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Introduccion

En la actualidad, las tecnologias digitales (TD) han tomado un papel importante en cuanto a
ensefianza y aprendizaje de las matematicas se refiere; la investigacion en educacion
matematica ha tenido un enfoque bastante amplio en lo que tiene que ver cor&scripcion de
todas sus potencialidades y posibilidades, descritas a partir de las diferentes ramas de las
matematicas, de manera particular, en lo referente a variacién y cambio. Los adelantos de tales
investigaciones han generado estrategias para la ezfsanza del célculo en el ambito escolar,
buscando brindar herramientas a los estudiantes para poder realizar descripciones de la
variacion y el cambio que presenta una curva que modele algun tipo de situacion. Por esto es
importante que quienes se vinculena la investigacibn en educacion matematica, puedan
disefiar e implementar tareas que atiendan aspectos relevantes con los procesos de aprendizaje
de la variacion y el cambio.

Por otra parte, de acuerdo con Vill@Dchoa (2012), el estudio de la variacion mresenta una
ruta para atender algunas de las dificultades que los estudiantes presentan al establecer
conexiones entre conceptos matematicos de fuertes componentes dinamicos, sus
representaciones y el movimiento real de los objetos en diferentes contextdsstas dificultades

se asocian principalmente a que en la escuela se enfatiza en los desarrollos procedimentales
basados en manipulaciones algebraicas. De igual manera, los Estandares Basicos de
Competencias en Matematicas, EBCM (2006), mencionan que engamiento variacional
resulta ser indispensable en cuanto se requiera realizar la identificacién de elementos que se
relacionen con la variacion y el cambio, situaciones que pueden abordarse a partir del estudio
de patrones, relaciones entre objetos variales y constantes, funciones, razones de cambio y
situaciones de dependencia e independencia entre variables. Adicionalmente, el MEN (2004)
plantea que la incorporacion de los sistemas analiticos se debe realizar de manera explicita en
los grados de sext@ noveno, sustentados en el reconocimiento de la importancia, necesidad y
pertinencia del estudio de situaciones de cambio, resaltando la relevancia del uso de las
tecnologias computacionales para la ensefianza del calculo.

En relacion con lo mencionado acerca de los elementos de variacion y cambio y su articulacion
a través de tecnologias digitales, planteamos esta propuesta investigativa en el marco de la linea
de Céalculo de la Maestria en Docencia de la Matemética del Dregraento de Matematicas de la
Universidad Pedagogica Nacional, como producto de la preocupacion que surge al consultar en
la literatura, sin resultados favorables, algun tipo de categorizacion de recursos GeoGebra que
describan sus potencialidades y asigrlizar una correcta intervencién en el aula con el apoyo
de estos.

Nuestro estudio tiene como propésito la clasificacion de recursos elaborados en GeoGebra con
el fin de tener un amplio aprovechamiento de estos en el aula e indagar por su incidencia €n e
desarrollo del pensamiento variacional. Para ello se toma como fundamento el planteamiento
del problema que guia el desarrollo del trabajo, asi como los aspectos metodoldgicos que se
tuvieron en cuenta y por medio de los cuales es posible generar algunossultados y
conclusiones a partir del analisis desarrollado.



En el presente documento se encuentra el desarrollo de la investigacibn mencionada,
atendiendo en primer lugar a la justificacion de esta y el planteamiento del problema, asi como
los objetivos tanto general como especificos y la consulta de estudios preliminares en relacion
con la clasificaciéon de recursos tecnolégicos en la ensefianza de las matematicas. Enseguida, se
encontraran los marcos teéricos adoptados tanto para el disefio de tareas conpara su
posterior andlisis; el primero, centrado en las categorias de razonamiento covariacional,
propuestas por Carlson (2003) y el segundo, centrado en el andlisis de las interacciones entre
un sujeto y una herramienta tecnoldgica, a saber, Abstracci®Gituada, cuyos autores mas
representativos son Noss y Hoyles (1996). Para la construccién de categorias, se realiz6 una
revision documental, mediante la cual se construyeron algunas tablas con el fin de decantar
aquella informacién relevante de la lecturade los documentos y asi llevar a cabo esta,
enseguida, el lector encontraréa el proceso desarrollado para esto.

Posteriormente se encontrara una descripcidon de los aspectos metodoldgicos llevados a cabo
en este trabajo, a saber: enfoque y estrategia inw@gtiva, contexto experimental, descripciéon

del objeto matematico, el disefio de tareas, elementos para recoleccion, registro y analisis de la
informacion y los enlaces para acceder a los recursos. Finalmente, se realiza el analisis de las
intervenciones realizadas a partir de las tareas y los resultados obtenidos en ellas, para
finalmente, pasar a las conclusiones generales del trabajo.

En anexos se podran encontrar los archivos de planeacién de tareas, transcripciones y tabla de
informacién de la lecturade documentos para la construccion de categorias.



CAPITULO 1: PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En este capitulo presentamos el asunto de estudio de esta investigacion. En primer lugar,
presentamos la problematica que se quiere atendeapoyados en evidencias empiricas y
tedricas. Esto nos lleva a plantear una pregunta de investigacion y unos objetivos que
permitiran trazar una ruta de navegacion. Posteriormente mostramos algunos antecedentes
investigativos a este estudio, de cara a ideifitar el estado de la investigacion en esta linea y
sustentar la pertinencia del estudio que en este documento se desarrolla.

1.1. Justificacion

Segun los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas adelante EBCM(2006) el
pensamiento variacional, a pesar de su complejidad, resulta indispensable para identificar
elementos relacionados con la variacion tales como, lo que cambia y lo gge mantiene
constante. Es decir, las variables, los valores dependientes e independientes y las relaciones
entre esas variables. Una de las maneras mas comunes de abordar situaciones de cambio es a
partir de actividades que involucren la formulacién de pabnes y el proceso de generalizacion.

El estudio de patrones guarda una relacion directa con nociones y conceptos del pensamiento
variacional como constantes, variables, funciones, razones de cambio, y situaciones de
dependencia e independencia entre varlaes. De esta manera, dichos elementos se pueden
relacionar directamente con conceptos propios del Calculo como limite, derivada e integral. En
este orden de ideas, se esperaria que teniendo como finalidad que el aprendizaje de los
conceptos mencionados peviamente fuese efectivo, se trabajara en la escuela alrededor de
situaciones que involucren la variacion y el cambio.

Sin embargo, hemos evidenciado, a partir de nuestra experiencia docente y la de varios colegas
con los que hemos compartido esta apreai&n, que aunque los planes de estudio del area de
matematicas de las instituciones educativas del pais tienen en cuenta para su formulacion los
planteamientos de los EBCM y los Lineamientos Curriculares, lo que sucede en las aulas no esta
en consonancia on dichos planteamientos. Esto debido a que el estudio de los diferentes
contenidos asociados al pensamiento variacional se limita a procedimientos algoritmicos. No
se da lugar a procesos de la actividad matematica como la modelacion, ni se involucran
situaciones cercanas al contexto de los estudiantes que permitan estudiar propiamente las
variables que alli intervienen y las relaciones que pueden existir entre las mismas. En el trabajo
realizado por Fiallo y Parada (2018), se alude a otra de las dificultasl identificadas respecto a

la ensefianza de contenidos relacionados con el pensamiento variacional. Esta se refiere a que,
en ocasiones, en las clases de mateméticas inicialmente se dan a conocer a los estudiantes un
sinfin de definiciones que no le hacetjusticia al Célculo ni al andlisis. Seguido a esto se
presentan ejemplos que privilegian la ejercitacion de procedimientos algoritmicos y al final se
propone realizar tareas del mismo tipo. Mientras tanto, las situaciones que involucran el
analisis del canbio y la variacion se quedan relegadas al finalizar la miscelanea de tareas
propuestas en los libros de texto, o bien, no son comprendidas por los estudiantes. Esto debido
a que durante las clases no se privilegia el desarrollo de procesos y pensamientaspos de la
actividad matematica, sino que se limita al trabajo con memorizacion de formulas y ejercitacion
de algoritmos. A continuacién, presentamos un ejemplo de la situaciéon descrita previamente,
basandonos en un apartado del libro de grado noveno da serie Activamente,de la editorial
Santillana del afio 2019.



Pendiente de una recta

La pendiente de una recta que pasa por dos puntos VV C_.’//
P(x;, v1)y (x5, y,) se halla mediante la expresion : / ]
s i ¥ i v, Y,
mZ% om= I = Z ,conx; F X, y P rd jdesr)lazam\ento
2 2 //"/_ et vertical
De donde la pendiente se interpreta como la razén ’ 7 ¥ %
entre elincremento verticaly elincremento horizontal desplazamiento

de larecta horizontal

El objeto matematico propuesto para trabajar en el apartado que seleccionamos es la pendiente de una récfaartir
de lapresentacion que hace el libro de texto, podemos evidenciar que se muestra inicialmente una definicion que ind
de manera implicita a los estudiantes a memorizar la formula dada. Pues, aunque se hace alusién a que la pendier|
interpreta como la razénentre los incrementos verticales y horizontales de la recta, lo primero que aparece es la formu
en mencién. En adicion a lo anterior, no se esta dando a conocer una situacion familiar para los estudiantes en la
puedan realizar un analisis de los cabiios verticales y horizontales que presenta la recta. Esto a su vez, podria inducirl
a interpretar la formula en lugar de memorizarla.

Ejemplos propuestos

EJEMPLO 3

Con base en la situacién del mantenimiento de las atracciones mecanicas, siyes el costo de
mantenimiento de x maquinas, ;cudles laecuacidn de larecta que representa la relacion?

Primero, se identifican los correspondientes puntos. Los puntos son (3, 500) y (8, 1.250)

Segundo, se determina la pendiente

_Y2™n
m=
X=X
_1.250—500 _ 750
g—3 5

Luego, se remplaza la pendiente 150 y uno de los puntos, por ejemplo, (3, 500)

Ecuacion de la pendiente

m =150 Se remplazan los valores y se realizan las operaciones

y=mx+b Ecuacion de larecta
500= 1503 + b,dedonde b = 50 Se remplazan los datos y se despeja b

Finalmente, se obtiene la ecuacion de larecta remplazando los valores de my b, asi:y = 150x + 50

Al remitirnos a la seccion de ejemplos, encontramos el que peesenta en la figura. En este se plantea una tarea enla q
se solicita relacionar mediante la ecuacion de una recta el costo del mantenimiento de las atracciones mecénicas d
parque, con la cantidad de estas. Los estudiantes cuentan con las coordasade dos puntos que pertenecen a la rect
Ahora bien, en la solucién de la tarea se muestra como obtener pendiente de la recta al reemplazar las coordenada
los puntos. Seguido a esto se muestra el procedimiento para obtener el punto de corte. Sinamb, no se hace ningung
interpretacion del valor de la pendiente ni de la ecuacion como tal en términos de la situacion propuesta.

Tareas propuestas

a. Escribe lasecua

6® CREA > Soluciona a partir de la siguiente adaunade lasrectas

grafica donde se representa el movimiento de que describen el movimiento del objetc
un objeto entre 0y 10 minutos.
Recorndo
5 : b. ¢Qué se puede decir del movimiento entre

\ 5 minutos y B minutos?

min c. JEnqueé se

or el objeto recorrio mas kilome

tros en menos tiel




%l 1A OAREBENRAAAO ,Pefptdponeh Bigdrdas tArdad para ques estudiantes las realicen. Esta es |
Ultima tarea que aparece en la seccion. Si bien, el objetivo es que interpreten la grafica en términos de la situa
propuesta, es probable que dado a la manera en que se presento el objeto mateméatico en estudivs gjemplos, los
estudiantes no sepan como realizar la interpretacion.

Tablal: llustracion de la dificultad expuesta por Fiallo y Parada (2018) a través de un apartado de un libro de texto

Los autores afirman que llevar &abo practicas como las que se ilustran en el ejemplo propuesto
han provocado que se pierda la razén de ser de los conceptos estudiados y que se olvide que
estos nacieron de la necesidad de resolver problemas de la vida cotidiana o de las diferentes
ciencias.

Otra dificultad que guarda relacién con los asuntos descritos en parrafos anteriores es que el
estudio de los conceptos matematicosse restringe al uso exclusivo de una de sus
representaciones y no a todo lo que implica el concepto en si mismo. Es desli resto de sus
representaciones, los procesos matematicos que se pueden promover a partir de él y los
algoritmos relacionados con este. Esto puede limitar el aprendizaje de dichos conceptos, en
tanto que no se permite a los estudiantes explorarlos a ga de todas las representaciones con

las que cuentan y establecer relaciones entre estas. Por ejemplo, Sandkezamoros, Garcia y
Llinares (2008), hacenreferencia a la investigacion de Habre y Abboud (2006), basada en la
introduccion del concepto de deivada a través de mudltiples representaciones. Uno de los
resultados de este estudio fue que los estudiantes no tenian la misma comprension del concepto
de derivada en el modo analitico que en el modo gréfico. Por esta razon, se considera que el uso
de muliples representaciones de un concepto matematico de manera simultdnea permite
complementar las ideas que se tienen alrededor de este y resulta favorable en el aprendizaje
del mismo. Para hacer frente a la dificultad mencionada en el parrafo anterior, Hegly
Lagrange (2010) proponen como alternativa la inclusion de recursos o tareas que permitan a
los estudiantes tener acceso a mudltiples representaciones de un concepto de manera
simultanea. Esto es posible gracias a la implementacién de tecnologias dilgis en el aula, pues

el uso de juegos, simulaciones, aplicativos y en general, ambientes de aprendizaje mediados por
tecnologia digital contribuyen aprendizaje de las Matematicas. Adicionalmente, los autores
mencionan que las mdltiples representaciones dein objeto matematico promueven su
aprendizaje, pues la informacion que se obtiene al combinar diferentes representaciones es
mayor que la que brinda una sola. Ademas, porque cuando se tiene la posibilidad de establecer
relaciones entre diferentes represetaciones de un mismo objeto matematico, como ocurre en
los ambientes tecnoldgicos, el estudiante tiene la posibilidad de enfrentarse a tareas que
promueven la comprension de este.

En este sentido, es valido afirmar que la tecnologia digital (TD) propicisgacios que hacen
posible gue el estudiante pueda vivir experiencias matematicas. Esta debe ser aprovechada por
los disefiadores de curriculo para propender por la construccibn de un conocimiento
matematico mas amplio y potente por parte del estudiante. Bien, como lo plantea Gémez
(1997), la tecnologia no es la panacea de los problemas que tienen lugar en la ensefianza vy el
aprendizaje de las matematicas, hay indicios de que se puede convertir en un agente catalizador
del proceso de cambio en la EducacioMatemética. Lo anterior, teniendo en cuenta que la
tecnologia no sustituye la labor del profesor, quien funge como organizador de un encuentro
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entre el sujeto y el medio para que surja el conocimiento. Esto sin dejar de lado la estructura
social de la clas, los saberes iniciales de los estudiantes, el tiempo didactico, el objeto de
ensefianza y los saberes de referencia. Ademas, sin desconocer que el papel de la tecnologia
trasciende de ser el de una herramienta auxiliar, para convertirse en un medio concelal se
produce conocimiento.

Ahora bien, pensar la tecnologia digital como un agente catalizador, también trae a colacion los
planteamientos de Villareal (2004), quien afirma que el entusiasmo por la modernizacién
tecnoldgica en la clase de matematicasupde dar origen a propuestas con escasas reflexiones
de tipo epistemoldgico, curricular o administrativo. En consecuencia, involucrar la tecnologia
no surtird ningun efecto si se mantienen invariantes los objetivos de ensefianza, los contenidos,
las metodobgias o las formas de evaluacion. En adicién a lo anteridiraya (2007) sefiala que
resulta importante que el profesor tenga conocimiento de las caracteristicas que poseen las
tecnologias que pretende utilizar, pues esto le permitira determinar cuando y ot usarlas. En

la siguiente tabla, relacionamos algunas de las principales problematicas identificadas por
autores de literatura situada en el campo de la Educacién Matematica, con las potencialidades
gue representa la tecnologia digital para hacer frenta estas.

Autor Problemética Potencialidades reconocidas
GOmezy @ Para dar solucién a una situacién problema, lo; Varios programas de geometria dinamice
Carulla estudiantes tienden a recurrir Unicamente a la permiten acceder a los distintos sistemas
(1998) representacion grafica de un objeto matematico y de representacion de un mismo objeto
esto genera obstaculos epistemol6gicos que nc matematico de manera simultdnea, esc
permiten la construccion de un conocimiento permite al sujeto manipular los objetos
matematico adecuado. matematicos y sus relaciones
Laborde et. | Al resolver tareas utilizando lapiz y papel, no Al usar tecnologia digital, losestudiantes
al (2001) | siempre se obtiene una retroalimentacion tienen la posibilidad de revisar sus
inmediata de las acciones ejecutadas. construcciones a través del arrastre de
puntos o probar sus conjeturas usandc
varias herramientas
Ruthven, = Al resolver tareas con lapiz y papel la cantidad d¢ La funcién de arrastre que ofrecen varios
Hennessy y casos o ejemplos a caiderar para formular una programas de geometria dinamica brinda
Deaney | conjetura son limitados. la posibilidad de trabajar a partir de varios
(2005) casos o ejemplos.
Gamboa | El autor manifiesta que el abordajeutinario en la | La tecnologia permiteir mas all4d de los
(2007) ensefianza ha generado una separacion entre l¢ procedimientos rutinarios, en tanto que

conceptos tedricos y su aplicabilidad. Esto debido
que, los estudiantes se limitan a mecaniza
algoritmos son comprender las ideas y concepto!
que estan detras de estos.

propicia un ambiente de descubrimiento y
reflexion. Ademas, segun Laborde (2001),

Tabla2. Problematicas identificadas en la ensefianza de las mateméaticdowsncialidad de las TD para atenderlas

En adicién al planteamiento expuesto en un parrafo anterior, Boon (2006) reporta que existe
una considerable coleccion de applets encaminados hacia la practica de la Educacion
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Matematica. El autor da cuenta y razénad aprecio que se tiene por estas nuevas herramientas
en las diferentes instituciones debido a su potencial. En este informe el autor realiza una
clasificacion de ciertos applets en tres categorias:

A Applets que ofrecen una realidad virtual: Estos appletsse usan para representar y
simular objetos y procesos del mundo real que forman la base del razonamiento
matematico.

A Applets que facilitan el uso de modelos: Estos applets ofrecen modelos interactivos que
pueden ser Utiles para construir y comprender los @anceptos y objetos mateméticos mas
abstractos.

A Applets que ofrecen un micromundo matematico: En estos applets se pueden construir
y transformar objetos matematicos como férmulas, ecuaciones y graficos.

Para cada categoria se presenta ejemplos y finalmentenciona la importancia del papel que
juega cada uno en una trayectoria de aprendizaje establecida. Ademas, resalta la necesidad de
seguir realizando investigaciones respecto a su uso con el fin de tener una perspectiva mas
amplia respecto a las posibiliddes y limitaciones de estas herramientas, especialmente para el
aprendizaje de las matematicas.

En este sentido y de acuerdo con los intereses de esta investigacion, procedimos a indagar
respecto a la potencialidad que tiene el uso de tecnologias digitales, particularmente para el

estudio de los procesos de cambio y variacién. Al respecto Fiallo yréda (2018) manifiestan

gue la modelacion y la simulacion de un problema de variacién en un medio digital, permite la
visualizacién de las variantes e invariantes de este. Ademas, posibilita reconocer las variables

gque intervienen, las relaciones importangés entre ellas, sus atributos, el comportamiento
tendencial de las graficas, entre otras. También se facilita la conexién entre las representaciones
gréficas, algebraicas, numéricas y geométricas. En otras palabras, los autores manifiestan que

la utilizacie T AA EAOOAI EAT OAO AT i bOOAAEI T AI AO Bl OEAEI E
i AOAT UOEAAOGG68 wl AAEAEelT A 11 AT OAOET Oh OAdAIl Al
convertido en el programa de geometria dinamica de mayor aceptacién entre los peebres de
matematicas. Este se caracteriza por su calidad, versatilidad y su caracter abierto y gratuito;

ademas, cuenta con una amplia comunidad de usuarios que comparten a diario recursos
realizados en él.

Por otro lado, destacan que este programa corimta en un mismo entorno elementos de
geometria, algebra, probabilidad, tablas, graficos, célculos estadisticos y simbdlicos. De modo
que, permite acceder a las diferentes representaciones de un mismo objeto o concepto
matematico de manera simultdnea. Est@a su vez, exige a los estudiantes interpretar las
diferentes representaciones y establecer conexiones entre ellas. Los autores también
reconocen que GGB es una herramienta excelente para la creacion de simulaciones y fenémenos
variacionales. Este caractedinamico del programa permite a los estudiantes experimentar y
descubrir regularidades que, con el trabajo tradicional con lapiz y papel, tomarian mucho mas
tiempo y esfuerzo. Ademas, el trabajo con el programa posibilita estimular y potenciar la
observacin, la generalizacion, la elaboracion de conjeturas y su verificacion experimental.

En los parrafos anteriores presentamos, por un lado, la necesidad planteada por Gamboa
(2007) y Boon (2006), respecto a la identificacion de potencialidades y limitacionede las
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herramientas tecnoldgicas que resultan ser de utilidad para la ensefianza y el aprendizaje de
las mateméticas. Por otro lado, hicimos alusién a las ventajas que Fiallo y Parada (2018)
reconocen en GGB, que en este caso funge como representante d&llggara el estudio de los
procesos de cambio y variacion. En esta via, consideramos pertinente, determinar qué tipos de
recurso se pueden elaborar en GGB, y qué incidencia tienen estos en el estudio de los procesos
del cambio y la variacién, asi como eta potenciacion del desarrollo del pensamiento
variacional.

1.2. Pregunta de investigacion
De acuerdo con los planteamientos expuestos en el apartado anterior, surge la necesidad de
indagar respecto a los posibles tipos recurso que pueden ser construidas @GB, en funcién de
su uso en la implementacion de tareas en el aula. Esto con el fin de aprovechar sus
potencialidades para optimizar los procesos de ensefianza y aprendizaje de conceptos
matematicos relativos al cambio y la variacion. Uno de los referarst para llevar a cabo nuestra
investigacion, es el trabajo de Jiménez (2018), quien realiz6 una video conferencia titulada
O#AOACT OEUAAEET AA ADPI EAAAEITAO DPAOA 1 A Al OAdAIl
AT ' A ButrAté ésta, expuso las caraetisticas de algunos recursos elaborados en GGB y
los situd en las categorias que se enuncian a continuacién: Aplicativos de conjetura, aplicativos
de acompafiamiento, aplicativos de aprendizaje autonomo y aplicativos calculadora.
Teniendo como referencia ktrabajo mencionado con antelacion y las ideas expuestas en el
apartado dedicado a la justificacion de este estudio, proponemos las preguntas que orientaran
el desarrollo de este:
¢,Cudles son los tipos de recussimados en el pensamiento variacionglie se pueden construir
en GeoGebran funcién de su uso en la implementacion de tareas en el aula?
¢ @al es la incidencia que tienen estos recursos en el desarrollo del pensamiento variacional en
estudiantes de Educacion Basica?
1.3. Objetivos
1.3.1. Objetivo general
Elaborar una clasificacion de recursos elaborados en GeoGebra en funcién de su siseados
en el pensamiento variacionalgon el fin de propender por el maximo aprovechamiento de estos
en el aula, asi como indagar por la incidencia que tiemdos recursos emergentes de la
clasificacion, en el desarrollo del pensamiento variacional.
1.3.2. Objetivos especificos

+ Realizar una revisién documental que brinde elementos para clasificar los diferentes
tipos de recursos que se pueden construir en Geelyra.

+ Formular una clasificacion de los tipos de recursos elaborados en GeoGebra en funcién
de su usg situados en el pensamiento variacionagn la implementacion de tareas en el
aula.

+ Construir recursos GeoGebra que se sitllen en algunas de las categoplasteadas y
realizar una serie de entrevistas basadas en tareas a partir de estos.

+ Disefiar instrumentos de recoleccion y andlisis de la informacién obtenida a partir de la
implementacién, a la luz de los marcos teoricos que fundamentanitavestigacion.



+ Determinar la incidencia que tuvocada tipo de recurso GeoGebrdisefiado en el
desarrollo del pensamiento variacional.

1.4. Antecedentes bibliograficos

En este apartado, presentamos una breve descripcion de investigaciones que consideramos
afines a la nuestra. En primer lugar, hacemos alusion a investigaciones que involucran
elementos conceptuales relacionados con la clasificacion de recursos tecnoldgicos utilizados en
la ensefianza de las matematicas. En segundo lugar, hacemos referenciavesiigaciones que
involucran el estudio de conceptos relacionados con los procesos del cambio y la variacion,
ademas del uso de tecnologia digital en las intervenciones realizadas.

1.4.1. Sobre la clasificacion de recursos tecnoldgicos usados en la ensefian za de las

matematicas

En primer lugar, nos remitimos a la investigacion realizada por Laborde et. al. (2001). Estos

autores, realizan una clasificacién de los tipos de tarea usadas por profesores en entornos de

geometria dinamica. Los tipos de tarea se deiben en seguida.

A Tipo I: En estas tareas el entorno facilita las acciones materiales, pero no cambia la tarea
para los estudiantes. Por ejemplo, producir figuras y medir sus lados.

A Tipo ll: En estas tareas el entorno facilita a los estudiantes éxploracién y el analisis. Por
ejemplo, identificar relaciones en una figura a través del arrastre.

A Tipo lll: Estas tareas tienen una contraparte con lapiz y papel, pero pueden ser resueltas
de manera diferente en el entorno. Por ejemplo, tareas de consteion que puedan ser
resueltas en entornos digitales usando una transformaciéon o la suma de vectores.

A Tipo IV: Estas tareas no pueden ser planteadas sin la mediacién del entorno. Por ejemplo,
tareas que solicitan construir un diagrama dinamico a través dexperimentacion con este
para identificar sus propiedades.

Los investigadores aclaran que en los Tipos | y Il, el entorno facilita la realizacion de las tareas.
Mientras que, en los tipos Il y IV las tareas cambian de alguna manera por la mediacion del
entorno digital, ya sea porque cambia la manera de resolucién o porque no es posible realizar
la tarea fuera del entorno.

En segundo lugar, presentamos el estudio realizado por Durmus (2006), en este se alude al
concepto deO- AT ED DI Bsibd €eAedtienden como posibles modelos concretos que
involucran conceptos matematicos u objetos fisicos que puedan hacer que las ideas y simbolos
abstractos tengan mayor significado y sean mas comprensibles para los estudiantes. De esta
manera, es prolable que el proceso de construccion o descubrimiento de relaciones u objetos
matematicos sea Optimo mediante el uso apropiado de materiales manipulables con una tarea
adecuada. Este estudio menciona que existen Idanipuladores Virtuales definidos como”
representaciones visuales interactivas basadas en la web de un objeto dinamico que presentan
oportunidades para construir conocimiento matematicgMoyer et al., 2002, p.337) citado en
Durmus (2006). En este sentido, GeoGebra podria entenderse comomanipulador virtual.
También se menciona en la investigacion, que los estudiantes deben tener la oportunidad de
interactuar con este material, pues una sola demostracion del maestro con esta no es suficiente
para aprovechar todo su potencial. Suydam y Higgind976) citados en Durmus (2006),
afirman que incluir estos materiales en clase adecuadamente y construirlos de una manera



correcta, producird mayores logros en cuanto a construccion de objetos matematicos que las
lecciones en las que no se usan. Adicionante, Clements y Mcmillen (1996, p.77) citado por
Durmus (2006) proponen algunas caracteristicas que debe cumplir un manipulador virtual
para ser beneficioso en la ensefianza de las matematicas, dichas caracteristicas son:
1 Tener acciones simples de cambjaepeticion y anulacion;
1 Permitir a los estudiantes guardar configuraciones y secuencias de acciones;
1 Vincular dindmicamente diferentes representaciones y mantener una estrecha
conexion entre los objetos y simbolos en la imagen;
1 Permitir que los estudianes y profesores planteen y resuelvan sus propios problemas;
9 Permitir a los estudiantes desarrollar un control creciente de una herramienta
matematica flexible y extensible. Tales programas también sirven para muchos
propésitos y ayudan a formar conexionegntre ideas matemaéticas.

En adicion a lo anterior, Moyer (2008) plantea que al escoger un manipulador virtual es
necesario tener en cuenta ciertas consideraciones en relacion con aspectos de fidelidad
matematica, cognitiva, pedagdégica y las representacies externalizadas de cada herramienta.
De alli la pertinencia de tener en cuenta todos los elementos mencionados al trabajar con ciertas
herramientas tecnoldgicas.

En tercer lugar, presentamos la clasificacion de recursos GeoGebra expuesta por Jiménez
(2018) en la video conferencia mencionada en un apartado anterior. En la siguiente tabla,
relacionamos las categorias que plantea el autor con sus respectivas caracteristicas.

La finalidad de estos recursos es ejemplificar
hipétesis o supuestos asociados al objeto o situacio
ratificar las ideas iniciales o invalidarlas. Este tipo d¢
aplicativos juega en la relacion saber profesor,
cuando el profesor esta estudiando o haciend
matematicas. Se caterizan por:

A Ausencia de textos que indiquen un proceso

Estos recursos se constituyen en material de apoy
para las explicaciones dadas por el profesor, en s
mayoria son representaciones gréficas debido a |
naturaleza de GeoGebra. Se caracterizan por:

A No tener textos de apoygara las indicaciones &

seguir. . P
A Pogr] lo general quien los usa es quien lo seguir, pero si sefiales,
A Casos limitados
construye.

A Su utilidad carece de sentido sin la presencia d¢

A Se tiene acceso a la vista algebraica activa y a
profesor.

ventana de ejecucion.

A No hay botones ni casillas de entrada.

A Las preguntas seencuentran por fuera del
recurso.

Aplicativos de aprendizaje autbnomo Aplicativos calculadora

Estos recursos son Utiles para caracterizar algu
concepto o0 procedimiento sin acompafiamiento
obligatorio del profesor. Son aplicativos méas robusto
gue se caracterizan por:

A Tener botones, casillas de entrada o casillas ¢
control.

Tener indicaciones de uso

Existe una amplia gama de casos a estudiar.
A No hayacceso a la vista algebraica.

A
A

Estos recursos permiten realizar diversos tipos de

calculo, no requieren ningun tipo de programacion

GeoGebra es usado como una calculadora.

caracterizan por:

A Tener indicaciones breves.

A Brinda la posibilidad de realizar ura gran
cantidad de calculos.

A En general, tiene la misma funcionalidad de un
calculadora.
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Tabla 3. Clasificacion de recursos GeoGebra planteada por Jiménez (2018)

1.4.2. Sobre el estudio del cambio y la variacidn en contextos escolares

En primer lugar, hacemos referencia a la investigacion realizada por Rodriguez C., Fiallo J. y
Parada S. (2018), quienes proponen disefar, aplicar y evaluar una secuencia didactica basada
en la resolucion de problemas. Esta tiene commélidad mostrar qué habilidades cognitivas es
necesario estimular en el aula, para conceptualizar la derivada como razén de cambio. Los
investigadores realizaron de entrevistas estructuradas y basadas en tareas respecto a la
resolucion de un problema modéado en GeoGebra y tareas especificas que tienen como
objetivo que los estudiantes logren transitar por los cinco niveles de Razonamiento
Covariacional, propuestos por Carlson et. al. (2003).

Los investigadores proponen una situacion de lanzamiento vertt hacia arriba y pretenden
que, a partir del desarrollo de esta, los estudiantes logren evidenciar comportamientos que
permitan situarlos en el nivel 5 de covariacion. Durante la implementacion, los estudiantes
argumentan por qué la razén de cambio instaénea entre la posicién en funcién del tiempo
representa la velocidad del objeto en un instante especifico. Para esto, reconocieron y
determinaron la interdependencia de las variables; el comportamiento del movimiento
parabdlico; la cantidad de cambio deak variables y las razones promedio alrededor de un valor
de la variacién. Este estudio tiene como finalidad hacer frente a la dificultad referenciada por
Cuevas, Rodriguez y Gonzélez (2014), quienes manifiestan que, al estudiar la derivada como
razon de ambio, los estudiantes no evidencian una comprension adecuada de esta. Esto debido
a que, se aborda desde los procedimientos netamente algoritmicos, o bien porque su ensefianza
se enfoca en contenidos formales que dejan de lado el significado y la interfa@on del
concepto.

En segundo lugar, presentamos la investigacion realizada por Grueso, R. y Gonzélez, G. (2016),
quienes indican que los resultados obtenidos a partir de diferentes instrumentos de evaluacion
demuestran que las préacticas en el aula no @ siendo lo suficientemente efectivas, a raiz de

la no actualizacion de estas, en relacion con la aprehension del concepto de funcién. Ademas,
resaltan la importancia de proponer un acercamiento a la ensefianza del concepto de funcion
desde una perspectia covariacional que tenga un verdadero impacto en al aula. Para ello,
proponen tres situaciones problema, cada una compuesta por tres tareas, en las que esperan
que los estudiantes construyan imagenes de dos variables dependientes que cambian
simultaneamente. Se espera que los estudiantes evidencien a partir de las tareas propuestas,
comportamientos asociados con las cinco acciones mentales propuestas en la herramienta
analitica del marco conceptual de la covariacién. Ademas, los autores sefialan que, airpdet

las situaciones propuestas, buscan verificar el nivel de apropiacion de algunos conceptos en
torno a la funcion. Asimismo, sefialan que los fundamentos para la construccion del concepto
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de funcidén nacen de la asociacion y el estudio de fendbmenos dentéo. Pues esto involucra las
nociones de variable, dependencia, transformacion y variacion que permiten el acercamiento
al concepto desde un punto de vista dinamico. Lo anterior porque responden a la necesidad de
analizar el movimiento y formular preguntes orientadoras, que reflejan avances en el
razonamiento utilizado por los estudiantes.

CAPITULO 2: MARCO TEORICO

2.1. El pensamiento variacional desde una perspectiva tedrica

De acuerdo con la version electrénica del diccionario de la Real Academia Espafiola (RAE), la
variacion se entiende, en términos generales, como el cambio o modificacion que experimenta
un fenémeno para convertirse en otro. En matematicas, segun lo planteapor Fiallo y Parada
(2018), se habla de variacion cuando se abordan problemas en los que es menester la
identificacion y el uso de variables. Debe tenerse en cuenta que estas no se restringen a letras
que representan valores desconocidos, sino que se @riden como cantidades que pueden
medirse y cambian cuando las situaciones en gue tienen lugar también cambian. Ahora bien,
Parada, Conde y Fiallo (2016) afirman que comprender la variacién implica dos acciones
fundamentales. Por una parte, explicar la ratién existente entre las magnitudes que cambian
en determinada situacion y por otra parte, medir y analizar de qué manera cambian esas
magnitudes. Para estos autores el desarrollo dpensamiento variaciondl en la escuela es un
asunto de gran importanca, en tanto que este permite modelar y comprender procesos de la
vida cotidiana.

Segun VillaOchoa (2012) la variacion implica la covariacion y la correlacién de magnitudes
cuantificadas numéricamente; la forma de estudiar lo que matematicamente se conagemo
covariacion, es elrazonamiento covariacional Este tipo de razonamiento se entiende, de
acuerdo con Carlson, Jacobs, Coe, Larsen y Hsu. (2003) como las actividades cognitivas
involucradas en la coordinacion de dos magnitudes que varian, mientras segta atencion a la
manera en que cada una de estas cambia respecto a la otra. A partir de la definicion de
razonamiento covariacional que presentan los autores, se infiere que este se entiende como un
subconjunto propio del pensamiento variacional, puesl covariacion es un tipo de variacion en

el que estan involucradas dos magnitudes. Por lo anterior, el razonamiento covariacional y el
pensamiento variacional no deben entenderse como sinénimos. Vale la pena mencionar que,
atendiendo a estudios citados el trabajo de los autores mencionados, es valido afirmar que
aunque el razonamiento covariacional es esencial para la comprensiébn de conceptos
primordiales del calculo, y es tenido en cuenta en los curriculos convencionales, estos no han
logrado propenderpor su desarrollo en los estudiantes.

1 En la seccién 2.2 se presaa definicion de pensamiento variacional propuegtar el Ministerio de
Educacion Nacionan la normativaducativa nacional colombiana
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2.1.1. El marco conceptual de la covariacion

Basandose en la descripcion anterior, Carlson et al (2003) proponen uno de los marcos
conceptuales que fundamentara este estudio. La herramienta analitica de este marco
conceptual comprende cinco acciones mentales y cinco niveles del razonamiento covariacional.
De acuerdo con los autores esta herramienta analitica surge a raiz de un estudio realizado por
ellos, cuya poblacion fue un grupo de estudiantes universitarios queahian terminado
recientemente un curso de Célculo con calificacién sobresaliente. Se les solicitdé responder cinco
items que implicaban analizar aspectos covariantes de eventos dinamicos. A través de los
comportamientos que exhibieron estos estudiantes, Clapn y sus colaboradores caracterizaron

las acciones mentales mencionadaespriori.

Las acciones mentales describen las habilidades de razonamiento presentes en la
representacion e interpretacion significativas de situaciones dinamicas que involucran dos
cantidades que cambian de manera simultanea. Estas acciones a su vez permiten clasificar los
comportamientos que muestran los estudiantes cuando se involucran en la resolucion de tareas
de covariacior? y proveen una forma de jerarquizarlos. Por otro ladolos niveles permiten
clasificar a un estudiante de acuerdo con lianager? global que parece sustentar a las distintas
acciones mentales que ese estudiante muestra en el contexto de resolucién de una tarea. En la
tabla 1 se presentan las cinco acciones mites que hacen parte de la herramienta analitica del
marco conceptual de la covariacion, los comportamientos asociados a cada accion y la
descripcién de cada uno de ellos.

Accion L .
Descripcion Comportamiento
mental
AM1 Coordinacion del valor de unavariable Designacion de los ejes con indicaciones verbales

con los cambios en la otra. coordinacion de las dos variables (e.gycambia con cambios

ena.
AM2 Coordinacién de la direccion del cambic Construccion de una linea recta creciente.
de una variable con los cambios en Ii Verbalizacion de la consciencia de la direccién del cambio d
otra variable. valor de salida mientras se consideran los cambios en
valor de entrada
AM3 Coordinacion de la cantidad de cambic Localizacion de puntos/construccion de rectas secantes.
de una variable con loscambios de la Verbalizacion de la consciencia de la cantidad de cambio d

otra. valor de salida mientras se consideran los cambios en
valor de entrada.
AM4 Coordinacion de la razén decambio | Construccion de rectas secantes contiguas para el dominio

promedio de la funciébn con los| Verbalizacién de la consciencia de la razén de cambio d
incrementos uniformes del cambio en la valor de salida (con respecto al valor dentrada) mientras se
variable de entrada. consideran incrementos uniformes del valor de entrada.

2 Allaluz de las ideas de Carlson et al (2088yeconoce que una tarea de covariacion es una situacion problema
propuesta a los estudiantgsie involucra el cambio que experimenta una magnitud con respecto a otra.

3 SegunSaldahna y Thompson (199& nocion de covariacion la evidencia alguien que tiene en mente una
imagensostenida de los valores de dos cantidgdescambianle manera simtdnea. Lo que a su vanplica

unir las dos cantidades, de modo que, en la comprensidradeeuforng un objeto multiplicativo de las dps

pues una cambia en funcién de la otra. Lo expuesto anteriormente, es lo que reconocen Carlson et al (2003)
comoimagen de covariacion
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AM5 Coordinacién de la razén de cambic Construccion de una arva suave con indicaciones claras de
instantdnea de la funcién, con los los cambios de concavidad.
cambios continuos en la variable Verbalizacion de la consciencia de los cambios instantanec
independiente para todo el dominio de en la razén de cambio para todo el dominio de la funcion (lo
la funcién. puntos de inflexion y la direccion de las concavidades so
correctos).

Tabla4: Acciones mentales del marco conceptual para la covariacion. Tomado de Carlson et al (2003, p.128).

Los estudiantes pueden reconocer en un primer momento que dos cantidades involucradas en
una situacién problema cambian juntas en una relacién de dependencia, este comportamiento
es propio de AM1. Si ademas de esto, pueden imaginar la direccién del cambio de una cantidad
mientras imaginan un cambio en la otra estaran exhibiendo comportamientos asociados a AM2.
Por ejemplo, reconocen que a medida que aumenta la cantidad de agua que agregan en un
recipiente, también esta aumentando la altura que alcanza el agua en el recipiente. estaran
evidenciando un comportamiento asociado a AM2. Una vez evolucionan las habilidadde
razonamiento covariacional de los estudiantes, ellos también son capaces de coordinar cuanto
cambia una cantidad mientras se imaginan cambios en la otra cantidad (AM3): por ejemplo,
reconocen que con cada taza de agua se agrega a un recipiente céitacaltura del agua en el
recipiente va aumentando cada vez a menor velocidad. Los estudiantes que muestran
comportamientos asociados a AM4 pueden ver como la tasa de cambio de una cantidad con
respecto a las otra cambia. Por ejemplo, pueden imaginar carabien una cantidad a medida
gue se van agregando tazas de agua en un recipiente cdnico, es decir que, pueden dar cuenta y
razén de que la tasa de cambio de la altura con respecto al volumen aumenta hasta que el
recipiente esta lleno. Finalmente, AM5 implig imaginar cdmo cambia una cantidad mientras se
toman imagenes de los cambios continuos en una segunda cantidad. Por ejemplo, a medida que
el agua se vierte en un recipiente, la altura del agua en el recipiente aumenta a un ritmo
creciente.

En latabla 2 se muestran los distintos niveles de razonamiento covariacional. De acuerdo con
Carlson et al. (2003) es valido afirmar que un estudiante ha alcanzado un nivel de razonamiento
covariacional, cuando exhibe comportamientos asociados a las acciones@adas a ese nivel y

a las acciones asociadas con todos los niveles previos. Por ejemplo, el cuarto nivel de
covariacion esta asociado con las cuatro primeras acciones mentales, pues se puede afirmar
que un estudiante se encuentra en este nivel cuando hmostrado comportamientos que
ilustran dichas acciones.

Nivel Caracteristicas

Nivel 1 (N1) En el nivel de coordinacion, las imagenes de la covariacion pueden sustentar a la accion me
Coordinacion de coordinar el cambio de una variable conambios en la otra variable (AM1).
. En el nivel de direccion, las imagenes de la covariacién pueden sustentar a las accio
Nivel 2 (N2) ; . - . . -
; It mentales de coordinar la direccién del cambio de una de las variables con cambios en la o
Direccion ; . e S
Las acciones rantales identificadas como AM1 y AM2 son sustentas por imagenes de N2.
Nivel 3 (N3) En el nivel de la coordinacion cuantitativa, las imagenes de la covariacion pueden sustenta
N las acciones mentales de coordinar leantidad de cambio en una variable con cambios en
Coordinacion . . o
cuantitativa otra. Las acciones mentales identificadas como AM1, AM2 y AM3 son sustentadas por

imagenes de N3.
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En el nivel de la razén promedio, las imagenes de covariacion puedentemsar a las acciones
mentales de coordinar la razén de cambio promedio de una funcién con cambios uniformes
Nivel 4 (N4) los valores de entrada de la variable. La razon de cambio promedio se puede descompo
Razo6n promedio | para coordinar la cantidad de cambio de la variable reslante con los cambios en la variable
de entrada. Las acciones mentales identificadas como AM1 hasta AM4 son sustentadas
por imagenes de N4.
En el nivel de la razén instantanea, las imagenes de covariacion pueden sustentar a las accic
mentales de coordinar la razén de cambio instantanea de una funcién con cambios contint

Nivel 5 (N5) en la variable de entrada. Este nivel incluye una consciencia de qlzerazén de cambio
Razén de cambio | instantanea resulta de refinamientos mas y mas pequefios en la razén de cambio promec
instantanea También incluye la consciencia de que el punto de inflexion es aquel en el que la razén

cambio pasa de ser creciente a decreciente o al contrarias acciones mentales identificadas
como AM1 a AM5 son sustentadas por imagenes de N5.

Tabla5: Marco conceptual para los niveles de la covariacion. Tomado de Carlson et al (2003, p.129)

En términos de Carlson et al. (2003), unstudiante puede clasificarse en el nivel 5 (N5) al
realizar una tarea especifica cuando logra realizar la accion mental 5 (AM5), pero también es
capaz de descomponer dicha accién para razonar a través de niveles que impliquen las acciones
mentales previas(AM1-AM4). Esto quiere decir que el estudiante en cuestion comprende que
la raz6n de cambio instantanea resulta de refinamientos de la raz6n promedio que son cada vez
mas pequefios. Ademas, identifica un punto de inflexion como el punto en el que la razén d
cambio pasa de ser decreciente a ser creciente o viceversa.

Sin embargo, Carlson, Oehrtman y Engelke (2010), sostienen que AM1 y AM2 deben preceder
a AM3, AM4 y AM5, mientras que estas tres Ultimas no son necesariamente jerarquicas. Por
ejemplo, un estuiante podria hablar sobre la naturaleza cambiante de la tasa de cambio de dos
cantidades (AM4) sin entender cdmo y cuanto cambia una cantidad mientras imagina cambios
sucesivos en otra (AM3).

De acuerdo con Carlson y sus colaboradores, al analizar el razonamiento covariacional de un
estudiante a partir de este marco, también es posible dar cuenta de procesos de pensamiento
pseudoanaliticosy comportamientos del mismo tipo. Esto sucede cuando usstudiante
aparentemente exhibe comportamientos asociados a determinada accion mental, pero al
pedirle que verbalice su pensamiento sobre el desarrollo de la tarea propuesta, el estudiante
evidencia no tener una comprension gue sustente dichos comportanmos.

A continuacion presentamos el analisis de una tarea propuesta por Carlson et al.(2003) a un
grupo de estudiantes que recientemente habian culminado un curso de calculo, esto con el fin
de ilustrar el funcionamiento las acciones mentales y los nivelate covariacion descritos en
parrafos anteriores.

Tarea:

Imaginar el llenado de una botella como la que se muestra

en la figura 1 y hacer un bosquejo de la gréfica de la altura

como una funcién de la cantidad de agua que hay en la U
botella.

Figural: Botella con base esférica

Inicialmente mostramos en la tabla 3 algunos de algunos comportamientos asociados a la
resolucion de la tarea que podrian ilustrar las diferentes acciones mentales del marco.
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Accion mental Comportamiento asociado

AM1 Coordinacion de la altura con los cambios en el volumen. Esto puede evidenciarse cual
el estudiante asigna los ejes coordenados a la grafica y ademas, manifiesta que cua
cambia el volumen, también cambia la altura que alcanza el agua en la botella.

AM2 Coordinacion de la direccion del cambio de la altura, mientras se consideran cambios er
volumen. Es posible dar cuenta de esta accion mental cuando el estudiante verbaliza qu
medida que aumenta la cantidad de agua, también aumenta la altura desesn la botella.

AM3 Coordinacion de la magnitud del cambio de la altura con la magnitud del cambio d
volumen. Un indicador de esto es que el estudiante reconozca que al iniciar el proceso
llenado, la altura cambia rapidamente, pero que al agregar la misma cantidad de agu la
mitad de la botella, la altura aumenta a una velocidad menor.

AM4 Coordinacion de la razén de cambio promedio de la altura con respecto al volumen pe
cantidades iguales del volumen. Esto se puede evidenciar cuando el estudiante verbal
ideas oncretas sobre la pendiente y la razén de cambio de cantidades fijas de agua.
ejemplo, puede hacer alusion a que al iniciar el proceso de llenado la pendiente de la grai
es mayor, luego se nivela y luego vuelve a ser mayor.

AM5 Coordina larazén de cambio instantanea de la altura, con respecto al volumen, con camb
en el volumen. Esto puede evidenciarse cuando el estudiante realiza una curva suave (
es concava hacia abajo, luego es céncava hacia arriba y finalmente lineal. Ademas ¢
anterior, también reconoce que la pendiente cambia a medida que se vierte el agua a ra:
constante e identifica el punto de inflexién como un punto de simetria en el que la razén
la que se esta llenando la botella pasa de ser creciente a decreciente.

Tabla6: Acciones mentales y comportamientos asociados a la tarea propuesta

Para reconocer las habilidades de un estudiante en cuanto al razonamiento covariacional
usando las acciones y niveles propuestos, es necesario identificar, partir de sus
comportamientos durante la resolucion de la tarea propuesta, las acciones mentales
desarrolladas. Después, teniendo en cuenta dichas acciones, se procede a determinar el nivel
de razonamiento covariacional en el que él se encuentra.

Por ejamplo, si el estudiante manifiesta que cuando cambia la altura del agua en la botella,
también cambia el volumen, pero no da cuenta de cédmo cambian estas variables, esta
evidenciando un comportamiento asociado exclusivamente a AM1, por lo que estaria sitaad
en el nivel 1 de razonamiento covariacional. Sin embargo, si el estudiante reconociera que a
medida que aumenta la cantidad de agua, también aumenta la altura de esta en la botella y que
ademas, la altura cambia mas rapidamente al iniciar el proceso derado que en la mitad de
este (comportamientos asociados AM2 y AM3 correspondientemente) estaria exhibiendo una
habilidad ligada al nivel 3. En este orden de ideas, un estudiante situado en el nivel 5, debe
exhibir comportamientos que sustenten todas laacciones mentales.

Cabe mencionar, que resulta fundamental solicitar al estudiante que sustente los
comportamientos presentados durante la resolucion de la tarea, esto con el fin de verificar si
efectivamente esté desarrollando las acciones mentales asadas a los mismos. Carlson et al.
(2003) muestran en los resultados de su investigacion el caso de una estudiante que elaboré
una grafica que correspondia con la situacion de covariacion propuesta en la tarea presentada
a modo de ejemplo en este apartad@&ste podria ser un indicio aparente de AM5. Sin embargo,
cuando se pidié proporcionar una justificacion al respecto, la estudiante indic6 que de acuerdo
con sus experiencias esa debia ser la apariencia de las gréaficas que representaban situaciones
como lade la tarea propuesta. Esta respuesta fue clasificada copgeudoanaliticapues no tuvo

en cuenta la manera en que cambiaban las variables involucradas en la tarea, sino en hechos
memorizados.
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Consideramos pertinente el uso de la herramienta analitica ppaiesta en el marco conceptual
de la covariacion para el estudio reportado en este documento, puesto que segun lo planteado
por sus autores, esta herramienta permite caracterizar el razonamiento covariacional de una
manera mas detallada respecto a lo que b& sido posible en el pasado. Ademas, porque
permite clasificar este razonamiento en el contexto del desarrollo de una tarea especifica
través de un lenguaje y una estructura que posibilitan describir las habilidades generales de un
estudiante, en logque atafie a la covariacion.

2.3. El pensamiento variacional desde los estandares propuestos por el NCTM

El Consejo Nacional de Profesores de Matematicas (NCTM, por sus siglas en inglés) se reconoce
como la organizacion mas grande a nivel mundial relacionada con la Educacion Matematica. Su
objetivo es proporcionar a los profesores de Estados Unidos y Cana@&uirsos y orientaciones

en lo que respecta a la ensefianza de las mateméticas desde preescolar hasta el grado 12. Estas
orientaciones estan plasmadas en lo®rincipios y Estandares para la Matematica Escolar
(NCTM, 2000). En este documento se presentan irdtmente los principios, los cuales hacen
referencia a las caracteristicas particulares de la educacién matematica de alta calidad. Después
se hace alusion a los estandares, los cuales describen el contenido matematico y los procesos
gue deben promoverse a los estudiantes. Los principios y estandares en conjunto describen lo
gue la instruccion en matematicas deberia permitir a los estudiantes saber y hacer.

En total se presentan diez estandares, cinco de ellos referidos a contenidos y los otros cinco a
procesos. Los estandares de contenido son: numeros y operaciones, algebra, geometria,
medicion y andlisis de datos y probabilidad. Los estdndares de procesos son: resolucion de
problemas, razonamiento y prueba, comunicacion, conexiones y representacion. Segl
documento de principios y estandares del NCTM, todos los estandares son transversales a la
trayectoria académica de los estudiantes y el desarrollo de los mismos se va refinando con el
tiempo. En cada grado de escolaridad se enfatiza de manera distinen cada uno de los
estdndares de contenido. Vale la pena aclarar que los estandares se organizan teniendo en
cuenta cuatro conjuntos de grados (preescolar a segundo, tercero a quinto, sexto a octavo y
noveno a doce).

Centraremos la atencién en el estandale algebra, pues este hace referencia al trabajo sobre
las relaciones entre cantidades, incluyendo funciones, formas de representar relaciones
matematicas y el andlisis del cambio (contenidos fundamentales en el estudio que se presenta
en este documento) En la formulacion general de este estdndar se menciona que la experiencia
sistematica de los estudiantes con patrones desde edades tempranas puede ayudar a construir
en grados superiores la idea de funcion. También se resalta la importancia de ensefidosa
estudiantes que existen situaciones que con frecuencia pueden describirse usando
matematicas, pues de esta forma ellos pueden empezar a formar nociones elementales de
modelacion matematica. Particularmente, se espera que desde el trabajo realizado s

4 Consideramos que este aspecto demanda rigurosidad respecto a la formulacién de las tareas que se van a
proponer a los estudiantesstotiene la intencion de evitar comportamientos que puedan catalogarse como
pseudoanaliticas

5 El NCTM adopta la definicid de modelacion matematica propuesta erGlaisielines for Assessment and
Instruction in Mathematical Modeling Educati¢g@AIMME). En este documento definen modelacién como
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programas instruccionales, en lo que atafie al estandar de algebra para los diferentes grados de
escolaridad, el estudiante desarrolle cuatro competencias. En primer lugar, la comprensién de
patrones, relaciones y funciones. En segundo lugar, la repesgacion y analisis de situaciones

y estructuras matematicas usando simbolos algebraicos. En tercer lugar, el uso de modelos
matematicos para representar y comprender relaciones cuantitativas. En cuarto lugar, el
analisis del cambio en diferentes contextasPara cada una de estas competencias se formulan
expectativa$ especificas dirigidas a los diferentes conjuntos de grados.

2.2. El pensamiento variacional desde la normativa nacional

En la normativa educativa nacional colombiana se hace referencia al @dib de la variacion y
también se reconoce la importancia de promoverlo en el aula. En los Estandares Basicos de
Competencias en Matematicas (Ministerio de Educacién Nacional, 2006), se presentan algunas
pautas o niveles de alcancgara el desarrollo delas competencias asociadas a cada uno de los
tipos de pensamiento matematico: numérico, espacial, métrico, aleatorio y variacional. Estos
estdndares se distribuyen en cinco conjuntos de grados (primero a tercero, cuarto a quinto,
sexto a septimo, octavo anoveno y décimo a once). En este documento se plantea que el
pensamiento variacional esta relacionado con la percepcion, identificacion y caracterizacion de
la variacion y el cambio en diferentes contextos, asi como con su descripcién, modelacion y
representacion en distintos sistemas o registros simbdlicos (p. 66).

En adiciéon a lo anterior se afirma que uno de los propésitos al trabajar el desarrollo del
pensamiento variacional es el de construir, desde una edad escolar temprana, diferentes
derroteros y acercamientos significativos para comprender y utilizar los conceptos y
procedimientos relacionados con las funciones. Se debe tener en cuenta también el aprendizaje
con sentido del calculo numérico, algebraico, diferencial e integral. Por otro lado, los
Lineamientos Curriculares en Matematicas (MEN, 1998), plantean que este tipo de
pensamiento puede empezar a desarrollarse desde la educaciéon basica primaria. Esto a través
del trabajo con tablas, patrones numéricos (aditivos y multiplicativos) y graficas cesianas,
entre otros elementos; adaptados al nivel de aritmética abordado en cada grado. Cabe aclarar
qgue el trabajo con dichos elementos también sera fundamental en niveles de escolaridad
superiores para el tratamiento de la nocién de funcién y la constecion del continuo numérico.

"un proceso que utiliza las mateméticas para representar, analizar, hacer preslieciproporcionar
informacion sobre fenémenos del mundo real" (GAIMME 2018).p

6 Estas expectativas se pueden observar con detalle en el documento de Principios y Estandares (NCTM, 2000.,

pp. 72366). Estan organizadas teniendo en cuentedampetencias descritas y son diferentes para cada grado
de escolaridad.

" Dado que los Estandares hacen referencia a las competencias basicas que debe desarrollar un estudiante en

matematicas al finalizar cierto grado de escolaridad, al hablar de rdeedésance nos referimos a la evolucion
que exhibié un estudiante en el desarrollo de dichas competencias.
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2.2.1. Comparacion entre la teoria la normativa nacional y lo propuesto en los NCTM
En este apartado presentamos una comparacion entre lo que plantea el estandar de algebra propuesto epriosipiosU 8 A A . # 4 -

Estdndares Basicos de Competencias en Matematicas (EBCM) referidos al pensamiento variacional y los niveles de razortamien
covariacional que proponen Carlson y sus colaboradores. La finalidad de realizar este contraste es determinar qué tanto wistaos
planteamientos de otros. En la primera columna de la tabla 4, se presentan los niveles de covariacién propuestos pos@aren la segunda
columna se presentan algunos de los estandares correspondientes al pensamiento variacional propuestos en los EBCM y enclaaer
columna algunas de las expectativas propuestas para las competencias que se espera desarrollar a partiestéindar de algebra del

documento planteado por el NCTM. Los estandares y expectativas que aparecen en las columnas 2 y 3 fueron seleccionadosdtzgien

cuenta que existiera una correspondencia entre los mismos y el nivel de razonamiento covariacionaj@e fueron asignados.

Niveles de razonamiento covariacional Estdndares EBCM Expectativas NCTM

Nivel 1 (N1) Coordinacion A Describir e interpretar variaciones representadas’ A Indagar cémo un cambio en una variable

En el nivel de coordinacién, las imagenes de | graficos. (42 5°) relaciona con un cambio en una segunda variak

covariacion pueden sustentar a la accion mental d (3°- 5°)

coordinar el cambio de unavariable con cambios en la A Identificar y describir situaciones con stes

otra variable. constantes o variables de cambio y compararla:
(35

Nivel 2 (N2) Direccién A Analizar y explicar relaciones de dependencia ent A Usar graficos para analizar la naturaleza de |

En el nivel de direccion, las imagenes de la covariaci¢ cantidades que variaen el tiempo con cierta cambios en cantidades en relaciones lineales. (

pueden sustentar a las acciones mentales de coordin regularidad en situaciones econdmicas, sociales y 8°)

la direccion del cambio de una de las variables co las ciencias naturales. (45°)

cambios en la otra. A Analizar las propiedades de correlacion positiva

negativa entre variables, de variacion lineal o {
proporcionalidad directa y deroporcionalidad
inversa en contextos aritméticos y geomeétricos. (€
7°)
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Nivel 3 (N3) Coordinacién cuantitativa

En el nivel de la coordinacion cuantitativa, las
imagenes de la covariacion pueden sustentar a la
acciones mentales de coordinar la cantidad de cambi
en una variable con cambios en la otra.

Nivel 4 (N4) Razén promedio

En el nivel de la razén promedio, las imagenes d
covariacion pueden sustentar a las acciones mentale
de coordinar la razén de cambio promedio de une
funcion con cambios uniformes en los valores de
entrada de la variable. La razén de cambio promedi
se puede descomponer para coordinar la cantidad d
cambio de la variable resultante con los cambios en |
variable de entrada.

Nivel 5 (N5) Razén de cambio instantanea

En el nivel de la razon instantanea, las imagene®
covariacion pueden sustentar a las acciones mentale
de coordinar la razon de cambio instantanea de uni
funcién con cambios continuos en la variable de
entrada. Este nivel incluye una consciencia de que |
razon de cambio instantdnea resulta de refinarantos
mas y mas pequerios en la razén de cambio promedi
También incluye la consciencia de que el punto d
inflexion es aquel en el que la razon de cambio pasa ¢
ser creciente a decreciente o al contrario.

Predecir patrones de variaciéon en una secuen
numeérica, geogtrica o grafica. (4°5°)
Reconacer el conjunto de valores de cada una de
cantidades variables ligadas entre si en situacio|
concretas de cambio (variacion). {89

Identificar y utilizar diferentesaneras de definir y
medir la pendiente de una curva que representa e
plano cartesiano situaciones de variacion- @)
Analizar en representaciones graficas cartesianas
comportamientos de cambio de funcione
especificas pertenecientes a farsilde funciones
polinémicas, racionales, exponenciales
logaritmicas. (82 9°)

Identificar la relacion entre los cambios ers lo
parametros de la representacién algebraica de |
familia de funciones y los cambios en las grafic:
que las representan. (89°)

Interpretar la nocién de derivada como razén (
cambio y como valor de la pendiente de la tanger
a una curva y desarrall métodos para hallar las
derivadas de algunas funciones basicas en conte;
matematicos y no matematicos. (:0°1°)

A Analizar las

A Representar, analizar y generalizar una variec
de patrones con tablagraficos, palabras vy,
cuando sea posible, reglas simbdlicas-89°

A Explorar las relaciones entre las expresion

simbdlicas y los graficos de rectas, prestan
especial atencion al significado de la intersecci
y la pendiente. (68°)

A Comprender y comparar las propiedades de |

diferentes tipos de funciones,
exponenciales, polinomiales,
logaritmicas y periddicas. (92°)

incluyend
racionale:

A Aproximar e interpretar las tasas de cambio |

graficos y datos numéricos. (22°)

A Identificar relaciones cuantitativasenciales en

una situacion y determinar la clase o clases
funciones que podrian modelar las relaciones. (!
12°)

funciones de una variabli
investigando las tasas de cambio, It
intercepciones, los ceros, las asintotas y
comportamiento local y global. (42°)

Tabla7: Comparacion entre los niveles de covariacion de Carlson et al, los EBCM y las expectativas propuestas por el NTCM.

20



El ejercicio realizado deja ver que enos dos documentos normativos se reconoce la
importancia de desarrollar competencias y habilidades relacionadas con el andlisis del cambio

y la variacién en distintos contextos. También se resalta la importancia del trabajo con patrones

y de la modelaciénpues se sefiala la necesidad de plantear situaciones que permitan a los
estudiantes dar cuenta de que hay un sinfin de fenédmenos que pueden describirse con ayuda
de las matematicas.

Ahora bien, aunque reconocemos que la estructura y organizacion de los BB@ de los
estandares y principios propuestos por el NCTM es similar, se aprecia que en la propuesta del
NCTM existen algunos planteamientos que evidencian mayor especificidad en los procesos que
se espera promover en los estudiantes. Por ejemplo, el estin propuesto en el documento de

los EBCM, que asociamos al nivel 1 de covariacién (N1), alude a la descripcién e interpretacion
de variaciones en gréaficas. Sin embargo, en el planteamiento de este no se especifica si la
descripcién de esas variaciones tahién incluye las relaciones que se pueden establecer entre
los cambios de dos variables (covariacion). En contraste, las expectativas propuestas por el
NCTM asociadas a N1, se refieren puntualmente a la covariacion y a la comparacion de tasas de
cambio ente variables.

Por otro lado, consideramos que tanto las expectativas como los estandares que relacionamos
con N2, describen situaciones puntuales que se corresponden con el desarrollo de AM1 y AM2,
pues estos estan orientados al reconocimiento de relacioaale dependencia entre cantidades
gue varian en el tiempo con cierta regularidad. Esto sustenta la habilidad de los estudiantes
para coordinar la direccién del cambio de una de las variables con cambios en la otra. En cuanto
a N3, que en esencia alude a leuantificacion del cambio, encontramos estandares y
expectativas bastante similares, enfocados principalmente en la prediccién y reconocimiento
de regularidades y patrones usando diferentes representaciones. En este caso, también
resaltamos que uno de logstandares del documento de los EBCM, se encuentra mas préximo
a la idea de cuantificaciéon del cambio. Esto debido a que esta orientado al reconocimiento del
conjunto de valores de cada una de las cantidades variables ligadas entre si en situaciones
concretas de cambio.

Los estandares y expectativas asociados a N4 también resultan ser bastante similares entre si
y se corresponden de manera exacta con las habilidades que se espera exhiba un estudiante que
se encuentre en este nivel. Es decir, el estudio die pendiente y la razon de cambio de
cantidades involucradas en una situacién problema. Particularmente los estdndares y
expectativas hacen referencia al analisis de los comportamientos de cambio de diferentes tipos
de funciones en representaciones grafica asi como al estudio e interpretacion de la pendiente.
En lo que respecta a N5, se evidencid que las expectativas y los estandares asociados resultan
ser complementarios entre si, pues en conjunto aluden a todas las habilidades que deberia
mostrar un estudiante que se encuentra en este nivel de razonamiento covariacional. En
particular estos apuntan a la identificacién de la relacién que existe entre los cambios en los
pardmetros de la representacion algebraica de una funcion y los cambios que se presarda

la representacion gréfica de la misma. Asi como a la interpretacion de la derivada como razén
de cambio, a la aproximacién de tasas de cambio en graficos, a la determinacion de funciones
que podrian modelar relaciones cuantitativas y al comportamientdocal y global de las
funciones.

Otro aspecto que vale la pena mencionar esté relacionado con que los estandares y expectativas
asociados a los primeros niveles de covariacion corresponden a los primeros grados de



escolaridad y a su vez, los estandares expectativas asociados a los Ultimos niveles, estan
planteados para ser alcanzados en los Ultimos grados. Esto podria ser un indicador de que el
desarrollo del razonamiento covariacional es un proceso que tiene lugar durante toda la
trayectoria escolar deun estudiante y se va favoreciendo en el transito dentro de este. Ademas,
a raiz de la comparacion realizada entre los niveles de covariacién y los documentos
curriculares, podria pensarse que una de las expectativas respecto a un estudiante en el
contexto colombiano, es que al culminar sus estudios de educacién basica y media se encuentre
en el nivel mas alto de razonamiento covariacional. Esto nos lleva a cuestionarnos qué tan
cercana es dicha expectativa de la realidad.

Por ultimo, consideramos que el catraste realizado deja ver que los planteamientos
elaborados por Carlson et al (2003), no estan muy distantes de los planteamientos expuestos
en los dos documentos consultados. Ademas, se hizo evidente que aunque uno de los
documentos normativos es mas egxifico en su formulacioén, el otro documento también
cuenta con propuestas que podrian complementar al primero y viceversa.

2.3. Abstraccion Situada

Presentamos en este apartado algunas ideas sobre la Abstraccion Situada (AS). La inclusion de
este referente conceptual atiende a la necesidad de contar con herramientas que permitan
analizar las posibles relaciones existentes entre un entorno computaciolalos objetos
matematicos corporeizados en este y los sujetos que interactan con tales medios. Inicialmente
se construye la nocién dered a partir de la nocion deandamiaje elemento que permite
examinar las conexiones que puede establecer un sujeto emtsu conocimiento propio y el
conocimiento formal a partir del trabajo en un entorno virtual. Posteriormente realizamos una
aproximacién al concepto de Abstraccién Situada, el cual permite analizar las acciones
realizadas por un individuo dentro de un entono tecnolégico y cémo son relacionadas con
objetos y/o conceptos matematicos. Para esta aproximacion tomamos como punto de partida
los conceptos de abstraccion y cognicion situada Al final mostramos el caracter
complementario entre la red y la abstracciin situada caracter que permite relacionar el
conocimiento inicial del estudiante, el conocimiento construido gracias al medio y el
conocimiento formal.

2.3.1. Redes y Abstraccion Situada

Noss y Hoyle$1996) mencionan dos elementos tedricos centrales, a sab&edeg Abstraccion
Situada.Segun los autores, estos elementos pueden ser abadibs de manera independiente;
sin embargo, al analizar el trabajo con entornos computacionales se reconoce que estos son
complementarios, ya que los individuos muestran su propio conocimiento al realizar algunas
acciones particulares dentro del medio y amismo tiempo articulan fragmentos de ese
conocimiento, encapsulados en objetos y/o relaciones computacionales. Ellos afirman que los
significados se construyen mediante la interaccion con objetos y relaciones virtuales, de los
cuales al menos algunos se t)OEAOOAT AT OAATI A0 PAOA Al AOOOAEAI
aguellos elementos mas significativos para el estudiante o aquellas relaciones entre estos
significativamente mejor conectadas)Autores comoPratt y Ainley (1997), coinciden con Noss

y Hoyles (1987, 1996), en que los significados construidos por los estudiantes son una
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consecuencia de la relacién dialéctica existente entre las acciones en el medio vy el
conocimiento. Involucrar accionesz conocimiento en conjunto permite analizar la naturaleza

de las relaciones que construye un individuo en el entorno computacional y los enlaces que
surgen entre su conocimiento y el conocimiento formal en la construccion de significado
alrededor de un dominio espeifico.

Lo anterior permite reconocer la existencia de dos matices, uno centrado en las relaciones que
establece un individuo entre su conocimiento inicial, el conocimiento que construye a partir de
sus interacciones con el medio y el conocimiento formay, el otro centrado en las acciones
realizadas por un estudiante en un entorno tecnoldgico y el como relaciona con objetos y/o
conceptos matematicos.

La idea dered esta construida a partir del establecimiento de un paralelismo entre esta y la idea
de andamio que desarrollaron Wood, Bruner y Ross({976); citados por Noss y Hoyles,
(1996)), este paralelismo se ve rédjado en la construccion de una estructuraréd o andamio

por la que el individuo puede moverse y construir su conocimiento conforme avanza y
reconoce conexiones conceptuales en ella, teniendo en cuenta que ambas estructuras estan
basadas en el apoyo dagentes externos al estudiante; la idea de andamio esta basada en el
apoyo que proporciona un segundo sujeto (el profesor), mientras que la idea de red esta basada
en el apoyo proporcionado por un entorno tecnologico.

En cuanto a la Abstraccion Situada,rivers et al. (2010) coinciden con Noss y Hoyle§1996)

en que se trata de un proceso natural de abstraccién, centrado particularmente en un entorno
computacional. Es decir,ds acciones realizadas por un estudiante en un medio dan luces de la
forma en que este esta construyendo su conocimiento.

2.3.2. Redes

De acuerdo con Noss y Hoyled996), la nocién de andamios, desarrollada por Wood et al.

(1976) es el punto de partida en la construccion de la idea dedes sin embargo esta nocién no

es la Unica considerada, ya que los autores también tienen en cuenta la nocién de Zona de
Desarrollo Proximo (ZDP) desarrollada por Vygotsky (1978; citado por NossHoyles,(1996))

y la relacion existente entre estas. Segun Wood et @l976) en ambas nociones es relevante el

papel del sujeto que interviene como guia o que proporciona apoyo al aprendizaje del

estudiante. La teoria de andamiaje se centra en la asistencia graduada que proporciona un

segundo sujeto (tutor, profesorCOp A8q A O1 AOOOAEAT OA A1 1 A AT1 00O
la cual progresivamente va desvaneciéndose hasta el punto de desaparecer. En correlacion

inversa a este proceso, la participacion y conocimiento del estudiante aumenta.

Aun cuando la teoria deandamiaje no contempla el trabajo con ambientes computacionales,

Noss y Hoyles(1987) proponen extender esta idea a un contexto en el que estos recursos

tengan presencia, a las conexiones entre conocimientos que los estudiantes construyen alli, es

A 117 NOA Akdoisi BIAAOIAIEA®AEAET OOAA AiIT OECI AOAOOEI
se podriaextender la nocién de andamiaje a un entorno computacional y, en particular, la forma

en que una computadora podria desempefiar el papel normalmente asignado a un tutor

humano.

Para responder a estos cuestionamientos, Noss y Hoyl€$996) consideran las ideas

desarrolladas alrededor de andamiaje y determinan cuales de estas pueden extendeese
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configuraciones en las que intervengan entornos computacionales y la forma en que estas se

podrian desarrollar alli, dando paso asi a la nocion completa ded, finalmente, esto concurre

en responder a la pregunta ¢,qué del andamiaje puede desarrollaese una red?

1 En primer lugar, el andamiaje es entendido como una estructura erigida alrededor del
AOCOOGAEAT OA PT O ACAT OAOG A@OAOT T O j AGI AOh |
estructura que concurre en la construccion del conocimiento delséudiante a partir del
aumento de su participacion en el proceso de aprendizaje y la disminucién del apoyo del
tercer sujeto al estudiante en este proceso. Al extender este elemento a la configuracion
computacional no nos fijamos en un tercer sujeto, estes sustituido por un entorno
computacional, centrando asi la atencion en las conexiones entre la forma en que el
estudiante estructura su propio aprendizaje y la forma en que el entorno lo estructura.
Hablamos aqui de dos tipos de conexiones, las primerasn las que se establecen de
manera jerarquica entre el conocimiento inicial del estudiante y lo que va adquiriendo
durante el proceso de interaccién con el entorno, sin pasar necesariamente al plano formal;
las segundas conexiones son las que tienen luga&ntre el conocimiento que va
construyendo el estudiante y el conocimiento considerado como form@iNoss & Hoyles,
1996; Trouche & Drijvers, 2014)

T i OAcCcOT ATl 1 OCAOh 110 OAEAOEIT O A 1T A OUITAGNK

ATT1T O11 dEGAOOKEN ADPOAT AEUAEA AAI EI EOAAT DI O

sujeto, sobre el cual los andamios pueden sustentar las estructuras construidas por el
estudiante, es decir, los andamios (proporcionados por el tercer sujeto), sirven de base en
la canstruccidn del aprendizaje del estudiante. En el entorno computacional esta zona
también existe, sin embargo, es abierta y deja libre la definicion de sus limites, debido a
gue ya no existe un sujeto que sirva de guia, sino un entorno que media la actididaero

no la dirige. Esto determina una zona en la que las conexiones se construyen de manera
libre y sin limite (Drijvers et al., 2010; Noss & Hoyles, 1996)

1 En tercer y ultimo luga se sefialan ideas acerca del desvanecimiento del apoyo brindado
PT O O1 CcOpA8 %l Al AT o1 ofi1 AT i PpOOAAET T AI
Noss y Hoyleg1996) consideran que no tiene sentido que el medio desaparezca, asi como
OAI BT AT 11T OEATA OT A OOPOAOGEe&eT DPOI COAOGEOA
matematico adquirido. Este desvanecimiento es sustituido entonces por la conexién que
puede establecer el estudiante con otras configuraciones, otros sistemas de notacion y
otros significados, de tal suerte que se evidencien las conexiones y el conocimiento gae h
adquirido gracias al medio(Drijvers et al., 2010; Hershkowitz, Schwarz, & Dreyfus, 2001;
Noss& Hoyles, 1996; Trouche & Drijvers, 2014)

La idea de red se configura a partir de los elementos mencionados previamente, provenientes
de la extension del andamiaje a la configuracién computacional. Reconocemos entonces que la
red estd constituida porlas conexiones que un estudiante establece entre su conocimiento
previo, el conocimiento que se va construyendo a partir del medio y el conocimiento formal,
todo esto a partir del apoyo que brinda el entorno computacional como reemplazo del tercer
sujeto en el andamiaje. Las conexiones establecidas por el estudiante estan construidas en una
zona ilimitada de aprendizaje, debido a la libertad que tiene al interactuar con el medio, lo cual
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lo lleva a establecer relaciones con otras configuraciones, asi contooe sistemas de notaciéon
y significados.

Las ideas en relacién con la red que se han presentado hasta ahora se ilustran a través de un
representacion grafica que busca explicar su composicion, a partir de la construccién propia de
conocimiento a travésdel medio, en relacion con el conocimiento previo y el formal.

En primer lugar, el estudiante posee un conocimiento inicial sobre el cual se van a ir
construyendo nuevas nociones u objetos mediante la interaccion con un entorno
computacional, este conocingnto estara representado por un conjunto de puntos relacionados
entre si.

Conocimiento iniciallprevio

Figura 2: Representacion del conocimiento inicial
Fuente. Elaboracién propia

Conforme el estudiante interactia con el entorno computacional, sudeas iniciales se van
transformando, de esta manera surge un nuevo conocimiento jerarquicamente mas robusto
qgue el inicial, pues los elementos del entorno han tenido un impacto sobre este y lo seguira
teniendo en tanto el estudiante siga interactuando coal.
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Conocimiento iniciallprevio

Figura 3: Representacion del conocimiento en construccion
Fuente: Elaboracion propia

El conocimiento inicial del estudiante y el que surge a partir de sus interacciones con el entorno
se va fortaleciendo mediante una mayor interaccion alli, ademas de esto toma un papel
importante el conocimiento formal, pues es con este con el que el esiatte creara conexiones
posteriormente.
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Conocimiento iniciallprevio

Figura 4: Representacion del conocimiento formal
Fuente: Elaboracion propia

Conforme las ideas del estudiante van evolucionando, estas se ponen en correspondencia con
elementos del conocinento formal, relacionandolos, llevando asi al estudiante a una
reelaboracién robusta de sus conocimientos. Estos elementos en conjunto, representan la
estructura completa de la red. La representacion de esta se ve reflejada efidara 5.
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Conocimiento iniciallprevio

Figura 5: Interpretacion de la red como conexion de elementos.
Fuente: Elaboracion propia

En el esquema anterior, las flechas en verde pueden considerarse como las acciones propias
realizadas por el estudiante dentro del medio, lasuales a su vez generan una transformacion
del conocimiento que puede relacionarse de manera directa con el conocimiento formal, esto
se encuentra representado en el esquema por las flechas azules.
Es importante ademas, mencionar que la red puede ser tamplia como el estudiante alcance
a construirla, es decir, sus limites no estan definidos, esto depende estrictamente de sus
conocimientos iniciales y de las relaciones que va estableciendo, asi como del dominio en el cual
se le permita moverse. Ademas laonstruccién de esta red es completamente subjetiva, cada
estudiante construye una red diferente y establece relaciones diferentes, que probablemente
van a concurrir en un mismo objeto formal. Noss y Hoylg4996) y Drijvers et al. (2010)
describen esta red como una estructura que los alumnos pueden utilizar y reconstruir a partir
de las interacciones con el entorno y las ideas matematicas emergentes alli; sin embargo, estas
ideas matematicas por lo general pueden encontrarse compéhente enraizadas en el entorno
computacional, sin tener una relacién con las matematicas oficial@doss & Hoyles, 1996)Esto
lleva a considerar entonces, que si estas matematicas estan enraizadas en el entorno, luego de
la interaccion, ¢ El estudiante qué interioriza de esta estructura (red) que ha construido? En
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otras palabras, ¢Qué de toda la red de relaciones el estudiante es capaz de abstraer? O, como
sugieren Noss y Hoyle$1996), ¢ Cdmo podemos rescatar al alumno del limbo matematico en el
que podemos haberlo dejado?

Trouche y Drijvers(2014) coindicen con Noss y Hoyle§1996) en que la idea de red es uno de
los maores fundamentales en la construccién del significado matematico y da paso a la
abstraccion situada, pues las estructuras resultantes de la interacciébn con el medio son el
resultado de unas acciones puntuales realizadas por el estudiante, estas formansisiema de
soporte para el aprendizaje del estudiante. Esta estructura de red esta disponible para que el
estudiante pueda acceder a ella y tenerla bajo control, esto quiere decir que puede
reestructurarla en la medida que sus acciones con el medio propdwoen mayores elementos.
En este sentido,Trouche y Drijvers (2014), exponen que los entornos digitales tienen la
particularidad de brindar mejores oportunidades para reconstruir conocimiento y utilizar esta
estructra que se molda por y dentro del medio.

2.3.3. Abstraccioén Situada

Hershkowitz et al. (2001) reconocen que la abstraccién surge de un conjunto de objetos o
procesos matematicos y consiste en centrarse en algunas propiedades y relaciones especificas
de estos, en lugar de en los objetos como tal, de esta forrehproducto de la abstraccion

ATT OEOGOA A1 OAl ATTEOI O 6 AA OITATO 110 TAEAOI O

pueden enmarcarse en una ley que los cobija. Este proceso de abstraccion es, pues, un proceso
de descontextualizacién: el objeto cump con algunas caracteristicas construidas
independientemente del contexto en el que se elabor6. Este proceso de abstraccion

descontextualizado es reconocido por Noss y Hoyl¢s996)h AT 11 OAAOOOAAAEE&I]

puede reconocerse como una vision tradicional de cémo las objetos y experiencias se
interiorizan, induciendo a los estudianteda idea de que las matematicas estan referidas a un
conjunto de expresiones simbolicas carentes de conexion con cualquier fragmento de su
conocimiento. Lo que reduce la comprensién matematica a un conjunto de destrezas para
manipular simbolos (Armella & Waldegg, 2001)

Para responder a esta vision tradicionalista y descontextualizada de las matematicas, Noss y
Hoyles(1996) apropian el concepto de Cognicion Situada, cuyas bases tedricas estan dadas por
Lev Vygotsky (1986; 1988), Leontiev (1978), Luria (287) y Diaz(1999). Este concepto se
refiere a que el conocimiento es situado, es decir, es pay producto de la actividad, el contexto

y la cultura en el cual se desarrolla y utiliza. Segun Digi©99), la cognicién situada genera un
tipo de conocimiento a partir del entorno en el cual se trabaje, lo que implica entonces una
particularizacion de lo que el estudiante puede aprender, sesgado por las acciones realizadas
en el entorno del cuaks participe.

Si las matematicas se particularizan de acuerdo con el entorno en el que surgen (v.g. GeoGebra,
Cabri, Lapiz y Papel), la atencion de la abstraccién se centra en como se pueden forjar los
una aproximacioén de objetos matematicos aceptados por la comunidad, por parte del
estudiante. Si hablamos ahora de un posible enlace entre varias cogniciones situadas generadas
en distintos entornos sobre distintos oljetos matematicos, podremos hablar de cémo el

27

U

OA /

G A



conocimiento, ademas de construirse y reconstruirse constantemente a través de la
experiencia, es también moldeado y reformado en torno a una perspectiva global, la que
conduce al estudiante a adquirir parte deconocimiento formal a partir de las conexiones
establecidas entre las diferentes cogniciones situadas.

Vemos aqui entonces que el término Abstraccion Situada es una combinacién entre lo que es la
Abstraccién y la Cognicion Situada y su intencién. Seglinexpuesto por Noss y Hoyle§l996)

y Drijvers (2010), la abstraccién situada permite describir como los estudiantes construyen
ideas matematicas mediante las acciones realizadas por ellos mismos en un entorno particular
gue a su veda forma a las ideas y su forma de expresion. Claramente todas las abstracciones y

Ol AAO 1AO AAOEOEAAAAO DOAAAT AT 1T OEAAOAOOA OOEOO/

sobre lo que queremos centrar la atencién son precisamente las especificidadedalsituacion,
los recursos linglisticos y conceptuales que proporciona la situacién para permitir expresar
matematicamente las ideas a través de ella.
La abstraccion se puede ver como una forma de estratificar los significados entre si, conectando
la forma de conocerlos y verlos en lugar de buscar una forma de reemplazarlos. Noss y Hoyles
(1996) consideran que esto puede suceder particularmente al trabajar en entornos
computacionales, debido a las herramientas que estos proporcionan y las acciones que el
estudiante puede realizar alli, pues estas a su vez estan relacionadas con algunos objet
matematicos puntuales, con la restriccién de que diferentes entornos pueden generar el mismo
resultado pero con conocimientos matematicos méas fuertes en uno que en otro, esto debido a
la potencialidad matemética del software, al lenguaje que se utili@li, que bien puede ser
matematico o no, y a las relaciones que el estudiante es capaz de crear a partir de las acciones
gue realiza.
En este sentido, el principio central descrito por Noss y Hoylgd996) es que un entorno
computacional puede proporcionar una situacion fructifera de la abstraccién sitaa, pues alli
podemos ver una cara mas exteriorizada de los objetos matematicos y las relaciones que se
pueden entablar entre ellos, a través de la interfaz del software, apoyados en las estructuras
linglisticas, el lenguaje mateméatico y formas de notacidefinidas alli y las acciones que el
estudiante realiza sobre todos estos. Sin embargo, en concordancia dbonaghan et al(2016),
si un software no propordona al alumno un medio para expresar ideas matematicas, tampoco
permite la apertura de algun proceso de aprendizaje mateméatico. No importa si un estudiante
trabaja con una buena simulacién disefiada, si no se articulan de una manera 6ptima las
relaciones nvolucradas en el medio, entonces solo se captard lo que se entrevé
superficialmente del entorno. Es la completa articulacion de todas esas relaciones y las acciones
y el conocimiento del estudiante las que ofrecen cierta informacién sobre lo que este esta
pensando y es en este proceso de articulacién que el estudiante finalmente logra aprender
matematicas por medio de la creacién de estas.
Noss y Hoyles explican esta articulacion partiendo de que la abstraccion situada describe cémo
los estudiantes son cpaces de construir diferentes ideas matematicas al dar vida y dinamismo
al entorno digital sobre el cual se encuentran trabajando, haciendo uso de las respectivas
herramientas que este le brinda y articuldndolas con sus conocimientos previos, con el objeto
y sus interacciones con estofMonaghan et al., 2016)
Un ejemplo de esta articulacion, descrita por Noss y Hoyles, es la sgte, centrada en un
entorno de micromundo (Monaghan et al., 2016)
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Las herramientas no son pasivas: en un micromundo, por ejemplo, las intenciones del
disefiador se constituyen en las herramientas de software. Estas herramientas envuelven
parte de la ontologia matematica del entorno y forman parte de la red de ideas yoaesi
incluidas en ella. Sin embargo, son los estudiantes quienes dan forma a estas ideas ... Un
micromundo comprende herramientas para construir objetos. Pero estas herramientas son
en si mismas objetos que encapsulan relaciofdsess & Hoyles, 1996)

En el anterior ejemplo se evidencian algunos elementos centrale&n primer lugar, las
herramientas propias del software (con las intencionalidades que tiene cada una), en segundo
lugar, la parte matematica propia del entorno y en tercer lugar las acciones e interacciones del
estudiante con estos elementos. La completaticulacion de estos tres elementos con las ideas
previas del estudiante, lo llevan a crear matematicas.

Hershkowitz et al. (2001), en su trabajo, desarrollaron ain mas la nocion de abstraccion
situada. Ellos la han definido como una actividad de reorganizacién vertical de las matematicas
construidas previamente por el estudiante, una actividad en la que los elementos matematicos
se agrupan, estructuran, organizan, desarrollan, etc., en otros elementos mas amplios, a
menudo en forma mas abstracta o formal que los originales que conforman una naev
estructura matematica y para esto han descrito tres acciones enlazadas de manera dinamica
como sus componentes principales: construccion, reconocimiento y edificacién. Estas pueden
considerarse como las acciones entre las que se establece conexién pawastruir la idea de

red presentada previamente.

De manera similar,Sinclair y Yerushalmy(2016) presentan un acercamiento un poco mas
coloquial de cémo se puede concebir la abstraccion situada, propuesta por Psychd2806),

los autores mencionan que esta teoria busca en gran manera describir como se puede concebir
el conocimiento matematico como situado y abstracto, es decique este surge de contextos
muy particulares, entendiendo esto en el como y donde se aprende, pero manteniendo los
respectivos invariantes matematicos.

Las acciones realizadas por un estudiante en la interfaz de un entorno tecnolégico permiten
describir la forma en que este interviene en la transformacion de sus ideas iniciales en algunas
ideas jerarquicamente mas avanzadas, estas acciones dan origenienta sentido a los enlaces
gue puede establecer el estudiante entre los objetos, sus intervenciones y las ideas formales,
gue a su vez se ven reflejadas en la red.

El estudiante realiza unas acciones iniciales en el entorno cuyo resultado es una primera
transformacion de su conocimiento, el cual posteriormente mediante otras acciones se seguira
desarrollando, ayudando asi a construir su red de conocimiento.
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Figura 6: Representacion de las acciones iniciales desarrolladas pestldiante en el medio.

En el esquemafigura 6) jError! No se encuentra el origen de la referencia. se muestran enu

n segundo plano algunos puntos de oot violeta que representan las acciones puntuales que
un estudiante podria realizar en el medio a partir de su conocimiento inicial (puntos rojos), las
flechas representan las relaciones que se establecen entre esta accion y una transformacion en
el conocimiento del estudiante.

Cada diferente accién que se realice en el medio puede significar un diferente enlace y
transformacién del conocimiento del estudiante y por tanto una construccion diferente de red.
Esta esta centrada en las ideas propias de cadalatiinte y por tanto la subjetividad de cada
uno moldea la construccién de su red, asi como el entorno también lo hace. Incluso algunas
acciones en el medio pueden concurrir en la formalizacion del objeto que se esté trabajando o
alguna idea cercana.

Figura 7: Diferentes acciones implican diferentes construcciones.

Finalmente, puede reconocerse que las acciones que realiza cada estudiante, las herramientas
del entorno que usa, sus ideas iniciales y los elementos del objeto nratgico a tratar, se
entrelazan estableciendo una sinapsis que le permite formular relaciones de manera formal.
Aqui podemos evidenciar una complementariedad entre la red y la abstraccién situada que se
ve reflejada en la construccion final de su conocimiea.

2.3.4. Red y Abstraccion Situada: Complementariedad Esencial

Lo mencionado anteriormente, permite establecer una relacion entre las dos nociones iniciales,
Red y Abstraccion Situada; podriamos considerar que estas se complementan de manera
esencial proporcionando asi el marco explicativo mas amplio para el trabajo. La Red
basicamente se centra en el conocimiento propio y construcciones de objetos o nociones de los
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estudiantes gracias las interacciones que establece dentro del entorno con sus ideédales y

las ideas formales, mientras que la Abstraccion Situada se centra en la articulacion de
fragmentos de ese conocimiento que se encuentra encapsulado en objetos y relaciones
computacionales, las cuales se ven reflejadas en las acciones que dedlarpuntualmente alli

y que le permiten abstraer dentro, no lejos de la situacion. Esta complementariedad y el medio,
en conjunto, proporcionan un tipo de puente entre lo que el software es capaz de brindar al
estudiante y el modelo matematico o ideas fonales, este puente genera la articulacion del
conocimiento que el estudiante adquiere durante la interaccion con el medio y el objeto
matematico formal. El nivel de lo que puede pensarse y hablarse se ve reflejado como
OAAOOOAAAET T AO OE édibAcAr digunasAakdioe® lespediffcds cdmo clics,
herramientas del programa, movimientos, deslizadores entre otras, que en si, son expresiones
de abstracciones matematicas.

La Red de conexiones entre las relaciones y objetos que ofrece el entorno, actraa@soporte
para desarrollar nuevos significados y como medio para entablar relaciones con otras
configuraciones, otros sistemas de notacion y otros significados. Es aqui, donde es evidenciable
Al AT UOITTci Al OAAOOAT AAEIT E AdIddlinminadioA tel sktérihide EAAT A/
soporte, sino como este es utilizable para entablar otras relaciones, guiadas también por la
abstraccioén situada construida en el entorno.

2.3.5. Categorias de analisis: Redes y Abstraccion Situada

Uno de los propdsitos de este marco tedrico es tener insumos que permitan analizar la
interaccion que tiene un estudiante con un entorno tecnolégico al desarrollar una tarea, en pro
de alcanzar los objetivos de esta; sin embargo, este no proporciona indicaes que permitan
este tipo de andlisis, salvo por las definiciones dadas. A partir de las ideas desarrolladas y la
relacion existente entre la red y la abstraccion situada hemos propuesto un conjunto de
indicadores que permitiran analizar la interaccionde un estudiante con un entorno tecnolégico
mientras desarrolla una tarea.

Para esto construimos unos indicadores iniciales para la nocion de Red y unos para la nocién
de abstraccion situada, estos resultan ser la primera propuesta para analizar, sin endms
posteriormente estos son unificados.

Debido a que de manera resumida, la red permite identificar las relaciones (conexiones) que el
estudiante estd construyendo entre su conocimiento inicial, el conocimiento que se va
construyendo gracias a su interagién con el medio y el conocimiento formal, proponemos unos
indicadores que relacionan estos elementos de manera jerarquica como muestra la siguiente
tabla.

Son las establecidas por el sujet;
Conexiones | entre su conocimiento inicial y el

mediales conocimiento que se construye ¢
través del medio

Son las establecidas por el sujet;

Estos tres se construyen de
manera jerarquica, es decir|
para pasar a las conexiones
formales es necesario tener

a Conexiones | entre el conocimiento construido . )
. . unas conexiones mediales.
4 Formales en el medio y el conocimiento :
formal Y las conexiones totales se

dan g tanto las mediales
como las formales se
construyeron.

Son las establecidas por el sujet;

Conexiones | entre su conocimiento inicial y el
Totales conocimiento formal, gracias a

su interaccion con el medio.
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Tabla8: Indicadores de conexiones (red)

De manera similar, se construyen algunosdicadores iniciales para la idea de abstraccion
situada, teniendo en cuenta que estos no resultan ser jerarquicos, pues una accion en el medio
no implica necesariamente la realizacién ni la relacién de otra accion.

Se hace uso de las herramientas del

o - software pero sin establecer relacién
c Relacion nula .
) entre los objetos representados en el
8 medio
o g A través de la interaccion con el medio se
2 % Relacién de establecen relaciones entre los objetos
% % o dependencia representados alli pero estas son
= = superficiales.
2 ) 8 A través de la interaccion con el medio sé
§ g Relacion de establecen relaciones entre los objetos
g 8 interdependencia representados alli acudiendo a
< % expresiones cercanas a una formal.
3 Reconoce en las herramientas del medig
.8_ Construccion posibilidades que corporeizan relaciones
= matematicas.

Tabla9: Indicadores de relaciones (abstracciones)

Sin embargo, consideramos que estas categorias no pueden trabajarse de manera disyunta para
el andlisis que se realizara, pues al ser complementarias entre si consideramos que las
categorias deberian complementarse de igual manera. Lo que generd entoncaes tabla de
categorias de doble entrada, donde horizontalmente encontramos el tipo de conexiones en la
red, y verticalmente los tipos de relaciones establecidas en el entorno.

Creacion de significados (relacion Conexiones | Conexiones | Conexiones
dialéctica acciones -formalizacién) mediales Formales Totales

Relacién nula

Relacion de dependencia

Relacién de interdependencia

Construccion

Tabla10: Tabla de categorias version inicial

Para llenar estas casillas hemos considerado algunas acciones y relaciones que se puedan
enmarcar en ambos aspectos, sin embargo, siguiendo la misma idea hemos ampliado tanto las
conexiones como las relaciones llamandola®rmalizaciéon de ideas y accionesbre el medio
respectivamente; también cambiamos algunos nombres que creemos que describen mejor cada
uno de los elementos y agregamos una fila y una columna que describen la parte mas simple de
cada elemento. Por ultimo, presentamos una descripcion deslacategorias para que su
interpretacion sea mas consistente.
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Formalizacion de ideas

[ @1 | N [ R ——

Acciones sobre el

Creacion de significados (relacion dialéctica entre acciones y formalizacion)

Tabla11: Tabla de categorias, descripciones.

Por ultimo, para completar los espacios, hemos descrito las intersecciones buscando el
cumplimiento total de estas, asi relacionamos entonces las acciones que realiza un estudiante
sobre el medio, con la formalizacion de ideas que surge de tales acciones.
Las letras asignadas a cada categoria permitiran mas adelante, usarlas para referenciar el
indicador generado por el cruce de acciones sobre el medio y la formalizacion de ideas, asi, la
siguiente tabla muestra el codigo asignado a cadadicador, segun los elementos que se cruzan
para generarla.

Formalizacion de ideas

Acciones sobre el

Creacion de significados (relacion dialéctica entre accionesy formalizacion)
Tabla12: Tabla de codigos de indicadores

De esta forma queda descrita la version final de categorias e indicadores para la abstraccion
situada en la siguiente tabla:

Formalizacion de ideas

No hay| No establece| Establece Madifica Formula
interaccion relaciones relaciones relaciones relaciones
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con el| entre objetos | entre objetos | mateméticas | matematicas de
recurso  de | matematicos: | matematicos | previas manera formal.
GeoGebra
Hace uso de No hay | Usa las| Usa las| Usa las
los objetos| evidencia de| herramientas | herramientas | herramientas
GeoGebra relaciones de GGB pero que le ofrece| que le ofrece
dispuestos en| entre objetos | no establece| GGB, sin GGB, Sin
el recurso | GGB u objetog relaciones embargo no| embargo no
pero no | matematicos | entre estas.| establece establece
establece Sin embargo,| relaciones relaciones
relaciones establece entre las | entre las
entre estos. relaciones mismas. Aun| mismas. Aun
entre los | asi, logra| asi, formula
objetos establecer relaciones
matematicos. | relaciones matematicas
entre los | cercanas a las
objetos formales.
matematicos y
modificar
algunas
relaciones
matematicas
previas.
A través de la| Mediante la | Las relaciones| Las ideas| EI  estudiante
interaccion interaccion establecidas | matematicas | formula ideas
con el medio| con el medio| por el | previas del | matematicas
se establecen el estudiante | estudiante estudiante se| cercanas a las
relaciones establece entre objetos | ven formales
entre los | relaciones GGB lo lleva ¢ modificadas gracias a la
objetos GGB. | entre objetos | establecer por las | interaccion con
GGB pero nc relaciones relaciones las
entre objetos | entre los | establecidas herramientas
matematicos | objetos entre objetos | ofrecidas por el
corporeizados | mateméaticos | GGB. medio,

a través de
estos.

corporeizados
a través de
estos.

Construye vy
manipula
objetos
GeoGebra,
reconociendo
relaciones
entre estos y
otros
dispuestos ya
en el recurso.

El estudiante
usa las
herramientas
y  construye
objetos
estableciendo
relaciones
entre  ellos,
Sin  embargo,
no establece
relaciones

entre los

Establece
relaciones
entre objetos
matematicos
a través de la
construccion
de objetos
GGB.

El estudiante
modifica  sus
ideas
matematicas
previas a
partir de las
construcciones
que realiza y
las
herramientas
gue usa.

El estudiante
expresa y usa
ideas formales
relacionadas

con las
construcciones
e interacciones
en el mdio.
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objetos

a través de
estos.

matematicos

corporeizados

a través de

estos.
Dota de| Usa las| Utiliza las | Utiliza las | Ademas de
significado herramientas | herramientas | herramientas | utilizar las
los objetos| que le ofrece| de GGB| que le ofrece| herramientas
GeoGebra ern GGB y| establece GGB, establec{ que le ofrece
términos de | establece relaciones relaciones GGB y
las relaciones entre estas y| entre estas Y| establecer
posibilidades | entre estas y| algunos de los| otros objetos | relaciones
que estos| otros objetos | objetos  que| que hacen| entre estas,
ofrecen. que vya se| hacen parte| parte del | reconoce  sus

encuentran en| del aplicativo | recurso. potencialidades

el recurso. | GGB. Lg Gracias a estq y establece

Aun asi, no| anterior le | es capaz de relaciones

establece permite modificar matematicas de

relaciones establecer relaciones manera formal.

entre los | relaciones matematicas

objetos entre los | previas.

matematicos | objetos

corporeizados | matematicos.

Creacion de significados (relacion dialéctica entre acciones y formalizacion)

Tabla13: Version final tabla de indicadores de abstraccion situada
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CAPITULO 3: METODOLOGIA

Introduccién

En este capitulo se da a conocer el proceso metodolégico llevado a cabo para el desarrollo de la
presente investigacion, el cual se desarrolla en varias partes. En primer lugar, se presentan el
enfoque adoptado y las estrategias investigativas a utilizadando a conocer las fases que se
distinguen en cada una de estas. Posteriormente, se hace alusion al contexto experimental
(poblacion y escenario) y a la definicion de los roles que tienen los participantes en el estudio.
También se realiza una presentacid del objeto matematico a trabajar y la descripcion de las
actividades que se disefiaran a partir de este. Adicionalmente se dan a conocer los instrumentos
utilizados para la recoleccion y andlisis de los datos.

Para lo mencionado, se tienen en cuenta Ilggopdsitos de la investigacion, que como se
menciond en un capitulo preliminar, son dos. En primer lugar, realizar una clasificacion de
recursos elaborados en el software GeoGebra, con el fin de propender por el maximo
aprovechamiento de estos recursos eal aula. Esto debido a que por la escasa clasificacion de
estos, en ocasiones se dejan de lado las potencialidades del software, o bien, se desbordan en
Su uso, es decir, que se utilizan mas herramientas de las necesarias para solucionar una tarea,
esto canduce a pensar en qué tipo de tareas pueden proponerse en este tipo de entorno,
aprovechando en gran medida su ambiente rico en herramientas, considerando ademas las
posibilidades que este tiene para favorecer el pensamiento variacional. En segundo lugar,
pretende indagar por la incidencia que tiene cada tipo de recurso emergente de la clasificacién,
en el desarrollo del pensamiento variacional. Pues a pesar de lo planteado por el MEN (2006)
en la normativa nacional respecto a las acciones que se delealizar para desarrollar este tipo

de pensamiento, la experiencia en el aula y la literatura situada en Educacion Matemética,
muestran que los procesos de ensefianza se estan centrando solo en los métodos algoritmicos
y se esta olvidando el estudio de lggrocesos de variacion y acumulacion.

3.1. Enfoque investigativo

El enfoque que se adopta en este trabajo es de tifmmomenoldgicopuesto que las acciones para
llevar a cabo los dos propdsitos principales del mismo estan orientadas a la descripcion,
inter pretacion y analisis de informacion. En el primer caso, de documentos en los que se reporte
el uso de recursos de GeoGebra sobre contenidos relacionados con variacion; y en el segundo
caso, sobre la incidencia que tengan los tipos de recursos en el deslorael pensamiento
variacional de los estudiantes que interactien con ellos. En este orden de ideas, y teniendo en
cuenta la relacién que debe existir entre el enfoque y la aproximacion que orientaran el trabajo,
esta Ultima sera de tipanterpretativo.

3.2. Estrategia investigativa

Considerando los intereses principales de la investigacion se utilizan dos estrategias
investigativas acordes a las actividades que se espera realizar a partir de cada uno. En primer
lugar, se hace uso de leevision documental puesto que como se menciond con antelacion, se
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examinaran documentos en los que se reporte el uso de recursos de GeoGebra. Esta estrategia
resulta pertinente ya que su fin dltimo es la produccion de clasificaciones o tipificaciones, y esto
es precisamene a lo que esta orientado uno de los propdsitos de la investigacion. Ahora bien,
para hacer frente al segundo proposito del estudio, se utiliza la estrategia metodolégica
entrevista basada en tareapues para identificar cudl es la incidencia que tienend diferentes

tipos de recursos en GeoGebra en la movilizacién de procesos relacionados con el pensamiento
variacional, resulta necesario que uno o varios grupos de estudiantes interactien con los
recursos y que ademas sean interrogados por los investiga@s respecto a esta actividad.

Enseguida se presenta la descripcién general de cada una de las estrategias adoptadas para el
desarrollo de la investigacion.

Unarevisiobn documentatonsiste en la indagacion de material impreso con el fin de describir e
interpretar el contenido de dicho material, partiendo de ciertas consideraciones especificas
(Camargo, 2018). Como se sefiald en el parrafo anterior, la meta principal de esta estrategia es
producir clasificaciones o tipificaciones. Los participantes son exdivamente los
investigadores, quienes seleccionan un conjunto de documentos a partir de una inquietud
investigativa y ciertos criterios relacionados con los intereses de la investigacion, estos criterios
pueden derivar en un conjunto independiente de doauentos que seran revisados segln sus
caracteristicas. Ademas, los investigadores pueden plantear un conjunto de categorias
preliminares que controlaran lo que se va a buscar en los documentos a revisar.

Por otro lado, unaentrevista basada en tareabusca profundizar en fenémenos relacionados
con procesos de pensamiento propios de la actividad matematica, a partir de la resolucion de
tareas. Los participantes son: por un lado, los estudiantes, quienes resuelven determinadas
tareas propuestas por los invesgadores; estos a su vez son los encargados de formular
preguntas a los estudiantes con el fin de que ellos den cuenta y raz6n de manera clara, concreta
y precisa, de lo que estan pensando y las estrategias que estdn usando para resolver las tareas
propuestas. En la interaccion que se genera no solo intervienen los entrevistados y los
entrevistadores, sino que los recursos disponibles y la tarea misma toman un papel
fundamental. Los investigadores plantean unas preguntas previstas con antelacion, de tal
suerte que se rete a los entrevistados a pensar en voz alta y sus ideas sean transmitidas de
manera acertada y sus estrategias de trabajo sean reflejadas sin que esto involucre suspender
las actividades que estan desarrollando. Los investigadores deben egpagparados para hacer
preguntas nuevas y manejar las situaciones de contingencia que puedan presentarse en el
transcurso de la entrevista.

En cada una de las estrategias expuestas, se distinguen ciertas fases las cuales seran descritas a
continuacion. En unaevision documentainicialmente deben definirse los criterios a considerar

para seleccionar el material impreso; posteriormente se reta la seleccion de este, después se
construyen categorias para revisar el material seleccionado, se procede a realizar la revision
teniendo en cuenta tales categorias, se analizan los datos y finalmente, a partir de este analisis,
se da lugar a la fase deroduccién de resultados. En unantrevista basada en tarease procede,

en primer lugar, a fundamentar conceptualmente la entrevista; esto con el fin de tener un marco
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tedrico que permita controlar la toma de decisiones acerca del contenido, la estructuy la
complejidad de las tareas, asi como para definir las preguntas que hara el investigador. Después,
se disefa la entrevista; esto incluye la tarea, las preguntas del investigador y el tiempo que se
invertira en la misma. Seguido a esto, se prepara unarsion preliminar de la tarea y de la
intervencion, para después realizar la aplicacion de una prueba piloto a partir de la que se
determinaran las modificaciones pertinentes. Después de esto se propone la resolucién de la
tarea a los estudiantes con lastervenciones del investigador, se analizan las respuestas
obtenidas y por ultimo se da lugar a la fase de produccion de resultados.

3.3. Contexto experimental

Los documentos utilizados para llevar a cabo la primera estrategia investigativa son
recuperados de diferentes bases de datos, a saber, Scopus, Science Direct, Springer, Redalyc,
Doaj y Scielo, las cuales son seleccionadas debido al reconocimiento que tienen en el campo
investigativo, en consecuencia, la informacion a la que se tiene acceso reswder valida y
confiable. El proceso de revision de los documentos y los resultados emergentes de alli se
encuentran documentados en el capitulo 2 del presente trabajo.

La segunda estrategia investigativa se desarrolla en el club de mateméticas de la Hrsidad
Pedagdgica Nacional, espacio del cual uno de los asesores del presente trabajo es el
responsable. El rol de los autores también es el de investigadores y los participantes del club
son los entrevistados. Son estudiantes de colegios publicos cuyaseées oscilan entre los 12 y

los 18 afios y los niveles que cursan estan entre grado 6° y grado 11°, y se encuentran
participando alli por sus capacidades especiales en cuanto al trabajo con matematicas.

El club es seleccionado debido a que permite el trabajo con estudiantes de diferentes edades
en un mismo espacio y por la facilidad de acceso que tienen los investigadores alli, este club
estd separado en dos grupos segun sus edades. Los estudiantes seleados para ser
entrevistados son cinco, cuatro nifios y una nifia y sus edades estan entre los 14 y los 16 afos,
fueron seleccionados debido al nivel académico que cursan (9° y 10°), por su antigiiedad en el
club y por las referencias de participacion quesstiene de ellos.

3.4. Objeto Matemético

La razdn de cambio resulta ser un concepto transversal en el curriculo de matematicas de la
educacion basica y media. Ademas, constituye una parte crucial en el proceso de aprendizaje de
los estudiantes, en espeal cuando deben asociarlo con funciones y su derivada en niveles de
escolaridad avanzada. Este concepto también establece vinculos entre dos o mas disciplinas,
pues permite modelar y solucionar problemas que tienen su origen en otras ciencias o bien, en
situaciones inherentes a la vida practica. Segun Moreno, Moctezuma y Garnica (2015), ejemplos
de esto pueden ser la cinética quimica, las inversiones financieras, la dindmica poblacional o el
gasto energético, pues son situaciones que involucran relacionamé€ionales y en las que se
hace posible determinar razones de cambio entre magnitudes variables.

Las tareas propuestas en esta investigacion versaran alrededor del concepto de razon de
cambio, pues consideramos que el abordaje de este permite dar respueatas requerimientos
planteados en la normativa nacional en lo referente a la formacién matematica en educacion
basica y media. En particular, los Lineamientos Curriculares en Matematicas (1998), demandan
que el profesor debe propiciar situaciones de apralizaje que involucren el contexto del
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estudiante, pues este tiene que ver con 0s ambientes que lo rodean y que le permiten dotar de
sentido a las mateméticas que aprende.
A continuacion, presentamos una reconstruccion histérica de la razon de cambio. Pdaa
realizacion de esta nos basamos en el analisis historico epistemolégico que presentan Camargo
y Guzman (2005) sobre los conceptos de razén de cambio y pendiente. Las autoras hacen uso
de las siguientes categorias, propuestas por Ruiz (1993) en su tedactoral:

1 Modificaciéon de las concepciones asociadas a la evolucion histérica de los conceptos de

razon de cambio y pendientdEn esta categoria se identifican:

l. Situaciones problema tratadas en diversos periodos

Il. Invariantes de los que se ha tomado consgieia colectiva

Il Representaciones simbdlicas utilizadas

1 Evolucién del estatus mateméatic&n esta categoria se reconocen:

l. Nociones protomatematicas estas se movilizan exclusivamente de manera
implicita en diferentes usos y practicas. Sus propiedades son lighdas para
resolver algunos problemas; sin embargo, estas nociones no son reconocidas
como herramientas de estudio 0 como objetos de estudio.

I. Nociones paramateméaticasse consideran herramientas Utiles, ademas, son
conscientemente utilizadas, reconociday seleccionadas para la resolucion de
diferentes problemas; sin embargo, estas nociones no son tratadas como
objetos de estudio.

I, Nociones matematicasse encuentran bajo el control de una teoria y se les
otorga el tratamiento de objetos de estudio.

El estudio de las categorias mencionadaspriori permite reconocer cuatro momentos clave de
evolucién de los conceptos de razén de cambio y pendiente. Estos son, la busqueda de
regularidades y medicion, el establecimiento de razones y proporciones, el edio de
movimientos mediante graficos y los procedimientos heuristicos para estudios variacionales. A
continuacion, presentamos para cada uno de estos momentos, una breve contextualizacion de
la época en la que tienen lugar y una relacion entre los diferexs aportes o problemas que
originaron el estudio de la raz6n de cambio y la pendiente y sus principales exponentes. En
adicién a lo anterior, se alude a la categorizaciébn que realizaron en su trabajo Camargo y
Guzméan (2005), teniendo en cuenta la propueatde Ruiz (1993).

1. Busqueda de regularidades y medicion

La necesidad de comprender el mundo y los cambios que se presentan en él ha sido una
prioridad para la humanidad desde el origen de esta. La concepcién matematica de los
babilonios y losegipcios era practica y a partir de esta lograron establecer hace algunas
relaciones entre los cambios que sufrian las diferentes magnitudes que estudiaban.
Inicialmente hicieron esto de forma cualitativa, sin embargo, posteriormente también
lograron hacedo de forma cuantitativa. La preocupacion por encontrar y mantener
regularidades en las medidas y la aplicacion del sentido practico de la variacion, se reflejan
en obras como las piramides egipcias o en las tablillas babilonias en las que se registraban
valores cambiantes. Por ejemplo, en la construccién de las piramides, el problema consistia
en mantener una pendiente uniforme en cada cara y la misma en las cuatro caras de la
piramide.
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Exponentes Ubicacién temporal Problemas tratados / Aportes

Busqueda de regularidades en las medidas de obras arquitectonic

Egipcios como las piramides egipcias

Hace mas de 3000 afios

Busqueda de regularidades en los fendmenos naturales a partir ¢

Babilonios . . .
tablillas en las que se registraban valoresambiantes

Segun Camargo y Guzman (2005), en lo que competeesiatus matematiceen esta época,

la raz6n de cambio se entiende como unmecidn protomatematica puesto que esta presente
de manera implicita en la busqueda de regularidades de las medidas para los trabajos de
construccién. Por otro lado, la pendiente se reconoce como unacién paramatematica
pues en la construccion de las piramides se utilizabana herramienta en forma de escuadra
que permitia conservar constante la inclinacién de las paredes de las piramides. Como
invariante se reconoce la relacion entre la subida y el avance al medir la inclinacién de una
pared. Por ultimo, como representacionese reconocen las cuerdas con nudos amarradas
en forma de triangulos rectangulos y los instrumentos que fueran de ayuda para establecer
una relacion entre el avance y la subida en la construccién de las piramides.

2. Establecimiento de razones y proporciones

Los griegos, contrario a los egipcios y babilonios, comenzaron a realizar trabajo matematico
por interés intelectual mas que por resolver problemas de la vida practica. El trabajo
realizado por ellos produjo un gran avance en la geometria, pues convirtier@n objeto de
estudio lo que anteriormente solo se habia trabajado de manera empirica. Entre los
principales exponentes que realizaron aportes al estudio tedrico realizado por los griegos
se encuentran: Tales de Mileto, Pitdgoras y su escuela, Eudoxo,lies y Arquimedes.

Exponentes Ubicacion temporal Problemas tratados / Aportes

Los estudios realizados por Tales se centraron en las proporciones. C
dichos estudios nacen los conceptos de razon geométricamparacion entre
magnitudes geométricas y proporcion, como herramientas pertinentes par
Afio 585 a.C. analizar relaciones entre magnitudes de manera cuantitativa. Ademas,
teoria de la semejanza propuesta por Tales fue utlizada en la toma |
medidas indirectas paracalcular la altura de una de las piramides egipcia
comparando su sombra con la de una vara vertical.

Tales de
Mileto

La escuela pitag6rica basé su trabajo alrededor de la idea que sostiene ¢
601 AT AO 171 AOT & 8Besarallds QuitedrfaGe ploporcior@s
Pitagoras Afo 540 a.C. en mostrar la armonia del cosmos al determinar razones numéricas enti
cantidades discretas y la comparacién entre estas para establec
proporciones.

Eudoxo reformulé la teoria de las proporciones y ademas aclaré que pa

Eudoxo Afio 408 a.C. efectos de la comparacion de magnitudes, estas deben ser del mismo tipo.

Euclides hace dos tratamientos distintos para las proporciones, uno pal

Euclides Afio 300 a.C. h .
ndmeros y otro para magnitudes.

El trabajo de Arquimedes ademas de tener una intencion intelectual tuvo ur
intencién préactica. Utilizé la razén geométrica para obtener férmulas par;
area y volimenes y por el estudio de curvas generadas por moventos.
También hizo uso de las matematicas para la confeccion de méaquinas par:
trabajo cientifico y la guerra. Adicionalmente, discute sobre la variabilidad d
la direccién del movimiento en términos cuantitativos.

Arquimedes Afo 287 a.C.
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Ahora bien, respecto akstatus matematico la razén de cambio se reconoce nuevamente
como unanocién protomatematica pues esta implicita en el concepto de razon. Por otro
lado, se considera la pendiente como un#ocién paramatematica puesto que se usa como
herramienta en la medicion directa o indirecta para determinar la razén trigonométrica
entre los catetos de difeentes triangulos rectangulos semejantes. En cuanto a las
situaciones problematicas involucradas, se encuentran las mediciones directas e indirectas
y la caracterizacion de movimientos usando la tangente a las curvas. Como invariantes se
reconocen las razoes geométricas entre magnitudes homogéneas. Por Ultimo, como
representaciones se tiene que las razones numéricas eran expresadas mediante razones
entre segmentos.

3. Estudio de movimientos mediante graficos

Durante la Baja Edad Media, hacia la primera mitacetsiglo XIV se originan las raices de
un cambio en la orientacién del pensamiento mateméatico. Los matematicos del colegio
Merton8, empezaron a establecer relaciones entre las matematicas y la fisica, esto a su vez
dio origen a la cinemética, que se coritiyd en la base del calculo.

Exponentes Ubicacion temporal Problemas tratados / Aportes

Se interes6 principalmente en el estudio de relaciones entr
magnitudes fisicas. Fue el autor de la primerdormulacion
correcta de la ley del plano inclinado. La inclinacién del plano s
Afos 1207?- 1237 expresa a través de la razén geométrica entre las medidas
segmentos respectivos. Esto caracteriza un movimiento de razd
de cambio constante mediante las razones geométricantre
magnitudes

Jordano de
Namore

Orientd su interés hacia la cuantificacion de fenémenos d
variacion. Fue quien introdujo las representaciones geomeétrica
para explicar relaciones entre magnitudes que variar
Representaba la medida de variables fisicas mediante segment
y la variacion e una magnitud mediante figuras geométrica
como triangulos rectangulos, trapecios o figuras con lados curvo
También caracterizé el movimiento en el que la velocidad camb
de manera constante respecto al tiempo, como un movimiento d
razon constante. Aravés de sus dibujos explico el Teorema de |
velocidad media para cuantificar la velocidad en un movimient:
uniformemente acelerado. Otro de sus aportes fue |
caracterizacion del punto de méxima velocidad como aquel en
que la razén de diferencias eme las velocidades es muy cercan
a cero.

Nicolas de Oresme Afos 1327- 1382

Describid el mundo fisico por medio de cantidades mediable
(tiempo, distancia, masa y fuerza). Utiliz6 las representacione
geométricas de Oresme para estudiar velocidades e liatiujo
métodos cuantitativos especificos para determinar el teorema d
la velocidad media. Ademas, lo explic6 usando razon
geomeétricas.

Galileo Galilei Afos 15647 1642

En este momento eéstatus matematicale la razén de cambio y la pendiente fue dwciones
paramatematicas pues esaban siendo utilizadas para dar explicaciones en torno a las leyes
de la mecanica. Como invariante, se identifica el reconocimiento de la constancia de la razén

8 El Colegio Merton es uno de los colleges que hacen parte de la Universidad de Oxford en el Reino Unido.
41



de cambio en movimientos uniformemente acelerados. Como representaciones se
reconocen las utilzadas por Oresme, es decir los segmentos y las figuras geométricas.

Procedimientos heuristicos para estudios variacionales

En los siglos XVI y XVII se origina el desarrollo de la industria y la productividad, esto a su
vez genera la necesidad derear métodos mateméticos para resolver problemas como el
movimiento de los cuerpos impulsados, los centros de gravedad, el calor, los angulos de
refraccion, entre otros. Esto se debe a que los métodos numéricos y geométricos existentes
hasta ese momentono eran suficientes. A raiz de lo anterior surgié un campo investigativo
en matematicas en el que tuvieron origen las nociones de variable y funcién analitica, como
herramientas para estudiar las variaciones entre magnitudes.

Exponentes Ubicacioén temporal Problemas tratados / Aportes

De manera casi simultdnea con Fermat, desarroll6 la idea de q
la dependencia entre dos cantidades variables podia s
expresada a través de una ecuacion. También utilizé la ide
proveniente de losgriegos, respecto a la utilidad de la tangent
para la caracterizacion de curvas. También, desarroll6 u
método de construccién geométrica para caracterizar recta
tangentes a curvar y describir por medio de ellas lo
movimientos estudiados.

Descartes Afios 16187 1649

En su trabajo se encuentra planteada por primera vez |
dependencia entre dos magnitudes, la razén entre la diferenc
de los valores de la magnitud dependiente, en puntos proximg
y la razén de cambio del incremento de la magnitud deperatite

respecto al incremento de la magnitud independiente. Todo est
por medio de ecuaciones.

Su interés principal fue crear un método que le permitiere
calcular los puntos maximos y minimos de una curva, es dec
los puntos en los que la razén de cambim@e las magnitudes es
muy cercana a cero. Este se conoce como el método

adigualdad, el cual introduce una nocién primitiva de lo que e
un infinitesimal. A partir de este método Fermat también
encuentra como trazar la tangente a una parabola, pa
caracterizarla.

Fermat Afios 16237 1660

Realiz6 la publicacién del que se considera el primer libro d
Guillaume de ~ texto de cdlculo. Alli resalta la importancia de las graficas pa

TR oo - A Afo 1696 . : -
l o(1 BEC representar y caracterizar los cambios de un par de magnitude

dependientes.

Con el trabajo realizado por Descartes y Fermat, surgieron ehlculo diferencialgracias al
estudio de las razones de diferencias entre magnitudes y las razones de cambio
infinitamente pequefias y lageometria analiticg debido al estudio de las razonesedcambio
invariantes y la caracterizacion de curvas. Adicionalmente se llegé a los conceptos de razon
de cambio y de pendiente para caracterizar las ecuaciones lineales.

En este momento histérico, la razén de cambio y la pendiente aln tenian el estatus de
nociones paramatematicasdebido a que se utilizaron como herramientas para resolver
problemas de tipo matematico, como el calculo de puntos criticos e identificacién de rectas
tangentes a curvas. Una situacion problematica por destacar es que los matemdsi
buscaron formas alternativas de trabajar en matematicas. Como invariante se reconoce el
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trabajo con razones de cambio homogéneas entre las diferencias fundamentales de los
valores de una funcion en puntos proximos y los valores de una magnitud indepeaexite
correspondientes. Por Ultimo, se identifican como representaciones la notacion simbélica
para expresar la razén de las diferencias mencionadas previamente y las gréficas de estas.

5. Trabajos posteriores a Descartes y Fermat

En seguida, relacionamos aighos de los trabajos que surgieron en afios posteriores al
cuarto momento historico, y que también aportaron al hacimiento del célculo diferencial y
la geometria analitica.

Exponentes Ubicacioén temporal Problemas tratados / Aportes

Centr6 su trabajo en la caracterizacion de tangentes, pe
introdujo una interpretacién infinitesimal a este problema.
Realiz6 algunas modificaciones al método de Fermat y llegd
conclusiones similares.

Isaac Barrow ANnos1630 - 1677

Introdujeron interpretaciones cinematicas de las curvas que
estudiaban. Identificaban la grafica como la representacion de

relacién de dependencia entre dos magnitudes y consideraban

recta tangente en un punto de la curva, como la forma de expres
la raz6n de cambio de la magnitud dependiente respecto de

independiente. Roverbal logré determinar tangentes de todas la
curvas conocidas en la época y ademas introdujo la aceptacion

las razones de cambio heterogéneas.

Roberval y

Torricelli Afio 1640

Trabajo la razén de diferencias entre valores infinitamente
pequefios, o sea, el diferencial. A partir de esta razén
diferencias encontré una ecuacion para determinar la ecuacion d
la recta tangente y encontrar razones de cambio instantaneas.

Leibniz Ao 1666

En este momento, el status de la raz6n de cambio y la pendiente ya era d®ciones
matematicas puesto que fueron reconocidas como objetos matematicos centrales dentro del
célculo y la geometria analitica. Las situaciones problematicas en las que se hizo uso de la raz6n
de canbio fueron todas en las que se requeria determinar una razén de cambio instantdnea
como la velocidad instantanea, la tasa de crecimiento instantanea, entre otras. Por otro lado, se
utilizé la pendiente en el estudio de ecuaciones lineales. Como represetitmes se reconocen

las expresiones geométricas como el triangulo diferencial y el uso de variables dependientes
escritas en términos de variables independientes.

Las etapas descritas previamente, se describen a partir del siguiente esquema.
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3.5.Disefio de tareas:
Para abordar el objeto matematico mencionado previamente se disefiaron un conjunto de
recursos GeoGebra, distribuidos entre las categorias emergentes de la revisiébn de material
bibliogréafico. Al ser cuatro sesiones de implementacién en clase, se trabajé aadapa descrita
en la seccion anterior en cada clase respectivamente, es decir: La etapa de bldsqueda de
regularidades y medicién en la primera sesion; la etapa de establecimiento de razones y
proporciones en la segunda; la etapa de estudio de movimientggaficos en la tercera y la etapa
de procedimientos heuristicos para estudios variacionales en la cuarta. Al realizar el disefio de
los diferentes recursos, segun la intencionalidad de los investigadores para cada sesion, los
recursos fueron acomodandose auna respectiva categoria, de tal suerte que quedaron
distribuidos de la siguiente manera en las cuatro sesiones:
91 Sesioén 1:
o0 Recurso 1:Exploracion de situaciones y formulacién de conjeturas.
0 Recurso 2:Verificacién de propiedades
0 Recurso 3:Evaluacion
1 Sesioén 2:
o Recurso 1:Verificacion de propiedades
0 Recurso 2:Exploracion de situaciones
1 Sesion 3:
0 Recurso 1Verificacion de propiedades
0 Recurso 2:Exploracion de situaciones y formulacién de conjeturas.
0 Recurso 3:Realizacién de procesadgoritmicos
1 Sesion 4:
0 Recurso 1:Exploracién de situaciones y formulacién de conjeturas.
0 Recurso 2:Exploracion de situaciones y formulacién de conjeturas.
0 Recurso 3:Exploracion de situaciones y formulacién de conjeturas

En la planeacién de los recursono se encuentran incluidos recursos de tipblodelaciény tipo
llustracion de propiedades o representaciondd. primero no se incluye debido a que no se
presenta a los estudiantes ninguna situacion que puedan modelar y solucionar a partir de
GeoGebra y lesegundo debido a que este es usado solamente por el docente y el estudiante no
entra en manipulacién directa con este.

La preparacion de los recursos de GeoGebra buscaba el alcance conceptual de las etapas
descritas previamente, de tal suerte que al falizar con su aplicacién se llegara a una primera
aproximacion del andlisis de funciones en relacion con los elementos relativos al cambio. Y la
programacion de los recursos se encontraba desarrollada en pro de este alcance, a continuacion
se describe a gandes rasgos la organizacion de cada recurso y lo que buscaba cada uno. La
descripcién completa de las tareas y recursos se encontrara en la planeacién general de las
actividades.

1 En la primera sesiéon, se busca describir la pendiente como una razén de témn
constante, los tres recursos estan programados de tal forma que esto pueda ser
interpretado por los estudiantes. En el primer recurso, se busca particularmente que al
ubicar unos puntos en el plano cartesiano, las coordenadas de estos sean interpretada
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a partir de las magnitudes involucradas en la situacion (cantidad de harina y cantidad
de azucar) y luego, a partir del uso de la hoja de calculo se encuentre el valor de la razén
de cambio, estos puntos en el plano cartesiano estaran ubicados de tal rseigque
representaran una recta. EIl segundo recurso, de manera similar, esta programado de
tal forma que los estudiantes aprovechen el dinamismo de GeoGebra y al mover dos
puntos que definen una recta (que representan una carretera), puedan encontrar el
porcentaje de inclinacién de esta a partir de la situacion descrita. El tercer recurso de
esta sesion busca evaluar los elementos trabajados en los dos primeros a partir de 3
situaciones de cambio constante que los estudiantes deben interpretar.

- Recurso 1:https://www.geogebra.org/m/gcmerijjg

- Recurso 2:https://www.geogebra.org/m/ghgthvvw

- Recurso 3:https://www.geogebra.org/m/ajw8tw4w

En la segunda sesidn se busca que los estudiantes construyan la idea de funcion como
la union infinita de segmentos y tengan una primera aproximacién a la nocion de razon
de cambio promedio. El primer recurso s@rogramé de tal forma que los estudiantes
puedan controlar por cuantos segmentos se encuentra formado un tramo de la funcién
a partir del movimiento de un deslizador, este controla varios aspectos relacionados al
cambio, a saber, el cambio ewy «y lapendiente de cada segmento y la cantidad de
segmentos. El segundo recurso busca tener un acercamiento mayor a la nocion de razén
de cambio promedio a partir del control de una recta secante sobre una funcion, esta
recta, de manera similar esta controlada @r un deslizador que varia el cambio
promedio entre un punto y otro y el dinamismo de los puntos permite el andlisis en
diferentes partes de la funcion.

- Recurso 1:https://www.geogebra.org/m/e24x4693

- Recurso 2:https://www.geogebra.org/m/hfgzgfbt

En la tercera sesion se busca que los estudiantes construyan una expresion que
represente la razén de cambio promedio y usen esta para describir los cambirs una
funcién. El primer recurso se disefi6 en pro de que al ingresar ciertos valores se generen
segmentos inclinados de cambio constante @ y cambio erodeterminado por el valor
ingresado, estos segmento, al ser contiguos, formaran una aproximac#mna curva o
funcion. El segundo recurso, compuesto por dos situaciones busca que se construya una
expresion matematica que permita relacionar dos puntos sobre una funcion a partir del
cambio del uno al otro, los puntos sobre la funcidon son méviles y eada situacion las
coordenadas de estos estdn representados de diferente manera. El tercer recurso
permite calcular la razén de cambio promedio entre dos puntos sobre una funcion, a
diferencia del recurso anterior, los puntos no son méviles por si solos s@bla funcion,
sino que es la coordenada e@la que permite el dinamismo de estos puntos para este
caso.

- Recurso 1:https://www.geogebra.org/m/ySashwwu

- Recurso 2:https://www.geogebra.org/m/usdfvvgm

- Recurso 3:https://www.geogebra.org/m/m7ask7pb
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1 En la cuarta sesion se buscaba que a partir de los elementos desHagos en los
recursos pasados se lograran realizar descripciones con respecto al cambio y una
PDOEI AOA APOiI GEi AAEeET A 1 A AOOOA OAAOEOAAAGS
pensando en dar una interpretacion geométrica a los respectivos cambios @aomo en
Wy a la relacion de razén de cambio que se puede describir a partir de estos dos, estos
objetos estaban controlados por un deslizador que cambiaba la cantidad de intervalos
en la funcién y hacia la razon de cambio promedio mas cercana entre dos msitEl
segundo recurso se disefid para que los estudiantes al mover un punto sobre una
funcion puedan visualizar cudl es el cambio que tiene la funcion en este, esto se realiza
a partir del rastro que deja un segmento que representa la magnitud de ese camhY
el tercer recurso busca establecer la relacion entre la curva de cambio y la funcion
original, ya que su programacion esta desarrollada en pro de qué los estudiantes
describan la forma de la funcién original a partir de los que puedan observar en larea
de cambio. El segundo y el tercer recurso estan disefiados para que sea el movimiento
de los puntos el que permita realizar la construccion de los respectivos rastros.

- Recurso 1l:https://www.geogebra .org/m/ttubtf9s
- Recurso 2:https://www.geogebra.org/m/dhgbtmzm
- Recurso 3:https://www.geogebra.org/m/ewbdpsac

3.6. Recoleccion y registro de la informacion

Para recolectar la informacion se hace uso del programa Camtasia. Este permite grabar la
pantalla del ordenador, asi como el audio y video de la actividad de los estudiantes al llevar a
cabo el proceso de resolucién de las tareas. Posterior @ ¢rabacion de las entrevistas, se
procede a realizar la transcripcién de los episodios y a seleccionar los fragmentos en los que los
estudiantes identifican condiciones de variacién y cambio. Ademas, también se recolecta el
material manuscrito de los estuliantes, asi como grabaciones de audio adicionales y los
archivos GeoGebra sobre los cudles los estudiantes realizaron su actividad.

3.7. Andlisis

Para analizar la informacion recolectada a través de las entrevistas, los videos, las
transcripciones, archivos y material manuscrito de los estudiantes se utilizaran las categorias
propuestas por Carlson et al. (2003), las cuales constan de cinco acciones mentales y cinco
niveles del razonamiento covariacional y las categorias emergentes de la construccion del
marco teorico de Abstraccion Situada. Las categorias propuestas por Carlson et al. (2003)
permiten analizar y ubicar aquellos comportamientos, resultados, fragmentos y demas, que
describan las habilidades de razonamiento presentes en la representacion, degcion e
interpretacion de situaciones que involucren variacién y cambio. Las categorias de Abstraccion
Situada son emergentes del proceso de construccién del marco tedrico, estas permiten analizar
las acciones que realiza el estudiante directamente sabel recurso y cOmo estas acciones se
relacionan con sus conocimientos previos y sirven de base para la transformacion de estos,
AAAT 0O AA PAOI EOEO Al AT UI EOEO AA OT A OOAAd AA
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CAPITULO 4: CONSTRUCCION DE CATEGORDERECURSOS
Como se menciond en un capitulo preliminar, uno de los propdsitos de esta investigacion es
realizar una clasificacion de recursos elaborados en GeoGebra (GGB), con el fin de propender
por el maximo aprovechamiento de estos en el aula. Considerandanterior, se hace uso de la
estrategia investigativa revision documental puesto que, para lograr la consecucion del
propésito mencionado con antelacion, se examinaran documentos en los que se reporte el uso
de recursos GeoGebra. Esta estrategia resulta pertinente ya que su fin Gltimo de es la
produccién de clasificaciones oipificaciones. Los documentos examinados fueron recuperados
de bases de datos como Scopus, Science Direct, Springer, Redalyc, Doaj y Scielo. Estas fuentes
fueron seleccionadas debido al reconocimiento que tienen en el campo investigativo; en
consecuenciala informacioén a la que se tiene acceso resulta ser valida y confiable. En adicion a
lo anterior, se llevdé a cabo la revision de las memorias de algunos eventos involucrados
directamente con el uso de GGB, tales como, el Congreso Iberoamericano de Cieregaplogia,
Innovacion y Educacion, el Encuentro de Clubes GeoGebra y el Congreso Latinoamericano de
GeoGebra.

En los parrafos que siguen se dan a conocer los criterios establecidos para la blsqueda y
seleccién del material a analizar. Seguido a esto,d# cuenta y razon el proceso llevado a cabo
para la construccion de las categorias producto de la revision documental

4.1. El proceso de construccion:

Inicialmente, se establecieron los criterios para la seleccién del material. En primer lugar, se
tuvo en cuenta que en los documentos se presentara el trabajo con uno o mas recursos
elaborados en GeoGebra y que ademas los contenidos abordados a partir de estos fueran
alusivos al Calculo. En segundo lugar, se estableci6 que Unicamente se seleccionarian
documentos en los idiomas espafiol, inglés y portugués, debido a la facilidad para la lectura de
estos por parte de los autores. La busqueda de los documentos se realiz6 en las bases de datos
mencionadas en un apartado anterior. El mecanismo utilizado para buscal material fue la

ET OO1 AOGAAE&T AA DPAI AAOAOG Al AOGA8 3A OOEI EUAOIT DA
con conceptos y procesos del Célculo (variaciéon, acumulacién, aproximacion, funcién, integral,
AAOEOAAAR 8(Qs %l O1 ddAdntosOA OAT AAAET T AOT 1T pmnu Al

Una vez seleccionados los documentos, se procedid a determinar qué aspectos se observarian
de los mismos. Se centr6 la atencién en los siguientes elementos:

A Informacién general del documento: titulo, autores, pais, afio de publicacién.
A Tema del @lculo abordado: funciones, limites, derivadas, integrales, entre otros.

A Descripcion del proceso o procesos generales de la actividad matemética involucrados en
el uso del recurso expuesto en el documento. Esto hace alusién a los procesos descritos en
los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas propuestos por el Ministerio de
Educacion colombiano.

A Descripcion del uso del GeoGebra. Esto se refiere a como se utilizé el software, de acuerdo
con lo planteado en cada documento.
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A Herramientas de GeoGebraitilizadas en el recurso. Por ejemplo, grafica de funciones,
traza, deslizadores, entre otras.

A Vistas de GeoGebra a las cuales tiene acceso el usuario del recurso (algebraica, geométrica,
ETEA AA AUI AOI 1T 8Qs

Como antecedente a lo presentado en estapartado, Jiménez (2018) plantea en una

categorizacion de recursos elaborados en GGB que elaboré a partir de su experiencia; esta fue

dada a conocer mediante una conferencia. Debido a la relacion entre lo expuesto en dicha

conferencia y los propédsitos de sta investigacion, se considerd pertinente adicionar el
siguiente elemento:

A En cuél de las categorias propuestas en la conferencia, podrian enmarcarse los recursos
presentados en los diferentes documentos.

Posteriormente, se tomo la decision de registrar grganizar los elementos mencionados con
antelacion en un formato de Excel como la que se muestra a continuacion:

2 Descripcion del proceso de la
Tema de calculo

Nombre del documento Autores fi Pais actividad matematica ¢Como se usa GeoGebra?

involucrado :
involucrado

Los aplicativos de Geogebra con los que
trabajaron los futuros profesores fueron usados

Integral definida: para que a través de |a exploracidn (modificando
Comprensidn conceptual de la . . Suma superior, . los extremos del intervalo y la cantidad de
integral definida con GeoGebra Tatar & Zengin 2016 Turquia suma inferior, Razonamiento particiones), fuera posible evidenciar el
sumas de Riemann comportamiento de las sumas superiores &

inferiores, y ademas observar la relacion que
existe entre estas y la suma de Riemann_

Figura 9: Primera partez Tabla de registro de la informacion

‘ ¢ Qué herramientas de GeoGebra se usan? ‘

a = C Casi - .
Arrastre Traza Grafi.ca i Deslizadores ome?m.ios Botones a..slllas.d‘e Secuencias Listas Otra
funciones geométricos verificacion

Figura 10: Segunda parteg Tabla de registro de la informacian

En el formato se incluyeron las herramientas que a consideracion de los autores, son utilizadas
con mayor frecuencia en la elaboracién de los recursos GGB.

¢A qué vistas de GeoGebra tiene acceso el usuario? Categoria en la que se encuentra enmarcado de acuerdo con
la propuesto en la conferencia del profesor William Jiménez

Aprendizaje

= Calculadora
autonomo

Algebraica Geométrica 3D CAS Hoja de calcule | Conjetura  Acompafiamiento

Figurall: Tercera parte Tabla de registro de la informacién
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Cabe aclarar que en las figuras 1, 2 y 3 se muestran partes diferentes del formato en el que se
registré la informacion. No se presenta una sola imagen de esta por cuestiones de espacio.
Después de lo mencionado en parfas anteriores, el trabajo realizado consistié en la seleccion
aleatoria de 3 de los 105 documentos. Seguido a esto se acordd leer los documentos
seleccionados aleatoriamente en su totalidad para luego, extraer la informacién necesaria para
diligenciar el formato. Esto con el &nimo de determinar si los criterios de interpretacion eran
compartidos por los autores de este estudio. El ejercicio de revision fue realizado por los
autores y asesores de la investigacion. Posteriormente, se dio lugar a una discagionjunta en

la que se compararon los registros elaborados en el formato y las interpretaciones dadas por
cada miembro del equipo. A partir de lo anterior se decidi6 si la informacion recuperada era
suficiente para cumplir el propoésito de la revision docmental.

Al llevar a cabo la revision del ejercicio, se acordd agregar a la tabla las herramientaarra de
entraday texto. Ademas, se afiadi6 una casilla denomina@si A A fedtabhace referencia al uso

de las herramientasiéarea, perimetroy longitud de segmentoEn adicion a lo anterior, se convino
AOAAO OT A AT1OITA Al £ETAI AA T A OAAT A 11 A1 AAA
registrarian la finalidad conla que fue creado el recurso expuesto y una justificacién respecto a
la ubicacién de este en las categorias propuestas en la conferencia de Jiménez (2018). También
se concluy6 que algunos de los recursos podrian enmarcarse en mas de una de estas categorias
0 bien, en ninguna.

Después de consolidar la informacion que seria abstraida a partir del ejercicio realizado con
cada uno de los documentos elegidos al azar, se procedi6 a leer los documentos restantes. Para
este fin, el material se organizé por afio dpublicacion y se tomoé la decision de realizar la
lectura de los documentos empezando por los mas recientes. EI documento mas reciente fue
publicado en el afio en curso, y el mas antiguo fue publicado en el afio 2004.

Dado que el formato de registro de la iiormacion incluye un espacio en el que se alude a las
herramientas utilizadas en los recursos, surge un interrogante por parte de los autores. Este en
relacion con las herramientas de GGRyjue no estaban incluidas en las versiones del software
gue fueron usadas para la construccion de los recursos expuestos en los documentos mas
antiguos. Se procedié a indagar al respecto y se evidencié que en las versiones del software
anteriores al afio 2009, no se contaba con ciertas herramientas o vistas incluidas enoefrfato

de registro. Por tal razén, se decidio no tener en cuenta los documentos cuya publicacion data
de afos anteriores al 2009. Este criterio excluy6 8 de los 105 documentos.

Durante el proceso de lectura, abstraccion y registro de informacion, surgieralos criterios de
exclusion adicionales. Se prescindié de 3 documentos debido a que, aunque en el cuerpo de
estos se encontraban palabras clave que coincidian con la basqueda realizada, no se exponia el
uso de un recurso GGB. Por otro lado, fueron eliminasl otros 3 documentos, en este caso
porgue mas que presentar el uso de un recurso, pretendian mostrar las bondades de GGB para
la construccion de este.

Una vez se realiz6 la lectura de los documentos, se consideré pertinente dar inicio al analisis de
la informacién registrada. Para este fin, la atencién se centrd principalmente, en la casilla de
comentarios adicionales y en la referente al uso de GeoGebra. Al observar la informacion que
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se encuentra en esta casilla, fue posible dar cuenta y razén de la meencia de ciertas
caracteristicas entre los diferentes recursos expuestos en los documentba.categorizacion se
realiz6 en funcién de la finalidad con la que GGB se involucra en la actividad matematica. De lo
anterior, se obtuvieron seis categorias, eas se describen a continuacion:

A Categoria 1z Modelacion de situaciones problemaSe presenta al usuario un problema de
modelacion y este usa GGB para darle solucion, es decir, que en este caso el recurso se
utiliza para modelar una situacion que sea objet de estudio. Es posible que previo al uso
de GGB se realice un trabajo de exploracién en algun otro ambiente y GGB se utilice como
herramienta de validacion; se involucre o no algin ambiente adicional, la presencia de GGB
en esta categoria demanda accioseen el usuario que modelen una situacién problema. El
trabajo expuesto por Vallo y Duris (2018) centra su atencion en la espiral logaritmica.
Inicialmente, muestran algunas caracteristicas propias de dicha curva y seguido a esto dan
a conocer como puedeer utilizada en la ingenieria de metales. Los autores presentan el
disefio de un engranaje de la hoja de una sierra circular elaborado en GGB, a partir de la
grafica y los atributos de una espiral logaritmica. Ademas, resaltan la importancia que tiene
desarollar la imaginacién en los estudiantes desde la ensefianza de las matematicas, con
el fin de promover habilidades que les seran de ayuda en futuras profesiones como
ingenieria o arquitectura. Se considera que el trabajo mencionado puede situarse dentro
de esta categoria, puesto que se esta ilustrando la modelacién en GGB de una herramienta
utilizada en la ingenieria de metales, partiendo de la curva mencionada con antelacion y
sus propiedades.

[
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Figura 12. Recurso sobre el disefle un engranaje de la hoja de una sierra circular

También, en el trabajo realizado por Wardhana, Suryoatmojo y Ashari (2016) se muestra
un recurso que ejemplifica esta categoria. Los autores presentan el disefio de un modelo
realizado para mejorar la distrbucién del flujo de calor del receptor de un motor. Los
contenidos matematicos involucrados en el disefio son principalmente las ecuaciones de
una parabola y una elipse. En primer lugar, los autores muestran los célculos realizados y
los graficos del model@n el software SolTrace. En segundo lugar, elaboran un recurso GGB
gue contiene el disefio de dicho modelo y realizan simulaciones a partir de este con el fin
de determinar su nivel de efectividad. Se afirma que este recurso esté situado en esta
categoria,puesto que el recurso en GGB realizado por los usuarios tiene como finalidad
modelar una situacion dada. En este caso el disefio de un modelo para mejorar el flujo del
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calor y la realizacién de simulaciones a partir de este, lo anterior muestra que GGBise
como herramienta de modelacion y validacion. Adicionalmente, se reconoce el uso de otro
ambiente tecnolégico para el proceso de exploracién del modelo, previo al uso de GGB.

Fs=(:0.13,-5.33) ofe Fsi=(0.13,-5.33)
Focus2 f (0,-5.33)

“1vez=(0:-63)

Figura 13. Recurso correspondiente al modeloagimizacion del flujo de calor de un motor

Categoria 2z Exploracién de situaciones y formulacion de conjeturasSe presenta al
usuario un recurso GGB o bien, se pide elaborar una construccion, de modo que, a partir de
la exploracién que hace sobre esta, elabore una o varias conjeturas alrededor del objeto
matematico involucrado o que dé cuenta y razén de algunas abdmsiones sobre el
comportamiento de este. En resumen, se usa el recurso GGB para representar una situacion
propuesta, con el fin de explorar en estagconocer relaciones, propiedades y formular
conjeturas. Zampieri y Javaroni (2018) dan a conocer el trajo con un recurso GGB gue se
sitla en esta categoria, en este se presentan dos tareas diferentes. En la primera, se espera
que el usuario identifique las propiedades de los parametra®y cde una funcién y cémo
estos influencian en el comportamiento desu representacion grafica, asi como la relacién
de dependencia entre la variable independienteoy dependientecd "Q w.

£ ectein 5 i
Armurea Edtar Exibir Opghes Femmentas Janela Apcda Entrar...

B =
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[

Figura 14. Recurso para el reconocimiento de propiedades de los pardmetros a y b de una funcion

En la ®gunda tarea el propésito es que los usuarios comprendan y visualicen
geométricamente la suma de fracciones propias. El propésito de usar GGB en las dos tareas
yace en el reconocimiento de propiedades de un objeto matemético, en este caso la funcion
y en d establecimiento de conclusiones respecto a como se lleva a cabo la suma de
fracciones propias.
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Figura 15. Recurso para realar la suma gréafica de fracciones heterogéneas

Por otro lado, aludimos al trabajo realizado por Tatay Zengin (2016) cuyo objetivo fue
determinar el efecto de un método de instruccién asistido por computador que utiliza GGB.
Los recursos alli expuestos se centraron en la comprensién conceptual de la integral
definida. Los usuarios tuvieron la oportunidad @ interactuar con recursos que les
permitieron explorar lo que sucedia cuando modificaban los extremos de un intervalo y la
cantidad de particiones de este. A partir de lo mencionado anteriormente, lograron
evidenciar cudl era el comportamiento de las sumsuperior e inferior y concluir cual es la
relacion existente entre estas y la suma de Riemman. De acuerdo con lo mencionado
priori estos recursos pertenecen a la categoria de Exploracion y formulacién de conjeturas.
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Figura 16. Recurso & Suma inferior
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Figura 17. Recurso 2 Suma superior, inferior y de Riemman
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A Categoria X Verificacion de propiedadesSe presenta al usuario determinada situacion o
ciertas preguntas respecto a un objeto matematico.nEeste caso, a diferencia de la
categoria anterior, se usa el recurso GGB paraMerificacién de una propiedad de algin
objeto matematico. En el trabajo de Ovodenko & Kouropatov (2018) se proponen varios
recursos que pueden ilustrar esta categoria. Poreplo, uno de estos tiene como finalidad
estudiar los conceptos de concavidad utilizando tangentes y cuerdas. Los autores
describen este recurso como un laboratorio digital que permite al usuario tener la
representacion de una funcién tanto algebraica comaraficamente, y estudiar los
conceptos. de concavidad hacia arriba y hacia abajo usando tangentes sus gradientes y
cuerdas. Posterior a esto, se propone a los usuarios determinar la veracidad de ciertas
afirmaciones sobre la concavidad; estas pueden seormoboradas o refutadas usando el
recurso. En otro de los recursos GGB presentado en este trabajo, se presentan las graficas
de una funcion, su derivada y la recta tangente a esta; dichas graficas se pueden mostrar u
ocultar haciendo clic en casillas de véicacion. El objetivo de contar con las tres gréaficas
es lograr que los usuarios establezcan relaciones entre estas, pero también que verifiquen
o refuten afirmaciones sobre los puntos de inflexion de una funcion.

¥ Tangent f(x)=1 + «*x | Tangent to function f(x) [¢]Original function (f(x v
¥ Chord slope of tangent:0.29

f(x)

Figura 18. Recurso sobre relaciones entre una funcion, su derivada y la recta tangente

Otros de los recursos que ejemplifican esta categoria, son los presentados en el trabajo de
Sengamaselvi, Venugopal & Pavithra (2017). El trabajo menoiado centra su atencion en
algunos elementos del calculo vectorial y las integrales multiples. De acuerdo con los autores,
los recursos presentados tienen como objetivo hacer frente a las dificultades que pueden
presentar los usuarios al resolver situacines en las que deban hallar el area entre dos curvas
o el volumen de un solido, utilizando integrales multiples. Inicialmente se plantea a los usuarios
una situacién en la que deben encontrar el area entre la parabala Tw o ylarectaw @
Para resolverla aplican los célculos correspondientes y llevan a cabo la resolucion de
ecuaciones para hallar los extremos de la integral. Para verificar sus procedimientos, se
procede a la construccion de un recurso GGB. En primer lugar se solicitaresar las funciones

en la barra de entrada, una vez realizada esta accién, sus representaciones aparecen en las
vistas algebraica y gréafica del software.
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Figura 19. Recurso para hallar el area entre dos curvas

Seguido a esto, ssolicita a los usuarios ingresar la expresién correspondiente al area entre dos

curvas, que esta dada de la forma

v

‘Q u§2 en la barra de entrada de la vista CAS. A

partir de la accion anterior, los usuarios verifican los procedimients realizados en un primer
momento, ademas, seguln lo mencionado por los autores la posibilidad de contar con las
representaciones grafica y algebraica de manera simultdnea permiti6 que los usuarios
plantearan conclusiones acerca del orden de las funcionéss intervalos en los que se aplica la

integral y la forma que tiene el area que se quiere determinar.

Otro de los recursos expuestos en este trabajo alude al uso de las integrales triples. En este caso
se propone a los usuarios hallar el volumen de la p6n del cilindro @ ®  pintersecado

por el plano @ Ty el paraboloide w ®w T & EI proceso realizado es similar al
mencionado en parrafos anteriores. Los usuarios resuelven la situacién sin usar GGB y
posteriormente construyen un recurso para veificar sus procedimientos.

- - ———— --

L5

-

Figura 20. Recurso para hallar el volumen entre un sdlido y un plano

Posterior a esto, se reconoce la importancia de la representacion grafica y a su vez dinamica de
la situacion que ofrece GGB, en tanto que permite visualizar diferentes caracteristicas de forma
en las figuras como caras o intersecciones y esto permite & lasuarios comprender de una
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forma mas directa y real la situacion. Ademas, al rotar la figura, gracias a la herramienta
animacién, GGB muestra caracteristicas relevantes de esta que son Utiles para la verificacion
del proceso realizado.

Categoria 4 llustracion de propiedades o representacione<El recurso GGB es presentado por

el profesor al usuario parailustrar las propiedades o representaciones de un objeto

i AOGAIi UOEAT 8 #AAA AAI AOAO NOA AT AOGOA AAOGT Al 000,
presenta una experiencia de aula referente a la ensefianza de las funciones matematicas

mediante el enfoque de funciones geométricas. El investigador utiliza recursos GGB como una
herramienta de representacion visual; pues no habia sala de computo en lastitucién

educativa en la que se llevé a cabo la experiencia. En primer lugar, el profesor propone un

ejercicio grafico de identificacion de funciones (de acuerdo con la correspondencia de

AT AT AT 01 68 wl OACOT AT 1 OCAOKEOPAET DAAGI A CAAABARE
la prueba de la recta vertical para verificar si estas eran o no funciones. El aplicativo es

manipulado exclusivamente por el profesor, los estudiantes solo observan. Por esta razén se

considera que este aplicativo pertenece @sta categoria.

(Wwy Dagry faen

Figura 21. Recurso que ilustra gréficas de funciones y aplicacion del criterio de la recta vertical

En el libro elaborado por Takac{2015) se presentan una serie de recursos GGB, dirigidos

a profesores y estudiantes del curso de calculo de la Universidad de Novi Sad en Serbia.
Algunos de los recursos que podrian ejemplificar esta categoria, aparecen en la seccion
dedicada a las curvaen coordenadas polares. Estos tienen como finalidad, ilustrar la
grafica de curvas como la Lemniscata de Bernoulli y la cardioide. Estos recursos cuentan
con deslizadores para algunos de los parametros de las curvas y permiten mostrar las
modificaciones que sufren las gréaficas al modificar dichos parametros. Como la finalidad
de estos recursos es netamente ilustrativa, pues en el libro no se proponen tareas a realizar
a partir de la exploracion con los mismos, es valido afirmar que hacen parte de esta
categoria.
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Figura 22. Recursos GGB que ilustran curvas en coordenadas polares

A Categoria 5 Realizacion de procedimientos algoritmic@: recurso GGB es utilizado
exclusivamente paracalcular. Botana y Recio (2016) parten de la idede que generalmente
los ambientes de geometria dinAmica presentan dificultades para "calcular" la envolvente
de una familia de curvas. Por esta razén presentan un ejemplo usando GGB y muestran las
limitaciones que tiene esto en cuanto a efectividad en eélculo y tiempo invertido. Dado a
que en este caso el recurso Unicamente se utiliza para la realizacion y verificacion de

calculos, corresponde a esta categoria.
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Figura 23. Recurso para calcular la envolvente de una familiawwas

En el trabajo propuesto por Calligaris & Zotin (2016), se presentan varios recursos GGB,
orientados al aprendizaje del concepto de integral definida, mediante el area bajo la curva
y el area entre dos curvas. Uno de los recursos se usa exclusivareepéra realizar el
calculo del area entre dos curvas dadas. Debido a que esta es la Unica finalidad con la que
el recurso fue elaborado, es valido afirmar que esté situado en esta categoria.
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Figura 24. Recurso paraalcular el area entre dos curvas
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A Categoria 67 Evaluacion:El recurso GGB se usa confrramienta de evaluaciénpara el
usuario. Este se configura adicional a sus funciones estandar bajo una estructura que
responde a las acciones del estudiante de acueraon el objetivo. El trabajo de Jardim
(2015) es fruto de actividades de ensefianza e investigacion desarrolladas en una
universidad de Portugal sobre el uso de tecnologia como recurso didactico en Matematicas.
Los contenidos abordados fueron las funcioneglos limites. Se utilizé un recurso GGB con
Al NOA A1 OOOAOET bDOAEAOGA ET OAOAAOOAO U OAAI
responder ciertas preguntas, haciendo uso de casillas de entrada o casillas de control.
Posteriormente tiene la posibilidad d verificar si su respuesta es correcta o0 no. Si la
respuesta es incorrecta, se muestra un texto que le indica el error que cometié y le solicita
un nuevo intento. En caso de acierto, aparece un texto para felicitar al usuario y de
inmediato aparece una neva pregunta. Debido a la naturaleza del recurso que se presenta
en este documento, se considera que puede situarse en esta categoria.
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Figura25. Recurso 1 para modelo de evaluacion propuesto por Jardim
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Figura 26. Recurso 2 para modelo de evaluacion propuesto por Jardim
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CAPITULO 5: ANALISIS

Con base en las categorias de analisis expuestas en el capitulo anterior, pr&sR0os en este
capitulo una descripcion de la implementacion de la secuencia de once tareas disefiada para
efectos de esta investigacion. Estas tareas se llevaron a cabo durante cuatro sesiones de clase
gue se describen en este capitulo de manera cronolégid_os episodios de las sesiones de clase
en los que se centra nuestro analisis se enmarcan en los momentos en los que se evidencian
comportamientos que ilustran alguna de las acciones mentales propuestas en la herramienta
analitica del marco conceptual déa covariacion. Asi como también, en los momentos en los que
es posible evidenciar indicadores relativos a la herramienta analitica construida a partir del
marco teorico de abstraccion situada.

Cada una de las tareas implementadas fue mediada por unueso GeoGebra. Estos recursos se
situaron dentro de las categorias planteadas en un capitulo preliminar que son producto de esta
investigacion. Teniendo en cuenta dicha categorizacion y su papel en la implementacion de las
tareas, presentamos un analisisreel que evaluamos la pertinencia del uso de los diferentes
tipos de recurso, reconociendo sus potencialidades o limitaciones. Por un lado, en funcion de
las ventajas o desventajas que se reconocen al haber mediado las tareas con tecnologia digital
y no can lapiz y papel. Por otro lado, identificando los aportes de los recursos al alcance de los
objetivos planteados para cada tarea y para cada sesién en particular.

El analisis de cada sesion se presenta a través de cuatro momentos. En primer lugar,
recordamos al lector el objetivo general de la sesion y realizamos una reconstruccion de los
sucesos que tuvieron lugar en esta. En segundo lugar, hacemos alusién al analisis desde el
marco conceptual de la covariacién, para esto presentamos una matriz en la cgeerelacionan

el nimero de tarea, el tipo de recurso GeoGebra utilizado para su mediacion, los indicadores
gue se esperaba desarrollar a partir de la implementacion de la tarea y el nivel de alcance de
estos. Cabe resaltar que dichos indicadores y su niwdd alcance, estan formulados en términos

de las acciones mentales propuestas por Carlson et al. (2003). En tercer lugar, damos a conocer
el andlisis que involucra los tipos de recursos GeoGebra, mencionado en el parrafo anterior. En
cuarto lugar, damos centa y razén del analisis que se fundamenta en el marco de abstraccion
situada, este, realizado a partir de las categorias construidas en el desarrollo de esta
investigacion.

5.1. Primera sesion de clase

Durante la primera sesion de clase seropusieron tres tareas diferentes. Inicialmente se
establecieron hipétesis respecto a las acciones mentales de razonamiento covariacional que
probablemente podrian ser evidenciadas por parte de los estudiantes; estas se resumieron en
los indicadores propuestos en la planeacién de la sesion.

5.1.1. Objetivo general

2AAT EUAO OT A ET O01 AOCAAE&T GCATAOAT A 1T A DPAT AEAT O/

bien, como el cociente entre dos diferencias, el cambio €y el cambio enches decir, @ ‘*’w 3
Ego con el fin de trabajar la razon de cambioonstante.
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512 Tareal

Al iniciar la sesion, se leyo a los estudiantes el siguiente enunciati®ara preparar un postre, se
debe agregar dos cucharadas de azUcar por cada tres cucharadas de hatin&go, s@resentd

el recurso que mediaria la tarea y se propuso diligenciar la tabla que aparece en la hoja de
calculo, alli debian registrar la cantidad de cucharadas de azlcar que se necesitan en caso de
usar 3, 6, 9, 12 y 15 cucharadas de harina.

Archivo Edta Vista Opoines Hemamientas Ventana Ayuda Aprr sesion

DEERECERANED

¥ Vista Grfica X | * Hoga de Calcuin X

f|v 1 |BEE|E~ (B
o A B Cc

1 Cucharadas de harina | Cucharadas de azicar | Cocientz *

]
k]
6
]

P
15

2
3
4
£
[
7
]

Vericar

' Reiniciar

Figura 27. Primera sesion Tarea 1

A partir de lo anterior se esperaba que los estudiantes evidenciaran el cambio presentado en
cada una de las variables involucradas y también el cambio de una variable respecto a la otra.
Posterior a esto se propuso que graficaran en el plano cartesiaras|parejas ordenadas que
representan la informacion registrada en la tabla, de modo que pudieran determinar que la
gréfica resultante al unir dichos puntos es una recta y que esto sucede porque el cambio en la
situacion propuesta es constante. Adicionalmda, se pidio a los estudiantes, hacer uso de las
formulas de la hoja de calculo, para hallar el cociente entre algunos de los valores que toman
las variables independiente y dependiente, con el fin de que evidenciaran que en la situacion
propuesta, el camio es constante y que la pendiente de la recta que se forma al unir los puntos

que graficaron ess .
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5.1.2.1. Analisis desde el marco conceptual de la covariaciéon

Tipo de

recurso

Exploracion
de
situaciones

1 y
formulacion
de
conjeturas

Indicadores que se espera
desarrollar

AM1:

Los estudiantes coordinan e
valor de una variable con log
cambios de la otra. Esto se pued
evidenciar cuando designal
correctamente los ejes
coordenados al mover los puntos
en el plano cartesiano y ubicarlog
de modo que estos represente
los datos ingresados en la tablg
Cucharadas de harina en el gje
y cucharadas de azucar en el €|

y.

Nivel de alcance de cada indicador

Durante la aplicacion de la tarea, los estudiantg
evidenciaron comportamientos asociados con AM]
Inicialmente, identificaron que las variables asociadas
la tarea propuesta en el recurso son las cucharadas
harina y las cucharadas de azlcar que se deben utiliZ

para realizar cierto postre. Después, designam
correctamente los ejes coordenados al indicar que I3
cucharadas de harina representan la variabl

independiente y por tanto estan ubicadas en el eje xy q
las cucharadas de azlcar representan la variab
dependiente, razén por la que deben ubicarse e eje y.
En adicion a lo anterior, los estudiantes ubica
correctamente en el plano cartesiano, los puntos qu
representan los datos ingresados en la tabla de la hoja
célculo del recurso de GeoGebra, que muestra cuan
cucharadas de azucar se debersar, de acuerdo con |
cantidad de cucharadas de harina propuestas en
enunciado de la tarea.

AM2:

Los estudiantes verbalizan que
medida que aumenta la cantidad
de cucharadas de harina par
realizar el postre, también
aumenta la cantidad dg
cucharadas de azlcar que ¢
necesitan.

Este indicador también fue alcanzado por los estudiantg
durante la aplicacion de la tarea, pues dieron cuenta
razon de que a medida que aumenta la cantidad

cucharadas de harina para hacer el postre, tambig
aumenta la cantidad de cucharadas de azlcar que
necesitan. Es decir, que coordinaron la direccion d
cambio de una variable con respecto a la otra

AM3:
Los estudiantes coordinan g
magnitud del cambio de lag
cucharadas de harina con |

magnitud del cambio de lag
cucharadas de azucar. U
indicador de esto es que

reconozcan que las magnitude
covarian de manera constante.

Los estudiantes mostraron comportanientos asociados ¢
esta accion mental, pues lograron coordinar la magnitu
del cambio de las cucharadas de azucar con la magnit
del cambio de las cucharadas de harina, verbalizaron g
el cambio es constante en todos los casos y que e
equivale a 2/3. Adicionalmente, los estudianteg
verbalizan que, si los valores del cociente que realizarg
para hallar la constante de cambio estuviesen invertido
la recta que representa la relacion entre el cambio en X
el cambio en y, experimentaria un cambio en co#o a su
inclinacion.

Tabla14: Carlson- T1S1.

5.1.2.2. Sobre el papel del tipo de recurso GGB usado en la implementacién: Carlson.
Para esta tarea, se utilizé un recurso que se sitla dentro de la categotiaxploracion de

situaciones y formulacién de conjeturasSe considera que este tipo de recurso fue favorable
para realizar la introduccion a los contenidos que se abordaron durant®da la sesion. Esto
debido a que permiti6 a los estudiantes interactuar con el software e ir aprendiendo de manera
simultanea aspectos sobre el manejo de este. Afirmamos lo anterior, puesto que lo manifestado
por ellos, su trabajo con tecnologia digitalen las clases de matematicas habia sido

practicamente nulo.
Si bien, la tarea propuesta para realizar con ayuda de este recurso GeoGebra también habria

podido realizarse con lapiz y papel, consideramaos que el uso del recurso fue pertinente en tanto
gue representd para los estudiantes las siguientes ventajas:
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V Tuvieron la oportunidad de acceder a dos representaciones (grafica y tabular) de una
situacion en una misma pantalla de manera simultanea, gracias al uso de la vista
gréfica y la hoja de calculo.

V Una \ez ubicados los puntos en el plano, tuvieron la posibilidad de comprobar si esta
accion se habia realizado de manera adecuada haciendo clic en una casilla de
verificacion. Ademas, en caso de haber presentado algun error en el proceso, el
recurso cuenta caim botén que les permitia empezar de cero de manera instantanea.

V Pudieron realizar los céalculos de los cocientes con ayuda de las formulas de la hoja
de célculo, aspecto que permitié optimizar tiempo, para centrar en la atencién en el
objeto matematico quseria estudiado en la sesion.

Hasta este momento de la clase, los estudiantes ain no se sentian comodos trabajando con el
recurso y algunos de ellos recurrieron al tipo de tecnologia que a utilizan regularmente, el lapiz

y el papel. Esto lo hacian pareerificar los calculos que debian realizar o para tomar apuntes de
datos que consideraban importantes.

5.1.2.3. Analisis desde el marco de abstraccion situada.

Previamente no se establecieron posibles hipotesis para el alcance de los indicadores asociados
con Abstraccién Situada, debido a que por la gran cantidad era dificil prever cuales podrian
aparecer, pues no se tenia alguna informacién respecto a qué tipe acciones podrian realizar

0 que relaciones podrian establecer los estudiantes. Esto se cumple de igual manera para las
tres sesiones posteriores.

Recurso Ind Descripcion Andlisis de la interaccion
Relacion entre Ia
herramienta punto,
su ubicacién y sug
coordenadas con g
cantidad de harinay|
azucar.

B2 |Relaciéon entre la|
herramienta
distancia y la
longitud de los
segmentos con g

Durante el desarrollo de esta tarea, los estudiantes hacen usg
relacionan las herramientas de GeoGebra (GGB) con los obje
matematicos que se corporeizan a través de estas. Esto les pern
realizar una construccion geométrica que representa la relacio
constante entre las magnitudes a trabajar (cantidad de harina
cantidad de azucar), por ejemplo, usan la ubicaciéon de puntos en
plano cartesiano en distintas coordenadas segun la cantidad de hari
y de azlcar a usar. De manera similar usan la herramienta "longitu
para tomar la medida de los segmentos que representan los camb
en la cantidad de harina y azlcar, esto para realizam registro
posterior en la hoja de calculo y llevar a cabo el constructo matemati

1 E);plorgmon cantldgd de harina y| de razén constante.

de situaciones de azucar.

y formulacion La relacion existente entre los cambios en la cantidad de harina y
de conjeturas. cantidad de azlucar se pueden representar a partir de la razg

cantidad de azlcar/cantidad de harina. Los estudiantes usan la vig
de "hoja de célculo" para registrar alli los valores obtenido
previamente con la herramienta "longitud”, de igual forma hacen ug
de las férmulas de la hoja de célculo, por ejempld o ¥ " pam
calcular las razones mencionadas. El valor arrojado por la hoja
calculo les permite a los estudiantes deducir quéif'Q(razén) es un
valor constante siempre y cuando los cambios de harina y azug
también se mantengan constantes.
Construccién y| Los estudiantes tienen una discusion respecto a cual razén es n
Z4 |desarrollo de ideas| correcta para expresar la relacion entre la cantiad de harina y la
matematicas, sin cantidad de azlcar; los argumentos dados por los estudiantes est

Se deduce un valo
constante para la
D2 |razén ¢¥FQa partir
de los elementosg
brindados por GGB.
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uso de GGB sustentados, pero en este momento no se encuentran apoyados
discusion sobre si lg ningun tipo de interaccién inmediata sobre GGB, sino apoyados en
razén escif'Qo (Y& | ideas que han construido a partir deds acciones anteriores y s
Ideas cercanas a la| conocimiento previo. Reconocen finalmente que la razon correcta
formales. WwrQ

La creencia de que la razén que representa la situacion entre
cantidad de azlcar y la cantidad de harina é&®se ve modificada por
el estudiante a partir de \arios elementos, en primer lugar por las
acciones que se realizaron previamente tales como calcular |
razones usando la hoja de célculo proporcionada por GGB, ademag
la discusion desarrollada entre los estudiantes.

Tablal15: AS- T1S1.

Modificacion de
ideas previas de log
B3 | estudiantes a partir
de las ideas
construidas en GGB

5.1.2.4. Sobre el papel del tipo de recurso GGB usado en la implementacion: Abstraccion
situada.

La programacion desarrollada por los investigadores, respecto al primer recurso buscaba que
los estudiantestuvieran que hacer uso del dinamismo de GeoGebra para lograr la ubicacion
correcta de los puntos y a partir de estas pudieran generar un conjunto de parejas ordenadas
gue representaran la relacién entre la cantidad de azlcar y la cantidad de harina. Estdagro

y ademdas se usaron estas coordenadas para generar el calculo de la razon cantidad de
azlcar/cantidad de harina, la cual era un valor constante y precisamente era lo que buscaba
concluirse. Las herramientas de GeoGebra que debian usarse segun alfdisdel recurso y de

la tarea relacionaban de manera directa siempre las cantidades que se estaban trabajando.
Estas se interpretaron como las coordenadas del punto y ademas como la longitud de los
segmentos que representaban el triangulo de pendiente. ltwja de calculo también jugd un
papel importante, pues alli fue donde se registraron los valores de las cantidades y se calcul6 la
razon. Los estudiantes lograron establecer las relaciones entre objetos matematicasbjetos
GeoGebra objetos construidosa través de las interacciones. Finalmente se concluye la razon
de cambio constante, tal como se tenia presupuestado. El tipo de recurso efectivamente les
permitié a los estudiantes explorar la situacién a partir de la manipulacién de los objetos de
GeoGeba y construir una conjetura respecto a la razén.

5.1.3. Tarea 2

Se present6 a los estudiantes una situacion en la que se habla del porcentaje de inclinacion de
una calle y se les indicé que la calle con mayor porcentaje de inclinacion (35%) se encuentra e
Dunedin, Nueva Zelanda. Posterior a esto, se les pregunté por la cantidad de metros de subida
y avance que debe recorrer un ciclista para atravesar dicha calle.
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K‘-- _ A=(1,2)
B =(14,6)

20 = - ! mY% = 30.77%

Pendsne

Figura 28. Primera sesion Tarea 2

En el recurso, se representa la situacion descrita, aparece un ciclista ubicado sobre una recta,
que representa la calle o "carretera” como la llamaron los estudiantes. Dicha recta pasa por los
puntos A y B, estos se pueden mover para cambiar la inclinacide la recta y en el plano se
muestran las coordenadas de los puntos A y B asi como el porcentaje de inclinacién de la calle.
También, cuenta con una casilla de control denominad®endiente"al activarla aparecen en el
plano, las coordenadas de los puns reemplazadas en la férmula para hallar la pendiente de
una recta.

El propdésito de mediar la tarea con este recurso era que los estudiantes reconocieran que, para
responder la pregunta mencionada, debian hallar el cociente entre el cambio @y el cambio
ena Para esto debian hacer uso de las coordenadas que aparecen en el plano y posteriormente
verificar sus célculos activando la casilléPendiente".

Aunque los estudiantes reconocieron que debian hallar la pendiente y que las coordenadas d
los puntos les serian Utiles para esto, no acudieron a la definicién de pendiente como el cociente
entre el cambio enwy el cambio ena En lugar de esto, trataron de recordar la férmula de la
pendiente, que se presume, habian memorizado en algin monte de su trayectoria escolar,

sin tener éxito. Debido a esto, se indicd a los estudiantes que la casitandiente'podria ser de
ayuda y a partir del movimiento de los puntos, lograron que el porcentaje de inclinacién de la
calle fuera de 35% y asi mism, determinar la pendiente de esa recta.

A partir del episodio relatado previamente, corroboramos el planteamiento de Gamboa (2007),
referente a que el uso de tecnologia digital puede favorecer el proceso de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas. Egtsiempre y cuando, dicho proceso sea bien dirigido por el
profesor que acompafia la sesion de clase. En este orden de ideas, habria sido pertinente que
los investigadores hubiésemos corroborado mediante preguntas, si para los estudiantes, en ese
momento dela sesion, era claro que la pendiente de una recta estaba dada por el cociente entre
el cambio en ywel cambio enca Ademas, que entendian este cambio como la diferencia entre
las coordenadas envy wde una pareja ordenada de puntos. Todo esto antele haberles
indicado que movieran los puntos Ay B o que manipularan de alguna manera el recurso.
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5.1.3.1. Analisis desde el marco conceptual de la covariaciéon

NUumero
de
tarea

Tipo de

recurso

Verificacion
de
propiedades

Indicadores que se espera
desarrollar

AM1:

Los estudiantes son capaces ¢
coordinar los cambios de ung
variable con los cambios de |
otra. Esto se puede evidencig
cuando los estudiantes dar
cuenta y razén de que parg
encontrar la cantidad demetros
que debe avanzar y subir u
ciclista para pasar por la callg
mas inclinada del mundo, debe
hallar el cociente entre I3
distancia de subida y la distancig
de avance, o bien, cuando sd
conscientes de que deben hacg
uso de la formula de la pendientg
de una recta.

Nivel de alcance de cada indicador

Durante la aplicacién de esta tarea, los estudiantg
evidenciaron comportamientos asociados con AM]
puesto que indicaron que para hallar la cantidad d
metros de subida y de avance para pasar por la cal
mas inclinada del mundo, es necesar hallar el
cociente entre lo que ellos llaman "distancia vertical
(cambio en y) y "distancia horizontal" (cambio en x)
Posteriormente uno de los estudiantes intenta hace
alusiéon a la aplicacion de la férmula para hallar |
pendiente de una recta. Siembargo, cuando enuncia |
férmula hace referencia a que se deben multiplicar I
coordenadas en x, razén por la cual se infiere que tal v|
recordo la férmula por nemotecnia, pero realmente n
la asociaba con los cambios en x. Este comportamier|
se catabg6 como pseudoanalitico.

AM2:

En esta actividad los estudiante
tendrdn que manipular una rectg
en la que se representan su
AAl AET Oh OAT O1
AT 11T OAOOEAAI A
que verbalicen el cémg
interpretan la direccion de estos
cambios en términos avance V|
subida.

Los estudiantes  mostraron  comportamientos
asociados a esta accion mental, cuando empezaror
dar cuenta y razén de la posicion que tomaria la rec
que representa la carretera que recorre el ciclistg
dependiendo de su pendiente. Los estudiante
manifestaron que si no existen cambios verticales

horizontales (es decir, si no hay subida ni avance),
recta que representa la carretera es paralela al eje
Adicional a esto, los estudiantes reconocen que en
"cumbre" de la montafia, el ciclista no estaria subiend
ni bajando. Por otro lado, sefialan que cuando

pendiente es negativa, significa que el ciclista
"bajando”, es decir, que implicitamente infieren qug
cuando cambia el signo de la pendiente de la recte
representa la carretera, cambia la inclinacion de est
es decir, que estan coordinando el cambio de u
variable, respecto al cambio que presenta la otra.

AM3:

Los estudiantes son capaces ¢
relacionar los cambios
horizontales con los cambios
verticales, y estas relacione
estadn expresadas a partir de |
cuantificacion de dichos
cambios.

Durante la aplicacion de la tarea, los estudiante
mostraron comportamientos asociados a esta accid
mental. En primer lugar, relacionaron los cambiogn x
y eny, ademas de cuantificar el cambio e indicar que,
el ciclista desea pasar por la calle mas inclinada d
mundo, debe subir 7 metros y avanzar 20. En segun
lugar, cuando se les pregunt6 cudl seria el porcentaje

inclinacion de una calle cug avance es de 20 metro
mientras su subida es de 10 metros, los estudiants
relacionaron las magnitudes, realizando el cocient
entre la cantidad de metros de subida y la cantidad ¢
metros de avance y multiplicaron este resultado po
100 para obtener elporcentaje solicitado. En tercef
lugar, cuando se solicita a los estudiantes encontrar

menor porcentaje de inclinacion posible, ellos a parti
de la exploracién con el recurso GGB, concluyen que
menor porcentaje de inclinacion es 0%. Para justificg
lo anterior establecen la relacién entre subida y avanc
concluyen que el menor porcentaje de inclinaciéon n
negativo es 0% puesto que el ciclista en ese punto

avanzado 20 metros, pero no ha subido ninguno.

Tabla16: Carlsorg T2S1.
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5.1.3.2. Sobre el papel del tipo de recurso GGB usado en la implementacion: Carlson.
El recurso utilizado para mediar esta tarea se sittia dentro de la categor@6 A O E A£E A

A
conjetura® 8 ! DAOAO AA NOA OO o661 oO1ie& 10601 O
mencionada en la descripcién de lo ocurrido durante la implementacién de la tarea, se
considera que fue pertinente. Al iniciar la sesion los estudiantes no se mostraron muy comedo
con el uso de tecnologia digital y manifestaron que no lo consideraban tan necesario en la clase
de mateméticas. En un primer momento, intentaron buscar estrategias que les permitieran
solucionar esta tarea sin hacer uso del recurso GGB. Sin embargo, uea se decidieron por
usar el recurso y lograron resolverla, sefialaron este les fue de mucha utilidad
A nuestra consideracion, el uso del recurso fue favorable, en tanto que, representd las siguientes
ventajas para los estudiantes:

V llustra la situacion propuesta en el enunciado del problema y esto permite a los
estudiantes, interactuar de manera cercana con esta.

V A partir del movimiento de la recta, mediante los puntos Ay B, los estudiantes pudieron
dar cuenta y razén de que cuando la pendiente es posdi, el ciclista va subiendo,
cuando es negativa va bajando y cuando no hay avance, sino solo subida, la recta que
representa la calle es paralela al eje y.

V La aparicion del porcentaje de inclinacién de la calle, las coordenadas de los puntos Ay
B y de laférmula de la pendiente en la vista gréfica del recurso, permitio a los
estudiantes resolver la tarea, a partir de varias representaciones del mismo objeto
matemaético, la pendiente.

E
i

> ¢

A
0

Por lo mencionado con antelacion, consideramos que no se habria podidzv#ir a cabo la misma
tarea utilizando tecnologias como el lapiz y papel, pues estas no habrian permitido el
dinamismo que si permitié el recurso. Esto a través del movimiento de puntos que a su vez
movian la recta, ademas de la aparicién de los valores tdes coordenadas de los puntos, el
porcentaje de inclinacién y la pendiente, que cambiaban a la par con el movimiento de la recta.

5.1.3.3. Andlisis desde el marco de abstraccion situada.

Recurso Ind Descripcion Andlisis de la interaccion
La situacidn presentada en esta tarea parece ser familiar para |
Relacion entre el estudiantes y de inmediato deciden abordarla usando l&y papel, sin
T embargo, pronto se dan cuenta que de esta manera alcanzar el objet
movimiento de los o . .
de la tarea puede traer dificultades y deciden usar GGB. A partir
puntos que ) 4 .
B2 . esto, los estudiantes hacen uso del dinamismo de GGB para move
determinan la recta ! 7
puntos que determinan la recta yreconocen la relacién entre e
y el valor de la ; :
. cambio en las coordenadas de estos y el cambio en el valor deg
pendiente de esta. . AR
pendiente, esta es una accion similar a la presentada en B2 de la ta
1.
2: Verificacion Al activar la casilla "pendiente" (programada por los investigadores
de Intencion de| los estudiantes tienen una ayuda adicional para tratar de encontrar
propiedades modificar valor de la pendiente que se solicita. GGB muestra el célculo de e
elementos del| segun la posicion que los estudiantes decidan darle a los puntos
C2 |recurso GGB parg enseguida deciden intentar modificar directamente los valores que <
encontrar el valor| encuentran mostrados en este calculo. Esta es una accion du®
de la pendiente| puede realizarse pero que deja entrever que para los estudiantes
solicitado. clara la relaciéon: movimiento de los puntos calculo de la pendiente
valor real de la pendiente.
Interpretacion del | Previamente los estudiantes han establecido la relacion que exig
C2 | cambio del valor de| ente la posicion de los puntos que determinan la rectael valor de su
la pendiente de la pendiente, a partir del dinamismo de GGB y el desplazamien
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continuo que realizan a los puntos, interpretan esta relacién descrit,
Reconocen que "bajar" el punto implica una disminucién en el valor ¢
la pendiente y que "subirlo” lo aumata. De esta forma son capaces

saber con mayor exactitud cuales deberian ser los movimientos y
ubicacion que deben darle a los puntos para encontrar el valor de
pendiente adecuado.

D2

Una vez que los estudiantes han interpretado el cambio en el valor
la pendiente en relacion con la posicion de los puntos, y de reconog
los movimientos que deben realizar para alcanzar el valor exacto

esta, usan estas nociones para llegar a la posicion correcta y de €
manera describir cuél es el avance horizontal y el vertical. Describg
que el ciclista debe avanzar 20 metros mientras sube 7. L
estudiantes han establecido la relacion entre los objes GGB vy log
objetos matematicos que se corporeizan a través de estos y descril]
la relacién matematica que representa la pendiente.

D2

recta segin la
modificacién de la
posicion de los
puntos que la
determinan.
Descripcion del
valor de la
pendiente
encontrada apartir
de la ubicacion
correcta de los
puntos.
Descripcion de
valores de
pendientes

solicitados.u T P

Descripcion de
valores de
pendientes

solicitados.T P

Los estudiantes han establecido la relacién entre lahjetos GGB y lo
objetos matematicos que se corporeizan a través de estos y descril
la relacion matematica que representa la pendiente. Usan esto pg
responder a las preguntas de los investigadores respecto
porcentajes diferentes que el trabajado imialmente, en este caso 509
y 0%. Son capaces de describir cémo debe ser el avance y la subid
ambos casos y ademas justifican sus argumentos representando
relaciones en el recurso, moviendo los puntos de tal forma que
represente la pendiente sdtitada.

B3

Cambio de
concepcién

respecto a Ia

Para todos los estudiantes es clara la nociéon de pendiente que H
venido trabajando hasta ahora, como evance versus la subida dg
ciclista, sin embargo, en el momento que se les pregunta por u
inclinacién o pendiente negativa, hay uno de ellos que presenta dud
al respecto. Su compafiera, haciendo uso del recurso, mueve los pur
generando una pendientenegativa y le muestra que efectivament
esto es posible y su concepcién se ve modificada por estas accio
alli reconoce que en este caso la situacién se interpreta como avai
versus bajada y por eso es negativa. Cémo el recurso ayudo a modif
las ideas del estudiante, se asigné este indicador a la situacion.

z2

representacion de
pendientes
negativas

Se relacionan
objetos
matematicos tales|
como maximos,
pendiente nula,
cambio de
crecimiento.

Los estudiantes e investigadores entablan una conversacién enla c
se establecemelaciones, por parte de los estudiantes, entre diferente
objetos matematicos, alli se habla del punto mas alto de una cur
como que el avance en y seria 0, también se habla de crecimient
decrecimiento de una funcién y de cémo la razén permite ideniifar
el cambio de crecimiento de una curva. Todo esto es mencionado
la intervencién inmediata en el recurso GGB. Sin embargo, pug
considerarse que estas afirmaciones son producto de lo desarrolla
en las tareas previas.

Tablal7: AS T2S1.

5.1.3.4. Sobre el papel del tipo de recurso GGB usado en la implementacién: Abstraccion

Situada.

El tipo de recurso usado en esta tarea corresponde a la verificacion de propiedades, los
estudiantes, a partir de lo desarrollado, llegan a conclusiones matematicas verificando las ideas
construidas en el recurso anterior. Esto permite el alcance de loseaientos que se habian

considerado previamente en la planeacién general, tales como pendiente, crecimiento,
decrecimiento, crecimiento nulo y avances horizontales y verticales, como una razon constante.
El movimiento de los puntos (dinamismo) jugé un papelundamental en estas conclusiones,
pues fue el elemento central que permitié verificar las ideas y alcance de los objetivos. Los
estudiantes lograron establecer las relaciones establecidas entre los avances horizontales y
verticales gracias a esto, ademak programacion permitié observar la relacion entre el valor

de la pendiente y los movimientos de los puntos, este también fue un elemento importante en
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la generacién de las conclusiones mencionadas previamente. Adicionalmente, el recurso estaba
programado de tal forma que los puntos solamente pudieran moverse en coordenadas enteras,
lo que hizo mas facil el reconocimiento de los avances y el valor de la pendiente que se obtenia
de estos. No es posible asegurar si al usar coordenadas reales o racionaldsbéera llegado a

las mismas conclusiones de entender la pendiente como una razén constante.

5.1.4. Tarea 3

Se indico a los estudiantes que con la tercera tarea realizariamos una serie de pregunta sobre
el objeto matematico trabajado a partir de las dotareas anteriores. El recurso que medié esta
tarea cuenta con dos vistas graficas, en la primera se presentan tres situaciones diferentes,
similares a la que se propuso en la tarea 1. Se explicé a los estudiantes que debian leer las
situaciones atentamentey que debajo del planteamiento de la situacién, aparecian dos graficas
de rectas diferentes y ellos debian elegir cual de las dos representa la situacion descrita en el
enunciado.

Archio Edita Vista Opoones Heramientas Ventana Auda

L3 NSl v

¥ Vista Grifica 2

las graficas corresponde a la situacion dada

I/ | Siuaciin 1 Siluacidn 2 Situaclin

Enunafabrica, par cada maguina hay tres obreras

Verificar

| Siguiente

[ FE] X ] o 7 g

Figura 29. Primera sesion Tarea 3

Cabe aclarar que, para acceder a cada situacion y sus opciones de respuesta, los estudiantes
debian seleccionar una casilla de control. De igual manera, para seleccionar la respuesta que
consideraban correcta, debian seleccionar la casilla de contrglie se encuentra debajo de la
gréfica correspondiente. En la segunda vista grafica, aparece el primer cuadrante del plano
cartesiano y dos botones. El primero de ellos permite verificar si la respuesta seleccionada es
correcta, al hacer clic sobre estegsactiva el rastro de un punto que se encuentra en el origen y
gue se mueve para formar la recta que representa la situacion descrita. El segundo botdn,
permite limpiar el rastro, de modo que sea posible pasar a responder la siguiente pregunta y
verificar su respuesta. Lo anterior, se indico a los estudiantes antes de que ellos empezaran a
interactuar con el recurso.
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5.1.4.1. Analisis desde el marco conceptual de la covariaciéon
NUmero Tipo de Indicadores que se espera

Nivel de alcance de cada indicador
de tarea recurso desarrollar

AML1:
Los estudiantes coordinan el valo| Durante la aplicacion de esta tarea, los estudiante
de una variable con los cambiol mostraron un comportamiento asociado con AM]
de la otra. Esto se pued|cuando para seleccionar la grafica adecuada para
evidenciar cuando al selecciona| situacion propuesta en el enaciado, reconocieron en
la grafica argumentan aludiendd qué eje debia estar representada cada magnitu
correctamente a la magnitud | teniendo en cuenta cual de las variables, depende de
representada en el eje x y a || otra.

magnitud representada en el eje y
AM2: También se presenté un comportamiento asociado cd
Los estudiantes verbalizan que { AM2, cuando se pidi6 a los estudiantes justificar |
medida que aumenta la magnituq respuesta seleccionada y ellos aludieron a la direccid
X, también aumenta la magnitud y| del cambio de una variable especto a la otra. Po
O bien, que a medida que|ejemplo, en la primera situacién propuesta sefialaro
disminuye la magnitud x, también que a medida que aumenta la cantidad de maquing
lo hace la magnitud y|también aumenta la cantidad de obreros.

Al aplicar esta tarea, también se evidenciaro
AMS: comportamientos asociade con AM3, pues en cada ur
Los estudiantes coordinan lgde las situaciones propuestas, los estudiantg
magnitud del cambio de Ig cuantificaron el cambio haciendo alusion a al valor de
magnitud x con lamagnitud y. Un| pendiente correspondiente a la recta que represent
indicador de esto es qugcada situacion. Incluso evidenciaron un error en |
reconozcan que las magnitude| programacion de latercera situacion, pues, aunque €
covarian de manera constantg recurso indicaba que la respuesta que dieron no e
Ademas, que sepan dar cuenta| correcta, ellos estaban seguros de que si lo era y
razon del valor de la pendientg mantuvieron en su posicion argumentando a partir de |
para cada situacion| grafica, cuél era la pendiente de la recta que represen
la situacion mencionada.

Tabla 18: Carlsor+ T3S1

3 Evaluacion

5.1.4.2. Sobre el papel del tipo de recurso GGB usado en la implementacion: Carlson.
Consideramos que el uso de este recurso fue pertinente en el cierre de la sesion, pues permitio

gue los estudiantes aplicaran algunos de los conocimientos adquiridos o reforzados durante la
clase y que pudieran acceder a la realimentacion de sus respuestastiempo real.

Esta tarea podria haberse llevado a cabo utilizando lapiz y papel. Sin embargo, haberla realizado
represento las siguientes ventajas para los estudiantes:

V Tuvieron la oportunidad de recibir la realimentacion de sus respuestas en tiempoaék

V Pudieron visualizar de forma dinamica como se forma la recta que representa la
situacion. Esto mediante el botor® 6 A O E phaésAkde(périnite animar un punto, cuyo
rastro dibuja la recta en mencion.

V El uso de casillas de verificacion y botones fueasle en la implementacion de la tarea,
pues permitié que los estudiantes cambiaran de pregunta rapidamente y que el plano
quedara en blanco de inmediato, para hacer la verificacién de la respuesta dada a la
siguiente pregunta.

5.1.4.3. Andlisis desde el maico de abstraccion situada.

Recurso Ind Descripcion Analisis de la interaccion

Las acciones realizadas sobre el recurso en esta tercera tarea resul
ser muy limitadas debido a la programacién desarrollada en este, |
interacciones de los estudiantes no son méas que la activacion de
casilla y la posterior verificacion de que laopcion escogida es |

Construccion de
3: Evaluacion B4 |ideas cercanas a la
formales respecto a
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la nocion de razon| correcta. Aqui se ponen mas en juego los conocimientos que h
constante. construido y desarrollado en las tareas previas que sus acciones sol
objetos de GGB particularmente. Incluso, se evidencia la rapidez col
que los estudiantes describe las relaciones que se les est§
proponiendo y no dudan en escoger la respuesta correcta. A e
situacion se asigna este indicador debido a que el recurso presenta
error, mostrando como incorrecta la opcién correcta, los estudiante
se percatan de esi y dan argumentos matematicos cercanos a |
formales respecto a los avances, reconociendo la variable dependie
e independiente.

Tabla19: AS T3S1

5.1.4.4. Sobre el papel del tipo de recurso GGB usado en la implementacién: Abstraccion
Situada.
La programacién desarrollada en el tercer recurso limitaba las acciones de los estudiantes a

presionar algunas casillas que controlaban la aparicion de un ftas. El elemento fundamental
aqui fue el conocimiento adquirido en las dos tareas previas, pues esto fue lo que les permitio
interpretar las situaciones que se estaban presentando en este recurso. Este solo permitia
observar si el estudiante escogia o na lopcion correcta. Es importante mencionar que una de
las situaciones se encontraba mal programada y los estudiantes se percataron de este error,
argumentando a partir de las ideas construidas en los dos recursos anteriores el por qué no
podia ser la opci? que habia aparecido como correcta.

5.2. Segunda sesién de clase

Durante la segunda sesion de clase se propusieron dos tareas diferentes. Inicialmente se
establecieron hipétesis respecto a las acciones mentales de razonamiento covariacional que
probablemente podrian ser evidenciadas por parte de los estudiantes; estas se resumieron en
los indicadores propuestos en la planeacién de la sesion.

5.2.1. Objetivo general

Trabajar el concepto de funcion entendida como la unién de segmentos, de modo que, al
obtener la pendiente de cada uno de los segmentos, sea posible analizar la variacion de la razén
de cambio en una funcién y a partir de esta empezar a trabajar caracteristicas de la funcion

como crecimiento, decrecimiento, extremos (maximos y minimos) y piios de inflexion.

5.2.2. Tarea l

Esta tarea consta de dos momentos especificos. En el primero, se espera que las estudiantes
verifiquen que una curva esta formada por una cantidad infinita de segmentos. En el segundo,
se espera que a partir de la obtenén de las pendientes de los segmentos que forman una curva,
asocien el signo de la pendiente con la posicién del segmento. Es decir, que den cuenta y razén
de que cuando un segmento tiene pendiente positiva, esta inclinado hacia la derecha y cuando
tiene pendiente negativa, esté inclinado a la izquierda.

70



¥ Vista Grafica 2 X |2

Ingresa una funcion Registro 2

(x) =5sen(x) m [ [ ] resee | Reiniciar Seterar -

Figura 30. Segunda sesio6nrarea 1

Al iniciar la sesion, se solicita a las estudiantes abrir el recurso y se les entrega una guia en la
gue encuentranciertas instrucciones para la manipulacién del recurso y las preguntas que se
espera que respondan a partir de su interaccion con este. Cabe resaltar que, aunque se hizo
entrega de dicho material, los investigadores orientan a las estudiantes durante laliapcion

de la tarea y hacen las aclaraciones que tengan lugar.

Inicialmente, una de las estudiantes lee el enunciado, en este se solicita ingresar cierta funcion
en una casilla de entrada que se encuentra en la parte inferior del recurso. La estudiante
manifiesta que no entiende qué debe hacer, le pregunta a su compafiera y ella sefala que
tampoco tiene claro qué deben hacer. Uno de los investigadores interviene para mostrarles cual
es la casilla de entrada a la que hace referencia la guia y les indica deleen borrar la funcién

gue se encuentra alli y seguido a esto, escribir la funcién que les indica la guia.

Una vez ingresada la funcién, las estudiantes empiezan a mover el deslizadgr evidencian

gue en la vista grafica del recurso aparecen varios segntos unidos entre si. Teniendo en
cuenta lo anterior responden las preguntas planteadas en la primera parte de la guia sobre la
funcion ingresada; estas estan orientadas a la verificacion de la propiedad propuesta para
trabajar en el primer momento. El pocedimiento descrito anteriormente, se repite varias veces
con distintas funciones. A partir del movimiento del deslizador, una de las estudiantes logra
concluir que la cantidad de segmentos que van apareciendo, corresponden al valondeque a
medida que el valor del deslizadom se va haciendo mayor, la gréafica que forman los segmentos
va aproximandose a la grafica de la funcion que se ingresé en la casilla de entrada.

En el segundo momento de la aplicacion de la tarea, las estudiantes siguen la instidn de
activar lacasillaO 0 AT A Enbte®@iiéslizadon de modo que su valor sea 25, activar la casilla

O 4 O Alttatedclic sobre dos celdas de la hoja de célculo del recurso vy, por ultimo, hacer clic
sobre el botonO2 ACEOOOT 6

Dado que las estudintes ubicaron el valor den en 25, segun la instruccidon dada, en la vista
gréafica aparece la union de 25 segmentos cuya forma se asemeja a la de la funcién ingresada en
la casilla de entrada. Al hacer clic en el botéd 2 A C EaPafe@dn &n la hoja de céllo una
columna en la que aparecen los nimeros del 1 al 25 y otra columna, con el valor de la pendiente
del segmento correspondiente. Cabe aclarar que previamente, se les indica a las estudiantes
que, para esta parte de la tarea debian numerar los segmesatque aparecen en la vista grafica
de izquierda a derecha, es decir que los niumeros del 1 al 25, corresponden a cada segmento que
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aparece. A partir de los datos que aparecen en la hoja de calculo y de la representacion que

aparece en la vista grafica, unde las estudiantes logra asociar el signo de la pendiente de un
segmento con la posicién de este, como se esperaba.

5.2.2.1. Analisis desde el marco conceptual de la covariaciéon

Numero
de
tarea

Tipo de

recurso

Verificacion
1 de
propiedades

Indicadores que se espera
desarrollar °

AM2:

Los estudiantes reconocen qu
cuando el valor del deslizador 1
aumenta, también aumenta e
ndmero de segmentos qug
aparecen en pantalla y vai
formando la curva. Ademas
reconocen que entre mayor se
la cantidad de segmentos qu
aparecen, mayor es g
aproximacion de la unién de
estos a la curva ingresada.

Durante la aplicacion de la tarea, la estudiante que hahb

Nivel de alcance de cada indicador

asistido a la sesiébn de clase anterior, evidenc
comportamientos asociados con AM2. Inicialmentg
asocia el valor que toma el deslizador n con la cantidq
de segmentos que van apareciendo en el plano. En
primer momento, contaba uno por uno los segmento
para verificar su hipétesis. Sin embargo, después
repetir una y otra vez esta accioén, concluye que a medi
que aumenta el valor de n, aumenta la cantidad (¢
segmentos en el plano. En adicion a lo anterior,
estudiante verbaliza que a medida que aumenta
ndamero de segmentos que aparecen en pantalla,
grafica formada por estos va aproximandose cada v
mas a la grafica de la curva ingresada en la casilla
entrada, esta conclusion se obtuvo después de ingreg
distintas curvas al recurso.

AMS3:

Los estudiantes asocian la
pendientes positivas ynegativas
de los segmentos con la posicié
de estos, reconocen que Ig
segmentos cuya pendiente ¢
positiva, estan inclinados hacia I3
derecha y los segmentos co
pendiente negativa estan
inclinados hacia la izquierda

Este indicador también fue alcanzadgor la estudiante
que habia asistido a la sesion de la clase anterior, pueg
preguntarle qué caracteristica tienen los segmentos cuy
pendiente es positiva, manifiesta que los segmentos ¢
pendiente positiva estan inclinados hacia la izquierda d
la pantalla y que los segmentos con pendiente negatiy
estan inclinados hacia la derecha. Es decir, que

estudiante asocia los signos de la pendiente de |
segmentos con la posicibn en la que estos est
graficados.

AM4: - ; -
. . . accion mental, mes, por ejemplo, al solicitarle ung
Los estudiantes asocian e$igno S o .
. descripcion de la grafica de valor absoluto, la estudian
de las pendientes de loy_ "% . .
sefiala que esta consta de una linea que es decrecient
segmentos con log

comportamientos de crecimiento
y decrecimiento den diferentes|
intervalos de la  funcion.

La estudiante que habia asistido a la primera sesi
también muestra comportamientos asociados a esi

luego creciente. Seguido a esto alude a que en los ca
en los que una curva crece, las pendientes des
segmentos que la forman son negativas y en los casos
los que una curva crece, las pendientes de los segmen
que la forman son positivas.

Tabla 20: Carlson- T1S2.

5.2.2.2. Sobre el papel del tipo de recurso GGB usado ela implementacién: Carlson.
Para esta tarea, se utilizd6 un recurso que se sitla dentro de la categofierificacion de

propiedades"Consideramos que la mediacion de la tarea propuesta usando este tipo de recurso
fue pertinente para trabajar las dos ideagjue la fundamentan. Esto, porque como se menciono
anteriormente, la interaccién con el recurso permiti6 que una de las estudiantes obtuviera
conclusiones muy cercanas a las ideas que se plantearon para trabajar en la sesion.

9 En este caso no se incluyd un indicamolependiente para AM1, pues se esperaba que los estudiantes evidenciaran sin
dificultad que a medida que aumentaba el valor que mmaabién aumentaba la cantidad de segmentos que aparecian en
la vista grafica. Al evidenciar esto, los estudiantes también estarian evidenciando que si cambia ehyvedonhia la
cantidad de segmentos, comportamiento asociado con AM1.
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Ahora bien, se reconoce la gencialidad del recurso en tanto que representa las siguientes
ventajas para las estudiantes:

V Permite aumentar o disminuir la cantidad de segmentos que forman la curva a partir
del movimiento de un deslizador de manera rapida.

V Permite tener acceso a umgiggro en tiempo real de los valores de las pendientes de
cada uno de los segmentos que aparecen en la vista grafica.

V Posibilita acceder a dos representaciones de un mismo objeto matematico de manera
simultanea, aspecto que se infiere, influyé en questadeante mencionada en
parrafos anteriores hubiese logrado establecer la relacion entre la posicién de los
segmentos y el signo de su pendiente.

V Los segmentos cambian de tamafio en tiempo real. En particular se resalta que a
medida que aumenta el valormeel tamafio de los segmentos se hace cada vez mas
pequefio, haciendo posible el trabajo sobre la aproximacion a la idea de que una curva
esta conformada por segmentos infinitamente pequenos.

Por lo sefialadoa priori, no habria sido posible realizar esta déiwidad con tecnologias como
lapiz y papel. Por ultimo, vale la pena mencionar que la estudiante que también habia asistido
a la primera sesion y que expresaba que no era de su agrado trabajar con tecnologia digital, se
mostr6 mucho mas comoda durante estaesion. Incluso ya estaba familiarizada con los

deslizadores, las casillas de verificacién y su funcionamiento.
5.2.2.3. Analisis desde el marco de abstraccion situada.

Recurso

Ind

Descripcion

Andlisis de la interaccion

1: Verificacion de
propiedades

AO

Relaciéon nula entre
objetos GGB
objetos
matematicos, auln
después de ingresa
los datos.

=]

Las estudiantes realizan algunas intervenciones en el recurg
ingresando los datos y realizando las acciones solicitadas, §
embargo, no se muestraddencia de qué estén estableciend
relaciones entre los datos ingresados y los objetos GGB.

DO

Reconocimiento de
la cantidad de
segmentos a partir
del valor que se le d¢
al deslizador.

Reconocimiento de
la cantidad de
segmentos a partir
del valor que se le d€
al deslizador.

Las estudiantes inicialmente ingresan una funcion (que parece
no conocerla, pues no hay ningin comentario sobre esta)
enseguida se les da algunas indicaciones de qué elementos
recurso deben utilizar. Las estudiantes deben mover u
deslizador y activar una casilla que hace aparecer und
segmentos en pantalla conforme se mueve el deslizador. L
estudiantes logran reconocer esta relacion entre la cantidad ¢
segmentos y el valor del deslizador, esto lo hacen para d
valores distintos del deslizador, pr esto se genera dos veces
cédigo DO.

B2

Descripciéon de una
primera forma de la
funcion a partir de
los segmentos que
se generan.

A pesar de no reconocer la representacion algebraica de
funcion, las estudiantes empiezan a reconocer la representaci
geométrica de esta conforme van apareciendnas segmentos
también reconocen que a medida que aumenta el valor d
deslizador va aumentando la cantidad de segmentos y que ¢
estos empiezan a formar "ondas" por su sentido creciente
decreciente.

DO

Descripcion de Ia|
relacion entre el
valor del deslizador
y la cantidad de

segmentos.

Luego de cambiar la funcién ingresada, las estudiantes ponen
valor de 100 en el deslizador y sin necesidad de contarlg
asumen directamente que la cantidad de segmesg que
aparecen en pantalla es igual al valor que tome el deslizad
Este indicador es asignado porque las estudiantes establecer
relacion entre dos objetos de GGB (cantidad de segmentog
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deslizador) pero aun no describen
corporeizados a través de estos.

los posibles objeta

B2

Descripcion de |4
forma obtenida por
la funcién segun la
cantidad de
segmentos que
aparecen.

Las estudiantes describen a partir de la paridad del nimero d
deslizador si la funcion termina en "punta” o er'segmento”
(esto sucede particularmente con esta funciéon debido a que
valor absoluto y esta compuesta simétricamente por lo
segmentos). Sin embargo, esta descripciébn no pasa de
cantidad de segmentos y la forma de punta de la funcig
Finalmente, desriben que a medida que el deslizador aument;
también aumenta la cantidad de segmentos, y reconocen
cantidad ellos, solo con ver el valor del deslizador.

C2

Reconocimiento de
la funcién original
como un
comparativo  para
los segmentos.

Las estudiantes activan la casilldw y alli aparece la funcion
original, es decir, la funcion sobre la cual estaban aparecien
los segmentos. Ellas describen esta funci@omo una forma de
comparar los segmentos que estaban apareciendo, pues dig
que cuando aumentan la cantidad de segmentos, estos se
acercando a la funcién original. Esto es importante, pues
esperaba que las estudiantes en algin punto lograran dedgiri
una funcién como la unién de infinitos segmentos infinitamentg
pequefios y este resulta ser el primer paso para ello. Se asig
este indicador porque los estudiantes empiezan a describ)
relaciones entre los objetos matematicos a partir de |
construccion de GGB.

Cc2

Descripcion de los
cambios de
crecimiento de la
grafica de la funcion
original.

Gracias a lo trabajado en la sesién pasada, una de las estudiaf
es capaz de describir la gréafica de la funcién que aparece co
una curva'creciente y luego decreciente”, esto se debe a d
elementos particularmente. El primero a lo que observaron e
el recurso con la aparicion de los segmentos crecientes
decrecientes y también los elementos construidos en la sesi
pasada. (Los comentaris sobre el conocimiento de la sesio
pasada son particulares para la nifia 1, quien fue la uUni
participante en la sesién anterior). Se establecieron relaciong
entre los objetos matematicos gracias a la interaccién con
recurso y los objetos de GGB gues corporeizan

DO

Descripcion de la|
relacion entre el
valor del deslizador
y la cantidad de

Se vuelve a realizar la descripcion de la relacion entre
cantidad de segmentos, el valor del deslizador y el crecimien
de estos.

D2

segmentos.
Célculo y
descripcion del
valor de la
pendiente de los
segmentos

Los segmentos por si solos no tenian muclsignificado para los
estudiantes, es por esto por lo que se realiza un registro en
hoja de céalculo de GGB, con el fin de relacionar directamente
posicion y ubicacion con su valor. Las estudiantes reconocen
primer lugar que cada segmento tiene unalor que determina
su pendiente y que es el registrado en la hoja de calcu
Enseguida describen que entre mas inclinado se encuentre

segmento, menor sera su pendiente, esto lo realizan gracias 3
observacion y al establecimiento de la relacion 1 a(§egmento
- valor). La hoja de calculo juega un papel fundamental en
determinacion de estos elementos, pues de no ser por |
valores alli registrados, no se hubiera podido establecer

relacion. Por ultimo, ademas de su valor numérico, Iq
estudiantes también describen el crecimiento y decrecimient
de la funcion original a partir del signo de los valores y la form
en que se encuentre ubicado un segmento. Describen que

segmentos de pendiente positiva se encuentran en la parn
creciente de la fun@n, y los segmentos de pendiente negatiy
se encuentran en la parte decreciente de la funcién. L
estudiantes lograron describir relaciones matematicas gracias
la interaccidén con los objetos de GGB.

Tabla21: AS- T1S2
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5.2.2.4. Sobre el papel del tipo de recurso GGB usado en la implementacién: Abstraccion
Situada:
Este recurso estaba programado de tal forma que quien lo usara podria ingresar la funciéon que

quisiera y generar una aproximacion a esta a partir de la unidte una cantidad controlable de
segmentos cuya longitud disminuia conforme aumentaba la cantidad de ellos. Al observar esto
y seguir las indicaciones dadas por los investigadores, se esperaba que las estudiantes lograran
verificar que la union de segmentose iba aproximando a la funcién y que describieran que esta
podria interpretarse como la union de infinitos segmentos. Esta propiedad fue verificada por
las estudiantes a partir del uso del dinamismo de los deslizadores y la relaciéon que se establecid
entre los diferentes objetos GGB y los objetos matematicos que se corporeizan a través de estos,
sin embargo, no se logré concluir por completo la interpretacion de la funcion. Las
herramientas de GGB que se usaron fueron adecuadas, pues la relacion que stblestia entre
estas era clara, por ejemplo, se interpretd la cantidad de segmentos a partir del valor del
deslizador, y el registro de las pendientes en la hoja de calculo les permitié describir la relacién
entre la variacion de los valores de las pendieas con los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de la funcion. El recurso era del tipo Verificacion de propiedades, que en
conjunto con las indicaciones dadas por los investigadores permitieron a las estudiantes llegar
a las conclusiones descritas. Esosible que la relacion entre las estudiantes no permitiera
avanzar mas y generar mas y mejores conclusiones, pues era su primera vez trabajando juntas,
ademas, 3 de las 4 nifias no participaron en la sesién 1y por tanto no estaban tan familiarizadas
con la forma de trabajar, ni con los recursos ni con las nociones matematicas relacionadas al
cambio.

5.2.3. Tarea 2

En la guia entregada a las estudiantes al inicio de la sesidén, también se encontraban las
preguntas orientadoras para llevar a cabo esta tare&l recurso utilizado para mediarla
muestra la representacién grafica de una funcioén, esta puede ser modificada a partir de una
casilla de entrada. Sobre la funcion se encuentran dos puntos Ay B, y se muestra la recta que
pasa por esos dos puntos; de estaolo es posible mover libremente el punto A. La recta que
pasa por A y B representa una recta secante a la curva en menciéon. En la vista grafica del
recurso, también se evidencian las representaciones grafica y numérica de la pendiente de la
recta secane, ademas de un deslizador del cual depende la distancia que hay entre Ay B. En
adicion a lo anterior, el recurso también cuenta con una casilla de control denominada
02 A1 A Althacér alic en esta, aparece el rastro de una gréfica que se va aproximando a la
gréfica de la derivada de la funcién ingresada inicialmente a medida que el valormees decir,

la distancia entre A y B va haciéndose mas pequefio. Al activar dicha kasiambién aparece el
punto D sobre la grafica de la derivada y aparecen las coordenadas de este. La aparicion de este
punto y sus coordenadas, tienen como finalidad que las estudiantes evidencien que la pendiente
de la recta tangente es igual a cero e¥stos puntos en los que la funcidn no presenta ningun
cambio de crecimiento.
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Figura 31. Segunda sesi6nrarea 2

En primer lugar, se pregunto a las estudiantes qué sucedia con los objetos presentados en la
vista grafica cuando semovia el deslizadorn. Una de las estudiantes afirmo que al moven,
cambia la pendiente. Luego, otra de ellas sefialé6 que a medida que el valomdaumenta,
empieza a disminuir el valor dem; esto sucedié en ese momento por la posicion en la que se
encortraba el punto A, pero no es algo que ocurra siempre; el valor de verdad de esa afirmacion
depende del lugar en el que se encuentre A. Otra de las apreciaciones de una de las estudiantes
es que inicialmente, solo era visible un punto (A), pero que cuande €mpezd a mover el
deslizador, aparecio otro punto (B). En adicidn a lo anterior, una de las estudiantes afirmé que
el movimiento del punto B, dependia del deslizadar. Sin embargo, ninguna de las estudiantes
aludi6 especificamente a que al mover el désador n, cambia la distancia entre Ay B y que esta
es proporcional al valor que tomen.

Seguido a esto, se preguntd a las estudiantes qué sucedia al mover el punto A, inicialmente las
estudiantes indican que no sucede nada diferente a lo que sucedi6 nda se empezé a mover

el deslizadorn. Luego, una de las estudiantes sefala que al mover el deslizadose empieza a
mover el punto B sobre la grafica de la funcidn y que al empezar a mover el punto A, este
también se mueve sobre la gréfica de la funcignhace que el punto B también se mueva.
Después de este episodio la estudiante lee la siguiente instruccién de la guia, esta dice que
deben ingresar en la casilla de entrada la funci6®w ¢w vw . Una vez aparece la grafica
de la funcion en la pantalla, uno de los investigadores preguntaaslestudiantes si alguna vez
habian visto una grafica con esas caracteristicas, ellas manifiestan que no. Las estudiantes
continGian con la lectura y seguimiento de las orientaciones dadas en la guia, por lo que activan
la casilla de control0 2 A1 AyAitievéndel deslizadom. Una de las estudiantes sefiala que al
mover el deslizador, la grafica que aparecio al activar la casilla de control mencionada, empieza
A OO1 EOOAG S

Uno de los investigadores le pide a la estudiante que est4 manipulando el recurso, dge
muestre dénde esta el punto D y que mueva el deslizadothasta que este tome el valor mas
pequeno posible. Ella lo hace y seguido a esto, el investigador les solicita a las estudiantes,
observar las coordenadas de dicho punto (estas aparecen en patdal Se esperaba que las
estudiantes dieran cuenta y razén de que la coordenada gdel punto D, cuandar toma el valor

mas pequefio posible, corresponde al valor de la pendiente de la recta secante a la curva, pero
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esto no sucede. Para intentar direccionar a las estudiantes a la relaciéon que se esperaba que
establecieran, uno de los investigadores les preguatjué representa el valor que aparece junto

al triangulo (este triangulo es la representacion grafica de la pendiente de la recta secante). Una
de las estudiantes dice que representa la pendiente, se le pregunta la pendiente de qué y ella
AEEOI A [péndientd dei 61 A

A raiz de lo anterior, los investigadores aclaran a las estudiantes quees una manera de
referirse a la pendiente y que de acuerdo con el trabajo realizado durante la sesién 1y la
primera parte de la sesion 2, siempre hallamos la pefghte de una recta. Una vez aclarado esto,
las estudiantes reconocen que el valor que esta en la pantalla representa la pendiente de la recta
que pasa por los puntos A y B (recta secante a la curva). Posteriormente uno de los
investigadores pregunta a lagstudiantes cuando la pendiente de la recta que pasa por Ay B
tiene signo negativo. Una de las estudiantes responde que esto sucede cuando la curva
ingresada inicialmente, es decreciente. Asi mismo, concluye que la pendiente tiene signo
positivo en los tramos en los que dicha curva es creciente. Otra de las estudiantes manifiesta no
haber comprendido la idea anterior, la estudiante que la planted se la explica mostrandole el
cambio de signo de la pendiente a partir del movimiento del punto A por un tramamesl que la
funcion pasa de ser creciente a ser decreciente. Luego de esto, se pregunta a las estudiantes qué
sucede con la pendiente de la recta cuando la funcion ingresada no crece ni decrece. La
estudiante que habia participado de la primera sesion ddase, que fue quien siempre manipulé

el recurso, ubica el punto A, en uno de los maximos de la funcién e intenta que la recta secante
sea paralela al eje. Uno de los investigadores pregunta a las estudiantes, por un punto en el
qgue la pendiente de la rea secante deberia ser cero, a lo que la estudiante que estaba
manipulando el recurso, responde que esto deberia suceder en el lugar en el que ella ubico al
punto A. Cuando se le solicita justificar su afirmacién, la estudiante manifiesta dificultad para
organizar sus ideas, pero indica que la pendiente en ese punto deberia ser cero porque es donde
se presenta un cambio de crecimiento.

5.2.3.1. Analisis desde el marco conceptual de la covariacién

Namero
de
tarea

Tipo de Indicadores que se espera

Nivel de alcance de cada indicador
recurso desarrollar

Cuando se pregunta a las estudiantes qué sucede
mover el deslizadorn, la estudiante que habia asistid
a la primera sesion de clase, sefiala que cambia
pendiente de la recta, comportamiento que se podri
asociar con AM1. Sin embargo, en un dialogo que
presenta mas adelante entre los investigadores y g
estudiantes se evidencia que la estudiante en menci
notiene claro que el valor de m corresponde al valor d
la pendiente de la recta secante a la curva que pasa {
los puntos Ay B. Por lo anterior, este comportamient
se catalogé como pseudoanalitico. Por otro lado, otra
las estudiantes menciona que cuao se empieza a
mover el deslizador n aparece otro punto diferente a
en el plano (el punto B), pero en ningln momento alud
a que la distancia entre estos dos puntos camb
cuando cambia el valor del deslizador. De acuerdo ¢
lo mencionado anteriormerte, se considera que €

AML1:

Los estudiantes reconocen que
medida que el deslizador n
cambia de valor, también cambig
la distancia entre los puntos Ay
y cambia elvalor de la pendiente
de la recta que pasa por esos d(
puntos. Ademas, reconocen qu
dicho valor también cambia
cuando se mueve el punto A

Exploracion
de
situaciones

2 y
formulacién
de
conjeturas
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indicador propuesto para AM1 no fue alcanzado por Ig
estudiantes.

AM2:

Los estudiantes reconocen que
medida que aumenta el valor qug
toma el deslizador n, también
aumenta la distancia entre los

Como se mencion@l realizar el analisis sobre el nive
de alcance del indicador establecido para AM1, |
estudiantes no dan cuenta y razén de que al mover
deslizador n cambia la distancia que hay entre Ig
puntos Ay B. En este orden de ideas, tampoco alude
gue a nedida que aumenta el valor de n, tambié
aumenta la distancia entre dichos puntos. Por |
anterior, se puede afirmar que no se alcanza

Los estudiantes asocian €
cambio del valor de la pendientg
de la recta que pasa por Ay B, c(
la inclinacion de esta (a Ig
izquierda cuando la pendiente e
negativa y a la derecha cuando |
pendiente es positiva). Ademasg
los estudiantes dan cuentay
razén de que a medida que €
valor de n se hace mas pequen
la gréafica que aparece cuando g
AAOEOA 1 A AAOE
aproxima mas a la grafica de un
funcién cuadrética o parabola.

puntos A y B.|. . - !
indicador propuesto inicialmente para la sesion
Tampoco se evidencid algin otro comportamient
asociado con AM2.

AM3:

Durante la aplicacién de la tarea, las estudiantes
evidenciaron comportamientos asociados a esta accid
mental. No hicieron alusion a la direccion de |
inclinacién de la recta secante a la curva que pasa p
los puntos A y B cuando la pendiente es positiva
negativa. Tampoco dieron cuenta y razén de que
medida que el valor del deslizador n se hace ma
pequefio, la grafica que aparece cuando se activa
casilla "Relacion" se aproxima a la grafica de u
funcion cuadratica o parabola.

AM4:

Los estudiantes reconocen que |
pendiente de la recta que pas
por Ay B cambia de signo en Ig
puntos maximos y minimos de Ig
funcion ingresada. Ademas
verbalizan que cuando alguno dg
los puntos (A o B) se encuentr
ubicado en alguno de log
extremos de la funcién y a su ve
el valor de n se va haciendo m§
pequefio, la pexiente de la recta
que pasa por los puntod
mencionados tiende a cero

Aunque las estudiantes no alcanzaron puntualment
los comportamientos asociados con AM4, descritos &
el indicador establecido en la planeacion, la estudian
gue habia asistido a la pmera sesion evidencig
algunos comportamientos que se considera, estd
asociados con esta accion mental. En primer lugar,
estudiante reconoce que en los intervalos en los que
pendiente de la recta que pasa por los puntos Ay B
positiva, la funciéningresada inicialmente es creciente
y en los intervalos en los que la pendiente de dicha rec
es negativa, la funcién es decreciente. En segundo lug
la estudiante en menciéon reconoce que el punt
maximo de la curva es el punto en el que esta cambia
crecimiento y da cuenta y razén de que la pendiente ¢
este punto es igual a cero. Sin embargo, no verbaliza d
esto ocurre precisamente porgue en este punto no hg
crecimiento ni decrecimiento.

Tabla22: Carlson T2S2

5.2.3.2. Sobre el papel del tipo de recurso GGB usado en la implementacion: Carlson.
Para la segunda tarea se utilizd un recurso que se sitla en la categotdi@ @D | OAAE& ]

OEOOAAETTAO U £l Ol Glakdd Estel se disliio, ¢ toRsAedO (pddiad
representar las siguientes ventajas para las estudiantes:
V El dinamismo que brindan el deslizador y el movimiento del punto A, permiten
visualizar infinitas rectas secantes a la curva ingresada, accion que hace posible evaluar
multiples casos para btener conclusiones acerca del objeto matematico en estudio.

78

A ¢



V La casilla de entrada permite ingresar y analizar diferentes tipos de funciones, algo que
resulta Util para para efectos de generalizacion del comportamiento de un objeto
matematico.

V Al mostrar una representacion grafica de la pendiente de la recta secante (triangulo) y
una representacion de su valor numérico, los estudiantes pueden asociar la posicion en
la que aparece el triangulo, con el signo de la pendiente de la recta y a su vez, con la
posicion de esta (v.g. cuando la hipotenusa del triangulo rectangulo (contenida en la
recta secante) esta inclinada hacia la derecha, la pendiente de la recta es positiva).

V La posibilidad de variar la distancia entre los puntos A y B, hace posible que los
estudiantes den cuenta y razén de que a medida que esta se hace cada vez mas pequefia,
y uno de los puntos se encuentra en uno de los extremos de la funcion, la pendiente de
la recta secante tiende a cero.

V Otro aspecto que puede representar una ventaja paradaestudiantes que utilicen el
recurso, es que pueden evidenciar que a medida que el valor del deslizadae hace
mas pequefio, la grafica que aparece al activar la casifll? A1 Asé &@&praximando a
la representacion grafica de la derivada de la fun@m ingresada inicialmente.

Por lo mencionado previamente, consideramos gque no se habria podido llevar a cabo la misma
tarea utilizando tecnologias como el lapiz y papel, pues estas no habrian podido representar las
mismas ventajas para los estudiantes.

Camo se evidencia en el analisis realizado desde el marco conceptual de la covariacion, el nivel
de alcance de los indicadores propuestos para esta tarea no fue alto. Se presume gque esto se
debe a que no contamos con la asistencia del mismo grupo de estudémnque particip6 de la
primera sesién. Solo contamos con una de los cinco estudiantes que pertenecen a este grupo,
esta estudiante fue quien manipuld el recurso durante toda la sesién, intenté que las demas
estudiantes lo hicieran, pero ellas prefirieronsolo observar. Cuando se realizaba alguna
pregunta ella era quien intervenia con mas frecuencia, las deméas se limitaban a asentir o a
indicar que estaban de acuerdo con ella.

Ahora bien, de las cinco ventajas que representa el recurso fuer@provechadas tres en
particular, la primera, la tercera y la cuarta. El dinamismo fue clave, pues fue a partir del
movimiento del deslizador y del punto A, que se concluy6 que la pendiente de la recta secante
era positiva Unicamente en los tramos en los @ula funcion era creciente y negativa en los
tramos en los que esta era decreciente. Esto no habria sido posible al realizar la actividad con
lapiz y papel, pues Unicamente podriamos haber representado una de las infinitas rectas
secantes a la curva. La pibilidad de poder reducir la distancia entre los puntos Ay B y de
ubicar el punto A en uno de los extremos de la funcidn, fue lo que permitié evidenciar que la
pendiente es cero en estos puntos, porque es alli donde se presenta un cambio de crecimiento.

5.2.3.3. Analisis desde el marco de abstraccion situada.
Recurso Ind Descripcion Analisis de la interaccion

En este recurso, nuevamente encontramos un deslizador q
permite manipular algunos de los elementos de GGB, tales co
puntos, medidas, entre otros. Ademas, se describe una relaci
de dependencia entre un punto y otro, sin embargo no es u
dependencia natematica, sino una dependencia de "existencig
es decir, si el deslizador se mueve es posible que aparezca

Relacion entre
objetos GGB com
BO | puntos y
movimiento de
deslizadores.

2: Exploracion de
situaciones y
formulacion de
conjeturas
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punto. No hay ni se construyen relaciones matematicas a par
de los elementos de GGB.
Las estudiantes reconocen que el deslizador efectivamen
Descripcion de lag controla la distancia que hay entre el punto B y el punto A,
relaciones entre los| describen que el punto B solo se mueve sobre la funcion si
objetos GGB que|punto A se mweve. Las estudiantes describen relaciong
D1 |corporeizan un | matematicas como que A y B se encuentran sobre la funcion
punto  sobre la| describen las funciones que cumplen los elementos del recur
funcion y la| como el deslizador y los puntos. Sin embargo, no describen
pendiente. relaciones matematicas quepueden establecerse en los unos
los otros.
Las estudiantes describen qua partir del cambio del valor del
L deslizador, la curva que aparece al dar clic en la casi
Descripcion de |a ., A ; :
.1 "relacion" cambia su forma, aumentando sus intervalos
curva de cambiol ./ . .
.~ uniéndose los que ya estan. Reconocen y describen que cual
D1 |como dependencia - . ~
del valor del el deslizador se hace méas pequefio la curvagee formando un
. solo trazo. Aqui nuevamente se evidencia la descripcion
deslizador. . . .
relaciones entre objetos GGB (deslizador y curva) pero no ent
los objetos matematicos que se corporeizan a través de estog
Descripcion de los . .
SCrp A pesar de que las estudiantes describen de mane
objetos de GGH. " . - . .
- individualizada las acciones que realiza cada objeto GGB co
trabajados en el : -
los puntos, el deslizador y la curva, no llegan a describir
recurso hasta el S o )
C1 | relacion matematica que existe entre estos, de hecho, es
momento sin| . : . . >
investigador quien tiene que dar esta conclusion para pode
reconocer una . I
. ... | avanzar hacia la siguiente parte de la tarea. Es por esta raz
relacion matematica . ) . L
que a estas acciones de las estudiantes se asigna el indicador
entre estos.
Antes de la intervencion realizada por el investigador, Ig
L, estudiantes no lograban describir las diferentes faciones que
Relacién entre X -
. se esperaban a partir de la pendiente de la recta, tales co
objetos GGB vy lo S - e
" crecimiento, decrecimiento, proximidad entre puntos, entre
objetos . : . ;
- otros. Una vez realizada la intervencion, las estudiantg
matematicos . e - i
. describen el crecimiento y decrecimiento de la funcién y la
corporeizados a . . . . i
B3 P relacionan con la pendiente de la recta, ademas se refieren g
través de estos| .. T, o
PN ubicacion de la recta (derecha o izquierda) para hablar d
modificacion de ) o . .
. ‘| cambio en la funciobn. Es importante mencionar que |
ideas respecto a lg . e : o
! intervencion previa con el recurso no fue eficaz; fue |
pendiente de la|. L . i
recta intervencion de los investigadores la que permitio a lag
' estudiantes reconocer estas relaciones entre los objetos, pe
finalmente, modifican sus ideas y describen la relacién.
A partir de la pendiente de la recta y la curva generada luego
dar clic en la casilla "relaciéon”, las estudiantes describen
crecimiento y decrecimiento de la funcion a partir del
dinamismo de GGB, esto es moviendo la recta sobre la funci
Interpretacion  del | usando el punto A. También describen el cambio de crecimien
crecimiento y | cuando la pendiente de la recta cambia de signo. En los pun
D3 |decrecimiento de laj en los que existe un cambio de crecimiento las estudiad
funcién a partir de la| describen esto como una pendiente nula, es decir de valor igu
recta. a cero. El recurso les permiti6 encontrar dos posiciong
diferentes en las cuales la pendiente podia dar cero, dando pg
a que generaran un descripcion de cudl de las dos era la acerta
y por qué. Nuevamente el dinamismo y exactitud de GeoGel
tuvo un papel fundamental en el desarrollo de la actividad.

Tabla23: AS- T2S2

5.2.3.4. Sobre el papel del tipo de recurso GGB usado en la implementacién: Abstraccion
Situada.
Este recurso estaba enmarcado en la categoria Exploracion de situaciones y formulacion de

conjeturas, pues se esperaba que las estudiantes, a partir del uso de los elementos del recurso
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pudieran construir un primer acercamiento a la razén de cambio instaénhea, debido a que al
mover los puntos los podian hacer tan cercanos como quisieran, sin que fueran iguales. Para
esto, contaban con un deslizador que controlaba la cercania entre dos puntos moéviles sobre la
funcién que determinaban ademas una recta secansobre esta, y su pendiente se encontraba
representada como una curva adicional en el recurso. Las intervenciones y acciones de las
estudiantes en este recurso no fueron eficaces, pues no lograron establecer las relaciones entre
los objetos GGB y mucho nm®s entre los objetos matematicos que deberian corporeizarse a
través de estos. No es hasta la intervencion de uno de los investigadores explicando esto, que
las estudiantes reconocen algunas de las relaciones y logran describirlas. Esto se debe
particularmente a que al parecer las instrucciones dadas no eran claras y la programacion del
recurso no permitia entablar a satisfaccién las relaciones entre los diferentes objetos, también
es posible que se deba a que 3 de las estudiantes no hicieron parte deskién 1 y por tanto no
estaban familiarizadas con las nociones matematicas del recurso. Al final las estudiantes logran
concluir algunas de las situaciones esperadas, pero no es gracias al recurso, sino a la
intervencion del investigador, es decir, las estliantes no lograron explorar la situacién de
manera adecuada para la formulacion de alguna conjetura.

5.3. Tercera sesion de clase

Durante la tercera sesién de clase se propusieron tres tareas diferentes. Inicialmente se
establecieron hipotesis respectoa las acciones mentales de razonamiento covariacional que
probablemente podrian ser evidenciadas por parte de los estudiantes; estas se sintetizaron en
los indicadores propuestos en la planeacién de la sesion.

5.3.1. Objetivo general

Construir una expresid algebraica que represente la razén de cambio promedio entre dos
puntos cualesquiera de una funcion, a partir de la identificacion de segmentos o rectas secantes
en ella.

53.2. Tareal

Esta tarea se disefio con la finalidad de que los estudiantes que pudieron participar de la
segunda sesion tuvieran la posibilidad trabajar alrededor de las ideas estudiadas alli. Es decir,
la idea de funcién vista como la unién de segmentos y la asociacion del signo de la pendiente de
tales segmentos, con la direcciénedla inclinacién de estos (a la derecha, pendiente positiva 'y a
la izquierda, pendiente negativa). Este trabajo resultaba necesario antes de dar paso al trabajo
alrededor del objetivo propuesto para esta sesion.

Esta tarea consta de dos momentos. Se espera que en el primero, los estudiantes construyan
segmentos contiguos cuya pendiente sea igual a la indicada en el enunciado que se presenta en
la vista gréfica 2 del recurso. En la vista grafica 1, los estudiant@scialmente visualizan el
plano cartesiano y un punto sobre este. Para construir los segmentos mencionados, deben hacer
clic sobre la herramientaO 3 A C i1 Ad LI A E &dtalsA éncuentra al final de la barra de
herramientas. Una vez hagan clic sobre estdeben seleccionar el punto que se encuentra en la
pantalla, después de esto aparece una ventana emergente en la que deben escribir la pendiente
del segmento que desean construir. Luego, el segmento aparecerd en la vista grafica 1. Para
construir el resto de los segmentos deben repetir el mismo proceso. Al finalizar, tendran en la
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el segundo momento de la implementacion de la tarea, se espera que los estudiam@nstruyan
otra curva, que tenga la forma que ellos deseen, a partir de la unién de varios segmentos.

&l

[ “"Segmenta
ubicado en la Ultima posicion de la barra de
tareas para construlr segmentos contiguos a
partir del punto ublcado en la pantalla.

Selecciona primero ¢f punto y luego Ingresa
la pendiente.
517
Usa las siguientes pendientes: 1,50
() Mostrat pencianas 1,17
-2,83
-3,50
IRBRC) 0 JRmEE EEErIEEEy jEEAE’  JEERT mmar mar mm e =3,17
. -1,83
0,50
3,83
8,17
13,5

Figura 32. Tercera sesionTarea 1

Al iniciar la sesion, se solicita a los estudiantes abrir el recurso, ellos proceden &rlel
enunciado, activan lacasill®- | OOOA O aolds fagpkrdiéde®del listado tienen por lo
menos una cifra decimal. En consecuencia, los cuatro estudiantes que no habian podido
participar en la segunda sesién, piensan que este es un listadoghrejas ordenadas que deben
ubicar en el plano. La estudiante que particip6 de las dos sesiones anteriores les aclara que ese
listado corresponde a los valores de las pendientes que deben tener los segmentos que van a
construir.

Antes de empezar a resolver la tarea propuesta utilizando el recurso, los estudiantes intentan
graficar en un cuaderno segmentos con pendiente positiva y negativa. Discuten sobre la
inclinaciéon que deberia tener un segmento con pendiente 5 y luego, sobeeihclinacion de
segmentos cuyas pendientes sean respectivamentgpy ¢. Uno de los estudiantes, procede a
realizar en su cuaderno un bosquejo de la grafica de los segmentos con las pendientes que les
solicita el enunciado de la tarea. Este estudiante diea los segmentos como si fuesen rectas
gue se cortan y sus compafieros le aclaran que no se deben trazar las rectas, e intentan decirle
gue los segmentos deben estar unidos por sus extremos. En esta discusion los estudiantes
empiezan a hacer alusion a ldireccion de la inclinacién que deberian tener los segmentos,
teniendo en cuenta el signo de la pendiente; ademés aluden al comportamiento en términos de
crecimiento y decrecimiento que creen que presentaria la curva. Uno de los investigadores les
pregunta cudles pendientes les permiten decir que la curva que van a graficar tiene un
comportamiento creciente, a lo que los estudiantes responden que son las pendientes positivas.
Asimismo, aluden a que las pendientes que permiten determinar el comportamiento
decreciente son las que tienen signo negativo. En adicion a lo anterior el investigador les
pregunta en qué lugar del listado de pendientes se puede evidenciar un cambio de crecimiento.
En respuesta a esto, los estudiantes aluden a dos ejemplos, en uno aparerimer una
pendiente con signo positivo y seguido a esta una pendiente con signo negativo y en el otro
ejemplo, aparece primero una pendiente con signo negativo y otra con signo positivo.

Después de esto, los estudiantes proceden a realizar la constridecsolicitada haciendo uso del
recurso GGB. Una vez terminan su construccion, se les pregunta si la curva realizada se
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aproxima a la que ellos se imaginaron a partir de su discusién, a esto responden
afirmativamente. Adicionalmente se pregunta a los estuantes por qué consideran que
tuvieron dificultades al realizar el bosquejo en el cuaderno. Ellos manifiestan que fallaron en
cuanto a la inclinacion de los segmentos. Sin embargo, el investigador resalta que en términos
de crecimiento y decrecimiento el bsquejo se realizé correctamente.

Al realizar la construccion de los segmentos en el recurso, aparece también un segmento de
color rojo, paralelo al ejex,de longitud uno, que comparte el extremo inferior de cada segmento
gue forma la curva, estos ultimosaparecen de color azul. Se pregunta a los estudiantes qué
tienen en comun los segmentos de color rojo y qué tienen en comudn los segmentos de color

AUOI 8 %l 110 Al 6AAT A NOA 1170 OACi AT OT O AA Ail1TC

representan el canbio en x y finalmente concluyen que este cambio es constante. Respecto a
los segmentos de color azul, sefialan que estos son los segmentos que se solicitd graficar en el
enunciado de la tarea.

Los investigadores preguntan a los estudiantes de qué forma saltia definido la pendiente en

1A DPOEIi AOA OAOEéiT h Al DOEITAEPEI Al11 0 Al OAEAOTI]

ET Al ET AAEeT 68 3ET AiAAOcCih 110 ET OAOOECAAT OAO
estudiantes recordaran que la pendiente se definibomo el cociente entre la altura emoy la

distancia enx. A partir de esto se sefiald la importancia que tiene que el cambioxsea 1, pues

el cociente de la altura enwy 1, seria igual a dicha altura. Seguido a esto se pregunta a los
estudiantes, cuées la diferencia entre los dos primeros segmentos graficados (de pendientes

5,17 y 1,50 respectivamente), a esto los estudiantes responden que se diferencian en la altura

gue recorren eny. Luego se pregunta cual de las dos alturas es mayor, a lo quedistsidiantes

responden que la del primer segmento. Uno de los investigadores les pregunta qué
implicaciones tiene esto en la representacién de los segmentos que estan en la vista gréafica. A

esto los estudiantes responden que una de las pendientes esta nrédinada que otra y que el

triangulo rectangulo cuyos catetos son la distancia eny la altura eny, es mas grande cuando

la altura eny es mayor.

Después, se pregunta a los estudiantes qué pasaria con la representacion grafica de la curva si

el cambio en x se mantuviera constante pero los segmentos tuvieran un tamafio menor a uno.

, 10 AOOOAEAT OAO 1 ATEEAEAOOAT NOA AT AOGA AAOT 1A
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esto se debe a la razén de cambio promedio, en seguida uno de los investigadores les pregunta

a los estudiantes en qué lugar de la representacion grafica de la curva, es mayor la razén de

cambio promedio y en cuales es menor. Los estudiantes ieion alusiéon a los dos segmentos

en los que la pendiente es mayor y a los dos segmentos en los que la pendiente es menor, de
manera respectiva.

A continuacion, se solicita a los estudiantes construir una funcion que presente varios cambios

de crecimiento usando el recurso GGB. El primer segmento que graficaron tiene pendiente

positiva. Seguido a esto, los estudiantes manifestaron su intencion por graficar un segmento

paralelo al ejex, inicialmente pensaron que no era posible, pero luego uno de ellos sldir

graficar un segmento de pendiente cero. Se preguntd al estudiante por qué consideraba que la
pendiente debia ser cero, él respondié que cuando la pendiente es cero, el segmento no tiene
inclinacion. Hasta ese momento todos los segmentos graficados temigendientes positivas,
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luego graficaron tres segmentos con pendiente cero. Dado que los estudiantes querian realizar
una funcion que fuese simétrica, respecto a la recta paralela al epgue pasa por el punto
T®T , a partir de ese punto empezaron argficar segmentos cuyas pendientes tuvieran el
mismo valor, pero signo opuesto a las graficadas inicialmente.

Cuando terminaron la construccion, se preguntdé en qué lugar era creciente, a esto los
estudiantes respondieron que esto sucede en el lado izqudw, pues fue alli donde graficaron
segmentos con pendiente positiva. Luego se preguntd por el lugar en que la funcién construida
no crece, los estudiantes indicaron que esto sucedia en el tramo en el que las pendientes eran
cero. Se preguntd qué representza en ese caso el cero, ellos aludieron a el avanceyeRor
ultimo, se preguntd en qué pasa en el tramo en el que las pendientes son negativas, ellos
OAOPI T AEAOIT NOAR AT AOGA OOAIT 1A £EO1 AEe]
estudiantes en qué lugar el cambio es mayor y en qué lugar el cambio es menor. En respuesta a
esto los estudiantes sefialan los segmentos en los que la pendiente es mayor y lo segmentos en
los que la pendiente es menor, respectivamente.

OAl PE

5.3.2.1. Analisis desde el marcoconceptual de la covariacion

Numero
de
tarea

Tipo de

Indicadores que se espera

desarrollar 10 Nivel de alcance de cada indicador

recurso

Cuando se pregunta a los estudiantes qué tienen
comun los segmentos de color rojo, paralelos al efgue
comparten uno de los extremos de cada segmento az
que forma la grafica de la curva, ellos inicialmentg
AEEOI AT NOA 110 OAgiasl Qi

gue avanza el dialogo con los investigadores respectd
dichos segmentos, los estudiantes reconocen que esi
representan el cambio enx y que este cambio e

AM2: . i
. constante. Por otro lado, uno de los estudiantes verbaliz
Los estudiantes reconocen qu : . - . .
; . que los cambios erwy los cambios enw se relacionan
existen cambios constanteg

para hallar la pendiente de una recta. Aunque en es
momento del episodio, el estudiante no precisa que es
relacion es el cociente entre dichos cambios, m
adelante él y otros de los estudiantes hacen es
salvedad. Otrocomportamiento asociado con esta accid
mental se presentd cuando los estudiantes reconocierd
que, aungue la distancia ex era la misma en todos log
casos, la diferencia entre los segmentos azules es la alt
o la distancia recorrida en el ejey. Ademas los
estudiantes reconocen que entre mayor es la distanc
recorrida en el ejey, mayor es la pendiente de ur
segmento dado.

El primer comportamiento asociado con AM3
evidenciado durante la implementacion de esta tareg

sobre wy cambios sobrewy que
estos se relacionan mediante u
cociente para hallar la pendientg
Verificacion | de los segmentos dados.
1 de

propiedades

AM3:
Los estudiantes reconocen €

cambio como la pendiente de lo
segmentos construidos. Ademag
identifican el comportamiento de
los segmentos graficados com
creciente o decreciente segun |

posicién en la que se encuentrar

tuvo lugar cuando los estudiantes intentaron ealizar un
bosquejo de la grafica solicitada en lapiz y papel. En eg
momento, uno de los estudiantes aclara que uno de |
segmentos dibujados tiene pendiente p y le atribuye
esto a su tamafio y posicion (inclinado hacia

izquierda); en este caso, el studiante cuantifico el

10 En este casomse incluyé un indicador independiente ara AM1, pues por el disefio de la actividad, al evidenciar los
comportamientos asociados con AM2, los estudiantes implicitamente mostrarian también los comportamientos asociados
con AM1. Sin embargo, los estudian®msgdenciaron un indicador de AM1 que no se contemplé en la planeacion, este
referente a la verbalizacion de cudl de las variables que intervienen en la tarea depende de la otra.
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cambio. Ahora bien, cuando los estudiantes realizarg
este bosquejo, se evidencié que este se elabg
correctamente  en términos de crecimiento
decrecimiento, pues los estudiantes dibujaron la
pendientes, teniendo en cuenta su sig.

Otro de los comportamientos asociados a AMS3, tuv
lugar, cuando se pregunta a los estudiantes por d
segmentos en particular y él reconoce que como una
las pendientes es mayor que la otra, habra una de ell
que estara mas inclinada que la otra. Tabién, cuando s€
habla de los triangulos, cuyos catetos son el cambio i
y el cambio ery de los dos segmentos que estaban sien
analizados, los estudiantes reconocen que el tridngu
correspondiente al primer segmento, que tiene |
pendiente mayor entre esos dos, es mas grande que
triangulo correspondiente al segmento de la pendient
menor.

Adicionalmente, cuando los estudiantes empiezan
realizar la grafica de una curva propuesta por ellog
manifestaron la intencién de graficar segmento
paralelos al eje x. En este momento, uno de Ig
estudiantes sefiala que no cree que esto sea posible,
embargo, otro estudiante sefiala que la pendiente de e
segmento seria cero, pues en ese punto no hay cambig

AM4:

Los estudiantes reconocen que |
pendiente de los segmentos e
positiva en los intervalos en log
que la funcion es creciente
negativa en los intervalos en log
que la funcion es decreciente.

y graficar los segmentos que serian simétricos a g

Este indicador fue alcanzado por los estudiantes en tan
que, reconocieron que las pendientes mitivas les
permiten identificar en qué tramos la curva es crecient
y las pendientes negativas les permiten identificar lo
tramos en los que la curva es decreciente. Ahora big
cuando los estudiantes estaban construyendo la cur
propuesta por ellos, gerian que esta fuese simétrica, e
un primer momento solo habian construido segmento
con pendiente positiva y seguido a esto, construyerg
tres segmentos con pendiente cero. Cuando empezaro

graficados inicialmente con pendiente positiva, log
estudiantes indicaron que los nuevos segmentd
deberian tener la misma pendiente que los primeros
pero con signo negativo, pues querian que la curva
este tramo fuese decreciente. Una vez terminaron (
construir su curva, los estudiantes aludieron a lo
intervalos en los que esta crece y a los tramos en los q
decrece.

AMS5:
Los estudiantes reconocen qu
en el punto de inflexion sg

presenta el cambio de signo e
las pendientes, es decir que est
pasa de ser creciente a
decreciente o viceversa. Adema
pueden realizar un esbozo de |
gréfica a partir de las pendienteg
de los segmentos dadog

Los estudiantes realizaron un esbozo de la curva, dado|
listado de pendientes, ellos reconocen que tuviero
dificultad en cuanto a dibujar las pendientes con |
inclinacién exacta. Sin embargo, en términos d
crecimiento y decrecimiento el esbozo se realiz
correctamente. Ahora bien, los estudiantes no hiciero
alusion a que en los puntos de inflexion de la curva

presenta el cambio de signo en las pendientes o bien,
cambio de crecimiento. Otro comportamiento qug
evidenciaron los estudiantes relacionado con AM5, tuy
lugar cuando ellos verbalizaron que, si los avances gse
mantienen constantes y son cada vez masquefios, la
unién de segmentos que compone la curva va a tener u
forma cada vez mas definida.

Tabla24: Carlson T1S3
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5.3.2.2. Sobre el papel del tipo de recurso GGB usado en la implementacién:; Carlson.
Para esta tarea, se utiliz6 un recurso que se sitla dentro de la categofiterificacion de

propiedades"Se reconoce la potencialidad del recurso en tanto que representa las siguientes
ventajas para las estudiantes:

V Como el recurso cuenta con una herramienta que grafica un segmento dada su
pendiente, los estudiantes pudieron realizar la grafica de manera riga y centrar su
atencion en analizar el comportamiento de la curva. Pudieron realizar la comparacion
entre el bosquejo que realizaron inicialmente, ademas de determinar en qué acertaron
y en qué tuvieron dificultades. En este sentido se reconoce otra vajg y es la exactitud
que brinda el recurso en cuanto al trazo de las pendientes, pues, aunque esto se puede
lograr usando lapiz y papel, los estudiantes no encontraron una estrategia para hacerlo
en ese momento.

V La representacion grafica de los segmentgsermite que los estudiantes establezcan
relaciones entre la posicién de estos y el signo de su pendiente. Ademas, permitié que
los estudiantes identificaran los intervalos en los que la razén de cambio promedio es
mayor y en los que es menor.

Como se meniond en la reconstruccidn de los sucesos que tuvieron lugar en la sesion de clase,
los estudiantes inicialmente intentaron resolver la tarea propuesta usando lapiz y papel.
Aunque en términos de crecimiento y decrecimiento, lograron graficar la funcién ség las
indicaciones dadas, reconocieron que tuvieron dificultades para graficar las pendientes con la
inclinacion exacta acorde a las pendientes. Ademas, al poder trabajar directamente con el
recurso, pudieron resolver la tarea de forma mas rapida que cuea usaron lapiz y papel. Al no
tener que preocuparse por detalles como la exactitud en la inclinacion o el trazo de segmentos
con regla, los estudiantes pudieron centrar su atencion en las ideas que se querian estudiar en
la primera parte de la sesién. Poto anterior, consideramos que el uso de este recurso fue
pertinente durante la implementacion.

5.3.2.3. Andlisis desde el marco de abstraccion situada.

Recurso Ind Descripcion Andlisis de la interaccion
Los estudiantes no estan haciendo uso directo d
Uso de elementos|recurso de GGBpero una de los estudiantes trae i
B2 adquiridos a partir de | colacion algunos elementos desarrollados en la sesion

1: Verificacién de
propiedades

otros recursos (Sesior
1)

con respecto al porcentaje de inclinacion de la rect
Dejado entrever que este tuvo influencia en el desarroll
de sus ideas respecto a la variacion.

Z3

Uso de lapiz y papel par:
representar la
inclinacion de algunas
rectas. No hay uso de
recurso.

En esta tarea los estudiantes deben usar el recurso pg
tratar de representar algunos segmentos dada s
inclinacién. Sin embargo, deciden usar lapiz y papehm
tratar de representar estos, las ideas que utilizan para |
descripcion le permiten a uno de ellos modificar su
ideas respecto a lo que esta observando del trabajo
su compafiero al dibujar las rectas con cierta inclinacior
Pues no comprendia ni poth describir esta situacion.

C3

Correspondencia entre
las ideas descritas ¢
partir de lapiz y papel
con las construcciones
desarrolladas en GGB.

Luego de que los estudiantes han establecido algun
ideas a partir del uso de lapiz y papel, como

inclinacién de las rectas segun el valor de su pendient
usan el recurso para construir los segmentos qu
solicitaba la tarea. La grafica que muestra e¢curso es
acorde con las ideas que los estudiantes habiji

86



plasmado previamente con lapiz y papel. El recurso ¢
permite verificar que estas son correctas y por tanto ha
establecido relaciones entre los objetos de GGB q
estdn usando y su interpretacibn matematica
(segmentos y valor de su pendiente).

D3

Descripcion  de  los
segmentos que
representan el avance

horizontal de la

pendiente de los
segmentos.

Descripcion de la|
relacion  entre los

segmentos construidos ¢
partir de la pendiente y
los segmentos
constantes en x.

Los segmentos que simbolizan el valor de la pendien
ingresada se encuentran acompafados siempre por (
segmento de longitud 1, que representa un avanc
constante de manera horizontal, los estudiante
reconocen que este avance siempre es constante
adem& describen que estos siempre salen asi p
programacién o arreglo de los investigadores en ¢
recurso, sin importar el valor de la pendiente que s;
ingrese, de hecho, mencionan que alli puede ingresar
el valor que quieran. Esta descripcion de avanc
constante es una conclusion matematica fuerte qu
servira de base para los siguientes elementos
construir en las siguientes tareas, ademas, al hablar (
gue se puede ingresar el valor que quieran, de mane
indirecta se estan refiriendo a un cambio variablen y.

D3

Interpretacion de una
curva como la
aproximacion de
segmentos contiguos d¢
longitud pequenfia.

Una vez que los estudiantes reconocen la relacion q
existe entre los segmentos construidos en el recurs
describen que si la longitud del avance en x ¢
mantuviera constante, pero menor, la curva que s
forma entre ellos seria mas perfecta. Esto resultser
importante, pues es una primera aproximacior,
indirecta a la nocion de razén de cambio instantanea. |
programacion llevada a cabo por los investigadores pai
que los segmentos que aparecen representen es
relaciéon constante en x, y la casilla de ingso para el
cambio en y son fundamentales para el alcance de es
conclusiones.

C3

Interiorizacién y
descripcion de las ideas
trabajadas previamente,
interpretacion de
cambio variable en y.

Los estudiantes describen las ideas que han trabaja
hasta el momento a partir de la comparacién de varig
pendientes, dando paso asi a la palabra variable dent
de sus argumentos, se refieren a que el cambio en y
un valor que se describe el crecimieto de la curva. Estog
argumentos se dan en un momento en el que no h
interaccion directa con el recurso, pero son sustentadc
a partir de lo construido en él.

C3

Interpretacion de la
pendiente como valor
entero.

Las pendientes propuestas a los estudiantes en

primera parte de la tarea fueron todas con valore
decimales, situacion que produjo un sesgo, pues crei,
gue la pendiente solo podria tomar valores decintes. Al
ingresar un valor entero en la casilla pendiente, ¢
recurso arroj6 un segmento y asi decidieron ingresa
valores enteros para la figura que debian construir. Es|
situacion también les permiti6 reconocer que a
ingresar el valor 0 como pendiente kavance en y erg
nulo y sélo aparecia el segmento de longitud 1 qu
representa el avance en Xx.

D2

Interpretacion y
descripcion de la
pendiente nula.

Al ingresar el valor de cero en la casilla pendiente, Ic
estudiantes son capaces de describir este valor y
segmento que aparece como una pendiente S
inclinacién.
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Los estudiantes ya relacionaron los objetos de GGB y |
objetos matematicos que se corporeizan a traves (
estos, esta relacion esta tan apropiada que ¢
estudiantes construyen una gréca que representa
varios cambios de crecimiento, e incluso un crecimient
nulo. Para esto ingresan algunos valores enteros con
4,1,1,2,1,1,0,0, 0, estos les permiten construir la pa
creciente de la funcién y la parte de crecimiento nulc
luego ingresan los mismos valores de manera invers
para construir la parte decreciente, a lo que ellos llama|
efecto "espejo”. {1,-1,-2,-1,-1,-4).
El trabajo desarrollado en este recurso les permite a I
estudiantes apropiarse de ciertos elementos relativos &
cambio de una curva como crecimiento, decrecimientt
L cambio nulo, cambio mayor y cambio menor, que sc
Descripcion de . . o
clementos centrales dd elementos ma_s_formallzad(_)s de las mannatlca_s, y que
C4 . [ fueron adquiridos gracias a sus acciones
los cambios de ung. . .
curva intervenciones er_1,el recurso, estos los describen a part
de la interpretacion de los segmentos en pantalla y |
comparacion entre estos. El ingreso de valores qu
generaban segmentos resulté seral base para todo Ic
construido.

Construccion y
descripcion de una
figura con cambios de
crecimiento.

D3

Tabla25: AS- T1S3

5.3.2.2. Sobre el papel del tipo de recurso GGB usado en la implementacion: Abstraccion
Situada.
En este recurso se buscaba que los estudiantes a partir del ingreso en gaailla de diferentes

valores para pendientes pudieran realizar la construccion de una aproximacion a una curva con
los segmentos que se generaban, verificando asi que la union de segmentos puede representar
una funcion (elemento trabajado en la sesién pasla). Esta casilla de ingreso jug6 un papel
fundamental, pues sin importar el valor que ingresaran, el recurso arrojaria un segmento y asi
de manera consecutiva para los siguientes valores. Los estudiantes apropiaron muy bien este
elemento de GGB y con lmterpretacion acertada del crecimiento y decrecimiento, podrian
ingresar valores intencionalmente para representar los cambios de crecimiento que quisiera
para una curva o aproximacion a ella, como se observa en el "michellini" construido por los
estudiantes. El ingreso de estos valores en conjunto con los segmentos que se construian en
GGB permiti6é a los estudiantes ademas, desarrollar la idea @eomo cambio constante y deo
como cambio variable, y que este Ultimo era el representado por el valor qse ingresaba.
Permitir a los estudiantes la libertad de construir una curva cualquiera dejé entrever que
apropiaron muy bien lo que tiene que ver con cambios de crecimiento, asi como la apropiacion
del recurso. Este permiti6 verificar las propiedades queeshabian trabajado de manera previa

en los recursos y construir una primera idea de razon de cambio promedio.

5.3.3. Tarea 2

Inicialmente, se solicitd a los estudiantes abrir el archivo que contiene el recurso GeoGebra
dispuesto para mediar esta tareaEste cuenta con dos vistas graficas y en cada una de estas hay
tres casillas de control nombradas como sigu®3 EQOOAAE & T pBhA 10MEYE UAKLCHA A B
Al activar la primera casilla en cualquiera de las dos vistas gréaficas, aparece una curva, con dos
puntos sobre ella y un segmento, cuyos extremos son los puntos mencionados; estos se pueden
mover a lo largo de la curva. Al activar la segunda casilla, aparece el triangulo rectangulo, cuya
hipotenusa es el segmento que une los puntos que estan sobreclava. Al activar la tercera
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casilla, aparecen cuatro segmentos punteados, dos de ellos, perpendiculares a los ejes y pasan
por uno de los extremos del segmento y los otros dos, también perpendiculares a los ejes, pero
pasan por el otro extremo del segmemt. En el caso de la vista gréafica de la derecha, aparecen
ademas los puntos de interseccion entre tales segmentos y los ejes. La finalidad de esta tarea es
gue a través de la exploraciéon con el recurso GeoGebra, los estudiantes logren determinar una
expreson algebraica, que permita hallar la pendiente de cualquier segmento que pase por dos
puntos que estan sobre la curva.

Opo orram,

Figura 33. Tercera sesionTarea 2

Una vez los estudiantes tienen acceso al recurso, uno de los investigadores les explica de qué se
trata la tarea que deben realizar. Se les indica a los estudiantes que para el desarrollo de esta
van a poder trabajar a partir de dos situaciones y se lesgiere empezar por la que se propone

en la vista gréfica de la izquierda. En ese momento ellos activan la casild E O O, AipieZah 6

a mover los puntos sobre la curva y también activan las otras dos casillas de contebio de los
investigadores les preginta qué representan los elementos que aparecieron cuando activaron
las casillas. Uno de los estudiantes alude a que los segmentos que aparecieron al activar la
A A O B 1UiOfkepdsentan la relacion de los puntos que estan sobre la curva con los ejes. Si
embargo, no menciona puntualmente que dicha relacion es la distancia mas corta que hay entre
los puntos y los ejes. Seguido a esto, se pregunta a los estudiantes de qué manera pueden
obtener la pendiente de una recta, ellos indican que pueden obtenerlaartir del cociente entre

WYy @ Se pregunta entonces, en el caso de la situacién propuesta, cual segmento representaria
awy cual segmento representaria & Cabe aclarar, que en este momento uno de los extremos
del segmento se encontraba en el segdo cuadrante del plano cartesiano y el otro estaba en el
tercer cuadrante. Uno de los estudiantes sefala gyeseria igual a sumar las longitudes de los
segmentosk y m. Estos son los segmentos perpendiculares al ejgue pasan respectivamente

por los puntos A y B, extremos del segmento. Seguido a esto los estudiantes concluyenxjue
estaria representado por la resta entre las longitudes de los segmentoy |, estos segmentos
son perpendiculares al ejevy pasan respectivamente por los puntos B y.&n este punto de la
sesidn los estudiantes determinan una primera expresion para hallar la pendiente del segmento

0 6es——hdondek, m, ny | son las longitudes de los segmentos mencionados en la descripcion.

Después de esto, se solicita a los ediantes mover el punto B de modo que quede ubicado en
el segundo cuadrante del plano cartesiano, lugar donde también se encuentra el punto A. Se
pregunta a los estudiantes si la expresién encontrada previamente, aun es valida para hallar la
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pendiente dedd, los estudiantes indican que no, pues en este casestaria representada por
la resta entre las longitudes de los segmentdsy m. Ademas, sefalan que seguiria siendo
igual a la resta entre las longitudes de los segmentay |. En este caso, la expresion encontrada

por los estudiantes para hallar la pendiente dé d6es —.

A continuacion, se pide a los estudiantes, mover el punto A, de mode@egeste quede ubicado en
el primer cuadrante del plano cartesiano, el punto B se mantiene en el segundo cuadrante.
Cuando se pregunta por la expresion que permite determinar la pendiente de este segmento,

los estudiantes responden inmediatamente que estase—. Posteriormente los estudiantes

empiezan a discutir respecto a otros de los posibles casos que podrian presentarse si se siguen
cambiando de lugar los puntos. Por ejemplo, concluyen que cuando A esta en el primer
cuadrante y B est4 en el segdo cuadrante, la expresién para hallar la pendiente del segmento
es—.

Como los estudiantes a este punto de la sesién ya habian logrado determinar la expresion para
hallar la pendiente para diferentes casos, los investigadores les solicitan reunésas
expresiones en una sola. Se sugiere a los estudiantes que para esto tengan en cuenta en qué
cuadrante del plano cartesiano estan ubicados los puntos. Adicionalmente uno de los
investigadores les solicita mover el punto B, de modo que quede ubicadoeadercer cuadrante

del plano y les pregunta por el signo que tendria el valor de la medidasi se encuentra en esta
ubicacién. Cabe aclarar quen es el segmento perpendicular al ej que pasa por B. Los
estudiantes refieren que este tendria signo negab. Ademas, sefialan quk es positivo, dado
gue el segmento se encuentra en el primer cuadrante del plano. Luego de esto los estudiantes
discuten respecto a como podrian determinar la formula solicitada por los investigadores, sin
embargo, después de uniempo reconocen que no pueden reducir todas las expresiones a una
sola, debido a la dependencia que tienen las coordenadas de los puntos.

Se indica a los estudiantes que para continuar con el desarrollo de la tarea, deben empezar a
explorar la situacion gue se encuentra en vista grafica de la derecha. Ellos hacen clic en la casilla
Posteriormente activan las casilla® 4 OE UZBAGIAEAT OAd U .iChandeektidenl 1 A
esta Ultima casilla, evidencian que aparecen dos pares de segmentos perpendiculares a los ejes
gue pasan por Cy por D, pero adicionalmente, aparecen los puntos de interseccion entre estos
segmentos y los ejesl punto de interseccion del segmert perpendicular al ejex que pasa por

C, se denominab Yy el punto de interseccién del segmento perpendicular al ejeque pasa por

C, se denomindd. Asi mismo el punto de interseccién del segmento perpendicular al ejgue
pasa por D, se denominé Yy el punto de interseccién del segmento perpendicular al ejeque
pasa por D se denominav 8Cuando los estudiantes visualizan los nombres de los puntos,
recuerdan la formula de la pendiente que probablemente ya habian trabajado en su trayectoria
escolad - AT AET T AT 1T A A£801I O A UA AT 1T AydAnamenasAOl
AT O O1 AOA @ (Hn kse indhieritoDos @studidnt@Haluden a que al igual que en una
de las expresiones encontradas previamente por ellos, se realiza una difiecia. El investigador

les pregunta por qué en esta situacion la expresion funciona y en la situacion inicial no. Uno de
los estudiantes sefiala que esto sucede porque en la primera situacién estudiada existe una
relacion de dependencia que no existe en egunda situacion. El estudiante no profundiza en
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dicha relacion. Finalmente, los estudiantes observan con detenimiento la representacion que
esta en la vista gréfica, en esta el punto C se encuentra en el primer cuadrante y el punto D esta
en el cuarto wmadrante. A partir de esto, determinan que la expresion para hallar la pendiente

de 0 Ges—.

5.3.3.1. Analisis desde el marco conceptual de la covariaciéon

Ndamero
de
tarea

Tipo de

recurso

formulacion
de
conjeturas

Indicadores que se espera
desarrollar

AML1:

Los estudiantes reconocen qu
las distancias verticales que
aparecen cuando se activa |
casilla O A U § Aoivrésponden 4
las distancias desde los puntos
y B (extremos del segmentq
dado) al ejewy que las distanciag
horizontales corresponden a lag
distancias entre dichos puntos
el eje @ También, dan cuenta Y
razon de que, para hallar Ig
pendiente del segmento dado
deben realizar el cociente entre
los cambios ey los cambios en
@

Nivel de alcance de cada indicador

Este indicador se evidenci6 durante la implementacié
de la tarea durante dos momentos. En el primero d
estos, el indicador se evidencié parcialmente, pues ur
de los estudiantes reconoci6 que los segment
perpendiculares a los ejes que pasan por los extrerm
del segmento, es decir, los puntos A y B, represent
una relacion existente entre dichos puntos y los ejes. S
embargo, los estudiantes no especifican que est
segmentos ilustran la distancia mas corta que hay ent
los extremos del segmentd Oy los ejes. El segund
momento en el que se presentd evidencia de es
indicador, fue cuando los estudiantes determinaron |
primera expresion para hallar la pendiente de
segmento0 Oa partir de las medidas de los segmenta
perpendiculares mencionados preiamente. Ellos
indicaron puntualmente que para hallar la pendiente
debian realizar el cociente entre la altura ey la
distancia enx. Tomaron como referencia el triangulg
rectdngulo, cuya hipotenusa es el segmentd 0y
dividieron la longitud del cateto perpendicular al ejex

Explc&reamon entre la longitud del cateto perpendicular al ejg.
. - . Cuando los estudiantes proceden a encontrar
situaciones | AM2: . . . o
. expresion que permite hallar la pendiente d& 6en la
2 y Los estudiantes reconocen qu

para hallar el cambio enwy el
cambio en w deben establecer
ciertas relaciones entre las
distancias verticales V|
horizontales que aparecen a
activar la casila OAU(
(sumarlas o restarlas segun se
el caso). Ademas, identifican qu
dependiendo de la posicion de
los puntos A 'y B en el plano, Ia
relaciones que deben establece
entre las distancias mencionada
van a variar.

primera parte de la actividad, uno de ellos, sefala qu
para hallar el @ambio eny,debe sumar las longitudes de
los segmentosk y my que, para hallar el cambio e,
debe restarle a la longitud den, la longitud del. Este es
un comportamiento asociado al indicador establecid
para AM2. Durante este momento de |
implementacion, los estudiantes también reconocieror
gue la primera expresion obtenida para determinar Ig
pendiente de d &hno era valida si los puntos A y |
cambiaban de lugar en el plano. Ademas, |
estudiantes muestran que son conscientes de que
medida que muevan los puntos A y B sobre los cuatr,
cuadrantes, van a tener que hallar mas expresiones q
determinen la pendiente del segmento.

AM3:

Los estudiantes determinan Ig
expresion que representa g
pendiente del segmento dadg
teniendo en cuenta lgosicion de
los puntos Ay B en el plano. B
decir, que encuentran Iq
expresion de la pendiente parg

casos patrticulares.

Durante la aplicacion de la tarea, se evidencio eg
indicador, en tanto que los estudiantes encontraron |
expresion para hallar la pediente del segmentod 6en
diferentes casos. Para esto tuvieron en cuenta

variacion de la ubicacion de los puntos Ay B en |
diferentes cuadrantes del plano cartesiano.
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Cuando los estudiantes observan lo que aparece en
que los nombres de los puntos que representan
interseccion de los ejes con los segmentos punteados
denotan comod héy hd y & 8En ese momento intentar]
mencionar la férmula general para hallar la pendientg
de una recta dados d® B OT 01 Oh Al
ETEAEATI 6 OEAWA AT TAOA AGEAG
tiene coordenadas & Rd . Sin embargo, los
estudiantes invierten los términos e indican que & se
le debe restar® y se debe dividir este resultado entre
larestaded® y® .

Seguido a esto uno de los estudiantes realiza u
comparacion entre una de las férmulas obtenida
PAOOGEO A 1A O3EOOAAES&I
conocen, manifestando que en las dos se realiza u
diferencia entre las distanciasserticales y horizontales,
AM4: pero también, reconociendo que en la expresi6
Los estudiantes plantean 13 encontrada inicialmente, es necesario realizar cierto
expresion general que permitg cambios dependiendo de la ubicacién en la que
hallar la pendiente de un de ung encuentren los extremos del segmento, mientras que ¢
recta o de un segment(|a segunda férmula encatrada no.

contenido en ella, dados dofE| primer comportamiento referenciado
puntos que pertenecen a la rectg anteriormente, puede asociarse con AM3. Sin embarg
se cataloga com@seudoanalitic pues los estudiantes
no exploraron con el recurso para dar cuenta y razén ¢
la expresion general, sino que recurrierona sus
conocimientos previos. Se presume que en alg(
momento de su trayectoria académica aprendieron |
expresién de memoria, esto porque la expresion qu
mencionaron no es del todo correcta, pues ellos alude
a que, se debe realizar la diferencia entr@ y &, y no
entre @ y @ para hallar el cambio ery.

A pesar de lo mencionado con antelacion, cuando |
estudiantes observan con atencién la representacig
gréafica que tenian en el recurso, dan cuenta y razén
gue la expresion para hallar la pendinte del segmentg

con extremos C y D si es—. Esto es correcto en tant
gue el punto D se encontraba en el cuarto cuadrante

el punto C en el primero. Este es un indicador de AM4
Tabla 26: Carlson T2S3

5.3.3.2. Sobre el papel del tipo de recurso GGB usado en la implementacion: Carlson.
Para la segunda tarea se utiliz6 un recurso que se sitla en la categotd@e@DI| | OAAEE |

OEOOGAAETTAO U Al Ol ik fehtgjas ique Aepresénio IparalIGsCrstiAnte s
fueron las siguientes:

V El movimiento de los extremos del segmento sobre la curva les dio a los estudiantes la
posibilidad de trabajar distintos casos y evidenciar que la expresiébn encontrada
inicialmente, no les era util en todos los casos. La dapcion también les permitié dar
cuenta y razén de que las expresiones obtenidas, dependian de la ubicacién de los
extremos del segmento en los diferentes segmentos del plano cartesiano.

V Larepresentacion grafica del triangulo rectangulo cuya hipotenusael segmento dado
para encontrar su pendiente, ademas de los segmentos perpendiculares a los ejes que
pasan por los extremos del segmento, fueron claves para que los estudiantes tuviesen
una referencia sobre cémo hallar el cambio esdy cémo hallar el canbio enB8A medida
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que los estudiantes fueron encontrando mas férmulas, mostraron mas agilidad y solo
con mirar la representacion, pudieron deducir las Ultimas expresiones.

V Tener la posibilidad de visualizar las representaciones en simultaneo de las dos
situaciones propuestas, permitié a los estudiantes, determinar la diferencia entre los
elementos que les brindaba cada una para resolver la tarea propuesta.

Es posible que esta misma tarea se hubiese podido realizar utilizando tecnologias como el lapiz
y papel. Sin embargo, habria tomado mucho mas tiempo llevarla a cabo, puesto que, para cada
caso a evaluar en el caso de la primera parte de la tarea, habria tenido que realizarse una
representacion distinta. Dicha accion ademas de demandar mas tiempo probatsiente no
habria permitido que los estudiantes se enfocaran por completo en encontrar la expresiéon
solicitada. Esto porque podrian haber centrado su atencion en detalles como la exactitud en el
trazo de los ejes, del segmento, del tridngulo rectangulo y des segmentos punteados que
representan la distancia minima desde los extremos del segmento hasta los ejes.

5.3.3.3. Andlisis desde el marco de abstraccion situada

Recurso Ind Descripcion Analisis de la interaccion

Cuando los estudiantes se encuentran con el recur!
notan una funcién con dos puntos sobre esta con I
etiquetas Ay B, al solicitarles describir la pendiente de
Identificacién de|segmento determinado por estos dos puntos s
coordenadas para logrespuesta es "A sobre la distancia de a mayuscula”,
D3 | puntos sobre la funcién- | recuerdan que A y B son solo etiquetas para los puntc
Modificacién de ideas Enseguida al activar la casilla "ayudathodifican estas
respecto a los puntos. |ideas reconociendo las verdaderas coordenadas de |
puntos en términos de "m, n, | k". La modificacion qu|
aqui se presenta no es de ideas matematicas, sino
ideas de las representaciones.

Los segmentos que aparecen en pantalla relacionan |
coordenadas en x y y de los puntos a partir de las letr;
m, n, ky I. Los estudiantes describen la relacion eetfos
puntos Ay B conlos ejes Xy Y, y comienzan a determi

Relacion  entre  los
segmentos que
determinan la pendiente
B2 |del

segmento y las
coordenadas de log

cudl es la distancia tanto en x como en y entre un pun
y otro a partir de las nuevas letras, ademas Ic

. ., puntos que los - :
2: Exploracion de determinan estudiantes reconocen que estas son representacion
situaciones y ) de ndmeros.
formulacion de Establecimiento de| Los estudiantes deben presentar una expresion qu
conjeturas relaciones entre las describa la pendiente del segmento AB a partir de I
posiciones de log "nameros" & FE AQxéBPara esto se apoyan en la posicic
C3 | segmentos y lg que tienen los segmentos que representan e
interpretacion respectivas letras y como de a parejas forman Ig
matemdtica que dan-|distancias en x y y. Para esto entonces aparec
modificacién de ideas. |expresionescomo™@ &"o0'"t &y demas, ademay
Descripcion de la| modifican susideas respecto a las coordenadas de I¢
relacion entre la| puntos y las relacionan ahora con las expresione
B2 |expresibn matematical matematicas construidas. Los estudiantes siguen es
que encuentran y lal misma idea para determinar la expresion cuando se le
posicién del segmento. | pide mover alguno de los puntos a otra posicion (B2).
El grupo entra en una pequefia conversacion en la cu
tratan de dar solucion a lasituacion de encontrar unal
Construccién de ung Unica expresion que represente la pendiente de
B4 |formula Unica para la| segmento sin importar la posicion de los puntos. Par

relacion descrita.

esto usan la comparacion entre las diferente
expresiones que encontraron, concluyendo que c¢
estos elementos es imposible uficarlas en una sola.
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Cuando los estudiantes ven la segunda situacid
reconocen que de esta si pueden obtener una expresif
general, que ademas ya conocen, lo que hizo que
trabajo en esta fuera mas rapido. El recurso les permif
Conocimiento  de la| confirmar que la expresion efectivamente esal correcta

B3 expresion que| y relacionan esta con la anterior, explicando por qué €
representa la situacion 2| esta situacion si fue posible y por qué en la anterior ni
en el recurso. Un elemento importante es que la expresion a la que I¢

estudiantes llegan esip  axfap  ox, que funciona de
igual manera que & expresion conocida usualmente qui
esax opfax op, esto puede deberse a la forma €
gue ubican los puntos sobre la funcién.

Tabla27: AS- T2S3

5.3.3.4. Sobre el papel del tipo de recurso GGB usado en lamplementacién: Abstraccion
Situada.
Este recurso tenia como obijetivo la construccion de una expresion que representara la razén

de cambio promedio entre dos puntos. La situacion 1 les permitié a los estudiantes reforzar la
idea de que la pendiente o raz6ule cambio promedio es la distancia recorrida en y sobre la
distancia recorrida en x. Sin embargo, en la construccion de la expresion general no tuvo mucha
relevancia, pues las ideas desarrolladas aqui fueron mas aritméticas que relacionadas con las
ideas de cambio. Esta primera situacion no permiti0 un desarrollo de las ideas de los
estudiantes sino el afianzamiento de las que ya tenian en relacién con la nocién de cambio. La
situacion 2 fue mas familiar para los estudiantes, pues ellos ya conocian de amao la formula

de "pendiente" que se esperaba construir y conjeturar. Asi que esta situacion sirvi6 mas como
comprobante que como conjeturador. Sin embargo, es importante mencionar que el dinamismo
de los puntos fue el elemento esencial en todas las camibnes de los estudiantes y fue el
elemento en el que se basé la construccion de este recurso.

5.3.4. Tarea 3

Inicialmente, se solicita a los estudiantes abrir el recurso GeoGebra que mediara esta tarea; al
abrirlo, se tiene acceso a dos vistas graficdsn la primera de estas se encuentra la grafica de la
curva analizada en la segunda tarea, nuevamente aparecen dos puntos sobre la curva que se
denotan como A y B, que son extremos del segmeritad Adicionalmente aparecen dos pares
de segmentos punteados que son perpendiculares a cada uno de los ejes y pasan por los
extremos de © @ También, se muestran los puntos de interseccidon entre los segmentos
punteados y los ejes. Los puntos de intersecci@mtre dichos segmentos con el ejg se denotan

® y® y los puntos de interseccion de dichos segmentos con el gjese denotard y . En este
recurso, los puntos® y & se pueden mover libremente sobre el ejg.
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A = (0.47,1.75)

B =(-2.7,—0.8) Za—x; (—2.7T)—(0.47) —3.17

_yw—w _ (—0.8) — (1.75) —2.56

RC, =0.81

Figura 34. Tercera sesiénTarea 3

En la segunda vista grafica, aparecen las coordenadas de los puntos Ay B y aparece el calculo
de la razén de cambio promedio de la siguiente manera: Aparece la férmula en la que se
relacionan mediante un cociente el cambi eny (diferencia entre ® y @) y el cambio enx
(diferenciaentre®@ y® ), seguido a esto aparece el reemplazo de las coordenadas de los puntos
Ay B enlaférmulay el resultado de dicho reemplazo.

Esta tarea tiene como finalidad que logstudiantes hagan un analisis de la curva dada en
diferentes intervalos. Se espera que determinen en cuales intervalos la razén de cambio
promedio es positiva, en cuales es negativa, en cuales es mayor o menor. Ademas, se espera que
los estudiantes descrilan qué sucede a medida que los puntos A y B se hacen cada vez mas
proximos.

Para iniciar con la implementacion de la actividad, uno de los investigadores explica a los
estudiantes que en la vista grafica del recurso encontraran la gréafica de la curva trabajada en la
tarea anterior y que nuevamente hay dos puntos sobre la curva wlis por un segmento. Lo
primero que se pregunta a los estudiantes es qué va a representar dicho segmento en términos
de lo que se ha trabajado hasta el momento. Uno de los estudiantes dice que el segmentd
OAPOAOAT OAOU OAIl 2 #0 6 hesparde qoedsk GafaldOld r@dorAde Sadio AO A OO
proporcional. Uno de sus comparieros lo corrige diciendo que es la razén de cambio promedio
de la curva. Ahora bien, se indica a los estudiantes que lo primero que deben hacer es observar
cuales de los puntos presntados en el recurso se pueden mover. Al explorar el recurso los
estudiantes evidencian que los Unicos puntos que se pueden mover san y @ ; cabe aclarar

gue se pueden mover Unicamente sobre el eje Seguido a esto se pregunta a los estudiantes
por qué creen que los puntos que se pueden mover son esos y no los puntos que estan sobre el
ejey. Los estudiantes manifiestan que esto sucede porqud O OAT Oi Oi ET 1T ET AADPAT £
Luego, se solicita a los estudiantes visualizar la parte inferior del re@ao (vista grafica 2) y se

les pregunta qué aparece alli, uno de los estudiantes indica que aparece la formula de la razén
de cambio promedio (RCP). En seguida, se hacen ciertas preguntas a los estudiantes de modo
que ellos verbalizan que esta férmula fueal encontrada en la tarea previa para hallar la
pendiente de un segmento y que, a partir de este momento de la sesion, la pendiente de dicho
segmento se entendera como la RCP. Los investigadores enfatizan en gque la tarea inicialmente
se trata de calcular [&RCP de la curva en varios intervalos y también indican a los estudiantes
gue en la vista grafica 2, pueden evidenciar las coordenadas de los puntos Ay B.
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Inicialmente, se pide calcular la RCP de la curva cuanxloambia de menos tres a menos dos y
tomar nota del resultado obtenido, los estudiantes no presentan ninguna dificultad para
realizar dicha tarea. Después, se pide hallar la RCP para los intervaloxch ph pht y mip 8
Antes de que los estudiantes movieran los puntos para hallar la razén de cambig diltimo
intervalo mencionado, se les pregunta si en ese momento podrian predecir cudl seria la razén
de cambio alli. Uno de los estudiantes menciona que seria igual a la RCP encontrada para el
intervalo  pht, pero con signo positivo, es deciplp gsinembargo, uno de sus comparieros le
dice que no, porque esta actividad era igual a la realizada en la tarea 1. Se infiere que este Ultimo
estudiante dijo esto, dado que observé que el segmento formado en el intervaltp , no iba a
tener el mismo tamafio ni lamisma inclinacién que el segmento correspondiente al intervalo
pt 8El primer estudiante en mencion, procedié a mover los puntos y evidencié que la RCP
de la curva en este intervalo era igual achp8Cuando se le pregunt6 por qué habia pensado que
las R® de los dos intervalos sefalados serian iguales, el estudiante manifesté que no habia
evidenciado que habia un cambio en la curva.
Después de esto los estudiantes hallaron la RCP en el intervghtx, , nuevamente se propuso
predecir la RCP en el interval siguiente, que en este caso fugho . El primer estudiante
mencionado en el parrafo anterior manifesté que la RCP en este intervalo seria la misma que
en el anterior. Se infiere que esto sucedid, porque los cambios que presenta en estos dos
intervalos son similares, sin embargo, al mover los puntos, el estudiante evidencia que no son
iguales. Seguido a esto, los estudiantes calcularon la RCP de la curva en los intervatus y
tfb 8En este momento uno de los investigadores les pregunt6 a los estuaies como serian
todas las razones de cambio calculadas a partir d& v, uno de los estudiantes manifiesta que
todas tendran signo positivo, puesto que la curva esta creciendo.
Posteriormente, los investigadores preguntan en cual de todos los intervalasabajados, la
razon de cambio es mayor. Los estudiantes inicialmente mencionan el intervatdu alli la RCP
fue ofv gpero luego vuelven a revisar sus anotaciones y se dan cuenta que la razén de cambio
mayor fuevht y se present6 en el intervalo oh ¢ .Luego, se pregunta en cuél de los intervalos
trabajados fue menor la razén de cambio, los estudiantes manifiestan que esto sucedid en el
intervalo oft pues alli la RCP fuatt. Seguido a esto, se pregunta a los estudiantes si
consideran que los signos soan factor que determina si la RCP es mayor, ellos sefialan que no.
Uno de los investigadores les pregunta a los estudiantes cual RCP es mayor enwé y ult,
uno de ellos indica que la primera es mayor, otro de los estudiantes pregunta si en ese sentido,
TT Ei bl OOA OEAAEA AIT AA OAUA6h OAEEOEI T Al OA
Los otros estudiantes le responden que tiene razoén, que lo que se debe tener en cuenta es la
distancia que hay entre los puntos Ay B.
Luego, los investigadoes preguntan que sucede con la curva en los intervalos en los que la
razon de cambio es negativa y qué sucede en los que la razon de cambio es positiva. Los
estudiantes indican que la curva crece y decrece. Uno de los investigadores aclara que cuando
la R(P es positiva la curva crece y cuando es negativa decrece, al parecer los estudiantes querian
decir esto, pero no tuvieron en cuenta el orden en el que se mencionaron los signos de la RCP.
Después, se pregunta a los estudiantes qué sucede cuando los pudiog® se aproximan, uno
de los estudiantes manifiesta que cuando esto sucede, el segmemténo se ve. En seguida, se
pregunta qué sucede cuando los punta® y @ estan muy lejos, los estudiantes los alejan y uno
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de los investigadores interviene para preguntarles si consideran que en ese momento el

segmento 0 6 es una buena aproximacion a la razén de cambio de la funcion. Uno de los

estudiantes responde que no,ph 001 NOA A1 OACi AT 61 AO 1 OU COAT AA
Ei PAOEAAAEET 1 OU COAT AR68 wl EI OAOOECAAT O POACOI
cuando los puntos® y @ estan muy préximos, uno de los estudiantes responde que en ese

momento el ambio promedio se hace muy pequefio. Otro de los estudiantes manifiesta que

OAOAT AT A1 AAT AET DOi i AAET OA EAAA 1TUO DPANOAdI h
estudiante que intervino trat6 de manifestar una apreciacion similar a la de su compafiero. Se

infiere que los estudiantes se referian a que a medida que la distancia entre los purdosy &

se hacia mas pequefia, el valor obtenido resultaria ser mas adecuado para describir el cambio

de la curva en cierto punto. Sin embargo, los estudiantes no lerkalizaron de esa manera.

5.3.4.1. Analisis desde el marco conceptual de la covariacion

Ndamero
de
tarea

Tipo de
recurso

Realizacién de
3 procedimientos
algoritmicos

Indicadores que se espera

desarrollar

AM1:

Los estudiantes reconocen qu
los Unicos puntos que pueder
mover en el recurso sorm y @ ,
puesto que estos se mueve
sobre el ejex, que representa &
la variable independiente que
interviene en la situacion.

Nivel de alcance de cada indicador

Este indicador pudo evidenciarse cuando S
preguntd a los estudiantes cuales son los puntos qu
se pueden mover en el recurso. Al empezar
explorar, evidenciaron que los UGnicos puntos que S
pueden mover son® y &, cuando se les pregunt
por qué creen que esto sucede, ellos manifiestan q
se debe a que la variable independiente qu
interviene en la situacion e.

AM2:

Los estudiantes, verbalizan qué
el segmento de color morado
cuyos extremos estan en |
curva, relaciona los cambios e
Xy los cambios ery de esta, por|
lo tanto, representa la razén de
cambio promedio de la misma|
Ademas, reconocen que el sign
no es unfactor que influye para
determinar si la razén de
cambio es mayor o menor|

Este indicador fue evidenciado cuando una vez I¢
estudiantes calcularon todas las razones de camb
promedio de los intervalos dados, se les pregunt
cudl era mayor y cudl era meor. En este momentd
los estudiantes reconocen que el signo no es un fact
determinante para determinar si una RCP es may
que otra, sino la distancia entre los puntos que esté
sobre la curva y son extremos del segmento. Con es
los estudiantes recono@ron que a medida que |g
distancia entre los extremos del segmento es mayq
la RCP también sera mayor. También, también

evidencié un comportamiento asociado con est
indicador de AM2, cuando los estudiantes intentaro
expresar que el segmento que remsenta la RCH
relaciona los cambios eny con los cambios enx.
Aungue los estudiantes no lo verbalizaron de maner
puntual, tuvieron un acercamiento a esta idea.
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AM3:

Los estudiantes determinan er
cuales intervalos de la curva |
razon de cambio promedio eg
mayor y en cuales es meno
Para esto tienen en cuenta |
representacion grafica de Ig
curva y los datos obtenidos ¢
partir del recurso.

Este indicador se evidenci@&n varios momentos de g
implementacion de la tarea, el primero de ellos fu
cuando uno de los estudiantes pens6 en un prime
momento que la RCP en los intervalos son pht y
Tip era la misma, pero luego se da cuenta que e
no es asiargumentando que al observar la curva s
evidencia que el cambio no es el mismo en los d
intervalos. En el célculo de las razones de cambio
otros dos intervalos, el estudiante tom6 com
referencia la grafica y manifesté que el cambio ser
elmismoeni T O AT Oh AOOT OOAR
del cambio era similar, sin embargo, al utilizar €
recurso, el estudiante se dio cuenta de que las RCP
eran las mismas. También fue posible evidenciar es|
indicador cuando los estudiantes determinaron &
partir de la exploracién y célculos realizados, e
cuales de los intervalos la RCP es mayor o menor.

AM4

Los estudiantes reconocen qu
en los intervalos en los que Ig
curva es creciente, la razén d
cambio promedio es positiva Y|
en los intervalos en losque la
curva es decreciente, esta €

Este indicador se evidencio cuando los estudiante
dieron cuenta y razén de que cuando la RCP tie
signo positivo la curva crece y cuando tiene sign
negativo, la curva decrece. No sefialarg
puntualmente los intervalos, pero se evidencio que
tomaron esta referencia a partir de las tarea
realizadas al inicio de la sesion.

Los estudiantes verbalizan que
entre mas pequefios sean g
intervalos entre las razones de
cambio promedio, la unién de
los segmentos que las
representan se va a aproxima
mas a la forma de la curv

negativa.
Al final de la intervencion se pudo evidenciar ur
comportamiento que, si bien no evidencia en s
totalidad el indicador establecido, se aproxima a |
AMS: esperado. Cuando seregunta a los estudiantes qug

sucede a medida que los puntosd y @ se van
aproximando, dos de ellos intervienen, el primerg
dice que cuando eso pasa, el cambio promedio
cada vez mas pequenio y el otro estudiante manifies
NOA OAOAT Al Akdio A habeE ina
DPANOAdT h OA AOAT AEA 1 UG
con esta apreciacion, el estudiante quiso decir, que

original. medida que la medida entre los puntos Ay B, o big
el tamafio del intervalo se hace menor, el vald
obtenido resultaria mas adecuadgara describir el
cambio de la curva en cierto instante.

Tabla28: Carlson T3S3

5.3.4.2. Sobre el papel del tipo de recurso GGB usado en la implementacion: Carlson.
Para la tercera tarea se utiliz6 un recurso que se sitta en la catego®2 AAT EUAAEE&I

DOT AAAET EAT Ol €k céndidera qup €sie Feprésénd las siguientes ventajas para los
estudiantes:
V El movimiento de los puntosh y & sobre el ejeyles do a los estudiantes la posibilidad

de estudiar la razén de cambio promedio en diferentes intervalos de manera rapida.
Esto dado que Unicamente bastaba con mover dichos puntos para acceder a las
representaciones grafica y algebraica de la razén de cambimmedio. Otra ventaja que
brinda el movimiento de los puntos® y &, es que por el dinamismo que ofrece
GeoGebra, estos podian alejarse o acercarse tanto como los estudiantes quisieran. Esto
resultd bastante util para que los estudiantes estuviesen ceaae concluir que a medida
que los dos puntos se aproximaban, el valor obtenido para la RCP describia de manera
mas acertada el cambio de la curva en cierto instante.
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V La posibilidad de contar con una representacion gréafica (segmento @ y otra de tipo
algebraico (formula y valor final) de la razén de cambio promedio, les permitié a los
estudiantes analizar los cambios de la curva no solo desde la parte algoritmica, sino
desde la parte grafica. Ademas, se infiere que, debido a esto dieron cuenta y razén de
que para determinar si una razéon de cambio es mayor que otra, no se debe tener en
cuenta el signo sino la distancia entre los puntos sobre la curva que definen el segmento
que la representa. Es probable que si solo se hubiese trabajo con la representacion
algebraica, al preguntar a los estudiantes cual RCP era mayor entreft y uft, los
estudiantes hubiesen elegido la segunda, atendiendo a la relacion de orden en los
nameros reales.

V La rapidez con la que se generaban los calculos y representaciones geide la RCP
permiti6 a los estudiantes centrar su atencién en el analisis propuesto por los
investigadores mediante preguntas orientadoras.

Aunque esta tarea habria podido realizarse de manera similar utilizando tecnologias como el
lapiz y el papel, sumplementacion habria tomado mucho mas tiempo y la falta de dinamismo
probablemente no habria permitido que los estudiantes hubiesen realizado un analisis tan
completo de la situacion. Este aspecto fue clave en la realizacién de la tarea, pues ademas de
permitir que los estudiantes estudiaran diferentes intervalos a partir del movimiento de dos
puntos, hizo posible que accedieran a dos representaciones de un objeto matematico de manera
simultanea y establecieran relaciones entre estas.

5.3.4.3. Andlisis desde el marco de abstraccién situada.

Recurso Ind Descripcion Analisis de la interaccion

Relacion  entre  los| Al trabajar en el tercer recurso, los estudiante:
objetos GGB quq reconocen y describen de inmediato la relacion qu
representan la| existe entre los objetos GGB y los objetanatematicos
B2 |pendiente de un| que se corporeizan a través de estos. En este caso
segmento y la férmula| refieren particularmente a que el segmento que aparec
que permite | sobre la funcidon representa la razén de cambi
encontrarla. promedio de la funcién entre los dos puntos.

Al tratar de interactuar con el recurso la primera
intencién de los estudiantes es mover los puntos A 'y
gue se encuentran sobe la funcion, accién que no pued

Descripcion de x comc

; X . realizar debido a la progamacion del recurso,
variable independiente .
D2 - Posteriormente descubren que solo los puntos sobre |
y relacién con su punto| . "

3 Realizacién de movil en el recurso eje x pueden moverse y estos controlan la posicion de
'rocedimientos ' y B sobre la funcién, relacionandolos asi con
pal oritmicos independencia de la variable x y la dependencia de

9 variable y.
Los estudiantes usan el recurso efectivamente pal
. . calcular los valores de las razones de cambio promed
Modificacion de ideas . . . '
. ~""len los intervalos dados por los investigadores; cuand
respecto a la descripcior| e . »
. se lessolicita tratar de predecir el valor de la siguiente
D3 |de pendientes ; . °
. pendiente, creen que esta se mantiene en magnitud pe
crecientes y . . ; o X
. cambia en signo, esta idea es modificada al realizar
decrecientes. 8 . .
célculo de la razén y observar la pendiente d¢
segmento.
Descripcion de| Al preguntar a los estudiantes como deberia ser la raz¢
ca elementos catrales de|de cambio promedio si se siguen moviendo los punto

los cambios de ung
curva

ellos afirman que siempre seréa positiva debido a que |
grafica va creciendo y al mover los puntos a la dereah
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estos se mantienen. Argumentos similares dan |
preguntarles por el intervalo en el que la razén di
cambio promedio es mayor, menor o cero. Tambié
describen que independientemente del signo de la raz¢
de cambio promedio, se puede determinar cué
representa un mayor cambio. Por ultimo, describen ¢
crecimiento y decrecimiento de la funcion a partir de lo:
valores de la razon de cambio promedio.

Al acercar los puntos lo suficiente, los estudiante
reconocen que esto permite describir un cambig
promedio que se asemeja mucho a la funcién, describi
que se hace mas pequefia la imperfeccién entre
segmento y la funcion.

Aproximacion a la
funcién a partir de la
cercania  entre  los
puntos sobre esta.

D4

Tabla29: AS- T3S3

5.3.4.4. Sobre el papel del tipo de recurso GGB usado en la implementacion: Abstraccion
Situada.
En este recurso los estudiantes podian calcular el valor de la raz6n de cambio promedio para

cualquier intervalo que desearan. En primer lugar identificaron que los puntos moviles en este
recurso no eran los que estaban sobre la funcién sino los que repessaban sus coordenadas
en el ejewy asociando asi esto con la independencia de la variabieEl calculo de las razones les
permitié a los estudiantes describir en qué intervalos los cambios eran mayores 0 menores, 0
en su defecto, nulos. También les pmitié describir los cambios de crecimiento de la funcién y
mencionar que si los cambios eyson muy pequefios, entonces la razén de cambio promedio
serd mas aproximada al cambio real de la funcio’i bien este recurso sirve basicamente como
calculadorade razones de cambio promedio, es el calculo de estas la que permite la generacion
de los argumentos de los estudiantes. Aqui hay dos elementos esenciales de GGB que permiten
todo esto, que es la expresion que muestra el calculo de la razén y por otro ladbdinamismo

de los puntos sobre el ejea

5.4. Cuarta sesion de clase

Durante la cuarta sesion de clase se propusieron tres tareas diferentes. Inicialmente se
establecieron hipotesis respecto a las acciones mentales de razonamiento covariacional que
probablemente podrian ser evidenciadas por parte de los estudiantes; estas se sintetizaron en
los indicadores propuestos en la planeacién de la sesion.

5.4.1. Objetivo general
Usar la curva de cambio para describir la forma de una funcion y sus caractédas, en relacion
con la razén de cambio instantanea representada por el triangulo diferencial.

5.4.2. Tareal

Al iniciar la sesion, se solicité a los estudiantes ingresar al recurso que mediara esta tarea. Al
abrirlo, se tiene acceso a dos vistas graficas. En la vista grafica que se encuentra en la parte
inferior de la pantalla, se encuentra la casilla de entrad®c y las casillas de controD %1 A1 AT O1
voh Owl AOADBUT @OI 1 Oal acthdr AsaAiftindafagatece la casilla de control
O0AT AERTAQA @1 Enllddwisth grafica que aparece en la parte superior, aparece el
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deslizadorn, los puntos A y B que definen el intervalo [A, B] y se pueden mover sobre elxeje

la grafica de la funcion que se ingrese en la casilla de entrada.

El deslizadorn divide el intervalo [A, B] enn partes iguales. Al moverlo aparecen puntos en el
eje x que evidencian la particion mencionada y aparecen las imagenes de dichos puntos. Al
activar la casillaElemento laparecen segmentos de color azul de la misma longitud, con un
extremo en las imagenes de cada punto que esté sobre elxj&stos segmentos son paralelos a
dicho eje y representan los cambios ex Al activar la casillé&Elemento 2aparecen segmentos de
color rojo, con un extremo en las imagenes de cada punto que estdre el ejex y paralelos al
ejey. Estos segmentos representan los cambios gnAhora bien, al activar la casill@riangulo -
Pendientes aparecen en la pantalla, triAngulos rectdngulos cuyos catetos son los segmentos
azules y rojos mencionados previamete. Por otro lado, al activar la casillaPendientesz
Segmentosaparecen en pantalla segmentos de color verde perpendiculares al gjejue pasan
por los puntos que dividen el intervalo [A, B], cuya longitud es igual al cociente entre el cambio
enwy elcambio enxen ese punto de la curva.

poones Heramisrtzs Ve

N EEN

Elamants 1 Esmant I’ Trénguios - Bendlantas
) Pendienes - segmerios

fix)=1/16x*
Figura 35. Cuarta sesion Tarea 1

En primer lugar, se espera que los estudiantes identifiquen cada uno de los elementos que
aparecen al activar las diferentes casillas de control y que determinen como se pueden
interpretar estos con relacion a la curva (v.g. los segmentos rojos representis cambios en

y). En segundo lugar, se espera que, a partir de los elementos mencionados, los estudiantes
hagan un analisis de diferentes curvas y den cuenta y razén de que los segmentos verdes
representan el crecimiento que va teniendo cada curva en Iggintos que corresponden a las
imagenes de la funcion.

Cuando los estudiantes abren el recurso, se les indica que deben ingresar en la casilla de entrada
la funcibnoi Qé& ¢. Seguido a esto, se solicita que muevan el deslizadoe indiquen qué
apareceen la pantalla cuando ejecutan esta accion. Los estudiantes sefialan que al mover el
deslizador, aparecen puntos y que a medida que aumenta el valor deaumenta también la
cantidad de estos. Uno de los investigadores les pregunta si esos puntos estan aqelier
parte de la pantalla o en lugares especificos, los estudiantes responden que los puntos estan
sobre el ejex y sobre la curva. Seguido a esto se les pregunta qué creen gque representan los
puntos que no estan sobre el ej&; al hacer esta pregunta & esperaba que los estudiantes
verbalizaran que tales puntos, representan las imagenes de los puntos que estan sobre exeje
Uno de los estudiantes responde que cada uno de los puntos que esta sobre la curva, esta
OAlT ET AAAT & AT 1 O &nsdbk eliejix. Después| s®praguntd &18s edu@intes,
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gué sucede a medida que aumenta el valor de Uno de los estudiantes manifiesta que el eje

se va dividiendo en mas partes y que aparecen mas puntos sobre el gjgque marcan las
particiones. Eneste momento se pregunta a los estudiantes nuevamente qué relacion creen que
existe entre los puntos que estan en el ejey los puntos que estan sobre la curva. Ellos se
muestran dubitativos, asi que uno de los investigadores empieza a hacer preguntas dge
permitan recordar qué es la imagen de una funcién, o bien, cémo se calcula. Se pregunta a los
estudiantes qué procedimiento se debe realizar si dada la funci6Rw cw o, se solicita
hallar la imagen de 3. Uno de los estudiantes interviene para deque en ese caso intervienen

un termino independiente y uno dependiente, sefiala que el término independiente ry quey

el dependiente, por lo que, el valor de este Ultimo depende del valor que tomeSe pregunta a
los estudiantes qué procedimiento sepodria realizar para hallar el valor dey, uno de ellos
sugiere reemplazarx por 3 en la funcion y sefiala que el valor dgseria 9. Seguido a esto, se
indica a los estudiantes volver a visualizar el recurso y se les pregunta a los estudiantes qué
pasara si se halla la imagen de los puntos que estan sobre elxje A1 17T O ET AEAAT
OT A 1T plT AA OAAOAdd bsta DIcAdd enAun vabAduy Bdddedo. Uno de los
investigadores les sugiere aumentar el valor de a 50, los estudiantes lo hacen y uno de ellos
afirman que los puntos forman la curva, sin embargo, ain no reconocen gue €s0s puntos que
forman la curva sm las imagenes de los puntos que estan sobre el gje

Debido a lo mencionado en el parrafo anterior los investigadores proceden a reorientar las
preguntas, de modo que los estudiantes recuerden como graficar una funcion. Esto con el fin de
gue los estudantes logren evidenciar que los puntos sobre la curva son las imagenes de los
puntos que estan sobre el ejg. Para esto, los investigadores solicitan a los estudiantes ingresar
en la casilla de entrada del recurso la funciégw oy realizar el mismo praceso de exploracion
llevado a cabo con la funciéroi Qé ¢. Para esto, se solicitdé a los estudiantes mover el
deslizadorn de modo que tomara el valor 5. Seguido a esto se pregunté en cuantas partes quedo
dividido el ejex, los estudiantes responden quen cinco partes. Se pregunta por la coordenada
enxde uno de los puntos que esta sobre la recta, los estudiantes indican que dicha coordenada
es T. A continuacion, los investigadores solicitan a los estudiantes, hallar la imagen depara

la funcién graficada. Uno de los estudiantes sefiala que la imagen esta representada en la grafica,
pues esta equivale a vy el punto que se esta analizando tiene coordenadasth v . Después

de esto se solicita a los estudiantes mover el deslizadorascendentemente yse les pregunta
nuevamente, qué representan los puntos que estan sobre la funcién. Uno de los estudiantes
concluye que estos son las imagenes de os puntos que estan en ekejpespués de esto, se
indica a los estudiantes que deben ingresar nuevamente fanciéon ai ‘Qé& ¢, mover el
deslizador n de modo que su valor sea cero y activar la casildemento 1 Seguido a esto se da

la instruccion de mover el deslizador de manera ascendente y se pregunta qué sucede cuando
hacen esto. Cuando los estudiantes sbrvan los segmentos azules, indican que estos ilustran
la distancia que hay entre cada punto que esta sobre el ejéEn seguida, se pregunta por qué
todos los segmentos tienen la misma medida, uno de los estudiantes indica que esto se debe a
gue el intervalo [A, B] se divide en partes iguales. Uno de los investigadores pregunta como es
el cambio enx en esa funcion, los estudiantes indican que el cambio es fijo, puesto que las
distancias entre los puntos que estan sobre el ejeson iguales.
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Luego, se sadtita a los estudiantes activar la casillad %1 A1 A Tuivez ¢gadaktivan, los
estudiantes reconocen que los segmentos que aparecen representan el cambiogyeAdemas,
indican quewsi varia y que esto sucede, porque es la variable dependiente, es dgeé su valor
depende del valor que tengax. Después, se pregunta a los estudiantes qué relacion tiene el
tamafio de los segmentos que representan el cambio grton la forma que tiene la curva. Los
estudiantes se muestran dubitativos, asi que los investigares optan por preguntar a los
estudiantes qué sucede con los segmentos a medida que se van acercando a la parte mas alta
AA 1T A AOOOA8 511 AA 110 AOOOAEAT OAO i1 AT EEEAOOA
entre la curva y los segmentos, luego toddos estudiantes concluyen que los segmentos se van
haciendo cada vez mas pequefios. En ese momento uno de los investigadores les pregunta cual
seria la pendiente de la recta tangente a la curva en uno de sus puntos mas altos, los estudiantes
sefalan que & pendiente en ese punto es cero. Seguido a esto, se sefiala uno de los puntos que
esté sobre la curva en un intervalo en el que esta es creciente y se pregunta como es la pendiente
en ese punto. Los estudiantes sefialan que en ese intervalo la curva crecenyel siguiente
decrece y concluyen que la pendiente del punto en cuestion es positiva y que en un punto que
esta en el intervalo en el que la funciéon es decreciente, la pendiente es negativa. Luego, se
pregunta cuél es la pendiente de la recta tangentsecualquiera de los puntos en los que la
funcién pasa de ser creciente a decreciente o viceversa, uno de los estudiantes responde que la
pendiente de la recta que pasa por cualquiera de esos puntos es cero. Otro de los estudiantes
menciona que para él,u® O1T 01 AA ET & AgeEel AO Al O1 pi EOA AA
es cero. Después los estudiantes concluyen que entre mas cerca esté un segmento rojo a un
punto de inflexion, su longitud va a tender a cero.

A continuacion, se propone a los estudiangeactivar la casillaTriangulos z Pendientey se
pregunta qué sucede con los triangulos que aparecieron en pantalla cuando va aumentando el
valor de n. Los estudiantes sefialan que los triangulos se van haciendo cada vez mas pequefios,
por lo tanto, la pendente va tendiendo a cero. Después, los estudiantes también concluyen que
a medida quen aumenta, la union de los triangulos se va aproximando a la forma de la curva.
Enseguida, se pregunta a los estudiantes qué representan los segmentos que aparecieron
cuando previamente activaron las casillagElemento 1y Elemento 2 Uno de los estudiantes
indica que estos segmentos representan los catetos de los triangulos rectdngulos que
aparecieron al activar la casillarriAngulos z pendientey otro de los estudiantes manifiesta que

los segmentos rojos y azules representan el cambio ery el cambio enx. En ese momento se
solicita activar la casillaPendienteg segmentos/ se explica a los estudiantes que cada uno de
los segmentos verdes que aparece al activar la dési tiene como longitud el resultado del
cociente entre el cambio emvy el cambio enx en cada punto de la funcionSe les pregunta qué
medida tendra uno de estos segmentos si se analiza un punto de la funcién en el que el cambio
enyes 3y el cambio exes 2. Los estudiantes responden que la longitud del segmento ser& de

o c© bien, deply. Después de esto se soliita los estudiantes mover el deslizador, de modo

gue el valor den sea muy grande, al observar lo que sucede, los estudiantes mencionan que los
OAcCi AT 01 O OAOAAO & OI AT OOT A OI i AOA AA 1T A AOOOA
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Figura 36. Cuarta sesion Tarea 1- Il

Estos segmentos van simulando la forma de la derivada de la funcion ingresada, es decir
oA T @. Cabe aclarar que en ningiin momento de la implementacién de la tassamenciond
este término. Para finalizar la implementacion de la tarea, se propuso a los estudiantes, analizar
la funcibn @ ww 0. Los estudiantes realizaron este andlisis de manera mas agil y los
resultados fueron similares a los obtenidos en el primeandlisis.

5.4.2.1. Analisis desde el marco conceptual de la covariacion

Numero
de
tarea

Tipo de Indicadores que se espera

Nivel de alcance de cada indicador
recurso desarrollar

Este indicador se evidencid en la implementacion de
tarea cuando losestudiantes reconocieron que a cad
punto que esta en el ejg, le corresponde un punto de Ig
curva. También cuando los estudiantes estabg
recordando la nocion de imagen de una funcion

verbalizaron que la variable independiente en I3
situacion esx,que la variable dependiente esoy que, por
tal razén, el valor dey dependia del valor que tomara.

AM1:

Los estudiantes reconocen que
cada punto que se encuentr
sobre el ejex, le corresponde un
punto del ejecy que este Ultimo
cambia, cuando el punto que s
encuentra en x cambia.

AM2:
Los estudiantes verbalizan qug
Exploracién | los puntos que aparecen en g
de plano y se corresponden con lo
propiedades| puntos que estan sobre el eje,
1 y forman la curva ingresada en I3
formulacién | casilla de entrada.
de También, verbalizan que log
conjeturas segmentos que aparecen en
plano cuando se actia la casillal
Elemento 1 corresponden al
cambio en x. Por otro lado,
reconocen que los segmento)
gue aparecen cuando se activa
casillaElemento 2 corresponden
al cambio en w y que este
contrario al cambio enx, no es
constante.
AM3: Los estudiantes no evidenciaron de manera inmediat
Los estudiantes reconocen qu{ que los puntos que apareein en el plano, sobre la curvag
cada uno de los puntos qu{eran las imagenes correspondientes de los puntos que

Este indicador se gidencid durante la implementacion
de la tarea, pues los estudiantes reconocieron que |
puntos que aparecen en el plano, sobre la curva, v
aumentando a medida que se mueve el deslizadaory la
unién de estos, forma la gréafica de la funcion ingresag
en el recurso. Seguido a esto, los estudiant
reconocieron que los segmentos azules que aparecen
activar la casillaElemento 1corresponden a los cambiog
enxde la funcién y que los segmentos rojos que aparec
al activar la casilla Elemento 2 corresponden a los
cambios eny.
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aparecen en el plang
corresponden a las imagenes d
los puntos que se encuentral
sobre el ejex.

Por otro lado, son conscientes d
que el cambio en x, representad
por los segmentos que aparece
en pantalla cuando se activa |
casilaO %1 A1 Ads éhsanied
Ademas, reconocen que
cambio eny, es proporcional g
cada uno de los segmentos que
representa. Es decir, que entr
mas grande sea un segment
mayor es el cambio

m

encontraban en el ejex. Sin embargo, con la orientacio
brindada por parte de los investigadores, descubren qu
la imagen dew T, para la funcibngw oces vya
partir de esto concluyen que los puntos que aparecg
sobre la curva corresponden a las imagenes de los punt]
gque aparecen sobre el ej&.

Este indicador también se evidenci6 en |
implementacién, cuando los estudiantes reconociero
que el cambio enx en la funcién es constante, pues |
longitud de los segmentos que representan dicho camb
es la misma. Ademas, una vez visualizan los segmen
que representan el cambio eny manifiestan que, &
diferencia del cambio erx, el cambio ery varia, pues las
longitudes de los segmentos son distintas.

En adicion a lo anterior, los estudiantes aluden a qu
entre mas cercania exista entre un punto de la curva
alguno de los puntos de inflexion de esta, la longitud d
segmento que representa el cambio epse vahaciendo
mas pequefio, al igual que la pendiente de la reg
tangente a la curva en dicho punto.

AM4:

Los estudiantes reconocen qu
los triangulos que aparecen &
AAOEOGAO 1T A AA
PDAT AEAT OAOS @)
pendiente de una recta secante
la curva dada. Es decir qu
coordinan la razén de cambig
promedio de la funcion, con log
cambios enxyy.

Aunque no estaba contemplado en la planeacion, |
investigadores realizaron preguntas respecto a |
pendiente de la recta tangente a la curva en ciertg
puntos, en intervalos crecientes y decrecientes, cuyg
respuestas involucraron comportamientos asoiados con
AM4. Esto se evidencia cuando los estudiantes d
cuenta y razén del signo que tendra la pendiente de
recta tangente a la curva en intervalos creciente
decrecientes y el valor que tomara esta en los puntos
inflexion. Ademas, los estudiates reconocen que entrg
mas grande es el valor que toma el deslizadar, los
triangulos se van haciendo mas pequefios y la pendien
de la recta tangente a los puntos sobre la curva

tendiendo a cero en los puntos de inflexion. Este dltim
comportamiento también se puede interpretar como ung
aproximacion a AM5, pues los estudiantes estd
determinando el cambio de la funcién en un instant
determinado.

Tabla30: Carlson T1S4

5.4.2.2. Sobre el papel del tipo de recurso GGRBisado en la implementacion: Carlson.
Para esta tarea, se utilizé un recurso que se sitia dentro de la categotixploracion de

situaciones y formulacion de conjeturasSe reconoce la potencialidad del recurso en tanto que
representa las siguientes ventajs para los estudiantes:

V El dinamismo que brinda el deslizador en el recurso permitio ilustrar la situacion de
una forma que no habria sido posible utilizando lapiz y papel. Por ejemplo, al aumentar
el valor del deslizador n los estudiantes pudieron deterninar que los puntos que
aparecian sobre la curva iban aumentando y efectivamente formaban la gréafica de la
funcion ingresada en la bandeja de entrada.

El dinamismo que brinda el deslizador también permiti6 que los estudiantes

evidenciaran que a medida quel valor den iba aumentando, los triAngulos rectangulos
que representan la pendiente en cada intervalo de la funcion, se van haciendo mas
pequefios y la unién de estos se va aproximando a la forma de la grafica de la funcién.

Los estudiantes pudieron obsevar los cambios enx y los cambios eny mediante una

representacion gréafica (segmentos). Por un lado, lograron determinar que los cambios
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en X son constantes, dado que los segmentos que los representan tienen la misma
longitud. En el caso de los cambiosney, tuvieron la oportunidad de evidenciar como
varian a medida que el deslizadom aumenta su valor. A partir de lo anterior
concluyeron que en la medida en que un punto estaba mas cerca a los puntos de
inflexién, el segmento que representa el cambio en se va haciendo mas pequenio.

V Las casillas de control permiten que la vista grafica no se sature con todos los elementos
disponibles para realizar el analisis, pues permiten visualizarlos u omitirlos en el
momento que el usuario lo desee.

V La casilla de etrada permite analizar cuantas funciones se requieran para asi poder
formular conjeturas respecto a los objetos matematicos en estudio.

Como se mencion6 en una de las ventajas que represento el recurso, esta tarea no habria podido
realizarse de la misma maera con l4piz y papel, pues no habria sido posible mostrar a los
estudiantes los cambios de la funcién de forma dinAmica para que realizaran un andlisis de
estos. Ademas, el privilegiar la representacion grafica de la situacion, resulté conveniente en
tanto que no se indujo a los estudiantes a centrar su atencién en procedimientos algoritmicos,
como suele suceder en las escuelas cuando se estudia la razén de cambio. Por el contrario, el
recurso GeoGebra se utiliz6 como un medio para que los estudiantes limran la
interpretacion del concepto y pudieran explicar el comportamiento de dos funciones a partir

de los elementos propuestos en cada una de las casillas de control. Por lo anterior,
consideramos que el uso del recurso fue pertinente y aporté en gramedida a la consecucion

del objetivo planteado para esta sesion.

5.4.2.3. Andlisis desde el marco de abstraccion situada.

Recurso Indicador Descripcion Analisis de la interaccion
Al estar familiarizados con los recursos previos los estudiante
S concluyen rapidamente que el valor del deslizador controla |
Descripcion de 14 : - .
L, cantidad de puntos en los que se divide el intervalo que se eg
relacién entre el valor . - . -
) trabajando y también la cantidad de puntos en los que se divig
del deslizador y los| i I P
C1l la funcion, describiendo ademéas que unos se encuentran sok
puntos que aparecer L i . .
. los otros, es decir, alineados. También describen que existe
sobre el eje x y sobre 1q , >, . . :
funcion trlang_ulo_ que relamon_a dos puntos, sin embargo, aqui no h
' descripcion matematica de la relacién que establecen |
estudiantes entre los objetos GGB.
Para poder realizar una descripcion de la relacién matematiq
1: Exploracion Relacion entre un valon entre los puntos que aparecen sobre el eje x y los que apareq
de situaciones y z2 y su imagen a partir dg sobre la funcién, uno de los investigadores trae a colacién
formulacion de una funcién. nocion de imagen, la cual los estudiantes recuerdan a partir
conjeturas varios ejemplos. No hay intervencion con el recurso.
Interpretacion de los| Los estudiantes describen que los puntos que aparecen sobre
D2 puntos sobre el eje x Y funcion se corresponden de manera directa con los puntssbre
los puntos sobre Ia el eje x, ademas, describen que son todos estos puntos lo
funcioén. finalmente componen toda la funcién.
o Aungue los estudiantes ya describieron que los puntos sobre
Relacion entre log . - . . , )
eje x y sobre la funcion estan relacionados, aun no los describ
valores x y y para I3 gt : . : .
Z2 . como una relacién funcional. La investigadora usa la funcid
graficacion de ung _ . ;
funcion y=2x+3 y los estudiantes describen como encontrar el valor ¢

y apartir de los valores de x y como ubicarlo.
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Descripcion de 4

Los estudiantes ingresan la funcién y=2x+3 en la casilla
aparece la recta que la representa, relacionan de mane
funcional losvalores que se encuentran sobre el eje x y los q

relacion funcional ) S
C3 entre los valores de x | aparecen sobre la recta. Realizan una descripcion de
coordenadas de un punto de estos a partir del valor en x.
Y. cambio de funcién fue fundamental para que los estudiante
interpretaran esta relacion.
Finalmente, los estudiantes son capaces de describir
Formalizacion de lal formalizar las ideas construidas a partir de la verbalizacion d
idea de imagen yque los puntos sobre la funcién son la imagen de todos |
D4 descripcion  de  la puntos que se encuentran sobre el eje x, y que ademas son
relaci(')pn entre  las valores dependentes del valor de x. Aqui no solo establecen |
variables x relaciones entre los objetos GGB y los objetos matematicos ¢
vy se corporeizan a través de estos, sino que los describen
manera formal.
Los estudiantes describen que cuando el deslizador se mueve
Descripcion del cambig intervalo se divide en esa cantidad de partes iguales, y que €
D2 fijo en x sin importar el| divisién equitativa representa un cambio fijo para la variable X
valor del dedizador. La relacion establecida aqui es entre el deslizadgrel cambio en
X.
Interpretacion y
ITe 109 . . . . .
:jelamon_d(_a |0ts cgmblo~ Los estudiantes describen los cambio de crecimiento de
D3 € crecimiento de ung ¢,n¢ign a partir de los valores positivos 0 negativos que deber
funcion a partir de los : :
h tomar la perdiente de una recta tangente en esta, relacionang
Segmentos I AU€ asi esto con sus conocimientos adquiridos en las sesiones
aparecen en efia. recursos pasados. Los estudiantes hablan del punto
Formalizacién de las "inflexion" de la funcién como el punto en el que la pendiente s
ideas respecto 7 hace cero y se presentarucambio de crecimiento. Describel
D4 cambio de cl?ecimientg este punto de inflexion como la parte donde el segmento se ha
de la funcién mas préximo a la funcién, al aumentar el valor del deslizador.
Cuando los estudiantes activan la casilla "triangulopendiente”
Aproximacion  a  la notan que estos representan la relacion de x y y y describen q
funcién a partir de los a medida que se hace mas grande el valor del deslizados
triangulos triangulos se hacen méas pequefios y "la pendiente" se
diferenciales acercando a la curva, incluso, describen que estos triangulos s
D2 ' los que componen la funcion (Cuando el valor se hace aun n
grande). Los estudiantes relacionan los objetos de GGB com
Descripcion de log deslizador y los trl_a}ngulos que aparecen y des_quben esto
catetos del triangulo| Partir de una relacion matematica de aproximacion. Tambié
como los cambios en x | déscriben los catetos del triangulo (que se habian activac
y. previamente) como los cambios en xy y.
Relacion  entre el . -
deslizador los En este recurso, el deslizador n controla basicamente todos |
segmentos y qud elementos que aparecen sobre, o de la funcion, aqui
D1 representan el cambio estudiantes describen la relacion que existe entre el valor d
dep a funcion deslizador y estos segmentos que aparecen, sin embar
(aproximacion a  la describen estos 8 como una "sombra" de la otra funcion, no hg
de?ivada) una descripcién matematica.
Los estudiantes establecen de manera clara la relacion entre |
Relacion entre objetos elementos de GGB y la incidencia que tienen unos sobre
GGB vy los objetof otros, por ejemplo, al nover el deslizador saben que este divid
D3 matematicos. al eje x en intervalos iguales, refiriéndose al cambio constan

Descripcion de nuevas
ideas a partir de lag
previas.

en x. También describen que entre mas grande el valor ¢
deslizador, los triangulos se aproximaran mas a la funcio
Ademas de eso, se refieren punédmente a la recta tangente a |
curva como elemento para encontrar la razén de cambio.

Tabla31:

AS T1S4
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5.4.2.4. Sobre el papel del tipo de recurso GGB usado en la implementacién: Abstraccion
Situada.

Este recurso se encontraba enmarcado en la categoria de exploracién de situaciones y
formulacion de conjeturas, y se programd de tal forma que al ingresar ufizncion, de manera
visual se observaran los cambios que presenta en cada punto sobre ella, estos cambios se hacian
mas cercanos a la curva de cambio conforme se hacia mas grande el valor del deslizador. Los
estudiantes logran relacionar todos los objeto<sGB que se usaron en su programacion y
evidencian la dependencia que tienen todos del deslizador. Los segmentos que aparecieron en
pantalla les permitieron relacionar de manera acertada algunos cambios que presenta la
funcion pero no logran describirlos conpletamente de manera acertada, estos fueron
relacionados graficamente con los triangulos diferenciales, pero no se describe de manera
formal o cercana la relacion matematica. Si bien los estudiantes apropiaron algunos elementos
relacionados con el cambiaoyo lograron un alcance total de lo presupuestado. El dinamismo del
deslizador y todos los elementos que controlaba, eran el elemento central para el correcto
desarrollo de la tarea. Los estudiantes finalmente logran la correcta exploracion de una
situacién buscando una posible conjetura sobre los segmentos a los que en algin momento

11T AT AOTT OOT i AOAdh DPAOT 11 1T A Al AATUAT ATIi bl AOAI

5.4.3. Tarea 2

Inicialmente, se solicitoé a los estudiantes abrir el archivo que contiene el recurso que mediara
esta tarea, dicho recurso cuenta con dos vistas graficas. En la vista grafica que se encuentra en
la parte inferior, aparecen los siguientes elementos: la cdlsi de entrada™Qw, la casilla de
control O# OQ@DAT ABMATAGA dAR @EO A yO& AdO@$ AOA A OE Ghla @O O 0T 6 8
gréfica que esta en la parte superior del recurso, aparece la representacion gréfica de la funcién
gue se ingresa en la alla de entrada, también el punto A, que puede moverse sobre dicha
gréfica y la recta tangente a la curva en ese punto. Ademas, aparece el valor y la representacion
grafica de la pendiente de la recta en mencion (triangulo rectangulo que se muestra akcr

la pendiente de una recta con la herramienta que ofrece GeoGebra para tal fin). Cuando la
pendiente de la recta es positiva, el triangulo que se muestra es de color azul y cuando la
pendiente es negativa, es de color rojo. En adicion a lo anteriorpagiece un segmento
perpendicular al ejex, que esta contenido en la recta perpendicular a dicho eje que pasa por el
punto A; la longitud del segmento es igual al valor de la pendiente de la recta tangente. Cabe
aclarar que cuando la pendiente de la rectaseositiva, el segmento aparece de color rojo y en

la parte superior del ejex, mientras que cuando la pendiente es negativa, el vector es de color
azul y aparece en la parte inferior del ej&.

Al activar el botonActiva rastroy mover el punto A, el extemo del segmento que no esta sobre

el ejex empieza a generar el rastro de la grafica correspondiente a la derivada de la funcion
ingresada en la casilla de entrada. El rastro de dicha grafica es de color azul en los intervalos
crecientes de la funcién omjinal y es rojo en los intervalos decrecientes. Al activar la casilla
Curva pendienteaparece la grafica de la derivada de la funcion y al activar el botDesactiva
rastro, deja de generarse el rastro cuando se mueve el puntsdbre la curva.
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Figura 37. Cuarta sesion Tarea 2

En primer lugar, se espera que los estudiantes evidencien que la longitud del segmento es igual
al valor de la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto A. En segundo lugar, se espera
guelos estudiantes asocien que el color del triangulo que representa la pendiente de la recta es
azul en los intervalos en los que la curva es creciente y rojo en los intervalos en los que la curva
es decreciente. En tercer lugar, se espera que los estudiamesocien los cambios de color del
rastro con los cambios de crecimiento de la funcion.

Una vez los estudiantes acceden al recurso, encuentran en la vista grafica la fundido @«

Los investigadores les solicitan medir el segmento perpendicular al ejgue aparece en la vista
grafica. Uno de los investigadores les explica en qué parte de la barra de herramientas
encuentran la herramienta para ejecutar dicha accion y les da indicaciones para usarla. Después
se pide a los estudiantes mover el punto A sob la grafica de la funcion y sé pregunta qué
sucede cuando mueven dicho punto, los estudiantes manifiestan que el segmento se mueve al
mismo tiempo que el punto. Luego, los investigadores preguntan cual es la pendiente de la recta,
los estudiantes iniciamente tienen dificultad para determinarla, pero una vez los
investigadores, mediante preguntas, les recuerdan ideas clave de sesiones pasadas, los
estudiantes determinan que la pendiente de la recta es 1. Se sugiere a los estudiantes observar
la medida delsegmento perpendicular, con la finalidad de lograr que evidencien que esta es
igual al valor de la pendiente.

En seguida, se solicita a los estudiantes ingresar en la casilla de entrada la fundifh ~ ®

« Una vez los estudiantes ingresan la funcignaparece la grafica de esta, los investigadores
piden a los estudiantes mover el punto A. Al mover el punto en un intervalo en el que la funcion
decrece, el triAngulo que representa la pendiente de la recta tangente cambia de color de azul a
rojo. Uno delos estudiantes pregunta a qué se debe este cambio de color dos de los estudiantes
aluden a que el cambio de color se debe a que el punto A esta ubicado en el segundo cuadrante
del plano, pues alli las coordenadas er son negativas. Cuando esto sucede urde los
investigadores interviene y pregunta a los estudiantes qué comportamiento tiene la curva en el
intervalo en el que se encuentra ubicado el punto. Los estudiantes manifiestan que la curva
decrece y que, por esa razon, el triangulo que representaiBAT AEAT OA AOOU OEAAEA
estudiante que esta manipulando el computador, mueve nuevamente el punto y lo lleva a un
intervalo en el que la curva es creciente, los investigadores preguntan qué comportamiento
tiene la curva en ese intervalo. Uno de losstudiantes manifiesta que, en este intervalo, la
funcion crece y por eso el triAngulo es de color azul. Seguido a esto, los investigadores solicitan
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llevar el punto A, hasta el punto minimo de la funcién y preguntan a los estudiantes por qué en
ese casmo se alcanza a visualizar el triangulo. Inicialmente los estudiantes sefialan que esto
sucede porque esa recta no tiene pendiente, sin embargo, después dan cuenta y razén de que la
pendiente es cero. Uno de los estudiantes aclara que no es cero, Sino ceroa uno, pues toma
como referencia el valor que sale en la pantalla. Otro de los estudiantes le dice que asi no sea
cero, ese valor se aproxima mucho a cero, el primer estudiante acepta que su compariero tiene
razon y que ademas en ese punto ya no se aleara visualizar el triangulo que representa la
pendiente.

Después, se solicita a los estudiantes hacer clic en el bof&xgtiva rastroy mover el punto A muy
despacio, a medida que el estudiante que estd manipulando el computador hace esto, va
apareciendo @ rastro de una recta en dos colores. Uno de los investigadores pregunta a los
AOOOAEAT OAO PT O NOi OOAAAA AOOT h 110 AOOOAEAT OAC
lugar negativo deyd U Al  OAOOOI O1 ET ApANdbMoalksto, IGSAT 1 OCA
investigadores preguntan qué comportamiento tiene la curva cuando el rastro es de color azul,
los estudiantes indican que, en ese intervalo la curva crece. Posterior a esto se concluye que en
el intervalo en que la curva crece la recta es azylen el intervalo en que la curva decrece, la
recta es roja. A continuacion, se pregunta a los estudiantes, cual es la pendiente de la recta
formada por el rastro. En ese momento uno de los estudiantes, pregunta donde esta el triangulo
gque representa la padiente de la recta formada por el rastro, uno de los investigadores le
sugiere construir el triangulo. Sin embargo, el estudiante que esta manipulando el recurso
mueve el punto A, intentando que la recta tangente a la curva sea paralela a la recta formada
por el rastro, en ese momento dos de los estudiantes afirman que la pendiente debe ser dos,
pues es la pendiente de la recta tangente cuando esta en esa posicion. A pesar de esto, los
estudiantes no se muestran totalmente convencidos e intentan emplearras estrategias, uno

de los estudiantes grafica dos puntos sobre la recta formada por el rastro, se infiere que tenia
la idea de construir la recta que pasa por esos puntos. Aln asi, el estudiante no termina de
ejecutar su idea; sus compafieros en ese momntersolicitan a los investigadores una pista. A
raiz de lo anterior, se pide a los estudiantes activar la casilzurvaz Pendiente al hacerlo ellos
evidencian que aparece la gréfica de la recta que formada por el rastro. Luego utilizan la
herramienta Pendente de GeoGebra, para verificar la afirmacion realizada previamente. En ese
momento comprueban que la pendiente de la recta si es dos.

Luego, se indica a los estudiantes que se realizara la misma tarea con otras funciones. Los
investigadores les solicitan desactivar la casillaCurva z Pendientey hacer clic en el botén

Desactivar rastroPosteriormente se ingresan las funcionesAT & py — owy al llevar a

cabo la tarea, se obtienen resultados similares a los encontrados al analizar la primera f@mnci

Al finalizar la implementacion, los investigadores inducen a los estudiantes mediante preguntas
a evidenciar que la primera funcion analizada fue una curva de grado dos y el rastro resultante
fue una recta mientras que, la tercera funcion analizada fuma curva de grado tres y el rastro
resultante fue una curva de grado dos.
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5.4.3.1. Analisis desde el marco conceptual de la covariaciéon

NUumero
de
tarea

Tipo de

recurso

Exploracion
de
situaciones

2 y
formulacién
de
conjeturas

Indicadores que se espera
desarrollar

AM3:
Los estudiantes reconocen cug
es la pendiente de la recta qu
aparece en pantalla yademas,
descubren que la medida de
segmento que se muestra e
pantalla, equivale a la medida d
la pendiente.

Nivel de alcance de cadaindicador

Cuando los estudiantes empezaron a hacer
exploracion del recurso, analizaron en primer lugar I
funcion "Qw  aBAunque inicialmente no recadaron
como hallar la pendiente de esta recta, cuando |
investigadores les recordaron, mediante preguntas
algunas ideas clave de sesiones anteriores, |
estudiantes lograron determinar de dos manera
distintas que la pendiente de la recta era 1. La pniera
estrategia, fue hacer uso de las coordenadas de ¢
puntos que pertenecen a la recta y la segung
estrategia, fue utilizar las medidas de los catetos d
triangulo rectangulo que representa la pendiente
realizar el cociente entre estas. En adicidnla anterior,
los estudiantes reconocieron que la medida dé
segmento perpendicular al ejex es igual al valor de Ig
pendiente de la recta. En este momento, se evidencig
indicador establecido para AM3.
Este indicador también se pudo evidenciar cuando $g
investigadores solicitaron a los estudiantes mover €
punto A, de modo que quedara ubicado en el pun
minimo de la funciénow ¢ pues, aunque en un prime
momento los estudiantes indicaron que en ese caso
recta no tenia pendientea posteriori,evidenciaron que
la pendiente en ese caso era cero. Otro comportamien
asociado con este indicador se presentd cuando
solicito a los estudiantes hallar la pendiente de la rect
formada por el rastro al mover el punto A sobre I
funcion mencionada previamente. La estrategi
utilizada en ese caso fue ubicar la recta tangente a
curva, de modo que fuese paralela a la recta forma
por el rastro.

AM4:
Los estudiantes asocian €
cambio de color del triangulo que
aparece cuando mueven el punt
que aparece sobre la curva, co
los cambios de crecimiento
decrecimiento que experimentan
las funciones ingresadas.

Al realizar el andlisis de la funcién® cHos
estudiantes asociaron el cambio de color y la posicid
del triangulo que representa la pendiente de la rect
tangente con el comportamiento de la funcion de |
funcién en términos de crecimiento y decrecimiento
También, relacionaron este comportamierd de la
funcién, con los colores de la recta generada por
rastro. Los comportamientos descritos anteriormente
también se pudieron evidenciar al realizar el analisis d

las funcionescAT & py— oa Por lo anterior, es

valido afirmar que durante la implementacion de la
tarea los estudiantes mostraron comportamientog
asociados a este indicador.

Tabla32: Carlson T2S4

5.4.3.2. Sobre el papel del tipo de recurso GGB usado en la implementacién: Carlson.

Para la segunda tarea se utilizd un recurso que se sitla en la categodd@@Di | OAAE& T
OEOOAAET T AO U £ Ol ek heAtdas ique Aefresdnio TparalIGsGesrddi@ries

fueron las siguientes:
V El movimiento del punto A sobre la curva permitié evimar la pendiente de la recta

tangente en diferentes puntos de la curva; tener la posibilidad de trabajar con distintos
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casos, permiti6 a los estudiantes generalizar el comportamiento de los objetos
matematicas en estudio y asi obtener conclusiones al resgo.

El uso de la representacion grafica de la pendiente con colores permitié que los
estudiantes establecieran una relaciébn entre el signo de la pendiente y el
comportamiento en términos de crecimiento y decrecimiento de la funcién. Esto
también sucedi6 con los colores del rastro, pues los estudiantes los asociaron al

comportamiento sefalado previamente.

Tener la posibilidad de visualizar el rastro del movimiento del punto, permitio tener un

panorama general de los cambios de crecimiento de la funcién efeterminados

intervalos.

El uso de la casilla de entrada hizo posible que se llevara a cabo el analisis con diferentes

tipos de funciones y que los estudiantes pudieran determinar que, sin importar el tipo
de funcion, la asociacion entre los colores y elomportamiento en términos de
crecimiento de la funcién siempre se presentaba.

Esta tarea no habria podido llevarse a cabo utilizando lapiz y papel, pues con este tipo de
tecnologias no habria sido posible lograr el dinamismo que brindan el movimiento delpto
sobre la curva, la aparicion del rastro de la grafica de la derivada de la funcién y la
representacion grafica de la pendiente de la recta. Consideramos que el uso del recurso fue
pertinente, en tanto que se lograron en buena medida los indicadoresgpuestos, esto se le
atribuye a las ventajas mencionadas previamente.

5.4.3.3. Andlisis desde el marco de abstraccion situada

Recurso Ind Descripcion Analisis de la interaccion
Uso de Ia Al comenzar a usar el recurso, la primera e}ccién de |
herramientas estudiantes, guiados por la mve_stlgadora es medir el segmen
A0 . . gue aparece en pantalla cuyo origen se encuentra sobre el ejg
distancia para N ! . i ; .
. No hay descripciones matemécas ni relacion entre objetos, sing
medir segmentos.
solo uso de los elementos del recurso.
Descripcion de lag Los estudiantes describen una relacién de movimiento entre
acciones que segmento y el punto que seencuentra sobre la funcion. E
BO |realizan los objetos| importante mencionar que aun no se han desarrollado ideg
GGB a partir dg matematicas que puedan relacionarse con estos elementos
2: Exploracion de otros. GGB.
situaciones y A pesar de queen las sesiones pasadas, recursos pasado
formulacion de Relacion nula entre| demas se ha trabajado constantemente la idea de cambio en
conjeturas objetos cambio en vy, los estudiantes no logran establecer esa relaci
Z1 | matematicos aqui. De hecho al tratar de describirla, la describen mal y es
trabajos  (cambios| investigadora quiendebe intervenir para guiar a los estudianteg
enxyy) a una buena descripcién. Se recuerdan elementos trabajados
la primera sesion.
Los estudiantes describen la relacion que se establece entre
Relacion entre| triangulo, la pendiente que representa y el valor de la longitu
B2 | triangulo, pendiente | de este segmento. Interpretan el valor de los catetos de triangu
y segmento. y a partir de estos encuentran el valor de la pendiente, afian
que este valor es igual a la longitud que midieron en el segmen
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D2

Descripcion de la
relacion del color de

los triangulos de
pendiente con los
valores de

crecimiento y
decrecimiento de la
funcion.

Al mover el punto sobre la funcidn, este también mueve la rec
tangente construida, la pendiente toma un color rojo cuandal
recta es decreciente y azul cuando es creciente, a partir de e
relacion de colores los estudiantes describen los cambios
crecimiento y decrecimiento de la funcion ingresada. Tambié
describen que cuando el triAngulo desaparece es porque hay
cambio de crecimiento y la pendiente de la recta es nula.

D2

Descripcion de la
relacion del color de
la curva de cambio
con los valores de
crecimiento y
decrecimiento de la
funcion.

Al activar la casilla rastro que los investigadores indican a Ig
estudiantes, aparece una “"curva" dividida en dos colorg
nuevamente, azul y rojo. Los estudiantes, de manera similar q
con los triangulos describen la relacion de crecimiento
decrecimiento de la funcién a partir de los colores de la cury
(donde la cuwva es roja es porque la pendiente de la rec
tangente es decreciente y por tanto la funcién y viceversa con
color azul)

B3

Relacion de la curve
de cambio con el
valor de la
pendiente de la
recta. Relacién cor|
elementos previos.

Los estudiantes desdben la curva de cambio como una recta
para tratar de describir la pendiente de esta usan la de la rec
tangente. El investigador da la indicacion de dar clic a la casi
"curva - pendiente" y al aparecer esta, usan la herramient
pendiente para recon@er su valor.

D2

Relacion entre la|
pendiente de la
recta tangente, sy
ubicacion 'y el
crecimiento y
decrecimiento de la
funcién.

Los estudiantes reconocen queal mover el punto sobre la
funcién, la recta también se mueve y que su pendiente cami
segun el lugar en el que esté ubicada sobre la esta, describer|
pendiente como positiva, negativa, cero, positiva, negativa, cer
y relacionan estos valores conlerecimiento y decrecimiento de|
la funcién.

D4

Descripcion de la
curva de cambio 4
partir de los
cambios de
crecimiento de la
funcion.

A partir de lo trabajado, los estudiantes describen los tramdg
rojos y azules de la curva de cambio en relacién con los camb
de crecimiento de la funcién y dan una interpretacién generg
para cualquier funcién ingresada.

C3

Descripcion de la
representacion
analitica de la curva
de cambio.

Los estudiantes no solo describen una relacién geométrica y

colores entre los elementos proporcionados por el recurso talg
como la funcién, la pendiente y la curva de cambio, sino q
ademas describen que si tudran que representarla seria solq
quitarle un "grado" a la funcién, esto quiere decir que se tendr
que restar una potencia a la funcion original y esto daria la cur

de cambio.

Tabla33: AS T2S4

5.4.3.4. Sobre el papel del tipo de recurso GGB usado en la implementacion: Abstraccion

Situada.

En este recurso, inicialmente los estudiantes establecen prontamente relaciones entre los
objetos GGB que se usan alli, e incluso desarrollan acciones que mamstra y razon de ello,

pero no describen las relaciones matematicas que se pueden corporeizar a través de estos, es

posteriormente y gracias a la investigadora que los estudiantes describen la relacion entre los
cambios enwy cambios enw En este reurso habia dos elementos centrales que permitirian la
correcta descripcién de la funcion a partir de la curva de cambio, en primer lugar el dinamismo

de los puntos y el rastro que generaban estos al moverlos y en segundo lugar, el color dejado

por el rastro, el cual se relaciona directamente con el valor de la pendiente en un punto sobre
la funcion (rojo z negativo y azulz positivo). A partir del movimiento de los puntos sobre la
funcién y el ejewy los estudiantes iban generando una curva seccionada @ws colores; colores
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gue usaron para la descripcion del comportamiento de la funcion. A partir de la exploracion con
los puntos los estudiantes conjeturaban aspectos sobre el comportamiento de la curva de
cambio en relacion con la funcién original y asi eanzar lo presupuestado en la planeacion
previa.

5.4.4. Tarea 3

Inicialmente, se solicita a los estudiantes abrir el recurso GeoGebra que mediara esta tarea, este
cuenta con dos vistas graficas. En la vista grafica que se encuentra en la parte inferjpayacen

los siguientes elementos: la casilla de entrad®oh Al ANGEGA DABGODAOGAAOEOA
O A O @ ratasilla de controld - O A © O O A EndelistA gr&fida §u@ esta en la parte superior
del recurso, aparece el punto A, que puede merse sobre el ejex, también se muestra un
segmento perpendicular a dicho eje por el punto A.

Al activar el botonActiva rastroy mover el punto A sobre el eje, el extremo del segmento que

no esta sobre el ejxempieza a generar el rastro de la graficcorrespondiente a la derivada de

la funcién ingresada en la casilla de entrada. El rastro de dicha grafica es de color azul en los
intervalos crecientes de la funcion original y es rojo en los intervalos decrecientes. Al activar la
casilla Muestra funcid, aparece la grafica de la funcion ingresada en la casilla de entrada y al
activar el botén Desactiva rastrg deja de generarse el rastro cuando se mueve el puntsdbre

la curva.

i

x)=2 + x [Activa rastro [Desa:‘tl\ra rastro ] wiesmanncien

Figura 38. Cuarta sesion Tarea 3

Al hacer clic en el botonActiva rastroy empezar a mover el punto A, se mueve también el
segmento perpendicular a lo largo del ejgy se empieza a generar, a partir del rastro, la gréafica
de la derivada de la funcién ingresada en la casilla de entradan grimer lugar, se espera que,

al ingresar funciones lineales, los estudiantes evidencien que la longitud del segmento
perpendicular es constante, y que esto se debe precisamente a que los cambios en una funcion
lineal son de este tipo. En segundo lugare £spera que los estudiantes cuantifiquen el cambio
presentado en las funciones lineales ingresadas en la casilla de entrada, o bien de las curvas de
cambio de funciones de grado dos, indicando el valor de su pendiente. En tercer lugar, se espera
gue los estudiantes relacionen los colores del rastro de la curva de cambio (derivada) con los
cambios de crecimiento de la funcion original. Ademas, que reconozcan que, en el caso de las
funciones polinémicas, la curva de cambio tiene un grado menor que la funciéniginal y
determinen su ecuacién. En cuarto lugar, se espera que, a partir de la curva de cambio, los
estudiantes hagan una estimacion de la forma que tiene la curva original. Para verificar las
conjeturas que hagan al respecto, podran activar la casilMuestra funcion
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Una vez los estudiantes ingresan al recurso, los investigadores les solicitan ingresar en la casilla
de entrada la funcibn™Qw  wy seguido a esto, mover el punto A; en ese momento los
estudiantes se dan cuenta de que el punto solo puede moverse sobrejelk. Seguido a esto, los
investigadores preguntan si el segmento cambia en algiin momento cuando se mueve el punto,
los estudiantes manifiestan que esto no sucede. Después, se les da la indicacion de ingresar en
la casilla de entrada la funciérgw oy sepregunta si evidencian algun cambio en el segmento,
los estudiantes manifiestan que no. Entonces, se solicita que activen la cadiaestra funcién

y se pregunta si creen que la grafica que aparece alli es la grafica de la funcion ingresada. Ellos
indican que si, argumentando que el punto de corte es 3 y la pendiente es dos. En un primer
momento uno de los estudiantes dice que la pendiente es 3, sin embargo, se evidencia que
intenta imaginar el triAngulo rectangulo que representa la pendiente de la rectaconcluye que
efectivamente es dos. Seguido a esto se solicitd hacer clic en el boAétiva rastroy mover el
poi 01 '8 11 OAO NOA Al OAOGOOT AOA AA AT171T0 AU
cuando los investigadores le preguntaron pogué razén creia que esto era asi, el estudiante
manifestd que esto sucedia porque la funcién estaba creciendo. En ese momento se concluyé
gue la pendiente de la recta tenia signo positivo. Un estudiante cambia de signo el signo de la
pendiente de la funcdn ingresada de modo que esta seacw oYy luego empieza a mover el
punto, en este caso, el rastro generado es de color rojo. Otro de los estudiantes sefiala que esto
sucede porque la pendiente de la recta es negativa. En adicion a lo anterior, otro de los
estudiantes sefiala que la recta generada por el rastro corta al gjen ¢, dado que esta es la
pendiente de la funcién original.

Aunque los estudiantes manifestaron que al ingresar las dos funciones lineales el segmento no
varié su tamafio, no indicaron ge esto se debia a que los cambios en estas funciones eran
constantes. Por lo anterior, se permiti6 que los estudiantes analizaran otras funciones sin
desactivar la casillavMiuestra funcion Se esperaba que, al repetir la tarea bajo estas condiciones,
los estudiantes evidenciaran los cambios que presentaban las funciones originales y su relacién
con la grafica formada por el rastro y asi lograran estimar la forma que tendria la grafica de la
funcion original a partir de la grafica de la curva de cambio.

Se ®licitd a los estudiantes ingresar la funciérmw y se solicito empezar a mover el punto A. Al
observar lo que sucede uno de los estudiantes manifiesta que la gréfica de la curva de cambio
tiene un grado menos que la funcion ingresada inicialmente. Ademéss estudiantes reconocen

qgue en el tramo en que la funcién es creciente el rastro es azul, pero en el tramo en el que es
decreciente, el rastro es rojo. Luego, se pide a los estudiantes ingresar la funcidow y se
pregunta cual creen que es la formaal rastro que se va a generar, ellos manifiestan que el
rastro es una recta. Seguido a esto se pregunta cual es la pendiente de dicha recta, ellos
manifiestan que es cinco, para dar esta respuesta, trataron de hacer una estimacion del
triangulo que representa la pendiente de la recta. Sin embargo, para comprobar su respuesta,
grafican dos puntos sobre la recta formada por el rastro, trazan la recta que pasa por esos dos
puntos y calculan la pendiente de esta usando la herramienta que ofrece GeoGebra pata es
fin. El valor obtenido esufw @uno de los estudiantes verbaliza que este valor es muy cercano a
6, en este momento otro de los estudiantes mueve la vista gréfica y vuelve a generar el rastro
de la curva de cambio con el movimiento del punto A. En es@mento uno de los estudiantes
AEEOI A NOA 1T A PAT AEAT OA OAOpA OAEO POAOGOT NOA
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ese momento el estudiante traté de imaginar el triangulo que representa la pendiente y realizé
el cociente entre el cambio emoy el cambio enx. Al escuchar esto, uno de sus compafieros le
dice que el signo de la pendiente es negativo, es decir que la pendiente de la curva de cambio
de la funcibn ow es @. En ese momento uno de los investigadores les pregunta cuél es el
punto de corte de la curva de cambio, uno de los estudiantes indica que es cero. Después de esto
los estudiantes concluyen que la ecuacion de la curva de cambio dsw es@uBA continuacion,

uno de los investigadores toma nota de estos datos en el tablero, aniga una tabla con dos
columnas, una de ellas denominadfanciény la otra denominadaRastra

Después los investigadores solicitan a los estudiantes ingresar la funciérr@ , uno de los
estudiantes se anticipa a conjeturar que la ecuacién de la curva dambio sera Uy los
investigadores les sugieren hacer uso del recurso para comprobar. Una vez ingresan la funcién,
el estudiante que esta manipulando el computador, grafica dos puntos sobre la recta que forma
el rastro y traza la recta que pasa por esa@os puntos. Seguido a esto uno de los investigadores
pregunta cédmo es la pendiente de esa recta, uno de los estudiantes responde que es negativa,
puesto que la recta decrece. Los estudiantes utilizan la herramienta que ofrece GeoGebra para
calcular la pendente de una recta y el valor que obtienen esxfx @al observar este valor,
concluyen que la conjetura realizada por uno de sus compafieros es correcta. Uno de los
investigadores agrega los datos obtenidos en esta ocasion a la tabla realizada previamente en
el tablero.

A continuacion, se solicita a los ésdiantes ingresar la funciénqw , seguido a esto se pregunta
qué tipo de curva aparece en el rastro cuando la funcion ingresada es una parabola, los
estudiantes afirman que aparece una recta. Una vez ingresan la funcion de grado tres,
conjeturan que el mastro formara una pardbola, uno de los estudiantes manifiesta que la
ecuacion de la pardbola serdw . Sin embargo, uno de los investigadores le sugirié recordar el
procedimiento realizado para conocer la ecuacién de la curva de cambio en los casos aates.
Finalmente, los estudiantes concluyen que la ecuacion de la curva de cambio para la funcién
Cw , resulta sergw . Para comprobar su hipétesis, se sugiere a los estudiantes ingresar en la
barra de entrada de GeoGebra la curwgw con el fin de deteminar si coincide con la curva
generada por el rastro al hacerlo, los estudiantes dan cuenta de que asi. Luego, uno de los
investigadores les pregunta cual seria la ecuacion de la curva que forma el rastro si se ingresa
la funcién vw , los estudiantes nanifiestan que esta seria p 6 8Se pregunta también por la
concavidad de la pardbola resultante en el rastro, los estudiantes indican mediante un gesto
gue esta sera concava hacia abajo. Después, se realiza la verificacion de la ecuacion de la curva
de ambio para la funcién vw 8

Posteriormente, los investigadores solicitan a los estudiantes desactivar la casilduestra
funciény seguido a esto ingresar la funciom@w TWWw PB® T, uno de los estudiantes
empieza a mover el punto A sobre el ejee®ide a los estudiantes observar la curva formada
por el rastro e indicar en qué partes la funcién original es creciente. Uno de los estudiantes
sefala las dos partes de la curva formada por el rastro que aparecen en color azul. Los
investigadores sugieren a los estudiantes utilizar intervalos para hacer referencia al
comportamiento de la funcién original. Inicialmente se les pregunta a los estudiantes cual es el
comportamiento de dicha funcién entre @y T. Luego, se pregunta a los estudiantes en qué
intervalo la funcion original es decreciente, los estudiantes manifiestan que esto sucede
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aproximadamente entre T y p, después se les pregunta en qué intervalo la funcién original
vuelve a ser creciente, a lo que los estudiantes responden que desde 1 en adel A
continuacién, se pide a los estudiantes activar la casilMuestrafuncion y comprobar si sus
afirmaciones son correctas. El estudiante que esta manipulando el computador en ese momento
recorre la curva original con el cursor y los estudiantes evahcian que sus afirmaciones fueron
correctas. Se repite la misma tarea con las funcionesT@®w TAW pPAW Y CRW Y

¢i Q& oAl @. Los estudiantes no presentan dificultad para determinar a partir de la
curva de cambio en qué tramos la funcién origal es creciente o decreciente. Contrario a lo
ocurrido en otras sesiones, durante esta los estudiantes no recurrieron al uso de lapiz y papel
para realizar bosquejos de las graficas o bien, para hacer anotaciones sobre algunos datos en
particular.

Para realizar el cierre, los investigadores realizan un resumen de las ideas clave trabajadas
durante la sesion. Alli se evidencian algunos comportamientos asociados con las acciones

mentales planteadas en la herramienta analitica del marco conceptual de la coaaién. Estos
seran descritos en el andlisis que se presenta en el siguiente apartado.

5.4.4.1. Analisis desde el marco conceptual de la covariacion

Namero
de
tarea

Tipo de

recurso

Indicadores que se espera
desarrollar

AM2:

Al ingresar funciones lineales a
recurso y mover el punto A, log
estudiantes verbalizan que e
tamafio del segmento ng
presenta ningln cambio.

Nivel de alcance de cadaindicador

Cuando se propone a losstudiantes ingresar funcioneg
lineales al recurso, ellos dan cuenta y razon de que
segmento no varia a medida que el punto A se mue|
sobre el eje. Sin embargo, no aluden a que esto se d
a que en las funciones lineales los cambios s
constantes. Po tal razén se considera que est
indicador no se alcanzé en su totalidad.

Cuando los investigadores realizan el resumen para d
cierre a la sesion, uno de los estudiantes alude a que
cambios eny dependen de los cambios emx. Es decir
que, sixaumenta,y también lo hara. Esto indica que lo
estudiantes estan coordinando la direccion del cambig

Los estudiantes determinan e
valor de la pendiente de lag
funciones lineales ingresadas

bien, de las rectas generadas
partir del rastro que se obtiene al
mover el punto A.

El primer comportamiento asociado con este indicado
que evidenciaron los estdiantes se presentd cuand

Explc(;;amon deterr_ninaron la Rendiente de la f_unciéncdo o. Los
situaciones estudiantes también logran determlna_lr la pendlent_e dg

3 y las rectas generadas por _el rastro _aI ingresar fu'rl’c:lone
formulacion de grado dos. Para estg intentan imaginar el trla.ngul

de que represfena_lla pendiente de las rect'as y obtiene
conjeturas | AM3: una aproximacion a este valor. Ademés, proceden

verificarlo aplicando una estrategia que consistio e
graficar dos puntos sobre la recta generada por
rastro y trazar la recta que pasa por esos dos puntd
para luego usar la herramienta que ofrece GeoGebh
para este fin.

Al realizar el resumen de la sesion, los investigadorg
proponen una situacién a los estudiantes en la que I¢
sugieren suponer que mientras uno de ellos viaja en (
carro que avanza 20 KilometrogKm) en una hora y ung
de los investigadores viaja en otro carro que avanza 4
Km en una hora. Se pregunta cual de los carros va
rapido. Uno de los estudiantes responde que el car
que recorri6 40 Km. Al realizar la representacior
gréfica de la situ&ién, uno de los investigadores pide g

117



estudiante justificar su respuesta. Los estudiantes €
general manifiestan que esto paso6 debido a que de |
dos este fue el carro que recorri6 mayor distancia €
una hora. Seguido a esto, uno de los investigadoresce
referencia al recurso utilizado en la tarea 1, y pregunt
a los estudiantes dados dos triangulos, formados en d
intervalos de una funcién, uno con mayor altura que ¢
otro, cudl es el que evidencia un cambio mayor en
funcién. Los estudiantes indian que la razén de cambi
es mayor en el punto en el que el triangulo tiene mayq
altura.

Los dos comportamientos mencionados previament
se consideran evidencia de AM3, puesto que |
estudiantes estan cuantificando el cambio.

AM4:
Los estudiantes relacionan log
colores del rastro, con log

cambios que presenta la funcior
y a partir de esto determinan si
esta crece o decrece en u
intervalo. También, reconocer
que en el caso de las funciong
polinémicas, la funciéon formada
por el rastro tiene un grado
menor que la funcién original |
determinan su ecuacion.

Fue posible evidenciar este indicador a lo largo de
implementacion de la tarea, puesto que los estudiante
relacionaron los cambios de crecimiento de la funcio
original con loscambios de color de la curva de cambi
generada por el rastro. Esto sucedi6 con todas |
funciones trabajadas durante la sesior]
Adicionalmente, en la dltima parte de Ig
implementacién de la tarea, los estudiantes lograro
identificar los intervalos en los que la funcion original
era creciente y decreciente Unicamente a partir de |
visualizaciéon de la curva de cambio generada por
rastro.

Otro comportamiento asociado con este indicador s
presentd cuando los estudiantes lograron determina
que, en el aso de las funciones polindmicas, el rastro @
la curva de cambio tiene un grado menos que la funcic
original. Ademas, los estudiantes descubrieron com
hallar la ecuacion de la curva de cambio a partir de I
regularidades observadas a medida que se llaba a
cabo el andlisis de varias funciones.

AMS5:
Los estudiantes identifican log
puntos de inflexibn de las

funciones trabajadas como log
puntos en los que cambia I3
concavidad. También, predicen |
concavidad de la funcion origina
a partir del rastro, o bien la
concavidad que va a presentar €
rastro, cuando ingresan I3
funcion original.

Durante la implementacién de la tarea, no ¢
presentaron comportamientos que respondan
cabalidad al indicador planteado para esta accig
mental. Sin embargo durante la intervencién, se
presentaron dos comportamientos que se acercan
AMB. Estos se describen a continuacion:

Cuando se pregunto a los estudiantes por la concavid
de la parabola que generaria el rastro, una vez
ingresara la funcion v y ellos indican que estd
resultaria ser céncava hacia abajo.

Ahora bien, cuando se realizé el resumen de la sesiof
se habld acerca de la tarea 1, los estudiantes aludier
a que cuando aumentaba el valor del deslizadar, los
triangulos que representan la raén de cambio se
hacian méas pequerios y esto implicaba que el cambio
cierto punto de la funcion tendia a cero. Adema
hicieron mencién del término razéon de cambig
instantanea. Sin embargo, después se determiné qu
este comportamiento se puede clasificar como
pseudoanalitico, pues al preguntar a los estudiante
qué operaciéon relacionaban con una razén, ellg
aludieron a otras operaciones basicas distintas a
division.

Tabla34: Carlson T3S4
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5.4.4.2. Sobre el papel del tipode recurso GGB usado en la implementacion: Carlson.
Para la tercera tarea se utilizo un recurso que se sita en la categadige@ b1 | OAAE&T AA

U &I Of OI AAE &1 SeAohAsidéra queekt® @mdedddtd las siguientes ventajas para los
estudiantes:

V Eluso de la casilla de entrada hizo posible que se llevara a cabo el andlisis con diferentes
tipos de funciones y que los estudiantes pudieran determinar que, sin importar el tipo
de funcion, la asociacion entre los colores del rastro y el comporta@mto en términos
de crecimiento de la funcién siempre se presentaba.

V Tener acceso a la representacion grafica de la funcion original y la curva de cambio
generada por el rastro hizo posible que los estudiantes establecieran relaciones entre
estas. Por ejeplo, hizo posible que los estudiantes concluyeran que, en el caso de las
funciones polinébmicas, la curva de cambio tiene un grado menor que la funcién original.
Esto también hizo posible que los estudiantes evidenciaran la regularidad para hallar la
ecuagon de la curva de cambio.

V Tener la posibilidad de generar el rastro de la curva de cambio con diferentes colores,
permitié que los estudiantes lograran determinar a partir de este en qué intervalos la
funcién original seria creciente y en qué intervalosesia decreciente.

Esta tarea no habria podido llevarse a cabo utilizando lapiz y papel, pues con este tipo de
tecnologias no habria sido posible lograr el dinamismo que brindan el movimiento del punto
sobre ejex, la aparicion del rastro de la grafica dealderivada de la funcion y la representacion
gréfica de la funcién original. Consideramos que el uso del recurso fue pertinente, en tanto que
se lograron en buena medida los indicadores propuestos ademas, los estudiantes tuvieron la
oportunidad de verificar sus conjeturas haciendo uso del recurso.

5.4.4.3. Analisis desde el marco de abstraccion situada.
Recurso Ind Descripcion Andlisis de la interaccion
Relacién entre la
longitud constante
del segmento y el
cambio constante de
la funcion
ingresada.
Relacién entre Ia
longitud constante
del segmento y el
3: Exploracion de cambio constante de
situaciones y la funcién
formulacion de ingresada.
conjeturas Descripcion de la
relacion entre el
rastro de la curva de
B4 | cambio y la funcion

Los estudiantes reconocen que al ingresar una funcién lineal
mover un punto sobre el eje x, el segmento que se encuen
acompafiandolo no tiene ningln camls, se mantiene constante
Este segmento representa el cambio que presenta la funcién
el valor de x sobre el cual se encuentre el punto, al tener u
longitud constante para cualquier punto es porque su cambio €
ese valor también lo es. Sucede algo siani si se ingresa ung
funcion lineal decreciente, pues el segmento aparece en la pa
negativa del plano y de color rojo, pero se mantiene constante

B2

Los estudiantes se refieren a que el rastro que se genera es |
"dimension" menos que la funcién ingresada, es decir, Si

ingresa una funcién de grado dos, el rastro generara una funci
de grado 1, es decir una recta. Ademas también usan los colo

ingresada. . . L S
o rojo y azul para referirse al crecimiento y decrecimiento
Descripcion del . .
. respectivamente, de la funcion.
cambio.

Descripcion de lal Los estudiantes se muestran interesados por describir
C4 | ecuacion de la curvg ecuacion de la recta que representa el cambio de una funcion
de cambio (recta). | grado dos, para esto usan el corte con el eje y la pendiente de €
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Descripcion de la
relacién entre las
expresiones
analiticas de la
funcion y la curva de
cambio.

Uso de la regls
construida para
otras funciones.

para construir su expresion y describen una regla para encontra
su forma analitica a partir de la funcion ingresada, usando la id¢
previa de la disminucion de una dimension. Esto lo realizan pal
la funcion-3x"2 cuya curva de cambio estaria representada pq
-6x. Al final los estudiantes usan esta regla para otras fupboes
de grado mayor. Esta regla descrita es la forma para encontrar
derivada de una funcion polinémica. Es importante resaltar qu
aqui es la representacion grafica de las funciones las que
permite a los estudiantes el establecimiento de las relaagiéasi
como los conocimientos previos.

D4

Descripcion de la
funcion ingresada a
la partir del anélisis
de la curva de
cambio.

Al ingresar una nueva funcién en el recurso se les pide a |
estudiantes que a partir del rastro generado por el segmento gy
pueden mover deben realizar una descripciérde la funcion
ingresada. Este rastro deja marcas de dos colores, unarojay |
azul, los estudiantes describen que la funcién original debe s
creciente en el intervalo en el cual el segmento deja una mar
azul y debe ser decreciente en los intervalosnelos cudles Ig
marca es roja. Estos elementos son comprobados a partir de
aparicién de la funcién original en el recurso.

D4

Unificacién de
elementos
trabajados en las
sesiones previas cor|
los elementos
trabajados en la
sesion actual.

Los estudiantes realizan algunas descripciones respecto a
cambios de las funciones, hablando de varios de los elemen
usados en las sesiore previas tales como triangulos, coloreg
puntos, movimientos y demas. Describen las relaciong
establecidas entre estos elementos de GGB y los obje
matematicos.

Tabla35: AS- T3S4

5.4.4.4. Sobre el papel del tipo de recurso GGB usado en la implementacién: Abstraccion

Situada.

%l OAAOOOT oh OATpPA 1T A PAOOEAOI AOEAAA AA OAOh bPI
el anterior se buscaba una descripcion de la curva de camlzigartir de la funcién original y en

este se busca una descripcién de la funcion original a partir de la curva de cambio. De manera

similar, los estudiantes establecen las relaciones entre los objetos GGB que corporeizan la curva

de cambio (segmento moviken la pantalla y la funcion que ingresan). Cuando los estudiantes

mueven el punto y ven el rastro dejado, nuevamente en dos colores, son capaces de describir la

forma de la funcién original o una muy cercana esta, creciente cuando la curva de cambio es

azul y decreciente cuando la curva de cambio es roja, ademas de esto, los estudiantes apropian

la relacion entre ambas curvas y llegan a conclusiones que no estaban presupuestadas, como la

AA 1T A AEOI ET OAEelT AA OT A OAEI Ah @ilafungionkrigind. A AOOOA
Por ejemplo, si la funcién original era de grado 2, su curva de cambio debia ser de grado 1. Para

cerrar con la sesion, los estudiantes realizan una descripcion de varios de los objetos
matematicos relacionados con el cambio dias funciones trabajados en las cuatro sesiones y

mencionan las respectivas relaciones entre estos elementos y como se ven corporeizados a

través de GGB. En esta sesion, al igual que la anterior, el dinamismo de los puntos vy la
construccién de la curva decambio a dos colores fue fundamental en la exploracion vy
conjeturacion de la forma de la funcién.
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CAPITULO 6: RESULTADOS GENERALES DEL ANALISIS

Presentamos en este capitulo, algunos resultados derivados del andlisis expuesto en el capitulo
anterior. En primer lugar, se presenta de manera sintética el nivel de alcance general de las
acciones mentales del marco conceptual de la covariacion, durante la implementacion
realizada. Ademas, se da a conocer el nivel de covariacion en el que consideramos se sit&an
estudiantes que fungieron como poblacion para esta investigacion. En tercer lugar se presentan
los resultados producto de la frecuencia de aparicion de los indicadores del marco de
abstraccion situada en las cuatro sesiones.

6.1. Resultados desdd earco conceptual de la covariacion

Inicialmente, presentaremos los resultados obtenidos a partir del andlisis sesion a sesion. Para
esto, construimos una tabla en la que se muestran los comportamientos asociados a cada una
de las accionesnentales, evidenciados en cada sesion. Se realiz6 una comparacion entre dichos
comportamientos y los indicadores que se esperaba que alcanzaran los estudiantes en cada
sesion. El nivel de alcance se evalud teniendo en cuenta los indicadores que se plantean
continuacion:

Indicador Descripcion
0 Los estudiantes no evidenciaron ninglin comportamiento asociado con

acciéon mental en estudio.

1 Los estudiantes mostraron comportamientos que ilustran parcialmente l¢
accién mental en estudio. Sikmbargo, estos no fueron descritos en lo
indicadores planteados por los investigadores.

2 Los estudiantes evidenciaron algunos de los comportamiento:
planteados en los indicadores propuestos por los investigadores, qt
ilustran la accién mental en estui.

3 Los estudiantes evidenciaron todos los comportamientos, planteados €
los indicadores propuestos por los investigadores, que ilustran la accic¢
mental en estudio.

Tabla36: Indicadores para evaluar el alcance de lasciones mentales

Esto quiere decir que si en la primera sesion, los estudiantes no evidenciaron ningun
comportamiento asociado con AM1, se le asignara el indicador O al nivel de alcance de esta
accion mental. Mientras que, si en la misma sesion, se evideamon todos los comportamientos
planteados en los indicadores propuestos que ilustran AM3, se le asignara el indicador 3 al
alcance de dicha accion mental. Cabe aclarar que en algunas sesiones no se plantearon
indicadores asociados a ciertas acciones maiés, en estos casos no se asigna ninguno de los
indicadores pues no aplican.

Ahora bien, una vez determinado el nivel de alcance de las acciones mentales en cada una de
las sesiones, daremos a conocer el nivel de razonamiento covariacional en el cuaig®mn los
estudiantes que fungieron como poblacion en nuestra investigacion. Seguido a esto, daremos a
los resultados producto de la frecuencia de aparicién de los indicadores relacionados con
Abstraccién Situada respecto a las cuatro sesiones.
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6.1.1. Sesion 1

Para la implementacion de las tareas propuestas en esta sesion, planteamos indicadores para
AM1, AM2 y AM3. Consideramos que, dado el nivel de complejidad de las tareas, no se
presentarian comportamientos asociados con AM4 y AM5, por tal razén, se plantearon
indicadores para estas acciones mentales. Los comportamientos evidenciados por los
estudiantes durante la sesion se enumeran en la siguiente tabla:

Accion
mental
AM1 A ldentificaron las magnitudes girgervienen en cada una de las tareas propuestas y reconocieron
ellas, dependia de la otra. Lo anterior lo evidenciaron mediante verbalizaciones al respecto y al

correctamente los ejes coordenados para representar graficamente lasegyaojpuestas.

Comportamientos asociados

Fueron conscientes de que, para dar solucién a las tareas propuestas, debian relacionar los ca
y en y, mediante un cociente.
AM2 A Reconocieron que cuando una de las variables aumenta, la otra también lo hace.

A Coordinaron el cambio en términos de subida y avance, pues dieron cuenta y razén de la pos
toma una recta, dependiendo de su pendiente.

A Durante toda la sesién se evidencio la tendencia a asociar la pendiente con la inclinacion de la
representa una situacion. Por ejemplo, mencionaron que, si no hay avance la recta que repr
carretera en la situacion dada en la tarea 2 es paralelaxal gjge cuando la pendiente es negativa
puede entender que el ciclista va en descenso.

AM3 A Dieron cuenta y razén de que el cambio es constante.

A Dado el porcentaje de inclinacion de una carretera, representada por una recta, determinaron Iz
de metros de subida y avance necesarios para obtener dicho porcentaje.

A Dada una situacion, seleccionaron la grafica con la recta que la representa, teniendo en cuenta l
en las variables dependiente e independiente para hallar la pendiente de esta.

Tabla37: Comportamientosasociados a las acciones mentaleSesion 1.

Al contrastar los indicadores planteados para cada accion mental con los comportamientos
evidenciados por los estudiantes, concluimos que el nivel de alcance del objetivo planteado para
la sesion fue alto. Lo mterior, teniendo en cuenta que todas las acciones mentales se evaluaron
con el indicador 3.

AM3 | AM4 | AMS5

Sesion 1

Figura 39. Sesion & Nivel de alcance de los indicadores propuestos

Esto quiere decir que los estudiantes evidenciaron todos los comgiamientos planteados por

los investigadores para cada una de las acciones mentales. Es valido afirmar que, durante la
implementacién de las tareas, los estudiantes lograron coordinar los valores de una variable
con los cambios en otra (AM1). También, logron coordinar la direccion del cambio de una
variable con los cambios de la otra (AM2) y cuantificaron el cambio en mencion (AM3).

Aunque en la implementacién los estudiantes manifestaron que no era de su agrado utilizar
tecnologias digitales en las clasede mateméticas y que no lo hacian con regularidad en sus
colegios, no presentaron dificultades en el manejo de los recursos que mediaron las tareas.
6.2.1. Sesion 2

Para la implementacién de las tareas propuestas en esta sesién, planteamos indicadores para
AM1, AM2, AM3 y AM4. Consideramos que, dado el nivel de complejidad de las tareas, no se
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presentarian comportamientos asociados con AM5, por tal razén, no se plaaten indicadores
para esta accion mental. Los comportamientos evidenciados por los estudiantes durante la
sesidn se enumeran en la siguiente tabla:

Accion Comportamientos asociados
mental
AM1 A No se alcanzo6 la hipétesis planteada a partir del indicador propuesto, pues el tinico comportam

se present6 durante la implementacion de la tarea asociado con esta acciéon mental fue catalog
pseudoanalitico.

AM2 A Una de las estudiantes concluy6 que a medida que aumenta el valor del desliaadwnta tambiér
la cantidad de segmentos que van apareciendo en pantalla.

A La estudiante mencionada previamente, también verbaliza que a medida que aumenta el ni

segnentos, la grafica formada por estos se va aproximando mas a la grafica de la funcién ingre

AM3 A Una de las estudiantes reconoce que cuando los segmentos estan inclinados hacia la izq
pendiente es positiva y cuando estilinados hacia la derecha, su pendiente es negativa.

AM4 A Una de las estudiantes verbaliza que en los intervalos en los que una funcién es creciente, la
de los segmentos que la forman es positiva y que en los intervalos en los que dicha$ueideciente
la pendiente de los segmentos que la forman es negativa

A Una de las estudiantes evidencia que la pendiente de la recta que pasa por los puntos A 'y B (rec
a la curva), es positiva en los intervalos en los que la funcion es aeecieegativa en los intervalos ¢
los que la funcion es decreciente

A Una de las estudiantes reconoce que en el punto méximo de la curva la pendiente es cero, perc
este valor con la nulidad del cambio en ese punto.

Tabla 38: Comportamientos asociados a las acciones mental8gsion 2

De manera general, el nivel de alcance del objetivo propuesto para esta sesion fue bajo, se
infiere que esto se debe a que en el momento de la aplicacion de las tareas Unicamente estuvo
presente una de los cinco estudiantes que participaron en la primerasion y fue ella quien
mostré algunos de los comportamientos asociados a los indicadores planteados. La
intervencion del resto de las estudiantes que participaron en esta sesion fue minima, por lo
general, aprobaban las intervenciones de la estudiante g@stuvo en la primera sesion o bien

se mostraban dubitativas frente a las preguntas que se realizaban a lo largo de la sesion.

AM2 | AM3

Sesion 2

Figura40. Sesion 2 Nivel de alcance de los indicadores propuestos

A partir de la informacién presentada en el grafico, podemos concluir que las estudiantes no
evidenciaron ninguno de los comportamientos asociados con AM1 que se plantearon en los
indicadores, sin embargo, esta accion mental se evalud con el indicador 1. Esto se debe a que
cuando una ddas estudiantes reconocidé que cuando aumenta el valor del deslizadgrtambién
aumenta el nimero de segmentos que aparece en la vista grafica, también reconocié de manera
implicita que cuando cambia el valor d& también cambia la cantidad de segmentossHlecir,

gue esta coordinando el valor de una variable, con los cambios en la otra, comportamiento que
describe AM1. Respecto a AM2 y AMS3, las estudiantes solo evidenciaron algunos de los
comportamientos planteados en los indicadores. Sin embargo, mostrarotodos los
comportamientos planteados para AM3.
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Los resultados del andlisis de esta sesién nos muestran que la emergencia de comportamientos
asociados a las distintas acciones mentales no se da siempre de forma jerarquica. Cuando nos
remitimos a la literatura y estudiamos la herramienta analitica propuesta por Carlson et. al.
(2003), asumimos que, si un estudiante evidencia comportamientos asociados con AM4, es
porque su nivel de alcance de las acciones mentales previas es alto. Sin embargo, durante la
implementacion llevada a cabo en esta sesion pudimos dar cuenta y razén de que esto no
siempre sucede. Pues, aunque el nivel de alcance de AM1, AM2 y AM3 no fue precisamente alto,
las estudiantes evidenciaron todos los comportamientos que propusimos para dtriar AM4.

6.3.1. Sesion 3

Para la implementacién de las tareas propuestas en esta sesion, planteamos indicadores para
AM1, AM2, AM3, AM4 y AM5. Los comportamientos evidenciados por los estudiantes durante
la sesién se enumeran en la siguiente tabla:

Accion Comportamientos asociados

mental
AM1 A Sefialaron que entre mayor es la distancia recorrida enyglreg@yor sera el valor de la pendiente de
segmento. En este caso, se infiere que reconocieron que, si cambia la distancia recorridayer
también va a cambiar el valor de la pendiente del segmento.

A Manifestaron que para hallar la expresion queresenta la pendiente del segmento dado, de
relacionar los cambios ey los cambios edymediante un cociente

A Argumentaron que los Unicos puntos del recurso que se pueden mover\son, dado quex es la
variable independiente que interviestela situacion.
AM2 A Determinaron que los segmentos de color rojo, paralelos xlrejeresentaban el cambioen
A Reconocieron que entre mayor es la distancia recorrida enyeheggror seréa el valor de la pendiente
un segmento.
A Dieron cuenta y razon, de que para hallar la expresion que representa la pendiente del segme
debian establecer relaciones entre las distancias que aparecieron al activar fyodsilla

A ldentificaron que la formula varia en funcion a la posidé los extremos del segmento en los difere
cuadrantes del plano cartesiano.

A Evidenciaron que entre mayor es la distancia entre los extremos del segmento, mayor seréa la
cambio promedio en ese intervalo de la curva.

AM3 A Antes de empezar aatiorar el bosquejo de la gréfica solicitada en lapiz y papel, uno de los estut
dibuja un segmento y a partir de su posicién (inclinado hacia la izquierda) y longitud, afirma que e:
pendiente igual a p.

A Al realizar el bosquejo, los estudiantavieron en cuenta el signo que tenia la pendiente de cada seg
lo que permitié que el bosquejo realizado fuera correcto en términos de crecimiento y decrecimie
curva.

A Reconocen que, si quieren graficar un segmento paraleloakej@enliente seréa cero, pues la curva
presenta cambios en ese intervalo.

A Plantean diferentes expresiones que representan la pendiente del segmento dado, teniendo en
implicaciones que tiene que los extremos del segmento estén ubicaiErsceiigar del plano

A A partir de la observacion de la curva estimaron cémo iba a ser la razén de cambio en diferentes i
y determinaron en cuéles de estos seria mayor 0 menor.

AM4 A Reconocieron en qué tramos las curvas trabajadas creleenegen, a partir del signo de la pendiente
los segmentos que la componen.
A Como querian construir una curva simétrica, tuvieron en cuenta que el tramo construido era cr
sus pendientes eran positivas, de modo que, para construir el traméasingéaficaron segmentos cc
las mismas pendientes del primer tramo, pero con signo negativo.
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A A partir de la exploracién con el recurso, plantearon una férmula general para hallar pendiente de «
segmento de recta.

A Verbalizaron que en los tramosles que la razén de cambio promedio es positiva, la funcion es crec
mientras que en los tramos en los que la funcién decrece, la razén de cambio promedio es nega

AM5 A Realizaron un bosquejo adecuado para la curva solicitada, déidtada de pendientes.
A Concluyeron que a medida que los intervalos entre las razones de cambio de una curva sean mas
la unién de segmentos que la representan se va a aproximar cada vez mas a la curva original.

Tabla 39: Comportamientos asociados a las acciones mentzl&gsion 3.

Al contrastar los indicadores propuestos para cada una de las tareas de esta sesion, con los
comportamientos evidenciados por los estudiantes durante la implementacion, podemos
concluir el nivel de alcance de los indicadores propuestos fue alto.

AM2 | AM3

Sesion 3

Figura 41. Sesién 3 Nivel de alcance de los indicadores propuestos

Cabe resaltar que cuatro de los cincos estudiantes no pudieron participar de la segunda sesién,
por tal razon, se disefié una tarea que les permitiera trabajar las ideas clave propuestas en la
sesién en la que se ausentaron. De acuerdo con los resultados obtenidos, es valido afirmar que
se alcanz6 el objetivo de dicha tarea, pues los estudiantes evidenciardados los
comportamientos asociados con AM1, AM2, AM3 y AM4 durante la implementacion de las tres
tareas. Si bien, al inicio de la sesién fue importante que la estudiante que particip6 en la segunda
sesion les brindara ciertas orientaciones a quienes no h&n estado presentes, los estudiantes
lograron evidenciar los comportamientos propuestos para ilustrar las diferentes acciones
mentales sin dificultad. Respecto a AM5, que fue evaluada con el indicador 2, cabe aclarar que
los estudiantes mostraron la mayda de los comportamientos propuestos en los indicadores.
Aunque no lograron alcanzarlos en su totalidad, se considera que el nivel de alcance del objetivo
de la sesién fue alto, puesto que la mayoria de los estudiantes no habia participado de la
segunda &sién.

Otro aspecto que vale la pena resaltar es que, aunque los estudiantes durante esta sesion se
mostraron mas cémodos al trabajar con tecnologia digital, aln seguian recurriendo al uso de
lapiz y papel para llevar a cabo las tareas propuestas.

6.4.1. Sesion 4

Para la implementacién de las tareas propuestas en esta sesion, planteamos indicadores para
AM1, AM2, AM3, AM4 y AM5. Los comportamientos evidenciados por los estudiantes durante
la sesién se enumeran en la siguiente tabla:

Accién Comportamientos asociados
mental
AM1 A Dieron cuenta y razén de que a cada uno de los puntos que se encontraba sobre el eje x, le co
un punto sobre la curva.
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A Cuando recordaron la nocién de imagen de una funcion, indicaron que la variable independi
interviene en la situacién &g/ la variable independiente gsSefialaron que, en consecuencia, el vi
que tomay, dependera del valor que toma

AM2 A Reconocieron que a medida que aumentaba el valor del deslizadotbién aumentaba la cantidad
puntos sobre la curva y, por tanto, la cantidad de puntos sobrexel eje

A Verbalizaron que los segmentos azules que aparecieron en el recurso represeamaidsserx de la
funcién ingresada y los segmentos rojos representan los camlyios en

AM3 A Concluyeron que los puntos que estan sobre la curva son imagenes de los puntos que estan s
X. Este resultado se obtuvo, a partir del reemplazo de ciertos valores tefuncion que estaba sien:
analizada.

A Teniendo en cuenta la longitud s segmentos azules y rojos, los estudiantes concluyeron qt
cambios erx eran constantes, pues los segmentos azules tienen la misma longitud, mientras
cambios ery varian, pues las longitudes de los segmentos son distintas.

A Evidenciaron quentre mas cercano esté un punto de la curva a un punto de inflexién, la longi
segmento que representa el cambig,era a ser menor, asi como el valor de la pendiente de la
tangente a la curva en ese punto.

A Reconocieron que la pendiente dedeta tangente en cualquier punto de inflexiéon de una curva es

A A través de diferentes estrategias, hallaron el valor de la pendiente de las funciones lineales an:
de las curvas de cambio de funciones de grado dos, generadas a partirodéérasinto A.

AM4 A Determinaron que la pendiente de la recta tangente a una curva es positiva en los intervalos en
funcién es creciente y es negativa en los tramos en los que la funcién decrece.
A Analizaron diferentes tipos de funciones y kfteieron una relacion entre los colores del rastro d
curva de cambio de una funcion y los intervalos en los que esta presenta cambios de crecimien
A Evidenciaron que, en el caso de las funciones polinémicas, la curva de cambio tiene un grado m
la funcidn original y descubrieron la regularidad para hallar la ecuacion de la curva de cambio.
AM5 A Reconocieron que, al hallar la pendiente de una recta tangente a una curva en un punto muy
cualquier punto de inflexién, el valor de la pendiente de dicha recta tenderia a cero.
A Cuando se pregunté por la forma que tendria la curva de cambipadiincion de grado 3, co
coeficiente negativo, los estudiantes indicaron que esta resultaria ser una parabola concava ha

Tabla40: Comportamientos asociados a las acciones mental8gsion 4.
Al contrastar los comporamientos evidenciados por los estudiantes con los indicadores

propuestos para la sesion, podemos concluir que el nivel de alcance de los indicadores
establecidos para la sesion cuatro fue alto.

AM1 | AM2 | AM3

Sesion 4

Figura 42. Sesion 4 Nivel dealcance de los indicadores propuestos

Esta afirmacion es valida en tanto que, a partir del grafico podemos evidenciar que los
estudiantes mostraron todos los comportamientos propuestos en los indicadores, asociados
con cuatro de las cinco acciones mental@sopuestas en el marco conceptual de la covariacion.

El indicador con el que se evalu6 AM5 fue 1, en tanto que los estudiantes evidenciaron
comportamientos que evidencian parcialmente la accion mental, pero que no fueron
propuestos en los indicadores de laance de esta. Ahora bien, el indicador de evaluacion
disminuyé respecto al alcance que se tuvo en la sesién 4. Esto se le atribuye a que el tiempo que
pasé entre la implementacién de las sesiones 3 y 4 fue mayor al que se estimo en la planeacion.
Esto debido a las dinamicas escolares de los estudiantes y a situaciones de orden publico que
impidieron que la sesion 4 se llevara a cabo en la fecha establecida. A raiz de esto, fue necesario
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retomar varias ideas trabajas en sesiones anteriores, pues estas famadentarian el desarrollo

de las tareas propuestas. Sin embargo, se considera que el objetivo planteado para la sesion se
alcanzé en gran parte.

En adicion a lo anterior, se evidencié que, durante esta sesion, los estudiantes se mostraron
mucho mascémodos con el uso de tecnologia digital, durante la primera sesion solo uno de los
estudiantes manipul6 el computador. Sin embargo, durante esta sesion todos los estudiantes lo
hicieron y se evidencié que se sentian mas confiados al hacerlo, pues ya céarooarias
herramientas que resultaban Utiles para comprobar sus conjeturas. Contrario a lo ocurrido en
otras sesiones, en esta oportunidad, los estudiantes no recurrieron al uso de lapiz y papel para
hacer anotaciones, operaciones o gréaficas relacionada®n la resolucion de las tareas
propuestas.

6.5.1. Nivel de razonamiento covariacional alcanzado

De acuerdo con la herramienta analitica propuesta en el marco conceptual de la covariacion,
para situar a un estudiante en cierto nivel de razonamiento covaational, primero es necesario
identificar qué acciones mentales ilustran los comportamientos que él evidencia en la
resolucion de tareas. En el capitulo anterior, presentamos el analisis de cada una de las 11
tareas implementadas durante cuatro sesiones.ske se realiz6 a la luz de los indicadores
formulados para cada tarea en particular, atendiendo a las cinco acciones mentales planteadas
por Carlson et. al. (2003).

Nivel de alcance de las acciones mentales del marco conceptual
de la covariacion

[

ALCANCE

INDICADOR DE
-

Sesion 4

Sesidn 3
Sesion 2

—
— Sesion 1

AM1 AM2Z AM3 AN AMS
ACCIONES MENTALES

Figura43. Nivel de alcance de las acciones mentales del n@meoeptual de la covariacion

A partir del grafico anterior, presentamos el panorama general, del nivel de alcance de los
indicadores propuestos para cada sesidn respecto a cada una de las acciones mentales. Vale la
pena recordar que, en la sesion 1 no sgantearon indicadores para AM4 y AM5 y en la sesién

2 no se plantearon indicadores para AMb.

Ahora bien, segun Carlson y sus colaboradores, es valido afirmar que un estudiante ha
alcanzado cierto nivel de razonamiento covariacional cuando exhibe componsentos a las
acciones mentales relacionadas con dicho nivel y a las acciones asociadas con todos los niveles
previos. Al observar los resultados generales de la implementacion, podemos dar cuenta y
razén de que los estudiantes a lo largo de las sesionesstraron diferentes comportamientos
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asociados con las cuatro primeras acciones mentales. Esto quiere decir que los estudiantes
estan situados en el nivel 4 de covariacion. Dicha afirmacion se fundamenta en que, a lo largo
de las intervenciones, los estudiates mostraron ser capaces de descomponer AM4, para
razonar a través de niveles que implican las acciones mentales previas (AMW3). Es decir
gue ademas de coordinar la razén de cambio promedio de una funcién con cambios uniformes
en los valores de entrad de la variable (AM4), los estudiantes también coordinaron la cantidad
de cambio de una variable con los cambios de otra (AM3). Ademas, coordinaron la direccion del
cambio (AM2) y el valor de una variable (AM1) con los cambios en otra. Los comportamientos
mediante los que los estudiantes ilustraron las acciones mencionadas previamente se
encuentran descritos en la tabla presentada en cada sesion.

6.2. Resultados desde el marco conceptual de abstraccion situada.

Presentamos aqui una tabla que representa la frecuencia de aparicibn de cada uno de los
indicadores construidos para Abstraccion Situada en las cuatro sesiones, a partir de estos, se
generan algunos resultados producto de esta. Recordando que este marcosdiere de manera
directa a las acciones concretas que realizan los estudiantes en el recurso.

Indicador Sesién 1.Sesion 2Sesion 3Sesion ¢
Z0

o
o
o

Z1
Z2
Z3
Z4
A0
Al
A2
A3
A4
BO
B1
B2 [ ]

(e

olo|o|o|o|r|ofr|Oo
]

o

w|o
i'iri

[elldielle][e][«]l_dle]lle] ] [e)

PIOIWINIOIPIOIRIPIWIOIRIQOICIOIOIRIOIOINIEIO

Figura 44: Tabla de indicadores de abstraccion situad&ecuencia

En la tabla anterior se presenta con qué frecuencia aparecierts indicadores en el analisis de
abstraccion situada, y a partir de estos se pueden concluir algunos elementos respecto a las
acciones realizadas por los estudiantes.
- EI i ndicador m8s frecuente en todas | as
podemos decir que a lo largo de las cuatro sesiones, los estudiantes lograron en mayor
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manera, establecer relaciones entre los objetos matematicos, pero esto gracias al uso
de las herramientas de GGB y establecimiento de relaciones entre los objetos de GGB
gue corporeizaban los objetos matematicos.

Los indicadores asociados con el numero 4 fueron mas frecuentes en las dos ultimas
sesiones, estos, por el nimero indicado, estaban asociados a la construccion de ideas
matematicas formales o cercanas a las fasalpartir de las acciones desarrolladas

en GGB, es decir que con el paso de las sesiones, estas ideas se fueron volviendo mas
sélidas y fueron expresadas de manera formal o cercana, gracias a las acciones
realizadas en los recursos.

Los indicadores asociados con la letra A fueron los menos frecuentes o casi nulos en
todas las sesiones, estos estaban descritos de tal forma que si se asignaba alguno de
estos, era una referencia a la relacion nula entre las acciones en GGB y algun objeto
matematico, es decir que los recursos, en todas las sesiones, permitieron a los
estudiantes en gran manera, establecer relaciones entre los objetos GGB y los
matematicos que se corporeizaban a través de estos, esto es apoyado por los
indicadores asociada®n la letra B, cuya aparicion fue mas frecuente en las cuatro
sesiones y que estaban descritos a partir de las interacciones directas de los
estudiantes con el recurso y el establecimiento de algun tipo de relacion con el objeto
matematico. Esta es undusicion que era de esperarse, pues los recursos fueron
disefiados de tal forma que los estudiantes pudieran relacionar sus acciones con el
objeto.

De manera similar, los indicadores asociados con la letra Z también fueron poco
frecuentes, pero poco masajos asociados con la letra A. Esto se debe a que estaban
descritos a partir de la construccion o descripcion de relaciones matematicas sin la
intervencion del recurso, lo que ocurrid en algunas de las sesiones, pero luego,
nuevamente fue apoyado por lederacciones en el recurso, descritas con los
indicadores asociados con la letra B.

Los indicadores asociados con el niumero 0 también se esperaba que fueran poco
frecuentes, debido a que estos estos estaban construidos en relacibn con una
interaccion imitada en GGB que simplemente dotara de significado a sus
herramientas, pero sin ir mas alla a una construccion matematica de estas, se observa
gue el indicador més frecuente de estos es DO, en la sesién numero 2, es posible que
esto pasara debido a qué grupo de estudiantes que se manejo estuvo
descontextualizado de lo trabajado de manera previa en la sesion 1y a pesar de dotar
de significado las herramientas de GGB, no hubo una relacién directa e instantanea
con el objeto matematico a tratar.
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- No esposible predecir la aparicion de indicadores, pues esta depende directamente
de lo que los estudiantes estén vivenciando en el preciso momento, asi como pueden
realizar alguna accion directa en el recurso, también pueden tratar de desarrollarla a

lapiz y mapel en otro momento, esta situacion ocurrié en la sesion 1, y de igual manera

pudo ocurrir en cualquiera de las otras. Los indicadores son producto directo de las

intenciones momentaneas de los estudiantes.

CAPITULO 7: CONCLUSIONES

Para finalizar el estudio que hemos expuesto a lo largo del documento, presentamos las
conclusiones que se derivan de este. En primer lugar, haremos alusién al nivel de alcance de los
objetivos propuestos en el primer capitulo. En segundo lugar, haremos refea a las
conclusiones generales provenientes de la investigacion en general, ademas de mencionar las
cuestiones abiertas a futuras investigaciones. En tercer lugar, sefialamos los aportes que
consideramos, obtuvimos a partir de la realizacion de este ejéco investigativo.

7.1. Respecto al alcance de los objetivos propuestos

A continuacién, presentamos las conclusiones respecto a los objetivos especificos planteados
en el primer capitulo, esto con el fin de determinaa posterioriel nivel de alcance debbjetivo
general de la investigacion.

El primer objetivo corresponde a la elaboracién de una revisiébn documental que brindara
elementos para clasificar los diferentes tipos de recurso que se pueden construir en GeoGebra.
Consideramos que este se cumpli®n tanto que, planteamos criterios acordes a nuestros
intereses para realizar la blsqueda y seleccién de los documentos que harian parte de la
revision, en bases de datos reconocidas en el campo investigativo. A partir de la lectura de los
documentos recyperados, recopilamos, organizamos y analizamos informacién haciendo uso
de los instrumentos que disefiamos para tal fin y esto nos permitié dar cuenta y razén de las
caracteristicas comunes entre ciertos grupos de recursos y asi, dar paso a la clasificadién
estos. En este sentido, también se evidencia el cumplimiento del segundo objetivo, referente a
la formulacion de una clasificacidén de los tipos de recursos elaborados en GeoGebra en funcion
de su uso en la implementacion de tareas en el aula. Esto dieba que, definimos seis categorias
disyuntas que ilustran los tipos de recursos de GeoGebra que pueden construirse e
implementarse. Las categorias son: modelacion de situaciones problema, exploracion de
situaciones y formulacién de conjeturas, verificacid de propiedades, ilustracion de
propiedades o representaciones, realizacién de procedimientos algoritmicos y evaluacion.

El tercer objetivo planteado, consistia en construir recursos GeoGebra situados en algunas de
las categorias planteadas y realizar unserie de entrevistas basadas en tareas a partir de estos.
Este objetivo también se cumplié a cabalidad, en tanto que propusimos 11 tareas, cada una de
estas, mediadas por un recurso GeoGebra situado en algunas de las categorias propuestas. En
este casoprivilegiamos las categorias 2, 3, 5y 6, esto debido a los objetivos que establecimos
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para cada sesion y a los intereses respecto a los procesos que gueriamos trabajar con los
estudiantes. Estas once tareas fueron implementadas en cuatro sesiones, la engntacion se

dio a partir de las preguntas planteadas en la planeacion general y en los casos en los que se
presentaron contingencias, como investigadores reorientamos las situaciones, con el fin de
conducir a los estudiantes a alcanzar los indicadores glevidenciarian el cumplimiento de las
metas trazadas para las diferentes sesiones.

Consideramos que el cuarto objetivo, relacionado con el disefio de instrumentos de recoleccién
y andlisis de la informacion obtenida a partir de la implementacion, a la lute los marcos
tedricos que fundamentan la investigacion, también se cumplié. Esto debido a que, para llevar
a cabo la recoleccién y andlisis de la informacion obtenida a partir de la implementacion,
disefiamos un instrumento en el que recopilamos las traggipciones de las diferentes sesiones
de clase. Ademads, en este mismo instrumento, sefialamos a través de colores, las lineas en las
gue se evidenciaron comportamientos asociados a las diferentes acciones mentales del marco
conceptual de la covariacion; aada accién mental se le asigné un color distinto. Ahora bien,
para realizar el andlisis desde el marco conceptual de Abstraccion situada se construy6é un
conjunto de indicadores a partir de una tabla de doble entrada que relacionaba las acciones
directas relacionadas en el recurso, con la evolucion de la construccion del objeto matematico
en una red de ideas propia de cada estudiante.

En cuanto al quinto objetivo, relacionado con determinar la incidencia que tuvieron los recursos
GeoGebra diseflados en el dasollo del pensamiento variacional, también se evidencia
cumplimiento. Esto en tanto que, en el sexto capitulo, se presenta un analisis de cada una de las
sesiones a partir de las herramientas analiticas de cada marco conceptual que fundamenta la
investigacion. En adiciébn a lo anterior, se determinaron las ventajas que representdé cada
recurso para resolver las tareas planteadas y como estos fueron pertinentes en cuanto a las
acciones que se podian realizar dentro de cada uno, asi como los elementos daagramacion

gque permitieron el correcto uso del mismo.

Para finalizar, consideramos que el objetivo general se cumpli6é a cabalidad. Esta afirmacion se
fundamenta en las razones expuestas en parrafos anteriores.

7.2. Generales de la investigacion

Como corlusiébn general de la investigacion, planteamos que, para lograr promover los
procesos de cambio y variacion, propios del pensamiento variacional, en una clase en la que se
proponen tareas mediadas con recursos GGB, resultan relevantes los aspectos queesig(i)

es importante que sin importar el tipo de recurso que se utilice, este propicie un ambiente de
descubrimiento y experimentacion; por ejemplo, en las intervenciones realizadas, se utilizé un
recurso situado en la categoria de realizacion de procedientos algoritmicos, pero no por esta
razon, se dejé de lado el trabajo respecto a la interpretacion y el analisis del objeto matematico
en estudio; (ii) el profesor debe seleccionar cuidadosamente el tipo de recursos que va a utilizar
a lo largo de una esién, de modo que el uso de estos responda al objetivo que espera alcancen
los estudiantes; (iii) el profesor debe reconocer que los resultados desde el punto de vista del
desarrollo de procesos en el estudiante, no depende exclusivamente del tipo de nestu
seleccionado, sino del cuidado con el que se disefien las tareas y de la forma en que interactle
con los estudiantes, pues debe lograr que aprovechen al maximo las potencialidades que ofrece
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cierto tipo de recurso; (iv) el profesor debe cuestionar consintemente las afirmaciones,
acciones o respuestas del estudiante, con el fin de lograr que las argumente, pues se puede caer
en el error de validar comportamientos que Carlson y sus colaboradores denominan como
pseudoanaliticos.

Respecto al marco conceptdade la covariacién, concluimos que el nivel de alcance a las
acciones mentales, no se presenta necesariamente de forma jerarquica, pues como se pudo
evidenciar en la sesion 2, el nivel de alcance de AM1 fue bajo y en AM2 y AM3 fue medio. Sin
embargo, lasestudiantes lograron evidenciar todos los comportamientos propuestos en el
indicador establecido para AM4. En adicién a lo anterior, concluimos que los comportamientos
asociados con las acciones mentales no se presentan en un orden exclusivo, es decireque
cualquier momento de la sesion puede presentarse un comportamiento asociado con AM1,
incluso al finalizar. Cabe resaltar, que cuando empezamos estudiar el funcionamiento de la
herramienta analitica del marco conceptual de la covariacidn, nos cuestionam si estos
comportamientos se evidenciarian en un orden especifico. Esto se debe a que la forma en la que
se ilustraban algunos de los ejemplos presentados en la literatura, daban lugar a esta
apreciacion.

En algunas de las sesiones, percibimos que los estudiantes en su trayectoria escolar tenian la
tendencia a memorizar férmulas, esto se evidencio puntualmente en dos sesiones, en las que
los estudiantes trataban de recitar la férmula para hallar la pendieptde una recta dados dos
puntos. Consideramos, que logramos hacer frente a esta dificultad, en tanto que, a lo largo de
las sesiones, los estudiantes entendieron la pendiente como el cociente de los cambiosygn

los cambios erx. Ademas, en la sesion 8uyo objetivo era hallar la formula para determinar la
pendiente de un segmento dado, los estudiantes establecieron relaciones entre dichos cambios
y lograron obtener la formula a partir del andlisis de la representacién grafica presentada. En
este senticb también reconocemos que el uso de diferentes sistemas de representacion de un
mismo objeto matemético favorecié que los estudiantes establecieran relaciones entre estos e
interpretaran las situaciones propuestas de mejor manera. Adicionalmente, considenas que

el dinamismo promovido por los recursos GeoGebra a partir del movimiento de puntos,
generacion de rastro y uso de deslizadores, permitié desarrollar tareas que no habria sido
posible ejecutar utilizado l4piz y papel. Teniendo en cuenta lo expuestobn antelacion,
concluimos que el uso de tecnologias digitales si puede hacer frente a las dificultades
reportadas por los autores mencionados en el capitulo 1.

Por ultimo, consideramos que futuras investigaciones podria estudiarse la incidencia que tiene
agrupar ciertos tipos de recurso para realizar una intervencién sobre el mismo objeto
matematico. Por ejemplo, podrian seleccionarse dos grupos (A y B) de estudiantes con
caracteristicas similares y disefiar una secuencia de tareas, alrededor de un mismqgetd
matematico. En la intervencion con el grupo A, utilizar recursos situados en las categorias 1, 3
y 5y en la intervencién con el grupo B utilizar recursos situados en las categorias 2, 4y 6. Al
llevar a cabo este trabajo en diferentes sesiones, coifiedlentes formas de agrupar los recursos,

se podria determinar, qué potencialidades o limitaciones tienen lugar en el proceso de
ensefianza y aprendizaje.
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7.3. Aportes generales al ejercicio investigativo

En los parrafos que siguen, mencionamos los aportegie consideramos nos brindd esta
investigacion en nuestra formacién como profesores de mateméticas e investigadores.

El proceso que llevamos a cabo a lo largo de esta investigacion nos permitié reflexionar sobre
nuestras propias practicas y a su vez, nobrindé herramientas que nos permitieron
optimizarlas y enriquecerlas. Pues reconocimos la importancia que tiene conocer las
potencialidades y limitaciones de una herramienta tecnoldgica, con el fin de discernir cuél es el
momento adecuado de llevarla al da. Asi como el impacto que tiene la interaccion del profesor
con los estudiantes, para que los resultados sean exitosos.

La participacibn como ponentes en algunos eventos, nos permitid perfeccionar nuestras
habilidades escriturales y comunicativas, en tan que tuvimos la necesidad de formular
documentos bajo los lineamientos propuestos por una comunidad académica. Ademas, tuvimos
la posibilidad de dar a conocer algunos resultados parciales de nuestra investigacion, que
fueron enriquecidos por los aportesde algunos colegas con intereses comunes.

La construccion de un conjunto de indicadores que pueden describir las acciones realizadas en
un recurso en funcién de la evolucion del objeto matematico que se adquiere, es uno de los
elementos sobresalientes deste estudio, debido a que al realizar una consulta bibliogréafica del
marco de abstraccion situada, se evidencié la falta de un conjunto de indicadores que
permitieran el uso de este marco de manera solida en pro de la realizacion de un analisis. Sin
embargo, es importante resaltar que esta es una propuesta que hacemos y que puede ponerse
a discusibn y mejora constante, y proponemos como futuro estudio, un posible
perfeccionamiento de estas.
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ANEXOS

Anexol: Planeacion detareas.

Sesion

1

Fecha

Objetivo

23/09/19 pendientei Razén

de cambio
constante
Realizar une

introduccién
general a
pendiente,

entendida  comc
avance Vs subida,
bien, como el
cambio entre do:

ay

diferencias—8Esto

con el fin de
trabajar la razén d
cambio
instantanea.

Recurso 1

Andlisis de las caracteristicas de curvas a partir de la razon de cambio

Descripcién

- Se presenta a los estudiantes el siguienteogsmm

Para preparar un postre se debe agregar dos cucharadas de azucar por cada tr
cucharadas de harina

Se

s ol

Ci

t a

abri

r

el

archiSio

gee Gese Ge

Niveles de covariacion

Recurso 1:

Se considera que con e
recurso
podran
comportamientos
asociados con AM1, AM:
y AM3. Estos se describe
a continuacion:

los estudiante
evidencia

escritorio del computador. En la imagenmseestra lo que encontraran los estudiante AM1.:

abrirlo:
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Los estudiantes coordine
el valor de unavariable
con los cambios de la otr
Esto se puede evidenci
cuando

designa

Abstraccion situada

Recursos 1,2 v 3:

Las acciones que lc
estudiantes realicen ¢
el medio vy las
relaciones que see
capaces de establec

entre estas y sU
conocimientos
permitiran
encasillarlos en algun
de los 16 niveles
propuestos dentro de
marco teérico  de

Abstraccidh  Situada,
sin embargo; es difici



Verfizar

Reiniciar

En primer lugar, se solicitara leer el enunciado presentado, observar la tabla que se €
en la hoja de calculo de GeoGebra y completar la segunda columna de esta; ten
cuenta el enunciado mencionado previamente.

Después, se indicara a los estudiantes que deberan representar los datos ingrese
tabla, en el plano cartesiano y que para esto, deben mover los puntos rojos que se el
en pantalla y ubicarlosoa las coordenadas que crean adecuadas. Enseguida, se pe
clic en | a casilla dAverificaro y se pr
de color azul. Siho aparecen dichos puntos, se explicara a los estudiantes que ingres:
valores correctos y se mostrara en pantalla lo siguiente:
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correctamente los eje
coordenados al mover Ic
puntos en el plan
cartesiano y ubicarlos ¢
modo que esto
representen los datc
ingresados en la tabli

Cucharadas de harina eh
eje X y cucharadas c
azucar en el eje y.

AM2:

Los estudiantes verbalize
gue a medida que aumer
la cantidad de cucharad
de harina para realizar
postre, también aumenta
cantidad de cucharadas

azlcar que se necesitan.

AM3:

Los estudiantes coordine
la magnitud del cambio d
las cucharadas de haril
con la magnitud de
cambio de las cucharad.
de azlcar. Un indicador ¢

definir a ciencia cierte
si x accion llevara a
estudiante a construir
transformar, o no ciert
nocién matematic:
hasta saber qué es
gue verbaliza mientra
desarrolla tal accion
Es por esto por lo qu
aqui no aparer una
descripcion del nive
en cual puede
encontrarse ut
estudiante, porque a
como podria estar en
primer nivel tambiér
podria estar en el nive
16.



X [ Hop g Calculo X
Kln i |EEE|=~ B~

1 ucharadas de harina | Cucharadas de amicar | Cociente |
2 0 0 1]
3 3

8 6
2 8

7 15 10

Reiniciar | |2

Si los estudiantes ingresan en la tabla valores erroneos, apareceran puntos azu
triangulos de la imagen anterior, no se formardn de esa manera. Si esto sucedate
intervendra y, retomando la informacion del enunciado, preguntara a los estudiantes

¢,Si no se usa ninguna cucharada de harina, se debe utilizar alguna cucharada de a:
Segun el enunciado, ¢cuantas cucharadas de azucar se deben mezclaclcara@asud¢
harina?

Para la siguiente fila, en la que se pregunta por la cantidad de cucharadas de azuc
deben mezclar con 6 cucharadas de harina, el docente preguntara, cuantos grupc
cucharadas de harina de pueden formar con 6 de est#ntas cucharadas de azuca
corresponden a cada grupo de tres.
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esto es que reconozcan ¢
las magnitudes covarian (
manera constante.

AM4:
Esta accion no e
alcanzada por lo

estudiantes mediante es
actividad debido a que |
razon entre los cambios «
constante y por tanto ur
razon de cambio promed
no seria evidenciada.

AMS5:

De manera similar, esi
accion no es alcanzada p
los estudiantes, pues
razdn de cambio trabajad
en esta tarea no es la raz
de cambio instantane
sino una razén constan
entre los cambios en I
magnitudes.



Se espera quepn lo anterior, los estudiantes logren hacer el registro de los datos co
en la tabla.

Luego se preguntard a qué eje coordenado corresponde cada una de las mz
involucradas en la tarea. Se espera que los estudiantes observen los pusbasempier or
en el plano cartesiano, den cuenta y razon de las coordenadas de estos y las relac
los datos de la tabla. De modo que concluyan que las cucharadas de harina estan uk
el ejex y las cucharadas de azucar en elyejBe no ser si, el docente solicitara a I¢
estudiantes escribir las coordenadas de cada uno de los puntos azules que ap:
pantalla y a su vez, compararlas con los valores de la tabla.

Seguido a esto, se cuestionara a los estudiantes respecto a los camdife qaela una d
las magnitudes y como cambia una respecto a la otra:

Entre mas grande sea el postre, ¢se necesitardn mas o menos cucharadas de hal
azucar?

¢, Qué sucede con la cantidad de cucharadas de azUcar a medida que aumenta laec
cucharadas de harina?

Se espera que los estudiantes den cuenta y razén de que a medida que aumenta |
de cucharadas de harina, también aumentan las cucharadas de azucar. De no s
solicitara observar fila a fila la tabla que se encaegrtrla hoja de célculo y la representac
grafica en el plano cartesiano.

Después se pedira a los estudiantes hallar el cociente entre la cantidad de cuche
azucar y la cantidad de cucharadas de harina. Para esto, se indicara que debemdar
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celda C3 y escribir la formula 6 c¥oclNdespués deben hacer clic en la esquina infe
derecha de la celda C3 y arrastrar el cursor hasta la celda C7.

Archivo Edta Vista Opdones Hemamientas Ventana Ajuta Apfir sesiin

B EH - =

» VistaGrifica

E Verificar
Reiniciar
=

Seguido a esto se indicara que con ayuda de la herrarDistaacia o longitid deberan
medir la base y la altura de los triAngulos que aparecieron en pantalla.
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E =
o i B 4 [ s 057

5 9
/ Pendiente & 12 8
7 5
1.2} Usa
oy Relacitn [ —
=/ .
N Inspecdién de funciones
B,
2
V7] vermear
. - ,
Reiniciar
3
R

Se aclarard que para tomar dicha medida deben dar clic sobre cada uno de los st
(base y altura).

Se preguntara qué significado tienen las a&side la base y la altura de los triangulos
términos de los cambios de las magnitudes que intervienen en la tarea propuesta. ¢
gue los estudiantes relacionen la medida de la base (3 unidades) y la medida de la
unidades), con las maitudes involucradas en el enunciado propuesto. Ademas, a pa
lo anterior, se espera concluir que la medida de la altura de los triangulos representa €
eny, es decir, el cambio que presenta la segunda magnitud (cucharadas de azlcar)
medida de la base de los tridngulos representa el cambip @rsea, el cambio qu
experimenta la primera magnitud (cucharadas de harina). Se explicara que el cociel
estos dos cambios es la pendiente de la recta que pasa por cada uno de |asiyas!
coordenadas corresponden a las magnitudes dadas. Se pedira realizar dicho coci
sugerirq apoyarse de la hoja de célculo para llevar a cabo esta accion. Se esper:
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estudiantes evidencien que la pendiente se corresponde con el comjgsitado en le
tercera columna de la tabla con anterioridad. La aplicacion de esta tarea tiene como 1
introducir el concepto de pendiente.

El recurso utilizado se encuentra situado en la segunda caté&gqii@acion de situacione
y formulacién de conjeturafuesto que los estudiantes generan una construccion a ps¢
la exploracion del recurso y ademas deben dar cuenta y razon de algunas conclusiol
el comportamiento del objeto matematico de estudio, que en este caperadidate.

Recurso 2
Se presenta una situacion en la que el estudiante tendra el siguiente enunciado:

El porcentaje de inclinacion de una calle estad dada por la razén entre la cantidad de
recorrida en ascenso o descenso y la distancia que nos desplazamos horizontalme
multiplicado por 100.

Actualmente, la calle con mayor porcentaje deiivadion en el mundo se encuentra er
ciudad de Dunedin en Nueva Zelanda, cuya inclinacion es del 35%.

- Siun ciclista quisiera subir o bajar por esta calle, ¢ Cudl seria la cantidad de
metros que avanzaria VS la cantidad de metros que sube o baja?

- En wa calle cuyo avance es de 20 metros mientras su subida es de 10 metro
¢,Cudl es el porcentaje de inclinacion? ¢Es mayor o menor que el porcentaje
inclinacion que la calle de Dunedin?

- ¢Cual es el menor porcentaje de inclinacion no negativo posikieng puede
interpretarse?

143



- ¢Como puede interpretarse el porcentaje en términos de avance VS subida o

VS bajada?
Se solicita abrir el ar chiSvlo d{@leGsaGeRecursoz_
escritorio del computador. En la imagenmseestra lo que encontraran los estudiante —
abrirlo:
AM1:
Los estudiantes so
S e capaces de coordinar I
; NEE cambios de una variabl

con los cambios de la otr
Esto se puede evidenci
, cuando los estudiantes d.
_— cuenta y razon de que ps

£. Ao encontrar la cantidad d

oL v B_— B = (14.6)

| @,,9// met_ros qug_debe avanzal
— ‘ subir un celista para pasa

e

m% = 30.77%

i L - por la calle mas inclinad
I I - - del mundo, deben hallar «
cociente entre la distanc
de subida y la distancia ¢
avance, o bien, cuando s
conscientes de que deb
hacer uso de la formula ¢
la pendiente de una recta

En primer lugar, se pedird a los estudiantes que exploren el recurso con el prop
responder las preguntas solicitadas en primer momento. Para esto moveran los pu
B, los cuales solaemte toman valores de coordenadas enteras, de tal suerte
interpretacion de la pendiente sea mas acertada. En pantalla aparecen las coordena
puntos A y B y el porcentaje de la pendiente, el cual cambia a medida que car
inclinacion dda recta.
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€2 Tarea 2 - S1.ggb
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Al > O O AN =

A=(1,2)
B = (13,9)

m% = 58.33%
2

Luego de esto, se pedira a los estudiantes activar la dasilidiente alli aparecera I
relacion entre el avance y subida, representada mediante la formula de pendiente y |

valor decimal de esta, el cual es usado para encohgarcentaje.

Se espera que con esto los estudiantes recuerden las propiedades de la pendiente
diferencia dew @ y w ® como las distancias recorridas tanto horizontal cc

verticalmente y la pendiente como la razon entre estas.
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AM2:

En esta actividh los
estudiantes tendran qt
manipular una recta en
gue se representan s
cambios, tantc
horizontal e:
vertical es
espera que verbalicen
como interpretan ¢
direccién de estos cambic
en términos avance \
subida.

AM3:

Los estdiantes  sor
capaces de relacionar |
cambios horizontales cc
los cambios verticales,
estas relaciones esti
expresadas a partir de
cuantificacion de dicho
cambios.

AM4:
Esta accibn no e
alcanzada por lo.
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Las interpretaciones que den los estudiantes en estos casos dependen de las acc
realicen en el recurso y de como interpreten las relaciones entre las diferencias y la

tales diferencias.
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A=(1,10)

B=(7,7)

m=Y"W :7710:7_‘{:_[)_5
Ty — 2y 7T—-1 6

m%=—=50% (/| pendients

estudiantes mediante es
actividad debid a que la
razon entre los cambios (
avance y subida o bajac
son constantes si |
pendiente se mantiene
las distancias cambian.

AMS:

De manera similar, esi
accion no es alcanzada
los estudiantes, pues
igual que en la tare
anterior, la razén di
cambio trabajada no es ul
razén de cambic
instantanea, sino una raz:
constante entre lo
avances.



Respecto a la primera y segunda pregunta, sesesgpe los estudiantes usen el recu
buscando una inclinacién que les dé como resultado el 35% o muy proxima, y asi iden
la cantidad de distancia avanzada y la cantidad de distancia subida o bajada.

De no ser asi, el docente intervendra foandb preguntas que orienten a los estudian
buscar eso, por ejemplo:

- ¢En qué momento el porcentaje de la pendiente crece y en qué momento dec

Se espera que |l a respuesta sea que al
crece, yiceversa. Esto les dara indicios de que al mover los puntos con ciertas dire
podran encontrar la pendiente que buscan.

Respecto a la tercera pregunta, se espera que los estudiantes afirmen que la menor ir
no negativa posible es del 0%gye esta se da cuando solo se avanza horizontalment
hay avance vertical, es decir, no hay subida ni bajada. Se espera que esto se asoc
Acambi o nul oo de subida o bajada.

De no ser asi, el docente intervendra formulando preguntas quesranéstudiante
buscar eso, por ejemplo:

- ¢Cuédl es el cambio que tiene la distancia horizontal y cuél es el cambio que
distancia vertical?

Se espera Que sea una respuesta de fAno
similar, lo que nos conduce a lo buscado.
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La ultima prgunta esta abierta a interpretaciones en las que varias pueden ser corre
ejemplo, se esperaria que se responda que:

- Elavance vertical es élb del avance horizontal.
- A mayor avance y menor subida, el porcentaje de la pendiente es menor.
- A menor avance y mayor subida, el porcentaje de la pendiente es mayor.

Entre otras que puedan surgir. Todas las preguntas del docente estaran orientadas ¢
interpretacionesean las obtenidas al final.

Este recurso esta situado en la categoiae r i f i caci - n, pudsea partir depa
nociones construidas con el recurso anterior se pretende verificar la nocién de pend
este caso vista como porcentaje deimadion de una carretera sobre la cual deb
desplazarse un ciclista. El recurso permite al estudiante activar una casilla que mue
férmula que apoyara la verificacion que esta realizando y sera de ayuda para las re
gue vaya a dar a lasgguntas

Recurso 3

Este recurso esté situado en la categoftav a | u,@uesto gnecwomo lo indica su nomkb
sera utilizado como herramienta de evaluacidon de los estudiantes. Se presen
situaciones diferentes y se espera que, a partir del enunciado, los estudiantes identi
gréfica que corresponde a la situaci@anteada. Para esto podran elegir cual de las
graficas tiene la pendiente correcta, por tal razon, cuentan con casillas de verificaci
vez los estudiantes hagan su eleccion, el recurso les indicara si su respuesta es o n
y les darad posibilidad de verificarla, mediante el rastro de un punto que trazara la ¢
gue mejor representa la situacion dada.
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Recurso 3:

Se considera que, con e
recurso, los estudiante
podran mostra
comportamientos

asociados con AM1, AM:



Cabe aclarar que, en este caso, no bastara con que los estudiantes seleccionen la y AM3. Estos se describe

correcta, ademas, deberan sustentameargumentos a los entrevistadores.

Cuando los estudiantes elijan una de las opciones para dar respuesta a la situacion g
los entrevistadores indagaran sobre el porqué de la eleccion. Alli se espera que los es
en primer lugar hagan aidn a las magnitudes involucradas y su correspondencia ct
ejes coordenados. Seguido a esto a los cambios que sufre la magragpecto a los
cambios que experimenta la magnityudEn tercer lugar, se espera que aludan |
cuantificacion del cambi indicando cual es la pendiente de la recta que represe

situacion propuesta.

Archivo Edta Vista Opciones Hemamientas Vendana Auda

[ AL 00 &N e &

ista Grdsca 2
Selecciona cual de las graficas presentadas corresponde ala situacion dada
| sitsaciin1 Sisaciin 2 [ siacénz

En una fabrica, por cada maquina hay tres obreros

Su respuesta es incorrecta, haga click en “Verificar”
y después en “Siguiente”.

X | » Vista Grifica
Kilimetos
w0

Ao sesién

Minuios

a continuacion:

AM1:

Los estudiantes coordine
el valor de una variabl
con loscambios de la otre
Esto se puede evidenci
cuando al seleccionar !
gréfica argumental
aludiendo correctamente
la magnitud representac
en el eje x y a la magnitu
representada en el eje y.

AM2:

Los estudiantes verbalize
gue a medida que aumer
la magnitud x, tambiér
aumenta la magnitud vy.
bien, que a medida qt
disminuye la magnitud x
también lo hace [
magnitud y.

Cuando los estudiantes interactlen con el recurso, sera posible identificar comporta AM3:
asociados a AM1, AM2 'y AM3 como minimo y por lo tantdogjro esperado es el nivel | 55 ¢ éstudiantes coordinz

de covariacion.
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la magnitud x con e
magnitud y. Un indicado
de esto es que reconozc
que las magnitudes
covarian de  maner
constante. Ademas, qt
sepan dar cuenta y raz(
del valor de la pendient
para cada situacior

AM41T AM5:

De manera similar que €
las tareas anteriores, ct
esta tarea se busca que
estudiantes coordinen I
cambios de magnitud w
con los cambios de |
magnitudwy estos cambio:
son constantes y por tan
la razén entre estc
también lo es, por tanto r
es alcanzable una razon
cambio  promedio ¢
instantdnea, lo cual ¢
necesario para alcanzar |
acciones 4y 5.
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como la unién de

segmentos
Trabajar el
concepto de

funcién entendide
como la unién de

segmentos, d
modo que, a
obtener la
pendiente de cad
uno de los
segmentos, se

posible analizar l¢
variacion de la
razon de cambio e
una funcién y a
partir de  este
empezar a trabaje
caracteristicas de |
funcién como
crecimiento,
decrecimiento,
extremos
(maximos y
minimos) y puntos
de inflexiéon

Recurso 1:
Se pedira a los estudiantes abrir el archivo Taiie&2 que se encuentra en el escritorio
Funcion entendida computador. La interfaz que encontraran inicialmente es la siguiente:

En primer lugar, se solicitara a los estudiantes que ingresen en la casilla de entrada I
oi ‘Qé 8Seguido a esto, se pedira que activen la cdsillar a z 0 0

Qw

M A W0 B

=
|
<

B |

Segmento | m=.. |+

e r | [HH SN

¥ Vista Grafica 2 HE

Ingresa una funcién Registro =

— — 2
- i Penderée | Reinici
f(x) = 5sen(x) L @ Detener £l

deslizadomn para responder las siguientes preguntas:

Teniendo en cuenta que los puntos que aparecen sobre la grafica la dividen en cierta

de partes, responde:

a.

y

q

Recurso 1.

Se considera que, con e
recurso, los estudiantes
podran mostra
comportamientos
asociados con AM2, AM:
y AM4. Estos se describe
a continuacion:

AM2:

Los estudiantes reconoct
gue cuando el valor de
deslizador n aument:
también  aumenta ¢
namero de segmentos
aparecen en pantalla y vi
formando la curva
Ademas, reconocen qt
entre mayor sea la cantidi
de segmentos qu
aparecen, mayor es
aproximacion de la unié
de estos a la curv
ingresada.

AM3:

¢En cuantas partes queda dividida la grafica cuandestizador toma el valo [ 55 estudiantes asocian |

de 67

pendientes positivas

¢En cuantas partes queda dividida la grafica cuando el deslizador toma ¢ negativas de los segment

de 10?
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c. ¢En cuéntas partes queda dividida la grafica cuando el deslizador toma ¢ con la posicion de estos

de 13? reconocen que lo
d. ¢En cuantas partes queda dividida la grafica cuahdeslizador tome el valc segmentos cuya pendier
de 60? es positiva, esta
e. Mueve el deslizador y responde: ¢ Qué sucede cuav@laumentando su valol inclinados hacia la derect
Describe la grafica que se forma ¢ La reconoces? y los segmentos co
pendiente negativa est:
B[RS CIEFAINEIL . inclinados ~ hacia |

m-l [ e izquierda.

3 AM4:

Los estudiantes asocian

/-\ [\ /\ /\ /\ signo de las pendientes
o \/ v N\ \f " \/ \/ Tk los segmemts con los

. “ comportamientos d
. crecimiento y
s - e decrecimiento del
Ingresaunafuncién - |z diferentes intervalos de |
f(x) =3sen(x) re [Ju [Jovsee [rance ] Detner funcion.
Después de esto se solicitara activar la caSillé» & AM5:

La accibn 5 no e
alcanzable con esta tare
pues la razén de camb
trabajada pued
reconocerse como ur

Se pedira a los estudiantes registrar sus respuestas en una hoja y después de esto s
hacer un procedimiento similar al anterior, pero introduciendo otras funciones. Se sc
hacerc | i ¢ en el bot - n Areiniciarodo y des
funcionQw < Luego, con la casilla ATrazo
las siguientes preguntas:

152



¢En cuantas partes queda dividida la grafica cuahdeslizador toma el valc razén de cambic

de 8? promedio, para el alcanc
¢En cuantas partes queda dividida la grafica cuando el deslizador toma ¢« deesta accion es necesal
de 147 reconocer los cambio

¢En cuantas partes queda dividida la grafica cuando el deslizador toma ¢ instantaneos y la relacic¢

de 23?

d. ¢En cuantas partes crees que quedara divididmafica cuando el deslizad
tome el valor de 100?

e. ¢Qué sucede cuando el deslizador va aumentando su valor? Describe la
gue se forma ¢ La reconoces?

Después de esto se pedira activar la caSilieo &

Posteriormente, se pedira hacer clic en el boton reiniciar e ingresar en la casilla de e
funcibn'Qw @ cw o. Después se solicitara responder las siguientes pregunta:
a. ¢Qué sucede cuando el deslizador va aumentando su valor? Describe la
gue se forma ¢ La reconoces? Explica.
b. ¢(Qué aparece en pantalla cuando activas la caidl? ¢Consideras que
correcta la respuesta que diste en el #@@rixplica.
c. ¢En cuéantas partes queda dividida la grafica de la funcién cuaddslighdor
toma el valor de 108?

Después de esto se pedira activar la caS{lieo &

Se espera que, a partir de lo anterior, los estudiantes evidencien que el desig@adsente
la cantidad de partes que componen la grafica de la funcion queteestd ingresada y g
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a medida que aumenta, la gréfica que aparece en pantalla es mas aproximada a la
de la funcién ingresada.

Los docentes explicaran a los estudiantes que una de las ideas sostenidas por quier
precursores en el estodilel Calculo, es que toda funcién es una figura poligonal forr
por infinitos segmentos de tamafio infinitamente pequefio. Después solicitaran

estudiantes hacer clic en ebi DéeenlarcasifiaRle
entradade la parte inferior del recurso. Ademas, se pedira activar las calas y
APendiented. Tambi ®n shastaelevalar258 | | ev ar

Arcivo Edts Vista Opciones Hemamientas Ventanz Auda 40 sesidn

iNEISIPIRS
PN, \

.
S

Segmento: 1

.
m = 4.21

Aﬂmﬂmh/é
/\/L/\J\J\J\/

Ingresa una funcién Registro 2

i{x) =5sen(x) Ve (fw []eene| Reiicir

Detener =

Luego se solicitara dar clic sobre las celdas A y B de la hajaldelo, y hacer clic sobre
bot - n ARegistroo, una vez | os estudiar
A, los numeros del 1 al 25; estos representan cada una de las partes en que esta
gréfica. En la columna B aparecerangasdientes de cada una de estas partes.
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Se explicara a los estudiantes que deben empezar a contar las partes en que qued
la grafica de izquierda a derecha y que los datos que aparecen en la columna B
pendientes de cada una de ellas. &tirp observar estos datos con atencién y compar
con la representacion gréfica de la funcion. Luego se preguntara:

¢, Qué caracteristica tienen los segmentos cuya pendiente es positiva? ¢Qué suce
grafica d€Qw en este caso?
¢, Qué caractetisa tienen los segmentos cuya pendiente es negativa? ¢Qué suced:
grafica d€Qw en este caso?

Se propondra realizar el mismo ejercicio con otra funcion distinta. Para esto, se ped
estudiantes:

No o~ wbdhPE

Hacer clic sobre las celdas Ay B coriielde desactivar el registro en hoja de calc
Borrar todos los datos registrados en la hoja de calculo
Hacer clic en el bot - n AReiniciaro.

Ingresar la funcion -w cw o
Colocar el deslizadarenc 1t

Hacer clic sobre las celdas A y B con el fin devactel registro en hoja de calculc
Hacer clic en el bot - n ARegistroo

Luego, se pedira a los estudiantes comparar la grafica con las pendientes obteni
preguntara:
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¢, Qué signo tienen las pendientes de los 12 primeros segmentos? ¢Qué sucede con
de"™Qw en este caso?

¢A cuanto equivale la pendiente del segmento numero 13? ¢ Por qué creen que
valor?

¢, Qué signo tienen las pendientes de los segmeadtamtes? ¢Qué sucede con la grafic
"Qw en este caso?

¢ Qué relacion encuentran entre el ejercicio realizado con la fusiciéhé y esta funcion®

[z] &
ta Grafica a de Calculs
. ACNNEIEIELIaE:
H el A e B
=0 f Segmento: 20 1 |SeomentoBlim =200 =
i 2 1 96
- . . 3 2 88
m = -5.6 J 2 fz
6 64
7 56
8 48
A B 9 8 4
-?( - ] ﬁ 10 9 32
11 0 24
12 11 16
13 12 08
1 13 0
15 14 08
16 15 15
i 18 24
18 7 2
19 18 4
¥ Vista Grafica 2 X |20 19 48
21 20 -56
Ingresa una funcion Registro 2
r r — — 23
N Tramo %) Pendiente inici
f)={1/5)e+2x+3 ¥ (VAL I L Relnictar | p— o
25

Se espera que, a partir de lo anterior, los estudiantes den cuenta y razén de que en |
en los que la funcién es creciente, la pendiente es positiva y en los tramos en lo:
funcion es decreciente la pendiente es negativa.
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Recurso 2:
Se pedira a los estudiantes abrir el archivo Taiie&2 que se encuentra en el escritorio
computador. La interfaz que encontraran inicialmente es la siguiente:

m = 3.16

Al estar la funcibn compuesta por segmentos, pueden considerarse rentsssssubre la
funciones y analizar el comportamiento de las funciones a partir de estas

Responda las siguientes preguntas:
- ¢Al mover el deslizadore qué sucede en la representacion?

Se espera que los estudiantes respondan que la distancia gnireédssA y B cambia segu
aumente o disminuya el deslizador.
Puede ocurrir que respondan que la recta cambia de posicidn o direccion, para solvel
el profesor hara nuevamente la pregunta, centrandola en el comportamiento de los
Buscando dsla respuesta esperada.

- ¢Almover el punto A qué sucede en la representacion?
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Recurso 2:

Se considera que, con e
recurso, los estudiantes
podran mostra
comportamientos
asociados con AM1, AM2
AM3y algunos indicios d¢
la AM4. Estos se describe
a continuacion:

AMI1:

Los estudiantes reconoct
gue a medida que ¢
deslizador n cambia d
valor, también cambia |
distancia entre lopuntos
Ay B y cambia el valor d¢
la pendiente de la recta qt
pasa por esos dos puntt
Ademas, reconocen qt
dicho valor tambiér
cambia cuando se mue
el punto A.

AM2:

Los estudiantes reconoct
gue a medida que aumer
el valor que toma e



Se espera que los estudiantes respondan que el punto se mueve sobre la rectay qu deslizador n también
se mueve también la recta. aumenta la distancia ent
Podria ocurrir que respondan que el triangulo presentadla construccion cambia ( |5 puntos Ay B.
tamafo, para solventar esto, se realizard& nuevamente la pregunta, centrando
comportamiento de la recta.

También se espera que los estudiantes respondan que el texto presentado en panta
conforme se mueve plnto.

AM3:
Los estudiantes asocian
cambio del valor de I
o G e Ot o Vi - pendiente de la recta qt
x| 21003 B0 NG pasa por A y B, con i
inclinacion de esta (a |
izquierda  cuando [
pendiente es negativa y
la derecha cuando |
pendiente es positiva
Ademas, los estudiante
S dan cuenta y razén de q!
a medida que el valor de
L= se hace mas pequefio,
gradfica que  aparec
cuando se activa la casil

m = —1.62

- Ingresa en la casilla de texto la funciériQ® c¢w vw y mueve el puntod
¢ Qué sucede con el valor d& e

ARel aci - -no,
Se espera que los estudiantes digan que el valor de m cambia, que se hace mas mas a la grafica de ur
pequefio y que esto depende de la posicion de la recta que contiene al punto A. funcién  cuadratica ¢

- Activa la casilla relacién, y ahora mueve el valor del deslizad@ry analiza como parabola
cambia el valor ded al mover nuevamente el punt@ 8, Qué sucede con el rastre

que aparecio cuando el deslizadar se hace mas pequefio? AM4:

Aqui se espera que los estudiantes respondan que cuando el deslizador se hace ma: Los estudiantes reconoc
el rastro se parece mas a imdion cuadratica, y cuando se hace mas grande, de que la pendiente de la rec
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parecerse. A partir de esto, se empezard a trabajar el crecimiento o decrecimien que pasa por Ay B camb

funcion. de signo en los puntc
I L maximos y minimos de |
// \ ol é\ =T funcion ingresada
TE- e Ademas, verbalizan qu

cuando alguno de lo

puntos (A o B) se
m=s68 encuentra ubicado €
A alguno de los extremos(
la funciéon y a su vez ¢
valor de n se va hacienc
mas pequenio, la pendier
de la recta que pasa por |
puntos mencionado
tiende a cero.

- ¢Cuandoa toma el valor méas pequefio posible y cuales son las coordenadas

2
punto D en ese momeio® AMS:

Aqui, se espera que los estudiantes relacionen el punto de inflexién de la funciéon con La accibn 5 aln no €
minimo de la pendiente. De no ser asi, el docente redirigira la pregunta de tal forme evidenciada  por o
centre en el movimiento del punto A en segmentos cercanastal ge inflexion.
- ¢Cuando la pendiente de la recta es positiva y cuando es negativa? ¢ Como pt
relacionarse este cambio con la forma de funcion inicial?

estudiantes, pues raz(
entre los cambio:
trabajados siguesiendo
Aqui se espera que los estudiantes respondan que cuando la funcion es creciente, la promedio, vista a partir d
es b la recta es positiva y cuando es decreciente, la pendiente de la recta es nega |3 recta secante.
esto el docente guiarda las respuestas del estudiante para que se apoye del rastro ¢
partir del punto D.

- ¢En qué momento la pendienté cambia de signo?
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Aqui, se espera que los estudiantes respondan que en los puntos maximos o minir
funcion la pendiente cambia de signo.

€7 Tarea 252950
st

Qi N
H- e~~~ I
n=tt h o] ‘!
L3
\ 4
\l J f m=—0.08
‘ f D = (0.04, —0.08)
- Grafique la funcion: —  py realice el mismo analisis.
€7 Tarea 2 - S2.95b - a X
i AN B
T Ev Av  Medio < |[#]a
' m = 0.11

D = (0.04,0.11)

=610+ 1)-1

) Refscén
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Construccion  de
expresiones  que
representen los
cambios

Construir una
expresion
algebraica que
represente la razé
de cambio
promedio entre do
puntos

cualesquiera de un
funcion, a partir de
la identificacion de
segmentos o recte
secantes en ella,

Recurso 1i Actividad Previa:

Se pedird a los estudiantes abrir el archivo de GGB llamado Tarea Previa, al hac

interfaz que encontraran sera la siguiente:

~ Vista Grifica

ta Grafica 2

Utiliza la herramienta “Segmento - Pendiente™
ubicado en la Ultima posicién de la barra de
tareas para construir segmentos contiguos a
partir del punto ubicado en la pantalla.

Selecciona primero el punto y luego ingresa
la pendiente.

Usa las siguientes pendientes:

Mostrar pendiantas

Entrada

Los estudi
pendi ent e se@encorardn@on tasigulente irgerfaz.

ant es eer 8n

el enunciado

q

Recurso 1 i Actividad
Previa:

Se considera que, con e
recurso, los estudiante
podran mostra
comportamientos
asociados con AM2, AM3
AM4 y algunos indicios d¢
la AM5. Estos se describe
a continuacion:

AM2:

Los estudiantes reconoct
gue existen a@&mbios
constantes sobrew vy
cambios sobrewy que
estos se relaciona
mediante un cociente pa
hallar la pendiente de Ic
segmentos dados.

AM3:

Los estudiantes reconoct
el cambio como e
pendiente de lo!
segmentos  construido
Ademas, identifican e
comportamiento de lo



iones Heramientas Ventana Ayuda

WIS L) Nl el A

X [ » vista Grafica 2 X

Utiliza la herramienta “Segmento - Pendiente™
ubicado en la ultima posicion de la barra de
tareas para construir segmentos contiguos a
partir del punto ubicado en la pantalla.

Selecciona primero el punte y luego ingresa
la pendiente.
517
Usa las siguientes pendientes: 1,50
Mostrar peninas 1,17 |
-2,83
-3,50
Ly : ey -3,17
° ! -1,83
' 0,50
3,83
8,17
13,5

Una vez han aparecido las pendientes, se preguntard a los estwdidhtese que sera li
forma de la construccion que realizargrmue su respuesta sea sustentada a partir de |
se ha trabajado.

Se espera que la respuesta de los estudiantes sea que tendran una aproximacion de
gue primero es creciente, luego decreciente y creciente nuevamente. Esto debido a I
de las pendientes de los segmentos que construiran.

También se preguntaea qué parte creen que habra un punto maximo o minimo de la ¢
Y de igual manera, se espera que las respuestas estén guiadas por los cambios de
las pendientes en Iea@gmentos construidos.

Una vez los estudiantes han explicado sus respuestas, usaran GGB para verificar gt
correcta. Utilizaran la herramierfiaS e g miePretna i desatrofiadla en el programa pe
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segmentos graficadc
como creciente (
decreciente  segun |
posicion en la que s
encuentran.

AMA4:
Los estudiantes reconoct

gue la pendiente de Ic
segmentos es positiva ¢
los intervalos en los que
funcibn es creciente
negativa en los intervalc
en los que la funcion €
decreciente.

AMS5:
Los estudiantes reconoct

qgue en el punto d
inflexion se presenta ¢
cambio de signo en e
pendientes, es decir qt
esta pasa de ser crecient
decreciente o vicevers
Ademas, puede realizar
un esbozo de la gréfica
partir de las pendientes (
los segmentos dados




construir un segmento dada una pendiente. bgitod del segmento esta determinada
el cambio erw el cual es constante.

Al ingresar los segmentos, el resultado que deberia aparecer en pantalla es:

X | » vistaGrafica 2 X

Utiliza la herramienta “Segmento - Pendiente”
ubicado en la altima posicion de la barra de
tareas para construir segmentos contiguos a
partir del punto ubicade en la pantalla.

Selecciona primero el punto y luego ingresa
la pendiente.

5,17

1,50

Wostrar pengientes =-1,17 |«
-2,83
-3,50
-3,17
-1,83
0,50
3,83
8,17
13,5

Usalas siguientes pendientes:

Entrada

Una vez realizada esta tarea, se preguntara a los estudigQtessignificado tienen Ic
segmentos rojos y los segmentos azules?

Se espera que los estudiantes respondan que los segmentos rojos corresponde
cambios constantes eny que los segmentos azules representan la cantidad de cambi
enwen el intervalo determinado porssgmento rojo.

Si las respuestas obtenidas, no son las esperadas, los investigadores redireccio

preguntas, haciendo uso de lo trabajado en las sesiones pasadas. Teniendo en
pendiente, la razén de cambio promedio, los avances/éms avances e
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Este recurso se encuentra enmarcado dentro de la calégnifiacion de propiedadegues
se usara para que los estudiantes verifiquen las respuestas dadas para un col
pendientes proporcionado.

Por ultimo, se pedira a lostediantes que usando la herramienta construida en GGB, re
una aproximacion a una curva que presente tres cambios de concavidad, que sea
creciente y dos veces decreciente.

Recurso 2:

Se pedira a los estudiantes abrir el recurso llamadealli S3. Y se indicara que la tar
es la siguiente

Tarea: Definir las pendiente de los segmentos AB y CD, con la informacion proporcic
por el recurso.

En primer lugar, la interfaz del recurso es la siguiente:
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Recurso 2:

Se considera que, con e
recurso, los estudiante
podran mostra
comportamientos
asociados con AM1, AM2
AM3 y algunos indicios d¢
la AM4. Estos se describe
a continuacion:

AM1:
Los estudiantes reconoct
que las distancia

verticales que aparece
cuando se activa la casil
i a y u,dcarr@sponden

las distancias desde I
puntos A y B (extremo:
del segmento dad@ eje
W y que las distancia



Se pedird a los estudiantes
representacion:

Tidngulo- Pendient
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horizontales corresponde
a las distancias ent
dichos puntos y el ejea

También, dan cuenta

razon de que, para hallar
pendiente del segmen
dado, deben realizar
cociente entre los cambic
enwy los cambios em

AM?2:

activar la casilla situacién 1 y encontraran la si LOS estudiantes reconoct

gue para hallar el cambi
en wy el cambio enw
deben establecer ciert
relaciones  entre la
distancias verticales

horizontales que aparect
al activar la casille
ilayudeumarlas ¢
restarlas segun sea

caso). Ademas, identifica
gue dependiendo de

posicion de los puntos A
B en el plano, las
relaciones que debe
establecer  entre le



El recurso en este caso puede enmarcarse en la categphisacion de situaciones \ distancias  mencionads
formulacion de conjeturasPues los estudiantes podran explorar alli el comportamien van a variar.

los diferentes puntos y formularan una expresion que represente la razon de cambio f

entre dos puntos sobre la funcién.

AMS3:
Los estudiante:

Las casillas: ayuda y trianguilopendiente, haran aparecer los segmentos y el triangul determinan la expresio
representa la pendiente. Y se espera que a partir de esta informacién se const qué representa |

expresion que represente la pendiente del segmento.

/| Tanguio - Penaieme

A partir de esta iformacion, se preguntara a los estudiantes:

¢ Cudles son las coordenadas de los puntos Ay B a partir de lo conocido?
¢, Como se puede encontrar la pendiente del segmento AB?

¢Al mover los puntos, la pendiente cambia?

Al mover los puntos, la expresion que representa la pendiente cambia?

el AN =
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pendiente del segmen
dado teniendo en cuenta
posicion de los puntos A
B en el plano. Es decir, qt
enctentran la expresion d
la pendiente para cast
particulares.

AM4:
Los estudiantes plantean
expresion general qu
permite hallar la pendient
de un de una recta o de
segmento contenido €
ella, dados dos puntos q|
pertenecen a la rect

AMS5:
La accibn 5 aun no €
evidenciada por lo



Se realizara la misma tarea, para la situacion 2: dénde los segmentos y coordenade
definidos a partir de otros elementos.

c oy

| situacion

\/ Tridngulo - Pendients

./ | Ayuda

Para la situacion 1, se espera construir una expresion similar, pero esta estara det
por los valores y ubicacion de los segmentos.

Esta expresion se usara posteriormente cambiando algunos términos para llegar a |
de triangulo diferencial razon de cambio instantanea.
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estudiantes, pues la raz
entre los cambio:
trabajados sigue sienc
promedio, vista a partir de
cambio de pendiente c
segmentos.

Recurso 3:



Recurso 3:

Se pedira a los estudiantes abrir el archivo: Taile&2

La interfaz que encontraran sera la siguiente:

Se considera que, con e
recurso, los estudiantes
podran mostra
comportamientos
asociados con
acciones mentales.

las

' AM1:
* Los estudiantes reconoct
| gue los Unicos puntos qt

A=(-3,

2.93)

_3.94-—-293 6.87

/ pueden mover en ¢
/7 T recurso son® y ,
/ puesto que estos ¢

/ mueven sobre el eje que
representa a la variab

_58T .o independiente qu

B = (—0.78,3.94)

Este recurso se enmarca en la catedoetizacion de procedimientos algoritmicdebido AM2:
guesera utilizada solamente para encontrar la razén de cambio promedio en unos in Los

indicados.

A partir de estos célculos, se espera que los estudiantes lleguen a conclusiones act
forma de la curva, sus cambios, donde es creciente, dodeeresiente, donde alberga CUrvVa,

punto maximo o minimo, etc.
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T —0.78 — -3

2.22 . . . .
interviene en la situacion.

estudiantes
verbalizan que e
segmento de color morad
cuyos extremos estan en
relaciona  lo:
cambios ey los canbios
eny de esta, por lo tantc
representa la razon c
cambio promedio de |



Se pedira a los estudiantes calcular y registrar la raz6n de cambio promedio a medit misma. Ademas

cambia de:
oa ¢
ca p
parm
map
pag
¢ao
oat

Posterior a estos célculos, se les pedira responder las preguntas:

= =4 =4

alli?

Se espera que los estudiantes respondan que en los intervalos en los cuales la
creciente, la razon de cambis positiva y viceversa. Y que si los puntos se hacen
préximos, entonces la razon de cambio promedio es mas cercana a la funcién.

Si las respuestas obtenidas, no son las esperadas, los docentes redireccionaran las
haciendo uso de lo trabd@ en las sesiones pasadas. Teniendo en cuenta la pendit

razén de cambio promedio, los avancesogrios avances et

Para realizar la tarea, los estudiantes solo podran mover los puntos que represe

coordenadas ewde los puntos A .

¢En qué intervalos la razon de cambio promedio es positiva y a qué se debe
¢En qué intervalos la razon de cambio promedio es negativa? ¢A qué se deb
¢En cualntervalo la raz6n de cambio promedio es mayor?

¢, Qué sucede si los puntos Ay B, se hacen muy proximos? ¢Qué puede dedt
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reconocen que el signo r
es un factor que influy:
para determinar si la raz¢
de cambio es mayor
menor.

AM3:

Los estudiante:
determinan en  cudle
intervalos de la curva le
razén de cambio promed
es mayor y en cuales ¢
menor. Para esto tienen
cuenta la representacic
gréfica de la curva y lo
datos obtenidos a partir d
recurso.

AM4:
Los estudiantes reconoct

gue en los intervalos en Ic
qgue la curva ® creciente
la razon de cambi
promedio es positiva 'y e
los intervalos en los que
curva es decreciente, e
es negativa.




4

28/10/19

Triangulo
diferencial

Recurso 1:

Se pedir §
sera la siguiente:

a

oS

AMS:

Los estudiantes verbalize
gue entre mas pequefi
sean los intervalos enti
las razones de camb
promedio, la unién déos
segmentos que le
representan se va
aproximar mas a la form
de la curva original.

Recurso 1:

estudi ant e s intarfaz que encerltraré Se considera que, con e
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recurso, los estudiante



Usar la curva de
cambio pare
describir la forma
de una funcion y
sus caracteristica:
en relacién con e
razon de cambic
instantanea
representada por ¢
triangulo
diferencial.

Archivo Edita Vista Opciones Heramientas Ventana Ayuda

NDRENENCEFEANEE
~ Vista Grafica

n=0

.

» Vista Grafica 2

f(x)=x

En primer lugar se pedira a los estudiantes ingresar en la casilla de entrada la@«acior
¢ y luego mover el deslizadar paulatinamente. Una vez realizado esto
preguntard a los estudiantes cudl es el significado de los puntos que aparecen en
tanto los que se encuentran sobre eligemo los que se encuentran sobre la funcion.

of Q&

Se espera que los estudiantes respondan que los puntos que aparecencetietefeel
intervalo [A,B] en partes iguales, y los que aparecen sobre la funcién son las im

respectivas de los anteriores.

| Elemento 1
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Elemento 2

Trianguios - Pendientes

podran mostra

comportamientos
asociados con AM1, AM2
AM3 y algunos indicios d¢
la AM4. Estos sélescriben
a continuacion:

AM1:

Los estudiantes reconoct
gue a cada punto que
encuentra sobre el ejele
corresponde un punto d
eje wy que este ultimc
cambia, cuando el punt
que se encuentra en
cambia.

AM2:

Los estudiantes verbalize
que los puntos que
aparecen en el plano y
corresponden con o
puntos que estan sobre
eje x, forman la curve
ingresada en la casilla ¢
entrada.

También, verbalizan qu

los segmentos qu
aparecen en el plar



7 Tarea 1.qgb
Archivo Edita Vista Opciones Hemamientas Ventana Ayuda

Bl elol<N]=]+)

¥ Vista Grafica

W~ v

» Vista Grafica 2

f(x)= 3sen(x) + 2

Entrada

Posteriormente se pedira reiniciar elldeslor eng
esta casilla hara que sobre la funcion aparezcan segmentos cuya longitud es con

todos los caso y representan los cambio&a en

Elementa 1 emento 2

Ty activar la casillai E| e me r

Se espera que los estudiantes describan estos segmentos coamobios constantes gt
presenta la funcién eny que se van haciendo mas pequefios conforme se va hacien

grande el valor del deslizadér

Si los estudiantes no logran llegar a esta conclusion, se realizaran intervenciones qu
a colacion és elementos trabajados en las sesiones anteriores, tales como avance ¢

cercania entre puntos.
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cuando se activa la casil
Elemento 1 correspaden
al cambio enx. Por otro
lado, reconocen que Ic
segmentos que aparec
cuando se activa la casil
Elemento 2 corresponder
al cambio ery y que este
contrario al cambio ey,

no es constante.

AM3:

Los estudiantes reconoct
gue cada uno de los punt
gue aparecen en el plal
corresponden a la
imagenes de los puntc
gue se encuentran sobre
ejex.

Por otro lado, sor
conscientes de que
cambio en X, representac
por los segmentos qt
aparecen en gntalla
cuando se activa la casil
AEl ement o es
constante. Ademas
reconocen que el camb
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[] Elementor [

Elemento 2

Trianaulos - Pendientes

Enseguida, se realizara la misma tarea, pero activando la GaEillae me gue mosttaid
la variacion que presenta la funcion eren estos itervalos determinados paoy se
mostraran como segmentos rojos.

Los estudiantes de igual manera presentaran una interpretacién de estos y de no ¢

recurrira a retomar los elementos de las sesiones pasadas.

Se espera que los estudiantes redpa que estos segmentos no son iguales debido
hay intervalos en donde el cambio que se evidencia es mayor y por tanto el segme

tener mayor longitud.
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en y, es proporcional
cada uno de los segment
gue lo representa. Es dec
que entre mas grande s
un segmento, mayor es
cambio.

AM4:

Los estudianteseconocen
gue los triangulos qu
aparecen al activar |
casill a -
pendient eso
pendiente de wuna rec
secante a la curva dada.
decir que coordinan |
razon de cambio promed
de la funcién, con lo:
cambios erxyy.
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Luego de esto, los segmentos azules y rojos se unificaran en un solo elemento du
triangulo de pendientes y que aparecera al activar ladasllla i 8 n g e h @ is.eCont
este los estudiantes veran como al hacer mas grande la cantidad de intervalos, estos:
se van acercando mucho mas a la forma original de la funcién.

Se pedira a los estudiantes establecer la relacién que existen en el triangulo, la cual
gue respondan que es la pendiente y que mencionen como se calcula ésta en cada

Ademas de eso, se les pedira activar la cdsiPae n d ii Segre @ $ v s explicara qut
la longitud de estos segmentos corresponde al valor que se encuentra al calcular el
entre los segmentos. Para apoyar esta idea, en pantalla también aparecera un tri
rojo con su respectivo segmeiitpendiente, ara ilustrar de mejor manera esta propiec
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Luego se pedird mover el deslizador de manera creciente, de tal suerte que los se
gue van apareciendo formen la curva de pendientes (derivada).
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Enirada

Por dltimo, se pedird que los estudiantes describan con sus palabras la relacion qt
entre los segmentos que van apareciendo y los triangulos que estaban previamente,

Se espera que los estudiantes relacionen los diferentes segment@sarenifientos qui
va teniendo la funcién original en ese intervalo y se relacionen las curvas que se 0
tanto | a curva original <con

su deriva
no se utilizard en ningln momento.

Esta tarea se petira con diferentes funciones que presentes diferentes cambios p
analizadas.
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Este recurso se enmarca en la categéipioracion de propiedades y formulacion ¢
conjeturas.Debido a que se pretende que el estudiante realice una exploraciénas
funcion a partir de las herramientas proporcionadas por el recurso para obtener cc
acerca de su comportamiento y relacion con otros elementos.

Recurso 2: Recurso 2:

Se pedira a los estudiantes abrir el archivo llanfadoa r eyaenc®niraran la sigente Se considera que, con e

interfaz. recurso, los estudiante
podran mostra

o 2o it gsnes o vanara S comportamientos
Al OO AN = asociados con AM3

~0 m AM4, estas se describen
: continuacion.

Enat AM3:

T naE. Los estudiantes reconoct

e R e s s A a s Eamma cual es la pendiente de
recta que aparece ¢
pantalla y ademas

; descubren que la medic

5 , del segmento que ¢
e - muestra en  pantalle

f(x)=x [ ] cuva-pendiants ’Activa Rastrol [Desactiva Rastrol equivale a la medida de
pendiente.

La primera accion que los estudiantes realizardn en el recurso sera medir la long
segmento que se encuentra sobre elogjdo relacionaran con la pendiente de la recta AM4:

aparece en pantalla. Para esto, moveran el punto A kolecta que aparece. Los e'studlantes asocian
cambio de color de
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Se espera que los estudiantes concluyan que el segmento tiene la longitud del va triangdo que aparec

pendiente de la recta y que estimen cudl es la forma de la nueva figura que aparece cuando mueven el punt
gue aparece sobre la cun

: . . , PP . . n | mbi w
Enseguida, los estudiantes tendran que ingresant®fiiQw ® @y mover el puntc g?ecimigf]to cambios 3

A sobre esta, alli, se notara que al moverlo, el triangulo de pendiente cambia de ¢ yacrecimiento qu

acuerdo con la ubicacion en la que se encuentre la recta. experimentan las
funciones ingresadas.

Los estudiantes deberan explicar a qué se debe este cambio dearolquéyintervalos s

mantiene de un color y en qué intervalos se mantiene de otro.

Se espera que respondan que se mantiene de color azul cuando el punto A se encue

la parte creciente de la funcidn y que se mantiene en rojo cuando el puntociesetie er

la parte decreciente de la funcion.

A continuaci-n, se pedir8 dar <click al
al hacer esto, el segmerito®e movera sobre el ejey el punto E dejara un rastro.

Los estudiantes haran referencia a este rastro dejado, en relacion con los cambi
funcion, debido a que si es creciente los rastros dejados seran de color azul y si es de:
los rastros dejados seran de color rojo.

Se espera que los estuttes reconozcan los intervalos marcados con azul como los ca
crecientes que presenta la funcion. Y los intervalos marcados con rojo como los ¢

decrecientes de la funcion.

Esta misma tarea se realizara con varias funciones que representencaaniings de
crecimiento y sea mas provechoso su analisis.
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Par a finali zar,
visualizacion de la relaciéon obtenida.

Recurso 3:

podr 8inpeadt iendreo!| parca

Se pedira a los estudiantes abrir el archivo tituladb a r e en laZwal encontraran

siguiente interfaz:
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Recurso 3:

Se considera que, con &
recurso, los estudiantes
podran mostra
comportamientos

asociados con AM2, AM3
AM4 y AM5, estas se
describen a continuacién
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Con este recurso se pretende que los estudiantes a patoutied de cambio de una funci
(derivada)traten de estimar la forma originad dsta. En primer lugar, teniendo en cuent
recurso trabajado anteriormente, se explicard el significado que tiene la longit
segmento azul. Los estudiantes ingresaran en primer lugar la fifdcidbn wy moveran
el punto A sobre el ej@ se legpedira describir como es el cambio que presenta el segr
conforme se mueve el punto A y este resultado asociarlo con cual debe ser la foi
presenta | a funci-n original. Los est

Se espera que los esiaates respondan que el segmento no presenta ningun tipo de ¢
y por tanto, la funcién original es una linea recta cuya pendiente es 1. Si el resulta
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AM2:

Al ingresar funciones
lineales al recurso y move
el punto A, los estudiante
verbalizan que el tamar
del segmento no preser
ningun canbio.

AMS:

Los estudiante:
determinan el valor de |
pendiente de las funcione
lineales ingresadas o bie
de las rectas generadas
partir del rastro que s
obtiene al mover el punt
A.

AM4:

Los estudiantes relacione
los colores del rastro, cc
los cambios que presen
la funcién y a partir de est
determinan si esta crece
decrece en un intervall
También, reconocen qu
en el caso de las funcion
polinébmicas, la funcior
formada por el rast tiene
un grado menor que |



por los estudiantes no es el esperado, se recurrird a preguntas que traigan a col
resutados obtenidos en la tarea anterior, tales como su longitud y su significado.

La misma tarea se realizard con la funci©mw
resultados similares a la tarea anterior.

¢w o de la cual se espera obter

Para verificar sus resultados activaran lalchdsia A Muestra funci -r
€7 Tarea 3.ggb X
~ Vista Grafica X
4
» Vista Grafica 2 - X
f(x)=2x+ 3 [Activa rastro ’ | Desactiva rastro (/] wuestatuncion

>
Entrada.

11:45 2. m. E
1471172019 4

@ ~BDwd EP

Ahora, los estudiantes ingresaran la func@d T®G TWL  pA®Z Thactivaran
el rastro y moveran el punto A sobre el @e&on el resultado arrojado por GeoGebra,
estudiantes indicardn en qué intervalo la funcidigimal es creciente y en cuales
decreciente, esto esta determinado por el color del rastro que aparece. (Azul, dre
Rojo, decreciente).
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funcion original y
determinan su ecuacion.

AMS:

Los estudiantes identifica
los puntos de inflexién d
las funciones trabajads
como los puntos en los gt
cambia la concavidac
También, predicen |
concavidad de la funcio
original a partir del rastro
0 bien la concavidad qu
va a presentar el rastr
cuando ingresan la funcic
original.
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A partir del rastro y las respuestas dadas por los estudiantes, trataran de estimar

original de la funcién teniendo en cuenta sus intervalos de crecimiento y decrecin
puntos maximos y puntos de inflexion.

Se espera que los estudiante®nezcan a partir de la grafica, cada uno de estos elem:
De no ser asi, se preguntara por ¢, Cual deberia ser el valor que tome la pendiente pal

un valor maximo en la funcién? o ¢Cuando la funcion es creciente, cual es el valc
pendiente Bi? ¢y cuando es decreciente?

Estas preguntaras permitirdn tener un acercamiento de las relaciones que los es
establecen entre los cambios de la funcion (derivada) y la funcion.

La misma actividad se realizara con las siguientes funciones:
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Anexo2: Transcripcion sesion 1.

NUmero de tarea

SESIONL

Tipo de recurso

W

Exploracion desituaciones y formulacion de

Minuto

0:39a 1:38

Transcripcion

Se lee los estudiantesl enunciadale la tarea relacionada con ¢
primer recurso GeoGebra:

Para preparar un postre se debe agregar dos cucharadas de
por cada tres cucharadas de harina

Luegose les indica que el primer paso es llenar la taje aparece
en la hoja de calculo, teniendo en cuenta la informacién que b
en el enunciado.

La interfaz del recurso a la que accederan los estudia
inicialmente se muestra a continuacion:
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conjeturas
Andlisis desde AS

Andlisis desde Carlson

Indicadores
Se considera que con e
recurso los estudiantes podr
evidenciar comportamientc
asociados con AM1, AM2
AM3. Estos sedescriben &
continuacion:

AM1:

Los estudiantes coordinan
valor de una variable con Ic
cambios de la otra. Esto
puede evidenciar cuanc
designan correctamente |
ejes coordenados al mover |

Indicadores
En la linea 10, la nifia 1 ur
hace uso de las herramieni
de GeoGebra para ubic
puntos en el plano cartesiar
relacionando la ubicacién c
este punto con la ide
mencionada por S
compafiero en lalinea 9. Aq
evidenciamos que al
estudiante  establece ul
relacion entre la herramien
punto y las coordenadas ¢
este con la situaciénde
cantidad de harina y cantids
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Cucharadas de harina | Cucharadas de anicar | Cociente

Verifcar

Reiniciar
]
5

1 | Nifiol: |Do s, i [eefiriéndaosed a que Niflal deb
oprimir esta tecla para pasar a la siguiente fila
la tablal].

2 | Nifio3: | Cuatro

3 | Nifial: | Seis

4 | Nifio4: | Y diez

5 | Nifiol: |Ahora toca acomodar |

6 | Investl: | Los puntos los pueden mover ahi solame
utilizando el mouségen la vista grafica del recurs
aparecen seis puntos que pueden moverse en
la superficie con ayuda del mouse].

7 | Niflo2: | ¢El ejewa quése refiere?

8 | Nifal: |Elejewvendr2a siendo | a

9 | Nifio3 Pues el ejeves el independiente, entonces seriat
cucharadas de harina y el eje y es el dependi
entonces serian las cucharadas de azucar.

10 | Nifial: | Si. Entonces por cada tres, hay @dsica los puntos
en el plano cartesiano con las coordenadqk )

11 | Nifio2: | O sea, seria aqui.Séfiala en la pantalla I

ubicacién de la coordenad8,?2)).
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puntos en el plano cartesianc de azucar. Tal accién puet
ubicarlos de modo que tes describirse con el indicadc
datc (B2).

representen los
ingresados en la tabli
Cucharadas de harina en el
Xy cucharadas de azucar en
ejey.

AM2:

Los estudiantes verbalizan q
a medida que aumenta
cantidad de cucharadas
harina para realizar el postr
también aumenta laantidad
de cucharadas de azUcar que
necesitan.

AM3:

Los estudiantes coordinan
magnitud del cambio de Ie
cucharadas de harina con
magnitud del cambio de Ie
cucharadas de azlcar. |

indicador de esto es qt
reconozcan que la
magnitudes  covania de

manera constante.

~_Convenciones

AM2




2:34 a 3:33

4:19a 5:42

12

Nifio3:

Este es el de harina ¢naoSe(ialando el eje),
entonces ahi, (3,2).

13

Ninal:

Y é ase

S U p osalamentg wpa fumaid
lineal y ya? fnientras ubica el resto de Ie
coordenadaks

. E—
’ ril

14

Investl:

Ahora ¢ si se dan cuenta que ahi, en la part
abajo sale | a casil!l

a dar clic ahi, para verificar si efectivamente
puntos los ubicaron de la manera correcta
aparecen unos puntos azules en algun lad
porque les ged6é mal, si no ven ningunos punt
azul es es porque est |

Verifican y no sale ningun punto azul

15

Invest2:

Ahora, ustedes estan viendo esos triangulo:
ahi ¢cierto? Entonces, aqui hay una herrami
que sirve para medir los lados de $egmentos
¢ Saben cual es?,¢ saben utilizarla?

184

En la linea 9 se evidencia que
estudiantecoordina el valor de
una variable con los cambios ¢
la otra.Pues esta designando
manera correcta los ejes
coordenadosal indicar que las
cucharadas de haringan en el
ejex y las wcharadas de azluc
en el ejey. Ademas, en las linee
11 y 12 se evidencia AM1, pue
los estudiantes ubican los puni
en el plano cartesiande modo
que estos represent
correctamente  los datos
ingresados en kabla:

En la linea22 se evidencia qu En la linea 20, se evidencia
los estudiantes reconocen g de la herramienta qu

verbalizan que a medida qi hermite encontrar la longitu
aumenta la cantidad de harir de segmentos Lo

también aumenta la cantidad . .
estudiantes relacionan I

azucar para realizar el post .
mencionado en el enunciad f€sultados de esta accion er
Este es un indicio de AM2. linea 22 con la nocion de
cantidad de azucar y cantid;
Por otro lado, en la linea 28 de harina Esta accion est
evidencia que Nifio2 coordina = descrita por el indicad¢B2).

magnitud del cambio de e
cucharadas de harina con



16 | Nifiol: | Ehh si, creo que es est&efiala la parte de
pantalla en la que aparece la herramier
angulg

17 | Invest2 | Si, dale ahi(refiriéndose hk icono de la
herramientad Cngul 00)

18| Investl: | Hay una que Tdioaei fidid!

19 | Invest2 | Van a dar clic sobre cada uno de los segme
gue forman el triangulo. Los catetos de
triangulos no mas, no la hipotenusa, por:
filense que son triAngulos rectangulos.

20 | Nifial: | Listo (hace clic sobre los catetos y encuentra
medida3.

21 | Invest2: | Listo, van a observar esas medidas, ¢ qué relz
tienen con el enunciado inicial que les dimos*

22 | Nifio2:

185

magnitud del cambio de leé En las lineas 24, 26, 40 I
cucharadas de azlcar e ind estudiantes hacen uso de
gue estas magnitudes covarian hoja de calculo de GeoGeb
manera constant¢ hara calcular el valor de |
Posteriormente  se re_qhza', pendiente. Tales célculos I
procedimiento de verificacm permiten concluir que

utilizando la hoja de célculo © itad £
GeoGebra y se comprueba o resultado es constante. Es

efectivamente la magnitud de e €N 18 lineas 28'y 42.

cambio es la constante d _
tercios, o en su representaci Estas  acciones puedt
decimal, cero coma se describirse mediante ¢

periddico (ver linea 42). indicador (D2).



5:44a 7:38

23 | Investl: | Listo, ahora en la casilla, aqui en C3, en C3 v
poner el cociente

24 | Niflol: | C3, abajo ¢efalando la celda para que Niflal
coloque alli ekcursor)

25 | Investl: | Van a poner el cociente ¢ si? El cociente va &
B3 sobre A3.

26 | Nifo2 | Dos tercios. En todas.

27 | Invest2: | ¢En todas sera dos tercios?

28 | Nifio2 | Si. Si la relacion es constante, es una const
es dogercios.

29 | Nino3: | Si, si se simplifica, todos son dos tercios.

30 | Ninal: | Si

31 | Investl: | ¢ Cuanto da dos tercios?

32| Nifio4: |[Cer o comas tres, tre

33| Invest2: | ¢ Seguros?

34 | Nifio4: | Ah no, es cero comas seis, seis, seis

35 | Invest2: | Compruébenlo. Ahi tienen la herramien
Comprueben su hipétesis.

36 | Nifio3: | Cero comas seis, seis, seis

37 | Nifial: | ¢ Cudl es el iguakPientras procede a escribir |

férmula en la hoja de célculo para comprobar
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7:46 a 9:15

38

Investl:

Escribe B3, dividido, o sea, slash, shifird{ca
que este comando se debe usar para escrib
slash), A3 (En este momento no aparece
resultado en la tabla, puesto que la formula
habia escrito en minlscula).

39

Investl.

Ok, vuélvelo a hacer, pemponlo con mayuscul

(é)

40 | Ninal:

Bueno(vuelvea escribir la formula, pero ahor:
con mayusculas).

41

Investl:

Listo, dal e Aentero
abajo. Es como un Excel comun y corriente.

42 | Nifial:

Ya (mientras u bica el cursor en la gqagna
inferior derecha de la celda C3 y lo arrast|
hasta llegar a la celda C7).

Si, es constanteA[notar que el cociente en todf
los casos es 0,67]

43

Investl:

Ahora, ya digamos que como para ir cerrando ¢
significado tienen las medidas que tomaron, alrededd
problema? Y ¢qué significado podria tener el coci
gue acaban de encontrar?

Los estudiantes se quedan en silencio, por esta raz
toma la decision de desglosar la pregunta anterior
partes.

44

Invest2:

(é) primero habl emos de

son, qué representan.

45

Nifo2:

Las cucharadas de harina sobre las cucharadas de &

46

Invest2:

¢Y qué mas?, ¢qué mas pueden decir de esas me(

47

Nifio3

(é€) aqu® peusharadasade haena v azuc
(€)
Pue

s hay una relaci - -n g\
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En la linea 45 se evidencia q
Niflo2 reconoce quéepresentar
las medidas de los catetos de
triangulos. En la linea 47 Nifio
identifica que existe una relacic
entre esas magnitudes, pero
cuantifica el cambic
correctamente. En la linea <
Nifiol lo corrige, y aunque Nifio
parece aceptar la correénj en
la linea 53 vuelve a retomar
idea. Sin embargo, en las line
54 y 58, Nifiol explica por qué
cuantificaciéon del cambio qu

A pesar de no haber evidencia
uso del recurso GeoGebra,

hay wuna construccion d
relaciones mateméticas en

dialogo de esta seccio
particularmente en las lineas ¢
47 a 49, 52, 54 y 58.

En estas lineas los estudian
describen las relacione
establecidas entre las du
magnitudes cantidad de harin
y cantidad de azucar. Est
relaciones son descritas |



9:29a
10:36

48 | Nifiol: | Dos sobre tres.

49 | Nifo3: iAh si!, dos sobre tres.

50 | Investl: | Y ¢por qué no podria ser tres sobre dos? ¢ Por qu
sobre tres y no tres sobre dgse )

51 | Nifal;: De hecho, es tres sobre dos ¢no?

52 | Nifiol: | Dos sobre tres

53 [ Nifio3: |S2 porqgque son dos de az}?
yo, seria al revés porque la harina esta primero.

54 | Nifiol: | No porgue entonces, tres sobre dos da mas de uno.

55 | Investl: | ¢ T dijiste qué?, ¢ tres sobre dos es qué?

56 | Niflol: | Es mas, de uno. Setiao y medio.

57 | Investl: | Y ¢qué pasa con que sea asi?

58 | Nifiol: | Que a la larga habria mas azdcar que harina.

59 | Nifio3: |S2. (é)

60 | Invest2: | Si se cambiaran las medidas de los catetos dg
triangulos rectangulos que aparecen en pantalla
pasaria?

61 | Nifal: | Cambia la funcién lineal principalmente, la linea.

62 | Invest2: | Pero qué es lo que cambia ahi, qué pasaria si
triangulos no tuvieran estas medidas asi, doses
(sefialando los catetos en la pantylaino invertidas
¢, QUué pasaria con esa recta?

63 | Nifiod: | Pues seria mas alifHace gesto de inclinacién con I

mano3$. También cambiaria el cociente
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hizo Nifio3 es incorrecta. Esto
un indicio de AM1, pues muesti
gue Nifiol coordiné el valor d
una magnitud con los o@ios de
la otra.

En la linea63 se evidencia qu A pesar de que no ¢

Niflo4 reconoce que si le
medidas de los catetos estuvie!
invertidas, el cociente cambiari
y | a recta que
altao vy |l uego
Nifio3 expresa que entiende
pendiente como la inclinacion ¢
la recta. B la linea 78, Nifioz
expresa gue la inclinacion de
recta es la constante cero, co
sesenta y siete. Finalmen
Nifilo4  verbaliza que [
inclinacién de la recta, si ls
medidas de los catetos de |
triangulos estuviesen invertida
seria la constante ancoma

manera formal reconociendo

razén establecida entre ellos.

Debido a la relacion qu
establecen y que no es gener:
a partir de un recurso@B, se
asigna el indicador (Z4).

-

evidencian acciones direct:
sobre GGB en esta seccic
los estudiantes se apoyan
lo corstruido previamente e
el software para llegar

conclusiones de las pregunt
dadas por los investigadore
En este orden, las ideas de
estudiantes se maodifican
partir de lo elaborado e
GGB, como se evidencia ¢
las lineas 61, 63, 75y 78. E¢
situacion se puede descrit
mediante el indicador (B3)



64 | Nifial: | E iria mas creciente

65 | Investl: | Y ¢ por qué seria mas alta?,¢,a qué te refieres con qu
mas alta?

66 | Nifio2: | Que seria mas pegadg.a

67 | Nifio4: | El nUmeroy seria mas alto

68 | Niflo3: | Y la pendiente realiza gesto de inclinacién con g
manos).

69 | Investl: | ¢y qué es la pendiente?

70 | Nifio3: | La pendiente es la inclinacion de la recta

71 | Nifio4: | Estaria mas cerca hacia el gje

72 |Invest2: | ( é) ao sea que | a pendi g
cual seria?réfiriéndose a laecta que se formé a part
de los puntos rojos que ubicaron en el plargiPodriar
decirnos la pendiente de esa recta?

73 | Nifial: | La pendiente de esa recta es tres

74 | Invest2: | ¢ Tres?, ¢segura?

75 | Nifiod: |[No, es tres sobre dos.
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cinco. Dado que los estudiant
estdn mostrando que reconoc
que las magnitudes varian
manera constante, esto se
indicio de AM3.



76 | Invest2: | ¢y dos sobre tres nos daba cuanto?

77 | Nific3: |Cer o coma sesenta y siet

78 | Nifio2: | La recta tiene una inclinacion de cero coma sesel
siete.

79 | Invest2: | Y entonces si las medidas de los triangulos estuvi
invertidas, ¢la pendiente seria cuanto?

80 | Nifio4d: |Tr es e, uno punto cinco

Tipo de aplicativo : Verificacion de propiedades

10:45
18:39

a

Se indica a los estudiantes la ubicacién del segundo recurso a utilizg
solicita abrirlo. La interfaz de este se muestra a continuacion:

Aichio Edts Vista Opciones Hemamientss Vertsna 4

AR B
TH ey

& - A=(1,2)

" B = (14,6)
T
62 j
D m% =30.77%
81 | Investl: | Les voy a leer el enunciado: El porcentaje de inclina

de una calle esta dado por la razén entre la cantida
altura recorrida en ascenso o descenso y la distanci
nos desplazamos horizontalmente; esto multiplicadg
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Indicadores
Se considera que con este recL
los estudiantes podran evidenc
comportamientos asociados ¢
AM2 y AM3. Estos se describe
a continuacion:

AM1:

Los estudiantes son capaces
coordinar los cambios de ur
variable con los cambios de
otra. Esto se puede evidenc
cuando los estudiantes di
cuenta y razén de que pa
encontrar la cantidad de metr
que debe avanzar y subir 1
ciclista para pasapor la calle
mas inclinada del mundo, deb:
hallar el cociente entre |
distancia de subida y la distanc
de avance, o bien, cuando s
conscientes de que deben ha

En primer lugar, los
estudiantes intentan resolv
la situacion planteada a trav
del uso de lapiz y papel, pe
pronto (lineas 95y 97) se d:
cuenta que es necesario el t



100. Actualmente la calle nomayor porcentaje d
inclinacién en el mundo se encuentra en la ciuda
Dunedin en Nueva Zelanda, cuya inclinacion es
o L bSi un ciclista quisiera subir o bajar de esta ci
¢cual seria la cantidad de metros que avanzaria ver
cantidad de meds que suba o que baje?

82 | Nifiol: ,Como era la féormula?, ¢distancia vertical sq
distancia horizontal?
83 | Investl: | El porcentaje de inclinacion de una calle esta dado p

razon entre la cantidad de altura recorrida en asce
descenso y ladistancia que nos desplazan
horizontalmente; esto multiplicado por 100.

En este momento, Nifigl Nifio4 empieza a tomar nota de los dato
proporcionados

84 | Nifiol: | Distancia vertical sobre distancia horizontal por 100 ¢

85 | Nifio3: | o v s la mayor inclinacion de calle.

86 | Nifiol: |Siocu B

87 | Investl: | Y actualmente la calle con mayor porcentaje
inclinacion en el mundo se encuentra en la ciuda
Dunedin en Nueva Zelanda, cuya inclinacion es
o L PlLa primera pregunta es, si un ciclista quisiera s
o bajar de esta calle ¢ Cual seria la cantieadetros que
avanzaria versus la cantidad de metros que sube o

88 | Invest2: | ¢ Si alcanzaste a copiarlo todo?

89 | Nifial: | Si, ya. ¢Es coo uwde inclinacion?
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uso de la formula de la pendier
de una recta.

AM2:

En esta actividad los estudiani
tendran que manipular una rec
en la que se representan ¢
cambios, tanto horizontalesd),
como verticalesyw). Y se espere
gue verbalicen el cém
interpretan la direccion de est
cambios en términos de avan
Vs subida.

AM3:

Los estudiantesos capaces d
relacionar los cambio
horizontales con los cambic
verticales, y estas relacion
estan expresadas a partir de
cuantificacién de los cambios.

~_Convenciones

En la linea 84 Nifiol afirma qu
para hallar la cantidad de metr
de subida y de avance para pa
por la calle mas elevada d
mundo, seria necesario hallar
gue ®lI I | ama
dividirla ent

del software, a pesar de
negativa en usarlo.

Cuando el investigador e
recuerda que los puntos Ay
pueden moverse, los estudian
hacen uso de esto para tratar
resolver la situacion presentac

En las lineas 115 a 120 I
estudiantes reconocen
relacion que existe entre
posicion de lospuntos que
mueven y el valor de I
pendiente e interpretan
movimiento de los puntos corr
un cambio en la pendiente. ESI
acciones se encuentran desct|
por el indicador (B2).

En la linea 123, los estudiant
activan | a cas:s
cual les permite observar e
célculo de la pendiente de
recta que pasa por Ay B. En
linea 127, los estudiante
reconocen que si mueven |
puntos, este valor tambié
cambiara. En las lineas 133, 1
y 135, los estudiantes tienen
intencion de modifical
directamente los valores de
ecuacién que aparecido y ¢



90 | Investl: | Si, con oub de inclinacion.
Claramente con esto se pueden utilizar @séeiendo
referencia al recursp

91 | Nino2: |35 é O0(el dstudiante se muestra dubitativo).

92 | Nifio3: | Dos nimeros que divididos dafy v

93 | Nifio4: | ¢Divididos?

94 | Ninol: | Si, 0.35

95 | Nifial: | Como que si nos toca con efRefiriéndose al uso de
recurso GeoGebra]

96 | Invest2 | Entonces, ¢lo van a usar?

97 | Nifio2: | Como que no queriamos, pero nos toca

98 | Niflo4: | Pues, tocaria usar la de medir éangulos ¢
[Refiriéendose a la herramienta que ofrece GeoGe
para realizar esta accién]

99 | Nifiol: | Primero que todop dividiendo o da o ¢ digo &
entonces..

100 | Nifo2: | ¢Seré por ahi? ¢1 entre 3?

101 | Nifio3: |[Ent onces éper o0é T ueptanees spnil
menos que eso.

102 | Nifial: | Es mas facil que eso. Es multiplicar equis uno mas ¢
dos y ac8§ ye uno m8s ye

103 | Niflo4: | Eso seria como lo primero. ¢Es como parecido
férmulade pendiente?

104 | Nifial: | Si, lo de la pendiente mas o0 menos como para sa(
primera parte.

105 | Nifio3: | ¢Cual es la pregunta?

106 | Niflo2: | Cantidad de metros que alcanzaria, 0 sea cantidg
metros que recorrié.

107 | Nifio3: | O sea, hacia arriba y hacia alla, erfhéce gesto de
con los dedos)

108 | Nifial: ¢, Cuantos metros eran?

109 | Nifiol: | No los dan.

110 | Nifo3: | Solamente dan el porcentaje de inclinacién.
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horizontal 0 yr
esto por 100. Esto es un indic
de AM1, pues es consciente
gue debe establecer una relac
entre el cambio ety el cambio
enw

Ahora bien, en la linea 102, :
evidencia que Nifal intent
hacer alusion a la féormula de
pendiente de una rectasto se
confirma en la linea 104. Si
embargo, cuando trata (
enunciar la férmula hac
referencia a la multiplicaciol
entre las coordenadasero que
no hace referencia precisamel
al cambio enx. Esto se podrie
clasificar como ur
comportamiento pseodnalitico
relacionado con AM1.

encontrar la posicion correcta
los puntos (Accién que no puel
realizarse, pero si permite not
la relacién entre objetos GGB
matematicos).

Estas acciones se pued
describir mediante el inchdor
(C2).



111 | Nifio2: | & eflo e

112 | Niflol: |35

113 | Investl: | Los punto y 6 en la grafica se pueden mover hacig
izquierda y obviamente cuando muevan los puntos \
notar qué sucede.

114 | Nifal: | ¢Hay que llegar a cuant@@ientras mueve los puntos ¢
elAyB)

115| Nifio2: | Bajele mas a esta hasta que llegue

116 | Nifio3 y | A 35.

Nifal:

117 | Nifio4: | Es como cuatro y medio ¢,no?

118 | Todos | Ahi.

119 | Niflol: | Mas o menos

120 | Nifio3: | Un poquito mas abajo

121 | Investl: | Algo que les puede ayudar es activar la casilla que
i P e n d i[Haagehde teferencia a una de las casill
de verificacion que aparece en la parte inferior
recursol.

122 | Nifio2: | Busque ahi entre esas la que diga pendig
[Dirigiéndose a Nifial, pes es quien esta manipulan
el cursor]

123 | Niflal: | Ya. Activa la casillaii Bndient® y apareceen la vista

grafica del recursel célculo de la pendiente de la reg
gque pasa por los puntos Ay B:
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124 | Nifio3 | Ahsi.

125 | Invest2: | ¢Era algo parecido a lo que ti estabas diciel
[Dirigiéndose a Nifial]

126 | Nifial: | Si, es esto lo que yo les dije.

127 | Nifio4: | Ahi estsefala los puntos Ay B que aparecen enla
grafica y los compara con la informacién que se obt
al activar | a casilla i

128 | Nifiol: | 1 4 gleyendo la informacién que aparecid en la vi
grafica).

129 | Nifio2: | ¢Cuanto era gdorcentaje que debe dar?

130 | Nifiol: | 35

131 | Nifio2: ¢, Exacto?

132 | Niflo3: | Exacto

133 | Nifia4: | ¢Eso no se puede editar desde alla?, ¢los num
(Haciendo referenciaa la informacidonque aparecid
cuando se activo la casilfa Bndient®, pues alli estabg
incluido el porcentaje de inclinacién, pero este adn
era igual a 35% exacto)

134 | Nifo3: | Pues ponga ahi 35 a ver.

135 | Nifial: | No, pero ¢si puede editar los nUmerfi3itigiendose a
Invest2]

136 | Invest2 | Miren lo que pasa, muevan el punto y miren lo que f

[Esto con el fin de que los estudiantes noten que al
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alguno de los puntos se modifica simultdneament
informacién queapareciéen la vista graficaal activar

lacasila A Penldi ent eo

137 | Nifio2: | Si baja.[Refiriéndose a que el porcentaje de inclinac
baj6é cuando intenté mover uno de los puntos].

138 Niiol: |[Pues ponl e ah2é

139 | Niflo3: | Es como un cuatro y medio o algo dRefiriéndose a
gue la coordenada en x delinto A podria ser cuatro
medio, para que el porcentaje dwclinacion fuera de
35% exacto].

140 | Nifial: | Mmmé (mueve los puntos para intentar aproximar
porcentaje de inclinacibn a lo solicitado por |
investigadores).

141 | Niflol: | 0.38, ay, ya no sé[Refiriéndose al porcentaje d
inclinacion que aparecié en el momento en que Ni
movié los puntos].

142 | Nifio2: |[B8j al o un poquitico, ¢é,

143 | Nifio3: | ¢Eso en que punto va?

144 | Nifol: | 0.37. [Refiriéndose al porcentaje de inclinacién q
aparecié en el momento en que Nifial movid los py
de nuevo].

145 | Nifio2: | 0.38 otra vez[Refiriéndose al porcentaje de inclinaciq
gue aparecio en el momento en que Nifial volvié a m
los puntos].

146 | Nifo3: | Es como cuatro y medio

147 | Nifol: | ¢Se puede agrandar?

148 | Nifio2: | Expandelo a ver si se mueve mejor.

149 | Nifio3: | Un poquito hacia allfrefiriéndose al lado izquierdo d
la pantalla].

150 | Niflo4: | Ah y si lo ponemos mas lejano y un poquito mas
¢qué haria?

151 | Nifio3: ¢, O mas cercano?

152 | Investl: | ¢A qué te refieres con un poquito mas lejanoy un po(

mas alto?
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En la linea 153Nifio4 exprese
algo que se podria asociar con
AM2, pues esta coordinando

direccién del cambio ercon la
direccion del cambio en

Una vezlos estudiantes logra
gue el ciclista obtenga |
inclinacion del 35%, verbaliza
que la pendiente de |l@ata que
pasa por los puntos Ay B es si¢
veinteavos y que por esta razor
ciclista debe avanzar 20 metros
subir 7 si desea pasar por la ce
mas inclinada del mundo. Estt
comportamientos esta
asociados a la AM3, puesto q
los estudiantes esté
relacionando los cambic
horizontales y verticales

ademas, los estan cuantificand

De las lineas 135 a 153
evidencia el uso que Ic
estudiantes dan al dinamismo
GeoGebra moviendo los puntt
tratando de encontrar f@sicion
exacta que describe
porcentaje solicitado, conform
esto sucede es observable co
sus ideas se ven modificadas |
estas accionesomo muestra I
linea 153, relacionan lo
movimientos de los puntos cc
la variacion de la recta. Est:
accionespueden asociarse c(
el indicador (C2).

Cuando los estudiantes logr
alcanzar el porcentaj
solicitado, han tenido que busc
la exactitud que ofrecen Ic
calculos de GGB, en la linea 1!
estuvieron muy cerca
alcanzarlo, y gracias a ¢
acciores que han realizad



18:40
19:14

a

153 | Nifio4:

154 | Invest2: | Inténtenlo.

155 | Niflo2: | Mas a la derecha.

156 | Niflol: | Parece qusi

157 | Niflo2: | jUy, casi! 0.357.

158 | Niflo3: | No, se pas0. No, pero haga zoom.

159 | Niflol: | Entonces tocaria correrlo mas.

160 | Nifio4: | Estaba en 14 mas o menos y paso6 a 17, inténtenlo
de 15[refiriéndose a la coordenada en x del punto B

161 | Niflol: | Subalo otro poquitpdirigiéndose a Nifial]

162 | Nifio2: | No, no déjelo adidirigiendose a Nifial]

163 | Nifio3: | Subalo, mas hacia la derecpdirigiéndose a Nifial]

164 | Nifio4: | Por fin, siete veinteavdsefiriéndose a la pendiente d
la recta quepasa por los puntos Ay B que aparece e
vista grafical.

165 | Investl: | Ok, la pregunta era: si un ciclista quisiera subir o b
de esta calle¢cual seria la cantidad de metros d
avanzaria ersts la cantidad de metros que suba o
baje?Entoncesahi/cual seria la respues?a

166 | Nifo2: | Avanza 20 metros y sube 7.

167 | Investl: | Avanza20 metros y sub@ ¢ Todos estan de acuerdo?

168 | Todos | Si.

169 | Investl: | Ok, listo, bien, todos hasta ahi. Segunda pregunta: e
calle cuyo avance es de 20 metros mientras su sub
de 10 metros, ¢,cudl es su porcentajjmd@acion?, ¢.e
mayor o menor que el porcentaje de esa carretera?

170 | Niflo2: | Es mayor, es 1 Rno? Sies T Iy es mayor, seginy
no sé si este mal.

171 | Nifal: | Esperen, ydmueve los puntos Ay B del recurso)

172 | Nifiol: Si, 0.5 es mayor

173 | Investl: | O sea que ¢ qué porcentaje es?
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En el fragmentocomprendido
por las lineas 170 a 176

evidencia nuevamente L
comportamiento asociado a

AM3, pues nuevamente Ic
estudiantes estan relacionan
los cambios verticales con I

cambios horizontales
cuantificando el cambio pat
hallar el porcentaje d

constantemente de mover |
puntos, en la linea 163 nifio
indica la Ultima accién par
alcanzar el objetivo. Este
acciones les permitiero
establecer relaciones entre
valor pendiente y el movimient
acertado de los puntos.

Estaaccion se puede descrik
mediante el indicador (D2).

En el fragmento comprendid
entre las lineas 170 y 176 I
estudiantes usan nuevamente
movimiento de los puntos pal
confirmar su afirmacion, la cuc
resulta ser cierta. De igu
manera esta accidén sacuentra
descrita por (D2).
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174 | Todos | 50%

175|Investl: | Y esé mayor, dicen wuste

176 | Todos | Si

177 | Investl: | Ok, tercera, ¢,cual es el menor porcentaje de incling
no negativo posible y como puede interpretarse?

178 | Ninol: | ;Como fraccionarids

179 | Nifio2: | ¢El menofR

180 | Investl: | ¢ Cudl es el mengorcentaje de inclinacién no negatil
posible y como puede interpretarse?

181 | Nifiol: |[Seiaé Ah no

182 | Nifo3: | Unosobre que numero

183 | Nifial: | Mmm¢é

184 | Nifio3: | De hecho, seria unosobre infinito

185 | Nifial: | No hay inclinacién y tampoco es negatifmueve los
puntos de modo que el ciclista queda en una via pari
al eje x).

186 | Nifo2: | No hay inclinacién y no es negativa.

187 | Nifio3: | Peroceres mayorquene nos uno ent @

188 | Nifal: | ¢Entonces seria?0

189 | Investl: | ¢ Cudl es entonces la menor inclinacion posible?

190 | Todos | 0%

191 | Investl: | Bien ¢ Y como podria interpretaresstoen términos de I¢
que hemosrabajado hasta el momefito

192 | Nifio2: | Eso seria sigma

193 | Niflol: | No, usted ya estdetiendo otras cosas

194 | Investl | ¢Como lo podrian interpretar?

195 | Nifnol ¢ Con niimeros?

196 | Investl: | Mmm si.

197 | Nifio2: | Pues, cero sobre algo.
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inclinacién solicitado por e
investigador.

En las lineas 185 y 186 s
muestra que tanto Nifial con
Nifia2 reconocen que al mov
los puntos Ay B lograron obtent
la menor inclinacién no negativ
posible y que en realidad en e!
punto, no existe inclinaciéon. E
la linea 90, todos los estudiant
cuantifian esta inclinacion
posteriormente en la linea 2C
Nifilo2 relaciona los cambic
verticales con los horizontales
los cuantifica. Dado que ¢
evidencia cuantificacion de
cambio, esto se considera indic
de AM3.

Las diferentes acciones que |
estudiantes han realizado sol
el software, les perr@ intuir
cual deberia ser la respue!
antes de realizar nuevamer
una accion. En este orden, G(
les ha permitido establec
relaciones entre los objetc
GGB y los objetos matematicc
gue se corporeizan a través
estos, como se evidencia en 1.
186 y 187. Nuevamente, es
accién se encuentra descrita |
el indicador (D2).



198 | Investl: | S 2 estamos de acuerdoé
avances.

199 | Invest2: | Tengan en cuenta lo que hicieron en el punto anteri

200 | Nifio2: | Ah, ahi solo avanza 20 metros, pero no sube ningun

201 | Invest2: | Y eso, ¢ qué les indica? Cuando respondierprelgunta
anterior ustedes estaban sacando conclusiones
algo, sobre algo que formaban esos puntos. ¢A(
forma ese algo?

202 | Nifio2: | Ah la recta con una pendiente.

203 | Invest2: | ¢ Y en este caso que pasaria con esos datos?

204 | Nifial: | Eh seria cero equis mas ye, que vendria siendo el n(
gue serza en ese casoé
corte con el eje y vendria siendo mas dos.

205 | Nifiol: | No, equis por dos.

206 | Nifal:

207 | Invest2: | ¢Recta como?, ¢ que quede para arriba?

208 | Nifo3:

209 | Nino2: Paralela no, horizontal

210 | Invest2: | Paralela, recuerden, dos lineas que no se cortar
paralelas.

211 | Investl: | Bien vamos bien hasta ahi ¢Tienen alguna dug
respecto?

212 | Nifal: | No, estamos viendesto ahorita en noveno.

213 | Investl: | Tengo una pregunta y es la siguiente, ¢como p
interpretarse una pendiente negativa en términos (
que estamos hablando? En términos de la carreter;
ciclistaée

214 | Ninal:

215 | Invest2: | (Como?

216 | Investl: | (Y eso que representa?

217 | Nifio2:
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Por otro lado, en las lineas 20¢
208, Nifal y Nifio3 interpretan |
direccién del cambio en términc
de la forma en que quedara
recta si su pendiente es cero. E
es indicio de AM2.

Nuevamente, se obtiene
evidencias de comportamient
asocados a AM2 en las linez
214, 217 y 218 cuando Nina
Nifio2 y Nifio4 verbalizan com



218 | Nifio4: (hace un gesto con su malj
intentando representar una recta que decrecc)

219 | Nifial: | Si, para que sea bajando el nUmero que acompaf
tiene que ser negativo.

220 | Niflo2: | Entonces ¢se puede sacar el porcentaje negati
inclinacién?

221 | Niflal: | Si, mire (mueve uno de los puntos de modo qu
pendiente de la recta sobre la que esta el ciclista tien
pendiente negativa)

222 | Nifio3: | jAy si!

223 | Nifal: | Si, significa que el nUmero que acompanacue es €|
numero de distancia recorrida, es negativo.

224 | Ninol: | Si.

225 | Investl: | Bien, otra pregunta, supongamos que estamos er
carretera nuevamente, ¢en qué momento deja de
subida para convertirgan bajada?, en términos de lo ¢
estamos trabajando aca.

226 | Nifio2:

227 | Investl: | Y en términos de lo que estamos trabajando, ¢ qué
la cumbre?, ¢como se veria la cumbre?

228 | Nifiol:

229 | Nifio4: | Si uno va en la carretera y uno va subiendo ¢c6mo

uno para identificarlo?
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interpretan la direccién de Ic
cambios erx y eny cuando la
pendiente de la recta que forme
carretera es negativa.

Por otro lado, en las lineas 21¢
223, Ninalhace alusién a un
cuantificacion del cambic
generalizada, pues expresa (
para que la recta que forma
carretera sea decreciente,

pendiente debe ser negativa.

En la linea 226 se puec
evidenciar que Nifo2 estable
una relacion entre lalireccion
del cambio y el momento en el ¢
el que la trayectoria del ciclist
deja de ser en subida y comier
a ser en bajada. Esto es un indi
de un comportamiento asocia
con la AM2.

Cuando el investigador pregun
sobre una pendiente negativa,
la nifia 1 quien tiene la ide
inicial y el nifilo 2 apoya estc
enseguida, el nifio 2 pregunta
es posible un porcentaje ¢
inclinacién negativo y la accio
que realiza la nifia 1 en |
softwae modifica las idea:
previas del nifio 2 y el nifio ¢
Esto se evidencia en las lineas
la 219 a la 224. Estas acciones
pueden describir mediante
indicador (B3).



230 | Investl: | Si, exacto, cual es el punto de cambio por decirlg
alguna manera.

231 | Nifio2: | ¢Pues en ese purgeria como cero?

232 | Investl: | ¢ Qué seria cero?

233 | Nifiol: | Pues seria el punto mas alto en ye.

234 | Investl: | Pero en términos de lo que estamos trabajando.

235 | Invest2: | Tienes la idea.

236 | Investl: | Tiene que ver con la pregunta que hiciraaterior a la
de la pendiente negativa.

237 | Nifio3: Ent onces, cuandoé

238 | Nifio2: | ¢Dénde inici6 la subida O sea, teniendo eso cor
referencia.

239 | Nifio3: | Podria ser como el lugar mailo.

240 | Nifio2: El lugar mas alto seria cero ¢,no?

241 | Nifio3: | Si, porque ya serian negativos

242 | Nifio4: | Digamos que la montafia es asi como una mnitances
técnicamente pasaria la inclinacién, digamos que es
como en el ejemplgsi? Digamos ques positiva cuand;
se va subiendo yse vuelvenegativa cuandausted
empiezaa bajar

243 | Investl: | Si, bien.

244 | Nifio3: | ¢Cual es la pregunta?

245 | Investl: | ¢ En qué momento la pendiente deja de ser positiva’

246 | Nifio2: | ¢Cuando pasa a seregativ®

247 | Investl: | ¢Y eso cuando pa%a

248 | Nifio2: | Cuando los nimeros se vuelven negativos

249 | Nifio4: | Segun esto es cuange esta erdosque es con lo qu

vimos aca quge es como el punto de referencia y pt
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Ahora bien, en las lineas 231
240 y 256, Nifio2 establece ul
relacion entre los cambios de |
variables avance y subida
cuantifica el cambio que surge
partir de esto. Lo anterior es |
comportamiento  asociado
AM3.

A partir de la linea 226 s
desarrolla un dialogo entre Ic
estudiants e investigadores €
el cual se evidencia la relacic
establecida entre  objetc
matematicos, por ejemplo
cambio con el punto mas alto «
y [linea 233], o reconocer |
pendiente como cero en el pur
maximo [linea 240, 256 y 259]

También los estudiaes
describen la relaciol
matematica que hay entre
pendiente 'y una  curve

describiendo el cambio de sigt
en la pendiente, como la forn
en que crece 0 decrece u
funcioén. [linea 246 y 248].

A estas acciones y descripcior
es posible asignarles
indicador  (Z2), por
relaciones establecidas.

las



C u a n d(ltaée,gesto con la mariotentando dibujar,
una montafa y haciendo énfasis en su punto mas al

250 | Nifio3: | Si cuando eso pasa.

251 | Investl: | (Cuando qué

252 | Nifial: | Cuando ye se vuelve negativo

253 | Nifiol: | Podria semas menoporquedepende de si esta subien
o0 bajando.

254 | Nifial: | Es que no sé cémo expresarlo, pero ya tuve la idea

255 | Investl: | ¢ En qué momento la pendiente deja de ser positive
dijiste que cuandg u ® é

256 | Nifio2: | Cuando llega a cero.

257 | Investl: | Y segun el ejemplo que hicimos aharitauando llega ¢
cera?

258 | Nifio4: | Cuando esta ahje en dos (Sefala la pantalla de
computador).

259 | Niflo3: | Cuando es pardi

260 | Investl: | ¢ Cuando es qué?

261 | Nifiol: | Cuando es paralelaxa

262 | Investl: | Bien, ahi esta bien ¢Estamos? Como les dije es
subida bajadg Esta claro ahi?

263 | Todos: | Si.
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27:44
31:28

a

Se explica a los estudiantes que con el Ultimo recurso se realizar;
evaluacion de los contenidos trabajados durante la sesion. 8eliea la
ubicacion del tercer recurso y se solicita que lo abran. La interfa
muestra a continuacion:

Archiva Edita Vista Opoiones

AL C
» st

En unafabrica, por cada maquina hay res obreros

Verificar

(‘siguiente |

264 | Invest2: | Listo, aqui les vamos a presentar tres situaci
diferentes. Entonces para empezar, dale clic e
primera, poifavor.

265| Nifial: |[Hace clic en | a casill a

266 | Invest2: | Van a leer el enunciado y van a seleccionar la grafice
ustedes consideran que les estd representand(
situacion.

269 | Nifio2: | Es la A porque landependiente es ladguina y hay tres
obreros por cada maquina.
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Indicadores
Se considera que con este recL
los estudiantes podran evidenc
comportamientos asociados ¢
AM1, AM2 y AM3. Estos se
describen a continuacion:

AM1:

Los estudiantes coordinan
valor de una variable con Ic
cambios de la otra. Esto se pue
evidenciar cuando al seleccion
la grafica argumentan aludienc
correctamete a la magnituc
representada en el ejey a la
magnitud representada en el «

Y.

AM2:

Los estudiantes verbalizan que
medida que aumenta la magnit
X, también aumenta la magnitt
y. O bien, que a medida qu
disminuye la magnitud x,
también lo hace lemagnitudy.

AM3:
Los estudiantes coordinan
magnitud del cambio de |

En esta situacion, es observal
gue los objetos matematice
adquiridos por los estudiantt
conforme pasaron la
actividades les permitiero
llegar a conclusiones rapidas
lo solicitado en la actividad. La
imagenes proporcionadas por
recurso solo sirven de apo)
visual, pues no hay una acci
directa sobre el medio qu
permita establecer relacion
entre objetos matematicos
objetos GeoGebra, salvo por
activacion de lacasilla de
verificacion al final, cuyag
resultado es igual a una de |
imagenes. Sin embargo, la
ideas de los estudiantes s
construidas a partir de Ic
desarrollado en el recurso 1y
recurso 2Por esto, el indicada



270 | Nifo3:

271 | Invest2: | ;0O sea la pendiente de esa recta es?

272 | Nifio2: Es tres.

273 | Invest2: | Bien, perfecto. Si quieren verificar, hacen clic ahi
i v e r i [fefiri@ndoseda un boton que hace parte {
recurso] y eso les muestra la simulacion a ver si
exactamente gue escogieron.

274 | Nifol: | Si, si es(Observando la simulacién luego de gui@éaNl
hiciera clic en el bot - |

275 | Invest2: | Ahora por favor,den clic enfisiguient® vy d |
fi r e i n[refci@éndosed otro boton que hace parte (
recurso y borra el rastro obtenido para la situacién
Luego activeacilancad&.i |l | i

276 | Nifio2: | Seria un medio. Es esa la A

277 | Nifol, [Si( mi entras Ni fal da cl i

Nifio3 y | ver la simulacién).
Nifo4:
278|Invest2: [Ahora clic en fAreinicial
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magnitudx con la magnitug. Un mas acorde a la situacion
gu (B4).

indicador de esto es
reconozcan que las magnitud
covarian de manera constan
Ademas, que sepan dar cuent
razon del valor de la pendien
para cada situacion.

Convenciones

En la linea 269 Nifio2 coordin
los cambios de una variable ci
la otra, puesto que mostré ter
claridad al expresar qué variak
dependia de la otra. Este es
comportamiento que se pue
asociar con AM1.

Seguido a esto, en la linea 2]
Niflo 3 verbalib, que a medid:
gue aumentaba el numero
maquinas, también aumentaria
ndamero de obreros
comportamiento asociado c(
AM2. Después, en la linea 27
Nifio 3 menciona el valor de |
pendiente de la recta genere
por la situacién propuesta, lo cL
es uncomportamiento asociado
AM3.



