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2.Descripcion

En este trabajo se presentan algunas herramientas del software Geogebra Utiles para la
construccion de actividades para la ensefianza del calculo. Se dan ejemplos del uso de
las diferentes herramientas del programa en la construccion de applets disefiados con el
objetivo de complementar una serie de talleres sobre los principales teoremas del calculo
diferencial, los conceptos de limite y la derivada con sus aplicaciones. También se anexa
un CD ejecutable que contiene el tutorial, los talleres, demostraciones de los teoremas y
numerosos applets relacionados con los talleres.
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4. Contenidos

El documento esta conformado por dos capitulos:

El primer capitulo muestra una descripcion detallada de algunas herramientas de
Geogebra utiles no solo para disefiar actividades para la ensefianza de la geometria sino
también para la ensefianza del calculo.

El segundo capitulo presenta las herramientas descritas en base a los talleres realizados
para el estudio del calculo diferencial, como lo son los teoremas de concavidad,
monotonia, Lagrange o del valor medio, Bolzano, Darboux, derivadas y optimizacion.
Finalmente se anexan las demostraciones de los diferentes teoremas abordados en el
trabajo.

5. Metodologia

Para el desarrollo de este trabajo se siguieron los siguientes pasos: Se realizé una
exploracion detallada del software de Geogebra, el cual es un software libre y de facil
acceso a la comunidad en general. Se crearon talleres sobre teoremas y temas del
céalculo diferencial aprovechandose Geogebra para disefiar los applets que apoyan a
estos talleres, que a su vez se convierten en ejemplos sobre el uso de las diferentes
herramientas del programa. Finalmente se disefid una version digital del tutorial
mediante un CD ejecutable que contiene los 15 talleres, demostraciones de los teoremas
y los applets correspondientes.

6. Conclusiones

Geogebra es un software que favorece el proceso de aprendizaje de conocimientos
matematicos abstractos, ya que por medio de la construccion de applets y en unién con
el disefio de talleres, estimulan y exigen al estudiante ser siempre activo en la
construccion de su propio conocimiento junto a un aprendizaje mas significativo.

Es importante notar que el software no puede ni debe remplazar la labor del docente ya
gue es un mediador entre la maquina y el estudiante, el docente debe ser guia para
lograr los objetivos del proceso de ensefianza.

Se pretende que la creacion de los talleres junto con los applets permita tener un
acercamiento mas visual de los elementos desarrollados particularmente en el calculo
diferencial, ya que es una experiencia que no esta normalmente en las aulas de clase.

Elaborado por: Myriam Liliana Murcia Rincon
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INTRODUCCION

Pensando siempre en el mejoramiento de la calidad de la educacion, se
diseno este trabajo titulado “Tutorial de Geogebra: Geogebra Apoyo tecnoldgico
para la ensefianza del calculo”, el cual busca fortalecer el uso de las
tecnologias en las aulas de clase y mas en la educacion matematica, ya que
esta para la gran mayoria de los estudiantes es dificil y compleja. Por otro lado
se observa que el papel del docente debe estar siempre encaminado a ser guia
del estudiante, pero para que esto se de, este debe estar preparado, eso
significa que este trabajo muy seguramente le sera (util en las preparaciones de

clase y en el entendimiento de algunos conceptos matematicos.

El trabajo busca brindar un tutorial, en el que se presentan algunas
herramientas del software Geogebra para la construccion de applets, que
posteriormente se proponen para algunas actividades concretas del calculo
diferencial a partir de su creacion como visualizador y no como ensefianza de

construccion.

Con ayuda de las herramientas de Geogebra se crearon applets
dindmicos para dar mas significacion a los teoremas tratados del célculo
diferencial, lo cual permite un acercamiento entre el docente y los estudiantes a
la hora de desarrollar las actividades creadas, esto gracias a las diversas
utilidades que presenta el software Geogebra, para la ensefianza del concepto

matematico.

El documento esta organizado en dos capitulos; en el primer capitulo se
describen las herramientas que se utilizan en la creacién de los applets que
modelan los diferentes conceptos matematicos como la idea de limite, la de
derivada con sus aplicaciones y diferentes teoremas del calculo diferencial entre
otros. El segundo capitulo comprende el disefio de quince talleres sobre los

principales teoremas del calculo diferencial, complementados con applets
13



dindmicos que fueron construidos con algunas herramientas de Geogebra para
dar més significado a los conceptos tratados.

Al final del documento se anexan las demostraciones de cada uno de los
talleres que seran de utilidad para los docentes a la hora de formalizar con sus

estudiantes los teoremas vistos.

Finalmente para complementar el documento se presenta un CD
ejecutable que contiene los talleres, las demostraciones de los teoremas y
numerosos applets. Por otro lado se anexa también un manual del CD para

facilidad del usuario.

14



OBJETIVO GENERAL

Explicar las funciones matematicas de Geogebra y ejemplificar su uso

en el célculo diferencial.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Explorar detalladamente el programa GeoGebra.

e Describir y crear actividades para el funcionamiento de algunas

sentencias de GeoGebra.

e Escribir un tutorial para el uso y el manejo de GeoGebra en el

calculo diferencial.

15



USO DE LA TECNOLOGIA EN LA ENSENANZA.

En la actualidad la tecnologia se ha ido extendiendo por todos los
rincones y forma parte del diario vivir del ser humano. Es por ello que los
docentes en sus clases deben aprovechar esta herramienta para crear una ruta

de aprendizaje efectiva entre los conocimientos y el estudiante.

Ahora, “De la participacion pasiva modelada por la llamada ensefianza
tradicional, progresivamente se pasa a la participacion activa en la ensefianza
asistida por computadores. Este rol activo se acrecienta en la actualidad con la
utilizacion de las redes de comunicacion, particularmente, a través de la red de
redes, Internet. La posibilidad de interactuar, de compartir experiencias e
informacion con millones de pares, ha influido en el comportamiento académico
de los estudiantes obligando, como ya se ha dicho, al docente a asumir

también nuevos papeles” Paez (2001)

Con la construccion de los applets en Geogebra se pueden crear
actividades que permitan tener un acercamiento mas visual del concepto, lo
cual es el fundamento de este tutorial, ya que esté permite que se aproveche la

tecnologia particularmente con los temas tratados del célculo diferencial.

Es importante notar que “estas tecnologias son simplemente un elemento
curricular mas y por tanto dependeran de como se apliquen o en dénde se
apliquen para que tengan relevancia en un buen proceso educativo.” (Adams,
2006). No es suficiente con tener el mejor software de aprendizaje si no hay

alguien que le guie.

16



GEOGEBRA

Geogebra es un software matemético creado por Markus Hohenwarter,
disponible desde el afio 2001, se puede descargar facilmente desde su pagina
principal www.geogebra.at, ya que este es un software libre y de facil acceso.
Se destaca principalmente por sus calculos simbdlicos y numéricos en los que
estarian también programas como Derive, Mapple, mathematica y mathlab. Por
otro lado también encontramos que Geogebra es un software DinAmico como
Cabri y Cinderella entre otros. Con lo que se puede apreciar la multiplicidad del
software que permite realizar célculos simbélicos, numéricos y crear applets
dinamicos, que finalmente podran ser visualizados como paginas web

interactivas, al ser exportado como (applet de Java).*

Actualmente en la internet se puede encontrar un manual oficial de la
version 3.2, Documento de ayuda de Geogebra. El cual fue documento base

para la creacién del trabajo.

Geogebra permite crear applets dinamicos como se describen en este
tutorial en el que por medio de ellos se fortalecen los conceptos para que le

den mas significacion a los teoremas tratados del célculo diferencial.

1 LOSADA. Liste Rafael. Geogebra: la eficiencia de la intuicion. [Consultado 10 May.
2012. geogebra.pdf

2 CHILE. MINISTERIO DE EDUCACION. Enlaces, Centro de Educacion y Tecnologia. [Artl’cil?


http://www.geogebra.at/
http://www.geogebra.org/

MARCO TEORICO

A continuacidén se presentan los fundamentos tedricos presentes en la
construccién de los applets y los elementos del célculo desarrollados en los

talleres.

Para la construccion de los applets se puede proceder desde la ventana
algebraica o grafica, “en la pantalla algebraica se encuentran todos los
elementos construidos en la pantalla geométrica, con sus respectivas
coordenadas, colores, etiquetes, ademas de sus respectivas magnitudes y
ecuaciones segun corresponda a una recta, conica u otra figura. GeoGebra
tiene la potencia de manejarse con variables vinculadas a numeros, vectores y
puntos; permite hallar derivadas e integrales de funciones y ofrece un repertorio
de comandos propios del analisis matematico, para identificar puntos

singulares de una funcién, como Raices o Extremos”.?

Durante el primer capitulo del documento se describen cada una de las
herramientas presentes en la construccion de los applets y ademas se

desarrolla un paso a paso de la construccion de algunos de ellos.

Finalmente con los applets puede crear paginas web interactivas al “exportarse
como una aplicacion interactiva (applet de Java) embebida en una pagina web
con un simple clic. Para los usuarios avanzados, Geogebra también dispone de
una lista de parametros ajustables en el codigo html del applet incrustado. Si
usted es de los exigentes y todavia pide mas versatilidad, Geogebra le ofrece

todo un repertorio de métodos de JavaScript que le permitiran comunicar los

2 CHILE. MINISTERIO DE EDUCACION. Enlaces, Centro de Educacion y Tecnologia. [Articulo
en Linea]. [Consultado 12 Jun. 2012]. Disponible en:
<http://lwww.enlaces.cl/tp_enlaces/portales/tpObd91cdfey63/uploadimg/File/3%20Dimension%20Pedagogic
a.pdf>
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objetos y propiedades de la aplicacion con comandos html u otras

aplicaciones™

Los conceptos del calculo diferencial desarrollados en los talleres se

presentan de acuerdo a los libros de calculo de Apostol *y Leithol ° asi:

1. Teorema de Bolzano
Sea f una funcion tal que es continua en el

intervalo [a,b],y f(a)f(b) < 0 . Entonces existe por lo

menos un numero c en el intervalo (a,b), tal que
f(c) = 0.

2. Teorema de Darboux
Sea f una funcion tal que es continua en el

intervalo [x4,%,], Six;, X, son dos puntos cualesquiera
de [a,b] tales que f(x;) # f(x;) , entonces la funcion f
toma valores entre f(x;) Yy f(x,) por lo menos una vez

en el intervalo (x4, X5,).

3. Teorema de Rolle
Sea f una funcién tal que: Es continua en el intervalo

[a,b], es diferenciable en el intervalo (a,b),
f(a) = 0 y f(b) = 0. Entonces existe un namero c en el

intervalo (a,b), tal que f(c) = 0.

% LOSADA. Liste Rafael. Geogebra: la eficiencia de la intuicién. [Consultado 10 May. 2012. geogebra.pdf
* Apostol. Tom. M. Calculus. Volumen 1. Editorial Reverté.1984.

® Leithold, Louis. El calculo. Séptima edicion. Oxford University Press. 1998
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. Teorema de Lagrange

Sea f una funcion tal que es continua en el
intervalo [a,b] y es diferenciable en el intervalo (a,b).
Entonces existe un nimero c en el intervalo (a,b), tal

f(b)—f(a)

que f(c) = -

. Teorema de monotonia

Sea f una funcién tal que: Es continua en el
intervalo [a,b], y es diferenciable en el intervalo
(a,b).Si f'(x) >0 para todox en (a,b), entonces f es
creciente [a,b]. Si f(x) <0 para todox en (a,b),

entonces f es decreciente [a,b]

. Teorema de concavidad

Sea f una funcion tal que es continua en el
intervalo [a,b], y es diferenciable en el intervalo (a,b).
Si f"(x) > 0 para todo x en (a,b), entonces f es concava
hacia arriba en (¢, f(c)). Si f"(x) < 0 para todox en

(a,b) entonces f es concava hacia abajo en (c, f(c)).

. Teorema de Weierstrass

Si f es continua en un intervalo cerrado [a,b],
existen dos puntos x; y x, en [a,b] tales que f alcanza
valores extremos absolutos, f(x;) < f(x) < f(x,) para

cualquier x en [a, b]

. Teorema de Cauchy
Sean fy g son continuas en el intervalo cerrado

[a,b] , y derivables en el intervalo abierto (a,b).Para

toda x del intervalo abierto (a,b), g'(x) # 0. Entonces

20



f(b)—f(@) _

Xi n reen ! : B
existe un z que pertenece a (a,b), tal que 2(b)—g(@)

fi(2)
g/(z)

9. Definicion de Limite
Consideremos un intervalo abierto que contiene

a a. Sea f una funcion definida en todos los numeros
del intervalo excepto posiblemente en a y sea L un
ndamero real. La afirmacion lim,_,, f(x) = L. Significa
que para todo € >0 existe § >0 tal que: Si 0<

|x —a] < §, entonces |f(x) —L| < ¢

10. Definicion de Derivada
Sea f una funcion definida en un intervalo abierto

gue contiene a x, entonces la derivada de f en x,
denotada por f'(x), esta dada por f'(x) = lim;_, f(x +

h) — f(x). Si este limite existe.

11. Triangulo inscrito en una semicircunferencia
Determine las dimensiones del mayor triangulo

rectangulo que se puede inscribir en una

semicircunferencia de radio 20 cm.

12. Caja con superficie minima
Se quieren construir cajas con forma de

paralelepipedo rectangulo que tengan una capacidad
de 72 dm3 y en donde los lados de la base han de estar
en relacion 1:2 ¢ Cuales deben ser las dimensiones de
la caja, para que el material gastado en su manufactura

sea el menor posible?

13. Minima suma de areas
Se tiene un alambre de longitud 24 cm, con el

gue se quiere construir un cuadrado Yy un triangulo

21



equilatero. ¢ Cémo se debe dividir el alambre para que
la suma de las areas de las figuras construidas sea la

menor posible?

14. Minima hoja con texto impreso
En una pagina de libro, el texto impreso debe

ocupar 12 dm?.Las margenes deben ser iguales a
0.5 dm. Si se toma en consideracion la economia del

papel, ¢ Qué dimensiones son las mas ventajosas?

15. Menor suma de areas
Un alambre de longitud de 20 cm se corta en dos

partes para bordear un circulo y un hexagono regular.
¢, Por donde debe cortarse el alambre para que la suma

de las areas de las figuras bordeadas sea minima?

22



CAPITULO 1

A continuacion se presenta una descripcion de las herramientas con que
cuenta el software Geogebra junto con sus imagenes correspondientes que le
permitird tanto a los docentes como a los estudiantes interesados en la
ensefianza y el aprendizaje del célculo diferencial a confrontar lo teérico con lo

aplicativo.

GeoGebra cuenta con una barra de menus y submenus que se iran

explicando con forme se reconoce este software educativo.

Cuando se ejecuta el software Geogebra aparece en la siguiente
ventana sus componentes que son la barra de menus, las herramientas, la vista

gréfica, la vista algebraica, la hoja de célculo y la barra de entrada.

GGeoGebra @
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda | Barra de Menus
| o" /'/7‘ :”—H .'.3‘”7‘ ©, O_ ‘4 X — ‘3’7‘ Elige y Mueve | Herramientas |
Objetos Libres g : Al B | c| oD
Objetos Dependientes Vista 1 . e
Grafica Hoja de| |-
2 calculo |
41 3
3 4
Vista , 5
Algebraica 6
11 7
T 0 8
4 3 -2 -1 o1 2 3 9
-1 10 L
4 10 2
@ Entrada: Barra de Entrada * - a ~ Comando ... -

Gréfica 1
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1.1 Barra de mentus

Esta conformada por siete menus (Archivo, Edita, Vista, Opciones,
Herramientas, Ventana, Ayuda) cada uno de estos contiene opciones para

trabajar con GeoGebra asi:

¢ GeoGebra |E|E@
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Gréfica 2

Al hacer clic sobre este menu aparecen seis opciones que le permitiran
abrir una nueva ventana, crear un nuevo documento, guardar archivos, pre

visualizar para imprimir o cerrar documentos.

@ GeoGebra EI@
Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

[ Nueva Ventana Ctrl+N ]‘ _ o[l
Nuevo (o) '4‘:— \ )

"3’__ Elige y Mueve: Arrastrar o seleccionar objetos (Esc)

B Abre ... Ctrl+O 8
® Guarda Ctrl+S
Guarda Como... ... 5
[ Exporta ' [> Hoja Dinamica como Pagina Web (html) ... Ctrl+Mayusculas+W
@ Previsualiza Impresion ... Ctri+P |[@ Vista Grafica como Imagen (png, eps) ...  Ctrl+Mayusculas+P
. [ Copia la Vista Grafica al Portapapeles Cirl+Mayusculas+C
[l Cierra Alt+F4

Vista Grafica como PSTricks ... Ctrl+Mayusculas+T
Vista Grafica como PGF/TIKZ ...

@ Entrada: = ~|a ~ Comando.. ~

Gréfica 3

Al hacer clic en Exportar, despliega un menu que contiene cinco

opciones que le permiten:

Exportar una hoja Dinamica como pagina Web (HTML) exporta el archivo como un applet de

maquina virtual de Java.
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Q GeoGebra
[Archivo) Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Guarda Como... ...

=)o s

[/ Nueva Ventana Ctrl+N ]‘ _ .z . . . )

Nuevo l -i._ \ ) <$'7 Elige y Mueve: Arrastrar o seleccionar objetos (Esc)
E Abre... Ctrl+0 B
® Guarda Ctri+S .

[ Exporta 1[7 Hoja Dinamica como Pagina Web (html) ... Ctri+Mayusculas+W
@ Previsualiza Impresion ... Ctrl+P |[E Vista Grafica como Imagen (png, eps) ...  Ctrl+Mayusculas+P
[ Copia la Vista Grafica al Portapapeles Ctri+Mayusculas+C
[ Cierra Alt+F4 > b y
Vista Grafica como PSTricks ... Ctrl+Mayusculas+T
Vista Grafica como PGF/TIKZ ...
1
O T T
4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 53 7 8 9 10
-1
@ Entrada: - a ~ | Comando ... -
Gréfica 4

Vista grafica como imagen (png.eps) permite guardar la imagen que se

tiene en la Vista gréfica, al dar clic sobre este icono aparece una ventana,
mostrando las especificaciones de la copia como el formato (png), la escala

(cm), la resolucion (dpi) y el tamafio (pixeles)de la imagen.

[

Exporta: Vista Grafica

Formato: | Portable Metwork Graphics (png) |«

Escala en cm: 1] : 1

Resolucidn en dpi: | 300 -

Tamafio: 11.94 x 8.36 cm, 1410 x 987 pixel

Guarda || Portapapeles || Cancelar

Gréfica s

Copia la vista grafica al portapapeles, es decir copia la imagen que se
tenga en la Vista grafica al portapapeles para ser utilizada en cualquier otro

documento.

Vista grafica como PSTricks (conjunto de macros TEX) permite visualizar

la imagen como un formato de latex desde la vista gréafica
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Vista gréfica como PGF/Tikz (Portable Graphics Format) guarda la

imagen de la vista algebraica como un formato de latex

SIMBOLO

DESCRIPCION

ACCESO

Nueva ventana: Permite acceder rapidamente
a otra ventana

Archivo/nueva ventana

(=

Abrir: Elija este botdn para abrir documentos
ya antes guardados.

Archivo/Abre

K

Guardar: Utilice esta opcidn para guardar su
trabajo realizado de GeoGebra en algln espacio
de su computador.

Archivo/Guarda

Exportar: aparecerd otra wventana con
submenus gque le permiten exportar documentos
asi:

-Hoja dinamica como pagina web (html)
-Vista grafica como imagen (png. Eps)
-copia la wvista grafica al portapapeles
Vista grafica como PSTricks
Vista grafica como PGF/Tiks

Archivo/Exporta

©

Previsualizar impresion: Muestra una nueva
ventana con la vista del trabajo realizado en
GeoGebra para su impresidn.

Archivo/Previsualiza impresion

Cierra: Elijja esta opcidn para salir de
GeoGebra o si lo prefiere oprima - Alt+F4

Archivo/ cierra

Tabla 1

1.1.2 Menu Edita

Este menu le permitira deshacer o rehacer algunas acciones que se

dieron tal vez equivocadas, permitiendo recuperar

lineas, trazos o puntos.

Puede también borrar los objetos que sean seleccionados desde la vista que

el usuario desee, ya que puede borrar todo lo que se encuentre en la vista

grafica desde la vista algebraica o desde la misma vista grafica.
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http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Portable_Graphics_Format&action=edit&redlink=1

Este menu le permite seleccionar todos los objetos que dependan del
objeto seleccionado (descendiente) o también los objetos de los que es

dependiente el objeto seleccionado (ascendiente).

Por otro lado la opcion propiedades le permite personalizar algunas
caracteristicas del objeto creado y si lo desea puede copiar el documento desde

la vista grafica al portapapeles para luego editarlo.

177 GeoGebra EI@
Archivo Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
i Deshace Ctrl+Z . .
.”L Rehace Ctri+Y Mueve: Arrastrar o seleccionar objetos (Esc)
Ob]_et Borra Suprimir
Objet
Selecciona Todo Ctrl+A
Selecciona la Capa Activa Ctrl+L
Selecciona Descendientes Ctrl+Mayusculas+J
Selecciona Ascendientes Cirl+J

[ Copia la Vista Grafica al Portapapeles Ctrl+Mayusculas+C

Propiedades ... Ctrl+E

@ Entrada: = v o ~|Comando .. -
Grafica 6

1.1.3 Menu Vista

Este menu le permite al usuario predefinir la vista de la ventana, ya que
le permite mostrar u ocultar cada zona determinada anteriormente como la vista
grafica, vista hoja de calculo, barra de entrada, objetos auxiliares y lista de

comandos.

La division horizontal muestra en la pantalla las vistas: algebraica, gréafica
y hoja de calculo, horizontalmente de arriba hacia abajo o verticalmente de

izquierda a derecha. La opcion protocolo de construccion permite ver los pasos
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gue se dieron para la construccion del objeto, se debe tener en cuenta que Si
se modifican los pasos desde esta ventana la figura también se modificara.

77 Protocolo de la Construccién @
Archivo Vista Ayuda
N°  |Nombre Definicidn [valor |
1 Punto A A=(2.56 4.24) -
2 PuntoB B =124, 2.26)
3 PuntoC C={416,2)
4 |Triangulo pol... Poligono B, C, A poligono1 =3.06
4 Segmentoa |Segmento[B, C] de a=293
4 |Segmento b |Segmento [C, A] de b=275
4 Segmentoc |Segmento [A, B] de c=238
5 PuntoD D =(-126,448)
6 PuntoE E=1(-33)
7 PuntoF F=(-1.46, 1.86) L
8 Punto G G =(-2.34, 0.56) B
9 PuntoH H=(058, 1.08)
Gréfica7

Barra de navegacion por pasos de construccion: permite visualizar los
pasos que fueron realizados para la construccion del objeto. Y se presenta por
medio del siguiente controlador en el que reproduce, detiene, rebobina y

avanza segun la creacion del objeto.

|
[t [t J r0rt0 [ ] (L) 2] s

Grafica 8

1.1.4 Menu Opciones

Este menu le brinda diferentes opciones para escoger el tamafio de la
letra, el idioma en que desea ver el programa o por otro lado modificar la vista

grafica si lo desea.
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SIMBOLO

DESCRIPCION

ACCESO

o |

Tamafo de la letra: Muestra los diferentes
tamafios de letra que seran utilizados en los
rétulos y en las ventanas.

Opciones/ Tamafio de la
letra

Idioma: Permite escoger el idioma utilizado por
el usuario. Los idiomas determinados son un total
de 54 ordenados de forma alfabética.

Opciones/ Idioma

Vista gréafica: Por medio de las propiedades se
puede modificar la vista gréafica.

Opciones/ Vista grafica

Cuando se establece una configuracién nueva y
se desea continuar con ella se hace clic en
Guardar configuracion o si de lo contrario
desea las configuraciones establecidas por
GeoGebra se hace clic en el icono Restablecer
la configuracion original.

Opciones/Guardar
configuracion

Tabla 2

Vista grafica: Al hacer clic sobre

ventana:

este icono aparece la siguiente

{7 GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Objetos Libres
Objetos Dependientes

@ Entrada:

Gréfica 9

[
G Vista Grafica
)
X

Il i il

[= & ==

Color de Fondo:
Ejes Cuadricula

[E5)sleccionar objetos (Esc)

[“IEjes Color: E Estilo de Trazo: —

EjeX | EjeY

¥Muestra  Graduaciones: | |

[“INumero [ Distancia: 1

Unidad: hd

Roétulo: -

min: -4.3 ~ | max: |11.06 -
EjeX : EjeY = 1 1

Cierra

~ | Comando ...

> |l
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Este menu es de gran utilidad a la hora de

1.1.5 Menu Herramientas

realizar algunas

construcciones que ameritan la creacion de herramientas nuevas porque le

pueden llegar a simplificar numerosos pasos y tal vez repetitivos.

partir de los objetos de salida o de entrada

SIMBOLO DESCRIPCION ACCESO
Creacion de herramienta nueva: Cuando se
o selecciona este icono aparece una nueva |[Herramientas/ Creacion de
g ventana que permite crear una herramienta a |herramienta nueva

&

Gestion de herramientas: Al seleccionar este
boton aparece una ventana que permite cambiar
el nombre de la herramienta o modificar su
icono.

Herramientas/ Gestion de
herramientas

Personalizar barra de herramientas: Permite
quitar , cambiar o afiadir las herramientas que
desee.

Herramientas/ Personalizar,
barra de herramientas

Tabla 3

1.1.6 Menu Ventana

Al hacer clic sobre este menu permite abrir una nueva ventana sin tener

gue cerrar el documento actual, como si lo haria cuando hace clic en el menu

archivo y abrir un nuevo documento.

SIMBOLO

DESCRIPCION

ACCESO

Nueva ventana: Permite acceder rapidamente
a otra ventana

Ventana/ Nueva ventana

Tabla 4
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1.1.7 Menu Ayuda

Geogebra cuenta con una comunidad de usuarios que estan
constantemente actualizados en términos de construcciones novedosas Yy
creativas. En este menu se encuentran los hipervinculos a la pagina web de

Geogebra, foro, wikis y ayudas en linea.

SIMBOLO DESCRIPCION ACCESO

|ij‘| Ayuda: Muestra un documenta de ayuda de
s

= GeoGebra. Ayuda/ Ayuda

www.geogebra.org: Permite ver la pagina de |Ayuda/
GeoGebra en internet. www.geogebra.org

¥

Ayuda/ GeoGebra Forum

iﬂ GeoGebra Forum: Accede al foro de usuarios

de GeoGebra

@ GeoGebraWiki: Accede al Wiki de usuarios de Ayuda/GeoGebrawiki

GeoGebra

Acerca de GeoGebra / Licencia: Abre una

* ventana que permite ver los nombres de los
1 que p . Ayuda/ Acerca de GeoGebra
creadores del software, sus traducciones y en . .
: . . / Licencia
general todo lo relacionado con la licencia de
GeoGebra.
Tabla 5

1.2. HERRAMIENTAS

Geogebra es un programa en el que se pueden modelar construcciones
geométricas por su gran contenido en herramientas utiles como el grafico de
puntos libres o de intersectos, el trazo de segmentos, rectas perpendiculares o
paralelas, rectas tangenciales entre otras, cuenta con una gran ayuda en la
construccion de poligonos o circunferencias, arcos o0 sectores circulares, sin
olvidar el apoyo que le brinda en las construcciones al mostrar calculos de

pendientes, distancias o areas de diferentes objetos matematicos.
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A continuacion se describen cada una de las herramientas con que

cuenta el programa.

fijando la interseccion entre dos objetos.

SIMBOLO DESCRIPCION ACCESO
Elige y Mueve: Al pulsar sobre este icono puede
L\\S sefialar objetos y moverlos libremente. -
Rota en torno a un punto: Permite elegir un
J [% punto como centro de cualquier objeto libre que Rota
deseemos girar alrededor de este.
a8 Registra cambios en la hoja de célculo:
f;% Contiene el registro de los valores de cualquier .
objeto en la hoja de calculo.
A Nuevo punto: Al hacer clic presenta un punto
Q ; p Punto
sobre la vista gréfica.
Interseccion de dos objetos: crea un punto
Interseca

Punto medio o centro: Ofrece el punto medio
de un segmento y el centro de cualquier
circunferencia.

Centro y PuntoMedio

Recta que pasa por dos puntos: Utilicelo para
crear una recta al dar clic sobre dos puntos que
desea contenerlos.

Recta

Segmento entre dos puntos: Elija este boton
para que al dar clic sobre dos puntos se crea un
segmento.

Segmento

Segmento dados punto extremo y longitud:
Al dar clic sobre un punto parecerd una ventana
emergente para escribir la longitud del
segmento deseado.

Segmento

Semirrecta que pasa por dos puntos: Se
presenta una semirrecta que pasa por dos
puntos.

Semirrecta

Vector entre dos puntos: Crea un vector al dar
clic sobre dos puntos.

Vector

)Y

Vector desde un punto: Esta opcion permite
crear un vector semejante a otro, se debe dar
dar clic sobre un punto y sobre un vector a
copiar.

Vector

Tabla 6
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SIMBOLO

DESCRIPCION

COMANDO

Recta perpendicular: Muestra la recta
perpendicular al dar clic sobre un punto y la
recta que desea cortar con la perpendicular.

Perpendicular

Recta paralela: Permite crear una recta
paralela a otra, se debe seleccionar la recta y el
punto por donde quiere que pase la otra recta.

Recta

Mediatriz: Este icono permite mostrar la
mediatriz al dar clic sobre dos puntos del
segmento.

Mediatriz

Bisectriz: Para ver la bisectriz de un angulo

Bisectriz

Tangentes: Cuando selecciona un punto y una
circunferencia muestra todas las rectas que
pasan por el punto y son tangentes a la
circunferencia.

Tangente

Recta polar o diametral: Para obtener la recta
polar es necesario seleccionar un punto y la
conica

Polar

Ajuste lineal: Al seleccionar los puntos
muestra el mejor ajuste lineal.

AjustetLineal

Lugar Geométrico: Proporciona informacion
del lugar geometrico que presenta una funcion o
un punto.

LugarGeométrico

Poligono: Al hacer clic permite crear un

ingresar el numero de \ertices que se desea
tener en_el poligono regular.

| e . : Poligono
poligono cualquiera.
Poligono regular: Al hacer clic sobre dos

8" puntos, muestra una ventana emergente para .

.y Poligono

Circunferencia dados su centro y uno de sus
puntos: Al seleccionar este boton muestra una
circunferencia especificando el centro y un
punto de la circunferencia.

Circunferencia

Circunferencia dados su centro y radio: Al
dar clic sobre un punto, aparece una ventana
emergente para ingresar el valor del radio que se
desee.

Circunferencia

1)

Compas: Elija este boton para que al dar clic
sobre dos puntos, tome esta distancia para
crear una circunferencia con este radio.

Circunferencia

Tabla 7
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SIMBOLO

DESCRIPCION

ACCESO

Circunferencias dados tres de sus puntos:
Puede hacer clic sobre tres puntos y creara una
circunferencia que los contiene.

Circunferencia

Semicircunferencias dados dos puntos:
Permite crear una semicircunferencia al dar clic
en dos puntos.

Semicirunferencia

Arco de circunferencia dados su centro y
dos extremos: Utilice este boton para crear un
arco con tres puntos uno de los cuales sera su
centro.

ArcoCircuncircular

Arco de circunferencia dados tres de sus
puntos: Crea un arco de circunferencia al dar
clic sobre tres puntos.

ArxoCircumcircular

Sector circular dados su centro y dos
puntos: Esta opcion permite

SectorCircular

Sector circular dados tres puntos y su arco:
Para ver el sector circular y su arco al dar clic
sobre tres puntos.

SectorCircumcircular

Elipse: Permite crear una elipse que pasa por
sus focos.

Elipse

Hipérbola: Presenta una hipérbola fijando sus
focos.

Hipérbola

Parabola: AparecerA una parabola al
seleccionar un foco y su directriz.

Parabola

.

Conica dados cinco de sus puntos: Crea una
seccion conica al dar clic sobre sus cinco
puntos.

Coénica

Angulo: Elija este boton para medir el angulo al
dar clic sobre tres puntos.

Angulo

Angulo dada su amplitud: Al dar clic sobre
dos puntos aparece una ventana emergente que
le pide la amplitud del 4ngulo a graficar.

Angulo

Distancia o longitud: Utilice este botén para
medir la distancia entre dos puntos o rectas.

Distancia y longitud
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SIMBOLO

DESCRIPCION

ACCESO

CITI2 ]

Area: Elija este botén para calcular el area de
cualquier poligono

Area

Pendiente: Cuando selecciona este icono le
proporciona la pendiente de cualquier recta.

%
AN

Refleja objeto en recta: Cuando selecciona
el objeto y luego la recta, el objeto quedara
reflejado sobe la recta.

Refleja

Refleja objeto por punto:Utilice este botén
para reflejar un objeto tomando como base de
reflexion.

Refleja

Refleja punto en circunferencia: Al hacer clic
sobre un punto y sobre una circunferencia se
crea otro punto.

Refleja

Rota objeto en torno a punto el angulo
indicado: Al hacer clic sobre un objeto a rotar
y sobre un angulo aparece una ventana con el
angulo de rotacién y crea el objeto rotado.

Rota

Traslada objeto por un vector: Elija este
botén para realizar una traslaciéon al hacer clic
sobre un objeto y el vector dado.

Traslada

Homotecia desde un punto por un factor
escala: Al hacer clic sobre dos puntos muestra
una ventana emergente para escribir el numero
de alejamientos que quiere guardando la
distancia de los dos puntos.

Homotecia

Deslizador: Cuando se selecciona se abre una
ventana emergente que permite crear un
deslizador en un determinado intervalo.

ABC

Inserta texto: Utilice esta herramienta para
insertar texto en la vsta  gréfica.
Para crear un texto dinamico con la variable A
asi: +A , Para crear un texto estatico o mixto
solo agregue comillas asi: “hola ” + A.

Inserta imagen: Al hacer clic permite importar
imégenes

Relacion entre dos objetos: Muestra la
relacion existente entre dos objetos en una
ventana emergente.

Relacién
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SIMBOLO DESCRIPCION ACCESO

Desplazar vista gréafica: Permite realizar un

":'" desplazamiento libre de la zona gréfica. - =
Zoom de acercamiento: Muestra un

N acercamiento de la zona gréafica. —=
Zoom de alejamiento: Puede alejar la zona

= gréfica. -
Expone / oculta objeto: Al hacer clic sobre el

J objeto permite activar o desactivar su forma e
visual.
Expone / oculta rotulo: Cuando selecciona

A permite nombrar un objeto u ocultarlo. -
Copia estilo visual: Utilice esta herramienta

< para copiar el estilo de un objeto a otro. -
Elimina objeto: Elija este botén para eliminar

] . . p Borra
A cualquier objeto de la zona grafica.
Tabla 10

Para ejemplificar mejor el uso de cada una de las herramientas de

Geogebra en el calculo diferencial se presenta a continuacion las siguientes

actividades para el disefio de applets.
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Actividad 1 construccion de la definicion de derivada:

Para la construccion del applet siga los siguientes pasos:

1. Enla barra de entrada digite la siguiente funcién:

4 - (x=3)(x =7 +3)
20

f(x) =

2. Ubique el punto A sobre el eje x para ello puede utilizar el comando
Punto[EjeX]

3. Utilice la herramienta deslizador para crear uno en la parte superior
derecha de la ventana grafica, con un valor minimo de 0.01 y un valor
maximo de 5y un incremento de 0.001. LIamelo h

4. Trace una circunferencia con centro en Ay radio h

5. Con la herramienta punto de interseccion encuentre el intersecto de
entre la circunferencia y el eje x. Llame a este punto B

6. Trace la recta a que pase por el punto A y que sea perpendicular al eje
X.

7. Trace larecta b que pase por el punto B y perpendicular el eje x.

8. Con la herramienta punto de interseccion determine el punto de
interseccion entre la grafica de la funcion y la recta a. Llame a este

punto C

9. Con la herramienta punto de interseccion determine el punto de
interseccion entre la grafica de la funcion y la recta b. Llame a este
punto D
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10.Trace la recta d que pasa por los puntos C y D.

11.Trace la recta e que pase por C y sea perpendicular al eje y.

12.Grafique la circunferencia g con centro en C y radio 1

13.Halle la interseccion entre la circunferencia g y la recta e. A este punto

llamelo E.

14.Trace la recta i perpendicular que pasa por el punto E a la recta e.

15. Digite en la barra de entrada el comando interseca [d,i] para hallar el

punto de interseccion entre la recta d y la recta i. A este punto llamelo F.

16.Trace el segmento que pasa por los puntos Ey F.

17.Trace la recta k que pasa por los puntos E y A.

18.Con ayuda de las herramientas de Geogebra trace una recta |l que pase

por el punto F y sea paralela a la recta k.

19.Trace el punto de interseccion entre las rectas a y |. A este punto llamelo
G.

20.Trace el segmento que pasa por los puntos Ay G.

21.En la barra de entrada digite f’(x), para que en la ventana grafica se

grafique la derivada de la funcién.

38



h=3145

f(x+h) ° _. Mover A

Lt r

22.Con la herramienta texto digite: x, x+h, f(x), f(x+h) y ubiquelos en la

posicion A, B, H, | respectivamente.

23.Trace la rectan que pase por el punto C y que sea perpendicular al eje

V.

24.Trace la recta p que pase por D y que sea perpendicular al eje y.

25.Halle la interseccion entre la recta n y el eje x. A este punto llamelo P.

26.Halle la interseccion entre el punto P vy el eje x. A este punto llamelo I.
39

22



27.Encuentre el punto de interseccion entre el punto P y la recta a.

28.Con la herramienta poligono trace el triangulo CJD.

29.Una vez construido el applet oculte o que no sea necesario.
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Actividad 2 construccion

Para la construccion del applet siga los siguientes pasos:

En la barra de entrada digite la siguiente funcién:

x4
f(x)=z—2X2+1

2. Ubique el punto F sobre el eje x.

. Digite en la barra de entrada el siguiente comando Punto[EjeX]. LIlame

a este punto E.

4. Trace el segmento que Unelos puntos Ey F.

5. Delimite la funcion f(x) escribiendo el comando

g(x) = Funcion[f,—3,3], para que solo se vea una parte de la funcion.

. Oculte f(x), dando clic derecho al mouse y en ocultar objeto.

. Ubique un punto A sobre la funcion g

. Ahora, trace la recta a, que pasa por el punto A y es tangente a la
curva g.

. Ubique dos puntos sobre la recta a; separados mas o menos 4 cm

entre ellos. Llame a estos puntos B y D respectivamente.

10.Trace el segmento que une los puntos BD

11.En la barra de entrada digite

f') =f'(x)

12.Luego digite en la barra de entrada

fll (x) — fl/(x)
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13.Trace la recta a que pasa por el punto C y que sea perpendicular al eje
X.

14.Digite en la barra de entrada el punto G = (0, f (x(C)))

15.Trace la recta b que pasa por el punto G y que sea perpendicular al eje
y.

16.Determine el punto de interseccion entre las rectas b y a. A este punto
llAmelo H

17.Trace el segmento e que pasa por los puntos CH

18.Trace el segmento h que pasa por los puntos GH

19.En la herramienta texto crea un texto dinamico escribiendo asi:
FOX(C)+7)="H(x(C))+™

20.Ahora otro texto dinamico para f” asi:
TOXCH+H )= (X(C)+”

21.Para que aparezca las ecuaciones de las funciones escribimos asi en

la herramienta texto:
“f(X)=!7f+)”!
“f”(x)=”f”+””

La tabla que aparece con titulo de valores es una imagen, pero si se

desea se puede construir con la herramienta poligono.

(x)=3x2-4
f(x)= x* 2
21 2x"+1
g AT

e ——

VALORES

f(-2.52=-1.63
f" (-2.52)= 15.02




10.
11.

12.

13.
14.
15.
16.
17.

18.

Actividad 3 construccion de la definicion de limite:

Para la construccion del applet siga los siguientes pasos:
En la barra de entrada digite la siguiente funcién:

f(x) = —(x — 5%+ 6

En la barra de entrada digite el comando Punto[EjeX]. Este punto
llamelo a. Ubiquelo en el origen.

Trace el punto B sobre el eje x. Ubiquelo a dos unidades del punto A.
Este punto llamelo b.

Trace el segmento ab.

Trace las rectas perpendiculares que pasan cada una por los puntos a
y b con el eje x. Llamelas rectaayrectab

Con la herramienta interseccion de dos objetos halle los intersectos
entre las rectas perpendiculares y la funcién. llamelos C y D.

Luego trace las rectas cy d perpendiculares que pasen por los puntos C
y D con respecto al eje y.

Ubique un punto E, sobre el segmento ab.

Encuentre los intersectos de la recta c y la recta d con respecto al eje .
Llamelos fy g respectivamente.

Ubique un punto H, sobre la recta c detras del punto C y trace su
perpendicular |

Halle el punto de interseccidn de la perpendicular | con la recta c.

Ahora ubique el punto J sobre la recta a 'y abajo del punto A.

Trace la recta f que pase por J y que sea perpendicular a la recta a.
Grafique el punto k de interseccién entre la recta f y la recta b.

Con la herramienta texto digite §,¢,f(a)yf(b)y ubiquelos en los
puntos F, H, G y F, respectivamente.

Una vez construido el applet oculte lo que no sea necesario.

43



CAPITULO 2

Este capitulo comprende el disefio de quince talleres sobre los
principales teoremas del calculo diferencial y algunos problemas de
optimizacion, estdn complementados con las construcciones de applets en
Geogebra que permiten tener un acercamiento mas visual del concepto a
tratar. Estos talleres estan dirigidos a estudiantes de primer semestre de

universidad que estén cursando la materia calculo diferencial.

Los temas de los talleres fueron escogidos desde la experiencia del
docente Benjamin Sarmiento y de la estudiante Liliana Murcia, estos se
presentan ordenados en el documento de la siguiente forma: primero se
exponen los teoremas, segundo los problemas de optimizacién y por ultimo las
definiciones de limite y derivada. Los teoremas se presentan de acuerdo a los
libros de calculo de Apostol (Apostol. Tom. M. Calculus. Volumen 1. Editorial Reverté.1984.) Y

Leithol (Leithold, Louis. El célculo. Séptima edicién. Oxford University Press. 1998).

Se pretende que estos talleres sirvan de guia tanto a los docentes en las
planeaciones e implementaciones de sus clases de calculo diferencial como a

los estudiantes en el aprendizaje de los temas a tratar.
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Teorema de Bolzano.

El applet N° 1 muestra la grafica de la funcion f(x) =x*—-3x+a en el
intervalo [1,2], los puntos los puntos 4, ay B,y b, son libres, el punto C es libre y
se ubica en la mitad de cualquier intervalo dado por los puntos anteriores. Por
otro lado se presenta un cuadro de convenciones con texto dindmico para
algunos valores especificos de la funciéon

Prerrequisitos:

e Continuidad
e Diferenciabilidad

Herramientas de Geogebra presentes en la construccion de los applets:

. 5@ < - a
oA / A X o ABC ﬁ‘;z | 852] .

VALORES

a=10
—_——

[

—_—
5.5

(=3
[=]

(]

o

flag)= -0.98 T(by)=3

F(x)=x° - 3x + 1

Grafica 10
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Actividades:

1. Desplace los puntos Ay B hasta determinar el intervalo [0,2]
2. Desplace aqy by enlos extremos del intervalo [1, 2] y al deslizador a = 0.

3. ¢Qué valores toma f cuando x = a, y x = by ?

4. Complete la siguiente tabla:

¢La grafica de f
Signo de f(a,) Signo def(by) Signo de corta al eje x en

f(ag) * f(bo) (1,2)?

Tabla 11

5. Cuando mueve los extremos del intervalo aparecen unos segmentos, con
ayuda de las herramientas de GeoGebra encuentre la longitud de al menos

tres de ellos y complete la siguiente tabla (de mayor a menor).

Segmento Longitud
1

2
3

Tabla 12

6. ¢A qué valor se aproximan las longitudes de los segmentos y qué relacion
tiene con la tabla 1?
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7. Analicé como se pueden construir esos segmentos

8. Ahora Ubique los puntos a, y b, respectivamente en los puntos extremos
del intervalo [1,2], y el deslizador ena = 1.

9. ;Qué valores toma f cuandox = a, y x = b, ?

10. Complete la siguiente tabla:

Signo de f(a,) Signo def(by) Signo de ¢La grafica de f
f(ap) xf(by) cortaal eje x en

?2(1,2)

Tabla 13

11. Haga uso de las herramientas de GeoGebra para hallar la longitud de al
menos tres segmentos y complete la siguiente tabla (de mayor a menor la
longitud de los segmentos).

Segmento Longitud

1
2
3

Tabla 14

12. Segun el andlisis anterior qué se puede concluir de:
o f(ap)*f(hy) <0
o flag) *f(bo) >0
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Realiza el siguiente procedimiento analitico, ubicando a, y by en los extremos
del intervalo [1, 2] y al deslizador a en cero. Luego saque sus propias
conclusiones con respecto al apartado anterior.

13. Cuéanto vale C; si:

aog + by
1=

Cl=

e Con ayuda de la herramienta punto medio ubica a C en la grafica

14. Después de calcular f(C;) se puede afirmar que su valor es:

e Cero

e Positivo

e Negativo
15. Si f(C_1) = 0, entonces calcule S:

S = fao) *f(C1)
16.Si S < 0, remplace a, = C; en el intervalo [a, , by] por [Cy,b].
- Ubique los puntos a,y b, respectivamente en el nuevo intervalo

[Cl ;bo ]

17. Cuanto vale C, si:

c; + by

I
—~——
N

2

18. ;Qué valor tiene f(C,)?

Entonces:

Describa la posicion de C, respecto a la grafica de la funcién y al eje de
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

coordenadas.

Si§ > 0, remplace by, = C; en el intervalo [a, , byl , [ay, C1].
- Ubique los puntos a, y b, respectivamente en el nuevo intervalo [a, C; ].

Cuanto vale C, si:

ap + Cy

I
——
N

2
;Qué valor tiene f(C,)?
Si f(C;) =0, C; es laraiz de Bolzano.
Entonces:

Describa la posicion de C, respecto a la gréfica de la funcion y al eje de
coordenadas.

Si f(C,) =0, C, es la raiz de Bolzano.
Si f(Cy) =0, C es laraiz segun Bolzano de f(x) = 0.
Entonces:

Describa la posicion de C; respecto a la gréfica de la funcién y al eje de
coordenadas.

v' Se podrian repetir los pasos de los puntos anteriormente
indefinidamente de ser necesarios hasta encontrar las raices de
Bolzano f(Cy,) = 0

¢Qué caracteristica tiene el valor encontrado anteriormente con el eje de
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coordenadas?

26. Haga una conjetura en donde se relaciones las ubicaciones de C, Cy, C; .... Al
que hace referencia el teorema segtan Bolzano.

27. Abra el applet N°2, este muestra la funcion f(x) = sin(x) — 1x—0 en el intervalo

[_4,4]

Gréfica 11

28. Complete la siguiente tabla:

Intervalo

[_4'; _2]

Relacion de
orden

f(ao) * f(bo)

VALORES

a=0
——

flag= 116  f(by)=-1.16

f(x) = sin(x) —%

N° raices
de
Bolzano

[—2, 2]

(2, 4]

[_4'; 4']

Tabla 15
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29. Si las condiciones se dan el teorema de Bolzano nos garantiza:

v" Exactamente una raiz
v" A 1 menos 3 raices
v Al menos una raiz

30. Después de revisar la conjetura, ; Cémo modificaria su proposicién? Trate de
generalizar.

31. Explique el significado geométrico de su proposicion.
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Nombre: Cadigo: Fecha:

Teorema de Darboux.

El applet N° 3 muestra las graficas de las funciones f(x) = 3x, el punto C es un
punto libre sobre el eje x y el punto k, un punto libre sobre el eje y.Por otro lado
se presenta un cuadro de valores con texto dindmico para algunos valores
especificos de la funcién en el punto c.

Prerrequisitos:

e Continuidad
e Diferenciabilidad

Herramientas de Geogebra presentes en la construccion de los applets:

B a e ‘
A/ L X faac] o280 L2 |

M AT 0 0 TG 2 3, a 5 VALORES

C= 168 fic)=5.04

f(x) =3 x

|
|
|
| 51 k=g78  MK)=?
|
|
|

rA

Grafica 12



Actividades:

1. Considere la funcién del applet.
2. Ubique k por fuera de (f (a), f (b))

3. ;Doénde queda la preimagen de K?

I_ (_Oo' a)
I (a,b)
- (b, 00)

4. Ubique k entre (f(a), f (b))
5. ;Doénde queda la preimagen de K?
I (—,q)

I (a,b)
— (b, 00)

6. Para las siguientes funciones repita el proceso anterior.

VALORES

fc)=2.59

=133

k=163 X(K)=1.96

Grafica 13

Fo

20 ; i f(x):x3—4x2+x—|-6
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|
|
|
4 %\\;i///( 0 \\\3:;//3b 4 5 VALORES
= 168 fic)=-2.65

51 k=678 XKF32
xfl
ﬂﬂ:E—2¥+l

Gréfica 14

7. ¢(Cuantas preimagenes puede tener k?

8. ;Doénde estdn ubicadas estas preimagenes?

I_ (—OO, Cl)
I~  (ab)
— (b, ©)

9. Haga una conjetura en donde se relaciones las ubicaciones de k y c.

10. Realice los pasos indicados y conteste las mismas preguntas, por los
puntos del 2 al 5, para cada una de las siguientes funciones.
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Gréfica 15

11. ;Cuéntas preimagenes tiene k?

5 VALORES

€= 168 flc)=5
k= 678 H(K)=?
flx) =5

Grafica 16

5 VALORES

c= 168 flc)=-9.29

k= 6.78 *(K)="
f(x) = sec(x)

12. ;Es necesario darle una condicién a f para que exista al menos una c,
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como preimagen de k?

- ' ' 3y 4 5 VALORES
| —
= 033 flc)=0

k= § 78 x(K)=7?

) = [x)

Gréfica 17

13. ;Es necesario darle una condicién a f para que exista al menos una c,
como preimagen de k?

14. Con base en los anteriores resultados, modifique su conjetura y escriba
una nueva proposicion.

15. Explique el significado geométrico de su proposicion.
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Nombre: Cadigo: Fecha:

Teorema de Rolle.

El applet N° 4 muestra la gréfica de la funcién f(x) = x?+ 2 en el intervalo
[—2,2], los puntos 4, B y C son libres, el punto C mueve la recta tangente L, ala
curva de la funciéon por el punto Fy se puede observar el segmento
determinado por los puntos D y E. Por otro lado se presenta un cuadro de
convenciones con texto dinamico para algunos valores especificos de la funcién,
en este se debe tener presente que la letra C se refiere al valor x(C).

Prerrequisitos:
e Recta paralela
e pendiente
e Teorema del valor medio de Lagrange
e Continuidad
e Diferenciabilidad

Herramientas de Geogebra presentes en la construccion de los applets:

em ° a® < - o .
Al 2 21 L X e o380 L2 | . yo Ryl

VALORES

fix)= x2+2
C=0.75
f(C)= 2.56

Grafica 18
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Actividades:

1. Desplace los puntos Ay B tal que D < E.

2. Trace la recta secante L; que pase por D y E.

3. Grafique la pendiente m; de la recta Ly

4. Desplace el punto C sobre el eje x, para que la recta L; tangente a f sea
paralela a la recta Ly
5. ¢En qué intervalo estd ubicado C?

6. ;Cuanto vale x(C)?

7. ;Cudl es el valor de la pendiente de la recta Lg?

8. ¢Cudl es el valor de la pendiente de la recta L,?

9. Desplace Ay BtalqueD > E

10. Desplace el punto C sobre el eje x , para que la recta L, tangente a f sea
paralela a la recta Ly
11. ;En qué intervalo esta ubicado C?

12. ;Cuanto vale x(C)?

13. ;Cual es el valor de la pendiente de la recta L?
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14. ;Cuél es el valor de la pendiente de la recta L,?

15. Ahora desplace Ay B tal que D = E.

16. Desplace el punto C sobre el eje x para que la recta L; tangente a f sea
paralela a la recta Ly

17. ;En qué intervalo esta ubicado C?

18. ;Cuanto vale x(C)?

19. ;Cuél es el valor de la pendiente de la recta Lg?

20. ;Cudl es el valor de la pendiente de la recta L,?

21. Si el punto de tangencia F tiene coordenada (x(C), y(C)), dénde queda
siempre ubicado x(C) con respecto a los puntos A y B.

22. ;Qué relacion existe entre las pendientes my y m, ?

23. ;Qué relacion existe entre f '(C) y m,?
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24. ;Encuentre alguna similitud o diferencia entre esta situacion y las
situaciones estudiadas en el taller del teorema de lagrange? Explique.

25. Enuncie una proposicién donde relacione las pendientes mg, m, y el

punto C.

26. Repita el anterior proceso y conteste las mismas preguntas para las
siguientes funciones:

a).

VALORES

)= 4
c=0.75

Gréfica 19

flC)= 4

4+ ;Satisface la conjetura que hizo? Explique que se cumple y que no

se cumple.

b).

VALORES

f)= 3+x
c=075

fic)= 3.75

Grafica 20



2+x% x<0
f)={3+x% x>0

VALORES

f(x)= f(x)
C=075
f(C)= 3.56

Gréfica 21

* Satisface la conjetura que hizo?
4  Explique que se cumple y que no se cumple.

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA

NACIONAL 3

[ idsaiais s sdivsassoc |
i
| 6
!
!
i !
i 4 !
i !
i ) m, =i o
I NN
i i 1
i i i f(x)= 2 +abs(x-3)
& 0 Iy é c=3.18

0 -8 6 4 E/’ L2 o4 BE 8 fic)= 2.18

i s i s R 8 i s - J gy - I
Gréfica 22
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VALORES

f | |
L 0 4
6 -4 Z-Q 0 2 ‘]'3' é\‘\ 8
RN f(x)= 2 + sin(x)
C=2.47
N S f(o)= 262
Gréfica 23

+ ;Satisface la conjetura que hizo?
+  Explique que se cumple y que no se cumple.

27. Después de revisar la conjetura con las funciones, ;Cémo modificaria su
¢
proposiciéon? Trate de generalizar.
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28. Explique el significado geométrico de su proposicion.
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Nombre: Cadigo: Fecha:

Teorema de Lagrange o del

valor medio.

El applet N° 5 muestra la grafica de la funcion f(x) =x3— 4x*+ x + 6, los
puntos A,B y F son libres, el segmento determinado por los puntos Dy E, la
recta L; , larecta tangente L, de la funcién en el punto F y las pendientes m, y
m de las rectas L; y Ly respectivamente.

Prerrequisitos:
e Recta paralela
e Continuidad

e Diferenciabilidad
Herramientas de Geogebra presentes en la construccién de los applets:

A 2 A X ec) 38 sy e LD L A] L~

w

Grafica 24
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Actividades:

Actividades:

1. Desplace el punto A y ubiquelo en cualquier parte del eje x, ;Cuél es la

pendiente de la recta secante que pasa los puntos D y E?

2. Ahora desplace el punto B y ubiquelo en cualquier parte del eje x, ; Cuél
es la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos D y E.

3. Desplace el punto F que esté sobre la grafica de f y observe los cambios
de la pendiente m,, luego fijelo en cualquier parte de la grafica de la
funcién.

4. Para el punto F fijado, ;Cuanto vale la pendiente m, de la recta tangente
L.?

5. Para esta recta tangente ;Donde esta ubicado C?

6. Mueva los puntos A y B. Observe cudl es la pendiente de la recta secante
(Ls) que contiene al segmento (DE)

7. Mueva F. ;Existe una recta tangente a f(x) por F que sea paralelaa Lg ?
Explique.

8. En caso de que exista una recta tangente jDénde esta ubicado €C?

9. (Qué se puede decir del punto C, cudndo m, esigual a mg?
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10.

11

12.

13.

14.

15.

16.

(Es posible que cuando m; es igual a m,, C quede por fuera del
intervalo (4, B)?

. (Es posible que cuando m; es igual a m;, C quede dentro del intervalo

(4,B)?

Repita el anterior proceso y conteste las mismas preguntas para otras
ubicaciones de los puntos Ay B.

Analiticamente ;cudl es la pendiente m; de la recta secante que pasa por
los puntos Dy E?

Analiticamente ;cuél es la pendiente m, de la recta tangente que pasa el
punto F?

;Qué relacion existe entre los valores de m; y m,?

Con base en la funcién del applet enuncie una conjetura que relacione las
pendientes m; y m;, determine si existe alguna condicién par f.
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17. Observe los siguientes gréficos, estos muestran diferentes tipos de
funciones. Para cada una de ellas verifique si se cumple su conjetura y de
ser necesario compleméntela.

e f(x)=2x+3en[-22]
4+ ;Qué se cumple y que no se cumple de su conjetura? Explique

Gréfica 25

e g(x)=5en[-3,2]

4+ ;Qué se cumple y que no se cumple de su conjetura? Explique

F m =0
p MY M m,=10
D I ] |E
I ] I
1 4 I
I ] I
i L] i
i L] i
i L] i
L) L] L)
L) L] L)
L) L] L)
[ 241 I
L) L] L)
L) L] L)
L) L] L)
L) L] L)
I ] I
I ] I
I ] I
P [ &
8 4 2 A oC B 2 4

Grafica 26 67



o h(x)=x3en[-2,2]

4+ ;Qué se cumple y que no se cumple de su conjetura? Explique

'E

my= 0.34
T 1 B % :

Gréfica 27

o i(x)=3+|x|en[-12] ;Qué pasa en (0,0)? Explique.
4+ ;Qué se cumple y que no se cumple de su conjetura? Explique

H

Grafica 28
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o jlx)= % x sin (g) en [0,4m]

#* ;Puede existir méas de un punto (c, f(c)) ?
4+ ;Qué se cumple y que no se cumple de su conjetura? Explique

Gréfica 29

o k(x)=[x]enl23]

4+ ;Qué se cumple y que no se cumple de su conjetura? Explique

Frg e R e b E b

s i ‘s o o5

Grafica 30



18. Después de revisar la conjetura con las funciones dadas ; Cémo
modificaria su proposicion? Trate de generalizar.

19. Explique el significado geométrico de su proposicion.
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Nombre: Cadigo: Fecha:

Teorema de Monotonia.

El applet N° 6 muestra la grafica de la funcion f(x) =x3—-3x24+2 en el
intervalo [—3,3], los puntos A, B y C son mdviles, el punto C mueve la recta
tangente L; a la curva de la funcién por el punto D, este muestra la pendiente
de la recta tangente m; a la curva. Por otro lado se presenta un cuadro de
convenciones con texto dinamico para algunos valores especificos de la funcién,
en este se debe tener presente que la letra C se refiere al valor x(C).

Prerrequisitos:
e pendiente
e Continuidad
e Diferenciabilidad

Herramientas de Geogebra presentes en la construccion de los applets:

VALORES
H—

4 3 2 e1 0 3 4
A c B
fxX)=x%- 3¢ + 2
1 My =-1.15
c=021
f(C)=1.87

Grafica 31

71



Actividades:

1. Desplace el punto C sobre el intervalo (4, B), y complete la siguiente
tabla de acuerdo a la informacién que aparece en el applet para cada uno

de los valores dados.

-1.0
-0.8
-0.6
-0.4
-0.2
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
1.2
14
1.6
1.8
2
2.2
24
2.6
2.8
3

Tabla 16

Con base en la tabla conteste:
2. ;Coémo es el signo de f’ en el intervalo (—1,0)?

3. (Como es la gréfica de f en el intervalo (—1,0)?
I~ Creciente

I~ Decreciente
I Constante
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10.

11.

12.

¢Coémo es el signo de f’ en el intervalo (0,1)?

¢Coémo es la gréfica de f en el intervalo (0,1)?
I Creciente
I~ Decreciente

I~ Constante

¢Coémo es el signo de f’ en el intervalo (1,2)?

¢Coémo es la gréfica de f en el intervalo (1,2)?
I Creciente
I~ Decreciente

I~ Constante

¢Coémo es el signo de f’ en el intervalo (2,3)?

. ¢Coémo es la grafica de f en el intervalo (2,3)?

I Creciente
I~ Decreciente
I~ Constante

(En qué valores de C, cambia el signo de ' ?

Escriba los intervalos abiertos determinados por los puntos donde
cambia el signo de f’

¢Coémo es el signo de f’ en cada uno de los intervalos? Escribalos.

INTERVALO SIGNODE f* |

Tabla 17

73



13. Cémo es la grafica de f en cada uno de los intervalos:

(Creciente? ; Decreciente? ;Constante?

INTERVALO

MONOTONIA DE f* \

Tabla 18

14. Con base en lo observado escriba una conjetura en donde se relacione el
signo de la derivada f’ y la monotonia de f.

15. Repita los anteriores pasos y conteste las mismas preguntas para las
siguientes funciones:

12 -?0 8 5 4 2 ? 0 2 4 53 8 10 12 14 16
A ic B

1

-t i
1
]
1
D

mt: 0

VALORES

f(x)=-4
my = 0

C= —-1.45
f(C)= -4

Grafica 32
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[ R,

VALORES

12 10 8 ? 4 -2 2 4 ?
A c B
f(x)=-2x
_0 my = (-2
f(C)=5.16
Gréfica 33

3 X x <1
. fx)= 1-1-)(2 x>1
0 : en caso contrario
)
e o o
B 5 4 3 2 o/ 1 3 4 5 6
A ¢ B
My =187
f(C)=0.49

Gréfica 34

4+ ;Qué pasacon f'(C)enC = 2?
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VALORES

fx= 3+ x> +[3
4 5 8 o 12 my =3.7
B c= 048
f(C)=4.56

Gréfica 35

+ ;Qué pasacon f'(C)enC = 0?

16. Revise su conjetura ;Qué condiciones sobre la funcién debe agregar en
su conjetura?

17. Escriba una nueva proposicién en donde se relacione el signo de f’, la
monotonia de f y el intervalo abierto o cerrado.

18. Explique el significado geométrico de su proposicion.
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Nombre: Cadigo: Fecha:

Teorema de Concavidad.

El applet N° 7 muestra las gréficas de las funciones f(x) = x:— 2x2+1 y

f"(x) = 3x* — 4, el punto C es movil sobre el eje x. Por otro lado se presenta un
cuadro de valores con texto dindmico especifico de la funcién en el punto c.

Prerrequisitos:

e Continuidad
e Diferenciabilidad
Herramientas de Geogebra presentes en la construccion de los applets:

A=A [/ )( A g s:z sl A L

f(x)=3x2 -4
— )
2 f{X]' ); 2 XZ + 1

VALORES

f(-2.52=-1.63
f" (-2.52)= 15.02

Grafica 36
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Actividades:

1. Desplace el punto C sobre el eje x y observe los valores que toma f y

f"" amedida que cambia el valor de c. Complete la siguiente tabla.

2. Marque las intersecciones de f y f” con el eje x, y llamelas M y
N respectivamente.
3. Con base en la tabla ;Como es el signo de f" antes de M?

4. ;Coémo es la grafica de f antes de M?

I~ Céncava hacia arriba
I~ Céncava hacia abajo

5. ¢Como es el signo de f" entre M y N?
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6. ¢(Como es la gréfica de f entre M y N

I~ Céncava hacia arriba
I Concava hacia abajo

7. ¢Como es el signo de f"' después N?

8. ;Coémo es la grafica de f después N

I~ Céncava hacia arriba
I~ Céncava hacia abajo

9. ¢En qué valores de c cambia el signo de f'?

10. Escriba los intervalos abiertos determinados por los puntos donde
cambia el signo de f"'

11. ;Coémo cambia el signo de f” en cada uno de los intervalos? Escribalos

Tabla 19

12. ;Cémo es la grafica de f en cada uno de los intervalos?;céncava hacia
arriba?;concava hacia abajo?

Intervalo Concavidad

Tabla 20
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13. Con base en lo observado escriba una conjetura en donde relacione el

signo de f"’ con la concavidad de la gréfica de f.

14. Analiza la concavidad en cada una de las siguientes funciones,
repitiendo el anterior proceso.

Gréfica 37

VALORES

f(-0.62)= -2.47
" (-0.62)= 0

L - ———-—----494 0O

Grafica 38

VALORES

f(-0.62=-3
" (-0.62)= 0
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15. Que se puede generalizar con respecto a la concavidad en funciones

constantes y lineales.

Flx)= 2

fix)z X’

e ——-——-——-—L

Grafica 39

(]

[ R T VALORES

f(-1.57)= 2.46
f* (-1.57)= 2

f{x)= —6

fix)= —3 (x—2)°+2

Grafica 40

|

I

] I

I

|

0 L
= g \3 i 5 VALORES

f(1.93)=1.98

21 " (1.93 )= -6

16. ;Hay cambios de concavidad en funciones cuadréticas? Explique en

funcién de la segunda derivada.
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17. ;Qué condiciones requiere f para que tenga algtn tipo de concavidad en
un punto o en un intervalo?

18. Escriba una nueva proposiciéon en donde se relacione el signo de '’ con
el tipo de concavidad

19. Explique el significado geométrico de su proposicion.
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Nombre: Cadigo: Fecha:

Teorema de Weierstrass.

El applet N° 8 muestra la grafica de la funcion f(x) = x* —4x?+x+6 en el
intervalo [0,2], los puntos ay, by y ¢ son moviles en el intervalo [ag, by] y los
puntos f(ay), f(by) y f(c) son las imagenes respectivamente.

Se muestra también un cuadro de valores con texto dindmico especifico de la
funcién en el punto c.

Prerrequisitos:
e Funciones trigonométricas
e Continuidad

e Diferenciabilidad

Herramientas de Geogebra presentes en la construccion de los applets:

Cm' b ni/ ‘ =
ol L. s X | laec| w2@ 3

VALORES

c=068 f(c)=5.16

28 f(z) =2 -4 +2+6

Grafica 41
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Actividades:

1. Complete la siguiente tabla para el applet N° 8, a medida que desplaza el

punto c.

Ne c f(c)

n

2. ;Cuaél es el valor maximo de f en [ag, by]?

3. ¢(Cuaél es el valor minimo de f en [ay, by]?

4. Complete la siguiente tabla para el siguiente grafico, a medida que
desplaza el punto c.

*
i) )

o 0

| VALORES

c=3.79 f(c)=0.6

flx) = sin(—=)

Grafica 42



Ne c f(c)

n
Tabla 21

5. ¢Cuél es el valor maximo de f en [ag, by]?

6. ;Cual es el valor minimo de f en [ag, by]?

7. Complete la siguiente tabla para el siguiente grafico, a medida que
desplaza el punto c.

3 4 5 [ 7

i VALORES

c=1.45 f(c)=-10

flz) =22° — 102 + 62 — 1

Grafica 43



N° c f(co)

n
Tabla 22

8. ¢(Cuaél es el valor maximo de f en [ag, by]?

9. ¢Cuaél es el valor minimo de f en [ay, by]?

10. Complete la siguiente tabla para el siguiente grafico, a medida que
desplaza el punto c.

10 VALORES

c=3.93 f(c)=6

-20 f(x) = 6sin(2x)

Grafica 44
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Ne c f(c)

n
Tabla 23

11. ;Cual es el valor méximo de f en [ag, by]?

12. ;Cual es el valor minimo de f en [ag, by]?

13. Complete la siguiente tabla para el siguiente grafico, a medida que
desplaza el punto c.

25 -2 7“5\_1/' 05 cfo 05 U 2 25 3 35 4 45
f 0
VALORES
-2

sin(4 x)

e <0

x

a . c=0 fle)=0
€)= sin(4 x

( ) 7( ) rxe >0 -4

x

0 : en caso contrario
Gréafica 45
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Ne c f(c)

n
Tabla 24

14. ;Cual es el valor méximo de f en [ag, by]?

15. ;Cual es el valor minimo de f en [ag, by]?

16. Complete la siguiente tabla para el siguiente grafico, a medida que
desplaza el punto c.

VALORES

c=1.38 f(c)=3.38

f(z) =2+ |z

Grafica 46

88



N ¢

f(©

n

Tabla 25

17. ;Cual es el valor méximo de f en[ay, by]?

18. ;Cual es el valor minimo de f en [ag, by]?

19. Complete la siguiente tabla para el siguiente grafico, a medida que

desplaza el punto c.

Grafica 47

VALORES

c=1.11 f(c)=1.66
fx) =V4-=2?
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Ne c f(c)

n
Tabla 26

20. ;Cuaél es el valor maximo de f en [ag, by]?

21. ;Cuél es el valor minimo de f en [ay, by]?

22. Complete la siguiente tabla para el siguiente grafico, a medida que
desplaza el punto c.

VALORES

c=1.32 flc)=3.11

1
r—1

fz) =

Grafica 48
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Ne c f(c)

n
Tabla 27

23. ;Cuaél es el valor maximo de f en [ag, by]?

24. ;Cuaél es el valor minimo de f en [ay, by]?

25. Complete la siguiente tabla para el siguiente grafico, a medida que
desplaza el punto c.

-]

c=3.7 f(c)=0.63

am En 0 ; T o VALORES
0 u
| 0
|
|
|
|
|
|

f() = tan ()

Grafica 49
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Ne c f(c)

n

26. ;Cuél es el valor maximo de f en [ag, by]?

27. ;Cuél es el valor minimo de f en [ay, by]?

28. ;La funcién es acotada en el intervalo [g, 3f]? Explique.

29. ;Qué caracteristica tiene cada funciéon cuando tiene valor minimo de f?

30. ;Qué caracteristica tiene cada funcién cuando existe un valor maximo de

£2

31. ;Qué caracteristica tiene cada funciéon cuando tiene un valor minimo y
un valor maximo en (ay, by)de f?
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32. Haga una conjetura con los hechos observados anteriormente.

33. ;Es necesario que sea continua en el intervalo para que tenga un valor
minimo y un valor méximo en [a,, by]? Explique.

34. ;Es necesario que sea diferenciable f en el intervalo para que tenga un
valor minimo y un valor maximo en (ay, by)? Explique.

35. Modifique su conjetura si es necesario en donde se tenga en cuenta los
puntos 29 y 30.

36. Explique el significado geométrico de su proposicion.
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Nombre: Cadigo: Fecha:

Teorema de Cauchy

El applet N° 9 muestra las graficas de las funciones f(x) = (x —1.16)3 —
(3x —1.16)* = 9(x — 2.27) — 16.23 y g(x) = x*+ 2, los puntos a y b mueven
las rectas secantes (S; y S;) que pasan por los puntos AB y CD, C es un punto
libre sobre el eje x y desplaza las rectas tangentes sobre cada una de las
funciones. Se muestra también un cuadro de valores con texto dindmico
especifico de la funcién en el punto c.

Prerrequisitos:
e Continuidad
e Diferenciabilidad

Herramientas de Geogebra presentes en la construccion de los applets:

A2 S X el 8 O AL

fla) = (2 —1.16)° — 3(z — 1.16)2 — 0(x — 2.27) — 16.23

gl)=E +2

25 3 35 4 45 5 5.5 §

f(b) — f(a) _
g(b)—g(a) -o071

Fle) _ .om

g'(c)

Grafica 50
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Actividades:

1.

¢Cual es la pendiente de la recta secante S,p?

¢Cual es la pendiente de la recta secante S¢p?

Desplace el punto P y fijelo en cualquier lugar del eje x.

(Cual es la pendiente de la recta tangente a f en P (mrf)?

(Cual es la pendiente de la recta tangente a g en P (my,)?

Complete la siguiente tabla con las preguntas anteriores para otras
ubicaciones de P.

Punto P (mry) (mry)

Tabla 28

Al mover el punto P sobre el eje x jcambian las pendientes de las rectas
tangentes?

Calcule las siguientes razones para diferentes posiciones de P sobre el
eje x, de tal forma que P quede por fuera del intervalo (a, b):

>
Sg
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Punto P

fuera (a,b)

Tabla 29

9. Mueva el punto P sobre el eje x, de tal forma que P quede por dentro del
intervalo (a, b) y complete:

Punto P

dentro (a,b)

Tabla 30
. Sf .
10. ;Existe algun punto P, para el cual las razones S sean iguales?
g
Explique.

11. Haga una conjetura que describa lo observado anteriormente.
12. Realice los procesos anteriores para las siguientes funciones:
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A% Pmy=0 Bimyi=0 gix)=6
g | 1 | [ L
| |
| |
| 4 |
| |
| !
|c . _ 1Dms = 0 me=0
T - T
| S | b -
| | VALORES
_'_!—‘a 0 o) J-b
15 R 05 0 05 i 15 25 3 f(b) —f(a) _
g(b) —g(a) 2
5 f'le) _,
g'(c)
Gréfica 51

Grafica 52

f(b) —f(a) _
g(b) —g(a) 1
() _ 4
g'(c)

1 mes =1

flr)=w+2
gix)=-1+2

VALORES

; I
=0

/ IE p Img _

‘ | A B mf=0 flh) — f(a) __
, / B L g(b) —g(@) =0

0 IC b ’

R 1 3 4 5 6 7 8 ] f,(c) =«

g'(c)

Grafica 53



fla) =2 —0.36—

gt0=- 18 v208

VALORES

Gréfica 54

f(b) — f(a) _
g(b) —g(a) —213.79
() =345 __
g'(c)

Grafica 55

flz) = (z—004)" — 4(x + 0.96)" + 2

gix)=abs(c- 1.7)+0.9

VALORES

3 e 5 § 7

f(b) —f(a) _

g(b)—g(a) 148
(c) _ 148
g'(c)

13. Después de repetir el proceso con las anteriores funciones, revise su
conjetura para verificar si requiere condiciones especiales para fy g.

Describalas.
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14. Formule una proposicion con base en su conjetura y en lo observado con
las anteriores funciones.

15. Explique el significado geométrico de su proposicion.
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Nombre: Cadigo: Fecha:

Triangulo inscrito en una

semicircunferencia

En el applet N°10 se muestran los puntos 4(0,0), B = (20,0) y D=(x(A), curva),
vértices del triangulo inscrito. El punto C = (x, 0) es un punto libre sobre el lado
del triangulo AB. La semicircunferencia es de didmetro AB = 20cm y el punto H
muestra el lugar geométrico de los puntos Ay D. Se muestra también un cuadro de

valores con texto dinamico especifico.

Prerrequisitos:
e Lugar Geométrico
e Triangulo rectangulo
e Media Geométrica
Herramientas de Geogebra presentes en la construccion de los applets:

XAl 1 171 L X <" ABC ..;:: I 4Q A ': O

Lea atentamente:
Enunciado del problema: Determine las dimensiones del mayor tridngulo rectdngulo
que se puede inscribir en una semicircunferencia de radio 20 cm.

VALORES

AC =10
DC =10
y(H)=100

x(H)=10
Radio m =5

A b (AD)(BD)(AB)
(14.14)(14.14)(20)= 400C

40 60 80 100 120
Gréfica 56 100



Considere un sistema coordenado en donde en el eje x ubicaremos la longitud
del segmento x = AC y en el eje y ubicaremos el area del tridngulo cuya altura

es /x(20 — x).

1. Observe el lugar geométrico, de los puntos (x, A(x)) a medida que se
desplaza x(C) sobre el segmento AB.

2. Al mover el punto C por el intervalo [0,20], ;los tridngulos inscritos son
siempre rectangulos? ; Por qué?

3. Complete la siguiente tabla con los valores que aparecen en el applet a

medida que mueva el punto C.

20
Tabla 31

4. ;Qué observa?

5. ¢Para qué valoresde x y h = DC en la tabla se tiene el drea méxima?
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6. ¢Podré existir un tridngulo inscrito con mayor area diferente al que
aparece en la tabla?

7. Mueva el punto C y observe cuidadosamente otros valores para

h=DC =./x(20 —x)

8. Observe en el gréafico que la altura es la media geométrica de AC y CB

entre h = ,/x(20 — x)

9. Segun lo anterior, el area del triangulo ABD es:
o 4G = 5/xE-D)
o A(x) =10{/x(20-x)
o A(x) =10{/x(10 - x)

10. Para determinar los valores de x, para los cuales se optimiza A(x),
hacemos A’(x) = 0.

11. ;Cuénto vale X, en la funcién del punto 8?

12. Fije el punto C = 10, y observando el applet determine si se maximiza o
se minimiza A(X).

13. ;Cual es el area maxima de A(10)?

14. Observe el lugar geométrico para C = 10, y escriba ;en dénde la funcion
A alcanza su maximo?
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15. ;Qué tiene que ver el punto 14 con el punto 15?

Solucion analitica:

Observe que el drea del tridngulo es:
b xh

A=
2

Luego del tridngulo inscrito se tiene que:

A = 20 xgzo—x)

La funcién estaria dada por

A(x) = 104/x(20 — x)

Buscamos los puntos criticos
10(20-2x)

4 (x) - 2V20x—x2

1o~ 20(10-%)
A(x) = 2(20x—x2)

10(10—x)

A,(x) - V20x—x2

10(10—x)

') =24

Si h = 0, entonces A = 0, no habria un tridngulo por tanto h # 0

10(10 — x
A =0 o D g
< (10-x)=0
< x =10 Entonces
Observe que:
10(10 — x
2(x) = ( )

V20x — x?
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~10,/(20x — x%)- x 10(10 — x)

20 — 2x
24/ (20x — x2)
(vV20x — xz)z

All(x) —

—10y@0x=x?) _ 2(10-%) 0090

1 24/ (20x — x2)

All(x) — .
(V20x — x2)

Ay = —10(20x — x2) - 10(10 — x)?

3
(20x — x?)2

—10(200-100)

Parax = 0.A”(x = 10) = = —1

3
(200-100)2
Como A”(x = 10) = =1 < 0, enx = 10 hay un maximo en

A(10) = 100

Como A”(x) < 0 hay un maximo y su drea maxima es:

A(x) =10/x(20 — x)
A(10) = 10,/10(20 — 10)

Por tanto para x = 10, el A =100 cm?

16. ;Sera esta la méxima area?
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Nombre: Cadigo: Fecha:

Caja con superficie minima

En el applet N°11 se muestra la superficie de una caja, donde ayb son las
aristas de la base, siendo b = 2 a, y c la altura de la caja. El punto b es libre sobre

el eje x. Se presenta también la funcién f(x) = i—i Por otro lado se presenta un

cuadro de valores con texto dindmico.
Prerrequisitos:

o Areas
e Volumen
Herramientas de Geogebra presentes en la construccion de los applets:

N oA 121 | ,:/ X o aBC 8}'3 I ’Q A ': O

Actividades:

Enunciado del problema: Se quieren construir cajas con forma de paralelepipedo
rectangular que tengan una capacidad de 72 dm?3 y en donde los lados de la base han de
estar en relacion 1:2 ;Cudles deben ser las dimensiones de la caja, para que el material
gastado en su manufactura sea el menor posible?

bs “1o "5 7 / Es 1o 15 20 5 30 35

VALORES
a

S(a):f!\1+A2+A3+A4+A5+A5
S(a) = 127.55

¥(B)=4 44

Gréfica 57 105



. Mueva el puntoB para considerar diferentes valores del lado ay

complete la siguiente tabla segtin el applet y los calculos siguientes:

Como b = 2 ay el volumen de la caja es
V =abc =72,

Entonces

abc =2a%’c =72,

De donde

72
2a2

Asitenemos que:b=2a v,

36
C=a—2

Con estos cambios la superficie S = 2(ab + ac + bc) se convierte en:

s=2]@@a) + @ () + @aCo)|

Simplificando:
36 72
s=2 [(Zaz) + (—) +(—)
a a

108
s = 2[(2a%) +T]

216
s = 4a% +—
a
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Base volumen superficie
X(B)=a b =2a abe S =2ab+ 2ac + 2bc

1 36 72

4 9 72

2.5 5 72
3 4 72

4 8 72

5 10 72

6 1 72

Tabla 32

2. Tenga en cuenta que la cantidad de material gastado es la superficie de la

caja. (ver applet)

S = 2ab + 2ac + 2bc

3. (Segun la tabla para que valores de a se tiene menor superficie?

4. ;Cuando se gasta menor material en la fabricacion de las cajas?

Solucidon analitica:

216
S(a) = 432 + T
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216

S'"(a) =8a——
a
8a3 — 216
S’(a)=—az
Comoa=#0, a2#0
8a3 — 216
S’(a)=T=0<—>833—216=0
216
a=—=27->a=3
8
Sia=3, b=6 c=2=0_4
a 9
a=3’ b=6 c=4

Asi V=364 =72

216
S’(a) = 8a — 2
a

432
S"(a) =8— 3
a

S'(3)=8-2% 2450
@) =8-—7=
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S se minimiza cuando a = 3

S Minima es:

216
5(3) = 4(3)* +—5-

S(3) =36+ 72 =108dm

5. Segan el applet, ;Para a = 3 se tiene la minima cantidad de material
gastado?

6. ¢(De acuerdo al applet para que valor de a se presenta S minimo?
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Nombre: Cadigo: Fecha:

Minima suma de areas

En el applet N°12 se muestra el lugar geométrico de los puntos w y c. Las
superficies del cuadrado y del triangulo. El punto C es libre sobre el eje x. Por
otro lado se presenta un cuadro de valores con texto dinamico.

Prerrequisitos:

o Areas
e Derivada
Herramientas de Geogebra presentes en la construccion de los applets:

XN oA 2 X 7| ABC wzz 232 | ,e° ¢O A C

Actividades:

1. Lea atentamente:

Enunciado del problema: se tiene un alambre de longitud 24 cm, con el que se quiere
construir un cuadrado y un tridngulo equildtero. ; Como se debe dividir el alambre para

que la suma de las dreas de las figuras construidas sea la menor posible?

x(C) — 9.92 At =9.54
f(C) = 15.69 Ac=6.15
] AB =24 Ar+AL=15.69
lc = 2.43 AC=9.92
o % ® B =77 CB=14.08
Alo F 5 \D 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65

Grafica 58



1. Consideremos varios casos de division del alambre. Escribe en la
siguiente tabla la medida del primer pedazo y del segundo pedazo.

CasoN"  Medida del Medida del
pedazo 1=AC pedazo 2=CB

1

2

3

4

5

General

Tabla 33

2. ;Cuanto mide el lado del cuadrado para cada caso y el lado del
tridngulo?

Caso N° Lado del cuadrado Lado del tridngulo

Q| = W N =

General:
Tabla 34

3. Enlasiguiente tabla escribe el area de la figura y la suma de las areas.

Caso N° Area del A?ffza del Suma de las dreas
cuadrado tridngulo
1
2
3
4
5
General:
Tabla 35
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4. ;En qué casos se presenta una suma de areas maxima?

5. ¢En qué casos se presenta una suma de dreas minima?

6. ¢(Desplace el punto C y encuentre el valor en que se presenta la menor
suma de areas?

7. ¢(Con el dato encontrado en el punto anterior complete la siguiente tabla?

‘ Cuadrado Triangulo
Alambre x= (24-x)=
Lado
Area
Suma

Solucidon analitica:
8. Observe que:

2 3
S0 =T+ 3—C (2)(24 — x)(~1)
S'(x) =g— g (24 —x)
S'(x) =
S’(x)zg— g (24—x) =0
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3x2 3
S0 =% - \/—;; 4+\1/—;(x)=0

, V3\ V3x4
S(X)—X<§+1—8> 3
V3 x 4

3 _ 288v3—388
B 11

X =
+

0| =
by
(o] §ON)

Con
_ 288v3-388

X 11

Luego
648 — 288V3

24— x =
X 11

V3 _9+4v3

V3 1
— (D =+
18 8 ' 18 72

| -

§"(xo) =

9+4+/3
72

S"(xg) > La suma se minimiza.

Con los anteriores valores responde:
9. Ellado del cuadrado es:

10. El lado del triangulo es:

11. El area del cuadrado es:
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12. El 4rea del triangulo es:

13. La suma de las areas del cuadrado y del tridngulo es:

14. Compare este resultado con la menor suma que aparece en la tabla.

15. Verificamos que para x= la funcién se minimiza.
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Licenciatura de Matematicas

| Educadora de educadores |

Nombre: Cadigo: Fecha:

Minima Hoja con texto impreso

En el applet N°13 se muestra la superficie de una caja, donde ayb son las
aristas de la base, siendo b = 2 a, y c la altura de la caja. El punto b es libre sobre

el eje x. Se presenta también la funcién f(x) = i—i Por otro lado se presenta un

cuadro de valores con texto dindmico.

Prerrequisitos:

e Lugar Geométrico
e Media Geométrica
Herramientas de Geogebra presentes en la construccion de los applets:

om . a0 < . . / '
Nile*| > 1] L X | aec m§ 2 0O A @ O
Actividades:

1. Lea atentamente:

Enunciado del problema: en una pdgina de libro, el texto impreso debe ocupar 12
dm?.Las mdrgenes deben ser iguales a 0.5 dm. Si se toma en consideracion la economia
del papel, ; Qué dimensiones son las mds ventajosas?

x(A=3.7
A

Texto impreso™ | 27 2

|
|
|
14 I
| VALORES
12
|
|
|
I
|

Ao = 20.64

¥ \___ (x+1)=4.67 (y+1)=4.42
2
u'/ 0

K‘i‘?u 6 8 10 12 14 18 18 20 22 24 26 28 30 32 34 38 38 40 42 44 46 48 S50 52 54 56 58 60 62 64 66 68 7O 72
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2. Consideremos varios casos suponiendo que la regién impresa tiene
forma rectangular:
e x la base del texto impreso
e ylaaltura del texto impreso
X

y+1

05

05

x+1

Si el 4rea del texto es xy = 12 dm?
e labasedelahojaserdx +1
e laalturadelahojaseray + 1
e Elareadelahoja= (x+1)(y +1)conx #0yy # 0.

Area = [x + 2(0.5)] X [y + 2(0.5)]
2

Area = dm

3. ;Cual es el area del rectangulo con medidasx =2y y = 6?

4. ;Cuélesel drea del rectingulo con medidas x =3y y = 4?

5. ;Cual es el area del rectingulo con medidas x = 4yy = 3?

6. ;Seran 20 dm? el area de la hoja més pequefia?

116



7. Complete la siguiente tabla:

Base Altura Base Altura Area
texto texto hoja hoja hoja
X y X+1 Y+1 (x+1)(y+1)
1
2 6
3 4
4 3
x Y
Tabla 36

Por tanto Area = (x + 1)(y + 1)

Solucidén analitica:

Como xy = 12 —>y=1x—2
12
A(x) = (x+1)(7+ 1)
12
Ax) = 12+x+7+1

12
A(x)=x+7+ 13

12
A =1-—=0
X

x2—-12

Alx) = o 0

Como x # 0y x? # 0.

Ax)=0x2-12=0
X =12=2V3
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El 4rea de la base del texto:

X=2V3
Altura del Texto:
12 12
Y= T3 73
8. Luego la hoja debe ser cuadrada, entonces las dimensiones de la hoja
son:
e Base:
e Altura:

9. Con las anteriores medidas el area de la hoja es:

10. ;Para x = 2v/3 se tendra la hoja de 4rea minima?

Sabiendo que:
A =1-2

Al =___

El 4rea minima es cuando x=
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UNIVERSIDAD PEDAGOGICA FACULTAD DE CIENCIA Y TECNOLOGIA

NACIONAL DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
[ Fancidsia 4% idniadires | Licenciatura de Matematicas
Nombre: Cadigo: Fecha:

Menor suma de areas

En el applet N°14 se muestra el lugar geométrico de los puntos U y C. Las
superficies del circulo y del hexagono. El punto C es libre sobre el eje x. Por otro
lado se presenta un cuadro de valores con texto dinamico.

Prerrequisitos:

o Areas
e Derivada
Herramientas de Geogebra presentes en la construccion de los applets:

& ° A jm v / ’:” X .fi . ABC g:z _aii . s . ,_O / |: O

Actividades:

1. Lee atentamente:

Enunciado del problema: Un alambre de longitud 20 cm se corta en dos partes para

bordear un circulo y un hexdgono regular. ; Por donde debe cortarse el alambre para que
la suma de las dreas de las figuras bordeadas sea minima?

VALORES

|
|
I
|
| AC=12.27
| CB=7.73

|

I

|

A B
3 8 4 2 02408\DIZMWIEZ-OZEZ-IZG2B301’2343518404244404950525456ﬁ0052546655?0?2?4757¥
5
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2. Complete la siguiente tabla considerando varios casos:

CasoN°  Medidadel ~  Medidadel
pedazo 1 pedazo 2
1 0
2 15
3 10
4 5
5 20
General
Tabla 37

3. ;Cuanto mide el radio del circulo y del hexdgono en los casos observados
del punto anterior?
e P;=pedazol
e P,=pedazo 2

Radio circulo Lado hexdgono
P,

=2
1 0 20/6
2
3 10/2m
4
5
General

Tabla 38

4. En lasiguiente tabla escriba el drea de cada figura y la suma de areas
para cada caso.
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Area del Area del Suma de las

° circulo hexdgono dreas
Caso N 72 3v3 .
T L

1

2

3

4

5

General:

Tabla 39

5. ¢En qué casos se presenta una suma de dreas minima?

6. ¢En qué casos se presenta una suma de dreas maxima?

7. ¢(Desplace el punto C y encuentre el valor en que se presenta la menor
suma de areas?

8. ;Con el dato encontrado en el punto anterior complete la siguiente tabla?

‘ Circulo Hexdgono
Alambre x= (24-x)=
Lado
Area
Suma
Tabla 40
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Solucién analitica:
9. Observe que:
El perimetro del circulo es:

2nr = x
Entonces el radio del circulo es:
X
"o
Ahora el perimetro del hexdgono es:
6L =20—x
Y por tanto el drea del hexdgono es:
20—x L
—=
Luego
x\2  3v3 /20— x\°
S0 =n(z) +3 ( 6 )
Derivando
, x\(1\ 2%3V3/20—x
' =2 () () + =2 (56 )
o xy 3
S'(x) = (%) + 15 (20 )
S'(x)=0
Entonces:
2037
X=——
6 + /31
Luego:
V3

S"(x) = ( ! >+ >0
=) T 12
La suma se minimiza.

Con los anteriores valores responde:
10. El radio del circulo es:

11. El lado del hexagono es:
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12. El 4rea del circulo es:

13. El area del hexagono es:

14. La suma de las areas del circulo y del hexagono es:

15. Compare este resultado con la menor suma que aparece en la tabla.
16. Verificamos que para x= la funcién se minimiza.
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Nombre: Cadigo: Fecha:

El siguiente taller estd disefiado para que el estudiante construya un applet
utilizando la definicién de limite.

Prerrequisitos:

e Continuidad

- i ———— - - i -

VALORES

c=4.44

f(c)=5.69

Grafica 61

Actividades:
Para la construccién del applet siga los siguientes pasos:
1. Enla barra de entrada digite la siguiente funcion:
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f(x) = —(x — 5%+ 6

2. En la barra de entrada digite el comando Punto[EjeX]. Este punto
lldmelo a. Ubiquelo en el origen.

3. Trace el punto B sobre el eje x. Ubiquelo a dos unidades del punto A.
Este punto llamelo b.

4. Trace el segmento ab.

5. Trace las rectas perpendiculares que pasan cada una por los puntos a
y b con el eje x. Llamelas recta a y recta b

6. Con la herramienta intersecto en un punto halle los intersectos entre
las rectan perpendiculares y la funcién. lldmelos C y D.

7. Luego trace las rectas c y d perpendiculares que pasen por los puntos
Cy D con respecto al eje y.

8. Ubique un punto E, sobre el segmento ab.

9. Encuentre los intersectos de la recta c y la recta d con respecto al eje
y. LIdmelos f y g respectivamente.

10. Ubique un punto H, sobre la recta c detréds del punto C y trace su
perpendicular I

11. Halle el punto de interseccion de la perpendicular I con la recta c.
12. Ahora ubique el punto ] sobre la recta a y abajo del punto A.

13. Trace la recta f que pase por ] y que sea perpendicular a la recta a.
14. Grafique el punto k de interseccién entre la recta f y la recta b.

15. Con la herramienta texto digite §, ¢, f(a)y f(b)y ubiquelos en los
puntos F, H, G y F, respectivamente.

16. Una vez construido el applet oculte lo que no sea necesario.

17. Describa el applet segtin lo observado en su construccién, mueva
los puntosayb.
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18. Ubique el deslizador en a=2.5, y determine si la imagen de C queda
dentro del intervalo €, o por fuera de ¢ .

19.Ubique el deslizador en b=7, y determine si la imagen de C queda
dentro del intervalo €, o por fuera de ¢ .

20. Ubique el deslizador en a=5, y si la imagen de C queda dentro del
intervalo ¢, o por fuera de «¢.

21.;A que tiende 6 cada vez que hacemos més pequerio este intervalo?

22.Se podria afirmar que siempre quedan las imagenes de C en el
intervalo determinado por €?

23. Realice una conjetura con lo observado en el applet.

24. Ahora digite en la barra de entrada las siguientes funciones y conteste
las preguntas anteriores.

e f(x)=3

o fx)=2x

e Si[x < 0,2 + x%Si[x > 0,3 + x20]]
e f(x) = tan(x) en el intervalo (1, 27)

25. Revise su conjetura y realice una proposicion teniendo en cuenta los
resultados anteriores.
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Nombre: Cadigo: Fecha:

El siguiente taller esta disefiado para que el estudiante construya un applet
utilizando la definiciéon de derivada.

Prerrequisitos:

e Continuidad
e Diferenciabilidad

Grafica 62

Actividades:
Para la construccién del applet siga los siguientes pasos:

2. Enlabarra de entrada digite la siguiente funcién:
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

fl) = 4 — (x—3);9;—7)(x+3)

Ubique el punto A sobre el eje x para ello puede utilizar el comando
Punto[EjeX]

Utilice la herramienta deslizador para crear uno en la parte superior
derecha de la ventana gréfica, con un valor minimo de 0.01 y un valor
méximo de 5 y con un incremento de 0.001. Llamelo h

Trace una circunferencia con centro en A y radio h

Con la herramienta punto de interseccién encuentre el intersecto de
entre la circunferencia y el eje x. Llame a este punto B

Trace la recta perpendicular que pase por el punto A y el eje x.
lldmela recta a. Llame a este punto C

Trace la recta perpendicular que pase por el punto B y el eje x.
lldmela recta b. Llame a este punto D

Con la herramienta punto de intersecciéon determine el punto de
interseccion entre la gréfica de la funcién y la recta a

Con la herramienta punto de intersecciéon determine el punto de
interseccion entre la gréfica de la funcioén y la recta b

Trace la recta d que pasa por los puntos Cy D.
Trace la recta e que pase por C y sea perpendicular al eje y.
Grafique la circunferencia g con centro en C y radio 1

Halle la interseccion entre la circunferencia g y la recta e. A este
punto lldmelo E.

Trace la recta i perpendicular que pasa por el punto E y la rectae.
Digite en la barra de entrada el comando interseca [d,i] para hallar el

punto de interseccién entre la recta d y la recta i. A este punto
lldmelo F.
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17. Trace el segmento que pasa por los puntos E y F.
18. Trace la recta k que pasa por los puntos E y A.

19. Con ayuda de las herramientas de Geogebra trace una recta | que
pase por el punto F y sea paralela a la recta k.

20. Trace el punto de interseccion entre las rectas a y 1. A este punto
lldmelo G.

21. Trace el segmento que pasa por los puntos Ay G.

22. En la barra de entrada digite f’(x), para que en la ventana gréfica se
vea.

h=315

Mowver A

23. Con la herramienta texto digite: x, x+h, f(x), f(x+h) y ubiquelos en la
posicion A, B, H, I respectivamente.

24. Trace la recta n que pase por C y sea perpendicular al eje y.
25. Trace la recta p que pase por D y sea perpendicular al eje y.

26. Halle la interseccion entre la recta n y el eje x. A este punto llamelo P.
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27. Halle la interseccion entre el punto P y el eje x. A este punto lldmelo
L.

28. Encuentre el punto de interseccion entre el punto Py la recta a.
29. Con la herramienta poligono trace el triangulo CJD.
30. Una vez construido el applet oculte lo que no sea necesario.

31. Describa el applet segtin lo observado en su construccién, mueva
El punto A.

32. Ubique el deslizador en h=5, y determine la pendiente m; de larecta
que pasa por los puntos CD.

33. Ubique el deslizador en h=3, y determine la pendiente my de la recta
que pasa por los puntos CD.

34. Ubique el deslizador en h=1, y determine la pendiente my de la recta
que pasa por los puntos CD.

35. ;Trigonométricamente a qué es igual tanf en un tridngulo?

36. ¢Si el cateto adyacente es igual a uno, la tanf a qué es igual?
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37. ;Qué tiene que ver este valor con la pendiente de los puntos Py Q
cuando su distancia h es minima?

38. ;Qué podemos decir de la pendiente y de la derivada cuando h
tiende a cero?

131



CONCLUSIONES

Geogebra es un software potencialmente estimulador en el proceso de
aprendizaje de conceptos matematicos abstractos, ya que por medio de la
construccién de applets dinamicos se puede lograr dar mas significado en los
temas a tratar.

Geogebra es un software con diversos usos en la geometria, el célculo y el
algebra, es por esto que la creacion del tutorial aplicativo en el célculo
diferencial es un ejemplo para aprovechar las multiplicidades de Geogebra.
Con las construcciones de los applets dinAmicos se pueden proponer nuevas
actividades como visualizadores que permitan dinamizar los conceptos
mateméaticos como los teoremas tratados en este documento.

Al interactuar los estudiantes con los applets, pueden observar algunas
funciones de Geogebra y ver su importancia en cada uno de los talleres.

Se pretende que la creacidn de los talleres junto con los applets permita tener
un acercamiento mas visual de los elementos desarrollados particularmente en
el calculo diferencial, ya que es una experiencia que no esta normalmente en
las aulas de clase.
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