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2. Descripción
El trabajo se enmarca dentro de los supuestos de la línea de investigación: Enseñanza 
de la física y su relación físico  matemática, ya que tiene en su base las ideas de la 
importancia de esta relación, su extensión más allá de una algo instrumental. Es un 
análisis con referentes conceptuales, tanto en la parte pedagógica como en la parte 
disciplinar teórica. Bajo estas precisiones, el análisis sobre el potencial vector en el 
lagrangiano de Darwin y su extensión a la mecánica cuántica permite entender la 
profundidad de la relación entre la matemática y la física, además de la relación de estas
con los procesos de aprendizaje.   
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4. Contenidos
Este trabajo está dividido esencialmente en 4 capítulos, el primero contextualiza el 
trabajo en un aspecto pedagógico, junto a las razones que conllevan a este, en el 
segundo capítulo, se realiza una reconstrucción de algunas expresiones, además se 
realiza la derivación de un término de vital importancia para este trabajo: el término de 
interacción de Darwin para cargas en movimiento. En el tercer capítulo, se generaliza 
estas expresiones para representar los efectos dinámicos del término de Darwin, 
finalmente, en el cuarto capítulo, el término de interacción, junto a las demás 
expresiones, se trasladan al campo de la mecánica cuántica para que se puedan 
entender los efectos dinámicos del mismo.

5.Metodología

El pilar central en el que se basa este trabajo es la profunda relación existente entre la 
matemática y la física más allá de la instrumental, por lo que las matemáticas deben ser 
vistas como un pensamiento formador y utilizadas para desarrollar una descripción 
cuantificable de la fenomenología que se involucra en la compresión de los conceptos 
estudiados por la física; Levy -Le Blond dice que  La matemática y la física no debe 
pensarse como un lenguaje para describir esta última, debe verse como un pensamiento
, una formador para la creación de teorías, como un  método de representación de los 
fenómenos en conjuntos a las leyes físicas previas, por tanto, la relación entre la física y 
la matemática debe trascender de una relación instrumental, debe ser una relación 
constituyente, ahora, un caso puntual de un fenómeno físico puede permitir evidenciar la 
relevancia de lo dicho por Le Blond, además de las ventajas y las herramientas que 
genera para el proceso de aprendizaje

6. Conclusiones
Es posible evidenciar la relación constituyente de la física y la matemática situándose en 
un caso especifico de la física, además de que, partiendo de un fenómeno bastante 
aplicado y conocido en la física, se puede generalizar, basándose en la importancia de 
esta relación este concepto a otros campos de la misma, entendiendo el porque y el para
que se realizan ciertos análisis matemáticos y su conexión con el fenómeno en sí. 
También, entender todo el proceso permite una asimilación de conceptos e ideas 
muchos más fructífera.
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Introducción

El electromagnetismo ha sido una de las grandes ramas de la física a lo largo
de su historia. Los alcances que ha tenido esta teoría han sido numerosos
en dentro de la física, como en la descripción de osicladores armonicos en
circuitos RLC o en la de las fuerzas que gobiernan las partículas en sus
dinámicas mas fundamentales; pero sus alcances no se limitan solo a la fí-
sica, en la ingenieria se ve re�ejado en la optimización de ordenadores, en
la biología en el estudio de las conexiones nerviosas de los cuerpos vivos.
Su campo no se extiende solamente en el contexto teórico o practico en el
nivel académico, sino que también va hasta el nivel tecnológico y aplicativo:
esto se re�eja en la sociedad, en el uso de tecnologías usadas en las comu-
nicaciones, en el diseño de redes satelitales, el desarrollo de la tecnología
LED, sistemas eléctricos, etc. . . Que pertenecen al entorno cotidiano como
la necesidad innata de energía eléctrica en los dispositivos, hogares, que son
indispensables en el diario vivir de la sociedad actual.
En el contexto disciplinar, el electromagnetismo se consolida en las cuatro
ecuaciones de Maxwell, las cuales describen la dinámica de los campos eléc-
tricos y magnéticos y su conexión con el potencial eléctrico y el potencial
vector. Estas ecuaciones han sido establecidas tanto en el vacío como en la
materia. La importancia de las ecuaciones de Maxwell trasciende a teorías
como la mecánica newtoniana o la termodinámica.
El desarrollo físico matemático del electromagnetismo ha tenido un rol im-
portante en el tratamiento del potencial tanto eléctrico como magnético,
el cual re�eja su importancia de muchas maneras, como en caso del tensor
electromagnético en la relatividad especial, y la determinación de términos
magnéticos energéticos en la mecánica cuántica o en el efecto Aharonov-
Born.
El presente proyecto está enmarcado en realizar una revisión físico-matemática
a un caso particular del potencial vector, para cargas puntuales en movi-
miento, el cual ha sido tratado en diferentes textos de literatura pero, mu-
chos de estos textos presentan la temática de una manera desconectada de
su desarrollo histórico y los tratamientos teóricos en las ramas de la físi-
ca (véase por ejemplo, Introduction to quantum mechanics, Gri�ths 2005,
classical electrodynamics, Jackson, John D, 1998), haciendo que el proceso
de enseñanza-aprendizaje desde esta temática tenga sus limitaciones, como
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en la generación de conceptos propios de la mecánica cuántica y sus impli-
caciones (Moreira 1997). Se pretende resaltar su relevancia e importancia,
no solo en el electromagnetismo, sino que también en los campos de la física
que han hecho uso de dicha temática.
De manera que, mostrar un desarrollo físico - matemático de un caso parti-
cular de la electrodinámica clásica evidenciará como este formalismo mate-
mático permite la formación de un conocimiento mas elaborado y, de igual
manera, generar un proceso crítico y autorregulado siempre encaminado en
el en una dirección en particular de una manera bastante óptima. Posterior
a esto, el mostrar la extensión de este desarrollo clasico a otra rama de la
física, también evidenciará el alcance que tiene la teoría electromagnética.



Problemática

La problematica del presente proyecto se puede concebir desde dos aspectos,
uno matemático y uno físico que estan innerente ligados debido a la relación
codependiente que llevan, así que, exponer la problematica del trabajo se
hace en pro de entender cual camino se debe seguir para su desarrollo y
entender a que da respuesta (o por lo menos intenta).
En 1813 Hans Christian Ørsted (1777-1851) predijo la existencia de los fe-
nómenos electromagnéticos, fenómenos que relacionaban la electricidad y el
magnetismo, pero su a�rmación hasta el momento carecía de un respaldo
experimental, por lo cual, no fue tomado en consideración por los físicos
de la época. Ørsted en 1820 realiza un experimento con el cual respalda
sus a�rmaciones anteriores iniciando el estudio del electromagnetismo; los
trabajos de Ørsted sirvieron de inspiración a los grandes físicos que conso-
lidaron esta nueva rama de la física.
Cuando Michael Faraday (1791-1867), en 1821, empieza a estudiar las diná-
micas eléctricas, basándose en los trabajos de Ørsted, comienza a entender
que, además de las corrientes eléctricas, también se hallan involucradas otras
cantidades físicas, entre ellas el magnetismo; desde allí basa su trabajo en
la idea de corrientes inducidas, logrando una explicación al experimento de
Ørsted desde la electricidad. A partir de los trabajos de corrientes induci-
das se acerca poco a poco a lo que sería su mayor contribución a la física:
la inducción magnética. En 1831 hace su gran descubrimiento e intenta
dar una explicación para este introduciendo la idea de un estado particular
que llamó estado electrotónico, diciendo que era un estado que se resiste a
la formación de una corriente inducida en sus experimentos, pero esta expli-
cación no fue aceptada por la comunidad cientí�ca y Faraday la abandona
en ese momento y recurre a ella tiempo después. �Incapaz de describir los
fenómenos matemáticamente, utilizó su intuición geométrica para prever el
espacio alrededor de un imán por las líneas de campo de fuerza. Hay una
�tensión� en el espacio, que se llama estado electrotónico. Variación con el
tiempo de la tensión genera la electricidad, de acuerdo con las ideas de Fa-
raday� [Ning, 2006]
El formalismo matemático del estado electrotónico aparece por primera vez
en los trabajos de E.T. Whittaker (A History of the theories of aether and
electricity, 1910) quien, en sus trabajos, atribuye su primer uso a Franz
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Ernst Neumann en 1845, en una discusión sobre corrientes eléctricas indu-
cidas a partir de la segunda ley de Ampere, usa dicho estado para explicar
la dinámica en los procesos electromagnéticos. Conforme avanza el estudio
del campo magnético, los físicos hacen uso de este formalismo introducido
por Neumann y se presentan variaciones de este, como la expuesta por Wil-
helm Eduard Weber en 1846. De manera paralela a los trabajos de Weber,
William Thomson (Lord Kelvin), en su trabajo �On a Mechanical Repre-
sentation of Electric, Magnetic and Galvanic Forces,� atribuye propiedades
a esta expresión a partir de la idea de estado electrotónico propuesto por
Faraday, las cuales posteriormente, serian generalizados en una visión ho-
lística del electromagnetismo. En 1865, James Cleark Maxwell retoma los
trabajos de Faraday y Ampere y uni�ca años de resultados experimenta-
les, introduciendo los conceptos de campo y corriente de desplazamiento, y
uni�cando los campos eléctricos y magnéticos en un solo concepto: el cam-
po electromagnético. Las ideas de Maxwell de un campo electromagnético
tienen un soporte conceptual en la idea de estado electrotónico de Faraday,
debido a que respondía a sus inquietudes metafísicas de la acción a distan-
cia y renombraría este estado como potencial vector.
La primera edición del Tratado sobre la electricidad y el magnetismo, en
la cual Maxwell recoge todos los resultados experimentales y los traba-
jos teóricos de todos aquellos que contribuyeron a la consolidación de es-
ta nueva rama de la física (como Poisson, Laplace y Coulomb), se publi-
có en 1873 y Oliver Heaviside (1850-1925) decide estudiarlo y, como re-
sultado de todo el análisis a dichos trabajos, en 1885, de forma parale-
la a Heinrich Hertz (1857-1894), transforma las ecuaciones de Maxwell a
una notación vectorial, reduciéndolas a las cuatro que se utilizan actual-
mente. El uso del potencial vector tuvo, históricamente, un tratamiento
como base a la solución de las ecuaciones de Maxwell, es decir, el po-
tencial vector surge en una ecuación de onda no homogénea y su solu-
ción permite obtener el campo eléctrico y magnético sin fuentes. Al po-
tencial vector no se le dió una importancia relevante por el hecho de que
no es una observable física directa en las experiencias de Faraday

(a pesar de la idea de estado electrotónico), ya que lo eran los campos eléc-
tricos y magnéticos. También fue porque los efectos magnéticos producidos
por el potencial vector eran pequeños en contraste a los efectos eléctricos
en dichas experiencias.
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Un rol histórico importante fue hecho por Charles Galton Darwin, en el cual
describe la interacción instantánea de Coulomb de dos partículas cargadas
que se mueven en una aproximación relativista. En 1920 Darwin propone
un potencial vector para dos cargas puntuales en movimiento, y obtuvo un
lagrangiano para este tipo de sistemas que se conoce como el lagrangiano
de Darwin. La importancia de este término tiene muchas implicaciones en
la estructura fundamental de las leyes básicas del electromagnetismo y se
ve re�ejada en la generalización a la mecánica cuántica, conocida como la
interacción de Fermi-Breit realizada en 1930 por Enrico Fermi y Gregory
Breit como una reducción a la interacción relativista entre el núcleo del
átomo y el electrón. La reducción de Fermi-Breit tiene términos que dan
cuenta de distintos tipos de interacciones en el átomo y ha demostrado ser
una ventaja en el tratamiento con partículas de masas similares, debido a

que toma en cuenta los efectos de retroceso en el orden
1

c2
En este contexto,

la problemática del presente proyecto se basa en la realización de un trabajo
en el cual se haga una descripción físico-matemática del potencial vector
a partir de las ecuaciones de Maxwell resaltando la importancia física del
término energético de Darwin para cargas eléctricas en movimiento hasta
las aplicaciones más recientes en el contexto de la mecánica cuántica, en el
cual, se re�eje la importancia de esta magnitud física. Además, un desarrollo
físico-matemático de este término desde una mirada clásica y una cuántica,
podría permitir una asimilación de las diferencias entre estas miradas de la
física de una manera más óptima en base a los trabajos de autores que se
han dedicado al estudio de la enseñanza de la física cuántica como Marco
Antonio Moreira o las re�exiones de Gastón Bachelard





Objetivos

Objetivo General

1. Proponer un desarrollo físico - matemático que presente el contexto
del potencial vector basado en el término de Darwin y su importancia
en los procesos de aprendizaje de esta temática.

Objetivos especificos

1. Hacer una revisión físico-matemática del potencial vector en el con-
texto de la electrodinámica clásica para cargas puntuales.

2. Realizar un análisis cuantitativo de los efectos dinámicos del termino
de Darwin como corrección a la interacción electrostática clásica de
partículas en movimiento.

3. Realizar un análisis cuantitativo de la generalización del término de
Darwin a la interacción de Fermi-Breit en el contexto de la mecánica
cuántica para sistemas como el átomo de hidrogeno y un sistema
especí�co de quark-antiquark de la interacción fuerte.

4. Realizar una conclusión sobre los análisis clásicos y cuánticos y su
repercusión, con énfasis de los fenómenos eléctricos y magnéticos y de
interacciones relacionadas con el potencial vector.

5. Realizar un proceso metacognitivo el cual resalte la importancia del
desarrollo �sico - matemático y su relevancia en el proceso de apren-
dizaje de esta temática en la electrodinámica clásica y en el contexto
cuántico.



Capítulo 1

Marco Pedagógico

El presente trabajo busca mostrar la relevancia e importancia de reali-
zar un desarrollo físico - matemático de procesos físicos, re�exionar frente
a los mismos, por lo que en él se identi�can una serie de procesos y con-
ceptos nuevos que, en distintos niveles de especialización académica, no son
brindados o se quedan cortos en poder proporcionar las herramientas nece-
sarias, herramientas de tipo matemático o conceptos propios de la física y
de las ramas de está, al igual que la relación entre ellos y la forma en cómo
concebir estas relaciones, las cuales se hacen desde un proceso que en oca-
siones se da por sentado, de manera que se continúa con los planes propios
de cada temática dejando grandes vacíos. Por esta razón, el estudio de esta
temática demanda un proceso de auto aprendizaje. Teniendo en cuenta que
es un proceso de asimilación propio, el presente trabajo se enmarca bajo la
visión de la metacognición.
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1.1. RELACIÓN FÍSICA - MATEMÁTICA 3

Figura 1.1: Diagrama de relación entre las interrogantes para el proceso

metacognitivo

Siendo la metacognición la capacidad de cada sujeto para autorregular
su aprendizaje, postulando sus estrategias que le permitirán llegar a un co-
nocimiento auto re�exivo, así puede percibir si existen fallas en la manera
de cómo está conociendo (Bustingorry y Mora, 2008), puede plantearse un
camino a seguir en el presente trabajo, siempre bajo la noción de la me-
tacognición y el aprendizaje autorregulado, ¾Cómo? Planteando una serie
de interrogantes complementarias entre si (Figura 1.) que serán la base del
proceso a lo largo del desarrollo físico y matemático realizado: El ¾Por qué?
(que hace referencia a una motivación general del proceso), el ¾Para qué?
(re�riendose a los casos más especí�cos de los que se va a hacer), y el ¾Có-
mo? (que es para el aspecto técnico del proceso), de ciertos procedimientos
y concepciones, ya sean nuevas o algunas que se han dado por sentadas y
son retomadas. Estas interrrogantes en ocasiones puede que no se hagan
explícitas pero en cada momento de desarrollo se busca la respuesta a las
mismas.

1.1. Relación física - matemática

La matemática en la física no debe pensarse como un lenguaje para
describir esta última, debe verse como un pensamiento; uno formador para
la creación de teorías, como un método de representación de los fenóme-
nos en conjunto a las leyes físicas previas, por tanto, la relación entre la
física y la matemática debe trascender de una relación instrumental, debe
ser una relación constituyente que de cuenta de una construcción, de una
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representación adecuada de la realidad y, de manera más puntual, de los
fenómenos físicos, de las teorías y las experiencias (Lévy-Leblond, 1984).
La importancia de la relación de la física y la matemática ha tenido un rol
histórico que se ha desarrollado de muchas maneras. Uno de estos roles es
que, en la descripción de los fenómenos físicos ha sido realizada a partir
de proyecciones teóricas sin tener una evidencia experimental que lo sus-
tente, ejemplo de esto es la teoría general de la relatividad, donde Einstein
plantea los postulados de una nueva estructura del espacio-tiempo que, al
principio, dichas ideas carecían de evidencia, pero, a lo largo del tiempo,
se empezaron a con�rmar con observaciones astronómicas como las hechas
por Arthur Eddington en la primera mitad del siglo XX o, de manera más
reciente, las detecciones de las ondas gravitacionales hechas por el Laser
Interferometer Gravitational-Wave Observatory (LIGO).
Entonces, ¾Por qué es relevante esta relación? Porque gracias a esta rela-
ción se han hecho gigantescos avances en la física a falta de corroboración
experimental (sea por inconvenientes técnicos o de otro tipo).
De manera que, todo el desarrollo físico - matemático es codependiente,
trasciende de una relación instrumental, permite una asimilación más fruc-
tifera de distintos conceptos donde, la explicación puramente matemática
o, la conceptualización física, dejaría unos grandes vacios. Sin embargo,
en la forma tradicional en que se presenta el conocimiento cientí�co a los
alumnos, no se suele hacer referencia al proceso histórico de producción
del mismo (Otero, 1985). De hecho, existe una distinción entre contexto de
descubrimiento (que tiene que ver con el contexto y los factores que condu-
cen a la producción del nuevo conocimiento) y el contexto de justi�cación
(que tiene que ver con el anclaje del nuevo conocimiento en las estructu-
ras conceptuales existentes)(Brush, 1974). La transmisión del conocimiento
cientí�co a los alumnos hace referencia, fundamentalmente, al contexto de
justi�cación, siguiendo casi exclusivamente una retórica de las conclusiones
(Otero, 1985), con escasa atención a los problemas que lo originan. Esto
conlleva a que la ruptura de los dos contextos (el de justi�cación y el de
descubrimiento) deje unos vacios conceptuales enormes y se pasen por alto
demasiadas cosas. Una forma de incidir en el desarrollo de la metacognición
puede ser precisamente destacar el aspecto problemático de la física en la
medida en que impulsan el desarrollo de los conceptos de ésta.
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1.2. Relación física - matemática en el electromag-

netismo

En el caso puntual del potencial vector en el electromagnetismo, las re-
laciones físico - matemáticas que se establecían de los campos eléctricos y
magnéticos en termino de los potenciales eléctrico y magnético eran claras
en el aspecto matemático, pero sus efectos físicos eran desconocidos antes
de 1920, año en el que Darwin plantea un modelo hecho desde el formalismo
provisto desde las ecuaciones de Euler - Lagrange que contiene un término
energético magnético asociado a este potencial vectorial. Su importancia y
relevancia aparecen en la mecánica cuántica cuando este se generaliza en la
interacción de Fermi-Breit y aplicada a otros sistemas como los de quarks,
al igual que en el estudio del efecto Aharonov-Born. Así, una vez más, está
remarcada la importancia del desarrollo físico-matemático, el cómo se pa-
sa desde una mirada y un tratamiento clásico a uno cuántico que algunos
libros de texto dan por sentado, esto sin tener en cuenta las muchas consi-
deraciones tanto físicas como matemáticas que se hacen en el desarrollo.
El término de energía magnética estuvo propuesto en un contexto clásico,
pero fue cuando se usó en sistemas atómicos que se le da relevancia a los
efectos producidos por éste. En este contexto, un desarrollo físico - matemá-
tico desde una mirada clásica y una cuántica de este término de interacción
asociado al potencial vector es relevante para la enseñanza y aprendizaje de
la física acorde a las temáticas usadas en las investigaciones de campo rea-
lizadas por Marco Antonio Moreira en Brasil (La enseñanza de conceptos
fundamentales de Mecánica Cuántica a alumnos de graduación en Física,
2014), en este caso en particular, no solo de los fenómenos eléctricos y mag-
néticos, sino que se ha generalizado a otros sistemas de interacciones en la
naturaleza diferentes a estas. Así que, ¾Para que hacer relevante la relación
física - matemática? En el caso del electromagnetismo, para entender que la
parte teórica de esta rama de la física es realizada a partir de concepciones e
ideas arraigadas desde unas evidencias experimentales, las cuales permiten
que quienes se han dedicado al trabajo teórico puedan basar sus ideas en
un soporte concreto e ir creando sus concepciones a partir de allí.
Un estudio físico matemático del potencial vector no solo desde las ecua-
ciones de Maxwell sino abordando la interacción de Darwin permitiría una
visión más general de esta interacción magnética y el rol que ha tenido en
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la física a lo largo de la historia. De manera que, un desarrollo de este tipo
permite generar un conocimiento mas crítico frente a la construcción de las
ecuaciones que describen el fenómeno físico aquí propuesto, entender el por-
qué es una aproximación y no un resultado exacto, el orden de aproximación
que se tiene y los distintos cambios de variables y las consideraciones que se
hacen de las mismas, todo realizado en pro de que el proceso de asimilación
de los conceptos sea mas fructífero. De manera que ¾Cómo hacer relevante
la relación física - matemática? Desde el estudio del potencial vector en
la electrodinámica clasica y extendiendo este a otro campo de la física, la
mecánica cuántica, para un caso particular de interacción entre dos partí-
culas subatómicas teniendo en cuenta el término de interacción de Darwin,
permitirá entender mejor la forma en que ellas interactuan desde una mira-
da teórica teniendo en cuenta el término; al igual que la generalización de
éste en la ecuación de Fermi - Breit como se muestra en algunos trabajos
(por ejemplo A generalization of the Fermi - Breit equation to noncoulombic

spatial interactions, De Sanctis, M. 2014 ) donde se realiza dicho desarrollo
pero, de manera análoga a la parte clásica, se dan por sentados demasiados
conceptos e ideas. Así, un desarrollo tanto clásico como cuántico permite
esa asimilación de procesos y aclaración de conceptos mas amplia.



Capítulo 2

Electrodinámica Clásica y
término de Darwin

Uno de los problemas principales en el electromagnetismo es la descrip-
ción de un sistema de cargas, la interacción, ya sea eléctrica o magnética
entre ellas; ¾Por qué estudiar este problema? Porque hallar y analizar estas
interacciones resulta ser piedra angular en el estudio del electromagnetismo
y de la física en general, tanto en la parte clásica como en la moderna,
además el estudio de este problema es de vital importancia en el presente
trabajo. ¾Para qué hacer un estudio de esta rama de la física? Para poder
entender que, en sus inicios, el estudio del electromagnetismo tuvo unas
ideas basadas en demostración empírica (sobre todo la parte eléctrica) pe-
ro, a raiz del avance más acelerado de la parte teórica, quienes estudiaron
este campo se vieron obligados a congeturar distintas ideas y concepciones
que serían demostradas tiempo después.
Basado en el tratamiento matemático que se hace para la interacción de
dos partículas, ahora se puede analizar el caso de muchas partículas inter-
actuando con otras. Resulta engorroso (además de inexacto debido a que no
se toma en cuenta los efectos, por más debiles que sean, generados por las
otras) estudiar el caso de dos cargas puntuales interactuando y de manera
similar para todas y cada una. Este problema se logra simpli�car un poco
asociando una magnitud vectorial que mida el movimiento promedio de las
cargas en un material, magnitud llamada densidad de corriente, que ten-
drá unidades de corriente debido al movimiento de las cargas por unidades

7
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Figura 2.1: Esquema de densidad de corriente. Recuperado de Introduction
to electrodynamics. Gri�ths, D. 1999, 212

de longitud. Una vez asociada una magnitud de este tipo, se debe genera-
lizar ésta para todo el espacio, lo cual se logra al centrarse en el caso de la
densidad de corriente volumétrica, la cual permite dicha generalización; una
densidad de corriente en una región de tres dimensiones de�nida como "la
corriente por unidad de área perpendicular al �ujo"(Gri�ths 2005)(Figura
2.1) de manera que si se considera una región tubular con un corte in�nite-
simal dal (con unidades de volumen) con un �ujo de corriente perpendicular
al mismo, y con una corriente dI (con unidades de corriente, Amperios), la
densidad de corriente volumétrica será[1]

~J =
dI

dal
(2.1)

Expresión que facilita los calculos matemáticos de ahora en adelante.
Como comprobó experimentalmente Ørsted en 1821, existe relación entre
los campos eléctricos y magnéticos, pero cada uno responde a unas diná-
micas independientes por lo que la fuerza magnética pasó a ser un campo
completamente nuevo de estudio en la física, tanto en la parte teórica como
en la experimental. Como es bien sabido, en la electrostática las corrientes
estáticas producen campos eléctricos pero no magnéticos, de igual mane-
ra, las corrientes constantes en el tiempo, producen campos magneticos y
eléctricos (Gri�ths, 2005), o sea, existe una dependencia explícita de la
existencia de los campos magnéticos hacia las corrientes eléctricas lo que
supone la existencia de una expresión matemática que relacione el campo
magnético y la corriente eléctrica.

~B =
µ0
4π

∫
I × r̂
r2

dl′ (2.2)
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Donde dl′ (medido en unidades de longitud) es un tramo in�nitesimal de
longitud por donde pasa la corriente, r̂ el vector unitario, r la distancia a
dl′ (N/A2), lo que da �nalmente que las unidades del campo magnético ~B
sean Teslas. Un tesla se de�ne como el campo magnético que ejerce una
fuerza de 1 N (newton) sobre una carga de 1 C (culombio) que se mueve a
velocidad de 1m/s dentro del campo. Dicha expresión es conocida como la
Ley de Biot Y Savart; esta ley permite evidenciar la relación existente entre
las corrientes y los campos magnéticos, la dependencia entre ellos, además,
esta expresion se escoge por su dependencia explícita de la distancia y no
del tiempo, de lo cuál se puede concluir que el campo magnético y las
magnitudes asociadas (algunas que se verán posteriormente) cambien en
función de la distancia. Para el caso en el que es una corriente en una
región volumétrica, la expresión anterior se convertirá en 1

~B =
µ0
4π

∫ ~J × r̂
r2

dl′ (2.3)

Al ser un campo vectorial, el campo magnético debe poseer unas caracterís-
ticas, entre las más relevantes se encuentran la divergencia y el rotacional,
que hasta ahora son desconocidos. En el caso donde se tiene un arbitrario
radio s, implica que el rotacional no puede ser cero, por lo que el resultado
será expresado mediante la solución de la integral de ~B a partir de la ley
de Biot y Savart (2.3) con la diferencia de que será una integral de camino
por ser una region cerrada; quedará como∮

~Bdl =

∮
µoI

2πs
dl = µoI (2.4)

Si se hace a partir de coordenadas esféricas, con la corriente �uyendo a lo
largo del eje Z se obtiene que:∮

~Bdl = µoI

∮ 2π

0

∮ z

−z

∮ s

0
dl (2.5)

Al ser una integral triple, el diferencial dl pasará a estar en coordenadas
esféricas, por lo que la integral quedará∮

~Bdl = µoI

∮ 2π

0

∮ z

0

∮ s

0
dzdθdϕ (2.6)

1Para saber mas de 2.2 y 2.3 vease[1]
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Figura 2.2: Corrientes atravesando una super�cie cerrada. Recuperado de

Introduction to electrodynamics. Gri�ths, D. 1999, 256

Y su solución ∮
~Bdl = µoI (2.7)

Ahora en el caso de un conjunto de corrientes que atraviesan una región
cerrada (Figura 2.2), se tiene que fuera de la parte encerrada no hay contri-
bución por parte de las que se encuentran allí (fuera de la región), por lo que
se tendrá una integral igual a la Ley de Biot y Savart, teniendo en cuenta
que la corriente nueva que ahora atraviesa a la región mas la corriente de
la región encerrada, se puede tomar la densidad volumétrica de corriente ~J
con la cual la integral toma la forma∮

~Bda = µo

∮
~Jdâ (2.8)

Donde dâ será un diferencial de área de la región.
Aplicando el teorema de Stokes

∮
~Fdr =

∫
(ds × ∇) · ~F donde s es un

radio arbitrario nombrado anteriormente y, por tanto ds es un segmento
in�nitesimal de este y ~F es un campo vectorial que, en el caso que se está
estudiando, son el campo magnético y la densidad de corriente.∫

∇× ~Bdâ = µ0

∫
~J · dâ (2.9)

Al �nal se obtiene la expresión del rotacional del campo magnético.

∇× ~B = µ0 ~J (2.10)
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Para la divergencia, tomando la forma general de la ley de Biot y Savart 2.4
que mide el campo magnético en un punto a una distancia r de coordenadas
(x, y, z), pero la densidad de corriente no tiene estas mismas coordenadas
como se ve en la Figura 2.3, en esta las coordenadas serán x′, y′, z′ y al ser
un volumen, quedará de�nido por dτ ′ = (x′, y′, z′)

Figura 2.3: Parte izquierda: Posición de las cargas que generan la densidad

de corriente con respecto al origen (vector r′), la posición del punto P desde

donde se mide dicha densidad y el vector de separación entre estas r = r−r′
Parte derecha: Posición del diferencial de la carga volumétrica dτ ′ respecto
al origen.

Lo que permite mostrar que la divergencia y el rotacional son sobre las
coordenadas no prima (x, y, z)
Al aplicar la divergencia en la (2.3) se obtiene que

∇ · ~B =
µ0
4π

∫
∇ ·
(
~J × r̂

r2

)
dτ ′ (2.11)

Usando la identidad vectorial para el lado derecho de la ecuación

∇ · ( ~J × r̂

r2
) =

r̂

r2
· (∇× ~J)− ~J · (∇× r̂

r2
)

Pero como el operador ∇ depende de las coordenadas no primas (x, y, z)
y ~J depende de las coordenadas primas entonces ∇ × ~J = 0 al igual que
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∇× r̂

r2
= 0

Lo que da como resultado
∇ · ~B = 0 (2.12)

Al realizar el calculo del rotacional de ~B no se tomó en cuenta la depen-
dencia de ~J hacia las coordenadas prima, por lo que ahora, aplicando el
rotacional se tiene que:

∇× ~B =
µ0
4π

∫
∇×

(
~J × r̂

r2

)
dτ ′

De nuevo, utilizando identidades vectoriales se obtiene

∇× ( ~J × r̂

r2
) = ~J

(
∇ · r̂

r2

)
− ~J ·

(
∇ · r̂

r2

)
(2.13)

Aqui se han omitido algunos terrminos debido a que sucede igual que en la
divergencia, J depende de las coordenadas prima, lo que permite la reduc-
ción de terminos. Teniendo en cuenta que

∇ · r̂
r

= 4πδ3~r

Como ~r = (r − r′), esta parte no es cero, por lo que la solución será

~B ×∇ =
µ0
4π

∫
~J(r′)4πδ3(r − r′) (2.14)

Con ∫
f(x)δ(x− a) = f(a)

El rotacional del campo magnético B será

∇× ~B = µ0 ~Jr (2.15)

Esta última expresión (el rotacional del campo magnético) fue propuesta
por André-Marié Ampére en 1831, en la cual relaciona el campo magné-
tico con lo que lo causa, en este caso, similar a la ley de Biot y Savart,
las corrientes que son constantes en el tiempo. Esta ley de Ampére es en
la magnetostática lo que la ley de Gauss es para la electrostática, permite
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conocer el valor del campo en función de su causa.
Junto a las expresiones del rotacional y la divergencia del campo magnético,
las expresiónes del rotacional y la divergencia del campo eléctrico comple-
tan un conjunto de ecuaciónes que describen dinámicas de dichos campos.
Estas ecuaciónes fueron ampliamente aceptadas en el siglo XIX ya que en
muchos casos se acoplaban a los resultados experimentales de manera muy
e�ciente.
Cerca del año de 1821 Michael Faraday empieza a estudiar las dinámicas
electricas y magnéticas basandose en un trabajo puramente experimental,
dichos trabajos muestran que estas ecuaciones no son apropiadas para des-
cribir estas dinámicas ya que los resultados teóricos discrepan de los resul-
tados experimentales, comenzando así, una nueva visión hacia éstas bajo
las consideraciones experimentales de Faraday. Cuando Faraday realiza sus
estudios empieza a dar una explicación argumentada de sus resultados y,
de esta manera, introduce la idea de estado electrotónico, en respuesta a
las dinámicas magnéticas y su relación con la corriente. Basado en las ideas
y observaciones de Faraday, es James Clerk Maxwell quien encuentra los
problemas en la teoría electrica y magnética, y es él quien, despues de un
largo trabajo, modi�ca las ecuaciones de esta teoría y, junto a otras consi-
deraciones, da como resultado un conjunto de expresiones que describen el
electromagnetismo (que tiempo despues se reducirían a las cuatro ya cono-
cidas), las Ecuaciones de Maxwell.
Para la ley de Ampere (la mas relevante para el presente trabajo), la incon-
sistencia que encuentra Maxwell es respecto a �la alteración en el tiempo
de los campos, tanto el electrico como el magnético"(Darrigol, 2000) y en
efecto, las ecuaciones no guardan una dependencia explícita o implícita del
tiempo.
Para que la divergencia del campo magnético ~B sea cero, se requiere que
∇ · ~J = 0:

µ0∇ · ~J = ∇ · (∇×B)

Y como la divergencia de un rotacional es igual a cero, se puede ver que,
despejando el rotacional de ~J

∇ · ~J = 0

Esta ecuación es valida para problemas en los cuales las corrientes son
estables en el tiempo, por lo que la corriente debe ser continua en el tiempo,
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asi que la expresión con la densidad de corriente y la continuidad de la carga
ρ (que es quien genera la corriente)estará dada por la suma de las dos:

∇ · ~J +
∂ρ

∂t
= 0

La ya conocida Ecuación de continuidad.
En la electrostática se da un tratamiento especial al campo eléctrico de-
bido a que es un campo vectorial con rotacional igual a cero, por dicha
razón se puede expresar en terminos de un escalar, el potencial electrico.
De manera similar al campo electrico, el campo magnético tambien es un
campo vectorial, con la diferencia de que su rotacional no es cero, quien es
cero es la divergencia, por lo que no puede ser expresado en terminos de un
escalar como el campo electrico, para el campo magnético se introducirá un
campo vectorial ~A como sigue. Expresando el campo magnetico en función
del campo ~A

~B ≡ ∇× ~A (2.16)

Esto se puede hacer debido a que el campo magnético tiene una divergencia

Figura 2.4: Divergencia de las lineas de campo vectorial ~A propuesto alre-

dedor de una carga cualquiera qi, las lineas de campo nunca se cruzan, esto

es ∇ · ~B = 0

igual a cero. Ahora, utilizandolo en la Ley de Ampére

∇× ~B = ∇× (∇× ~A) = ∇(∇ · ~A)−∇2 ~A = µ0 ~J (2.17)

Al ser un campo vectorial, el campo ~A tiene unas caracteristicas en lo
referente a su divergencia y rotacional, en este caso, estas caracteristicas
son similares a las del campo magnético, o sea su divergencia es cero, lo que
genera que ∇ · ~A = 0 reduciendo la ecuación anterior a

∇2 ~A = −µ0 ~J (2.18)
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al ser visto en términos tensoriales. Visto de manera grá�ca, signi�ca que
el operador diferencial ∇2 aplicado al campo ~A, genera un campo vectorial,
en este caso ~J (Figura 2.5).

Figura 2.5: Campo vectorial ~A en dirrección z, perpendicular al campo mag-

nérico ~B y en la misma dirección de ~J

Como se puede ver, se escogió en campo A de una manera arbitraria
respetando siempre la condición del rotacional, pero para de�nirlo comple-
tamente, se debe de�nir su divergencia de manera formal.
Al analizar el presente caso, se observa que tiene una geometría esférica,
por lo que se puede pensar dos escenarios, el primero donde es una esfera de
radio �nito, por lo cual la densidad de corriente J 6= 0 y el segundo donde
J = 0 en el in�nito
En el primer caso, para encontrar una expresión del potencial que genera
el campo ~A (llamado de ahora en adelante potencial vector), se puede ver
que la última expresión obtenida, en su forma es similar a la ecuacion de
Poisson, por lo que su solución será analoga a esta para el potencial elec-
trico.
Partiendo del resultado del rotacional del campo magnético ~B, es posible
concluir que la expresión para el potencial vector será dado por:

~A =
µ0
4π

∫ ~J(r′)d3(r′)

|r − r′|
(2.19)

Siendo ~J la densidad de corriente volumetrica y |r − r′| el modulo de la
distancia entre los dos radio vectores de las cargas uno y dos nombrados
anteriormente. Como ~J es una densidad volumétrica, se puede de�nir como
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una suma de componentes, uno longitudinal y otro transversal.

~J = ~Jt + ~Jl (2.20)

Con esta expresión del potencial vector y, escribiendo las ecuaciones de
Maxwell en términos de los potenciales, da como resultado una ecuación de
onda y no homogenea, es decir, una función que satisface

c2∇2u− ∂2u

dt2
6= 0,

donde c es una constante relacionada con la propagación de la onda.
Ahora, siguiendo la condición expuesta en las ecuaciones de Maxwell.

∇2 ~A− 1

c2
∂2 ~A

∂t
= −4π

c
~J +

1

c
∇∂φ
∂t

(2.21)

Y con la ecuación de continuidad para φ, el potencial escalar que genera el
campo eléctrico

1

c
∇∂φ
∂t

= −∇
∫
∇′ ~J(x′, t)∂3r′

|r − r′|
(2.22)

Como se puede ver se sigue usando ~J y no uno u otro de sus componentes,
no se conocen las caracteristicas de éstos, por lo cual se hace necesario ana-
lizar cual de los dos se debe usar. Si ~J ′ es una corriente generada una carga
cuya distancia al origen es r′ y, además ~J ′ es un campo vectorial de�nido
(con rotacional y divergencia), ~J ′ = ~J ′l + ~J ′t.
Entonces si ∇ × ~J ′l = 0, ~J ′ = ~J ′t y comprobandolo por identidades vecto-
riales

∇× (∇× ~J ′l) = ∇(∇ · ~J ′l)−∇2 ~J ′l (2.23)

∇2 ~J ′l = ∇(∇ · ~J ′l) (2.24)

La cual es una expresión que no satisface la ecuación de onda no homogenea
por lo que queda descarta la parte longitudinal de la densidad de corrien-
te para los calculos posteriores. Por otro lado, la parte transversal de la
densidad de corriente si satisface la ecuación como se ve a continuación.

∇ · ~J ′t = 0 (2.25)
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~J ′ = ~J ′t (2.26)

Por identidades vectoriales

∇× (∇× ~J ′t) = ∇(∇ · ~J ′t)−∇2 ~J ′t

∇× (∇× ~J ′t) = −∇2 ~J ′t

La cual es una ecuacion de Poisson y su solucion será

~J ′t = ∇×∇×
∫ ~J ′td

3r′

|r − r′|
(2.27)

La ecuación resultante para la parte transversal si satisface la ecuación
de onda, la cual se usará de ahora en adelante. Como se habla de una
gran cantidad de cargas interactuando entre sí, se puede tomar como una
densidad de carga, de igual manera se puede pensar que esta densidad de
carga genera una densidad de corriente, por lo tanto se puede decir que

~J = q~viδ = ρ~vi = qδ(~x− ~x′)~v, (2.28)

o visto gra�camente

Figura 2.6: Gran cantidad de cargas en una sección tubular tomadas como

una densidad de carga que generan una densidad de corriente

donde vi es la velocidad de la carga i-esima, q la carga, δ el delta de
Dirac, x la posición de la carga uno al origen y x2 la posición de la carga
i-esima respecto a la carga uno.
Utilizando nuevamente identidades vectoriales y pasando del sistema de uni-
dades gaussiano (como está en, por ejemplo, 2.22) al sistema internacional
de unidades S.I.

1

4π
∇×∇×

∫
qδ(~x− ~x2)~vid3x′

|~x− ~x2|
= ~J ′t (2.29)
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Sacando las constantes
1

4π
∇×∇× q~vi

|~x− ~x2|

∫
δ(~x− ~x′) = ~J ′t (2.30)

Entonces
1

4π
∇×∇× q~vi

|~x− ~x2|
= ~J ′t (2.31)

Con las identidades vectoriales usadas anteriormente se llega a

1

4π

[
∇ · ∇ q~vi

|~x− ~x2|
− ∇2 q~v

|~x− ~x2|

]
= ~J ′t (2.32)

Como

∇2

(
1

(|~x− ~x2|)

)
= −4πδ(~x− ~x2)

Aplicando en la ecuación anterior esta identidad y organizando términos

q~vδ(~x− ~x2) +
1

4π
∇ · ∇ q~vi

|~x− ~x2|
= ~J ′t (2.33)

Utilizando
∇(φ~F ) = ~F∇φ+ φ∇~F

Se obtiene

q~vδ(~x− ~x2) +
1

4π

[
q~vi∇
|~x− ~x2|

+
∇q~x
|~x− ~x2|

]
= ~J ′t (2.34)

Como ~vi es la velocidad de la particula i-esima respecto al origen y no
depende de la posición de la misma respecto a la carga uno (coordenada
x2) entonces

q~vδ(~x− ~x2) +
q

4π

~vi∇
|~x− ~x2|

= ~J ′t (2.35)

Con

−∇
(

1

|~x− ~x2|

)
=

~x− ~x2
|~x− ~x2|3

y

∇
(

1

|~x− ~x2|

)
= − ~x− ~x2
|~x− ~x2|

La ecuación queda reemplazada por

q~vδ(~x− ~x2)−
q

4π

~vi∇(~x− ~x2)
|~x− ~x2|3

= ~J ′t (2.36)
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2.1. Término de Darwin

En 1920, Charles Galton Darwin describe la interacción instantanea
de Coulomb, además propone una expresión para describir la interacción
magnética entre dos partículas cargadas en una aproximación relativista,
este término es llamado Término de Darwin, el cual es una expresión del
potencial vector en función de las velocidades de dichas partículas obtenido
desde un tratamiento matemático a la expresión del potencial vector (2.19),
partiendo desde la última expresión de la densidad de corriente obtenida.
Ahora, reemplazando ~J en la ecuacion del potencial vector se obtiene que

~A =
µ0
4π

[∫
q~viδ(~x− ~x2)
|~x− ~x2|

− q

4π

∇~v(~x− ~x2)
|~x− ~x2|3

d3x

]
(2.37)

Separando las integrales

~A =
µ0
4π

[
q~vi

∫
δ(~x− ~x2)d3x
|~x− ~x2|

d3x− q

4π

∫
∇~vi(~x− ~x2)

|~x− ~x2|3(~x− ~x2)
d3x

]
Reduciendo términos

~A =
µ0q~vi

4π(~x− ~x2)
− µ0q

16π2

∫
∇ 1

|~x− ~x2|
~vi(~x− ~x2)
|~x− ~x2|3

d3x

Realizando un cambio de variable donde x− x2 = x′,
µ0
4π

=
1

c
, y = x′ − x2

se obtiene que

~A =
qvi
cx2
− q

4πc

∫
∇
(

1

y − x2

)(
~v · y
y3

)
d3y (2.38)

Para resolver la parte de la integral y hallar la expresión �nal del potencial
vector se hace un cambio respecto al laplaciano, para que quede dependien-
do de las coordenadas prima: −∇ ' ∇′ la integral quedará como:∫

1

|y − r|
∇′~vi · y

y3
d3y

Debido a que las lineas de corriente transversal se desplazan hasta el in�nito
por su geometria esférica, también en todas direcciones, se puede considerar
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una esfera de volumen in�nito.
Para pasar a coordenadas esféricas el diferencial d3y será r2 sin(θ)drdθdφ
de manera que la integral, realizando de nuevo el cambio de −∇ ' ∇′ para
la dependencia nuevamente a las coordenadas no primas quedará

−∇
∫

1

|y − r|
vi · y
y3

r2 sin θdrdθdφ (2.39)

Como el vector ~r está en la dirección del eje z, el vector velocidad estará
orientado en la dirección del plano xz
Tomando las direcciones de cada componente

vi = ẑvz + x̂vx,

esto es

Figura 2.7: Velocidad de la partícula expresada en sus componentes

Y en coordenadas esfericas

vi = r cos θvz + r sin θ cosφvx

Debido a que el vector ~r barre toda la esfera en todos los ángulos (no el de
la distancia entre las dos cargas, ya que ese es r), puede tomarse orientado
en el eje z, ademas, reemplazando en la integral anterior los componentes
del vector velocidad se obtiene que

−∇
∫ ∞
0

y2dy

∫ π

0
sin θdθ

∫ 2π

0

y(cos θvz + sin θ cosφvx)

y3
1

|y − r|
dφ (2.40)

Como y, ~r son vectores que forman un ángulo y, junto al vector diferen-
cia entre ellos, y ~r forman un triangulo, esta diferencia se puede expresar
mediante el teorema del coseno

|y − r| =
√
y2 + r2 − 2yr cos γ
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Figura 2.8: Vectores ~y, ~r y la diferencia entre ellos

Donde γ es el ángulo entre los vectores y, ~r
Reemplazando este cambio en (2.39) se obtiene que

−∇
∫ ∞
0

∫ φ

0

∫ 2π

0

y2 sin θy(cos θvz + sin θ cosφvx)

y3
dydθdφ

1√
y2 + r2 − 2yr cos γ

Reduciendo terminos

−∇
∫ ∞
0

∫ φ

0

∫ 2π

0
sin θ(cos θvz + sin θ cosφvx)dydθdφ

1√
y2 + r2 − 2yr cos γ

Como el termino vx sin θ cosφ depende explicitamente de φ y como
∫ 2π
0 cosφ =

0 la integral se reduce a

−∇
∫ ∞
0

dy

∫ π

0

∫ 2π

0
sin θdθ

vz cos θ√
y2 + r2 − 2yr cos γ

dφ (2.41)

Estando ~r en la dirección del eje z, vz se puede escribir como vz : vz
~r

r
,

transformando la ecuación en

−∇

[
vz
~r

r

∫ ∞
0

dy

∫ π

0

∫ 2π

0
sin θdθ

cos θ√
y2 + r2 − 2yr cos γ

dφ

]
(2.42)

Cuando ~r es restado del vector y, se genera un vector con un ángulo entre
z y el plano xy, que corresponde a θ por lo que se puede inferir que θ = γ
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Figura 2.9: Vector ~y−~r proyectado en el plano xy y formando un ángulo θ

y haciendo el cambio se obtiene

−∇

[
vz
~r

r

∫ ∞
0

dy

∫ π

0

∫ 2π

0
sin θdθ

cos θ√
y2 + r2 − 2yr cos θ

dφ

]
(2.43)

(Para ver en detalle la solución de las integrales y demás procedimientos,
véase Apéndice A)
Finalmente

−2π∇vz
~r

r

∫ ∞
0

dy
2

r
− 3y2r − r3

3y2r2

Como la integral se puede inferir de manera inmediata y, reemplazando este
resultado en (2.38) se obtiene la siguente expresión

~A =
q

2cr

[
v2
r
− 1

2
∇
(v2 · r

r

)]
(2.44)

Donde la velocidad ya no está expresada en terminos de su componente z
ya que ésta es su dirección y se especi�ca que es la velocidad de la partícula
2.
Realizando la derivación exigida por el termino ∇, un gradiente respecto
a las coordenadas no primas, en las cuales está expresada la velocidad, de
manera inmediata se puede ver que la expresión �nal será

~A ' q

2cr
[v2 + r̂(r̂ · v2)] (2.45)

Este término �nal es el Término de Darwin, un término que da cuenta
de la interacción magnética entre dos partículas cargadas en función de sus
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velocidades y la separación entre las mismas.
Como se puede observar no es una integral inmediata como se expresa de
manera explicita en alguno libros de texto (por ejemplo [9][10]). Esta es la
expresión que da cuenta del potencial vector medido desde una carga de
prueba Q y es generada por la carga q2 a la carga q1, el campo magnético
de la carga q2 interactuando con la otra carga.
Así que, partiendo de las ideas de carga, corriente, densidad de corriente,
etc. Se ha podido realizar un proceso de reformulación y rede�nición del
potencial vector, ¾cómo? desde un desarrollo matemático siempre ligado a
los conceptos físicos y sus magnitudes que intervienen en los procesos de
interacción de partículas cargadas, sus campos en función de sus distancias
y sus velocidades, las cuales por lo general no son tomadas en cuenta en los
cálculos del potencial vector.



Capítulo 3

Lagrangiano y hamiltoniano de
Darwin

Para describir al dinámica de un sistema, se puede hacer una descripción
desde el formalismo proporcionado por las ecuaciones de Euler - Lagrange,
esto para ver como cambian los sistemas y sus magnitudes en función de
nuevos parámetros o términos surgidos desde un desarrollo matemático li-
gado al fenómeno físico de la interacción de partículas cargadas.
Cuando se hace una descripción lagrangiana de una partícula relativista
cargada que se está moviendo o interactuando con un campo electromag-
nético externo, no surgen problemas en dar un tratamiento electrostático
con un potencial vectorial usado frecuentemente pese a la arbitrariedad de
su elección y el sentido físico del mismo, al igual que con las ecuaciones de
Maxwell usadas en estos casos o las distintas consideraciones relativistas de
interacción que se hagan, de esta manera la descripción lagrangiana para
una partícula cargada interactuando con un campo externo está dada por
la expresión:

Lint =
1

γ

( e

mc

)(
p · ~A

)
=

(
e~v · ~A
c

)
− eφ1 (3.1)

Donde e, m, y p son la carga, la masa y el momento de la partícula; γ es el
factor de Lorentz, c la velocidad de la luz, ~A es el potencial vector y φ el

1Para saber más del lagrangiano de interacción vease [9]
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potencial escalar.
Cuando se decide analizar la interacción magnética de dos cargas que inter-
actúan en campos generados por la otra con velocidades relativistas surge
el primer problema: realizar una descripción lagrangiana del sistema, o sea,
generar una función escalar que permita conocer como se comporta el siste-
ma, su evolución temporal y el comportamiento de otras propiedades. Es un
problema debido a que este tipo de descripción se hace solo para velocidades
no relativistas, además se hace con base en las coordenadas generalizadas,
(unas coordenadas que permiten describir de manera unívoca la con�gu-
ración del sistema)y las velocidades instantáneas de las partículas, lo cual
va en clara contraparte con el formalismo relativista, por lo que para lo-
grar hacer una descripción lagrangiana del sistema se hace necesario tomar
una serie de consideraciones: En primer lugar, las correcciones relativistas
deben ser de bajo orden para poder despreciar los efectos de retardo, esto
es, las velocidades de las partículas deben ser considerablemente bajas con
respecto a la velocidad de la luz; esto se hace porque el potencial escalar φ
debido a una de las partículas y su contribución relativista ya es conocida

gracias al gauge de Coulomb y está en el orden de
v

c
por el potencial instan-

táneo de Coulomb, por lo que el término faltante es uno de que de cuenta
de la interación magnétca debida al potencial vector ~A de la partícula y
así completar el lagrangiano con sus respectivas correcciones relativistas.
De manera que, el lagrangiano que describe por completo el sistema vie-
ne dado por una parte cinética debida al movimiento de cada una de las
partículas, esto es, un lagrangiano de una particula libre para cada una de
las particulas que están interactuando, mas un lagrangiano de interacción
entre las mismas, esto es[5]

L = L1 + L2 + Lint

El lagrangiano de interacción Lint en el límite estático no relativista estará
dado por:

Lint =
q1q2
r

Recordando que r es la separación relativa entre las particulas cargadas.
Como lo que se quiere realizar es una generalización lagrangiana mas allá
del limite estático se debe determinar tanto φ como A con sus correspon-
dientes correcciones relativistas. Como se ha dicho antes, φ ya está dado
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correctamente por el gauge de Coulomb en el orden
v

c
, por lo que solo que-

da por determinar la expresión del potencial vector debido a una u otra
particula, la cual fue realizada con anterioridad.
Multiplicando la última expresión obtenida para el potencial vector por
q1v1
c

para obtener la expresión de interacción correspondiente

~A '
[
q

cr

(
v +

r(v · r̂)
r2

)] [q1v1
c

]
Realizando las multiplicaciones

Lint =
q1q2(v1 · v2)

2c2r
+
q1q2(r · v1)(v2 · r̂)

2c2r3

Factorizando

Lint =
q1q2
r

(
1

2c2
(v1 · v2) +

(v1 · r̂)(v2 · r)
r2

)

Como r̂ =
~r

r
, la ecuación quedará reducida a

Lint = −q1q2
r

+
q1q2
2c2r

(v1 · v2) + (r̂ · v1)(r̂ · v2) (3.2)

Una vez obtenido el lagrangiano que da cuenta de la interacción magnética
de las particulas, faltan los lagrangianos cinéticos de cada una, los cuales
están dados por la expresión 2

Li = −mic
2γ−1

Donde i = 1,2,3...
Por expansiones de serie de Taylor, el lagrangiano que describe la contribu-
ción cinetica de cada una de las particulas será [5]:

−mic
2γ−1 = −mic

2 +
mv2i

2
+
mv4i
8c2

2Vease[5]
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Con las expresiones de los tres lagrangianos, se puede obtener �nalmente el
lagrangiano de Darwin.

L = m1c
2 +

mv21
2

+
mv41
8c2

+m2c
2 +

mv22
2

+
mv42
8c2

−q1q2
r

+
q1q2
2c2r

[(~v1 · ~v2) + (r̂ · ~v1)(r̂ · ~v2)] , (3.3)

donde el último término, es el que da cuenta del potencial vector generado
por la interacción de las dos partículas cargadas.
Una vez hallada una descripción lagrangiana del sistema, para realizar una
descripción en terminos de operadores cuanticos es necesario obtener una
función hamiltoniana que de cuenta de la energía del sistema.
Para hallar una función hamiltoniana, se debe encontrar una expresión para
el momento comjugado canonico. Desde

∂L

∂~vi
= Pi

La derivada parcial del lagrangiano respecto a v1 será

∂L

∂~v1
= m1~v1 +

1

2c2
m1~v

3
1 +

q1q2
2c2r

(~v2 + r̂(r̂ · ~v2))

De�niendo ki ' mi~vi +
miv

2
i ~vi

2c2
, una aproximación de la energia cinética, se

tiene que
∂L

∂~v1
= ki +

q1q2
2c2r

(~v2 + r̂(r̂ · ~v2))

Con
m2

m2
= 1 y con kj ' mjvj (una aproximación de energía cinética no

relativista debida al factor de orden
1

c2
), se tiene que el momento conjugado

canonico Pi será

Pi = ki +
q1q2

2c2rmj
(kj + r̂(r̂ · kj)) (3.4)

Una vez obtenida una expresión para los momentos conjugados canónicos,
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se puede hallar la función hamiltoniana desde la forma estandard, la trans-
formación de Legendre 3

H = Σ~pi · ~vi − L

(Para ver en detalle la obtención del hamiltoniano, véase Apéndice B) Con
las expresiones necesarias para el hamiltoniano se tiene

H =
m2

1v
2
1 +

m2
1v

4
1~v

2
1

4c4

m1(1 +
v2i
2c2

)

+
m2

2v
2
2 +

m2
2v

4
2~v

2
2

4c4

m2(1 +
v2j
2c2

)

+

q1q2
r
− q1q2

2rc2
((~v2 · ~v1) + (r̂ · ~v1)(r̂ · ~v2))

Teniendo en cuenta que el momentum de una particula, sin tener en cuenta

la interacción con otras estaá dado por p1 = m1v1 +
m1v1v

2
i

2c2
(idéntico al

término ki), la función hamoltoniana estará dada en términos p1, p2 y r

Introduciendo
m1

m1
= 1 y

m3
1

m3
1

= 1 al igual que los términos de m2 para

completar las expresiones del momentum, se obtiene �nalmente que

H =

(
1− 1

4

p21
m2

1c
2

)
p21

2m1
+

(
1− 1

4

p22
m2

2c
2

)
p22

2m2
+
q1q2
r

− q1q2
2m1m2rc2

((p2 · p1) + (r̂ · p1)(r̂ · p2))

Una vez hallados el lagrangiano y el hamiltoniano de Darwin, se pueden
hallar las ecuaciones de movimiento para poder ver los efectos dinámicos
del término de Darwin en términos del centro de masa.
Realizando unos primeros cálculos sin tener en cuenta el término de inter-
acción de Darwin, solo el potencial de Coulomb

3[17]
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L =
1

2
m1v

2
1 +

1

2
m2v

2
2 −

Kq1q2
r

Con ~xcm = 0 (posición del centro de masa del sistema), ~x =

(
m2

m1 +m2

)
r

(posición de la primera partícula con respecto al origen) y ~x′ =

(
−m1

m1 +m2

)
r

(posición de la otra partícula con respecto al origen)[1], las velocidades es-
tarán de�nidas como

~v1 =
m2

m1 +m2
~v

~v2 =
−m1

m1 +m2
~v

Reemplazando estas nuevas expresiones de velocidad en el lagrangiano

L =
1

2
m1

(
m2

m1 +m2
~v

)2

+
1

2
m2

(
−m1

m1 +m2
~v

)2

− Kq1q2
r

De�niendo M = m1 +m2

L =
1

2
m1

(m2

M
~v
)2

+
1

2
m2

(
−m1

M
~v

)2

− Kq1q2
r

Factorizando

L =
1

2

m1m2M

M2
~v2 − Kq1q2

r

Tomando µ =
m1m2

M
(masa reducida del sistema), se obtiene �nalmente

que

L =
1

2
µ~v2 −−Kq1q2

r
(3.5)

Transformando a coordenadas polares donde, el vector velocidad está dado
por la expresión

~v = ṙr̂ + rθ̇θ̂
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Reemplazando en la expresión anterior se obtiene que

L =
1

2
µ
(
ṙ2 + r2θ̇2

)
− Kq1q2

r
(3.6)

Ahora, hallando las ecuaciones de movimiento 4

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂q
= 0

(Ecuaciones de Euler-Lagrange),con las coordenadas r y θ se obtiene que
Para la coordenada r

d

dt

(
∂L

∂ṙ

)
− ∂L

∂r

Realizando las respectivas derivadas, �nalmente se obtiene que

r̈ = −kq1q2
µr2

+ rθ̇2 (3.7)

De manera similar para la coordenada θ

d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
− ∂L

∂θ

4Vease [18]
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Figura 3.1: Grá�ca de la trayectoria de la partícula con respecto al centro

de masa sin el término de interacción de Darwin

Se obtiene que

θ̈ = −2ṙθ̇

r
(3.8)

Con las ecuaciones de movimiento obtenidas (expresiones de r̈ y θ̈) y trans-
formadas en coordenadas polares usando x = rCosθ y y = rSenθ, se puede
generar una grá�ca que muestra la trayectoria de la partícula debidos a los
efectos dinámicos de la interacción de Coulomb entre las partículas (Figura
3.1), o sea, una trayectoria que no se ve afectada por términos de interac-
ción magnética generados por el potencial vector en su forma generalizada
(el término de Darwin).
Incluyendo el termino de Darwin, sin incluir los términos relativistas, el
lagrangiano tomará la forma

L = Mc2 +
1

2
µ~v2 − q1q2

r

+
q1q2
2c2r

[(m2

M
~v
)
·
(m1

M
~v
)

+
(m2

M

)
(r̂ · ~v)

(
−m1

M

)
(r̂ · ~v)

]



32 CAPÍTULO 3. LAGRANGIANO Y HAMILTONIANO DE DARWIN

En términos de la masa reducida y realizando el cambio de la velocidad en
coordenadas polares

L = Mc2 +
1

2
µ
(
ṙ2 + r2θ̇2

)
− q1q2

r

+
q1q2
2c2r

[
−µ(ṙ2r̂ + r2θ̇2θ̂ + (r̂ · (ṙr̂ + rθθ̂)(r̂ · (ṙr̂ + rθθ̂))

]
Realizando las operaciones de los vectores unitarios y los componentes de
la velocidad en coordenadas polares

L = Mc2 +
1

2
µ
(
ṙ2 + r2θ̇2

)
− q1q2

r
− q1q2µ

2c2r
(2ṙ2 + r2θ̇2) (3.9)

Hallando las ecuaciones de movimiento de manera similar al procedimiento
anterior. Para la parte angular θ

θ̈ = µr2 − q1q2r

c2M
(3.10)

Para la parte radial r

r̈µ− 2µr̈q1q2
c2rM

− µrθ̇2 +
q1q2
r2

+
µṙ2q1q2
c2r2M

+
µθ̇2q1q2
2c2M

+
µθ̇2q1q2
c‘2M

= 0

Despejando r̈ se tiene

r̈ =

(
1

(rµ− β)

)(
µr2θ̇2 − q1q2

r
− βṙ2

r
− 3

2
βθ̇2r

)
(3.11)

donde β =
q1q2µ

c2M
Similar al procedimiento anterior, con las expresiones de θ̈ y r̈ convertidas
a coordenadas cartesianas, se genera una grá�ca que permite visualizar los
cambios en la traytectoria generados por la inclusión del término de Darwin
(Figura 3.2)
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Figura 3.2: Grá�ca de la trayectoria de una de las partículas con respecto

al centro de masa en el término de interacción de Darwin





Análisis de resultados

Este análisis se hace con el �n de comprender de una manera mas acertiva
lo expuesto hasta ahora, tanto en la parte matemática, como su relación
con la parte física.
Al realizar las grá�cas que describen las trayectorias, es evidente el cambio
que se da cuando es incluido el término de Darwin. Este cambio generado
en la excentricidad de la elipse que describe la trayectoria es debido a los
términos centrífugos que traen consigo las ecuaciones de movimiento gene-
radas por la inclusión del término en el lagrangiano.
A pesar de que hay un cambio en la expresión de la aceleración angular
sin el término de Darwin (3.8), despues de que se incluye (3.10), no es tan
drástico como el cambio que se genera en la parte radiál, es dicha parte
la que genera el cambio de la elipse, es la que posee el término centrifugo,
adémas de que, como es una interacción de dos partículas en movimiento, se
generan cambios en las trayectorias de las dos, de esta manera puede decirse
que la inclusión de este término, tanto en el tratamiento matemático como
la parte grá�ca, permite acercarse un poco mas a las ideas teóricas que se
tienen respecto al comportamiento de las partículas. Desde una explicación
física, desde las leyes de esta, el cambio es generado porque el término de
interacción de Darwin, primero está dado en función de la velocidad y de
la distancia que separa a las partículas. Segundo, al estar en función de las
velocidades, signi�ca que la interacción magnética es proporcional al tér-
mino de Darwin y afecta la fuerza a la que se somete una partícula por la
presencia de la otra (a saber, la fuerza de Lorenz). Así que, a pesar de que
es un extenso tratamiento matemático, en cada momento se ha preocurado
tener en cuenta la relación matemática y física dando a entender como se
generan campos vectoriales en función de otros(como la densidad de co-
rriente y el potencial vector), las distancias y las velocidades, todo con el
apoyo de grá�cas y �guras para la asimilación del como se hizo todo el
procedimiento, las concepciones y reformulaciones.



Capítulo 4

Término de Darwin en el
campo cuántico

La mecánica cuántica ha dedicado su desarrollo al estudio de las parti-
culas atómicas y subatómicas, su interacción y demás propiedas que éstas
poseen, entonces, pasar de una mirada clásica a una cuántica debe hacerse
para poder entender los alcances que han tenido ciertas teorías y, en es-
te caso, el papel que juega el potencial vector en sistemas cuánticos, sus
transformaciones matemáticas y como se generaliza posteriormente en el
término de Fermi - Breit. A psear de que el potencial vector tiene su mas
estrecha relación con el término de Fermi - Breit, para conocer la manera
en que in�uye en los sistemás cuánticos (en especial en un sistema) debe
tambien verse algunos otros términos que, en conjunto, generan unas ciertas
correcciones en resultados de algunos procedimientos.
En 1930 las partículas conocidas eran el electrón, el protón, el neutrón y
el fotón. Al pasar de los años se encontraron nuevos tipos de partículas,
unas parecidas a los electrones como los muones, y otras parecidas a los
protones como kaones, los piones y otras más pesadas que los protones se
encontraron en los rayos cósmicos como las partículas Delta, las Sigma y
otras. A �nales de los 50 había una gran cantidad de partículas que eran
clasi�cadas como mesones y bariones. En 1964 los físicos estadounidenses
Murray Gell-Mann y George Zweig introducen de forma independiente que
las partículas nombradas anteriormente estaban compuestas por otras, unas
partículas mas elementales, las cuales Gell-Man denomina quarks[8]. Hasta
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la fecha se acepta que se conocen seis tipos de quarks; encanto, arriba, aba-
jo, extraño, cima y fondo (en ingles charm, up, down, strange, up y bottom
respectivamente). Los bariones que son partículas de espín semi entero co-
mo el protón están compuestos de tres quarks. Los mesones son partículas
de espín entero y que están constituidos por un quark y antiquark [17].
Cuando se empieza a estudiar el sistema de mesones de quark - antiquark,
el espectro experimental muestra que los niveles mas bajos de energía, son
semejantes a los del positronio, un sistema en el cual, la interacción de las
dos partículas (electrón y positrón) es gobernada por un potencial de tipo
Coulomb[2], pero conforme se presentan los estados excitados del sistema
quark - antiquark, se observa que estos son muy diferentes a los del positro-
nio, por lo que se concluye que el potencial que gobierna la interacción en
el sistema no es de tipo de Coulomb, lo que conlleva a que para calcular el
espectro de energía del sistema, es necesario proponer distintos potenciales
que permitan reproducir el espectro del sistema. En 1974 el estado mesónico
J/Ψ fue descubierto, con lo cual se dió a los quarks una realidad de�nitiva.
Este sistema esta compuesto de un quark encanto (charm) y un antiquark
encanto (anticharm) de masas iguales, en este sentido es un sistema muy
parecido al positronio, con la diferencia de que la interacción es fuerte. Este
sistema en el ambito de las partículas también tiene un espectro, la dife-
rencia es que el espectro son nuevas partículas con estados excitados de
momento angular y de energía.
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Figura 4.1: Espectro experimental del charmoniun. El umbral corresponde
a la energía umbral en la cual mesones cd y cd pueden ser creados

En la Figura 4.1 se muestra el espectro experimental del charmoniun.
En el eje vertical se encuentran los valores de las masas, horizontalmente
son valores correspondientes al momento angular y su relación con el espín
de la forma (2s+1)LJ , donde s es el valor del espín, L el momento angular y
J = L+ s hace referencia al acoplamiento espín - orbita, además las letras
S, P , D son relacionadas al estudio espectroscópico y al momento angular
así: L = 0→ S, L = 1→ P y L = 2→ D.
La posición de los niveles más bajos del espectro muestra semejanza con los
niveles del positronio. Pero las diferencias de energía en los estados excitados
permiten concluir que el potencial de interacción entre quarks es de forma
disimil a la de un potencial tipo Coulomb. Además, si el potencial fuera de
verdad tipo Coulomb, con cierta cantidad de energía sería posible liberar
los quarks del sistema, lo cual hasta el momento no ha sido observado. Por
lo tanto, se tiene la necesidad de proponer un potencial que cumpla con
las características del con�namiento (concepto aclarado posteriormente) y
reproduzcan el espectro del Charmonium y dar un correcto tratamiento a
este sistema.
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4.1. Hamiltoniano del sistema charmonium

El charmonium puede tratarse como un sistema de un cuerpo con masa
reducida µ. Las interacciones serán descritas desde el centro de masa. El
hamiltoniano tiene diferentes componentes como cinéticas (debidas al mo-
vimiento de las partículas), términos que describen la interacción entre el
momento magnético de la partícula con rl momrnto magnético de otra (in-
teracción espín - espín) y que de ahora en adelante se llamará acoplamiento
espín - espín, el momento magnético con el movimiento orbital alrededor
de otra partícula o centro de masa (interacción espín - orbita) que de ahora
en adelante se llamará acoplamiento espín - orbita y que están asociados a
la interacción fuerte de color. Las interacciones eléctricas son despreciables
por la predominancia de la interacción fuerte.

4.1.1. Potencial de interacción fuerte

En 1974 fue propuesto un potencial por el grupo de E. Eitchen para
describir el estado base y alguno de los estados excitados que posee el sis-
tema quark - antiquark. El potencial que fue propuesto tiene la forma de
un potencial de Coulomb mas uno lineal

V (r) = − 4

3r
αs + br

el cual es conocido como potencial de Cornell [12].
La constante Coulomb en el aspecto clásico: Kq2, es cambiada en este caso
por la constante −4

3
αs
r en el primer término que surge en analogía con el

potencial de Coulomb en el positronio y describe la interacción a cortas
distancias propia de la interacción fuerte, el número 4

3 representa el número
cuántico de color relacionado con las matrices de Gell-Man del grupo de
simetría SU(3), αs = 0, 5461 es la constante de acoplamiento fuerte cuyo
valor es determinado de manera esencialmente fenomenológica, un número
adimensional que juega el roll de acoplamiento, describiendo la fuerza ge-
nerada en la interacción de espín - espín.
La carga de color de los quark y antiquark está sujeta al con�namiento,
lo cual hace referencia al hecho de que nunca se ha encontrado un quark
libre porque cuando se intenta separar un quark y un antiquark, la fuerza
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atractiva entre ellos aumenta con la distancia (diferente a la interacción
gravitacional o la electromagnética), por lo que se requiere aún mas energía
para separarlos lo que conlleva a que surgan dos pares quark- antiquark.
Este con�namiento es representado por el segundo término en función de
la distancia r y con b que tiene unidades de GeV 2. Este potencial de con�-

(a) Par quark - antiquark (b) Nuevos pares quark y antiquark

Figura 4.2: (a) Mesón antes de suministrarle energía. (b) Después de sumi-
nistrarle energía para intentar separarlo, generando uno nuevo, en negro las
partículas originales (quark y antiquark) y en rojo los nuevos (antiquark y
quark)

namiento es nombrado debido a que nunca se ha observado un quark libre,
siempre se observa con su respectivo antiquark (como se describió anterior-
mente), así que, de una manera indirecta, el con�namiento obliga a que se
hable del potencial vector, de la interacción magnética entre las partículas,
del acoplamiento de espín - espín, etc.

4.1.2. Término de acople de espín y término de Darwin

Debido a la visualización de algunas lineas espectrales inesperadas en
el estudio espectroscópico del átomo, se debieron realizar unas correcciones
perturbativas en el hamiltoniano del sistema. Las correcciones se hicieron
con el �n de describir las lineas espectrales observadas, a esto se le conoce
como Estructura �na, entre las correcciones mas relevantes se encuentran
las de orden relativista, la ocasionada por el término de Darwin y el aco-
plamiento espín - orbita, la cual, se puede decir que es la causa principal
de la estructura �na, entendido como la interacción del movimiento orbital
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de una partícula alrededor de otra y el espín de la misma. Además de la
estructura �na, existen estructuras aún más �nas que esta, entre ellas la
Estructura hiper�na, la cual es ocasionada, principalmente, por la interac-
ción magnética del espín con su movimiento orbital generando un momento
dipolar magnético. Cuando dos partículas interaccionan, se genera una ener-
gía en esa interacción, por lo que tambien debe ser tomada en cuenta una
energía de interacción de espín - espín para el tratamiento del sistema quark
- antiquark.
La energía de interacción espín - espín para el sistema está asociada en
forma similar al término de contacto de Fermi 1 en el átomo de hidrógeno.
Cada particula tiene un momento magnético (medido en Julios sobre Tes-
las J/T ) asociado a su espín, su momento angular intrinseco (con momento
angular L = 0), dado por [17]

µi =
qi
mi
Si

donde qi es la carga de la partícula (medida en coulombs), mi es la masa
(medida en gigaelectronvolts GeV.) y Si es el espín de esta (medido en
unidades de momentum).
La energia de interacción del término de contacto asociada a un momento
magnético de color es dada por[2]

VS = −8π

3
αµi · µjδ(ri − rj)

donde µi y µj son los momentos magnéticos de las partículas interactuando,
α = αs es la constante de acoplamiento fuerte, δ es el delta de Dirac y ri,
rj son los vectores de posición de las partículas al origen.
Retomando las constantes K = 4αs

3 (proveniente del acople de color) y con
|ri− rj | = r, se puede transformar la expresión, en términos del espín y las
constantes en

VS = −8παsk

3m2
Si · Sjδ(r) (4.1)

además, el término de acople de espín Si · Sj para el sistema quark - anti-
quark, que poseen un espín sa = sq = 1

2 será

Sq · Sa = S2

1Para saber más de este término de contacto y sus implicaciones en el estudio del
átomo de hidrogeno, vease[2]
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donde S2 es el valor del número cuántico del espín total. Entonces

S2 = (Sq + Sa)
2 = S2

q + 2SqSa + S2
a

Para la magnitud de Sq se tendrá que |Sq| =
√
sq(sq + 1)~, para Sa será

|Sa| =
√
sa(sa + 1)~ de manera que

S2 = sq(sq + 1)~2 + sa(sa + 1)~2 + 2Sa · Sq

Reemplazando valores y operando, �nalmente se tiene

Sa · Sq =

{
1
4 si S = 1
−3

4 si S = 0
(4.2)

Un término tambien proprcional al delta de Dirac es el término de Darwin,
que, como ya se ha visto con antelación, es generado por la interacción
magética. Este término es dado en correcciones perturbativas análogo al
átomo de hidrogeno, cuyo origen es dado como una corrección que tiene en
cuenta la energía estática medida en su origen, y es dado por [2]

VD = − π

2m2
αsKδ(r) (4.3)

En comparación con el término en el campo clásico, la constante de acopla-
miento (la carga electrica qi) es cambiada por la constante de acoplamiento
fuerte αs y tambien K, además de δ(r) que da cuenta de la dependencia
del radio que tiene el término de manera explícita en es campo clásico.

4.1.3. Término de Fermi

En el caso del átomo de hidrogeno, esta interacción tiene su origen en el
acople del potencial vector ~A con la corriente del electron. Puede entenderse
como una corrección a la interacción de Coulomb debida al movimiento
de las cargas y una generalización del término de Darwin, además, para
sistemas hadronicos (como el que se está estudiando), el término está ligado
con el acoplamiento fuerte entre los quarks y la estructura �na del espectro
de masa de estos. Este término genera un potencial. [7]

Vf = − αsK

2mimj

[
Pi ·Pj
r

+
(Pi · r)(Pj · r)

r3

]
(4.4)
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4.1.4. Hamiltoniano cinético y de masas

En una aproximación no relativista la energía cinética es dada por el
término cuadrático en el momentum y se incluye la energía en reposo de
los quarks. Esto es:

Vk =
P 2

2µ2
+ 2mq

donde P es el momentum, 2mq es la masa en reposo de los quarks y µ es
la masa reudcida del sistema.

4.1.5. Hamiltoniano total del sistema

Con las expresiones anteriores el hamiltoniano total en el centro de masa
es es dado por:

H =
P 2

2µ2
+ 2mq + V (r) + VD + VS + Vf ,

escritos estos potenciales de manera explícita se tiene

H =
P 2

2µ2
+ 2mq −

4αs
3r

+ br − αsK
π

2
δ(r)

[
2

m2
+

16

3m2
Sa · Sq

]
+
αsK

2m2

[
P2

r
+

(P · r)(P · r)
r3

]
.

Para el tratamiento del charmonium, los tres primeros términos son los que
generan una mayor aportación, por lo que los demás pueden ser incluidos
de manera perturbativa.
El último término, el potencial de Fermi es la generalización del potencial
vector en el campo cuántico, guarda las mismas relaciones de proporciona-
lidad y dependencia de las velocidades y la distancia entre las partículas
(en el caso clásico cargas, en el cuántico quarks).

4.2. Espectro del sistema

Una vez se han hecho las correcciones generadas por el término de Dar-
win en el estudio de la electrodinámica clasica y cargas puntuales en movi-
miento, visto los efectos dinámicos de este termino y encontrado las expre-
siones correspondientes al lagrangiano y el hamiltoniano, se puede realizar
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un análisis para un sistema cuántico, en este caso, el sistema quark - anti-
quark del charmonium desde el formalismo proporcionado por la Ecuación
de Schrödinger sin tener en consideración, en primera instancia, el término
de interacción de Darwin.
Tomando como observables a H, L2, Lz (el hamiltoniano, el momento an-
gular al cuadrado y el momento angular en dirección z respectivamente)
como en el átomo de hidrogeno, y como estás tres observables conmutan
entre sí, esto es, por ejemplo,

[
H,L2

]
= 0, las funciones de onda para para

H serán de la forma[9]
HΨ(r) = EΨ(r)

L2Ψ(r) = l(l + 1)~Ψ(r)

LΨ(r) = m~Ψ(r)

Donde l,m, ~ son, el número cuántico azimutal u orbital, el número cuántico
magnético, la constante de Planck reducida que, de ahora en adelante, se
tomará como ~ = 1 para simpli�car los cálculos y E el valor propio de la
energía del sistema.
Para una partícula que está bajo la acción de un potencial que actua en
todas las direcciones, esto es, un potencial esférico, la función de onda de
la partícula se puede manipular con mucha mayor facilidad si se recurre al
uso de coordenadas esféricas. De este modo, en vez de tener una función de
onda descrita en coordenadas rectangulares cartersianas, Ψ(x, y, z), lo que
se tiene es una función de onda Ψ(r, θ, φ). Se puede recurrir a la separación
de variables para separar la función de onda Ψ en el producto de funciones
de onda pertinentes a las coordenadas esféricas que están siendo utilizadas
[17]:

Ψ(r) = Rl,k(r)Yl,m(θ, φ) (4.5)

esto debido a que estas expresiones para la parte radial y angular son funcio-
nes propias de L2 y Lz y la parte radial es quien da cuenta del co�namiento
como se argumentará mas adelante. Aquí Yl,m(θ, φ) es la parte angular,
los armónicos esfericos, la cual está normalizada y sus componentes θ y φ
forman una base ortonormal, por lo que se debe determinar R(r) (la parte
radial de la función) para que Ψ(r) sea función propia de H
Con la Ecuacion de Schrödinger no relativista independiente del tiempo [12]

− 1

2µ
∇2Ψ(rθ, φ) + V (r)Ψ(r, θ, φ) = EΨ(r, θ, φ)
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donde µ es la masa reducida del sistema, Ψ es la función de onda y E es el
valor propio de H.

4.2.1. Estudio de la solución radial del sistema quark - an-

tiquark

Para hacer un correcto tratemiento al sistema, ya se ha dicho que se
manejará un potencial esferico, de manera que el potencial debe moldearse
en función de las coordenadas esfericas y con la función radial, esto ultimo
debido a que el potencial depende explícitamente de la distancia, del radio.
Con Ψ en función de sus términos radiales y angulares reemplazada en la
Ecuacion de Schrödinger, la ecuación en función de estos será:

− 1

2µ

[
d2

d2r
+

2

r

d

dr

]
R(r) +

[
V (r) +

l(l + 1)

2µr2

]
R(r) = (E − 2m)R(r)

donde E − 2m es la energía en reposo del sistema ya que se está hablando

de una aproximación relativista. Haciendo las sustituciones R(r) =
1

r
u(r)

y E′ = E − 2m[
− 1

2µr
+ V (r)r +

l(l + 1)

2µr2

]
1

r
u(r) =

1

r
E′u(r)

Y multiplicando por r, se obtiene �nalmente

− 1

2µ

d2u

dr2
+

[
V (r) +

l(l + 1)

2µr2

]
u(r) = E′u(r), (4.6)

la conocida ecuación radíal. La solución de esta ecuación diferencial no
existe analíticamente. En lo concerniente a la determinación del espectro
de masas del charmonium una alternativa es hacer uso de funciones de prue-
ba y obtener las energías de las resonancias a partir del método variacional
(método en el cual se hará enfasis mas adelante). Una primera instancia
es considerar sólo el potencial de interacción de con�namiento, y las ma-
sas en reposo; los otros términos pueden incluirse en forma perturbativa.
Ajustando las constantes a

V (r) = −K
r

+ br
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donde K = 4αs
3 = 0, 7281GeV. y b = 0, 1425GeV.. Reemplazando en (4.6)

− 1

2µ

d2u

dr2
+

[
−K
r

+ br +
l(l + 1)

2µr2

]
u(r) = E′u(r)

Sustituyendo r =
y

β
, donde y es un término adimensional y β = 0, 5952 es

un término que tiene unidades de GeV para que se conserven las unidades
de r que estan dadas en femtómetros

−β
2

2µ

d2u

dr2
+

[
−Kβ

y
+
by

β
+ β2

l(l + 1)

2µy2

]
u(r) = E′u(r)

Multiplicando por
2µ

β2
e igualando la ecuación a 0

−d
2u

dr2
+

[
−−2µK

βy
+

2µby

β3
+
l(l + 1)

β2y2
+

2E′µ

β2

]
u(r) = 0

Como el término
2µb

β3
se puede igualar a 1 por ser adimensional, se puede

decir que β = (2µb)
1
3 y reemplazando en la expresión anterior.

−d
2u

dr2
+

[
− 2µK

y(2µb)
1
3

+
2µby

((2µb)
1
3 )3

+
l(l + 1)

y2((2µb)
1
3 )2

+
2E′µ

((2µb)
1
3 )2

]
u(r) = 0

Reduciendo términos y resolviendo los exponentes, se obtiene que

d2u

dr2
+

[
−2µK

βy
+ y +

l(l + 1)

y2
+

2µE′

β2

]
u(r) = 0 (4.7)

Y la energía puede ser reescrita como

ε =
2µ

β2
E′ (4.8)

4.2.2. Metodo variacional y espectro de masa del sistema

Una vez halladas expresiones para la energía y los valores propios, se
puede utilizar un metodo que consiste en encontrar aproximaciones al estado
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propio o estado más bajo de energía y algunos estados excitados. Se tomará
una función de prueba en función de un parametro que, al hallarlo, permitirá
encontrar una aproximación al estado base, este metodo es llamado metodo
variacional.
Sabiendo que el teorema del valor medio [17] para la energía puede ser
expresado como

ε =

∫
Ψ∗ε̂Ψd3r∫
Ψ∗Ψd3r

donde ε̂ es el operador energía.
En cooredenadas esfericas la expresión se convierte

ε =

∫
Y ∗R∗ε̂Y Rr2drsenθdθdφ∫

Ψ∗Ψd3r

donde R es la parte radial y las demás son los componentes angulares. Como
la parte angular está normalizada (debido a que sus componentes forman
una base ortonormal), esto es:

∫
Y ∗Y senθdθdφ = 1, se tiene que

ε =

∫
R∗ε̂Rr2dr∫
Ψ∗Ψd3r

Con R∗R = |R|2 y u = rR entonces

ε =

∫
u2

r2
ε̂r2dr∫

Ψ∗Ψd3r

Cancelando el término de r2

ε =

∫
u2ε̂dr∫

Ψ∗Ψd3r

Para saber que forma tiene el término u2ε y poder hallar la energía prome-
dio, se debe despejar Eu2 desde (4.7), de manera que

d2u

dr2
− 2µKu

βy
+ yu+

l(l + 1)u

y2
= −2µ

β2
uE′

Multiplicando la expresión por u, reescribiendo el lado derecho tal como
dice 4.8 y reduciendo algunos términos

−u d
2

dy2
+

(
η

y
+ y +

l(l + 1)

y2

)
u2 = εu2.
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Espectro del sistema

Reemplazando esta expresión en la de la energía promedio ε, �nalmente

ε =

∫ [
−u d2

dy2
+
(
η
y + y + l(l+1)

y2

)
u2
]
dy∫

u2dy
(4.9)

donde η =
2µK

β
=

4mα

3β
.

Para el caso de L = 0, se propone una función de prueba de la forma

u = Ny2e
−a2y2

2 ,

donde N es una constante de normalización y a es el parametro al cual se
le busca el valor.
Hallando el término

d2u

dy2
= Ne

−a2y2

2
[
2− 5a2y2 + a4y4

]
(4.10)

Ahora ∫ ∞
0

u2dy =

∫ ∞
0

(Ny2e
−a2y2

2 )2dy∫ ∞
0

u2dy = N2

∫ ∞
0

y4e−a
2y2dy (4.11)∫ ∞

0
u2dy =

3N2√π
8a5

(4.12)

Con el siguiente término∫ ∞
0

u
d2u

dy2
dy =

∫ ∞
0

(Ny2e
−a2y2

2 )(Ne
−a2y2

2 )(2− 5a2y2 + a4y4)dy

Finalmente se tiene que∫ ∞
0

u
d2u

dy2
dy = N2

(
−
√
π

2a3
+

15
√
π

8a3
− 15

√
π

16a3

)
(4.13)

Para el siguiente término∫ ∞
0

u2
η

y
dy =

∫ ∞
0

ηN2y4e−a
2y2

y
dy

14



Término de Darwin en el campo cuántico

Como resultado, después de evaluar la integral∫ ∞
0

u2
η

y
dy =

N2η

2a4
(4.14)

Para el término �nal ∫ ∞
0

yu2dy =

∫
y4N2e−a

2y2dy

El resultado será ∫ ∞
0

yu2dy =
N2

a6
(4.15)

(Para ver en detalle la solución de las integrales, vease Apéndice C). Una
vez hallados los términos, se pueden reemplazar en (4.9)

ε =
−N2√π

2a3
+ N2√π

8a3
− N215

√
π

16a3
+ N2η

2a4
+ N2

a6

3N2
√
π

8a5

Factorizando y realizando algunas operaciones se obtiene

ε =
7

6
a2 +

4η

3
√
π
a+

8

3
√
πa

Como se busca el estado base o mínimo de energía, con esta expresion se
halla el valor del parametro a, esto es

dε

da
= 0

Derivando se obtiene

7a+
4η√
π
− 8√

πa2
= 0

Al hallar el valor numérico del parametro a, se tiene que a = −1, 6702GeV −1

(unidades asociadas al radio que tiene unidades de femtómetros), reem-
plazando este valor en la expresión de la energía media, se obtiene que
ε = 0, 1857GeV .

Utilizando la expresión ε =
2µ

β2
E′ y E′ = (E−2m), resulta que la expresión

�nal será:

E =
β2

2µ
ε+ 2m (4.16)
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Términos perturbativos

Hasta este punto no se han tenido en cuenta distintos términos de interac-
ción que podrían cambiar las expresiones halladas, se deben tener en cuenta
los términos de acople espín - espín (donde se tiene en cuenta el término de
interacción de Darwin) y el término de Fermi que se verá mas adelante.

4.3. Términos perturbativos

Como se mencionó anteriormente, al usar el método variacional solo se
tomó en cuenta el potencial de Cornell, el problema es que de esta manera,
la expresión obtenida no es correcta porque no se tiene en cuenta otros
términos, por lo que ahora se deben agregar al tratemiento no relativista
del sistema, unos términos de forma perturbativa que modi�carán la ultima
expresión que se consiguió, logrando así, una mas exacta.

4.3.1. Inclusión del término de acople de espín

Con un hamiltoniano mas completo, se pueden incluir los términos en
el tratamiento no relativista del sistema. Empezando con el término VS [2]

VS = −8παsK

3m2
Sq · Saδ(r)

Recordando que K = 4
3 se obtiene

VS = ηsSq · Saδ(r)

donde ηs = 32παs
9m2 Hallando el valor esperado de δ(r) [17]

〈Ψ(r)|δ(r)|Ψ(r)〉 = |Ψ(0)|2

como las correcciones debidas a este término son para los niveles de energía
s, y con ayuda del teorema virial se puede decir que [2][17]

|Ψ(0)|2 =
µ

2π

〈
dV

dr

〉
donde V es el potencial de con�namiemto tratado hasta ahora. Multipli-
cando por 1

r y reemplazando V , la expresión se transforma en

|Ψ(0)|2 =
µ

2π

(
b+K

〈
1

r2

〉)
(4.17)
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Término de Darwin en el campo cuántico

Para hallar
〈

1
r2

〉
se puede usar la misma función de prueba u que se usó con

anterioridad, esto debido a que es solo para el potencial de con�namiento〈
1

r2

〉
=

∫
1
r2
u2dy∫
u2dy

(4.18)

Realizando un cambio igual al hecho en el potencial de con�namiento
y = βr, la expresión toma la forma

〈
1

r2

〉
=

∫
β2

y2
N2y4ea

2y2dy∫
N2y4ea

2y2dy

Realizando sustituciones similares anteriormente en el uso del metodo va-
riacional en el potencial de con�namiento para solucionar las integrales,
�nalmente se tiene 〈

1

r2

〉
=

2β2a2

3

aquí, el parametro a tiene el mismo valor hallado anteriormente, ya que se
está usando el mismo potencial.
Reemplazando en (4.15)

|Ψ(0)|2 =
µ

2π

(
b+K

2β2a2

3

)
y con el potencial de interacción espín - espín VS , se obtiene la energía
promedio de la misma

εs =


1
4
ηs
β2

µ
2π

[
b+K 2β2a2

3

]
si S = 1

−3
4
ηs
β2

µ
2π

[
b+K 2β2a2

3

]
si S = 0

(4.19)

Incluyendo este término en la expresión del espectro del sistema (4.10), esta
se transforma en

E =
β2

2µ
(ε+ εs) + 2m (4.20)
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4.3.2. Inclusión del término de Fermi

Con la correción debida al potencial VF generado por el término de
Fermi que, expresandolo en términos del centro de masa [7]

Vf =
αK

2m2

[
P 2

r
+

(P · r)(P · r)
r3

]
ya que ~P1 = −~P2

Expresando r en términos de sus componentes

Vf =
αK

2m2

[
P 2

r
+

(P · rr̂)(P · rr̂)
r3

]
Como no se conocen los valores de P , se debe encontrar el valor esperado
de este, esto es

Vf =

〈[
αK

2m2r
P 2 + (P · r̂)(P · r̂)

]〉
Debido a que los términos αs, K y m son valores determinados, pueden
ser apartados del tratamiento que se realizará para hallar el valor esperado
de P 2 y r, además, se tiene que el valor esperado de P 2 puede ser hallado
como

〈P 2〉 =

∫
ψ∗P 2ψdp =

∫
P 2|ψ|2dp

con P = i~∇, la expresión se transforma en

〈P 2〉 = −
∫
∇2|ψ|2dp

Utilizando la ecuación en función de sus componentes angulares y radiales
se obtiene que

〈P 2〉 =

∫
dr

[
((u′(r))2 − 2u′(r)u(r)

r
+

(u(r))2(1 + l(l + 1))

r2

]
(4.21)

(Para ver la obtención en detalle de 4.21 véase Apéndice D) Para el valor
esperado de (P · r̂)(P · r̂) se tiene que

〈(P · r̂)(P · r̂)〉 = −
∫
d3r|r̂ · ∇ψ|2

18
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Reemplazando por los componentes angulares y radiales, �nalmente se tiene

〈(P ·r̂)(P ·r̂)〉 =

∫
dr

[
((u′(r))2−2u′(r)u(r)

r
+

(u(r))2(1 + l(l + 1))

r2

]
(4.22)

(Para ver la obtención en detalle de 4.22 véase Apéndice D). Al ser dos
expresiones iguales, sumandolas se tiene la expresión �nal para poder hallar
el valor esperado del potencial de Fermi. Incluyendo los valores que ya
estaban determinados, se reduce a realizar un tratamiento similar al término
del potencial debido al espín, una función u y con l = 0〈

αK

2m2r

[
P 2 + (P · r̂)(P · r̂)

]〉

=

∫ ∞
0

dr
1

r

[
2((u′(r))2 − 4u′(r)u(r)

r
+

2(u(r))2

r2

]
2 (4.23)

Con la función de prueba

u = Ny2e−
a2y2

2

y con una expresión para buscar la energía promedio generada por el po-
tencial de Fermi

εf =
αK

2m2

∫ ∞
0

dr
1

r

[
2((u′(r))2 − 4u′(r)u(r)

r
+

2(u(r))2

r2

]
∫ ∞
0

(u(r))2dr

(4.24)

Debido a que la función depende de r y debe depender de y para un correcto
tratamiento, se debe cambiar la dependencia de la función como sigue. Por
regla de la cadena

du

dr
=
du

dy

dy

dr
= β

du

dy
,

debido a que y = βr
Realizando un cambio de variable similar al hecho en el tratamiento de la

2Véase [7]
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ecuación radial, y = βr y con la nueva dependecia de u se tiene que la
expresión se transforma en

εf =
αK

2m2

∫ ∞
0

dy
β

y

[
β22((u′(y))2 − 4u′(y)u(y)β2

y
+

2(u(y))2β2

y2

]
∫ ∞
0

(u(y))2dy

(4.25)

Procediendo a hallar los términos∫ ∞
0

2(u′(y))2β2

y
dy = 2β2

∫ ∞
0

(2yNe−
a2y2

2 − a2y3Ne−
a2y2

2 )2

y
dy (4.26)

Se obtiene ∫ ∞
0

2(u′(y))2β2

y
dy =

2N2β2

a2
(4.27)

Con el siguiente término

∫ ∞
0

4u′(y)u(y)β2

y2
dy = 4β2

∫ ∞
0

(
2yNe−

a2y2

2 − a2y3Ne−
a2y2

2

)
Ny2e−

a2y2

2

y2
dy

(4.28)
El resultado será ∫ ∞

0

4u′(y)u(y)β2

y2
dy =

2N2β2

a2
(4.29)

Para el siguiente∫ ∞
0

2(u(y))2β2

y3
dy = 2β2

∫ ∞
0

N2y4e−a
2y2

y3
dy (4.30)

Su solución ∫ ∞
0

2(u(y))2β2

y3
dy =

N2β2

a2
(4.31)

Para el ultimo término∫ ∞
0

(u(y))2dy =

∫ ∞
0

N2y4e−a
2y2dy (4.32)
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Finalmente ∫ ∞
0

(u(y))2dy =
3N2√π

8a5
(4.33)

Una vez hallados los resultados, se puede reemplazar en 4.25

εf =
αsK

2m2

2N2β3

a2
− 2N2β3

a2
+ N2β3

a2

3N2
√
π

8a5

Operando

εf =
αKβ3

2m2

[
16

3
√
π
a3 − 16

3
√
π
a3 +

8

3
√
π
a3
]

Por último, se obtiene que la energía media es εf = −0, 0927 Gev.
Incluyendo este término en la expresión del espectro del sistema 4.16, esta
se transforma en

E =
β2

2µ
(ε+ εs + εf ) + 2m (4.34)

A continuación se presenta una tabla con todos los datos, el valor experi-
mental del espectro (Eexp), la energía incluyendo el término de acople de
espín (Eεs) y por último incluyendo el término de Fermi (Eεf )

Mesón L S Eexp(GeV ). Eεs(GeV.) EεF (GeV.)

η 0 0 2,9816 2,9793 2,9728
J/Ψ 0 1 3,0900 3,0117 2,9995

Cuadro 4.1: Datos teoricos y experimentales del espectro del charmonium.
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Análisis de resultados

Los resultados mostrados referentes al campo cuántico muestran como van
cambiando los resultados teóricos a medida que se toman en cuenta nuevos
términos que generan modi�caciones que permiten aproximarse, cada vez
más, a los resultados experimentales del espectro de masa.
Teniendo en cuenta los primeros potenciales (el de con�namiento, en ciné-
tico y de masas), se puede ver que son quienes contribuyen de una manera
signi�cativa en los resultados teóricos, es necesario tnerlos en cuenta ya
que la forma que tienen estos potenciales permite entender como distin-
tos valores generan estos cambios, pero hasta este punto, no se ha tomado
en cuenta el papel que juega el potencial vector en este campo cuántico.
Cuando se introducen los demás potenciales (el de Fermi, el de acople de
espín y de Darwin), a pesar de que sus contribuciones por separado no son
signi�cativas, las formas que tienen estos potenciales tienen en cuenta valo-
res que generan dichos cambios, o sea, estos potenciales tienen dependencia
del radio que separa las partículas, de la igual manera, el potencial de Fer-
mi, incluye el término de Darwin clásico de manera mas general, con su
dependencia explícita del radio y las cargas de las partículas, así en con-
junto, estos potenciales generan correcciones en los valores teóricos nuevos,
incluyendo, ya sea de manera implicita o explicita, el potencial vector y la
interacción magnética que genera este
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