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RESUMEN
Este trabajo de grado se enfoca en las heuristicas — especialmente desde las Historia de
las Matematicas — identificandolas y catalogandolas segun las etapas historicas de la
humanidad, para después disefiar actividades e implementarlas en el Museo Interactivo Digital.
Este documento hace las veces de sustento tedrico para el Museo Interactivo Digital, un entorno
tridimensional desarrollado en Unity en el que se exponen las heuristicas seleccionadas ya sea

como exhibiciones estaticas 0 como actividades en las que el usuario puede interactuar.

Palabras clave: Heuristica, Historia de las Matematicas, Estrategia, entorno tridimensional.

ABSTRACT

This document focuses on heuristics — especially from the History of Mathematics —
identifying and cataloging them according to the historical stages of humanity and then
designing activities and implementing them in the Interactive Digital Museum. This document
serves as theoretical support for the Digital Interactive Museum, a three-dimensional
environment developed in Unity in which the selected heuristics are exposed either as static

displays or as activities in which the user can interact.

Keywords: Heuristics, History of Mathematics, Strategy, three-dimensional

environment.
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1. Preliminares

1.1. Introduccién

En este documento se detalla la propuesta de trabajo de grado que consiste en el disefio
de un Museo Interactivo Digital (MID) sobre heuristicas de las Matematicas, el cual se bifurca
en dos ambitos tan disyuntos como complementarios: una revision documental sobre las
heuristicas surgidas a lo largo de la Historia de las Matematicas y el desarrollo de un entorno

tridimensional interactivo en el que se exponen dichas heuristicas.

Para los propdsitos de este trabajo, la Heuristica se entiende como la disciplina
encargada de estudiar la elaboracion, funcionamiento y resultado de estrategias para la
resolucion de problemas. A lo largo de la historia, la humanidad se ha encontrado con mas de
un problema — en cualquier ambito — cuya solucion requirié de una nueva vision, de teorias
experimentales o del esfuerzo mancomunado de multiples sabios en distintos tiempos que a su
manera aportaron para esta (Asimov, 1999). En especial, para las Matematicas se tienen
registros que datan de varios milenios atras, en los que — aunque existian lagunas conceptuales
o faltaba rigor matematico — se observan importantes avances en un campo mas bien
experimental. Por otra parte, las heuristicas se entienden como las estrategias particulares que

se han disefiado para la resolucion de problemas?.

Las heuristicas identificadas después de una revisién documental a la Historia de las
Matematicas se exponen en el Museo Interactivo Digital — un entorno tridimensional
desarrollado en Unity — ya sea como una actividad o como un elemento del entorno?, el cual
esta pensado, principalmente, como una herramienta de apoyo docente que compila diversas
estrategias para la resolucion de problemas que permitan ampliar la vision del proceso de
Ensefianza y Aprendizaje asociado a varios conceptos matematicos. En ese sentido, el MID no
debe entenderse como una clase o una actividad educativa por si sola, es el docente quien debe
estudiarlo y generar su propia estrategia segun las necesidades educativas de sus estudiantes.
El conjunto de actividades propuesto por los Maestros en Formacion puede ser de ayuda para

tal propdsito.

! Los términos heuristica y Heuristica fueron objeto de andlisis en una primera etapa de la elaboracion de este
trabajo. Una disertacion més extensa del asunto se presenta en el capitulo 2.
2 Esta clasificacion se detalla en los subcapitulos 5.1y 5.2.

9



En el primer capitulo del trabajo de grado se detallan la justificacion y los objetivos que
encaminaron el desarrollo de esta propuesta. Este trabajo se justifico esencialmente desde tres
ambitos: la Historia de las Matemaéticas, desde la utilidad para la ensefianza y aprendizaje para
el rol del estudiante como del docente; el apartado tecnoldgico en el que se explaya en la
importancia de las TIC en la ensefianza de las matematicas, asi como los puntos para tener en
cuenta al implementarlas; y el Museo Interactivo Digital, una descripcion general sobre este
como recurso educativo y la pertinencia de su desarrollo. Por otro lado, los objetivos orientan
este trabajo como una revisién documental de las heuristicas en la Historia de las Matemaéticas
para la posterior implementacion de objetos concretos que permitan la recreacion de estas en

un entorno tridimensional.

En el segundo capitulo se caracteriza el concepto de Heuristica desde la mirada de
varios autores, sefialando las particularidades segun las investigaciones de cada uno, para
finalizar en la construccién de una definicion propia que respondiera apropiadamente a las

necesidades del desarrollo del MID.

En el tercer capitulo se presentan los resultados de la revisién documental del concepto
de Heuristica en la Historia de las Matematicas, clasificada primeramente segin las etapas
historicas del desarrollo humano y después segun las particularidades de cada una. Para cada
etapa primero se describe sucintamente el contexto histérico y luego se explaya en las

heuristicas seleccionadas tanto desde la Historia como desde las Matematicas.

En el cuarto capitulo se tratan los aspectos tanto metodolégicos como tecnoldgicos.
Primeramente, se relatan grosso modo los aspectos metodoldgicos para el desarrollo de este
trabajo de grado, describiéndose etapas como la basqueda de informacion en distintas fuentes,
la revision del concepto de Heuristica, la seleccion de Heuristicas en la HM, la elaboracién de
actividades, el disefio y construccion del MID. A continuacién, se describe el software
empleado, asi como otros programas complementarios empleados en el desarrollo del Museo.
Ademas, se especifican los requisitos técnicos para el correcto funcionamiento del MID en un

computador.

En el quinto capitulo se tiene un enfoque en los componentes del MID, inicialmente se
detallan el conjunto de cinco actividades y los elementos del entorno exhibidos en el Museo.
Por su parte, en las actividades el usuario debe interactuar con distintas herramientas digitales
para resolver una situacion empleando una heuristica en particular. Por otro lado, los elementos

del entorno son objetos con la funcion de exponer sucintamente informacion relacionada con
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el contexto histérico-matematico de las heuristicas que no fueron implementadas como

actividades.

En el sexto capitulo se detallan las conclusiones surgidas tras finalizar este trabajo de
grado, el nivel de alcance de los objetivos planteados, el impacto que el desarrollo de esta
propuesta tuvo en los autores y las preguntas o asuntos que no pudieron tratarse y, por ende,
podrian trabajarse a futuro.

Finalmente, en el séptimo y octavo capitulo se presentan respectivamente, las
referencias del trabajo y los anexos de este, tales como el instructivo para la instalacion del
MID, asi como sus planos.

1.2. Justificacion

Como propuesta de trabajo de grado se planted el disefio de un Museo Interactivo
Digital con el motor de videojuegos Unity — un software de libre uso que permite y facilita la
creacion de entornos interactivos en dos o tres dimensiones (véase Ilustracion 1) —en el que se
exponen heuristicas surgidas en la Historia de las Matematicas (HM) para la resolucién de
problemas, de tal manera que pueda ser utilizado como material didactico y de consulta para
las personas interesadas en esta area. Asimismo, el MID estd acompafiado de diferentes
actividades dirigidas a los usuarios, las cuales pretenden dar sentido a las exposiciones del

Museo a partir de la interactividad con sus componentes.

lHustracion 1. Entorno 3D creado en Unity.

A continuacion, se exponen las diversas motivaciones que se tuvieron para seleccionar
la HM (en especial las heuristicas) y el uso de TIC como herramienta educativa — evidenciado
en el disefio del MID — asi como la seleccion del software empleado, para la elaboracién de la
propuesta.
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1.2.1. Historia de las Matematicas
Los motivantes principales para seleccionar la HM como uno de los ejes centrales de

este trabajo recaen en las diversas ventajas que trae su uso como herramienta pedagdgica tanto
para estudiantes como para educadores. Algunas de estas ventajas son descritas por Lupiafiez
(2002) respecto a los trabajos de Avital (1995) y Fauvel (1991) relacionados al uso de la HM

en procesos de ensefianza y aprendizaje, tales como:

- Obtener ideas acerca de las dificultades de aprendizaje.
- La historia puede ensefiarnos como ensefiar.

- Rescatar problemas y cuestiones del pasado.

- Las matemaéticas tienen un marcado caracter humano.

Particularmente — y sin dejar de lado la importancia de las otras ventajas — este trabajo

se enfoca en la segunda y tercera vifieta de la lista, las cuales se comentan enseguida.

La historia puede ensefiarnos como ensefiar: la HM resulta Gtil para el docente ya
que le posibilita identificar problemas concretos que permitieron desarrollar distintos procesos
y conceptos matematicos conocidos, a fin de incentivar en sus estudiantes la busqueda de
soluciones — 0 aproximaciones a estas — a situaciones problema basadas en el avance historico
de un concepto matematico, favoreciendo el desarrollo de distintos procesos matematicos (V.

g. resolucion de problemas, generalizacion, pensamiento inductivo).

Rescatar problemas y cuestiones del pasado: llevar al entorno educativo problemas
de alta complejidad que fueron abordados por matematicos en distintas etapas historicas, hasta
llegar a su solucion — o que incluso a la fecha no cuenten con una —, puede fungir como
motivante al demostrar que las matematicas no son una construccion terminada, sino que se
mantienen en continuo desarrollo del cual los estudiantes podrian hacer parte. Asimismo,
permite reconocer que hacer matematicas es un proceso de construccion social permeado por

diversos contextos (v. g. sociales, culturales, politicos) de cada etapa historica.

Por otro lado, Lupiafiez (2002) enlista una serie de posibles usos de la HM para los
procesos de ensefianza y aprendizaje, entre estos — debido a su relaciéon con el MID — se

destacan:

- Mencionar anécdotas matematicas del pasado.

12



- Fomentar la comprension de los problemas histdricos cuya solucion ha dado lugar a

distintos conceptos que se aprenden en clase.
- Realizar proyectos en torno a una actividad matemaética local del pasado.

- ldear aproximaciones pedagdgicas al concepto de acuerdo con su desarrollo historico.

En particular, el segundo uso listado tiene un mayor tratamiento en el MID, ya que en
este se exhiben algunos de los métodos propuestos para dar respuesta a distintos problemas
matematicos surgidos a traves de la historia. Es evidente la importancia de la resolucion de
problemas para el proceso de ensefianza y aprendizaje de las matemaéticas, ya sea aplicando
procedimientos usuales altamente extendidos o aprendiendo métodos alternativos propuestos

en distintas etapas histdricas.

Asimismo, entendiendo a las mateméticas como una construccion mancomunada en la
que multitud de mentes de variadas nacionalidades han trabajado, es viable pensar que esta
area es una buena excusa para un intercambio cultural del saber, en la que los estudiantes
pueden aprender desde otras perspectivas — que a veces en el aula no estan presentes — distintas
formas de abordar situaciones problema, asi como otros conceptos matematicos. En un
contexto méas cercano, en documentos nacionales como los Estdndares Baésicos de
Competencias en Matematicas (Ministerio de Educacion Nacional [MEN], 2006) se enfatiza
en el proceso de la resolucién de problemas, al indicar que puede emplearse como un posible

eje organizador del curriculo de las matematicas escolares.

Es asi como la implementacion de heuristicas en el proceso de ensefianza y aprendizaje
se propone como una forma de motivar a los estudiantes para que ideen sus propios

procedimientos y exploren nuevos caminos del conocimiento.

Profundizando méas en las motivaciones para seleccionar las heuristicas y en su
importancia para las matematicas, asi como en su ensefianza, resulta valioso destacar las
implicaciones que la resolucion de problemas trae al entorno de la Educacion Matemaética.
Particularmente, Diaz y Diaz (2018) recopilan a través de varios autores las diversas

dificultades que se presentan en los estudiantes al abordar situaciones problema:

- Dificultades en la comprension de los problemas que no permiten una adecuada

busqueda de la via de solucion.

- Incoherencias en las respuestas a los problemas y bloqueos en el proceso de busqueda

de la via de solucion.
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- Inhibicidn en la busqueda de la via de solucién a ciertos problemas como resultado del

efecto negativo de experiencias anteriores.

- Escasa autorregulacion de los procesos mentales por los estudiantes en la resolucion de
problemas.

Respecto a lo anterior, se busca que propuestas como el MID mitiguen y eviten estas
carencias al exponer diversas formas de resolver problemas surgidas en la HM. Sin embargo,
aunque el MID fue desarrollado como un recurso didactico, no debe dejarse de lado los aportes
que trae el estudio de la HM para los docentes. Algunos de estos aportes son reconocidos y

categorizados por Guacaneme (2011) de la siguiente forma:

- Visiones de la actividad matematica: permite entender a las matematicas como parte
de un desarrollo historico, influenciado por motivaciones propias de cada matematico,
los factores sociales y culturales de la época, los errores, argumentos, dudas,
aproximaciones y controversias, entre otros aspectos que permiten humanizar la labor

de estudio en esta area del saber.

- Visiones de los objetos matematicos: implica entender el desarrollo y evolucién de un
concepto u objeto matematico, permitiendo identificar las preguntas, problemas e

intentos de soluciones que fueron planteadas para alcanzar los conocimientos actuales.

- Competencias profesionales: hace referencia a todas las habilidades propias que
desarrolla un profesor al estudiar la HM, ya que se trata de una labor extensa y exigente
en el sentido de que supera el “conocimiento matematico” e implica el uso de otras
habilidades profesionales y personales como son la lectura critica, construccion de

escritos, analisis general y matematico, respeto, tolerancia, entre otros.

En ese sentido, se da al MID un caracter no solo como un recurso didactico, sino
también como una herramienta que permite ampliar el panorama profesional de los docentes
que decidan utilizarlo, posibilitdndoles identificar las utilidades de emplear la HM en su labor
como educadores. Asimismo, se recalca que dicho desarrollo personal y profesional también
se daré en los Maestros en Formacion Inicial (MenFI) al momento de realizar este trabajo de

grado, siendo este otro de los motivantes para su realizacion.

1.2.2. Apartado Tecnoldgico
Las TIC en el aula significan una potente herramienta mediadora del aprendizaje,

Escontrela (2002) citado por De Leodn y Suarez (2008), sefiala que estas permiten identificar
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métodos educativos y al tener un proposito es facil determinar en qué situaciones deben o no
utilizarse. A la par de la clara vision instrumentalista, las TIC también fungen como medio de
apoyo para generar en los estudiantes la capacidad de crear y analizar criticamente, debido a
que ofrecen nuevos escenarios educativos con la posibilidad de flexibilizar tiempo, espacio y
comunicacion. Al respecto de lo anterior, en este trabajo, junto con el MID se presenta un
conjunto de actividades pensadas para el aprendizaje de conceptos matematicos asociados con
heuristicas e Historia de las Matematicas, de forma que el docente las pueda estudiar y
modificar segun las necesidades educativas que tenga.

Por otra parte, las TIC han tenido una fuerte influencia en la educacion — ain mas en
los Gltimos afios —, segun Pérez y Telleria (2012) se ha dado en aspectos tanto positivos como
negativos, por lo que su implementacion debe hacerse desde una perspectiva critica y
constructiva, la responsabilidad de hacer de las TIC una verdadera herramienta para la
ensefianza y el aprendizaje recae en el docente. Sumado a lo anterior, Pérez y Telleria (2012)
plantean una serie de aspectos relacionados con los roles del estudiante y el docente en el
proceso educativo, de los cuales se destacan:

- La necesidad de una didactica diferente, el docente debe planificar la formacion,
proponiendo estrategias y actividades que guien a los estudiantes en su proceso

formativo.

- La gestion de la diversidad cultural, los estudiantes deben tener un trato amable y
cuidadoso ante los conocimientos ajenos a su contexto, mostrando una actitud receptiva
para aprovechar los conocimientos a la par que respetando las diferencias y

caracteristicas socioculturales.

Aspectos en los que el MID funciona de mediador tanto para el docente en su formacién
académica como para el estudiante al dinamizar ciertos conceptos. Asimismo, entendiendo a
Colombia como un ambiente pluricultural en el que cada sociedad tienen sus particularidades
y, por ende, pueden ofrecer una mirada distintas a los conceptos a trabajar, en el MID se

exponen las miradas que diversas culturas le dieron a mualtiples conceptos matematicos.
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1.2.3. Museo Interactivo Digital

Como se mencion0 anteriormente, el MID es un ambiente tridimensional disefiado a
través del motor de videojuegos Unity®. A continuacion, se muestran un par de ilustraciones
(Nustracion 2 e llustracion 3) tomadas de un disefio preliminar del MID las cuales ejemplifica

el aspecto visual que ofrece el software Unity.

Presiona "E" para activar la Presiona "E" para activar la
explicacion animacion

Ilustracion 2. Interaccion en la version de prueba del [lustracion 3. Interaccion en la version de prueba del
Mate-Museo. Mate-Museo.

Para justificar el uso de Unity en el disefio del MID, se realiz6 una indagacion a través
de internet en busca de recursos que pudieran ser similares. En ese sentido, y después de realizar
una busgueda exhaustiva a través de bases de datos y repositorios de distintas universidades —
tanto del pais como fuera de este — asi como en la web en general, se determind que, si bien se
han propuesto y desarrollado materiales digitales interactivos de diversa naturaleza enfocados
a multiples areas, en su mayoria no poseen todas las caracteristicas mencionadas anteriormente

para el Museo o, en su defecto, no se relacionan con la HM.

Particularmente, como fruto de esta busqueda se destaca el proyecto “3DXM Virtual
Math Museum”* pues fue la Ginica propuesta de matematicas que responde al nombre de museo.
Sin embargo, se trata de un proyecto web que no esta disefiado en Unity ni cumple con las

caracteristicas de interactividad que propone el presente trabajo.

Partiendo de lo anterior, se concluye como otro de los motivantes para la realizacion de
este trabajo de grado el hecho de que, segun lo investigado, se presume que puede llegar a ser
el primer museo interactivo digital de habla hispana que aborda la Historia de las Matematicas

y en particular las heuristicas que en esta han surgido.

3 El funcionamiento, herramientas y en general las caracteristicas de este software se relacionan con detalle en el
subcapitulo jError! No se encuentra el origen de la referencia..
4 Disponible en http://virtualmathmuseum.org/ [consultado en septiembre de 2022].
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1.3. Objetivos

1.3.1. General:

Disefiar un museo interactivo digital, a través del software Unity y cuyo tema central
sean las heuristicas matematicas evidenciadas en la historia, asi como un conjunto
de actividades relacionadas con el museo, que sirvan como material didactico para
apoyar el desarrollo de procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas

escolares.

1.3.2. Especificos:

Realizar una revision documental sobre las diversas heuristicas que han surgido en
la Historia de las Matematicas para clasificarlas segin su etapa historica de
aparicion.

Elaborar un conjunto de actividades (se estima al menos una actividad por época
historica) relacionadas con las heuristicas de las Matematicas, y que se
implementaran en el museo digital.

Disefar y programar un museo interactivo digital en el software Unity para exponer
las heuristicas seleccionadas y que permita realizar las actividades planteadas.
Redactar un documento en el que se compile el ejercicio de desarrollo e
investigacion realizados a lo largo de la elaboracion del museo, de las actividades y

de la revision documental.
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2. Marco Tebrico

2.1. El Concepto de Heuristica

Al realizar un estudio en profundidad sobre el desarrollo de la Historia de las
Matematicas fue posible identificar, entre otros, una muy variada gama de métodos y
procedimientos empleados para la resolucion de problemas tanto mateméaticos como de otras
ciencias 0 &mbitos. Empero, ante la imposibilidad de reportarlas todas en el presente escrito,
se requiri6 de un filtro con el cual acotar los métodos buscados, razén por la cual se determiné

a la Heuristica como dicho filtro.

Uno de los nacleos principales de este trabajo fueron las heuristicas — entendidas
inicialmente como métodos de resolucion de problemas — mas especificamente, las heuristicas
en matematicas. Sin embargo, debido a lo relativamente inexplorado del concepto, este no fue
tratado de forma explicita en tiempos anteriores a los Gltimos dos siglos, por lo que se realiz6
un estudio en profundidad sobre el desarrollo de la Historia de las Matematicas resaltando todo
aquello que podria catalogarse como heuristico segun la teoria. Sumado a lo anterior, dado que
el concepto de Heuristica fue pensado originalmente para el &mbito educativo, al momento de
extrapolar la teoria a las Matematicas se presentan multiples vacios conceptuales, que

generaron dificultades en el desarrollo de la revision documental.

Con el objetivo de establecer la definicién de Heuristica a emplear en este trabajo de
grado, en un primer momento se opto por realizar una revision documental general en la que
se pretendia identificar el significado que se tenia de dicho concepto desde la mirada de
variados autores, para lo que se indagd en teorias como las propuestas por Polya (1964),
Schoenfeld (1992), Puig (1996), Kahneman y Tversky (1971), Mller (s.f.), Arteaga y Guzman
(2005).

No obstante, los resultados de dicha busqueda no cumplieron con el proposito de
concretar una definicion de Heuristica adecuada para el TG, pues no sélo algunos estudios
estaban fundamentados en otros sin proponer cambios significativos®, sino que, como
menciona Pdlya (1964), la Heuristica es una rama del saber poco delimitada y de la cual no

existe suficiente claridad. Por tal motivo, tanto su definicion como caracteristicas varian

5> Arteaga y Guzman presentan los resultados de una investigacion sobre las estrategias para resolver problemas
en nifios de quinto grado, aunque sus estudios no hablan directamente de las heuristicas se advierten
planteamientos analogos a los presentados por Puig (1996). Por otro lado, Kahneman y Tversky (1971) encaminan
sus trabajos hacia el &mbito de la psicologia, entendiendo a la Heuristica como una regla intuitiva para estimar la
probabilidad de un evento al tener informacidn sobre otro evento relacionado con el primero.
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significativamente entre una u otra de las teorias consultadas, generando que en mas de una
ocasion fragmentos o teorias completas resultaran irrelevantes para el presente trabajo, por lo

que se vio la necesidad de desarrollar una definicion propia.

Consecuencia inmediata de lo anterior fue la necesidad de estudiar a profundidad los
resultados de las investigaciones consultadas, a fin de detallar aspectos relevantes, parametros
0 puntos para tener en cuenta al momento de establecer una definicién propia de tal forma que
permitiera caracterizar aquello que sera considerado como Heuristica durante la revision de la
HM.

A continuacion, se resumiran las teorias que se consideraron mas significativas — ya
sean por la relevancia en la teoria o por lo innovadora de la misma — y que tuvieron influencia

durante la construccién de la definicion de Heuristica en este trabajo:

2.1.1. Pélya
El concepto de Heuristica se encuentra ampliamente ligado al trabajo de George Polya,

pues como él mismo lo menciona en su escrito “Como Plantear Y Resolver Problemas” (Pdlya,
1964) este concepto se encuentra practicamente olvidado y en desuso. De hecho, es en gran
medida resultado de las investigaciones del autor que se le vuelve a dar relevancia, siendo que
¢l es el fundador de lo que actualmente se conoce como “Heuristica Moderna”, marco en el

gue no sélo se encuentra su propuesta sino también las otras que seran detalladas mas adelante.

La Heuristica era considerada “una ciencia bastante mal definida y que se relacionaba
tan pronto con la logica, como a la filosofia o a la psicologia (...) tenia por objeto de estudio
las reglas y los métodos del descubrimiento y la invencion” (POlya, 1964, p. 101). Es decir, se
trataba de una ciencia enfocada en descubrir la forma en que los seres humanos razonan en
relacion con un problema o durante el acto de inventar, a la cual no se le habia dotado de la

importancia que merecia debido a la ambigiiedad con la cual estaba definida.

Sin embargo, los estudios del autor permitieron dotar de un nuevo significado a esta
ciencia caracterizandola como la Heuristica Moderna, la cual “trata de comprender el método
que conduce a la solucién de problemas, en particular las operaciones mentales tipicamente
utiles en este proceso” (POlya, 1964). En ese sentido, se estudia no solo la forma en la que los
individuos acttan durante el acto de inventar, sino que ademas se categorizan dichos métodos
de actuacion, destacando su nivel de utilidad al momento de dar solucion a un problema.

Asimismo, el autor menciona que el razonamiento heuristico no es definitivo ni riguroso, sino
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que tiene un caracter mas provisorio, circunstancial y plausible cuyo objetivo es el de dar

solucion a un problema propuesto (Polya, 1964).

Por ultimo, de este autor se destaca la caracterizacion de un modelo que dirige la accién
de un sujeto al momento de abordar e intentar solucionar un problema. Dicha teoria consta de

las siguientes cuatro etapas:

1. Comprender el problema: implica analizar los datos, las condiciones y la incégnita a
fin de determinar cuales son los parametros que daran por solucionado el problemay
determinar si la informacion es suficiente y Gtil para la solucion del problema o por el
contrario redundante o contradictoria.

2. Concebir el plan: requiere de la busqueda de problemas relacionados o de algiin modo
similares al que se pretende solucionar que ya hayan sido resueltos con anterioridad.
También usa la organizacién de los datos, por ejemplo, cambiando la incégnita,
deduciendo informacion extra, resolviendo el problema por partes, entre otros. Esto con
el objetivo de proponer un camino claro para intentar dar solucion al problema.

3. Ejecutar el plan: implica no sélo aplicar el plan determinado anteriormente, sino la
verificacion de cada paso y la verificacion de que cada uno de ellos sea correcto y, a ser
posible, demostrable.

4. Visidn retrospectiva: se da al momento de examinar la solucién obtenida del
problema, tratando de verificar el resultado y el razonamiento empleado. Ademas,
implica poner a prueba la solucion, intentando llegar a ella por otro medio o aplicarla
en otro problema.

2.1.2. Schoenfeld
Si bien Polya dota de importancia al concepto de Heuristica y renueva su relevancia en

el campo de la investigacion pedagdgica, formalmente no realizé investigaciones con
estudiantes que le permitieran verificar si sus ideas eran 0 no acertadas. Esta es una de las
principales criticas que Shoenfeld tiene sobre el trabajo de Polya y que, en contramedida, lo
diferencia siendo no so6lo un sucesor de su teoria, sino también un detractor de algunas de sus
ideas (Barrantes, 2006).

Schoenfeld (1992), reporta en su libro “Mathematical Problem Solving ” una serie de
estudios realizados con docentes y estudiantes de matematicas a los cuales proponia diversos

problemas siguiendo las recomendaciones de la teoria de Pdlya, de los cuales concluye que al
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emplear la resolucién de problemas como estrategia didactica, las heuristicas son por si solas
insuficientes, pues estas pueden llegar a fallar y se ignoran por completo otros factores que
pueden impactar en el aula, como el contexto de los estudiantes o la incidencia del docente en

la misma.

Aungue Schoenfeld mantiene la definicion de Heuristica presentada por Pdlya, enfatiza
la particularidad de cada problema y como no siempre las heuristicas generales pueden
conllevar a una solucion, siendo que para poder emplearlas se requiere de un vasto
conocimiento de su concepto y funcionabilidad, ademas de requerir de una amplia habilidad

para aplicarlas que no siempre se da en contextos escolares (Barrantes, 2006).

Por ultimo, se destaca que en el texto “Aspectos de la Cognicion” se caracteriza a la
Heuristica como “el conocimiento de base, estrategias de resolucion de problemas, gestion y

control, creencias y afectos y las practicas” (Puig, 1996, p. 38).

2.1.3. Puig
El renovado interés en el estudio de la resolucion de problemas generé que muchos

autores dedicados a la Pedagogia y Didactica de las Matematicas centraran sus esfuerzos en
este proceso. Particularmente, Puig (1996) en su texto “El Modelo de las Competencias”
pretende analizar en amplitud este campo desde los referentes tedricos mas relevantes (como

son Polya y Schoenfeld).
En especifico, Puig conceptualiza a la Heuristica como

El estudio de los modos de comportamiento al resolver problemas y los medios que se
utilizan en el proceso de resolver que son independientes del contenido y que no
suponen garantia de que se obtenga la solucién, y calificaremos, por tanto, de

heuristicos a tales modos y medios. (Puig, 1996, p. 34).

De esta definicién se puede identificar que Puig toma como heuristico no sélo los
procesos mentales que se dan al abordar un problema como lo hace Polya, sino tambien la
estrategia empleada para intentar determinar su solucién. Por otro lado, se destaca que la
aplicacién de un razonamiento heuristico a un problema no necesariamente permite obtener un

resultado satisfactorio, de hecho, ni siquiera implica que dicha solucion exista.

Cabe resaltar a su vez, que durante su trabajo estableciendo un modelo de competencia
para la resolucion de problemas, Puig determina y clasifica una serie de elementos que

intervienen en dicho proceso (Puig, 1996), de entre ellos se destacan:
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1)

2)

3)

Las herramientas heuristicas: son las habilidades y estrategias que pretenden
modificar la naturaleza del problema. Algunas de ellas son:

- Consideracion de un dnico caso.

- Division del problema en partes.

- Reformular el problema.

- Examinar las posibilidades del problema una a una.

- Paso al contrarreciproco.

- El uso de figura auxiliar.

- El uso de analogias.

En ese sentido, el objetivo de aplicar una herramienta heuristica es el de transformar un

problema en otro.

Las destrezas heuristicas: son las estrategias que permiten profundizar o simplificar
el abordaje de un problema sin modificarlo directamente, en verbigracia la construccion

de representaciones, esquemas, tablas, organizacion por casos, entre otros.

Estos cambios deben enmarcase en un &mbito netamente funcional y exploratorio, pues
no se trata de cambios estéticos o de presentacidn, sino que son estrategias que permiten

desencadenar el uso de herramientas heuristicas.

Las sugerencias heuristicas: son todas las ideas que permiten direccionar el proceso
de resolucion del problema sin establecer un método o procedimiento concreto a seguir.
Entre ellas es posible encontrar sugerencias heuristicas como “buscar un problema
relacionado” o “considerar un caso particular” las cuales no sélo orientan la labor del
individuo, sino que permiten y apoyan la aplicacion de procesos mentales como la

busqueda en su memoria a largo plazo.

2.1.4. Miller

Los estudios relacionados a la Heuristica desde Polya y Schoenfeld se han enmarcado

en un aspecto pedagdgico y principalmente asociado a la Didactica de las Matematicas. Sin
embargo, algunos autores como Horst Miiller proponen teorias mas amplias en relacion con la
resolucion de problemas y al concepto de heuristico. En ese sentido, Miuller (1990) — citado

por Crespo (2007) — define la Heuristica como

22



Una disciplina cientifica aplicable en todas las ciencias e incluye la elaboracion de
principios, estrategias, reglas y programas que facilitan la busqueda de vias de solucion
para problemas, es decir, para tareas de caracter no algoritmico de cualquier tipo y de
cualquier dominio cientifico o practico. (Muller, s.f., citado por Crespo, 2007, p. 24).

De esta definicion se destaca no sélo un cambio en el objeto de estudio de los procesos
mentales del individuo a la elaboracion de métodos que solucionen problemas, sino que
también se amplia el rango de uso de la Heuristica del area de las matematicas a cualquier

ciencia o0 ambito en el que se deban resolver problemas.

Del mismo modo, y como reporta Crespo (2007), Miiller considera a los elementos
heuristicos como un concepto primario o intuitivo, por lo que no propone una definicion

concreta sobre ellos. A pesar de esto, si plantea la clasificacion de la Tabla 1:

Tabla 1. Clasificacion de elementos heuristicos.

Clasificacion de elementos heuristicos segun Miller

Procedimientos heuristicos

Métodos asociados a la realizacion consiente de actividades mentales

Medios auxiliares . .
complejas y exigentes.

heuristicos

Estrategias
heuristicas

Principios heuristicos Reglas heuristicas

Son las herramientas
que se emplean para
favorecer el
entendimiento y

Son un conjunto de
reglas que pretenden
apoyar y optimizar el
proceso de toma de

Son las estrategias que
guian en gran medida las
acciones tomadas para
resolver el problema.

Su objetivo es el de
impulsar la bisqueda
de conocimientos o
posibles soluciones a

limites.

comprension de un | Algunos principios | un problema. | decisiones.  Algunas
problema, asi como la | heuristicos son: Ejemplo de ello es la | estrategias heuristicas
biusqueda de  su |- Laanalogia. reformulacion de un | son:
solucion. - Lareduccion. problema, la|- Trabajo hacia
- Lainduccion. busqueda de delante  (método
- Lageneralizacion. conocimientos sintético).
- Movilidad. relacionados con lo | -  Trabajo hacia atras
- Mediry probar. dado y lo buscado en (método analitico).
- Estudio de casos | el problema, entre | - Descomposicion
especiales y casos | Otros. del problema en

subproblemas.

A continuacion, se presenta un diagrama (llustracion 4) citado por Crespo (2007) en el

que se organizan y ejemplifican los elementos heuristicos de Miller:
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« Figuras ilustrativas, esbozos o figuras de analisis.
« Tablas que reflejan relaciones entre datos.

e
E=z
/ s X 2 J*+ Mementos: resimenes organizados de definiciones,
2 53 teoremas propiedades y procedimientos que
§ g:® aparecen en los libros de textos.
« Diagramas de flujo que ilustren el problema.
« Analogia
« Recursién
* Reduccion
Generales * Modelacién
3 « Induccién
&
'o; « Generalizacion
« Movilidad

Especiales< * Medir y probar

soopsNoH
sojuowe|3

- « Casos iales v casos limi
-
§ § « Separa lo dado de lo buscado.
;7. % « Reformula el problema en terminologia propia de la
33 Matematica.
) % * Recuerda conocimientos relacionados con lo dado y
» lo buscado.

se|boy

< * Confecciona una figura de analisis

« Busca relaciones entre los elementos dados y los
buscados.

« Transforma la tesis en una expresion equivalente.

* Analiza la tesis.

e etc., etc,, etc.,...

« Trabajo hacia adelante
Trabajo hacia atras

ey Ly

* Descomposicion del pr en subpr

~“sejbojens3
.

\

lHustracion 4. Clasificacion de los elementos heuristicos tomado de Crespo (2007, p. 159).

2.1.5. Definicion Propia

Como se menciond anteriormente, el objetivo de profundizar en el concepto de
Heuristica fue para emplearla como herramienta para clasificar diversos descubrimientos
matematicos surgidos como respuesta a problemas evidenciados durante la historia humana y
en particular de las Mateméticas. Ademas, como también se mencion0, ninguna de las
definiciones consultadas fue completamente satisfactorias para el enfoque que se pretendia en

este trabajo.

En ese sentido, y tras la revision documental presentada anteriormente, se seleccionaron
algunas ideas clave de las teorias de Pdlya, Schoenfeld, Puig y Muiller con las cuales fue posible

construir la siguiente definicion de Heuristica:

La Heuristica es una disciplina encargada de estudiar la elaboracion, funcionamiento
y resultados de estrategias® para la resolucion de problemas. Tales estrategias reciben el
nombre de heuristicas. Cabe resaltar que aplicar una o varias heuristicas no garantiza que el

problema se resuelva o si quiera que dicha solucién exista.

5 Entendiendo estrategia como “un proceso regulable, conjunto de reglas que busca una decision 6ptima en cada
momento” (Real Academia Espafiola, 2022).
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Ademas, tales estrategias deben cumplir con los siguientes aspectos:

1) Son aplicables a variados campos del saber, pero no requieren de un caracter riguroso
o definitivo.

2) Presentan cierto grado de generalidad’, esto es, la abstraccion de los elementos comunes
de una serie de problemas que permiten que la solucién planteada sea valida para

maltiples situaciones.

Por ultimo, las heuristicas también seran catalogadas segun, por lo menos, uno de los

siguientes principios:

o Principios heuristicos generales:

= Analogia: es un razonamiento que implica la identificacion de elementos
semejantes o correspondientes entre el problema que se busca resolver y uno
ya resuelto, tomandolos como herramienta para hallar dicha solucién.

= Reduccion: implica transformar el problema que se pretende resolver en
otro. Para lo cual se emplean procesos como: la recursién, la modelacion, la
reduccion a un problema ya resuelto y la modelacién.

» Induccion: es un método centrado en la observacion y anélisis de
situaciones particulares que permiten identificar elementos comunes entre
ellas obteniendo una generalizacion empirica. Asimismo, se toma por
inductivo el razonamiento que implica hacer uso de saberes con un grado
bajo de universalidad para obtener un juicio de mayor grado de
universalidad.

o Principios heuristicos especiales:

» Movilidad: es un método centrado en problemas geométricos, en el cual se
dota de caracteristicas “dinamicas” a un ejercicio de geometria estatica. A
partir de las cuales se obtienen conclusiones respecto a las relaciones y
dependencias.

= Mediry probar o medir y comparar: es un razonamiento similar al de la
movilidad, pero aplicado a conjuntos de valores o datos, los cuales son
analizados tras realizar la modificacion con el objetivo de tomar decisiones

que lleven a la resolucion del problema.

7 La generalizacion es uno de los principios heuristicos presentados por Miiller. Sin embargo, debido a que adn
mantiene un carécter escolar, no se le dara dicho rol en este trabajo, pues pierde el sentido al evaluar estrategias
surgidas desde la HM.
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= Casos especiales y casos limites: se refiere al analisis del comportamiento
de situaciones matematicas llevadas a casos extremos 0 con una
complejidad particular. Verbigracia de esto son los anélisis a funciones en

puntos especiales o cuando la variable tiende al infinito.

Una vez establecida la definicion de Heuristica que, ademas de responder a las
incognitas planteadas en un inicio sirvio para orientar la revision documental de la HM y para
discriminar los conceptos matematicos consignados anteriormente — suprimiendo aquellos que
no respondian apropiadamente como heuristica o en los que se presentaban ambigledades —;

se procede a describir la revision documental realizada a la Historia de las Matematicas.
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3. Revision Historica
3.1. Contexto Historico y Heuristicas en la Historia de las Matematicas.

En esta seccion se recopilan y describen las diversas heuristicas que fueron
seleccionadas para presentarse en el MID. En particular, se destacan aquellas que por su
importancia en el desarrollo de la HM y la amplitud de sus componentes visuales, gréficos o

concretos favorecen su incorporacion en este.

Respecto al desarrollo histérico de la humanidad Mankiewicz (2005) sefiala que “la
historia no consiste en una trayectoria de hechos claros y ordenados” (p. 10), los registros que
se tienen — especialmente en periodos antiguos — presentan generalmente saltos temporales
debido a los cuales resulta imposible determinar un orden exacto para los sucesos, ademas de
tener vacios conceptuales sobre como o de qué manera se llegaron a dichas conclusiones. En
ese sentido, es relevante mencionar que el estudio de las matematicas se ve permeado por el

contexto en el que surge, las creencias y los avances tedricos propios de la etapa historica.

Atendiendo a lo anterior, se mencionaran a continuacion las etapas historicas estudiadas

para este trabajo, estas son:

- Edad Antigua: se describiran las heuristicas asociadas a las civilizaciones clasicas de
Babilonia, Egipto y Grecia, debido a su amplio desarrollo (y registro existente) en

matematicas.

- Edad Media: teniendo en cuenta los pocos registros de avance matematico en Europa
durante esta época, se describirdn conceptos matematicos trabajados en las
civilizaciones de Medio y Extremo Oriente como lo son Arabia, China e India; las
cuales también sélo son descritas de forma sucinta debido tanto al fuerte componente

algebraico en sus matematicas como a los fragmentados registros.

- Edad Moderna: en esta etapa se comenzd la separacion de las Matematicas “puras” y
aplicadas, motivo por el cual los problemas que surgieron — y fueron estudiados —
poseen un tinte cada vez mas formal y netamente matematico. Por estas razones se
abordaran las propuestas de algunos autores para problemas de variada indole, asi como

las interpretaciones de conceptos matematicos con una mirada moderna.

- Edad Contemporanea: del mismo modo que en la Edad Moderna, los problemas que
generan la creacion de heuristicas en Matematicas tienen como eje central el desarrollo

de teorias formales y de un carécter bastante complejo. Empero, el auge de las nuevas
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tecnologias también permitio abordar problemas ya existentes de mdltiples maneras,
debido a ello las heuristicas presentadas para esta época estaran centradas en como las

Matematicas y la Tecnologia Digital buscan resolver problemas en la realidad.

En particular, se realizara una contextualizacion general sobre cada época o
civilizacion, id est, una explicacion sucinta de su desarrollo matematico y el analisis de cada
heuristica surgida en dicho periodo y elegida para incorporarse en el MID. Asimismo, se alude
a su componente historico, matematico, el proposito de su creacion y los problemas de los

cuales surge dicha heuristica.

3.2. Edad Antigua (4000 a. C. —siglov d. C.)
La Edad Antigua — también conocida como Antigiedad — fue una etapa histérica

enmarcada por el surgimiento de multiples civilizaciones humanas, destacando aquellas
surgidas en los continentes de Europa y Asia, y se encuentra delimitada por el surgimiento de
la escritura y la caida del Imperio Romano (ACNUR Comité Espafiol, 2018).

Durante esta época se presentaron multiples avances sociales y culturales entre los que
se destaca la creacion de un estado o gobierno que permitié organizar las acciones de grandes
poblaciones, estableciendo las primeras leyes y cddigos sociales ligados a los roles que se
asignaban a las clases sociales presentes en cada civilizacion, siendo generalmente distinguidos

entre: monarquia, aristocracia, eruditos, artesanos y esclavos (ACNUR Comité Espafiol, 2018).

En esta etapa historica se realizaron variedad de avances en el desarrollo cientifico en
todas las ramas del saber — siempre con una mirada practica y con el propdsito de responder a
las problemaéticas del momento — se generaron conocimientos que ayudaron a cimentar las
teorias modernas. En el presente documento, se decidi6 profundizar Gnicamente en los avances
matematicos de las civilizaciones babildnica, egipcia y griega; debido principalmente a la
amplitud de registros y andlisis ligados al desarrollo historico de las matematicas en cada una
de ellas. Por otra parte, y teniendo en cuenta los pocos registros que se conservan de otras

ubicaciones como Extremo Oriente 0 América, estas no se abordaran en este apartado.

A continuacion, se profundizard en el desarrollo histérico de las civilizaciones
anteriormente mencionadas, asi como generalidades a nivel matematico, seguidamente se

realizara un analisis de algunas heuristicas que emplearon para la resolucion de problemas:
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3.2.1. Babilonia

Babilonia fue una de las primeras civilizaciones de la humanidad de las cuales se tienen
registros, controlaban gran parte del Medio Oriente gracias a sus amplios conocimientos en
variados &mbitos, entre estos, de matematicas. Vivian junto a cuerpos de agua, obteniendo de
estos insumos bésicos como alimentos y material de construccion. Solian usar la arcilla como
el papel en la actualidad, escribiendo con pequefios cinceles en un material del que, si bien,
apenas solo se conservan vestigios, permitié una mejor conservacion que el papiro o el bambd
de otras civilizaciones (Collette, 2000), en las tablillas pueden observarse desde calculos para
el desarrollo de alguna teoria hasta material pedagdgico con el que los jovenes estudiaban o

desarrollaban las tareas que les asignaban (MatematicasTV, 2008).

Se destacaron en areas como la agricultura y arquitectura, en las que hallaron
informacion y problemas para su propio desarrollo cientifico. Asimismo, comprendian las
Matematicas desde una base concreta con una fuerte perspectiva geométrica, empleando
distintas maneras para realizar variados calculos sin simbolos ni formulas, ejemplo de ello es

su escritura cuneiforme (Collette, 2000).

Por otra parte, tras una revision documental, se observa que (segun los registros) su
desarrollo en el campo del Algebra esta limitado en comparacion a las civilizaciones griegas y
egipcias; comprendiendo generalmente una solucion aproximada a las ecuaciones que trataban
de resolver (Collette, 2002). Su desarrollo algebraico tenia un caracter retorico, id est, los
problemas algebraicos eran enunciados, descritos y solucionados empleando lenguaje natural,
sin utilizar ningan tipo de simbologia como la empleada actualmente, por lo que sus

procedimientos resultaban confusos y, en algunos casos, ambiguos.

Sin embargo, los babilénicos dejaron pruebas de su gran habilidad en el célculo
aritmético, llegando a crear tablillas con largos casos y ejemplos de calculos para facilitar los
mismos en variados problemas. Maza (2007) en su texto detalla algunas de las muchas tablillas
con cuentas creadas con el proposito de facilitar los calculos, operando un nimero cualquiera
por otros distintos no necesariamente sucesivos. No obstante, algunas de estas tablillas

presentan algunos errores de calculo innatos a las habilidades del calculista.

Empleaban un sistema de numeracion posicional de base 60, llamado también
sexagesimal, del cual ain se conservan huellas como las medidas de tiempo y los angulos
expresados en grados, se cree que esto era debido a los divisores del niUmero 60 y cOmo estos

pueden influir en ciertos calculos aritméticos (MatematicasTV, 2008), ademas, los babilénicos
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requerian del conteo de nimeros grandes para realizar mediciones astronomicas como los
ciclos lunares. Asimismo, no contaban con un simbolo para representar el cero ni la separacion

de la parte entera de la fraccionaria (Rey y Babini, 2013).

Por otra parte, debido a la importancia que los babilonicos les daban a las soluciones
aritméticas de sus problemas algebraicos (Collette, 2002), es decir, de las aplicaciones practicas
que se obtenian de avanzados métodos abstractos, se generd un amplio desarrollo de su
enrevesada algebra; esta era, naturalmente por la época, deficiente en multiples aspectos, como
la notacidn, la falta de métodos generales y la consideracion de ciertos casos. Sin embargo, no
se limitaban a un conjunto particular de problemas como otras civilizaciones, sino que
presentaban algunas generalizaciones que les permitian abordar una mayor cantidad de

situaciones.
Para la civilizacion babilénica se tendran en cuenta las siguientes heuristicas:

Relaciones paramétricas (ternas pitagoricas)
En una de las tablillas encontradas en los vestigios de la civilizacion babilonica, se

puede observar lo que mas tarde se conocerian como ternas pitagoéricas, aunque parte del
material se encuentra fragmentado y perdido es posible inferir a qué nimeros hacen referencia,

pues estos provenian de las siguientes relaciones (empleando notacion moderna):

a = 2pq
b:pz_qz
c =p?*+q*

Las cuales cumplen con la igualdad (2pq)? + (p? — q?)? = (p? + q?%)?. Los términos
p Y q conocidos como “numeros generadores” los cuales cumplen con condiciones como que
ambos son numeros naturales cualesquiera no simultdneamente impares y con p mayor que q
(Ortiz, 2005). Se cree que estas ternas servian de base para la construccion de tablas
trigonométricas (Collette, 2002). Las ternas, como algunos de sus métodos generales, prestaban
ayuda a los agrimensores, quienes debian hacer variados calculos con las areas de cultivo, tarea

para la cual las matematicas estaban mas que preparadas.

Métodos de resolucion de ecuaciones
Siendo la agricultura una de las principales actividades economicas de esta civilizacion

era indispensable tener los conocimientos necesarios para realizar variados calculos con las

medidas en los terrenos y construcciones en los mismos (Maza, 2007). Si bien su geometria
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consisti6 mas en conjuntos de reglas y algoritmos para efectuar medidas practicas sin
formalismo o demostraciones, esta respondia lo bastante bien a las problematicas de la época
(Ortiz, 2005).

Para la actividad agricola, especificamente, se ve involucrada la ecuacion de segundo
grado ya que debian calcular &reas de figuras en dos dimensiones. Como se puede apreciar en
la llustracién 5, aunque no hay registro de que hayan obtenido la formula cuadrética, si que
presentaron manejo de multiples ecuaciones y estudios de sorprendente exactitud sobre
diversos poligonos regulares e irregulares, los babilonicos reducian el problema de
aproximacion de areas a otros més sencillos de calcular — como cuadrados — u otros que ya
conocieran. Con este método también obtuvieron algunas “formulas™® que en la actualidad se

conocen como productos notables (Perero, 1994).

7+6

lustracion 5. Método babilénico para el calculo de areas indeterminadas.

Otro de los métodos desarrollados y empleados por los babilonios para resolver
ecuaciones era usando balanzas (MatematicasTV, 2008), con las cuales podian abordar
expresiones lineales con coeficientes naturales. Las utilizaban en problemas en los que,
sabiendo la cantidad de elementos implicados y su peso en total, podia determinarse el peso de
cada objeto individual. Asi, experimentando con la balanza al poner y quitar elementos de un
lado u otro, deducian los valores solicitados. Este método brindaba informacion de gran
importancia tanto para comerciantes como para agricultores y fungia como herramienta de
resolucion de problemas como la reparticion de herencias, aunque se conservan evidencias de
los desarrollados avances matematicos de los babilonicos no se sabe como o de qué manera
llegaron a ciertas formulas o identidades (Collette, 2002), tales como las propiedades
conmutativa y distributiva para casos como la multiplicacion que fueron ampliamente usadas
para la simplificacién de calculos, propiedades que mas tarde fueron demostradas y

generalizadas por los griegos (Ibafez, 2019).

8 Como se mencion6 anteriormente, empleaban algebra retérica, por lo cual complicaba a los babildnicos el
proceso de generalizacion tanto al momento de formularla como de aplicarla.
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Los babilonios eran también ilustres en el proceso iterativo, empleandolo para idear un
método para resolver ecuaciones de segundo grado y otro con el que aproximaban los valores

de raices cuadradas, ambos similares. EI proceso puede describirse como:

Se desea calcular algunas aproximaciones para Vb, donde b es un nimero apropiado.
Seax = /b laraiz buscaday sea b, una aproximacion de esta raiz. Supongamos que
. ., b - - ~
a, es otra aproximacion tal que a; = . Si b, es demasiado pequefio, entonces a; es

1

a1+b1
2 .

. b ’ . ~ ‘ ..
demasiado grande, entonces a, = - sera demasiado pequefio. Luego, sera suficiente
2

tomar la media aritmética b; = azTH’Z, y asi sucesivamente... (Ortiz, 2005, p. 14).

demasiado grande. Elegimos entonces la media aritmética b, =

Si b, es

3.2.2. Egipto
Cerca de Babilonia, el rio Nilo — surgido de la union entre los rios Nilo Blanco y Nilo

Azul y considerado el segundo rio mas grande del mundo — fue el causante del desarrollo de
una de las civilizaciones mas prosperas de la antigiiedad, la civilizacion egipcia (Rey y Babini,
2013). Este cuerpo de agua proporciond recursos primarios como agua y peces, asi como la
formacion de limo — un tipo de sedimento — el cual era crucial para la agricultura egipcia. Su
organizacion social tenia fundamentos teoldgicos, debido a que los principales dirigentes eran
el faradn — a quién se le daba un rol de divinidad — y la nobleza sacerdotal (Pero Eso Es Otra
Historia, 2022). Si bien, la veneracion de un faraén no era superior a la prestada por cualquier
otra civilizacién a su dirigente principal, era tras su muerte que se consideraba fusionado con
uno de sus multiples dioses: Osiris; por lo que se les daba sepultura en estructuras funerarias

conocidas como “mastabas” o, mas comunmente, pirdmides.

Su desarrollo cultural y social dio lugar a su propio sistema de escritura, los jeroglificos,
representados en hojas fabricadas con la planta de papiro, esta Ultima, aunque resulta practica
para la escritura es susceptible a dafios por el paso del tiempo por lo que sélo se conservan
algunos documentos (Mankiewicz, 2005). En particular, para este trabajo se mencionaran los
papiros de Moscu y de Ahmes (o Rhind), dos textos en los cuales se recopilan problemas
matematicos resueltos por los antiguos egipcios. Tales papiros tienen registros asociados a
conceptos como: operaciones, ecuaciones, progresiones, céalculo de volUimenes, areas y
proporciones. Cabe resaltar que estos problemas estan asociados a situaciones cotidianas, pues
la matematica egipcia estaba centrada en solucionar problemas de practicas como agricultura,

arguitectura, economia, entre otros (Moreno, 2012).
Asi, para la civilizacion egipcia se tendran en cuenta las siguientes heuristicas:
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Métodos de resolucién de ecuaciones

Contrario a los babilonicos, los egipcios tuvieron un mayor enfoque en las matematicas
aplicables a construcciones, agricultura, guerra u otros oficios practicos; sin desentenderse del
desarrollo tedrico, aunque sin ahondar de mas en este. El investigador Ortiz (2005) sefiala en
su compilatorio “(...) si hubo algebra en Egipto ella estaba atin en su estado inicial” (p. 39).
Sin embargo, en los registros que se conservan se pueden observar pequefias pistas del
desarrollo del anélisis y la variacién por medio de la técnica del tanteo que posteriormente se

Ilamaria Regula Falsi (Moreno, 2012).

En el tanteo comprendido por los antiguos egipcios se empleaba una variable local
denominada “aha” (montén) usada para referirse a una cantidad desconocida. Para resolver la
ecuacion, a la incdgnita se le asignaba un valor arbitrario y se operaba con los demas términos,
al obtener el resultado (casi siempre erroneo) se ponia en relacién con el verdadero segln la
expresion y se multiplicaba por el supuesto inicial, este ultimo, aunque mas exhaustivo,

terminaba por ser una posible solucion al problema (Luque, Mora y Torres, 2014).

Un ejemplo de este método se encuentra reportado por Lugque, Moray Torres (2014) en

-, X - .
el que se resuelve la ecuacion x + o= 19 de la siguiente manera:

Suponer un valor arbitrario para la incognita, por ejemplo x = 7
7+2=8;pero8 # 19
Posteriormente se establece la relacion entre 19 y 8 como %

Tras lo cual se multiplica este nuevo valor por la primera aproximacion, quedando asi:

19 133

X
8 8
. . 133
Se repite el proceso con el nuevo valor, es decir, tomando x = =~ COmo se muestra a
continuacion:

133
133+T =19
8 7

obteniendo asi la respuesta al problema planteado.

Luque, Mora y Torres (2014) tambien sefialan que es probable que los egipcios
emplearan este método con ecuaciones de segundo grado, sin embargo, los escasos registros

que se conservan no dan prueba de ello.
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Triangulo Sagrado

Como bien explica el profesor Marcus Du Sautoy en el documental Historia de las
Matematicas (2008), el Nilo era la fuente principal de recursos para los egipcios
proporcionandoles alimentos y materiales de construccién, en el ambito agricola los terrenos
eran especialmente cambiantes debido a las subidas del rio por lo que constantemente estos
debian medirse para calcular los respectivos impuestos en funcién de la cantidad de terreno,
para ello, los cobradores de impuestos — o0 harpedonaptas, como sefiala Mataix (1991) —
poseian una sencilla herramienta como lo es una cuerda, esta, sin embargo, era la
ejemplificacion de un caso particular de uno de los teoremas méas famosos de la antigiiedad
(ver llustracion 6). Con doce nudos equidistantes la cuerda al ser puesta en una formacion
especifica con ayuda de estacas fijadas en ciertas partes genera un triangulo rectangulo cuyos
lados tienen como medida tres, cuatro y cinco, siendo el tltimo nimero el correspondiente a la

hipotenusa, estos nimeros cumplen con la igualdad:

a h a? + b? = K2
3% +4% =5
b 9+ 16 =25

lustracion 6. Triangulo rectangulo.

Esta potente herramienta era usada para generar angulos rectos en cualquier terreno o
superficie, ya que — como bien lo demostrarian los griegos unos siglos mas tarde — al tener un
triangulo cuya medida de sus lados cumpla con la relacion matematica establecida este ademas
es rectangulo. Los egipcios asi lograron construir sus magnificas edificaciones
(MateméticasTV, 2008).

Estrategias para realizar conteos

En la cotidianidad egipcia era posible identificar maltiples situaciones y actividades
matematicas, desde largos y complejos procedimientos para determinar los impuestos a cobrar
0 conteos de objetos comunes, como las raciones de comida a los empleados de algun oficio.
Los egipcios requirieron del conteo para diversos problemas como la organizacion de sus
ejércitos, las temporadas de inundaciones y cosecha, reparticion de bienes, construccion de

piramides u otras edificaciones.
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En algunos de los papiros egipcios se puede identificar el manejo de progresiones
aritméticas y geométricas. Particularmente, se observan problemas relacionados al conteo de

soldados, ciclos del rio, reparticion de pagas y raciones, entre otros (Collette, 2000).

Como se mencion6 anteriormente, su desarrollo en el campo algebraico permitio a los
sabios egipcios obtener resultados para estos conteos que requerian del manejo de fracciones,
razones o tableas con resultados numéricos. Sin embargo, no hay registro de formulas o

métodos generales, asi como estudio de propiedades (Ortiz, 2005).

Uno de sus notables progresos matematicos fue en el campo de las fracciones, para las
cuales tenian algoritmos e inclusive tablas con ciertos resultados para facilitar su calculo en

variados ambitos. Segun los registros, y quizas debido a su continua presencia en la vida diaria

- 2 1 1 1 . .
(Collette, 2002), las fracciones 33 5 Y, eran especialmente apreciadas, por lo que se

buscaba descomponer cualquier otra fraccion en estos términos mucho mas sencillos de

trabajar para ellos.

Las matematicas en las antiguas civilizaciones fueron intimamente ligadas con los
mitos y las creencias, por lo que, generalmente estas eran exclusivas de aquellos que dentro de
las sociedades se encargaban de fungir roles en este ambito (D'Amore, 2008), los egipcios no
fueron ajenos a ello, uno de los muchos ejemplos citables con miradas matematicas es el mito
del Ojo de Horus; en una de las muchas versiones del relato (MatematicasTV, 2008) se explica
que el dios Horus en medio de una cruenta batalla contra otra deidad le fue arrancado uno de
sus ojos, el cual después fue fragmentado y las piezas dispersadas por todo Egipto. Esta
historia, ademas de interesante, encierra un importante objeto matematico, pues a cada pieza
se le asociaba con una fraccion unitaria® que seguia una progresion, y estas al sumarse se

aproximan a la unidad, con lo que queda implicita la idea de una serie.

D’Amore (2008) en su texto "Matematica en Todo” detalla otra version del mito, en el
que Horus tomaria el papel de un pastor, que se encontraba comprometido con otra pastora y
cada uno por su lado velaba por su propio rebafio, tal era la belleza de la mujer que un dios
egipcio termind por encapricharse con ella, un dia se presentd ante la féminay le propuso pasar
la noche juntos, ante su inesperada negativa decide castigar a Horus arrancandole su ojo y
esparciendo por el desierto la mitad, después la mitad de la mitad, luego la mitad de la mitad

de la mitad y asi seis veces. La muchacha corrid por las arenas buscando salvar a su amado de

° Fraccion unitaria se comprende como aquella cuyo numerador es la unidad.
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tan cruento castigo, cuando finalmente los alcanza acepto las peticiones, a la mafiana siguiente

regreso con el joven pastor y con carifio recompuso su fragmentado ojo. Cabe destacar que la
.01 1 1 1 1 1 63 - ~
progresion = + -+ -+ — 4+ — 4+ — da como resultado — y no la unidad (1), como sefiala el
2 4 8 16 32 64 64
mito (véase llustracién 7).

-/—
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llustracion 7. Fracciones unitarias con el Ojo de Horus tomada de D ’Amore (2008, p. 63)

3.2.3. Grecia
Para finalizar, la Gltima civilizacién de esta etapa histérica que se tendrd en cuenta

durante este trabajo es la griega, en particular centrando los estudios en el periodo de 2700 a.

C.al 30 a. C. época llamada Antigua Grecia.

Cabe resaltar, el amplio desarrollo matematico que tuvo esta civilizacién, pues
repercute hasta el dia de hoy con la preservacion de teorias y desarrollo matematico clasico (v.
g. Teorema de Pitagoras, Hexagono de Pappus), la Geometria Euclidiana, entre otros. Ademas
de los diversos reconocimientos a nivel historico como el de Tales de Mileto (624 a. C. — 546
a. C.) como el primer matematico de la historia, debido a que fue el primero en realizar una

demostracion de sus afirmaciones e hip6tesis (Asimov, 1999).

Es relevante reconocer la conquista que tuvo Roma sobre Grecia y como esto les afect6
culturalmente (Pero Eso Es Otra Historia, 2016). Pues, si bien los romanos se hicieron con el
dominio del territorio griego tras las guerras médicas, la cultura griega no sélo fue adoptada,
sino que tomo un rol predominante en la romana. Un ejemplo de ello puede evidenciarse al
analizar sus mitologias en paralelo pues la estructura e historias se mantienen casi intactas
modificando principalmente nombres como: Japiter (Zeus), Juno (Hera), Neptuno (Poseidon),
Minerva (Atenea), entre muchos otros. En ese sentido, debido a la amplia relacion entre ambas

culturas — destacando que la civilizacion romana no cuenta con avances matematicos tan
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significativos como la griega (Mataix, 1986) — durante el desarrollo de este trabajo se

reconoceran las heuristicas de ambas civilizaciones como resultados de Grecia.

Para la civilizacion griega se consideraran las siguientes heuristicas:
Método de Agotamiento

Uno de los problemas asociados a las matematicas desde sus inicios es el célculo de
areas y volumenes de variadas figuras y cuerpos curvos; en Grecia especificamente, se vivio
un momento de gran relevancia, pues surgio la crisis de los inconmensurables® de mano de la

Escuela Pitagdrica (Canizales y Erazo, 2013).

Como propuesta para realizar el calculo de areas y volumenes en superficies y cuerpos
geométricos no rectilineos, Eudoxo (390 a. C. — 337 a. C.) desarroll6 el Método Exhaustivo —
también Ilamado método de exhaucion o de agotamiento — el cual se cimenta sobre las bases
de otro de sus estudios, la teoria de las proporciones, en el que se permite estudiar la razon
entre dos cantidades inconmensurables ya que al definir no la razon entre las magnitudes sino

la igualdad de las razones se logra eliminar la dificultad (Canizales y Erazo, 2013).

En ese sentido, el método de agotamiento consiste en inscribir figuras en los cuerpos
geométricos de los que se desconocian dichas magnitudes, realizando un proceso similar para
el caso de los volumenes. Como puede observarse en la llustracion 8, este método puede
extenderse indefinidamente con poligonos cada vez mas cercanos a la circunferencia — idea
que seria utilizada siglos méas tarde con la integral —, sin embargo, los griegos no estaban
interesados en llevar este método al infinito, conformandose con figuras de relativamente gran

cantidad de aristas.
| \D
N\ 4

llustracion 8. Método de Agotamiento.

Este método permiti6 ademas de determinar area y volimenes dar con una de las
primeras aproximaciones de la constante r, Arquimedes (287 a. C — 212 a. C), a quien se
atribuye el uso de este método para calcular el area de una circunferencia usando poligonos

regulares inscritos y circunscritos con mayor nimero de aristas en cada iteracion con los cuales

10 Entiéndase como magnitudes inconmensurables a aquellas que no tienen un factor comin de medida.
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fue capaz de medir su perimetro y obtener una aproximacion matematica rigurosa para T,

afirmando que dicho valor estd comprendido entre % y % (Pickover, 2009).

Método de resolucion de ecuaciones geometrico
Los antiguos griegos no fueron ajenos a expresiones algebraicas con coeficientes

indeterminados®!, por lo que realizaron largos estudios — principalmente geométricos — sobre
sus soluciones en variados casos empleando herramientas de la época como la regla y compés
ideales!?. Similar a los babilonicos, aunque con argumentos mas sofisticados, los pensadores
de la Antigua Grecia hicieron uso del método de aplicacion de areas, para este método, en
esencia, a un segmento de longitud b se trazan segmentos perpendiculares — con una longitud
dada — para completar un rectangulo; Luque, Mora y Torres (2014) ademas detallan que “si
bien los griegos no utilizaron la aplicacion de areas con la intencion de resolver alguna ecuacion
de segundo grado, la interpretacion algebraica que esta implicita en el método permite utilizarlo

con este propo6sito” (p. 159).
Para la construccion se puede seguir la siguiente serie de pasos®® (ver Ilustracion 9):

o Construirel ABcon AB = b

o SeaCB 1 ABconCB =+/c

o Sea M punto medio de AB

o Sea OMy

o El D la interseccion del circulo con la extension de AB a través de B, luego x =
AD

111 os griegos nombraban como “coeficientes indeterminados” a lo que actualmente se conoce como incégnita,
en lugar de variable como cabria esperar.

12 Se trabajaba con una regla sin graduacion que se suponia infinita, mientras que el compas era de tal forma que
al separarse del papel se cerrara, sin posibilidad de conservar ninguna graduacion.

13 El procedimiento completo, asi como la justificacion, se encuentran en Lugue, Mora y Torres (Actividades
Matematicas Para el Desarrollo de Procesos Ldgicos. Clasificar, Medir e Invertir, 2014).
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lustracion 9. Método griego de resolucién de ecuaciones.

3.3. Edad Media (siglo v —siglo xv)

La Edad Media fue una época de transicion entre la Antigliedad Clasica y la Era
Moderna, tiene su inicio aproximado en el afio 476 d. C. tras la caida del Imperio Romano.
Existe una numerosa cantidad de afirmaciones y acepciones asociadas a esta época —
principalmente refiriéndose a Europa — entre estas se comprende a la Edad Media como La
Noche Estrellada De La Humanidad ya que tras las constantes guerras la mayor parte de la
poblacidn era analfabeta, pues el conocimiento estuvo relegado a s6lo una acotada parte de la
poblacion (principalmente el clero y dirigentes) sumado al temor supersticioso generalizado
hacia magos, brujas, demonios, espiritus malvados, entre otros seres que dieron lugar a un

periodo de torturas, conquistas y saqueos en nombre de Dios (Gombrich, 1936).

A pesar de ello, no todo es oscuridad (de alli las estrellas) pues se observaron cambios
positivos en las actitudes de la humanidad — al menos al compararse con épocas anteriores —
siendo que muchas personas deseaban vivir segun la voluntad divina, convirtiéndose en monjes
que centraban su vida en idolatrar a Dios. En contraposicion a las anteriores aseveraciones es
importante resaltar la falta de desarrollo (en casi cualquier &mbito) por parte de mujeres, esto
respondiendo a unos arraigados canones supersticiosos que conllevaron a una muy extensa
serie de injusticias, privaciones y crimenes contra aquellas que desafiaban las normativas tanto

como les era posible (Lechad, 2018).

Teniendo en cuenta lo anterior, es posible identificar una gran dificultad al realizar la
busqueda de desarrollo matematico y en especial de heuristicas en Europa. Por tal motivo, se
dirigié la investigacion al Extremo y Medio Oriente, estudiando los avances matematicos de

las civilizaciones china, hindu y arabe.
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3.3.1. China
En Oriente Extremo, el panorama era bastante similar a Europa debido a los no pocos

conflictos entre las poblaciones chinas, turcas y mongolas por territorios y poder politico, a la
par que el budismo se convertia en la principal religion de la zona se presentaron continuos
conflictos politicos (Gombrich, 1936); todo lo anterior generd una considerable pérdida de los
registros escritos que se tenian a nivel general, en especial, aguellos con contenido matematico
anteriores al siglo 11l a. C. (Rey y Babini, 2013). No fue hasta aproximadamente el siglo vid.
C. que China tuvo un periodo de relativa paz con la llegada de la dinastia Sui, donde el
emperador reformo la administracion de la capital y establecié examenes oficiales cuyo premio
era formar parte de la rama administrativa de la ciudad, en lugar de relegar estas plazas a los

aristocratas como era tradicional (Gombrich, 1936).

China mantuvo relaciones comerciales con paises occidentales como India y — més
adelante — Arabia, lo que promovié intercambios culturales y académicos de variada indole
(Babini, 1952). Los chinos contaban con dos sistemas de notacién numérico, uno del tipo
multiplicativo por grupos de base diez para el cual Collette (2000) detalla que ““se utilizaban
simbolos distintivos para las potencias de diez, y en su forma escrita, los simbolos numéricos
en posiciones impares (de izquierda a derecha o de abajo arriba) se multiplicaban por el
siguiente” (p. 173); el otro en cambio era posicional decimal — muy parecido al empleado
actualmente — en el que se empleaban varillas de bambu que se debian acomodar en columnas
segun fuese la operacidn por realizarse, segun algunas teorias (MatematicasTV, 2008) se debia
principalmente al apoyo visual que ofrecia sobre todo para realizar calculos, asimismo, este
sistema pudo transmitirse a los hinddes, quienes le darian sus propias adecuaciones segun sus

desarrollos matemaéticos, lo cual se tratara con mayor detalle en el préximo inciso.

Los chinos, como otras civilizaciones de la época, mostraron cierta fascinacion mistica
por los nimeros ya sea por las combinaciones que estos permiten, los resultados de
determinados célculos o las relaciones que podian establecer con las cifras y su cosmovision
(Mataix, 1986). Por la cual, sus estudios se vieron permeados por tales consideraciones, ligando
ciertas configuraciones numéricas a alguna asercién, verbigracia los nimeros impares se
consideraban masculinos mientras que los pares femeninos, el cuatro era considerado de mala

suerte, entre otros (MatematicasTV, 2008); los cuadrados magicos'* recibieron un tratamiento

14 Un cuadrado magico es una cuadricula cuadrada en cada una de cuyas celdas se escriben niimeros enteros
distintos de forma que cada fila horizontal y cada columna vertical, y cada diagonal, suma el mismo ndmero
(Crilly, 2009).
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similar pues fueron relacionado con la adivinacion (Mankiewicz, 2005). Segun Crilly (2009)
“los cuadrados magicos tienen patrones muy curiosos, incluso juzgandolos segun criterios
matematicos. Se hallan en la frontera entre las matematicas que usan una profusién de simbolos
y los fascinantes patrones que adoran los creadores de puzles” (p. 304), aunque los chinos los
empleaban como rompecabezas misticos no dejan de ser un concepto interesante al que otros
pensadores unos siglos mas tarde dedicarian horas de estudio buscando patrones cada vez mas

complejos en cuadrados de mayores dimensiones.

Por otra parte, Mankiewicz (2005) sefiala dos textos matematicos que lograron
sobrevivir a las guerras y las quemas de libros (pero no a las reediciones de cada copista) los
cuales fueron Los Diez Canones del Computo y, unos siglos mas tarde, EI Libro de los Nueve
Problemas; ambos documentos fungian como un compendio de variados problemas con, por
ejemplo, andlisis indeterminado y ecuaciones algebraicas de grado superior que eran
empleados para ensefiar en las escuelas o para estudiar matematicas (Rey y Babini, 2013).
Babini (1952) sefiala ademéas que en estos documentos emplearon colores rojo y negro para

distinguir los coeficientes positivos y negativos de las ecuaciones respectivamente.

Otro campo estudiado por los chinos fue la Economia (MatemaéticasTV, 2008),
infiriendo reglas y un método para el calculo de impuestos para los funcionarios mientras que
los precios de los mercados para los comerciantes. En el pais se contaba con un sistema de
impuestos y moneda generalizados, por lo que — similar a Babilonia Antigua — se crearon
métodos de resolucion de ecuaciones con el uso de balanzas. EI método se basaba en tener
varias configuraciones de la cantidad de objetos pesados y el peso total de los mismos, con
estas se generaba un sistema de ecuaciones lineales con coeficientes naturales al que después
de aplicar variados movimientos algebraicos se podia obtener los valores para cada objeto

implicado. Por ejemplo, empleando términos actuales para determinar el peso de un melocotén

y una ciruela:
x := peso melocotén y := peso ciruela
{Bx +y=15
x+2y =10

Duplicando la primera ecuacion queda:

{6x+2y=30
x+2y =10

Restando la segunda ecuacién de la primera:
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5x =20
Por lo que se concluye que:
x=4 ; y=3
Con sistemas cada vez mas complejos y numeros mas grandes los chinos desarrollaron

un método que en occidente no se conoceria hasta el siglo xx (MatematicasTV, 2008).

La informacién que se tiene actualmente sobre los desarrollos cientificos de China
Antigua es difusa y de dudosa veracidad historica, sin embargo, se siguen descubriendo mas
datos al respecto cada cierto tiempo, por lo que aun es posible encontrar alguna otra maravilla

enterrada por el tiempo (Rey y Babini, 2013).

3.3.2. India
Contemporanea a China fue India, civilizacién con una antigua tradicion oral que

dificulto la documentacion de sus saberes y la falta de una cronologia precisa (Rey y Babini,
2013), Mankiewicz (2005) anade que “(...) si se puede decir que la matematica griega nacio
de la filosofia, la matematica hindu tiene sus raices en la lingiiistica” (p. 40), de alli que sus
contribuciones matematicas se presentaran como versos con fuertes vinculos religiosos. A
pesar de lo anteriormente mencionado fue gracias a la civilizacion hindd que se obtuvo la
primera pincelada a un lenguaje universal (MatematicasTV, 2008) con la creacion del sistema
numérico posicional, sin embargo, este sufri6 algunas modificaciones en cuanto a su escritura

hasta evocar al que se emplea actualmente (Ibafiez, 2019).

Los hindles, mas especificamente Brahmagupta (598 — 670), también estudiaron
conceptos matematicos como el cero — comdnmente ignorado por otras culturas debido a su
naturaleza abstracta — y los nimeros negativos — nombrados fortuna y deuda para las variables
positiva y negativa respectivamente —; detallando algunas de sus propiedades y las operaciones
aritméticas basicas, ejemplo de ello fue una sucinta pincelada a algunos de los casos de la
actualmente conocida ley de los signos (Moreno, 2018). No obstante, Brahmagupta encontrd
dificultades al intentar determinar la division por cero, a las cuales Bhaskara Il (1114 — 1185)
responderia a mediados del siglo X1 introduciendo el concepto de infinito (MatematicasTV,
2008).

En cuanto al algebra, los hindues lograron desligar los nimeros de una base sensible,
entendiéndolos como entes abstractos en los que no se aplicaban las mismas normas que la
realidad, de alli que pudiesen trabajar con el cero o los negativos sin mayores reticencias,

pensamiento que también se vio reflejado al momento de resolver ecuaciones de segundo grado
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o de grado superior, contemplando ademas las posibles soluciones negativas (MatematicasTV,
2008).

De la misma manera, los hindues perfeccionaron los conocimientos legados por los
griegos en cuanto a la Geometria, pero esta vez conduciendo sus estudios hacia el mundo de
los nimeros, dando lugar a la rama de la Trigonometria. Sus hallazgos les permitieron edificar
sus complejas construcciones, asi como explorar los cuerpos de agua proximos, ya que con esta
potente herramienta en sus habiles manos lograban determinar distancias cuando habia alguna
dificultad para tomar medidas precisas (MatematicasTV, 2008). Asimismo, segun Mankiewicz
(2005), Aryabhata (476 — 550) aplico sus saberes a la astronomia, creando una larga —y con
sorprendente exactitud®® — tabla con los resultados del seno para cualquier angulo que
empleaban para la prediccion de eventos estelares como eclipses, asi como un exhaustivo
calculo para determinar el valor de m; unos siglos mas tarde Madhava (1340 — 1425) refinaria
los descubrimientos de Aryabhata empleando series infinitas para establecer expansiones

polindmicas infinitas para el seno y coseno, asi como expresar el valor de 7.

Para finalizar, los hindues exploraron los campos de la probabilidad (Moreno, 2018)
determinando permutaciones y combinatorias en variados contextos con formulas — iguales a
las utilizadas actualmente — inferidas por si mismos. Emplearon sus saberes en problemas
practicos como por ejemplo para determinar las combinaciones posibles de elementos de un

conjunto de gustos (sabores).

El enfoque abstracto que los hindudes le dieron a las matematicas seria adoptado después

por los arabes, extendiendo sus estudios especialmente a campos como el Algebra.

3.3.3. Arabia
En Arabia si bien se presentaron guerras territoriales y religiosas — principalmente entre

el islam y el cristianismo — también hubo desarrollo tanto cientifico como tecnoldgico, asi se
Ilegd a la creacidon de La Casa de la Sabiduria (Mankiewicz, 2005), una biblioteca fundada por
el Califal® Har(in Al-Rashid (763 — 809) con un propdsito similar a la destruida en Alejandria,
en este centro del saber se estudiaron, recuperaron y tradujeron diversos textos de grandes
pensadores antiguos entre los que se encuentran manuscritos de Aristoteles (384 a. C. — 322 a.
C.), Platon (427 a. C. — 347 a. C.), Galeno (129 — 216), Euclides (325 a. C. — 265 a. C.),

Arquimedes, entre otros.

15 De hasta ocho lugares decimales (Mankiewicz, 2005).
16 Equivalente a un emperador.
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De la misma manera, se presentaron avances matematicos importantes, los arabes
continuaron con los trabajos de los antiguos pensadores griegos y de los hindues esta vez con
miradas hacia campos que no habian sido estudiados a profundidad como el Algebra.
Mankiewisz (2005) sefiala que una de las primeras contribuciones arabes fueron los intentos
por liberar el Algebra de la Geometria, traduciendo problemas geométricos a algoritmos
algebraicos y la ampliacién de los procedimientos algebraicos mas alla de las raices

geomeétricas.

El pensamiento algebraico empleado posteriormente en Europa nacio de la mano de
personajes como Al-Khwarizmi (780 — 850) matematico, astronomo y geografo autor de la
primera obra sobre la solucion sistematica de ecuaciones lineales y cuadraticas, el Compendio
Sobre el Célculo por Medio de Transposicion y Reduccion fue escrito con el propoésito de ser
una ayuda préactica para las personas con problemas de calculo (Pickover, 2009). Respecto a
ese texto Rey y Babini (2013) reportan que “contribuyo a la difusion en el mundo arabe de las
cifras hindues y del uso del cero; como en textos posteriores, contiene las reglas de las cuatro
operaciones con enteros y fracciones”; Pickover (2009) afiade “su libro contenia ademas
diversos problemas (con sus soluciones) a modo de ejemplo”. Mankiewisz (2005) detalla que,
aunque la motivacion de Al-Khwarizmi fue la resolucion de problemas préacticos, sus estudios
algebraicos se centraron en ecuaciones lineales y cuadraticas con manipulaciones algebraicas®’
similares a las actuales, manipulaciones que “no son mas que la solucién de la ecuacion lineal

por el método de interpolacidn lineal, exacto en este caso” (Rey y Babini, 2013).

Por ultimo, otra de las contribuciones arabes a las matemaéticas fueron sus productivos
estudios astronomicos y su desarrollo en el area de la Trigonometria, Rey y Babini (2013)
avalan a variados pensadores de la época el estudio de las seis funciones circulares — trabajadas
por civilizaciones anteriores —, asi como estudios que permitieron comprenderlas como
relaciones entre valores especificos. Dichos conocimientos fueron capaces de generar tablas
astronémicas con una precision cada vez mayor que a su vez se emplearon en sus rituales

religiosos con diversos fines (Mankiewicz, 2005).

Terminada la revision historico-matematica de las tres civilizaciones se concluye que,

aunque hubo un significativo desarrollo cientifico (pobremente reconocido) sin el cual el

17 Entendidas también como reglas.
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mundo actual no seria el mismo, para el propdsito de este trabajo de grado se contemplan

multiples inconvenientes:

- Se presentan bastos saltos temporales de la documentacion respecto a China, lo que

complejiza investigar a detalle sus desarrollos matematicos.

- Los amplios estudios de los hinddes fueron principalmente aritméticos, con largos y
exhaustivos calculos, dificiles de implementar en alguna actividad para el Museo

Interactivo Digital.

- Los arabes realizaron extensas investigaciones con un fuerte caracter algebraico, por lo

que se tiene un inconveniente similar al anterior.

Por lo cual, no fue posible identificar adecuadamente en el desarrollo matematico de
cada civilizacion acciones que encajen con la definicion de Heuristica planteada anteriormente.
Sin embargo, los demas avances matematicos explayados anteriormente se incluiran como

otras exhibiciones en el MID?,

3.4. Edad Moderna (siglo xv —siglo xvilIi)

La Edad Moderna es un periodo histérico comprendido entre los afios 1500 y 1800
aproximadamente (Gloél, 2016). Para el cual se acreditan diversos eventos histéricos como los

causantes de su origen y finalizacion de la Edad Media, entre los que se destaca:

- El descubrimiento, y posterior conquista, del continente americano por parte de los
europeos en el afo 1492,

- Laconquista de Constantinopla por parte de los turcos en el afio 1453'°, mismo afio en
el que se finaliza el conflicto entre Francia e Inglaterra denominado la Guerra de los

Cien Afos.

Siendo estos los eventos que, en consecuencia, generaron un conjunto de cambios
culturales, sociales y politicos que dieron paso a movimientos culturales como el Humanismo

y el Renacimiento (Gloél, 2016).

Si bien, los renacentistas tenian como base principal de sus conocimientos los estudios

realizados por los fildsofos griegos, también se aventuraban a realizar trabajos que permitieran

18 Se plantearon diversos tipos de los objetos concretos en el MID, las caracteristicas de cada uno de ellos se
explican en el subcapitulo 5.2.
19 Siendo esta la fecha mas temprana que se emplea para delimitar el inicio de la Edad Moderna.
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expandir estos saberes y dar respuesta a sus propias preguntas. Entre ellos, se destaca el trabajo
de Leonardo Da Vinci, quien mird con nuevos ojos a las plantas y animales, reflexionando
sobre como lograban las aves levantar el vuelo siendo el primero en esta época en plantear la
posibilidad de construir una maquina voladora que permitiera al humano surcar los cielos
(Gombrich, 1936).

Asi mismo, otro de los factores que dio paso a la amplitud de los avances cientificos de
la época se debe a la invencion de la imprenta en 1453 (Gloél, 2016), ya que permitio ampliar
en gran medida la distribucion y adquisicion del conocimiento por parte de la poblacion, que,
de la mano con los estudios renacentistas, fue clave para ampliar en gran medida el desarrollo

cientifico de la época.

Este desarrollo cientifico se dio en todas las areas del saber, al punto de que la ciencia
europea en dos siglos consiguié una produccion mayor a la hecha por los griegos durante un
milenio (Collette, 2000). En particular, al estudiar la rama de las Matematicas, resulta relevante
destacar el papel de matematicos como Nicolas de Cusa (1401 — 1464), John Napier (1550 —
1617), Tartaglia (1499 — 1557), Piero della Francesca (1415 — 1492), Campano (1429 — 1477),

entre muchos otros.

Una destacable caracteristica de esta nueva forma de entender a las ciencias fue la
desarticulacion del pensamiento griego antiguo al respecto de ciertas ideas, si bien al desarrollo
cientifico de pensadores clésicos se les dio la importancia que atn hoy en dia merecen, este no
es ajeno a errores y lagunas propias de la época. Ejemplo de lo anterior fue la inclusion de un
concepto matematico tan abstracto como importante: el infinito en acto. Respecto esto Gltimo
Bejarano y Paez (2022) detallan en su texto que el infinito fue uno de los conceptos mas
polémicos y con mayor resistencia en las matematicas, pues debido a su caracter abstracto y
poco intuitivo gran cantidad de pensadores se mostraron reacios a siquiera considerar su
existencia, el infinito en acto entendido como un tipo de infinito acabado o como una totalidad
completa que existe en cierto instante requirié de una larga travesia en distintas teorias para

que finalmente se incluyera en las ciencias exactas.

Debido al amplio desarrollo cientifico de la etapa historica para este documento se
decidid trabajar algunos de los muchos problemas tratados en la época, explayando en variadas

miradas segun los criterios expuestos al inicio del capitulo.
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3.4.1. Curvas Mecanicas
Las curvas mecanicas?® son curvas generadas por el movimiento de un punto cuyas

coordenadas estan determinadas por una variable conocida como pardmetro, siendo este
definido en un intervalo de numeros reales segln ciertas condiciones de la construccion.
Debido al aspecto dinamico estas construcciones no fueron tenidas en cuenta por muchos
matematicos — v. g. los antiguos griegos —, ya que el movimiento no era considerado en el
formalismo matemaético de la época. Empero aun en tiempos antiguos hubo pensadores que
estudiaron este concepto con diversos fines, entre estos, darles respuesta a los problemas

clasicos de la Geometria.

La Antigua Grecia no fue ajena al fuerte tinte religioso de las épocas, por lo que sus
investigaciones estaban fuertemente influenciadas por sus creencias y mitos (Asimov, 1999),
muestra de ello fueron los problemas clasicos de la Geometria, tres problemas en los que para
la respuesta se debia utilizar unicamente la regla y compas ideales. Durante décadas pensadores
propusieron variadas posibles respuestas empleando herramientas y nuevas teorias que, si bien
no fueron bien recibidos en la época, en la actualidad permiten un campo de estudio de gran
riqueza, verbigracia de esto es la Espiral de Arquimedes con la cual es posible estudiar
propiedades del nimero 7; sin embargo, gracias al desarrollo teérico en los ultimos siglos se

sabe que no es posible dar una solucién con tales condiciones iniciales.

En este apartado se tratardn algunas de las soluciones a los problemas clasicos de la
Geometria propuestas por algunos de los antiguos pensadores griegos, teniendo en cuenta
ciertas precisiones como que sus estrategias se basaban en el estudio de casos concretos, no se
tenia en cuenta el dinamismo para la Geometria, se presentaban vacios conceptuales como la
falta de continuidad de los nimeros reales, no se tenia conceptos matematicos como la
notacion, el plano cartesiano o las reglas algebraicas (Rey y Babini, 2013). Todos estos
problemas fueron lentamente resueltos tanto por el cambio de pensamiento que data de la Edad
Moderna como por los aportes de diversos autores — i. e. la actualizacion de la notacién
algebraica por parte, entre otras, de Francois Viete, el desarrollo de la Geometria Analitica de
la mano de René Descartes y los estudios de Pierre de Fermat —, los cuales ayudaron a renovar

y ampliar los trabajos de anteriores pensadores.

20 También conocidas como curvas cinematicas.
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Entendiendo las precisiones de la época, a continuacion, se explican someramente los

problemas a la par que dos soluciones para cada uno, se emplean la notacion y tecnologias

actuales, asi como el anélisis y las teorias que datan de la Edad Moderna.

Duplicacion del cubo: encontrar el lado de un cubo cuyo volumen sea el doble de un cubo

dado. Este problema también se conoce como el Problema de Delos, ya que, segln la

leyenda, para evitar la propagacion de una epidemia se consulté al oraculo de Apolo en

Delfos, quien les informo que debian construir un altar de forma cubica de tal forma que

tuviese el doble de volumen del que tenian en su ciudad (Mataix, 1986). El final de la

historia es trdgico, pues, como se menciond anteriormente, resulta imposible dar una

respuesta empleando Unicamente regla y compas.

llustracion 10: Arquitas de Tarento fue uno de los primeros en dar respuesta al
problema creando la curva que lleva su nombre (Curva de Arquitas), en dicha
construccion se emplean un cilindro, un toro de revolucion y un cono; creados de
tal forma que al intersecarse se obtienen dos medias proporcionales con las cuales
dar una respuesta teorica (Morales, 2010).

Para construir la curva se puede seguir la siguiente secuencia de pasos?*:

Sea la circunferencia OBA de didmetro OA = a, ademé&s de una cuerda
OB =b»b

Sobre la circunferencia se construye un cilindro.

Sea el toro de revolucion con radio interior nulo y radio del circulo
generador igual a OA

Se determina la interseccion entre el cilindro y el toro (d).

Se hace girar la OF alrededor de la 04, generando un cono que interseca
tanto al cilindro en una curva (e) como a la curva d en P.

La proyeccion de P sobre la circunferencia OBA sera T.

OB oT op
Secumpleque —=—=—
oT oP OA

OT y OP son medias proporcionales entre a 'y b, ademassia =2y b =1

entonces OT = V2

2L El procedimiento completo se encuentra en Morales (2010).

48



lustracion 10. Curva de Arquitas.

- Hustracién 11: Diocles empleé la cisoide (Mataix, 1986), curva que puede usarse

para construir dos medias proporcionales segiin una razén dada. La Cisoide de

Diocles es la primera de una familia de curvas con una serie de propiedades que,

aunque no fueron exploradas en la Edad Antigua, permitieron amplios debates en

la Modernidad respecto a la forma de trazar tangentes a esta.

Para construir la curva se puede seguir la siguiente secuencia de pasos®*:

o

o

Sea una recta L paralela al Eje Y a una distancia2ayunR € L
Sea un radio vector OR que corta al circulo en P
Seaun M € OR tal que OM = PR

La cisoide es el lugar geométrico de todos los M cuando R recorre £

Con algunos despejes y movimientos algebraicos se puede inferir que:

2a

OR = y OP = 2acosd, por lo que la ecuacion de la cisoide en

cos?

2
coordenadas polares es r = ﬁ —2acosV

Al transformar la expresién a coordenadas cartesianas queda +/x2 + y2 =

2adx2+y2__ 2ax

Simplificando la expresion y haciendo ciertos movimientos algebraicos

queda (%)3 =2

_-Za—x

Al considerar la recta% = A, que cortaa L en (2a, 2al)

4
2a—x

Cuando se reemplaza en la expresion anterior queda (1)3 =

22 El procedimiento completo se encuentra en Mataix (1986).
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o Expresion que corresponde a una recta entre los puntos xx:zoé Y ;ZZMS
y corta al Eje Y en un punto cuya ordenada es 2aA3.

o Haciendo2a=1yA3 =2

o El segmento cuyos extremos son (0,20) y (1,0)

o Por el punto de interseccion de la cisoide se traza la recta que pasa con el

origen, su interseccion con £ dara el valor [3/2

llustracion 11. Cisoide de Diocles.

= Triseccién del angulo: determinar un angulo cuya medida sea un tercio de un angulo
arbitrario dado. Este problema se puede resolver empleando Unicamente regla y compas
ideales en ciertos casos especificos, debido a la imposibilidad de dar respuesta en casos
generales multiples pensadores idearon variadas técnicas a lo largo de los afios, desde la

antigiiedad hasta épocas modernas.

- lustracién 12: Nicomedes, contemporaneo a Diocles y Arquimedes, ide6 la
concoide (Mataix, 1986) curva con la propiedad de trisecar angulos arbitrarios, sin
embargo, para cada angulo se debe trazar una curva distinta. Asimismo, la concoide
se puede generalizar para trazarse tanto a rectas como a otras curvas como la elipse.
Para construir la curva se puede seguir la siguiente secuencia de pasos>:

o Seaunarecta £ paralelaal Eje Y aunadistanciaayunR € L

o SeaORyunS e ORtalque 0 —R —SyRS = d, con d una distancia fija

o Laconcoide es el lugar geométrico de todos los S cuando R recorre £

2 El procedimiento completo se encuentra en Mataix (1986).
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En la lustracion 13 se puede observar como con algunos despejes y movimientos

algebraicos:

o BA = AR = d por la definicion de la concoide

o ARAB esisosceles con RA = AB, por lo que £ARB = AABR

o AARO es isésceles con AR = RO, por lo que A0AR = AAOR

o Ademas m40AR = m4AOR = 2m4AABR ya que para ARAB el 40AR es
un angulo externo

o ZABR = AYOA por propiedades de las rectas paralelas

o Finalmente mAY0A = %mz&ROA

s : |
oY
'\;( \\
: \
\
4
lustracion 12. Concoide de Nicomedes. llustracion 13. Demostracion de la solucién de
Nicomedes.

- lustracion 14: Hipias de Elide fue un griego que para dar respuesta al problema
de la triseccion del angulo idea una de las primeras curvas cinematicas de las que
se tiene registro: la trisectriz de Hipias (Mataix, 1986), no obstante, casi un siglo
después esta curva fue utilizada por Dinéstrato para su resolucion del problema de
la cuadratura del circulo por lo que a esta construccién también se le conoce con el
nombre de Cuadratriz de Dinostrato (Rey y Babini, 2013). Es importante afiadir que
la curva no es construible con regla y compas, pero muchos de sus puntos si lo son
(Bombal, 2012).

Para construir la curva se puede seguir la siguiente secuencia de pasos®*:

o Sea OE radio vector que se desplaza de la posicion OA a OB girando con

una velocidad uniforme

24 El procedimiento completo se encuentra en Bombal (La Cuadratura del Circulo: Historia de una Obsesidn,
2012).
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o SeaFP || 04 que se desplaza de la posicion 0A a BC en el mismo tiempo y
velocidad uniforme
o Lacuadratriz es el lugar geométrico de todos los puntos de interseccion (M)
entre OE y FP
Con algunos despejes y movimientos algebraicos se puede inferir que:
o Como 4BOE « OF para dividir el angulo basta con dividir el segmento

proporcional en cualquier nimero de partes, para este caso tres partes.

lustracion 14. Cuadratriz de Hipias.

» Cuadratura del circulo: construir un cuadrado de igual area a la de un circulo dado. Este
problema también puede entenderse geométricamente como: dado un segmento como radio
de un circulo determinar otro segmento como lado del cuadrado equivalente (Rey y Babini,
2013). Los antiguos egipcios trabajaron en su propia version del problema, sin dar muestras
de una demostracidn o generalizacidn se limitaron a presentar el Unico caso en el que una
circunferencia con didmetro de nueve unidades encierra la misma area que un cuadrado de
ocho unidades de lado (Mankiewicz, 2005).

- Hustracién 15: Hipdcrates de Quios fue un matematico que logrd resolver el
problema de la cuadratura empleando regla y compéas — para unos casos especificos
—con la creacion de la lanula, figura plana limitada por dos arcos de circunferencias
(Bombal, 2012).

Para construir la curva se puede seguir la siguiente secuencia de pasos?®:
o Sea AACB isosceles con AC = CB y £ACB recto
o Sea la lunula comprendida entre los arcos AFD y AED

o Area lnula AECF = Area AAOC

% El procedimiento completo se encuentra en Bombal (2012).
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Con algunos despejes y movimientos algebraicos se puede inferir que:
o Por el Teorema de Pitdgoras AB? = AC? + CB? = 2AC*?

Area(semicirculo AEC) _ AC? _ AC? 1

Area(semicirculo ACB) ~ AB2 ~ 24c2 2

©)

o Area linula AECF = %A'rea semicirculo ABC =
Area cuadrante AFCO

o Sustrayendo el area de la region comin AFCD se obtiene
o Area linula AECF = Area AAOC

-
. ___________________

A o)
lustracion 15. Lanula de Hipocrates.

- Hustracién 16: Arquimedes, considerado uno de los mayores cientificos de sus
tiempos (Stewart, 2018), fue pionero en variados campos como las matematicas,
fisica y astronomia; innovd con sus construcciones mecanicas y desligandose de los
rigurosos criterios de la época (v. g. prioridad a las demostraciones por sobre la
utilidad de los conceptos). Con sus amplios estudios sobre la cuadratura del circulo
ided la Espiral de Arquimedes con la cual, entre otras propiedades, es posible
construir un segmento con magnitud i (Contreras y Del Pino, 2002).

Para construir la curva se puede seguir la siguiente secuencia de pasos?®:
o Sea L unarectaen el plano que gira en torno al origen (0) hasta volver a su
posicion inicial.
o SeaM € L, M esun punto movil que se desplaza uniformemente a lo largo
de la recta comenzando en O.

o El movimiento de M describe la Espiral de Arquimedes.

Con algunos despejes y movimientos algebraicos se puede inferir que:
o Sea P el punto de la espiral cuando £ completa la primera vuelta.

% El procedimiento completo se encuentra en Contreras y Del Pino (2002).
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o SeaT el punto de interseccion entre la recta tangente a la espiral en P y el
EjeY

o EI OT corresponde al perimetro de ©® Oyp

o ElArea © 0pp = AreaAOPT

lustracion 16. Espiral de Arquimedes.

3.4.2. Método de Indivisibles
Resulta relevante tratar con mayor detalle el problema de las cuadraturas para el que,

ademas de variadas curvas mecanicas, se generaron trabajos de gran valia para las matematicas,
pues fue su estudio el que genero una ruptura conceptual y metodoldgica en contraposicion de
teorias anteriores sobre el analisis infinitesimal, ademas, en la época se observa un uso
implicito de limite, aproximando con integraciones aritméticas lo que mas adelante se

conoceria como integral definida (Gonzalez, 1995).

Uno de los primeros en este recorrido fue Bonaventura Cavalieri (1598 — 1647), un
italiano que dedico su vida tanto a la iglesia como a la matemaética. Trabajo en conceptos
matematicos como los logaritmos y la geometria, fue educado por un discipulo de Galileo
Galilei con quien, tiempo mas tarde, se carted constantemente discutiendo diversos temas
cientificos (Duran y Guerrero, 2014). Cavalieri desarrollé teorema que lleva su nombre

(Principio de Cavalieri) en el cual se afirma que

Si dos figuras planas (o solidas) tienen igual altura, y si las secciones hechas por rectas
paralelas (o planos paralelos) a las bases y a igual distancia de ellas estan siempre en
una misma razén, entonces las figuras planas (o solidas) estan también en esa misma

razon. (Canizales y Erazo, 2013, p. 66).

Posteriormente emple6 el Principio con la teoria de los indivisibles en la que también
fue un pionero, para Cavalieri “un indivisible de una region plana es un segmento de recta que
se obtiene al cortar la region con una recta paralela a una dada inicialmente” (Canizales y Erazo,

2013,, para el caso de la Geometria espacial se tiene un caso similar empleando regiones planas
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resultado de cortar el solido estudiado con un plano paralelo a uno dado (ver llustracién 17).
Por lo que para determinar el area — o el volumen — de una figura basta con comparar los
indivisibles correspondientes con otra cuya magnitud sea conocida. Debido a que en la época

aun se tenia cierta reticencia hacia el concepto del infinito, sus ideas fueron rechazadas.

lustracion 17. Indivisibles de un sélido tomada de Canizales y Erazo (2013, p. 80).

Por su parte, John Wallis (1616 — 1703), quien también dedicé su vida al clero y los
nameros, retomo el trabajo de Cavalieri con los indivisibles, con lo que generd un avance de la
Geometria Analitica al asociarla con el Analisis Infinitesimal (Collette, 2002). Wallis se apoyd
en el desarrollo geométrico de Descartes (1596 — 1650) y Fermat (1601 — 1665) para expresar
la Geometria en términos aritméticos, al respecto Collette (2002) afirma que “se dice a veces
que Descartes «aritmetiz6» la Geometria; seria probablemente méas correcto decir que hizo
posible esta «aritmetizacion», pero que fue de hecho Wallis, quien la efectu6” (p. 83), los
trabajos de Wallis fueron ampliamente aritméticos, desligando los elementos geométricos
sobre todo prescindiendo del algebra geométrica de los griegos (Duran y Guerrero, 2014).
Wallis afirm6 que las demostraciones algebraicas eran tan validas como las deducciones

mediante lineas geométricas (Collette, 2002). En sus estudios advirtié que:

las sumas necesarias para el calculo de cuadraturas pueden realizarse aritméticamente
mejor que en términos de razones geométricas. Las Omnes lineae de Cavalieri, a partir
de cero, son tratadas por Wallis como series aritméticas; como sumas de sucesiones que
tienden a un limite (Bobadilla, 2012, p. 45).

Buscando la suma de las series de potencias Wallis establecio para el caso del triangulo

con altura'y base A y B, respectivamente, que al inscribir sucesivamente paralelogramos “cada

. 1 1 . . ,
uno de los cuales tiene altura =AYy el aumento de anchura es —B, la altura inscrita sera

0 X éA, y la base no sera B, pero si B — éB” (Bobadilla, 2012). Establecido esto Wallis

dedujo lo que corresponde a la formula del area del triangulo, si a sus analisis se les realiza una
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interpretacion geométrica se obtiene una idea prematura de las ideas de Riemann para la

integral (ver llustracion 18).

' 1
1 "
1 A .
3 PR . M

llustracion 18. Area del triangulo tomada de Bobadilla (2012, p. 47).
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3.4.3. Tangentes a una curva
Uno de los conceptos matematicos al que maultiples pensadores de la época enfocaron

sus estudios fue a la determinacion de la recta tangente a una curva por un punto dado, problema
que cada erudito resolvio segun sus consideraciones. Los investigadores Fernandez, Molina 'y
Planas (2015) detallan en su reporte como Roberval (1602 — 1675), Torricelli (1608 — 1647) y
Newton (1642 — 1727) trabajaron la tangencia empleando la direccion instantanea del
movimiento; Descartes, por su lado, redujo el problema de la tangente de una curva a la
tangente de una circunferencia cuyas coordenadas pueden inferirse mediante el método
analitico; Fermat presentd una de las primeras pinceladas formales al Célculo Diferencial por
medio de los maximos y minimos; Leibniz (1646 — 1716), con su peculiar entendimiento de la
curva como conjunto de infinitos segmentos, le bastd con extender aquel que era el punto de
tangencia. A continuacion, se detallan algunos de los no pocos tratamientos que recibi6 tal
enigma.

Gilles de Roberval fue un matematico francés que caracterizé a la tangente como “(...)
la linea de direccion del movimiento que tiene en ese mismo punto el maévil que la describe”
(Collette, 2002, pag. 40). A continuacion, junto con la Hustracion 19 se presenta un resumen?’

del método para el caso de la pardbola:

27 En Collette (Historia de las Matematicas 11, 2002, p. 40) se puede encontrar descrito el método completo.
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llustracion 19. Método de Roberval

Siendo una parébola g y P el punto de tangencia solicitado se comienza por determinar
elementos como el foco (F), la directriz (d) y el eje focal (1), se trazan la recta paralela al eje

focal que pase por el punto P y el segmento que une al foco y al punto de tangencia. El vector

resultante de la suma de los vectores PF y PC coincidira con la recta tangente solicitada.

Este método también podia aplicarse a otras conicas y algunas curvas mecénicas como
la cisoide y la cicloide, curvas a las que Roberval también dedicé sus estudios. Sin embargo,

para esos casos el procedimiento y calculos se vuelven exhaustivos.

Rene Descartes fue un filésofo y matematico con un amplio trabajo en ambos campos,
logrando crear una nueva forma de razonar para las matematicas, asi como una postura
filosofica (Stewart, 2018), de este pensador se conserva gran cantidad de trabajos, propuestas
y hasta curvas que llevan su nombre (La Hoja de Descartes), sin embargo, para este trabajo se
tiene en cuenta su propuesta sobre la determinacién de rectas tangentes. Descartes planted una
solucion en su libro «la Géométrie» la cual consiste en — empleando el método analitico —
determinar una circunferencia de modo que la tangente de dicha figura sea equivalente a la de

la curva original (Cortés y Sanjuan, 2004).

Para ello, se establece un segundo punto (variable) sobre la curva y se analiza la
ecuacion de la circunferencia que tiene su centro en el eje de las abscisas a la par que contiene
a ambos puntos de la curva, esto con el objetivo de identificar las coordenadas del centro de la
circunferencia a la cual, para la época, ya se sabia calcular su tangente en cualquier punto dado.
Por lo que finalmente el problema se modificaba a determinar la ecuacion de la recta tangente

en un punto que coincidia ademas con la curva original (véase Ilustracion 20).
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llustracion 20. Método de Descartes.

Si bien este método a simple vista reduce el calculo de la normal a una curva a el calculo
de la tangente a una circunferencia también puede ser empleado para calcular las derivadas de
funciones de grado menor, asi como algunas reglas de derivacion y la distancia de un punto a
un plano. No obstante, es importante destacar que algunos célculos terminan por ser
exhaustivos, ademas que algunas de las ecuaciones resultantes son demasiado complejas
incluso para nuestras épocas, por lo que su uso no siempre era una buena opcién (Cortés y
Sanjuéan, 2004).

3.5. Edad Contemporanea (siglo xviii - actualidad)

La Edad Contemporanea se caracteriza por los multiples cambios y avances en aspectos
sociales, culturales, econémicos y politicos a nivel mundial. Esta etapa inici6 con la Revolucion
Francesa en la cual se propuso un sistema politico liberal, arrebatandole el poder a la monarquia
para entregarlo a la burguesia (Pipkin, 2015). Este hecho histérico tuvo secuelas en maltiples
paises, dando lugar no s6lo a procesos de revolucién, sino también a multiples guerras civiles

e independencias.

De la misma manera, otras guerras posteriores de incluso mayor impacto como la
Primera y Segunda Guerra Mundial, generaron cambios politicos que afectaron las dinamicas
globales. Lo anterior incidié en una evolucion tecnoldgica sin precedentes, en la cual la
“contemplacion matematica de la naturaleza permitié entender no s6lo como sucedian las cosas
sino, también, cémo sacar partido a las fuerzas naturales descubiertas, fuerzas que fueron
sometidas a control y que hubieron de actuar para los seres humanos” (Gombrich, 1936), dando
lugar a la creacion y aprovechamiento de maquinas de vapor, herramientas que amplificaron la
produccién humana y dieron lugar a la Revolucion Industrial. Posteriormente, combustibles
como la gasolina y la electricidad dieron lugar a globalizacion y digitalizacion de la

informacion.
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En particular, durante la Segunda Guerra Mundial se destaca el caso particular de la
Maquina Enigma, una herramienta de codificacion empleada por los alemanes, con una
complejidad tal que no era posible interceptar y decodificar los mensajes en el tiempo requerido
a través de ningln método o herramienta conocida. Debido a ello, Alan Turing (1912 — 1954)
junto a su equipo consiguieron establecer un algoritmo probabilistico el cual fue aplicado a
través de maquinas conocidas como Bombe con las cuales se descifr6 a Enigma con éxito, lo
cual — se estima — disminuy0 la duracion de la Guerra en algunos afios (Poblacion, 2012). Cabe
resaltar que el éxito de Turing, junto a su trabajo previo “On computable numbers with an
application to the Entscheidungsproblem” son algunos de los principales causantes de la
evolucion de la teoria de la computabilidad la cual da origen al amplio desarrollo digital en el

cual nos encontramos actualmente (Vargas, 2013).

Durante esta etapa histdrica se observd un amplio desarrollo tanto cientifico como
tecnoldgico que modificd la manera de entender y resolver los problemas, al aprovechar las
bondades que las computadoras ofrecen — tales como la agilidad y precision en el célculo
numeérico —, lo que llevo a generar soluciones a problemas que en otros momentos de la historia
no tendrian respuesta o, en el mejor de los casos, habrian sido exhaustivos. Por tal motivo, se
optd por detallar heuristicas asociadas a este ambito, de las cuales se seleccionaron las redes

neuronales, el Método Montecarlo y el desarrollo computacional.

3.5.1. Machine Learning — Redes neuronales
De la mano del avance tecnoldgico moderno, se han presentado multiples propuestas

que buscan emplear los sistemas digitales como herramienta para la solucion de problemas,
entre ellas se destacan las diversas ramas del Machine Learning, métodos de programacion que
pretenden disefiar y entrenar inteligencias artificiales a fin de que realicen una tarea de forma
optima. De estos algoritmos, uno de los més destacados son las redes neuronales debido a que
su funcionamiento simula un cerebro real, aprendiendo desde la experiencia, generalizando,

abstrayendo informacion, entre otras maltiples funciones (Matich, 2001).

Si bien, los primeros estudios relacionados a redes neuronales se remontan hasta 1936
de la mano de Alan Turing, uno de los mayores pasos historicos se dio en 1957 cuando Frank
Rosenblatt (1928 — 1971) inicia el desarrollo del “Perceptron”, la primera red neuronal
funcional la cual tenia la capacidad de “aprender” una serie de patrones y posteriormente
identificar otros similares (Matich, 2001). Sin embargo, poseia problemas para abarcar
situaciones complejas. Tanto asi que, en 1969 Minsky y Papert presentaron en su libro

Perceptrons la incapacidad de este modelo para resolver cualquier problema no lineal, por mas
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sencillo que este fuera, tildandolo de débil y generando un cese en su estudio de forma casi
total. No fue hasta el afio 1986 que Rumelhart (1942 — 2011) y Hinton (1947) que, basandose
en los pocos estudios que se dieron en relacion con el tema realizados durante esos afios,
plantearon un algoritmo de aprendizaje de propagacion hacia atras (backpropagation) que

solucionaba las limitaciones del Perceptron y dio comienzo a las redes neuronales modernas.

Para comprender el funcionamiento basico de una red neuronal, primero resulta
relevante comprender qué es y cémo funciona una neurona artificial, las cuales simulan las
labores de su contraparte bioldgica. Es decir, obtienen informacién a través de las dendritas,
las cuales desencadenan procesos de sinapsis internos y general una sefial de salida a través de
sus axones (Matich, 2001).

En el caso de las neuronas artificiales, se obtienen parametros o datos iniciales a partir
de la informacion dada por el usuario o la interaccién con otras neuronas, las cuales son
interpretadas por una funcion de entrada similar a una regresion lineal, la cual posteriormente
les clasifica segun la funcidn de activacion seleccionada (accidn equivalente a excitar una
neurona biologica), que posteriormente es expulsada a través de una funcién de salida (Matich,
2001).

El funcionamiento de una unica neurona o la concatenacion lineal de ellas es
equivalente al funcionamiento del Perceptron. Sin embargo, al igual que en la biologia
“mientras una neurona es muy pequefia en si misma, cuando se combinan cientos, miles o
millones de ellas pueden resolver problemas muy complejos” (Matich, 2001). Es a partir de la
ampliacion y conexion de capas, (una capa es un conjunto de neuronas que reciben un impulso
y proporcionan resultados de forma simultdnea), que se genera una red neuronal (ver

[lustracion 21).
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llustracion 21. Red neuronal - tomado de Matich (2001, p. 12).

Es en este punto en el que el algoritmo de backpropagation cobra sentido, pues al

determinar un valor de salida que no cumpla con los pardmetros establecidos se realiza un
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proceso de busqueda desde dicho valor hacia atras, revisando cada capa e identificando la
responsabilidad de cada neurona en este proceso, a fin de modificar los valores de la funcion
de entrada que haya tenido una mayor incidencia en dicho resultado (Matich, 2001). Es a través
de este proceso que redes neuronales no lineales son capaces de “entrenarse” para resolver
problemas de mdltiples indoles. Cabe resaltar el amplio caracter matematico asociado al
backpropagation, pues es el fruto de la modelacion de los resultados obtenidos por las neuronas

a una superficie la cual se optimiza haciendo uso del vector gradiente en cada punto de ella.

3.5.2. Método Montecarlo
La edad contemporanea se encuentra ligada al amplio y rapido avance de las diversas

teorias asociadas a todas las ciencias y areas del saber. Empero, en muchas de ellas han surgido
problemas de una amplia complejidad, de los cuales bastantes aln no poseen una respuesta
exacta y contundente. Por tal motivo, fue necesaria la invencion de métodos de aproximacion
que permitieran generar soluciones de forma mucho mas sencilla, aunque estas cuenten con
posibilidad de error, entre los que se destaca el Método Montecarlo debido a su amplitud de
aplicaciones en distintos contextos.

El Método Montecarlo tiene sus origenes en las investigaciones de John Neumann
(1903 — 1957) y Estanislao Ulam (1909 — 1984) durante su trabajo para el desarrollo de la
bomba atémica en la Segunda Guerra Mundial. Sin embargo, los avances principales de esta
teoria fueron realizados por Harris y Herman Kahn en 1948. Sin embargo, debido al caracter
reiterativo de su aplicacion, no fue hasta la década de los 70’s que, de la mano con el desarrollo
computacional, se empez6 a emplear este método como una herramienta Gtil y 6ptima para

aproximar la resolucién de problemas (Grijalva, 2009).

Este método de resolucién de problemas implica la “invencion de juegos de azar cuyo
comportamiento simula algun fenémeno gobernado por una distribucion de probabilidad”
(Illana, 2013). Esto, fundamentado en la Ley Débil De Los Grandes Numeros (Innovacion

Aprendizaje, 2016) la cual indica:
P ( lim X, = ,u) =1

La cual puede interpretarse como: el promedio muestral se aproxima al valor esperado
de la variable X cuando la cantidad de muestras tomadas tiende a infinito. En ese sentido, la
resolucion de problemas a partir del Método Montecarlo se basa en simular la situacién una

cantidad sustancial de veces a fin de obtener una buena aproximacion de lo que ocurrird en ella

61



al realizarla. Para ello, primero se modela la situacion, luego se organizan los casos posibles
en intervalos segln su probabilidad de ocurrencia, para posteriormente emplear un generador
de nameros pseudoaleatorios que permita elegir uno de dichos casos; este proceso se reitera
tantas veces como el usuario lo desee a fin de obtener una distribucion que se asemeje lo

maximo posible a la realidad.

Como se menciond anteriormente, el Método Montecarlo puede aplicarse a la

resolucion de problemas en multiples contextos, verbigracia:

- Fisica: reportado por Illana (2013), el método puede emplearse como herramienta para
la exploracion y generacion de sucesos en fisica de particulas, asi como para contrastar

diversas hipotesis en un experimento.

- Matematicas: si bien en esta area el Método cuenta con innumerables aplicaciones
Illana (2013) destaca su caracter reiterativo como herramienta para la aproximacion de
valores irracionales como 7, para el cual presenta dos procesos, el primero muestra el
proceso partiendo de un cuadrado y un circulo inscrito; mientras que el segunda emplea
el experimento de las Agujas de Buffon.

Por otro lado, Innovacién aprendizaje (2016) muestra la relacién entre una integral
definida y el valor esperado de una funcién, lo que permite emplear el Método

Montecarlo para aproximar su valor.

- Economia e ingenieria industrial: a partir de la toma de una muestra, es posible
identificar la forma 6ptima en la que se deben realizar cambios en un proceso industrial.
En los escritos de Grijalva (2009) o Salazar y Alzate (2018) se reportan ejemplos en los
que se emplea el Método para simular acciones como la modificacién de una linea de
produccidn, adaptaciones de un sitio web segln la cantidad de usuarios que lo visitan,
estimacion de unidades vendidas por una empresa o la identificacion de las variables

que tienen mayor impacto en la venta de un producto.

3.5.3. Desarrollo computacional
Durante el siglo xi1x y la primera parte del siglo xx matematicos como Frege (1848 —

1925), Russell (1872 — 1970), Whitehead (1861 — 1947) o Hilbert (1862 — 1943) dedicaron
parte de sus estudios a la estructuracion y formalizacion de las matematicas dotando a la l6gica
como una de las principales herramientas asociadas a esta actividad. Esta fundamentacion dio

lugar al planteamiento de preguntas y problemas asociados a las capacidades de esta
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metodologia para abarcar la totalidad de las matematicas, ejemplo de ello son los tres

problemas de Hilbert reportados por Vargas (2013) los cuales son:

1. ¢Son las matematicas completas, en el sentido de que cualquier postulado pueda ser
probado o rechazado?

2. ¢Son las matematicas consistentes, en el sentido de que nunca se pueda demostrar algo
que sea manifiestamente falso?

3. ¢Son las matematicas decidibles, en el sentido de que se puede crear un sistema de
deduccidén paso a paso que aplicado a cualquier postulado permita determinar si es

cierto o falso?

De los cuales se destaca el tercero, conocido también como “Entscheidungsproblem” o
problema de la decision, el cual fue abordado de multiples maneras. Particularmente, Turing
en su estudio de los numeros computables determina una respuesta negativa a través de la
creacion de las maquinas de Turing. La Maquina de Turing es un modelo de herramienta capaz
de computar o resolver un problema, la cual consta de una cinta infinita dividida en casillas, un
cabezal que pueda moverse por la cinta con la capacidad de leer y escribir en las casillas y una
serie de pardmetros u ordenes que indiquen al cabezal la accién que debe realizar en cada

momento (Javier Garcia, 2016). La cual se define formalmente como:

Magquina de Turing = {Z,T, Q, g}

Siendo:
X: input o valores de entrada.
I': alfabeto.
Q: el conjunto de estados.
o: funcién de transicion.
con:

0:Q XTI > T x{L,R} X

La creacion tedrica de este tipo de mecanismos y en particular los estudios realizados
por Turing en relacion con las Maquinas Universales de Turing — capaces de emular el
funcionamiento de cualquier otra maquina de Turing — fungen como el origen de la teoria
computacional, pues en ellas es posible programar el comportamiento de cualquier software

existente (Juarez y Manzano, 2017).
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Si bien, es posible modelar cualquier problema para que sea resuelto por medio de una
Maquina de Turing, cabe resaltar que estos procesos pueden volverse extensos y poco
practicos. Debido a ello, se ampliaron los estudios relacionados a la computacién a través de
multiples vias como los autématas de estado finito propuestos por McCulloch y Pitts, los
automatas descendientes o de pilas también conceptualizados por Turing, entre otros. Siendo
asi que en 1963 Chomsky plante0 la posibilidad de organizar las diversas gramaticas empleadas
por estos mecanismos de forma jerarquica, la jerarquia de Chomsky esta compuesta de cuatro
tipos de lenguaje, reportados por Vargas (2013) como: lenguajes regulares, lenguajes libres de
contexto, lenguajes dependientes de contexto y lenguajes irrestrictos; siendo cada uno
contenido por el siguiente. Cabe resaltar, ademas, que los principales modelos computacionales

pueden ser tomados como representantes de cada gramatica de la siguiente forma:

Los autématas finitos Gnicamente aceptan lenguajes regulares.

Los autématas de pila aceptan lenguajes libres de contexto.

Los autématas linealmente acotados aceptan lenguajes dependientes del contexto.

Las maquinas de Turing aceptan lenguajes irrestrictos.
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4. Aspectos metodologicos

Este capitulo tiene la funcion de consignar las diversas consideraciones metodoldgicas
que fueron asumidas para realizar el TG. Estas son: las etapas en las que se dividié el desarrollo
tanto de la monografia como del MID, el software empleado para la construccion del Museo y

los requisitos que debe cumplir el ordenador donde se desee ejecutar.

4.1. Etapas del trabajo

En este subcapitulo se describiran las cinco principales etapas metodoldgicas que se
consideraron para la realizacion del trabajo de grado. En esencia, estas consistieron en una
revision documental sobre la HM, luego una caracterizacion y definicién del concepto de
Heuristica, a continuacion, una seleccion de las heuristicas provenientes de la Historia que
serian parte del MID vy, finalmente, el disefio de las actividades, asi como de objetos del entorno

que se incluyeron en el Museo.

Al respecto, se reconoce que la metodologia para el desarrollo del trabajo aludio
esencialmente a la de una revision documental, en el sentido que fue la consulta,
sistematizacion y resumen de muy diversa cantidad de fuentes, la que permiti6 la organizacion

de las heuristicas encontradas a lo largo de la historia.

1. Busqueda de informacion en distintas fuentes

Primeramente, se realizd una revision documental de métodos de resolucion de
problemas, escudrifiando en la HM desde variadas fuentes como libros, articulos,
documentales, tesis, revistas, entre otros; ya que la HM se remonta a varios milenios atras, cada
hallazgo se catalogd segun las etapas historicas de la humanidad, priorizando aquellos que
respondian como un método de resolucion de problemas con algin componente principalmente
matematico. Asimismo, para cada hallazgo se redactd un resumen, detallando variados
aspectos (v. g. historia, antecedentes, impacto en la etapa historica). Sin embargo, ante la muy
variada y amplia informacion encontrada, se decidio limitar la busqueda solo a los temas que
respondian primordialmente como Heuristica, concepto que requirid de su propia revision

documental.

2. Revision del concepto de Heuristica

Debido a las multiples dificultades para entender el concepto de Heuristica y determinar

un método como heuristico o no, se llevd a cabo una revision documental del término desde
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variadas fuentes, resaltando los aspectos a considerar para el disefio del MID, concluyendo en

la elaboracion de una definicion propia, la cual quedo establecida en el capitulo 2.

3. Seleccién de Heuristicas en la HM

Con una definicién clara sobre el concepto de Heuristica, se retomd la bdsqueda
realizada en la HM con el fin de acotar y seleccionar aquellos momentos, fendbmenos o
conceptos que cumplen con los criterios establecidos en la definicion de Heuristica y que
posteriormente serian implementados en el MID. Una vez decantadas las heuristicas
seleccionadas, se llevé a cabo una nueva busqueda documental para profundizar en ellas, asi
como para buscar otros métodos heuristicos de resolucion de problemas segun la definicion
elaborada. A continuacion, se listan las heuristicas seleccionadas segun la edad a la cual

corresponden:

- Edad Antigua: Método de conteo y Método del Agotamiento.
- Edad Media: Método de las balanzas para la resolucion de ecuaciones.
- Edad Moderna: Método de Indivisibles.

- Edad Contemporanea: Método Montecarlo.
4. Elaboracién de actividades

A la par que se redactaba la fundamentacion tedrica, se trabajaba en los cddigos de
programacion que serian incluidos en el MID, determinando ideas factibles de implementacién

o descartando aquellas que representaban mayores problemas en términos computacionales.

En ese sentido, después de la revisién documental solo algunas de las heuristicas fueron
implementadas como actividades interactivas en el MID. Las actividades estan caracterizadas
por requerir de la interaccion y el conocimiento del usuario para alcanzar una meta o fin
particular. El criterio para determinar si tales heuristicas se implementaban como actividades
0 no, fue en relacion con sus caracteristicas visuales, graficas o concretas, en cuanto a que
pudieran ser llamativas para el usuario. Ejemplos de estas actividades son: resolucion de
ecuaciones utilizando una balanza, aproximacion de la constante @ por el Método de

Montecarlo, entre otras.

En el caso de las heuristicas que no fueron implementadas como actividades, se
acoplaron como elementos del entorno del MID (i. e. cuadros, exhibiciones). Estos elementos

tienen como principal funcion exponer sucintamente informacion relacionada con la Heuristica
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correspondiente (v. g. definicion, propdsito, funcionamiento). Algunos ejemplos de estos

elementos son:

- Modelos 3D acompafiados con audios para exponer algunas generalidades y trabajos

matematicos de la civilizacion China.

- Exposiciones de las curvas mecanicas ideades para resolver los problemas clasicos de

la Geometria.

En resumen, el MID cuenta con dos tipos de componentes, las actividades y los
elementos del entorno. Las primeras se diferencian por ser mas amplias, por precisar de una
interaccion con el usuario y por tener una meta (en el sentido de proponerle un reto al usuario).
Mientras que los segundos son objetos que decoran el museo proporcionando informacion

relevante a través de iméagenes y audios.

Teniendo en cuenta lo anterior, se optd en un primer momento por realizar el proceso
de programacién asociada a las diversas actividades planeadas. Esta decision se justifica debido
a la incertidumbre que se tenia en relacion con la cantidad de tiempo que implicaba su
elaboracion pues, si bien, era posible realizar un estimado basico del tiempo que se necesitaba,
podian surgir maltiples errores o falencias que implicaran la busqueda de informacion para
resolver el inconveniente o, de ser el caso, realizar modificaciones a las actividades planteadas

originalmente.
5. Disefio y construccién del MID

Una vez completada la programacién asociada a las actividades y a los elementos del
entorno que se desarrollaron en el MID, se decidié empezar a disefiar y llevar al software las
ideas sobre la propia infraestructura del Museo, es decir, las salas que lo componen y la
distribucion de los diversos objetos que se encuentran alli presentes (ver llustracion 22,

[lustracién 23, llustracion 24 e llustracion 25).

67



- llustracion 25. Sala del MID.
llustracién 24. Sala del MID.

4.2. Software empleado

Durante el desarrollo del presente trabajo de grado — y como consecuencia de su propia
naturaleza — fue necesario emplear multiples programas y herramientas digitales asociadas a la
programacion, el disefio y la modelacion de ambientes tridimensionales digitales que
permitieran cubrir las diversas necesidades asociadas no solo a la construccién del MID, sino
también a la creacion de las actividades interactivas que se presentarian en este. En particular,

se destaca el uso de Unity como el software principal asociado a este proceso.

Unity es un motor de videojuegos?® de libre distribucion, es decir, un conjunto de
herramientas digitales asociadas a la integracion de célculos y utilidades visuales en dos y tres
dimensiones, sonoras, fisicas — simulando elementos como la gravedad — y de gestion de red.
Fue publicado oficialmente en el 2005, destaca por su amplia accesibilidad y por la facilidad
de uso que posee por encima de otros motores similares haciéndolo uno de los softwares mas
empleados para el desarrollo de videojuegos y otros contenidos interactivos como disefios

arquitectonicos y animaciones (Ouazzani, 2012).

Cabe resaltar que Unity no es un software pensado para la creacién de los diversos

elementos que componen un videojuego (modelos tridimensionales, imagenes, sonidos, entre

28 En este documento se hace referencia al término “videojuego” debido a que Unity es empleado principalmente
para su desarrollo. Sin embargo, puede darsele otros usos como experiencias interactivas, creacién de
herramientas digitales, ambientes de aprendizaje, entre otros.
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otros) sino que se centra en su integracion al permitir la importacion de la mayoria de los

formatos asociados a cada tipo de archivo multimedia.

Partiendo de la documentacién oficial de Unity es posible sintetizar su funcionamiento

general a partir de la interaccién de tres tipos de elementos que componen cada videojuego,

estos son (Unity Technologies, 2016):

Escenas: son los espacios donde se desarrollan los eventos del videojuego, si bien estos
entornos son tridimensionales, es posible limitarlos a dos dimensiones facilmente. Su

funcidn es contener a los diversos GameObjects del escenario o nivel.

GameObjects: son todos los objetos que componen el videojuego, es decir, los
personajes, los elementos del escenario, las luces, cdmaras, sistemas de particulas, entre
otros. Cabe resaltar que los GameObijects, por si mismos, son elementos vacios, pues
requieren de una serie de componentes para cumplir la funcion que el usuario le asigne,

asimismo, un GameObject puede componerse de otros segun sea el caso.

Componentes: son todas las propiedades que permiten individualizar y caracterizar
cada GameObject, id est, su posicion, rotacién, tamafo, forma, colisiones, simulador

de fisicas, sonidos, entre otros.

La interfaz de usuario en Unity puede personalizarse segun las necesidades particulares

de cada proyecto, agregando o suprimiendo las herramientas que se muestran en esta, asi como

la ubicacion de estas. A continuacion, se detallaran los elementos basicos que componen la

interfaz antes de realizar dicha personalizacion (ver llustracién 26):

1. Barra de herramientas: contiene pestafias asociadas al funcionamiento general del

software, permitiendo modificar las otras partes de la interfaz, guardar el proyecto,
exportarlo, entre otras opciones. Ademas, cuenta con opciones particulares asociadas a
la ejecucion del videojuego dentro del software a modo de prueba.

Jerarquia: enlista los diversos GameObject presentes en la escena. El orden de dicha
lista es totalmente personalizable por el usuario favoreciendo la organizacion ademas
de ser util en casos particulares como el orden de los elementos en la interfaz del
videojuego.

Escena: es la representacion de la escena activa, en ella es posible ubicar los distintos

GameObiject que la componen y modificarlos.
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4. Juego: se activa al presionar el boton play en la barra de herramientas. Activa a modo

de prueba la escena tal cual la vera el usuario final.

5. Inspector: tras seleccionar un GameObject ya sea en el apartado de Escena o Jerarquia,

se muestran los Componentes de este, siendo totalmente modificables por el usuario.

6. Proyecto: es un acceso directo a la carpeta en la que se ubican los diversos archivos

que componen al videojuego, es decir los elementos importados (imagenes, modelos,

entre otros) o los generados por el propio software (escenas, GameObjects

personalizados, materiales, script, entre otros).

* Ilustracion 26. Interfaz de Unity.

Para finalizar, resulta relevante realizar una breve mencién a otros programas que

cumplieron un rol relevante durante el desarrollo del MID. Estos son:

Microsoft Visual Studio

Blender

Es una herramienta de programacion que
permite “editar, depurar, probar, controlar
versiones € implementar en la nube”
(Ouazzani, 2012) contenido en multiples
lenguajes de programacion como son:
JavaScript, Python, HTML, CSS, PHP, C#,
entre otros.

Ademas, cuenta con la capacidad de
vincularse a Unity para facilitar la creacion
de Scripts (bloques de codigo) escritos en
lenguaje C#, los cuales permiten modificar

Es un software especializado en el disefio de
modelos y animaciones 3D, si bien no puede
vincularse directamente a Unity, si permite
exportar los modelos en  formatos
compatibles como FBX.

Si bien, la mayoria de los modelos fueron
diseflados directamente en Unity o
descargados de paginas web?® dedicadas a la
distribucion de este tipo de archivos, en méas
de una ocasion fue necesario realizar
modificaciones de formato o textura, asi

29 Estas paginas web son espacios en los que disefiadores 3D comparten sus creaciones ya sea de forma gratuita y
de libre uso o por medio de licencias pagas. Algunos ejemplos de ellas son: www.free3d.com, www.cgtrader.com,

www.sketchfab.com, www.turbosquid.com, entre otras.
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Componentes en los GameObjects durante la | como la creacion de modelos particulares
ejecucion del videojuego. segun las necesidades del MID.

llustracion 27. Interfaz de Microsoft Visual Studio. llustracion 28. Interfaz de Blender.

4.3. Requisitos técnicos del MID

Tras finalizar el desarrollo del MID, y destacando que se trata de un software que
cumple con las caracteristicas de un videojuego, este no necesariamente puede ser ejecutado
por cualquier computador. Por tal motivo, plantean los requisitos a nivel de hardware que se

deben tener para un funcionamiento adecuado:

- Requisitos minimos del equipo que ejecutara el MID:
O Sistema Operativo: Windows 7 de 32 bits.
O Memoria RAM: 4 Gb.

O Almacenamiento: 1 Gb.

- Requisitos recomendados del equipo que ejecutara el MID:
O Sistema Operativo: Windows 10 de 64 bits.
O Memoria RAM: 4 Gb.
O Almacenamiento: 1 Gb.
Una vez detallado el procedimiento de desarrollo del TG, el software empleado y las
particularidades que posee el MID en relacién con sus requerimientos, se empled la

informacion obtenida de la revision documental como sustento de las diversas exhibiciones
que componen el Museo y que se detallan en el siguiente capitulo.
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5. Elaboracion de actividades

En este capitulo se describe de forma sucinta el proceso de disefio de las actividades

implementadas en el MID y los elementos del entorno.

Para las actividades se describe su objetivo, el resumen de la heuristica asociada, la

descripcion de la actividad tal cual se encuentra en el Museo y algunas imagenes. Por otra

parte, los elementos del entorno se encuentran clasificados segun la etapa histérica a la cual

pertenecen (organizacion que se mantiene en las salas del MID, ver Anexo 2Anexo 2) iniciando

con un breve contexto historico y matematico para posteriormente realizar un resumen de cada

heuristica que no fue implementada como actividad. Adicionalmente, para la Edad Antigua,

Moderna y Contemporanea se contemplaron breves biografias a cuatro autores pertenecientes

a cada época cuyo trabajo matematico fue relevante.

El MID esta dividido en salas segin cada una de las cuatro etapas histéricas

seleccionadas (ver Anexo 2), en cada una de estas junto a las actividades se presentan los

elementos del entorno. Los elementos del entorno tienen la funcién de brindar informacion

relacionada con el contexto histérico-matematico ya sea de la etapa historica o de las

heuristicas que no fueron implementadas como actividad. Se realizé la siguiente clasificacion

para caracterizar cada uno de estos componentes (ver llustracion 29):

Actividades: se disefi6 al menos una actividad para cada etapa histérica. En el MID
pueden encontrarse como objetos particulares (v. g. una balanza o piezas del Ojo de
Horus) o en mubles de color negro con un panel de botones y marco dorado en el que
se representa la interfaz que corresponde a la actividad.

Elementos del entorno: son los objetos que complementan la informacion del MID
representando a las heuristicas, el contexto histérico y autores de la época. A
continuacion, se detalla cada uno:

o Exposicion de heuristicas: son muebles negros con marco blanco o azul

(cuando se relacionan a una actividad) que poseen una imagen y descripcion
en audio, relacionada a las heuristicas seleccionadas en la revision
documental.

Contexto histérico: son elementos representativos de la etapa histérica o
civilizacion, los cuales generalmente se encuentran en exhibidores de cristal.
Al interactuar con estos se reproduce un audio con una breve

contextualizacién histoérica o matematica de la época.
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o Autores de la época: son cuadros que se ubican en algunas salas del MID, al
interactuar con estos se reproduce un audio en el que se exponen brevemente
la biografia y algunos de los aportes a las ciencias de un autor relevante de la
respectiva etapa histdrica.

= <)

Exposicion de Contexto Autores de la
heuristicas histérico época

Actividades

lustracion 29. Tipos de exhibiciones en el MID.
5.1. Descripcion de las actividades

En el MID se presentan cinco actividades, una por cada etapa historica. Cada actividad
tiene como objetivo resolver una situacion empleando una heuristica en particular. La
informacion presentada en el “Resumen de la heuristica” fue a su vez empleada como guion

para el elemento del entorno con el cual esta relacionado (Exposicién de heuristica).
Las actividades se detallan a continuacion:

5.1.1. Actividad 1
Ojo de Horus

o Recolectar las piezas del Ojo de Horus que se encuentran esparcidas por
ODbjetivo |5 70na del MID dedicada a la Edad Antigua.

Los antiguos egipcios idearon variados métodos de conteo segln su
sistema numérico, uso en diversos contextos y desarrollo matematico, ejemplo
de esto fue el Ojo de Horus. Un mito del antiguo Egipto relacionado con una
progresion matematica, en el que la unidad (1) era partida en una potencia de
dos de forma sucesiva hasta llegar al 64. Con esto se realizaban variedad de
conteos en diversos contextos de reparticion (ver pagina 343434)3434,

Resumen de
la
heuristica

Descripcion Se debe explorar la sala de la Edad Antigua en busca de los seis
de la fragmentos del Ojo de Horus que pueden encontrarse en doce posibles
actividad
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ubicaciones. Posteriormente, se deben organizar las piezas a fin de reconstruir
el Ojo a modo de rompecabezas.

Una vez culminada la actividad de forma satisfactoria, se recompensara
al usuario dandole acceso a una sala secreta en la cual se pueden observar dos
versiones del mito asociado a esta heuristica.

> I
Iméagenes ® e
en el MID ﬁ
/:‘ PaV./ ‘ﬂv, »,7 v : /: R ~ l
/= Pulsa E para tomar la pieza - i
5.1.2. Actividad 2
Método de Agotamiento
o Emplear el Método de Agotamiento para aproximar, tanto por defecto
ODbjetivo  ¢5mq por exceso, el 4rea de un circulo.
Los antiguos griegos desarrollaron un algoritmo reiterativo con el cual
podian aproximar diversas magnitudes segun fuese el caso, este se llamé el
Resumen de Método de Agotamiento y se centra en la aproximacion de areas encerradas
la por curvas con la inscripcidn sucesiva de poligonos con mayor cantidad de
heuristica lados cuya magnitud sea méas sencilla de calcular. Se puede realizar por
defecto o por exceso y con la cantidad de pasos que se deseen, el valor
obtenido se aproximara al valor real (ver pagina 37).
Al usuario se le muestra en pantalla un circunferencia y botones para
gue aparezcan dos poligonos, uno inscrito y otro circunscrito, a los cuales se
Descripcion les pueden modificar la cantidad de lados; ademas, se le muestra el valor del
de la area de los poligonos en cada caso, junto a su promedio aritmético, asi como
actividad 1a del circulo, con el fin de que el usuario compare las tres magnitudes y
detalle tanto la mejora de la aproximacion al aumentar el nimero de lados
como la diferencia entre emplear el método por defecto y exceso.
METODO DEL AGOTAMIENTO
Fiseco | || gt
de la circunferencia amarilla.
Imagenes ' .
en el MID Aproximacién por defecto:

Aproximacion por exceso:

Promedio de las aproximaciones:
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5.1.3. Actividad 3

Método de Balanzas

o Resolver sistemas lineales 2 x 2 empleando el Metodo de Balanzas
Objetivo  chino.

En China antigua se cred el Método de Balanzas para resolver sistemas
de ecuaciones lineales’. Después de escribir las ecuaciones despejadas en su
Descripcion Minima expresion se amplifican o reducen seglin sea necesario, tratando de
de la mantenerse en el conjunto de los nimeros naturales de tal forma que en algin
heuristica Punto puedan simplificarse incognitas al operar las ecuaciones entre si. La
balanza permite tanto visualizar los movimientos algebraicos realizados a las

ecuaciones como dar respuesta al sistema lineal (ver pagina 4141)41.

o Se dan piezas de distintos tamafios y pesos, asi como una balanza al

Descripeion ;,4ador, con estos debe especificar el valor de las incégnitas implicadas que

de la dan respuesta al sistema lineal en la pantalla respectiva. EI MID le informara
actividad g 65 correcto o no.

I |
Ecuaciones P . . . Limpiar
| [ l

| i==1

e
= BN

Imagenes - / ; :
en el MID

| =T

5.1.4. Actividad 4

Método de los Indivisibles

Determinar el valor del volumen de dos s6lidos empleando el método

Objetivo  ga |05 indivisibles

Un problema recurrente en la Modernidad fue el estudio del infinito y
las cantidades infinitesimales, algunos autores emplearon estas ideas
Descripcion abstractas para aproximar areas de figuras cualquiera ubicando segmentos en
de la su interior cuya longitud es, en esencia, méas sencilla de calcular, seguidamente
heuristica Se Sumaban estas longitudes con lo cual se aproxima al valor del area original
buscada. Este método también puede aplicarse al 3D, con sélidos y planos en

vez de figuras y segmentos respectivamente (ver pagina 54)54.

%0 os coeficientes y las soluciones de los sistemas de ecuaciones lineales implementados en el MID son niimeros
naturales.
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Empleando fichas de un tamafio y forma definidos, el usuario debera

Descripcion elizar una aproximacién del volumen de un sélido dado, ubicando las piezas
d_e _Ia en el interior de las figuras, a la par que se muestra en pantalla la suma de los
actividad 4 Gmenes presentes internos de la figura.
| ] |
71”‘ imaddy J : | b I!I I;Camblodeflgura¥
Imagenes
en el MID

5.1.5. Actividad 5

Método Montecarlo

Realizar la aproximacion de dos valores empleando el Método

ODjetivo pontecarlo en figuras con un area coman.

El método Montecarlo es un método estadistico numérico que permite
aproximar expresiones matematicas complejas (o dificiles de evaluar) con
cierto valor de exactitud a través de una simulacion aleatoria con el uso de una
gran cantidad de informacion. Este método puede emplearse tanto en
problemas matematicos como en otras ciencias exactas, evaluando puntos en
un espacio de varias dimensiones (ver pagina 61)61.

Descripcion
de la
heuristica

Al usuario se le presenta en pantalla una interfaz con un cuadrado y un
circulo inscrito, con un deslizador y un boton se pueden modificar la cantidad
de puntos “arrojados” al cuadrilatero, los puntos pueden caer dentro o fuera

Descripcion  del circulo y, por medio de la iteracion, puede aproximar el valor de 7.

de la ) .., . ..
Posteriormente, se presenta una variacion de dicho ejercicio en el cual

actividad iy .
se pregunta por la altura de un triangulo que se encuentra en el interior de un
cuadrado con el cual comparte un lado. En este caso, se pide al usuario realizar
los célculos (proporcionando la formula) para obtener dicha aproximacion.

METODO MONTEGARLO ”'ﬁ METODO MONTECARLO
|mégenes . & L e L T
en el M I D O A\Lum'Eﬂmmada al Enter:m:: GerGane
’
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5.2. Descripcion de los elementos del entorno

A continuacion, se presentan los elementos del entorno que componen el MID (ver
[lustracion 29). Para ello, se realiza un breve resumen del contexto historico y las diversas
heuristicas que fueron reportadas en el capitulo 3 asi como una biografia sucinta de algunos
autores relevantes segun su etapa historica reportados en Asimov (1999), Collette (2002),
Mankiewicz (2005), Rey y Babini (2013) y Stewart (2018). Estos son, a su vez, el guion de
los audios que se reproducen al interactuar con cada elemento del entorno — a excepcion de

las heuristicas relacionadas a actividades, como se menciono en el subcapitulo anterior —.

A continuacion, se organizan segun cada etapa historica el contexto general de la

época, la informacidn de las heuristicas y las biografias que se implementaron en el MID:

EDAD ANTIGUA

Babilonia fue una de las primeras civilizaciones de la humanidad de la que se tiene
registro, controlaban gran parte de medio oriente donde se desarrollaron entre cuerpos de
agua.

Los antiguos babildénicos mantuvieron constantes intercambios culturales con otras
civilizaciones como la griega y egipcia, de los cuales se generaron importantes desarrollos
para las ciencias y las matematicas.

Los registros muestran un versado manejo de las matematicas aplicadas en la agricultura
y arquitectura, generaron avances tanto en el campo de Aritmética como de la Geometria.
Sin embargo, actividades relacionadas con el Algebra o la demostracion no tuvieron mayor
relevancia en las matematicas babildnicas (ver subcapitulo 3.2).

Relaciones paramétricas

Los babilénicos desarrollaron un complejo sistema de
ecuaciones (también conocidos como relaciones
paramétricas) con las que podian determinar ternas

pitagoricas, asi: a = 2pq
a = 2pq b=p*—¢*
b:pz_qz ‘-'ZF':"'(!':
= o2 2
c=p°+gq
Con p y g numeros naturales cualesquiera no p.q EN ; p>q

simultaneamente impares y p > q. Las relaciones

cumplen con (2pq)? + (p? — q?)* = (p% + q%)?, por  (2p@)* +(P* — ¢*)* = (p* + ¢*)*
lo que a y b catetos y ¢ la hipotenusa del triangulo

rectangulo generado (ver pagina 3030).
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Algebra geométrica

Los antiguos babildnicos para sus estudios geométricos
le dieron tintes algebraicos, principalmente para areas
como la agricultura en la que el terreno a calcular podia
verse como una combinacion de incognitas que
generaban una ecuacion cuadratica. Asimismo, en los
registros matematicos babilénicos se encontraron
apuntes relacionados con el estudio del area de
cuadrilateros, lo que més adelante se conoceria como
productos notables (ver pagina 3131).

Método de Balanzas

Las balanzas pueden emplearse para analizar (y
resolver) algunos problemas de reparticion en los que se
deben tener datos como la cantidad de elementos
implicados y su peso total para determinar el peso de
cada objeto individual, al modificarse la cantidad de
elementos de un lugar a otro en la balanza se logra
deducir los valores solicitados. Este método también
puede emplearse para analizar expresiones lineales con
coeficientes naturales. Se puede considerar este método
como el antecesor al Método de Balanzas Chino (ver
pagina 31)31.

Método de Iteracion

Las medias aritméticas pueden emplearse en diversas
ramas de las matematicas con variados propositos. Los
babilonicos por su parte idearon un algoritmo en el que
con medias iteradas lograron aproximar valores para
raices cuadradas y soluciones positivas para ecuaciones
de segundo grado (ver pagina 32)32.

?7+6

S ol 19
ea x ==
+3

7
=7 = 7+§:8

19 133
Como 8 = 19 entonces se relaciona: 5 *x7 = e
133
133 33,78 _ 4
— - 48 =
8 8 7

x=vVb ; byaproximacién de la raiz

R . b
a, otra aproximacion de la raiz tal que a; = B
1
si by es demasiado pequeiio
entonces a;es demasiado grande
aytby
2

si by es demasiado pequeno
entonces aes demasiado grande

2

Junto al segundo rio mas grande del mundo creci6 una de las civilizaciones mas prosperas
de la antigiiedad, distinguida por sus imponentes construcciones, asi como gran cultura: la

civilizacién egipcia.

La civilizacion egipcia fue una de las méas prosperas de la antigiiedad, lo que generd que
se desenvolvieran en una relativa paz en la que actividades como la ciencia y la

arquitectura se vieron privilegiadas.

Los registros matematicos egipcios escasean a comparacion de otras civilizaciones, por lo
que es dificil seguir la pista de sus avances o determinar qué sucedié en qué orden o de

qué manera se llego a ello.
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Los desarrollos matematicos egipcios tienen un fuerte tinte practico, en areas como
agricultura, arquitectura y guerra, en las cuales requirieron de complejos calculos y analisis
para diversos propositos (ver pagina 32)

Método de Regula Falsi

Si bien el fuerte de los egipcios no fue el Algebra,

idearon un método con el que determinaban la solucion

de ecuaciones: llamando a una incognita local “aha” a la

cual asignaban un valor arbitrario para despues Sea x+3=19
comprobarlo en la expresion original, una vez obtenido ©=7 = 7+2=8

el — seguramente erroneo — resultado, se asignaba como  comos « 19 entonces se relaciona: 7 ==
denominador en una fraccion en la que el valor NEECINSCCOE S
independiente de la expresion original hace las veces de o7
numerador multiplicado por el valor arbitrario inicial.

Este procedimiento se repetia hasta obtener la respuesta

correcta del problema planteado (ver pagina 333333).

Tridngulo Sagrado

Un caso especifico de una terna pitagorica se puede

obtener con el Triangulo Sagrado, el cual consiste en una

cuerda con doce nudos equidistantes entre si, que al #\\ bt g2

distribuirse en una posicion especifica determinan un | "
-4 a . . 32 + 42 =52

triangulo rectangulo con medidas tres, cuatro y cinco, - N 9416 = 25

para sus catetos e hipotenusa, respectivamente. LosS b

egipcios lo empleaban en &mbitos mas aplicativos que

matematicos (ver pagina 3434).

Por otra parte, al sur de Europa se asentd y crecid una de las poblaciones con mayor
impacto en las ciencias hasta la actualidad: la antigua civilizacion griega.

Fue gracias a variados aspectos como la ubicacién en puntos estratégicos, la comunicacion
con otras civilizaciones, los dirigentes y diversas alianzas que la antigua Grecia fue una
de las mayores potencias en todos los aspectos de la época.

En la antigua Grecia se generaron profundos estudios enfocados en la Filosofia y las
ciencias, priorizando el conocimiento por sobre la aplicabilidad en el mundo real, lo que
gener0 una ruptura poco usual de sus avances matematicos con el mundo sensible.

Los trabajos de los antiguos griegos tuvieron tal impacto en los siglos posteriores que ain
en diversos centros del saber se estudian los registros de sus diversas obras, sin embargo,
muchos de estos estan fragmentados o perdidos (ver pagina 36).

Biografias

A continuacién, se mencionan brevemente cuatro de los muchos eruditos cuyo
legado impactd en gran medida al desarrollo de la humanidad y las ciencias.
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Tales de Mileto (624 a. C. — 546 a. C.) fue un matematico
y legislador griego reconocido por ser el primero en hacer
actividad demostrativa en el campo de la Geometria,
legando esta costumbre a sus homologos.

Pitagoras (569 a. C. — 475 a. C.) fue un filésofo y
matematico que estudio con recelo las ciencias, llegando
a crear una secta en la que los nUmeros se veian inmersos
en todo aspecto de la vida. Tal entendimiento conllevé a
un estudio generalizado de todos los fenémenos
observables desde las matematicas y las relaciones
numericas.

Euclides (323 a. C. — 285 a. C.) fue un matematico y
gedmetra griego cuyo trabajo mas conocido fue el
compilado Elementos, en el que recopil6, estructur6 y
demostré gran parte de la obra geométrica griega hasta el
momento, lo que a posteriori sentd un fuerte precedente
al desarrollo cientifico.

Arquimedes (287 a. C. — 212 a. C.) fue un estudioso
cientifico ilustre en areas como Matematicas, Fisica y
Astronomia. Fue un revolucionario del pensamiento de la
época al considerar la aplicabilidad antes que la
rigurosidad de los conceptos estudiados, por lo que sus
trabajos estaban mayoritariamente orientados en la
utilidad de los saberes obtenidos.
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Método de resolucidn de ecuaciones geometrico

Los griegos, eruditos en el uso de la regla y compaés,
determinaron soluciones teoricas para ecuaciones de o
segundo grado con un algoritmo de construccion ~ x","\
geométrico y valiéndose de algunas propiedades. Si bien |
el proposito de los griegos con esta construccién no era

el de determinar la solucidn de una ecuacién, esta puede |
inferirse sin mayores problemas. \

Se entiende como soluciones teoricas a un problema a \, /
aquellas que en la teoria son acertadas, pero no tienen NG /
aplicabilidad o sentido aparente en el mundo real (ver —
pagina 3838).

EDAD MEDIA

En Europa medieval hubo un temor supersticioso generalizado hacia fenémenos y
personas que, debido al desconocimiento general, eran catalogados como magos, brujas,
demonios, espiritus malvados o entes, por lo que se vivio un largo periodo de torturas,
conquistas y saqueos.
La Edad Media fue una etapa que algunos autores caracterizan como La Noche Estrellada
De La Humanidad debido a que tras constantes guerras gran parte de la poblacion era
analfabeta, pues el conocimiento estuvo relegado principalmente al clero y los dirigentes,
lo que impidid que se realizaran avances matematicos significativos en Europa.
Como se comento en el capitulo 3.3 la revision documental asociada a esta etapa historica
se enfocd en las civilizaciones de extremo y medio oriente, las cuales, si bien no fueron
ajenas al contexto bélico, se conservan registros de los avances matematicos de China,
India y Arabia (ver subcapitulo 3.3).

China

China Antigua fue una civilizacion caracterizada por
los grandes lapsos entre los registros de su desarrollo
matematico — debido a diversos factores —, por lo que
la informacion que se tiene actualmente esta
incompleta o desconectada entre si.

Los avances matematicos chinos cuentan con una
fascinacion mistica hacia los nameros y ciertas
configuraciones numeéricas, lo que conllevo a estudios
numerologicos con aserciones como, por ejemplo, los
numeros pares se les relacionaba con lo femenino
mientras que los impares con lo masculino, el cuatro
era a la mala suerte como el nueve a la fuerza.
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Los antiguos chinos también estudiaron los cuadrados
magicos — cuadricula cuadrada en la que en cada
espacio se ubica un namero natural —, los cuales son
tanto curiosidades numéricas como posibilidades de
estudio de patrones y célculo aritmético.

En China se emplearon los textos “Los Diez Canones
del Cémputo” y “El Libro de los Nueve Problemas”
por varias décadas como principales textos de
referencia educativos, en estos se presentan problemas
(y soluciones) a cuestiones de variada indole como
economia, agricultura y medicina.

(Ver pagina 4040).
India

La antigua civilizacion india no fue ajena al desarrollo
matematico, siendo sus profundas raices religiosas
factores de gran importancia para el mismo. Los
hinddes comenzaron con el estudio del sistema
numérico posicional el cual, si bien mas tarde sufriria
multiples modificaciones, llegaria a emplearse a nivel
mundial.

Los comerciantes hindles crearon una serie de cubos
con tamafios y materiales distintos tal que al pesarlos
su magnitud resultaba diez veces mayor al anterior.

Al ser las matematicas una manera de entender sus
creencias religiosas, estas no tenian relacién estricta
con el mundo sensible o con las posibles aplicaciones
a problemas reales, por lo que fueron posibles estudios
a cantidades negativas o nulas, como sus operaciones,
relaciones con otras cantidades y algunas propiedades.

Los hindles también ampliaron los estudios
geomeétricos de los griegos, creando lo que mas tarde
se conoceria como Trigonometria. Rama de las
matematicas que emplearon para determinar — con
gran exactitud — distancias cuando habia dificultades
para tomar medidas precisas, por ejemplo, al medir
cuerpos de agua o realizar calculos astronémicos.

Los hinddes estudiaron el campo de la probabilidad,
realizando exhaustivos célculos con los que infirieron
las formulas empleadas actualmente para
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permutaciones y combinatorias. Estos resultados eran
usados principalmente en campos aplicativos.

(Ver pagina 4242).
Arabia

En Arabia, a la par que se presentaron multiples
enfrentamientos de variada indole también hubo
amplios estudios en ciencias y la aplicabilidad de
estas.

Los antiguos arabes tuvieron cierto respeto por el
desarrollo cientifico generado por otras culturas,
creando un espacio en donde el saber primaba sin
importar la nacionalidad o el origen de los estudiosos.

Uno de los legados que los antiguos arabes dejaron
para la humanidad fue la transcripcion — por ende, la
conservacion — de textos de antiguos pensadores,
principalmente griegos.

Los antiguos arabes ampliaron los trabajos de los
griegos y los hindues a las ramas del Algebra y la
Aritmética, campos en los que demostraron gran
habilidad al intentar separar el &lgebra de la geometria.

Al-Khwarizmi fue el autor del Compendio Sobre el
Célculo por Medio de Transposicion y Reduccion,
texto en el que se trataba la solucion sistematica de
ecuaciones lineales y cuadraticas con movimientos
algebraicos similares a los actuales.

Los arabes ayudaron a la difusion del uso de las cifras
hindles y el cero. También estudiaron las reglas de las
cuatro operaciones aritméticas con nimeros enteros y
fraccionarios.

La ampliacion de las funciones circulares a las seis
empleadas actualmente fue obra de variados
pensadores arabes, quienes ademas generaron estudios
que permitieron entenderlas como relaciones entre
valores especificos de los triangulos.

(Ver pagina 4343).
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EDAD MODERNA

La Edad Moderna fue una etapa histérica comprendida — aproximadamente — entre los afios
1500y 1800, cuyo inicio se acredita a diversos eventos como el descubrimiento y posterior
conquista del continente americano, la conquista de Constantinopla por parte de los turcos,
la finalizacion de la Guerra de los Cien Afios entre Francia e Inglaterra.

La invencion de la imprenta en la Edad Moderna permitio una significativa ampliacion de
la distribucion y adquisicion del conocimiento, que junto con los estudios renacentistas
fueron clave para ampliar en gran medida el desarrollo cientifico de la época.

En la Edad Moderna se presentd una forma de entender las ciencias, comenzando a
desarticularlas del pensamiento griego, por ejemplo, en los estudios matematicos de esta
etapa historica se consideraron conceptos como el infinito y los nameros irracionales.
Asimismo, se brindé mayor importancia a otras ramas de las Matemaéticas aparte de la
Geometria (ver subcapitulo 3.4).

Biografias

A continuacién, se mencionan brevemente cuatro de los muchos eruditos de le Edad
Moderna cuyos aportes a las ciencias fueron de gran valia.

Francois Viete (1540 — 1603) fue un abogado y
matematico precursor en la escritura algebraica
simbolica, empleando letras para las incognitas en las
ecuaciones. Utiliz6 tales conocimientos en el ambito
de la Criptografia descodificando los mensajes
cifrados de la Corona Espafiola a favor de la Corona
Francesa.

René Descartes (1596 — 1650) fue un fil6sofo,
matematico y cientifico cuyas obras dieron una nueva
mirada tanto a la Filosofia como a las Matematicas en
general. lded la Geometria Analitica y el plano
cartesiano, con los que propulsé nuevas ramas de
estudio para la época.

Gilles Personne de Roberval (1602 — 1675) fue un
matematico y fisico inventor de herramientas y teorias
aplicables a variadas ciencias, ejemplo de esto fueron
la balanza de dos astiles o el estudio de cuadraturas
que resulté en un método similar al de Torricelli.
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Isaac Newton (1643 — 1727) fue un erudito en
variadas ciencias y pseudociencias, en el caso de las
Mateméticas fue uno de los fundadores del Célculo
Infinitesimal — titulo que comparte con Leibniz —
mientras que para la Fisica desarroll6 la Mecanica
Newtoniana.

Curvas Mecanicas

En la Edad Antigua surgieron tres problemas que,

debido a su dificultad y caracteristicas pasaron a la

historia como los Problemas Clasicos de la

Geometria. Para estos se debian utilizar unicamente -
los postulados de la geometria euclidiana, s
condiciones con las que estos se vuelven irresolubles. '
Sin embargo, empleando herramientas matematicas

que datan de la Edad Moderna, estos problemas

clasicos resultaron un fructifero campo de estudio

(ver pagina 47).

Duplicacion del Cubo
Encontrar el lado de un cubo cuyo volumen sea el doble de un cubo dado.

Este problema también se conoce como el Problema de Delfos, debido a una leyenda
en la que, para evitar la propagacion de una epidemia, un oraculo de Apolo orden6 la
construccidn de un altar cibico de tal forma que tuviese el doble de volumen del altar
que tenian en su ciudad.

Solucién de Arquitas: Arquitas de Tarento ided una
curva en la que se emplean un cilindro, un toro de
revolucién y un cono; creados de tal forma que al
intersecarse se obtienen dos medias proporcionales
con las cuales se obtiene una respuesta tedrica (ver
pagina 4848).

Cisoide de Diocles: Diocles ide6 una curva
mecanica en la que, con ciertas condiciones, al dar .
movimiento a un punto se genera un conjunto de A
puntos con los que se obtiene la primera de la familia _",f h
de curvas conocidas como Cisoides (ver pagina )
4949).

Triseccion del Angulo

Determinar un angulo cuya medida sea un tercio de un angulo arbitrario dado.
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Este problema se puede resolver empleando Unicamente regla y compas ideales en
ciertos casos especificos, ademas, multiples pensadores clasicos idearon nuevas
herramientas para intentar darle solucién. Sin embargo, con las condiciones iniciales

no se puede dar respuesta para el caso general.

Concoide de Nicomedes: la curva ideada por
Nicomedes si bien permite trisecar angulos
arbitrarios se debe trazar una nueva curva para cada
angulo. De la misma manera, la concoide se puede
generalizar para trazarse tanto a rectas como a otras
curvas como la elipse (ver pagina 5050).

Trisectriz de Hipias: Hipias ided una de las
primeras curvas cinemaéticas de las que se tiene
registro, curva que un siglo mas tarde también seria
empleada por Dinostrato para la resolucion de otro
de los problemas clasicos. Aln con tales bondades
empleando regla y compas ideales sélo se pueden
construir puntos de la curva (ver pagina 5151).

Cuadratura del Circulo

aX

Construir un cuadrado de igual area a la de un circulo dado.

Este problema también puede entenderse geométricamente como: dado un segmento
como radio de un circulo determinar otro segmento como lado del cuadrado
equivalente. Multiples pensadores de distintas civilizaciones y épocas trataron por sus
propios caminos de aproximar el area de figuras curvilineas con poligonos, los

antiguos griegos no fueron ajenos a ello.

Lanula de Hipdcrates: Hipdcrates logré resolver
el problema de la cuadratura ideando un algoritmo
de construccion para unos casos especificos de la
linula con las condiciones iniciales. La lanula
puede entenderse como la figura plana limitada por
dos arcos de circunferencias (ver pagina 5252).

Espiral de Arquimedes: Arquimedes por su parte
ide6 una curva cinematica con variedad de
propiedades, entre estas construir un segmento con
magnitud 7, ndmero irracional intencionalmente
censurado por los antiguos griegos. La curva
considera el movimiento de una semirrecta rotando
alrededor del origen a la par del avance de punto
perteneciente a esta (ver pagina 5353).
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Tangentes a una curva

Determinar la recta tangente a una curva por un punto dado fue un tema comun de la
época, llegando a considerarse una amplia gama de curvas. Multiples pensadores de
diversas disciplinas idearon sus métodos segln sus propias consideraciones, de estos
trabajos se obtuvieron interesantes desarrollos y apuntes a las matematicas de la
época, inclusive hubo el nacimiento de nuevas ramas de estudio.

Método de Roberval: Roberval caracterizo a la
tangente como la linea de direccion del
movimiento que tiene en ese mismo punto el mavil
que la describe. Se deben establecer elementos de
la pardbola como el foco, la directriz y el eje focal;
con estos — y el punto de tangencia — se determinan
dos vectores, al sumarlos se obtiene un vector
contenido en la recta tangente buscada. Este
proceso también puede aplicarse a otras conicas y
curvas mecanicas, sin embargo, tanto el
procedimiento como los calculos resultan
exhaustivos (ver pagina 5656).

Método de Descartes: el Método Analitico fue

una de las obras originales de Descartes, esta nueva

forma de razonar permiti0 un avance tedrico

significativo para las matematicas, con este ideo su

propuesta para la solucion del problema, la cual \ //
consistio en determinar una circunferencia de |\ /
modo que su tangente en el punto solicitado sea /
equivalente a la de la curva inicial. Este método

también puede emplearse para calcular las

derivadas de funciones de grado menor a dos, asi

como algunas reglas de derivacion y la distancia de

un punto a un plano; sin embargo, los calculos

terminan por ser exhaustivos a la par que algunas

ecuaciones resultantes demasiado complejas (ver

pagina 5757).
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EDAD CONTEMPORANEA

La Edad Contemporédnea se caracteriza por los multiples cambios y avances a nivel
mundial consecuencia de los diversos enfrentamientos a nivel mundial, como lo fueron la
Revolucion Francesa, la Primera y Segunda Gran Guerra. Dichos conflictos generaron
cambios politicos que afectaron las dinamicas globales en aspectos sociales, culturales,
econdmicos; asimismo impactaron al pensamiento de la poblacion en general.

Debido a los conflictos que se presentaron en la Edad Contemporanea se vivid una
evolucidn tecnoldgica sin precedentes. En particular, a las Matematicas ademas de la
utilidad bélica se las emple6 como una forma de someter las fuerzas naturales a favor de
los seres humanos.

En la Edad Contemporanea hubo un crecimiento desmesurado de la industria y el
comercio, lo cual, aunque generd que las poblaciones en general accedieran a nuevos
bienes y servicios también significo un consumo excesivo de recursos naturales que a su
vez conllevaron a consecuencias medio ambientales que repercuten en la actualidad (ver
subcapitulo 3.5).

Biografias

A continuacion, se mencionan brevemente cuatro de los muchos eruditos de le Edad
Contemporanea cuyos aportes a las ciencias fueron de gran valia.

Jean Baptiste Fourier (1768 — 1830) fue un
matematico y fisico cuyos estudios estuvieron
dedicados a la propagacion del calor en cuerpos solidos,
con lo cual desarrolld la Serie de Fourier y mas adelante
el Analisis de Fourier con el cual la Fisica progresé en
areas como la Telecomunicacion y la Electrotecnia.

Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) fue un
matematico, astronomo, geodésico y fisico aleman, con
amplios estudios en multiples ramas de las ciencias
exactas y aplicadas. Respecto al Algebra realizd
demostraciones para la Teoria de NUmeros y varias
pruebas para el Teorema Fundamental del Algebra que,
aunqgue no eran estrictamente rigurosas permitieron
esclarecer el concepto de nimeros complejos para otros
matematicos. También fue pionero en las geometrias no
euclidianas, aunque no publicé sus estudios.
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Georg Cantor (1845 — 1918) fue un matematico
aleman cofundador de la Teoria de Conjuntos. Fueron
sus valiosas investigaciones las que permitieron
formalizar la nocion de infinito bajo la forma de
nameros transfinitos. Sin embargo, recibié fuertes
criticas por su trabajo y por sus intentos fallidos en la
demostracion del Hipdtesis del Continuo que
terminaron con su defuncion.

Emmy Noether (1882 — 1935) fue una matematica y
fisica alemana con importantes trabajos en ambos
campos. En Matematicas fue una de las fundadoras del
Algebra Moderna, revoluciono la teoria de anillos y de
cuerpos; por otro lado, en Fisica desarroll6 el Teorema
de Noether, con el que determind la conexién
fundamental entre la simetria en fisica y las leyes de la
conservacion.

Redes neuronales

Las redes neuronales son un tipo de algoritmo de
Machine Learning, un método de programacion que
busca disefiar y entrenar inteligencias artificiales con el
propoésito de realizar una tarea de forma éptima. Su
funcionamiento simula a un cerebro real, aprendiendo
desde la experiencia, generalizando y abstrayendo
informacién al realizar un proceso de simulacion
reiterada en el que cada neurona artificial se especializa
en una tarea especifica que permite solucionar el
problema planteado (ver pagina 5959).

Desarrollo computacional

Como apoyo para la resolucion de la pregunta: ¢son las
matematicas decidibles, en el sentido de que se puede
crear un sistema de deduccidn paso a paso, que aplicado
a cualquier postulado pueda determinar si este es
verdadero o falso? Alan Turing disefié la maquina de
Turing, una herramienta capaz de computar o resolver
un problema a través de una serie de valores de entrada,
un conjunto de simbolos y un conjunto de estados. Si
bien, las maquinas de Turing son capaces de resolver
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cualquier problema computable, su generalidad hace
gue su uso sea poco optimo. Por tanto, fue necesaria la
creacion de modelos restringidos como los autdmatas
linealmente acotados, automatas de pila y automatas
infinitos (ver pagina 6262).
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6. Conclusiones

Se presentan a continuacion, las conclusiones obtenidas al finalizar el desarrollo del
MID. Las conclusiones se detallan en tres apartados: segin el cumplimiento de los objetivos
propuestos; segln el impacto que tuvo en los conocimientos y habilidades investigativas de los
autores; y segun las dificultades presentadas durante el desarrollo del trabajo de grado, asi como
los asuntos que no se lograron trabajar o las preguntas que quedaron por responder.

En relacion con el cumplimiento de objetivos, se considera que estos fueron alcanzados
durante el desarrollo del trabajo de grado. Particularmente, el objetivo principal el cual
correspondia a disefiar un Museo Interactivo Digital en Unity en el cual se expusieran diversas
heuristicas surgidas en la HM, asi como una serie de actividades que ilustran el funcionamiento

de algunas de estas.

Partiendo de lo anterior, se considera también que los objetivos especificos fueron
cumplidos en su totalidad, pues se realizaron las diversas actividades asociadas a cada uno de

ellos como se muestra a continuacion:

e Serealizé una revision documental sobre las heuristicas evidenciadas en la HM, que, si
bien fue interrumpida por la necesidad de establecer un concepto de Heuristica que
permitiera discriminar los hechos, eventos y métodos iban a ser implementados en el
MID, se completo satisfactoriamente.

e Se seleccionaron algunas de las heuristicas encontradas en la HM, identificando las que
poseian una mayor potencialidad para ser implementadas como actividades en el MID
por criterios como sus componentes visuales.

e Se desarroll6 un entorno tridimensional a modo de museo en el cual se exhiben las
diversas heuristicas de la HM seleccionadas, en este es posible realizar las diversas
actividades planeadas por los autores.

e Se escribié un documento, a modo de monografia, en el cual se compilé toda la
informacidn relacionada a los objetivos especificos anteriores, es decir: la revision
documental, el disefio de las actividades y los diversos elementos (v. g. audios e

imagenes) que componen el MID.

Por otra parte, respecto al progreso de los conocimientos y las habilidades en los
autores, se identifican los relacionados con competencias basicas de investigacion, como son

la capacidad para realizar una revision documental sobre un tema o concepto particular,
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discriminando de toda la informacion aquella que no cumple con unos pardmetros establecidos
e identificando y profundizando en aquella que si, para posteriormente construir una serie de
resimenes en los que se condense cada uno de los elementos investigados, para este caso, las
heuristicas. Asimismo, el desarrollo del TG conllevo a una inherente mejora en aspectos
académicos de los autores como la lectura analitica de textos, al momento de indagar en
diversas fuentes y socavar informacion relevante para la revision documental; y la redaccion
académica, al momento de condesar la informacion suficiente y necesaria tanto de la revision

documental como del proceso de elaboracién del MID en un Gnico documento.

Debido, el criterio principal que fue utilizado durante la revision documental fue la
definicion de Heuristica planteada por los autores, la cual da cuenta y razon del desarrollo de
la habilidad para la creacién de definiciones fundamentadas en investigaciones realizadas por
diversos autores y que ademas responda apropiadamente a las particularidades de la situacion.
Continuando con la capacidad para filtrar informacion de diversa indole, se observa un segundo
momento en el cual se seleccionaron las heuristicas que iban a ser incluidas en el MID ya sea
como actividades o como elementos del entorno — diferenciacion que también permite entrever
dicha capacidad — por medio de criterios como el cumplimiento de la definicion o segln sus

aspectos visuales.

Explayando en la discriminacion entre actividades y elementos del entorno, se evaluo
cada heuristica partiendo primero de sus aspectos visuales y posteriormente segun su grado de
interactividad. Para ello se plantearon mdltiples propuestas que luego atravesaron una
discusiéon sobre la viabilidad para ser implementadas como actividades en el MID, concluyendo
en las cinco detallades en el subcapitulo 5.1, por lo que se puede entrever la capacidad de los
autores para plantear tareas relacionadas con una teoria a la par que tiene en cuenta el medio

€n gue se van a presentar.

Asi mismo, se recalca que, aunque existian conocimientos relacionados con la
programacion en Unity estos también se vieron fortalecidos por parte de los autores. En
particular se destaca la capacidad para disefiar, organizar y optimizar algoritmos que se
relacionan entre si; la profundizacion en la forma en la que interactian los elementos
fundamentales del software (Escenas, GameObjects y Componentes) y el uso de herramientas
propias del motor de videojuegos como sistema de fisicas y la interfaz de usuario que, si bien,
habian sido usadas anteriormente no se les habia empleado con tanto detalle como el requerido

por el MID. Cabe resaltar que, si bien este tipo de conocimientos no son protagonicos en el
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proceso de formacion docente en el area de Matematicas, fueron adquiridos durante la carrera
y permiten ampliar la gama de herramientas disponibles al momento de intervenir en un
proceso educativo, pues dan la posibilidad de asumir estrategias distintas a las convencionales
a las convencionales o desarrollar material particular relacionado a un concepto matematico

especifico.

Continuando con el desarrollo de esta propuesta, se observé el surgimiento de
dificultades de variada indole que, aunque de una manera u otra se lograron resolver, se

destacan a continuacion:

e Al momento de llevar a cabo la revisién documental se encontraron problemas debido
a la ambigua definicion de Heuristica, un concepto tratado por diversos autores desde
maltiples puntos de vista, asi como con diferentes finalidades. Finiquitar este problema
requirié de un estudio del concepto que da cabida a otros analisis ya sea de las teorias
o de otras revisiones documentales segun otras definiciones.

e La relativamente poca informacion sobre desarrollo matemético en ubicaciones como
Oceania, América, Africa (en comparacion con los registros que hay sobre, por
ejemplo, las civilizaciones clasicas de Europa); ya sea por la falta de registro de las
sociedades que alli se asentaron o por la destruccion de estos por diversos motivos,
razon por la cual no se incluyeron en la revision bibliogréfica.

e Similar a la anterior vifieta, al buscar informacién sobre Mateméticas e HM en las
civilizaciones la hindu, arabe y china se presentaron problemas para dilucidar
estrategias que puedan ser clasificadas como heuristicas, ya que, aunque se tienen
mayores registros al compararlas con otras civilizaciones, estos flaquean en
profundidad o en difusién.

e Variadas heuristicas se pensaron para implementarse como actividades, llegando
inclusive a avanzar con la creacion de los cédigos de programacion y los resimenes
para la monografia, empero, por diversos factores — v. g. nueva definicion de Heuristica,
falta de aspectos visuales o dificultades para implementarlas en el MID — fueron
modificadas para ser elementos del entorno o, en el peor de los casos, descartadas de

esta propuesta.

Por otra parte, algunos de los temas que no se lograron tratar en este TG y permiten

generar nuevos estudios a futuro son:
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Debido a que varias de las actividades que se plantearon inicialmente fueron omitidas
de este TG dado que no fue posible programarlas en el MID o no cumplian con la
definicion de Heuristica, se deja abierta la posibilidad de disefiar o programar otras
actividades basadas en otras estrategias de resolucion de problemas surgidas en la HM,
ya sea como continuacion del MID o como otra investigacion.

Se puede pensar en un estudio sobre las nociones y aserciones que el profesorado en
general tiene al respecto de las heuristicas y su incidencia en el aula, si esta concuerda
con alguna de las teorias estudiadas en el capitulo 2, si se entiende como la definicién
formulada por los autores o si se tiene otra percepcion.

Durante el proceso de elaboracién de este TG hubo una revisién documental somera
para campos como la Criptografia, las Geometrias no Euclidianas, la Teoria de
Numeros, la matematica con aplicaciones a la Fisica o a la Biologia, entre otras; sin
embargo, no fueron incluidas en la version final del MID debido a que no calificaban
como heuristica segun la definicion establecida. Existe la posibilidad de continuar con
pesquisas relacionadas a estos ambitos en trabajos investigativos similares.

En su idea primitiva, el MID fue pensado para tratar exclusivamente la HM, vision que
se modificO como bien muestra este escrito. Realizar un entorno tridimensional
enfocado en la HM, en las Matematicas o en otro tema puede ser una propuesta
interesante como continuidad del trabajo de los autores o somo un estudio
independiente.

Para este TG la definicion particular formulada por los autores de Heuristica fungio
como filtro para determinar los conceptos matematicos a implementar en el MID, sin
embargo, se podria emplear otra definicién de otros autores del capitulo 2. Asimismo,
el MID se organizé segun las etapas historicas documentadas en el subcapitulo 3.1. Por
lo tanto, se propone como una posible continuacion a este TG plantear otro tipo de
clasificacion (v. g. distintos tratamientos a un mismo concepto matematico,
matematicas aplicadas a alguna ciencia, paradojas surgidas en la HM) para el disefio de
un entorno tridimensional.

Aun cuando el MID fue pensado como un material de apoyo docente, es decir,
relacionado directamente con la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, este no
fue implementado en tales contextos. La implementacion y analisis de resultados queda

como un tema pendiente para tratar a futuro.
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Para finalizar, queda abierta la invitacion para seguir con el trabajo de los autores, ya
sea desde la revision documental o desde la creacion de material interactivo digital; observando
las falencias y los aciertos que se presentaron durante este trabajo de grado, reflexionando
respecto a ello y mejorando con miras a aportar a la labor docente.
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8. Anexos

Anexo 1

Instructivo para el acceso al MID: se deben seguir los siguientes pasos para descargar y

acceder al MID:

1. Acceder al siguiente enlace para descargar el MID: Mate - Museo.zip. El cual

mostrard una pantalla similar a esta:

-
i

2. Dar clic en el botdn “Descargar” que se encuentra en la esquina superior izquierda:

| 4 Descargar |

Mate - Museo.zip

Nombre Fecha de mo...

Mate - Museo 2022-10-11
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https://pedagogicaedu-my.sharepoint.com/:u:/g/personal/bfcontrerasg_upn_edu_co/Ef3FswMwWfFCgdJ8I4o2e-4BBLN4YIzV7gkV_gQnVaq1Jw?e=dSvK5U

Esperar a que se complete la descarga y posteriormente abrir la carpeta en la que

se guardé el archivo descargado.

v hoy (2)
u;‘
2
Mate - Museo

~

it |

o

Documentos

Dar clic derecho al archivo del Mate — Museo, buscar la opcion de “extraer aqui’:

~ hoy (2)

Abrir

Abrir en ventana nueva

Compartir con S

Extraer todo...

e

CRC SHA

Anclar a Inicio

Examinar con Microsoft Defender...
Compartir

Mate -

|

Abrir con

{ Conceder acceso a

I Restaurar versiones anteriores

Enviar a

Cortar
Copiar

L] Crear acceso directo

| Eliminar

1 Cambiar nombre

Se abrira una ventana en la que se solicita elegir la carpeta en la que se desea
guardar el Mate — Museo una vez extraido. Tras ello, pulsar el boton “extraer” que

se encuentra en la zona inferior de la ventana.
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Extraer carpetas comprimidas (en zip)

Seleccionar un destino y extraer archivos

Los archives se extraeran a esta carpeta:

Examinar...

Mostrar los archives extraidos al completar

Extraer Cancelar

6. Esperar aque la carpeta se descomprima en su totalidad para posteriormente abrirla
en la ubicacion que se selecciono:

"4 29% completado - x

Copiando 148 elementos de Mate - Museo a Mate - Museo

29% completado n x
|

() Mas detalles

7. Al acceder a la carpeta del Mate — Museo se puede observar cualquiera de las
siguientes dos pantallas:

« > v 4 » Esteequipo » Discolocal (C:)

3¢ Acceso rapido

: -
I Escritorio <+ . .
‘r Descargas b 4 n
5| Documentos  # L 1
o Mate - MenoBleedingkd Mate - Museo UnityCrashHand| UnityPlayer.dil
=/ Imagenes A Museo_Data ge er32

Elementos Museo
Explicacion
Video Fisica

ﬂ Videos
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s+ Acceso ripido
B Escritario
JdL Descargas
] Documentos

[&] Imagenes

Explicacién
Video Fisica

i videos

»
»
#
»

Elementos Museo

€« > v 4 » Este equipo » Disco local (C:)

Mate - Museo

8. Abrir el archivo titulado “Mate - Museo”

# Acceso rapido

I Escritorio -
b Descargas »
/5| Documentos  #
=] Imagenes &
Elementos Museo
Explicacién

Video Fisica

B videos

« > v 4 » Esteequips » Discolocal (C:)

Lol

Mate - MoncBleedingEd Mate - Museo
Musec_Data ge

nityCrashHandl
er3d

UnityPlayer.dll

« > -9

s Acceso rapido
I Escritorio
J Descargas

|&| Documentos

=] Imagenes

Explicacién
Video Fisica

m Videos

> Este equipo » Disco local (C:)

»
&~
o+
P

Elementos Museo

:'IluﬂTr ﬂ

Mate - Museo
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Anexo 2

Plano del primer piso del MID

Edad Antigua
(. > China
( > India
(. > Arabia

‘ ) Europa

Edad Media
D > Egipto

(. > Grecia
@ N Babilonia

(& > Biografia
(‘»)) " Contexto histérico

(Ws > Heuristica

( > Actividad

Informacion

( ‘ N EdadModema

‘ ‘ " Edad Contemporanea

( ‘% > Biografia

(‘»)) " Contexto histérico

(Q > Heuristica

‘ / Actividad
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