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Resumen

Este trabajo de grado tuvo como propoésito reconocer la importancia del desarrollo del paso al
limite dentro de las demas ramas de las matematicas, teniendo en cuenta la consideracion del limite
como base del céalculo. Ademaés, dentro del proceso de ensefianza y aprendizaje del limite en la
formacion académica se evidencia un proceso centrado en el calculo algoritmico, por un lado, y
por otro, centrado en lo que se entiende como definicion formal. Teniendo en cuenta esta
disposicion en la ensefianza se resaltd la importancia del reconocimiento de los obstaculos
epistemoldgicos relativos a la nocion de limite identificados por Sierpinska y Cornu a partir de los
cuales se realiz6 una comparacion entre los obstaculos que surgieron en el trabajo de diversos
matematicos con los obstaculos epistemoldgicos reconocidos por estos autores, con el fin de que
el profesor de matematicas logre establecer estrategias que contribuyan a la superacién de dichos

obstaculos a partir del conocimiento histérico-matematico del limite.

Palabras claves: Obstaculos epistemoldgicos, Paso al limite, Historia de las matematicas,

conocimiento del profesor de matematicas.

Abstract

The purpose of this degree work was to recognize the importance of the development of the
passage to the limit within the other branches of mathematics, taking into account the consideration
of the limit as the basis of calculus. In addition, within the process of teaching and learning of the
limit in academic training, a process focused on algorithmic calculus, on the one hand, and on the
other hand, focused on what is understood as formal definition. Taking into account this
disposition in teaching, the importance of recognizing the epistemological obstacles related to the
notion of limit identified by Sierpinska and Cornu was highlighted, from which a comparison was
made between the obstacles that arose in the work of various mathematicians with the
epistemological obstacles recognized by these authors, so that the mathematics teacher can
establish strategies that contribute to overcoming these obstacles from the historical-mathematical

knowledge of the limit.

Key words: Epistemological obstacles, Passage to the limit, History of mathematics, mathematics

teacher's knowledge.
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Introduccion
El presente documento tiene como propdsito realizar un estudio sobre las diferentes concepciones
del paso al limite y sus implicaciones en la formacion inicial de profesores de matematicas, para
realizar esto, en un primer lugar se plantea una justificacion, en la que se exponen los argumentos
que motivaron al desarrollo de este trabajo de grado, asi como los objetivos que se espera alcanzar
con lo expuesto. En los capitulos posteriores se presenta el desarrollo de un marco de referencia
didactico e historico en relacion con el paso al limite, luego de esto, se presenta a modo de
ejemplificacién una propuesta para abordar el paso al limite en la escuela y, por dltimo, las

conclusiones a las que se llego con el desarrollo del presente trabajo.

Dentro de lo que se consideré como marco de referencia didactico, y que es presentado en el
capitulo 1, se abordaron conceptos como comprension, imagen conceptual y evocada, desde el
punto de vista de autores como Sierpinska, Tall y Vinner. Por otra parte, se enuncian los obstaculos
relativos a la nocion de limite, desde las perspectivas de Sierpinska y Cornu. Adicionalmente se
realiza una distincion entre el infinito actual y el infinito potencial dado que seran conceptos que

se retomaran en capitulos posteriores y es de esencial importancia tener claridad sobre estos.

Dentro del segundo capitulo se presentara el desarrollo historico donde se abarcan la concepcién
geométrica, de Newton y Leibniz, algebraica, aritmética y por ultimo la concepcion analitica. Cada
una de estas con el respectivo estudio de los aportes matematicos mas representativos en la
construccion de la nocion de limite, esta clasificacion se realizé con base en el esquema propuesto
por Medina (2001) en el que se presenta un rastreo sobre las diferentes concepciones del paso al

limite y sus principales exponentes en cada caso.

En relacién con el tercer capitulo, se busca argumentar la importancia del conocimiento histérico
sobre los conceptos relativos al limite. Para esto se tiene en cuenta algunos aspectos del desarrollo
historico previamente realizado y a partir de ello se plantea una secuencia de actividades que
ejemplifiquen el uso implicito de la historia en una propuesta de clase, con la cual se pretende

introducir la nocién de limite tomando como objeto matematico el calculo del area de un circulo.

En el cuarto, y ultimo capitulo de este documento, se presentan las conclusiones teniendo en cuenta

que en ellas se recogen las conclusiones parciales que se desarrollan a lo largo de cada apartado.



En éstas se incluye el analisis del planteamiento de la posible secuencia de actividades propuestas

para el aula.



Justificacion

Dentro de las matematicas y de la educacion matematica se considera importante el estudio de las
diversas concepciones del paso al limite. Hablando inicialmente de los obstaculos epistemologicos,
Sierpinska (citada en Neira et al., 2012), propone una lista de cinco obstaculos epistemolégicos, a
saber: horror al infinito, obstaculos ligados al concepto de funcion, obstaculos geomeétricos,
obstaculos logicos y obstaculos de simbolo. Tall (citado en Neira et al., 2012) afirma que “es el
concepto de limite el que significa un paso a un plano més avanzado de pensamiento matematico
y es el jalonador de procesos de desarrollo del pensamiento” (p. 26). Asi desde otras posturas, ha
surgido la necesidad de profundizar en el concepto de limite, y en general de los procesos del paso
al limite; ademas se resalta su importancia en las demas ramas de las matematicas; como por
ejemplo en el calculo, donde este resulta fundamental tanto en el desarrollo histérico de la
disciplina como para los procesos de ensefianza y aprendizaje.

Actualmente, en la ensefianza del limite de una funcién, que es préacticamente el Gnico contexto
escolar en gque se aborda el paso al limite, se presentan dos extremos. El primero, es que se cae en
un proceso de calculo algoritmico que no permite visualizar conceptos de importancia como el de
entorno o vecindad. El segundo, da méas importancia al saber formal desde la definicion,
denominada definicién formal (o definicion del concepto en términos de Tall), pero dejando de
lado los obstaculos epistemoldgicos que conllevan la construccion del concepto, lo cual no va en
direccion de la comprension, sino en funcion de la reproduccién de férmulas, propiedades de los

limites, y procesos algoritmicos de evaluacién, dejando de lado el aprendizaje significativo.

Como aseguran Tall y Vinner (1981) la definicién del concepto no garantiza su comprension ya
que puede existir una distancia infinita entre la definicién del concepto y la imagen conceptual que
se ha formado en la mente del individuo. De acuerdo con esto, Sierpinska (1994) se refiere a la
comprension como un proceso que redne tanto el conocimiento cientifico como el conocimiento
comun. Basandose en la teoria de los obstaculos epistemoldgicos, esto cobra sentido relevante para
los propositos de nuestro trabajo cuando Cornu (1983) argumenta que el estudio de la historia de
la nocién de limite ha permitido identificar los principales obstaculos en su desarrollo y la manera
en que se han podido superar. Si bien el contexto matematico ha evolucionado y los problemas en
el desarrollo de esta nocién no son los mismos, existen ciertas semejanzas entre los procesos de

aprendizaje por parte de los estudiantes y la manera en que surge este concepto a nivel historico.



Por lo tanto, se considera importante dejar en evidencia los problemas y obstaculos que se dieron
a través de la historia y hacer un contraste con los obstaculos epistemoldgicos definidos por
Sierpinska y Cornu, reconociendo asi la historia como un ente importante para el desarrollo de la

comprension sobre la nocién de limite.



Objetivos

General

Fundamentar la importancia que tiene el conocimiento del desarrollo historico del paso al limite

en la formacion inicial de profesores de matematicas

Especificos

I.  Analizar el desarrollo histérico del paso al limite resaltando los focos especificos que estan
relacionados con la construccion de algunos conceptos matematicos.

Il.  Reconocer la importancia de contar con argumentos tedricos, de carécter disciplinar, al
momento de realizar actividades de ensefianza en las que esté inmersa la nocién del paso
al limite.

I1l.  Identificar los problemas matematicos mas relevantes que den sentido al proceso del paso
al limite, asi como los obstaculos epistemoldgicos que se presentan en sus diferentes

concepciones.



1. Marco De Referencia Didactico

Para este capitulo abordaremos las diferentes concepciones sobre la comprension, tomando como
referencia a Sierpinska (1994) y Tall y Vinner (1981). Ademas, se presentaran las diferentes
clasificaciones de los obstaculos epistemoldgicos relativos a nocion de limite y por ultimo se

establecera la diferencia entre el infinito actual y el infinito potencial.
1.1. Comprension en Matematicas por Anna Sierpinska

Sierpinska (1994) resalta la diferencia entre continuidad funcional y la continuidad estructural.
Dentro de la continuidad funcional se establece una distincién entre los procesos de comprension
y los procesos de adquisicion de conocimiento, teniendo en cuenta que no pueden separase por
completo puesto que se complementan entre si. En este sentido, se dice que, en dicha continuidad
funcional, priman los procesos de comprensién puesto que implican la identificacion,
discriminacion, generalizacion y sintesis de los conceptos. En cuanto a la continuidad estructural,
se entiende como el desarrollo de la matematica a traves de la historia, en la cual algo en la

cognicion se mantiene esencialmente igual.

Por otra parte, podemos establecer una diferencia entre la continuidad y discontinuidad del
conocimiento, tomando principalmente las perspectivas de Bachelard y Cackowski (citados por
Sierpinska, 1994). Bacherlard desde su posicion del enfoque de discontinuidad; establece una
distincion entre el conocimiento comdn y el conocimiento cientifico. Desde el conocimiento
comun, se distinguen las opiniones sociales catalogadas como irrefutables o paradigmas
socialmente aceptados, por lo que representan un obstaculo a la hora de adquirir el conocimiento
cientifico o riguroso de las matematicas, puesto que el desarrollo histérico de dicho conocimiento
cientifico se caracteriza por los hallazgos so6lidos que se hicieron con base en las diferentes formas

de pensar.

Cakowski (citado por Sierpinska, 1994) basa su modelo en dos puntos, refiriéndose a la estrecha
relacion entre el conocimiento cientifico y el conocimiento cotidiano, pues resalta que son
imprescindibles uno del otro para el adecuado desarrollo de la comprension. En este sentido, hace
referencia a dos aspectos que no pueden ser desligados uno del otro, la formalizacién completa o

rigurosidad matematica y el aprendizaje empirico, puesto que estos dos integran la vision



predominante del mundo con el sistema cognitivo, por lo tanto, se debe llevar un balance entre

ellos, en la Figura 1 se muestra una sintesis de lo mencionado.

Distinguiendo

Cotidiano

desde desde

[Formalizacic’m completa L\’ A e
o rigurosa prendizaje
empirico

Integran/ P

Visién predominante
del mundo

Figura 1: Distincion del conocimiento (construccion propia)

Por otra parte, resalta que el pensamiento humano es oscilante ya que su nivel de formalizacién
depende de su nivel de desarrollo cognitivo, por tanto, cuando se habla de un cambio de nivel, se
pueden presentar brechas conceptuales entre lo que se conoce de manera empirica y lo que se esta

aprendiendo de manera formal.

En este sentido Sierpinska se refiere al marco epistémico como los aprendizajes que tiene cada
persona, independientemente de si son de caracter formal o empirico. Y resalta que a medida que
un individuo adquiere conocimiento formal que le genere brechas con el conocimiento empirico,
debera existir una ruptura en sus esquemas mentales que le permitan adquirir nuevo conocimiento

y que de esta manera este se pueda configurar dentro de su propio marco epistémico.

1.2. Comprension Como Imagen y Definicion Conceptuales en Matematicas por Tall y

Vinner

Tall y Vinner (1981), hacen énfasis en lo que ellos llaman imagen conceptual, que es la estructura
cognitiva total asociada con un concepto, esta incluye todas las imagenes mentales, las propiedades
y los procesos asociados que las personas tienen en su mente en relacion con un concepto, un
objeto 0 un proceso. Esta se constituye a través de los afios y las experiencias, cambiando a medida

que el individuo se encuentra con nuevos estimulos y madura. Todos los atributos mentales



asociados con un concepto ya sean conscientes o inconscientes, deben incluirse en la imagen del

concepto.

A medida que se desarrolla la imagen conceptual, no es necesario que sea coherente en todo
momento. La informacion sensorial estimula unas vias neuronales e inhibe otras. De esta forma
diferentes estimulos pueden activar diferentes partes de la imagen conceptual, desarrollandolas de
una manera que no necesita ser un todo coherente. A la porcion de la imagen conceptual que se
activa en un momento determinado Vinner la denomina imagen conceptual evocada. Asi se puede
concluir que en diferentes momentos se pueden evocar imagenes aparentemente conflictivas y que
no necesariamente constituyen un todo coherente. Solo cuando se evocan simultaneamente
aspectos conflictivos, debe haber una sensacion real de confusion, lo cual debe ser aprovechado

para generar desequilibrios conceptuales que permitan reacomodar la imagen conceptual.

De otra parte, esta la definicion de un concepto que es una forma generalmente redactada en
palabras y que es utilizada para especificar ese concepto. Puede ser aprendido por un individuo de
manera memorizada o con significado si esta la relaciona en un mayor grado con el concepto en
conjunto. Es decir, no necesariamente la definicién de un concepto esta relacionada con la imagen
conceptual que tiene el estudiante, es mas, este cuando usa las palabras para dar la explicacion de
su imagen conceptual evocada, construye una definicion personal del concepto que puede diferir
de la definicién del concepto formal (aceptada por una comunidad matematica y cientifica en

general).

Por otro lado, un maestro puede dar la definicion formal de un concepto y luego trabajar todo el
tiempo con ejemplos que sélo evocan la parte procedimental del concepto, esto puede generar la
imagen del concepto restringida, en un principio el estudiante puede sentirse satisfecho con esta
imagen conceptual, ya que podria resultar practico, pero cuando se enfrente a un problema que
requiera del uso adecuado de la definicién formal, en un contexto mas amplio, encontrara
dificultades para resolverlos ya que la imagen conceptual evocada no sera de utilidad y podria estar

supremamente restringida.

Cuando una parte del concepto de imagen o definicion de concepto puede entrar en conflicto con
otra parte del concepto imagen o definicion, se dira que este es un posible factor de conflicto. Un

tipo de factor de conflicto es cuando la imagen del concepto esta en desacuerdo con la definicion



formal del concepto en si. Estos factores pueden dificultar seriamente el aprendizaje de una teoria
formal. Los estudiantes que tienen un posible factor de conflicto y estan muy seguros de estas
nociones, pueden considerar que la teoria formal es inoperante e innecesaria, o podria ocurrir que
multiples imégenes conceptuales conflictivas puedan coexistir sin generar aparentemente

conflicto, es decir, seguir siendo funcionalmente operativas.

Muchos estudiantes tienen grandes dificultades para manipular las definiciones de limite y
continuidad. Entonces se encuentran en una situacion en la que pueden tener una imagen mental
fuerte, pero la imagen de definicion del concepto es débil. Entienden que las declaraciones globales

de los teoremas son obvias, pero no pueden seguir formalmente las pruebas.

En niveles més avanzados, resulta mucho mas dificil visualizar los conceptos como iméagenes
mentales y nunca pueden estar seguros de las intuiciones sugeridas por su imagen conceptual, que
ahora puede ser una mezcla de iméagenes conceptuales fuertes que tienen conflictos potenciales
con la definicion del concepto. La dificultad de formar una imagen conceptual adecuada, y los
efectos coercitivos de una imagen inapropiada que tenga conflictos potenciales, pueden dificultar

seriamente el desarrollo de la teoria formal en la mente del estudiante individual.
1.3. Nocion de Obstéaculo:

La nocidn de obstaculo se entiende como un conocimiento que funciona bien en algunos contextos,
pero que al ser aplicado en otros produce errores, por esta razon se concibe como un conocimiento
y no como una falta de él ni como una equivocacion. Los obstaculos pueden inferirse a partir de
los errores en las practicas y la dificultad experimentada por los que participan en ellas (Neira et
al., 2012)

Dentro de la clasificacion de los obstaculos en general, se encuentran los siguientes, propuestos
por Bruno D’ Amore (2006):

» Obstaculos de naturaleza ontogenética: Se debe tener en cuenta la edad de cada
individuo, “pues se hallan ligados al desarrollo de su inteligencia, sentidos y percepcion”
(D’Amore, 2006, p. 223), para asi mismo determinar la pertinencia del objeto matematico
a tratar, ya que este obstaculo se presenta a medida que el individuo crece y adquiere

nuevos conocimientos.



» Obstaculos de naturaleza didactica: Se trata de la transposicion didactica que realiza el
maestro sobre algun objeto matematico, la cual considera pertinente, sin embargo, puede
que este método que se escoge no sea eficiente para todos los estudiantes y no se puede
garantizar el éptimo aprendizaje de todo el grupo o que eventualmente pueda causar una
imagen conceptual funcional pero restringida o que incluso distorsione el objeto
matematico.

» Obstaculos de naturaleza epistemoldgica: Para este caso se hace referencia a los objetos
matematicos segun su desarrollo historico, ya que entre estos se encuentran principalmente
discrepancias en diversas definiciones de un mismo concepto a lo largo de la historia, lo

que se conoce como “nNaturaleza misma del argumento” (D’ Amore, 2006, p. 225).

Particularmente en la clasificacion de estos obstaculos, nos centraremos en los de naturaleza
epistemoldgica. Con respecto a lo anterior, Lizarralde & Ramirez (2016) citando a Cornu ubican
los obstaculos histéricos dentro de los epistemoldgicos, con respecto a la nocion de limite y los

clasifican de la siguiente manera:

> El limite, nocién metafisica: Es caracterizado como uno de los principales obstaculos en
el aprendizaje actual de los estudiantes, puesto algunos no consideran el limite como parte
de las matematicas, debido a que este concepto conlleva a una nueva forma de pensar las
matematicas mas alla del célculo y las deducciones; esto implica el paso del algebra al
andlisis. Los estudiantes lo experimentan cuando se encuentran con el calculo de un limite
que no se puede resolver por un método algebraico.

» La nocién de infinitamente pequefio y de infinitamente grande: Estas nociones
constituyen obstaculos como “;Serd que existe un nimero mas grandes que otros? ;Existe
un estado intermediario entre lo que es nulo y lo que no?” (Cornu, 1983, p.238) En este
sentido se hace referencia a las cantidades evanescentes de Newton, lo cual ha significado
una gran dificultad al hacer tender una cantidad a cero.

> ¢El limite puede ser alcanzado? En muchas ocasiones se marca una distincion entre la
tendencia a un numero y ser igual. Es decir, en el estudio realizado por Tall y Vinner
(1981), se encontrd que los estudiantes en su mayoria consideran 0,9 # 1, lo cual es

evidencia de que esta dificultad persiste.
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>

La transposicion numérica Debido a que la nocion de limite aparece en principio en la
geometria con las magnitudes diversas, se dificulto el paso al limite, y con esto los calculos
sobre los limites. Para poder resolver estas dificultades se debid hacer uso de transposicion
numeérica de estos objetos independientemente de su naturaleza. Un ejemplo claro es la
dificultad que tuvieron los griegos al llevar el limite sobre las magnitudes y no sobre los
numeros, lo cual a partir de la geometria analitica de Descartes resultd ser mas sencillo de

trabajar.

Por otra parte, Sierpinska reconoce los siguientes obstaculos epistemolégicos relativos a la nocion

de limite:

>

Horror al infinito: Se hace una agrupacion de los obstaculos ligados a lo infinitamente
grande o pequefio, rechazando la posibilidad de establecer el limite a magnitudes infinitas.
Este obstaculo consiste en “asociar el paso al limite de un movimiento fisico, con una
aproximacion” (Neira et al., 2012, p.24).

Obstaculos ligados al concepto de funcidén: A pesar de consolidarse el concepto de
funcidon como foco principal para la formulacion de limite entendiéndose como concepto
independiente de la intuicion, uno de sus problemas principales esta en la continuidad en
relacion con la restriccion a una sucesion de valores y particularmente la no distincion de
la nocidn de limite entre las cotas superior e inferior.

Obstaculos geométricos: Este obstaculo se manifiesta cuando se difiere entre la magnitud
variable y la magnitud constante a la que hace referencia el limite. Por ejemplo, cuando se
busca hallar el area de un circulo y se calcula a partir de poligonos inscritos, cuya cantidad
de lados tiende a ser infinita, o pensar en la circunferencia como un poligono regular de
infinitos lados que no tiene lados (para referirse a segmentos de recta).

Obstéculos l6gicos: “ligados a la eliminacidon de los cuantificadores o de su orden” (Neira
et al., 2012, p. 25). Este se evidencia fuertemente en la definicion formal de limite con
elementos l6gicos como el para todo, existe, tal que y los problemas relacionados con la
existencia y la unicidad.

Obstaculos de simbolo: Se refiere al rechazo de introducir un simbolo analitico que

represente el paso al limite.
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De acuerdo con la clasificacion descrita anteriormente, podemos establecer relaciones entre los
obstaculos geométricos y de simbolo que menciona Sierpinska y el obstaculo de transposicion
numeérica propuesto por Cornu. Dado que estos obstaculos se refieren a la dificultad entre la
relacion de los distintos sistemas de representacion desde los cuales se plantea el paso al limite.

Por otra parte, se evidencia como aspecto en comdn el Horror al infinito con la nocion de lo
infinitamente pequefio y lo infinitamente grande ademas del obstaculo en el cual se pregunta si el
limite puede ser alcanzado, puesto que para ambos casos se niega la correspondencia entre una

magnitud infinita y su aproximacion en el paso al limite.

De acuerdo con Bruno D’ Amore (2017) el obstaculo epistemoldgico no esta vinculado tnicamente
a los factores conceptuales sino a factores sociales, en los cuales la historia pura de las matematicas

entra en contacto con la historia de las préacticas humanas.

Se reconoce la cultura como algo maés alla de un obstaculo para el conocimiento, la cultura es de
la misma naturaleza del conocimiento y esta presente en todo lo referente al aspecto cognitivo. Se
habla del reconocimiento entre el aspecto cultural y el aspecto cognitivo para no caer en posturas
ingenuas, en las que se considere una separacion entre estos dos, “para descubrir las verdades
eternas en las cuales se supone que la matematica esta constituida, se requiere de un ser humano

[...] que necesariamente vive y respira en un contexto cultural” (D’ Amore, 2017, p. 173)

1.4. Infinito Actual e Infinito Potencial

2

Se considera a lo largo de la historia, el infinito como “lo que no se deja recorrer y carece de limite
(Castro & Pérez, 2007, p. 16) a partir de esto, se distinguen dos tipos de infinito: el infinito
potencial y el infinito actual. El primero fue aceptado por los matematicos hasta el siglo XVII antes
de que Georg Cantor introdujera el infinito actual como un objeto matematico, mas alla de

entenderlo como un objeto metafisico, a continuacion, se describen brevemente estos conceptos.
1.4.1. Infinito Potencial

La idea de infinito potencial aparece a partir de la construccion progresiva de sucesiones de
elementos, que nunca se enfrentan al infinito en su totalidad. Por su parte Castro y Pérez (2007) lo

definen como una construccion a lo largo del tiempo. Este hecho lo podemos ejemplificar como
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mencionan Franco y Ochoviet (2006) haciendo alusion al relato de Vasconcelos en su novela
Rosinha mi canoa quien muestra una idea del infinito potencial: “Si un palomo, cada mil afios,
llegase a la tierra y se llevara un granito de arena a la vez, cuando se gastara la arena del mundo

entero la eternidad aun estaria comenzando” (p. 509).
1.4.2. Infinito Actual

Una nocion de lo que representa el infinito actual se puede ilustrar en un fragmento del texto de
Borges El Aleph, citado por Franco y Ochoviet (2006): “Aclard que un Aleph es uno de los puntos

en el espacio que contiene todos los puntos.” (p. 510)

De esta manera podemos deducir que el infinito actual hace referencia al infinito en su totalidad,
siendo este ajeno al orden de sus elementos. En este sentido se resalta la importancia del trabajo
de Georg Cantor, quien considera al infinito como algo ya consumado siendo el primero en aceptar

el infinito actual como un objeto matematico.
1.5. Conclusiones Parciales

La imagen conceptual, la podemos asociar al conocimiento comun, teniendo en cuenta que ambas
hacen referencia al conocimiento que se desarrolla de manera intuitiva, desde la experiencia, desde
lo observado y/o las propiedades deducidas de manera empirica. Especificamente, cuando nos

refiramos a alguno de estos conceptos mas adelante, tomaremos el propuesto por Tall y Vinner.

En el momento en que se comienza a establecer un concepto, pero desde un punto de vista formal
0 riguroso, con una imagen conceptual previa, se generan brechas conceptuales, por ende, si no
hay una ruptura en los esquemas mentales del individuo, pueden surgir obstaculos que son de

caracter epistemoldgico.

Particularmente, cuando hablamos de la nocion de limite que desarrollan los estudiantes en su paso
por la escuela, estos se ven enfrentados a distintas dificultades debido a que existen conflictos que
surgen entre las imagenes conceptuales evocadas sobre esta nocién, adquiridas muchas de ellas
desde su cotidianidad, y su definicién formal. Es decir, lo que un estudiante entiende por limite

no siempre coincide con lo que esta aceptado por una comunidad cientifica.
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Con respecto a lo anterior de manera natural surgen las siguientes inquietudes; ¢Esa imagen
conceptual que tiene un estudiante del limite, puede relacionarse con la imagen mental que
tuvieron algunos matemaéticos a lo largo de la historia? ¢los obstaculos presentados por los
estudiantes tendrian relacién con los obstaculos historicos? Estos interrogantes seran foco de

analisis en este trabajo.

2. Desarrollo Histérico del paso al Limite

En este capitulo se pretende realizar un desarrollo histérico sobre el paso al limite, desde las
diferentes concepciones consideradas por Medina (2001): la geométrica, las de Newton y Leibniz,
la concepcidn algebraica y aritmética, hasta llegar a la concepcion analitica de Weierstrass. Con el
fin de identificar dentro de estas concepciones la incidencia del paso al limite en la construccién
de conceptos matematicos y a su vez, los problemas matematicos que contribuyeron a configurar
el paso al limite como un proceso matematico. Dentro de dichos problemas, se resalta cuales han
sido los posibles obstaculos epistemoldgicos o culturales que mas incidencia tuvieron durante estas
épocas, asi mismo de ser posible, identificar como lograron superar estos obstaculos. Teniendo en
cuenta la postura de Medina (2001), desde la cual expone que dichas concepciones no son

disyuntas entre si.

2.1. Concepcidon Geomeétrica

Los principales aportes a la nocidon de limite se dieron desde la geometria con Eudoxo y
Arquimedes, quienes a partir del método de exhaucién logran determinar magnitudes tan grandes
y pequefias como se desee. Por ultimo, se describen los aportes que realizan Kepler y Cavalieri

desde lo que ellos denominan como infinitesimal e indivisibles respectivamente.
2.1.1. Los Inconmensurables y EI Método de Exhaucién de Eudoxo

En la escuela pitagdrica es donde inicialmente se desarrolla con cierto rigor el infinito potencial,

cuando se refiere a secuencias de la forma:
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Figura 2: Secuencia Pitagdrica, Castro y Pérez (2007)

Segun Castro y Pérez (2007) esta secuencia muestra la manera pitagorica de entender la relacién

nn+1)

14243+ +n=——

En donde sus caracteristicas principales estan dadas por un inicio y una regla establecida para pasar

de un estado dado, al siguiente, y de este al siguiente y asi sucesivamente.

La definicidn 13 del libro 1 de los elementos de Euclides se presenta el limite como el extremo de
algo, ademas la definicion 14 plantea que una figura es aquello que estd contenido en cualquier

limite o limites. Desde estas definiciones se establece el limite como algo que se puede alcanzar.

Sin embargo, para los griegos el tratamiento del infinito se consideraba como un problema debido
a que estaba estrechamente relacionado, méas alla de los procedimientos matematicos que
involucraban, con sus concepciones ideoldgicas. De hecho, es en la escuela pitagdrica que surge
el problema de los inconmensurables, a partir de la demostracién del teorema la diagonal y el lado

de un cuadrado no son conmensurables.

A continuacion, se presenta una estructura general de la demostracion de este teorema en el
lenguaje de las traducciones contemporaneas, el lector podrd revisar los detalles de esta

demostracién en Castro y Pérez (2007):
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Se dice que dos segmentos a y b son conmensurables, si existe un tercero x tal que a = nx y

b = mx paraalginn,m € Z*

T Tr T T r T T T
—— —— —— P S S ——
a=nc b=mx

Figura 3: Segmentos conmensurables

Supongamos que la diagonal del cuadrado y su lado son conmensurables, entonces existe una

magnitud x en comun entre la diagonal y el lado del cuadrado [-] ABCD, asi:

Teniendo en cuenta que:

A D
AE = ABym£FBA = m4FEA = 90°.
' Existen m, n € N tales que AB=mx Yy AC = nx,
dado que se asume que son magnitudes conmensurables
\E (guardan proporcidn), de ahi que
I S \ C EC=n-
B F =n-m)x

Figura 4: Diagonal del cuadrado

Se tiene que A ABF = A AEF por criterio ALL para triangulos rectangulos, luego BF = FE.
Por otra parte, A CEF ~A CBA por criterio AAA, entonces EC = FE dado que A CBA es

isosceles. De donde se tiene que BF = EC vy, por lo tanto:
FC=BC—BF =mx—(n—m)x = (2m—n)x
Sean, =(2m—-n)ym, =n—m.

De ahique 0 < n, < n.
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Constrayase el cuadrado de lado EC = m,x y diagonal A :D
FC =ny,x

Si se procede de manera similar a como se hizo con el cuadrado

[1ABCD, es posible construir el cuadrado [-] HIJC sobre la | ) \
diagonal FC del cuadrado [-] FECG, tal que HC = m3x y -E; """""""" F H'" c
IC = ngx conms,ny; € Nyademés 0 < nz < n,. 5

Este proceso puede ser realizado de forma indefinida y Figura5: Construccion indefinida
de nimeros naturales

particularmente, generar nimeros naturales tales que
n>n, >ng > >n >

Lo cual lleva a una contradiccion, dado que toda sucesion decreciente de nimeros naturales tiene

un elemento minimo (Castro & Pérez, 2007).

Por lo tanto, se deduce la existencia de nimeros que son inconmensurables, razén por la cual la
escuela pitagorica decide esconder el hallazgo y trabajar inicamente con razones conmensurables.
Este descubrimiento traeria como consecuencia el derrumbe de toda la teoria pitagorica, refutando
su principal creencia de que los nimeros podian medirlo todo. Aun asi, la demostracion fue
publicada por Hipaso de Metaponto, discipulo de Pitagoras, lo que causé al parecer, que fuera
arrojado al mar por divulgar su resultado fuera de la escuela.

A partir de esto, Eudoxo de Cnido sostiene que no es necesario suponer la existencia de magnitudes
infinitamente pequefias, por el contrario, considera que se puede conseguir una magnitud tan
pequefia como se quiera, partiendo de su definicion de razones iguales, citada por Castro y Pérez
(2007) (Definicion 5 del libro V de los Elementos de Euclides):

Se dice que la primera de cuatro cantidades tiene la misma razon respecto de la segunda
como tiene de la tercera respecto de la cuarta, cuando, siempre que consideremos
equimultiples (iguales multiplos) de la primera y la tercera, y cualquier otro tipo de

equimultiplo de la segunda y la cuarta, el multiplo de la primera es mayor, igual a, 0 menor
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que el maltiplo de la segunda cuando el maltiplo de la tercera es mayor, igual, 0 menor que

el maltiplo de la cuarta (p.7).

Castro y Pérez (2007) lo escriben en la actual simbologia como sigue:

a c . . .
Dadas dos razones Y 2 son iguales, si dados dos enteros m y n cualesquiera, entonces:

I) ma > nb cuando mc > nd
I1) ma < nb cuando mc < nd

[1l) ma = nb cuando mc = nd

Gracias a esta definicidn de razones iguales, se puede establecer correctamente la demostracion de
la proposicién 1 del libro VI de los Elementos de Euclides Los triangulos (y los paralelogramos)
que tienen la misma altura son entre si como sus bases. Puesto que dichas demostraciones hechas
por los pitagoricos al ser basadas en la conmensurabilidad de dos segmentos pierden toda validez

pues son una condicion innecesaria.

Notese que en Eudoxo es indistinguible la naturaleza conmensurable o inconmensurable de las
magnitudes geomeétricas, puesto que como afirman (Rodriguez & Sandoval, 2016) la definicion de
Eudoxo aplica para ambas. Por ello Eudoxo, sin distinguir entre magnitudes conmensurables o
inconmensurables, formula el lema (Definicion 4 del libro V de Elementos de Euclides) “dadas
dos magnitudes en las que existe una razon, se puede encontrar un multiplo de una de ellas que
exceda a la otra” (Collette, 1973, p. 98) el cual es conocido como axioma de Eudoxo-Arquimedes
0 axioma de continuidad ya que es Arquimedes quien considera esta definicién como postulado.
Segun Lizarralde y Ramirez (2016) si bien gracias a este axioma se establecen magnitudes tan
grandes o pequefias como se quiera, estas excluian los numeros infinitamente grandes e

infinitamente pequenos.

Por otra parte, a Eudoxo se le atribuye la creacion del método de exhaucion, el cual fue usado
principalmente para el célculo de &reas de figuras curvilineas y volimenes de solidos. De esta
manera puede establecerse una relacion con el paso al limite cuando se considera la magnitud del

area o volumen. Por ejemplo, para una figura curvilinea se puede considerar que el area A es “el
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limite de las areas de los poligonos {p;,p,,P3, ..., Pn, -} (ROdriguez & Sandoval, 2016, p. 12)

Para esto se busca un poligono cuya diferencia con el area A sea tan pequefia como se quiera.

“Se dice que dada una cantidad infinitamente pequefia ¢, se debe encontrar un poligono p,, de tal
manera que la diferencia a(4) — a(p,) sea menor que c, para un n suficientemente grande.”
(Rodriguez & Sandoval, 2016, p.13)

Para encontrar el p,, se utiliza el principio de Eudoxo el cual da inicio al método de exhaucion y
es demostrado por Euclides como la proposicion 1 del libro X de Los Elementos (Rodriguez &
Sandoval, 2016):

Dadas dos magnitudes desiguales, si de la mayor se quita una magnitud mayor que su mitad
y, de la que queda, una magnitud mayor que su mitad y asi sucesivamente, quedara una

magnitud que sera menor que la magnitud menor dada. (p.13)

Dadas dos magnitudes, R, y una cantidad infinitamente pequefia c. Si {R;, Ry, R3, ...} €5 una

magnitud de tal forma que:

1 1 1
Ri<3Ro, Ry<3Ry, Ry<3R,.

Entonces, se puede encontrar un n en los naturales tal que R,, < c.

Aplicando el axioma de Eudoxo-Arquimedes, podemos encontrar un entero positivo N tal que
(N +1)c >R,

De ahi que se obtenga la desigualdad: R; < %Ro < %(N + 1)c < Nc
De manera anéloga, se tiene: R, < %Rl < %Nc <(N-1)c

Asi sucesivamente hasta encontrar la desigualdad deseada: R,, < ¢

De ahi que podamos afirmar, que siempre hay un nimero méas pequefio que uno infinitamente

pequefio dado.
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De acuerdo con Rodriguez & Sandoval (2016) Eudoxo demuestra de manera rigurosa, los
siguientes teoremas enunciados por Hipdcrates y Democrito descritos en los Elementos de

Euclides, haciendo uso de lo que hoy se conoce como principio de Eudoxo:

» Proposicion 2 (libro XII): Los circulos estan entre si en la razon de los cuadrados de sus
didmetros.

» Proposicion 7 (libro XII): Los prismas de base triangular se dividen en tres pirdmides
iguales entre si, que tienen bases triangulares.

> Proposicion 10 (libro XII): Todo cono es la tercera parte del cilindro, que tiene la misma

base e igual altura.

A partir de estas proposiciones se obtiene el lema de exhaucion del circulo expresado de manera
simbolica por Rodriguez & Sandoval (2016) como sigue:

Dado un circulo C y una cantidad infinitamente pequefia e, se puede encontrar un poligono
regular P inscrito en e de tal modo que, si al rea del circulo a(C), a < ¢ le restamos el area

del poligono inscrito a(P), esta diferencia debe ser menor que e (p. 15).

Si observamos el cuadrado inscrito en el circulo, se dice que la diferencia entre ambos es menor
que la mitad del area del circulo, dado que el cuadrado inscrito es la mitad del cuadrado

circunscrito, que a su vez es mayor que el circulo.

Figura 6: Cuadrado inscrito

Ahora, sobre cada lado del cuadrado se construye un triangulo isdésceles, bisecando el arco cuya

cuerda es el lado del cuadrado y de ahi se obtiene un octdgono regular inscrito en el circulo:
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Figura 7: Exhaucidn del circulo
De ahi que la diferencia entre los sectores circulares (determinados por cada lado del cuadrado y

el circulo) y sus respectivos tridngulos isdsceles, por los cuales se determinan los lados del
octagono, es menor a la mitad de cada sector circular. Si se repite nuevamente la biseccion en cada
lado del octagono regular, se obtiene por cada proceso un poligono regular inscrito en el circulo,

cuyos numeros de lados es el doble que el nimero de lados del precedente.
2.1.2. Arquimedes, Superficie del Segmento Parabdlico y El Arenario

Segun los historiadores Demdcrito de Abdera (460-360 a.C.) es de quien se sabe que tiene la idea
mas antigua de lo infinitamente pequefio, al punto que su escuela es conocida como los atomistas
que esta asociada a la manera de entender las circunferencias y los circulos. Es decir, Demdcrito
es quien sugirié por primera vez, que las circunferencias y los circulos, son poligonos regulares

con infinitos lados infinitamente pequefios.

Las ideas de Demacrito fueron alabadas por algunos filésofos y rechazada por otros. Arquimedes
(287 a.C.-212 a.C.), en la carta a Eratdstenes atribuye a Demacrito el calculo de la pirdmide; y en
este sentido, se puede afirmar que este ya tenia la idea del volumen de un sélido como la suma de

planos paralelos infinitamente delgados.

Estés ideas las retom6 Arquimedes, para argumentar teoremas. Uno de los mas relevantes es el
calculo de la longitud de una circunferencia, que esta basado en el método de exhaucién de
Eudoxo. Otro aporte importante de Arquimedes basados en las ideas de Democrito y Eudoxo es el
calculo del area de un segmento parabolico, que se traduce a la proposicion 24 de EI Método, “El
area del segmento parabolico es igual al cuadruple del tercio de la de un triangulo de la misma

base y de la misma altura que del segmento” (Rodriguez y Sandoval, 2016, p. 15). En Rodriguez
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y Sandoval (2016) reproducen una demostracion que se asemeja al lenguaje en la época. Para esta
demostracion Arquimedes utiliza las proposiciones 1, 3, 19, 21y 23, que se encuentran en el libro

de crénicas de Euclides.

/Q V M Q
/
Figura 8: Area de segmento parabélico, Sandoval y Rodriguez (2016)
Se puede afirmar que el area del triAngulo PRQ es la octava parte del area del triangulo PQQ’, esto
mismo se puede afirmar con el triangulo PCQ' y PQQ’. Luego la suma de las areas de los

triangulos PRQ'y PCQ' son la cuarta parte del triangulo PQQ".

PQQ' PRQPQQ' PCQ’
8 1 8 1

PQQ' _PRQ PCQ’

4 1 1
FRP _ PQQ'
1 82
. PQQ’
FRP + HRQ + EPC + GCQ' = yE

De este modo el proceso se repite con todos los tridangulos que van surgiendo de forma infinita?,

por lo que se encuentra la siguiente suma:

1 Se hace la aclaracién de que Arquimedes cuando hablaba de infinito, se referia al infinito potencial.
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1 1
PQQ' +7PQQ + 5 PQQ + -+ 5 PQQ’

471.—1

“Dado que Aquimedes no contaba con las herramienta actuales del calculo para hallar el resultado

de tal suma, recurre a la proposicion 23 y obtiene lo siguiente” ( Sandoval & Rodriguez, 2016)

1 1 1 4 ,
PQQ™+7PQQ" +7PQQ + -+ PRQ" +3 PQQ" =3PQQ

4n—1 471.—1

Luego por reduccion al absurdo se llega a demostrar que dada la superficie S del segmento
parabdlico es igual a %PQQ’, descartando los casos en que S < %PQQ’ yS > %PQQ’. Para una la

demostracién detallada se puede recurrir a (Rodriguez & Sadoval, 2016).

El Arenario. Otro acercamiento que tuvo arquimedes a la nocién de infinito, es en su obra
El Arenario, en donde demostr6 que algunas cantidades aunque parecieran infinitas, resultaban ser
finitas. Arquimedes asegura que muchos pensadores de su época, tenian la conviccion de que la
cantidad de granos de arena en la tierra era infinita. Por medio de deducciones matematicas, él
demuestra no solo que la cantidad de granos de arena en la tierra es finita, si no que al rellenar el
universo con granos de arena, esta cantidad también seria finita. Aunque Arquimedes siempre se
refirid al infinito potencial, en esta obra hizo un acercamiento al infinito actual, mostrando que las

cantidades contables son finitas aunque sean muy grandes.

A continuacién se reproducira las partes més relevantes de la demostracion mencionada

anteriormente. El lector puede observar los detalles de esta demostracion en “El Arenario” (s.f.)
Primero Arquimedes parte de cuatro supuestos:

1) Perimétro de la tierra no es mayor a 3000.000 estadios?.
i) El diametro de la tierra es mayor al de la luna, y el diametro del sol es mayor al de la
tierra.

[11)  El diametro del sol no es mayor a 30 veces el didmetro de la luna.

2 Un estadio equivale a 201,168 metros aproximadamente. Era una unidad de longitud griega, que tenia como
patron la longitud del estadio de Olimpia.
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IV)  Diametro del sol es mayor que un lado del chiligono®.

Para abreviar se hard la asignacion de la siguientes variables

P; = perimetro de la tierra d; = didmetro de la tierra
d; = diametro de la luna ds = diametro del sol
l.n = lado del chiliagono P.;, = perimetro del chiliagono

d, = diametro del universo

Por hipotesis se tiene que

ds < 30d,
y ademas
d, > d,
luego,
ds < 30d,
por otro lado se tiene que
ds >l

de modo que
P.;, < 1.000d, < 30.000d,

Pero el perimétro de un poligono regular con mas de seis lados inscritos en un circulo es mayor

que el hexagono regular inscrito, y por lo tanto mayor que tres veces el diametro®. Luego
P., > 3d,
De esto se deduce que

d, < 10.000d,

3 Poligono regular de 1000 |&dos inscrito en la circunferencia maxima del universo
4 Los griegos tenian este tipo de célculos fruto de los intentos para aproximar
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Pero se tiene de hipotesis que
P, < 3.000.000 estadios
por lo tanto
d; < 1.000.000 estadios
de donde
d, < 1.000.000.000 estadios

Ordenes y Periodos de Numeros. Arquimedes se las ingeni6 para establecer una
simbologia para los nimeros muy grandes y asi poder continuar con su demostracion, de esto

resulta la siguiente tabla:

Primer Periodo

Primer orden 1a108

Segundo orden 108 a 106

Tercer orden 1016 a 1024

(10®) ésimo orden 108(10°~1) 3 108*10° (J]amaremos P)

Segundo periodo

Primer orden Px1aP*108
Segundo orden P x10%aP x10%°
(108) ésimo orden P 108(10°-1) 5 p 4 108*10°

(108) ésimo Periodo

Primer orden p108-1, 1 g p10°-1, 108
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Segundo orden p10°-1, 108 3 p10°-1 4 1016

(108) ésimo orden pLo®-1, 108(10°-1) 4 p10°-1 , 1(8+10°

(es decir P1°%)

Tabla 1: érdenes y periodos de los nimeros

Aplicacion al Namero de Arena. Por suposicion, el didametro, d,, de la semilla de adormidera®
1 . , T
esdy < w0 el ancho del dedo; y como las esferas estan una con otra en la razon triplicada de sus

didmetros, es decir el volumen de la esfera se aproxima a cubo de su didmetro, se tiene

(esfera de un diametro del ancho de un dedo) < 64.000 semillas de adormidera
< 640.000.000 granos de arena
= 6 unidades de segundo orden + 40.000.000 unidades de primer orden

< 10 unidades de segundo orden de nimeros

Ahora se va a incrementar gradualmente el diametro de la esfera multiplicandolo por 100 cada vez.
Recordando que la esfera es de este modo multiplicada por 1003, al nimero de granos de arena

que estarian contenidos en una esfera con cada didmetro sucesivo, como sigue:

Diametro de la esfera Numero correspondiente de granos de arena

100 dedos < 1.000.000

X 10 unidades de segundo orden

< (término 7° de la serie)

X (término 102 de la serie)

< término 16 2 de la serie (o sea 10'°)

< 107 unidades de segundo orden

5> Semilla de adormidera o amapola tiene un didmetro aproximado de 0,5 mm.
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10.000 dedos

< 1.000.000 x (ultimo ntimero)

< (término 7° de la serie)

X (término 16° de la serie)

< término 22 2 de la serie (o sea 10?1)

< 10° unidades de tercer orden

1 estadio (<10.000 dedos)

< 100.000 unidades de tercer orden

100 estadios

< 1.000.000 X (ultimo nimero)

< (término 7° de la serie)

X (término 22° de la serie)

< término 28 2 de la serie (o sea 10?7)

< 103 unidades de cuarto orden

10.000 estadios

< 1.000.000 x (Gltimo namero)

< (término 7° de la serie)

X (término 28° de la serie)

< término 34 2 de la serie (o sea 1033)

< 10 unidades de quinto orden

1.000.000 estadios

< (término 7° de la serie)
X (término342 de la serie)
< término 40 2 de la serie (o sea 103)

< 107 unidades de quinto orden

100.000.000 estadios

< (término 7° de la serie)
X (término40° de la serie)
< término 46 2 de la serie (o sea 10*>)

< 10° unidades de sexto orden
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10.000.000.000 estadios < (término 7° de la serie)
X (término 46° de la serie)

< término 52 2 de la serie (o sea 10°1)

< 103 unidades de septimo orden

Tabla 2: Numero correspondiente de granos de arena

Pero, por una proposicion anterior el didmetro del Universo es menor a 10.000.000.000 estadios,
luego, el nimero de granos de arena que contendria una esfera del tamafio del universo es menor

que 1.000 unidades del séptimo orden de niimeros (10°1)

De este modo Arquimedes demuestra que el nimero de granos de arena contenidas en una esfera
del tamafio del universo®, aunque muy grande, es finito. Esto da una muestra de la nocién de

infinito de Arquimedes.
2.1.3. Aproximacion Finita segun Kepler y Cavalieri

Nicolas Copérnico (1473-1543) en el renacimiento europeo, desarroll6 sus tratados sobre el
movimiento planetario, donde sostiene que la tierra se mueve alrededor del sol; tratado del cual
intentd posponer su publicacién dada la imposibilidad de separar el aspecto filoséfico de la época,
con lo religioso. Dichos tratados fueron considerados como herejias por la inquisicion Romana,

aproximadamente 80 afios después de su publicacion.

Johann Kepler (1571-1630) nombrado matematico de su cristianisima majestad, y bajo su orden
desarrolld teorias asociadas al movimiento planetario, basado en el pensamiento copernicano, sin
embargo, tuvo que abandonar la escuela debido a persecuciones religiosas. Compartio varias de
sus teorias con su contemporaneo Galileo (1564-1642) quien, al ver su teoria basado en las ideas
copernicanas, decide inicialmente no ayudarlo a realizar sus investigaciones. Sin embargo,
posterior a realizar varias criticas a cientificos de su época, decide retomar la idea que le presentd
Kepler y realiza nuevamente estudios astronomicos centrados en las ideas copernicanas, y de ellos

deriva su Dialogo sobre los dos sistemas del mundo por el cual es sometido ante el tribunal de la

6 Los griegos consideraban el Universo como una esfera con la distancia de la tierra al sol como radio.
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inquisicion en 1633, donde se ve obligado a retractarse publicamente de sus doctrinas relativas al

movimiento de la tierra.

Dentro de los principales aportes de Kepler a las matemaéticas, se encuentra la introduccion de la
concepcion infinitesimal de la curva, la cual es necesaria para poder demostrar lo que hoy se
conoce como segunda ley del movimiento planetario, en la cual se plantea que: “la recta que une

el planeta barre areas iguales en tiempos iguales.” (Collette, 1973, p. 310)

AFELIO
8

PERIHELIO

Figura 9: Area barrida por el radio vector

“Un planeta P describe una elipse y la recta PS barre areas A y B iguales, en tiempos iguales.”
(Collette, 1973, p. 310) Dichas areas son constituidas por tridngulos infinitamente pequefios
compartiendo uno de sus vértices, el sol, y los otros dos, situados sobre la érbita a distancias
infinitamente pequenas a medida que son “ocupados” por el movimiento del planeta. De esta
manera Kepler también describe el area de la elipse, haciendo uso de la concepcidn infinitesimal
de la curvay en su libro Nova stereometria doliorum determina el volumen de algunos sélidos que
se generan al hacer girar una curva alrededor de una recta. De esta manera segun Collette (1973)

Kepler afiade 90 sélidos mas a los que habia estudiado Arquimedes.

Segun Lizarralde y Ramirez (2016) se considera a Kepler como uno de los primeros matematicos
en abandonar el esquema de prueba formal propuesta por Arquimedes, dado su poco interés hacia

las pruebas, introduciendo asi el uso libre de los conceptos infinitesimales.
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Por su parte, Galileo en una de sus discusiones sobre el infinito, lo infinitesimal y la naturaleza del
continuo, introduce el infinito actual como algo terminado y finalmente concluye que el infinito y
la indivisibilidad, son incomprensibles para el hombre. Bonaventura Cavalieri (1598-1647) uno de
los mejores alumnos de Galileo, retoma estas ideas sobre la indivisibilidad y los infinitesimales al
publicar en 1635 el Tratado de los indivisible y en él su método de los indivisibles, a partir del
cual se establece una técnica geometrica para el calculo de las cuadraturas; el cual se puede ilustrar

con el llamado Teorema de Cavalieri:

Si dos solidos tienen la misma altura y si las secciones que se obtienen por planos paralelos
a las bases y a igual distancia de éstas estan siempre en una razon dada, entonces los

volumenes de los sélidos estan también en la misma razén. (Collette, 1973, p. 314)

Considera los indivisibles como una expresion para referirse a los elementos que constituyen las
figuras. Tomando el ejemplo que proponen Castro y Pérez (2007) sobre la forma en que Cavalieri
calculaba el volumen de un cono circular de radio r y altura h, comparado con una pirdamide

cuadrada P de altura h y su base es un cuadrado de lado 1.

Figura 10: Volumen del cono y la piramide de altura h (Castro & Pérez, 2007)

Conociendo el volumen de la pirdmide de base cuadrada V(P) =g. Si C, es la seccion

comprendida por un plano paralelo a la base del cono a una distancia x del vértice y P, es la
seccion comprendida por un plano paralelo a la base de la piramide a una distancia x del vértice;
de ahi que el area de C,, es A(C,) = ms? siendo s el radio de la respectiva seccion. Asi mismo, se

tiene que A(p,) = a? sabiendo que a es un lado de la seccion paralela a la base de la piramide.

30



. hy . x h S x h p
Por semejanza de tridngulos se tiene en el cono que —-=-yen la piramide =7 de ahi que

s =21y a = por tanto se tendria:

AC) = (2)yar) =)

Luego jii"; 2, Aplicando el teorema de Cavalieri tendriamos que Vgpi nr?, finalmente
tenemos:
h 1
V(©) = V(P)mr? = (3) Gur?) = 3mrh

Por otra parte, Cavalieri, utilizando el método de los indivisibles calcula el area bajo la curva
n+1
y =x"entre x =0y x = b, demostrando que su valor es I;T. Sin embargo, en 1649 se prohibe

que en las escuelas religiosas se ensefiara la geometria por medio de los indivisibles dado que los
padres revisores, encargados de aprobar lo que se debia ensefiar, emitieron una censura en su
contra, pues el atomismo era considerado como contrario al dogma de la transubstanciacion’.
Como afirman Castro y Pérez (2007) fue un hecho lamentable para el desarrollo de la matematica,
ya que posteriormente este método sirvié como base para aplicaciones de la integral y la cuadratura

de areas de regiones delimitadas por curvas.
2.1.4. Conclusiones Parciales de la Concepcién Geométrica

Como afirman Lizarralde & Ramirez (2016) la basqueda de alternativas que no se confrontaran a
los inconmensurables, provocd una crisis de la cual surge el horror al infinito. Para este momento
no se considera la existencia del infinito actual, por el contrario, Eudoxo busca rechazar esta idea
al construir nimeros tan grandes y pequefios como se quiera llevando a la idea de lo que llamamos
el infinito potencial. Aunqgue los griegos no aceptaban el infinito actual en sus calculos, asociaban
las magnitudes tan grandes que no podian imaginar, como parte del infinito, sin embargo,

Arquimedes en el Arenario, al exponer la idea de nimeros tan grandes como se quiera, demuestra

7 Afirma la conversién del pan y el vino en el cuerpo y la sangre de Cristo en el momento de la consagracion
durante la Eucaristia.
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que siguen siendo finitas. De ahi que solo fuera aceptable lo que se podia construir o deducir por

medio de reiterados procesos o por un namero finito de pasos asi ese nimero fuera muy grande.

Desde Aristoteles no se consideraba apropiado el uso de nimeros para estudiar los fenGmenos
naturales y estos en cambio debian ser estudiados a partir de los objetos geométricos dado que se
consideraban mas cercanos. Aungue los pitagéricos hicieron uso de los numeros en la geometria,
en lo posible sus deducciones trataban de ser puramente logicas, esto dificulto el desarrollo de la
geometria pues no generaron las herramientas necesarias para hacer la asociacion entre lo
geométrico y lo numérico; Unicamente se consideraba como valido lo que pudiera resolverse por
medio de construcciones geométricas, como se refleja en el libro de los elementos de Euclides,
donde se observa un nivel de complejidad alto en las demostraciones de los teoremas, en especial
cuando hablaban de los niUmeros tan grandes o pequefios como quisieran dado que no tenian una
representacion de estos. Lo anterior esta relacionado con el obstaculo de transposicion numérica,

propuesto por Cornu.

Por otra parte, si miramos desde una perspectiva sociocultural, los pitagéricos no aceptaban la
existencia de los segmentos inconmensurables, lo cual limité a muchos otros pensadores de la
época por el temor de tener un destino parecido al de Hipaso de Metaponto. Una situacion similar
se dio con matematicos como Kepler y Galileo, que se vieron limitados en la realizacion y
publicacién de sus teorias, puesto que iba en vias contrarias a las establecidas por la religién. Si
bien, contaban con herramientas de investigacion, temian a ser catalogados como herejes por

propagar ideas que no fuesen aceptadas por la Inquisicion.

Ademas de esto, cuando Eudoxo calcula el area de figuras curvilineas, a partir del denominado
método de exhaucion, el cual posteriormente es retomado por Arquimedes, vemos que se relaciona
estrechamente con el clculo actual de &reas por medio de integracion; de ahi que podamos afirmar
que se encuentra uno de los primeros acercamientos a la nocién de limite visto de manera
geométrica. El paso del método de exhaucion a la integral se ve restringido por la concepcion que
se tenia del infinito potencial y la divergencia de las sucesiones y series, ademas del
desconocimiento del concepto de funcion. Una alternativa a dicha restriccion surge gracias a
Kepler y Cavalieri con el surgimiento de los infinitesimales e indivisibles para realizar calculos

sobre areas y volimenes de solidos.
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2.2. Concepcion de Newton y Leibniz

Newton y Leibniz fueron los primeros que estudiaron los problemas del analisis infinitesimal y
elaboraron un método general que se aplica a muchos de estos. Este permitio estudiar diversos
problemas de geometria y fisica, que posteriormente constituiria las bases para el Célculo
diferencial e integral. Particularmente se tratard a modo de introduccion un ejercicio que sirvié a
Newton para deducir el teorema del binomio y con él, su método de las fluxiones. Por otra parte,

se mostrara un desarrollo sobre el calculo de Leibniz y su principio de continuidad en metafisica.

2.2.1. Teorema del Binomio y Método de las Fluxiones de Newton

Isaac Newton (1642-1727), hacia el afio 1664 aborda el teorema del binomio, a partir de los
trabajos de Wallis y el calculo de fluxiones. Sin embargo, durante los afios 1665 — 1666 a causa
de una epidemia de peste bubdnica es retirado a la granja familiar, dado su delicado estado de
salud, en este periodo de tiempo descubre la ley del inverso del cuadrado, de la gravitacion,
desarrolla el céalculo de fluxiones y generaliza el teorema del binomio; sin embargo, estos

descubrimientos los mantiene para su propio estudio.

En 1669, después de haber retomado sus estudios, es nombrado fellow? del Trinity College. A su
vez, comparte su manuscrito Analysisper aequationes numero terminorum infinitos, en el cual
introduce su denominado método general, a partir del cual posteriormente se desarrollara su
calculo diferencial e integral. Hasta el afio 1687 Newton vuelve a realizar una publicacién con sus
célebres Philosophiae naturalis principia mathematica. Dentro de su tercer libro se encuentra
como anexo la teoria de las fluxiones, que, si bien aporté gran renombre, resulta dificil de
comprender, segun Collette (1985) Newton quiso que fuera asi a fin de evitar criticas por sus

textos.

En el afio 1676 Newton presenta uno de sus trabajos a Leibniz donde explica la manera en que
descubrid la serie binomial, partiendo de series infinitas obtenidas al evaluar el area limitada entre

las curvas de x = 0 a x = x cuya ecuacion fuera (1 —x?)" conx = 1, 2,3, ... (ver tabla 3)

8 Miembro académico de la universidad
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n (1—x*)" fx(l—xz)" dx
0

0 1 X

1 1—x? x_x;

2 1—2x?% + x* x—?+%5

3 1—3x?%+ 3x* —x° x_BTx?)+3_)565_x_77

Tabla 3: Areas obtenidas paran = 0,1,2, ...

De los resultados anteriores permiten demostrar que el primer término siempre seria x mientras

que los segundos términos seran:

0x3 1x3 2x3 3x3
3’3’73’ 3""

Luego de esto Newton intenta encontrar un desarrollo en serie para n fraccionario, dado que su

. , , , 1 P
interés se centra en hallar el area de un circulo, toman = > De esta manera, al buscar el area

1
limitada entre las curvas x = 0 y x = x de la ecuacion (1 — x2)z la cual determina un segmento
de circulo, como se muestra en la Figura 11.
Newton realiza una progresion aritmética en donde
3
busca introducir un término entre x y x —x? de la

siguiente manera, tomando:

x
a=x a+2d=x——

donde d es la diferencia.

Luego:

. . P 3 — l x3
Figura 11: Segmento de circulo 1x 2

Por lo tanto, conociendo los dos primeros términos, se busca un método para obtener los siguientes,

se conoce del desarrollo en la tabla 4, lo siguiente:
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Polinomio Término Expresion

n=20 1 X
n=1 2 x3
3
n=2 3 x>
5
n=3 4 x’
7

9

=
Il
N
v
o %

Tabla 4: Expresiones del polinomio de Newton

5 7
Ahora se pretende encontrar el coeficiente que acompafa a las expresiones x? y — x7 dado que ya

se conocen los coeficientes de las dos primeras. Para esto, Newton se utiliza la siguiente secuencia:

m—0 m—1 m-—-2
X X
1 2 3

X .

1 - ..
Tomando m = > se tiene que los coeficientes son:

R I ) BN o) B

_
N
N —

N

De ahi que, el area aproximada del segmento de circulo se pueda obtener tomando Unicamente los

cuatro primeros términos del polinomio:

1 5 1 7
. 2% B8 T6*
3 5 7

. , 1 ; .
Se tiene en cuenta que el &rea calculada corresponde a " del area total del circulo, por lo tanto, al

multiplicar por 4 esta expresion y evaluarlo entre x = 0 y x = 1, se obtiene:

1 1s 1 7)1
4l 25 8% T6*
3 5 7

Q
=)
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Sin embargo, se tiene en cuenta que el error (que hoy notamos como 0y ) es de:

A partir de este desarrollo, Newton encuentra una generalizacion del binomio y formula su teorema

de la siguiente manera:

VPP = PR+ a0+ 0+ 2 g 4 ..
n 2n 3n

Donde P + PQ representa el binomio, P es el primer término, Q el término que resulta cuando se
m
divide por el primero, % es el exponente, A = P», B = %AQ, etc. Cabe aclarar que hay algunos

cambios en relacion con la notacion original utilizada por Newton.

A partir del teorema del binomio Newton publica su método de las fluxiones, en el que determina
el cambio instantdneo de una variable con respecto a otra, tomando intervalos de tiempo muy
pequefios o con un incremento infinitesimal de x, lo cual denomina el momento de x, asi mismo
Ilama oy al momento de y. Se toma una curva cuya area se expresa A = ax™, sea A + oy el
crecimiento del area cuando x varia o. De ahi Newton deduce que A+ oy =a(x +0)™.
Desarrollando el segundo término en serie binomial infinita con m fraccionario, toma de esta serie
el area A =ax™, finalmente dividiendo cada término obtenido por o y suprimiendo o

desapareciendo los términos que contienen a o obtiene:

y = max™1

De acuerdo con Lizarralde y Ramirez (2016) a partir de lo anterior Newton sustenta el concepto
de términos evanescentes el cual utiliza para referirse a las cantidades fluentes, cantidades que
aumentan indefinidamente y a las fluxiones como las velocidades con que las fluentes aumentan,

las simboliza como x y x respectivamente.

Luego de esto Newton se refiere al momento de la fluente como la cantidad infinitamente pequefia

que varia la fluente x en un intervalo de tiempo infinitamente pequefio o.
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La primera publicacion sobre su calculo diferencial e integral que Newton realiza, la hace de
manera indirecta en Philosophiae naturalis principia mathematica, de 1687 donde enuncia el
método de las primeras y ultimas razones de las cantidades y lo utiliza para demostrar el siguiente
lema, citado en Collette (1985):

Las cantidades o razones de cantidades que tienden constantemente a la igualdad en un
tiempo finito y que, antes del final de ese tiempo se aproximan mas la una a la otra que

cualquier diferencia dada, son al final iguales (p. 114).

En cuanto a la nocién de limite, en el método de las fluxiones Newton utiliza el concepto de
infinitesimal haciendo que el intervalo de tiempo sea cada vez mas pequefio hasta el punto en que
tiende a desaparecer, argumentos que no son acogidos de la mejor manera por matematicos
contemporaneos y en particular por George Berkeley. Por otra parte, se puede evidenciar el interés
hacia la convergencia particularmente en las series. Aunque Newton no lo desarrolla de manera
explicita dentro de sus publicaciones, para el descubrimiento de su teorema del binomio construye

una serie que converge al valor de 7.

2.2.2. Caélculo Infinitesimal de Leibniz

Collette (1985) resalta algunas notas de Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) en su ensayo De
arte combinatoria de 1666, segin dice “La idea central de su combinatoria se basa esencialmente
en la relacion entre el todo y las partes” (p. 121). Asi Leibniz realiza combinaciones de elementos
con el propdsito de encontrar formulas diferentes. En especial, se concentra en las sucesiones de

los nimeros naturales, con ellas busca relaciones entre los elementos y las diferencias dos a dos.

Para dar una idea, obsérvese la sucesion de numeros naturales 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8, 9. Si calculamos
las diferencias entre dos términos consecutivos, es decir, un término menos el anterior, resulta la
sucesion 1,1, 1,1, 1, ..., si se realiza esta misma accion una segunda vez todas las diferencias son
nulas. Leibniz encuentra ciertas propiedades de las sucesiones de nimeros. Por ejemplo, encuentra
que la suma de las diferencias es igual a la diferencia entre los términos ultimo y primero de la

sucesion. Collette (1985) expone un ejemplo particular:

En la sucesion 3,7,11, 16, 21, 30, se puede observar las diferencias en la tabla 5.
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Sucesion Primeras diferencias Segundas diferencias Terceras diferencias Cuartas diferencias
3 4 0 -1 2
7 4 1 1 3
11 5 0 4
16 5 4
21 9
30
44+4+5
0+1+4+0 -1 1 4—-(-1 2+3
30—-3=27 +54+9 9—-4=5 ti+ 4—-0=4 D+ D +
+4=5 +4=4 =5 =5
=27
Diferencia Diferencia Diferencia Diferencia
entre el
entre el entre el entre el e
dltimo dltimo dltimo ltimoy | Suma de
moy Suma de las moy Suma de las moy Suma de las primer las
primer . . primer . . primer : . - . .
o diferencias - diferencias P diferencias término diferenci
término de la término de término de dela as
sucesion la sucesién la sucesion .,
. ) : sucesion
anterior anterior anterior .
anterior

Tabla 5: Diferencias de una sucesion segun Leibniz

Como se observa la diferencia entre los términos ultimo y primero es 30 — 3 = 27. Si el primer

término de la sucesién es 0, la suma de las primeras diferencias es el Gltimo término de la sucesion.

Otra conclusién importante de Leibniz es que si en una sucesion de términos a4, a,, ..., los términos

disminuyen progresivamente hasta cero, es posible utilizar este calculo de diferencias para efectuar

la suma de estas series infinitas.

Leibniz mostré estar preocupado por inventar una simbologia adecuada en medio del desarrollo

del calculo de diferencias y de las propiedades de las sucesiones de los nimeros. En Collette

(1985) se exponen algunos simbolos inventados por Leibniz con base en las sucesiones de

ndmeros, de este modo:

Objeto matematico

Simbolo asignado por Leibniz

El orden de los términos de una sucesion

X
El valor de cada uno de los términos de la sucesion y
La diferencia entre el orden de los términos de una
» dxo a
sucesion
La primera diferencia de los términos de una sucesion dyol
El operador suma omn.

Tabla 6: Simbologia de Leibniz
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Por medio del calculo de diferencias relaciona el area de un tridngulo rectangulo isésceles con las

sumas de las primeras diferencias de una sucesion, asegurando que el area de dicho rectangulo es

2

omn.yl = y?
. En la figura 12 se puede observar que si
l=1yy =75, entonces omn.yl = y? =
/ 25. Desde este resultado Leibniz pasa de
T / lo discreto a lo continuo, debido a que
e mmmmmm—————————— 2
Y omn.yl = y? si y solo si, el valor de [ es

infinitamente pequefio. En una nota
manuscrita del 29 de octubre de 1675 que
expone Collette (1985):

omn.yl = omn.omn.!

Q| ~

Figura 12: Area de tridngulo rectangulo isésceles

2
Luego remplaza la primera parte de la igualdad por y? y escribe

yZ
> = omn.omn.!l

Q| ~

lo que equivale, en la notacion moderna a

2 [} [
2 ax = ) Vax
Leibniz basado en las ideas de Pascal y Barrow, considera una curva como un poligono de infinitos

lados de longitud infinitesimal. La curva relaciona una sucesion de nimero con su orden y, en este

sentido relaciona dx y dy con la curva (ver Figura 13).

39



D/
P K
dx
Yy
c . w .
R A .
T

Figura 13: Tridngulo caracteristico

La relacion entre las diferencias se observa en el llamado triangulo caracteristico (ver figura 13)
que se compone por los lados dx, dy y el arco PQ. Pascal habia observado la siguiente relacion

por semejanza de triangulos:

BD PQ _PQ
DA RR' PK
Para un intervalo RR” pequefio. Leibniz concluye que Z—z = ?—j. Lo que Pascal omitié fue la

determinacion de la tangente mediante la diferencia de QR dividida por la diferencia CR. DB es la
normal a la tangente, la subnormal w es AB. Por semejanza de los tridngulos PQK y DAB, asi que

Leibniz concluye que:

dy AB w (1)
dx AD vy
De otra parte, de la propiedad de la subnormal se tiene la siguiente igualdad:

w = by )

donde b es una constante de proporcionalidad

Sustituyendo (2) en (1) se obtiene
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dy by

dx y
luego,
fdy= fb dx
Resolviendo se tiene que,
y=bx+c

la cual es la ecuacion de la recta tangente. De aqui Leibniz afirma que la mejor manera de encontrar
las tangentes es determinando Z—z, donde dy y dx son diferencias (Collette, 1985). El evidencia

que la tangente de una curva depende de la razdn de las diferencias de ordenadas y abscisas cuando

se hacen infinitamente pequefias.

Principio de Continuidad en Metafisica. En Vargas (2009) se hace referencia al ensayo
titulado Los fundamentos metafisicos de las matematicas escrito por Leibniz en 1675, donde se
muestra que las matematicas estan adheridas a tres principios fundamentales de la naturaleza que
son: el espacio, tiempo y el movimiento. Estos tres principios tienen un alto grado de isomorfismo.
En ese sentido, el concepto de cantidad puede ser entendido en términos espaciales, de tiempo y
por supuesto de movimiento. Siguiendo esta idea Leibniz expone que el principio de continuidad
es una idea que va mas alla de las matematicas, es decir, diferencia entre cantidad y cualidad; la
primera hace referencia a la magnitud, ya sea espacial, temporal o de posicién, es decir al dominio
de las matematicas, pero la cualidad es algo mucho mas general, esta hace referencia a los atributos
fundamentales de un individuo o una especie. Al observar la variacién de las cualidades, se
encuentra una gradualidad progresiva a la cual se le pueden aplicar ciertas medidas matematicas,
como lo son las relaciones todo-parte, mayor qué, menor qué, igual que. En este sentido Vargas
(2009) afirma que Leibniz dice “Una ecuacion es un caso particular de una inecuacion, el reposo
es un caso particular del movimiento y las curvas son un caso particular de las lineas rectas.
Debemos interpretar los infinitesimales como el esfuerzo que hacemos por convertir una serie

infinita, es decir, una inecuacion en una ecuacion [...]” (p. 116).
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Por ultimo, Leibniz sintetiza la nocion que tiene de continuidad en la siguiente frase “La
continuidad esta presente en el tiempo tanto como en el proceso de la naturaleza debido a que ese

proceso nunca tiene lugar por saltos repentinos” (Vargas, 2009, p. 115).
2.2.3. Conclusiones Parciales de la Concepcion de Newton y Leibniz

Cuando Sierpinska habla de la continuidad estructural, menciona la importancia del aprendizaje a
nivel historico, esto se puede rescatar dentro de una expresion de Newton: “si he visto mas lejos
que los otros hombres es porque me he aupado a hombros de gigantes” (Collette, 1985, p. 104).
De esta manera, a partir de lo que se ha desarrollado previamente, tanto Newton como Leibniz
reconocen la importancia del estudio de concepciones previas relacionadas con los trabajos que
cada uno abordaba, dado que podian establecer similitudes e incluso encontrar errores en

declaraciones realizadas por sus antepasados.

Si bien hubo una disputa entre Newton y Leibniz por la creacion del calculo diferencial e integral,
sus publicaciones sentaron las bases para el estudio posterior. En cuanto a la nocion de limite,
Leibniz considera en primera instancia que la continuidad puede ser tomada como parte de las
matematicas ya que esta presente en la naturaleza; por su parte, cuando Newton considera la
desaparicion de las magnitudes infinitamente pequefias, se puede hacer referencia al obstaculo de
limite como nocion metafisica, dado que aln para este momento, si bien se tenian imagenes
conceptuales evocadas sobre la nocion de limite, este atn no se habia consolidado como un objeto
matematico de manera explicita. Dada la “informalidad” con la que Newton y Leibniz asumen el
limite, hubo criticas dentro de la comunidad cientifica por la falta de claridad en muchas de sus
deducciones, esto lleva a que las matematicas se vean guiadas por la intuicion y falta de rigor, lo

cual conduce a futuros errores en quienes consideran la nocion Leibniziana de limite y continuidad.

En cuanto a la formacién inicial de profesores de matematicas, se puede resaltar la importancia de
los aportes de Leibniz y Newton dentro de la nocion de limite, puesto que se relaciona con las
primeras imagenes conceptuales evocadas acerca de lo que se entiende por limite. De acuerdo con
el estudio realizado por Cornu (1983), los estudiantes utilizan expresiones como: al nivel
microscopico, en el fin, valor aproximado, entre otras. En este sentido, se debe tener claridad sobre
cémo se superd a nivel histérico el obstaculo relacionado con lo infinitamente pequefio y lo

infinitamente grande, para que los estudiantes afronten esta dificultad y empiecen a generar una
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nocion de limite mas relacionada con los infinitesimales o en lo que Newton llama las cantidades
evanescentes. Cabe resaltar que el desarrollo del calculo por parte de Leibniz y Newton contribuye
a superar este obstaculo; de acuerdo con esto, el docente de matematicas en un primer momento
puede adaptar los estudios de la cuadratura de las curvas para aproximar el valor de su &rea en un
intervalo y la determinacion de la tangente de una curva en un punto, para asi brindar nociones del

limite en los estudiantes, y a su vez generar la necesidad de abordar el tratamiento de este concepto.

2.3. Concepcidn Algebraica

Dentro de la concepcidn algebraica se hablard de matematicos como Fermat, Euler y Lagrange
quienes fueron los encargados de dar continuidad a la formalizacion del calculo, apoyandose en
los métodos introducidos previamente por Leibniz y Newton. Se mostrara parte del desarrollo de
métodos de Fermat como el de maximos y minimos, el de aproximacion de la recta tangente a una
curva y las integraciones; por otra parte, se estudiara la manera en que Euler consideraba la
formalizacién del calculo sin la necesidad de recurrir a concepciones geométricas y algunos
ejemplos sobre la manera de aplicar los diferenciales de Leibniz. Por dltimo, se hablard de
Lagrange y su método de maximos y minimos, y la importancia que da a los polinomios de Taylor

para describir funciones.

2.3.1. Concepcidn Algebraica Finitista — Fermat

Pierre de Fermat (1601-1665) fue uno de los matematicos mas destacados del siglo XVII,
desarroll6 el primer método general para la determinacién de maximos y minimos, con esto
demostro una manera de hallar la tangente de una curva en un punto dado, todo usando nociones
de limites, como lo es la comparacion de dos expresiones, en las que sus diferencias son muy
pequefias. A continuacion, se mostrard estos dos métodos junto con el método de Fermat para
hallar el &rea bajo una curva usando potencias de un namero entre 0 y 1, lo cual resulta tener una

relacion directa con las cantidades infinitamente pequefias.

Método Para Hallar Maximos y Minimos. Fermat sin conocimiento de la nocion de
limite desarroll6 un método para hallar maximos y minimos, publicado en su obra Methodus ad
disquirendam maximam et minimam, esta fue escrita entre los afios 1629 y 1637. Segun Ayerbe
Toledano (2017), el método de Fermat se basa en la idea de que la variacion de las cantidades en
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un entorno de un extremo se hace imperceptible, lo cual da la idea de un incremento infinitesimal,
no es de sorprender que matematicos como Laplace, aseguraran que Fermat es el verdadero

descubridor del calculo diferencial.

A continuacion, se ilustrard el método de Fermat, para hallar maximos y minimos mediante un

ejemplo expuesto por Ayerbe Toledano (2017):

Sean todos los rectangulos de perimetro 2B ¢Cuales son las dimensiones del rectdngulo con mayor

area entre estos?

Se considerara el segmento de longitud B, este se divide en dos partes, una de longitud A y por

ende, la otra de longitud B — A.

A B-A

Figura 14: Segmento base y altura

Luego el rectangulo que debemos maximizar tiene las siguientes dimensiones:

B—-A
Figura 15: Rectangulo a maximizar

Es decir que la expresion que se va a maximizar sera A(B — A)

Al usar el método de Fermat, se debe sustituir de la expresion inicial la incognita A, por A + E,

donde E es un valor insignificante, luego la expresion queda de este modo:
(A+E)Y(B—A—-E)

Luego se adigualan® las dos expresiones

9 Se refiere a la expresién “tan aproximadamente iguales como sea posible”
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A(BB—A)~(A+E)B—-A—-E)
se opera y se eliminan los términos comunes a ambos lados
EB — 2AE — E*~0

Se eliminan los incrementos que sean se segundo grado, debido a que estos estdn a un mas cercanos

a ser a cero y luego se factoriza.
E(B — 24)~0
Finalmente, se divide por E y se iguala
B—-—2A=0
la resolucion de la ecuacion es A = B/Z
es decir que el rectangulo con mayor area es el cuadrado de lado B/z.

Si se observa este procedimiento con detenimiento, resulta ser equivalente a resolver la siguiente

ecuacion en la notacion moderna:

li

E—-0

. fA+E)-f(4) _
m A =0

Donde f(A) = A(B — A)

A pesar de la brevedad y la aparente falta de fundamento con que Fermat describio este método en
su obra, se despert6 interés de la comunidad cientifica pero también se generaron bastantes criticas
ya que al parecer en algin punto pareciera que supone que E = 0y luego divide entre E, lo cual
no es consistente. No es claro si Fermat estaba eliminando los incrementos de segundo grado en
adelante como se muestra en la explicacion, o si realmente estaba suponiendo que E = 0 para
luego dividirlo, lo cierto es que nunca lo dejo lo suficientemente claro, y esto generé escepticismo

frente a sus métodos.

Meétodo Para Hallar la Recta Tangente a una Curva. Este método fue publicado por

Fermat en su obra Methodus, como una aplicacion en si del procedimiento para hallar maximos y
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minimos. Para observar esto se trabajara concretamente hallando la sub-tangente de una

parabola, lo presentado es tomado de (Ayerbe Toledano, 2017).

Se considera la parabola BDF y luego se trazara la tangente en el punto B, como se muestra en la

figura 16.

T

= ————————
[ Sy

Figura 16: Método para hallar la tangente de Fermat

Sea O un punto cualquiera de la tangente diferente de B, y este por medio de un segmento

perpendicular al eje x, determina los puntos P y I, como se observa en la Figura 16.
Se dira que d es la distancia CD, a seré la distancia de la subtangente CE, y e sera la distancia CI.
En la proposicion 1.11 Apolonio se observa que:

La parédbola es una seccion cénica tal que el didmetro DM de la seccidn es paralelo a uno
de los lados del tridngulo axial, diferente a la base del tridngulo, y el lado recto de la
parabola DJ, es proporcional a la ordenada BC, como ésta es proporcional a la abscisa CD
(Ayerbe Toledano, 2017, p. 73)
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M c

Figura 17: Proposicion 1.11 Apolonio

escrito de otra forma:

BC?=CD-DJ

De esto se deduce que:

BC* _

oo -V
y

PI? _p

=Y
luego,

BC? _ PI?

cD ~ ID

Este mismo resultado se puede obtener usando la formula de la pardbola, de la siguiente manera.
2
Sea y? = 4px la ecuacion de la parabola, entonces y; =4p

luego,

BCZ_PI2 BC? (D

- e — = —
CcD ID PI? ID
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Continuando con el problema se considera lo siguiente:
como OI > PI, entonces

BC? < CD
01> " ID

. ./ . BC 10 10
Por otro lado, por semejanza de tridngulos se tiene il luego BC = = CE

remplazando se obtiene,

vr 2
¢o 1gz¢E
ID 0I?
y en consecuencia,
CD CE? d a?

®d—e>(a—e)2

D~ 1E?
o dla—e)?>a?(d—e)

& da? + de? — 2dae > da® — ea?

Ahora se adigualan las partes de la desigualdad y se eliminan los términos comunes, tal cual como

se hace en el método para hallar los maximos y minimos.
de? — 2dae ~ —ea?
Dividiendo en e resulta,
de — 2da ~ —a?
y haciendo e = 0 e igualando resulta,
2d =a
de lo cual Fermat dice (Ayerbe Toledano, 2017; Linés Escardd, 1991):

“Hemos probado de esta forma que CE es el doble de CD, lo que es conforme con la verdad [En

resultado era conocido, pues habia sido obtenido por Apolonio]” (p. 74)
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Al adigualar dos partes de una desigualdad, dividir por e y luego hacer e=0, Fermat esta usando,
de nuevo, procedimientos que sin el conocimiento de la nocién de limite no es posible justificar
de manera correcta. En consecuencia, Fermat nunca realiz6 una demostracion satisfactoria de estos
métodos. Aunque funcionaban, hubo un permanente escepticismo por parte de la comunidad

cientifica.

Las integraciones de Fermat. Fermat desarroll6 un metodo bastante eficiente para hallar
el area bajo las curvas de la forma  y = x™. Se supondra que se quiere hallar el area bajo la
curva comprendida entre x = 0 a x = a, tomando como subintervalos los puntos de abscisas a,

aE, aE?, aE3, ..., donde E es un nimero menor a 1.

(GE)" d= == e e e === =

(AE?) §m e e e e e e =

ol

4 : 2
aEr o E” aE* aE* aoF

a

Figura 18: Método para hallar el drea bajo la curva de Fermat

Para aproximar el area bajo la curva desde el originen hasta el punto x = a, se sumaran las areas
de cada rectangulo, tomado el extremo derecho, determinado por la base (aEP — aEP*1) y de

altura (aEP)™ . De lo cual resulta la siguiente progresion aritmética:
a"(a — ak) + (aE)*(aE — aE?) + (aE*)™(aE? — aE3) + -

luego, se entiende que, de la serie geométrica,
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_ (aE)"(aE — aE?)

— En+1
a™(a — aE)

Como r = E™*1 y se tiene por hipétesis que E es un ndmero entre 0y 1, se obtiene que es una

serie geométrica cuya suma finita es:

a™(a — aE)
Sn = 1 — En+1

es decir,

an+1(1 _ E)

Sn = 1 — Ent1

Si suponemos que

S=1+E+E*+-+E"

entonces
ES=E+E*+ .-+ E"!
luego,
S—ES=1-E"1
1 — En+t
S=1-E
es decir,
1 1 1-E

S 1+E+E2+-—+E" 1-—EnH
con lo cual se deduce la siguiente igualdad:

an+1(1 _ E) an+1
1—E"1 14+ E+E2+--+E"
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A medida que se hacen lo rectangulos mas estrechos, es decir E tiende a 1, la suma de las areas de
estos rectangulos va siendo cada vez mas proximo al area bajo la curva. Es decir que haciendo

E — 1 la formula anterior tiende en el limite a:

n+1

Por tanto, esta resulta ser el &rea bajo la curva y = x™ en el intervalo [0, a].

2.3.2. LaEpoca de Euler

Leonard Euler (1707-1783) publicé su tratado de mecanica basandose por completo en el nuevo
andlisis utilizando las diferenciales de Leibniz y el teorema del binomio de Newton. Ademas, se
considera como el primer matematico que aborda el concepto de funcion, definiéndola como sigue:
“Una funcién de una cantidad variable, es una expresion analitica compuesta de una manera
arbitraria de aquella cantidad variable y de nimeros, o sea de cantidades constantes” (Castro y
Pérez, 2007, p. 120) Para Euler el célculo debia basarse en teorias formales que no requieren
propiamente de concepciones geométricas y dividid las curvas en continuas, cuando estan

representadas por una sola ecuacién y discontinuas, cuando se desconoce su ecuacion.

Euler aceptaba la existencia de nimeros reales infinitamente grandes e infinitamente pequefos, de

esta manera se pUEde expresar una serie como una suma comun:
a0+a1+a2+"’+an+'“:a0+a1+a2+"‘+aN

Donde N es un numero natural infinito, de esta manera se acepta la existencia del infinito actual.
En la obra Introducctio in Analysin Infinitorum introduce el ndmero e de la siguiente manera
(Castro y Pérez, 2007):

Como a® = 1, existe un nimero e infinitamente pequefio de tal manera que a® = 1 + ke. Sea x

un numero positivo, entonces el nimero E es un numero infinitamente grande, por eso se identifica

con un numero natural N de valor infinito. Por lo tanto,
a* = a"¢ = (@®)N = (1 + ke)V
Aplicando el teorema del binomio de Newton en,
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N
se obtiene:
(1+kx)N_1+N<kx)+N(N—1)(kx)2+ +N(N—1)...(N—n+1)<kx>"+
B N 2! N n! N
+(kx)”
N
_1+k +N—1k2 2 N-IN-2 N—n+1(k” n)+ s KN
I TR VA TR N N T N x N ¥

P 1 . e . ~ .
Pero como N es un natural infinito, entonces s infinitamente pequefio y aplicando la regla de

L’Hopital

sustituyendo, se tiene:

x_l Xk xzkz xnkn kN N
a* = +E +E +"'+H + -+ mx

2 n
Ademas a*y 1 + %k + %kz 4ot %k” + --- son cantidades reales, y

kY o (RN ko kx ko kxeekx
MY TN T T 1-.2:3-4-N

s ler , . k . e = ~
Puesto que el tltimo término Wx es infinitamente pequefio, por tanto:

2 n

X o] p g g2 X gn
a’ = +E +E +"'+H + -

tomando x = 1 se define el valor de e como el valor de a para el cual k = 1, de la siguiente

manera:

_ 1 1 1
6—1+E+Z+'"+E+"‘
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x _ kx\N : .
y reemplazando en a* = (1 + F) , Se obtiene:

N

ex=(1+%)

Pero se sabe que el nimero N es infinitamente grande. Por lo tanto, en notacion actual, se puede

interpretar como:

n

X
*=lim (1+—
e* = Iim (1+7)
Asi,
1 n
e = lim (1 + —>
n—-oo n

Ademas a* puede reescribirse nuevamente, tomando k = 1, con a = e, cOmo:

x? x"

X
X = I TN
e —1+1!+2!+ +n!+

A continuacion, se muestra un ejemplo de la forma en que Euler calculaba las diferenciales de
Leibniz (Castro y Pérez, 2007):

Seay = f(x), se define su diferencial como dy = f(x + dx) — f(x) y dx es la diferencial de x,
ademas (dx)* es infinitamente pequefio con relacion a dx, para cualquier k > 1, y por lo tanto se

asume, cualquier potencia superior a la primera, como igual a 0.
1. Sif(x)=x"
Aplicando la definicion de diferencial dy,
dy = (x +dx)™ — x"
Haciendo uso del teorema del binomio de Newton,

n
dy = x™ + nx" ldx + (Z (Z) x""‘(dx)k> —x™

k=2
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como se asume que las cantidades (dx)* = 0 cuando k > 1,
dy = nx™" ldx
2. Sif(x)=¢*

Tomando el diferencial dy,

2 n
Sustituyendo e%* = 1 + dx + dzi, + -+ %+

. dx? dx"
dy=e*(1+ dx+7+---+7+--- -1

Nuevamente asumiendo como 0 las cantidades (dx)* cuando k > 1,
dy = e*dx

Para Euler, el calculo diferencial se basaba en el estudio de la razén entre los incrementos
infinitamente pequefios, por esta razdn cuando se tomaba dicho incremento como cero, se
interpreta como el limite finalmente alcanzado, de lo contrario, s6lo se puede hablar de

aproximaciones consecutivas hacia cierto limite.
2.3.3. Conclusiones Parciales de la Concepcidn Algebraica

En este apartado se logra observar cémo desde el algebra se hace un esfuerzo inmenso por
formalizar varios conceptos del célculo, en este proceso se ven involucrados aspectos relevantes
de la nocion de limite. Fermat por un lado en su método para hallar maximos y minimos, encuentra
bastantes dificultades debido a la falta de formalizacion en sus procesos, y esto se debe a que este
método requiere del concepto de limite, el cual para aquella época no se habia adherido
formalmente a las matematicas. Esta dificultad se puede relacionar con el obstaculo nombrado por
Cornu como El limite, nocidén metafisica debido a que la falta de este concepto en las matematicas

de la época impidié que Fermat argumentara correctamente la validez de sus métodos.
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Por su parte Euler da un punto de vista de la formalizacion del célculo desligandola de cualquier
concepcién geométrica y asumiendo a su vez como valido el método de los diferenciales de
Leibniz, pero contrario al pensamiento de Leibniz sobre el infinito, Euler lo asume como un objeto
matematico en si mismo y de esta manera se evidencia la inmersion del infinito actual en el célculo,
donde él representa como N a un nimero infinitamente grande. Desde el razonamiento de Euler,
podemos relacionar el obstaculo epistemoldgico que menciona Cornu en Lizarralde & Ramirez
(2016) el limite puede ser alcanzado dado que Euler hace una distincion entre los incrementos
infinitamente pequefios y aquellos cuyo incremento se toma como cero, asumiendo que solo en

este Ultimo caso, es posible alcanzar el limite.

Conocer algunas de las dificultades que enfrentaron matematicos como Fermat y Euler, permite al
docente de matematicas identificar y argumentar sobre la importancia del limite en el proceso de
formalizacidn del célculo, es decir, como este permite justificar la relacién entre una funciény su
derivada, y, la relacion entre la funcién y su integral desde diferentes perspectivas, asi como la

importancia de los incrementos infinitamente pequefios.

2.4. Concepcion aritmética

Este apartado comprende la transicion de los conceptos geométricos a los numéricos, comenzando
por las paradojas de Zendn, en las cuales se expone la continuidad del espacio-tiempo como una
paradoja debido al desconocimiento de las series convergentes. Seguido de esto, se mostrard un

ejemplo del método de John Wallis para calcular el area bajo una curva y el surgimiento del
problema de calcular la integral fol Vx — x? dx. Por otra parte, se presentara el planteamiento de

la teoria de limites por D’Alembert quien se encuentra en desacuerdo con algunas afirmaciones
hechas por Newton. Finalmente, se mostraran algunos aportes de Cauchy al calculo, afirmando

que su base debia ser la idea de limite.
2.4.1. Las Paradojas de Zenon

Zenodn de Elea (490 a.C. - 425 a.C.), discipulo de Parménides, se enfrentd a un problema de gran
controversia entre los pensadores de Grecia, la relacién que existe entre lo discreto y lo continuo.
Todo objeto discreto se representa por los nimeros enteros y la razén conmensurable resulta ser

la relacion entre las longitudes discretas. Con la aparicion de las longitudes inconmensurables, la
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comunidad de pensadores se radicalizé en dos fracciones; los que tomaban las longitudes como un

objeto discreto y los que las consideraban un ente continuo.

Esta division planted dos concepciones contrarias sobre el espacio y tiempo. Una, que el espacio
y tiempo definian un movimiento continuo, es decir, son indefinidamente divisibles; y la otra,
estaba relacionado con lo discreto, en donde se observaba el espacio y el tiempo formados por
pequefios intervalos indivisibles. Zendn, en contra de ambas posiciones, toma como punto de
partida la siguiente hipdtesis como se menciona en Castro & Pérez (2007): El tiempo y el espacio
pueden ser cada uno independientemente el uno del otro, finalmente divisibles o infinitamente
divisibles; en esto resultan cuatro posibilidades, la cuales configuran las que hoy se conocen como

paradojas de Zenon.

Paradoja de Aquiles y la Tortuga. Suponiendo que el tiempo y el espacio son continuos,
es decir, son infinitamente divisibles, Zendn plantea esta paradoja: se realiza una carrera entre
Aquiles y una tortuga, a la tortuga se le deja la ventaja de un estadio®® respecto a Aquiles, este,
aunque sea diez veces mas rapido que la tortuga, nunca la alcanzara ¢Por qué? Observemos cada

intervalo de tiempo en la tabla 3, suponiendo que Aquiles recorre un estadio por minuto.

) ) Distancia recorrida por Distancia recorrida por | Diferencia entre
Tiempo en minutos ) . . ] .
Aquiles (estadios) la tortuga (estadios) las distancias
0 0 1 1
1 1 1,1 0,1
1,1 1,1 1,11 0,01
1,11 1,11 1,111 0,001
0,0..01

Tabla 7: Medidas de espacio y tiempo de la carrera de Aquiles y la tortuga

10 Unidad de medida en la antigua Grecia aproximadamente equivalente a 175 m.
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Es decir, la diferencia entre la distancia de Aquiles y la tortuga nunca va a ser cero, de lo que se
concluye que Aquiles jamas alcanzara a la tortuga. Ahora se sabe que la sucesion de la diferencia
entre las distancias es convergente, pero en aquél entonces no existian las herramientas actuales
del calculo. En conclusion, con esta paradoja Zenon pretende establecer que no es posible que el

tiempo y el espacio sean infinitamente divisibles.

La Paradoja de la Flecha. Suponiendo que el espacio es finitamente divisible y el tiempo
infinitamente divisible, se plantea la siguiente situacion: si se lanza una flecha su movimiento
ocupard un lugar en el tiempo T, lo que significa que en cada lugar que ocupa la flecha en el
espacio se le asigna un tiempo, pero como el tiempo es infinitamente divisible existe un tiempo
T' < T tal que no se puede relacionar con una posicion especifica, es decir, en el tiempo T’ la
flecha desaparece, lo cual no es posible. Por tanto, se concluye que no puede ocurrir que el tiempo
se infinitamente divisible y el espacio sea finitamente divisible. Algunos traducen esta paradoja

diciendo que una vez disparada la flecha jamas llegara al blanco.

Paradoja de la Dicotomia. Suponiendo que el espacio es infinitamente divisible y el
tiempo finitamente divisible. Analogo al caso anterior si un objeto mdvil se desplaza desde una
posicién inicial A en un tiempo T, como el tiempo es discreto, entonces existira un tiempo T'
siguiente a T en el cual el mdvil ocupara un lugar B. Como el espacio es continuo, entonces debe
existir una posicion C entre Ay B, por el cual el mévil tuvo que pasar, pero esto no sucedio porque
no hubo tiempo que ocupara ese lugar. Luego, se concluye que no es posible que el tiempo sea

finitamente divisible y el espacio infinitamente divisible.

La Paradoja del Estadio. Suponiendo que el espacio y el tiempo son finitamente
divisibles, se tiene la siguiente situacion: un atleta A y un atleta C parten del mismo punto en la
misma direccion, pero en sentidos opuestos, un atleta B se encuentra en el punto inicial de Ay C,
no ejerce movimiento alguno. El atleta B describe el movimiento de los atletas Ay C de la
siguiente manera: En un tiempo minimo T, los atletas han recorrido una distancia minima D (Se
pueden suponer tiempos Yy distancias minimas debido a que se tiene de hipdtesis que ambos son

magnitudes discretas).

57



Para el atleta A, el B se ha movido una distancia D minima en el tiempo T minimo, pero no logra
describir el movimiento del atleta C, ya que al parecer recorrio 2 veces la distancia D, en un tiempo

minimo, es decir, existe una distancia D que no tuvo tiempo de ser recorrida (ver Figura 19).
Atleta A Atleta B Atleta C

v\ vV

A

4 —)

Figura 19: Diagrama de movimiento de la paradoja del estadio

2.4.2. Wallisy la transicion de la concepcion geométrica a la aritmética

El mas importante de los matematicos ingleses antes de Newton, John Wallis (1616-1703) se
encargd de hacer la transicion de los conceptos geométricos a los numéricos siempre y cuando esto
fuera posible, resalta que “las demostraciones algebraicas eran tan validas como las deducciones
mediante lineas geométricas” (Collette, 1979, p. 83); ademas, dentro de sus trabajos sugiere que
las proposiciones se interpreten, no de manera geomeétrica, Sino como conceptos aritméticos. En

su La Aritmética infinitorum aritmatizo la geometria de los indivisibles de Cavalieri.

Wallis se basa en el estudio de los indivisibles de Torricelli y afirma que “Las lineas tienen que
ser comprendidas con anchura, y lo mismo los planos” (Yuste, 2002, p. 341) de esta manera, se
debe rellenar una superficie o un solido utilizando paralelogramos o paralelepipedos
respectivamente, de anchura infinitesimal y uniforme, en una cantidad infinita. El objeto cuya
anchura debe ser la minima posible, es denominado por Wallis como infinitésimo. Segun Yuste
(2002) surgen del cociente entre una magnitud finita y otra infinita. Sin embargo, cabe resaltar que
el infinito como ente absoluto no se concibe aun, sin embargo, resulta ser una suposicion bastante
atil.

En Pérez (s.f.) se propone el siguiente ejemplo sobre el método de Wallis para calcular el area bajo

lacurvay = x* para k = 1,2,3, ... sobre el segmento [0, a] asi como se muestra en la Figura 20:
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a

A B
Figura 20: Comparacion de indivisibles
Wallis considera que la regidon determinada por PQR esta formada por un numero infinito de

segmentos verticales paralelos de longitud x*. Si se divide el segmento PQ = AB = a en n partes

de longitud h = % donde n es un nimero infinito, la suma de las infinitas lineas para y = x* sera:

0% + hk + (2R)* + (BR)* + -+ + (nh)* (3)

Mientras que el area del rectangulo ABCD estara dada por:

ak +a* + -+ af = (nh)* + (nh)* + - + (nh)* (4)

De ahi que la razon entre el area de la region PQR vy el rectangulo ABCD es:

Area PQR  0F 4+ 1F 2K 4 ... 4 n* (5)
Area ABCD  n¥ 4+ nk +nk + -+ nk

A partir de esto, Wallis estudia el valor de la expresion (5) para n = o011 luego de haber estudiado
valores particulares para k = 1, 2, 3 y haciendo sumas para los distintos valores de n = 1, 2, 3, 4,
Wallis observa algunas regularidades, con las cuales afirma que paran = coyparak = 1,2, ..., se

cumple:

0 +1k +2F 4+ .40k 1 (6)
nk+nk+nk 4+ +nk k41
Ademas de (5) y (6) se deduce que:

11 Es Wallis quien por primera vez introduce este simbolo para denotar el infinito.

59



Area PQR _ AreaPQR 1
Area ABCD  a¥*' k41

dado que el rectangulo ABCD al igual que la region PQR esté sobre el segmento [0, a].

Por lo tanto,

k+1

k+1
Si bien este resultado ya era conocido, Wallis decidid extender este razonamiento para todos los

Area PQR =

parak =1,2,3, ... (7)

exponentes racionales positivos, lo que posteriormente fue retomado por Newton para desarrollar

la conocida serie binomial.

En Yuste (2002) proponen un desarrollo en términos actuales definiendo el indice a(f) de una

funcion f mediante la siguiente igualdad:

lim fO+fW+f@)++f(n) 1 (8

now f() + f(0) + f(0) +—+ f()  o(f) + 1
Se supone que esta bien definido este limite, tomando (4) el indice de la funcion f, (x) = x*es
o(fy) =kparak =1,2,3, ..

Teniendo en cuenta que dada una progresion geométrica de potencias de x como, por ejemplo:

5

1,x3,x5 x7, ..., su correspondiente sucesion de indices forma una progresion aritmética, si bien

no se trata de un analisis riguroso, esta interpretacion le permite a Wallis establecer una relacion

analoga con la siguiente progresion (sin demostracion):

1, Y%, (Vx)°, ., (V2)" ' x

De manera que la sucesion de indices forme una progresion aritmética, de donde se observa que

debe ser ¢ ((‘{/E)p) = § para p = 1,2, ..., q. De esta manera se obtiene:

i (0 (D" () ot (W)
S () () (W) () B

Wallis estaba convencido de la validez de su método, el cual fue conocido posteriormente como

el método de interpolacion de Wallis. Esto surge a raiz del interés de resolver el siguiente
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problema: “Dada una sucesion py, definida para valores enteros de k, encontrar el significado de

P« Cuando a no es un numero entero”. (Pérez, s.f., p. 19)

A partir del uso de potencias fraccionarias negativas, Wallis afirma que la siguiente igualdad

a aT+1
f x"dx =
0 r+1

es valida también para exponentes r no racionales, esta deduccién no cuenta con argumentos

suficientes, mas que las suposiciones hechas por el autor. A partir de esta igualdad, nace el interés

de calcular la integral de la funcién vx — x2 en el intervalo [0,1], es decir:
1
f Vx —x? dx
0

. . P . .. . 1 . 1
Dicha integral representa el area bajo la semicircunferencia de centro (E' 0) y radior = > cuyo

valor es g Wallis no tiene éxito en este célculo, dado que quiso obtener el resultado evaluando
directamente en la integral, sin embargo, el desarrollo de este trabajo lo llevo a obtener la Ilamada

formula de Wallis:

1:3:3:5:5:7:7-
6-8---

2
s

De la cual es posible hacer una aproximacion del valor de g estableciendo una productoria y

ofreciendo un valor aproximado de 7 desde una sucesion infinita. Dado que esta sucesion se va
construyendo, se puede evidenciar la nocién de Wallis sobre el infinito, desde el punto de vista del

infinito potencial.

2.4.3. Teoria de Limites — D’Alembert

Jean Le Rond D’Alembert (1717-1783), creia que la filosofia del célculo se encontraba en la idea
del limite. En un articulo que escribio6 para Encyclopédie, segun Boyer (1986), D’ Alembert afirma
“la diferenciacion de ecuaciones consiste simplemente en hallar los limites de las razones de

diferencias finitas de dos variables incluidas en la ecuacion” (p. 567). En contra del pensamiento
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de la época, él insistia en que una cantidad es algo o nada, y si es algo, ain no se ha desvanecido,

lo que esté en oposicion a los planteamientos de Newton.

D’Alembert interpreta las nociones de razones primeras y Gltimas como limites. El concepto de
limite de D’ Alembert por falta de precision lingiiistica y de exactitud ademés de que estaba en un
campo exclusivamente filoséfico, no fue tomada en cuenta por sus contemporéaneos, por lo tanto,

los escritores de finales de siglo XVI11 siguieron usando las concepciones de Leibniz y de Euler.

2.4.4. Cantidad variable — Cauchy

Augustin Louis Cauchy (Paris, 21 de agosto de 1789 - Sceaux, Lion, 23 de mayo de 1857), aunque
admiraba profundamente a Lagrange, no estuvo de acuerdo con su definicion de la derivada en
series, debido a que este método no aplicaba para funciones que no pudieran ser expresadas como
un polinomio de Taylor, y tampoco funcionaba con las series divergentes. Para Cauchy el

Programa de Lagrange era un callejon sin salida (Dunham, 2005).

Con el fin de proporcionar una alternativa légicamente valida, Cauchy afirmo que los principios
del célculo diferencial y sus aplicaciones mas importantes pueden desarrollarse facilmente sin la
necesidad de series (Dunham, 2005) €l creia que la base sobre la que constituiria el calculo era la
idea de limite. Segun Dunham (2005), su definicion de este concepto fue el siguiente: cuando los
valores sucesivamente atribuidos a una variable se acercan indefinidamente a un valor fijo, de
manera que terminan por diferir de ella tan poco como se desee, a este ultimo se le llama el limite

de todos los demas.

Cauchy dio el ejemplo del area de un circulo como el limite de las areas de poligonos regulares
inscritos cuando el nimero de lados aumenta sin limite. Por supuesto, ningun area poligonal iguala
a la del circulo. Pero para cualquier tolerancia propuesta, un poligono regular inscrito con ain mas
lados esta mas cerca del circulo que la tolerancia estipulada. Las areas poligonales se acercan, y

permanecen cerca, al area del circulo. Esta es la esencia de la idea de Cauchy.

Cauchy baso la nocién de limite en la idea de cercania o proximidad. De este modo introdujo otros
conceptos relacionados; por ejemplo: cantidades infinitamente pequefias que las relacionaba con
los valores numéricos sucesivos de una variable que disminuyen indefinidamente. Bajo estos

parametros, Cauchy dirigi6 su atencion a la idea de continuidad.

62



Comenzando con y = f(x), define a i como una cantidad infinitamente pequefia y considera el
valor de las funciones cuando x es reemplazado por x + i. Esto cambia el valor funcional de y a

y + Ay, una relacion que Cauchy expresé como:

y+Ay=f(x+io Ay=flx+i)—f(x)
Si, para un i infinitamente pequefio, la diferencia Ay = f(x +i) — f(x) también era
infinitamente pequefia, Cauchy llama a f como una funcién continua de x. Es decir, segun
Dunham (2005), él la define del siguiente modo una funcién es continua para x si, cuando la
variable independiente x es aumentada por una cantidad infinitamente pequefia, la variable

dependiente y igualmente crece por una cantidad infinitamente pequefia.
En este orden de ideas, se observa que Cauchy ha llamado f continuo en x si
lim f(x +1) = f(x) =0
que es equivalente a la definicion moderna,
lim f(x +1) = f(x)

Por otro lado, Cauchy consider6 y = sen(x) y usoé el hecho de que lin% sen(x) = 0 asi como la
X

identidad trigonomeétrica sen(a + B) — sen(a) = 2sen(f/2) - cos (a + B/2) cuya

demostracidn se presenta en el Anexo A.
Con base en esta identidad para un i infinitamente pequefio, observé que:
Ay = f(x+1i) — f(x) = sen(x + i) — sen(x) = 2sen(i/2) - cos (x +i/2)

Como i/2 es infinitamente pequefio, también lo es sen(i/2) por lo tanto, también el lado derecho
de la ecuacion, dado que cos (x + i/2) esta acotado. Segun la definicion de Cauchy, la funcion

seno es continua en cualquier x.

Luego Cauchy considerd la funcion derivada. Para él, el cociente diferencial estaba definida como:

Ay fl+i)-fx)
Ax i
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Donde i es infinitamente pequefio. Tomando la notacion de Lagrange, Cauchy denotd la derivada

como y' o f'(x) y afirmé que esto era "facil" de determinar para funciones simples como:
r T T
y=rtxrx—,x",A",log, x,sen(x),cos(x),arcsen(x), accos(x)
X

Por ejemplo, si se considera:

y = log, x, el logaritmo con base A > 1, que Cauchy denot6 por L(x) y comenzd con el cociente

diferencial

Ay flx+i)—f(x) Lx+1i)—LKx)
Ax i N i

Para i infintamente pequefio e introduce la variable auxiliar ¢ = i que también es infinitamente

pequefia. Usando reglas de logaritmos y sustituyendo, Cauchy razoné que:

x+i x4+ ax 1
A_y:L(x-l'i)._L(x):L( X ):L( X ):aL(l-l_a):%L(l_l_a)l/a

Ax i i ax X

. g s ~ Ly - e s S -, 1 . ,
Para a infinitamente pequefio, él identifico esta Gltima expresion como — L (e). Hoy invocariamos

la continuidad del logaritmo y el hecho de que lirr(x)(l + a)/® = e para justificar este paso. En
a-

cualquier caso, Cauchy concluyo de esto que la derivada de L(x) eraiL(e).

2.4.5. Conclusiones Parciales de la Concepcion Aritmética

Con los trabajos de Zendn, Wallis, D’ Alemebert y Cauchy, se empieza a pensar en la idea de limite
ya sea desde un contexto matematico o filoséfico y en cierto modo los terrenos de estos analisis
empiezan nuevamente a juntarse. En la paradoja de Aquiles y la tortuga, Zenon pone en evidencia
un acercamiento a la nocion de limite, relacionado con el infinito, pues se pensaba que una sucesion
cualquiera que fuese era divergente. La situacion de Aquiles y la tortuga era considerada como

una paradoja, debido a que no se tenia conocimiento de la convergencia de algunas sucesiones y

1 1

. . .. 1 1 .
series. En este caso en particular la sucesion —, —, —, —, ... de la cual, como es sabido
1007 101’ 102’ 103

converge a 0. Esto generd la dificultad en los célculos relacionados con la continuidad del tiempo
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y el espacio, haciéndolos imprecisos. Lo anterior es una consecuencia del obstaculo definido por

Cornu como el limite puede ser alcanzado.

Por su parte, Wallis introduce los infinitésimos al asumir la anchura de paralelogramos o
paralelepipedos con los que pretende hallar el area bajo la curva y = x*, si bien en este momento
no se reconoce el infinito actual en matematicas, supone un acercamiento a este introduciendo el
simbolo o como infinito. Dentro de sus pruebas, que no son del todo formales se rescata la
superacion de los obstaculos epistemoldgicos Horror al infinito, que aun en esa época era evidente,
y la nocion de infinitamente pequefio e infinitamente grande con la introduccion de los

infinitésimos.

Cauchy quien no estuvo de acuerdo con los planteamientos de Lagrange, empieza pensar en las
ideas de las cantidades infinitamente pequefas, cercania, tendencia, etc. Estas ideas ya venian
desde Newton y Leibniz, pero Cauchy les empezd a quitar el componente filosofico de este
concepto para adentrarlo a las matematicas, en este orden de ideas se puede observar que Cauchy
ataco el obstaculo definido por Cornu (1983), Infinitamente pequefio y lo infinitamente grande,
mostrando la idea de limite sin hablar de cantidades evanescentes, y mostrando cémo las
cantidades infinitamente pequefias pueden aportar en el desarrollo del calculo sin hacer uso de las

series de Taylor.

Con los elementos mencionados, Cauchy define una funcién continua, pero mas adelante
Weierstrass mostrara que ésta definicion tiene errores debido a la falta de formalizacién del
concepto de limite de una funcién, lo que atafie a los obstaculos Idgicos y de simbolo, debido a
que la falta de formalizacion puede inducir a errores, en consecuencia no se tienen en cuenta
cuantificadores y elementos de la l6gica binaria, las cuales pudieron haber ayudado a Cauchy a no

caer en errores relacionados con la intuicion que no siempre esta a la par con las matematicas.

Por altimo, D’ Alemebert, en contraposicion con los planteamientos de Newton, observd que una
cantidad es algo o nada, y si es algo, aun no se ha desvanecido, lo que toca de nuevo a la superacion
del obstaculo Infinitamente pequefio y lo infinitamente grande, y trata a las cantidades
evanescentes como limites, pero D’Alemebert incurrié en el obstaculo de caracter simbdlico,
debido a que nunca formalizé esta idea de manera clara, por lo que sus contemporaneos Leibniz y

de Euler rechazaron su postura.
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2.5. Concepcion analitica

En el siguiente apartado se mostrara la construccion formal del concepto de limite de una funcion,
de los procesos asociados al paso al limite, y algunas ideas en la construccidn de los nimeros reales
que son esenciales para el desarrollo de la definicidon de limite y del proceso del paso al limite.
Esta tarea la emprenden simultdneamente Cantor, Dedekind y Weierstrass.

Cantor y Dedekind presentan la construccion de los nimeros reales, para esto, Cantor hace uso de
las sucesiones de Cauchy mientras que Dedekind se basa en cortaduras de conjuntos disyuntos,
con esto demuestra todas las propiedades de este conjunto a partir de un conjunto conocido como
lo son los nimeros racionales. Por Gltimo, Weierstrass por su cuenta presenta una definicion formal
de limite sin necesidad de recurrir a argumentos geométricos, esto con el fin de descartar el caracter
intuitivo de la nocién de limite y evitar errores conceptuales en elementos matematicos que

dependen de esta nocion

2.5.1. Construcciéon de Los Nimeros Reales - Cantor

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (San Petersburgo, 3 de marzo de 1845 - Halle, 6 de enero
de 1918), junto con su amigo Dedekind construyeron la base de lo que se conoceria como la
moderna teoria de conjuntos; en este punto Cantor trabajé bajo la nocion del infinito actual,

reconociéndolo como un objeto matematico.

Cantor al igual que Dedekind en el esfuerzo de formalizar el célculo, se vio en la necesidad de
realizar una construccién satisfactoria de los nimeros reales. Este lo hizo a partir de sucesiones
convergentes, con la precaucion de no definir un nimero real como el limite de una sucesion de
reales. De este modo desarrolla su teoria sin presuponer la existencia de los nimeros reales, asi
que toma como punto de partida los nimeros racionales. De este modo define una sucesion

fundamental asi:

La sucesion infinita de numeros racionales a4, a,.as, ..., a,, ... s¢ llama sucesion fundamental
(sucesion de Cauchy) si existe un natural N tal que para cualquier valor positivo racional €, se

cumple que:

la,, — a,| < &, paratodo m y todo n mayores que N.
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Esta sucesion fundamental tiene la propiedad, segun Cantor, de que siempre tiene un limite
definido b. Esta era una manera de decir que Unicamente a cada una de tales sucesiones {a,,} se le
asocia un simbolo b. Segun Recalde (2004) Cantor fue explicito en usar la palabra simbolo para

describir el papel de b.
Luego definio las relaciones de equivalencia y de orden entre sucesiones.
Sean las sucesiones {a,} asociada con a; {b,} asociada con b. Entonces:

i a = b, si para todo numero racional € > 0, existe un numero natural N, y tal que
|a,, — b,| < &, paratodon > N.
ii. a > b, si existe un nimero racional € > 0 y un nimero natural N, tal que

a, — b, > ¢, paratodon > N.

Cualquier nimero racional p facilmente de identifica con la sucesion constante {p}. Esta se puede
comparar con cualquier sucesion fundamental {a,}, con el simbolo al cual tiene asociado b. Se

observaquep =b,p<bop > b.

El conjunto de estos simbolos conforma el nuevo sistema B, este es dotado de una estructura de

cuerpo con las siguientes operaciones:

Proposicion suma. Si{a,}y {b,,} son dos sucesiones fundamentales, entonces la suma

{a,, + b,} también es una sucesion fundamental.
Demostracién:
Como {a,}y {b,,} son dos sucesiones fundamentales, se tiene:

Existen dos naturales N; y N, tal que para cualquier valor positivo racional €, se cumple que:
la,, —a,| < g paratodom > N, ytodon >N, vy
|bm — byl <=, paratodo m > N, y todon > N,

En consecuencia, si N = max {N;, N,}, se tiene:

|(am + by) — (an, + by)| < e, paratodom > Nyn =N
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Proposicion producto. Si {a,}y {b,} son dos sucesiones fundamentales, entonces el

producto {a,, - b,,} también es una sucesion fundamental.
Demostracion:

Como Si {a,}y {b,} son dos sucesiones fundamentales, entonces son acotadas, luego existen dos

elementos h;,h, € Q tales que
la,| < hyy |b,| < h, paratodo n

Existen dos naturales N; y N, tal que para cualquier valor positivo racional €, se cumple que:

@, — anl <i, para todo m > N; y todon > N, y

|y — by < i para todo m = N, y todo n > N,

En consecuencia, si N = max {N;, N,}, se tiene:

|(am * byy) — (an " bp)| = |(am —ap) by + (b — by) - ay |

&
< |am_an|'|bm|+Ibm_bnl'lanl < _hl

hs + 3

&
2h,
Es decir,

|(am - by) — (a, - by)| < € paratodon,m = N

En Linés (1991) se pueden observar las demostraciones de cuerpo y de la propiedad arquimediana
de este conjunto. Para propdsitos de la observacién del desarrollo del limite, se demostrara el
teorema de completitud para las sucesiones fundamentales, el cual es clave para la formalizacion

de la definicién de limite de una funcion real.
Teorema de completitud. Toda sucesion fundamental en B, tiene un limite en B.
Sea {a,,} una sucesién fundamenta en B que no sea constante, es decir, que para todo

neN,a, # apyq
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Si a, Y a,,., Son términos consecutivos, por ser distintos, existe un elemento intermedio

perteneciente a Q, que se designara por a™
a, <a"<ap; Vap<at<a,

La sucesion {a™} de elementos de Q es fundamental en Q. En efecto, dado un € € Q, por ser {a,}

una sucesion fundamental en B, existe un N € N tal que

la, — a,| < eparatodon,m > N

Tomando las desigualdades que definen la sucesion {a™}, se tiene
la™ —a™| < |a, — a,’]

Donden’esnon+1ym’'esmom+ 1, luego por transitividad

la™ — a™| < e, paratodom,n > N

Luego de obtener que la sucesion {a™} es fundamental en @, ahora se finaliza demostrando que
{a™} tiene un representante a € B el cual es el limite de la sucesién {a,}. En efecto se tiene para

todon € N
lay, — al| <la, —a™ + |a™ — a|

Como {a™} es fundamental en Q entonces lim a™ = a (para detalles de su demostracién observe
n—-oo

Linés (1991), es decir para cada € € Q, existe un N; € N tal que
la™ — a| < g , paratodo n > N,

y por ser {a, } fundamental, existe un N,, tal que es

la, —a"| < la, — apsql < g paratodon > N,

luego

a —an|+|an—oz|<£+E
" 2 2

y por consiguiente,
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la, — a| < &, paratodon > N
donde N = max{N,;, N,}

es decir;
lim{a,}=a
n—-oo

Con lo anterior Cantor demuestra que el cuerpo conformado por las sucesiones fundamentales es
completo, de este modo muestra que el conjunto tiene una estructura isomorfa a los nimeros reales.
Si embargo para poder terminar de garantizar esto, Cantor asocia a cada limite de la sucesion un
anico punto en la recta real, no encuentra problemas al asociar las sucesiones constantes con los
numeros racionales en la recta real, a los demas puntos les asocid las sucesiones de ndmeros
racionales aproximadas a cada uno. Es decir, la sucesion {a,,} se aproxima tanto como se quiera al
punto dado.

Cantor expresaba esta relacion de la siguiente manera “la distancia del punto a ser determinado al
origen o es igual a b, donde b es el nimero correspondiente a la sucesion {a,,}”” (Recalde, 2004,
p. 59). Dado que cada elemento de la recta tiene un unico correspondiente a B, se garantiza la
unicidad, pero Cantor nunca logré demostrar la relacion inversa, es decir, no logré asociar a cada
elemento de B uno punto en la recta, por lo tanto, lo tomé como axioma: “A cada numero le

corresponde un punto en la linea recta, cuya coordenada es igual al numero” (Recalde, 2004, p.
59).

2.5.2. Construcciéon de Los NUumeros Reales — Dedekind

Richard Dedekind (1831-1916) es considerado junto con Galois como uno de los fundadores del
algebra moderna, fue el primer matematico en construir de manera explicita los nimeros reales a
partir de los racionales. Dentro de su trabajo de continuidad y nimeros irracionales, menciona su
percepcion sobre el calculo diferencial, “Por primera vez me vi obligado a expresar los elementos
del calculo diferencial y senti mas agudamente que nunca antes la falta de una fundamentacion
realmente cientifica de la aritmética” (Dedekind, 1872 en Giraldo & Sanchez, 2013, p. 97)

Dedekind asume una postura frente a la falta de fundamentacion del célculo infinitesimal

particularmente en la propuesta de demostracién de que toda sucesiébn monotona y acotada tiene
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limite, esto es, convergente, y propone una alternativa frente a la construccion precisa de los
numeros reales, desde lo que denomina el comienzo de aritmetizacion del analisis. La construccion

se basa en la nocion de cortadura, la cual define como:

Dado un nimero a, el conjunto de los nimeros racionales (Q) se divide en dos clases A, y
A,. En la primera de ellas estan todos los nimeros a; tales que a; < a,, y en la segunda
todos los a, tales que a, > a. (Dedekind, 1872 en Giraldo & Sanchez, 2013, p. 98)

La idea principal es que todo nimero racional define una cortadura, pero existen cortaduras dentro
del conjunto de los racionales que no estan definidas por nimeros racionales. Ademas de este

aporte, Dedekind caracteriza la continuidad a partir del concepto de cortadura (ver Figura 21):

Si el sistema R de todos los numeros reales se subdivide en dos clases, U, y U, tales que
cada nimero a, de la clase 2; es menor que cada ndmero a, de la clase 2,, entonces
existe un y sélo un namero a por el cual esa division esta determinada. (Dedekind, 1927,
p. 11)

Ay A
A )

\ 1
l 1

o
Y

Figura 21: Propiedad de la cortadura

Dedekind (1927) propone la siguiente demostracion para esta proposicion: Por la cortadura de R
en 2A; y A, también se genera una cortadura A,, A, en los racionales, en la que A, contiene atodos
los numeros racionales de la clase 2, y A, a todos los demas nimeros racionales de la clase .
Sea a el nimero que determina esta cortadura, si 8 es un namero diferente de a, entonces hay
siempre infinitos nUmeros racionales ¢ que estan situados entre a y 8 por la proposicién 1l de los

nameros racionales (Dedekind, 1927, p.4).
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Si B < a, entonces ¢ < a luego c pertenece a la clase A, por lo tanto también a la clase 2; y a su
vez se tendria que 8 < c por lo tanto S pertenece a la clase ,, dado que cada nimero en 2, es

mayor que cada nimero c en 2, (ver Figura 22).

| |
A1 A2

Figura 22: Infinitos racionales centreay S con f < «

Por otro lado, si § > a, entonces ¢ > a, luego c pertenece a la clase A, en consecuencia también
a la clase 2U,, y como a su vez f > c, entonces  también pertenece a la misma clase 2,, porque
cada nimero en A, es menor que cada nimero ¢ en 2.

D
a1 2

| |
Al A2

Figura 23: Infinitos racionales centre ay B con ff > «

Luego, para cada g diferente de a, B pertenece a la clase U, o a la clase 21,, segun sea f < a0
B > a; por lo tanto, a es el supremo de 2; y «a es el infimo de 21,. Dedekind (1927) afirma que «
es el unico numero que determina la division de R en dos clases U; y 2, que es lo que se queria

demostrar.
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2.5.3. Definicion Formal y Precisa - Weierstrass

Karl Weierstrass (1815-1897) reconocido por sus aportes profundos al analisis riguroso de las
matematicas, presenta una definicion formal sobre el limite de una funcién, de la siguiente manera:
lim f(x) = L si y solo si, para todo € > 0 existe un § > 0 tal que, si 0 < |x —al| <6,
xX—-a
entonces |f(x) — L| < e.
De acuerdo con Dunham (2005), se trata de una definicion estatica y analitica, sin necesidad de
recurrir a la intuicién geométrica, por lo tanto, es posible utilizarla como base para demostraciones

que involucren el limite. Un ejemplo de esto es la continuidad uniforme, definida por Cauchy como

continuidad punto por punto:

f escontinuaenasilim f(x) = f(a)
xX—a

En el lenguaje utilizado por Weierstrass significa que para cada € > 0, corresponde un § > 0, de

tal manera que
0<|x—al<é
luego,

If(x) - f(@)l <e

De esta manera, para un ¢ fijo y una a dada, es posible encontrar un § necesario. En este caso &
depende tanto de € como de a, luego, si se tomara € como fijo, pero se considera un a diferente,

entonces el valor de 6 tendria que ajustarse.

Segun Dunham (2005), Eduard Heine es quien hace publica esta distincion atribuyéndola a
Weierstrass, y define una funcién f uniformemente continua en su dominio si para cada € > 0,
existe un & > 0 de tal manera que x e y son dos puntos cualesquiera en el dominio dentro de §
unidades entre si, entonces |f(x) — f(y)| < €. Lo que significa que un § sirve para todos, luego,

los puntos de esta distancia uniforme tendran valores funcionales dentro de & entre si.

De lo anterior se deduce que una funcion uniformemente continua, sera continua en cada punto

individual. Sin embargo, la afirmacion contraria es falsa, y un contragjemplo es la funcién
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1
flx) = o definida en el intervalo (0,1)

pues si bien es continua en cada punto de (0,1) el criterio de uniformidad de Heine falla. La prueba
de esto la presenta Dunham (2005) como sigue:

Dejando ¢ = 1y afirmando que no puede haber § > 0 con la propiedad de que, cuando x e y

pertenecen al intervalo (0,1) con |x — y| < &, entonces

1 1
——-|<1
Xy

lf () = fOIl =

Porque, dado cualquier § propuesto, es posible elegir un nimero entero N > max {% 1} y sea

x=—¢e y = % En este caso, tanto x como y pertenecen a (0,1) y

N+2
| |_| 1 1 2
Y E N2 NI TN+ 2
A su vez,
2 < N+ 2 —1<6
N(N+2) "N(N+2) N
pero,
1 1 _ 1 1 —>
§_§| I
N+2 N
lo que contradice que
1 1
——|<1=e
x Yy

luego, no se cumple el requisito para la continuidad uniforme.
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2.5.4. Conclusiones Parciales de La Concepcion Analitica

Cantor y Dedekind al realizar sus construcciones de los nimeros reales basados en el conjunto de
los numeros racionales encuentran ideas mas claras de la continuidad y de limite, sobre todo en la
configuracion de la propiedad arquimedianay la propiedad del continuo, debido a que las nociones
de supremo e infimo estan intimamente relacionadas con la idea de limite. Dedekind, desde su
intento de formalizacion del calculo, y la introduccion de las cortaduras retoma la idea de
continuidad e intenta superar el obstaculo ligado al concepto de funcion desde la determinacion
del supremo e infimo que surge a raiz de la propiedad de la cortadura, pues se hace relevante la
nocion de limite para comprender estos conceptos. Cantor, por su parte al definir los reales como
el limite de una sucesion de Cauchy o sucesion fundamental, hace uso de esta idea y supera el
obstaculo el limite puede ser alcanzado, ya que hace explicita la relacion de equivalencia entre el
limite de la sucesion fundamental y el nimero real que le corresponde. Finalmente, Weierstrass
quien esta interesado en la formalizacion del analisis, plantea una definicion formal de limite de
una funcion y alli menciona algunas inconsistencias presentadas por Cauchy en relacion con la
continuidad uniforme, nuevamente, se relaciona con el obstaculo de transposicién numérica y el
obstaculo ligado al concepto de funcién, dado que lo que su principal interés fue lograr representar
el limite desde un punto de vista analitico sin involucrar el cardcter intuitivo de los aspectos
geométricos. No obstante, y de manera un tanto paraddjica, surgen evidencias explicitas asociadas

a la logica y los cuantificadores empleados en la definicion del objeto.

3. Importancia Del Conocimiento Historico Sobre Los Conceptos Relativos Al Limite
Si bien se realizd un amplio desarrollo sobre el marco historico relativo a la nocion de limite, se
procuro, en esencia, profundizar en las técnicas, demostraciones e incluso generalizaciones a partir
de la experimentacion con casos particulares, dado que estas alternativas a la hora de hacer
matematicas resultan indispensables para el tratamiento que el profesor de matematicas puede
desarrollar en sus clases con los objetos y conceptos que involucran el proceso con el paso al

infinito.

Para introducir la historia de las matematicas en la clase, se requiere ir mas alla de las anécdotas
histdricas, supone la comprension de elementos del conocimiento matematico de las épocas a

considerar. Para lograr esto resulta indispensable el conocimiento matematico que permita abordar
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0 reacomodar estos temas histéricos dada la complejidad en la interpretacion, realizando una
transposicion de este conocimiento, en la que se identifiquen las posibles brechas existentes entre
estudios de algunos matematicos, en relacién con la nocion de un objeto matematico. Por otro lado,
el conocimiento matematico se considera importante a la hora de trazar los objetivos de aprendizaje
de lo que se quiere lograr e identificar los elementos que son importantes para alcanzar dichos

objetivos, en relacion con el objeto matematico.

El conocimiento de la historia como una narracion de hechos puede ayudar al profesor a generar
interés en el estudiante sobre el estudio de algun concepto en particular; pero conocer la manera
en que se procedia y pensaba, matematicamente hablando, es decir, conocer con rigurosidad los
métodos, mejor aun, de fuentes que describan lo mas fielmente posible el proceso que llevd a
concretar dichos métodos, permite al docente identificar los diferentes obstaculos epistemoldgicos
que los investigadores en Educacién Matemaética han logrado establecer como los ya mencionados
en Cornu (1983) y Sierpinska (1994). Dichos obstaculos, pueden aparecer en las aulas de clase
cuando los estudiantes estén trabajando con la nocion de limite o con algunos procesos que
involucran el paso al infinito. El tratamiento historico sobre como se afrontaron algunos obstaculos
0 los momentos en que se generaron puede sugerir ideas al docente sobre la manera alterna y
Optima de abordar dicha nocién o cuando menos comprender que las dificultades en la
comprension de los conceptos no necesariamente estan asociadas a simples incomprensiones o

falta de actitud de los estudiantes.

A continuacion, se ilustra una secuencia de actividades presentada a modo de ejemplificacion de
lo que aqui se expone. Se pretende que sirva como alternativa para comprender un poco mas la
idea de limite y del proceso del paso al limite. Para esto, se parte de la pregunta: ;,como calcular

el &rea de un circulo?

Lo primero sera establecer algunos métodos, por medio de una secuencia de actividades en donde
se haga una alusion historica, desde los cuales sea posible abordar el problema inicial, se tiene en
cuenta que dichas actividades se plantean a nivel general, con el fin de ser flexible a cambios segun
las necesidades del contexto escolar en el que se desarrollen, por ello no se propone para un grado

especifico 0 una poblacion puntual.

A continuacion, se enunciaran las actividades propuestas.
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3.1. Actividad 1: Método de Exhaucion Eudoxo — Arquimedes

En la primera propuesta, del método de exhaucion de Eudoxo — Arquimedes se presenta en
paralelo, la inscripcion y circunscripcion de un poligono regular de n lados, se tiene en cuenta la
distincion entre la propuesta de Eudoxo y lo expuesto en la actividad dado que con la propuesta
original la cantidad de lados se duplica y esto hace que la sucesidén converja méas rapido. Sin
embargo, al aumentar el nimero de lados de a uno puede llegar a ser mas provechoso para el

estudiante.

Se pretende realizar el analisis entre el area de cada poligono, teniendo en cuenta su nimero de
lados y el area del circulo, si el circulo tiene radio unitario. A continuacion, se muestra la interfaz
del entorno disefiado en GeoGebra (el enlace de acceso a este recurso se encuentra en el Anexo

B), desde el cual se propone que el profesor de matematicas centre su trabajo en el aula:

[ Iniciar] [ Detener]

n=3
L
Area Poligono Inscrito = 1.299

Area Poligono Circunscrito = 5.1962

Figura 24: Interfaz método de exhaucion

En la interfaz mostrada en la Figura 24 es posible realizar una animacion para el niamero de lados
de los poligonos inscritos y circunscritos, a medida que aumenta n, aumenta también el nimero
de lados de dichos poligonos, ademas en el costado derecho se muestra el area de cada uno de los
poligonos. Se considera esencial las posibles preguntas que se prevén plantear a los estudiantes,

por ejemplo:
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i.  ¢Queé sucede con el area del poligono inscrito a medida que n aumenta?
ii.  ¢Qué sucede con el area del poligono circunscrito a medida que n aumenta?
iii.  ¢Es posible que en algin momento el area del poligono inscrito sea mayor que el area del
poligono circunscrito?
iv.  ¢Qué relacion pueden encontrar entre el area de estos poligonos a medida que n aumenta?

v.  ¢Es posible establecer un valor estimado para el area de los poligonos?

Si bien pueden parecer preguntas triviales para el profesor, es importante identificar las
perspectivas de los estudiantes y de esta manera poder encaminar la discusion hacia la nocién de
limite, dado que en la pregunta (iii), si bien no es posible, permite a los estudiantes expresar sus
ideas sobre lo que consideran que esta sucediendo, llevandolos posiblemente a la conclusion de
que sus areas seran iguales en algin momento o difieren en cantidades indistinguibles al menos,

desde lo que el ordenador permite observar.

Luego de plantear esta perspectiva, es posible trabajar desde las sucesiones que se generan
partiendo del &rea tanto del poligono inscrito, como del poligono circunscrito, en este sentido se
espera que los estudiantes determinen la convergencia de estas sucesiones, también desde un
ambiente virtual que facilite a su vez la visualizacidn del planteamiento propuesto, para este caso,
se pondré la vista simultdnea que permita identificar la relacion existente entre el area de los

poligonos y la sucesion que genera cada uno:

)

)

Iniciar Detener
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L]
oo

Area Poligono Inscrito = 3.1187

Area Poligono Circunscrito = 3.1531

Figura 25: Convergencia del area de los poligonos

Asi mismo, cabe el planteamiento de preguntas como:
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i.  ¢Que relacion existe entre la sucesion de puntos rojos y morados con los poligonos de la
gréfica?
ii.  ¢Es posible que en alguin momento un término n de la sucesién morada sea mayor que un
término de la sucesion roja?
iii.  ¢Qué comportamiento pueden evidenciar en la sucesion roja, a medida que n aumenta?
iv.  ¢Qué comportamiento pueden evidenciar en la sucesion morada, a medida que n aumenta?

V. (A qué valor se acercan las sucesiones?

Nuevamente, el planteamiento de estas preguntas supone no soélo identificar lo que podria
considerarse como evidente en la gréfica, sino que recoge la comprension alcanzada por los
estudiantes, dado que si bien pueden evocar imagenes conceptuales diversas de acuerdo con la
animacion propuesta en GeoGebra, la manera de enunciar sus percepciones puede ayudar al
maestro a identificar el tipo de comprension que ha adquirido el estudiante, desde el que se puede
diferenciar entre el conocimiento comdn o si es posible asociarlo al conocimiento cientifico, en
términos de Sierpiska (1994).

Por ejemplo, dentro de los términos del conocimiento comun (que seria lo esperado), los
estudiantes pueden manifestar que se acerca mucho al valor de 7 o que es igual a m, si es que han
trabajado anteriormente dicho nimero, o podria conjeturar algin valor aproximado y se puede
aprovechar para determinar cuales son sus conocimientos matematicos. Por ejemplo, alguien
podria conjeturar que se acerca al valor medio dado por las aproximaciones. Si no se ha trabajado
con pi, ésta seria una oportunidad para hacerlo e introducir una discusion sobre los nimeros

irracionales y las aproximaciones.

Por otro lado, dentro del conocimiento cientifico se podria utilizar términos como la convergencia
de las sucesiones a un valor determinado, en este caso . Es esencial la intervencion del docente,
en donde se planteen preguntas que permitan a los estudiantes concluir que cuando la sucesion
tiende a infinito su valor sera igual a 7, ya que, si bien la grafica esta planteada para valores finitos,
es posible extender el esquema mental y deducir qué sucederia en el infinito y poder dar una

discusion ya sea explicita o implicita con relacion al infinito potencial y actual.
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Por otra parte, se considera importante, para los fines del presente trabajo, ofrecer una
demostracidn analitica sobre la convergencia establecida; para este caso se evaluara el limite del

area de los poligonos inscritos y circunscritos cuando n — co.

El 4rea de un poligono n = lados del poligono

regular esta dada por: Donde [ = longitud de uno de sus lados
_nla ’ a = apotema
T2

3.1.1. Poligono Inscrito

Partiendo del tridngulo inscrito, se conoce
que:

l =2sen(6/2)

a =cos (0/2)
Reemplazando estos valores en el area del

1 g2 .
poligono de n lados se tendria:
l/2 . n 2sen(6/2)cos (6/2)
2
Haciendo uso de una identidad de angulo
Figura 26: Area del poligono inscrito doble.
Ao n se:(@)

. . 2
Particularmente para un poligono de n lados, 6 = 7” luego,

21
A n 58712(7)
Evaluando en el limite,
lim nsen (277'[) — lim T sen (277[)
n-o 2 n-o 2T
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Seak = 27" cuando n — oo, k = 0, por lo tanto

lim T sen (2%) o m sen(k)

n—oo 271' - k-0 k
n

Aplicando L’Hopital resultaria,

- mcos(k)
Im—=m
k—0 1

Quedando demostrada la convergencia de esta sucesion a .
3.1.2. Poligono Circunscrito

Partiendo ahora del tridngulo circunscrito, se

) conoce que:
0
- 256’; @
/ _ cos (g)
Reemplazando el valor de r se tendria:
T.0/2 l = 2sen(6/2)cos (6/2)
Haciendo uso de una identidad de angulo doble,
o l/2 q [ = sen(8)

Figura 27: Area del poligono circunscrito

Reemplazando los valores en el area, se tendria:

_ nsen(6)
2
Que es el mismo resultado al que se llegd en el poligono inscrito, por lo tanto, queda demostrada

la convergencia de esta sucesion también corresponde a .
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3.2. Actividad 2: Método de Newton y la Aproximacion del Area a Partir de los Polinomios

de Taylor

El conocimiento historico del docente le permitird usar el método de Newton para la aproximacion
del &rea de media circunferencia por medio de los polinomios de Taylor, sin la necesidad de que
sus estudiantes conozcan la derivada de una funcién o cdmo se calcula el polinomio de Taylor de
una funcién. Ya que dicho método solo requiere de la nocién de funcion. Esto les permitira a los
estudiantes, conociendo el valor del area de media circunferencia, hacer un comparativo del
polinomio evaluado en el intervalo [—1, 1] y el area calculada mediante la formula A = nr?, y
asi observar como el polinomio se acerca cada vez mas al valor del area a medida que se le agrega

un nuevo término siguiendo la secuencia de sumas.

En una primera parte de la actividad es pertinente que el docente solicite hallar el valor del area de
2
medio circulo de radio 1, por medio de la formula A = % De este modo los estudiantes desde el

principio de la actividad conoceran el valor real que aquella area.

El docente puede hacer una actividad de caracter inductivo en el que le presente a los estudiantes
el polinomio de aproximacién, agregandole cada vez méas un nuevo término, buscando que ellos
mismos observen alguna regularidad y tengan los elementos necesarios para deducir los siguientes
términos, y asi a cada anexion de términos, evalUen el polinomio en el intervalo [—1, 1] y hacer su

respectiva comparacion con el valor de g Es decir, el docente comenta el método de Newton para

hallar el area aproximada de medio circulo consiste en observar la funcion:

1><(%IO) 3

2

h(x) =x+ 3

Y luego se les solicita a los estudiantes hallar el valor de h(1) — h(—1), ellos deben compararlo

con el valor de g que corresponde al area de medio circulo unitario. De este modo el estudiante

evidenciara cémo los valores son similares, pero no son iguales.

Como segunda instancia el profesor propone la misma funcion anterior, pero adicionando un

término conveniente del siguiente modo:
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h(x) =x + +

Igual que en la funcién anterior se les solicitard a los estudiantes hallar de h(1) — h(—-1) y
encontrar el error de aproximacion, que de manera implicita es una forma de comparar la

aproximacion del &rea con su valor real.

Se repetira el procedimiento anterior, pero con la siguiente funcion.

1 1 1
(7;0) 3 _%X(igl) 45 1—16><(7;3) Y7

h(x) =x + 3 + c + 7

ax
2

A partir de este trabajo, el docente hara a siguiente pregunta
¢Cual seria el valor del siguiente término?

Lo anterior, con el fin de que los estudiantes encuentren una regularidad entre cada término de los
polinomios que se aproximan al valor del &rea. Luego de que los estudiantes hayan encontrado la
regularidad y tengan la capacidad de generar un nuevo polinomio, cada vez mas aproximado;
pasamos de lo analitico a lo geométrico, mostrando el GeoGebra (ver Anexo C), en donde se
observa la curva correspondiente a la funcion y la media circunferencia unitaria, en las cuales se
puede evidenciar la aproximacién de la funcion a la circunferencia a medida que aumentan la

cantidad de términos.
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Figura 28: Aproximacion al area del circulo por polinomios

Luego de que los estudiantes exploren esta simulacion el docente puede hacer preguntas como:

i.  ¢Cudl es el color del area que representa el error?
ii. A medida que el polinomio tiene mas términos ¢;qué pasa con el error?
iii.  Cuantos términos debe tener el polinomio para que el error sea cero, es decir para que

h(1) — h(=1) = Area de media circunferencia

Esta ultima pregunta es clave para desarrollar las definiciones conceptuales de infinito potencial,
las series convergentes y por tanto los limites. Debido a que el infinito potencial segun Castro y
Pérez (2007) es una construccion sucesiva del infinito, en este caso, los estudiantes por medio de
la aproximacion por polinomios, al agregar mas términos estan haciendo de manera implicita una
construccion del infinito. Por otro lado, desde esta actividad se esta haciendo un acercamiento de
la nocién de series convergentes desarrollando una definicion conceptual (Tall y Vinner, 1981) de
esté, al crear la necesidad a los estudiantes de hablar de polinomios con infinitos términos para

Ilegar a un valor esperado.

Por otro lado, se considera importante conocer diversas maneras de justificar el hecho de que el
area bajo la curva v1 — x? en el intervalo [—1,1] corresponde al &rea de medio circulo unitario,

esdecir A = g Una de ellas, es calculando su integral en el intervalo [—1, 1].
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1
Azf V1 —x2dx
-1

Para solucionar esta integral se utiliza el método de sustitucion trigonométrica, donde:

x = sen(y) y dx = cos(y) dy
sustituyendo los valores en la integral, se obtiene:

f‘/l —sen?(y) -cos(y)dy = f cos?ydy

B f 1 + cos(2y)

1 1
> dy=§fdy+§jcos(2y)dy

1 1 1 1
=3 +Zsen(2y) +c = SV + Esen(y) ~cos(y) + ¢

Luego

1
A= .[_1\/1 —x2dx =%arcsen(x)+%x\/1—x2 [_11 =%—(—%) =%

Como se observa el conocimiento profundo de las matematicas es importante en el docente, puesto

que lo dota de argumentos para hacer afirmaciones mas alla de lo intuitivo.

Por otro lado, también se debe conocer de manera analitica si el polinomio propuesto realmente
se acerca al valor de m, al calcular el limite de la sumatoria de los rectangulos que aproximan el

area, desde 0 hasta 1 y multiplicarlo por 4.

Donde - x2 x4

A=4hmZ1——‘——‘

Xo=0 n—00 Lt 2 8

n=
x1 =0+ Ax =—
. 2 4
n l l

xzzz :411m 1_@_@ (l)
n n—oo 2 8 n
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=4 lim

n—oo n? 6 8n* 30

(1) [ 1 nn+1)@2n+1) 1 n(6n*+15n3+10n%-1)
— n — . — .
n 2

un [1 3 1 1 15 0 1 ]
T SelT 6 12n 1207 20 240n 240n2 ' 240nt

_4(1 1 1)_97
- 6 40) 30 "

} De manera implicita lo que se esta
N calculando son las sumas de las areas de los
\ rectangulos que en conjunto se aproximan

al area bajo la curva.

Figura 29: Aproximacién por Riemann

3.3.Actividad 3: Método de Wallis Para Hallar el Valor deg

Para el desarrollo de esta actividad, se espera plantear el contraste entre el area de % de circulo
partiendo del método de Wallis y la propuesta Newton. Asi mismo, de manera analoga al
planteamiento del método de Newton, se propone a los estudiantes una construccidn paso a paso,
con la cual sea posible establecer una generalizacion del método de Wallis, para este desarrollo se
aumentaran los factores uno a uno invitando al estudiante a deducir el siguiente factor, comparando

su resultado con el valor de g

A continuacion, se exponen los primeros términos, los cuales pueden ser presentados a los
estudiantes de la misma manera, alentandolos a hallar el siguiente término a partir del desarrollo

de la siguiente tabla:
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Diferencia

Cantidad Valor en .
Término aproximada
de factores decimales -
con 3
(2)(2) __
5 2@  @H®»
2-1D)2+1) G-1D@A+1
5 @@  ®®  ©®6
2-1D)2+1) ¢-1DA+1) (6-1)(6+1)

4

5

n

Luego de que se logre la generalizacion de los resultados por parte de los estudiantes o con la ayuda del
docente, se procede a hacer la siguiente pregunta con el fin de establecer la nocién de limite a partir de

Tabla 8: Construccion del método de Wallis

sucesiones infinitas convergentes.

i.  ¢Cuantos factores debe haber para que el valor del producto sea igual a % y que la diferencia sea

cero?

ii.  Sinrepresenta la cantidad de factores, ¢qué condicién debe tener n para que valor del producto

sea igual ag?

Se considera importante resaltar que cuando n — oo el valor del producto sera g dado que se hace mas

evidente el paso al limite, teniendo en cuenta la representacion simbdlica.

Se sugiere al docente proponer las dos actividades tanto la de Newton como la de Wallis con el fin

de hacer un contraste entre la convergencia de ambos métodos ya que es posible identificar la

rapidez con que convergen a g en este sentido se considera pertinente plantear preguntas como:

iii.  ¢Es posible determinar el método con el que se aproxime mas rapido al valor esperado?

Iv.  ;Cual método considera mas “eficaz” al momento de realizar las aproximaciones? ¢Por

qué?
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Luego de que los estudiantes analicen los resultados obtenidos por cada método, se propone la
presentacion de una simulacion en GeoGebra, con el fin de comparar sus percepciones con lo

expuesto en la simulacion. En la Figura 30 se muestra la interfaz mencionada (ver Anexo D):

[ Iniciar] I Detener|

Método de Newton

Método de Wallis

Figura 30: Convergencia Wallis y Newton

Se sugiere plantear nuevamente los interrogantes (iii.) y (iv) con el fin de contrastar sus respuestas.

Finalmente, se considera importante el conocimiento por parte del profesor de matematicas sobre

la demostracion del método de Wallis para calcular el valor de g :

En una primera instancia se calculan las raices de sen(x) = 0, la cuales son x = nm donde n €

Z. Por lo tanto

sen(x) =x(l—;)(1+$)(1—%)(1+%)(1—%)...

Partiendo de esto se puede observar las raices de —Se’;(x)

O (13140~ 21+ 2 (13-

Serian las mismas raices del sen(x) excluyendo a x = 0 como una raiz, ya que en el

denominador x # 0.

Luego aplicando diferencia de cuadrados, obtenemos la siguiente igualdad
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luego

2 (-3 -T2 - [T

n=1 n=1 n=1

- - (2n)(2n)
1_[ <4n2 — 1) 1_[ ((Zn -1)(2n+ 1))

n=1 =1

3

entonces

Cabe resaltar que el objeto central de estas actividades consiste en calcular el area de un circulo o
un semicirculo, para esto se hizo uso del aspecto histérico del paso al limite. En la primera
actividad el método de exhaucion de Eudoxo-Arquimedes, en la segunda actividad se hace uso del
método de Newton y en la tercera actividad una comparacion entre el método de Newton y el
método de Wallis, esto con el fin de afrontar algunos obstaculos que pueden surgir en el estudio
del limite. Particularmente en el desarrollo de estas actividades se considera que es posible afrontar

el obstaculo denominado como lo infinitamente pequefio y lo infinitamente grande.

89



4. Conclusiones

Lo expuesto en este documento expresa la importancia del conocimiento histérico, mas alla de una
estrategia para captar la atencion por parte de los estudiantes, pues fue posible identificar porqué,
cémo y cuando surgen los obstaculos de carécter epistemoldgico ya que esto es algo que no atafie
unicamente a los matematicos que trabajaron sobre la idea de limite, por el contrario, algunos de
estos obstaculos facilmente pueden llegar a presentarse en la escuela y el profesor puede apoyarse
en el estudio histdrico para buscar alternativas frente a dichos obstaculos, siempre y cuando este
estudio sea desde la historia de matematicas y no meramente desde anécdotas histéricas. En este
sentido, se considerd necesario presentar las justificaciones de cada una de las afirmaciones desde
las que se construyen los conceptos relacionados con el paso al limite. Pues permite identificar
fortalezas y debilidades de las afirmaciones que proponen algunos matematicos a través de la

historia, para ello es indispensable un conocimiento profundo de las matematicas.

Por tanto, el conocimiento historico-matematico de la nocion de limite visto como una herramienta
de ensefianza le brinda al docente insumos para desarrollar la idea de conceptos como, por ejemplo,
el infinito potencial y el infinito actual aprovechando las necesidades historicas que se ven

reflejadas en el aula y proponiendo problemas que dan solucién a éstas.

Dentro del desarrollo historico de las concepciones de la nocién de limite, se puede evidenciar los
obstaculos que surgieron y los que se superaron, asi el docente al desarrollar actividades bajo un
planteamiento del trabajo historico podré adelantarse a los hechos, saber cuéles obstaculos se
pueden presentar, y asi establecer estrategias para que los estudiantes puedan superar dichos
obstaculos. Dependiendo de las necesidades de ensefianza y del contexto escolar, el docente tiene
una gama de posibilidades el pro al desarrollo de la nocién de limite, generando imagenes

conceptuales que apoyen a la generacién de una definicién formal de dicho objeto matematico.

Por ultimo, se resaltd la importancia del conocimiento del profesor de matematicas sobre el
desarrollo historico del paso al limite, por ejemplo, desde las actividades propuestas basadas en el
método de exhaucion pues se reconoce una extension de este método a lo largo de la historia de
las matematicas en busqueda de soluciones para problemas como el area bajo la curva, célculo de
volimenes de superficies, entre otros. Ademas, se resalté la importancia del paso al limite en el

surgimiento del calculo diferencial e integral, la formalizacion de conceptos como el de funcién,
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continuidad y su contribucion en la construccion de los numeros reales, este Ultimo desde la

concepcién analitica.
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6. Anexos

Anexo A: Demostracion de la identidad trigonométrica

2sen (g) ' COS (g + a)
= 2sen (g) : (COS(OC) * cos (g) — sen(a) - sen (g»

2

= 2sen (g) ' COS (g) - cos(a) — 2sen (g) -sen(a)

= sen(p) - cos(a) — (1 — cos(B)) - sen(a)
= sen(B) - cos(a) — sen(a) + sen(a) - cos(B)
= sen(a) - cos(B) + sen(B) - cos(a) — sen(a)

= sen(a + B) — sen(a)
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Anexo B: Interfaz actividad 1

Area Poligono Inscrito = 1.299

Area Poligono Circunscrito = 5.1962

n=230

4 L]

L P2
J----------------:--:--:--:--:-{--:—1—1—-&-&111-!-.-0---!-l-i-l-.—
L

W

Area Poligono Inscrito = 3.1187

Area Poligono Circunserito = 3.1531

Enlace de acceso al recurso:

https://www.geogebra.org/m/uvgzwef6
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https://www.geogebra.org/m/uvgzwef6

Anexo C: Interfaz actividad 2

-1 -1
h(x) = 20 x5+? X3+ x

=

Enlace de acceso al recurso:

https://www.geogebra.org/m/rpydfikr
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https://www.geogebra.org/m/rpydfjkr

Anexo D: Interfaz actividad 3

”.:10 |Iniciar] [Detener]
Método de Newton
.
e
Método de Walles
0 1 2 ; ; ; ; ; : : T T e

Enlace de acceso al recurso:

https://www.geogebra.org/m/wattgxr7
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https://www.geogebra.org/m/wqttqxr7
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