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Introduccion

En el desarrollo de este trabajo se tendra en cuenta la importancia de los
aspectos avanzados del formalismo matematico y su relacién con los fenéme-
nos fisicos. Seguidamente se hara el desarrollo matemaético y geométrico de la
métrica de de Sitter paso a paso, senalando el significado fisico-matematico
del proceso, respaldado complementariamente, con representaciones graficas y
geométricas ya que, en palabras de Creswell (2013a), citado en (Hernéndez et
al.,2014)) Para entender un problema de las ciencias se utilizan datos numéri-
cos, textuales, graficos y simbolicos. Posteriormente se hara la traduccién del
proceso en lenguaje Python con la intencion de senalar las ventajas de las
representaciones computacionales en el estudio de dicha solucion.



Capitulo 1

Problema de Investigacion

La ensenanza de la relatividad general y la cosmologia representa uno de
los mayores desafios pedagdgicos en la formacion de estudiantes de fisica y
areas afin. Teniendo en cuenta que estos temas requieren un dominio rigu-
roso del lenguaje matematico y una capacidad de abstraccién elevada para
interpretar modelos fisicos, cuya evidencia empirica no es directa o intuitiva,
esto termina en una falta de comprension, tanto del concepto fisico, como del
modelo matematico, de tal forma que se dificulta la elaboracion de una vision
del mundo fisico (Ayala, 2007).

En este contexto, conceptos como la métrica del espacio-tiempo, la expan-
sién acelerada del universo, la constante cosmoldgica y las soluciones exactas
de las ecuaciones de Einstein (como la solucién de de Sitter) pueden ser una
base para muchos estudiantes interesados en esta area, ya que, segiin Pérez y
Solbes (2003), estudiar este tipo de contenidos otorga una visién més amplia
en el desarrollo de la ciencia porque muestra los limites de la fisica clasica en
los nuevos fenémenos que aparecieron con la fisica moderna.

La solucién de de Sitter, que describe un universo vacio con constante
cosmolégica positiva, es fundamental para entender el modelo inflacionario
y la aceleracién cosmica observada actualmente. No obstante, el tratamiento
matematico para las métricas que aparecen en la solucion es extenso y, por
lo tanto, propenso al error humano como afirman Castillo et al. (2025). Es
asi que el tratamiento de esta tematica en un curso de fisica podria tener un
acompanamiento visual o practico, que ayudan a reforzar la conexién entre
las expresiones matematicas y su interpretacion fisica.

Frente a esta situacion, se plantea la posibilidad de incorporar herramien-
tas computacionales como Python en la ensenanza de estos temas. La im-
plementacion de la solucién de de Sitter mediante programacion permite si-
mular y visualizar la evolucion de la métrica, la dindmica del espacio-tiempo
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y otros aspectos relevantes del modelo. Esta aproximacién no solo favorece
la comprension conceptual a través de la experimentacién virtual, sino que
también promueve el desarrollo de competencias digitales y el pensamiento
computacional, elementos cada vez mas valorados en la formacion cientifica
contemporanea.

Se busca resolver la ecuacién de campo de Albert Einstein en el modelo
propuesto por W. de Sitter en la cual el tensor energia masa es igual a cero
dando como resultado la siguiente ecuacion.

1
Ry = 59w+ Mg, =0 (1.1)

La solucion de Willem de Sitter constituye un modelo geométrico domina-
do por una constante cosmolégica positiva. En la actualidad, esta constante
se interpreta como una manifestacion de la energia oscura, componente que
representa cerca del 70 % del contenido energético del cosmos y que es respon-
sable de la expansién acelerada observada (Peebles & Ratra, 2003). Asimismo,
la solucién de Sitter ofrece un marco de referencia para comparar modelos al-
ternativos, como las teorias de la gravedad modificada.

Ademas de ser una solucién exacta de la relatividad general, teoria que
segiin Kersting et al. (2020)) de por si es abstracta y conceptualmente densa,
la solucién de de Sitter involucra tematicas avanzadas que exceden el marco
conceptual de la fisica que se ensena en la Educacién Media o inicial de
pregrado. Por ejemplo, se rompe con la idea de un espacio euclidiano, no
se tienen referentes sobre la energia del vacio, ni la expansién del universo,
mucho menos de la expansion de un universo vacio, y esto, segin Henriksen
et al. (2014)), resulta contraintuitivo para los estudiantes. Por consiguiente, se
precisa de una traduccién de los conceptos geométricos hacia representaciones
que no distorsionen el significado cientifico, lo que suscita en el requerimiento
de una mediacién didactica apoyada por las herramientas computacionales y
visuales.

pregunta problema

.. Como puede la solucion de de Sitter, derivada de las ecuaciones de campo
de Einstein con constante cosmologica positiva, ser representada y analizada
mediante simulaciones computacionales que permitan visualizar la relacion
entre la constante cosmoldgica y la expansion del universo con fines didacti-
cos?



1.1. Objetivos

1.1.1. Objetivo General

Analizar la solucion de de Sitter como modelo cosmolégico dentro del marco
de la relatividad general, a partir de su formulaciéon matematica, sus implica-
ciones fisicas y su representacién mediante simulaciones computacionales, con
el fin de reconocer su relevancia en la descripcién de la expansion acelerada
del universo.

1.1.2. Objetivos especificos

1. Describir la métrica y las propiedades fundamentales de la solucién de
de Sitter dentro del marco tedrico de la relatividad general.

2. Examinar las implicaciones fisicas de la soluciéon de de Sitter en el con-
texto de la expansién acelerada del universo y la constante cosmolégica.

3. Desarrollar varias simulaciones computacionales que modelen la solucion
de de Sitter que muestren el compromiso entre la constante cosmologica
y la expansion del universo.

4. Analizar las ventajas y limitaciones del empleo de herramientas compu-
tacionales en el estudio y analisis de soluciones exactas de las ecuaciones
de Einstein.

1.2. Antecedentes

La problematica de ensenar relatividad general en secundaria superior ha
sido abordada por Kersting et al. (2018)) Quienes implementaron un entorno
educativo en linea a estudiantes de secundaria superior. El material utilizado
se basé en la perspectiva sociocultural del aprendizaje con enfoque histérico-
filosofico. En esta investigacion los autores concluyeron que los estudiantes
de estos niveles pueden alcanzar una comprensién adecuada de la relatividad
general si se les proporcionan las herramientas pedagogicas apropiadas que
fomenten la comprension cualitativa.

También se destacan los trabajos de sector models, que es una propuesta
de modelos por sectores para introducir las nociones de curvatura, geodésica
de la luz, espacio-tiempo, corrimiento al rojo y caida libre, con la matematica
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bésica (aproximacién de una superficie curva mediante tridngulos planos).
Estos trabajos han implementado talleres con estudiantes de secundaria y
universitarios (Kraus & Zahn, 2018; Zahn & Kraus, 2014)).

Los anteriores trabajos muestran el compromiso con los conceptos cualita-
tivos, geométricos y visuales que se tendran en cuenta en esta propuesta para
desarrollar las simulaciones computacionales.

Desde el campo disciplinar, el trabajo de Campo (2022) hace una breve
introduccién a las propiedades del algebra lineal y de la topologia necesaria
para llegar a las ecuaciones de campo de Albert Einstein. A la vez que intro-
duce las condiciones propuestas por W. de Sitter para dar soluciéon a estas
ecuaciones muestra las estructuras matemadaticas que se pueden obtener con
base en la Teoria Especial de la Relatividad (TER). Se desarrolla la solucién
de las ecuaciones de Killing para el universo de de Sitter; todo ello con pro-
cesos matematicos extensos propios del area del calculo tensorial que ademas
estan implicitos en los resultados obtenidos.

En el trabajo de Balaguera (2006) se hace un estudio de la estructura cos-
moldgica y astrofisica de la constante cosmoldgica con un valor diferente de
cero. En este trabajo se tienen en cuenta aspectos fisicos como la energia os-
cura, la homogeneidad y la temperatura, entre otras. Ademas, hace el andlisis
de las consecuencias, el desarrollo y consideraciones necesarias para llegar di-
chos conceptos. Su desarrollo matematico y su implementacion en la Teoria
General de la Relatividad (TGR) hace énfasis en la implicacién geométrica
y céomo ello influye en el comportamiento y valor de la constante cosmoldgi-
ca, mas especificamente en la geometria esférica para finalmente observar el
movimiento de una particula hipotética en la métrica de Schwarzchild y el
modelo de W. de Sitter. Se destaca en este trabajo el uso de las represen-
taciones graficas que ilustran y dan sentido a las ecuaciones que presentan
alli.

El trabajo de Séanchez ((1985)) hace un recorrido histérico sobre las concep-
ciones de la fisica moderna y su respectivo analisis ontolégico; teniendo un
apartado en donde se abarcan las soluciones cosmoldgicas a las ecuaciones
de campo de Albert Einstein, sobre todo para dar contexto de la solucion
de W. de Sitter, su importancia y las consecuencias que trajo consigo en la
comunidad cientifica del momento.

El trabajo de Niels y Saavedra (2020) se realiza un cédigo en lengua-
je Python 3 como herramienta complementaria para estudiar la solucion
Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) de las ecuaciones de cam-
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po, empezando con la descripcion general de los aspectos que considera la
solucién, de los cuales hay algunos compatibles con la solucion de W. de Sit-
ter y por consiguiente tutiles en el trabajo, como lo son la suposicion de un
universo homogéneo e isétropo, ademas la solucion de Sitter puede escribirse
en términos de la métrica FRLW. En el trabajo hay una guia con los codigos
que describen cada elemento necesario para describir dicha métrica.

1.3. Metodologia

Se propone una metodologia de enfoque mixto entre analisis cualitativo,
modelacién matematica y simulacién computacional, dado que el estudio bus-
ca integrar el andlisis conceptual y formal de la solucién de W. de Sitter con
representaciones computacionales que faciliten su andlisis. Esta metodologia,
en palabras de Hernandez et al. (2014]), representa un conjunto de proce-
sos de recoleccién y analisis de datos cuantitativos y cualitativos, asi como
su integracion y discusién conjunta, para lograr un mayor entendimiento del
fenémeno bajo estudio.

Este trabajo busca recopilar informacion de las limitaciones y alcances que
trajo consigo la solucion; desde el enfoque cualitativo, se analizaran textos
histoéricos y cientificos relacionados con la solucion de de Sitter, mientras que
el enfoque tedrico-computacional de caracter exploratorio y explicativo se cen-
trara en el desarrollo matematico de la métrica, asi como en la representaciéon
computacional y visualizacién gréafica a través de Python.

Se dividira en trabajo en cinco fases, siendo la primera la fase introductoria
abordar la solucién de W. de Sitter, en donde se hara busqueda del contexto
historico. En la segunda fase se hara la formulacién matematica y desarrollo
de la solucion partiendo de las ecuaciones de campo de Albert Einstein y
senalando las consideraciones de Willem de Sitter para llegar a su métrica.
En la tercera fase se analiza la relacion entre la constante cosmolodgica y la
expansion acelerada del universo. La cuarta fase se centrara en la implemen-
tacion computacional con Python del desarrollo matematico, respaldado con
las representaciones graficas de las consideraciones y de la soluciéon misma.
Para tltima fase se hace la valoraciéon de las ventajas y limitaciones de la
implementacién de las herramientas digitales en el estudio de la relatividad
general.
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Capitulo 2

Marco Teorico

2.1. DidAactica del lenguaje Python

La didactica de la fisica crea relaciones entre como se ensena y qué se en-
sena en distintos campos del conocimiento. Ademas, teniendo en cuenta que
la didactica es una funcién de la ensenanza y deberia diversificar los contextos
de aprendizaje (Klein, 2012), la formacién del futuro docente debe orientarse
a desarrollar una vision que integre el conocimiento desde la interdisciplina-
riedad. De manera tal que, pueda enfrentar y resolver con mayor eficacia los
problemas propios de la ensenanza de la Fisica (Castiblanco & Nardi, 2023)).

Por otra parte, se hace necesario darle sentido al area de conocimiento
del que el profesorado ensena. Los profesores de Fisica ademés de conocer
disciplinas educativas, evidentemente también se desenvuelven en esa rama
de la ciencia, y en palabras de Klein (2012) a menudo da la impresién de que
el profesor de Fisica en realidad esta impartiendo Matematicas.

Entonces, teniendo en cuenta que la evoluciéon de las tendencias en ensenan-
za segun Castiblanco y Nardi (2023, pag, 52-53) abarcan desde la ensenanza
por transmision hasta la ensenanza por investigacion, y que en ese transito,
sobresale el uso de las tecnologias y de como han ido tomando papeles im-
portantes en la didactica de la Fisica, se le suma importancia a comprender
el verdadero alcance de las tecnologias para enriquecer las interacciones en
el aula y mejorar la ensenanza y el aprendizaje de la Fisica (Castiblanco &
Nardi, 2023).

Ahora bien, la relevancia del uso de herramientas digitales en la didactica
de la fisica se torna un tema de discusiéon que no puede pasar por alto. Cas-
tiblanco y Nardi (2023) hacen una caracterizacién de disciplinas que pueden
tener en el proceso de formacion del licenciado para ensenar la fisica desde
diferentes formas. Uno de ellos hace énfasis del conocimiento que enriquece la
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interaccion en el aula, basado en el conocimiento de los usos de las tecnologias.
El uso de herramientas digitales en la educacién es una de las corrientes mas
fuertes y comunes en la actualidad (Torres Canizdlez & Cobo Beltran, 2017,
pag 32).

Por ello, se considera beneficioso el uso de herramientas tecnoldgicas y
digitales como el lenguaje Python como una representacion de la didactica de
la fisica; ademds de que este, en palabras de Castillo et al. (2025) es versatil
y asimismo aceptado por la comunidad cientifica.

2.2. Universo de de Sitter

Einstein defendia la idea de un universo estatico y que asimismo su estruc-
tura métrica dependia plenamente de la materia, aparentemente influenciado
por el principio de Mach (Janssen, 2013)). Todo lo contrario a la solucién que
W. de Sitter propuso y que ademas se posicioné como una de las solucio-
nes exactas de las ecuaciones de campo de la teoria general de la relatividad
(TGR). De Sitter, considerando una constante cosmoldgica positiva, A > 0,
descubrié un posible universo vacio y en expansion acelerada, lo cual trajo
consigo criticas por parte de la comunidad cientifica del momento, primero
por la asuncién indiscutible de esos tiempos, y es que sin materia no habria
dinamica y, por otro lado, se le criticé la singularidad de coordenadas que
presenta la ecuacién.

No obstante, gracias a la solucién, que hoy en dia es considerada fisicamen-
te muy relevante, se pudieron estudiar los dos modelos cosmoldgicos actuales
como la inflacion y la aceleracion césmica, ademas de ser el modelo funda-
mental para estudiar teorias de campo cuanticas en expansion, los efectos de
Hawking-Gibbons y también el estudio del modelo cosmoldgico actual, ya que
este se asemeja al modelo de de Sitter por la consideracién de la energia oscu-
ra (Balaguera, 2006). Al ser este un modelo altamente simétrico lo hace muy
util en estudios tedricos que requieren de condiciones ideales y calculables.

Su simplicidad estructural permite introducir a los/as estudiantes a con-
ceptos como la expansion acelerada, curvatura del espacio-tiempo, horizonte
de particulas y efectos fisicos de la constante cosmologica. En este trabajo
se pretende hacer un recorrido sobre las implicaciones fisica e historicas, pro-
cesos matematicos, y presuntas consideraciones que tuvo W. de Sitter a la
hora de solucionar las ecuaciones de campo de Albert Einstein para llegar a
su soluciéon; todo esto seguido de modelaciones en Python como recurso com-
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plementario que de otro punto de vista de la rigurosidad matematica que alli
se maneja. Las ecuaciones de campo para el universo de de Sitter estan dadas
por la expresién

2.3. Parametros fisicos

2.3.1. Constante y parametro de Hubble

Existe una correlacion entre las distancias de los objetos y el conocido
corrimiento al rojo como lo menciona Weinberg (1972). Este corrimiento es
un fenémeno observable que sugiere un universo en expansion que, en términos
generales, se define cuando una longitud de onda observada para una misma
linea de absorcion en el espectro de una galaxia lejana, difiere de la original
(Coles & Lucchin, 2002). De hecho fue este uno de los fenémenos que hizo que
Einstein modificara sus ecuaciones de campo. Esta correlacién esta ligada al
factor de escala a(t) como una serie de potencias ya que es una funcién suave
(que es infinitamente derivable), dado a las condiciones fisicas regulares dadas
por la ecuacion de campo de Einstein (Weinberg, 2008, p. 441).

a(t) = alto)[(1 + Ho(t — to) — %qoﬂg(t 2] (2.1)

donde Hy y gy son la constante de Hubble y el parametro de desaceleracion

respectivamente; resultados que se obtienen por inspeccién del desarrollo de
serie de potencias [2.1].

Hy = ZE:; (2.2)
g0 = —d(to)s( ;00))2 (2.3)

Hubble seguiria intentando calcular el valor de la constante que lleva su
nombre, Hy; él encontré una relacion lineal entre la distancia de la galaxia
y la velocidad de recesion, o sea la velocidad con la que los obejtos celestes
lejanos se separan de la Tierra como consecuencia de la expansién del universo.
(Weinberg, 1972).

Posteriormente, en 1960 Minkowski descubrié un objeto con un corrimiento
al rojo de 0.47 y otros estudios mas dieron cuenta que la magnitud de la

constante de Hubble esta dada por (Weinberg, 2008, pag 11).
cz = Hyr (2.4)

14



donde c es la velocidad de la luz en el vacio, 2z es el corrimiento al rojo y r es
la distancia medida desde el observador hasta el objeto.

Este valor de Hjy da cuenta de la tasa fraccional de cambio de tamano
del universo por unidad de tiempo. Es decir, qué tan rapido se expande este.
Si se invierte este valor, se vuelve atras en el tiempo y se puede llegar a
conocer la edad de nuestro universo. El valor de Hy = (71 £ 4) km/s/Mpc
(Serrano Gonzélez et al., 2019, p. 16). Esto significa que la edad del Universo
es 4,35 x 107 s, aproximadamente 13800 millones de afios.

Se construyo el cédigo que aparece en la Figura [2.1| para visualizar la impli-
cacion del valor de la constante. En conjunto, el cédigo hace una simulacion
sencilla de la Ley de Hubble generando distancias, calculando velocidades
siguiendo una relacion lineal con ruido observacional, ajusta una recta por
minimos cuadrados y recupera una estimaciéon del parametro de Hubble a
partir de los datos. Es una manera computacional de reproducir, en version
simplificada, el procedimiento que permitié establecer la expansién del uni-
Verso.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Pardmetro de Hubble que puede variar
H@_real=float(input("Ingrese el valor de H& en km/s/Mpc:"})

# Distancias simuladas de galaxias (Mpc) (3.96 millones de afios luz)
distancias = np.linspace(18, 388, 5&)

# Velocidades simuladas con un poco de ruido (km/s)
np.random.seed(@)
velocidades = H8_real * distancias + np.random.normal(e, 38, len(distancias))

# Ajuste lineal para encontrar HB
coeficientes = np.polyfit(distancias, velocidades, 1)
He_ajustado = coeficientes[8]

# Visualizacidn
plt.scatter(distancias, velocidades, label="Datos simulados")
plt.plot(distancias, He_ajustado*distancias,
color="r", label=f"Ajuste: Ho = {H@ ajustado:.1f} km/s/Mpc™)
plt.xlabel("Distancia (Mpc)")
plt.ylabel({"Velocidad de recesidn (km/s)")
plt.title("Simulacidn de la Ley de Hubble con Python™)
plt.legend()
plt.grid(True)
plt.show()

Figura 2.1: Cédigo de constante de Hubble. Elaboracion propia

La grafica de la Figura muestra la relacién lineal v = Hyd. A esta
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relacion ideal se le anade un término de ruido aleatorio que hace que los
puntos no caigan exactamente sobre una recta perfecta. Esto es un punto
importante, porque después el cdédigo utiliza un ajuste lineal mediante la
regresion para encontrar la mejor recta que describen esos datos, obteniendo
asi un valor estimado de Hj. Esto se ve como una nube de puntos dispersos
y una linea roja que representa el ajuste lineal.

Ingrese el valor de HB en km/s/Mpc:38

Simulacion de la Ley de Hubble con Python

® Datos simulados e 0
—— Ajuste: Ho = 28.5 km/s/Mpc ®
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Figura 2.2: Gréfica constante de Hubble. Elaboracién propia

2.3.2. Factor de escala

El factor de escala aparece en el momento que se le atribuyen las propie-
dades de homogeneidad e isotropia al universo de de Sitter. Ya que este es
una funcién dependiente del tiempo a = a(t) que escala las distancias comévi-
les del espacio invariante. Las distancias comdviles son aquellos puntos en el
espacio que no cambian con el tiempo y, en este caso, no se mueven con la
expansion del mismo. Un ejemplo de distancias comoviles tipica es suponer
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un globo al que se le pegan dos monedas y este se infla, la ubicacion comovil
de la moneda es la misma aunque el globo se infle, no obstante la distancia
entre las dos monedas va a cambiar ya que el globo se esta expandiendo, esa
es la distancia fisica.

Estas coordenadas se transportan con la expansién dado que, la expansion
es uniforme (Liddle, 2015). Entonces si se tienen dos cuerpos comdviles sepa-
rados por una distancia x que es constante en el tiempo, ya que la propiedad
de homogeneidad garantiza que a(t) sea una funcién tnicamente del tiempo,
su distancia fisica estard dada por.

d(t) = za(t) (2.5)

Por otro lado, de las ecuaciones de Friedmann se infiere que la densidad de
energia total del universo p = p,+pn, en donde p, es la densidad de radiacion,
pm €s la densidad de materia; a esta densidad se le agrega el término py que es
la densidad de energia del vacio, siendo esta la tnica diferente de cero segin
el universo de de Sitter (Kenyon, 2023, pag 10-6).

<a>2 _ 8nG(p+pa) ke

a 3 a?

(2.6)

En donde G es la constante de gravitaciéon universal y k es la geometria
del espacio. Primero se resuelve la ecuacién diferencial que aparece en las
ecuaciones de Friedmann implementando las condiciones de la solucién
de W. de Sitter; es decir p = 0y pp # 0 con A > 0 teniendo en cuenta las
siguientes definiciones.

Ac?
PA=C (2.7)

H = (g) (2.8)

De la condicion se puede observar que, si a aumenta es porque el
universo se esta expandiendo, si decrece es porque se estd contrayendo y si
su valor es a = 0 el universo es estatico, ya que la distancia fisica entre dos
cuerpos no cambia (Liddle, 2015, pdg 42).

Valores del factor de escala

Partiendo de las ecuaciones de Friedmann y aplicando las igualdades
y [2.8] se obtienen las ecuaciones con la cuales se desarrollard este trabajo.
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Estas dependen de la constante cosmoldgica, lo que resulta relevante para el
analisis que aqui se presenta, y se pueden expresar como y donde
a = a(t) (Liddle, 2015).

N 2 2 2
a kc Ac
(a) ta=5 = (29)
.o A 2
g - 70 — [ (2.10)

Con se obtiene una ecuacién diferencial de segundo orden 2.11]
i—aH*=0 (2.11)
De la cual su solucion general esta dada por.
a(t) = Aef!' 4 Be 1! (2.12)

Donde A y B son constantes de integracién cuya solucién de la ecuacion
diferencial estd en el apéndice [B]. Haciendo uso de las expresiones 2.9y se
puede obtener una relaciéon en donde el producto de esas constantes dependen
del parametro de curvatura espacial k. Esto es importante ya que la expresion
del factor de escala varia dependiendo de la geometria del espacio.

kc?

AB = —
4H?

(2.13)

» k=1 El universo es esférico
= £k =0 El universo es plano

= k= —1 EI universo es hiperbélico

Para visualizar esto, se desarrollé el cédigo 2.3} Cabe senialar que los ejes de
la simulacién no poseen unidades debido a que las coordenadas representadas
corresponden a variables adimensionales. En este contexto, el factor de escala
actia como un multiplicador relativo que describe la expansion del espacio
sin fijar una escala métrica absoluta. Por tanto, la simulacién enfatiza los
aspectos geométricos de la expansion cosmologica mas que una representacion
cuantitativa en unidades fisicas como los megaparsecs que aparecen en las
unidades de la constante de Hubble.
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import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.animation import FuncAnimation
from IPython.display import HTML

print("k=1 geometria esférica")
print("k=8 geometria plana”™)
print("k=-1 geometria hiperbdlica™)
# Elegir geometria

k = int({input("Elija la geometria del espacio k (1, @, -1):

# Parametros

c=3e5 #km/s

H km s Mpc = 78 # km/s/Mpc

A=1 #En el universo de de 5itter

# conversiones
Mpc_to_km = 3.886el9
year_to s = 3.154e7

# convertir H a 1/afio
H= (H km_ s Mpc / Mpc_to_km) * year _to_s

# Tiempo en afios
t = np.linspace(@, 529, 68) # 5 mil millones de afios

fig = plt.figure(figsize=(6,6))
ax = fig.add subplot(111, projection='3d")
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#factor de escala
def scale factor(t):

if k == 1:
return {(c / H) * np.cosh{H * (t))

elif k == -1:
return (c / H) * np.sinh{(H * (t))

elif k == @:
return A * np.exp(H * (t))
# Malla
u = np.linspace(@, 2*np.pi, 36)

if k == -1:

v = np.linspace(8, 2, 38)
else:

v = np.linspace(8, np.pi, 36)

u, v = np.meshgrid(u, v)

# Superficie
def get surftace(a):

if k == 1:
¥ =a * np.sin(v)*np.cos(u)
y =a * np.sin(v)*np.sin{u)
Z =a * np.cos(v)

elif k == &:
X =a * (np.cos(u))*np.sin(v)
y =a * (np.sin(v))*np.sin{u)
z =8 *x
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elif k == -1:

¥ =a * np.sinh{v)*np.cos{u)
y =a * np.sinh{v)*np.sin{u)
z =a * np.cosh(v)

return x, vy, Z

# Animacion
def update(frame):

ax.clear()

tiempo = t[frame]
a=np.exp(H*tiempo)

#a = scale factor(tiempo)

X, ¥, Z = get surface(a)
ax.plot_surface(x, y, z, alpha=8.8)

ax.set _title(f"k={k} | t={tiempo/129:.2Ff} Gyr | a(t)={a:.2f}")
#lim=np.max(np.abs(x))

#ax.set_xlim(-1lim,lim)

#x.set_ylim(-1lim,1im)

#ax.set zlim(-1lim,lim)

ax.set xlim(-4,4)

ax.set_ylim(-4,4)

ax.set_zlim(-4,4)

if k == 1: print("Haz elegido la geometria esférica”™)
elif k == B: print("Haz elegido la gecometria plana")

elif k == -1: print("Haz elegidc la geometria hiperbodlica™)
anim = FuncAnimation(fig, update, frames=len(t), interval=188)
HTML{anim.to jshtml(})

Figura 2.3: Cédigo geometrias del espacio. Elaboracién propia

Notese que en el codigo en el apartado de la animacion se encuentran unas
lineas a modo de comentario; una es en la expresion del factor de escala y

21



la otra es la parte de los ejes del cuadro, estas permiten dar cuenta de la
expansion de una manera mas “real”’de cierto modo. De nuevo es necesario
subrayar que el codigo muestra una representacion de la geometria del espacio
y no de su creacion. Es decir, las gréaficas alli representadas no significan que
hay un espacio ya delimitado y la expansién crea espacio dentro del espacio
sino que es una mera forma de visualizar como evoluciona la geometria.

Este cédigo esta adaptado para efectos practicos para graficar las distin-
tas geometrias del espacio que se veran a continuacion, cuya explicacion se
encuentra en el apéndice [F]

k=1

Por su parte, la geometria esférica k=1 conduce a una representacion en la
cual el factor de escala estd dado por [2.14] En este caso, aparece de manera
explicita una escala caracteristica ;, que puede interpretarse como el radio
de curvatura del espacio-tiempo porque representa la escala maxima sobre
la cual el universo puede considerarse “localmente plano” antes de que los

efectos de la expansién y la geometria cosmoldgica se vuelvan importantes
(Weinberg, [1972)).

k=1]t=2.37 Gyr| a(t)=1.19

k=1 | t=0.00 Gyr | a(t)=1.00

k=1|t=3.90 Gyr| a(t)=1.32 k=1 | t=5.00 Gyr | a(t)=1.43

Cuadro 2.1: Geometria del espacio plano k=1. Elaboracion propia

Esta formulacién es particularmente adecuada para analizar la estructura
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global del universo de de Sitter, ya que describe un espacio cerrado, finito y sin
borde, que alcanza un tamano minimo en t=0 y se expande simétricamente
hacia el pasado y el futuro. La expresiéon del factor de escala para un universo
esférico puede escribirse de la siguiente forma.

alt) = % cosh (H (t — to)) (2.14)

Se obtiene una expansién de un universo cerrada, como se aprecia en las

figuras del Cuadro

k=0

En el caso k=0, la métrica adopta una forma en la que el factor de escala
evoluciona exponencialmente como aparece en que va a ser la expresion
que mas se va a usar en este trabajo. Esta representacion resulta especialmente
util para describir procesos de expansion acelerada como los asociados a la
inflacién cosmoldgica, puesto que enfatiza en la relacién directa entre el tiempo
y el crecimiento exponencial del espacio. Ademas, al no incorporar una escala
espacial intrinseca, permite una normalizacién conveniente, como fijar a(0) =
1 (Pascu, [2024), por esta razén en el cédigo la constante de A=1.

Para un universo plano el producto AB = 0 y segin sea el caso de estudio,
se elige una de las constantes nula y la otra diferente de cero. Por ejemplo si
se selecciona A = 0 entonces B # 0

a(t) = Be Ht=t) (2.15)

Para el otro caso en donde A# 0y B =0

a(t) = Aefllt=to) (2.16)

Para la expresion [2.15] este factor de escala corresponderia a una contraccion
del espacio y para el caso seria lo contrario, es decir, un factor de expan-
sién. Desde el estudio del universo de de Sitter se dice que el universo esta en
expansion por lo tanto se trabaja con [2.16] como se muestra en el Cuadro [2.2]
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k=0 | t=0.00 Gyr | a(t)=1.00 k=0 | t=2.37 Gyr | a(t)=1.19

k=0 | t=3.90 Gyr | a(t)=1.32 k=0 t=5.00 Gyr | a(t)=1.43

Cuadro 2.2: Geometria del espacio plano k=0. Elaboracion propia

k=-1

Para el caso k=-1, el factor de escala toma la forma lo que intro-
duce una evolucién que aparenta comenzar a(0) = 0. Aunque esto podria
interpretarse como una singularidad inicial, en realidad se trata de un efec-
to de la eleccién de coordenadas, ya que el espacio-tiempo de de Sitter es
geodésicamente completo. Esta representacion resulta ttil para el analisis de
horizontes cosmoldgicos y de regiones causalmente accesibles, es decir, par-
tes del universo con las que se puede tener interaccién fisica o intercambio
de informacion, pues describe una regién del espacio-tiempo relevante para

observadores particulares (Ryden, 2006]).
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a(t) = % sinh (H(t — o)) (2.17)

Muestra una expansiéon en un universo hiperbdlico lo cual se muestra en el

Cuadro B.11

k=-1|t=0.00 Gyr | a(t)=1.00 k=-1|t=2.37 Gyr | a(t)=1.19

k=-1 | t=5.00 Gyr | a(t)=1.43

Cuadro 2.3: Geometria del espacio plano k=-1. Elaboracién propia

En conjunto, estas tres representaciones ponen de manifiesto una dificultad
conceptual importante en la ensenanza de la cosmologia como lo es el forma-
lismo matematico (Ayala, [2007); puede sugerir la existencia de universos dis-
tintos cuando, en realidad, se trata de diferentes descripciones de una misma
entidad geométrica. En este sentido, la comprensiéon del papel del parametro
k en el universo de de Sitter requiere trascender la interpretacién puramen-
te algebraica del factor de escala y adoptar una perspectiva geométrica que
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permita reconocer la equivalencia entre estas descripciones. Esta observacion
refuerza la importancia de integrar representaciones visuales y geométricas en
los procesos de ensenanza, con el fin de facilitar la comprensién profunda de
los modelos cosmolégicos (Castillo et al., [2025)).

2.4. Calculo tensorial

2.4.1. Tensor métrico

El tensor métrico g,, es un campo tensorial porque a cada punto del
espacio-tiempo le asigna un tensor que permite medir distancias e intervalos.
En otras palabras, define la geometria del espacio-tiempo y permite, entre
muchas cosas, medir distancias y trayectorias.

El elemento de linea ds? se define como el intervalo entre eventos en el
espacio-tiempo, en términos del tensor métrico se expresa de la forma.

ds* = g,,dz"dz” (2.18)

La solucién de W. de Sitter describe un universo vacio, homogéneo e isétro-
po, con una constante cosmoldgica positiva, lo que significa que el universo
modelado asi, se encuentra en expansion acelerada. La métrica de de Sitter se
puede expresar en diferentes coordenadas, pero para efectos practicos se va a
hacer uso de coordenadas cuadraticas de la forma

ds* = —c*dt® + a(t)® [da® + dy* + d27] (2.19)

El tensor métrico es un tensor simétrico, lo que significa que su inversa
también es simétrica. Entonces, para el caso del universo de de Sitter g,, y
su inversa g"” estan descritos por matrices 4 x 4:

—2 0 0 0
10 a®? 0 0
Iw =10 0 a@)? 0 (2:20)
0 0 0 a(t)?
y i} i
-5 0 0 0
. 0 aé)Q 0 0
=19 "0 ﬁ 0 (2.21)
1
|00 0 e

A menudo, se suele encontrar el ajuste ¢ = 1 para facilitar procedimientos.
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2.4.2. Métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

La métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) es uno de
los sistemas de coordenadas espacio-tiempo mas simples, propuesto como una
solucion de las ecuaciones de campo de Einstein de un universo en expansion
(Giirses & Heydarzade, 2020). Por otro lado, esta métrica tiene en cuenta
las propiedades de homogeneidad e isotropia, caracteristicas de un modelo
de maxima simetria. Ademads el modelo de de Sitter es equivalente a una

métrica de Robertson-Walker en un universo plano y con el factor de a o< et
(Weinberg, 2008)), y el elemento de linea esta descrita por:
ds* = —c*dt* + a*(t) _dr + r?(d6* + sin® @ - d¢?) (2.22)
1+ kr? '

A continuacién se presenta una imagen con fines practicos para el andlisis
de los angulos y el radio en las coordenadas esféricas en las que esta repre-
sentada la métrica.

Figura 2.4: Representacion gréfica de las coordenadas esféricas. Fuente : Angel Franco Garcia,
2016 disponible en http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica3/cuantica/separacion/esferica.html
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2.4.3. Métrica en de Sitter

Existen distintas formas de escribir la métrica en el universo de de Sitter,
dependiendo del propdsito, unas resultan mas convenientes que otras. Por
ejemplo, es mas eficiente estudiar las ondas gravitacionales haciendo uso de
la métrica en coordenadas cilindricas ya que induce a una simetria axial y re-
ducen la cantidad de componentes no nulos en las ecuaciones en comparacion
con las coordenadas esféricas (Weinberg, 1972).

En términos generales, la métrica de de Sitter se puede expresar como apa-
rece en la ecuacion [2.22] en donde se puede apreciar que esta expresion varia
segun sea la geometria del espacio; es decir, que depende del parametro k, lo
que permite modelar el espacio-tiempo en expansiéon y contraccion, conocida
como métrica de Robertson-Walker (Liddle, [2015)).

A partir de la expresion de la métrica FRLW se reescribieron las demas
en coordenadas planas, cilindricas y esféricas.

Coordenadas planas k=0

Partiendo de las coordenadas FLRW y teniendo en cuenta la geometria
plana del universo k£ = 0 se hace el cambio de variables con las siguientes
transformaciones.

xr= r-sinb-coso
y= r-sinfd-sing (2.23)
z = r - cos

Y se obtiene como resultado el elemento de linea en el universo de de Sitter

en coordenadas planas muy util para las simulaciones y codigos en Python
que aparecen en este trabajo.

ds®> = —*dt* + a’(t) [da® + dy* + d=°] (2.24)

Coordenadas hiperbdlicas abiertas k=-1

En primer lugar se hace el cambio de coordenadas con las transformaciones
2.25| Este sistema de coordenadas es muy 1til para estudiar fenémenos de
inflacién y modelos tempranos del universo (Mukhanov, 2005)).

dQ = db* + sin*(0) - d¢?

r = sinh(y) (2.25)
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Haciendo la transformacion de variables, donde el angulo x se define como
distancia radial medida dentro de una geometria hiperbdlica, y reemplazando
se obtiene la siguiente expresion.

2
ds? = —di® + (%) sinh?(Ht) [dx? + sinh?(y) - d©2?] (2.26)

Coordenadas esféricas

Las coordenadas esféricas permiten modelar un universo finito sin borde y
analizar propiedades globales del espacio-tiempo (Wald, [1984)). Para obtener
el elemento de linea se emplean las siguientes transformaciones.

dQ =d#* + sin*(0) - d¢?

, (2.27)
r =sin(x)
Se obtiene la siguiente expresion.
2
ds® = —c*dt* + <%) cosh®(Ht) [dx® + sin®(x) - d9°] (2.28)

Las expresiones se obtuvieron de la deduccién hecha por Pascu (2024)). Se
evidencia que la deduccién de estas coordenadas es complejo y extenso; por
ello, se diseno el siguiente codigo el cual permite expresar el elemento de linea
ds? segtin sea la geometria del espacio k que se elija.
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import sympy as sp

k=float({input({“Elija la geometria del espacio: "))
# Variables simbdlicas
t, r, chi, theta, phi, H = sp.symbols{"'t r chi theta phi H', real=True)

# Funcidn para la métrica en de Sitter
def metrica_de sitter(k):

if k == o
# Coordenadas cartesianas
X, ¥, T = sp.symbols{'x y z")
& = sp.exp(H*t)

coords = [t, x, ¥, Z]

g = sp.diag(
-1,
a**2,
a**2,
a**¥2
)
elif k == 1:

# Coordenadas esféricas cerradas (chi)
a = sp.cosh{H*t)

coords = [t, chi, theta, phi]

g = sp.diag(
-1,
a**2,
a**2 * sp.=sin{chi)**2,
a**2 * sp.sin{chi)**2 * sp.sin(theta)**2
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elif k = -1:
# Coordenadas hiperbdlicas abiertas
a8 = sp.sinh{H*t)

coords = [t, chi, theta, phi]

g = sp.diag(
'1_1
a**2z,
g**2 * sp.sinh{chi}#®#*2,
a**z = sp.sinhichi}**2 * sp.sin(theta)**2

raise valueerror{"k debe ser 8, 1 o -1")
return coords, g

#elemento de linea
def elementoc_linea(coords, gi:
# Crear diferenciales
dcoords = sp.symbols{['d' + str{c) for c in coords])

ds2 = @
n = len{coords}

for 1 in range(n):
for J in rangein}:
ds2 += g[i,j] * dcoords[i] * dcoords[]]
return sp.simplify(ds2), dcoords
coords, g = metrica_de_sitterik)}
ds2, dcoords = elemento_linea{coords, g}

ds2_simplificado = sp.factor{ds2}

print{"Coordenadas:")
print{coords}

print{"yn Métrica g_mu_nu:")
sp.pprint(g}

ds2_simplificado = sp.factor{ds2}
print{"\nds~2")

print{sp.pretty{ds2_simplificadec, use_unicode=True}}

Figura 2.5: Cédigo de elemento de linea. Elaboracién propia
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El cédigo muestra la matriz del tensor métrico g, las coordenadas que se
usan v el elemento de linea ds?.

Elija la geometria del espacio: @
Coordenadas:
[t, %, ¥, Z

_Métrica g_mu_nu:

[ =1
-1 a8 e 5]
2*Ht
8 € B8 @
2:Ht
2 @ € a
2++t||
8 a8 8 £ ]
as"Z
2 2 2Bt 2 2:Ht 2 2:Ht
-dt + dx s + dy = + dz g

Figura 2.6: Ejemplo de ejecuciéon del codigo para k=0. Elaboracién propia

2.4.4. Simbolos de Christoffel

Cuando se habla del cambio de un vector en un espacio cartesiano, su
derivada es sencilla, simplemente se calcula la derivada de cada una de las
componentes del vector. No obstante, cuando se quiere hacer el mismo proceso
en un espacio vectorial en coordenadas polares o esféricas, el desarrollo se
complica, debido a que, por ejemplo, en este caso el espacio es curvo, lo que
genera cambios en los vectores y es que estos apuntan en distintas direcciones
a medida que se mueven en él (Fleisch, 2011). En otras palabras, al mover
el vector en el espacio curvo, su variaciéon debe describir otro vector que no
cambie por la curvatura.

Todos los vectores se pueden describir como una cantidad de veces sus
vectores base en un espacio vectorial dado. Sin embargo, en un espacio curvo
estos vectores pueden variar de un punto a otro; los simbolos de Christoffel
representan esa cantidad (Afranchi, 2022)). Estos valores son importantes de
encontrar y, segun sea el tensor métrico del sistema, es méas sencillo o no de
llegar a ellos; por lo general, para determinar cada simbolo se deben seguir
unos procesos matematicos extensos y propensos al error humano, por con-
siguiente, se realizé el siguiente cédigo que permite hallar los simbolos de
Christoffel de cualquier tensor métrico que se desee.
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import sympy as sp

# Definir coordenadas

T, ¥, ¥, Z = sp.symbols{'t x y z")
coords = [t, x, y, Z]

n = len{coords)

# Definir la funcidn de escala (de Sitter: a(t) = exp(Ht))

H = sp.5Symbol{'H", real=True)
a = sp.Function(’'a")(t)
a_expr = sp.exp(H*t)

# Definir la métrica g {pv}
g = sp.Matrix([
[-1, @, @, o],
[&, a_expr**2, 8, @],
[@, &, a_expr**2, 8],
[&, &, B, a_expr**2]
1

# Inversa de la métrica
g inv = g.inv()

# Inicializar los simbolos de Christoffel M™A _{pv}

Gamma = [[[& for _ in range{n)] for _ in range(n)] for _

# Calculo de los simbolos de Christoffel

Gamma = [[[8]*n for _ in range(n)] for _ in rangs(n)]
for rho in range(n):
for mu in range(n):
for nu in range(n):
suma = @
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for sigma in range(n):
suma += g_inv[rho, sigma]*{
sp.diffig[nu, sigma], coords[mu]) +
sp.diffi(g[mu, sigma], coords[nu]) -
sp.diffig[mu, nu], coords[sigma])

Gamma[rho][mu][nu] = sp.simplify(suma®*e.5)

# Mostrar simbolos de Christoffel no nulos
print(" 5imbolos de Christoffel no nulos:™)
for rho in rangs(n):
for mu in range(n):
for nu in range(nj:
if Gamma[rho][mu][nu] != &:
print{f"r~{rho}_{mul}{nu} =", Gamma[rho][mu][nu])

Figura 2.7: Cédigo simbolos de Christoffel. Elaboracién propia

Esto da como resultado todos los simbolos de Christoffel no nulos segiin
sea el tensor métrico g,,, para nuestro caso, se trabaja con el universo de de
Sitter, obteniendo como resultado lo que se muestra en la Figura [2.8

Simbolos de Christoffel no nulos:

r~@ 11 = 1.8*H*exp(2*H*t)
r~@ 22 = 1.@*H*exp(2*H*t)
r@ 33 = 1.8%H*exp(2*H*t)
r~1 @1 = 1.8*H
r~1 1@ = 1.8*H
r~2 82 = 1.8*H
r*2_ 20 = 1.8%H
r~3 @3 = 1.8*H
r~3 3@ = 1.8*H

Figura 2.8: Simbolos de Christoffel no nulos en de Sitter. Elaboracion propia

Primero se definen las coordenadas (t, x, y, z). Se guardan en la lista
llamada coords, y luego, se calcula n = len(coords). Es la misma secuencia
que se ha usado en los codigos anteriores.

En este caso son cuatro, asi que todo lo que venga después va a recorrer
un espacio-tiempo de cuatro dimensiones. Luego se introduce la constante H,
que representa la constante de Hubble, y se define en funcién del tiempo con
la expresion [2.16|en el universo de Sitter con geometria plana. Sin embargo, en
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la métrica se mantiene a(t) como funcién general, lo cual hace que el calculo
sea mas sencillo.

Luego se construye la matriz del tensor métrico g,, que como se pudo ver
en que corresponde a la métrica FLRW plana en coordenadas cartesianas
2.5

Como la matriz es diagonal, su inversa es sencilla de calcular. El cédigo
usa g.inv() para obtener la inversa del tensor métrico g", como se aprecié
en que serd necesaria para construir los simbolos de Christoffel.

Después se crea una estructura tridimensional llamada I' para almacenar
los simbolos de Christoffel (I',). Tiene tres indices porque estos objetos de-
penden de tres posiciones, uno arriba y dos abajo. El calculo de los simbolos
de Christoffel se hace con varios ciclos for que recorren todos los indices po-
sibles. Lo que el programa implementa ahi es directamente la féormula
adaptado de Janssen (2013, p. 100).

1
L = 59" (Ougvo + 0vgus = o) (2.29)

Para cada combinacién de indices, el cédigo calcula las derivadas corres-
pondientes de la métrica y suma los términos. Como en esta métrica todo
depende solo del tiempo porque el factor de escala que es una funcién del
tiempo, muchas derivadas respecto a (x, y, z) son cero, asi que solo sobreviven
algunos términos. Por eso, cuando se imprimen los resultados, solo aparecen
los pocos simbolos distintos de cero.

El programa multiplica cada componente del tensor de Ricci R, por la
correspondiente componente de g"” y suma todas las combinaciones posibles.
Luego simplifica el resultado y sustituye explicitamente a(t) = !, el resul-
tado final debe dar una constante proporcional a H?2, lo cual coincide con que
el espacio-tiempo de de Sitter tiene curvatura constante como se definié en
las ecuaciones de Friedmann en 2.9

Todo el cédigo es una traduccién directa de las definiciones geométricas
de relatividad general a un procedimiento automatico en el cual primero se
define la métrica y luego se obtienen los simbolos de Christoffel. Es exacta-
mente el mismo camino que se sigue a mano, pero aqui lo hace el computador
recorriendo sistematicamente todos los indices.
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2.4.5. Conexion Levi-Civita

En geometria diferencial una conexion es una regla que permite comparar
vectores en distintos punto de una variedad, es decir que permite derivar ten-
sores coherentemente con la métrica (Lee, 2018)). Esto soluciona el problema
que se enuncio en el apartado de los Simbolos de Christoffel sobre la derivada
de un vector en el espacio curvo porque en palabras de Janssen (2013) la
norma del vector cambia debido al transporte paralelo.

La conexion se puede definir como la derivada espacial covariante de un
campo de vectores X/ en la direcciéon de otro Y (Balaguera, 2006)). La cone-
xi6n Levi-Civita cumple con dos condiciones (Janssen, 2013):

1. La derivada covariante de la métrica es igual a cero V,g,, =0

2. La conexion es simétrica cuando I, = I

En TGR la gravitacion no se toma como una fuerza sino como la curva-
tura del espacio tiempo, lo cual esta medido por el tensor y escalar de Ricci.
Por ende, bajo las condiciones de la conexién de Levi-Civita, las geodésicas
proporcionan el extremo local de la longitud de una curva que conecta dos
puntos (Nakahara, |2003). La primera condicién se conoce como compatibili-
dad con la métrica y la segunda sugiere que solo con el tensor de Riemann es
posible hallar el conmutador de dos derivadas covariantes ya que el tensor de
torsion es cero. Ademds que la torsién nula garantiza la simetria de los simbo-
los de Christoffel y, teniendo en cuenta que, la solucion de de Sitter esta bajo
condiciones de maxima simetria, esta propiedad es compatible con dicho es-
cenario (Poisson, 2004). Esto significa que hay una geometria coherente en el
espacio-tiempo y se pueden comparar vectores en diferentes puntos. Entonces
las particulas libres se mueven en geodésicas determinadas por la conexion.

Ahora bien, en la métrica de Sitter el universo esta en expansion acelerada,
por lo tanto se hace necesario que las longitudes y los angulos definidos en la
métrica se mantengan, y por ese motivo se hace la derivada covariante de la
métrica (Janssen, 2013)).

V/Lgl/a = auglla - Fﬁygp()' - FZnglp =0 (230)

A partir de [2.30] se obtienen las condiciones que garantizan que el espacio
no cambie arbitrariamente en ninguna direccion, es decir, que no haya torsion
del vector (Castillo et al., 2025, pag 25), obteniendo las siguientes expresiones:

Vugua =0 Vugau =0 vog,uu =0
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Entonces, si se suman las 2 primeras expresiones y se le resta la tercera
se obtiene la expresion para los simbolos de Christoffel vista en el apartado
anterior [2.29]

2.4.6. Tensor de Riemann

En primer lugar, se define un espacio de Riemann como un espacio curvo
que localmente es euclideo, conocido como variedad. Teniendo en cuenta que
las ecuaciones de campo salen de medir la razéon de la curvatura del espacio-
tiempo (Campo, 2022), el tensor que especifica dicha curvatura es el tensor
de Riemann, que estd definido por (Carroll, 2004):

Rf,, =8,0%, 9,10, +T4 Iy, —T4,17, (2.31)

Evidentemente, esto es un calculo extenso y puede inducir al error hu-
mano, puesto que como se puede apreciar, el tensor de Riemann depende de
los simbolos de Christoffel que a su vez dependen del tensor métrico del es-
pacio. Esto, de cierto modo, dificulta su soluciéon dependiendo del sistema de
coordenadas que se emplee. Teniendo en cuenta que este tensor también es
de orden 4, puede tener hasta 256 componentes (Avalos, 2000, pdg 16) y aun-
que algunas se anulen, si se hace el proceso a mano paso a paso, demandaria
tiempo y concentracion. Por ello se hace mucho mas 1til hacer uso del tensor
de Ricci dado que es la contraccién del tensor de Riemann, minimizando la
cantidad de componentes.

2.4.7. Tensor de Ricci

El tensor de Ricci, en pocas palabras, es un tensor de orden 2 que mediante
la contraccién de indices del tensor de Riemann, reduce la cantidad de infor-
macién necesaria para describir la curvatura. (Berzosa Montero, 2024)), y esté
definido por la ecuacién [2.32] Es un tensor que, geométricamente, describe
como cambia el volumen de un conjunto de geodésicas en un espacio curvo
(Wald, |1984) Y esta expresado de la siguiente forma (Carroll, 2004, pag. 129).

R, = R’ (2.32)

Hov

Esta expresion se obtiene mediante la contraccion igualando p = o anu-
lando componentes de modo tal que, el tensor de Ricci quede representado
en términos de p y v, adecuado de (Wald, (1984, pag 40). Cabe recalcar que
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los indices son representaciones espacio-temporales, siendo esto una parte re-
levante en el significado del tensor de Ricci en el universo de de Sitter porque
representa la curvatura simétrica y la expansién acelerada del universo, dado
que el tensor es proporcional a la métrica escalada por la energia del vacio.

Escalar de Ricci

En ese sentido, el escalar de Ricci es un valor que representa la curvatura
del espacio-tiempo, y este varia segtin sea el universo el cual se esté estudiando
porque también depende de la geometria del espacio k. La expresion que lo
define esta dada por la ecuacién (Carroll, 2004, pag. 333).

. . 2
a a k

R=6 ——|—<—> —|——2 (2.33)
a a a

Para dar cuenta de esto, al codigo de lo simbolos de Christoffel se le
agrega el codigo

#Riccl
R = [[@]*n for _ in range(n)]
for mu in range(n)
for nu in range{n):
suma = @
for lam in range(n):

terml = sp.diff({Gamma[lam][mu][nu], coords[lam])
term2 = sp.diff(Gamma[lam][mu][lam], coords[nu])

suml = @

1]
o

sum2
for sigma in rangein):
suml += Gamma[lam][lam][sigma] * Gamma[sigma][mu][nu]
sum2 += Gamma[lam][nu][sigma] * Gamma[sigma][mu][lam]
suma += terml - term2 + suml - sum2
Rlmu][nu] = sp.simplify(suma)
# Escalar de Ricci
R_mat = sp.Matrix(R)

Ricci = sp.simplify((g _inv * R_mat).trace())
print(" Escalar de Ricci:”, Ricci)

Figura 2.9: Cédigo escalar de Ricci. Elaboracion propia

Dando como resultado el valor de la constante de Ricci en el universo de de
Sitter que es R = 12H? tomando c=1, como se aprecia en la Figura [2.10| El
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valor depende de las componentes del espacio-tiempo dado que el escalar de
Ricci es proporcional al tensor métrico (Schutz, 2009, pag 164) y es la traza
del Tensor de Ricci; es una cantidad agregada. Entonces el escalar de Ricci es
proporcional a las n dimensiones del espacio, si es 4x4 como en el caso de de
Sitter el escalar es 12H? como se muestra en el apéndice [G]

Escalar de Ricci: 12.8%H**2

Figura 2.10: Valor de la constante de Ricci en de Sitter. Elaboracion propia

2.4.8. Tensor Energia-Momento

En principio, el causante de la curvatura del espacio tiene relaciéon con la
gravedad, y la fuente de la fuerza gravitatoria es la masa de los cuerpos; por
consiguiente, es correcto afirmar que la materia es quien curva el espacio. Aho-
ra bien, gracias a la relatividad especial, sabemos que la masa esta relacionada
con la energia por la ecuacién E = mc? donde F es la energfa, m la masa y c la
velocidad de la luz en el vacio. La gravedad se acopla a cualquier tipo de masa
y energia. Entonces, se hace necesario definir el tensor energia-momento, el
cual Janssen (2013)) lo define como el flujo del cuadrivector momento en una
superficie constante.

Ese vector termina siendo la traza de la matriz T}, y en términos generales
estd representado por la siguiente expresion [2.34]

Too To1 Toz Tos
Ty Ty T Tis

T, = 2.34
g Toy To1 Too Tog (2:34)
Tyo T3 T3z T33
De modo general, el tensor energia momento se define de la forma
T;w - (pA + P) V,uvu - Pg,uu (235>

siendo p la densidad de energia del vacio, P la presién que surge de las interac-
ciones de las particulas del fluido y V), es el vector cuadrivelocidad. (Janssen,
2013, pédg, 155).

Para el universo de de Sitter se piensa este tensor como un fluido perfecto,
de alli se infiere que el tensor métrico esta dado por (Misner et al., [1973| pag,

140):
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T,, = (2.36)

O O

0 0
P 0
0 P

o O O

00 0 P

Teniendo en cuenta que la curvatura del espacio-tiempo no se manifiesta
en un punto, sino en cémo cambian las relaciones entre puntos cercanos, el
tensor métrico puede expresarse como el tensor de Minkowksy ¢, = 1.

En el universo de de Sitter se puede apreciar que lo que expande al universo
es una presion negativa, como se puede inferir del trabajo de Gonzalez Alvarez
(s.f)) donde P = —pc?. Esto puede resultar contraintuitivo; no obstante, se
puede pensar en lo que pasaria si de repente la atmodsfera de nuestro planeta
fuera desapareciendo progresivamente. Lo que pasaria es que nuestros cuerpos
empezarian a inflarse por la falta de presién, y al ir disminuyendo se puede
considerar como una presion negativa. Esto, en términos cosmolégicos, seria
lo que impulsa la expansion del universo vacio.

2.5. Meétrica de de Sitter

Ahora bien, la expresion general para definir la métrica de de Sitter se pue-
de expresar de distintas formas, como se evidencié en los apartados anteriores;
es una expresion que varia segin la geometria del espacio. Sin embargo, cabe
recordar que este trabajo enfatiza el uso de la geometria del espacio plano
k= 0.

Partiendo de la métrica FLRW que se trae de nuevo para efectos practicos.

ds® = —cdt* + a*(t) [da:z + dy* + dzﬂ

Y, por otro lado, teniendo en cuenta el tensor métrico y su inversa
para hallar los simbolos de Christoffel no nulos del universo de de Sitter; es
posible obtener el tensor de Ricci a partir de la contraccion del tensor de
Riemann cuya componente temporal es (Carroll, 2004, pdg. 333):

%
Ry = -2 (2.37)
a
Y para la componente espacial, donde 9, es la matriz identidad.
. 2 . 2
R, =212 (2.38)
c
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Se sustituye con la expresiones y de las ecuaciones de Friedmann
y [2.2], se obtiene la matriz del tensor de Ricci para el universo de de Sitter.

[—3H? 0 0 0 |
0 21 0 0
R, = c ) 2.
. 0 0 M a?(t) 0 (2:39)
0 0 0 a2(t)

En el cual se pude inferir que R, = i—éfgm,, siendo esta la generalizacion
de las ecuaciones de campo de de Sitter (Villegas, 2019, pag 20).

Lo que es equivalente a la expresion que define el factor de expansion del
universo de de Sitter en términos de la constante cosmolégica (Villegas, 2019,
pig 21)

Ac?
3
El calculo explicito del tensor de Ricci para la métrica de de Sitter muestra

H= (2.40)

que sus componentes son proporcionales al tensor métrico, lo que evidencia
que se trata de un espacio-tiempo de curvatura constante determinado Uni-
camente por la constante cosmoldgica.
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Capitulo 3

Implicaciones fisicas: Expansion
acelerada y constante cosmoldégica

3.1. Homogeneidad

En este apartado del trabajo no se plantea como tal una consecuencia del
universo en expansion acelerada, sino mas bien una presuncion optada por
la comunidad cientifica, y mas especificamente hablando, por de Sitter para
desarrollar su soluciéon. La homogeneidad se puede definir como la propiedad
de un sistema que se conserva en cualquier punto del espacio; por ejemplo,
el universo es homogéneo si, al observarlo a gran escala, su distribucién de
energia y materia es la misma en cualquier punto; no hay lugares privilegiados.
Entonces, con base en esa definicién, se puede decir que en la métrica de de
Sitter, el universo es homogéneo porque la densidad de energia en el vacio, la
curvatura y las demds propiedades geométricas son las mismas en cualquier
punto del espacio.

Para dar cuenta de la homogeneidad, se realizé el cédigo que mues-
tra c6mo se supone un universo que, a gran escala, sea uniforme, aunque a
pequena escala tenga estructuras.
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Parametros del universo simulado
N_galaxias = S@ea
L = 1286

# Generar posiciones aleatorias de galaxias
¥ = np.random.uniform(@, L, N_galaxias)
y = np.random.uniform(@, L, N_galaxias)

# Fluctuaciones locales (simula estructuras)
densidad extra = np.exp(-((x - L/2)%*2 &+ (y - L/2)**2)/(2%(L/1B)**2))
prob = 8.5 + 8.5%densidad_extra / densidad_extra.max()

mask = np.random.rand(MN_galaxias) < prob
X, ¥ = x[mask], y[mask]
#0bservador

X8, v@ = L/2, L/2

# Escalas de observacidn
escalas = [28, 88, 388)

fig, axs = plt.subplots(l, len(escalas), figsize=(153,5))
for i, r in enumerate(escalas):

# Galaxias cercanas al observador

dentro = (x - x@)**2 + (y - y@)**2 <= r**2

¥_loc = x[dentro]

y_loc = y[dentro]

# Definir dominio local

¥ _min_dom, x max dom = x@& - r, X8 + r
y_min_dom, y _max_dom = v& - r, y& + r
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# Dividir el universo en celdas cuadradas de lado r
n_celdas = 48
densidades = np.zeros((n_celdas, n_celdas))

dx = (x_max_dom - x_min_dom) / n_celdas
dy = (v _max_dom - y min_dom) / n_celdas

for j in range(n_celdas):
for k in range(n_celdas):
¥ _min = x_min_dom + j¥dx
x_max = x_min_dom + (j+1)*dx
y_min = y_min_dom + k*dy
y_max = vy _min_dom + (k+1)*dy

dentro_celda = (
(x_loc »= x min)} & (x loc < x max) &
(v_loc »= y_min)} & (y_loc < y_max)

)

densidades[j,k] = np.sum{dentro_celda) / (dx*dy)

axs[i].imshow(
densidades.T,
origin="lower",
extent=[x_min_dom, x_max_dom, y_min_dom, y_max_dom],
cmap="plasma’

)

axs[i].set_title(f"Escala = {r} Mpc")
axs[i].set_xlabel("x (Mpc)")
axs[i].set_ylabel("y (Mpc)™)

plt.suptitle("Democstracidn de homogeneidad cosmologica™)
plt.tight_layout()
plt.show()

Figura 3.1: Cédigo de homogeneidad. Elaboracion propia

El resultado ayuda a visualizar una misma area del universo visto desde una
distancia menor hasta una distancia mayor, lo que permite ver como el univer-
so empieza a verse homogéneo. Ya que si un observador estd desplazandose y
constata que las propiedades de los distintos lugares no presentan variaciones
apreciables, es correcto afirmar que el universo mantiene las mismas carac-
teristicas en todas sus regiones y, en consecuencia, es homogéneo (Harrison,

2000).
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Demostracion de homogeneidad cosmoldgica
Escala = 80 Mpc

Escala = 20 Mpc Escala = 300 Mpc

480 420
480 485 490 495 500 505 510 515 520 420 440 460 480 500 520 540 560 580 300 400 500 600 700
X (Mpc) X (Mpc) X (Mpc)

Figura 3.2: Representacién de homogeneidad. Elaboracion propia

El codigo simula un alejamiento en megaparsec que permite dar cuenta de
que el universo a gran escala, como se considera en el modelo de de Sitter, es
homogéneo aunque a pequena no lo sea.

Escala = 20 Mpc

520

515

510

505

y (Mpc)
(¥, ]
(=]
(=]

S P e

495

490

485

480
480 485 490 495 500 505 510 515 520
% (Mpc)

Figura 3.3: Universo a 20 Mpc. Elaboracién propia
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Demostracion de homogeneidad cosmolégica
Escala = 80 Mpc

580
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540

520
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420 440 460 480 500 520 540 560 580
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Figura 3.4: Universo a 80 Mpc. Elaboracion propia

Escala = 300 Mpc
800

700

600

y (Mpc)
(%)
[=)
=

400

300

200
200 300 400 500 600 700 800
x (Mpc)

Figura 3.5: Universo a 300 Mpc. Elaboracién propia

Los ejes de las graficas representan coordenadas espaciales en unidades de
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megaparsecs dentro de una misma. Se mantienen constantes para todas las
escalas de observacion con el fin de garantizar una comparacién directa entre
las distintas resoluciones espaciales. De este modo, las diferencias observadas
entre las graficas no corresponden a cambios en el sistema fisico, sino a va-
riaciones en la escala a la cual se analiza la distribucion de galaxias. También
es importante tener en cuenta que el cédigo genera un nimero de galaxias
de manera aleatoria; por lo tanto, no siempre se obtendran exactamente las
mismas representaciones. Aunque el resultado sera el mismo, es decir, que el
codigo siempre mostrara homogeneidad.

3.2. Isotropia

Se dice que un sistema es isétopo cuando, al observarlo desde un punto
en el reposo, sus propiedades fisicas son las mismas en todas las direcciones
(Harrison, 2000)). Sus propiedades no dependen de la direccién en la que se
observe y esto determina altas nociones de simetria. El espacio isétropo es
aquel en el que las leyes fisicas y las observaciones no cambian con la direccion.

El modelo de de Sitter constituye una solucién exacta a las ecuaciones de
campo de Einstein bajo la premisa de isotropia y homogeneidad espacial. Es-
ta configuracion asume una distribucion de densidad de energia uniforme. En
consecuencia, es posible definir un tiempo cosmico global bajo el cual la métri-
ca se mantiene invariante ante traslaciones y rotaciones, garantizando que las

propiedades geométricas sean idénticas para cualquier observador comovil en
un instante dado.(Landau & Lifshitz, |1975).

3.3. Estructura causal en de Sitter

La estructura causal en el universo en expansién conlleva a dar cuenta de
que hay objetos que salen del cono de luz, es decir que, son objetos los cuales
nunca podremos ver. Las lineas de universo en el espacio-tiempo describen la
trayectoria de objetos que existen de manera continua, ocupando una posicion
en cada momento del tiempo. En cambio, los puntos en el espacio-tiempo
corresponden a eventos puntuales, es decir, sucesos que ocurren en un lugar
especifico del espacio y en un tnico instante temporal (Harrison, 2000). Para
dar cuenta de ello se disend el cédigo (3.6
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import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.animation import FuncAnimation
from IPython.display import HTML

#Constantes fisicas

H km = 78 # km/s/Mpc

c = 385 # km/s

Mpc_km = 3.886e19 # km

# Convertir H a 1/s
H = H_km / Mpc_km

# Tiempo en segundos
Gyr = 3.154el6
t vals = np.linspace{8, 2@8*Gyr, 288)

# Galaxias en coordenadas comoviles (Mpc)
x_comovil = np.linspace(18@, 4888, 25)

# Precalcular trayectoria de la luz
dt = t_wvals[1] - t vals[&]

a_vals = np.exp(H * t_vals)

# Integral acumulada: r(t) = [ cfa(t) dt
r_luz_wvals = np.cumsum{(c / a_vals)) * dt / Mpc_km # en Mpc

# Horizonte tedrico
rh=c/ Hkmn #Mpc
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# Grafica

fig, ax = plt.subplots()

ax.set xlim(o, sa8a)

ax.set xlabel({"Distancia fisica (Mpc)"™)
ax.set_ylim{-1, 1)

galaxias, = ax.plot([], []1, 'bo', label="Galaxias")
luz, = ax.plot([], [], "r-", linewidth=2, label="lLuz emitida™)
horizonte line, = ax.plot([], [], 'g--', linewidth=2, label="Horizontz")

texto = ax.text(@.82, @.3, » transform=ax.transAxes)
ax.legend()
# Animacidn
def update({frame):
t = t vals[frame]
8 = np.exp(H * t)
# Galaxias expansidn fisica
¥ fis = & * % _comovil
galaxias.set data(x fis, np.zeros like(x fis))
# Luz emitida
r luz = r luz wvals[frame]

luz.set _data([@, r_ lu=], [&, €])

# Horizonte
horizonte_line.set_data([r_h, r_h], [-1, 1]}

texto.set_text(f"t = {t/Gyr:.2f Gyr")
return galaxias, luz, horizonte line, texto

ani = FuncAnimation(fig, uvpdate, frames=len(t vals), interval=5@)
HTML (ani.to_jshtml())

Figura 3.6: Codigo horizonte cosmoldgico. Elaboracién propia

3.3.1. Horizonte cosmolégico

En el universo hay objetos que nunca podremos llegar a ver debido a la
expansion acelerada. En palabras de Harrison (2000) el universo observable
normalmente es solo una porcién del universo entero y el limite es a lo que
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se conoce como horizonte cosmoldgico, més alla de él existen cuerpos que no
pueden ser observados.

El horizonte cosmoldgico en el universo de de Sitter aparece como una dis-
tancia fisica constante debido a la naturaleza exponencial de la expansion.
Sin embargo, esta constancia no implica que el horizonte sea una estructura
estatica en el espacio, sino que refleja un equilibrio dindmico entre la expan-
sién del universo y la propagacion de la luz (Bikwa et al., 2011) En donde
aparece de nuevo el radio de curvatura como se mencioné en el apartado de
la geometria del espacio y es el factor que acompana el factor de escala en

214y 217,

Al ejecutar el codigo se logra ver una animaciéon como se puede apreciar
en la Figura [3.7]
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Figura 3.7: Simulaciéon horizonte cosmoldgico. Elaboraciéon propia

En el cédigo aunque la velocidad de la luz parece que se va deteniendo,
no es asi, ya que ¢ permanece constante en todo sistema de referencia local
(Balaguera, 2006) En un espacio-tiempo en expansién su propagaciéon efectiva
se ve limitada por la dinamica del factor de escala. En particular, en el universo
de de Sitter, el crecimiento exponencial del espacio produce una disminucion
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en la tasa de avance de la luz en coordenadas comdviles, lo que da lugar a la
aparicion de un horizonte cosmolégico. Esto se debe a que el espacio esta en
expansion.

Por otro lado, el valor “real” del horizonte cosmologico es aproximadamente
46500 millones de anios luz, es decir, unos 14300 Mpc (Illana, 2024, pag 12). La
diferencia entre el valor obtenido en la simulacion y el valor observacional se
debe a que la simulacion representa el horizonte de eventos en un universo de
de Sitter, mientras que el valor mayor corresponde al horizonte de particulas
del universo real, el cual depende de la historia completa de expansién y no
unicamente de la fase dominada por la constante cosmoldgica.

3.4. Constante cosmoldégica

La constante cosmoldgica fue introducida por Einstein debido a la ne-
cesidad de introducir un término que hiciera posible la modelaciéon de sus
ecuaciones para obtener un universo estatico con presion y curvatura positi-
va. “El universo estatico es, entonces, analogo a las érbitas circulares y, para
energias positivas, dichas érbitas son inestables” (Balaguera, 2006)[pag 1]. El
descubrimiento del corrimiento al rojo desmonté toda esta suposiciéon de un
universo estatico. En la actualidad la constante cosmoldgica se usa en el cam-
po de la cosmologia para explicar la dindmica del universo y la densidad total
de energia en él.

Esta constante también puede ser definida como una variaciéon del tensor
de energia-momento usando la ecuacion 2.35 que se trae de nuevo para efectos
practicos.

Ty = (pr + P) V.V, — Py
Donde se llego a que P = —p. lo que significa que el tensor energia momento
en el vacio esta dado por

vacio
Ahora el tensor energia estd compuesto por dos términos. uno que esta
g p p ) q

definido por la densidad de energia de radiacion y otro por la densidad de
energia en el vacio pya.cio que esta definido como se vio anteriormente en

de la forma (Liddle, 2015, pag 56).
Ac?
PA = 8nG
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Para dar cuenta de la relacion entre la expansion acelerada del universo y
la constante cosmoldgica, se hizo uso de la relacion [2.40| y con base en ello,
se realizo el codigo que diferencia el compromiso y la importancia de los
valores positivos de A en el modelo de de Sitter.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.animation import FuncAnimation
from IPython.display import HTML

# Tiempo

t = np.linspace(@, 8, 388)
dt = t[1] - t[e]

He = 1.8@

# Inicializacidn
am = np.zeros(len(t)) # materia
a v = np.zeros(len(t)) # vacio

d.a81
a.81

W
= 3
— —
xR ]
—_
o

# Evolucidn

for 1 in range(l, len(t)):
# Materia: rho ~ a*-3
Hm=Ha * np.sqrt(l / a m[i-1]%%3)
am[i] = a m[i-1] + Hm * a m[i-1] = dt

# Vacio: H constante

H v = H@
a v[i] = a v[i-1] + H v * a v[i-1] * dt
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# Figura

fig, ax = plt.subplots()]

line_m, = ax.plot([], [], label="Materia")
ax.plot([], [], label="vacio (de Sitter}")

line w,

ax.set_xlim{@, 8)
ax.set ylim{@, max(a v)*1.1}

ax.set_xlabel("Tiempo [$H_&"{-1}%]")
ax.set ylabel{"Factor de escala Fa(t)%")

ax.legend()
ax.grid()

# Animacicn

def update{frame):
line_m.set_data(t[:frame], a_m[:frame])
line v.set data(t[:frams], a_w[:frams])
return line m, line v

ani = FuncAnimation(fig, update, frames=len(t), interval=3@)
HTML(ani.to_jshtml())

Figura 3.8: Cédigo comparacién densidad del vacio

El c6digo muestra como cambia el factor de escala a(t) con respecto a la
constante cosmologica y su relacion con la densidad del vacio, comparandose
con la densidad de la materia.

—— Materia

i — Materia —— Materia
—— Vacio (de Sitter .
25 ! ! ~—— Vacio (de Sitter) —— Vacio (de Sitter)

Factor de escala alt)
de
Factor de escala a(t)

-1 Tiempo [H;']
Tiempo [Hy'] 0 Tiemna [Hx 11

Cuadro 3.1: Grafica factor de escala en el vacio vs materia. Elaboracion propia

También se realizé el siguiente cédigo que muestra la implicacién de
una constante cosmoldgica positiva, en comparaciéon con una constante cos-
moldgica equilibrada y una negativa.
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.animation import FuncAnimation

from IPython.display import HTML

# Tiempo
t vals = np.linspace(@.1, &, 158)
dt = t wals[1] - £t wals[@]

# Posiciones iniciales
@ = np.linspace(@.5, 3, 12)

# Constante cosmoldgica
Lambda_vals = [@.8, 1.8, -1.8]

fig, ax = plt.subplots{)
ax.set x1lim{@, 15)

ax.set_ylim(-1, 4)

ax.set_xlabel{"Distancia fisica™)
ax.set_ylabel("Tiempo™)

einstein pts,
desitter pts,

ax.plot{[], [], 'bo",label="Einstein (A equilibrada}")
= ax.plot{[], []s, 'ro',label="de Sitter (A > @)")

ads_pts, = ax.plot([], [], 'mo',label="A <« @")

# Lineas de luz

luz e, = ax.plot([], [1.
luz d, = ax.plot([], [1.
luz_ads, = ax.plot([], [1.

'b-', alphs=8.4)
"r-', alpha=8.4)
'm-', alpha=8.4)

legend = ax.legend(loc="upper right", fontsize=3, framsalpha=2.92)

for text in legend.get_texts():
text.set multialignment("left')
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# Factor de escala
def escalafL, t):
if Lo»2:
H = np.sgrt(L / 3}
return np.exp(H * i)
glif L == @&:
return 1.8
glse:
H = np.sgrtiabs{L} / 3}
return np.cos(H * t)

# Luz (geodésica)
def luz_geodesica{a_wals):
return np.cumsumi{l / a_wals) * dt

# animacion
def update({frame):
t = t_vals[frame]

objetos = []
for i, L in enumerate(Lambda_wvals):

# Historia del factor de escala

a_hist = np.array([escala(L, ti) for ti in t_wals[:frame+1]]}
a_hist = np.clip{a_hist, @&.81, Hone)

a = a_hist[-1]

# Posiciones
X=a2a * xd
np.ones_like{x) * {2 - 1}

-
1}

# Asignar a cada modelco

if L ==
einstein_pts.set_dataix, ¥}
cbjetes.append{einstein_pts)

elif L » @:

desitter_pts.set_dataix, ¥}
cbjetos.append{desitter_pts)
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# Horizonte
H = np.sgrt{L / 3)
rh=1/H

ax.axvline({r_h, color="gray", linestyle="--', alpha=08.2)

i
L

15e2:

ads pts.set data(x, y)
objetos.append{ads pts)

# Luz
r = luz_geodesica({a_hist)
t hist = £t vals[:frams+l]

if L == @:
luz_e.set_data(r, t_hist)
objetos.append{luz_e)

elif L » @:
luz_d.set_data{r, t _hist)
objetos.append({luz_d)

i
L

e:
luz_ads.set data(r, t_hist)
objetos.append{luz_ads)

return cbjetos
ani = FuncAnimation(fig, update, frames=len(t_wals), interval=5@)

HTML(ani.to_jshtml())

Figura 3.9: Cédigo implicacion de A. Elaboracién propia

La simulacion permite visualizar que la constante cosmologica no solo de-
termina la dinamica de expansioén del universo, sino que define su estructura
causal estableciendo condiciones bajo las cuales la informacion puede o no pro-
pagarse entre distintas regiones del espacio-tiempo. Para un universo estéatico
siempre hay conexion, no existe un horizonte. Ahora, para el universo de de
Sitter existe un horizonte, por ende la luz es asintota con el horizonte. Por
otro lado, para una valor de la constante cosmoldgica negativa, implica que
regiones que en algiin momento pudieron haber estado desconectadas, pueden
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volver a entrar en contacto, ya que la contraccion del espacio-tiempo favorece
la reconexion (Wald, [1984). Tener en cuenta que no se profundizard en los
fenémenos distintos a los del universo de de Sitter.

| ® Einstein (A equilibrada)
: @ de Sitter (A > 0)
I ® A<O
3 ;
i
1
I
1

2-—-*-

Tiempo

I
1
1
I
1 .?..........
|
1
1
1

0 - o

1
1
1
1
1
1

1 T T T r T
4 6 8 10 12 14
Distancia fisica

@ Einstein (A equilibrada)
@ de Sitter (A > 0)
® A<D

Tiempo

4 6 8 10 12 14
Distancia fisica

@® Einstein (A equilibrada)
@ de Sitter (A > 0)
® A<D

Tiempo

4] 2 4 6 8 10 12 14
Distancia fisica

Cuadro 3.2: Visualizacién compromiso de A. Elaboracién propia
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El cédigo ejecuta una simulacion en donde se evidencia como la causalidad
se ve afectada segin el valor de la constante cosmolégica como se aprecia en
la gréfica 3.2}

3.5. Distancia entre particulas

La distancia entre dos puntos es uno de los fenémeno que permite dar
cuenta de la expansion acelerada del universo; ademas de ser un gran ejem-
plo para evidenciar cémo la distancia fisica en un universo en expansion es
proporcional al factor de escala y dependiente del tiempo, lo que permite
diferenciarla de las distancias coméviles (Dodelson, 2003)). La expresién que
determina estas distancias estd representada en [2.5 ya que como se explicd,
para un universo en expansion las distancias fisicas dependen del factor de
escala a(t).

d(t) = Zeomovwil * a(t)

3.5.1. Distancia fisica

Para visualizar la distancia entre particulas en el universo de de Sitter, se
tuvo en cuenta la ecuacién que define la distancia fisica en términos de la
distancia comoévil. Y se realizé el cédigo que aparece en la Figura 3.10]

3.5.2. Distancia comovil

La distancia comédvil, como se definié anteriormente, es la distancia in-
dependiente del tiempo, usada en modelos inflacionarios del espacio-tiempo,
por lo cudl las coordenadas de los cuerpos siempre sera la misma. El siguiente
codigo permite al lector definir las coordenadas de los objetos en el espacio.
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import sympy as sp
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

#Conversion de unidades

def hubble km = Mpc to si{H km s Mpc):

Convierte H de km/s/Mpc a 1/s (5I)

Mpc_in m = 3.8857e22
km in m = 1888
return (H km s Mpc * km_in m) / Mpc_in m

# Variables simbdlicas

=+
(]

sp.Symbol{'t’, real=True)
sp.Symbol{'H", real=True, positive=Trus)

I
[}

# Factor de escala (de Sitter)
a = sp.exp(H * 1)

# Coordenadas
X1, y1, z1
X2, y2, z2

sp.symbols{'x1 y1 z1', real=True)
sp.symbols{ 'x2 y2 z2', real=True)

# Distancia comdvil (en metros)
d comovil = sp.sgri((xl - =2)%*2 + (yl1 - y2)%*2 ¢+ (z1 - z2)%**2)

# Distancia fisica
D = sp.simplify(a * d_comovil)
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#Evaluacidn numérica

def distancia fisica(H val SI, t val s, puntol, punto?):

subs = ]
H: H wval ST,
t: t_wval_s,

¥1: puntol[&], v1: puntol[l], zl: puntol[2],
®¥2: punto2[@], v2: punto2[1], z2: punto2[2],

¥
return float(D.subs(subs))
if  name_ == "_ main_ ":
print{"\n--- Universo de de Sitter ---")
print{"Las coordenadas deben ingresarse en METROS.™)
print("El tiempo debe ingresarse en SEGUNDOS.™)
print("La constante de Hubble debe ingresarse en km/s/Mpc.'\n™)

# Ingreso de H en unidades astrondmicas estandar

H input_km = float(input("Ingrese H en km/s/Mpc {ej: 7@): "))
H input SI = hubble km s Mpc to si(H input_km)

print(f"H convertido a unidades SI: {H input SI:.3e} s"-1'n"}

# Tiempo cdsmico en segundos
t input = float(input("Ingrese el tiempo cdsmico en segundos: "))
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print("\Ingrese las coordenadas del cuerpo 1 en metros:")

puntol = [
float(input("x1 {m): ")),
float(input{"v1l (m): ")),
float(input{"z1 (m): "))

print("\Ingrese las coordenadas del cuerpo 2 en metros:")
punto? = |
float(input("x2 {(m): ")),

float(input("y2 (m): ")),
float(input("z2 (m): "))

# Calcular distancia
D val = distancia fisica(H _input_SI, t_input, puntol, puntol)
print(f"\Distancia fisica: {D_wal:.3e} metros")

# Evolucion temporal con dos puntos sefialados

t_futuro = 1e17

t_final = t_input + t_futuro

t_vals = np.linspace(t_input, t_final, 38&)

D_vals [distancia fisica(H_input_5I, t_val, puntol, punto2)

for £t val in t_wvals]

# Distancia en el tiempo dado
D_inicial = distancia_fisica(H_input SI, t_input, puntol, punto)
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# Distancia en el tiempo futuro
D final = distancia fisica(H input SI, t final, puntol, punto2)
print{f"Distancia fisica pasados 3.17 mil millones de afios: {D final:.3e} metros")

plt.figure(figsize=(8,5))
plt.plot(t wvals, D vals, label="Distancia fisica 3D({L)%")

# Punto en tiempo inicial
plt.scatter(t _input, D inicial)
plt.annotate(
f"D{te) = {D_inicial:.3e} m",
(t_input, D_inicial)},
textcoords="offset points"”,
Xytext=(16,18)

# Punto en tiempo futuro
plt.scatter(t final, D_final)
plt.annotate(
f'D({t_f) = {D_final:.3e} m",
(t_final, D _final},
textcoords="offset points"”,
Xytext=(-38,-28)

plt.axvline(x=t_input, linestyle=":")
plt.axvline(x=t_final, linestyle=":")

plt.xlabel("Tiempc cdsmico (s)")

plt.ylabel{"Distancia fisica (m)")

plt.title("Evolucidn de la distancia fisica en de Sitter")
plt.lagend(}

plt.grid(Trus)

plt.show()

Figura 3.10: Cédigo de distancia entre puntos. Elaboracién propia

En donde se aplican todas las funciones y métodos anteriormente vistos a
lo largo del trabajo. Por otro lado este cédigo esta explicado en el apéndice

[EL
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Y Universo de de Sitter

Las coordenadas deben ingresarse en METROS.

El tiempo debe ingresarse en SEGUNDOS.

La constante de Hubble debe ingresarse en km/s/Mpc.

Ingresa H en km/s/Mpc (ej: 7@): 7@
H convertidc a unidades SI: 2.26%9e-18 s~-1

Ingrese el tiempo cdsmico en segundos: 68
“\Ingrese las coordenadas del cuerpo 1 en metros:
x1 (m): @

¥yl (m): @

z1 (m): @

‘\Ingrese las coordenadas del cuerpo 2 2n metros:
®2 (m): 1

y2 (m): @

z2 (m): @

\Distancia fisica: 1.888=+88 metros

Distancia fisica pasados 3.17 mil millones de afios: 1.255e+8@ metros

Figura 3.11: Datos de ejemplo de distancias fisicas. Elaboracién propia

En la Figura se presentan los datos que el lector haya elegido para
comparar las distancias. En el ejemplo se graficé el cuerpo 1 ubicado en el
origen y el cuerpo 2 con coordenadas x=1 y z=y=0. Al ejecutar, el cédigo
permite variar los parametros de la constante de Hubble y el tiempo ademas
de las coordenadas.

Evolucion de la distancia fisica en de Sitter

1.25 ~

1.20 ~

m)

1.15 +

1.10 ~

Distancia fisica (

1.05 +

i = 1.000e+00 m
1.00 -4 —— Distancia fisica D{(t)

T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tiempo cosmico (s) lel?7

Figura 3.12: Distancia entre puntos
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El programa tiene la capacidad de distinguir entre los dos puntos, grafi-
cando la distancia que existe entre dos particulas en el espacio en un punto
inicial, dado por las condiciones que el lector elija, y la distancia futura pasa-
dos unos 3.17 mil millones de anos; lo que permite apreciar lo imperceptible
que se hace la expansion en tiempos tempranos como se muestra en la Figura

0. 12l

3.6. Simulacion constante de Hubble

Para el cédigo del parametro de Hubble, se le da la opcion al lector de
modificar a su antojo el valor de dicho parametro; esto ayuda a dar cuenta de
los ajustes y de los valores cercanos a la constante de Hubble con respecto a
las evidencias cientificas.

Ingrese el valor de H@ en km/s/Mpc:3@
Simulacion de la Ley de Hubble con Python

® Datos simulados o0
—— Ajuste: Ho = 28.5 km/s/Mpc ¢

8000 -
w
£
=

= 6000
-5
w1
15}
[&]
g

S 4000 4
=]
[ir]
o
o
ge]
[13)

=~ 2000 A

0_

T T T T T
0 50 100 150 200 250 300
Distancia (Mpc)

Figura 3.13: Grafica de la constante de Hubble

Como se puede apreciar en la figura |3.13, al ejemplo con el que se ejecutod
el programa se le da un valor alejado del valor de la constante actual; por
ende, se logra evidenciar una gran dispersion. Se vuelve a ensenar el producto
del codigo para efectos practicos y comodidad.
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Conclusiones

La intencion del diseno de los cédigos, ademas de dar un punto de partida
distinto al formalismo matematico es minimizar el procedimiento cuantitativo
para permitir que a quien lea el trabajo se pueda enfocar en el razonamiento
cualitativo de la relatividad general. Por lo tanto, a lo largo del trabajo se
concluye que es util el uso de herramientas computacionales ya que, en primera
instancia, optimiza el tiempo de los procesos matematicos que exigen calcular
cambios de coordenadas, constantes o simplemente expresiones que requieren
desarrollos extensos y rigurosos, lo cual le permite al lector enfocarse, en
mayor medida, al estudio del fenémeno fisico en cuestién.

Por otro lado, es importante senalar que con el desarrollo de los cédigos
también se pretende no saltarse del todo el formalismo matematico, ya que
es este mismo la base de los codigos que alli aparecen, y entender el funciona-
miento del cédigo es entender el tratamiento matematico de fondo. Ademas,
se requiere un analisis conceptual en cuanto a la compresion de las graficas
que varios cédigos muestran al ejecutarse y, como concluye Castillo et al.
(2025), esto resulta en una aplicaciéon no solo para la relatividad general, sino
también para estudios de fisica tedrica contemporaneos.

El lector en el trabajo encuentra librerias 1tiles para otros tipos de aplica-
ciones diferentes a las que aqui se proponen. Esto permite ampliar y reconocer
los alcances del lenguaje Python, importante en una era en la que ha tomado
fuerza la programaciéon (Prado Palacios et al., 2023)).

El estudio de temas cosmologicos, como propone Castaneda-Zapata et al.
(2024), puede ser una excelente fuente de motivacién para el aprendizaje de
las ciencias para los estudiantes de educacion media y superior.

Se evidenciaron desventajas con respecto a la implementacion de ciertos
codigos, dado que a lo largo del desarrollo del trabajo se experimentaron
conflictos en cuanto al posible significado fisico erréneo que podrian inducir
los resultados de estos, y de cémo ello conllevaba al conflicto entre decidir
si construir cédigos fieles al universo de de Sitter o codigos practicos para
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visualizar los fenémenos que se pretendian mostrar. En la expansién acelerada
del universo, que bajo el modelo de de Sitter exponencial, las dimensiones
tienden a ser enormes, lo que indujo a distintos arreglos en los codigos para
priorizar la representacion y no la simulacion de un universo real.

Por otra parte, el trabajo busca, de cierta forma, acortar la brecha entre los
procesos matematicos extensos, y de acuerdo con Horvath y Moraes (2021),
quienes senalan que prescindir del rigor matematico en la instruccion de la
relatividad general puede debilitar la conexién de sus fundamentos tedricos
con otras areas de la fisica. En ese sentido, si bien el trabajo esta enfocado
en ser un aporte para la comprension conceptual de la relatividad general,
podria no ser suficiente para desarrollar una comprensién mas profunda de
la estructura matematica implicita, lo que limita su alcance en contextos de
formacién mas avanzados.
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Apéndice A

Cddigo constante de Hubble

Se define HO_real = float. Esta variable representa el valor “real” del
pardmetro de Hubble en unidades de km/s/Mpc que el lector elija. En el con-
texto fisico, este niimero expresa cuantos kilometros por segundo aumenta la
velocidad de recesion por cada megaparsec de distancia. La linea distancias
= np.linspace(10, 300, 50) crea un arreglo de 50 valores igualmente espa-
ciados entre 10 y 300. La funcion linspace significa que genera nimeros dis-
tribuidos uniformemente en un intervalo. Aqui se estan simulando distancias
de galaxias medidas en megaparsecs. Luego aparece np.random.seed(0).
Esta instruccion fija la “semilla” del generador de nimeros aleatorios. Es-
to significa que cada vez que se ejecute el codigo, el ruido generado sera el
mismo. Es una forma de hacer que la simulacién sea reproducible. La siguien-
te linea construye las velocidades velocidades = HO_real*distancias +
np.random.normal(0, 300, len(distancias)) Aqui ocurre algo importan-
te. Primero se calcula la relacion ideal de la Ley de Hubble: velocidad =
HO_real distancia. Eso daria una linea perfectamente recta. Sin embargo,
en observaciones reales siempre hay dispersiéon en los datos. Por eso se anade
np.random.normal(0, 300, len(distancias)), que genera ruido aleatorio
con distribucién normal (gaussiana), media 0 y desviacion estandar 300 km/s.
El tercer argumento indica cuantos valores aleatorios se generan, uno por cada
distancia. El resultado es un conjunto de datos que simula mediciones reales
con dispersion observacional. Luego se realiza un ajuste lineal con coeficien-
tes = np.polyfit(distancias, velocidades, 1). La funcién polyfit ajusta
un polinomio a los datos mediante minimos cuadrados. El tltimo argumen-
to, 1, indica que se desea un polinomio de grado 1, es decir, una recta. El
resultado es un arreglo con dos coeficientes: la pendiente y la ordenada al
origen. La linea HO_ajustado = coeficientes[0] toma la pendiente de esa
recta ajustada. En el contexto fisico, esa pendiente es precisamente una es-
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timacion del parametro de Hubble obtenida a partir de los datos simulados.
Después comienza la parte de visualizacién. Con plt.scatter(distancias,
velocidades, label="Datos simulados”) se crea un grafico de disper-
sién, donde cada punto representa una galaxia con su distancia y veloci-
dad. La linea plt.plot(distancias, HO_ajustado*distancias, color="r’,
label=f.*juste: Hy, = HO_ajustado:.1f km/s/Mpc”) dibuja la recta co-
rrespondiente al ajuste lineal. Se multiplica la pendiente ajustada por las
distancias para construir los valores de la recta. El pardmetro color="r’ indi-
ca que la linea serd roja. Luego se agregan etiquetas a los ejes con plt.xlabel
y plt.ylabel, se define el titulo del grafico con plt.title, se anade la leyenda
con plt.legend() y se activa la cuadricula con plt.grid(True). En conjunto,
el codigo hace una simulacion sencilla de la Ley de Hubble: genera distancias,
calcula velocidades siguiendo una relacion lineal con ruido observacional, ajus-
ta una recta por minimos cuadrados y recupera una estimacion del parametro
de Hubble a partir de los datos. Es una manera computacional de reproducir,
en version simplificada, el procedimiento que permitié establecer la expansion
del universo.
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Apéndice B

Solucion ecuacion diferencial 2.11

Se tiene una ecuacién diferencial de segundo orden la cual se puede resolver
por el método de coeficientes constantes.

i—aH*=0 (B.1)

Se propone una solucion de tipo exponencial

a=ce" (B.2)

Se hallan sus derivadas
a=re (B.3)
i=re" (B.4)

Se reemplaza en la ecuacién y se factoriza el exponencial e'.
e [r*—H* =0 (B.5)

El factor exponencial debe ser diferente de cero para no tener una solucién
trivial. Entonces se tiene que r = H. Se expresa la solucién general que esta

dada por la expresion
a(t) = Ae™ + Be " (B.6)

Donde A y B son constantes que se hallan con las condiciones iniciales. Y
reemplazando r por H se obtiene la solucién general de la ecuacion diferencial.

a(t) = Ae™Ht 4 Be M (B.7)
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Apéndice C

Solucion de los factores para obtener
2.17

Para este caso la expresion queda expresada de la siguiente manera:

C2

Es decir que el producto entre A y B debe resultar en a lo que conviene
parametrizar A y B de la siguiente forma:

C

A = ﬁthO (CQ)
B= %e—mo (C.3)

Reemplazando en se obtiene la expresion del factor de escala para un
universo esférico. .
a(t) = i cosh (H(t — ty)) (C4)
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Apéndice D

Solucion de los factores para obtener
2.23

En una geometria de un universo hiperbdlico se usa el factor [D.1].
—c?
4H?
Para la solucién de este es similar a la de un universo esféricos, solo que A y
B tienen signos opuestos, entonces se parametrizan de la siguiente forma.

AB (D.1)

C

A= —¢lh D.2
Vi (D.2)
B = —C¢Hto (D.3)
2H
Y se obtiene como resultado:
alt) = %sinh (H(t —to)) (D.4)
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Apéndice E

Cddigo distancia fisica

Primero se importa Sympy, que permite trabajar con expresiones ma-
tematicas simbolicas; es decir, con variables algebraicas sin asignarles aun va-
lores numéricos. Luego importa NumPy, que se utiliza para calculos numeéri-
cos y para construir arreglos de datos. Finalmente importa el médulo pyplot
de Matplotlib, que servira para generar la grafica de la evolucién temporal
de la distancia.

Después de las importaciones, el cdédigo define una funciéon que tiene como
objetivo convertir las unidades de Hubble de (km/s/Mpc) a unidades del
Sistema Internacional (1/s) hubble km s Mpc to si. Dentro de la funcién
se establecen dos factores de conversion, primero calcula cuantos metros tiene
un megaparsec y luego, cuantos metros tiene un kilémetro. Con esos factores
se realiza la conversion dimensional correspondiente y se devuelve el valor ya
transformado.

Luego se define el tiempo césmico t como un simbolo real usando sp.Symbol.
También se define la constante de Hubble H como simbolo real y positivo.

Se construye el factor de escala del universo de de Sitter mediante la expre-
sién sp.exp(H * t) Esto representa matematicamente a(t)=e’* que aparece
en ya que se hace el estudio desde una geometria plana.

Después se definen seis simbolos adicionales que representan las coorde-
nadas espaciales de dos puntos distintos en el espacio comévil: x1, y1, zl,y
x2, y2, z2. Con esas variables se construye la distancia comévil utilizan-
do la férmula euclidiana estandar, implementada mediante la raiz cuadrada
simbolica y potencias al cuadrado.

Una vez definida la distancia comdvil, el programa construye la distancia
fisica multiplicandola por el factor de escala. Esto implementa directamente
la relacién cosmoldgica D(t)=a(t)* d_comovil como el la ecuacién 2.5 La
funcién sp.simplify se utiliza para dejar la expresién en su forma algebraica
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mas simple posible.

Posteriormente se define una funcién llamada distancia_fisica. Esta fun-
cion recibe valores numéricos concretos para la constante de Hubble, el tiempo
y las coordenadas de ambos puntos. Dentro de la funcion se reemplaza cada
simbolo por su valor correspondiente. Luego se utiliza el método subs para
realizar la sustitucion dentro de la expresion simbélica de la distancia fisica.

Finalmente, el resultado se convierte en un niimero decimal estandar me-
diante float, permitiendo usarlo en célculos numéricos y gréficos.

El bloque if _name__ == ”__main__: indica que lo que sigue solo se
ejecutara si el archivo se corre directamente. Entonces primero se ingresa la
constante de Hubble en unidades astrondémicas y se convierte a unidades SI
llamando a la funcién de conversién. Luego, se solicita el tiempo cosmico en
segundos. Y por ultimo, se piden las coordenadas de los dos puntos en metros,
que se almacenan como listas numéricas.

Con todos los datos disponibles, el programa llama a la funcién distan-
cia_fisica para calcular la distancia fisica en el instante dado y la imprime en
notacion cientifica.

Posteriormente, se construye la parte dindmica del programa definiendo un
intervalo de tiempo hacia el futuro y se calculando el tiempo final sumando ese
intervalo al tiempo inicial. Con np.linspace se generan 300 valores de tiempo
igualmente espaciados entre el tiempo inicial y el final. Luego, se construye
una lista de distancias fisicas correspondientes a cada uno de esos tiempos
utilizando una comprension de lista, es decir, evaluando la funcién para cada
instante del arreglo temporal. También se calculan explicitamente la distancia
inicial y la distancia futura para destacarlas en la gréfica.

Finalmente, el programa entra en la fase de visualizacién con las funciones
anteriormente vistas. Se anaden puntos destacados en los tiempos inicial y
final usando plt.scatter y con plt.annotate se escriben etiquetas junto a
esos puntos indicando el valor numérico de la distancia.
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Apéndice F

Cddigo de geometrias del espacio k

El programa importa las librerias necesarias, empezando con NumPy para
calculos numéricos, Matplotlib para graficar, y una funcién especial, distan-
tas a las anteriores que ya se han trabajado, FuncAnimation para crear
animaciones. También importa HTML para poder mostrar esa animaciéon en
un entorno tipo Jupyter Notebook.

Luego, imprime en pantalla las tres opciones de la geometria del espacio
segiin el valor de k; geometria esférica £k = 1, plana k = 0 e hiperbdlica
k = —1. Después le pide al usuario que elija una de esas geometrias. Ese valor
se guarda en la variable k, que sera clave porque define como serd el universo
que se va a dibujar.

Posteriormente, el c6digo define algunos parametros fisicos. Introduce una
constante c_s = 3eb, que representa el valor de la velocidad de la luz en
el vacio en km/s. También define la constante de Hubble H km s Mpc
= 70, en sus unidades habituales de km/s/Mpc, y un pardmetro A=I,
que se usa en el caso plano como normalizacién del factor de escala a(t).
Después aparecen factores de conversiéon que pasan de kilémetros (Km) a
megaparsec (Mpc) Mpc_to_km y de segundos a afnos year_to_s. Con esto,
el cédigo intenta convertir la constante de Hubble a unidades de 1/ano. Lo
hace dividiendo por los kilémetros de un Mpc para pasar de km/s/Mpc a
1/s y luego multiplicando por los segundos de un ano para pasar de 1/s a
1/ano. Eso queda almacenado en la variable H. Luego hace algo similar con
la velocidad de la luz multiplicando c_s por year_to_s para obtener c. La
intencion es tener ¢ en km/ano.

Después se construye el tiempo con la variable t, que es un arreglo de 60
valores que van desde 0 hasta 5 mil millones de anos. Es decir, el cédigo va a
simular como evoluciona el universo en ese intervalo.

Con ello se crea una figura y un eje en 3D donde se va a dibujar la anima-
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cién. Luego, la funcién scale factor(t) define cémo crece el universo en el
tiempo segun la geometria:

= Si k =1 usa una funcién coseno hiperbdlico, lo que describe un universo
esférico que nunca colapsa.

= Si £k = —1 usa un seno hiperbdlico.
= Si k= 0 usa una exponencial, que es el caso tipico de de Sitter plano.

Esta funcion encapsula la fisica del problema que va a mostrar como evo-
luciona el tamano del universo.

Después el codigo hace la parametrizacién de puntos (u y v) que sirven
como coordenadas para dibujar superficies. Dependiendo de la geometria,
cambia el rango de v, aunque para el caso hiperbédlico usa valores distintos
porque la superficie no es cerrada como una esfera. Con np.meshgrid, con-
vierte esos vectores en una red bidimensional de puntos que luego se usaran
para construir la superficie en 3D.

La funcién get _surface(a) toma un valor del factor de escala a y genera
las coordenadas x,y,z de la superficie:

» Para k = 1 construye una esfera de radio a
» Para &k = 0 construye un disco que simula la expansién homogénea

= Para & = —1 Construye una superficie hiperbdlica. la famosa ”silla de
montar”

Es decir, aqui es donde la geometria se vuelve visual. Luego viene la fun-
cién mas importante para la animaciéon con update(frame). Esta funcién se
ejecuta en cada cuadro de la animacion.

Primero limpia la grafica anterior (ax.clear()), luego toma el tiempo co-
rrespondiente a ese cuadro (tiempo = t[frame]). Después calcula el factor
de escala, pero aqui es donde para efectos practicos en lugar de usar la funcion
scale_factor, usa directamente una exponencial a = np.exp(H*tiempo).
Esto fisicamente significa que, sin importar la geometria elegida, siempre esté
usando el caso plano. Con ese valor de a, calcula la superficie get_surface(a),
la dibuja con cierta transparencia y le pone un titulo que muestra la geometria,
el tiempo (en miles de millones de anos) y el valor de a(t). Finalmente fija
limites en los ejes de -4 a 4.
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Ahora bien, esto es problematico porque el factor de escala, si el lector
hace uso de la funcién real”scale_factor puede ser muchisimo més grande,
asi que muchas veces la superficie ni siquiera se ve bien. Para ello se dejo a
modo de comentario la funcién que permite que los ejes crezcan en funcion de
la expansién con la funcién lim=np.max(np.abs(x)) la cual permite que
los limites de los ejes vayan desde -lim a lim.

Después de definir la animacion, el c6digo imprime un mensaje confirmando
la geometria elegida, crea la animacién con FuncAnimation indicando que

hay tantos cuadros como valores de tiempo y finalmente intenta mostrarla
como HTML.
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Apéndice G

Escalar de Ricci

Dado que el escalar de Ricci estéd definido por la siguiente ecuacion (Schutz,
2009, p. 164)

R = gNVR“V
Y que a su vez la traza del tensor métrico depende de las n dimensiones.
" g =n (G.1)

Entonces partiendo de las ecuaciones de campo de Einstein en de Sitter.
1
R, — §R Y +Ngu =0 (G.2)

Si se multiplica por la inversa del tensor métrico y sustituyendo las definiciones

y se obtiene la siguiente expresion.
1
Rg"" — §R g + Aguw g =0
1
R — ER -n+An=0

Despendanjo R se obtiene la siguiente ecuacion

_2n-A
T n—=2

R

Sin = 4 Entonces R = 4A Teniendo en cuenta lo visto en la seccién de
Métrica de Sitter en el capitulo 3 con la expresion 2.40] en donde c=1 se

sabe que:
A =3H?

Entonces R = 12H?
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