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2.Descripcion

Este trabajo de grado es una reflexion sobre la experiencia de disefiar un conjunto de tareas para
promover el razonamiento proporcional, en el grado séptimo u octavo de la Educacion Basica.
Para lograr lo anterior, caracterizamos el conocimiento para la ensefianza del profesor de
matematicas, al abordar el tema de la proporcionalidad geométrica no métrica y la semejanza de
figuras, y todos aquellos conocimientos relacionados con el disefio de tareas y el contexto de
aplicacion elegido. Es por ello que optamos por las técnicas e instrumentos que permiten dibujar
proporcionalmente, para analizar los elementos que caracterizan el razonamiento proporcional, al
resolver las tareas propuestas.

Para poder lograr la indagacion planteada, la relacion entre el disefio de tareas, que procuran el
desarrollo del razonamiento proporcional, y el conocimiento del profesor, hacemos una reflexion
detallada sobre el conocimiento del profesor de matematicas al disefiar un conjunto de tareas sobre
el contexto referido. Por tal razén, exponemos los diferentes momentos de estudio por los que
pasamos al abordar el tema matematico propuesto; asi mismo, el conocimiento para la ensefianza
reportado en este estudio, da cuenta y razén de nuestras comprensiones logradas sobre el tema.
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Torres, E. (2015). EI conocimiento del profesor de matematicas en la practica: ensefianza de la
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4. Contenidos

Este trabajo de grado estd organizado en cinco capitulos, a través de los cuales se desarrolla la
propuesta. EI segundo, tercer, cuarto y quinto capitulo, corresponden al desarrollo de las fases del
estudio: fundamentacion, descripcion, analisis y reflexion sobre el conocimiento para la ensefianza
del profesor de matematicas.

Capitulo 1: Generalidades del estudio. En este capitulo exponemos los aspectos generales del
trabajo de grado, como son: el planteamiento del problema, su justificacion, la formulacion de los
objetivos y la propuesta metodoldgica. La intencion de este apartado es contextualizar al lector
sobre las generalidades del estudio, como puerta de entrada al resto del escrito.

Capitulo 2: Marco de referencia. En este capitulo planteamos aquellos acuerdos teoéricos que
hacemos 0 a los que nos adscribimos para desarrollar la propuesta y de esta forma responder la
pregunta de indagacion. Es asi como revisamos las diferentes perspectivas tedricas de las razones,
las proporciones y la proporcionalidad (RPP) y planteamos ciertos rasgos del razonamiento
proporcional desde nuestra revision bibliografica.

Capitulo 3: Técnicas e instrumentos de dibujo asociados con la proporcionalidad geométrica. El
capitulo muestra la descripcion de la propuesta de disefio de tareas mencionada. Dado el contexto
de ensefianza elegido, este apartado trata de las técnicas e instrumentos que permiten dibujar
proporcionalmente. Hemos querido conectar dos saberes en este capitulo, las matematicas y el
dibujo artistico.

Capitulo 4: Analisis de las tareas experimentadas. En este capitulo elaboramos el anélisis de la
experimentacion lograda sobre el conjunto de tareas disefiadas. Se han piloteado todas las tareas
consideradas como sustento de cualificacion y reelaboracion de las mismas.

Capitulo 5: Conclusiones y discusion. En el ultimo capitulo mostramos las conclusiones y
resultados mas relevantes del trabajo de grado. Por ello, se da cuenta y razén del conocimiento del
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profesor referido en este estudio, desde un modelo de conocimiento de la Educacién del Profesor
de Matematicas (EPM), asimismo destacamos nuestras comprensiones sobre la proporcionalidad
geométrica y la semejanza de figuras, a través del analisis logrado sobre el contexto de ensefianza.

5. Metodologia

Este trabajo de grado es de tipo cualitativo-descriptivo, desarrollado bajo la estrategia del estudio
de casos. En el estudio hemos pretendido explorar, describir, analizar y explicar el conocimiento
del profesor de matematicas necesario para la ensefianza, referido a la proporcionalidad
geomeétrica no métrica y la semejanza de figuras, en el grado séptimo de la Educacion Bésica. Para
el proposito planteado hemos realizado una reflexion detallada de la experiencia que implica este
tipo de disefio de tareas y hemos identificado diferentes momentos de estudio.

Dentro de la informacion recolectada, destacamos: 37 audios de tutorias con el asesor del trabajo
de grado, cinco horas de video-grabaciones de la experimentacion de tareas y el registro de un
diario de campo para complementar las observaciones sobre la informacion recolectada.

El trabajo de grado se desarroll6 en cuatro fases a saber:

) Fundamentacion del conocimiento especializado de las razones, las proporciones y la
proporcionalidad desde diferentes perspectivas tedricas.
i) Disefio del conjunto de tareas.

i) Andlisis de las experimentaciones, y
iv) Reflexion sobre el conocimiento del profesor de matematicas.

6. Conclusiones

A lo largo del trabajo de grado se detalla el conocimiento del profesor para la ensefianza de la
proporcionalidad geometrica no métrica, el cual se puede organizar bajo el modelo propuesto por
Ball, D. L., Thames, M. H., & Phelps, G. (2008).

Existe una relacion entre el dibujo artistico y las matematicas, establecida a partir del analisis de
las técnicas e instrumentos usados para dibujar proporcionalmente.

Xi
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El conocimiento especializado del contenido matematico (SCK) es un saber fundamental en
cualquier propuesta de ensefianza o disefio de tareas, relacionado con las RPP o la
proporcionalidad geométrica no métrica.

Es necesario considerar el conocimiento pedagogico del contenido (PCK) como complemento del
conocimiento del contenido (SMK), al disefiar tareas sobre los objetos matematicos y contexto de
ensefianza referidos en este trabajo.

El conocimiento de las RPP en el horizonte matemético (HCK) nos permite construir en la
ensefianza un saber conectado, lo que debe posibilitar mejores niveles de comprension del
contenido.

El trabajo de grado nos ha permitido la cualificacién del conocimiento de las RPP, como un
primer paso en nuestra profesionalizacion, al incursionar como docentes investigadores en la
practica (ver ponencia a Il CEMACYC (Moreno, Mayorga, & Guacaneme, 2017)).

Elaborado por: Rafael Moreno Ledn y Roger Alexander Mayorga Quevedo

Revisado por: Edgar Alberto Guacaneme Suarez

Fecha de elaboracion
del Resumen:
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INTRODUCCION

Este estudio se enmarca dentro de la Maestria en Docencia de la Matemética de la
Universidad Pedagdgica Nacional, y forma parte de nuestra formacién profesional al
participar en el programa. Este escrito recopila gran parte de nuestras expectativas e
intereses personales sobre el tema de la proporcionalidad, inclusive desde antes de
matricularnos al programa posgradual.

Este trabajo de grado es un estudio de tipo cualitativo, basado en la reflexion que hacemos
al describir nuestra propia experiencia, al cualificar nuestro conocimiento sobre la
ensefianza de las razones, las proporciones y la proporcionalidad (RPP, en adelante), al
disefiar un conjunto de tareas. Este conocimiento del profesor de matematicas constituye un
objeto de investigacion dentro del campo de la Educacién del Profesor de Matematicas (En
adelante, EPM) y por tanto este estudio se enmarca en esta linea de investigacion.

Esta reflexion la llevamos a cabo al evidenciar, desde nuestro conocimiento, ciertas
falencias sobre el aprendizaje y ensefianza de la proporcionalidad en nuestras practicas.
Debemos reconocer que nuestra formacion sobre el tema no ha sido la adecuada,
evidenciado esto en la cualificacion de nuestro saber, a lo largo de los Gltimos dos afios,
mediante la revision de articulos de investigacion, tesis de maestria y doctorales, y muchos
otros momentos, como las discusiones desarrolladas en los seminarios de la maestria.

La propuesta de disefio de tareas en el grado séptimo u octavo de la Educacion Baésica, se
caracteriza por basarse en dos aspectos fundamentales como son: el estudio de las RPP
desde las magnitudes, como relaciones de comparacion y el uso del contexto de las técnicas
e instrumentos para dibujar, como escenario de ensefianza. Las fases del estudio son
basicamente cuatro: i) Fundamentacion del conocimiento especializado de las RPP desde
diferentes perspectivas tedricas; ii) Disefio del conjunto de tareas; iii) Analisis de las
experimentaciones, y iv) Reflexion sobre el conocimiento del profesor de matematicas.

El objetivo general desarrollado en el trabajo de grado plantea indagar cuél es la relacion
entre el disefio de tareas, que procuran el desarrollo del razonamiento proporcional en
estudiantes de grado séptimo, y el conocimiento del profesor. Por tal razon fue necesario
caracterizar ciertos elementos del razonamiento proporcional, entendiendo este proceso
como “la habilidad para utilizar significativamente conceptos propios de las razones y las



proporciones en la solucidn de situaciones tipicas de proporcionalidad directa” (Obando,
Vasco, & Arboleda, 2014, p. 67).

Este trabajo de grado estd organizado en cinco capitulos, a través de los cuales
desarrollamos la propuesta. El segundo, tercer, cuarto y quinto capitulo, corresponden al
desarrollo de las fases del estudio: fundamentacion, descripcion, analisis y reflexién sobre
el conocimiento del profesor de matematicas.

En el primer capitulo exponemos los aspectos generales del trabajo de grado, como son: el
planteamiento del problema, su justificacion, la formulacién de los objetivos y la propuesta
metodologica. La intencién de este apartado es contextualizar al lector sobre las
generalidades del estudio, como puerta de entrada al resto del escrito.

En el segundo capitulo planteamos el marco de referencia del trabajo de grado, como
aquellos acuerdos tedricos que hacemos o a los cuales nos hemos adscrito para desarrollar
la propuesta y responder la pregunta de indagacion. Es asi como se revisan las diferentes
perspectivas teoricas de las RPP y planteamos ciertos rasgos del razonamiento proporcional
desde nuestra revision bibliogréfica.

El tercer capitulo muestra la descripcion de la propuesta de disefio de tareas mencionada.
Dado el contexto de ensefianza elegido, este apartado trata de las técnicas e instrumentos
que permiten dibujar proporcionalmente. Hemos querido conectar dos saberes en este
capitulo, las matematicas y el dibujo artistico.

En el cuarto capitulo elaboramos el andlisis de la experimentacion lograda sobre el
conjunto de tareas disefiadas. Sefialamos que hemos querido pilotear todas las tareas
consideradas como sustento de cualificacion y reelaboracién de las mismas.

En el altimo capitulo mostramos las conclusiones y resultados mas relevantes del trabajo de
grado. Por ello, se da cuenta y razon del conocimiento del profesor referido en este estudio,
desde un modelo de conocimiento de la Educacion del Profesor de Matematicas, asimismo
destacamos nuestras comprensiones sobre la proporcionalidad geométrica y la semejanza
de figuras, a través del andlisis logrado sobre el contexto de ensefianza.



1 GENERALIDADES DEL ESTUDIO

En este capitulo se abordan entre otros aspectos, el planteamiento del problema, su
justificacion, la formulacion de los objetivos del estudio, la importancia que encierra este
problema para el campo de investigacion en el cual se enmarca este estudio (la EPM), y una
propuesta metodoldgica. Es de interés para los autores mostrar los aspectos generales del
trabajo de grado en este apartado.

1.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
1.1.1 Formulacién del problema

El proposito central de la ensefianza de las matematicas deberia ser involucrar al estudiante
con su entorno, asi el mundo que lo rodea podria ser interpretado y transformado mediante
el lenguaje que esta ciencia brinda. La formacion matematica permite al individuo, entre
otros aspectos, facilitar su participacion en todas las decisiones que lo afectan en los
ambitos econdémico, politico, administrativo y cultural de la Nacion (MEN, 1994).

Pero lo anterior no es posible si el enfoque de ensefianza usado por los docentes no brinda
las herramientas necesarias para poder usar las matematicas con un sentido practico, lleno
de significacion para los aprendices. Es asi como en el ejercicio profesional del profesor,
surgen constantemente las siguientes preguntas, entre otras: ¢Cuales son las matematicas
que deben ser llevadas al aula para ensefiar?, ;qué relacion guardan los contenidos
matematicos entre si?, ¢qué relacion guardan los contenidos con otros saberes?, ¢;cual es la
pertinencia del saber matematico en relacion con los intereses de los estudiantes?

Las respuestas dadas por los docentes, a los anteriores interrogantes, evidencian maltiples
concepciones respecto a las matematicas, entendiendo que el término incluye, ademas del
conocimiento, las creencias y las actitudes de los profesores hacia la ensefianza, el
aprendizaje y la ciencia (Agudelo-Valderrama, 2007). Es asi como en la clase de
matematicas los saberes se presentan desarticulados y descontextualizados de la realidad,
pues no se permite en el estudiante un aprendizaje para la comprension, por el enfoque de
ensefianza. Dado lo anterior, coincidimos con Garcia, Castiblanco & Vergel (2005) en
entender la comprension como aquellos hilos conductores que el estudiante establece entre
los contenidos y en relacion a otros saberes (Garcia et al., 2005)



Otro aspecto fundamental de la problematica, aparte de la comprensién, considera el papel
que cumplen los libros de texto en la ensefianza de las matematicas, en particular de las
RPP. Muchos educadores siguen fielmente los libros como insumo para su trabajo, tal vez
replicando las formas como ellos mismos aprendieron matematicas; de esta manera la
eleccion del libro de texto obedece a la experiencia personal de los mismos docentes y no a
los intereses propios de los estudiantes (Beta, 1990).

Todo lo anterior, nos lleva a pensar y a cuestionar en donde reside el conocimiento del
profesor de matematicas sobre las RPP. Este conocimiento de proposiciones y creencias,
adquiridas en su formacién, conjuga su formacién académica y sus practicas de aula, como
productos de sus concepciones frente al saber matematico (Torres, 2015).

Es asi como muchas tareas’ y temas de matematicas se presentan de manera
compartimentalizada, es decir sin unidad entre los mismos contenidos y sin conexiones®
hacia otros temas dentro y fuera de la matematica (Agudelo-Valderrama & Martinez, 2015,
p. 3). Ademas, las tareas y temas son “estructurados en procesos de estudio atomizados en
diferentes momentos de la escolaridad y con pocas conexiones entre si” (Obando et al.,
2014, p. 61 citando a Garcia, 2005, Guacaneme, 2002 y Lundberg, 2011). Esta
fragmentacion o desarticulacion se da por varias razones, pero en especial por no mostrar el
area al ensefiarla, como una herramienta Util y poderosa para comprender nuestro entorno,
sino como una serie de algoritmos y procedimientos sin significacién ni relacion.

Dentro de las diversas herramientas para comprender el entorno, se presenta a los
estudiantes la resolucion de problemas. Mas alla de la discusion de si es una metodologia
de ensefianza o una herramienta para el aprendizaje, creemos, al igual que el grupo Beta
(1990), que las situaciones llevadas al aula con el proposito de ensefiar, son ejercicios,
situaciones o tareas prefabricadas y “pseudoreales”, con la intencién de poner en préactica o
evaluar un saber. Por ejemplo, los “problemas” que el docente lleva a sus estudiantes no
poseen un contexto real, y generalmente se presentan como ejemplos y luego como
ejercicios; estas tareas no son un problema real para el estudiante, porque no surgen de la
actividad natural escolar, son prefabricadas por el docente y luego son llevadas al aula.

! Entendemos el término en el contexto del estudio, como el trabajo que asigna el docente al estudiante, para
que ponga en préactica su saber o para que aprenda sobre las matematicas en un tiempo determinado. Vemos
en esta dimensién del aprendizaje dos clases diferentes, el logrado por los estudiantes y el nuestro al disefiar
las tareas.

2 En este trabajo de grado las conexiones referidas hacen alusion a las asociaciones logradas entre diversos
conceptos, como evidencia de comprension.



En este problematico contexto asociado a la ensefianza y en el ambito de la resolucién de
problemas, surge el razonamiento proporcional, como un asunto problematico entre muchos
otros. El docente lleva al aula tareas o situaciones de proporcionalidad y espera que sus
estudiantes razonen adecuadamente al resolverlas. A nuestro entender, hay una falencia en
el disefio o0 eleccion de tareas para promover el razonamiento proporcional, los resultados
de las evaluaciones externas lo confirman, como las pruebas Saber de los ultimos afios.

Por otra parte, el razonamiento proporcional toma cerca de cinco afios en consolidarse en el
pensamiento de los estudiantes, desde la primaria hasta la secundaria (Fernandez &
Llinares, 2012; Obando et al., 2014); esto implica gran complejidad para su abordaje en la
ensefianza. Al mismo tiempo, la transicién del pensamiento aditivo al multiplicativo en
estos afios denota la dificultad de los estudiantes de diferenciar situaciones proporcionales,
de situaciones con estructura aditiva, puesta de manifiesto por el uso abusivo de métodos
aditivos erréneos para resolver las situaciones proporcionales (Fernandez & Llinares,
2012). Por tanto, en muchas situaciones de aula de tres términos conocidos y uno
desconocido, los estudiantes recurren indiscriminadamente al uso de técnicas o estrategias
proporcionales, tanto en problemas aditivos como en problemas proporcionales (Fernandez
& Llinares, 2012). Lo anterior demuestra que los estudiantes recurren a estrategias o
técnicas de resolucién de situaciones proporcionales, en situaciones que tal vez no lo sean,
sin mostrar comprension de lo qué hacen y por qué lo hacen, esto claramente es un indicio
de un mal enfoque desde la ensefianza.

En lo que respecta a las propuestas de ensefianza de las RPP, estas han estado centradas en
los contextos numéricos, asociando la razén a un cociente o nimero y a la proporcion a la
igualdad de dos cocientes o dos numeros, desconociendo el caracter de relacién de
comparacion de dichas relaciones matematicas (Freudenthal, 1983 citado en Perry,
Guacaneme, Andrade, & Fernandez, 2003). Dado lo anterior, para Obando et al. (2014) aln
hay cuestiones abiertas por resolver sobre el tema; por ello los autores plantean si: “(...)
¢Pueden los enfoques no aritmetizados (construidos sobre las magnitudes o las funciones,
en particular las lineales) contribuir a un mejor paso de lo aditivo a lo multiplicativo?”

(p.73).

Adicional a lo anterior, conviene subrayar ahora que la proporcionalidad es una relacion
matematica que va en dos sentidos, “entre los valores de la misma magnitud o espacio de
medida y entre las dos magnitudes o espacios de medida” (Torres, 2015, p. 71). Esta
relacion, referida desde la obra de Euclides, contrasta con la presentacion que se hace de
ella en muchos libros de texto, donde esta se reduce a una relacién en una sola via
(producto cruzado), donde se muestra la proporcionalidad solo entre magnitudes (Torres,
2015). A nuestro juicio, se restringe el carécter relacional en diversos sentidos de las



razones y proporciones; desde la ensefianza se limita la comprension, por no promover las
diferentes propiedades de las proporciones que muestran los diversos sentidos de la relacion
de proporcionalidad.

En concordancia con lo anterior, el inadecuado abordaje de las RPP, sefialamos ahora que
el enfoque de ensefianza ha estado centrado en la proporcionalidad entre numeros, y por
ello seria conveniente un enfoque diferente. Tal vez por el asunto algoritmico y mecéanico
que restringe el razonamiento proporcional a cuestiones de “regla de tres” en situaciones de
hallar la cuarta proporcional, con numeros, como se reporta ampliamente en la
investigacion sobre el tema.

Todo lo anterior, asociado a la falta de comprension en los estudiantes, al uso reiterado de
los textos, al enfoque de ensefianza centrado en la razon como cociente, al uso de
situaciones no significativas para la resolucién de problemas, entre otros aspectos, nos
lleva a pensar que el conocimiento del profesor de matematicas sobre las RPP debe
robustecerse, porque quizas el saber que posee no tiene los elementos necesarios para
construir una propuesta innovadora para la ensefianza y el aprendizaje del razonamiento
proporcional. Muy probablemente su accion esta guiada por las experiencias que tuvo
cuando fue estudiante y aprendié algunas cosas sobre la proporcionalidad, lo cual repercute
en el disefio y seleccidn de tareas para la ensefianza.

Todo lo escrito hasta ahora en esta seccion nos lleva a plantear la siguiente pregunta: ¢ Cudl
es la relacion entre el disefio de tareas y el conocimiento del profesor sobre las RPP, que
permite apoyar el desarrollo del razonamiento proporcional en un grupo de estudiantes de
la Educacién Bésica Secundaria? Esta pregunta no logra agotar toda la reflexion e
intencion del trabajo de grado, pero sintetiza muchos de los aspectos contemplados, nos
queda la duda si atrapa todo lo referenciado en la problematica expuesta.

El estudio procura una experiencia de disefio de tareas que promuevan el razonamiento
proporcional y el uso comprensivo de las RPP, para ello se tiene como hipétesis de trabajo
la relacion dialéctica entre dicha practica y el conocimiento del profesor de matematicas. Es
decir que, si se robustece el conocimiento del profesor sobre las RPP, el disefio de tareas
tendria unas facetas diferentes a las usuales.

1.2 JUSTIFICACION DEL PROBLEMA

Para nosotros, ha sido de especial interés el abordaje de este problema, porque lo
consideramos fundamental en el ambito de nuestras propias concepciones sobre las RPP.
Desde nuestra formacién como educadores, hasta el ejercicio ahora de nuestra practica
docente, el razonamiento proporcional ha ocupado un papel principal en el aprendizaje de
las matematicas.



Al revisar la literatura sobre el tema, en concordancia con las expectativas de los autores,
en especial el documento “Ensefianza y aprendizaje de la razoén, la proporcion y la
proporcionalidad: un estado del arte” de (Obando et al., 2014), se observa que las RPP:

...constituyen un campo ampliamente investigado en los Gltimos cincuenta afios. Evaluaciones
recientes muestran que estos objetos de conocimiento siguen siendo dificiles de aprender para
la mayoria de los estudiantes, lo que constituye un certero indicador de la necesidad de hacer
mayor investigacion didactica que permita nuevas comprensiones de dicha problemaética y, por
esa via, lograr mayores impactos en el sistema educativo (p. 59).

En este escenario surge para nosotros el razonamiento proporcional, evidenciado en el uso
significativo de las razones y proporciones en situaciones que lo requieran. Esta habilidad
se desarrolla inicialmente desde la Primaria hasta el grado noveno de la Educacion Bésica,
cuando se consolida. Por lo cual, esta forma de razonar tarda afios en consolidarse, no es
aun aspecto que se genera espontdneamente.

Como se dijo anteriormente, los elementos matematicos mas relevantes asociados al
razonamiento proporcional son la razon y la proporcion. La razén, como muchos temas de
las matematicas escolares, desde el &mbito de los Estandares basicos de competencias en
matematicas, se enmarca dentro de una estructura de conocimiento mostrada de forma
secuencial (coherencia vertical) y que relaciona distintos tipos de pensamiento matematico
(coherencia horizontal) (MEN, 2006). Por tal motivo, la razon aparece, bajo la
normatividad vigente, con hilos conductores desde el grado quinto hasta el grado once de la
Educacién Escolar; relacionando no solo los pensamientos numérico y métrico, sino todos
aquellos contextos que requieran la proporcionalidad. Es por ello que deben proponerse
desde la gestidn docente, situaciones de aula que posibiliten un saber conectado.

Concretamente el razonamiento proporcional esta presente en muchos temas del curriculo
de matematicas. El estudiante ha abordado varios tipos de razones matematicas sin saberlo,
como lo proponen Fernandez y Llinares (2012), Lamon (1993), Silvestre y Da-Ponte (2011)
y Singh (2000); los autores sefialan entre otros aspectos: el precio por articulo, las
fracciones, los porcentajes, la probabilidad, la velocidad, la medicién, la ampliacion y la
reduccion de formas y figuras, y @ como una relacion entre la circunferencia de un circulo y
su didmetro. Posteriormente la razon corresponde a la misma pendiente de la funcion lineal,
sirve para resolver triangulos bajo los criterios de semejanza, es usada en la resolucion de
triangulos rectangulos en trigonometria y sirve de soporte a un importante tema del analisis
de funciones, la funcion derivada (Agudelo-Valderrama & Martinez, 2015; Godino &
Batanero, 2002; Reyes-Gasperini, 2013).



De la misma manera, la razon es vista como un elemento principal en relaciones
funcionales que involucran dos magnitudes fisicas, en el contexto de las ciencias naturales.
Sin embargo, el abordaje de ensefianza en estas ciencias no evidencia una forma de
comparacion multiplicativa; por esta situacion, magnitudes como la densidad, la fuerza, el
trabajo, etc. no tienen mucha significacion en los estudiantes, por la falta de interpretacion
de la razon (Agudelo Valderrama & Martinez, 2015).

A continuacién, mostraremos algunos antecedentes investigativos relacionados con nuestra
propuesta de trabajo, es decir tareas caracterizadas por el uso de las magnitudes y no por el
uso tradicional de los numeros, estas Gltimas reportadas ampliamente en la literatura
especializada sobre el tema. Debemos anotar que el manejo significativo de las RPP en
contextos de resolucion de tareas, como lo afirman también Lesh, Post, & Behr (1988),
refiere a dos tipos de habilidades: el razonamiento cuantitativo y el razonamiento
cualitativo®.

Sobre el razonamiento cuantitativo no numérico, revisamos principalmente la tesis de
maestria de Quintero y Molavoque (2012), “Analisis de las tareas asociadas a la
proporcionalidad geométrica y la semejanza, presentes en libros de texto de matematicas”.
En este trabajo, las autoras presentan un analisis de un conjunto de tareas relacionadas con
la proporcionalidad geométrica y la semejanza en un grupo de textos escolares.

Un segundo referente para nuestro trabajo lo constituye el libro “La transversalidad de la
proporcionalidad” de Reyes-Gasperine (2013), en él encontramos un gran numero de tareas
para la ensefianza de las RPP, en el contexto de varios saberes del curriculo de la escuela,
pero nos enfocamos en aquellas que se refieren al uso de las magnitudes, como las
longitudes y las areas. Es importante sefialar que los estudiantes deben atender asuntos
referidos a la estimacién de magnitudes cuando razonan proporcionalmente, pero esta
cuestion no refiere directamente a cantidades o numeros.

Otro trabajo interesante para nosotros es “Teaching Fractions and Ratios for
Understanding: Essential Content Knowledge and Instructional Strategies for Teachers” de
Lamon (2012) Este libro muestra una amplia guia para los profesores sobre actividades de
ensefianza y las consideraciones necesarias para abordar la relacion existente entre las
fracciones y las razones, en cuanto a como la concepcién que se tenga de numero racional
incide en la comprensién del concepto de razon. De este libro analizamos los problemas
referidos a las mezclas como: las cantidades necesarias de los colores de temperas para
formar otros al combinarlos y asi cambiar tonalidades; la combinacion de las cantidades de

% preferimos llamarle a este Gltimo razonamiento cuantitativo no numérico.



azlcar y jugo de limon para formar cierto tipo de sabor; entre otros. En estos problemas nos
Ilam¢ la atencidn la ausencia de la cantidad (niUmero) para resolver las tareas propuestas, ya
que se indagaba por cuestiones de apreciacion (estimacion) de las mezclas, por ejemplo
¢Qué tan clara o oscura es la mezcla de colores a cierto color? ¢qué tan dulce es la
limonada o qué tan acida esta en relacion a otro sabor?

Finalmente, en lo relacionado a la proporcionalidad y la forma, sefialamos el articulo de
Ruiz y Valdemoros (2006) “Vinculo entre el pensamiento proporcional cualitativo y
cuantitativo: el caso de Paulina”; en este trabajo se presenta un estudio de caso, en el cual el
pensamiento cuantitativo de una estudiante se ve fortalecido a partir de una serie de tareas
de pensamiento cualitativo (cuantitativo no numeérico). Es asi como las autoras rescatan el
uso de la cuadricula para fortalecer en los estudiantes procesos referidos al razonamiento
proporcional, como la estimacion de magnitudes y la semejanza de figuras.

En este marco investigativo y en consecuencia de todo lo anterior, la caracterizacion del
razonamiento proporcional constituye un insumo muy relevante para cualquier
investigacion sobre el tema, de ahi surge nuestro interés por fundamentar nuestro
conocimiento sobre las RPP. Pero dicho conocimiento no solo es importante en el ambito
investigativo, este saber debe permitir la mejora de las practicas de ensefianza y debe
robustecer el conocimiento del profesor de matematicas.

Finalmente, en el contexto de este trabajo de grado, entendemos el razonamiento
proporcional como “la habilidad para utilizar significativamente conceptos propios de las
razones Y las proporciones en la solucion de situaciones tipicas de proporcionalidad directa
(fundamentalmente situaciones de célculo de una cuarta proporcional)” (Obando et al.,
2014, p. 67 citando a Modestou & Gagatsis, 2009, 2010). En concordancia con dichos
autores, creemos que el disefio de tareas propuesto, debe permitir el uso significativo de las
RPP.

1.3 OBJETIVOS
1.3.1 Obijetivo general

Indagar cual es la relacion entre el disefio de tareas, que procuran el desarrollo del
razonamiento proporcional en estudiantes de la Educacion Bésica Secundaria, y el
conocimiento del profesor.

1.3.2 Objetivos especificos

1. Fundamentar el conocimiento del profesor de matematicas sobre las RPP, desde
diferentes facetas.



2. Describir la experiencia del profesor en el disefio de tareas, a partir del
conocimiento necesario para tal fin.

3. Analizar y explicar los efectos de la experimentacion del conjunto de tareas, desde
la perspectiva del profesor, con la intencion de caracterizar las situaciones de aula
disefiadas.

Dado lo anterior, se propone al lector como ruta de navegacion en el documento, seguir las
siguientes asociaciones:

e Para el conocimiento especializado de las RPP, como una de las facetas posibles,
ver el Capitulo 2,

e Para el conocimiento del profesor de matematicas necesario para disefiar el
conjunto de tareas, ver el Capitulo 3,y

e Para el andlisis de la experimentacién del conjunto de tareas, ver el Capitulo 4.

1.3.3 Ubicacion del problema

El trabajo de grado se enmarca dentro de la linea de investigacion del campo de la EPM,
desarrollada por el grupo RE-MATE (Research on Mathematics Teacher Education) de la
Universidad Pedagogica Nacional. Anteriormente, Guacaneme y Mora (2012) han
argumentado que la EPM es un campo de investigacion y que existe un sistema didactico
de la EPM de referencia, en dimensiones o planos donde se pueden estudiar multiples
aspectos (ver la llustracion 1).
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Plano

Conocimiento del profesor
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de profesores de

matematicas

llustracién 1: Planos o lineas de investigacién de la EPM *

Por tal razén, son objetos de estudio para el grupo RE-MATE:

Las practicas profesionales de los profesores de Matematicas. Esta dimension
vincula el quehacer del docente relacionado con el trabajo que realiza en las
instituciones educativas, basado en las interacciones con otros profesionales de la
educacion o en el nivel de reflexion que logre al abordar su propia cualificacion.

Los conocimientos de los profesores de Matematicas. Este ambito se refiere a las
diferentes creencias, visiones y concepciones de los profesores, en relacién con el
aprendizaje, la ensefianza y el conocimiento mismo de las matematicas.

Las practicas de formacion de profesores de Matematicas. En este aspecto se
contemplan los &mbitos de formacion de educadores de mateméticas, asi como
asuntos curriculares sobre dichos programas, entre otras cuestiones que son
abordadas en este plano.

Los conocimientos profesionales de los formadores de profesores de Matematicas.
Este aspecto refiere a las creencias, visiones y concepciones que tengan los
formadores de profesores de matematicas en relacion con el aprendizaje, la
ensefianza y el conocimiento de los temas de formacion de educadores de
matematicas.

* Imagen adaptada de Guacaneme & Mora (2012), La educacién del profesor de Mateméticas como campo de
investigacion.
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En concordancia con lo anterior, el grupo RE-MATE plantea para la linea de investigacion
de la EPM en el programa de la Maestria en Docencia de la Matematica (MDM), los
siguientes objetivos de estudio:

a) Aportar a la construccion de conceptos tedricos, tales como “conocimiento
pedagogico del contenido matematico”, “matemadticas para la ensefianza”,
“reflexién en/sobre/para la accidon”, “aprendizaje docente en comunidades de
practica”, etc.

b) Profundizar en el estudio de asuntos clasicos de indagacion como las creencias,
visiones y concepciones de los profesores, las practicas de los profesores, los
conocimientos y competencias de los profesores, el aprendizaje de los profesores, o
la relacion entre teoria y préactica.

c) Avanzar en la investigacion sobre asuntos emergentes como el disefio y papel de
tareas en la educacion de los profesores, el papel de la investigacion en los
programas de formacién, o la educacion y desarrollo de los educadores de
profesores.”

En relacion al segundo objetivo de la linea de investigacion de la MDM, en concordancia
con nuestro estudio, queremos resaltar la reflexién planteada sobre nuestras précticas
docentes. Este asunto involucra el abordaje de la cualificacion de nuestro conocimiento
sobre las RPP y porque no decirlo, un aprendizaje sobre estos objetos matematicos al
profundizar en su estudio. Es asi como esta experiencia de disefio de tareas se enmarca en
el segundo plano de investigacion de la EPM: Los conocimientos de los profesores de
Matematicas.

1.4 PROPUESTA METODOLOGICA
1.4.1 Contexto experimental

Este estudio esta centrado en nuestra reflexion sobre una experiencia de disefio de tareas,
para apoyar el razonamiento proporcional de un grupo de estudiantes, y el conocimiento
necesario del profesor de matematicas para tal fin. Hemos querido analizar nuestra propia
practica docente, porque consideramos que nuestra formacion profesional ha estado
caracterizada, por los mismos aspectos referidos al exponer nuestro problema de
indagacion. En consecuencia, uno de nosotros es el docente que aplica las tareas en los
contextos de ensefianza y a la vez disefia, describe y analiza el efecto de las tareas. No

® Tomado del sitio web de la MDM, lineas de investigacion del programa, ver en https://goo.gl/az1Jmx
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obstante, esto no implica que se desconozcan totalmente las acciones de los estudiantes;
este aspecto por momentos se aborda para analizar la eficacia de las tareas y asi
cualificarlas.

Para la fase de experimentacion de tareas se han seleccionado dos grupos de estudiantes, un
curso completo de 40 estudiantes de grado séptimo del Colegio IED Francisco de Miranda
y un grupo de tres estudiantes de grado octavo del mismo colegio. El primer grupo se
considera como el grupo focal u objetivo del estudio y el segundo grupo aquel donde se
adelanta el pilotaje de las tareas disefiadas. El hecho de tener estudiantes de diferente nivel
escolar en los dos grupos, no reporta impedimento alguno para lo planteado, porgue las
edades de los estudiantes no difieren mucho. Ademas, han tenido un acercamiento muy
similar a los temas relacionados con las RPP.

1.4.2 Instrumentos para la recoleccion de informacion

Dentro de nuestro proceso de reflexion al disefiar un conjunto de tareas, hemos identificado
diferentes momentos de estudio como: las tutorias, el trabajo en los seminarios de la MDM,
el trabajo grupal y el trabajo individual. Para estos momentos de trabajo, hemos utilizado
diferentes medios para registrar y documentar lo sucedido en ellos.

En cuanto al registro de nuestras reflexiones sobre el disefio y cualificacion de tareas, se
han recolectado 37 sesiones de trabajo con el tutor, compiladas en registros de audio de
aproximadamente dos horas de duracion cada uno. En estas sesiones de trabajo se estudio y
reflexion6 sobre las RPP, las tareas, las técnicas e instrumentos de dibujo, y todo lo
concerniente a la experimentacion. El estudio de este material ha sido vital en el desarrollo,
no solo del trabajo de grado, sino de las comprensiones de los autores sobre el tema.

En lo que respecta a la experimentacion de las tareas disefiadas, el segundo grupo (de
pilotaje) alcanzé a desarrollar todas las actividades propuestas; sin embargo, el primer
grupo (objetivo) solo alcanzo a desarrollar el Taller 1 (ver anexo 1). En ambos grupos se
han hecho anotaciones en un diario de campo, para registrar las dificultades y aciertos de
las sesiones de trabajo con estudiantes, y como insumo para complementar los demas
fragmentos de informacion.

Para la experimentacion con el curso completo de estudiantes del grado séptimo, decidimos
no filmar la actividad, para no interrumpir el ambiente natural de la clase y no condicionar
las respuestas de los estudiantes, cuando dialogaban con el docente sobre las preguntas del
taller. Para el segundo grupo de estudiantes hemos filmado toda su actividad al resolver las
tareas propuestas; este registro consta de alrededor de cinco horas de videograbaciones.
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1.4.3 Caracteristicas del disefio de tareas propuesto

Hay dos aspectos que caracterizan la propuesta de disefio de tareas, como son el estudio de
las RPP desde las magnitudes en el grado séptimo y las técnicas e instrumentos para
dibujar, como contexto de trabajo. A continuacion, se argumenta el motivo de tales
decisiones en el ambito de este trabajo de grado.

En el estudio de las RPP a nivel escolar se observa cierto tipo de confusion, en especial la
razon representa una dualidad de significados para los estudiantes. Por un lado, la razén es
entendida en cuanto a su naturaleza misma, como una relacion de comparacion que
involucra dos objetos de la misma o diferente naturaleza; por otro lado, la aritmetizacion de
la raz6n como un cociente, sefiala que tiene sentido considerarla entre dos cantidades de
una misma magnitud o entre dos nimeros (Oller & Gairin, 2013, p. 333).

Lo anterior, sumado al deficiente manejo dado a tales conceptos, en los libros de texto,
como lo sugiere Guacaneme (2002), genera falta de comprension de dichas nociones. Es
por ello que, en el contexto de este trabajo de grado, se aborda el estudio de las RPP desde
la primera perspectiva, como una relacion de comparacién; concretamente es a partir de la
proporcionalidad geométrica no métrica y el estudio de las magnitudes, que se elabora la
propuesta.

Consideramos que la proporcionalidad geométrica no métrica y la semejanza de figuras,
puede abordarse en el grado séptimo desde la ampliacion y reduccién de figuras. En grados
anteriores, los estudiantes han usado la técnica de la cuadricula para reproducir figuras y
han explorado el concepto de escala en la lectura de mapas. Ademas, han enfrentado la
circunstancia de dibujar, esquematizar o diagramar la informacion que compilan en sus
apuntes, o el evento de querer comunicar sus ideas por carteleras, avisos, etc. Por todo lo
anterior, consideramos que las técnicas e instrumentos que permiten dibujar
proporcionalmente, son un interesante contexto de trabajo para el disefio y cualificacion de
tareas, para apoyar el desarrollo del pensamiento proporcional.

1.4.4 Caracteristicas del razonamiento proporcional

Luego del disefio y cualificacion del conjunto de tareas referido, se hace necesario analizar
la experimentacion de dicho material para la ensefianza. Como el propésito de las tareas
planteadas es promover el desarrollo del razonamiento proporcional, se precisa centrar la
atencion en este aspecto, para medir la eficacia de las acciones al resolver las situaciones
presentadas, y asi mismo cualificar de nuevo el disefio.

Por tal razon, buscamos en la revisién bibliogréfica, la caracterizacion de dichos elementos
del razonamiento proporcional, para construir nuestra nocion. Tomando las ideas de varios
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autores ya referidos en este estudio, un indicio de razonar proporcionalmente en los
estudiantes se vera en el despliegue de la habilidad de utilizar significativamente los
conceptos propios de las razones y las proporciones en la solucion de situaciones tipicas de
proporcionalidad directa. En consecuencia, se analiza en la experimentacion del disefio de
tareas, el uso significativo de las RPP y las estrategias que el estudiante dispone en la
solucion de situaciones de este tipo de proporcionalidad (ver Ilustracién 2).

[Elementos del razonamiento proporcional

A

cuando se cuando se

Distinguen situaciones Fuando se Aplican estrategias
proporcionales y no proporcionales v de proporcionalidad directa

[Hace uso significativo de las RPP] El factor de cambio
o factor escalar

La comparacion
de razones

El algoritmo de la
regla de tres
(Hallar la cuarta proporcional)

lustracion 2: Elementos del razonamiento proporcional, nocidn propia construida con varios referentes (Fernandez &
Llinares, 2012; Lesh, R., Post, T., & Behr, 1988; Obando et al., 2014; Silvestre & Da-Ponte, 2011)

1.4.5 Tipo de estudio y fases

Este estudio es de tipo cualitativo, basado en el estudio de casos, con la finalidad de
describir la reflexion que hacen los autores sobre su propia experiencia, al cualificar su
conocimiento sobre las RPP al disefiar un conjunto de tareas para la ensefianza. Este estudio
de caso, el de los autores al disefiar el conjunto de tareas en concordancia con Molina.,
Castro, Molina y Castro (2011), pretende documentar “las interacciones entre los
estudiantes y profesores, la evolucidn de las concepciones y en general, como se realiza la
ensefianza a lo largo de la experimentacion” (p.75).

Luego del planteamiento del problema de investigacién en el primer semestre de la MDM,
durante el segundo semestre se han revisado los aspectos tedrico-matematicos de la razon,
la proporcion y la proporcionalidad, desde varias perspectivas. Esta revision tedrica
fortalece indudablemente el disefio de las situaciones de aula y muestra para los autores del
trabajo de grado, un referente importante y decisivo que complementa el conocimiento del
profesor de matematicas para la ensefianza. Ya para el tercer y cuarto semestre, se plantea
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el disefio, experimentacion y cualificacion de las situaciones de aula que fortalezcan el
desarrollo del razonamiento proporcional en los estudiantes (ver llustracion 3).

) Ir!tereses y Planteamiento del problema de investigacion
motivaciones personales ‘ en el trabajo de grado

Actividades del Objetivo especifico 1

ENT! Ry 1. Revisidn de las perspectivas tedricas sobre RPP
undamentacion 2. Revisitn de los elementos del razonamients proporcional

Identificacidn v dizefo preliminar
de las situaciones de aula

Actividades del Objetivo especifico 2 [

[_Experimenta:idrn o pilotaje de las situan:ianesJ

Diseno de tareas "

[Reestmcturacldn de las situaciones de auIaJ

=

[Expéril‘l‘léﬂt!tiﬁl‘l de las situacionas de au!a]

Analisis [Hirada analitica a la experimentacién de tareas] ‘

m [ Retrospectiva sobre lo trabajado ]

llustracion 3: Fases del trabajo de grado

Actividades del Objetivo especifico 3
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2 MARCO DE REFERENCIA

Este capitulo recoge una serie de acuerdos conceptuales que tendremos para responder la
pregunta de indagacion en nuestro trabajo de grado. Ademas, respondiendo a lo planteado
en el primer objetivo especifico, se enunciaran las perspectivas tedricas de la razon,
proporcién y la proporcionalidad, asi como las caracteristicas del razonamiento
proporcional en el pensamiento del estudiante.

Es primordial para nosotros, fundamentar nuestro conocimiento especializado sobre las
RPP, en concordancia con el primer objetivo del trabajo de grado. Por tal razon, se efectud
inicialmente esta revision, con el propdsito de usar este saber en el posterior disefio de
tareas. Mas adelante en el escrito, el lector podra ver una contextualizacién de las
definiciones, proposiciones, etc., pero en el contexto de las tareas disefiadas.

2.1 PERSPECTIVAS TEORICAS DE RAZON, PROPORCION Y
PROPORCIONALIDAD

En este apartado se revisaran cuatro perspectivas teoricas diferentes sobre los conceptos de
razon, proporcion y proporcionalidad. Para lograr un acercamiento méas preciso de estos
aspectos se marcan varias rutas en la revision conceptual, en la consolidaciéon de una o
varias teorias sobre la proporcionalidad. A continuacion, mostramos dicha clasificacion de
perspectivas tedricas:

e El método de la Antifairesis o Antanairesis (antes de Eudoxo)

e La proporcionalidad abordada desde la obra Elementos de Euclides (Libros V, VI'y
VII)

e Lateoria de las magnitudes para la proporcionalidad.

e Lateoria de la proporcionalidad centrada en los nimeros reales.

En la medida de lo posible, desde cada perspectiva se enunciaran las definiciones de razén
y proporcion, junto con las propiedades de las proporciones y otros aspectos relacionados
con la proporcionalidad. Se hace necesaria esta revision conceptual, para precisar los
aspectos matematicos relacionados con el razonamiento proporcional, porque este estudio
favorece y amplia nuestro conocimiento sobre el objeto matematico escogido.



Luego de la revision se discutira si estas perspectivas se correlacionan o no, con lo que se
conoce en la actualidad sobre razonamiento proporcional. Es decir, verificar si desde la
literatura especializada en Educacion Matematica, lo que se conoce como razonamiento
proporcional se adecUa a una o varias perspectivas teoricas sobre las RPP.

2.1.1 El método de la antifairesis o antanairesis

Existe una teoria de la proporcion para magnitudes geométricas y para numeros, que
antecede a la presentada por Euclides en los Libros V, VI y VII de Elementos, y que se basa
en la idea de Antifairesis o Antanairesis 0 método de restas sucesivas (conocido como
algoritmo de la sustraccién de Euclides) (Guacaneme, 2015). Desde esta perspectiva se
enunciaran las definiciones de razon y proporcién solamente.

Este proceso de la antanairesis, se hace de la siguiente manera: dados dos numeros o
magnitudes homogéneas®, se resta el menor al mayor tantas veces como se pueda, hasta que
quede un residuo menor que el menor de los numeros de partida. Entonces se repite el
proceso tomando como partida el menor de los nimeros iniciales y el residuo obtenido; y
asi sucesivamente (Oller & Gairin, 2013). Este proceso genera una n-upla que resume el
proceso realizado; con esta relacion establecemos un referente o indice de comparacion
entre dos objetos (entre numeros o magnitudes).

Ejemplo 1: Veamos cémo obtener la antanairesis entre los nimeros’ 6 y 4.
Restando 6 de 4 se obtiene 2, luego 2 se compara en relacion a 4

{6;4} = {2;4}

Invirtiendo los papeles entre 2 y 4 tenemos

{42} - {2;2} - {0;2}

En total hemos hecho primero una resta y luego dos restas, de lo que se concluye que la
antanairesis entre 6 y 4 es [1,2].

Para magnitudes dadas por segmentos, veamos como se desarrolla dicho proceso en el
siguiente ejemplo.

® Por ahora se dir4 que son magnitudes de la misma naturaleza.

" Este método es tomado de Oller Marcén (2013)
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Ejemplo 2: Dados dos segmentos A y B, con la magnitud A mayor que la de B, se trata de
ver inicialmente cuantas veces cabe B en A, luego se repite el proceso con el residuo R, en
relacion a B y se continua la comparacion con R, Y R,.

A

B
- - - -
B
R.. R
=2

R, —
R

n=2

llustracién 4: Antanairesis [3,2, 2] de dos segmentos®

Para los segmentos A y B se puede ver su proceso de antanairesis en la Ilustracion anterior.
Notese que no se sabe la medida (tamafio medido por una cantidad), pero eso no importa
para realizar el proceso respectivo de la antanairesis entre los segmentos Ay B.

Dados los anteriores ejemplos podriamos establecer una comparacion entre las cantidades 6
y 4 asignada por [1,2] y entre los segmentos A y B dada por [3,2,2]. Podriamos afirmar que
esta dupla y tripla respectivamente, son una razon matematica, para cada par de cantidades
(6 y 4) y cada par de magnitudes (segmentos A y B).

2.1.1.1 Razdén matematica

Sean P y Q dos cantidades o magnitudes homogéneas, llamaremos razén matematica entre
Py Q, alarelacion de comparacion entre ellas, dada por la n-upla.

Podemos concluir para el caso de las magnitudes que si la n-upla® es finita [ay, ay, ..., ay]
tras el proceso, la razén representa la comparacion de magnitudes conmensurables y si por
el contrario la n-upla es infinita [a4, ay, ..., a,, ... ], l1a razdn dada es una comparacion de
tipo inconmensurable. Para el caso de las cantidades, el n-upla o el proceso de la

® Imagen tomada de Guacaneme (2015) del documento ¢Versiones histéricas no multiplicativas de la
proporcionalidad?

% En la n-upla, n representa el nimero de veces que se ha restado en la antanairesis.
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antanairesis siempre es finito, es importante indicar que el proceso siempre termina en un
numero finito de pasos debido a la existencia del maximo comun divisor entre cada par de
cantidades.

Ahora consideremos si se pueden establecer comparaciones, entre pares de n-uplas de
cantidades, o entre pares de n-uplas de magnitudes o entre pares de n-uplas formadas de
cantidades y magnitudes. Se sabe que estas comparaciones entre pares de razones
equivalentes dan origen a la proporcion matematica, veamos si desde esta perspectiva
tedrica también es posible.

Ejemplo 3: Analicemos la antanairesis entre 6 y 4, y entre 3 y 2, para poder establecer una
relacion entre sus n-uplas.

Ya sabemos que entre 6 y 4, tenemos la antanairesis [1,2] (por el resultado del ejemplo 1).
Para 3y 2, tenemos:

{3; 2} — {1; 2}, obteniendo una resta del primer nivel y de

{2;1} - {1;1} — {0; 1}, se obtienen dos restas sucesivas.

Dado lo anterior, la antanairesis entre 3 y 2 es [1,2], lo que nos muestra que cada par de
cantidades tiene la misma antanairesis. El conocimiento matematico actual que poseemos,
nos lleva a establecer una proporcion entre estas dos parejas de numeros (Sabemos que 6 es
adcomo 3esa?).

Ejemplo 4: Las circunferencias a continuacion, C y D, se comparan usando la hipotenusa y
uno de los catetos del triangulo rectdngulo mostrado en la figura siguiente. EI didmetro de
la circunferencia C corresponde a la hipotenusa y el didmetro de la circunferencia D
corresponde a uno de los catetos. El lado restante T, del tridngulo rectangulo resultante, se
considera como otro didmetro a relacionar junto con el diametro de D. A continuacion se
replica el mismo proceso pero usando las circunferencias D y T; (obtenida como residuo
del primer nivel). Para el tercer nivel se relacionan o comparan T; y T5.
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'*E'-”

(T) =2
. K}
Ilustracion 5: Antanairesis [3, 2, 2] de dos circulos®

Si se comparan las areas de dichos circulos, como se muestra en la anterior ilustracion, se
obtiene la antanairesis [3, 2, 2], la cual es la misma obtenida entre los segmentos A y B del
ejemplo 2. Advirtiendo que tienen el mismo resultado, al aplicar el proceso ejemplificado,
decimos que (4, B, C, D) son magnitudes proporcionales, en otras palabras A y B guarda la
misma razén que C y D.

2.1.1.2 Proporcion matematica

Dadas dos cantidades o magnitudes P y Q, se dice que son proporcionales a otras dos
cantidades o magnitudes R y S, si la n-upla generada por la antanairesis entre Py Q es la
misma que entre Ry S.

Debemos sefialar ahora, en concordancia con Guacaneme (2015), que para este tratamiento
de la proporcionalidad, no se ha recurrido en ningn momento a procesos multiplicativos,
sino a un enfoque aditivo (por restas sucesivas). Esta perspectiva se muestra en
contraposicion a la usual, donde el aspecto multiplicativo se destaca.

1% Imagen tomada de Guacaneme (2015)
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Seré recurrente durante todo el trabajo de grado, en destacar que la razén matematica, no es
una operacion asociada al cociente de dos magnitudes o numeros, sino es un indice o
relacion de comparacion asociada a un par de elementos. Desde esta perspectiva, la
comparacion esta dada por una n-upla que surge del proceso referenciado en parrafos
anteriores.

2.1.2 La proporcionalidad abordada desde la obra Elementos de Euclides

La obra Elementos de Euclides resulta de gran utilidad para establecer el conocimiento
tedrico que se tenia en la época con respecto a los conceptos estudiados. Sin embargo, no es
nuestro proposito hacer un anélisis exhaustivo de dicho texto; nos enfocaremos en mostrar
coémo este puede ser un soporte para una teoria de la proporcionalidad. De los trece libros
que conforman la obra de Euclides, son tres los dedicados a la razén y la proporcion. Oller
y Gairin (2013) sefialan para su estudio solo: el libro V, dedicado a las magnitudes, vy el
libro VI dedicado a la aritmética; no obstante, para el tema concreto de nuestro trabajo de
grado, hemos afiadido a este andlisis el libro VI dedicado a la proporcionalidad geométrica
y la semejanza.

2.1.2.1 Ellibro V, la proporcionalidad desde las magnitudes

Al revisar el Libro V de Euclides en Puertas (1994) notamos la aparicién del término
“magnitud”, comunmente esta se identifica como una caracteristica de los segmentos
geométricos que permite su comparacion. Pero podria interpretarse el término magnitud, de
una forma mas general desde esta perspectiva, como la caracteristica comdn a porciones de
superficies, de volimenes, etc. En general la magnitud es la caracteristica comun de los
elementos de un conjunto de objetos que sean medibles.

Encontramos expresamente en las definiciones de este Libro V, la aparicion de los términos
necesarios, para construir una teoria de la proporcionalidad. Desde esta perspectiva se
definiran los términos razén y proporcion, y se revisaran unas propiedades de las
proporciones dadas desde las proposiciones de este Libro V.

Razon matematica
Definicion 3: Una razén es determinada relacion respecto a su tamafio entre dos
magnitudes homogéneas (Puertas, 1994, p. 9).

Podemos observar que, con esta definicién de razén matematica, empezamos a identificar
este elemento, como una relacion de comparacion entre dos objetos, desprovista de
cantidad alguna para su referenciacion.
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Ejemplo 1:

D
@ o = e ®

llustracion 6: Razon matematica entre cantidades de longitud de segmentos

Vemos que AB es cuatro veces AD la razon respecto al tamafio de los dos segmentos es de
“ser el cuddruple”, el primero en relacion al segundo.

Aunque la razdn es una relacién entre magnitudes, no toda pareja de magnitudes forma una
razon (al menos conmensurable) se debe cumplir una condiciéon que Euclides la enuncia
como:

Definicion 4: Se dice que las magnitudes guardan razén entre si cuando, al
multiplicarse, puedan exceder la una a la otra (Puertas, 1994, p. 10)

Ejemplo 2: Considerando AE y AB del ejemplo 1, entonces como el doble de AE es mayor
a AB entonces existe una razon entre AE y AB.

Ahora si dos parejas de magnitudes guardan la misma razon, entonces son proporcionales.

Proporcion matematica

Llamense proporcionales las magnitudes que guardan la misma razon (Definicion 6).

Ejemplo 3: Considerando las siguientes razones, tomadas del mismo ejemplo 1, tenemos
que la relacion que hay entre AD y AC, y la relacion entre AC y AB, son la misma: “ser la
mitad de”. Por lo tanto AD y AC, junto con AC y AB estan en proporcion, al manejar la
misma relacion de comparacion.

Propiedades de las proporciones

A continuacion, se revisaran algunas propiedades de las proporciones que cominmente se
usan al hablar de proporcionalidad. Es decir, existe una fundamentacion tedrica desde la
obra de Euclides que permite dicha manipulacion con las proporciones. Para ello se tendra
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en cuenta el analisis de Guacaneme (2012) sobre las propiedades de las proporciones y
desproporciones™ dadas en las proposiciones consignadas en la obra de Euclides.

o Propiedades relacionadas con la equivalencia de razones

Proposicion 4: Propiedad del equimaltiplo. Si una primera magnitud guarda la misma
razén con una segunda que una tercera con una cuarta, cualquier equimultiplo de la
primera y la tercera guardaran la misma razén con cualquier equimultiplo de la
segunda y la cuarta respectivamente, tomados en el orden correspondiente (Puertas,
1994, p. 25).

Siw:x:y:z entonces Vmyn, mw : nx :: my : nz.

Ejemplo 4:
A F E B A
& ® ® ® & @
S D C
P——o—o—P . ]

lustracion 7: Propiedad del equimultiplo dado en la proposicion 4 del Libro V

La razén determinada por AF y AB es la misma que la determinada por CH y CD, Al y C]
son equimdltiplos de AF y CC" y AA’ son equimdltiplos de AB y CD por lo tanto la razén
entre 41 y CJ es la misma que entre CC"y AA'.

De la misma forma las siguientes proposiciones se relacionan con la equivalencia de
razones:

Proposicion 7: Six = y,entonces x : z:: y:zyz:x:z:y

Proposicion 9: Six : z :: y : z, entonces x = y.Y,Si z : x :: z : y,entonces x = y
Proposicion 11: Siu:va:w:xyw:x::y:z,entoncesu:v:y:z
Proposicion 15: x : y :: nx : ny

Proposicion 16: Siw : x :: y : z,entoncesw : y :: x : z

Proposicion 17: Si(w + x) : x :: (y +2z) : z,entoncesw : x it y : z

1 Son llamadas asi por Guacaneme (2012) haciendo alusion a situaciones con relacién de comparacién
diferente a la equivalencia de razones.
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Proposicion 18: Siw : x :: y : z, entonces (W + x) : x :: (y +2) : z
Proposicion 19: Si(w +x) : (y+z) ::w:y,entonces W+ x): (y+2z) 1 x:z
o Propiedades relacionadas con la desigualdad de razones

Proposicién 8: De magnitudes desiguales, la mayor guarda con una misma magnitud
una razoén mayor que la menor, y la misma magnitud guarda con la menor una razén
mayor que con la mayor (Puertas, 1994, p. 31).

Six<yentoncesz:x > z:yyx:z > y:z.

Esta propiedad primero identifica que se puede establecer una relacion de orden entre
razones, desde la relacion de orden de las magnitudes, y ademas que el orden de
relacionarlas importa asi si A y B son las magnitudes donde A <B y C es la tercera
magnitud entonces (B,C) > (A4,C) y (C,A) > (C,B). El reciproco de esta propiedad
también es cierta (Proposicién 10). Si x : z < y : z, entonces x > y.

Asi mismo existen otras proposiciones relacionadas con situaciones “desproporcionales”
como:

Proposicion 8:six < yentoncesz:x > z:yyx:z > y:z
Proposicion 13: Siu:va:w:xyw:x >y :z,entoncesu:v >y:z
Proposicion 14: Siw : x :: y : zyw S y, entonces x S z

o Otras propiedades dadas en las proposiciones

Proposicion 16: Propiedad de alternancia. Si cuatro magnitudes son proporcionales,
también por alternancia seran proporcionales. Cuando hablan de cuatro magnitudes
proporciones se refiere a que la razén de la primera y la segunda es igual a la tercera y
la cuarta, si se tiene lo anterior entonces también se cumple que la razén de la primera
con la tercera sea igual a la segunda con la cuarta (Puertas, 1994, p. 42).

Siw:x:y:zentoncesw :y:tx: z.
Otras proposiciones revisadas son las siguientes:
Proposicion 20: Siu:v i x:yyv:w:=y:zyu < w,entonces x

w, entonces x

VIA  VIA

VIA  VIA

Proposicion 21: Siu:v:y:zyv:wax:yyu

Proposicion 22: Sixy 1 x, Y1 1 Y2 ,X2 P X3 3 Ye i V3, e,
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Y Xpo1tXn 2 YpqtYn, ENONCES X1 : Xy 32 Y1t Yy

Proposicion 23: Siu:v:iy:zyv:w:ix:y,entoncesu:w i x: z
Proposicion 24: Siu:v:w:xyy:v: z:x,entonces(u+y):v:(w+2z):x
2.1.2.2 Ellibro VI, la proporcionalidad geométrica y la semejanza

En este libro desarrolla una teoria de la proporcionalidad geométrica y la semejanza,
centrada en las magnitudes, sin incorporar la medida de la cantidad de dichas magnitudes,
no obstante, si se considera la cantidad de magnitud. Es decir, bajo esta perspectiva de
Euclides, por ejemplo, se puede considerar qué tan largo es un segmento de recta (cantidad
de magnitud), pero sin incorporarle un nimero que determine esta propiedad (medida de la
cantidad de magnitud).

En este apartado no se observan asociaciones a las definiciones concretas de la razon y la
proporcidn; se encuentran proposiciones que cimientan una teoria sobre la proporcionalidad
geométrica y la semejanza; a nuestro modo de ver se muestra un contexto de aplicacion de
la proporcionalidad definida en el libro V. Por tal razon, a continuacion se enuncian la
definicién 1 y algunas proposiciones™ que se relacionan con los contextos o situaciones
planteadas, en el conjunto de tareas de este trabajo de grado.

Definicion 1. Figuras rectilineas semejantes son las que tienen los angulos iguales uno
a uno y proporcionales los lados que comprenden los angulos iguales (Puertas, 1994, p.
55).

Se entiende en esta definicion una nocién de semejanza para las figuras rectilineas
(poligonos), no asi para aquellas formadas por segmentos curvos. Se establecen con esta
definicién las dos condiciones que conocemos actualmente para la semejanza de triangulos,
angulos congruentes y proporcionalidad entre los lados que los forman; estos pares de lados
deben ocupar posiciones analogas. Ademas, es claro que la disposicion de las figuras
rectilineas de la ilustracion siguiente, muestra la misma forma u orientacion sobre el plano,
pero podrian disponerse de forma diferente, al aplicarse una rotacién o una reflexion sobre
alguna de ellas y la condicion de semejanza que plantea Euclides se mantendria.

interpretaciones; ad
sino letras mayusculas



llustracion 8: Figuras rectilineas semejantes.

Definicion 3. Se dice que una recta ha sido cortada en extrema y media razon cuando la
recta entera es al segmento mayor como el (segmento) mayor es al menor (Puertas,
1994, p. 56).

Mientras que la definicidn 1 hace alusion a la semejanza de figuras, la definicion 3 refiere a
la proporcionalidad geométrica entre segmentos. Es decir, la semejanza es una relacion
entre figuras rectilineas, mientras que la proporcionalidad geométrica es una relacién entre
las proporciones que se pueden establecer entre las cantidades de magnitud de objetos
geométricos. Para ilustrar la proporcionalidad geométrica veamos el siguiente ejemplo, en
la Ilustracion 9, el segmento CD corresponde al doble de AB y la razon asociada entre ellos
seria 2 (no como ndmero, sino como cantidad de longitud), de la misma manera GH
corresponde al doble de EF y asi los cuatro segmentos cumplen una relacion de
proporcionalidad: CD es a AB como GH es a EF.

[ —

llustracion 9: Proporcionalidad entre segmentos

Proposicién 4: En los triangulos equiangulos, los lados que comprenden los angulos
iguales son proporcionales y los lados que subtienden los angulos iguales son
correspondientes (Puertas, 1994, p. 62).

27



lustracién 10: Triangulos equiangulos
Esta proposicion sefiala el término equiangulo, para aluair a a&ngulos iguales en pares de
figuras que se comparan; preferimos llamarlos congruentes. Ademaés, esta proposicion
permite establecer diferentes razones que forman varias proporciones.

Segun la anterior ilustracion se tienen por ejemplo las siguientes proporciones: AB es a EC
como AC es a ED, AC es CB como ED es a DC, CB es BA como DC es CE. Se puede
apreciar que en la ilustracion hay dos tridngulos semejantes y que estos cumplen la
definicién 1.

Proposicién 5: Si dos triangulos tienen sus lados proporcionales, los tridngulos seran

equiangulos y tendran iguales los angulos a los que subtienden los lados
correspondientes. (Puertas, 1994, p. 63)

Esta proposicion 5 es la expresion reciproca de la proposicién 4. Antes a partir de la
definicion de tridngulo equiangulo se establecia la proporcionalidad entre las cantidades de
longitud de los lados, ahora en la proposicion 5, a partir de la proporcionalidad entre
cantidades de longitud de lados se establece la congruencia de angulos correspondientes del
triangulo.

Proposicion 6: Si dos triangulos tiene un angulo (del uno) igual a un angulo (del otro)

y tienen proporcionales los lados que comprenden los angulos iguales, los triangulos

seran equiangulos y tendran iguales los angulos a los que subtienden los lados
correspondientes (Puertas, 1994, p. 65).
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A . c D ¥
lustracion 11: Triangulos que cumplen la proposicion 6

Se puede apreciar en la ilustraciéon anterior que los tridngulos son equiangulos, como lo
sefiala Euclides, debido a que tienen dos angulos congruentes, a y o’ y los lados que forman
dichos angulos son proporcionales, esto es: BA es AC como ED es DF. Lo anterior no es
otra cosa que el criterio de la semejanza de tridngulos que conocemos como LAL.

Por otro lado podemos precisar la congruencia no como la igualdad de angulos, sino como
la equivalencia de las cantidades de amplitud de los mismos. Siendo un poco estrictos con
el lenguaje, podriamos decir cuando expresamos angulos iguales, aquellos que refieren a
angulos que ocupan la misma posicién y tienen semirrectas o segmentos iguales, pero esto
no lo interpretamos asi.

Proposicién 12: Dadas tres rectas, encontrar una cuarta proporcional (Puertas, 1994, p.
74).

Entendemos el procedimiento de la regla de tres, como el enunciado que dice que dados
tres valores conocidos se puede hallar un cuarto, si los dos pares de términos son
proporcionales. No obstante, en el libro VII se habla de proporcionalidad geométrica y esta
proposicién se refiere a las longitudes de los segmentos, como magnitudes y no como
nameros. Segun Puertas (1994) para analizar este aspecto del algoritmo de la regla de tres,
como hallar la cuarta proporcional entre numeros, se debe revisar en el Libro 1X, las
proposiciones 18 y 19.

La proposicion 12 se puede justificar desde el teorema de Thales, dadas dos rectas
paralelas sobre otras dos que se cruzan, estas generan cuatro segmentos proporcionales,
entonces conocidas las longitudes de tres de ellos es posible hallar la cuarta longitud del
segmento proporcional a los anteriores. Esta construccion geométrica con regla y compas
permite dividir un segmento cualquiera en n-partes iguales.

Proposicion 15: En los tridngulos iguales que tienen un angulo (de uno) igual a un
angulo (del otro), los lados que comprenden los angulos iguales estan inversamente
relacionados. Y aquellos tridngulos que tienen un angulo (de uno) igual a un angulo
(del otro) cuyos lados que comprenden los angulos iguales estan inversamente
relacionados, son iguales (Puertas, 1994, p. 77).
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lustracion 12: Triangulos referidos de la proposicion 15

Para explicar esta proposicion seguiremos la ilustracion anterior, en ella se pueden apreciar
dos angulos congruentes oy o’ que a su vez generan la siguiente proporcion: AE es EB
como CE es ED. Notese que hay una relacion de comparacion (razén) entre un lado del
triangulo A AEC y otro lado del tridngulo A BED, es decir una proporcionalidad
geométrica entre dichos segmentos.

Proposicién 19: Los triangulos semejantes guardan entre si la razén duplicada de sus

lados correspondientes (Puertas, 1994, p. 83).

Para ilustrar al lector podemos ver en la imagen siguiente, la situacién contemplada en la
proposiciéon 19. En ella se establece la semejanza de los tridngulos A ABC y A FDE,
ademéas de la proporcionalidad entre las cantidades de longitud de los lados de los
triangulos de la siguiente forma: AB es BC como DE es EF.

llustracion 13: Triangulos referidos en la proposicion 19

Proposicion 21: Las figuras semejantes a una misma figura rectilinea son también
semejantes entre si (Puertas, 1994, p. 89).
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lustracion 14: Tres figuras rectilineas semejantes

Es bastante claro, segln la anterior ilustracion, que si las figuras B y C son semejantes a la
figura A, entre las dos (B y C) también debe haber la misma correspondencia. Lo anterior
debido a aplicar la definicion 1 entre las figuras A y B, asi como entre las figuras Ay C, en
todas ellas los angulos son congruentes uno a uno, asi como la cantidad de longitud de sus
lados son proporcionales entre si; y estas mismas propiedades se trasladan a la comparacion
entre By C.

Proposicién 26: Si se quita de un paralelogramo un paralelogramo semejante y situado
de manera semejante al paralelogramo entero que tenga un &ngulo comun con él, esta
en torno a la misma diagonal que el (paralelogramo) entero (Puertas, 1994, p. 97).

Esta proposicién plantea la semejanza entre paralelogramos que comparten una diagonal
(ver la siguiente ilustracion). De esta forma el paralelogramo MNOP es semejante al
paralelogramo MSQR, porque ellos cumplen con la definicion 1, y se pueden establecer las
siguientes proporciones entre los segmentos referidos: MN es MS como MP es a MR, PO
es RQ como ON es a QS entre otras. Esta comparacion de proporcionalidad es referida a
las cantidades de longitud de dichos segmentos y a la cantidad de amplitud de los angulos
correspondientes.

lustracion 15: Paralelogramo que ilustra la proposicion 26

Proposicién 32: Si dos triangulos que tienen dos lados (de uno) proporcionales a dos
lados (del otro) se construyen unidos por un angulo de modo que sus lados
correspondientes sean paralelos, los restantes lados de los tridngulos estaran en linea
recta (Puertas, 1994, p. 106).
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lustracion 16: Triangulos unidos por un angulo y lados correspondientes paralelos

Como se aprecia en la ilustracion anterior, los tridngulos A ABC y A BDE son semejantes
por la definicion 1 y se establece la proporcion CA es EB como CBes a ED; se puede
apreciar ademas que hay varios segmentos de los triangulos (lados) que son paralelos: CA 'y
EB, CByED, asi como AB y BD. Esta proposicion 32 ilustra tanto la semejanza de figuras
rectilineas como la proporcionalidad geométrica entre segmentos de lados.

2.1.2.3 El libro VII, la proporcionalidad desde las cantidades

En este libro se plantea una teoria sobre la proporcionalidad centrada sobre nimeros, es
decir desde la Aritmética (Oller & Gairin, 2013). En este libro, como afirman los mismos
autores al estudiar la obra de Euclides, no se hace una definicion clara y precisa sobre los
términos “razén” y “proporcion”, pero si se hace alusion directa a ellos a partir de tres
relaciones diferentes, entre cada par de nimeros. Esto no quiere decir que la razon o la
proporcién sea un numero en si, sino que estas son el resultado de la comparacion de dos
elementos, en este caso nimeros.

2.1.2.4 Razdn matematica

Como se dira recurrentemente a lo largo de este capitulo, una razén es una relacion
matematica. Euclides define tres relaciones que son disyuntas, es decir una de ellas no
depende de las otras dos para definirse o referenciarse.

Definicién 3: Relacién parte. Un nimero es parte de un nimero, el menor del mayor,
cuando mide al mayor.

Definicién 4: Relacién partes. Un nimero es partes de un namero, el menor del mayor,
cuando no mide al mayor.

Definicion 5: Relacion maltiplo. el mayor es multiplo del menor cuando es medido por
el menor (Puertas, 1994, p. 113).
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Si dos numeros se relacionan mediante una de las tres relaciones anteriores entonces
diremos que los numeros determinan una razoén.

Ejemplo 1:

llustracion 17: Los tres tipos de relacion entre nimeros

El nimero dado por AD mide a AB por lo tanto AD es parte de AB, como AD no mide AU
entonces AD es partes de UB y como CU mide a ADentonces AD es multiplo de CU.
Observe que AD se ha relacionado con otras medidas mediante las tres relaciones
enunciadas, y para cada relacion que involucre a AD esta se relaciona con otras medidas
diferentes. En otras palabras, los conjuntos que determinan cada relacion son disyuntos,
donde los elementos de esos conjuntos son parejas de magnitudes que se relacionan
mediante una de las tres relaciones definidas anteriormente.

2.1.2.5 Proporcién matematica
Definicion 21: Unos nameros son proporcionales cuando el primero es el mismo
maultiplo o la misma parte o las mismas partes del segundo que el tercero del cuarto
(Puertas, 1994, p. 118).

Ejemplo 2: Los nimeros CU,AD, AC y AB del ejemplo 1, son proporcionales porque AD es
el doble de CU y AB es el doble de AC.

2.1.2.6 Propiedades de las razonesy proporciones

Dentro de las proposiciones de este libro de la obra de Euclides, se destacan algunas que
pueden ser tomadas como propiedades de las razones y proporciones matematicas desde
esta perspectiva. Sin embargo, el tratamiento e interpretacion de estas proposiciones no es
tan evidente como lo apreciado en el Libro V, donde aparecia de manera mas explicita.

Proposicion 4: Propiedad de la existencia de la razon. Todo nimero es parte o partes
de todo nimero, el menor del mayor (Puertas, 1994, p. 126).

Proposicion 5: Propiedad de la suma entre razones. Si un nimero es parte de un
nimero, y otro es la misma parte de otro, la suma sera también la misma parte de la
suma que el uno del otro (Puertas, 1994, p. 127).

En términos de razones, si la razon entre A y B, dos nimeros, es la misma que entre C y D,
otros dos numeros, entonces la razénentre A+ Cy B + D eslamismaque Ay C.
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Proposicién 9: Propiedad de alternancia de razones. Si un ndmero es parte de un
nimero y otro numero es la misma parte de otro, también, por alternancia, la parte o
partes que el primero es del tercero, la misma parte o partes sera el segundo del cuarto
(Puertas, 1994, p. 131).

Obsérvese que esta propiedad también es enunciada en el libro V de Euclides (ver sesion
anterior) y se conoce como el ‘‘intercambio de medios’’ en una proporcion. La proposicion
10 la enuncia para la relacion partes, mientras que la proposicién 13 la enuncia para toda
proporcion.

Proposicién 19: Propiedad fundamental de proporciones. Si cuatro ndmeros son
proporcionales, el producto del primero y el cuarto sera igual al del segundo y el
tercero; y si el producto del primero y el cuarto es igual al producto del segundo vy el
tercero, los cuatro nimeros seran proporcionales (Puertas, 1994, p. 141).

Esta propiedad permite relacionar las razones iguales con la multiplicacion de nameros, es
decir que ya no se necesitaria determinar cuando dos relaciones son la misma (iguales),
solo bastaria con multiplicar los medios y multiplicar los extremos y si los productos son
los mismos entonces se estableceria una proporcion.

Pensamos que en esta interpretacion se da la ruptura entre lo relacional, caracteristico de las
razones, y lo operativo distintivo del manejo de cantidades. La proporcion debe ser
entendida y dispuesta para la ensefianza, como la comparacion de relaciones iguales y no
como un algoritmo carente de significado. La proposicion 19 del Libro VI1I, mal entendida
desde la teoria de las cantidades, no permite inferir comparaciones entre parejas de razones
matematicas.

2.1.3 Teoria de las magnitudes para la proporcionalidad

Al hablar de proporcionalidad es inevitable usar términos como: magnitud, cantidad,
medida, espacio de medida o espacio métrico, entre otros, por eso es necesario precisar en
el lenguaje, porque recurrentemente serdn usados estos conceptos, por tanto, deben
considerarse sus alcances y los ambitos de aplicacion de lo referenciado. Teniendo en
cuenta lo estudiado por Guacaneme (2001) y Obando, Vasco, y Arboleda (2009) se
enunciara el concepto de magnitud, y como se puede hacer una aproximacion al concepto
de proporcionalidad desde esta perspectiva.

2.1.3.1 El concepto de magnitud

Segun la RAE, el término “magnitud” se asocia con el tamafio de los cuerpos, pero desde el
punto de vista de la Fisica, es una propiedad o caracteristica de los objetos que puede ser
medida; (e.g., la longitud, el area, el volumen, la temperatura, el peso, etc.). Pero es
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conveniente desde el punto de vista de las Matematicas, para nuestro propdésito de
formalizacion dentro de la teoria a construir, enunciar un concepto que abarque los
diferentes conjuntos que podrian ser medibles (si se nos permite la asociacion de ideas).

Esta formalizacién inicia con el enunciado de la magnitud, como un conjunto especial,
segun lo sefiala Guacaneme (2001):

Si en un conjunto homogéneo™® Mse ha definido la operacién suma (+), los
elementos de M definen una magnitud, entendiendo por tal la cualidad comun que
hace que los elementos de M sean igualables y sumables (p.75).

En otras palabras la magnitud es el concepto usado para asociar una cualidad comdn a
todos los elementos de un conjunto, esta cualidad permite relacionarlos (igualarlos) y
operarlos (sumarlos) (Guacaneme, 2001; citando a Troconiz y Belda, 1959). Usualmente
este término se vincula con las magnitudes fisicas y geométricas usuales, pero el sentido del
conjunto M, mencionado anteriormente, es mucho més amplio, pues se aplica a todo
conjunto que muestra esta estructura particular, con una cualidad comin entre sus
elementos.

Ahora la pregunta seria cbmo poder comparar los elementos de M entre si, para establecer
diferenciaciones entre sus elementos. Un principio de orden permitird una estructura mas
robusta para nuestro propdsito de precisar los conceptos, ademas de establecer
comparaciones entre los elementos del conjunto referenciado.

Dado lo anterior Guacaneme (2001) también precisa que: “una magnitud se llama escalar
si los elementos de M se pueden ordenar linealmente®®” (p.78).

Segln esto muchos conjuntos numéricos serian a la vez magnitudes escalares; estarian
dentro de esta clasificacion, los enteros, los racionales y los reales, con la suma usual y el
orden mencionado antes, asi mismo los numeros complejos también serian magnitudes, con

13 Se dice que un conjunto no vacio M, es homogéneo, si entre sus elementos se puede establecer una relacién
de igualdad (=), la cual es una relacion de equivalencia, es decir, a la vez es reflexiva, simétrica y transitiva.

¥ La suma es una operacién cualquiera definida en el conjunto M, tal que aplicada a dos elementos
cualesquiera A, B de M, da cuenta de otro (A + B) de M, denominado suma entre A y B; esta suma satisface
los principios de: uniformidad, conmutatividad, asociatividad y de la existencia del elemento neutro (todo
elemento de M, al sumarse con este elemento da como resultado él mismo).

1> Se entiende que los elementos de M se pueden ordenar linealmente cuando es posible definir en M una
relacion de orden (<) si se verifican las siguientes condiciones:

i) VA, B € M, se verifica una y sélo una de estas relaciones: A=B6A < B 0A > B.

i) VA,B,CE M,siA<ByB < C(Centoncesd < C

iii) VA,B,CeE M,siA<BentoncesAd+C<B+C
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la suma definida dentro de su estructura numérica, pero con un orden particular. Lo que
formalmente implicaria asociar los numeros con las magnitudes, bajo este punto de vista
(Guacaneme, 2001, p. 78).

2.1.3.2 Razén matematica

Usualmente se acostumbra asociar el concepto de razon matematica a un cociente, pero
buscaremos otra via de entendimiento que no genere contradicciones, para nuestro
proposito usaremos el concepto de pareja ordenada.

Si se opera el conjunto M; (el mencionado antes para definir la cualidad magnitud) con
otro M, de la misma naturaleza, mediante el producto cartesiano, se obtiene otro conjunto
de parejas ordenadas que usualmente se refiere al conjunto M; X M, que representa todas
las relaciones entre los elementos de los conjuntos M; y M, en ese orden respectivo.

En concordancia con lo anterior entendemos por razén matematica a cualquier elemento
de M, X M,.

Por ahora no interesa precisar o saber como se da esta relacion de M; hacia M, solo
conviene decir que (a, b) forma una razon matematica, y que obviamente las razones (a, b)
y (b,a) no son las mismas'®, porque es claro que no representan el mismo elemento
matematico, por el sentido de la misma relacion (de M; hacia M) y por la vision usual de
cociente con el que se abordan las razones matematicas, es decir no representan la misma
cantidad. Ademas puede darse dicha relacion dentro de un mismo conjunto inclusive (de M
en M), por ejemplo cuando se comparan longitudes, areas o volumenes entre si.

2.1.3.3 Proporcion matematica

Ahora bien, desde la forma usual, la igualdad de dos razones define o forma una
proporcion, desde esta perspectiva, una proporcion se define como la relacion entre
relaciones (razones).

Dado el conjunto M; x M, existe una relacion R de parejas de parejas ordenadas tal que:

R ={((a,b),(c,d))e My x M, / (a,b) = (ac,ad)},cona € R

16 Ademas el hecho que exista (a,b) no garantiza que exista (b,a) tomese el caso de R x N, existe (-2,2) pero
no existe (2,-2).

36



Asi R forma un nuevo conjunto al que denotaremos por [(a, b)], la clase de equivalencia'’
de todas las parejas ordenadas de M; X M, que cumplen la relacion R. Esta relacion de
equivalencia, determina parejas (de parejas ordenadas) que estdn en proporcion. Los
elementos de R son de la forma: ((a, b), (ac, ad)).

En relacion a la pareja (a, b)'® se establecerian asi infinitas parejas (c,d) que estén en
proporcién a (a, b), bastaria con multiplicar cada componente de (a, b) por un «a diferente
cada vez. No obstante M; x M, define algunos puntos, si la naturaleza de los conjuntos es
finita, como también podria ser una cuadricula infinita de puntos (en cuanto a su extension
como superficie), si el producto cruz se define entre N x N, volviéndose esta cada vez méas
densa si se usan otros conjuntos numeéricos (racionales, reales, etc.).

Por ejemplo si tomamos dentro de N x N, a la pareja (2,1), a esta se le pueden asignar las
parejas (4,2), (6,3), (8,4) y (10,5) entre otras (ver llustracion 18).

Relacion de proporcionalidad
M

llustracion 18: Relacion de proporcionalidad desde la teoria de las magnitudes

En el ejemplo anterior cada pareja en relacion a las otras forma una proporcién, ademas
podria establecerse visualmente una linea imaginaria o rayo desde el origen (linea punteada
en la figura anterior) en el plano cartesiano, sobre la cual estarian todas aquellas parejas
ordenadas de N x N que son proporcionales a la pareja (2,1). Dicha cantidad de parejas
ordenadas seria infinita, dependiendo la cantidad de puntos o parejas, de la naturaleza
discreta o continua del conjunto M.

Es claro que anteriormente relacionamos parejas ordenadas vinculadas a (2,1), es decir que
son proporcionales a ella; pero también existen otras familias de parejas proporcionales, y
estas tendran su propio rayo desde el origen con diferente inclinacion al que cruza por

" Es de equivalencia si la relacion es reflexiva, simétrica y transitiva. Ademés, no podemos hablar de parejas
iguales, porque sélo habria una sola pareja relacionada a si misma.

18 parejas ordenas diferentes a (0,0)
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(2,1). Existen ademéas muchos tipos de familias de parejas ordenadas (que puede ser
proporcionales 0 no proporcionales), pero solo nos ocuparemos de aquellas con cierta
caracteristica o aplicacion funcional particular.

2.1.3.4 Lafuncion de proporcionalidad

Segun la RAE, la “proporcionalidad” es una conformidad o proporcién de unas partes con
el todo o de cosas relacionadas entre si. Para nuestro propdsito, en relacion a lo ya
mencionado anteriormente, definiremos la proporcionalidad como una funcion.

Sea f: M, — M, una funcién®™ biyectiva, llamada proporcionalidad, tal que:

a) f(ay+ay)=f(a;)+ f(a,) (Homogeneidad con respecto a la suma).
b) f(la) = Af(a) (Homogeneidad con respecto a la multiplicacion por un
escalar).

C) VaeMl,%a) = k.
Siguiendo con el ejemplo anterior de proporciones definido en N x N, veamos qué pasa con
esta lista de parejas ordenadas: (2,1), (4,2), (6,3), (8,4) y (10,5), a la luz de esta
definicion.
Para las parejas (2,1) y (4,2) se tiene la propiedad a); f(2 +4) = f(2) + f(4), por lo
tanto f(6) = 1 + 2, es decir verifica la primera propiedad f(6) = 3.

Asi mismo existe un A, tal que f(3 x2) = 3Of(2), por el cual f(6) = 3®1, verificando
nuevamente que f(6) = 3; comprobando la propiedad b) para este caso.

Para el lector debe ser claro, luego de verificar para las cinco parejas listadas en el ejemplo,

fe) _ 1

el cumplimiento de la propiedad c). Un caso particular mostraria que ~ = también se

f8 _ 1

puede corroborar que - = Algunos Ilaman a este Gltimo valor obtenido la constante de

proporcionalidad (k).
2.1.4 Teoria de la proporcionalidad centrada en los nimeros reales

Consideramos que esta perspectiva es la usual, en el tratamiento que se da a los aspectos
relacionados con la proporcionalidad. No es nuestra intencion profundizar en la naturaleza
del nimero real, como elemento abstracto, representable a partir de los infinitos puntos que

YDefinida entre dos conjuntos homogéneos, con una suma definida y un orden establecido, es decir con una
magnitud definida.
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componen una recta numérica. En ella, por ejemplo, el nimero real puede representar una
doble naturaleza, como magnitud o cantidad.

El nimero real puede ser una magnitud, cuando se considera una porcion de la recta
numérica (un conjunto de puntos, un segmento) o puede representar una cantidad, una
posicién, o un valor especifico sobre ella (un Unico punto). Consideramos que esta doble
naturaleza del numero real, tiene fuertes implicaciones sobre la ensefianza de la
proporcionalidad. Las concepciones que tienen los docentes sobre el nimero real y los
elementos de la proporcionalidad, inciden decisivamente sobre sus practicas docentes, de
ahi la importancia de buscar precision en los conceptos o al menos otros enfoques tedricos
de la proporcionalidad.

Tomaremos de Guacaneme (2001) las siguientes definiciones. En primer lugar, definamos
el concepto de fraccion de nimeros reales, como un ente constituido por un par ordenado
de nameros reales, donde se supone el segundo de ellos no cero. Si a y f son estos, la

., . ., . .
fraccion se representa asi: E A pesar de usar la fraccién, no necesariamente nos referiremos

a un cociente entre dos reales, sino mas bien a una pareja ordenada de nimeros reales.

Dado lo anterior, precisaremos el siguiente conjunto, un conjunto de fracciones reales que
puede denotarse como Fr = {(a,f)/a €R,L € R— {0}} = R x R- {0}. Por ahora
no se aclarard porque las segundas componentes, no pueden ser 0, sin embargo sabemos
que si hay razones con consecuente 0, igual se acomodarian a este modelo que se quiere
construir.

2.1.4.1 Razdén matematica

. . . X , - -7 7 ,
Al cociente indicado 3 0 a : B se le denomina también razén de los nimeros a y 8, donde

a (dividendo) es llamado antecedente y £ (divisor) consecuente.

Analizando dicha definicién podriamos inferir, al hablar de igualdad entre el cociente
exacto y la fraccion de nimeros reales, ciertas contradicciones, como por ejemplo ver una
pareja ordenada (a, 8) con doble naturaleza, como nimero real y como pareja de nUmeros
reales. Tal vez la doble naturaleza del nimero real, como se sefial6 antes, permita hacer
esto, pero esto genera algo de confusion.

Establecer una funcion que transforme la pareja en un Unico valor resolveria la anterior
cuestion. Una funcion que convierta la pareja (a,) en un ndmero real y, 0 mas
precisamente una funcidon cociente F : Rx R— {0} - R, que asigna a cada pareja
ordenada (a, 8) el cociente exacto y de a y 5.
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Un criterio de equivalencia (no de igualdad) entre fracciones, en el cual las fracciones son
. A . . . .
equivalentes (% = ﬁ), determina un nuevo conjunto de fracciones equivalentes a otra dada.

Se ha definido una relacion de equivalencia en el conjunto Fy, a través del cociente exacto,
es decir, una relacion de equivalencia entre parejas ordenadas diferente a la igualdad usual.
Es obvio que esta relacion de equivalencia (=) determina una particion del conjunto Fp;
como lo sefiala Guacaneme (2001) cada una de las clases de equivalencia asi determinadas
podria representarse a través de una de las fracciones de términos reales, o por el cociente
exacto asociado mediante F.

De lo anterior puede deducirse, de la misma forma que se hizo en la perspectiva de la
proporcionalidad desde la teoria de las magnitudes, que cada par de términos de dicha clase
de equivalencia, forma una proporcion matematica. Por ejemplo, las parejas (4,2) y (6,3),
tienen asociado bajo F el cociente 2, y ambas parejas ordenadas pertenecen a la clase de
equivalencia generada por la pareja (2,1).

2.1.4.2 Proporcién matematica
Llamaremos proporcién a la igualdad de dos razones y la escribiremos asi:

~

obiena:B =y:6

IR
& I=

donde los nimeros a y & se llaman extremos y los nimeros § y y medios; el niUmero § se
denomina también cuarta proporcional de los nimeros a, By v .

Coincidimos con Guacaneme (2001) en pensar que:

... La proporcién como una relacion definida entre dos elementos de Fyr —es decir,
una relacion entre dos parejas ordenadas— que podriamos representar a través de la
pareja ordenada de parejas ((a,f ), (y,d ))—e incluso, sacrificando el rigor, a través
de la cuadrupla ordenada (a, 8,y, 8)— tal que sus elementos satisfagan la condicion
a Y

3 =5 p.69.

De la misma manera que lo hicimos en la anterior perspectiva tedrica de la
proporcionalidad, podriamos establecer un rayo (linea desde el origen de coordenadas), al
representar graficamente aquellas razones (parejas de numeros reales), que forman una
proporcion con una razon dada. Bastaria con definir un conjunto (subconjunto de Fg)
donde se ubicaran aquellas parejas que forman una proporcion con una pareja dada.

Asi dado el conjunto Fr X Fr podriamos construir un subconjunto P de Fyr X Fp tal
que todos sus elementos fuesen proporciones, es decir:
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P= {((a,ﬁ), (y’ 6)€TIR X T]R/((X,B) = (y' 6)}
2.1.5 Larazdny la proporcion como relaciones de comparacion

Hasta aqui se revisaron los cuatro referentes tedricos mencionados, tratando de buscar
definiciones para los términos de razon y proporcion desde cada perspectiva. Se puede
concluir que, desde cada una de las perspectivas examinadas, tanto la razén como la
proporcion se tipifican como relaciones de comparacion entre dos objetos matematicos, que
pueden ser tanto nimeros como magnitudes. También es oportuno sefialar que quitarle ese
sentido de la comparacidn relacional a estos elementos matematicos (la razon y proporcion)
por la necesidad de operar o cuantificar es quitarles la esencia a estos elementos. Es en este
punto donde surgen contradicciones porque al momento de la ensefianza, se evidencia
prioridad por estimar mediante una cantidad dichas relaciones de comparacion.

Asi mismo se precisé principalmente desde la obra Elementos de Euclides, las propiedades
de las proporciones que pueden aportar de manera significativa a la elaboracion de las
situaciones de aula que se disefian en el trabajo de grado. Es bastante evidente la influencia
que Euclides ha mostrado sobre toda la obra matematica, durante mas de dos mil afios, lo
cual no se debe despreciar. Podrian haberse tomado otros referentes tedricos para tal fin,
pero Elementos fundamenta el sentido tedrico que captura la propuesta de intervencion en
el aula del trabajo de grado.

En la siguiente seccion se precisara qué elementos posee el razonamiento proporcional y
qué relacion guarda este con las perspectivas tedricas revisadas en esta seccion. Explorar
esta forma de razonar es el interés primordial del estudio del trabajo de grado, porque al
elaborar una propuesta de intervencién en el aula se hace necesario caracterizar que es el
razonamiento proporcional.

2.2 RAZONAMIENTO PROPORCIONAL

En esta seccidn se enuncian los elementos que caracterizan el razonamiento proporcional,
porque es de nuestro interés identificar estos rasgos para ser usados en el desarrollo del
trabajo de grado. Este aspecto del pensamiento es una herramienta vital en la resolucion de
problemas que involucran la proporcionalidad, entre cantidades (ndmeros) o entre
magnitudes, pero son las segundas nuestro foco de atencién en el contexto de este escrito,
especificamente como relaciones de comparacion.

La investigacion sobre el tema muestra que esta forma de pensamiento esta asociada a la
razon y la proporcion, pero como lo sefialan Perry, Guacaneme, Andrade y Fernandez
(2003, citando a Freudenthal, 1983), la ensefianza de estos elementos ha estado centrada en
los contextos numeéricos, asociando la razon a un cociente o0 numero y a la proporcion a la
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igualdad de dos cocientes o dos numeros, desconociendo el caracter de relacion de
comparacion de dichas relaciones matematicas.

Dentro de la busqueda de estos rasgos del razonamiento proporcional, creemos que esta
forma de pensamiento en los estudiantes, se expresa en el desempefio de habilidades
relacionadas con la selecciéon, implementacion y evaluacién de estrategias para la
resolucion de problemas; ademas de la justificacion y la comunicacién de estas y sus
resultados.

2.2.1 ¢Queé es el razonamiento proporcional?

Para muchos autores es referencia obligada considerar las ideas de Lesh, R., Post, T., y
Behr (1988, p. 93) sobre el razonamiento proporcional, como la habilidad que le permite a
las personas, abordar situaciones asociadas a la variacion, el cambio, un sentido de
covariacion y comparaciones mdltiples, y la capacidad de procesar y almacenar
mentalmente varias piezas de informacion; este esta estrechamente ligado con la inferencia
y la prediccién e involucra tanto métodos de pensamiento cuantitativo como métodos de
pensamiento cualitativo®.

Segun Lamon (2012) este tipo de razonamiento tiene que ver con el nivel de
argumentacion logrado para justificar enunciados y que establecen las relaciones
estructurales entre cuatro cantidades. Estos enunciados estdn hechos en contextos que al
mismo tiempo involucran la covariacién entre cantidades y la invariancia de razones o
productos, por lo tanto el razonamiento proporcional podria ser considerado como la
habilidad que no so6lo permite diferenciar la relacion multiplicativa entre dos cantidades,
sino, también como la capacidad de poder extender dicha relacion a otro par de cantidades
(Sanchez Ordofiez, 2013, p. 12).

El razonamiento proporcional visto asi, resulta restringido y descontextualizado de un
sinnimero de situaciones que podrian asociarse a esta manera de argumentar o justificar
procedimientos de solucién de situaciones. Se observa en la mayoria de la literatura
revisada sobre el tema, dos cuestiones importantes para sefialar: i) la razon es vista como
una relacién multiplicativa exclusivamente y ii) las situaciones de aula (definiciones,
ejemplos, problemas, ejercicios, actividades, etc) sobre razonamiento proporcional estan
centradas en contextos asociados a hallar la cuarta proporcional.

2 Ppreferimos llamar al componente cualitativo, cuantitativo no numérico; este aborda cuestiones de

LRI

estimacion y comparaciones relacionales (como “ser el doble de”, “ser la tercera parte de”, etc.).
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Para lo primero bastaria sefialar el acercamiento aditivo que se hace por el método de la
antanairesis a los términos de razon y proporcion en contraposicion a lo que sefiala la
mayoria sobre la razon matematica, como relacion de comparacion multiplicativa. Se
mostré en la seccion anterior que es posible razonar proporcionalmente al establecer
relaciones de comparacion entre parejas de numeros, o parejas de magnitudes homogéneas
(razones), o entre pares de parejas de estos elementos (proporciones).

Con respecto a lo segundo, desde el libro V de Elementos de Euclides, se plantea una teoria
sobre proporcionalidad. A partir de las proposiciones que dan cuenta y justificacion del
significado de razon, proporcién y las propiedades de las proporciones, se establecen los
elementos necesarios 0 herramientas para hablar de un razonamiento proporcional. Pero
desde esta perspectiva se muestran aquellas situaciones que no sélo hablan de hallar la
cuarta proporcional, sino de aquellas que hablan de situaciones “desproporcionales”. Por
ejemplo, aquellas relaciones de comparacion de razones, no centradas en la equivalencia de
ellas.

Claramente en relacién con lo anterior, se debe destacar que razonar proporcionalmente
también se refiere a otro tipo de situaciones que no solo se refieran a la manipulacion de
razones en proporciones y “desproporciones”, sino también al entendimiento de aquellas
funciones que relacionan dos magnitudes que se comparan, especificamente aquellas que
cumplen las caracteristicas de la funcion de proporcionalidad definida en la seccién 3.3.4.
A eso habria que referirse al hablar de razonamiento proporcional, al manejo de las
proporciones, las “desproporciones” y la funcion de proporcionalidad entre dos magnitudes.

También habria que considerar sobre qué nivel de escolaridad se desarrolla la propuesta de
intervencion curricular. Como se sefiald anteriormente es sobre el grado séptimo de la
Educacion Basica que se aplicara la secuencia de actividades, por lo que se descartaria la
funcion de proporcionalidad para su estudio en el aula.

2.2.2 Elementos del razonamiento proporcional

Para nuestro proposito del trabajo de grado, diremos inicialmente que el estudiante posee
razonamiento proporcional cuando:

a) Distingue situaciones proporcionales de aquellas que no son proporcionales (e.g.
situaciones proporcionales y situaciones aditivas) y

b) Cuando aplica estrategias o técnicas asociadas al tratamiento de situaciones
proporcionales.

De lo anterior se deduce que, para disefiar una propuesta de intervencion en el aula centrada
en el desarrollo del razonamiento proporcional, se deben considerar las estrategias de
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solucion en situaciones de proporcionalidad. Este elemento como lo sefialan Lamon (2012)
y Singh (2000) es un factor decisivo en la comprension, por parte de los estudiantes, de los
conceptos de razén y proporcion asociados a los problemas proporcionales.

2.2.3 Estrategias de resolucion de situaciones proporcionales

Varias investigaciones identifican y caracterizan las estrategias usadas por los estudiantes al
resolver situaciones de proporcionalidad directa (Lesh, R., Post, T., & Behr, 1988; Silvestre
& Da-Ponte, 2011). Dentro de estas se sefialan:

a) La razon unitaria: es una estrategia intuitiva conocida como “cuanto para uno” que
involucra el célculo de la razén unitaria en problemas de division, y el calculo de multiplos
de la razon unitaria en problemas de multiplicacion.

b) El factor de cambio o factor escalar: es una estrategia conocida como “tantas veces
como”, condicionada a aspectos numéricos de los problemas. En ella, dependiendo de las
cantidades implicadas en el problema, el estudiante busca relaciones alternas entre ellas.

c) La comparacion de las razones: es una estrategia asociada a problemas de
comparacion que permite establecer razones unitarias, a través de dos divisiones.
d) El algoritmo del producto cruzado o regla de tres simple®: es una estrategia en la

que el estudiante elabora inicialmente un esquema, dando cuenta de las magnitudes y
cantidades del problema. A continuacion, se multiplica de forma cruzada, los cuatro
términos resultantes del esquema, luego de la expresion resultante, se despeja el valor
desconocido o incdgnita del problema.

2! Esta estrategia corresponde a hallar la cuarta proporcional; para nuestro trabajo de grado se pueden disefiar
tareas con razones que involucren magnitudes y no ndmeros, y para su solucién, no necesariamente se debe
usar el algoritmo de regla de tres.
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3 TECNICAS E INSTRUMENTOS DE DIBUJO ASOCIADOS CON LA
PROPORCIONALIDAD GEOMETRICA

En concordancia con el desarrollo del segundo objetivo especifico del trabajo de grado, en
este capitulo se describen los aspectos relacionados con el conjunto de tareas, que nos
permiten analizar el desarrollo de un aspecto del razonamiento proporcional en el grado
séptimo de la Educacion Bésica, la proporcionalidad geométrica y la semejanza de figuras
planas. Esta descripcién es vista desde la perspectiva del conocimiento necesario para la
ensefianza, y plantea, a partir de las técnicas e instrumentos que permiten dibujar
proporcionalmente, contextos de aplicacion en las tareas propuestas que promuevan el
razonamiento proporcional. Es asi como enunciamos en este trabajo de grado, un conjunto
de tareas desde la perspectiva de la practica y uso de cierto tipo de técnicas e instrumentos
para dibujar como: a) La cuadricula, b) la proyeccién del 14piz sobre la imagen para
capturar longitudes y &ngulos, c) el pantégrafo, y d) el divisor de proporciones.

Fiol y Fortuny (1990) indican que aprender a dibujar involucra lograr que la imagen y su
reproduccion estén en proporcion, es decir debe haber una correspondencia entre las partes
de la imagen y lo dibujado. A esta relacion de correspondencia preferimos llamarla
semejanza, no en el sentido del término dado desde el lenguaje comdn, de tener la misma
forma, sino desde aquella acepcion de la palabra de poseer ciertos atributos matematicos
que permiten asociar la imagen y su reproduccion.

Esta habilidad en los estudiantes de dibujar, se ha puesto a prueba durante toda su vida
escolar. Cada vez que ellos toman apuntes del tablero, al copiar imagenes, esquemas,
tablas, etc.; también cuando ellos deben disefiar una cartelera o aviso y disponen del
espacio de trabajo en relacion a lo que diagraman. Al elaborar carteles los estudiantes
deben: centrar o justificar el texto, escoger el tamafio adecuado de la letra y organizar el
texto e imagenes al hacer un bosquejo de la informacion que quieren comunicar. Todas las
anteriores tareas contemplan el uso de esta habilidad en los estudiantes a lo largo de su vida
escolar.

En la realizacion exitosa de estas tareas se puede evidenciar un intuitivo razonamiento
proporcional de los estudiantes, porque logran realizar disefios adecuados y estéticamente
agradables. Inmediatamente surgen los siguientes interrogantes: ¢estos estudiantes son



conscientes de la semejanza geometrica que manejan al dibujar? ¢Aquellos estudiantes que
no son buenos para dibujar, pueden mejorar sus habilidades mediante ciertas técnicas e
instrumentos asociados con la proporcionalidad geométrica?

Desde nuestra experiencia docente creemos que dibujar bien requiere talento y el desarrollo
de cierto tipo de habilidades, a partir del entrenamiento de las técnicas adecuadas. Pero no
todas las personas tienen talento para dibujar, es decir una vista aguda que permita estimar
de forma adecuada, las proporciones entre las imagenes y sus reproducciones, sin tanto
despliegue de instrumentos de medida. Por tal razon, planteamos que mediante cierto tipo
de tareas matematicas, asociadas con la proporcionalidad geométrica y la semejanza de
figuras al dibujar, se puede mejorar esta habilidad basica de toda persona.

Por otra parte, la implementacion de estas técnicas e instrumentos del dibujo, asociadas a
nuestro objeto matematico deben encajar en el disefio, elaboracion e implementacion de un
grupo de talleres que respondan al objetivo de este proyecto de grado. Por lo tanto, creemos
que uno de los aspectos mas relevantes en la gestion del profesor de matematicas es la
preparacion o escogencia de tareas para la ensefianza, de tal forma que esas decisiones
sobre la ensefianza deben girar en torno a las siguientes preguntas:

¢Cual es el conocimiento matematico necesario para la ensefianza de dicho contenido
desarrollado en una secuencia o conjunto de tareas? ¢Cuales son los elementos dentro del
anterior analisis que permiten tomar decisiones sobre el disefio de dichas tareas?

Con respecto a elaborar una secuencia de trabajo o conjunto de tareas para desarrollar el
pensamiento proporcional, creemos como Perry, et al. (2003, p. 18) que esta “hace
referencia a la actividad requerida para llegar a tener por escrito una serie de tareas y
preguntas secuenciadas y articuladas para proponer a los estudiantes con una determinada
intencion relativa al aprendizaje”. Este disefio busca hacer todas las consideraciones al
respecto de las actividades planteadas en el conjunto de tareas, como por ejemplo:

e Los conceptos y procedimientos asociados a la proporcionalidad geomeétrica y la
semejanza de figuras, asi como métodos alternos para medir usando la semejanza de
triangulos (Conocimiento comun del contenido).

e EIl objetivo de cada tarea propuesta, en términos de la comprension de los objetos
matematicos implicados (Conocimiento del curriculo y del horizonte matematico).

e La pertinencia de las tareas y su tentativa secuencialidad (Conocimiento del
curriculo y del horizonte matematico).

e Las posibles soluciones previstas de los estudiantes ante dichas tareas y los
conceptos/procedimientos matematicos asociados a ellas (Conocimiento del
contenido y la ensefianza) y
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e Los errores previstos en las soluciones dadas por los estudiantes (Conocimiento del
contenido y de los estudiantes).

3.1 CONCEPTOSY PROCEDIMIENTOS ASOCIADOS A LA
PROPORCIONALIDAD GEOMETRICA Y LA SEMEJANZA DE FIGURAS
PLANAS

Es ineludible asociar el razonamiento proporcional con la comprensién de los conceptos de
razon y proporcion implicados en una situacion del tal tipo. Es por ello que a lo largo de
este trabajo de grado nos hemos enfocado en la razon y la proporcion como elementos
obtenidos de una cierta comparacion de dos entidades, sin asociar a dichos conceptos
cantidades especificas. En efecto la proporcionalidad la analizaremos como aquella
propiedad de los segmentos analogos, en dos figuras que sean 0 no, semejantes; es claro
que un dibujo estd compuesto de otros segmentos, que pueden ser rectos 0 curvos, Yy estos
son considerados como magnitudes sin medida de cantidad de longitud (desprovisto de
algin numero).

En consecuencia coincidimos con Perry et al (2003) quienes consideran que la manera
usual de abordar la proporcionalidad en el contexto escolar, es asociandola con “nimeros y
con cantidades adjetivadas” que simbolizan los valores de las magnitudes relacionadas.
Pero este enfoque desprovee el cardcter natural comparativo que posee la razon y la
proporcién, y no considera por ejemplo, aspectos del razonamiento proporcional basados en
lo cuantitativo no numérico.

Los segmentos por ejemplo, poseen una caracteristica particular, la longitud®*, que permite
hacer comparaciones con otros elementos de su misma naturaleza. Bastaria con colocar los
segmentos apilados de manera horizontal para hacer dicha comparacién y asi estimar la
longitud de ellos. De la misma manera cada par de segmentos puede formar una razon
matematica, si se ubican de manera perpendicular: a:b y c:d, de esta forma a: b :: c:d, es
decir las razon entre los segmentos a y b, junto con la razon c:d forman una proporcion, ver
la lustracién 19 a continuacion?.

22 |La cantidad de longitud del segmento es diferente a la medida de la cantidad de longitud, la segunda toma
un ndmero para enunciarse

% Imagen tomada de Perry et al (2003)
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llustracion 19: Razones entre longitudes de segmentos y proporcion entre ellas

Para lo anterior no fue necesario pensar en la medida de los segmentos, esto muestra que si
se puede hablar de proporcionalidad entre objetos que no poseen un numero que represente
dicha cualidad, a la que Ilamamos longitud. Pero realmente:

e (Qué significa que dos figuras sean semejantes?

e ;Dos figuras son semejantes si tienen la misma forma?

e ;El tamafio se asocia con la semejanza de las figuras o es independiente a ella?

e So0lo existen criterios de semejanza para triangulos?

e ;COmo determino que dos segmentos circulares o curvos son semejantes el uno al
otro?

La solucion a estas preguntas puede llegar a complejizarse dependiendo el &mbito escolar
donde se respondan. En nuestro estudio del tema, nos hemos apoyado en trabajos como los
del grupo Beta (1990), acerca de la proporcionalidad geométrica y la semejanza. En este
apartado haremos un acercamiento desde el conocimiento basico de la proporcionalidad
geométrica y la semejanza de tridngulos.

3.1.1 Teorema de Thales

El esquema anterior (ver ilustracion 19), esta sustentado en el primer Teorema de Thales
que garantiza la semejanza de tridngulos. Dicho teorema dice que todo haz de rectas o
semirrectas que se intersecte con dos 0 mas que sean paralelas, generan segmentos
analogos proporcionales.

Lo anterior crea las bases para entender los criterios de semejanza entre tridngulos, por
ejemplo. Asi mismo, con estos mismos criterios puede darse un analisis de la semejanza de
muchas otras figuras que puedan ser formadas, como composicién de triangulos (el
rectdngulo y los cuadrilateros en general).

3.1.2 Teoremas de semejanza de triangulos

Existen tres criterios basicos de semejanza de tridngulos, comunmente conocidos como
AAA, LAL y LLL. Pero a nuestro modo de ver son consecuencia del mismo Teorema de
Thales.
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e Teorema AAA: dados dos triangulos, estos son semejantes si poseen sus tres
angulos congruentes.

e Teorema LAL: dados dos triangulos, estos son semejantes si poseen un angulo
congruente y los lados que lo forman son proporcionales.

e Teorema LLL: dados dos triangulos, estos son semejantes si poseen sus lados
proporcionales entre si.

La siguiente ilustracion muestra dos triangulos semejantes que satisfacen los tres teoremas
a la vez, esto sucede con los tridngulos equilateros (ver llustracion 20).

E

=

llustracién 20: Dos triangulos semejantes

Ahora bien, la relacion de comparacion que interesa para efectos de los talleres propuestos,
es aquella que denota pares de lados proporcionales. Es asi como c: f :: a: e, siempre y
cuando el A ABC y el A EDF sean semejantes. Esta comparacion entre pares de lados de
los tridngulos, no necesariamente debe darse a partir de lo numérico, como se mostro en
este mismo apartado en paginas anteriores, los lados poseen una caracteristica que es la
cantidad de magnitud que se refiere a la extension de los segmentos de recta y no
necesariamente a la medida de la longitud (nimero).

Es oportuno sefialar que pueden darse otros tipos de comparaciones entre dichos pares de
lados, en virtud que las cuatro magnitudes son homogéneas. Por ejemplo c:a :: f:e en
virtud de la Proposicion 16 de Euclides, Libro V: Si c: f = a: e, entonces, c:a :: f:e. Esta
propiedad de las proporciones permite alternar dichas comparaciones y mostrar otras
estrategias de solucion en situaciones de medicion reales que requieran la modelacion por
triangulos para su solucién.

3.2 EL OBJETIVO DE LAS TAREAS PROPUESTAS EN TERMINOS DE LA
COMPRENSION DE LOS OBJETOS MATEMATICOS IMPLICADOS

En concordancia con lo anterior, segun el MEN (2006) los objetivos de las tareas
propuestas, en términos de la comprension de los objetos matematicos implicados
(Estandares de competencias), para el grupo de grados sexto y séptimo son:
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e Predigo y comparo los resultados de aplicar transformaciones rigidas (traslaciones,
rotaciones, reflexiones) y homotecias (ampliaciones y reducciones) sobre figuras
bidimensionales en situaciones matematicas y en el arte.

e Resuelvo y formulo problemas que involucren relaciones y propiedades de
semejanza y congruencias usando representaciones visuales.

A nuestro modo de ver, pretendemos plantear una ruta de trabajo diferente a la usual en el
aula: a) introduccion del tema, teoria matemaética, b) ejemplos explicativos del tema, c)
ejercicios de préctica centrada en algoritmos y situaciones seudomatematicas de aplicacion
y d) evaluacion del tema visto a partir de b) y c); en resumen, desde la matematica hacia el
mundo real (al menos en intencidn). Queremos con nuestra propuesta de ensefianza, partir
de un contexto real de trabajo, como son las técnicas e instrumentos usados para dibujar
proporcionalmente, e introducir luego las matematicas que permiten mejorar dicha
habilidad. Asi el trabajo matematico del estudiante surge de los contextos y tareas
planteadas.

3.3 EL USO DE LA CUADRICULA PARA DIBUJAR

Luego de consultar en blogs® publicados para ensefiar a dibujar con cuadricula, extraemos
algunas recomendaciones que se adecuan a nuestras tareas propuestas. Sin embargo, esta es
una labor propuesta desde primaria a los estudiantes para lograr hacer ampliaciones y
reducciones de figuras simples, y se supone que los estudiantes del grado séptimo tienen
cierto dominio sobre ella.

Una definicion apropiada para cuadricula la tomaremos de la RAE, como el sistema de
referenciacion o “conjunto de los cuadrados que resultan de cortarse perpendicularmente
dos series de rectas paralelas”. Esta cuadricula puede usarse de varias formas para dibujar,
por ejemplo, podria marcarse sobre la imagen a copiar y luego referenciar cada cuadrado
para poder asi capturar dichos atributos en nuestro dibujo (ver la siguiente ilustracion).

24 Consulta hecha en http://dibujoencuadricula.blogspot.com.co/ y http://es.wikihow.com
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llustracion 21: Imagen tomada de http://es.wikihow.com

De esta manera el todo de la imagen a dibujar se parcela o se divide en secciones mas
faciles de delinear, porque el dibujo se convierte en una serie de rasgos que deben
corresponder cuadro a cuadro segun la referencia dada. Para nuestro interés, rescatamos de
la imagen el atributo de la proporcionalidad, en efecto, la imagen y su dibujo deben estar
relacionados, no importa si se hace una ampliacion, reduccién o se copiaaescalalal.

La cuadricula permite muchas tareas para desarrollar el pensamiento proporcional a traves
del dibujo de imagenes, sin embargo, en el siguiente andlisis no nos centraremos en esas
posibilidades. El dibujar usando las referencias de la cuadricula desplaza la atencion del
dibujante hacia la forma de la figura y no tanto a sus dimensiones. Mediante el uso de esta
técnica de dibujo, también estamos interesados en hacer una reflexion sobre la forma de las
figuras semejantes y como la proporcionalidad ayuda en dicha discusion de determinar
cuando dos figuras son semejantes.

Esta relacion de proporcionalidad entre la imagen y su dibujo, distingue dos casos
particulares a nuestro modo de ver, en el contexto de las tareas propuestas con esta técnica,
el dibujo de segmentos rectilineos y curvilineos. Lo anterior dado por la imagen escogida
para dibujar en el taller 1% (ver llustracién 22), figura que posee 4 segmentos, dos de cada
tipo.

% para el analisis de la semejanza, entre la figura y su dibujo, consideraremos la linea de contorno, no la
region dentro, en términos topoldgicos la frontera del conjunto de puntos que conforman el logo.
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lustracion 22: El logo de Nike usado para dibujar por la técnica de la cuadricula

Los segmentos referidos anteriormente son: AB, BC, CD y DA. A partir de estas cuatro
lineas se pueden ver dos tipos de semejanza de figuras al dibujar o copiar el logo, basta con
dividirlo en dos secciones como se muestra a continuacion.

& [
A C
633/ B B
D D ‘I D

lustracion 23: Descomposicion del logo de Nike

a) Los sectores triangulares. Para la semejanza entre las regiones BCD y B’C’D’,
bastaria con aplicar el criterio de semejanza de triangulos LAL para justificar
porque esta parte del logo es semejante a su reproduccién. Lo anterior se debe a la
proporcionalidad existente: BC es a B'C’, como CD es a C’D’; ademas los angulos
ubicados en C y C’ son congruentes.

b) Los sectores curvos. Para probar la semejanza entre estos sectores podemos
considerar dos aspectos: el segmento recto BD, y los segmentos curvos AB y DA.
Para los segmentos BD y B’D’, se debe tener presente que estos deben guardar entre
ellos la razon de semejanza, de ampliacion en este caso. Para los segmentos curvos
AB y DA y sus imagenes en la ampliacion de la derecha, deben considerarse las

rectas tangentes a ellos como se muestra en la siguiente imagen.
R

llustracion 24: Rectas tangentes paralelas una a una
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Sobre los segmentos DA y AB se pueden trazar multiples rectas tangentes en x e y
que seran paralelas a otras, una a una, sobre los segmentos D’A’ y A’'B’; este
paralelismo punto a punto, entre las tangentes de la imagen y su dibujo, puede
considerarse como un indicio de semejanza entre las figuras. Esta condicion del
paralelismo entre rectas tangentes, lo retomaremos méas adelante en otras técnicas e
instrumentos para dibujar.

En general diremos que cualquier curva®, en términos geométricos, es semejante a otra si
se puede copiar usando alguno de los métodos referidos en la lustracion 25. EI primero es
similar al método de exhaucion para calcular areas bajo la curva, pero en lugar de
rectangulos usa triangulos, y permite establecer las condiciones de semejanza en ellos, uno
a uno, de la primera a la segunda curva; entre mas tridngulos se usen mas fina sera la
apreciacion de la semejanza entre las curvas. El segundo método usa vectores tangentes a la
curva para establecer su orientacion, estos sirven para construir una curva semejante a ella,
basta con considerar vectores paralelos uno a uno, tanto en la curva como en su
reproduccion, y ademas las magnitudes de los vectores (A y A’) forman ademas la razon de
semejanza entre las curvas.

Meétodo de triangulos semejantes Meétodo de los vectores tangentes

lustracion 25: Dos métodos para determinar la semejanza entre curvas

En las tareas propuestas en el siguiente apartado, se quiere explorar el uso de diferentes
areas de trabajo para lograr copiar dibujos semejantes a un original. Para ello se facilitaran
a los estudiantes regiones proporcionales y no proporcionales, dicho de otra manera, con
igual o diferente relacion de aspecto®. Se acostumbra ver en los libros de texto que dichas
regiones, area del modelo a copiar y area de la zona donde se dibuja, tienen la misma razén
entre sus dimensiones.

?® Entendemos por curva una linea recta o curvilinea en general

27 Con el mismo o diferente nimero de cuadrados de alto y de ancho en el rectangulo, entre la cuadricula del
modelo y la cuadricula de la zona en donde se dibuja.
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3.3.1 Taller 1 concurso “dibujemos el logo de Nike”
El siguiente es el paso a paso del desarrollo de la actividad propuesta:

1. En el tablero se pega la figura (Ver llustracion 26), dibujada en un pliego de papel
periddico, sobre una cuadricula de 7 x 11 unidades. A los estudiantes se les entrega
la misma figura, pero reducida de tamafio como se muestra a continuacion, junto
con unas preguntas orientadoras que buscan la explicacion por parte de ellos, de la
forma como logran reproducir el dibujo lo mas parecido posible.

llustracién 26: Logo de Nike

2. Luego de 20 minutos que los estudiantes reproduzcan la figura planteada, tanto en la
primera como en la segunda cuadricula y hayan resuelto las preguntas orientadoras
de la actividad, se realizaran grupos de a 2 y luego de a 4 estudiantes para compartir
experiencias sobre el trabajo realizado de manera individual. Se debe registrar el
trabajo hecho, describiendo lo dibujado y argumentando cada paso. Se nombraré un
relator que sera el encargado de participar en el debate de ideas junto a la clase,
luego de plantear por grupos un acuerdo sobre la manera adecuada de resolver las
tareas.

3. Acto seguido se publicaran en el tablero, junto a la cartelera los mejores dibujos de
cada grupo a modo de exposicion. Mientras que el docente toma fotografias de
dichos modelos para proyectarlas, los estudiantes compararan los trabajos realizados
con el dibujo principal.

4. Al proyectar a la clase los mejores dibujos sobre la cartelera, por medio de un video
beam, se pretende frente a la clase determinar unos criterios de semejanza de figuras
geomeétricas que permitan establecer el ganador del concurso.

Se ha querido trabajar inicialmente de forma individual y luego en grupo, para validar el
conocimiento de los estudiantes, como una construccion colectiva de la clase, ante todo. El
proposito de la ensefianza, a partir del concurso planteado, no es otro que establecer en la
clase los criterios de semejanza de triangulos y de figuras con segmentos circulares. Esto a
la vez conviene para efectos del aprendizaje de los estudiantes, como una practica
evaluativa no s6lo del concurso, sino del tema matematico propuesto.
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3.3.2 El objetivo del Taller 1 concurso “dibujemos el logo de NIKE”

Como se insinud en el apartado anterior, la intencion de esta primera actividad es:
Determinar cudles son los criterios que permiten a los estudiantes establecer la semejanza
entre pares de segmentos contiguos rectos (partes de un triangulo) y entre dos segmentos de
lineas curvas. Esta claro, dado el disefio del logo de NIKE, que esta figura es la
composicion de dos tipos de lineas: rectas y curvas, y por lo tanto deberian establecerse dos
tipos de criterios de semejanza de figuras (o0 el mismo si es posible), para determinar el
ganador del concurso propuesto.

3.3.3 La pertinencia de la tarea y su secuencialidad.

Consideramos que la pertinencia del Taller 1 radica en la aplicacion de la proporcionalidad
geométrica en la elaboracion de los dibujos de los participantes del concurso. Dicho de otra
manera, es bastante claro que para reproducir o dibujar a escala una figura o dibujo, se debe
usar la proporcionalidad, en este caso entre segmentos lineales y curvos. De la misma
forma es interesante discutir con los estudiantes cuél es su nocion de semejanza y los
criterios para determinar la semejanza de figuras planas.

3.3.4 Las posibles soluciones previstas de los estudiantes ante la tarea y los
conceptos/procedimientos matematicos asociados a ella

Las posibles estrategias para solucionar la tarea son:

e Usar un modelo obtenido luego de calcar la figura guia dada en la hoja, para luego
resolver la tarea dada.

e Ubicar los puntos mas extremos de la figura o aquellos que marcan la unién de
lineas rectas y curvas, para ver su relacion con la cuadricula y su ubicacion de
derecha/izquierda y/o arriba/abajo.

e Establecer una estimacién del angulo formado por las lineas rectas para lograr su
reproduccion.

e Establecer una estimacion del grado de concavidad de las partes curvas para lograr
su reproduccion.

o Emplear el 1apiz extendiendo el brazo y proyectandolo sobre el modelo del tablero
para trasladar las caracteristicas del dibujo a la reproduccion, como la longitud de
los segmentos o los angulos.

3.3.5 Los errores previstos en las soluciones dadas por los estudiantes.

Los siguientes son los errores previstos ante las tareas propuestas:
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e EI estudiante no tiene en cuenta la cuadricula al establecer una correspondencia
entre dos medidas, largo y ancho, por lo tanto, se deforma la figura reproducida.

e EI estudiante no diferencia los conceptos de congruencia y semejanza de figuras
geométricas.

e EI estudiante no muestra su pensamiento proporcional al realizar las
reproducciones, estableciendo la posicion adecuada de los segmentos de rectas y
curvas, como correlacion en sentido horizontal y vertical.

e El estudiante confunde la nocion de semejanza que tiene desde el lenguaje comun
con la nocién desde la proporcionalidad geométrica.

e El estudiante no precisa el tamafio de la forma o las formas que componen el logo
de NIKE, porque al referirse al tamafio no hay certeza de saber si se refiere a el
perimetro, el area, el ancho o el largo de la figura o a que exactamente.

3.4 EL USO DE LA PROYECCION DEL LAPIZ SOBRE LA IMAGEN PARA
CAPTURAR LONGITUDES Y ANGULOS

El capturar relaciones entre las partes de un dibujo y el todo se puede considerar como una
técnica apropiada para dibujar proporcionalmente, porque atrapa o hace explicita la relacion
de covariacion entre pares de magnitudes. Conviene subrayar que este es un aspecto
fundamental del razonamiento proporcional, el manejo de la proporcién como equivalencia
de razones, que se pone de manifiesto en el despliegue de esta técnica de dibujo.

Para ello el estudiante que se encuentra sentado a cierta distancia del tablero extiende su
brazo hacia él, proyectando el lapiz sobre el objeto a medir, como se aprecia en la siguiente
figura. Se recomienda cerrar un ojo Yy tratar de hacer la captura de magnitudes desde la
misma posicion, brazo extendido y con la misma posicién de nuestro cuerpo; cualquier
variacion de estos aspectos malogra la captura de atributos de las imagenes a dibujar.
También es importante sefialar que la posicion 6ptima del dibujante, al aplicar esta técnica,
es aquella donde la linea de visién forma una perpendicular con el plano de la imagen y su
punto central, es decir el dibujante debe estar de frente al objeto a dibujar.
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Ilustracién 27: Técnica para capturar medidas en dibujo artistico sin el uso de la regla®

El estudiante determina una medida sobre el lapiz al proyectarlo sobre los objetos a dibujar,
a la cual llamaremos “unidad” (*)*. Esta medida debe elegirse de tal forma que
corresponda a un elemento constitutivo del dibujo, una parte de él; porque este componente
del dibujo guarda una posicion, un tamafio especifico y una relacion de aspecto o
proporcion con el dibujo. Por ejemplo, los dibujantes dicen que la cabeza guarda una
relacion de 1 a 8 con la altura de las personas, y asi esta sirve de “unidad” comparativa con
las proporciones de otras partes del cuerpo humano.

Luego de determinar cuadntas veces cabe esta medida sobre la linea u objeto a reproducir,
esta se lleva a la hoja donde se trasladara y servira para desarrollar el dibujo. Por ejemplo.
Si la unidad de medida cabe tres veces en la imagen, en su dibujo deberd mantener esta
misma medida asociada a tres veces la unidad. Es posible también que la “unidad” sefialada
en el modelo real, usando el lapiz, se trasforme en otra unidad mas pequefia sobre el papel.

Para desarrollar la reproduccion los dibujantes acostumbran hacer un bosquejo inicial que
marca los elementos esenciales de la imagen, para luego hacer los detalles y las lineas
definitivas del dibujo. Se debe partir de dos lineas guia, una vertical y otra horizontal, que
marcan el centro de la hoja, esto con el fin de lograr la simetria, si por ejemplo se dibuja un
objeto con esta caracteristica. Estas dos lineas también sirven para establecer que tan
grande puede ser el dibujo en relacion a la zona de trabajo, es decir ayudan a elegir la
escala adecuada de reproduccion de la figura a dibujar®.

Esta técnica de dibujo usa implicitamente los criterios de semejanza de tridangulos LAL o
LLL, para justificar la construccién de una reproduccion proporcional a la imagen copiada.

%8 Imagen tomada y modificada de https://www.wikihow.com/Measure-the-Height-of-a-Tree

2 Ver * en la ilustracion 27
% Recomendaciones para dibujar tomadas del Blog Valero, Dibujos y Pinturas en

http://valero7.webnode.es/tecnicas/al3-encuadre-encaje-y-proporcion/
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Claramente, como se ha insistido en otros apartados de este escrito, no nos interesa en esta
técnica la captura de la medida de cantidad de longitud (el nimero), sino la captura de la
longitud de segmentos en virtud de su cantidad de magnitud.

(9]

lustracion 28: Los criterios de semejanza de triangulos usados en la técnica de captura de magnitudes

En la anterior ilustracion, el punto O representa la posicion del ojo del dibujante, el
segmento BC la magnitud sobre el dibujo que se quiere capturar y el segmento DE la
magnitud sobre el lapiz al proyectarse sobre el objeto a dibujar. De esta forma se forman las
siguientes proporciones: OD es a OB como DE es a BC, OB es a BC como OD es a DE,
entre otras. En este caso, la proporcionalidad geométrica de los segmentos DE y BC,
mostrados en la ilustracion 20, garantiza que la imagen a copiar y su dibujo, al usar esta
técnica, guarden la misma relacion de aspecto, es decir permite dibujar proporcionalmente.

3.4.1 Taller 2: Vamos a dibujar “con el lapiz”

Inicialmente para este taller se pondra en el tablero la imagen de la fachada de una casa y
esta no dispondra de una cuadricula de referencia; se busca que el estudiante encuentre o
establezca estrategias para poder dibujar en su cuaderno un modelo semejante al
presentado.

— ~.

lustracion 29: Imagen y ejercicio tomado y adaptado de Dibujar Bien.com en canal de www.youtube.com

Luego el estudiante intentara aplicar la misma técnica de dibujo para reproducir el logo de
Nike de la figura 3, usando el lapiz como referencia de medida.

El siguiente es el paso a paso del desarrollo de la tarea propuesta:
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Primero se sugiere a la clase la técnica usada por los dibujantes artisticos, para
reproducir proporcionalmente los modelos a dibujar.

Con el uso de la técnica del dibujante artistico para capturar longitudes, se pide a la
clase que dibujen el tablero del salon en su cuaderno.

Luego de 5 minutos se solicita que comparen el rectangulo dibujado en el cuaderno
y el rectangulo del tablero del salon (los tableros del colegio tienen una relacion de
aspecto 2:1, el ancho es dos veces el alto), para establecer si existe semejanza o
congruencia entre estas figuras. En caso de dudas al comparar, los estudiantes deben
preguntar a su compafero, si hay o no similitud. De ser necesario, a modo de
argumentacion ante las dudas, €l compafiero puede usar la escala que él eligi6 en su
dibujo para comparar la del compafiero.

Luego de formar grupos de a tres personas se ubica en el tablero la imagen de la
ilustracién 29, para que los estudiantes de la clase la reproduzcan en sus cuadernos,
a la par de discutir con los compafieros de grupo las preguntas orientadoras.

Pasados 20 minutos, se pide a los estudiantes que determinen la precision de sus
dibujos, estableciendo entre ellos cuales son los dibujos méas semejantes a lo
mostrado en el tablero.

A continuacion, se pega nuevamente el logo de Nike para reproducirlo o dibujarlo
en el cuaderno usando esta nueva técnica.

Finalmente, mediante las preguntas orientadoras*®, luego de 10 minutos, se pide a la
clase la puesta en comun de sus ideas al respecto de lo trabajado en los dos modelos.
Cada grupo de la misma forma que en el taller 1, debe nombrar un relator que recoja
las inquietudes y desarrollos alcanzados por el grupo durante la tarea 2, para
participar en la discusion frente a los otros relatores de la clase.

El profesor cierra la actividad de la clase, preguntando a los estudiantes sobre
comparaciones entre modelos semejantes y no semejantes, que expone para todos en
el tablero.

A continuacion, se detallan los mismos aspectos tenidos en cuenta en el Taller 1, para
disefiar el Taller 2: Vamos a dibujar “con el lapiz”.

3.4.2 El objetivo del Taller 2: Vamos a dibujar “con el lapiz”

Teniendo en cuenta lo anterior, la intencién del Taller 2 es usar las representaciones
visuales construidas al dibujar a partir de la semejanza de figuras planas para establecer

31 Aquellas preguntas que debe hacer el docente para guiar la discusion, propiciando la participacion de clase,
usando por ejemplo algunas cosas observadas durante el desarrollo de la actividad o tomando aquellas que
han sido previstas como soluciones ante las tareas.
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cuando hay o no dicha propiedad. En este taller el estudiante podria tener claro o no
cuando dos figuras son semejantes, para que pueda usar dicha nocion en la verificaciéon o
validacion de sus dibujos. Por otra parte, el uso apropiado de la técnica referida debe
permitir una mejor construccién en sus dibujos.

3.4.3 Lapertinencia de las tareas y su secuencialidad.

El primer taller consistio en reproducir una figura, a partir de una cuadricula que servia de
guia o referenciacion para la ubicacion de puntos. En este segundo taller se suprime la
cuadricula para obligar a establecer una comparacion tipo razon, entre el objeto medido y
su representacion o entre las partes del dibujo y el todo. Cuando se logra establecer dicha
razén entre cada par de segmentos, el segmento medido y su representacion, y entre las
medidas de un objeto y las relaciones que tiene este con toda la composicion del dibujo, se
establece la proporcionalidad entre las medidas del modelo y el dibujo del estudiante. Es asi
como la técnica de dibujar, usando el lapiz como herramienta de captura, se perfecciona a
partir de la conmensurabilidad que se establece, con la medida implementada por la escala
del lapiz (*).

3.4.4 Las posibles soluciones previstas de los estudiantes ante las tareas y los
conceptos/procedimientos matematicos asociados a ella

Las posibles estrategias para solucionar la tarea son:

e El uso de la escala referida por el lapiz, una regla graduada en centimetros, el
borrador, las falanges del pulgar, o cualquier objeto que cumpla el mismo proposito
del lapiz.

e EIl uso de las medidas propias de una regla, los centimetros, al proyectarla de la
misma forma que el 1apiz hacia el tablero.

e El uso de borradores u objetos mas pequefios como unidades de medida.

e El uso de las falanges del pulgar en su mano en lugar del lapiz.

e EIl uso de una hoja que se proyecte hacia el tablero y trate de capturar las
particularidades de cada figura.

e El uso de una técnica propia del estudiante, sin tener en cuenta las instrucciones del
profesor, muestra que con su agudeza visual razona proporcionalmente y no
necesita el 1apiz para capturar los atributos de los objetos a dibujar.

3.4.5 Los errores previstos en las soluciones dadas por los estudiantes.

Los siguientes son los errores previstos ante la tarea propuesta, acciones que conducen a
errores por una técnica inadecuada:
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e El brazo no se estira de la misma manera en cada captura de los segmentos de las
figuras.

e Los estudiantes se levantan de su puesto a capturar magnitudes desde diferentes
posiciones.

e Los estudiantes se ubican muy al costado del tablero y la perspectiva de la imagen
en el tablero no permite observar de mejor forma sus atributos.

e EIl uso de una unidad de medida (*) no adecuada para la captura del rasgo de la
longitud de un segmento.

e EIl no establecer una relacion de proporcionalidad entre un objeto que constituye el
dibujo y el todo, en cuanto a ubicacion y medida.

e La distancia que hay entre el tablero y el pupitre del estudiante hace que la
estrategia de dibujar “con el lapiz” no sea adecuada. El tablero mide 120 cm de alto
por 240 cm de ancho, lo cual no garantiza una adecuada captura de longitudes para
los estudiantes que este ubicados méas lejos; también aquellos que estdn mas cerca
pueden experimentar dificultades con el uso de la técnica; suponemos que hay una
distancia optima entre el objeto y el dibujante, para poder capturar adecuadamente
sus medidas.

3.5 EL PANTOGRAFO

Segln varias fuentes consultadas®’, el pantdgrafo fue ideado por el sacerdote jesuita
germano Christopher Scheider, en el afio 1603, y dado a conocer en la obra sobre los
paralelogramos, Principios de Descartes. Esta herramienta de dibujo esta basada en las
propiedades de los paralelogramos y consta de varias piezas articuladas que se mueven en
forma conjunta, con respecto a un punto fijo llamado pivote.

El pantdgrafo fisico que construimos usado en nuestra experiencia, permite copiar
imagenes a diferentes escalas de ampliacion o reduccién, dependiendo de como se
dispongan la guia y el lapiz sobre el papel (ver llustracién 30). Entendemos que esta
herramienta se mueve sobre un mismo plano o superficie, sin embargo, existen otros
pantografos 3D usados para construir figuras solidas, para tallar piezas en madera o
acrilico.

%2 Entre otros trabajos destacamos la tesis de los estudiantes Gonzélez, J. y Maestre W (2012) ;Pantégrafo o
Cabri? Artefactos para la conceptualizacion.
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lustracion 30: Partes del Pantdgrafo

Llama la atencion en el pantografo, el paralelismo dos a dos entre las varillas o piezas de
madera, propiedad fundamental de los paralelogramos. Es decir, en un paralelogramo los
lados opuestos nunca se cortan y estos son de igual magnitud, de la misma forma tenemos
que los angulos opuestos son congruentes.

Veamos porqué el pantografo construye figuras semejantes y cémo se produce la
ampliacion de tamafio de figuras a diferentes razones de semejanza. Para ello
consideraremos dos casos de trazo, segmentos rectos y segmentos curvilineos.

Para el primer caso, el trazo de un segmento de recta, como el que se ve en la siguiente
ilustracion, se representa para nosotros un analisis matematico interesante desde la
proporcionalidad. La guia recorre de A hacia B y el lapiz traza el segmento A’B’, denotando
de esta forma dos tridngulos claramente semejantes A ABC y A A’B’D, este hecho garantiza
la proporcionalidad geométrica entre los segmentos referidos, si se establece la congruencia
entre los angulos correspondientes.

Lépiz B
Pivote w8

lustracion 31: El trazado de un segmento de recta con el pantdgrafo
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Otro asunto importante de anotar, es porque se da la ampliacion de figuras al doble, segun
la configuracion de la herramienta mostrada en la Ilustracion 31. Para ello recurriremos a
mostrar otros triangulos implicados en la construccion o trazo del segmento A’B’ (ver
llustracion 32).

Pivote

lustracion 32: Configuracion del pantégrafo para ampliar figuras al doble de tamafio

Claramente se puede apreciar que si el segmento PE es la mitad del segmento PD, los
triangulos A PAB y A PA’B’ son semejantes y sus lados proporcionales por el criterio de
semejanza LLL. De esta forma la razon entre PD y PE es 2 (“ser el doble de”) que coincide
con la razon de semejanza entre los triangulos referidos en la explicacion.

Para manejar el pantdgrafo con otras escalas de ampliacién, basta con cambiar los remaches
0 ejes centrales a otras posiciones sobre el segmento PD. A continuacion, se muestra un
pantografo con configuracién de ampliacién a tres veces el tamafio de dibujo. Nuevamente
basta con observar que el segmento PE es la tercera parte del segmento PD, lo que produce
una ampliacion del segmento AB en A’B’, en tres veces su tamaiio, por lo explicado
anteriormente de los tridngulos A PAB 'y A PA'B’.

D,

lustracion 33: Configuracion del pantégrafo para ampliar figuras al triple de tamafio

Para el segundo caso, el trazo de un segmento curvo de linea, consideraremos un analisis
similar al hecho en el apartado 3.3 (El uso de la cuadricula para dibujar) con respecto a la
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forma de las curvas y los vectores asociados que marcan la direccion y suavidad de la
misma.

lustracién 34: Pantografo dibujando segmentos curvos al doble de tamafio

Claramente se puede apreciar en la ilustracién anterior que la razén de semejanza entre los
triangulos A ABC y A A'B‘C* es 2, y de la misma forma los vectores tangentes en A y B
tienen una razén de proporcionalidad con los vectores tangentes en A* y B, en relacion con
las normas o magnitudes de ellos. Es necesario anotar que los puntos A, B y C, pueden
representar cualesquiera tres puntos sobre la curva, y tendran tres puntos correspondientes
al dibujar otra curva semejante con dicha herramienta.

Para las tareas propuestas, se plantea el uso de un pantégrafo que construimos en madera
(ver llustracién 30); con él se puede aumentar el tamafio de los dibujos en proporciones: 2 a
1,3al,4alyb5al; también se puede reducir su tamafio en proporciones 1a2,1a3,1a
4y 1ab. Yade por si, consideramos que dicha construccion representa un reto de
comprension sobre el tema de la proporcionalidad geométrica y la semejanza de figuras y
debe tenerse en cuenta para la ensefianza.

El pantégrafo es un instrumento que sirve para reproducir dibujos, aumentando o
disminuyendo su tamafio, segln se ubique el 1apiz en la herramienta. Luego de lo anterior
cabe preguntar al lector sobre la manera de configurar o disponer el pantégrafo, para lograr
hacer reducciones de figuras a copiar, es decir hacer con la herramienta dibujos més
pequefios que el modelo ubicado en la guia.
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351

llustracion 35: Pantdégrafo, imagen tomada de https://es.pinterest.com/pin/545568942340289351/?Ip=true

Taller 3: Dibujando con el pantografo

Con el pantografo utilizado en este taller, un problema interesante para el estudiante sera
plantearle como reproducir dibujos en escala 1 a 1 usando la herramienta; este aspecto se
abordara mas adelante.

El siguiente es el paso a paso del desarrollo de la actividad propuesta:

1.

3.5.2

Se explica de forma muy general como se usa pantdgrafo, en relacién a sus partes,
la manera de centrar la hoja de trabajo y la hoja a reproducir, entre otros aspectos.
El docente explica a tres estudiantes que participaran de la actividad propuesta en
esta tarea.

Luego el docente reproduce un dibujo de muestra (el logo de Nike de la tarea 1) a
escala2al.

A partir del dibujo hecho, el docente pregunta a los estudiantes aspectos
relacionados con el logo realizado con el pantdgrafo, para reafirmar lo que hace la
herramienta al reproducir dibujos.

A continuacion, los estudiantes realizan la reproduccién del mismo logo hecho por
el docente, pero a escala 3 a 1.

Acto seguido el docente pregunta a los estudiantes, sobre los dos dibujos realizados,
aspectos de comparacion entre ellos y la forma como se construyeron.

Después los estudiantes usan el pantégrafo para resolver los ejercicios planteados
por el docente.

Finalmente, el docente pregunta a los estudiantes la forma como razonaron para
desarrollar los ejercicios del punto anterior y sus impresiones acerca del trabajo
realizado con el pantografo. Se busca explorar las potencialidades y limitaciones de
la herramienta.

El objetivo del Taller 3: Dibujando con el pantdgrafo

Teniendo en cuenta lo anterior, el propoésito del Taller 3 es usar el criterio de semejanza de
triangulos LAL en la reproduccion de dibujos a diferentes escalas, mediante las
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propiedades de la proporcién implicada. En particular la tarea de entender como funciona
y como se construye la herramienta puede ayudar a asociar los criterios de semejanza de
triangulos con el funcionamiento de la misma, asi como ayudar a evidenciar las condiciones
del Teorema de Thales, paralelismo y proporcionalidad entre segmentos analogos.

3.5.3 La pertinencia de las tareas y su secuencialidad.

Luego que el estudiante en los talleres anteriores determine cuando dos figuras son
semejantes y use ese hecho para construir reproducciones de figuras, usando cuadriculas y
el lapiz como referencia para escalar objetos a dibujar, ahora usara una herramienta méas
precisa para trazar proporcionalmente, el pantografo. Sin embargo, creemos que no es
necesaria la secuencialidad en el uso de la herramienta en relacion a las anteriores técnicas,
porque no son necesarias para el uso del pantografo. En esencia no se trata de sélo dibujar
con la herramienta y hacer reproducciones mas precisas, sino de razonar sobre el
funcionamiento de la herramienta.

3.5.4 Las posibles soluciones previstas de los estudiantes ante la tarea y los
conceptos/procedimientos matematicos asociados a ella

Las posibles estrategias para solucionar las tareas son:

e Los estudiantes usan el pantografo para medir los puntos “destacados” de las
figuras, como vértices, empalmes de lineas curvas y rectas, etc., para luego
completar las otras partes de los dibujos.

e Los estudiantes dibujan las figuras pedidas de forma completa con la herramienta
proporcionada.

e Los estudiantes realizan el dibujo de forma parcial y luego lo completan sin usar el
pantografo.

3.5.5 Los errores previstos en las soluciones dadas por los estudiantes.
Los siguientes son los errores previstos ante la tarea propuesta:

e No centrar de manera adecuada la zona de dibujo en relacion al dibujo a reproducir.

e No considerar la escala adecuada para la reproduccion.

e En los primeros dibujos no usar adecuadamente la herramienta por la falta de
experticia al usarla.

e Desplazar el punto fijo del pantégrafo, descentrando las otras referencias de trabajo
como la guiay el lapiz.
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e No establecer las relaciones de proporcionalidad entre las magnitudes del dibujo y
su reproduccion, es decir dibujar sin comprender las relaciones matematicas en su
actividad.

3.6 EL DIVISOR DE PROPORCIONES

El divisor de proporciones, también llamado trazador de escalas o compas de reduccion, es
una herramienta que permite ajustar las proporciones de una figura a su reproduccion o
dibujo. En la siguiente ilustracion se muestra como el divisor de proporciones, es usado
para capturar la longitud de un segmento sobre una fotografia (extremo superior), y esta
magnitud se ve reflejada en su dibujo (extremo inferior), pero ampliando la referencia dada.

7,
e

‘e

Y

W

llustracion 36: Divisor de proporciones, imagen tomada de https://totenart.com/compas-de-reduccion-de-escala-derwent

A continuacién, veremos como funciona el divisor de proporciones y su relaciéon con la
técnica del encaje para dibujar. Estos dos aspectos los consideramos fundamentales para el
siguiente taller de este grupo de tareas. Es decir, queremos combinar el uso de la
herramienta con la técnica de usar formas geométricas para esbozar las formas al dibujar,
muy adecuada para trazos curvos en los dibujos.

El siguiente esquema (ver llustracion 37) muestra la justificacion de las aberturas, asociada
a las relaciones “ser el doble de” o ”’ser la mitad de”, dependiendo de donde se tome la
herramienta. Se puede apreciar que el segmento HG cabe dos veces entre el segmento GI,
ademas hay dos triangulos A AGE y A FGD vy los angulos opuestos por el vértice de dichos
triangulos en G son congruentes. Dado lo anterior, podemos ver la semejanza entre otros
dos tridngulos del esquema A AGH y A FGI, cuyas alturas y bases correspondientes son
proporcionales; si la altura HG es la mitad de GI, entonces la base AH es la mitad de la base
FI, lo que se puede trasferir a la otra mitad del esquema, demostrando lo que se queria
mostrar.
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Se puede usar el mismo razonamiento para mostrar otras relaciones como “ser el triple de”,
“ser el sesquialtero de”, etc. Bastaria con justificar como dividir el segmento central en
partes iguales a partir de la longitud de HG, para ello se puede trasladar dicha magnitud y
ubicarla sobre el segmento GI, tres veces, una y media veces, etc. Otra manera de justificar
el anterior procedimiento de dividir un segmento en partes iguales se infiere directamente
del Teorema de Thales, al reubicar el tridngulo A AGH sobre el triangulo A FGI, debido a
el paralelismo entre las bases de los triangulos.

lustracion 37: Esquema geométrico del divisor de proporciones, con la relacion: "ser el doble de"

Con respecto a la técnica del encaje de formas al dibujar, retomaremos el asunto de la
forma en la semejanza de figuras. Se entiende por encajar al dibujar, la accion de asignar
una forma geométrica bésica como los rectangulos, para hacer la captura de segmentos
curvos al dibujar. Nos interesa de esta técnica de dibujo el asunto de las dimensiones de
dicho rectdngulo y la proporcionalidad que se infiere entre la figura a copiar y su
reproduccion (ver a continuacion).

llustracion 38: Técnica del encaje de segmentos curvos

El segmento curvo AE de la figura se puede dibujar como el segmento A’E’, convirtiendo
las dimensiones del rectangulo que lo encaja al doble de tamafio. Claramente se puede
apreciar la proporcionalidad entre dichas longitudes, el largo y el ancho de los rectangulos,
lo demas consiste en trazar sobre el segundo rectangulo (en la zona de dibujo), la forma de
la curva a copiar. Enlazando esta técnica del encaje con la técnica de la cuadricula,
podemos decir que la referenciacion de puntos del segmento curvo, usando la segunda
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técnica, complementa la precision del dibujo, pero ahora estamos seguros de tener en
proporcion las dimensiones de la zona donde se dibuja el segmento curvo.

La herramienta que construimos para experimentar las tareas propuestas permite elaborar
comparaciones de longitudes de segmentos para establecer relaciones1al,1al5,1a2,1
a25 1a3ylad, loquelleva al estudiante a prescindir de la regla para medir y hacer
calculos para sacar estas mismas condiciones de proporcionalidad. Ademas, el divisor de
proporciones centra la atencion en la longitud de los segmentos como propiedad y no como
medida de cantidad (nimero).

3.6.1 Taller 4: Dibujando con el divisor de proporciones
El siguiente es el paso a paso del desarrollo de la actividad propuesta:
1. El docente orienta a tres estudiantes que participaran de las tareas propuestas:

Se explica de forma muy general como se usa el divisor de proporciones, mediante
sencillas comprobaciones con pedazos de madera que simulan segmentos de recta. El
estudiante debe explorar cada posicion de graduacion de la herramienta, por eso se
aconseja facilitar una que no tenga numeros que orienten la referencia de algun tipo de
relacion: “ser el doble de”, “ser el triple de”, etc.; podria proponerse a los nifios la tarea
de marcar dicha graduacion del divisor luego de las comprobaciones.

2. EIl profesor orienta la solucion del punto 1 (ver anexo 4) sobre como se pueden
capturar las formas de una figura con rectangulos que guien su dibujo y como estos
rectangulos deben ser proporcionales a la figura a dibujar. Convenientemente, para
tener diferentes referencias de comparacion de tamafios, se puede pedir a uno de los
estudiantes usar la relacion 1 a 1 para dibujar para luego contrastar los dibujos.

3. Pasados 10 minutos, se pregunta a los estudiantes sobre sus dibujos y la relacion de
aspecto que estos guardan con el modelo original. Ademas, es importante que ellos
comparen entre ellos los dibujos realizados para encontrar aquellas caracteristicas
que los hacen semejantes.

4. Luego de este didlogo sobre los dibujos realizados los estudiantes proceden a
resolver el punto 2, para ello el docente pone frente a ellos una cartelera de
100 cm x 70 cm con el logo de Nike para aplicar la técnica de dibujo usando el
divisor, para ello cuentan con 10 minutos. La intencion es que los estudiantes logren
una reduccion del logo en una hoja tamafio carta.

5. Nuevamente se dialoga con los estudiantes sobre el trabajo realizado para establecer
quién ha logrado el dibujo mas semejante entre ellos y cual es la similitud entre los
dibujos.
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6. Se plantea ahora la solucion del punto 3 del taller, proponiendo diferentes distancias
del punto de origen o fuga, con diferentes inclinaciones de la semirrecta OA (45°,
135°y 270°) para cada estudiante.

7. Finalmente, el docente pregunta a los estudiantes la forma como razonaron para
desarrollar los ejercicios del punto anterior y sus impresiones acerca del trabajo
realizado con el divisor de proporciones durante el taller. Se busca explorar las
potencialidades y limitaciones de la herramienta.

3.6.2 El objetivo de la tarea 4: Dibujando con el divisor de proporciones

Teniendo en cuenta lo anterior, el propdsito presupuestado del taller 4 es usar el criterio de
semejanza de triangulos LAL en la captura de proporciones, al comparar las
reproducciones de dibujos a diferentes escalas, mediante las propiedades de la proporcion
implicada.

3.6.3 La pertinencia de las tareas y su secuencialidad.

El divisor de proporciones es una herramienta muy util y precisa para establecer
proporciones, lo que permite capturar la esencia de la proporcionalidad, la equivalencia de
razones. Pero es muy importante introducir la herramienta a partir de la comprension de su
uso y construccién (ver apartado, otras tareas con el divisor de proporciones), porque
interesa la forma de razonar en la implementacién de la misma. Es claro también que esta
herramienta es imprescindible como elemento verificador de proporciones en los otros
talleres, este hecho rompe la secuencialidad de las técnicas, porque esto implicaria
introducir la herramienta mucho antes de este taller.

3.6.4 Las posibles soluciones previstas de los estudiantes ante la tareay los
conceptos/procedimientos matematicos asociados a ella

Las posibles estrategias para solucionar las tareas son:

e Los estudiantes usan la herramienta para capturar las longitudes de segmentos, pero
luego miden con la regla con la intencidn de precisar la medida.

e Los estudiantes establecen una correspondencia de las relaciones: 1:1, 1:2, etc. entre
el modelo y su dibujo, levantando la herramienta del papel y transportando dicha
longitud.

e Los estudiantes establecen una correspondencia de las relaciones: 1:1, 1:2, etc. pero
sin levantar la herramienta del papel.

3.6.5 Los errores previstos en las soluciones dadas por los estudiantes.

Los siguientes son los errores previstos ante las tareas propuestas:
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No centrar de manera adecuada la zona de dibujo en relacion al dibujo a reproducir.
No considerar la escala adecuada para la reproduccion.

En los primeros dibujos no usar adecuadamente la herramienta por la falta de
experticia al usarla. Por ejemplo, no capturar la longitud desde el extremo del
divisor, generando imprecisiones.

No establecer las relaciones de proporcionalidad entre las magnitudes del dibujo y
su reproduccion, es decir dibujar sin comprender las relaciones matematicas en su
actividad. Por ejemplo, para unas longitudes usar una razén y para otras otra
comparacion diferente dentro del mismo dibujo.
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4  ANALISIS DE LAS TAREAS EXPERIMENTADAS

Este capitulo muestra nuestro analisis sobre las tareas experimentadas, para ello usamos los
conceptos referidos en el capitulo 2, porque consideramos que las perspectivas tedricas
sobre las RPP y nuestra nocion de razonamiento proporcional son un referente en nuestro
estudio. De las cuatro perspectivas tedricas enunciadas en el capitulo dos, del abanico de
posibilidades para analizar la informacion obtenida, nos hemos decantado principalmente
por la obra de Euclides, vigente ain luego de 2300 afios. Elementos recoge la esencia de lo
que para nosotros debe ser el enfoque de las RPP, como relaciones de comparacion. Las
otras perspectivas tal vez no capturan dicha esencia, no obstante, pueden servir en algun
momento para el analisis, pero el foco de atencién son los libros V, V1 'y VII de Elementos

El analisis se divide en cuatro partes, relacionadas con las técnicas e instrumentos de dibujo
asociados a la proporcionalidad geométrica, presentadas en el capitulo anterior. Para cada
técnica o instrumento se disefid un taller, pero a lo largo de la experimentacion vimos el
surgimiento de nuevas tareas para la ensefianza.

4.1 EL USO DE LA CUADRICULA PARA DIBUJAR

Para este apartado tenemos dos momentos de experimentacion, el momento del pilotaje del
taller 1 y la aplicacion del mismo. Luego del andlisis de lo trabajado inicialmente en el
pilotaje se procedi6 a hacer algunas precisiones y adecuaciones, lo que condujo
posteriormente a la aplicacion del taller.

Como se dijo anteriormente, con respecto a la forma en las figuras semejantes, en la
seccién 3.3, es muy importante explorar en el pensamiento de los estudiantes su nocion de
semejanza en relacion a la apariencia de las figuras. Por tal razon, se retomaran esos
aspectos para precisar sobre la forma de las figuras semejantes en el desarrollo de las tareas.

4.1.1 Pilotaje del Taller 1

Para el pilotaje del taller 1 se experimentd solamente con tres nifias, a quienes se les facilita
el material del anexo 1. Inicialmente, el profesor explica los aspectos basicos de las tareas a
realizar en el taller y recomienda reiteradamente que no se puede usar la regla para medir,
solo para hacer trazos de lineas. A continuacion, las nifias trabajan de forma individual la
solucion del taller, pero llama la atencion como ellas reiteradamente dudan en la



elaboracion de sus dibujos y miran las hojas de sus comparieras, como forma de
verificacion de lo desarrollado, segin lo manifiestan ellas posteriormente.

En una primera parte, usando el modelo mostrado en el Anexo 1, las estudiantes debian
reproducir inicialmente el logo en otra cuadricula, que aunque mas grande, contenia la
misma relacion de aspecto que la primera, 11 X 7 cuadros. En segunda instancia las
estudiantes debian dibujar el logo de Nike, pero reproduciendo la figura “al doble” del
tamafio original, utilizando la cuadricula dada para ello, esta nueva cuadricula tiene un
tamafio de 20 x 16 cuadros.

4.1.1.1 Actividad exitosa de las estudiantes

Cuando las dos cuadriculas poseen la misma relacién de aspecto (11 X 7 cuadros), las tres
estudiantes logran hacer la reproduccion con cierta precision. Manifiestan usar el conteo de
cuadros para referenciar los objetos destacados de la figura: los puntos extremos, los puntos
que forman empalmes entre lo curvo y lo recto del logo, etc. (ver llustracion 39); sin
embargo ellas concuerdan en experimentar cierta dificultad al dibujar la region curva de la
figura, aludiendo lo complejo que puede ser el referenciar dicha linea, sin que ella coincida
con los cruces de las lineas de la cuadricula.

==

D

lHustracion 39: Lugares de referencia: puntos mas extremos y puntos de empalme

4.1.1.2 Actividad no exitosa de las estudiantes

Al desarrollar la reproduccion “al doble” del tamafio original, las estudiantes pierden el
sistema de referenciacion dado por el “tamafio del espacio de trabajo” anterior (11 X 7
cuadros), y el conteo de cuadros para ubicar los puntos destacados, ya no resulta tan
eficiente en esta nueva zona de trabajo (20 x 16 cuadros). Maria José por ejemplo, cuenta
por la derecha el mismo nimero de cuadros para ubicar el punto extremo del disefio
original, no asi por los otros extremos, por la izquierda o desde arriba, el dibujo resultante
se observa desproporcionado (por su forma o apariencia, ver llustracion 40). Susan por su
parte, cuenta los cuadros para ubicar los puntos superiores, los dispone adecuadamente al
establecer una relacién proporcional entre estas ubicaciones, es decir los dos puntos y el
entorno; la estudiante aprecia una relacion proporcional entre los puntos superiores y su
entorno (ver llustracion 40). Vemos asi una relacion de proporcionalidad del objeto con el
entorno.
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a) b)
lustracion 40: a) Dibujo de Maria José. b) Dibujo de Susan

La actividad exitosa de las estudiantes se logra a partir de la referenciacion de los puntos A,
B, C y D con la cuadricula, es decir las relaciones que pueda tener la figura con el entorno.
Si tenemos presente nuestra nocion de razonamiento proporcional dada en la seccion 2.2.1,
no se observa en el desarrollo de estas tareas, el sentido de covariacion que pueda tener el
ancho y el alto de la figura con el ancho y el alto de su reproduccion. Se esperaria también
por ejemplo, que en el desarrollo de la tarea se apreciara la proporcion BC es a CD como
B’C’ es a C’'D’ (segmentos en la reproduccion) y la congruencia de los angulos de la figuras
en los puntos C y €.

Es importante sefialar que en una entrevista posterior a la realizacion del dibujo, las
estudiantes advierten que sus disefios no son correctos, por el aspecto que estos tienen en
relacion al logo original y perciben un problema interesante para ellas que surge al mirar
sus dibujos: La distancia entre los puntos extremos superiores no corresponde a una
ampliacion 2:1. Lo anterior lleva a las estudiantes a pensar en el objeto mismo (el logo) y
no en el entorno del objeto, por ello creemos que a partir de este punto, las estudiantes
razonan de manera mas adecuada y podrian lograr un mejor dibujo.

4.1.2 Aplicacion del Taller 1

Luego del pilotaje del primer taller, se pensé en aplicar la misma actividad, pero para un
grupo mucho mas grande, para un curso completo, el grado 702. Fueron varias las razones
para esta decision: a) mejoraron nuestras comprensiones acerca de la forma de razonar
proporcionalmente, al dibujar usando la cuadricula, b) profundizamos mucho mas acerca de
la forma de las figuras y las condiciones de semejanza de ellas cuando tienen segmentos
curvos, y c) durante el pilotaje no fue posible abordar el asunto de la deduccién de los
criterios de semejanza, por parte de las estudiantes, debido a lo reducido del grupo.

Asi, inicialmente los nifios trabajan solos en su guia o fotocopia (anexo 1) y al cabo de 20
minutos se les pididé que compartieran sus respuestas en duplas. Luego de 15 minutos se les

%3 Siempre y cuando se descomponga la figura del logo en dos partes, la regién curva y el triangulo A BCD.
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pidié que ahora se integraran en grupos de a cuatro estudiantes. Finalmente, el profesor en
el tablero, con ayuda de una cartelera hace la puesta en comdn de las ideas.

El profesor estuvo durante todo el tiempo observando el trabajo de los estudiantes e
intervino para aclarar dudas presentadas y para cuestionar los dibujos que él consideraba
mal elaborados. Los estudiantes se mostraron muy activos durante la primera parte,
dibujaron y contestaron las preguntas de la guia; luego durante el trabajo colaborativo no se
vio mucha interaccion entre los estudiantes. El profesor intent6 entablar un didlogo grupal,
pero los estudiantes consideraban que ya estaba terminada la tarea y por ello no
participaban en la discusion.

w

lustracion 41: Trabajo de los estudiantes de 702 durante la aplicacion del Taller 1

Nuevamente, al igual que sucedi6 durante el pilotaje, los estudiantes mostraron relativo
éxito al dibujar la primera reproduccion, con &reas de trabajo de la misma relaciéon de
aspecto (11 x 7 cuadrados), no asi con la segunda reproduccion sobre un area de trabajo
“desproporcionada” en relacién a la primera. Las explicaciones que dan los estudiantes
sobre la forma de razonar son muy similares a las dadas durante el pilotaje, la ubicacion de
los puntos A, B, C y D, se hace en relacién al entorno y no a las magnitudes que componen
el logo, los segmentos.

Sin embargo, llama la atencion la construccion que logra un estudiante del grupo referido
(ver llustracion 41), porque traza nuevamente sobre la cuadricula de 20 x 16, las lineas
necesarias para ubicar el logo, una nueva cuadricula de 7x3. Se debe recordar que la razén
entre las dimensiones del logo es de 7 a 3 cuadrados. Dado el razonamiento del estudiante,
podriamos decir que razona proporcionalmente y para ello usa la estrategia® del factor de

34 . I .

Esta estrategia la vemos fundamentada en la Proposicion 15: x : y :: nx : ny, del Libro V en Elementos de
Euclides, donde n es el valor que amplia el antecedente y el consecuente de la primera razén y conduce a la
segunda razén, formando asi una proporcion.
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cambio o factor escalar, referida en la seccion 2.2.3., porque reproduce la zona del
rectangulo imaginario que contiene el logo y forma la proporcién 7 es a 14 como 3 es a 6.

bty 1

lHustracion 42: Reproduccion a escala 2 a 1 de un estudiante de 702

Finalmente, podemos decir en términos generales que aunque hay una identificacion de
figuras semejantes por parte de los estudiantes, al comparar la figura del logo y su
reproduccion, no hay precision al explicar la proporcionalidad entre segmentos o al menos
en virtud del espacio que ocupa el logo (11 x 7 cuadros). Los estudiantes pueden reconocer
cuando un logo dibujado no se parece a la imagen original, pero esta percepcion podria
obedecer a cuestiones intuitivas, o a cierto nivel de razonamiento proporcional basado en la
estimacion. Por lo anterior se recomienda practicar mucho mas la técnica de la cuadricula 'y
explorar otras tareas que exploren el cambio de escalas, asi como el uso eficiente del area
de trabajo para dibujar. Ademéas, se deben explorar otras propiedades de las
desproporciones, referidas al dibujar con la cuadricula, usando por ejemplo las
desigualdades planteadas por las proposiciones 8, 13 y 14 del Libro V de Euclides.

4.2 EL USO DE LA PROYECCION DEL LAPIZ SOBRE LA IMAGEN PARA
CAPTURAR LONGITUDES Y ANGULOS

Este apartado da cuenta y razon de la experimentacion hecha durante el pilotaje del Taller
2, con tres nifias que colaboran junto al docente, discutiendo y resolviendo las tareas
propuestas. En dicho ejercicio, de la misma forma que lo presentado en la seccion anterior,
surgen desde nuestra reflexion, nuevas tareas que sugerimos mas adelante, basadas en esta
técnica de captura de longitudes de segmentos y amplitudes de angulos.

Inicialmente se presenta la técnica a las estudiantes; el profesor explica la forma en que se
debe tomar el 1apiz y proyectarlo sobre la figura a dibujar, ademas aclara que esta técnica es
usada por los dibujantes artisticos para hacer reproducciones proporcionales a un modelo
dado; para lo anterior habla de las proporciones y la figura del cuerpo humano; por
ejemplo, la cabeza cabe 7 u 8 veces en el alto del cuerpo, el alto de la nariz cabe tres veces
en el alto de la cara y ancho del ojo ocupa cuatro veces la linea horizontal eje de los ojos.
Luego él aplica la técnica referida al capturar el alto y el ancho de una botella, usando las
recomendaciones dadas en el anterior capitulo de este escrito
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A continuacion, el profesor les pide a las estudiantes fijarse en una de las tres carteleras
ubicadas en las paredes del lugar. En ella hay un rectangulo con relacion de aspecto 2 a 1
(dos veces el alto corresponde al ancho), y propone que capturen dicha figura con la técnica
recién presentada.

La realizacion de esta tarea no ofrece mucha complicacion a las estudiantes y logran dibujar
sus rectangulos semejantes al modelo de la cartelera. Ellas capturan a partir del alto del
rectangulo su ancho y luego trasladan dicha razon sobre su dibujo, es decir, forman la
proporcion, a es 2a como a’ es 2a’. Sin embargo, un asunto importante emerge de la
situacion de tener tres rectangulos semejantes ¢por qué estds son figuras rectilineas
semejantes entre si?

Ante esto el profesor pregunta sobre la semejanza de las tres figuras, a ello los estudiantes
aseguran que si la hay, en virtud a que el ancho de sus rectangulos es el doble del alto y no
importa cuanto midan realmente. Esto esta justificado por la Proposicion 21 del Libro VI de
Elementos de Euclides (ver seccion 2.1.2.2): “Las figuras semejantes a una misma figura

99
1

rectilinea son también semejantes entre si”. Desde el lenguaje comun se pude decir que si
A es semejante a B 'y B es semejante a C, entonces A es semejante a C; es sus palabras los

estudiantes dicen que eso es “asunto de pura logica”.

Después de lo anterior el profesor pide a las estudiantes capturar los atributos de la imagen
que representa la fachada de una casa, en la segunda cartelera pegada en la pared. Propone
a las estudiantes analizar detenidamente dichas relaciones entre las partes de la figura y el
todo. Al cabo de cinco minutos el profesor empieza la discusion sobre los atributos de la
figura.

Luna Alejandra escoge el alto de la ventana para medir los demas objetos de la fachada y
afirma que esta longitud cabe dos veces desde la ventana hacia abajo y cinco veces en el
ancho de la casa (ver llustracion 43). En cambio, Susan prefiere usar el ancho de la ventana
y afirma que con esta longitud también puede hacer comparaciones. A continuacion, el
profesor pregunta por la relacion que pueda haber entre la ventana y la puerta, a ello Luna
Alejandra afirma que la puerta es una ventana y media; el profesor pone en duda lo dicho y
vuelve a preguntar y Luna Alejandra replantea lo dicho y dice que la puerta es de alta como
dos altos de ventana.
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lustracion 43: Captura de longitudes de segmentos por parte de Luna Alejandra

Acto seguido el profesor fija la atencion en los bordes de la fachada y pregunta a las
estudiantes sobre la forma de capturar la amplitud de angulo de dichas partes. Luna
Alejandra afirma que bastaria con dibujar las dos lineas del techo y luego completar con la
linea inclinada®. En cambio, Susan afirma que desde la izquierda hacia el centro de la
fachada hay media ventana, dice que puede dibujar esa parte y luego completar el borde del
techo.

Interesa la discusion sobre la captura de la amplitud del angulo porque la congruencia de
estas medidas es una de las condiciones de la Definicion 1 en el Libro VI para la semejanza
de figuras rectilineas. Como se vio en el analisis de la técnica de la cuadricula para dibujar,
la amplitud del angulo estd condicionada por la referenciacién de los segmentos que
conforman los lados del angulo. Seria interesante explorar la captura de dicho atributo por
esta técnica, por ejemplo, usando dos lapices en cruz y proyectarlos sobre el angulo a
capturar y analizar la precision de dicho método.

Ademas de la captura de amplitudes de angulo, es interesante observar todas las razones
que se pueden obtener, al relacionar un objeto o parte de la figura y el todo de ella. Es asi
como vemos esta forma de razonar en dos sentidos: la razon del objeto en virtud de su alto
y ancho, y la razén que resulta de comparar las dimensiones del objeto con el todo (ver
[lustracion 44).

Un ejemplo de lo anterior son las siguientes razones matematicas, a es a 2a (alto y ancho
de la ventana) y a es a 5a (ancho de media ventana y ancho de la casa) en el modelo de la
cartelera. Estas razones referidas forman una proporcion con las razones a’ es a 2a’y a’ es
a 5a’, en el dibujo de dichas longitudes. De la misma forma podria hacerse el mismo
razonamiento con las razones reciprocas, y sus imagenes en el dibujo, conservando asi la
misma relacion de comparacion.

% Usando el criterio de semejanza de triangulos LLL y asf los &ngulos quedan capturados

79



5a

lustracion 44: Resumen de la captura de medidas en virtud del alto de la ventana o de medio ancho de ella (a)

Estas razones discutidas anteriormente se pueden justificar desde las definiciones formales
de razén y proporcion, en Elementos, libro V (Definiciones 3 y 6, ver seccion 2.1.2.1). Lo
anterior en virtud que para nosotros, la razén es la comparacién de dos magnitudes y la
proporcién la relacion de esas comparaciones.

Durante el desarrollo de la tarea el profesor insistio varias veces sobre conservar el mismo
sitio para realizar la captura de longitudes. Luna Alejandra estuvo un momento de pie y
luego se sentd, por tal razon tuvo que volver a hacer la captura de longitudes desde la silla
donde dibujaba, cuando el profesor le hizo notar ese detalle. Susan en cambio permanecio
en todo momento durante la captura sentada y tomando registro de lo que analizaba.

A continuacién de la captura de razones ya comentada, las nifias pasan al papel el andlisis
de las magnitudes de los segmentos y logran hacer una figura muy parecida al modelo de la
cartelera. Luego de este trabajo de las estudiantes, el profesor trata de precisar la forma
adecuada del uso de la técnica trabajada.

A propésito de los dibujos logrados por las estudiantes, desde distintas posiciones frente a
la cartelera, el profesor sefiala a las nifias la incidencia de este factor en la realizacion de los
dibujos. Efectivamente, el angulo formado entre el plano de la cartelera y la linea
imaginaria que une el centro de la figura y el ojo del dibujante, induce una captura de
segmentos relativamente diferentes. EI profesor afirma que entre mas alejados de esa linea
perpendicular ideal, en un angulo diferente a 90°, peor sera el desempefio de la técnica.
Acto seguido las nifias buscan otras posiciones alejadas de la linea perpendicular al plano
de la cartelera, pero no ven algin inconveniente con lo que el profesor refiere en su
explicacién. Consideramos que por lo reducido del lugar no fue posible experimentar dicha
circunstancia, pero este detalle si fue percibido por nosotros, en la simulacion de taller
hecha en una tutoria de trabajo de grado, en un momento anterior.

En lo que refiere a la distancia dptima desde el observador a la imagen es algo que debe
seguirse experimentando, porque en ambos momentos de la tutoria, el espacio no permitia
alejarse demasiado. Seria interesante analizar qué sucede con dos grupos de observadores
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ubicados a diferentes distancias hacia el objeto a dibujar, para comparar sus dibujos y
analizar las razones matematicas establecidas y su implicacion en el éxito de la tarea.
Suponemos que no debe haber mucha complicacién con este aspecto, dado que, en una
clase de artes, de dibujo, los estudiantes estan distribuidos por el lugar y deben poder hacer
dicha captura de atributos de las figuras a dibujar. Creemos que es méas importante la toma
de medidas desde un mismo punto y el dibujo resultante sera el producto de lo que se pueda
visualizar desde dicha posicion.

Sobre la dltima tarea, el dibujo del logo de Nike, dispuesto en la tercera cartelera, no
podemos anotar mucho, debido a que nuestro modelo tenia cuadricula y esto orientd el
dibujo de las estudiantes. Lo anterior debido a la referenciacion de los puntos destacados de
la figura que orientan la posicion, entonces a las estudiantes les bastd dibujar nuevamente la
cuadricula de la cartelera, para lograr la reproduccion. Sin embargo, surgié una
consideracién no tenida en cuenta en el Taller 1 para ellas, la relacion ancho y alto al
capturar dichos atributos con el lapiz.

El profesor le pide a las estudiantes, para esta tarea, ver qué relacion hay entre el alto y el
ancho del logo, usando la captura de longitudes con el lapiz. Luna Alejandra afirma que
“hay en el ancho dos y un poquito veces el alto”; Susan afirma que son exactamente tres
veces. Luego de esto el profesor cuestiona dichas apreciaciones al no coincidir entre las
estudiantes, ni tampoco hay una correspondencia en relacion al nimero de cuadrados en la
cuadricula (3x7 cuadrados). Luego las nifias centran su atencién en dicho ndmero de
cuadros del alto y el ancho y llegan a un acuerdo, la relacion de aspecto es 7 a 3 (en
términos de la captura “dos y un tercio veces”).

Finalmente se deben anotar dos cosas referidas al uso de la técnica y a la aparicion de las
cantidades inconmensurables en el ejercicio de captura. Con respecto a lo primero, diremos
que durante el desarrollo del Taller 2 fue recurrente sefialar a las estudiantes aspectos
referidos al uso correcto de la técnica, asi como la importancia de confirmar las
apreciaciones con segundas y terceras mediciones. Lo anterior nos lleva a pensar que se
debe practicar mas la técnica para perfeccionarse y ademas ponerse a prueba en variadas
figuras, con formas y tamarfios diversos. Con respecto a lo segundo, consideramos que no
todas las cantidades de longitudes se pueden expresar en términos de otras, y este tipo de
tareas no solo debe ser abordado en la ensefianza de esta tecnica, sino en el abordaje de
cuestiones referidas a la introduccion de la nocion del nimero racional, en este mismo nivel
educativo.
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4.3 EL PANTOGRAFO

Durante nuestra propia exploracion usando la herramienta, vimos que fue necesario
entender como funcionaba y cémo debiamos mejorar el nivel de precision de la misma.
Construimos nuestra primera version del pantografo siguiendo indicaciones en un
videotutorial en YouTube®, pero este no lograba reproducir dibujos al doble del tamafio
como nos fue sugerido. También observamos que los materiales empleados (palos de
paleta) no posibilitaban una correcta articulacion de la herramienta al configurar otras
escalas de ampliacion.

Dado lo anterior, fue necesario razonar sobre donde era la correcta ubicacion de los
orificios, al construir la herramienta, que permiten la adecuada articulacion de las barras del
pantografo. Paralelamente construiamos el divisor de proporciones y este hecho fue clave
para nosotros para entender donde debiamos ubicar los orificios en la herramienta; este
hecho, el de las diferentes configuraciones del pantografo y su explicacion matematica, ya
fue presentado en el capitulo anterior.

Por esta razon decidimos que en los talleres 3 y 4, debiamos instruir primero a los
estudiantes sobre el uso de las herramientas, antes de empezar la experimentacion. Por otro
lado, vimos en nuestro propio proceso de comprension sobre el manejo de las herramientas,
el potencial de la construccién de ellas, como una tarea interesante para los estudiantes.

4.3.1 Experimentacion con el pantdgrafo fisico

La experimentacion referida a continuacion se ha hecho con tres estudiantes que participan
en el pilotaje de este Taller 3. Basicamente el profesor muestra el funcionamiento y uso de
la herramienta y luego permite que las estudiantes experimenten con ella; durante toda la
sesion el profesor pregunta sobre los dibujos realizados y las posibilidades de la
herramienta.

Inicialmente, el profesor presenta el pantografo hablando sobre qué es lo que permite hacer,
cémo se debe disponer el area de trabajo y cuales son las partes de la herramienta. Acto
seguido el profesor copia un rectdngulo usando la herramienta que acaba de presentar a las
estudiantes. EI manifiesta que no se preocupa mucho por la calidad del trazo, sino por el
tamafno de la figura dibujada y las relaciones que se pueden establecer con la figura
copiada.

% Ver video en https://www.youtube.com/watch?v=W4vzVzxdl10
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El profesor pregunta a las estudiantes qué relacion hay entre la imagen y su reproduccion;
Luna Alejandra responde que el dibujo esta “al doble del tamafio” del modelo copiado; las
razones que da la estudiante las fundamenta en su apreciacion de comparacion entre los
largos y anchos respectivos de las dos figuras, el modelo y su dibujo. Por su parte Maria
José con ayuda de Susan usa el divisor de proporciones®’ y verifica que el alto del dibujo es
efectivamente el doble del alto en la figura copiada, lo mismo hace con las longitudes de
los anchos.

Lo anterior nos permite establecer el potencial del divisor de proporciones en todas las
técnicas y tareas que impliquen hacer reproducciones de ampliacion, reduccion o copia
exacta de los tamarfios; la herramienta es un verificador de relaciones y tamafios, es un
validador de trabajo. Este no es un hecho menor en nuestro trabajo, porque permite al
estudiante tener la certeza de dibujar a la escala pedida y posibilita centrar la atencion no en
la medida de la cantidad de longitud (magnitud como namero), sino en la cantidad de
longitud (magnitud como cantidad) y la transformacién de ella: ampliacion, reduccion o
copia exacta.

A continuacién las estudiantes manipulan la herramienta y aparece una nueva estrategia
para usar el pantografo, no prevista por nosotros al disefiar el taller, las estudiantes
manipulan simultaneamente la regla y el pantografo® como se ve en la llustracion 45. Este
hecho es importante para nosotros al razonar sobre la herramienta y su funcionamiento,
porque centra la atencion del estudiante en el paralelismo entre lineas, entre el segmento de
la imagen y el segmento copiado al dibujar. Esto ha sido explicado en el capitulo anterior
(ver seccion 3.5), en los aspectos matematicos involucrados en el funcionamiento del
pantografo.

37 Debemos decir que al momento de experimentar con el pantégrafo, ya habiamos tenido una sesién con el
divisor de proporciones, herramienta usada en el Taller 4.

% EI divisor de proporciones debia aparecer para las estudiantes en el cuarto grupo de tareas, pero para la
experimentacion con las técnicas e instrumentos de dibujo, no se siguié un orden especifico, fue algo
asincronica la implementacion.
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lustracion 45: Uso del pantografo y la regla al dibujar

A continuacion, se les pide a las estudiantes dibujar el logo de Nike con el pantografo. Ellas
trabajan colaborativamente manipulando la herramienta y razonando sobre lo que hacen;
Luna Alejandra mueve la guia sobre la figura, mientras Susan hace la marca con el lapiz
sobre la zona de dibujo de los puntos destacados del logo, empalmes y puntos extremos;
Susan pregunta por el tamafio y Maria José afirma que es el “doble del tamafio”.

Luego el profesor pregunta por el tamafio del dibujo realizado y las tres estudiantes afirman
que el dibujo esta al doble de dimensiones. Argumentan en relacion a la forma como la
herramienta estd configurada y porque vieron antes que esta hizo una ampliacién al doble
del tamafio con un rectangulo. A continuacion, se centra la atencién en el vértice del logo y
a la forma de comprobar la amplitud de dichos angulos; ante la imposibilidad de usar un
trasportador de angulos el profesor sugiere usar dos reglas para capturar la abertura entre
las lineas, pero esto no es tan evidente para las estudiantes.

Lo anterior, nos indica que no es tan sencillo el andlisis de la forma y la semejanza de
figuras. La observacion del logo se torna compleja porque este no tiene una forma
geométrica usual, se hace necesario un andlisis mas detallado de la figura, como
composicion de otras formas por ejemplo (ver seccién 3.3), Este aspecto es muy
complicado para los estudiantes, abstraer formas geomeétricas dentro de otras, este asunto se
abordara en el analisis del Taller 4.

Luego de descomponer el logo en formas mas simples, quedan planteados para las nifias
dos triangulos semejantes (ver llustracion 46). El profesor pregunta sobre la manera de
establecer la semejanza entre ellos, la proporcionalidad que pueda haber entre sus lados y la
congruencia entre sus angulos, como aquellas caracteristicas que los “hacen parecidos”. Las
estudiantes establecen una correspondencia de proporcionalidad entre los tres lados de los
triangulos valiéndose del divisor de proporciones para resolver la pregunta, esto se puede
sustentar en las Proposiciones 4 y 5 del Libro VI en Elementos de Euclides, si se considera
la congruencia de los angulos, ademas de la Definicién 1 (Ver seccion 2.1.2.2).
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llustracion 46: Semejanza de triangulos al descomponer el logo de Nike

Finalmente, en esta sesion de trabajo el profesor pone frente a las nifias tres figuras
aparentemente semejantes al logo de Nike (ver llustracion 47) y pregunta por cual de ellas
pudo haber sido dibujada con el pantdgrafo. Luego de la discusion entre ellas por la
eleccion, dos aspectos guian la argumentacion dada, el uso del divisor de proporciones y las
cuadriculas de referencia de dibujos e imagen. Luego de un rato concluyen que la primera
imagen de la lista es la semejante, en virtud de ser una ampliacién a una y media veces sus
dimensiones.

Para esta tarea las estudiantes logran establecer, con ayuda del divisor de proporciones, la
relacién de comparacion (razon) entre el alto y el ancho de las figuras, observando que la
primera figura tiene las mismas razones que el logo original, por estar a escala 1 a 1,5. Al
comparar la segunda figura, platean que el alto es el doble, pero que su ancho es mas
grande y por ende no son semejantes. Para la tercera figura saben que no son iguales por su
forma, pero no explicitan las comparaciones del alto y ancho, aungue si refieren a que el
alto en muy grande.

:\ Vs z‘n
lustracion 47: Figuras semejantes al logo de Nike

4.3.2 Experimentacion con el pantografo digital

Luego de la manipulacion con el pantdgrafo fisico que se construyé para la
experimentacion, surgieron ciertas inquietudes sobre las posibilidades de la herramienta en
cuanto al dibujo y su manipulacion. Nos dimos cuenta por ejemplo, que la herramienta
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posee un rango de trabajo* y esto limita de alguna forma las tareas propuestas. Por otro
lado, manipular las diferentes configuraciones para ampliar a diferentes escalas es algo
complejo al empezar a trabajar con la herramienta.

Fue por ello que disefiamos en Geogebra varias versiones del pantografo: ampliador,
reductor y copiador. Este Gltimo pantografo no es posible de configurar con la herramienta
fisica, porque coincidirian la guia y el 1apiz en la misma posicion, y no se podria dibujar.

La sesion comienza con la explicacion del pantografo configurado para ampliar a tres veces
las dimensiones (ver llustracion 48). El profesor pregunta a las estudiantes por qué la
configuracién de la herramienta permite hacer dicha ampliacion y qué relacién puede haber
entre la posicion de los agujeros y el factor de escala. Luna Alejandra nota que la distancia
entre el pivote y el primer agujero cabe tres veces sobre esa varilla en la herramienta, al
igual que el agujero central marca desde el pivote dos veces esa distancia. Ese hecho, para
ella, determina que pueda la herramienta hacer ampliaciones al doble o al triple de
ampliacion (ver aspectos matematicos del pantografo en seccion 3.5).

llustracion 48: Pantdgrafo fisico configurado al triple de ampliacion

A continuacion el profesor presenta, de la misma forma que lo hizo con el pantégrafo
fisico, la version disefiada en Geogebra, el pantografo digital (ver llustracion 49). Luego de
dibujar varias figuras y verificar el tamafio de sus dimensiones, ahora pregunta a las
estudiantes por la relacion de los puntos E y T, con los factores de ampliacion y el
funcionamiento de la herramienta.

% posibilidades de la herramienta para dibujar, en cuanto al tamafio de figuras que puede reproducir.
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lustracién 49: Pantografo digital en Geogebra

Luego de fijar la atencion en los puntos E'y T el profesor permite que las estudiantes
experimenten con la herramienta, pero ellas no perciben la relacion de la ubicacién de E en
relacion a la escala de ampliacién. Parece ser que la precision del trazo no ayuda a la
discusion, por tal razén el profesor recurre a otro pantégrafo cuyo guia (F) sigue una figura
previamente trazada en la izquierda (cuadrado de una unidad de ancho y alto) y la recorre,
mientras que en la derecha dibuja el rastro de esa misma figura (L) pero ampliada (ver a
continuacion).

L ]

il L

lustracién 50: Pantografo digital ampliador a escala4 a 1

Este nuevo pantografo, con trazos méas precisos dinamiza mucho mas la discusién y permite
a las estudiantes de manera mas precisa referirse a los tamafios de las figuras. El profesor
ubica el punto E sobre diferentes posiciones en el deslizador y pregunta por la relacion
existente entre los segmentos OE y OT, y los factores de ampliacion de figuras que se
observan. Esta tarea se sustenta en la razén que puede plantearse entre dos segmentos de
longitudes en el deslizador y su correspondencia con otro par de segmentos en la figura
modelo y en la figura dibujada (ver Proposicion 15, x : y :: nx : ny, del Libro V en
Elementos de Euclides). Luego de lo anterior el profesor hace una asociacién entre la escala
del Divisor de proporciones y la escala del deslizador en el pantografo digital.
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A continuacién, el profesor copia el logo de Nike usando el pantégrafo digital, con una
escala de ampliacion 2 a 1. Este nuevo escenario de aprendizaje enfoca la discusion en las
dimensiones del logo y no en la forma, porque se venia hablando del tamafio de los objetos
copiados en relacion a las diferentes posiciones del deslizador sobre el segmento OT.

Acto seguido el profesor introduce el pantografo digital en la discusion de las diferentes
posiciones de E sobre el deslizador, y permite que las nifias experimenten con este aspecto
(ver llustracion 50 e llustracion 51). El profesor pregunta sobre el tamafio de las figuras
dibujadas en la derecha y su relacion con las posiciones de E sobre el segmento OT. Las
estudiantes observan la variacion combinada entre estos tamafios y las diferentes posiciones
sobre el deslizador, para nosotros esto es un indicio de razonamiento proporcional en las
estudiantes, en relacion a nuestra nocion referida en la seccion 2.2.1. Efectivamente hay
una covariacion entre las dos magnitudes referidas (posiciones de E sobre el deslizador y
tamanios de los dibujos) que marcan diferentes situaciones.
/\

G
i
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llustracion 51: Pantografo digital reductor

Para finalizar este apartado, nos referiremos al potencial de este tipo de construcciones en
Geogebra, para el desarrollo de nuestro propdsito. Es bastante claro que es muy dificil dotar
a todos los estudiantes de una clase de 40 estudiantes, con los materiales de trabajo
necesarios para el manejo de este instrumento (pantografo fisico), pero en cambio es muy
préctico facilitar los archivos digitales necesarios para trabajar en el computador, ya sea en
su casa 0 en la sala de sistemas y permitir la experimentacién con la herramienta. Pensamos
ademas que las herramientas tecnoldgicas son necesarias, cuando estas permiten realizar
tareas que otras de tipo fisico no lo permiten, de lo contrario estas nuevas tecnologias en el
aula serian innecesarias.

44 EL DIVISOR DE PROPORCIONES

Las experimentaciones con el divisor de proporciones en este apartado, se dividen en dos
momentos, instruccion y construccion de la herramienta y pilotaje del Taller 4. Para lo
primero, se recurrié a regletas de madera, cortadas en diferentes tamafios que representaban
segmentos de recta y tenian cierta relacion multiplicativa entre ellos, para comprobar las
diferentes posiciones del divisor de proporciones. Para lo segundo, se usé la herramienta
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construida por nosotros, para implementar la técnica del encaje de formas, a partir de
rectangulos que capturan la forma.

4.4.1 Cobmo funcionay cdmo se construye un divisor de proporciones

Con todas las regletas de madera (segmentos), el profesor pregunta a las tres estudiantes
sobre la relacion existente entre ellos, en relacion a sus longitudes. Las estudiantes tratan de
completar las longitudes de los segmentos mayores con otros de menor longitud, pero se
aprecia un razonamiento aditivo en ellas; por ejemplo, el segmento que Illamaremos 4a, lo
completan a partir de la suma entre 3a con a*°. Luego, el profesor tomas los segmentos a y
2ay pregunta por la relacion existente entre ellos, de esta forma las estudiantes notan que el
pequerio es al grande como “la mitad de” y el grande al pequefio como “el doble de”, en
virtud a sus longitudes comparadas.

Después de lo anterior el profesor pide que asocien la longitud del segmento a en relacién a
todos los demas sobre la mesa. Luego de las preguntas del profesor se establecen las
relaciones multiplicativas entre los segmentos, surgen en la conversacion las relaciones:

“ser el triple de”, “ser el cuddruple de”, “ser la tercera parte de” y “ser la cuarta parte de”,
entre los segmentos referidos en la experimentacion.

llustracion 52: Divisor de proporciones midiendo la relacion 1,5 veces a 1

Luego el profesor coloca sobre la mesa el divisor de proporciones y dice que la herramienta
permite hacer el mismo razonamiento anterior, pero sin necesidad de contar. Para el
profesor ain no es tan clara la relacion multiplicativa entre los segmentos, que comentan
las estudiantes, y quiere ensefiar a usar la herramienta. Después de precisar como se deben
ubicar las longitudes con el divisor, el profesor coloca en los extremos de la herramienta,
los segmentos 2a y 3a, y pregunta por la relacion entre las longitudes, como se observa en
la llustracion 52.

“0 Existe entre ellos una relacién en virtud de las longitudes, el mas pequefio tiene longitud a, los demas tienen
longitudes 2a, 3a y 4a.Tambien se debe decir que hay tres o cuatro regletas de cada tipo.
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Las estudiantes a partir de la disposicion de los segmentos que se comparan no ven alguna
relacidn aparente, necesitan del segmento a, para establecer que 3a es el sesquialtero de 2a.
este hecho facilita en las estudiantes la apreciacion de tener configurada la herramienta en
la relacion referida anteriormente. Si estuviésemos hablando de la medida de la cantidad de
longitud de los segmentos (numeros) podriamos interpretar las tres relaciones matematicas
referidas en la proposicion 4 del Libro VII en Elementos de Euclides (ver seccion 2.1.2.6)
“Todo numero es parte o partes de todo nimero, el menor del mayor”, bastaria con asignar
a la longitud a un valor especifico de longitud. En este sentido, vemos una ruta expedita
para abordar la proporcionalidad entre nimeros con este tipo de materiales para la
ensefianza, en virtud de las relaciones multiplicativas entre cantidades.

Luego las estudiantes comprueban las diferentes relaciones matematicas entre las
longitudes de los segmentos sobre la mesa, usando el divisor de proporciones. Ellas
relacionan las diferentes configuraciones de la herramienta, posiciones del remache o eje,
con las relaciones entre longitudes que establecen sus extremos. Nuevamente observamos
en las estudiantes una forma de razonamiento proporcional, segun lo planteado en la
seccion 2.2.1, ellas observan la variacion entre las diferentes posiciones del divisor de
proporciones (distancias desde los extremos a los agujeros), y las relaciones matematicas
que se marcan en los extremos. Efectivamente es una comparacién de segundo nivel, de
relacién entre relaciones (ver aspectos matematicos del divisor de proporciones en seccion
3.6).

A peticion del profesor, las estudiantes dibujan rectdngulos usando el divisor de
proporciones, con la configuracion a es a 2a de la herramienta. Llama la atencion de esta
construccion que los rectangulos quedan sobre la misma linea horizontal y se asocia de
nuevo el paralelismo entre pares de lados de la figura a dibujar y de su reproduccion; tal
vez sea por el uso que le han dado a la herramienta en la misma sesion de trabajo,
convendria para complejizar las tareas y el razonamiento asociado a ellas, usar posiciones
diferentes entre la figura y su dibujo (ver llustracion 53). Finalmente, en esta parte, el
profesor pide a las estudiantes que describan el procedimiento para dibujar rectangulos con
longitudes de lados al triple de su tamafio, ellas lo hacen consistentemente.
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lustracion 53: Rectangulo construido con el divisor de proporciones

Para ensefiar a construir la herramienta, el profesor ha llevado para la sesién los dos brazos
en cartdn listos para ser perforados y terminar la herramienta. Consideramos que entender
este aspecto, la ubicacion de los orificios a lo largo de los brazos, es clave para entender
cémo funciona la herramienta, por tal razén se propone como tarea.

Luna Alejandra determina, con ayuda de la regla, que si el primer orificio se encuentra en la
mitad del divisor de proporciones nuestro (la mitad de 24 cm, 12 cm) ella puede marcar la
mitad del nuevo divisor en 15 cm, porque su largo es 30 cm. Para el siguiente orificio ella
nota que esta distancia cabe tres veces en el largo del divisor (en 24 cm) y piensa que puede
hacer una correspondencia sobre la nueva herramienta. Para marcar el agujero de razones 2
a 1, ella con ayuda del profesor recurre al algoritmo de la regla de tres y establece la
siguiente proporcion, 24 cm es a 8 cm como 30 cm es a X; obtiene asi la distancia buscada
de 10 cm, para ubicar el segundo orificio en el nuevo divisor en construccion. A
continuacion Luna Alejandra entiende que este procedimiento lo puede replicar para las
otras posiciones que necesita en la construccion de la herramienta (ver Ilustracion 54).
) 7%
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lHustracion 54: Proceso de perforacion del divisor de proporciones

Lo anterior, es bastante significativo en nuestra experimentacion, porque la estrategia de
solucion de situaciones de proporcionalidad directa (ver seccion 2.2.3), “El algoritmo del
producto cruzado o regla de tres simple” por fin tiene sentido. La estudiante, como se
mostré anteriormente, establecio las proporciones necesarias para cumplir con la tarea
asignada, en lugar de multiplicar mecanicamente sin entender qué hacia. Es claro para
nosotros, que la cuarta proporcional se puede hallar no solo entre las medidas de cantidades
de longitud (nimeros), sino también entre magnitudes de segmentos de recta, como se
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observa en la siguiente ilustracion (esto, basados en la Proposicion 12, del Libro VI en
Elementos de Euclides).

llustracion 55: Division de un segmento en dos partes iguales. Tomado de https://www.geogebra.org/m/YQzwSbW7

4.4.2 Pilotaje del Taller 4

Continuado con el trabajo de la sesion anterior, el profesor introduce la técnica del encaje
de figuras, usada en el dibujo artistico. El explica los principios basicos, ya referidos en la
seccidn 3.6 y sugiere que para buscar precision se debe usar el divisor de proporciones.

En el desarrollo del punto 1 del taller (ver Anexo 4) el profesor pregunta a las estudiantes
sobre qué tan grande pueden hacer el dibujo en su hoja, pero las estudiantes no ven tan
relevante ese aspecto, porque ellas no han escogido la escala adecuada de ampliacion.
Cuando es considerada el area de trabajo para realizar la tarea, Luna establece, con ayuda
del divisor de proporciones que el ancho de la figura a dibujar cabe cinco veces en su hoja
de trabajo. Luego Susan determina que dada las limitaciones de la herramienta, se debe
dibujar aescala4 a 1.

El anterior razonamiento de las estudiantes fue hecho a partir del ancho de la figura
solamente, desconociendo la otra dimension, el alto. Dada la forma de la imagen, casi un
cuadrado para el encaje de las formas, tal vez no sea relevante para ellas la consideracion
del alto de la caricatura. Sin embargo, el razonamiento proporcional se debe entender como
la percepcion de la covariacion de dos dimensiones, en el uso de esta y cualquier técnica
desarrollada. También es adecuado sefalar el uso de otras razones de semejanza
consideradas para resolver la pregunta, como la escala 5,5 a 1; se debe insistir que dichas
razones asociadas también pueden ser no enteras.

A continuacién, ellas durante 10 minutos dibujan la figura pedida (como se ve en la
siguiente ilustracion); con la ayuda del profesor se logran dibujar las zonas curvas de las
figuras, las estudiantes ya habian dibujado los rectangulos semejantes al modelo base.
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lustracion 56: Susan y Luna Alejandra resolviendo el punto 1 del taller 4

Para el segundo punto del taller (ver Anexo 4), el profesor explica que se puede usar el
divisor de proporciones para ampliar o reducir la figura de la copa mostrada. Lo anterior es
importante de sefialar, porque las estudiantes habian visto en el primer punto del taller, el
uso de la herramienta para ampliaciones, ahora haran las dos cosas.

Las estudiantes marcan sobre las lineas guia, al igual que lo hicieron en la técnica de la
cuadricula, los puntos destacados del modelo. Estas referencias establecen los extremos de
los segmentos de recta que ellas quieren dibujar, con la ayuda del divisor de proporciones
trabajan haciendo una ampliacion 2 a 1 y una reduccion 1 a 2, sobre las mismas lineas de
proyeccion (ver llustracion 57).

N D
,‘\., .

0
llustracién 57: Dibujo logrado en el segundo punto del Taller 4

Finalmente, queremos sefialar cbmo a lo largo del trabajo previo, se han introducido en las
tareas propuestas, mediante el apoyo de las diferentes técnicas e instrumentos para dibujar,
los elementos conceptuales necesarios para construir una homotecia. Las tareas de
proporcionalidad geométrica no métrica, en los contextos practicos de dibujar, han
permitido un abordaje diferente de los contextos de ensefianza de este objeto matematico.

45 OTRAS TAREAS QUE SURGEN AL MOMENTO DE EXPERIMENTAR

En este apartado mostramos otras tareas que consideramos durante la experimentacion de
los talleres propuestos, pero que no fueron experimentadas, sin embargo, reportamos
nuestra reflexion al respecto.
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a)

b)

d)

f)

9)

Como se dijo anteriormente, en la técnica del uso de la cuadricula para dibujar, el
area de trabajo es una variable didactica a considerar, por ello se usaron areas de
trabajo, con la misma y diferente relacion de aspecto. Seria interesante dibujar la
cuadricula sobre algin dibujo y luego pedirles a los estudiantes que hagan
reducciones o ampliaciones del mismo; podrian por ejemplo usar cuadros mas
grandes 0 mas pequefios segin convenga, para establecer una proporcionalidad
entre las cuadriculas, no dada por la cantidad de cuadros, sino por el tamafio de
ellos.

Usando la técnica de la captura de longitudes con el lapiz, se sugiere afinar el uso
de ella con diferentes tipos de figuras geomeétricas basicas: rectangulos, triangulos,
etc. y ademas estas formas deben tener diferentes relaciones de aspecto entre el
ancho vy el alto, no solo razones 2 a 1, también razones no enteras. Es importante
sefialar que dado que una proporcién se puede expresar como la clase de
equivalencia de razones iguales (ver seccion 2.1.4.2), seria importante usar figuras
gue posean razones equivalentes, ejemplo: 3esa 2, 6 es a4, 9 es a6, etc. en dichas
capturas de longitudes, para buscar proporcionalidad entre dichas figuras.

Otras tareas que surgen de aplicar la técnica de la captura de longitudes con el lapiz,
involucran las propiedades de las proporciones del Libro V de la obra Elementos de
Euclides, de la seccion 2.1.2.1.3. Por ejemplo, se podria agregar o quitar cierta
porcion de longitud (el alto) a la base de dos rectangulos y analizar las nuevas
razones resultantes entre el alto y el ancho (Proposiciones 17 y 18).

Se recomienda, luego de trabajar la semejanza de figuras con el pantografo, utilizar
en la discusion de dicha propiedad con los estudiantes, el uso de variadas formas
geométricas, y en especial, aquellas que impliquen analizarlas como composicién de
otras figuras més simples.

Se recomienda desde el uso de cualquiera de las técnicas e instrumentos para
dibujar, constantemente mostrar a los estudiantes figuras semejantes y no
semejantes, para establecer las condiciones de dicha propiedad.

En cuanto al uso de instrumentos, ya sea con el pantografo fisico o con el divisor de
proporciones, se recomienda completar dibujos y comparaciones de segmentos con
herramientas de distintos tamafios y hacer razonar a los estudiantes sobre ese hecho.
Por ejemplo, empezar la copia de un dibujo con un pantografo de brazos (varillas)
cortos y luego proporcionar una herramienta de brazos largos, con la misma
configuraciéon de ampliacion o reduccion, para concluir la copia; ¢se conservaran
invariantes las condiciones de semejanza, entre la figura a copiar y su reproduccion?
Dado lo presentado en la seccion 4.3.2, uso del pantdgrafo digital conviene
cuestionar nuestras propias practicas docentes acerca del manejo que le damos a la
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h)

)

geometria en nuestras aulas. Por tal razon, debemos proponer ambientes de
aprendizaje de la geometria mas dinamicos, donde el movimiento sea una variable
didactica a considerar, y es alli donde el pantdgrafo digital permite experimentar
tanto a los estudiantes, nuevas tareas y retos de aprendizaje. Por ejemplo, podrian
proponerse a los estudiantes asuntos referidos a las construcciones geométricas en
Geogebra y la relacién de las propiedades de dichas figuras, con sus ampliaciones y
reducciones, es decir qué propiedades son invariantes o cuales no en las figuras.
Usando los segmentos o pedazos de madera que los representan, como los
empleados para introducir la herramienta del divisor de proporciones a los
estudiantes, se podria plantear a los estudiantes el método de la antanairesis (ver
seccién 2.1.1) para calcular una razon entre segmentos o la proporcion entre dos o
mas razones. Es importante mostrar a los estudiantes métodos alternos de razonar,
no solo proporcionalmente, sino en el contexto de las magnitudes conmensurables y
no conmensurables. Lo anterior, es un aspecto destacado en la construccion del
concepto de numero racional, cuestion que también se aborda en el grado séptimo
de la Educacién Basica y esta intimamente relacionada con las RPP.

Usando el mismo material didactico del numeral anterior también se pueden
explorar aspectos contemplados en el Libro VII, la proporcionalidad desde las
cantidades (ver seccion 2.1.2.3). Bastaria con tomar un segmento mas pequefio que
los demas y compararlo con otros, para determinar la relacion “ser parte de”
(definicion 3); o tomar un segmento mas grande y compararlo con los demas y
mostrar asi la relacion “ser partes de” (definicién 4); o mostrar que un segmento
puede expresarse cierto numero de veces a partir de otro, con la relacion “ser
multiplo de” (definicién 5). Lo anterior basado en las medidas de cantidad de
longitud (numeros concretos), si se quiere podria nombrarse uno de los segmentos
como unidad de medida. Para nosotros es claro desde nuestra experiencia docente
que el estudiante muestra muchas dificultades al abordar relaciones como: ser el
doble de, ser el triple de, ser la mitad de, etc. y este tipo de ejercicios de
razonamiento multiplicativo, también apoyan el desarrollo del pensamiento
proporcional.

Segun lo discutido en la seccion anterior, 4.4.2, convendria a partir de figuras
rectilineas, pedir a los estudiantes completar reproducciones o dibujos a escala. Esto
con el fin de plantear tareas que requieran el razonamiento proporcional al hallar la
cuarta proporcional teniendo tres magnitudes dadas. Insistimos en cuestionar el
algoritmo de la regla de tres realizado sobre cantidades, hecho de manera mecéanica
por los estudiantes.
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5 CONCLUSIONES Y DISCUSION

Este capitulo recoge los principales resultados de lo desarrollado durante los anteriores
apartados. A continuacion, se mostraran dichas conclusiones, producto de nuestro proceso
reflexivo sobre la experiencia de disefio de un grupo de tareas, en relacion con las diversas
facetas del conocimiento del profesor de matemaéticas involucradas en tal accion.

En primer lugar, retomaremos el propdsito de este trabajo de grado en el &mbito de nuestras
expectativas al desarrollar dicha idea. Para ello, destacamos los momentos de trabajo
establecidos al disefiar y experimentar el conjunto de tareas propuesto: Revision de las
perspectivas teoricas sobre las RPP, identificacion y disefio preliminar de tareas,
experimentacion o pilotaje, reestructuracion del primer disefio y nuevo momento de
experimentacion. Este método de trabajo nos ha permitido cualificar nuestro conocimiento
sobre las RPP, y en el contexto planteado, hemos aprendido asuntos referidos sobre el
disefio de tareas, no considerados en nuestra aproximacion inicial.

Lo anterior, nos brindé elementos de confianza en lo disefiado, porque a partir de la
experimentacion y reelaboracion de tareas, fuimos comprendiendo la importancia de
robustecer nuestro conocimiento sobre: las RPP, el razonamiento proporcional, el disefio de
tareas, y las técnicas e instrumentos de dibujo. Por tal razén, fuimos replicando el método
de experimentar y reelaborar las situaciones propuestas, porque aprendiamos sobre la
marcha, y esto cualificaba las diferentes facetas de nuestro conocimiento.

Asi mismo al disefiar y experimentar el conjunto de tareas, pudimos ver un amplio saber
que abarca darle sentido al conocimiento matematico, cuando se vincula con otros
contextos de ensefianza, fuera de las mateméaticas mismas. Vimos por ejemplo, que saber
matematicas implica también relacionar dicho conocimiento con otros saberes, como las
técnicas e instrumentos usados para dibujar proporcionalmente. Nuestro propio abordaje de
este aspecto (dibujar), amplié nuestra perspectiva hacia la ensefianza; nosotros mismos
tuvimos que aprender sobre dichos elementos y relacionarlos con nuestro saber matematico.
Vimos por ejemplo, muchos escenarios de aprendizaje, sobre diversos aspectos ya
sefialados; aprendizajes nuestros y de los estudiantes con quienes experimentabamos.

En segundo lugar, diremos que la indagacion planteada sobre cual es la relacion entre el
disefio de tareas, que procuran el desarrollo del razonamiento proporcional en estudiantes



de grado séptimo, y el conocimiento del profesor (objetivo general), encierra variados
aspectos referidos al conocimiento de las matematicas para la ensefianza. Pero,
principalmente vemos una relacion dialéctica entre el disefio de tareas y el conocimiento
del profesor de matematicas.

Esta relacion vincula las acciones que se emprendan al disefiar las tareas y el conocimiento
necesario para que estas desarrollen un fin determinado, en nuestro caso, promover el
razonamiento proporcional en un grupo de estudiantes. Es decir, hay una correspondencia
reciproca entre las dos dimensiones, entre el disefio y el conocimiento, porque a la vez que
se robustece el saber, el conjunto de tareas cobra pertinencia.

En lo que respecta a los objetivos secundarios, planteados para desarrollar en el trabajo de
grado, como se vio en la llustracién 3, diremos que cada objetivo especifico fue abordado
en un determinado capitulo de este escrito. Es por ello que el Capitulo 2 muestra una
revision de las perspectivas tedricas sobre las RPP en concordancia con el primer objetivo
especifico; asimismo, el Capitulo 3 describe el conocimiento del profesor al disefiar el
conjunto de tareas propuesto; y sobre el Capitulo 4 se muestra el analisis de la
experimentacién con el grupo de tareas, desde el conocimiento del profesor.

A continuacién, queremos mostrar al lector, desde el &mbito de la EPM, unos aspectos que
consideramos relevantes en el conocimiento del educador. Como ya se dijo antes, no basta
con saber de matematicas (conocimiento disciplinar) para poder ensefiar significativamente,
porque este conocimiento para la ensefianza es mucho mas amplio y complejo.

51 EL CONOCIMIENTO DEL PROFESOR DE MATEMATICAS SOBRE LAS
RPP

Dado lo anterior queremos presentar al lector como se fortalecié nuestro conocimiento para
la ensefianza del tema de las RPP, la semejanza de figuras y la proporcionalidad
geométrica. Para ello introducimos un modelo de la EPM que organizarq nuestros
resultados sobre el tema, pero primero haremos una contextualizacion sobre el
conocimiento del profesor de matematicas en este campo de investigacién, antes de mostrar
nuestras apreciaciones.

Desde la aparicion de los aportes de Shulman (1986) se ha dado una revolucién en la
educacion del profesor, sobretodo en qué tipo de conocimiento se necesita para la
ensefianza. Se concluye desde estas nuevas miradas la importancia de considerar un nuevo
conocimiento, diferente al disciplinar, que responda a las inquietudes de la practica
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docente. En efecto, surgen multiples perspectivas*’ para estos desarrollos conceptuales,
respondiendo a lo que cada grupo de investigadores considera pertinente para mejorar el
conocimiento del docente.

Hemos escogido el modelo de EPM de Ball, Thames y Phelps (2008) para organizar el
conocimiento necesario para la ensefianza de la proporcionalidad geométrica en el marco de
este trabajo de grado. Esta perspectiva permite establecer el conocimiento del profesor de
matematicas necesario para la ensefianza, al disefiar material didactico.

5.1.1 EIl Modelo de Ball, Thames y Phelps

Estos autores consideran un conocimiento mas especializado en la ensefianza de las
matematicas el MKT*, el conocimiento matemético para la ensefianza. Ball, Thames, y
Phelps (2008) lo definen “como el conocimiento matematico que usa el profesor en el aula
para producir instruccion y crecimiento en el alumno” (p. 374). Como resultado de esta
clasificacion surgen para ellos dos nuevas clasificaciones del conocimiento del profesor: el
SMK (conocimiento del contenido) y el PCK (conocimiento pedagdgico del contenido). A
continuacion, se muestra una ilustracion de los diferentes dominios del conocimiento del
profesor de matematicas; ademas, cada uno de estos tiene otras subdivisiones.

I
Conocimiento del contenido (SMK) | Conocimiento pedagédgico del contenido

(PCK)

Conocimiento del

c L _ contenido y los
onocimiento comuan estudiantes (KCS)

del contenido (CCK)

Conocimiento del
ido v del

Conocimiento
especializado del
Conocimiento en el Gt 3L Conocimiento del
horizonte contenido ¥ la
matematico (HCK) ensenanza (KCT)

curriculo [i(CC)

—

lustracion 58: Dominios del CME, adaptacion de la figura en Ball, Thames, & Phelps (2008)

5.1.1.1 El conocimiento del contenido (SMK)

Este aspecto contempla el saber matematico que posee el docente, aquellos componentes
propios de su quehacer profesional. Este conocimiento se especializa en:

a) Conocimiento comdn del contenido (CCK): Este conocimiento se refiere a lo que
debe saber de manera bésica, toda persona con nivel educativo escolar en

*1 Por ejemplo, el Modelo de Rowland, el de Stacey, el de Godino, el de Schoenfeld y Kilpatrick, entre otros.

*2 Por sus siglas en inglés “Mathematical Knowledge for Teaching.
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matematicas. Es decir, los conocimientos béasicos matematicos que todos
adquirimos a nivel escolar.

b) Conocimiento en el horizonte matematico (HCK): Este conocimiento involucra
como cierto contenido se relaciona con otros a lo largo del curriculo.

¢) Conocimiento especializado del contenido (SCK): este conocimiento matematico es
mayor al que debe tener cualquier persona con formacion escolar. Este saber
involucra no solo el saber hacer del conocimiento comun anterior, sino la
procedencia de dichos contenidos, asi como las justificaciones de este saber hacer
en la resolucion de un problema en matematicas, por ejemplo.

5.1.1.2 El conocimiento pedagogico del contenido (PCK)

Este saber refiere a los errores que los estudiantes cometen con frecuencia y a las
estrategias de solucion empleadas en los problemas, a la relacion entre el contenido
matematico y su ensefianza, y a como se relacionan los contenidos dentro del curriculo.
Este conocimiento a su vez se especializa en:

a) Conocimiento del contenido y los estudiantes (KCS): Este conocimiento del
profesor combina los saberes acerca de los estudiantes y los saberes
acerca de las matematicas, refiere a los errores que los estudiantes cometen con
frecuencia, a las estrategias de solucién empleadas y a las maneras de razonar al
solucionar problemas en matematicas.

b) Conocimiento del contenido y la ensefianza (KCT): Este tipo de conocimiento trata
acerca de la ensefianza y su relacion con el conocimiento sobre las matematicas. Se
refiere a las decisiones que toma el docente sobre una determinada secuencia de
tareas, aspectos como la secuencialidad y la dependencia entre contenidos se
refieren en ente subdominio.

c) Conocimiento del contenido y del curriculo (KCC): Es el conocimiento que el
profesor debe tener sobre: el conjunto de programas que se disefian para la
ensefianza de temas especificos y temas a un nivel determinado; los diferentes
recursos 0 materiales educativos en relacion a los programas; y el grupo de
caracteristicas que sirven de guia para usar el plan de estudios.

5.1.2 Uso del Modelo de Ball, Thames, & Phelps (2008)

Dado lo anterior, hemos tomado este modelo de Ball, Thames, y Phelps (2008) del
conocimiento del profesor de matematicas, como un organizador en nuestro trabajo de
grado, de nuestro propio conocimiento para la ensefianza, construido sobre la
proporcionalidad geométrica y la semejanza de figuras. A lo largo del escrito el lector ha
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visto reflejados estos dominios del conocimiento sobre el tema, por tal razén vamos a
precisar a continuacion cOmo se organizan en nuestro estudio.

Existe un CCK de la proporcionalidad geométrica que todo estudiante de nivel escolar debe
manejar, al finalizar sus estudios secundarios, este lo encontramos en la seccion 3.1 “Los
conceptos y procedimientos asociados a la proporcionalidad geométrica y la semejanza de
figuras planas”. En este apartado, hemos asumido la proporcionalidad entre magnitudes y no
entre nimeros, como es la forma usual de mostrarse a nivel escolar.

Asi como hay un conocimiento basico sobre el objeto matematico en nuestro estudio,
también hay un SCK; el lector lo puede ubicar en las secciones 2.1 y 2.2, pero
especificamente referido a la proporcionalidad geométrica y la semejanza de figuras, en la
seccién 2.1.2.2. Es importante comentar, que en el marco de referencia se centra la atencion
en diferentes perspectivas de las RPP, como relaciones de comparacion y en nuestra nocion
de razonamiento proporcional, con el propdsito de usar estos referentes para justificar las
tareas propuestas. Es decir, las tareas no solo se centran en la semejanza de figuras y la
proporcionalidad geométrica, sino que el contexto de trabajo elegido es un pretexto para
nosotros para poner en practica todo lo estudiado sobre las RPP.

Este conocimiento especializado del contenido matematico, sefialado en el marco de
referencia del trabajo de grado y construido durante nuestros estudios en el segundo y tercer
semestre de la MDM, ha sido presentado como ponencia a el 1l CEMACYC*, “Perspectivas
teoricas de la razdn, la proporcién y la proporcionalidad como relaciones de comparacion”
(Moreno et al., 2017). Para nosotros esta participacion es un asunto fundamental en nuestro
proceso de cualificacion y profesionalizacion docente; hemos entrado a la Maestria con la
firme intencion de mejorar nuestras practicas de ensefianza, pero hemos logrado algo mejor,
nuestro primer reconocimiento como docentes investigadores.

Para completar el SMK en nuestro estudio tenemos el HCK. El lector lo puede encontrar en
las secciones 1.2 “Justificacion del problema de estudio” y 3.2 “El objetivo de las tareas
propuestas en términos de la comprension de los objetos matematicos implicados”. ES claro
que conocer los contenidos matematicos no es suficiente para ensefiar; de ahi surge la
necesidad del HCK (Torres, 2015, p. 13). Sefiala la misma autora que se deben hacer
conexiones intraconceptuales, conexiones interconceptuales y conexiones temporales en el
Conocimiento del Horizonte Matematico (p.31).

43 Congreso de Educacién Matematica de América Central y el Caribe realizado en Cali. Ver en http://ciaem-
redumate.org/cemacyc/index.php/ii_cemacyc/iicemacyc/paper/view/420
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Por tal razon en nuestro trabajo de grado, en el proceso de reflexion sobre el conocimiento
necesario para la ensefianza, entendemos este tipo de conexiones como los niveles de
comprension sobre el conocimiento del contenido vistos en el HCK. Es decir, cémo se
relaciona el contenido de la proporcionalidad geométrica y la semejanza de figuras, con
otros conceptos, dentro y fuera de las matematicas (en este caso el dibujo de figuras
proporcionales), y con los conocimientos previos y futuros que se deben tener en cuenta.
Por ejemplo, esto lo vimos a partir de la implementacion de las propiedades de las
proporciones (referidas desde el libro V de Elementos), en la justificacion de las formas de
razonar proporcionalmente cuando se dibuja.

Asi mismo, el lector puede ubicar el KCS en los disefios que se hacen de cada uno de los
cuatro talleres. Para referirnos a las posibles estrategias y soluciones de los estudiantes ante
las tareas propuestas, ver secciones 3.3.4, 3.4.4, 3.5.4 y 3.6.4, Para ubicar los posibles
errores de los estudiantes ante las tareas, ver secciones 3.3.5, 3.4.5, 3.5.5 y 3.6.5. Por
ejemplo, cuando se consideraba con anticipacion al disefiar las tareas, en cada técnica o
instrumento de dibujo, aquellas formas de resolver las situaciones empleadas por los
estudiantes. Consideramos que este conocimiento es muy importante para el profesor
porque permite prever en su disefio de tareas, la posible actividad de los estudiantes, trazar
una ruta de aprendizaje y asi mejorar su disefio de tareas.

Para el KCT el lector puede consultar las secciones: 3.3.1, 3.3.3, 3.4.1, 3.4.3, 3.5.1, 3.5.3,
3.6.1 y 3.6.3, en cada una de las técnicas e instrumentos para dibujar proporcionalmente.
Este aspecto refiere al conocimiento de las RPP, en el contexto de la proporcionalidad
geomeétrica, en relacién a la posible secuencialidad de las tareas, su pertinencia y la manera
como se estructura cada taller en relacion al objetivo de ensefianza de la sesion. Cada taller,
aunque referia a diferentes instrumentos o técnicas de dibujo, se implementaba desde sus
propias particularidades; por ejemplo, la cuadricula y el pantografo se enfocaban en la
forma de las figuras, mientras que el divisor y la captura de magnitudes con el lapiz se
centraba en el tamafio.

En cuanto al KCC podemos referirnos nuevamente al asunto mostrado en la seccion 1.2, al
interior del curriculo de matemaéticas, pero agregaremos la relacién que puedan tener las
RPP con otros campos del conocimiento, como las ciencias sociales, naturales, etc., como
lo sefiala Reyes-Gasperini (2013). Desde nuestras concepciones de las matematicas, las
conexiones de las RPP se dan hacia otros conocimientos dentro del curriculo general de la
escuela, de ahi la importancia de nuestro estudio, se pretende vincular el dibujo artistico y
las matematicas. EIl poder hacer de nuestra parte una argumentacion matematica de coémo
funcionan las diferentes técnicas e instrumentos para dibujar proporcionalmente, muestra
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indudablemente esas conexiones referidas, ilustra nuestra comprension sobre dicho
conocimiento (ver el capitulo 3, secciones 3.3, 3.4, 3.5y 3.6).

5.2 RESULTADOS DE LA EXPERIMENTACION DE TAREAS Y DISCUSION

A continuacion, extraemos algunos de los resultados mas importantes que surgen de
nuestro analisis de las tareas experimentadas. Nos hemos enfocado en el conocimiento del
profesor; si se comentd en algun momento del escrito las acciones de los estudiantes al
resolver las tareas, era con la firme intencion de medir la eficacia de nuestros disefios y
potencializar lo propuesto.

En el uso de la técnica de la cuadricula hemos encontrado, a nuestro juicio, tanto en el
pilotaje como en la aplicacion del taller 1, una forma equivocada de razonar
proporcionalmente en los estudiantes. Como ya se explico en la seccion 4.1 los estudiantes
usan la referenciacion de los puntos destacados de la figura, para reproducir esas mismas
relaciones de posicion de dichos puntos en la zona de dibujo; el tener una zona de trabajo
desproporcionada en relacion a la zona o cuadricula donde esta el modelo a dibujar, denota
lo sefialado. Lo anterior no se habia hecho evidente, segin el analisis de tareas de
proporcionalidad geométrica en libros de texto, desarrollado por Quintero y Molavoque
(2012) y desde nuestra propia experiencia, tradicionalmente, las cuadriculas de la figura y
la zona de dibujo se plantean proporcionales.

En cuanto al uso de la técnica de captura de longitudes de segmentos y amplitudes de
angulos con el lapiz, vemos la importancia de este tipo de ejercicios para el desarrollo del
razonamiento proporcional, porque permite establecer relaciones directas con los objetos
que queremos dibujar. Hemos dicho que el razonamiento proporcional es una forma de
pensamiento de segundo orden, la proporcion es una relaciéon (equivalencia) de relaciones
(razones); por tal razén, es a partir de este tipo de tareas que encontramos potencialidad en
el desarrollo de esta destreza.

En consecuencia, de lo anterior, debemos pensar en la ensefianza en tareas que permitan
este tipo de comparaciones multiples. Por ejemplo, podriamos plantear una actividad de
ensefianza que implique medir las sombras de varias personas y compararlas con los
tamanos de los cuerpos que las originan; o establecer diferentes tipos de razones entre las
sombras de varios cuerpos y las razones asociadas a los tamafios de los cuerpos.

Adicional a lo anterior, esta técnica permite establecer dos tipos de relaciones
proporcionales; entre las dimensiones de los objetos que conforman una figura y sus
correspondientes reproducciones, y entre las dimensiones de los objetos en relacién a las
dimensiones globales de la figura, junto con sus correspondientes reproducciones; en otras
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palabras, al dibujar se deben tener en cuenta dos tipos de proporcionalidad: la
proporcionalidad local y la proporcionalidad global.

En lo que refiere al uso del pantdgrafo para dibujar proporcionalmente, rescatamos el
potencial de la tarea de comprender el funcionamiento y construccion de la herramienta,
para entender como se dibuja en ampliaciones o reducciones del tamafio de las figuras. Es
también importante la versatilidad encontrada en el pantdgrafo digital para atender asuntos
referidos a las maltiples configuraciones de la herramienta, para ampliar, reducir o copiar a
escala 1 a 1 todo tipo de figuras. Estos aspectos son basicos para darle sentido y pertinencia
a la ensefianza del tema de la proporcionalidad geométrica y la semejanza de figuras.

El divisor de proporciones se convirtié principalmente en una herramienta verificadora de
las relaciones de longitud entre los segmentos comparados, los de las iméagenes y los de sus
dibujos. Esta herramienta nos liberd del uso de la regla y su escala de medicion de la
cantidad de longitudes, para comprobar los razonamientos hechos, ante las tareas
propuestas. Como segundo aspecto destacado, vemos en la herramienta un enorme
potencial para la ensefianza de la proporcionalidad, no s6lo de magnitudes, sino también de
nGmeros**. Generalmente, la aritmetizacion de la razén induce a mostrarla como un simple
cociente en la ensefianza, desconociendo el potencial que encierra como un indice de
comparacion entre dos objetos.

En términos generales, en lo referido al manejo de las diferentes técnicas de dibujo,
debemos decir que existen otros asuntos asociados al area de trabajo que deben ser
abordados en las tareas propuestas en este contexto. Por ejemplo, como hacer para
“proporcionar” (adecuar a otra area) un tamafio de papel inadecuado para dibujar cierto
modelo o figura; como centrar el dibujo en el area de trabajo y usar los principios de la
simetria combinados con la proporcionalidad geométrica; cémo adecuar el dibujo al
espacio de trabajo y optimizar al maximo dicha area, entre otros asuntos.

Por ultimo, queremos anotar dos consideraciones finales. En primer lugar, creemos que la
propuesta de trabajo planteado no termina con este informe, por tal razon se abrird una
pagina web para compartir la experiencia con otros profesores de matematicas. Es asi como
gueremos poner a disposicion de otras personas todo el material; consideramos que la
propuesta puede nutrirse con otras técnicas o instrumentos, o con la perspectiva de otros
docentes que ya hayan trabajado sobre el tema. En segundo lugar, creemos que se ha
cualificado nuestro saber, porque hemos visto cémo ganamos un estatus de profesionales en
la Educacion Matematica, aspecto no contemplado antes de ingresar al programa de la

* Este asunto ya fue explicado en la seccion 4.5, otras tareas que surgen de la experimentacién, numeral i).

104



Maestria. Lo anterior denotado en la mejora sustancial de nuestros procesos de lectura,
escritura y analisis de documentos, abordados desde cada uno de los seminarios recibidos, y
en poseer ahora una mirada méas profunda y menos ingenua de la Educacion Matematica.
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ANEXOS

Anexo 1: Taller 1 Concurso “dibujemos el logo de Nike”

\\

\ \

1. Dada la figura anterior, dibujela en la siguiente cuadricula.

2. Explique qué dificultades tuvo para lograr reproducir la figura planteada.
a. Explique ¢como logra ubicar las dos lineas rectas que componen el logo sobre la
cuadricula? ¢qué dificultades tuvo para ubicar las lineas rectas del logo?
b. Explique ¢qué dificultades tuvo para ubicar y dibujar las dos lineas curvas sobre
la cuadricula?
3. Responda las preguntas comparando la figura original y su dibujo:



a. ¢Cudl es el tamafo del logo de NIKE? ¢Cual es el alto de la figura? ¢Cual es el
ancho?
4. En la siguiente pagina, dibuje el logo de NIKE, pero reproduciendo la figura al
doble del tamafio original, utilizando las cuadriculas para ello (no use la regla para
medir, sino para trazar).
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Anexo 2: Taller 2, Vamos a dibujar “con el lapiz”

1. Usando la técnica del dibujante artistico reproduzca la fachada de la figura que esta
mostrada en el tablero.

— ~

a. ¢Qué relacion guardan las dimensiones de la ventana y la puerta? C
b. ¢Qué relacion hay entre el tamafio de la ventana y los demas objetos de

la fachada?
c. ¢Qué relacion hay entre el tamafio de la puerta y los demas objetos de la
fachada?
d. ¢Como se puede ubicar o referenciar correctamente el espacio entre los
objetos?
e. ¢Como se captura el borde del tejado (el &ngulo o bisel) para poderlo
dibujar?
2. Aplique la técnica de captura de medidas con el lapiz para dibujar ahora el logo de

Nike.

3. Explique ¢Por qué funciona la técnica de capturar medidas con el lapiz al dibujar?
¢Qué sucede al capturar inadecuadamente las medidas de los dibujos, como se ven
estos en relacion al original?
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Anexo 3: Taller 3, Dibujando con el pantografo

\\

\ \

1. Usando el pantografo, Dibuje a escala 3 a 1 el logo de Nike en la cuadricula
proporcionada.
a) ¢Cual es el alto y el ancho del dibujo realizado?
b) ¢Qué relacion hay entre este nimero de cuadros y el modelo original?
c) ¢Como podria hacer una reduccion del dibujo realizado a escala 1 a 3? Explique
la forma de usar el pantografo para tal fin.
d) ¢Como podria copiar el logo de Nike sin aumentar o reducir su tamafio usando
el pantografo?
2. Usando el pantografo complete en la derecha las figuras dadas, segin el modelo
original de la izquierda y termine su reproduccion.

A h c D

X

a) ¢Qué relacién guardan los segmentos i y f? ¢Cuantas veces cabe el segmento i
en f?

b) ¢En la derecha que tamafio deberia tener la imagen del segmento h?

c) ¢Qué relacién guarda el segmento g y su imagen? ;Cuéntas veces cabe la
imagen de g en g?
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d) ¢En la anterior figura qué relacion guardan los segmentos i y f? ¢ Cuéntas veces
cabe el segmento i en f?

e) ¢En laderecha que tamafio deberia tener la imagen del segmento h?

f) ¢Qué relacion guarda el segmento g y su imagen? ;Cuantas veces cabe la
imagen de g en g?

| A h _C D

¢ L

g) ¢Qué tamarfio tiene la imagen de la izquierda en relacion con la figura de la
derecha?
h) ¢Los dos paralelogramos son semejantes? Explique su respuesta
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Anexo 4: Tarea 4, Dibujando con el divisor de proporciones

1. Trate de usar formas bésicas (rectangulos o tridngulos) para capturar las formas del
modelo planteado para dibujar y realice un esquema o bosquejo. Este esquema debe
ser proporcional al modelo planteado. Escoja la escala apropiada para cubrir toda su
hoja o zona para dibujar.

] — A A — \

2. Use la misma técnica anterior para dibujar el logo de Nike que se muestra en la
cartelera.

3. Usando el divisor de proporciones, dada la siguiente figura proyecte lineas
punteadas desde el punto O hasta los puntos A, B, C y D de la copa y sobre esas
mismas lineas guia, dibuje una copa semejante al doble del tamafio de sus
segmentos de recta. Luego repita el ejercicio a la mitad del tamafio.
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