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2.Descripcion

La nocion de funcion continua es fundamental en el tema de estudio de Calculo
Diferencial e Integral, por su relacion con otras nociones del calculo.

El objetivo principal del presente trabajo, consiste en hacer un recuento
histérico del siglo XVIII acerca de funcidon continua principalmente la
presentada por Leonard Euler y la Ley de continuidad de Arbogast, ademas
determinar algunos ejemplos de esta época como también de la actualidad

para realizar un contraste. Contraste que puede resultar de utilidad dado que
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permite determinar algunas concepciones que se evidencian en algunos

estudiantes de calculo en relacion con la nociéon de continuidad.
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4.Contenidos

Este trabajo, ha sido organizado en cinco capitulos a continuacion se presenta

un breve recuento:

En el primer capitulo, presenta la justificacion, describe los motivos principales
qgue incentivaron a la realizacion de este trabajo y contiene los objetivos

trazados en el trabajo.

En el segundo capitulo, se expone el marco tedrico donde se presenta la
nocién de funcién continua que se encuentra en los textos Apostol (1980),
Spivak (1996), Espiral 11 Samper, C. et al (2005) y Matematicas 11Beltran, L.
et al (2001) que actualmente se utiliza; esta nocién es soportada sobre el
concepto de limite, ademas se plantean los diferentes tipos de discontinuidades
gue presentan los anteriores textos. También en este apartado se enuncia dos
tipos de continuidad que consideré Cantoral (2004) y algunas propiedades de
la continuidad, teorema de diferenciabilidad y la definicion de funcién

presentadas en los textos anteriormente mencionados.

En el capitulo tres, inicialmente se muestra un breve recuento historico de
continuidad, enseguida se presenta las contribuciones de algunos personajes
del siglo XVIII acerca de esta nocidn, especialmente enfatizando en Euler y
Arbogast. Finalmente se enuncia la nocién de continuidad de Euler y la ley de
continuidad de Arbogast. Ademas se presentan algunos ejemplos de

funciones continuas y discontinuas para la época del siglo XVIII.
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En el capitulo cuatro, se presenta un contraste entre funciones continuas
aceptadas por Euler, Arbogast en el siglo XVIII y las funciones que son

continuas con la definicion que presentan algunos textos.

Finalmente, se exponen las conclusiones articuladas con los objetivos
propuestos, el marco de referencia. Ademdas, se sugiere algunas
recomendaciones para futuro de realizar posibles investigaciones de

aplicaciones didacticas acerca del concepto de funcién continua

5.Metodologia

La estructura del trabajo se plante6 a partir de la nocién de continuidad a lo
largo de la historia, por lo cual se enfoca en el siglo XVIII; principalmente los
aportes de Euler y Arbogast. Se realizé un contraste con la definicion que se
concibe en algunos libros. Para hacer el marco tedrico se utilizaron dos textos
universitarios y dos escolares, en el marco histérico se tiene en cuenta libros y
documentos relacionados con la historia de las matematicas. Finalmente se
seleccionaron  diferentes ejemplos de funciones para poder realizar el

contraste.

6.Conclusiones

1. En cuanto al analisis de funciones, Euler no consideré como continuas las
funciones definidas a trozos que en la actualidad cumplen con la condicion
de ser continuas globalmente, porque en este sentido, para Euler las
funciones continuas tenian la caracteristica de ser diferenciables. Ademas
la definicién de funcion continua presente en la actualidad excluye funciones
gue son consideradas continuas en el siglo XVIII e incluye algunas

funciones gque no son consideradas para esta época.

2. El problema de la cuerda vibrante, contribuyé al fortalecimiento de la
consolidacion de la nocién de funcion en esta época, donde la solucién de

este problema llevd a Euler a generalizar el concepto de funcion, donde se
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incluyen las funciones definidas por partes, siendo esta definicion la mas

general en el siglo XVIII.

3. Las funciones continuas para Leonard Euler son a su vez funciones
diferenciables, esto se debe a las propiedades que estan contenidas en la
naturaleza misma de la funcion definida como una Unica expresion analitica.
Ademas las funciones discontinuas para Euler corresponden a las funciones

gue estas compuestas por diferentes expresiones algebraicas.

HERNANDEZ VILLAMIL, Jessica Idaly.

Elaborado por: .
TORRES MOYA, Rosa Alcira.

Revisado por: BAUTISTA BALLEN, Mauricio.
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INTRODUCCION

Se presenta un estudio sobre la nocion de funcion continua en el siglo XVIIl. La
nocion de continuidad es considerada basica en la ensefianza matematica
universitaria especialmente en calculo diferencial e integral. En seguida, se
plantean las nociones encontradas enlibros universitarios utilizados en la
Licenciatura de Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional y también
dos textos de secundaria, donde se presentan algunos ejemplos de funciones
continuas. Ademas se presenta la idea intuitiva que actualmente se tiene de

continuidad.

Luego se presenta un breve recuento historico del siglo XVIII, especialmente de
Euler y Arbogastde quienes se dice que se ocuparon de la nocién de funcion y
funcion continua; y de otros autores contemporaneos a €l quienes también

hicieron aportes significativos para la evolucién de esta nocion.

En particular, se realiza un contraste de algunos ejemplos de funciones continuas
donde se hizo un andlisis con la concepcidon que se tenia sobre la nocién de
funcién continua en el siglo XVIIl y con la que actualmente esta presente en los

libros universitarios.

Este estudio muestra las diferentes concepciones sobre la nocién de funcion
continua que se tenia en el siglo XVIIl y que permiten caracterizar los tipos de
funciones que se concebian como continuas en esta época en contraste conla

nocioén actual de funciéon continua.

Este trabajo se desarrolla encinco capitulos. A continuacion se especifica de forma

breve el contenido de cada uno.

En el primer capitulo se encuentra la justificacion y los objetivos que se pretenden

cumplir durante el desarrollo del trabajo.

En el segundocapitulo se establece el sustento tedrico donde se encuentran los

referentes teoricos del estudio como: la nocion de funcion continua y las nociones



que presentan los textos universitarios y escolares seleccionados. También se

presentan los diferentes tipos de discontinuidad y continuidad.

El tercercapitulo abarca la historia pertinente sobre la nocién de funcién continua
en el siglo XVIII, especialmente la desarrollada por Euler y Arbogast que

permitiran caracterizar la continuidad o discontinuidad de una funcion.

En elcuarto capitulo se muestran algunos ejemplos de funciones continuas
realizando un contraste entre la nocidn presentada en el siglo XVIII y la que

presentan los libros seleccionados.

Por ultimo, se presentan las conclusiones entre ellas se enuncia la siguiente:Euler
no consideré como continuas las funciones que son definidas a trozos que en la
actualidad cumplen con la condicion de ser continuas globalmente. En este
sentido, para Euler las funciones continuas tenian la caracteristica de ser

diferenciables.



1. JUSTIFICACION

Debido a la forma como se introduce y ensefia la nocion de funcién continua,
concepto matematico que tiene gran importancia en el analisis matematico, se
considera pertinente realizar una revision historica acerca de la evolucion de esta
nocion en el siglo XVIII, especialmente la contribucion de Euler y de algunos
matematicos contemporaneos a él.Ademas,resulta fundamental para el desarrollo
del trabajo tener en cuenta las definiciones presentadas en los textos como
Apéstol (1980), Spivak (1996),Espiral 11 Samper, C. et al (2005) y Matematicas
11Beltran, L. et al (2001) que contribuye tanto a docentes como estudiantes

acceder a la nocion de funcién continua.

Por lo tanto, se pretende efectuar un analisis acerca de la nocién de funcion
continua en el siglo XVIII principalmente la presentada por Euler yArbogast,
Ademas, se proponen ejemplos de funciones continuas aceptadas en cada época,
que permitan realizar un contraste teniendo en cuenta la definicion de funcion
continua dada por Leonard Euler y la que actualmente se encuentra en los textos

de célculo.

El fin principal de este trabajo es proporcionar a docentes y estudiantes
documentacion sobre la evolucion histérica de funcion continua en el siglo XVIII.
Ademas, se espera que este estudio sirva como documentacién para trabajos

posteriores relacionados con la nocion de funcion continua y temas afines.



1.1 OBJETIVOS

1.1.10bjetivo general

Analizar la nocién de funcion continua en el siglo XVIll segun Leonard Euler y
proponer algunos ejemplos de funciones continuas para analizarlos a luz de las

definiciones de Euler y la actual.

1.1.2 Objetivos especificos

1. Revisar el desarrollo histérico de la nocion de funcion continua en la época
de Leonard Euler (siglo XVIII), identificar su contribucion para este
concepto y proponer ejemplos de funciones consideradascontinuas en

dicho momento histoérico.

2. Realizar un contraste para algunos ejemplos con la definicion presentada
por Euler y algunas de las definiciones que se encuentran en textos de

calculo acerca de funcion continua.



2. MARCO TEORICO

A continuacion se presentan los referentes tedéricos en relacion con el concepto de
funcion continua. Para establecerlos se han abordado algunos textos de
matematicas y algunas investigaciones relacionadas con la nocién de continuidad

global y de continuidad puntual de una funcion de variable real.

2.1 Definicién de Funcién

La definicion de funcion continua esta estrechamente relacionada con la definicion
de funcion, por esta razon es necesario identificar como presentan la definicion
algunos textos. Se tomaran como referente los textos universitarios: Calculus,
volumen 1 de Tom M. Apdstol (1980), Calculus infinitesimal de Michael Spivak
(1996) vy los textos escolares de Espiral 11 de Samper (2005), Serrano, Pérez &
Ardila y Matematicas 11 de Beltran, L. Rodriguez. B & Dimaté, M. (2001).

Ruiz H (1994, pag. 191) organizé el analisis historico e identificd las siguientes
concepciones, predominantes para cada €época segun la evolucién histoéricade la

nocién de funcion que se describen a continuacion:

“Relacion entre cantidades de magnitudes variables: el estudio de los

fendmenos naturales donde intervienen magnitudes fisicas variables.

Razdn o proporcion: Situaciones ligadas a las magnitudes fisicas representadas

en la geometria o en la astronomia.

Grafica: Son magnitudes fisicas donde se representan graficamente la variacién

como la dependencia entre dichas magnitudes.

Curva: Se basa en buscar un método de expresion de las relaciones numéricas
establecidas entre determinadas propiedades de objetos geométricos, utilizando

esencialmente el método de las coordenadas.

Expresion analitica: Son las expresiones analiticas que permiten expresar la

dependencia entre magnitudes.



Correspondencia arbitraria: Siguen surgiendo conexiones entre la fisica y la
matematica donde se considera el concepto de funcion como la idea principal del
andlisis donde se tratan problemas existentes respecto a la continuidad de

funciones.

Funcién como terna f=(F, X,Y): Una funcibn es un conjunto de pares
ordenados que tiene la propiedad especial de que si, dos pares x,y y x,z del
conjunto X XY, tienen el mismo primer elemento, deben siempre tener idéntico el

segundo.”

A continuacion se presentan las nociones y definiciones de funcion encontradas

en los textos seleccionados.
Calculus. Apostol, 1980

La definicion de funcion en Apdstol, (1980, p. 65) se presenta como un conjunto de

pares ordenadosenunciada de la siguiente manera:

“Una funcion f es un conjunto de pares ordenados (x,y) ninguno de los

cuales tiene el mismo primer elemento”

En la anterior definicion se plantea que para cada elemento de x existe un Unico y,
es decir x,y €f y x,z € f entonces y =z. Ademas si f es una funcion, el
conjunto de todos los elementos x donde es la primera componente del par

ordenado (x,y) de f se llama el dominio de f.

Céalculo infinitesimal. Spivak, 1996

De forma similar, Spivak (1996, pag. 60) presenta la definicion de funcion como un
conjunto de pares ordenados. La definicion hace referencia a “numeros” lo cual

supone una relacién entre subconjuntos de R ; enunciada de la siguiente manera:



“Una funcion es una colecciobn de pares de numeros con la siguiente
propiedad: Si (a,b) y (a,c) pertenecen ambos a la coleccion, entonces
b = c; en otras palabras, la coleccion no debe contener dos pares distintos

con el mismo primer elemento.”

Espiral 11.Samper, C. et al. 2005

En este texto (Samper, C. et al, 2005, pag. 41) plantea la definicion de funcion, por
medio de la correspondencia entre elementos de dos conjuntos como se

expresa a continuacion:

“Dados dos subconjuntos A 'y B de numeros reales, una funcién f de Aen B

es una correspondencia que asocia a cada numero x en A un nimero y en

B

B. Decimos que f es funcion de x y escribimos A-B o también B
Xy x = f(x)

z

Matematicas 11.Beltran, L. et. Al. 2001

La definiciéon de funcién que plantea (Beltran, L. et al, 2001, pag. 96), se presenta
por medio de la correspondencia entre elementos de dos conjuntoscomo se

enuncia a continuacion:

“Sea una funcién f de un conjunto A en un conjunto B, notada f: A - B es
una ley que asocia a cada elemento de A, exactamente un elemento de B; el
conjunto A se denomina dominio de la funcién, el conjunto B se denomina
codominioy los elemento de B que estan asociados a los elementos de A

forman otro conjunto denominado recorrido o rango de funcion”



2.2 Definicién de continuidad

Con el fin de realizar un contraste entre la nocién de continuidad que se identifica
en los trabajos de Leonard Euler y la definicién de funcidén continua que se utiliza
en la actualidad, se han elegido los libros de texto escolares y de nivel superior
mencionados anteriormente.En estos libros se revisan las definiciones y nociones

que se presentan de funcién continua.

Sierra, Gonzélez y Lopez (2003) en un estudio acerca del desarrollo del concepto
de continuidad en los manuales escolares de Bachillerato y curso de Orientacion
Universitaria de los dultimos cincuenta afios, en el que consideran como
dimensiones de andlisis: lo conceptual, lo didactico-cognitivo y lo fenomenoldgico,
clasifican la definicién de continuidad en los siguientes tipos: clasica, topoldgica,
métrica 0 geométrica. La definicion clasica es enunciada a partir del limite, la
topoldgica expresada a través del lenguaje de entornos y por ultimo, la métrica®
soportada sobre el concepto formal de limite. La concepcién geométrica, como lo
manifiesta Aparicio y Cantoral (2006, pag. 9), se centra la atencion en la gréfica de

las funciones.

En este apartado se presentan las nociones y definiciones encontradas en los

textos ya mencionados.
Calculus. Apostol, 1980

Al inicio del capitulo de funciones continuas Apéstol (1980, pag. 155), plantea una
idea intuitiva de este concepto por medio de incrementos, como se presenta a

continuacion:

“Supongamos una funcién f que tiene el valor f x en un cierto punto p. Se
dice que f es continua en p si en todo punto préximo x el valor de la

funcién f x esproximoa f p ”.

'En el texto Tom M. Apostol, se considerara la definicion métrica de continuidad como sinénimo de la
definicién formal de continuidad.



Luego, enuncia la definicién de limite de una funcion de la siguiente forma.

“Sea f una funcion definida en un intervalo abierto que contenga un punto
p, Si bien no debemos insistir en que f esté definida en p. Sea Aun nimero

real. La igualdad

limf x =A”

xX-p
A continuacién enuncia el concepto de entorno de un punto, como sigue

“Cualquier intervalo que contenga un punto p como su punto medio se

denomina entorno de p”

Los entornos se denotan como N(p), donde consta de todos los puntos x cuya

distancia a p es menor que r, siendo r el radio del entorno.

A partir de la definicion de entornos Apostol (1980, pag. 157), define el limite de
una funcién, suponiendo que A es un nimero real y que f es una funcién definida

en un cierto entorno de un punto p.

“limf x = A significa que para todo entorno N, (A4) existe un cierto entorno
xX-p

N,(P) tal que f(x) € N;(A) siempreque x € N,(P)yx#0 "~

Posteriormente, enuncia la definicién clasica de continuidad de una funcién en un
punto, soportada sobre la nocién de limite, como se presenta a continuacion
(Apostol, 1980, pag. 160):

“Se dice que una funcién es continua en un punto p si:

a) festadefinidaenp,y
b) limf x = f(p).”
xX-p

Ademas, establece que la anterior definicién puede formularse a partir de entornos
lo que permite evidenciar una definicidn topoldgica de este concepto, enunciada

de la siguiente manera:



“Una funcion f es continua en p si para todo entorno N, f(p) existe un

entorno N,(p) talque f x € N; f(p) siempre que x € N,(p)”

También Apostol (1980, pag. 161) plantea la definicion métrica de funcion
continua, donde se hace uso de cuantificadores y de entornos, empleando la

notacibne y §.

“Una funcién f es continua en p, si para todo & > 0 existe un § > 0 tal que

f(x)—f(p) <esiempreque x—p < §”.

Por otro lado, Apdstol (1980, pag. 161) hace referencia a tres tipos de
discontinuidad de una funcion: discontinuidad de salto, discontinuidad infinita
y discontinuidad evitable; se define la discontinuidad de salto y las otras se
abordan por medio de ejemplos.

La discontinuidad de salto es aquella que se presenta cuando en un valor de x

existen los limites a la derecha y a la izquierda, pero son distintos.
Ejemplo de discontinuidad de salto

Como se evidencia en la figura 1 correspondiente a la funcién definida por la
expresion f x =x— x , donde x representa la parte entera de x. La funcién
presenta una discontinuidad de salto en cada entero. Para cualquier entero k, se

tiene que los limites laterales son lir’rcl_f x =1yel lir’r€1+f(x) = 0, por lo tanto los
X— g

limites laterales son distintos.
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-14

Figura 1. Funcidn con discontinuidad de salto

La discontinuidad infinita es cuando alguno de los limites laterales es infinito.

Ejemplo de discontinuidad infinita

. s 1 . . .. .
La funcibn f x = es discontinua en 0. La funciébn tiene una

x2!

discontinuidadinfinita en 0. Cuando lir%f X = +oo, lo cual quiere decir que cuando
X—

el valor del nimero real k sea cual sea, es posible encontrar otro nUmero positivo

&, donde la distancia entre x y 0 es menor que §, entonces f(x) es mayor que k.

14

Figura 2. Funcion con discontinuidad infinita.
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La discontinuidad evitable:Corresponde al caso en que la funcién tiene limite
pero no coincide con el valor f(c) o f ¢ no esta definida. Se llama evitable porque
para ambos casos se redefine f(c) o sedefine f(c) como el valor del limite de la

funcion en c, para que la funcién sea continua.

Ejemplo de discontinuidad evitable

1six#0

La funcion f x = Osix—0"

Es discontinua en O porque lirréf x # f(0). Esta
xX—

discontinuidad es evitable porque se puede redefinir la funcion en 0, es decir

fx = 1six#0
1six=0"

fy={ 227!
0 s1x=0

Figura 3. Funcién con discontinuidad evitable

Ejemplo de discontinuidad evitable

La funcion f x =1 six # 0. Es discontinua en 0 porque f no esta definida en 0.
Esta discontinuidad es evitable porque se puede definir la funcién en 0, es decir

fx = 1six#0

1six=0 ofx =1.

12



f{x) = si x#0

-3 -2 -1 1] 1 2 3

Figura 4. Ejemplo de funcion evitable

Calculo infinitesimal. Spivak, 1996

Por su parte Spivak (1996, pag. 142) ilustra y enuncia de forma intuitiva la

definicién de funcidn continua de la siguiente manera:

“una funcién f es continua si su grafica no contiene interrupciones, ni saltos

ni oscilaciones indefinidas”.

/

AN

/

Figura 5.Tipos de discontinuidades.

A patrtir de la anterior nocion, Spivak (1996, pag. 142) presenta la definicion clasica
de funcién continua mediante el limite, aunque las condiciones de continuidad

estan dadas implicitamente lo cual simplifica la definicién.

“La funcién f es continua en a si,X™ f(x) = f(a)”

13



También en este texto Spivak (1996, pag. 145) presenta la definicion métrica de

funcién continua.

“Si se traduce la ecuacion /7 f(x) = f(a) de la definicion limite se obtiene,

para todo € > 0 existe un § > 0 tal que, para todo x, si x —a < §, entonces

fx) = f(a) <e.
Pero en este caso, en que el limitees f a, lafrase si0< x—a <6

Puede cambiarse por la condicion mas sencilla x —a < §, puesto que si

x = a se cumple ciertamente que f(x)— f(a) <¢&”

Espiral 11. Samper, C. et al 2005

En el texto de Samper, C. et al. (2005, p4g. 138) , se plantea la nocion intuitiva de

funcién continuidad de la siguiente forma

“... el hecho de que su gréfica se pueda dibujar con un solo trazo, es decir,

que no tenga interrupciones...”.

Posteriormente Samper C. et al, (2005, pag. 139) propone la definicién clasica de
funcién continua, donde se evidencia explicitamente que los limites laterales

deben coincidir para que el limite exista.

“Una funcion fse dice que es continua en un punto a Si:
i f esta definidaen ay f(a) es un nimero real
i ™ £ x)existe, es decir
- x-a ) b

Jim f(x) =1lim f(x) = lim f(x) =L

ii. R f0) =f(a)

14



Ademas, Samper, C. et al, (2005, pag. 140) hace referencia a dos tipos de
discontinuidades, la primera es la discontinuidad removible o evitable y la
segunda la discontinuidad esencial como se muestra en la Figura 5.

“Se dice que una funcion f tiene una discontinuidad removible en un
punto a si se puede definir una funcién f*, continua en a, que difiere de
f sélo en el punto a. Se dice que la funcion f* es la extensién
continua de f. En caso contrario se dice que la discontinuidad es

esencial.”

P

Y..

Y

-~
o

limf(x)=L lim f(x) no existe

X—3 X—a

Figura 6. Discontinuidad removible y discontinuidad esencial

Matematicas 11. Beltran, L. et al, 2001

En el texto Matematicas 11 (Beltran, L. et al, 2001, pag. 148), inicialmente se

x%-1
x+1°

plantea un ejemplo f x =

Para este ejemplo los autores enuncian la discontinuidad de esta funcién como:

“En x = -1, f(x) no existe ya que f(—1) no esta definido; por lo tanto, la
gréafica de esta funcion tiene un agujero o hueco en x = —1 ... para llenar el

agujero hay que redefinir la funcién y asignar el valor y = -2 para x = —1,

2_

x“—1 .
asiig x = =1’ St** ~lpe esta forma g es continua enR”,

-2, six=1
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S

Figura 7. Ejemplo de funcién discontinua evitable.

A continuacién de este ejemplo se plantea la definicion de continuidad en un

punto.

“Se dice que la funcién f es continua en el nimero a, si y solo si se cumple
las tres condiciones siguientes:

a. f(a) existe

b. LM (x) existe

C. ~af (X) = f(a)”
Si una 0 mas de estas tres condiciones no se cumple para a, se dice que la

funcion f (x) es discontinua en a”.

La definicién planteada en este texto se basa en la definicion de limite clasica.
Ademas, a partir de la definicion de continuidad establecen condiciones para

definir si una funcién es discontinua.

2.3 Continuidad global y continuidad local

Cantoral (2004, pag. 171) considera dos clases de continuidad; la primera es la

continuidad local que se refiere a la continuidad de una funcion en un punto, por lo

16



cual se conoce también como continuidad puntual. La segunda es la continuidad
global, que presenta la continuidad de una funcion en un intervalo dado, esto

resulta de generalizar la continuidad puntual a todos los puntos del intervalo.

A continuacion se presenta las definiciones de continuidad local vy de

continuidad global que se presentan en el Spivak (1996, pag. 142).

Continuidad puntual

“La funcion f es continua en a si,*™ f(x) = f(a)”

Continuidad global

“Si f es continua en x paratodo x de a,b , entonces se dice que f es
continuaen a,b . La continuidad en un intervalo cerrado se define de

modo algo diferente; una funcion f se dice que es continuaen a,b si:

1. f escontinua en x paratodo x de a,b

2. lim,,,+ f(x)=fa ylime,,-f(x)=fb”

En la anterior definicibn se evidencia que la continuidad global determina la
continuidad en todos los puntos del intervalo. Ademas, en la continuidad global en
un intervalo cerrado se debe considerar; el limite por la derecha del extremo

inferior del intervalo y el limite por la izquierda del extremo superior del intervalo.

17



2.4 Algunas propiedades de la continuidad

Sean f y g son dos funciones continuas en un puntop. La suma f + g, la
diferencia f - g, y el producto f.g son también continuas en p. Si g(p) # 0,

también el cociente g es continua.

l. Si f y g son dos funciones continuas en un punto p, entonces f + g es
continua en p

Como f y g son continuas entonces se tiene

lim f(x)=fp ylim g(x) =g(p)
xX-p xX-p
Por los teoremas delimite se tiene
limf x +g(x) =lim f(x)+lim g(x)
X—-p X—-p X—-p
Luego,
chi_rgf x +g(x) =fp +9@)

Por lo tanto, f + g escontinuaenx =c

II. Si fy g son dos funciones continuas en un puntop , entonces f-g es
continua en p

Como f y g son continuas entonces se tiene
lim f(x)=fp ylim g(x)=g()
xX-p xX-p

Por los teoremas de limite se tiene

limf x -g(x)=1lim f(x)-lim g(x)
X-p x-p x—C

18



Luego,
imfx gx)=fp +9@)
Por lo tanto, f - g es continuaen x =p

lll.  Si fy g son dos funciones continuas en un puntop ysi g p # 0, entonces

g es continua en p

Como f y g son continuas entonces se tiene
lim f(x)=fp ylim g(x)=g(p)
xX-p xX-p

Por los teoremas de limite se tiene

f x _ii_r)gf(x)

im = =
x-p g(x) il_’L‘ g(x)

Luego,

fx _fp
Iim——=——,sigp #0
x=pg(x) g®)

Por lo tanto, g es continuaenx =p
Ejemplos de funciones continuas

Continuidad de funciones constantes

Las funciones constantes son siempre continuas. Si f x =k para todo «x,

entonces
lim f(x) =limk = f(p)
xX-p xX-p

Para todo p, con lo cual f es continua para todo x.
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Continuidad de la funcion identidad

La funcion identidad es continua para todo x. Si f x = x para todo x, se tiene
lim f(x) = limx =p = f(p)
x> x>

Para todo p, luego es continua para todo valor de x.

Continuidad de funciones polinGmicas

La funcion f definida por f x = P(x), donde P(x) es un polinomio real, es

continua para todo numero real.

Sea fx =apx"+an_x"1+-tax+ax+ay, a,#0, neENa€e RiE€
1,2,3,--,n

Por los teoremas de limite se tiene

lim f(x)=lim a,x™ + ap_x" 1+ -+ ax? + a;x + a,
x—p x-p

Luego,

= lima,x™ + lima,_;x" 1 + - + lima,x? + lima,x + lima,
xX=p X-p xX-p xX-p xX—p

= a,limx™ + a,_{limx™ 1 + -+ a,limx? + a;lim x + a,
xX=p X=p xX-p xX-p

=a,p"+ a1 pV 1+ -+ ap? + a4limp + a,

xX-p

=fp

Por tanto f es continua para todop € R
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Continuidad de funciones racionales

El cociente de dos polinomios se llama funcién racional. Si r es una funcion

racional se tiene que

X
qXx

=

rx =

Donde p y q son polinomios. La funcion r esta definida para todo numero real x tal
que gq(x) # 0. Como el cociente de funciones continuas es continuo en los valores
de x donde q(x) # 0, la funcién racional es continua en todos los puntos donde

esta definida.

Demostracion
Sea r la funcién definida porr x = Z—i donde p y g son polinomios y q(x) # 0.

Aplicando el teorema del limite de un cociente se tiene que:

" " P X f}_’fcl p (x)
xll?;‘lr = xli'zq(x) ~ lim q (X)
x—c

Como p y g son funciones polinémicas, se tiene que son funciones continuas

Por tanto,
limpx =pc ylimgx =qc
X—C X—=C
Luego
. .. pbX
limr x = lim——
xX—C X—C q(x)

Por tanto f es continua en su dominio.

21



2.5 Teorema de diferenciabilidad

En los textos universitarios Apostol y Spivak, presentan la relacion entre

diferenciabilidad y continuidad, expresado en el siguiente teorema:
“Si f es derivable en a, entonces f es continua en a”
Demostracion

Para demostrar que f es continua en a se tiene que probar que
lim,_,f x = f(a), entonces se parte demostrando que la diferencia

f a+h — f(a)tiende a0.

Se tiene quefes derivable en a; es decir,
limf a+h —f(a)
h-o
ahora se divide y multiplica porh, ademas se utiliza la ley del producto

limf ath _f(a).h

h—o0 h
= }li_r)r(l)hf a+hh_f = limh
Al sustituir hpor0, se tiene
=f"a -0
=0

Como lim;_,,f a+h —f a =0 es equivalente a lim,_, f x = f (a), asi, pues

fescontinuaena. m

“Continuidad de las funciones que admiten derivada. Si una funcién f tiene

derivada en un punto x, es también continua en x.” (Apostol, 1980, pag. 200)
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Si f es diferenciable en a, entonces f es continua en a, el reciproco del
teorema no se cumple, es decir, que una funcién f es continua no implica que

esta funcion sea diferenciable?.

-6 -4 -2 0 2 4

Figura 8. Representaciéon de una funcién continuapero no derivable.

3. DESARROLLO HISTORICO DEL CONCEPTO DE FUNCION CONTINUA

En este aparte, se describen algunas nociones de continuidad que se presentaron
a lo largo de la evolucion histérica de este concepto, en particular aquellas
contribuciones realizadas por algunos matematicos del siglo XVIII, ya que durante
este siglo la nocién de continuidad jug6 un papel importante respecto a presentar

soluciones a problemas de la fisica especialmente el de la cuerda vibrante.
3.1 Recuento histérico de continuidad

La definicion actual de funcion continua, es resultado de una evolucion histérica.
Dicho concepto se ha relacionado con otros conceptos del calculo como variable,

funcién y limite, siendo este ultimo de gran importancia.

2 . . .. . . s .
Una funcion que presenta “esquinas” o “retorcimientos” no es diferenciable, la grafica de f no tiene
tangente en dichos puntos.
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El concepto de funcidon continua, se consolid6 con el matematico Karl

Weierstrass (1815-1897) quien propuso como definicion:

“f x es continua en x, si, para cualquier cantidad positiva € > 0, existe otra
cantidad positiva § >0 de manera que, para todo punto del intervalo
x—x, <& donde la funcibn festé definida, se verifica que
fx —f(x,) <é&” (Boyer, 1949, pag. 287).

Bernhard Bolzano (1817) en su libro Rein analytischer Beweis, fue el primer
matematico que definié la nocién de continuidad a través del limite de la siguiente

manera:

“... que una funcioén f(x) varie para todos los valores de x estando dentro o
fuera de ciertos limites. Simplemente significa que, si x es uno de esos
valores, la diferencia f x +w — f(x) puede hacerse tan pequefia como uno

quiera tomando w suficientemente pequefio. ” (Boyer, 1949, pag. 268).

En la antigliedad ya existia una nocién de continuidad. Dicha nocibn no estaba
relacionada con la nocion de funcion continua, pues en esta época no se contaba

con las nociones generales de variable, dependencia o funcién.

Para los pitag6ricos de acuerdo con Boyer (1986, pag. 108) y Ruiz (1994, pag.
153), todo era numero, en consecuencia existia una unidad y el mundo estaba
constituido por una multitud de unidades indivisibles, donde existe una magnitud
indivisible que es el elemento generador de todas las otras magnitudes. En este
sentido, se concibié el tiempo y el espacio como indivisibles, lo que significa que
estos estaban constituidos por instantes y puntos respectivamente, dotados de

una propiedad fundamental: la continuidad.

Asimismo, Yuste (2009, pag. 61), plantea que Aristételes definid el continuo “como
aguello cuyos extremos son una sola cosa y sus partes se diferencian Unicamente
en cuanto al lugar que ocupan”, con lo anterior, Aristoteles fundamento la idea del

punto pitagérico como una unidad dotada de posicion.
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Por otro lado,plantean Sierra & Gonzéalez (1997, pag. 9), que en oposicion a la
idea de Aristoteles, estaban los eleaticos para quienes la unidad era un principio
fundamental; Zendn de Elea fue uno de los representantes de esta escuela. Sus
paradojas se referian a la imposibilidad del movimiento, en las respuestas a estas
estaba implicita la nocidon de continuidad, porque en este periodo se tenia una
concepcion intuitiva de continuidad, que en principio no tenia que ver con la idea

de funcién.

Ademas, a Nicole Oresme (1323-1382), segun (Boyer, 1986; Ugalde, 2013), se le
atribuyen los primeros intentos de representacion grafica de una funcién, por
medio de segmentos rectilineos para representar todo lo que varia. Establecio que
lo medible se puede imaginar como una cantidad continua. En este sentido, su
idea fue representar las propiedades de la magnitud observada a través de

propiedades de las figuras geométricas.

A partir de esto, Oresme present6 una grafica de velocidad-tiempo, que consistio
en representar los diferentes instantes de tiempo por medio de los puntos de una
recta horizontal y traz6 un segmento perpendicular por algunos instantes, cuya

longitud representa la velocidad.

Oresme, distinguid tres tipos de representaciones: la primera es uniformemente
uniforme, la segunda uniformemente deformes y la dUltima deformente
deformes.

Representacion de cantidades variables segin Oresme (Ruiz H. , 1994, pag. 160)
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+
Figura 9.Representacion
Uniformemente uniforme

Figura 10. Representacion uniformemente
deformes

1

Figura 11. Representacion deformemente
deformes

26

Segun la representaciéon de Oresme,
la Figura 9, corresponde a la gréfica
de velocidad-tiempo con una
velocidad constante, por lo tanto la

aceleracion es nula.

La Figura 10, corresponde a unas
graficas uniformemente deformes,
donde la primera grafica tiene
velocidad inicial cero y la segunda
una velocidad inicial diferente de
cero. Las dos graficas corresponden
a un movimiento con aceleracion

constante.

La Figura 11, representa una grafica
deformemente deforme, en la cual los
segmentos verticales representan
diferentes velocidades, por lo tanto la
aceleracién no es constante. En este
caso la linea superior no es una linea

recta.



Oresme no especificd, si el area bajo la curva de la grafica de velocidad-tiempo
representa la distancia recorrida, es decir, lo que posteriormente se obtuvo a partir
de la integral de la funcion. Oresme afiirmé “Toda cosa medible, excepto los

nameros, se puede imaginar como una forma de cantidad continua”.

A finales del siglo XVII y comienzos del siglo XVIII, se empezd a consolidar el
concepto de funcion con el nacimiento de la geometria analitica que realiz6 René
Descartes (1596- 1650) y Pierre Fermat (1601-1665). Adicionalmente, el estudio
del movimiento ayud6 a consolidar este concepto, que se vio reflejado en los
trabajos de Kepler (1571-1630) y Galileo (1564-1642), donde a partir de las leyes
fisicas se evidencid la dependencia de cantidades variables. Otro acontecimiento
importante fue la contribucién de Newton (1642-1727) y Leibniz (1646-1716) con la
invencion del calculo infinitesimal, ademas en los trabajos de estos dos ultimos; se

incluyeron funciones expresadas por medio de series potencias.

En este periodo, indica Edwars (1979) que la nocion de funcion tomo6 un aspecto
mas claro gracias a la relacién entre el algebra y la geometria a través de
expresiones analiticas; representadas por graficas. Newton plante6 la curva
f x,y =0 como la interseccién de dos lineas en movimiento, una vertical y otra
horizontal que representan el comportamiento de x y y respectivamente. (Yam,
2009, pag. 11).

Newton, expuso las ideas basicas del calculo en su obra acerca del método de
fluxiones y series infinitas. A través de este expuso los dos principales problemas
del calculo infinitesimal, en términos del movimiento; la diferenciacion y la
integracion. En el primer caso, a partir de la distancia recorrida determinar la
velocidad y el segundo caso, a partir de la velocidad, determinar la distancia

recorrida.

Newton plante6 dos nociones centrales: las magnitudes continuasy la variacion

continua. A partir de estas construyd la nocién de fluente y fluxion®. En

3Lasf/uentes son las magnitudes variables y la fluxidn es la rapidez de cambio de la fluente (Garcia, 2002,
p. 33)
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consecuencia, para Newton las funciones que representaban problemas de

movimiento eran continuas.

Por otra parte, Leibniz en sus trabajos lleg6é a los mismos conceptos presentados
por Newton del célculo diferencial e integral, obtenidos a partir del estudio de la
geometria de las curvas. En el manuscrito “El método inverso de las tangentes” de
1673, aparece por primera vez el término funcion refiriéendolo a un problema de

calculo de ordenadas a partir de cierta propiedad de las tangentes.

La idea de funcion era muy limitada, se reducia a funciones analiticas, es decir las
que se podian expresar mediante una ecuacién algebraica y posteriormente a las

desarrollables en serie de potencias.

Ademas introdujo la notacion diferencial (dx,dt) y la integral [, que actualmente

se utiliza.

3.2 Siglo XVIII

En la primera mitad del siglo XVIII, la nocion de continuidad evoluciond y se
enriquecié con el problema de la cuerda vibrante que consistio en estudiar las
vibraciones de una cuerda sujeta a sus extremos; este problema fisico fue
abordado por mateméaticos de la época como D’Alambert, Daniel Bernoulli y
Euler, problema que dio origen a las series de Fourier.

El problema consiste, en considerar las vibraciones infinitamente pequefias de una
cuerda de longitud finita tensionada en sus dos extremos, el objetivo es
determinar la funcion que describe la forma de la cuerda en cada instante. Jean
D’Alambert (1717-1783) escribié la ecuacibn de onda para representar el
movimiento. Consideré la cuerda sobre el eje x y asigné y a la distancia, a la que
en un tiempo t, se encuentra del eje x cada punto de la cuerda cuando se pone a
vibrar, la cual se representa por:

d’y 1d%

dx?  c2dt?
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Abordar este problema implicé revisar términos que se habian utilizado en relacién
con las matematicas, tales como funciones, continuidad y convergencia.Euler
popularizé el uso de la diferenciacion parcial, lo cual llevd a la busqueda de
soluciones de ecuaciones diferenciales parciales. Algunos matematicos, entre
ellos D’Alambert, encontraron ecuaciones para resolver varios problemas de la
Fisica. D’Alambert propuso como solucion para la ecuacion de onda
y=F x+ct —F(x —ct)

Donde F es una funcién periddica de periodo 21, con condiciones de frontera en
los extremos de la cuerda, y = 0, para todo t. Adicionalmente, consideré que

ent = 0, y = 0. Un avance en la solucién de la ecuacién, es que para algun
tiempo t se tiene, y = Ksen "—lx D’Alambert establecié que las funciones solucion

deberian ser diferenciables. Hasta entonces, el calculo implicaba la operacién con
funciones como las polinémicas, las trigonométricas, la exponencial y todas las
expresiones algebraicas. Euler abordd el problema y propuso que la solucion
podria no ser diferenciable en los valores de x correspondientes a los extremos de
la cuerda; incluir funciones como estas amplié el rango de las funciones que se
utilizaban y llevé a redefinir funcion, para Euler las funciones discontinuas no
podian ser expresadas analiticamente y la ecuacion que daba solucion al

problema de la cuerda vibrante no estaba definida por expresiones analiticas.

Como sefala Yam (2009, pag.14), la mayor contribucion de la controversia del
problema de la cuerda vibrante fue extender el concepto de funcién para permitir
la inclusion de funciones definidas por expresiones analiticas a trozos y funciones

con grafica sin expresion analitica.

Durante este periodo la nocidon de continuidad se fortalecié con los trabajos
realizados tanto de Euler como de Arbogast.
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3.2.1 Leonard Euler

Leonard Paul Euler (1707-1783), naci6 en Basilea Suiza y muri6 en San
Petersburgo Rusia, se consider6 como uno de los principales contribuyentes al
Andlisis Matemético; historiadores comoBoyer valoran los trabajos de Euler como

equivalentes a los realizados por Euclides con la geometria.

En 1720, Euler ingresé a la Universidad de Basilea para estudiar teologia y
hebreo. Gracias a sus conocimientos en matematicas recibié clases del
matematico suizo Johann Bernoulli (1667-1748) quien contribuyé profundamente
al desarrollo de las ciencias matematicas. Euler adquiri6 su grado académico de

magister de la Facultad de Filosofia a los diecisiete afios.

Realiz6 importantes descubrimientos en areas como el célculo, teoria de niameros,
teoria de grafos, geometria, algebra, mecanica y astronomia. Estos resultados se
presentaron en sus obras; entre ellas aparecieron tres volumenes de Introductio
in Analysis Infinitorum, Institutiones Calculi Differentialise Institutiones Calculi

Integralis.

Euler aporto significativamente a la notacion matematica, particularmente en el
analisis matematico la notacién de funcion f(x), las notaciones de sen#, cos9, la
letra e para la base de los logaritmos naturales, el simbolo i para la raiz cuadrada

de —1, el simbolo 7, los diagramas de Venn y la notacién de sumatoria Y.

Euler recibié una invitacion para laborar en la academia de ciencias de San
Petersburgo en Rusia, donde trabajaron sus amigos Nicolas y Daniel Bernoulli. La
oferta estaba dirigida a ocupar un cargo de la seccion de medicina y filosofia. El
ocupo la catedra de filosofia natural y luego la catedra de Matematicas que habia
dejado la vacante de Daniel Bernoulli, para luego convertirse en el matematico
mas importante de la academia a sus veintiséis afios (Boyer, 1986). Sus trabajos
abarcaron casi todas las matematicas contemporaneas a é€l, pues en todas las

ramas realizd descubrimientos notables.
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Leonard Euler fue el matemético mas destacado e importante del siglo XVIII,
segun (Azcarate, 1990; Boyer, 1986; Ugalde, 2013). En esta época se destacaron
otros matematicos como Jean d"Alambert (1717-1783), Daniel Bernoulli (1700-
1782), Nicolas Bernoulli (1662-1716), ColinMaclaurin (1698-1746), Joseph-Louis
de Lagrange (1736-1813) y Arbogast (1759 - 1803). Este dltimo no tan
reconocido, pero de gran importancia para el desarrollo de la nocién de

continuidad de una funcion.

Ademas, Euler se consideré como el maestro comun de todos los matematicos de

la segunda mitad del siglo XVIII, como se manifiesta en la siguiente cita.

Laplace “iLeed a Euler, leed a Euler, él es el maestro de todos nosotros!” y
Gauss “el estudio de los trabajos de Euler es la mejor e insustituible escuela

para los distintos campos matematicos” (Duran, s.f).

3.2.2 Louis FrangoisAntonieArbogast

Louis Arbogast (1759-1803), nacido en Mutzing y murié en Estrasburgo. Se
desempeii6 como abogado en el Consejo Soberano de Alsacia y en 1787 fue
profesor de matematicas en un colegio de Colmar ciudad de Alsacia, alli entr6 en
una competencia matematica que le dio un lugar importante en el desarrollo del

calculo.

Arbogast, también presentd un ensayo donde expuso la ley de continuidad, la
cual se aborda en el apartado 3.3.1. Esta coincidié con la nocién de continuidad
presentada por Euler. Por otra parte, Arbogast consideré condiciones para no
tener continuidad, lo cual denominé discontigtidad, el trabajo realizado en este

ensayo contribuy6 a los trabajos de analisis que posteriormente realiz6 Cauchy.

En 1789, Arbogast se trasladdé de Colmar a Estrasburgo donde se desempeio
como docente de matematicas en el colegio Royal, ademas recopild6 memorias y
cartas de Fermat, Descartes, Jean Bernoulli, Varignon, de L 'Hospital entre otros;

presentando un informe sobre el calculo diferencial e integral a la academia de
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Sciencies de Paris, el cual no fue publicado en su momento. En 1791 fue

nombrado rector de la Universidad de Estrasburgo.

En este mismo afio, segun, Edwards (1979, pag. 303) Arbogast en su libro de
memorias publico la ley de continuidad, la cual basé en los comportamientos

gréaficos de la funcion.

Arbogast y FrancoisFrancais eran muy amigos por lo cual trabajaron juntos en el
calculo de derivadas y operacional. Al morir Arbogast su amigo heredd todos sus

escritos, los cuales fueron publicados en 1805.

3.2.3 Johann Bernoulli

Johann Bernoulli (1667-1748), naci6é y murié en Basilea Suiza. Inicialmente quiso
realizar una carrera de comerciante pero no tuvo éxito, en 1687 estudié medicina y
a su vez matematicas en la universidad de Basilea. Dedic6 la mayor parte de su
tiempo al estudio de los trabajos de Leibniz sobre el calculo. En 1691 viaj6é a
Génova, donde ensefid calculo diferencial. Posteriormente conocié a L Hospital

del cual recibi6 lecciones sobre el calculo infinitesimal.

En 1693, comenz0 a realizar intercambio de cartas con Leibniz, y sus memorias
mas importantes y extensas fueron publicadas en el Acta eruditorum, y aquellos

articulos que su contenido era corto en el Journal des S¢avans.

Bernoulli planted la primera nocién explicita de funcién como expresion analitica,
esta se encuentra en el articulo Observaciones sobre los trabajos que hasta ahora
se han realizado en el campo de las soluciones a problemas de isoperimetria
publicado en 1718. Para representar la caracteristica de una funcion utilizé la

letra griega ¢, escribiendo el argumento sin paréntesis ¢ x.

Algunas de las contribuciones matematicas de Johann Bernoulli son: el estudio de
las ecuaciones diferenciales de la forma Mdx — Ndy =0, donde M yN son
funciones de x y y, también realizo trabajos en los cuales estudio funciones como
y=x"y y=x* Para el area bajo la curva entre 0 y 1, de la funcion

f x = x* encontré la representacion de y = x* en una serie infinita.
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3.2.4 Jean Le Rond d"Alambert

Jean Le Rondd Alambert (1717-1783), nacié y muri6 en Paris. Realizé estudios en
derecho, medicina, ciencia natural, fisica y matematica. A los doce afios ingreso al

colegio de las Cuatro Naciones donde se aficion6 a las matematicas.

Luego en 1741 ingres6 a la Academia de Ciencias gracias a una memoria sobre el
calculo integral, en este mismo afio public6 su Tratado de dinamica.
Posteriormente, en 1747 d Alambert en su memoria Recherches sur la courbe
que forme une cordetendue mise en vibration, publicé la primera solucion al
problema de las cuerda vibrante donde planteé la solucién como “La suma de dos
ondas que se desplazan en direcciones opuestas (Hersh, 1988, pag. 191; Garcia,
1997, pag. 30). Ademas establecio que la funcién debe estar sujeta a la ley de

continuidad refiriéndose asf a la propiedad que Euler* habia definido.

Euler estudié la misma ecuacion de onda®que d’Alambert,aunque traté de buscar
una solucién mas general para este problema porqueconsideraba que la solucién
ded’Alambertno admitia funciones que podian ser discontinuas. En este sentido, el

problema se enfocd en encontrar la naturaleza de la funcion.

Por otra parte, d’Alambert colaboré con Denis Diderot (1713-1784) en la redaccién
de la parte de matematica y filosofia de la célebre Enciclopedia. Ademas
desarrollo trabajos alrededor de la mecéanica celeste, logaritmos de numeros
negativos y realizd estudios en las ecuaciones diferenciales parciales y su

aplicacion a la fisica (Ruiz A., s.f, pag. 309).
3.2.5 Daniel Bernoulli

Daniel Bernoulli (1700-1782), nacié en Groningen, Holanda y murié en Basilea,
descendiente de una familia de importantes matematicos. Estudio en la

Universidad de Basilea Medicina.

*La definicion de continuidad de Euler se presentara en el apartado 3.3.

5 ., 2%u a%u
La ecuacion de onda — = ¢? —
at2 dx2
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Se desempefid como profesor de fisica en la universidad de San Petersburgo
donde compartié con Euler. Sus trabajos de hidrodindmica son reconocidos por el
“principio de Bernoulli”. Junto con su hermano Nicolaus plante6 un problema que
se dio a conocer como “paradoja de San Petersburgo®, esta paradoja tuvo gran

importancia a lo largo del siglo XVIII.

Daniel Bernoulli, se destacO en matematicas gracias a sus investigaciones
relacionadas con calculo de probabilidades, aplicado a juegos de azar. Ademas en
su memoria publicada en 1755 por la Academia de Berlin, Réflections et
éclairissements sur les nouvellesvibrations des cordes planted la solucion del
problema de la cuerda vibrante; mediante la superposicion de vibraciones
producidas por movimientos simples, él planteaba que tanto la forma inicial de la
cuerdacomo sus vibraciones subsiguientes se podian representar mediante series

infinitas. Bernoulli concluye con la siguiente ecuacion:
y = a senxcost +  sen 2x cos 2t + y sen 3x cos 3t + -+

3.2.6 Joseph Louis Lagrange

Lagrange (1736-1813), naci6 en Turin y muri6 en Paris. En 1766 por
recomendacion de Euler ocup6 el puesto que habia dejado este, en la Academia
de Berlin. En 1787 entr6 a la Academia de Ciencias de Paris.

Algunas contribuciones son los métodos de separacion de raices reales de una
ecuacion algebraica y de su aproximacién por medio de fracciones continuas,
funciones de raices y sus permutaciones, y la teoria de nimeros; donde Lagrange
estudio los residuos cuadraticos. Una importante contribucién de Lagrange es el

calculo de variaciones, a partir de la solucion del Illamado problema

®la paradoja de San Petersburgo dice: Pedro tira una moneda al aire tantas veces como sea necesario
para sacar cara. Si esto ocurre en la primera tirada, tiene que dar a Pablo un ducado; si en la segunda 2; si en
la tercera, 4; si en la cuarta, 8, y asi sucesivamente, duplicando el nimero de ducados a cada jugada que es
necesario efectuar. ¢Cual es la esperanza de ganar correspondiente a Pablo? En otras palabras, écual es el
precio justo que Pablo debe pagar por este juego?(Ruiz G., 1999, pag. 7).
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isoperimétrico’; comunicé a Euler la demostracién acerca de este asunto, Euler
decidi6 atrasar la publicacion para darle el crédito a Lagrange (Ruiz A. , s.f, pag.
315).

Lagrange escribié los tratados Teoria de las funciones analiticas y Lecciones

sobre el Célculo de las funciones. Da una nueva definicién de funcién:

“Llamamos funcion de una o varias cantidades a toda expresion de calculo
en la cual estas cantidades entran de cualquier manera, mezcladas o no, con
otras cantidades que consideramos como valores dados e invariables,
mientras que las cantidades de la funcion pueden recibir todos los valores
posibles. Asi, en las funciones no consideramos mas que las cantidades que
suponemos variables, sin ninguna consideracibn a las constantes que

pueden estar mezcladas™ (Grattan, 1984, p.33).

Ademas, se le atribuye un tratamiento abstracto de la funcion, aplicandolo a
algunos temas de algebra y geometria.

3.3 Definicién de continuidad de Leonard Euler

La nocion de funcién continua durante el siglo XVIII estuvo determinada por la
teoria formal de funciones desarrollada por Euler. A continuacioén, se presentan las
definiciones de funcion y la clasificacibn de estas en su época, para luego

presentar la idea de continuidad segun el mismo Euler.

Euler, en su primer tomo del libro Introductio in analysis infinitorum (1748) define
el concepto de funcién. En el primer capitulo dedicado a las funciones, definié
algunas nociones iniciales constante y cantidad variable, la primera se
representaba por simbolos a, b, c y la segunda por x,y, z, las cuales se definen de

la siguiente manera:

"El problema isoperimétrico se trata de: Hallar, de entre todas las curvas cerradas y simples de perimetro L,
la que encierra una regién de mayor area.(Grupo construir las matematicas, 2002, pag. 101).
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“Es cantidad constante la cantidad determinada que conserva siempre el
mismo valor” (Duran, 1748-2001)

“Es cantidad variable® la cantidad indeterminada o universal que comprende

absolutamente todo valor determinado” (Duran, 1748-2001)

Una variable indeterminada es algun valor definido que se asigna a esta, es
decir que puede ser sustituida con cualquier valor numérico incluyendo los
nameros complejos.

Definié una funcién como:

‘Es funcion de una cantidad variable cualquier expresion analitica
compuesta como quiera que sea por esa cantidad y nameros o cantidades
constantes” (Duran, 1748-2001, pag. 1).

Es decir, la expresién analitica de cuyas cantidades la componen son cantidades

constantes, excepto la variable x. Por ejemplolas funciones de xrepresentadas

porf x =a +4x, fx =ax—2x*, fx =b a?—3x2yf x =x°,

Por lo tanto Euler no consideré las funciones constantes como funciones, ya que

para €l una funcion es una expresion que debe contener una cantidad variable.

La expresion analitica se entendié como las expresiones que se pueden obtener a
partir de expresiones algebraicas (adicién, la resta, la multiplicacion, la division, la
exponenciacion y la extraccion de raices) y trascendentes (la exponencial, la
logaritmica y funciones obtenidas del célculo integral). A partir de la anterior
clasificacion, Euler plante6 dos clases de funciones: las funciones algebraicas y
trascendentales, las primeras se forman a partir de operaciones algebraicas y las

segundas de operaciones trascendentes.

8 , . . . . .
Los valores que podia tomar una cantidad variable se contemplan en el conjunto de los numeros complejos
o algunos de sus subconjuntos Azcarate(1990, pag. 50).
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Por lo tanto, segun Martinez (2008, pag. 78) lo que esta detras de estas
definiciones es el hecho de que las funciones algebraicas son aquellas que se
obtienen a partir de un numero finito de operaciones elementales, mientras las
trascendentes se obtienen a través de un numero infinito de operaciones
elementales, es decir que cualquier funcién se puede expresar mediante sumas

finitas o infinitas. De ahi que una funcion de z puede representarse de la forma

Az* + BzP + Cz¥ + Dz% + ---, en donde a, 3,7, §, ... son nimeros cualesquiera.

Euler, se enfrenta al problema que si toda funcidon podia ser representada por
una curva, y si toda curva representaba una funcion, en consecuencia admite a

las curvas mecanicas® como funciones.

En la nocion de funcién que presentd Euler, la expresion analitica tiene el mismo
significado que la planteada por primera vez en 1718 por Jean Bernoulli, “Una
funcién de una magnitud variable se denomina a una cantidad, compuesta de
cualquier manera de esta magnitud variable y de constantes” (Martinez, 2008,

péag. 75).

En el segundo tomo de Introductio in analysis infinitorum, Euler planted la relacion

gue existe entre funciones y las curvas, que se presenta a continuacion:

“Una funcién cualquiera de una variable x producira una linea recta o curva”.
(Martinez, 2008, pag. 79)

Ademas presento la relacién de curvas con funciones, para ello Euler establecio
dos clases de lineas curvas, continuas y discontinuas o mixtas, determinadas de la

siguiente manera:

Linea curva continua: Es aquella cuya naturaleza es expresada por una Unica

funciéon determinada de x.

9 ;. . g ..
Las curvas mecanicas, son aquellas generadas por composicién del movimiento.
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Linea curva discontinua o mixta: Es aquella que esta compuesta por diferentes
porciones expresadas por varias funciones de x. En la modernidad, estas

funciones son conocidas por funciones a trozos.

Por lo tanto, Euler precisa la definicion de funcion como una expresion analitica,
segun lo plantea Jaimes (2012, pag. 7). Es asi como se enfrenta al problema de
que si toda funcion le corresponde una curva también toda linea curva deberia

representarse por una funcion.

Por otra parte Farfan (1996, pag. 24) afirma que Euler al definir la continuidad
como una expresion analitica no se refiere a la continuidad de su trayectoria o
camino que sigue la curva, por lo tanto una hipérbola constituye una curva
continua. Mientras, la discontinuidad de una curva es aquella que esta expresada
por diferentes funciones de x, como en el caso donde la curva esta constituida por

dos 0 mas expresiones analiticas a lo largo de toda su trayectoria.

En este sentido, las funciones que en la actualidad son definidas de esta forma

fxq4, x €1
fx, x¢€lI
fx = fxi; x€I

fx, x€I,
corresponden a funciones discontinuas.

De acuerdo con Martinez (2008, pag. 80), para Euler la continuidad no era

propiedad local,

“La continuidad es una propiedad intrinseca de cada funcién siempre y
cuando esta se encuentre expresada a partir de una Unica expresion
analitica.A su vez esto implica que esta propiedad es una propiedad global

y no local como lo es hoy dia (o lo seria a partir de Cauchy)”.

38



Como sefiala Cantoral (2006) y Ferraro (2000), la definicibn de funcion que
presentdé Euler (1748), se excluyeron funciones continuas que en la actualidad

estan definidas por expresiones de la forma:

x, x<0 f 2x six esuna cantidad positiva
x = . . .
x%, x=0 y x?si x es una cantidad negativa

fx =
En la actualidad, las funciones continuas con puntos angulosos serian
discontinuas en el sentido de Euler, como se evidencia en lo expuesto

anteriormente.

La definicion de funcién que se presentd anteriormente desaté en la época una
controversia con D Alambert porque la solucion del problema de la cuerda
vibrante no podia ser expresada por una expresion analitica, lo que conllevé a
Euler a replantear la definicion de funcion en el prefacio de Institutiones calculi

differentialis (1755), donde aparecio la nueva definicién.

“Si x es una expresion variable, entonces toda cantidad que dependa de x de
cualquier manera o que esté determinada por aquel se llama una funcion de

dicha variable” (Azcarate, 1990, pag. 51).

La anterior definicion ya no considerdé el término de expresién analitica que Euler

presentd en su primera definicion, esto fuereemplazado por la palabra cantidad.

De acuerdo con Grattan Guinness (1970, pag. 6), “La terminologia de Euler es
diferente de la nuestra y la diferencia es importante. El término “continuo” de
Euler es sinénimo con nuestro “diferenciable”, su término “discontinuo”
corresponde a nuestro “continuo” e incluye las nuevas funciones que considera

compuestas de trozos con expresiones algebraicas “continuas”.
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Euler: “continuous ™ Euler: * discontinuous ™

Modern: ** differenuable ™ Modern. “*continuous ™ Modern: *“ discontinuous ™

Figura 12. Continuidad, diferenciabilidad y discontinuidad.

3.3.1 Ley de continuidad de Arbogast

Arbogast presenté la ley de continuidad de la siguiente manera:

“Una cantidadno puede pasar de un estado a otro sin pasar a través de
todos los estados intermediarios, los cuales estan sujetos a una misma ley.
Una funcién algebraica es consideraba como continua porque los diferentes
valores de estas funciones dependen de la misma manera en esas variables;
y supone que las variables aumentan continuamente, la funcién recibira
variaciones correspondientes; pero no pasara de un valor a otro sin pasar por
los valores intermedios. Asi la ordenada y de una curva algebraica, cuando la
abscisa x varia, no puede pasar bruscamente de un valor a otro, no puede
haber saltos de una ordenada a otra desde diferentes formas de asignar
cantidades; pero todos los valores sucesivos de y deben estar conectadas
por una sola ley la cual marca las extremidades de las ordenadas formando

una curva” (Yam, 2009, pag. 46)

A partir de esta ley, Arbogast clasifica las funciones en continuas, discontinuas y
discontiglias. La anterior clasificacion se presenta en los trabajos de Cantoral

(2006, pag. 10) y Yam (2009, pag. 11), de la siguiente forma:
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Funcién discontinua: Es aquella funcion que cambia de forma, es decir, dada
una curva en un intervalo cerrado, estd no puede ser expresada por una Unica
expresion analitica, en consecuencia, la funcion es definida por varias porciones

de curvas continuas.

Para ilustrar lo anterior, se presenta una funcién en el intervalo A,D , esta es
discontinua porque esta definida por diferentes expresiones analiticas; en el
intervalo A,B est4d dada por una porcion de pardbola, en el B,C esta
representada por una porcion de una elipse y en C,D por la porcion de una

circunferencia.

Figura 13. Funcion discontinua

Por ejemplo, la funcién definida por la siguiente expresion:

X+ 2, si x < -1
fx = «x% si-1<x<1
X, si x>1

En el sentido de Arbogast esta funcion no obedecia a una ley de continuidad, es
decir no habia una permanencia de la forma porque estaba definida por diferentes
expresiones, en el intervalo (—o.—1) esta dada por la expresion x + 2, para el

intervalo —1,1 esta representada por una seccion de parabola y en (—1.) esta

representa por una porcion de la curva x ,
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Figura 14. Ejemplo de funcion discontinua en el sentido de Arbogast

Funcién discontiglas: Son aquellas que ademas de ser discontinuas, las
porciones de la curva no estan unidas, entre si. Para ejemplificar lo anterior se

presenta la siguiente curva.

Figura 15. Funcién discontigta
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Por ejemplo, en el sentido de Arbogast, la funcidn

—x —1, si x < —1
fx = 1—x2, si—1<x<1,
(x—2)2 -1, si x>1

es discontinua por estar definida por tres expresiones algebraicas y discontigia
porque en el trayecto de la curva hay partes que no estan unidas, es decir la

funcion f(x) en los puntos x =1y x = —1 no esta definidaenx =1y x = -1

—x—1 51 x< -1
f(x) = Vil — xJ] sl-l ezl

Figura 16.Ejemplo 1 de funcién discontigla

De igual forma, la funcion

_ —x + 2, si x <2
fx= (x—2)2+3, six>2"

es una curva discontigliapues presenta una discontinuidad de salto en x = 2 (ver
figura 16). En consecuencia las funciones que presentan una discontinuidad salto

son discontiguias en el sentido de Arbogast.
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Figura 17. Ejemplo 2 de funcion discontigla

Por ejemplo, la funcion definida por la siguiente expresion:

., 1 . I -
La funcion f x = et corresponde a una curva discontigiia segun Arbogast ya que

el trazo de esta curva no esta formado por puntos de trazo continuo.

Figura 18. Ejemplo3 de funcidéndiscontiglia

En conclusién, la nocion de continuidad presentada por Arbogast, se basa en el
comportamiento grafico de la funcion donde la curva no presenta interrupciones en
su trayectoria Por lo tanto, las funciones que en la actualidad presentan
discontinuidad removible, discontinuidad de salto y discontinuidad infinita serian
discontiglias para él. Ademas su forma se relaciona con una Unica expresion

analitica.
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A modo de conclusién se presenta el siguiente cuadro, donde se presentan las

caracteristicas de acuerdo con la nocion de continuidad segun Arbogast, Euler y la

definicion actual de continuidad.

Nocion de continuidad

Definicion de funciéon continua

Arbogast

Euler

Actual

Ley de continuidad: Una
cantidad no puede pasar de
un estado a otro sin pasar a
través de todos los estados
intermediarios, los cuales
estan sujetos a una misma
ley.

Clasificacion de las

funciones
Continuas: Funciébn que
puede ser expresada por

una Unica ley analitica

Discontinuas: Funcion que
cambia de forma, la cual no
puede ser expresada por
una Unica ley analitica.

Discontiglias: Son
funciones que ademas de
ser discontinuas, las
porciones de la curva no
estan unidas entre si.

La continuidad: significa
invariabilidad,
inmutabilidad de la ley de
la ecuacion que
determinaba a la funcién
a lo largo de todo el
dominio de valores de la
variable independiente.

Clasificacion de las
funciones

Curvas continuas: Es
aquella cuya naturaleza
es expresada por una
Unica funcion
determinada por x.

Curva discontinua o
mixtas:Es aquella que

estd compuesta  por
diferentes porciones
expresadas por varias

funciones de x.

Funciones continuas
Continuidad global:

“Si f es continua en x para todo
x de a,b, entonces se dice
que f es continua en a,b . La
continuidad en un intervalo
cerrado se define de modo algo
diferente; una funcion f se dice
que es continua en a,b si

1. f es continua en x para

todo x de a,b

2. gt fx =f(a)y
R ) = £(b)

Continuidad puntual:

se refiere a la continuidad de una
funcién en un punto:

La funcion f es continua en a si

225 f(x) = f(a)
Discontinuidades
Discontinuidad de salto: es aquella
que se presenta cuando en un valor de
x existen los limites a la derecha y a la
izquierda, pero son distintos.

Discontinuidad infinita:Es cuando
alguno de los limites laterales es
infinito.

Discontinuidad evitable: Corresponde
al caso en que la funcién tiene limite,
pero no coincide con el valor f(c) o la
funciébn no esta definida. Se Illama
evitable porque basta definir f(¢) como
el limite de la funcién en ¢ para que la
funcion sea ahora continua.
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4. ANALISIS DE FUNCIONES

En el siguiente apartado se presentan las funciones que son continuas en el

sentido de Leonard Euler, ademas se realiza el contraste con la continuidad de

acuerdo a la nocién Arbogast y la definicion clasica de continuidad.

Funcién identidad

La funcion identidad f(x) = x para todo real x, su dominio y recorrido es el

conjunto de los numeros reales.

Figura 19. Funcion identidad, continua en el sentido de Euler, Arbogast y actualmente.

Arbogast Euler

Cléasica

La funcién identidad corresponde a una
curva continua a causa que esta
definida por una expresion analitica.

La funcién identidad corresponde a una funcion
continua bajo la definicién clasica de continuidad. La
funcion identidad f(x) = x es continua en R, porque
paratodo a € R, se tiene:

limf x = limx =a = f(a)
x—-a x—-a
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Paraanalizar si la funcion identidad f x = x es derivable:

x+h

f'(x) = lim

—X
h

_h_
f'"x =lim—=1im1

f'x

h—o

h—o

Como se habia mencionado anteriormente segun GrattanGuiness, para el caso de

la funcion identidad el término continuo de Euler es sinbnimo del actual término

diferenciable.

Funcién polinédmica

La funcién polindbmica es la definida para todo real x por una ecuacién de la

forma: f x = ax™ + ap_ X" 1+ + ayx + a

f(X)=x*-2/3x-2

Figura 20. Funcion Polindmica, continua en el sentido de Euler, Arbogast y en la actualidad.
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Arbogast

Euler

Cléasica

Las funciones polinémicas son
curvas continuas porque estan
representadas por una Unica ley

analitica

La funcion polindmica corresponde a una funcién continua bajo
la definicion clasica de continuidad. En este caso
fx =aux™+a,_1x"1+ -+ a;x +a, es un funcién continua
enR, porque el producto de funciones continuas es otra funcion
continua y la suma de funciones continuas es continua.

. . ., .. 2 .
Paraanalizar si la funcién polinémicaf x = x3 — 3X - 2, es derivable:

x+h3—§ x+h —2—x3+§x+2

2
fx =}lim3x2+3xh+h2——
-0

9 = Jim i
h 3x2+3xh+h? -2
f" x =lim S

h—o h

3

2
! = 3x%——
f'x X 3

., .. 2
En el caso de la funcién polinémicaf x = x3 —SX— 2 se puede corroborar que

para el término continuo de Euler es sindbnimo con nuestro diferenciable como lo

indica Grattan.

La funcién identidad y la funcion polinbmica son representadas por una Unica

expresion analitica para todo su dominio, en consecuencia estas funciones

presentan una continuidad global.
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Funcién racional

p(x)

La funcion racional r, es el cociente de dos polinomios r x = =—

a®)’

Figura 21. Ejemplo de funcion racional, continua en su dominio segun la definicién clasica de

continuidad.
Arbogast Euler Clasica
Las curvas que | Las funciones racionales son | De acuerdo con la definicién
representaban las funciones | continuas, porque las curvas | actual de continuidad, las
racionales son discontiglias, | que representaban estas | funciones racionales son

porgue las curvas a pesar de
estar definidas por una Unica
ley analitica; presentan
porciones de la curva que no
estan unidas.

funciones estan determinadas
por una ley analitica. El no se
referia a la continuidad de la
trayectoria de la curva, en
cambio si a la unicidad de la
expresion analitica.

continuas en su dominio, es decir
todos los numeros reales menos
los valores que indeterminan la
funcién. La funcién racional es

continua en su dominio, Si para
todoa € R, se tiene:

: _ .. px) _pla)
= e @ P

Por ejemplo, la funcion f x =§ , en x =0 la funcion f x no esta definida en 0,

en consecuencia el dominio de la funcién son R— 0 . Por tanto, la funcién es

continua en todo su dominio.
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Si se analiza la continuidad de la funcidon en todos los R, la funcidn presenta una

discontinuidad infinita en 0, porque los limites laterales tienden a infinito,

.1 .1
lim == ooylim — = —oo.
x-0t x x-0" X

. . ., . 1 .
Paraanalizar si la funcion racional f x = -, es derivable:

1 1
f'(x) = lim Gerh)  x
h—-o
_ h
’ o 1s x(x+h)
flo =t
—h

frx z}ll—rgh x2%+ xh

, -1
fx=x—2

., . 1 . .
Para la funcién racional f x == la derivada existe para todo x en el que

q(x) # 0, entonces se tiene que el término continuo de Euler es sinbnimo de

nuestro diferenciable.

Funciones constantes

Una funcién constante esta definida por la expresion f x =k, donde k es un
namero real.La gréafica de una funcidén constante corresponde a una recta paralela

al eje horizontal, a distancia de k unidades.
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Figura 17. Funcion constante, discontinua en el sentido de Euler.

Arbogast

Euler

Cléasica

La funcién constante es una
funcién continua porque no
esta definida por varias
porciones de curvas continuas.

Las constantes no hacen
parte del concepto de funcion,
puesto que las funciones son
expresiones que contienen
una cantidad variable.

La funcion constante f x =k
es continua en R, porque para
todo a € R, se tiene:

limf x

x—-a

= limk = k = f(a)

Funciones a trozos

Para Euler, las curvas que estaban definidas por dos o mas expresiones eran

discontinuas, pero algunas funciones de estas son continuas desde el punto de

vista de la definicién clasica de continuidad,en este grupo estan incluidasla funcion

del valor absoluto de polinomios y funciones definida por partes que cumplen con

la caracteristica de ser continuas globalmente.
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Funcién valor absoluto

La funcién de valor absoluto se puede definir como una funcion a trozos

x six=0
—-x six<O

f(x)

Esta funcion puede expresarse mediante una Unica formula

analitica f x = x2, como lo indicé Cauchy en 1844, luego que Euler la definiera

por dos expresiones analiticas. Esta funcion se conoce en la actualidad como la

funcion de valor absoluto f = x .

=

Figura 22. Grafica de la funcidn valor absoluto, discontinua en el sentido de Euler y Arbogast

Arbogast Euler

Clasica

La funcion de valor absoluto es discontinua para
Euler y Arbogast porquedefinieron la funcién por
medio de dos expresiones analiticas.

De esta forma, en la actualidad las funciones
continuas con puntos angulosos serian
discontinuas.

La funcion de valor absoluto es continua enR.
Es decir, para el punto x = 0 se analizan los
limites laterales en dicho punto. Por
consiguiente:

lim f x = xlir(r)ler =0,

x—0
limf x = lim —x=0,
x—-0~ x—-07

limf x =0= f(0).

x>0 .,
En consecuencia, la funcién valor absoluto es
continua en el punto x = 0.
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De acuerdo con lo anterior, se puede establecer que las funciones definidas como
el valor absoluto de polinomios son excluidas de la nocion de continuidad
presentada por L. Euler, un ejemplo de esto es la funcion f(x) = x?-4,

expresada como funcién por partes de la siguiente manera:

2 _ 4, six?—4>0
x2—4, six?—4<0

fay="

f(x) = [x* -4

Figura 23.Gréfica de la funcién f(x) = x* — 4
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Arbogast Euler

Cléasica

La funcion f(x) = x> —4, se define por
medio de diferentes expresiones analiticas
a lo largo de su trayectoria, entonces esta
funcién es discontinua.

La funcién f(x) = x> —4 es continua enR. Para
determinar la continuidad de la funcién f x , se
revisa los puntos de la funcién donde experimenta
un cambio de expresion analitica, es decir, en x = 2
yx=-—2.
Para x = 2, se tiene
f2 =02)?%-4=0.
Al analizar los limites laterales:

i i =0= g
chizgf x =0=f(2).
De igual forma, para x = —2, se tiene
f -2 =—((-2*-4)=0.
Al analizar los limites laterales:

dim fx =0= lim f(x),

limzf x =0=f(-2).
x- -
Por tanto, f x es continua nimerosR.

Funcion continua definida por partes

f(X)1, x€l

fo' xEIZ
Las funcionesf x = f x 3, x€l;

fx,x€Il,

, para cada uno de los intervalos

I, 1, s, ... , I, se definen una funcién elemental™® f(x)4, f ()2, f(x)3, . , f(X)n.

Arbogast Euler

Clasica

La funcién f(x) se considerada discontinua
por no estar expresadas por una expresion
analitica.

Para que las funciones que son definidas de la
forma anterior, sean continuas se debe analizar la
funciébn en los puntos donde las funciones
experimentan un cambio de la expresion, por lo
cual se analiza los limites laterales, de tal forma
que la funcién tenga limite y este coincida con el
valor de la funcion en dicho punto.

10 . . .7 . . . .y . 4 .
Denominamos funciones elementales las funcién constaste, funcién identidad, funcién la polinédmica,

funcidn trigonométrica y la exponencial.
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Por ejemplo, la funcion f x = 1

—x?+1 six<O0
si0<x<?2
1 ,
Z(x—2)4+1 si x=2
IY
&4
o
2
- X
4 5 1 2 3 4

Figura 24. Ejemplo de funcion definida por partes,continua bajo la definicién de continuidad clasica.

Arbogast Euler Clésica
La funcién La funcién f x es continua, como se evidencia a
continuacion:
—x%+1 six <0 En x =0, se tiene f 0 = 1. Al analizar los limites
_ 1 si0<x<2 laterales:
fx =

1 .
Z(x—2)4+1 si x=>2

corresponde a una curva discontinua
porque su trayectoria estd definida por
diferentes leyes analiticas.

lim f(x) = 1=lim_f(x),
x—=0" x—-0*
limf x =1= £(0),
En consecuencia f(x) es continua en x = 0.
En x = 2, setiene f 2 = 1. Al analizar los limites
laterales:

s =1=linfG)

limf(x) =1=f(2),

x—

En consecuencia f(x) es continua en x = 2.

Por lo tanto, la funcién es continuaen x =0y x = 2
por la definicion local de continuidad.
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Para estudiar la continuidad de la funcion definida por partes, se tiene la siguiente

2
-4 .
Xx_z X six < 2
funcion f x ax?—bx+3, si 2<x<3
2x—a+b, six=>3
by
8_
a_
4_
2
/ X
5 e -'c/z o 2 J 8 8 o
Arbogast Euler Clésica
La funcién Para que la funcién sea continua los valores de
x? —4 ) ayb son los siguientes:
fx= X=2 six< 2 Se debe considerar la restricciones de la funcion
ax’? —bx+3, si 2<x<3 fenx=2yx=3
2Xx—a+b, six>3

corresponde a una curva discontinua por ser
una funcién que se define a partir de varias
expresiones analiticas.

El limite por la izquierda en 2,
. 24 . —2)(x+2
lim < = lim Gm2@x+2) 4 como
x-2" X—2 x—-27 _x—_2 ) )
laterales deben coincidir, se tiene:
x%2-4

los limites

lim
x—2" X—2
Resulta asf,

lim+ax2—bx+3=4=4a—2b+3

x-2
ecual.

De igual forma, los limites laterales en el punto
x=3

=4 = lim ax?® — bx + 3,
x—-2t

lirgl_axz—bx+3 =9a—-3b+3
xX—
ligrle—a+b =6—a+b,
Como los limites laterales deben coincidir se
tiene,
—3b+3=6—a+bh,

10a — 4b = 3| ecua 2,

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene

56




a= %y b= % por lo tanto la funcion queda
expresada de la siguiente forma:
x4 ix <2
f x—2 S1X
x = 1 1
EX2_5X+3 si 2<x<3
2X six>3

Figura 25.Ejemplo de funcion definida por partes

Por ejemplo, para estudiar la continuidad de la funcién definida por partes

1
flx) = xsen;, six+0

ﬂ | fia)

o,

J':c.wnl:, 5 x :{1
R
1

0, six=20

Figura 26. Ejemplo de funcion continua bajo la definicion clasica
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Arbogast Euler

Clasica

1 .
xsen—, sSix#0
x €es una

La funcion f(x) =
0, six=0

linea curva discontinua porque la naturaleza

de esta funciébn no es expresada por una

sola funcién determinada por x.

1 .
xsen—, Six#0
x , como se

La funcion f(x) =
0, six=0

evidencia a continuacion:

En x = 0, setiene f 0 = 1. Al analizar el limite se

tiene:

seni <ly }ci_r)r(l)x = 0, se tendré que

g 1
limx sen- = 0.
x-0 X

En consecuencia f(x) es continua en x = 0.

Funcion definida por partes continua y derivable

En esta categoria se encuentran las funciones que son definidas por partes,

ademas tienen la propiedad de ser continuas y diferenciables, es decir

funcion f es suave a trozos y continua,

Si una

entonces tiene primera derivada.

Para estudiar la continuidad y la diferenciabilidad de la funcién definida por partes

fx) =

si x <0

X
x3 si x>0
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X° s
X E

Xx<0
x=0

1) = { 2 <0

3 six =0

Figura 27. Ejemplo de funcion definida por partes continua y derivable

Arbogast Euler Clésica
2 . 2 .
La funcion f(x) = *. S% <0 coresponde | La funcion fx) = *. S*¥ <0 o5 continua
) x3 six>0 P e x3 six>0 y

a una curva discontinua al ser expresada

por varias expresiones.

diferenciable, como se evidencia a continuacion:

En x =0, se tiene f 0 = 0. Al analizar los limites
laterales

lim x? = 0 = lim x3
x—0~ x—0%F

limf x =0 = f(0),

x—0
En consecuencia f(x) es continua en x = 0.
Se deduce que la funcién es continua en x = 0, por
la definicion de continuidad local, ademas f es
continua globalmente porque cualquier restriccion
de una funcion continua es continua.
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2 .
Para analizar, si la funcion f(x) = x3 S1X <0 es derivable:

x> Ssix =

Para x <0

flx = lim—(x + h)z —x
" hoo h

~ 2xh + h?
= lim—
h—o h

=lim2x + h = 2x

h—o

Por lo tanto, f es diferenciable para cualquier x < 0,

Parax >0

fro o= pm SR
h

h—o

~ 3x%h + 3xh?+h3
= lim
h—o h

= }lim 3x% 4 3xh? + h3 = 3x?
-0

Por lo tanto, f es diferenciable para cualquier x < 0,

x?, six<0

x3, six=>0

2x, six<O0
3x2%, six=>0

Se concluye que la funcion f(x) = es continua y derivable donde la

funcién derivada es f'(x) =

Al generalizar el caso anterior, se tiene que las funciones de la forma

x" six <0
x) = ’ . ,n>0
f(x) X six >0
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Arbogast Euler Clasica

La familia de funciones Las funciones
x™ six <0 x™ six <0
= ’ x) = ’ . ,n>0
f) x™L sisz'">0 f) XM six >0

corresponden a curvas discontinuas porque se | expresadas de estas formas corresponde a
definen por varias expresiones analiticas. funciones continuas y derivables.

Otro ejemplo, de la funcion definida por partes continua y derivable, en el sentido

2x + 6, six < -2

modermo f(x) = —%xz —4x, six> -2

=
——

-

o
-
o

|

b

Figura 24. Ejemplo de funcion continua diferenciable y gréfica de la derivada de f(x)
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Arbogast Euler Cléasica
La funcion La funcion corresponde a funcion continua y derivable.
2x + 6, six < -2 Enx = —2, setiene f —2 = 2.
fx) = _E Six> —2 Al analizar los limites laterales

2

corresponden a curvas discontinuas, por
ser definida por méas de una expresion

analitica.

3
lim 2x+6=2= lim ——-x%—4x
x—>—-2" xo—2t 2

limf x =2=f(-2),

x—>—2

En consecuencia f(x) es continua enx = —2.

Se deduce que la funcion es continua en x = —2, por

la definicibn de continuidad local, ademas f es
continua globalmente porque cualquier restriccion de

una funcién continua es continua.

2x + 6, six < -2

. , . _ .
Para analizar, si la funcion f(x) _Exz “dx, six>—2

Para six < -2

2x+h +6—-2x—6

Parax > -2

es derivable:

—2(x+ )2 =40+ h) — (32 — 4)

frx =hll)r£12 h
 —3xh—Zh?—4h
_xll»rzlz h
3
= lim -3x—=h—4=3x—14
h—-2 2
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Por lo tanto, f es diferenciable para cualquier x > —2

' _ 2, six < =2
fi) = —3x—4, six>-2"

El anterior ejemplo corresponde a funciones que son definidas a trozos de tal
forma que una de sus expresiones corresponde a la derivada de la otra expresion,

fi(x), six<a

) , de tal forma que f; x es una funcion polindmica.
fli(x), six=a que fy P

es decir f(x) =
Para estudiar la continuidad y diferenciabilidad de la funcion

x2

f(x) = ez, six#0
1, six=20

‘r
54
[v; Fit gix£0
L] i .
2 flx) 1 g a =)
.\:| X
4 1 2 1 1] 1 3 k| =& -
2]
2]
j'u]—{ —xe ™ sia £0
0 sixz=0
.
f-5 4 3 2 1 1 3 3 4
]
o

Figura 25. Ejemplo de funciéon continua y derivable
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Ejemplo de funcion continua derivable y grafica de la derivada de f(x)

Para estudiar la continuidad puntual de la funcion f(x), analizaremos la

continuidad enx =0

Enx =0, se tienef 0 = 1. Al analizar los limites laterales

x? x?

lime 2 =1 = lime 2 =1
x>0~ x—--0%

limf x =1=f(0)

x—0
En consecuencia f(x) es continua en x = 0.

Se concluye que la funcién es continua en x =0 por la definicion local de
continuidad, la f es continua globalmente porque los limites laterales coinciden

entre si, y con el valor de la funcion en el punto.

Para analizar, si la funcion es diferenciable,aplicando las reglas de derivacion a

cada una de las expresiones que definen la funcién, se tiene que

x2

fl(x)= —xe"z, six#0
0, six=20
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5. CONCLUSIONES

En cuanto al andlisis de funciones, Euler no consideré como continuas las
funciones que son definidas a trozos que en la actualidad cumplen con la
condicion de ser continuas globalmente. En este sentido, para Euler las funciones
continuas tenian la caracteristica de ser diferenciables. La definicién de funcién
continua presente en la actualidad excluye funciones que eran consideradas
continuas en el siglo XVIII e incluye algunas funciones que no eran consideradas

para esta época.

Para Louis Arbogast, las funciones constantes eran continuas porque estan
definidas por una Unica curva, mientras que para él las funciones racionales eran
discontiglasporque las curvas a pesar de estar definidas por una uUnica ley

analitica; presentan porciones de la curva que no estan unidas.

El problema de la cuerda vibrante, contribuy6 al fortalecimiento de la consolidacion
de la nocion de funcidon en esta época, donde la solucion de este problema llevo a
Euler a generalizar el concepto de funcion, donde se incluyen las funciones

definidas por partes, siendo esta definicién la mas general en el siglo XVIII.

Las funciones continuas para Leonard Euler son a su vez funciones diferenciables,
esto se debe a las propiedades que estan contenidas en la naturaleza misma de la
funcion definida como una Unica expresién analitica. Ademas las funciones
discontinuas para Euler corresponden a las funciones que estas compuestas por

diferentes expresiones algebraicas.

De acuerdo con los trabajos de Farfan y Hitt (1990 y 1994), cuando se les pide a
los profesores y alumnos que trace la grafica de una funcion, tienden a representar
a aquellas funciones con la propiedad de ser continuas. Dado que el concepto de
funcién se ha asociado a una expresién algebraica que convencionalmente es
representada en forma geométrica por una curva formada por puntos de trazo
continuo, se ve favorecida la percepcion global y se centra la atencién en la forma

gréfica de las funciones.
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A manera de recomendacién

Por ser la nocién de funcion continua uno de los conceptos mas importantes del
calculo y del analisis matematico, merece una atencion especial desde lo
didactico. Se sugiere realizar un estudio relacionado con la ensefianza actual y
sobre la comprension que tienen los estudiantes acerca de la nocién de funcion
continua conociendo referentes histéricos, pues la nocidbn de continuidad
presentada por Leonard Euler y Arbogast estd muy marcada en los estudiantes,
como se evidencia en el estudio de Sierra (1997, pag. 120), dondeenuncia que el
criterio mas utilizado para justificar la continuidad de una funcién es dibujar sin
levantar el lapiz del papel y otras justificaciones que también presentan es cuando
la funcién esta definida a trozos y la funcion es derivable.
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