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2.Descripcion

El presente trabajo es el disefio de un programa mediante VPython que simula el choque
bidimensional entre dos esferas basado en el modelo Even Driven. Realizando un analisis tedrico
de los conceptos relacionados con el choque entre esferas que se ensefian en la educacion media y
reconstruyendo el modelo Even Driven para el choque bidimensional de dos esferas de billar. Al
tener evidencia del movimiento de las esferas se sugerird modificaciones con fines didacticos o de
ensefianza.
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4.Contenidos

El trabajo consta de 3 capitulos, los cuales se describen a continuacion:

Capitulo 1: Se presenta el contexto probleméatico que dio origen a la investigacion; el objetivo
general; los objetivos especificos que guiaron la propuesta y las razones por las cuales se considero
pertinente, asi mismo se presentan algunos trabajos investigativos que sirvieron como antecedentes
para desarrollar la investigacion.

Capitulo 2: Este capitulo se encuentra el marco pedagdgico y disciplinar y tiene como propdsito
mostrar los tipos de choques, que son el choque elastico e inelastico que se ejemplifican a través de
esferas que se deslizan, pero no rotan. Se debe tener en cuenta la rotacion, porque las esferas ruedan
y a su vez pueden tener una velocidad angular adicional (efecto en billar) que afecta la interaccion
con otra esfera que también presenta rotacion.

Capitulo 3: Se menciona el desarrollo de unos casos mediados por TIC para la ensefianza de esta
tematica en el aula, presentando los resultados obtenidos a partir de cada simulacion como también
el avance y las modificaciones obtenidas del choque de dos esferas sin rotacion y con rotacion.

Capitulo 4: Se presentan las conclusiones, bibliografia, anexos y también unas actividades previas
para el manejo del programa que permitan entender a los estudiantes la construccion de la
simulacion, que complementa el estudio de los fendmenos fisicos de una manera mas profunda. De
igual manera se muestran los codigos de las simulaciones.




5.Metodologia

Se realiza una revision teorica sobre los conceptos primordiales del choque entre particulas
referentes al fendmeno del choque bidimensional de dos esferas en un plano horizontal,
determinando la importancia que presenta el tipo de herramientas que se tenga en el momento de
ensefar, siendo muy cuidadoso con cada proceso que se presente en el momento de desarrollar una
estrategia para probar las hipotesis pensadas. A partir de un proceso metacognitivo por medio de la
interaccion con la simulacion se realiza un proceso de apropiacion de conocimiento identificando
las variables del fendmeno y sus caracteristicas.

6.Conclusiones

Se disefi6 un programa por medio de VVPython que simula una colision entre dos esferas, se
logra realizar un proceso metacognitivo en la asimilacion y apropiacion de conceptos fisicos,
esta parte desde el trabajo en las actividades basicas que permite evaluar los conocimientos
y saberes previos, guiandose hacia la practica para la motivacion en la adquisicién de nuevos
conocimientos por medio del ensayo error.

Con el desarrollo de esta investigacion se puede sefialar que el uso de una simulacion permite
una mejor comprension del choque entre particulas llevado al contexto de la colision de dos
esferas como el ejemplo cotidiano del billar, debido a la interaccion con las variables y
parametros que caracterizan el fendomeno, logrando una mejor construccién del
conocimiento en la elaboracion del programa en Vpython de la simulacion de choques de
dos esferas que rotan con diferentes situaciones fisicas.

Al realizar un analisis de las metodologias tradicionales en la ensefianza, se encuentra que
el uso de herramientas computacionales se convierte en una estrategia para facilitar el
proceso de aprendizaje y aprovechar las habilidades que tienen los alumnos en el uso de las
nuevas tecnologias en un contexto metacognitivo de aprendizaje.

Se puede evidenciar que en el choque de dos esferas luego de la colision el angulo que
forman es de 90° pero en los datos obtenidos por nuestra simulacion observamos que el valor
no es exactamente igual, pero se tiene tres cifras significativas antes de 90°.

Una de las grandes ventajas de esta simulacion es que provee varias alternativas posibles de
explorar, mediante un método numeérico de solucién para un fenémeno y a su vez cuando se
carece de herramientas para la explicacion de procedimientos matematicos.

Se puede afirmar que el uso de las tics como una herramienta para la ensefianza es una
prioridad de hoy en dia y que se debe tomar en cuenta como una oportunidad para mejorar
el proceso de aprendizaje en cualquier ambito.

En relacion con otras situaciones que se podrian simular, podria estar la construccion de tres
esferas en las cuales se simule como una de ellas puede chocar con las otras dos.
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INTRODUCCION

En la fisica mecénica unas de las tematicas basicas y fundamentales que se encuentra son las
colisiones. El estudio de las colisiones desde la fisica ha presentado un gran campo de aplicacion
como en la astronomia en el estudio de asteroides, los procesos de la luz al interaccionar con la
materia, e incluso en nuestra vida cotidiana en situaciones de accidentes automovilisticos. Este

tema hace parte de los estandares educativos de educacion media.

Hoy en dia con la tecnologia y herramientas computacionales, el ambito académico esta tan
inmerso permitiendo cambiar las formas tradicionales de ensefianza por medio de programas y

herramientas computacionales.

Las simulaciones en fisica pueden posibilitar que el estudiante visualice e interacte de forma mas
eficaz los conceptos, permitiendo que comprenda de manera mas detallada en su proceso de

aprendizaje.

En este trabajo de grado el propdsito es el disefio y construccidén de una simulacion como una
herramienta computacional, basado en el modelo Even Driven para la apropiacion de los conceptos
fisicos de las colisiones en dos dimensiones. Tomando en cuenta el libro Investiguemos 10 entre
muchos que abordan el tema que no tienen herramientas visuales, y esto conlleva a explicaciones
poco ilustrativas, obligando al estudiante a construir sus propias representaciones que en la

mayoria de los casos resultan insuficientes.

Se propone generar estrategias que encaminen la ensefianza de la fisica hacia la construccién de
modelos matematicos y simulaciones en computador que den cuenta de cualquier fendbmeno o
sistema fisico, que reconozcan el papel de cada pardmetro y su incidencia para diferentes
condiciones iniciales. Se empieza a pensar en una simulacion como estrategia de ensefianza,
apoyada en un software de simulacion, que nos ayude a mostrar de una manera mas detallada y
explicita a los estudiantes qué sucede en una particula (esfera) cuando interactia con otra.
Actualmente tenemos varias herramientas tecnolégicas que nos permiten utilizarlas como una

estrategia a favor de la educacion (Galindo, 2005).



CAPITULO 1

1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En la actualidad la tecnologia y las herramientas computacionales han sido de gran utilidad para
el desarrollo de la ciencia y también para la ensefianza de la fisica, se hace necesario utilizar la
tecnologia para la construccion de herramientas visuales que simulen el comportamiento de los
fendmenos que por condiciones de observacion sean inalcanzables por la escala de tiempo, que
pueden ser muy grandes como el caso del estudio de galaxias en astronomia o tiempos muy
pequefios que dispositivos como videos no lo logran captar, abordando detalladamente las
caracteristicas que lo describe. En el proceso de ensefianza aprendizaje los estudiantes tienen que
intentar realizar una construccién conceptual de la realidad fisica, esto dependera de la forma con
la que se interactle en el mundo fisico. En el fendmeno de colisiones se dificulta ya que en su
ensefianza se desarrolla el contenido del curso en un espacio pasivo, al tener pocas formas de
abordar el tema es guiado por medio de un tablero, un marcador e ideas poco ilustrativas optando

por los desarrollos y demostraciones matematicas (Ruiz, 2014).

Las simulaciones son de gran relevancia en la ensefianza de la fisica ya que se obtiene un gran
nivel de motivacion del estudiante, permitiendo que éstos generen espacios interactivos y que sus
formas de aprendizaje sean mas eficientes, acercando a los estudiantes hacia una representacion
de la realidad por medio de la interpretacion espacial, conceptual y abstracta. “Una simulacion por
ordenador es un programa que pretende reproducir, con fines docentes o investigativos, un
fendmeno natural mediante la visualizacion de los diferentes estados que el mismo puede
presentar, estando cada estado descrito por un conjunto de variables, mediante la interaccion en

el tiempo de un algoritmo determinado” (Lucero, 2015).

Esta estrategia no solo ayudara al docente a ensefiar el choque entre particulas de una manera
practica e ilustrativa sino también a aprender, profundizando el tema y a su vez el estudiante tendra
la oportunidad de identificar la importancia de tal herramienta adquiriendo conocimiento. Por
ende, se ha pensado en una estrategia que nos ayude a tener un mejor desarrollo al presentarse este

fendmenao.

Una de las propuestas orientadas para la apropiacion de los conceptos de choques es el disefio de

una herramienta basada en una simulacién que permita construir una relacién de conceptos para la
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interpretacion de este fendmeno, sin dejar descartar aspectos como variables y parametros;
realizando una consideracion de su importancia, evaluando la utilidad y definiendo la veracidad
para el funcionamiento y explicacion del fendmeno de las colisiones. Ademas, al crear un modelo
de choque entre esferas se podran tomar las consideraciones ya nombradas para mejorar el
aprendizaje de este fendmeno ayudando al docente y al estudiante en el entendimiento detallado
del mismo, el cual sea dado en una situacion cotidiana y no algin topico avanzado de asteroides,

o de fisica atébmica.

1.2. OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo general

Disefiar un programa en VVPython que simule el choque bidimensional entre dos esferas basado en
el modelo Even Driven para la apropiacion de los conceptos fisicos de las colisiones en 2-d.

1.2.2 Objetivos especificos
e Realizar un analisis tedrico de los conceptos relacionados con el choque entre

particulas (esferas) que se ensefian en la educacion media.

e Reconstruir el modelo Even Driven para el choque bidimensional de dos esferas de
billar.

e Elaborar el modelo en VVPython con las interacciones previamente identificadas que
dé cuenta del movimiento de las esferas, y sugerir las modificaciones con fines

didacticos (o de ensefianza).

1.3. ANTECEDENTES

El siguiente apartado tiene como objetivo dar a conocer la informacion compilada que sirvio para
dar desarrollo a este trabajo. De esta manera se hizo una bldsqueda de documentos que han logrado
identificar avances y aportes frente a la tematica trabajada en este. Se encontrd una pagina de gran
importancia para el trabajo de grado, Illamada Curso interactivo de fisica en internet y se toma
como punto de partida para esta propuesta, por la importancia de sus argumentos y énfasis en las

maultiples representaciones de un mismo fendmeno, a su vez las ventajas que conlleva la

3



visualizacion de su comportamiento mediante la implementacion de programas interactivos, como
una herramienta para la ensefianza de la fisica y los principios basicos de colisiones.
http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica3d/index.html en este sitio web se puede evidenciar una colision
bidimensional. También al ser un curso de fisica general nos permite justificar la importancia que
tiene una simulacion en conceptos simples y como esta nos puede facilitar la comprension de un
tema en especifico. Teniendo una primera evidencia de una simulacién que nos permitira encontrar

las dificultades que se pueden presentar.

También se encontr6 un trabajo de grado llamado “Modulo basado en una herramienta
computacional Vpython para la ensefianza de las fases lunares, los eclipses solar y lunar en un
espacio académico de educacion media” realizado por Aldana J (2016) del departamento de fisica
de la Universidad Pedagdgica Nacional. El trabajo desarrolla una herramienta computacional para

facilitar la ensefianza de la fisica para un determinado fendmeno en la educacién media.

Otro antecedente encontrado, es el trabajo de pregrado de la Universidad Pedagdgica Nacional
escrito por Ruiz O (2014), denominado “Disefio de una herramienta computacional basada en el
experimento de Stern — Gerlach para la ensefianza de la preparacion de estados y la naturaleza
probabilistica de la mecdnica cudntica”. En este trabajo se hace un disefio y construccién de una
herramienta computacional, abordando principios basicos para mejorar el aprendizaje en la

ensefianza de la mecénica cuantica.

De igual forma el trabajo elaborado por Saenz M (2006), titulado “Construccién de un modelo de
autémata celular para simular las colisiones de materiales granulares a partir de la transmision
de momento ”. En esta tesis de maestria de la Universidad Nacional de Colombia encontramos el
desarrollo de las generalidades y estrategias en la dinamica molecular por medio del método even
driven para choques entre esferas rigidas, trabajando un movimiento para varias particulas nos
permite tener un desarrollo a partir de la transmision de momento, permitiendo identificar las

propiedades para su modelamiento.

Asi mismo en el trabajo de Galindo Miguel Angel (2005). Designado “Software educativo para el
desarrollo de cantidad de movimiento para estudiantes de grado decimo”, de la Universidad
Pedagogica Nacional muestra un comienzo a la implementacidn de estas estrategias en la escuela,
desarrollando los conceptos basicos de programacion necesarios para la realizacidn de un software

la explicacion de conceptos como momentum e impulso de igual forma las clases de choques.
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CAPITULO 2

2.1. MARCO PEDAGOGICO

En la ensefianza de la fisica el tema de colisiones y la representacion de choques en la mayoria de
los casos se enmarca en una metodologia tradicional, por esta razén se presentan dificultades en el
proceso de aprendizaje. El desarrollo del contenido de esta metodologia carece de herramientas
para tener una construccion apropiada de los conceptos fisicos ya que la mayoria de los docentes,
sus estudios los realizaron en un contexto de ensefianza tradicional, el cual era un espacio
desarrollado por ideas poco ilustrativas (Ruiz, 2014). En la tematica de colisiones se han
encontrado trabajos que evidencian estas dificultades, un ejemplo es la Referencia (Villani A'y
Orquiza C, 1997) donde se indica: “Las representaciones mentales de los estudiantes en relacion
con los choques en mecanica han sido objeto de estudio durante mas de una década, obteniéndose
muchos resultados. En particular fueron delineadas las principales caracteristicas de esas
representaciones y las correspondientes dificultades de los estudiantes”. Las dificultades se
presentan cuando los estudiantes intentan realizar representaciones del fendmeno, al seguir el
desarrollo de los libros de texto como se presenta en el libro Nueva fisica 10, uno de los libros que
aborda el tema de colisiones con un contenido poco ilustrativo en cuanto a la rotacién que tiene

las esferas.

La simulacién de sistemas siempre ha sido importante en el analisis de situaciones como sucede
en el billar. Hasta el momento se pueden encontrar muchos juegos de billar en los cuales se
interactia con la simulacién de una manera superficial, al no tener control de parametros y
variables, pensada solo para el entretenimiento en general. En el contexto en el que estamos
inmersos, la tecnologia se convierte en una herramienta como medio para facilitar el aprendizaje

de cualquier tema.

Aprovechando las habilidades que los estudiantes tienen con la tecnologia y utilizacion de una
herramienta computacional se involucra la motivacion que se tiene frente a la fisica. La disposicion
de los estudiantes se convierte en un aspecto primordial para el desarrollo de cualquier clase, de
ahi otra ventaja de la simulacién por medio de un ordenador. Una simulacion implementada en el

ambito de la educacion se convierte en una técnica que permite ensefiar determinadas



caracteristicas por medio de una copia de un sistema o fendomeno del mundo real, facilitando el

aprendizaje por su accesibilidad mencionado en el documento como

“Las simulaciones permiten colocar al alumno en situaciones de aprendizaje que, por
restricciones econdmicas o fisicas, son dificiles de obtener en una experiencia de laboratorio
tradicional. Este tipo de aplicaciones permite la construccién de mundos ideales (por ejemplo, un
mundo sin friccion), la aceleracion o desaceleracion del tiempo para observar mejor un fenémeno,
dotar a cada alumno con una réplica de la maquina o sistema simulado, etc. Son consideradas
como el tipo de software que hace posible aplicacion de las teorias de aprendizaje centradas en

el estudiante ” (Rodriguez y Quesada, 2016).

En distintos estudios, se ha comprobado que el uso de las herramientas computacionales brinda a
los estudiantes una gran facilidad a la hora de comprender los conceptos relacionados con la fisica
en comparacion a desarrollar diferentes précticas de laboratorio, que pueden resultar complejas en
cuanto al manejo de los instrumentos y muchas veces no se evidencia de manera clara el fendmeno
que se quiere analizar, o en el caso de la mecanica hay situaciones fisicas que por la dificultad
experimental, se llevan a cabo ilustraciones o experimentos mentales que dificultan la construccion

del conocimiento (Ruiz, 2014).

Por otra parte, en otros contextos de la fisica las herramientas computacionales son en gran medida
una solucion para aumentar la motivacion en los estudiantes de un pregrado de fisica y proveen la
posibilidad de que con dicha motivacién los sujetos lleguen a investigar acerca de estas teorias
modernas que representan hoy dia el progreso de la sociedad (Ruiz, 2014).

2.2. METODOLOGIA

El presente trabajo de grado se basa en un proceso metacognitivo. Los procesos metacognitivos se
ajustan al presente trabajo debido a que actualmente es de vital importancia manejar técnicas que
permitan que los estudiantes puedan reflexionar y darle explicacion a cada variable, por medio de
la interaccién con la simulacion se realiza un proceso de apropiacion de conocimiento

identificando las variables del fenémeno y sus caracteristicas.

Cabe resaltar que el proceso metacognitivo que se hace para la construccion de las simulaciones

es de gran ayuda para el fortalecimiento e interpretacién de los conceptos, dandole una mejor



definicion y creando una mejor organizacion de estos. Este proceso me ayudo a aclarar ideas del
fenomeno de colisiones, ya que en la construccion de la simulacion se podia observar paso por
paso y la importancia que tiene cada variable en ella. Como por ejemplo cuando rotan las esferas
ya no es necesario imaginarlo puesto que la simulacion nos permite observar el movimiento de

rotacion que pueden tener las esferas antes y después del choque.

Por otro lado, la metacognicion se toma como una forma para el desarrollo de estrategias en el
aprendizaje, ya que la educacion se ha fijado en el desarrollo de algunas habilidades como se
menciona en el documento de Jaramillo L y Simbana V (2014) “por ello es necesario proyectar
técnicas para pensar; se ha evidenciado en la practica docente que la ensefianza de habilidades
metacognitivas desarrolladas a través de herramientas virtuales, ayuda a los estudiantes en su

proceso de aprendizaje de una manera importante”.

Con lo mencionado anteriormente el trabajo de grado tiene relacién con la creacion de una
herramienta por medio de una simulacion de la fisica en el tema de colisiones (choque entre

particulas: choque eldstico e inelastico) en la educacion media.

Definimos unas fases en el proceso metodoldgico de la simulacion entre esferas, las cuales son las

siguientes:

1. Recoleccién y definicidn de los conceptos y modelos de choques.

2. Establecer estrategias con la eleccion de los modelos que nos serviran para la
programacion.

3. Crear y ajustar los parametros del modelo a partir de un proceso controlado.

4. Evaluar los resultados sistematizando los pasos.

2.3. MARCO DISCIPLINAR

Los tipos de choques en los que se trabajara seran el choque elastico e inelastico que se
ejemplifican a través de esferas que se deslizan, pero no rotan. Luego se tendra en cuenta la
rotacion, porque las esferas ruedan y a su vez pueden tener una velocidad angular adicional (efecto
en billar) que afecta la interaccion con otra esfera que también presenta rotacion. En la pagina web
de Fisica para las Energias Renovables encontramos modelos bidimensionales que ayudan a

entender el fendmeno (Franco, 2015). Asi tener unos fundamentos tedricos de los conceptos que



vienen mas adelante teniendo en cuenta que los sistemas mas simples son los aislados puesto que
la fuerza exterior que se presenta es nula y las particulas se mueven a partir de la interaccién entre
ellos en donde se conserva su momento total. Sin olvidar la importancia que tiene la construccion

y anélisis sistematizado en cada uno de los problemas presentados en el choque de particulas.

En las colisiones de particulas hay que tomar ciertas condiciones para que se lleve a cabo un
choque de cualquier tipo, puede ser elastico € inelastico.

2.4. ACCION Y REACCION

Se hara una introduccién a la tercera ley de Newton llamada accién y reacciéon de la mecénica
clésica, elaborando una descripcion de la manera como se aborda este tema en los colegios. Para

esto tendré en cuenta el libro Nueva Fisica 10.

En la naturaleza las fuerzas no aparecen por si mismas, lo hacen interactuando simultdneamente
en pareja y es aqui en donde mencionare un ejemplo que podemos encontrar en cualquier texto, o
inclusive en el lenguaje de los profesores, imaginémonos un nifio que esta montado en su patineta
y se para frente a una pared estirando sus brazos, apoyandolos para ejercer una fuerza, el resultado
de la fuerza que aplica el nifio es el desplazamiento que este empezara a tener separandose de la
pared. Esto es el resultado de la fuerza que ejercid el nifio sobre la pared, generando otra fuerza,

pero en direccion opuesta, y podremos observarlo en la Figura 2.1.

Fuerza nifio a pared

\ 4

Fuerza pared a nifio

A

<y

Figura 2.1. Principio de accién y reaccion.




Entonces para dar explicacion a situaciones como la que nombre en el ejemplo anterior se utiliza

la ley de accién y reaccion.

Una expresion que encontramos en el libro Nueva Fisica 10 que aclara un poco lo dicho
anteriormente es: “si un cuerpo ejerce una fuerza (accion) sobre otro, este produce otra fuerza de
la misma intensidad (reaccion), pero opuesta sobre el primero” (Bautista y Saavedra, 2008).
Entonces seria de relevancia tener claro que las fuerzas de accidn y reaccion se presentan en
diferentes cuerpos, mejor dicho, como en el ejemplo del nifio, una fuerza es la que aparece cuando
el nifio ejerce la fuerza a la pared que se denominaria accion, y la fuerza que aparece de la pared
hacia el nifio se denominaria reaccion, y a partir de esto es que se genera un desplazamiento en el
nifio. Aungue las fuerzas que se presentan sean contrarias no se anulan porque se presentan en

cuerpos diferentes, para que se anulen las fuerzas deberian presentarse en el mismo cuerpo.

También hay que tener en cuenta la cantidad de movimiento lineal en un cuerpo sabiendo de que
el cuerpo podria ser una pelota, un carro entre otros, entonces la cantidad de movimiento o el
momento lineal se denomina con la siguiente expresion P = muv y esto nos dice que el producto
de la masa con la velocidad que tenemos en el inicio debe ser igual al que obtengamos al final, por
ejemplo si pensamos en un taxi y un Transmilenio, el taxi con una masa de 1000kg y tiene una
velocidad de 80 km/h, y el Transmilenio una masa de 8000kg y una velocidad de 10 km/h, si

reemplazamos estos valores en la expresion anterior.
P(taxi) = P(Transmilenio)

m(taxi) v(taxi) = m(Transmilenio) U(Transmilenio)

1000kg80km/h = 8000kg10km/h

22222.2 kgm/s

22222.2 kgm/s

Y con nuestro resultado tendremos que los dos vehiculos tienen la misma cantidad de movimiento.
Asi podemos dar paso a analizar como se presentan algunas clases de choques como también la

conservacion de la cantidad de movimiento.

2.5. TEORIA DE COLISIONES



Empezaremos con una representacion de una colision en una dimension de dos masas utilizando
en algunos momentos el desarrollo que se realiza en el libro de la Schaum en el capitulo 7 (Murray
R. Spiegel, 1976).

Figura 2.2. Colision en una dimension.

En la Figura 2.2 tenemos dos masas m; y m, que se mueven en la misma direccion en un plano
horizontal entonces encontraremos las velocidades de las dos masas después del choque en funcion
de las velocidades antes de chocar. Para esto debemos tener en cuenta unas condiciones para que
ocurra la colision, para que ocurra cualquier tipo de choque puede ser elastico e inelastico, debe
establecerse que la velocidad de la masa 2 es menor que la de la masa uno puesto que las masas se
desplazan en la misma direccion v; > v,.

Esta relacion se tendrd en cuenta cuando las masas se estan moviendo en la misma direccion,

porque de no ser asi las masas nunca chocaran.

Sin olvidar que también esta el caso cuando las masas se acercan para chocar de frente es decir

cuando se acercan simultdneamente, pero este caso lo analizaremos mas adelante.

Ha llegado el momento de desarrollar el problema anteriormente planteado por medio de las

velocidades antes y después del choque.
v; y v, (Velocidades de m; y m, respectivamente antes de que se presente el choque).
v; vy v5 (Velocidades de m, y m, respectivamente después de que se presente el choque).

Se define el coeficiente de restitucion e (coeficiente de restitucion) como un parametro que
establece que la magnitud de la diferencia de velocidades después del choque debe ser igual o

menor a la magnitud de la diferencia de velocidades antes del choque y en sentido contrario:

v = v = —€ (v — 1) 1)

Porlotanto 0 < € < 1.

Ahora a partir del principio de la conservacion del movimiento lineal,
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Pfinal = Pinicial
Momentum antes del choque = momentum después del choque

Reemplazando el momentum total tenemos:

miv; + myvy; = my v + myv,.

)

A continuacion, se obtendra las velocidades finales después de la colision de cada particula en

funcion del coeficiente de restitucion. Reescribiremos las expresiones (1) y (2) de la forma

matricial (Kolman By Hill D, 2006), los resultados de v; y v; en términos de v, y v,:
1 —1\(vi\ _[—€ €\("
<m1 mz) (Ué) B (m1 mz) (Uz)

Despejando v; y v, tenemos

(v{): (1 —1)_1(—66)(1)1) ©)
vy m; m, my; my/ \v;
Ahora escribiremos la ecuacion nimero (3) de la siguiente manera:
v' = A 1By 4)
Teniendo en cuenta que
CAY 1 T i S
v= <Ué)’ (172)’ 4= (m1 m,)’ B = (m1 mz)
Ahora
-1 _ 1 . ) . _ T
Al = ot adj(A) ; adj(A) = cof(4)
Entonces
1 -1
det(4) = | | =m;+m
@)= |, o |=m+m
_ (€11 C12
cof (A) = (C21 sz)
Teniendo en cuenta a que equivale la matriz reemplazamos los valores;
e = (=D (my) =my; cp = (D2 (my) = —my; ¢y = (1)1 =1; ¢ =

D (-D=1
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cof =7 7")

adj(A) = cof (A)" = ( 12 11) - ( . 1)
Entonces

e )
B m1+m2 —-—my 1

Ahora lo que tenemos que hacer es reemplazar la anterior expresion en la ecuacion (4).

! 1 —_
(Zz) - my +m, (—717;211 1) (mf "iz) (:7]21)

v\ 1 (m1 —em, em,+m, ) (vl)
eEm, + my —emy + m, U,

vy m; +m,
Por Gltimo, obtenemos en ecuaciones de las velocidades finales:

(my —emy) v; + my(e + Vv,

v =
my; +m,

ml(E + 1) 171 + (mz - eml)vz

vy =
m; +m,

()

(6)

El anterior andlisis se desarrolla teniendo dos masas que se mueven en la misma direccion sin rotar

y en una sola dimensién. A continuacion, se realizara la construccion de una colision perfectamente

elastica y un choque perfectamente inelastico considerando la rotacion de las esferas en dos

dimensiones. Es importante resaltar que para las colisiones elasticas e inelasticas se conserva la

cantidad de movimiento de tal manera:
Pliniciaty = P(finan

2.6. CHOQUE INELASTICO

Si decimos que el valor del coeficiente de restitucion es cero E = 0 entonces el resultado de esto

es, un choque perfectamente inelastico y por esto las ecuaciones (5) y (6) quedaran de la siguiente

manera;
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my vy + Myv; (7
m, +m,

my vy + My, (8)

vV, =
m1+m2

Por lo anterior podemos afirmar que v; = v, Yy por esto cuando suceda el choque, las masas sé

quedaran pegadas convirtiéndose en una sola y ddndonos como resultado M = m; + m,.

2.7. CHOQUE ELASTICO

De igual manera si el valor del coeficiente de restitucion es igual auno E = 1 el resultado es un

choque perfectamente elastico y de igual manera las ecuaciones (5) y (6) cambian;

v\ _ (ml - mz) 171 + zmzvz (9)
1 my +m,
. 2my v+ (my —my)v, (10)
v, =
2 my + m,

Si analizamos bien cada una de las velocidades son distintas esto quiere decir que en ningun
momento las masas quedan pegadas puesto que cada una lleva una velocidad distinta y una energia
cinética que no se conserva, llamaremos K a la energia cinética para asi expresar K (inicial) #
K(final).

2.8. SIMULACIONES EVEN DRIVEN

A continuacién, miraremos las caracteristicas y generalidades de la interaccion entre particulas,
primordialmente el método que utilizaremos para realizar nuestra simulacion, even driven, para el

caso de colisiones entre esferas rigidas.

Utilizaremos uno de los dos modelos que tratan con particulas, en nuestro caso consideramos las
particulas individuales siguiendo el movimiento de ellas en el sistema, y no el modelo en el que
las particulas no las consideran individuales. Cada particula en nuestro caso (esferas) tiene sus
caracteristicas particulares masa, radio, su velocidad y posicidn que se determinan inicialmente. A

partir de los choques que tengan las esferas es como van a interactuar, puesto que esa interaccion
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solo se presentara entre ellas. En el momento que ocurre una colision esta estara dada por los
parametros inicialmente establecidos como la velocidad, la posicidn, el coeficiente de restitucion

y la velocidad angular.

Al tener dos estrategias que estudian los aspectos que se presentan es estos sistemas, en una de
ellas el grupo de particulas avanza en cortos intervalos de tiempo, conocido como time driven
utilizando las leyes de newton para cada paso, y asi determinar las velocidades y posiciones finales
con los valores de las velocidades y posiciones iniciales, pero una dificultad es que se tienen que
tomar intervalos muy pequefios, necesitando muchos pasos para simular un movimiento en un
intervalo de tiempo para lograr obtener un buen resultado, por este motivo esta estrategia no es la
que utilizaremos porque lo que se quiere realizar es una simulacién en un choque entre dos esferas,
como sucede en el billar y asi tener una mejor explicacién de lo que sucede antes y después del
choque. La segunda estrategia, la cual utilizaremos es la que se centra en el analisis de sistemas de
esferas rigidas. Moviéndose en trayectorias bien definidas, necesitando como primera medida el
momento en el que ocurre el choque entre las esferas y cuéles son las velocidades después del
choque y con esto determinar los cambios que se presentan después de la interaccion. A
comparacion de la primera estrategia esta no funciona con intervalos preestablecidos para el
transcurso del tiempo, pero si funciona por medio de eventos o0 sea cuando se presenta el choque
entre las esferas ya que sera la Unica interaccion que se presente en la simulacion y por ello su

nombre even driven (Saenz, 2006).

Tomando en cuenta las caracteristicas de la segunda estrategia se tendra en presente que el tiempo
de colision en el cual las dos esferas chocan, estard determinado por los valores iniciales que se le

hayan dado obteniendo una colisién inelastica.

El calculo del tiempo de colision se conforma por dos partes, la primera es la determinacion del
tiempo de la colision entre nuestras esferas y el segundo es el cambio de las velocidades después

del choque.

2.9. TIEMPO DE COLISION

Para determinar el tiempo de colisién de las esferas utilizaremos el método que aparece en Saenz

(2006). Al tener dos esferas con diametros iguales d, y d, los vectores 77y 7, determinando la
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posicion de las esferas y sus velocidades como v,y v,. Es importante tener en cuenta desde dénde
parten los vectores de posicion y velocidad, si desde la esfera 1 o 2; tomando como sistema de
referencia la esfera 2, estos vectoresson r,, = 17 — 1, Y v, = v; — v,. Laforma de establecer
si las dos esferas chocan es si la velocidad v, que es en sentido contrario a 74, tiene un valor

negativo y si las dos se mueven o solo es una la que se dirige a la otra Figura 2.3.

Para establecer que las dos esferas chocan sera necesario establecer un pardmetro de impacto que
lo llamaremos b;, que sera la distancia en que las dos esferas se encuentren estando determinada

por sus centros.

Figura 2.3. Consideraciones para el choque entre dos esferas.

La ecuacion del parametro de impacto sera:
T'_)' v—) 2
— 12 12
12117 = |l 71211 — (T) (13)
| v12l

También o que es las distancia que tienen los centros de las esferas en el instante que chocan

nuestra relacion la podemos denotar con nuestros didmetros o nuestros radios.
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d{+d -z
= % con los didmetros.

(14)
o = Ry + R, con los radios.

A partir de lo mencionado las esferas chocaran cuando nuestro parametro de impacto sea menor o
igual a la distancia de los centros de las dos esferas ||b;2|| < 0. En la Figura 2.4 se exponen

nuestras consideraciones.

V12

Figura 2.4. Sistema de referencia para el choque de dos esferas.

Al tomar en cuenta que las esferas chocaran el tiempo que lo condiciona es:

1 (77 vy
t= e (L2 57 by 2
|| vzl < | vzl 12 (15)

A nuestra ecuacion la podemos interpretar de una manera simple si nos fijamos en el segundo

término, el cual es la distancia que debe recorrer la esfera 1 antes de interactuar con la esfera 2.

2.10. MODELO DE COLISION
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La representacion del modelo de colision se desarrollara a partir de las velocidades iniciales v,

v, Yy wy, w, con el coeficiente de restitucion para determinar las velocidades después del choque

—_— ——

_ — Vi I
U, U Y W, W

Se tomaran de nuevo dos esferas con radio R, y R, y con masas iguales m, y m, con el mismo
desarrollo que encontramos en el trabajo Séenz (2006). La ecuacion que determina el vector

unitario normal es:

L, H-T7 (16)
n= —,———-
| 7 — 72|l

Ahora la velocidad de contacto se representara con v; y v, como sus velocidades lineales, w; y

w,, las velocidades angulares de la siguiente manera:

Ve =V —V; — (Ry Wy + R, wy) X1 (17)

Con nuestra expresion se podran hallar también las componentes normal y tangencial de nuestra
- — — N\ —t — —_— - e - -
velocidad de contacto v, " = (v,-n)Ay v, =7v.— v, . La direccién del vector unitario
, —st . .
tangente esta dada por v, ~ de la siguiente manera:

—t
vC

-
(e

(18)

%

—

Ve

Figura 2.5. Definiciones iniciales.
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Como podemos observar en la Figura 2.5 el angulo que se forma entre los vectores 77y v, cuando

la esfera de color blanco choca con la esfera de color rojo lo llamaremos y, &ngulo de impacto.

Teniendo en cuenta la ley de conservacion del momentum podemos definir los cambios en la

cantidad de movimiento lineal para cada una de las esferas.

AP = my (u; — 17_1)) =-m; (ﬁ; - 772)) (19)

La variacion de la cantidad de movimiento tangencial APt es el que permite un cambio de

momentum angular de las esferas puesto que la variacion de la cantidad de movimiento normal

AP™ no es el que lo hace. Los cambios del momento angular Al respectivos son:

Al = I,(W4 — W) = (— Ry - 7t X AP) (20)
Al = L,(w'y — W3) = (R, - i X —AP) (21)

De las dos expresiones anteriores es de donde podemos definir la expresion general de nuestro

cambio de momentum angular. Sin olvidar que I es el momento de inercia, que en nuestro caso es
2 . .
el de una esfera I = EMR2 y considerando que I; = I, puesto que nuestras dos esferas tienen las

mismas caracteristicas.

- I b
—nXAP =—(w' —w
n R, w' —w)

(22)

Con el cambio de momentum hallaremos nuestras nuevas velocidades despejandolas de nuestra
ecuacién (19) y en la Figura 2.6 se observaran las consideraciones tomadas teniendo en cuenta

que las dos esferas tienen sus radios R; y R, asimismo sus velocidades angulares wy y w;.

ﬁ_ﬁ+ﬁ (23)
U, =7 m,
., _, AP (24)
u2 = 7.72 — m_z
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—,)_—>_R1—> =4 (25)

(26)

Figura 2.6. Definiciones finales.

Encontraremos el AP dividiendo la parte normal y tangencial teniendo en cuenta que las

velocidades normales no dependen de w.

Tt =T " @7)
u = - (28)

luego multiplicamos por la masa m,m, y realizamos las respectivas operaciones.
n —sNn —sN —sNn —Nn —sNn
mm,(u; — v ) =mmyu; —v; ) —mmy(U; —7v; ) (29)
Teniendo en cuenta nuestra ecuacion (19) y que € es el coeficiente de restitucion obtenemos.
—mym,(e + v, = (m, + m;)AP" (30)

Despejando AP" y la masa reducida del sistema definida por m,,.
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Aﬁn = —m12(1 + E)U—C)n (31)

mlmz (32)

My, =——F—
m, +my

Para la parte tangencial se considerara el rozamiento seco de coulomb:
1AP*]| = we[|aP™| (33)
Siendo y, el coeficiente de friccidn, y la direccion de APE contraria a la de la velocidad tangencial.

APt = —pmy, (1 + o[z I (34)
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CAPITULO 3

3. DESCRIPCION DE LOS CASOS SIMULADOS EN LA HERRAMIENTA
COMPUTACIONAL VPYTHON

En este capitulo se mostrara el desarrollo de los casos que se nombraron en el capitulo anterior,
también se describiran los resultados obtenidos a partir de cada simulacién, el avance y las
modificaciones obtenidas.

3.1. PRIMER CASO, CHOQUE DE PARTICULAS QUE SE DESLIZAN

Para el desarrollo de la simulacién de un choque de particulas que se deslizan se disefia y
desarrolla en el entorno Vpython como se muestra en la Figura 3.1, en donde las particulas se

mueven, pero no rotan. Se empieza a construir un entorno de una mesa de billar.

VPython - 5 IEH

Figura 3.1. Entorno en Vpython para esferas que se deslizan.

El objetivo de la simulacion es ampliar la visualizacion antes y después del choque. Cuando inicia
el movimiento de las particulas, se dirigen una a la otra para luego colisionar y cambiar su direccion
hacia las bandas que son de color café, siempre que se encuentren con una banda u otro choque

entre ellas cambiara su direccion.
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El resultado del primer disefio se muestra en la Figura 3.2, en el que se evidencia que ocurre antes
del choque y como es el movimiento de las esferas al deslizarse, luego de esto las dos esferas
chocan y cambian su direccion teniendo en cuenta que el cambio de direccion también ocurre

cuando se encuentran con una banda.

Figura 3.2. Resultado de la simulacidon del primer caso.

3.2. SEGUNDO CASO, CHOQUE INELASTICO

En este caso se realiza el disefio y desarrollo de una simulacién que muestre la descripcion de un
choque perfectamente inelastico que se hace en la seccion 2.6, creando un ambiente de una mesa

de billar con dos esferas que se deslizan como se muestra en la Figura 3.3.
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VPython

Figura 3.3. Entorno del caso dos.

En este caso la esfera de color rojo se encuentra en reposo Yy la esfera de color blanco esta en
movimiento en direccién a la bola roja, se simula un choque en el que el coeficiente de restitucién

tiene un valor igual a cero e = 0. El resultado después del choque es que las dos esferas quedan

pegadas como lo observamos en la Figura 3.4.

VPython

Figura 3.4. Resultado de la simulacion del segundo caso.
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3.3. TERCER CASO, CHOQUE ELASTICO

Ahora para este caso se toma en cuenta la seccion 2.7, en donde se menciona un choque
perfectamente elastico y para esto se utiliza el mismo disefio y desarrollo de la simulacion anterior,
solo que tomando en cuenta que el coeficiente de restitucion sera igual a uno e = 1. Después del
choque, el resultado es que la esfera blanca gque inicialmente se estaba moviendo le transfiere todo
su movimiento a la esfera roja quedando en reposo y en ningin momento quedando pegadas como

lo muestra la Figura 3.5.

VPython - oI El

Figura 3.5. Resultado de la simulacion del tercer caso.

3.4. CUARTO CASO, SIMULACION DE UN CHOQUE BIDIMENSIONAL CON
ESFERAS QUE ROTAN

Por ultimo, se muestra la simulacion final con el disefio obtenido a partir de un ambiente de billar,
en el cual las esferas rotan teniendo un acercamiento mas ilustrativo a lo que sucede cuando chocan
las esferas. EI ambiente esta compuesto por la mesa, dos esferas (bolas de billar), también se tiene
en cuenta la masa, el radio, velocidad angular, momento de inercia de una esfera, angulo de salida,
coeficiente de restitucion y friccidn reales en el billar tomando en cuenta el desarrollo desde la

seccidn 2.8 hasta la 2.10. La Figura 3.6 nos muestra lo mencionado anteriormente.
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VPython - o IEl

Figura 3.6. Ambiente de la simulacion del caso final.

Luego de tener el ambiente establecido se realizara una préctica dejando constante el pardmetro
de impacto b y el coeficiente de restitucion, teniendo en cuenta que al ser e = 1 el choque sera
totalmente elastico, se modificara solo el coeficiente de friccion desde u = 0,1 hastau = 0,014 y
observar que sucede con el angulo de salida (d&ngulo después del choque) ya que la teoria nos dice

que el valor debe ser igual a 90°.

e u b Angulo de salida
1 0,1 R 85.0319127388
1 0,01 R 90.2148248065
1 0,014 R 89.9836564093

Cuadro 3.1. resultados de la primera préctica.

Luego de variar el valor de u en el Cuadro 3.1 se observa que el angulo de salida en grados con
un valor menor disminuye, también con los resultados que tenemos en la tabla se evidencia que el
valor para que el angulo sea de 90° es cuando u = 0,014.

A partir del ensayo error en la practica anterior se dejara el valor del coeficiente de friccion

constante, en el que el angulo de salida era mas cercano a 90° y se modificard el valor del
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coeficiente de restitucion u sin olvidar que puede tomar valores entre 0 y 1. Al modificar el valor

del coeficiente de restitucion se observara que sucede con el angulo y la energia inicial y final.

u e Angulo de salida | Energia inicial Energia final
0,014 0,1 51.4786017887 8.51285965 J 5.31046407588 J
0,014 0,4 61.9968262832 | 8.51285965J) | 5.77283301719)
0,014 0,9 84.8987682831 | 8.51285965J) | 7.81559035025 J

Cuadro 3.2. resultados de la segunda practica.

Al obtener los resultados en el Cuadro 3.2 inmediatamente podemos concluir que el valor méas
apropiado, para que después del choque el angulo de salida sea lo méas cercano a 90° es cuando el
coeficiente de restitucion es igual a uno e = 1 puesto que, si es menor el angulo y la energia final

disminuye presentandose una pérdida de energia.

3.5. DISPOSICION Y APROVECHAMIENTO DE LAS SIMULACIONES

Al trabajo en el apéndice se anexa la herramienta computacional y las respectivas simulaciones de
los casos nombrados anteriormente, ademas de una serie de actividades en donde se ensefia a
programar en el lenguaje Vpython y que a partir de esas actividades se tenga un poco mas de
conocimiento y asi mismo aprovecharlo al méaximo. Estas simulaciones se dejaran planteadas y

dispuestas para cualquiera que las quiera implementar o seguir desarrollando.
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CAPITULO 4

RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Se disefi6 un programa por medio de VPython que simula una colision entre dos esferas, se logra
realizar un proceso metacognitivo de pensamiento con la asimilacion y apropiacion de conceptos
fisicos, esta parte desde el trabajo en las actividades basicas que permite evaluar los conocimientos
y saberes previos, guidndose hacia la préctica para la motivacion en la adquisicién de nuevos

conocimientos por medio del ensayo error.

Con el desarrollo de esta investigacion se puede sefialar que el uso de una simulacion permite una
mejor comprension del choque entre particulas llevado al contexto de la colision de dos esferas,
como el ejemplo cotidiano del billar, debido a la interaccion con las variables y parametros que
caracterizan el fendbmeno, logrando una mejor construccion del conocimiento en la elaboracion del
programa en Vpython de la simulacion de choques de dos esferas que rotan con diferentes

situaciones fisicas.

En las metodologias tradicionales en la ensefianza, se encuentra que el uso de herramientas
computacionales se convierte en una estrategia para facilitar el proceso de aprendizaje y
aprovechar las habilidades que tienen los alumnos en el uso de las nuevas tecnologias en un

contexto metacognitivo de aprendizaje.

Se puede evidenciar que en el choque de dos esferas luego de la colision el &ngulo que forman es
de 90° pero en los datos obtenidos por nuestra simulacion observamos que el valor no es

exactamente igual, pero se tiene tres cifras significativas antes de 90°.

Una de las grandes ventajas de esta simulacién es que provee varias alternativas posibles de
explorar, mediante un método numeérico de solucion para un fenémeno y a su vez cuando se carece

de herramientas para la explicacion de procedimientos matematicos.

Las simulaciones se presentan como una herramienta que permite interactuar con el fenémeno de

choques y asi evidenciarlo de forma mas ilustrativa.

En relacidn con otras situaciones que se podrian simular, podria estar la construccion de tres esferas

en las cuales se simule como una de ellas puede chocar con las otras dos.
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APENDICE

ANEXO 1

Este anexo consta de un CD-ROM, en donde encontramos cuatro videos que muestran cada una

de las diferentes situaciones mencionadas en el capitulo 3.

ANEXO 2

Actividades
Se propondrd un numero de actividades introductorias para las simulaciones que se han

desarrollado a partir de la informacion que se encuentra en la pagina principal de Vpython.

Actividad 1 caracteristicas y construccion de objetos

Se iniciaré con la elaboracién de varios objetos, eso se hara de libre eleccién, como ejemplo se
trabajara con una esfera. Para esto tendremos que importar la libreria de visual from visual import
* después escribimos la figura seleccionada en este caso la esfera sphere().

from visual import *
sphere()

u}

=3 *Python Shell* -
File Edit Shell Debug Options Windows Help

Python 2.7.6 (defa 3, 18:24:24) [MSC v.1500 64 bit (AMDG4)] on win3Zz
Type "copyright", "credits" or "license()" for more information.

>>> RESTRRT

T4 *Untitled* = &

File Edit Format Run Options Windows Help
wvisual *
spnere ()

Figura 4.1. Creacion de esfera.
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Luego de esto oprimiremos la tecla F5 para correr el codigo; después podremos apreciar tres
ventanas: una es en la que escribimos el cédigo luego al oprimir F5 tendremos dos ventanas, una
que nos indica algunas caracteristicas y datos de nuestro programa y otra en la que aparecera
nuestro objeto simulado. En la Figura 4.1 podremos apreciar las tres ventanas que obtendremos.

Los resultados de cada actividad van a ir relacionados para al final obtener un solo c6digo. Con el
cadigo de la actividad anterior seguiremos desarrollando algunas caracteristicas que le podemos
establecer a nuestro objeto, como coordenadas en este caso recordando que en VVPython tenemos
tres dimensiones (X, y, z). Le brindaremos un valor de -2 en x y en las otras dos coordenadas 0
entonces nuestro vector es (-2, 0, 0) y lo escribiremos de la siguiente manera (pos = vector (-2, 0,
0)) en el paréntesis que teniamos en el codigo de la actividad ndmero uno. En la Figura 4.2
veremos los resultados luego de escribir el vector.

from visual import *
sphere (pos = vector (-2, 0, 0))

u}

Té *Python Shell* =
File Edit Shell Debug Options Windows Help
Python 2.7.6 (default, Nov 10 2013, 19:24:24) [MSC v.1500 €4 bit (AMDE4)] on win32 _ o =
, ) , : . L] VPython

Type "copyright", "credits" or "license()" for more information.
> RESTART
>>>

4 *Untitled* = B

File Edit Format Run Options Windows Help

wvisual =
sphere (pos = vector (-2, O, 0))

|tn:5/col:0

Figura 4.2. Cambio de coordenadas de la esfera.

En este caso le brindaremos otra caracteristica a nuestra esfera. Le cambiaremos el tamafio,

dandole un valor al radio de la esfera. Lo escribimos siguiendo el codigo que venimos trabajando.
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Luego de una coma Yy finalizando con un paréntesis lo escribimos asi; radius = 0.2. El cambio del

tamano de la esfera lo evidenciaremos en la Figura 4.3.

from visual import *
sphere (pos = vector (-2, 0, 0), radius = 0.2)

T *Python Shell* - g
File Edit Shell Debug Options Windows Help

Pythnon 2.7.6 (default, Nov 10 2013, 19:24:24) [MSC v.1500 64 bit (AMDE4)] on win32
Type "copyright”, "credits" or "license()" for more informatiom.
>>> RESTART

>>> . - .
i *Untitled* - B
File Edit Format Run Options Windows Help

VPython = = =]

visual *
sphere (pos = vector (-2,0,0),radins = 0.2)

=]

Ln: 5/ Col: 0

Figura 4.3. Tamario de la esfera.

Otra caracteristica que podemos usar en nuestro objeto es el color. El color que trae la esfera en
las actividades pasadas se lo brinda automaticamente el programa entonces le cambiaremos el
color a rojo escribiendo lo siguiente color = color.red teniendo en cuenta que lo escribimos
seguido de una coma y cerrando con un paréntesis. En la Figura 4.4 notaremos el cambio de color
del objeto.

from visual import *

sphere (pos = vector (-2, 0, 0), radius = 0.2, color = color.red)

Luego de nombrar algunas de las caracteristicas que se le puede dar a un objeto también podemos
simular una superficie, o en nuestro caso una superficie que simule una mesa de billar. Para esto
escribiremos box (pos = (0.0,0.0,-0.06) y también le podemos poner valores a la longitud (length
= 1.5), altura (height = 1.5), ancho (width = 0.01) y su color como lo hicimos anteriormente (color

= color.green) los resultados los encontramos en la Figura 4.5.
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from visual import *

sphere (pos = vector (0, 0, 0), radius = 0.05, color = color.red)
floor = box (pos = (0.0,0.0,-0.06), length = 1.5, height = 1.5, width = 0.01, color = color.green)

*Python Shell* - o
dows  Help
2013, 19:24:24) [MSC v.1500 64 bit (AMDE4)] on win32
r "license ()" for more information.
RESTART
7%

*Untitled* - B
File Edit Format Run Options Windows Help
from wisual =
sphere (pos = vector (-2,0,0),radius = 0.2, color

= color.red)

Lm: 5|/Col: O
7 *Python Shell* - g
File Edit Shell Debug Optiens ndows Help
Python 2.7.6 (defaulrt, 013, 19:24:24) [MSC v.1500 €4 bit (AMDE4)] on win32 a VPyThOH - 0O J
Type "copyright™, "credits"™ or "license()" for more information.
5> RESTART
e -
7 *Untitled* = =
File Edit Format Run Options Windows Help
phere (pos = wector (0, 0, 0), radius = 0.05, color = color.red)
floor = box (pos =

(0.0,0.0,-0.06), length = 1.5, height = 1.5, width = 0.01, c

Figura 4.5. Construccion de superficie.

Para terminar la actividad agregaremos una segunda esfera. Escribimos en el mismo codigo

negra=sphere (pos = vector (0.3, 0.05, 0), radius = 0.05, color = color.black) tomando en cuenta
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las caracteristicas de la esfera roja pero dandole diferentes coordenadas y un color negro para

diferenciarlas. En la Figura 4.6 se evidencian los resultados.

from visual import *

roja =sphere (pos = vector (0, 0, 0), radius = 0.05, color = color.red)

negra=sphere (pos = vector (0.3, 0.05, 0), radius = 0.05, color = color.black)

floor = box (pos = (0.0,0.0,-0.06), length = 1.5, height = 1.5, width = 0.01, color = color.green)

% *Python Shell* -9
File Edit Shell Debug Options Windows Help
Bython 2.7.6 (default, Nov 10 2013, 19:24:24) [MSC v.1500 64 bit (AMD64)] on win32 0 VPython - o |

Type "copyright", "credits" or "license()" for more information.
>35> RESTART

32> -

Th *Untitled* - 0
File Edit Fermat Run Options Windows Help
from visual import * ;I
roja =sphere (pos = vector (0, 0, 0), radius = 0.05, color = color.red)
negra=sphere (pos = vector (0.3, 0.05, 0), radius = 0.05, color = color.black)
floor = box (pos = (0.0,0.0,-0.06), length = 1.5, height = 1.5, width = 0.01, co

Ln: 5/Cal: 0

Figura 4.6. Simulacion con dos esferas.

Actividad 2 movimiento

En esta actividad le daremos movimiento a una esfera, para esto se escribe el siguiente codigo,
teniendo presente lo desarrollado en la actividad uno y especificando el valor de las variables que
se van a utilizar en nuestra simulacion. Los valores escogidos aqui no tienen unidades explicitas.
Para mayor sencillez se puede asumir que se estd en el sistema internacional de unidades:
longitudes en metros, masa en kilogramos y tiempo en segundos.

from visual import *

import math

R=0.05 ## radio de la esfera

vx0=-3 ## velocidad inicial en el eje x

vy0=0 ## velocidad inicial en el eje y
wx=Vx0/R ## velocidad angular en el eje x
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wy=Vvy0/R ## velocidad angular en el eje y
wz=0 ## velocidad angular en el eje z
blanca = sphere(pos= (0.3,0.05,0), radius=R, color=color.white, make_trail=True)

En esta linea encontramos las mismas caracteristicas que los eventos anteriores con la diferencia
que se agrega make_trail=true que nos ayuda a marcar la trayectoria por la que la esfera se ha

desplazado.

Implicitamente se ha definido la posicidn del objeto blanca mediante blanca.pos, que es nuestra
esfera. También se pueden definir otras variables como la masa (un escalar), la velocidad (un
vector), la aceleracion (un vector) y la frecuencia (un vector) como se muestra respectivamente en
las siguientes cuatro (4) lineas.

blanca.mass = 1

blanca.v = vector(vx0, vy0, 0)

blanca.a = vector(0, 0, 0)
blanca.w = vector(wx, wy, wz)

Obsérvese que no se colocaron valores explicitos sino las variables arriba mencionadas lo cual no
da mayor control de los cambios que después se produciran. Ahorase incluye la superficie de
movimiento y otro parametro, un intervalo de tiempo para simular el movimiento de la bola que
se desplaza hacia la izquierda a velocidad de 3.

floor = box(pos=(0.0,0.0,-0.06), length=1.5, height=1.5, width=0.01, color=color.green)

dt =1le-4

En las siguientes lineas se tienen los parametros para brindarle movimiento a la esfera.

while True:

rate(100)

blanca.pos = blanca.pos + blanca.v*dt + 0.5*blanca.a*dt*dt
blanca.v = blanca.v + 0.5*blanca.a*dt

En las siguientes lineas se establecen los parametros para que la esfera pare. Los resultados se

muestras en la Figura 4.7.

if (blanca.pos [0]<-0.3):
break

if(blanca.pos [0]>0.3)
break

if(blanca.pos [1]<-0.3):
break
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if(blanca.pos [1]>0.3):

break

Té

*Python Shell*

File Edit Shell Debug Options Windows Help

Python 2.7.6 (default, Nov 10 2013, 19:24:24) [MSC v.1500 €% bit (AMD&4)] on win32
Type "copyright", "credits" or "license()" for more information.

>3
>

RESTART

Th prueva.py - C\Users\Yeyo\Desktop\prueva.py

Fil

Edit Format Run Options Windows Help

visual import #
rt math

R=0.05

wx0=-3

vy0=0
wx=vx0/R
wy=vy0/R
wz=0

blanca = sphere (pos=(0.3,0.05,0), radius=R, color=color.white,
make_trail=Trus)

blanca.mass = 1

blanca.v = vector(vx0, vyd, 0]

blanca.a = vector(0, 0, 0)

blanca.w = veector(wx, wy, wz)

dt = le-4
while True:
rate (100}
D= - blanca.pos
if mag(D)<0.1:
blanca.a=vector(0,0,0)
blanca.pos = blanca.pos + blanca.vedt + 0.5*blanca.a*dt+dt

blanca.v = blanca.v + 0.5*blanca.a*dt

if (planca.pos[0]<-0.3}:
break

if(blanca.pos[0]>0.3):
I

floor = box(pos=(0.0,0.0,-0.06), length=1.5, height=1.3, width=0.01,

color=color

VPython

Ln: 5/Cok: 0

Figura 4.7. Movimiento de una esfera.

Actividad 3 codigo inicial

Hasta el momento se ha hecho una introduccion con la elaboracion de objetos. Brindandole algunas

caracteristicas se escribié un codigo que ya nos muestra una simulacion con ciertos aspectos de un

movimiento. Demostrando que al escribir el codigo en Vpython, este programa hace lo que

nosotros le ordenemos, esto lo menciono porque en ciertos casos hay que especificarle hasta qué

punto debe seguir esa orden o inclusive con qué restricciones lo debe hacer.

El codigo que vamos a ver a continuacion se escribié comenzando el proceso en la construccion

de nuestra simulacion.

from visual import *

R=0.05
vx0=-4
vy0=0

wx = vx0/R
wy = vy0/R
wz=0
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Las seis lineas anteriores se escriben para no tener que mencionar en cada linea los valores

establecidos si no abreviarla, también nos facilita cuando se esta utilizando una operacion.
roja = sphere (pos = (0,0,0), radius = R, color = color.red, make_trail = True)
Lo que encontramos en esta linea nos sirve para describir la trayectoria de la esfera.

roja.mass =1

roja.v = vector(0, 0, 0)

roja.a = vector(0, 0, 0)

roja.w = vector(0, 0, 0)

En las seis lineas anteriores encontramos las coordenadas de la esfera roja como también las
caracteristicas de la misma y en las seis siguientes se hacen lo mismo con una esfera blanca.
blanca = sphere (pos = (0.3,0.05,0), radius = R, color = color.white, make_trail = True)
blanca.mass = 1

blanca.v = vector(vx0, vy0, 0)

blanca.a = vector(0, 0, 0)

blanca.w = vector(wx, wy, wz)

floor = box (pos = (0.0,0.0,-0.06), length = 1.5, height = 1.5, width = 0.01, color = color.green)
A continuacion, en las siguientes diez lineas se describiran unos parametros que el programa debe
tener en cuenta para que la simulacion no se quede con solo una orden.

dt =1le-4

while True:

rate (100)
D =roja.pos - blanca.pos

Este pardmetro nos mide la superposicion de las esferas y por lo tanto deben rebotar. Se propone
un rebote proporcional al traslapamiento.

if mag (D)<0.1:

roja.a = 53361.47*D

Aqui podemos encontrar que los pardmetros se deben especificar, porque de no ser asi no
obtendremos el resultado esperado. Esta es una aceleracion que aparece debida a la superposicion
de las esferas. Ambas experimentan esta fuerza de choque. Esto se hizo a partir de ensayo y error
el valor tiene que ser mayor a 10000 de lo contrario las dos esferas se traslaparan y también menor
a 400000 puesto que de no ser asi el movimiento después del chogque es muy rapido. Entonces los
rangos en los cuales se debe trabajar son roja.a= X>10000*D y roja.a= X<400000*D.
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blanca.a = -roja.a

else:

roja.a = vector (0,0,0)
blanca.a = vector (0,0,0)

En las siguientes cuatro lineas encontramos las operaciones que se necesitan para el movimiento

de las esferas. Se trata de un esquema de movimiento uniformemente acelerados.

roja.pos = roja.pos + roja.v*dt + 0.5*roja.a*dt*dt

roja.v = roja.v + roja.a*dt

blanca.pos = blanca.pos + blanca.v*dt + 0.5*blanca.a*dt*dt
blanca.v = blanca.v + 0.5*blanca.a*dt

Con las ultimas lineas lo que se logra hacer es que la simulacién pare en algin momento. Se

escogid un rectangulo de 0.6 x 0.6 m. De no ser asi seguird infinita mente.

if (roja.pos[0]<-0.3):
break
if(roja.pos[0]>0.3):
break
if(blanca.pos[0]<-0.3):
break
if(blanca.pos[0]>0.3):
break
if(roja.pos[1]<-0.3):
break
if(roja.pos[1]>0.3):
break
if(blanca.pos[1]<-0.3):
break
if(blanca.pos[1]>0.3):
break

Luego de presentar un poco el lenguaje que se utiliza para programar en Vpython se mostraran los

cddigos de las simulaciones en los casos nombrados en el capitulo tres.

CODIGO DEL PRIMER CASO

from visual import *

from visual.controls import *
import math

g=0

pi = 3.1415926
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Radio =1

D=2*Radio

K=5

BallO1 = sphere(pos=(-9,7,1), radius=Radio, color=color.yellow, make_trail=True, interval=10)
Ball01.mass = 0.5

Ball01.v = vector(3, 0, 0)

Ball02 = sphere(pos=(9,8,1),radius=Radio, color=color.red, make_trail=True, interval=10)
Ball02.mass = 0.5

Ball02.v = vector(-3, 0, 0)

Floor = box(pos=(0,0,0),size=(20,30,0.1),color=color.blue)

wall01 = box(pos=(-10,0,1),size=(0.1,30,2),material=materials.wood)
wall02 = box(pos=(10,0,1),size=(0.1,30,2),material=materials.wood)
wall03 = box(pos=(0,15,1),size=(20,0.1,2),material=materials.wood)
wall04 = box(pos=(0,-15,1),size=(20,0.1,2), material=materials.wood)
dt = le-2

while True:

## BallOl.rotate(axis=(0,0,1), angle=pi/20)

rate(100)

h=vector(0,0,0)

h=Ball01.pos-Ball02.pos

hnorma=sqrt(h[0]*h[0]+h[1]*h[1])

if hnorma<D:

hx=h[0]/hnorma

hy=h[1]/hnorma
masa=Ball01.mass*Ball02.mass/(Ball01.mass+Ball02.mass)
F=K*(hnorma**1.5)/masa

al = vector(F*hx,F*hy,0)

Ball01.pos += Ball01.v*dt + 0.5*al*dt*dt
Ball02.pos += Ball02.v*dt - 0.5*al*dt*dt
h=Ball01.pos-Ball02.pos
hnorma=sqrt(h[0]*h[0]+h[1]*h[1])

if hnorma < D:

hx=h[0]/hnorma

hy=h[1]/hnorma
masa=Ball01.mass*Ball02.mass/(Ball01.mass+Ball02.mass)
F=K*(hnorma**1.5)/masa

a2 = vector(F*hx,F*hy,0)

else:

a2 = vector(0,0,0)

Ball0l.v += 0.5*(al + a2)*dt

Ball02.v -= 0.5*(al + a2)*dt

else:

Ball01.pos += Ball01.v*dt

Ball02.pos += Ball02.v*dt

if Ball01.pos[0] > 10 - Radio:

Ball01.v[0] = -Ball01.v[0]
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if Ball01.pos[0] < -10 + Radio:
Ball01.v[0] = -Ball01.v[0]

if Ball02.pos[0] > 10 - Radio:
Ball02.v[0] = -Ball02.v[0]

if Ball02.pos[0] < -10 + Radio:
Ball02.v[0] = -Ball02.v[0]

if Ball01.pos[1] > 15 - Radio:
Ball01.v[1] = -Ball01.v[1]

if Ball01.pos[1] < -15 + Radio:
Ball01.v[1] = -Ball01.v[1]

if Ball02.pos[1] > 15 - Radio:
Ball02.v[1] = -Ball02.v[1]

if Ball02.pos[1] < -15 + Radio:
Ball02.v[1] = -Ball02.v[1]

CODIGO DEL SEGUNDO Y TERCER CASO

from visual import *

import math

R=0.05

vx0=-3

vy0=0

wx=0

wy=0

wz=0

e=1

u=0

1=0.001

b=0.0

roja = sphere(pos=(0,0,0), radius=R, color=color.red,

make_trail=True, interval=10)

roja.mass =1

roja.v = vector(0, 0, 0)

roja.a = vector(0, 0, 0)

roja.w = vector(0, 0, 0)

blanca = sphere(pos=(0.3,b,0), radius=R, color=color.white,

make_trail=True, interval=10)

blanca.mass = 1

blanca.v = vector(vx0, vy0, 0)

blanca.a = vector(0, 0, 0)

blanca.w = vector(wx, wy, wz)

floor = box(pos=(0.0,0.0,-0.06), length=2, height=1.4, width=0.01, color=color.blue)
bordel = box(pos=(1.05,0.0,-0.015),size=(0.1,1.4,0.1),material=materials.wood)
borde2 = box(pos=(-1.05,0.0,-0.015),size=(0.1,1.4,0.1),material=materials.wood)
borde3 = box(pos=(0.0,0.75,-0.015),size=(2,0.1,0.1), material=materials.wood)
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borde4 = box(pos=(0.0,-0.75,-0.015),size=(2,0.1,0.1),material=materials.wood)
v12=Dblanca.v-roja.v
rl2=blanca.pos-roja.pos
vi2n=(1/mag(v12))*v12
rv=rl2.x*v12n.x+rl2.y*v12n.y+rl2.z*v12n.z
tchoque=(-rv-sqrt(0.01-b*b))/mag(v12)

print 'v12 ="v12

dt = 2.73785078e-4

n=blanca.pos-roja.pos

nunit=(1/mag(n))*n
wc=vector((R*wz)*nunit.y,(R*wz)*nunit.x,0)
print ‘'wc =",wc

vc=(blanca.v-roja.v)-wc
vcPn=vc.x*nunit.x+vec.y*nunit.y+vc.z*nunit.z
ven=vcPn*nunit

vct=vc-ven

if mag(vct) ==0:

tan=vector(0,1,0)

else:

tan=(1/mag(vct))*vct

dpn=(-0.5*(1+e€))*vcn
dpt=(u*mag(dpn))*tan

dp=dpn-+dpt

print 'ven =",vcn

print 'vct = ",vct

print 'dpn =",dpn

print 'dpt = ',dpt

blanca.u=blanca.v+dp

roja.u=roja.v-dp

if mag(blanca.u) <> 0:
uPu=blanca.u.x*roja.u.x+blanca.u.y*roja.u.y+blanca.u.z*roja.u.z
ang=acos(uPu/mag(blanca.u)/mag(roja.u))*180/3.11416
print uPu,ang
dLz=50*(nunit.x*dp.y-nunit.y*dp.x)
L=vector(0,0,dLz)

blanca.wl=blanca.w-L

roja.wl=roja.w-L

t=0

for i in range(0,1000):

rate(25)

roja.pos = roja.pos + roja.v*dt

blanca.pos = blanca.pos + blanca.v*dt
t+=dt

if (t>tchoque):

break

t=0
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for i in range(0,1000):

rate(25)

roja.pos = roja.pos + roja.u*dt
blanca.pos = blanca.pos + blanca.u*dt
t+=dt

if (t>tchoque):

break

CODIGO DEL CUARTO CASO

Ahora se plantea la situacion de choque como se model6 en el capitulo tres. Las esferas se mueven
con velocidades constantes antes del chogue. Durante el choque las velocidades lineales y
angulares cambian segln las ecuaciones (23) a (26). Después del choque las esferas se moveran
con las nuevas velocidades. La esfera roja siempre estara en reposo en el centro de la mesa y la
blanca estara a 0.5 m en el eje horizontal (eje x) con un pardmetro de impacto b que puede tomar
valores entre -0.1 y 0.1 m del eje x. La esfera blanca se movera hacia la roja (signo negativo), con
velocidad vx0 que se recomienda con magnitud inferior a 20 m/s, en el eje x. No debe tener
velocidad en el eje y: vy0 = 0. La esfera blanca también puede tener velocidades angulares en el

eje z y se recomienda magnitudes maximas de 10 rad/s.

from visual import *

import math

R=0.0615 ##radio de una esfera de billar en metros
M=0.17 ##Masa de una bola de billar en kg

vx0=-10 ##Velocidad en m/s

vy0=0

wx=0

wy=0

wz=0.1 ##velocidad angular en rad/s

e=0.95 ##coeficiente de restitucion. Valoresentre Oy 1
u=0.001 ##coeficiente de friccion

I=2*M*R*R/5 ##Momento de inercia de una esfera
sigma=2*R ##Diametro de la bola de billar

b=R## Parametro de impacto, entre -2R y 2R sin incluirlos
sigma2=sigma*sigma

print("como se llama")

nombre =raw_input()

print(""'me alegro de conocerle™, nombre)

print("que velocidad angular quiere que tenga la esfera blanca™)
wz=raw_input()

wz=float(wz)
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print(*que velocidad en el eje x desea en la bola blanca™)
print("TENGA EN CUENTA QUE DEBE IR CON SIGNO NEGATIVO")
vxO0=raw_input()
vx0=float(vx0)
print(*Que valor quiere en el coeficiente de restitucion™)
print("RECUERDE QUE EL VALOR DEBE DE ESTAR ENTRE QY 1")
print(“igual a 1 un choque totalmente elastico™)
print(“igual a 0 un choque totalmente inelastico")
e=raw_input()
e=float(e)
floor = box(pos=(0.0,0.0,-0.06), size=(2,1.4,0.01), color=color.green)
bordel = box(pos=(1.05,0.0,-0.015),size=(0.1,1.4,0.1),material=materials.wood)
borde2 = box(pos=(-1.05,0.0,-0.015),size=(0.1,1.4,0.1),material=materials.wood)
borde3 = box(pos=(0.0,0.75,-0.015),size=(2,0.1,0.1), material=materials.wood)
borde4 = box(pos=(0.0,-0.75,-0.015),size=(2,0.1,0.1),material=materials.wood)
patal = box(pos=(1.05,-0.75,-0.36),size=(0.1,0.1,0.8), material=materials.wood)
pata2 = box(pos=(1.05,0.75,-0.36),size=(0.1,0.1,0.8),material=materials.wood)
pata3 = box(pos=(-1.05,0.75,-0.36),size=(0.1,0.1,0.8), material=materials.wood)
pata4 = box(pos=(-1.05,-0.75,-0.36),size=(0.1,0.1,0.8),material=materials.wood)
roja = sphere(pos=(0,0,0), radius=R, color=color.red, material=materials.rough,
axis=(0,0,1), make_trail=True, interval=10)
roja.mass = M
roja.v = vector(0, 0, 0) ##siempre en reposo
roja.w = vector(0, 0, 0)
blanca = sphere(pos=(0.5,b,0), radius=R, color=color.white, material=materials.rough,
axis=(0,0,1), make_trail=True, interval=10)
blanca.mass = M
blanca.v = vector(vx0, vy0, 0) ##Solo movimiento en el plano XY
blanca.w = vector(wx, wy, wz) ##Velocidad angular, solo en el eje z
E0=0.5*blanca.mass*mag(blanca.v)*mag(blanca.v)+0.5*1*mag(blanca.w)*mag(blanca.w)+0.5
*roja.mass*mag(roja.v)*mag(roja.v)+0.5*1*mag(roja.w)*mag(roja.w)
v12=Dblanca.v-roja.v
rl2=blanca.pos-roja.pos
v12n=(1/mag(v12))*v12
rv=rl2.x*v12n.x+rl2.y*v12n.y+rl2.z*v12n.z
tchoque=(-rv-sqrt(sigma2-b*b))/mag(v12)
print 'tchoque = ',tchoque
print 'v12 ="v12
print 'Energia inicical ="',EQ, ' J'
dt = 2e-4
t=0
for i in range(0,1000):
rate(25)
roja.pos = roja.pos + roja.v*dt
blanca.pos = blanca.pos + blanca.v*dt
roja.rotate(angle=roja.w.z,axis=(0,0,1), origin=roja.pos)
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blanca.rotate(angle=blanca.w.z,axis=(0,0,1), origin=blanca.pos)
t+=dt
if (t>=tchoque):
break
ri2=blanca.pos-roja.pos
n=(1/mag(rl2))*ri2
wc=vector(-(R*wz)*n.y,(R*wz)*n.x,0)
print ‘'wc =",wc
vc=v12-wc
print 'vc ="',vc
vcPn=vc.x*n.x+ve.y*n.y+vc.z*n.z
ven=vcPn*n
vct=vc-ven
if mag(vct) ==0:
tan=vector(0,0,0)
else:
tan=(1/mag(vct))*vct
dpn=(-0.5*M*(1+e))*vcn
dpt=(-u*mag(dpn))*tan
dp=dpn-+dpt
print ‘'vector normal ="',n
print 'vector tangente = ',tan
print ‘'ven =",vcn
print 'vct =", vct
print 'dpn =",dpn
print 'dpt = ",dpt
print 'dp = ",dp
blanca.u=blanca.v+dp/blanca.mass
roja.u=roja.v-dp/roja.mass
print 'u blanca = ",blanca.u, 'magnitud ="', mag(blanca.u)
print 'u roja = ‘,roja.u, 'magnitud ="', mag(roja.u)
if mag(blanca.u) <> 0:
uPu=blanca.u.x*roja.u.x+blanca.u.y*roja.u.y+blanca.u.z*roja.u.z
ang=acos(uPu/mag(blanca.u)/mag(roja.u))*180/3.11416
print 'Angulo de salida (grados) = ',ang
dLz=50*(n.x*dp.y-n.y*dp.x)
#print'dLz =", dLz
L=vector(0,0,dLz)
blanca.wl=blanca.w-L
roja.wl=roja.w-L
print 'wl” y w2" respectivamente =", blanca.wl, roja.wl
E1=0.5*blanca.mass*mag(blanca.u)*mag(blanca.u)+0.5*I1*mag(blanca.wl)*mag(blanca.wl)+
0.5*roja.mass*mag(roja.u)*mag(roja.u)+0.5*I*mag(roja.wl)*mag(roja.wl)
print 'Energia final =", E1,"' J'
t=0
for i in range(0,1000):
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rate(25)
roja.pos = roja.pos + roja.u*dt
blanca.pos = blanca.pos + blanca.u*dt
roja.rotate(angle=roja.wl.z,axis=(0,0,1), origin=roja.pos)
blanca.rotate(angle=blanca.wl.z,axis=(0,0,1), origin=blanca.pos)
t+=dt
if (t>tchoque):
break
if (roja.pos.x < -0.75):
break
if (roja.pos.x > 0.75):
break
if (roja.pos.y < -0.75):
break
if (roja.pos.y > 0.75):
break
if (blanca.pos.x < -0.75):
break
if (blanca.pos.x > 0.75):
break
if (blanca.pos.y < -0.75):
break
if (blanca.pos.y > 0.75):
break

ANEXO 3

También seria importante analizar tres casos que se presentan en este tipo de choque tomando en

cuenta que v, = 0. Esto se cumple cuando la masa 2 0 sea m, esta inicialmente en reposo.

A partir de las ecuaciones (9) y (10), reemplazamos el valor de v, = 0y tenemos;

. (mp—m
vr = (#) - (11)
my +m,
. ( 2my ) (12)
L=\"""T—]"
my; +m,

Primer caso (m; = my)
e Con las ecuaciones (11) y (12) y reemplazando en ellas, que nuestras masas son

iguales tenemos que v; =0 y v, = v;.
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1717‘:0 172:0 17;=0

EOREN ()

ANTES DESPUES

Es conveniente mostrar en el caso anteriormente mostrado dos casos mas, estos dos casos seran

cuando las masas se mueven en direccion contraria y acercandose.

e Teniendo en cuenta que m, = m,, de las ecuaciones (9) y (10) tenemos que v, =

UZ y U2: Ul.

v, #0 v, #0 v, =0,

SO o @

ANTES DESPUES

e También se puede presentar que las masas inicialmente se desplazan en la misma
direccion con la condicion de que v; > v,. De lo contrario m, no lograra alcanzara m,,
teniendo en cuenta que las masas se mueven de izquierda a derecha y m, se encuentra

detras de m,.

Teniendo en cuenta las ecuaciones (9) y (10) se establece que v; = v, y v, = v;.

U]_:/:O 7.72:'&0 vl—vz \=
ANTES (v, > v,) DESPUES

Segundo caso (m; > m,)

En este segundo caso empezaremos tomando como ejemplo cuando m; = 2m,.
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e Considerando a v, = 0, de las ecuaciones (11) y (12) tenemos que v, = %vl y

N 4
UZ = Evl.
v, #0 v, =0 v;=§v1 v;=§v1
® © @ &
) 4 :
ANTES DESPUES

¢ Ahora considerare que las masas se mueven desde que inician su movimiento con

una velocidad igual y en direcciones opuestas, acercandose mutuamente. Considerando que

v, = —v, y con las ecuaciones (9) y (10) tenemos que v, = %vz y v, = —gvz.
N 1 N 5
V1 F Uy Vy, =V U]_:;Uz UZZ—EUZ
® o ® &
D z < m.
ANTES DESPUES

e A continuacién, vamos a considerar que las masas se mueven inicialmente con
velocidades distintas, pero en la misma direccion, tomando en cuenta que v; > v,. Ya
que de no ser mayor la v, nunca se presentara un choque entre las dos masas, entonces para

esto tomaremos que v; = 2 v,.

Reemplazando el valor de v, en las ecuaciones (9) y (10) tenemos:

7
V1 =%V, UV, ==V,
0] O
2 7
171:_171 1722—171
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Tercer caso (my; < m,)

En el tercer caso se considerara que m, = 2m,.

e Considerando a v, = 0y luego reemplazando este valor en las ecuaciones (11) y

(12) se obtiene que v, = —évl y v, = évl.

Si una masa pequefia en este caso m; choca con otra mas grande m,, la masa pequefia rebota en
direccion opuesta a como se movia inicialmente, tal como lo indica el signo menos en la ecuacion

parala v;, y la masa mas grande se mueve en otra direccion.

Podemos notar que la cantidad de movimiento lineal se conserva, es decir;

Definiendo el valor de P, y Ps.

P, = myvy; Py =muv, + myv,
Ahora reemplazamos los valores de v;, v, y m,.

Pr=my (—%vl) + (Z2m,y) (; v1>

Ordenamos los términos.

p 1 4 4
=——mv; +-mu
f 3P T3t
Hacemos las operaciones.

Pf =mqv;

e Asimismo, vamos a considerar que las dos masas inicialmente se mueven con la
misma velocidad y en direcciones opuestas y acercandose mutuamente, es decir, tomando
en cuentaque v; = —v,, y reemplazando este valor en las ecuaciones (9) y (10) obtenemos
que v, = —§V1 yv, = §V1-

e Para finalizar consideraremos que las masas que inicialmente tiene diferente
velocidad y se mueven en la misma direccion, teniendo en cuenta que v; > v, Yy para que

esto ocurra el valor de v; = 2v,.
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Usando el valor de v, y reemplazandolo en las ecuaciones (9) y (10) nuestro resultado

Sera;
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