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2. Descripción 

 

El presente trabajo es el diseño de un programa mediante VPython que simula el choque 

bidimensional entre dos esferas basado en el modelo Even Driven. Realizando un análisis teórico 

de los conceptos relacionados con el choque entre esferas que se enseñan en la educación media y 

reconstruyendo el modelo Even Driven para el choque bidimensional de dos esferas de billar. Al 

tener evidencia del movimiento de las esferas se sugerirá modificaciones con fines didácticos o de 

enseñanza. 
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4. Contenidos 
 

El trabajo consta de 3 capítulos, los cuales se describen a continuación: 

 

Capítulo 1: Se presenta el contexto problemático que dio origen a la investigación; el objetivo 

general; los objetivos específicos que guiaron la propuesta y las razones por las cuales se consideró 

pertinente, así mismo se presentan algunos trabajos investigativos que sirvieron como antecedentes 

para desarrollar la investigación. 

 

Capítulo 2: Este capítulo se encuentra el marco pedagógico y disciplinar y tiene como propósito 

mostrar los tipos de choques, que son el choque elástico e inelástico que se ejemplifican a través de 

esferas que se deslizan, pero no rotan. Se debe tener en cuenta la rotación, porque las esferas ruedan 

y a su vez pueden tener una velocidad angular adicional (efecto en billar) que afecta la interacción 

con otra esfera que también presenta rotación.  

 

Capítulo 3: Se menciona el desarrollo de unos casos mediados por TIC para la enseñanza de esta 

temática en el aula, presentando los resultados obtenidos a partir de cada simulación como también 

el avance y las modificaciones obtenidas del choque de dos esferas sin rotación y con rotación.  

 

Capítulo 4: Se presentan las conclusiones, bibliografía, anexos y también unas actividades previas 

para el manejo del programa que permitan entender a los estudiantes la construcción de la 

simulación, que complementa el estudio de los fenómenos físicos de una manera más profunda. De 

igual manera se muestran los códigos de las simulaciones. 
 

 



5. Metodología 

 

Se realiza una revisión teórica sobre los conceptos primordiales del choque entre partículas 

referentes al fenómeno del choque bidimensional de dos esferas en un plano horizontal, 

determinando la importancia que presenta el tipo de herramientas que se tenga en el momento de 

enseñar, siendo muy cuidadoso con cada proceso que se presente en el momento de desarrollar una 

estrategia para probar las hipótesis pensadas. A partir de un proceso metacognitivo por medio de la 

interacción con la simulación se realiza un proceso de apropiación de conocimiento identificando 

las variables del fenómeno y sus características. 
 

 

6. Conclusiones 
 

• Se diseñó un programa por medio de VPython que simula una colisión entre dos esferas, se 

logra realizar un proceso metacognitivo en la asimilación y apropiación de conceptos físicos, 

esta parte desde el trabajo en las actividades básicas que permite evaluar los conocimientos 

y saberes previos, guiándose hacia la práctica para la motivación en la adquisición de nuevos 

conocimientos por medio del ensayo error.  

• Con el desarrollo de esta investigación se puede señalar que el uso de una simulación permite 

una mejor comprensión del choque entre partículas llevado al contexto de la colisión de dos 

esferas como el ejemplo cotidiano del billar, debido a la interacción con las variables y 

parámetros que caracterizan el fenómeno, logrando una mejor construcción del 

conocimiento en la elaboración del programa en Vpython de la simulación de choques de 

dos esferas que rotan con diferentes situaciones físicas. 

• Al realizar un análisis de las metodologías tradicionales en la enseñanza, se encuentra que 

el uso de herramientas computacionales se convierte en una estrategia para facilitar el 

proceso de aprendizaje y aprovechar las habilidades que tienen los alumnos en el uso de las 

nuevas tecnologías en un contexto metacognitivo de aprendizaje. 

• Se puede evidenciar que en el choque de dos esferas luego de la colisión el ángulo que 

forman es de 90° pero en los datos obtenidos por nuestra simulación observamos que el valor 

no es exactamente igual, pero se tiene tres cifras significativas antes de 90°. 

• Una de las grandes ventajas de esta simulación es que provee varias alternativas posibles de 

explorar, mediante un método numérico de solución para un fenómeno y a su vez cuando se 

carece de herramientas para la explicación de procedimientos matemáticos.                                            

• Se puede afirmar que el uso de las tics como una herramienta para la enseñanza es una 

prioridad de hoy en día y que se debe tomar en cuenta como una oportunidad para mejorar 

el proceso de aprendizaje en cualquier ámbito. 

• En relación con otras situaciones que se podrían simular, podría estar la construcción de tres 

esferas en las cuales se simule cómo una de ellas puede chocar con las otras dos. 
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INTRODUCCION 

 

En la física mecánica unas de las temáticas básicas y fundamentales que se encuentra son las 

colisiones. El estudio de las colisiones desde la física ha presentado un gran campo de aplicación 

como en la astronomía en el estudio de asteroides, los procesos de la luz al interaccionar con la 

materia, e incluso en nuestra vida cotidiana en situaciones de accidentes automovilísticos. Este 

tema hace parte de los estándares educativos de educación media.      

Hoy en día con la tecnología y herramientas computacionales, el ámbito académico está tan 

inmerso permitiendo cambiar las formas tradicionales de enseñanza por medio de programas y 

herramientas computacionales.  

Las simulaciones en física pueden posibilitar que el estudiante visualice e interactúe de forma más 

eficaz los conceptos, permitiendo que comprenda de manera más detallada en su proceso de 

aprendizaje. 

En este trabajo de grado el propósito es el diseño y construcción de una simulación como una 

herramienta computacional, basado en el modelo Even Driven para la apropiación de los conceptos 

físicos de las colisiones en dos dimensiones. Tomando en cuenta el libro Investiguemos 10 entre 

muchos que abordan el tema que no tienen herramientas visuales, y esto conlleva a explicaciones 

poco ilustrativas, obligando al estudiante a construir sus propias representaciones que en la 

mayoría de los casos resultan insuficientes.  

Se propone generar estrategias que encaminen la enseñanza de la física hacia la construcción de 

modelos matemáticos y simulaciones en computador que den cuenta de cualquier fenómeno o 

sistema físico, que reconozcan el papel de cada parámetro y su incidencia para diferentes 

condiciones iniciales. Se empieza a pensar en una simulación como estrategia de enseñanza, 

apoyada en un software de simulación, que nos ayude a mostrar de una manera más detallada y 

explícita a los estudiantes qué sucede en una partícula (esfera) cuando interactúa con otra. 

Actualmente tenemos varias herramientas tecnológicas que nos permiten utilizarlas como una 

estrategia a favor de la educación (Galindo, 2005).   
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CAPITULO 1 

 

1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

 

En la actualidad la tecnología y las herramientas computacionales han sido de gran utilidad para 

el desarrollo de la ciencia y también para la enseñanza de la física, se hace necesario utilizar la 

tecnología para la construcción de herramientas visuales que simulen el comportamiento de los 

fenómenos que por condiciones de observación sean inalcanzables por la escala de tiempo, que 

pueden ser muy grandes como el caso del estudio de galaxias en astronomía o tiempos muy 

pequeños que dispositivos como videos no lo logran captar, abordando detalladamente las 

características que lo describe. En el proceso de enseñanza aprendizaje los estudiantes tienen que 

intentar realizar una construcción conceptual de la realidad física, esto dependerá de la forma con 

la que se interactúe en el mundo físico. En el fenómeno de colisiones se dificulta ya que en su 

enseñanza se desarrolla el contenido del curso en un espacio pasivo, al tener pocas formas de 

abordar el tema es guiado por medio de un tablero, un marcador e ideas poco ilustrativas optando 

por los desarrollos y demostraciones matemáticas (Ruiz, 2014). 

Las simulaciones son de gran relevancia en la enseñanza de la física ya que se obtiene un gran 

nivel de motivación del estudiante, permitiendo que éstos generen espacios interactivos y que sus 

formas de aprendizaje sean más eficientes, acercando a los estudiantes hacia una representación 

de la realidad por medio de la interpretación espacial, conceptual y abstracta. “Una simulación por 

ordenador es un programa que pretende reproducir, con fines docentes o investigativos, un 

fenómeno natural mediante la visualización de los diferentes estados que el mismo puede 

presentar, estando cada estado descrito por un conjunto de variables, mediante la interacción en 

el tiempo de un algoritmo determinado” (Lucero, 2015). 

Esta estrategia no solo ayudará al docente a enseñar el choque entre partículas de una manera 

práctica e ilustrativa sino también a aprender, profundizando el tema y a su vez el estudiante tendrá 

la oportunidad de identificar la importancia de tal herramienta adquiriendo conocimiento. Por 

ende, se ha pensado en una estrategia que nos ayude a tener un mejor desarrollo al presentarse este 

fenómeno. 

Una de las propuestas orientadas para la apropiación de los conceptos de choques es el diseño de 

una herramienta basada en una simulación que permita construir una relación de conceptos para la 
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interpretación de este fenómeno, sin dejar descartar aspectos como variables y parámetros; 

realizando una consideración de su importancia, evaluando la utilidad y definiendo la veracidad 

para el funcionamiento y explicación del fenómeno de las colisiones. Además, al crear un modelo 

de choque entre esferas se podrán tomar las consideraciones ya nombradas para mejorar el 

aprendizaje de este fenómeno ayudando al docente y al estudiante en el entendimiento detallado 

del mismo, el cual sea dado en una situación cotidiana y no algún tópico avanzado de asteroides, 

o de física atómica. 

 

1.2. OBJETIVOS 

 

1.2.1 Objetivo general 

 

Diseñar un programa en VPython que simule el choque bidimensional entre dos esferas basado en 

el modelo Even Driven para la apropiación de los conceptos físicos de las colisiones en 2-d.  

 

1.2.2 Objetivos específicos 

• Realizar un análisis teórico de los conceptos relacionados con el choque entre 

partículas (esferas) que se enseñan en la educación media. 

• Reconstruir el modelo Even Driven para el choque bidimensional de dos esferas de 

billar. 

• Elaborar el modelo en VPython con las interacciones previamente identificadas que 

dé cuenta del movimiento de las esferas, y sugerir las modificaciones con fines 

didácticos (o de enseñanza). 

 

1.3. ANTECEDENTES 

 

El siguiente apartado tiene como objetivo dar a conocer la información compilada que sirvió para 

dar desarrollo a este trabajo. De esta manera se hizo una búsqueda de documentos que han logrado 

identificar avances y aportes frente a la temática trabajada en este. Se encontró una página de gran 

importancia para el trabajo de grado, llamada Curso interactivo de física en internet y se toma 

como punto de partida para esta propuesta, por la importancia de sus argumentos y énfasis en las 

múltiples representaciones de un mismo fenómeno, a su vez las ventajas que conlleva la 
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visualización de su comportamiento mediante la implementación de programas interactivos, como 

una herramienta para la enseñanza de la física y los principios básicos de colisiones. 

http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica3/index.html en este sitio web se puede evidenciar una colisión 

bidimensional. También al ser un curso de física general nos permite justificar la importancia que 

tiene una simulación en conceptos simples y cómo esta nos puede facilitar la comprensión de un 

tema en específico. Teniendo una primera evidencia de una simulación que nos permitirá encontrar 

las dificultades que se pueden presentar.  

También se encontró un trabajo de grado llamado “Modulo basado en una herramienta 

computacional Vpython para la enseñanza de las fases lunares, los eclipses solar y lunar en un 

espacio académico de educación media” realizado por Aldana J (2016) del departamento de física 

de la Universidad Pedagógica Nacional. El trabajo desarrolla una herramienta computacional para 

facilitar la enseñanza de la física para un determinado fenómeno en la educación media. 

Otro antecedente encontrado, es el trabajo de pregrado de la Universidad Pedagógica Nacional 

escrito por Ruiz O (2014), denominado “Diseño de una herramienta computacional basada en el 

experimento de Stern – Gerlach para la enseñanza de la preparación de estados y la naturaleza 

probabilística de la mecánica cuántica”. En este trabajo se hace un diseño y construcción de una 

herramienta computacional, abordando principios básicos para mejorar el aprendizaje en la 

enseñanza de la mecánica cuántica. 

De igual forma el trabajo elaborado por Sáenz M (2006), titulado “Construcción de un modelo de 

autómata celular para simular las colisiones de materiales granulares a partir de la transmisión 

de momento”. En esta tesis de maestría de la Universidad Nacional de Colombia encontramos el 

desarrollo de las generalidades y estrategias en la dinámica molecular por medio del método even 

driven para choques entre esferas rígidas, trabajando un movimiento para varias partículas nos 

permite tener un desarrollo a partir de la transmisión de momento, permitiendo identificar las 

propiedades para su modelamiento. 

Así mismo en el trabajo de Galindo Miguel Ángel (2005). Designado “Software educativo para el 

desarrollo de cantidad de movimiento para estudiantes de grado decimo”, de la Universidad 

Pedagógica Nacional muestra un comienzo a la implementación de estas estrategias en la escuela, 

desarrollando los conceptos básicos de programación necesarios para la realización de un software 

la explicación de conceptos como momentum e impulso de igual forma las clases de choques. 
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CAPITULO 2 

 

2.1. MARCO PEDAGOGICO 

 

En la enseñanza de la física el tema de colisiones y la representación de choques en la mayoría de 

los casos se enmarca en una metodología tradicional, por esta razón se presentan dificultades en el 

proceso de aprendizaje. El desarrollo del contenido de esta metodología carece de herramientas 

para tener una construcción apropiada de los conceptos físicos ya que la mayoría de los docentes, 

sus estudios los realizaron en un contexto de enseñanza tradicional, el cual era un espacio 

desarrollado por ideas poco ilustrativas (Ruiz, 2014). En la temática de colisiones se han 

encontrado trabajos que evidencian estas dificultades, un ejemplo es la Referencia (Villani A y 

Orquiza C, 1997) donde se indica: “Las representaciones mentales de los estudiantes en relación 

con los choques en mecánica han sido objeto de estudio durante más de una década, obteniéndose 

muchos resultados. En particular fueron delineadas las principales características de esas 

representaciones y las correspondientes dificultades de los estudiantes”. Las dificultades se 

presentan cuando los estudiantes intentan realizar representaciones del fenómeno, al seguir el 

desarrollo de los libros de texto como se presenta en el libro Nueva física 10, uno de los libros que 

aborda el tema de colisiones con un contenido poco ilustrativo en cuanto a la rotación que tiene 

las esferas. 

La simulación de sistemas siempre ha sido importante en el análisis de situaciones como sucede 

en el billar. Hasta el momento se pueden encontrar muchos juegos de billar en los cuales se 

interactúa con la simulación de una manera superficial, al no tener control de parámetros y 

variables, pensada solo para el entretenimiento en general. En el contexto en el que estamos 

inmersos, la tecnología se convierte en una herramienta como medio para facilitar el aprendizaje 

de cualquier tema. 

Aprovechando las habilidades que los estudiantes tienen con la tecnología y utilización de una 

herramienta computacional se involucra la motivación que se tiene frente a la física. La disposición 

de los estudiantes se convierte en un aspecto primordial para el desarrollo de cualquier clase, de 

ahí otra ventaja de la simulación por medio de un ordenador. Una simulación implementada en el 

ámbito de la educación se convierte en una técnica que permite enseñar determinadas 



6 

 

características por medio de una copia de un sistema o fenómeno del mundo real, facilitando el 

aprendizaje por su accesibilidad mencionado en el documento como 

 “Las simulaciones permiten colocar al alumno en situaciones de aprendizaje que, por 

restricciones económicas o físicas, son difíciles de obtener en una experiencia de laboratorio 

tradicional. Este tipo de aplicaciones permite la construcción de mundos ideales (por ejemplo, un 

mundo sin fricción), la aceleración o desaceleración del tiempo para observar mejor un fenómeno, 

dotar a cada alumno con una réplica de la máquina o sistema simulado, etc. Son consideradas 

como el tipo de software que hace posible aplicación de las teorías de aprendizaje centradas en 

el estudiante” (Rodríguez y Quesada, 2016). 

En distintos estudios, se ha comprobado que el uso de las herramientas computacionales brinda a 

los estudiantes una gran facilidad a la hora de comprender los conceptos relacionados con la física 

en comparación a desarrollar diferentes prácticas de laboratorio, que pueden resultar complejas en 

cuanto al manejo de los instrumentos y muchas veces no se evidencia de manera clara el fenómeno 

que se quiere analizar, o en el caso de la mecánica hay situaciones físicas que por la dificultad 

experimental, se llevan a cabo ilustraciones o experimentos mentales que dificultan la construcción 

del conocimiento (Ruiz, 2014). 

Por otra parte, en otros contextos de la física las herramientas computacionales son en gran medida 

una solución para aumentar la motivación en los estudiantes de un pregrado de física y proveen la 

posibilidad de que con dicha motivación los sujetos lleguen a investigar acerca de estas teorías 

modernas que representan hoy día el progreso de la sociedad (Ruiz, 2014). 

 

2.2. METODOLOGIA  

 

El presente trabajo de grado se basa en un proceso metacognitivo. Los procesos metacognitivos se 

ajustan al presente trabajo debido a que actualmente es de vital importancia manejar técnicas que 

permitan que los estudiantes puedan reflexionar y darle explicación a cada variable, por medio de 

la interacción con la simulación se realiza un proceso de apropiación de conocimiento 

identificando las variables del fenómeno y sus características. 

Cabe resaltar que el proceso metacognitivo que se hace para la construcción de las simulaciones 

es de gran ayuda para el fortalecimiento e interpretación de los conceptos, dándole una mejor 
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definición y creando una mejor organización de estos. Este proceso me ayudó a aclarar ideas del 

fenómeno de colisiones, ya que en la construcción de la simulación se podía observar paso por 

paso y la importancia que tiene cada variable en ella. Como por ejemplo cuando rotan las esferas 

ya no es necesario imaginarlo puesto que la simulación nos permite observar el movimiento de 

rotación que pueden tener las esferas antes y después del choque. 

Por otro lado, la metacognición se toma como una forma para el desarrollo de estrategias en el 

aprendizaje, ya que la educación se ha fijado en el desarrollo de algunas habilidades como se 

menciona en el documento de Jaramillo L y Simbaña V (2014) “por ello es necesario proyectar 

técnicas para pensar; se ha evidenciado en la práctica docente que la enseñanza de habilidades 

metacognitivas desarrolladas a través de herramientas virtuales, ayuda a los estudiantes en su 

proceso de aprendizaje de una manera importante”. 

Con lo mencionado anteriormente el trabajo de grado tiene relación con la creación de una 

herramienta por medio de una simulación de la física en el tema de colisiones (choque entre 

partículas: choque elástico e inelástico) en la educación media. 

Definimos unas fases en el proceso metodológico de la simulación entre esferas, las cuales son las 

siguientes: 

1. Recolección y definición de los conceptos y modelos de choques.  

2. Establecer estrategias con la elección de los modelos que nos servirán para la 

programación.  

3. Crear y ajustar los parámetros del modelo a partir de un proceso controlado. 

4. Evaluar los resultados sistematizando los pasos.  

 

2.3. MARCO DISCIPLINAR  

 

Los tipos de choques en los que se trabajara serán el choque elástico e inelástico que se 

ejemplifican a través de esferas que se deslizan, pero no rotan. Luego se tendrá en cuenta la 

rotación, porque las esferas ruedan y a su vez pueden tener una velocidad angular adicional (efecto 

en billar) que afecta la interacción con otra esfera que también presenta rotación. En la página web 

de Física para las Energías Renovables encontramos modelos bidimensionales que ayudan a 

entender el fenómeno (Franco, 2015). Así tener unos fundamentos teóricos de los conceptos que 
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vienen más adelante teniendo en cuenta que los sistemas más simples son los aislados puesto que 

la fuerza exterior que se presenta es nula y las partículas se mueven a partir de la interacción entre 

ellos en donde se conserva su momento total. Sin olvidar la importancia que tiene la construcción 

y análisis sistematizado en cada uno de los problemas presentados en el choque de partículas. 

En las colisiones de partículas hay que tomar ciertas condiciones para que se lleve a cabo un 

choque de cualquier tipo, puede ser elástico é inelástico. 

 

2.4. ACCIÓN Y REACCIÓN 

 

Se hará una introducción a la tercera ley de Newton llamada acción y reacción de la mecánica 

clásica, elaborando una descripción de la manera como se aborda este tema en los colegios. Para 

esto tendré en cuenta el libro Nueva Física 10. 

En la naturaleza las fuerzas no aparecen por sí mismas, lo hacen interactuando simultáneamente 

en pareja y es aquí en donde mencionare un ejemplo que podemos encontrar en cualquier texto, o 

inclusive en el lenguaje de los profesores, imaginémonos un niño que está montado en su patineta 

y se para frente a una pared estirando sus brazos, apoyándolos para ejercer una fuerza, el resultado 

de la fuerza que aplica el niño es el desplazamiento que este empezara a tener separándose de la 

pared. Esto es el resultado de la fuerza que ejerció el niño sobre la pared, generando otra fuerza, 

pero en dirección opuesta, y podremos observarlo en la Figura 2.1. 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.1. Principio de acción y reacción. 

 

Fuerza niño a pared 

Fuerza pared a niño 
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Entonces para dar explicación a situaciones como la que nombre en el ejemplo anterior se utiliza 

la ley de acción y reacción. 

Una expresión que encontramos en el libro Nueva Física 10 que aclara un poco lo dicho 

anteriormente es: “si un cuerpo ejerce una fuerza (acción) sobre otro, este produce otra fuerza de 

la misma intensidad (reacción), pero opuesta sobre el primero” (Bautista y Saavedra, 2008). 

Entonces seria de relevancia tener claro que las fuerzas de acción y reacción se presentan en 

diferentes cuerpos, mejor dicho, como en el ejemplo del niño, una fuerza es la que aparece cuando 

el niño ejerce la fuerza a la pared que se denominaría acción, y la fuerza que aparece de la pared 

hacia el niño se denominaría reacción, y a partir de esto es que se genera un desplazamiento en el 

niño. Aunque las fuerzas que se presentan sean contrarias no se anulan porque se presentan en 

cuerpos diferentes, para que se anulen las fuerzas deberían presentarse en el mismo cuerpo. 

También hay que tener en cuenta la cantidad de movimiento lineal en un cuerpo sabiendo de que 

el cuerpo podría ser una pelota, un carro entre otros, entonces la cantidad de movimiento o el 

momento lineal se denomina con la siguiente expresión  𝑃 =  𝑚𝑣  y esto nos dice que el producto 

de la masa con la velocidad que tenemos en el inicio debe ser igual al que obtengamos al final, por 

ejemplo si pensamos en un taxi y un Transmilenio, el taxi con una masa de 1000kg y tiene una 

velocidad de 80 km/h, y el Transmilenio una masa de 8000kg y una velocidad de 10 km/h, si 

reemplazamos estos valores en la expresión anterior. 

𝑃(𝑡𝑎𝑥𝑖) = 𝑃(𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑚𝑖𝑙𝑒𝑛𝑖𝑜) 

𝑚(𝑡𝑎𝑥𝑖)𝑣(𝑡𝑎𝑥𝑖)  =  𝑚(𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑚𝑖𝑙𝑒𝑛𝑖𝑜)𝑣(𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑚𝑖𝑙𝑒𝑛𝑖𝑜) 

1000𝑘𝑔80𝑘𝑚/ℎ =  8000𝑘𝑔10𝑘𝑚/ℎ 

22222.2 𝑘𝑔𝑚/𝑠 =  22222.2 𝑘𝑔𝑚/𝑠 

Y con nuestro resultado tendremos que los dos vehículos tienen la misma cantidad de movimiento. 

Así podemos dar paso a analizar cómo se presentan algunas clases de choques como también la 

conservación de la cantidad de movimiento. 

 

2.5. TEORÍA DE COLISIONES 
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Empezaremos con una representación de una colisión en una dimensión de dos masas utilizando 

en algunos momentos el desarrollo que se realiza en el libro de la Schaum en el capítulo 7 (Murray 

R. Spiegel, 1976). 

 

 

 

 

Figura 2.2. Colisión en una dimensión. 

En la Figura 2.2 tenemos dos masas 𝑚1 y 𝑚2 que se mueven en la misma dirección en un plano 

horizontal entonces encontraremos las velocidades de las dos masas después del choque en función 

de las velocidades antes de chocar. Para esto debemos tener en cuenta unas condiciones para que 

ocurra la colisión, para que ocurra cualquier tipo de choque puede ser elástico e inelástico, debe 

establecerse que la velocidad de la masa 2 es menor que la de la masa uno puesto que las masas se 

desplazan en la misma dirección 𝑣1 > 𝑣2. 

Esta relación se tendrá en cuenta cuando las masas se están moviendo en la misma dirección, 

porque de no ser así las masas nunca chocaran. 

Sin olvidar que también está el caso cuando las masas se acercan para chocar de frente es decir 

cuando se acercan simultáneamente, pero este caso lo analizaremos más adelante. 

Ha llegado el momento de desarrollar el problema anteriormente planteado por medio de las 

velocidades antes y después del choque. 

𝑣1 𝑦 𝑣2 (Velocidades de  𝑚1 y 𝑚2 respectivamente antes de que se presente el choque). 

𝑣1
′  𝑦 𝑣2

′  (Velocidades de  𝑚1 y 𝑚2 respectivamente después de que se presente el choque). 

Se define el coeficiente de restitución 𝜖 (coeficiente de restitución) como un parámetro que 

establece que la magnitud de la diferencia de velocidades después del choque debe ser igual o 

menor a la magnitud de la diferencia de velocidades antes del choque y en sentido contrario: 

𝑣1
′  −  𝑣2

′ = −𝜖 (𝑣1  −  𝑣2)  (1) 

Por lo tanto  0 ≤  𝜖 ≤  1. 

Ahora a partir del principio de la conservación del movimiento lineal, 

𝑚1 𝑚2 
𝑣1 𝑣2 
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𝑃𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙  =  𝑃𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙 

                      Momentum antes del choque = momentum después del choque 

Reemplazando el momentum total tenemos: 

𝑚1𝑣1
′  +  𝑚2𝑣2

′  =  𝑚1 𝑣1  +  𝑚2𝑣2 . 
 

(2) 

A continuación, se obtendrá las velocidades finales después de la colisión de cada partícula en 

función del coeficiente de restitución. Reescribiremos las expresiones (1) y (2) de la forma 

matricial (Kolman B y Hill D, 2006), los resultados de 𝑣1
′  y 𝑣2

′    en términos de  𝑣1 y 𝑣2: 

(
1 −1
𝑚1 𝑚2

) (
𝑣1

′

𝑣2
′) = (

−𝜖 𝜖
𝑚1 𝑚2

) (
 𝑣1

𝑣2
) 

 

Despejando 𝑣1
′  y 𝑣2

′   tenemos 

(
𝑣1

′

𝑣2
′) =   (

1  − 1
𝑚1  𝑚2

)
−1

 (
−𝜖  𝜖

𝑚1  𝑚2
) (

 𝑣1

𝑣2
) 

 

(3) 

Ahora escribiremos la ecuación número (3) de la siguiente manera: 

𝑣′ = 𝐴−1𝐵𝑣 

 

(4) 

Teniendo en cuenta que 

𝑣′ = (
𝑣1

′

𝑣2
′);    𝑣 = (

 𝑣1

𝑣2
);     𝐴 = (

1 −1
𝑚1 𝑚2

);     𝐵 = (
−𝜖 𝜖
𝑚1 𝑚2

) 

 

Ahora 

𝐴−1 =
1

det(𝐴)
𝑎𝑑𝑗(𝐴)    ;     𝑎𝑑𝑗(𝐴) = 𝑐𝑜𝑓(𝐴)𝑇 

 

Entonces 

det(𝐴) =  |
1 −1
𝑚1 𝑚2

| = 𝑚1 + 𝑚2 

 

𝑐𝑜𝑓(𝐴) =  (
𝑐11 𝑐12

𝑐21 𝑐22
) 

 

Teniendo en cuenta a que equivale la matriz reemplazamos los valores; 

𝑐11 = (−1)1+1 (𝑚2) = 𝑚2;   𝑐12  = (−1)1+2 (𝑚1) = −𝑚1;    𝑐22  = (−1)2+2 1 = 1;   𝑐21 =

(−1)2+1 (−1) = 1 
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𝑐𝑜𝑓(𝐴) =  (
𝑚2 −𝑚1

1 1
) 

 

𝑎𝑑𝑗(𝐴) = 𝑐𝑜𝑓(𝐴)𝑇 =  (
𝑚2   − 𝑚1

1         1
)
𝑇

= (
𝑚2 1

−𝑚1 1
) 

 

Entonces 

𝐴−1 = 
1

𝑚1 + 𝑚2
(

𝑚2 1
−𝑚1 1

) 

 

Ahora lo que tenemos que hacer es reemplazar la anterior expresión en la ecuación (4). 

(
𝑣1

′

𝑣2
′) =  

1

𝑚1 + 𝑚2
(

𝑚2 1
−𝑚1 1

) (
−𝜖 𝜖
𝑚1 𝑚2

) (
 𝑣1

𝑣2
) 

(
𝑣1

′

𝑣2
′) =  

1

𝑚1 + 𝑚2
(
𝑚1 − 𝜖𝑚2 𝜖𝑚2 + 𝑚2

𝜖𝑚1 + 𝑚1 −𝜖𝑚1 + 𝑚2
) (

 𝑣1

𝑣2
) 

 

Por último, obtenemos en ecuaciones de las velocidades finales: 

𝑣1
′ = 

(𝑚1 − 𝜖𝑚2) 𝑣1 + 𝑚2(𝜖 + 1)𝑣2

𝑚1 + 𝑚2
 

(5) 

 

                                                     

𝑣2
′ = 

𝑚1(𝜖 + 1) 𝑣1 + (𝑚2 − 𝜖𝑚1)𝑣2

𝑚1 + 𝑚2
 

 

 

(6) 

El anterior análisis se desarrolla teniendo dos masas que se mueven en la misma dirección sin rotar 

y en una sola dimensión. A continuación, se realizará la construcción de una colisión perfectamente 

elástica y un choque perfectamente inelástico considerando la rotación de las esferas en dos 

dimensiones. Es importante resaltar que para las colisiones elásticas e inelásticas se conserva la 

cantidad de movimiento de tal manera: 

𝑃⃗ (𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙)  =  𝑃⃗ (𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙) 

 

2.6. CHOQUE INELÁSTICO 

 

Si decimos que el valor del coeficiente de restitución es cero  𝐸 =  0  entonces el resultado de esto 

es, un choque perfectamente inelástico y por esto las ecuaciones (5) y (6) quedaran de la siguiente 

manera; 
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𝑣1
ˋ = 

𝑚1 𝑣1 + 𝑚2𝑣2

𝑚1 + 𝑚2
 

 

(7) 

 

  𝑣2
′ = 

𝑚1 𝑣1 + 𝑚2𝑣2

𝑚1 + 𝑚2
 

 

(8) 

Por lo anterior podemos afirmar que 𝑣1
ˋ  = 𝑣2

ˋ   y por esto cuando suceda el choque, las masas sé 

quedaran pegadas convirtiéndose en una sola y dándonos como resultado  𝑀 =  𝑚1  +  𝑚2. 

 

2.7. CHOQUE ELÁSTICO 

 

De igual manera si el valor del coeficiente de restitución es igual a uno  𝐸 =  1  el resultado es un 

choque perfectamente elástico y de igual manera las ecuaciones (5) y (6) cambian; 

𝑣1
ˋ = 

(𝑚1 − 𝑚2) 𝑣1 + 2𝑚2𝑣2

𝑚1 + 𝑚2
 

 

(9) 

 

𝑣2
ˋ = 

2𝑚1 𝑣1 + (𝑚2 − 𝑚1)𝑣2

𝑚1 + 𝑚2
 

 

(10) 

Si analizamos bien cada una de las velocidades son distintas esto quiere decir que en ningún 

momento las masas quedan pegadas puesto que cada una lleva una velocidad distinta y una energía 

cinética que no se conserva, llamaremos K a la energía cinética para así expresar 𝐾(𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙)  ≠

 𝐾(𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙). 

 

2.8. SIMULACIONES EVEN DRIVEN 

 

A continuación, miraremos las características y generalidades de la interacción entre partículas, 

primordialmente el método que utilizaremos para realizar nuestra simulación, even driven, para el 

caso de colisiones entre esferas rígidas. 

Utilizaremos uno de los dos modelos que tratan con partículas, en nuestro caso consideramos las 

partículas individuales siguiendo el movimiento de ellas en el sistema, y no el modelo en el que 

las partículas no las consideran individuales. Cada partícula en nuestro caso (esferas) tiene sus 

características particulares masa, radio, su velocidad y posición que se determinan inicialmente. A 

partir de los choques que tengan las esferas es como van a interactuar, puesto que esa interacción 
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solo se presentara entre ellas. En el momento que ocurre una colisión esta estará dada por los 

parámetros inicialmente establecidos como la velocidad, la posición, el coeficiente de restitución 

y la velocidad angular. 

Al tener dos estrategias que estudian los aspectos que se presentan es estos sistemas, en una de 

ellas el grupo de partículas avanza en cortos intervalos de tiempo, conocido como time driven 

utilizando las leyes de newton para cada paso, y así determinar las velocidades y posiciones finales 

con los valores de las velocidades y posiciones iniciales, pero una dificultad es que se tienen que 

tomar intervalos muy pequeños, necesitando muchos pasos para simular un movimiento en un 

intervalo de tiempo para lograr obtener un buen resultado, por este motivo esta estrategia no es la 

que utilizaremos porque lo que se quiere realizar es una simulación en un choque entre dos esferas, 

como sucede en el billar y así tener una mejor explicación de lo que sucede antes y después del 

choque. La segunda estrategia, la cual utilizaremos es la que se centra en el análisis de sistemas de 

esferas rígidas. Moviéndose en trayectorias bien definidas, necesitando como primera medida el 

momento en el que ocurre el choque entre las esferas y cuáles son las velocidades después del 

choque y con esto determinar los cambios que se presentan después de la interacción. A 

comparación de la primera estrategia esta no funciona con intervalos preestablecidos para el 

transcurso del tiempo, pero si funciona por medio de eventos o sea cuando se presenta el choque 

entre las esferas ya que será la única interacción que se presente en la simulación y por ello su 

nombre even driven (Sáenz, 2006). 

Tomando en cuenta las características de la segunda estrategia se tendrá en presente que el tiempo 

de colisión en el cual las dos esferas chocan, estará determinado por los valores iniciales que se le 

hayan dado obteniendo una colisión inelástica. 

El cálculo del tiempo de colisión se conforma por dos partes, la primera es la determinación del 

tiempo de la colisión entre nuestras esferas y el segundo es el cambio de las velocidades después 

del choque. 

 

2.9. TIEMPO DE COLISIÓN 

 

Para determinar el tiempo de colisión de las esferas utilizaremos el método que aparece en Sáenz 

(2006). Al tener dos esferas con diámetros iguales 𝑑1 y 𝑑2, los vectores  𝑟1⃗⃗⃗   y  𝑟2⃗⃗  ⃗ determinando la 
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posición de las esferas y sus velocidades como  𝑣1⃗⃗⃗⃗  y  𝑣2⃗⃗⃗⃗ . Es importante tener en cuenta desde dónde 

parten los vectores de posición y velocidad, si desde la esfera 1 o 2; tomando como sistema de 

referencia la esfera 2, estos vectores son  𝑟12⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  𝑟1⃗⃗⃗  −  𝑟2⃗⃗  ⃗  y  𝑣12⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  𝑣1⃗⃗⃗⃗ −  𝑣2⃗⃗⃗⃗ . La forma de establecer 

si las dos esferas chocan es si la velocidad  𝑣12⃗⃗⃗⃗⃗⃗  que es en sentido contrario a  𝑟12⃗⃗⃗⃗  ⃗ tiene un valor 

negativo y si las dos se mueven o solo es una la que se dirige a la otra Figura 2.3. 

Para establecer que las dos esferas chocan será necesario establecer un parámetro de impacto que 

lo llamaremos 𝑏12 que será la distancia en que las dos esferas se encuentren estando determinada 

por sus centros. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La ecuación del parámetro de impacto será: 

‖𝑏12‖
2 = ‖ 𝑟12⃗⃗⃗⃗  ⃗‖2 − (

 𝑟12⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙  𝑣12⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

 ‖ 𝑣12⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖
)

2

 

 

 

(13) 

También 𝜎 que es las distancia que tienen los centros de las esferas en el instante que chocan 

nuestra relación la podemos denotar con nuestros diámetros o nuestros radios. 

𝑟12⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝑣12⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

1 

2 

Figura 2.3. Consideraciones para el choque entre dos esferas. 
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𝜎 =
𝑑1+𝑑2

2
 con los diámetros. 

𝜎 = 𝑅1 + 𝑅2 con los radios. 

 

 

(14) 

A partir de lo mencionado las esferas chocarán cuando nuestro parámetro de impacto sea menor o 

igual a la distancia de los centros de las dos esferas ‖𝑏12‖ ≤ 𝜎. En la Figura 2.4 se exponen 

nuestras consideraciones. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Al tomar en cuenta que las esferas chocaran el tiempo que lo condiciona es: 

𝑡 =
1

‖ 𝑣12⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖
(
 𝑟12⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙  𝑣12⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

 ‖ 𝑣12⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖
+ √𝜎2 − ‖𝑏12‖2) 

 

(15) 

 

A nuestra ecuación la podemos interpretar de una manera simple si nos fijamos en el segundo 

término, el cual es la distancia que debe recorrer la esfera 1 antes de interactuar con la esfera 2. 

 

2.10. MODELO DE COLISIÓN 

 

2 

1 

𝑟12⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑣12⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

𝑏12
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝑅1 

𝑅2 

Figura 2.4.  Sistema de referencia para el choque de dos esferas. 
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La representación del modelo de colisión se desarrollará a partir de las velocidades iniciales 𝑣1⃗⃗⃗⃗ , 

𝑣2⃗⃗⃗⃗  y 𝑤1⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑤2⃗⃗⃗⃗  ⃗ con el coeficiente de restitución para determinar las velocidades después del choque 

 𝑢1⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗  y  𝑤′1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑤′2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 

Se tomarán de nuevo dos esferas con radio 𝑅1 y 𝑅2 y con masas iguales 𝑚1 y 𝑚2 con el mismo 

desarrollo que encontramos en el trabajo Sáenz (2006). La ecuación que determina el vector 

unitario normal es: 

𝑛⃗ =  
𝑟1⃗⃗⃗  −  𝑟2⃗⃗  ⃗

‖  𝑟1⃗⃗⃗  −  𝑟2⃗⃗  ⃗‖
 

(16) 

 

Ahora la velocidad de contacto se representará con 𝑣1⃗⃗⃗⃗  y 𝑣2⃗⃗⃗⃗  como sus velocidades lineales, 𝑤1⃗⃗ ⃗⃗   y 

𝑤2⃗⃗⃗⃗  ⃗ las velocidades angulares de la siguiente manera: 

𝑣𝑐⃗⃗  ⃗ = 𝑣1⃗⃗⃗⃗ − 𝑣2⃗⃗⃗⃗ − (𝑅1 𝑤1⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑅2 𝑤2⃗⃗⃗⃗  ⃗) × 𝑛⃗  (17) 

 

Con nuestra expresión se podrán hallar también las componentes normal y tangencial de nuestra 

velocidad de contacto  𝑣𝑐⃗⃗  ⃗
 𝑛

= (𝑣𝑐⃗⃗  ⃗ ∙ 𝑛⃗ )𝑛⃗  y  𝑣𝑐⃗⃗  ⃗
 𝑡

= 𝑣𝑐⃗⃗  ⃗ −  𝑣𝑐⃗⃗  ⃗
 𝑛

. La dirección del vector unitario 

tangente está dada por 𝑣𝑐⃗⃗  ⃗
 𝑡

 de la siguiente manera: 

𝑡̂ =  
 𝑣𝑐⃗⃗  ⃗

 𝑡

‖ 𝑣𝑐⃗⃗  ⃗
 𝑡
‖

 

 

 

(18) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 

1 𝑛⃗  

𝑡̂ 

𝑣𝑐⃗⃗  ⃗ 

𝛾 

Figura 2.5. Definiciones iniciales. 

𝑤2⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝑤1⃗⃗ ⃗⃗   
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Como podemos observar en la Figura 2.5 el ángulo que se forma entre los vectores 𝑛⃗  y  𝑣𝑐⃗⃗  ⃗ cuando 

la esfera de color blanco choca con la esfera de color rojo lo llamaremos 𝛾, ángulo de impacto. 

Teniendo en cuenta la ley de conservación del momentum podemos definir los cambios en la 

cantidad de movimiento lineal para cada una de las esferas. 

∆𝑃⃗ = 𝑚1(𝑢1⃗⃗⃗⃗ − 𝑣1⃗⃗⃗⃗ ) = −𝑚2(𝑢2⃗⃗⃗⃗ − 𝑣2⃗⃗⃗⃗ ) (19) 

 

La variación de la cantidad de movimiento tangencial ∆𝑃⃗  𝑡 es el que permite un cambio de 

momentum angular de las esferas puesto que la variación de la cantidad de movimiento normal 

∆𝑃⃗ 𝑛 no es el que lo hace. Los cambios del momento angular ∆𝑙  respectivos son: 

∆𝑙 1 = 𝐼1( 𝑤′1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ −  𝑤1⃗⃗ ⃗⃗  ) = (− 𝑅1 ∙ 𝑛⃗ × ∆𝑃⃗ ) 

 

(20) 

 

∆𝑙 2 = 𝐼2( 𝑤′2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ −  𝑤2⃗⃗⃗⃗  ⃗) = (𝑅2 ∙ 𝑛⃗ × −∆𝑃⃗ ) (21) 

 

De las dos expresiones anteriores es de donde podemos definir la expresión general de nuestro 

cambio de momentum angular. Sin olvidar que 𝐼 es el momento de inercia, que en nuestro caso es 

el de una esfera 𝐼 =
2

5
𝑀𝑅2 y considerando que 𝐼1 = 𝐼2 puesto que nuestras dos esferas tienen las 

mismas características. 

−𝑛⃗ × ∆𝑃⃗ =
𝐼

𝑅𝑖
( 𝑤′⃗⃗⃗⃗ − 𝑤⃗⃗ ) 

(22) 

 

Con el cambio de momentum hallaremos nuestras nuevas velocidades despejándolas de nuestra 

ecuación (19) y en la Figura 2.6 se observarán las consideraciones tomadas teniendo en cuenta 

que las dos esferas tienen sus radios  𝑅1 y  𝑅2 asimismo sus velocidades angulares 𝑤1⃗⃗ ⃗⃗   y 𝑤2⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

𝑢1⃗⃗⃗⃗ = 𝑣1⃗⃗⃗⃗ +
∆𝑃⃗ 

𝑚1
 

 

(23) 

 

𝑢2⃗⃗⃗⃗ = 𝑣2⃗⃗⃗⃗ −
∆𝑃⃗ 

𝑚2
 

 

(24) 
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𝑤´1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑤1⃗⃗ ⃗⃗  −
𝑅1

𝐼1
𝑛⃗ × ∆𝑃⃗  

 

(25) 

 

𝑤´2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑤2⃗⃗⃗⃗  ⃗ −
𝑅2

𝐼2
𝑛⃗ × ∆𝑃⃗  

 

(26) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Encontraremos el ∆𝑃⃗  dividiendo la parte normal y tangencial teniendo en cuenta que las 

velocidades normales no dependen de 𝑤⃗⃗ . 

𝑣𝑐⃗⃗  ⃗
𝑛

= 𝑣1⃗⃗⃗⃗ 
𝑛
− 𝑣2⃗⃗⃗⃗ 

𝑛
 

 

(27) 

 

𝑢𝑐⃗⃗⃗⃗ 
𝑛

= 𝑢1⃗⃗⃗⃗ 
𝑛
− 𝑢𝑐⃗⃗⃗⃗ 

𝑛
 

 

(28) 

luego multiplicamos por la masa 𝑚1𝑚2 y realizamos las respectivas operaciones. 

𝑚1𝑚2(𝑢𝑐⃗⃗⃗⃗ 
𝑛
− 𝑣𝑐⃗⃗  ⃗

𝑛
) = 𝑚1𝑚2(𝑢1⃗⃗⃗⃗ 

𝑛
− 𝑣1⃗⃗⃗⃗ 

𝑛
) − 𝑚1𝑚2(𝑢2⃗⃗⃗⃗ 

𝑛
− 𝑣2⃗⃗⃗⃗ 

𝑛
) 

 

(29) 

Teniendo en cuenta nuestra ecuación (19) y que 𝜖 es el coeficiente de restitución obtenemos. 

−𝑚1𝑚2(𝜖 + 1)𝑣𝑐⃗⃗  ⃗
𝑛

= ( 𝑚2 + 𝑚1)∆𝑃⃗ 𝑛 

 

(30) 

Despejando ∆𝑃⃗ 𝑛 y la masa reducida del sistema definida por 𝑚12. 

1 𝑛⃗  

∆𝑃⃗ 𝑡 

∆𝑃⃗  

2 
𝑡̂ 

∆𝑃⃗ 𝑛 

Figura 2.6. Definiciones finales. 

𝑤2⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝑤1⃗⃗ ⃗⃗   
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∆𝑃⃗ 𝑛 = −𝑚12(1 + 𝜖)𝑣𝑐⃗⃗  ⃗
𝑛

 

 

(31) 

 

𝑚12 =
𝑚1𝑚2

𝑚2 + 𝑚1
 

 

(32) 

Para la parte tangencial se considerará el rozamiento seco de coulomb: 

‖∆𝑃⃗ 𝑡‖ = μ𝑘‖∆𝑃⃗ 𝑛‖ (33) 

 

Siendo μ𝑘 el coeficiente de fricción, y la dirección de ∆𝑃⃗ 𝑡 contraria a la de la velocidad tangencial. 

∆𝑃⃗ 𝑡 = −μ𝑘𝑚12(1 + 𝜖)‖𝑣𝑐⃗⃗  ⃗
𝑛
‖𝑡̂ (34) 
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CAPITULO 3  

 

3. DESCRIPCION DE LOS CASOS SIMULADOS EN LA HERRAMIENTA 

COMPUTACIONAL VPYTHON 

 

En este capítulo se mostrará el desarrollo de los casos que se nombraron en el capítulo anterior, 

también se describirán los resultados obtenidos a partir de cada simulación, el avance y las 

modificaciones obtenidas. 

 

3.1. PRIMER CASO, CHOQUE DE PARTICULAS QUE SE DESLIZAN 

 

Para el desarrollo de la simulación de un choque de partículas que se deslizan se diseña y 

desarrolla en el entorno Vpython como se muestra en la Figura 3.1, en donde las partículas se 

mueven, pero no rotan. Se empieza a construir un entorno de una mesa de billar. 

 

 
  

Figura 3.1. Entorno en Vpython para esferas que se deslizan. 

 

El objetivo de la simulación es ampliar la visualización antes y después del choque. Cuando inicia 

el movimiento de las partículas, se dirigen una a la otra para luego colisionar y cambiar su dirección 

hacia las bandas que son de color café, siempre que se encuentren con una banda u otro choque 

entre ellas cambiara su dirección.  
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El resultado del primer diseño se muestra en la Figura 3.2, en el que se evidencia que ocurre antes 

del choque y como es el movimiento de las esferas al deslizarse, luego de esto las dos esferas 

chocan y cambian su dirección teniendo en cuenta que el cambio de dirección también ocurre 

cuando se encuentran con una banda. 

 

 
 

Figura 3.2. Resultado de la simulación del primer caso. 

 

3.2. SEGUNDO CASO, CHOQUE INELASTICO 

 

En este caso se realiza el diseño y desarrollo de una simulación que muestre la descripción de un 

choque perfectamente inelástico que se hace en la sección 2.6, creando un ambiente de una mesa 

de billar con dos esferas que se deslizan como se muestra en la Figura 3.3. 
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Figura 3.3. Entorno del caso dos. 

 

En este caso la esfera de color rojo se encuentra en reposo y la esfera de color blanco está en 

movimiento en dirección a la bola roja, se simula un choque en el que el coeficiente de restitución 

tiene un valor igual a cero 𝑒 = 0. El resultado después del choque es que las dos esferas quedan 

pegadas como lo observamos en la Figura 3.4. 

 

 
 

Figura 3.4. Resultado de la simulación del segundo caso. 
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3.3. TERCER CASO, CHOQUE ELASTICO 

 

Ahora para este caso se toma en cuenta la sección 2.7, en donde se menciona un choque 

perfectamente elástico y para esto se utiliza el mismo diseño y desarrollo de la simulación anterior, 

sólo que tomando en cuenta que el coeficiente de restitución será igual a uno 𝑒 = 1. Después del 

choque, el resultado es que la esfera blanca que inicialmente se estaba moviendo le transfiere todo 

su movimiento a la esfera roja quedando en reposo y en ningún momento quedando pegadas como 

lo muestra la Figura 3.5. 

 

 
 

Figura 3.5. Resultado de la simulación del tercer caso. 

 

3.4. CUARTO CASO, SIMULACIÓN DE UN CHOQUE BIDIMENSIONAL CON 

ESFERAS QUE ROTAN 

 

Por último, se muestra la simulación final con el diseño obtenido a partir de un ambiente de billar, 

en el cual las esferas rotan teniendo un acercamiento más ilustrativo a lo que sucede cuando chocan 

las esferas. El ambiente está compuesto por la mesa, dos esferas (bolas de billar), también se tiene 

en cuenta la masa, el radio, velocidad angular, momento de inercia de una esfera, ángulo de salida, 

coeficiente de restitución y fricción reales en el billar tomando en cuenta el desarrollo desde la 

sección 2.8 hasta la 2.10. La Figura 3.6 nos muestra lo mencionado anteriormente. 



25 

 

 
 

Figura 3.6. Ambiente de la simulación del caso final. 

 

Luego de tener el ambiente establecido se realizará una práctica dejando constante el parámetro 

de impacto 𝑏 y el coeficiente de restitución, teniendo en cuenta que al ser 𝑒 = 1 el choque será 

totalmente elástico, se modificara solo el coeficiente de fricción desde 𝑢 = 0,1 hasta 𝑢 = 0,014 y 

observar que sucede con el ángulo de salida (ángulo después del choque) ya que la teoría nos dice 

que el valor debe ser igual a 90°. 

 

              e                u                b    Angulo de salida  

              1              0,1               R     85.0319127388 

              1             0,01               R     90.2148248065 

              1             0,014               R     89.9836564093 

 

Cuadro 3.1. resultados de la primera práctica. 

 

Luego de variar el valor de 𝑢 en el Cuadro 3.1 se observa que el ángulo de salida en grados con 

un valor menor disminuye, también con los resultados que tenemos en la tabla se evidencia que el 

valor para que el ángulo sea de 90° es cuando 𝑢 = 0,014. 

A partir del ensayo error en la práctica anterior se dejará el valor del coeficiente de fricción 

constante, en el que el ángulo de salida era más cercano a 90° y se modificará el valor del 
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coeficiente de restitución 𝑢 sin olvidar que puede tomar valores entre 0 y 1. Al modificar el valor 

del coeficiente de restitución se observará que sucede con el ángulo y la energía inicial y final. 

 

            u             e Angulo de salida  Energía inicial   Energía final 

0,014 0,1  51.4786017887   8.51285965 J 5.31046407588 J 

0,014 0,4  61.9968262832   8.51285965 J 5.77283301719 J 

0,014 0,9  84.8987682831   8.51285965 J 7.81559035025 J 

 

Cuadro 3.2. resultados de la segunda práctica. 

 

Al obtener los resultados en el Cuadro 3.2 inmediatamente podemos concluir que el valor más 

apropiado, para que después del choque el ángulo de salida sea lo más cercano a 90° es cuando el 

coeficiente de restitución es igual a uno 𝑒 = 1 puesto que, si es menor el ángulo y la energía final 

disminuye presentándose una pérdida de energía. 

 

3.5. DISPOSICION Y APROVECHAMIENTO DE LAS SIMULACIONES 

 

Al trabajo en el apéndice se anexa la herramienta computacional y las respectivas simulaciones de 

los casos nombrados anteriormente, además de una serie de actividades en donde se enseña a 

programar en el lenguaje Vpython y que a partir de esas actividades se tenga un poco más de 

conocimiento y así mismo aprovecharlo al máximo. Estas simulaciones se dejarán planteadas y 

dispuestas para cualquiera que las quiera implementar o seguir desarrollando. 
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CAPITULO 4 

RESULTADOS Y CONCLUSIONES 

 

Se diseñó un programa por medio de VPython que simula una colisión entre dos esferas, se logra 

realizar un proceso metacognitivo de pensamiento con la asimilación y apropiación de conceptos 

físicos, esta parte desde el trabajo en las actividades básicas que permite evaluar los conocimientos 

y saberes previos, guiándose hacia la práctica para la motivación en la adquisición de nuevos 

conocimientos por medio del ensayo error.  

Con el desarrollo de esta investigación se puede señalar que el uso de una simulación permite una 

mejor comprensión del choque entre partículas llevado al contexto de la colisión de dos esferas, 

como el ejemplo cotidiano del billar, debido a la interacción con las variables y parámetros que 

caracterizan el fenómeno, logrando una mejor construcción del conocimiento en la elaboración del 

programa en Vpython de la simulación de choques de dos esferas que rotan con diferentes 

situaciones físicas. 

En las metodologías tradicionales en la enseñanza, se encuentra que el uso de herramientas 

computacionales se convierte en una estrategia para facilitar el proceso de aprendizaje y 

aprovechar las habilidades que tienen los alumnos en el uso de las nuevas tecnologías en un 

contexto metacognitivo de aprendizaje. 

Se puede evidenciar que en el choque de dos esferas luego de la colisión el ángulo que forman es 

de 90° pero en los datos obtenidos por nuestra simulación observamos que el valor no es 

exactamente igual, pero se tiene tres cifras significativas antes de 90°. 

Una de las grandes ventajas de esta simulación es que provee varias alternativas posibles de 

explorar, mediante un método numérico de solución para un fenómeno y a su vez cuando se carece 

de herramientas para la explicación de procedimientos matemáticos.                                            

Las simulaciones se presentan como una herramienta que permite interactuar con el fenómeno de 

choques y así evidenciarlo de forma mas ilustrativa. 

En relación con otras situaciones que se podrían simular, podría estar la construcción de tres esferas 

en las cuales se simule cómo una de ellas puede chocar con las otras dos. 
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APENDICE 

 

ANEXO 1 

 

Este anexo consta de un CD-ROM, en donde encontramos cuatro videos que muestran cada una 

de las diferentes situaciones mencionadas en el capítulo 3. 

 

ANEXO 2 

 

Actividades 

Se propondrá un número de actividades introductorias para las simulaciones que se han 

desarrollado a partir de la información que se encuentra en la página principal de Vpython. 

Actividad 1 características y construcción de objetos  

Se iniciará con la elaboración de varios objetos, eso se hará de libre elección, como ejemplo se 

trabajará con una esfera. Para esto tendremos que importar la librería de visual from visual import 

* después escribimos la figura seleccionada en este caso la esfera sphere().  

from visual import * 

sphere() 

Figura 4.1. Creación de esfera. 
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Luego de esto oprimiremos la tecla F5 para correr el código; después podremos apreciar tres 

ventanas: una es en la que escribimos el código luego al oprimir F5 tendremos dos ventanas, una 

que nos indica algunas características y datos de nuestro programa y otra en la que aparecerá 

nuestro objeto simulado. En la Figura 4.1 podremos apreciar las tres ventanas que obtendremos.  

Los resultados de cada actividad van a ir relacionados para al final obtener un solo código. Con el 

código de la actividad anterior seguiremos desarrollando algunas características que le podemos 

establecer a nuestro objeto, como coordenadas en este caso recordando que en VPython tenemos 

tres dimensiones (x, y, z). Le brindaremos un valor de -2 en x y en las otras dos coordenadas 0 

entonces nuestro vector es (-2, 0, 0) y lo escribiremos de la siguiente manera (pos = vector (-2, 0, 

0)) en el paréntesis que teníamos en el código de la actividad número uno. En la Figura 4.2 

veremos los resultados luego de escribir el vector. 

from visual import * 

sphere (pos = vector (-2, 0, 0)) 

 

Figura 4.2. Cambio de coordenadas de la esfera. 

 

En este caso le brindaremos otra característica a nuestra esfera. Le cambiaremos el tamaño, 

dándole un valor al radio de la esfera. Lo escribimos siguiendo el código que venimos trabajando. 
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Luego de una coma y finalizando con un paréntesis lo escribimos así; radius = 0.2. El cambio del 

tamaño de la esfera lo evidenciaremos en la Figura 4.3. 

from visual import * 

sphere (pos = vector (-2, 0, 0), radius = 0.2) 

 

Figura 4.3. Tamaño de la esfera. 

 

Otra característica que podemos usar en nuestro objeto es el color. El color que trae la esfera en 

las actividades pasadas se lo brinda automáticamente el programa entonces le cambiaremos el 

color a rojo escribiendo lo siguiente color = color.red teniendo en cuenta que lo escribimos 

seguido de una coma y cerrando con un paréntesis. En la Figura 4.4 notaremos el cambio de color 

del objeto. 

from visual import * 

sphere (pos = vector (-2, 0, 0), radius = 0.2, color = color.red) 

Luego de nombrar algunas de las características que se le puede dar a un objeto también podemos 

simular una superficie, o en nuestro caso una superficie que simule una mesa de billar. Para esto 

escribiremos box (pos = (0.0,0.0,-0.06) y también le podemos poner valores a la longitud (length 

= 1.5), altura (height = 1.5), ancho (width = 0.01) y su color como lo hicimos anteriormente (color 

= color.green) los resultados los encontramos en la Figura 4.5. 
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from visual import * 

sphere (pos = vector (0, 0, 0), radius = 0.05, color = color.red) 

floor = box (pos = (0.0,0.0,-0.06), length = 1.5, height = 1.5, width = 0.01, color = color.green) 

 

Figura 4.4. Color de la esfera. 

 

 
Figura 4.5. Construcción de superficie. 

 

Para terminar la actividad agregaremos una segunda esfera. Escribimos en el mismo código 

negra=sphere (pos = vector (0.3, 0.05, 0), radius = 0.05, color = color.black) tomando en cuenta 
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las características de la esfera roja pero dándole diferentes coordenadas y un color negro para 

diferenciarlas. En la Figura 4.6 se evidencian los resultados. 

from visual import * 

roja =sphere (pos = vector (0, 0, 0), radius = 0.05, color = color.red) 

negra=sphere (pos = vector (0.3, 0.05, 0), radius = 0.05, color = color.black) 

floor = box (pos = (0.0,0.0,-0.06), length = 1.5, height = 1.5, width = 0.01, color = color.green) 

 

Figura 4.6. Simulación con dos esferas. 

 

Actividad 2 movimiento 

En esta actividad le daremos movimiento a una esfera, para esto se escribe el siguiente código, 

teniendo presente lo desarrollado en la actividad uno y especificando el valor de las variables que 

se van a utilizar en nuestra simulación. Los valores escogidos aquí no tienen unidades explícitas. 

Para mayor sencillez se puede asumir que se está en el sistema internacional de unidades: 

longitudes en metros, masa en kilogramos y tiempo en segundos. 

from visual import * 

import math 

R=0.05 ## radio de la esfera 

vx0=-3 ## velocidad inicial en el eje x 

vy0=0 ## velocidad inicial en el eje y 

wx=vx0/R ## velocidad angular en el eje x 
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wy=vy0/R ## velocidad angular en el eje y 

wz=0 ## velocidad angular en el eje z 

blanca = sphere(pos= (0.3,0.05,0), radius=R, color=color.white, make_trail=True) 

En esta línea encontramos las mismas características que los eventos anteriores con la diferencia 

que se agrega make_trail=true que nos ayuda a marcar la trayectoria por la que la esfera se ha 

desplazado. 

Implícitamente se ha definido la posición del objeto blanca mediante blanca.pos, que es nuestra 

esfera. También se pueden definir otras variables como la masa (un escalar), la velocidad (un 

vector), la aceleración (un vector) y la frecuencia (un vector) como se muestra respectivamente en 

las siguientes cuatro (4) líneas. 

blanca.mass = 1 

blanca.v = vector(vx0, vy0, 0) 

blanca.a = vector(0, 0, 0) 

blanca.w = vector(wx, wy, wz) 

Obsérvese que no se colocaron valores explícitos sino las variables arriba mencionadas lo cual no 

da mayor control de los cambios que después se producirán. Ahorase incluye la superficie de 

movimiento y otro parámetro, un intervalo de tiempo para simular el movimiento de la bola que 

se desplaza hacia la izquierda a velocidad de 3. 

floor = box(pos=(0.0,0.0,-0.06), length=1.5, height=1.5, width=0.01, color=color.green) 

dt = 1e-4 

En las siguientes líneas se tienen los parámetros para brindarle movimiento a la esfera. 

while True: 

rate(100) 

blanca.pos = blanca.pos + blanca.v*dt + 0.5*blanca.a*dt*dt 

blanca.v = blanca.v + 0.5*blanca.a*dt 

En las siguientes líneas se establecen los parámetros para que la esfera pare. Los resultados se 

muestras en la Figura 4.7. 

if (blanca.pos [0]<-0.3): 

break 

if(blanca.pos [0]>0.3) 

break 

if(blanca.pos [1]<-0.3): 

break 
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if(blanca.pos [1]>0.3): 

break 

 

 

Figura 4.7. Movimiento de una esfera. 

  

Actividad 3 código inicial 

Hasta el momento se ha hecho una introducción con la elaboración de objetos. Brindándole algunas 

características se escribió un código que ya nos muestra una simulación con ciertos aspectos de un 

movimiento. Demostrando que al escribir el código en Vpython, este programa hace lo que 

nosotros le ordenemos, esto lo menciono porque en ciertos casos hay que especificarle hasta qué 

punto debe seguir esa orden o inclusive con qué restricciones lo debe hacer.  

El código que vamos a ver a continuación se escribió comenzando el proceso en la construcción 

de nuestra simulación. 

from visual import * 

R=0.05 

vx0=-4 

vy0=0 

wx = vx0/R 

wy = vy0/R 

wz = 0 
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Las seis líneas anteriores se escriben para no tener que mencionar en cada línea los valores 

establecidos si no abreviarla, también nos facilita cuando se está utilizando una operación.  

roja = sphere (pos = (0,0,0), radius = R, color = color.red, make_trail = True)  

Lo que encontramos en esta línea nos sirve para describir la trayectoria de la esfera. 

roja.mass = 1 

roja.v = vector(0, 0, 0) 

roja.a = vector(0, 0, 0) 

roja.w = vector(0, 0, 0) 

En las seis líneas anteriores encontramos las coordenadas de la esfera roja como también las 

características de la misma y en las seis siguientes se hacen lo mismo con una esfera blanca. 

blanca = sphere (pos = (0.3,0.05,0), radius = R, color = color.white, make_trail = True) 

blanca.mass = 1 

blanca.v = vector(vx0, vy0, 0) 

blanca.a = vector(0, 0, 0) 

blanca.w = vector(wx, wy, wz) 

floor = box (pos = (0.0,0.0,-0.06), length = 1.5, height = 1.5, width = 0.01, color = color.green)  

A continuación, en las siguientes diez líneas se describirán unos parámetros que el programa debe 

tener en cuenta para que la simulación no se quede con solo una orden. 

dt = 1e-4 

while True: 

rate (100) 

D = roja.pos - blanca.pos 

Este parámetro nos mide la superposición de las esferas y por lo tanto deben rebotar. Se propone 

un rebote proporcional al traslapamiento. 

if mag (D)<0.1: 

roja.a = 53361.47*D  

Aquí podemos encontrar que los parámetros se deben especificar, porque de no ser así no 

obtendremos el resultado esperado. Esta es una aceleración que aparece debida a la superposición 

de las esferas. Ambas experimentan esta fuerza de choque. Esto se hizo a partir de ensayo y error 

el valor tiene que ser mayor a 10000 de lo contrario las dos esferas se traslaparan y también menor 

a 400000 puesto que de no ser así el movimiento después del choque es muy rápido. Entonces los 

rangos en los cuales se debe trabajar son roja.a= X>10000*D y roja.a= X<400000*D. 
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blanca.a = -roja.a 

else: 

roja.a = vector (0,0,0) 

blanca.a = vector (0,0,0) 

En las siguientes cuatro líneas encontramos las operaciones que se necesitan para el movimiento 

de las esferas. Se trata de un esquema de movimiento uniformemente acelerados. 

roja.pos = roja.pos + roja.v*dt + 0.5*roja.a*dt*dt 

roja.v = roja.v + roja.a*dt 

blanca.pos = blanca.pos + blanca.v*dt + 0.5*blanca.a*dt*dt 

blanca.v = blanca.v + 0.5*blanca.a*dt  

Con las últimas líneas lo que se logra hacer es que la simulación pare en algún momento. Se 

escogió un rectángulo de 0.6 × 0.6 m. De no ser así seguirá infinita mente. 

if (roja.pos[0]<-0.3): 

break 

if(roja.pos[0]>0.3): 

break 

if(blanca.pos[0]<-0.3): 

break 

if(blanca.pos[0]>0.3): 

break 

if(roja.pos[1]<-0.3): 

break 

if(roja.pos[1]>0.3): 

break 

if(blanca.pos[1]<-0.3): 

break 

if(blanca.pos[1]>0.3): 

break 

Luego de presentar un poco el lenguaje que se utiliza para programar en Vpython se mostrarán los 

códigos de las simulaciones en los casos nombrados en el capítulo tres. 

 

CODIGO DEL PRIMER CASO 

 

from visual import * 

from visual.controls import * 

import math 

g=0 

pi = 3.1415926 
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Radio = 1 

D=2*Radio 

K=5 

Ball01 = sphere(pos=(-9,7,1), radius=Radio, color=color.yellow, make_trail=True, interval=10) 

Ball01.mass = 0.5 

Ball01.v = vector(3, 0, 0) 

Ball02 = sphere(pos=(9,8,1),radius=Radio, color=color.red, make_trail=True, interval=10) 

Ball02.mass = 0.5 

Ball02.v = vector(-3, 0, 0) 

Floor = box(pos=(0,0,0),size=(20,30,0.1),color=color.blue) 

wall01 = box(pos=(-10,0,1),size=(0.1,30,2),material=materials.wood) 

wall02 = box(pos=(10,0,1),size=(0.1,30,2),material=materials.wood) 

wall03 = box(pos=(0,15,1),size=(20,0.1,2),material=materials.wood) 

wall04 = box(pos=(0,-15,1),size=(20,0.1,2),material=materials.wood) 

dt = 1e-2 

while True: 

##    Ball01.rotate(axis=(0,0,1), angle=pi/20) 

rate(100) 

h=vector(0,0,0) 

h=Ball01.pos-Ball02.pos 

hnorma=sqrt(h[0]*h[0]+h[1]*h[1]) 

if hnorma<D: 

hx=h[0]/hnorma 

hy=h[1]/hnorma 

masa=Ball01.mass*Ball02.mass/(Ball01.mass+Ball02.mass) 

F=K*(hnorma**1.5)/masa 

a1 = vector(F*hx,F*hy,0) 

Ball01.pos += Ball01.v*dt + 0.5*a1*dt*dt 

Ball02.pos += Ball02.v*dt - 0.5*a1*dt*dt 

h=Ball01.pos-Ball02.pos 

hnorma=sqrt(h[0]*h[0]+h[1]*h[1]) 

if hnorma < D: 

hx=h[0]/hnorma 

hy=h[1]/hnorma 

masa=Ball01.mass*Ball02.mass/(Ball01.mass+Ball02.mass) 

F=K*(hnorma**1.5)/masa 

a2 = vector(F*hx,F*hy,0) 

else: 

a2 = vector(0,0,0) 

Ball01.v += 0.5*(a1 + a2)*dt 

Ball02.v -= 0.5*(a1 + a2)*dt 

else: 

Ball01.pos += Ball01.v*dt 

Ball02.pos += Ball02.v*dt 

if Ball01.pos[0] > 10 - Radio: 

Ball01.v[0] = -Ball01.v[0] 



41 

 

if Ball01.pos[0] < -10 + Radio: 

Ball01.v[0] = -Ball01.v[0] 

if Ball02.pos[0] > 10 - Radio: 

Ball02.v[0] = -Ball02.v[0] 

if Ball02.pos[0] < -10 + Radio: 

Ball02.v[0] = -Ball02.v[0] 

if Ball01.pos[1] > 15 - Radio: 

Ball01.v[1] = -Ball01.v[1] 

if Ball01.pos[1] < -15 + Radio: 

Ball01.v[1] = -Ball01.v[1] 

if Ball02.pos[1] > 15 - Radio: 

Ball02.v[1] = -Ball02.v[1] 

if Ball02.pos[1] < -15 + Radio: 

Ball02.v[1] = -Ball02.v[1] 

 

CODIGO DEL SEGUNDO Y TERCER CASO 

 

from visual import * 

import math 

R=0.05 

vx0=-3 

vy0=0 

wx=0 

wy=0 

wz=0 

e=1 

u=0 

I=0.001 

b=0.0 

roja = sphere(pos=(0,0,0), radius=R, color=color.red, 

make_trail=True, interval=10) 

roja.mass = 1 

roja.v = vector(0, 0, 0) 

roja.a = vector(0, 0, 0) 

roja.w = vector(0, 0, 0) 

blanca = sphere(pos=(0.3,b,0), radius=R, color=color.white, 

make_trail=True, interval=10) 

blanca.mass = 1 

blanca.v = vector(vx0, vy0, 0) 

blanca.a = vector(0, 0, 0) 

blanca.w = vector(wx, wy, wz) 

floor = box(pos=(0.0,0.0,-0.06), length=2, height=1.4, width=0.01, color=color.blue) 

borde1 = box(pos=(1.05,0.0,-0.015),size=(0.1,1.4,0.1),material=materials.wood) 

borde2 = box(pos=(-1.05,0.0,-0.015),size=(0.1,1.4,0.1),material=materials.wood) 

borde3 = box(pos=(0.0,0.75,-0.015),size=(2,0.1,0.1),material=materials.wood) 
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borde4 = box(pos=(0.0,-0.75,-0.015),size=(2,0.1,0.1),material=materials.wood) 

v12=blanca.v-roja.v 

r12=blanca.pos-roja.pos 

v12n=(1/mag(v12))*v12 

rv=r12.x*v12n.x+r12.y*v12n.y+r12.z*v12n.z 

tchoque=(-rv-sqrt(0.01-b*b))/mag(v12) 

print 'v12 = ',v12 

dt = 2.73785078e-4 

n=blanca.pos-roja.pos 

nunit=(1/mag(n))*n 

wc=vector((R*wz)*nunit.y,(R*wz)*nunit.x,0) 

print 'wc = ',wc 

vc=(blanca.v-roja.v)-wc 

vcPn=vc.x*nunit.x+vc.y*nunit.y+vc.z*nunit.z 

vcn=vcPn*nunit 

vct=vc-vcn 

if mag(vct) == 0: 

tan=vector(0,1,0) 

else: 

tan=(1/mag(vct))*vct 

dpn=(-0.5*(1+e))*vcn 

dpt=(u*mag(dpn))*tan 

dp=dpn+dpt 

print 'vcn = ',vcn 

print 'vct = ',vct 

print 'dpn = ',dpn 

print 'dpt = ',dpt 

blanca.u=blanca.v+dp 

roja.u=roja.v-dp 

if mag(blanca.u) <> 0: 

uPu=blanca.u.x*roja.u.x+blanca.u.y*roja.u.y+blanca.u.z*roja.u.z 

ang=acos(uPu/mag(blanca.u)/mag(roja.u))*180/3.11416 

print uPu,ang 

dLz=50*(nunit.x*dp.y-nunit.y*dp.x) 

L=vector(0,0,dLz) 

blanca.w1=blanca.w-L 

roja.w1=roja.w-L 

t=0 

for i in range(0,1000): 

rate(25) 

roja.pos = roja.pos + roja.v*dt 

blanca.pos = blanca.pos + blanca.v*dt 

t+=dt 

if (t>tchoque): 

break 

t=0 
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for i in range(0,1000): 

rate(25) 

roja.pos = roja.pos + roja.u*dt 

blanca.pos = blanca.pos + blanca.u*dt 

t+=dt 

if (t>tchoque): 

break 

 

CODIGO DEL CUARTO CASO 

 

Ahora se plantea la situación de choque como se modeló en el capítulo tres. Las esferas se mueven 

con velocidades constantes antes del choque. Durante el choque las velocidades lineales y 

angulares cambian según las ecuaciones (23) a (26). Después del choque las esferas se moverán 

con las nuevas velocidades. La esfera roja siempre estará en reposo en el centro de la mesa y la 

blanca estará a 0.5 m en el eje horizontal (eje 𝑥) con un parámetro de impacto 𝑏 que puede tomar 

valores entre -0.1 y 0.1 m del eje 𝑥. La esfera blanca se moverá hacia la roja (signo negativo), con 

velocidad 𝑣𝑥0 que se recomienda con magnitud inferior a 20 m/s, en el eje 𝑥. No debe tener 

velocidad en el eje 𝑦: 𝑣𝑦0 = 0. La esfera blanca también puede tener velocidades angulares en el 

eje z y se recomienda magnitudes máximas de 10 rad/s. 

from visual import * 

import math 

R=0.0615 ##radio de una esfera de billar en metros 

M=0.17 ##Masa de una bola de billar en kg 

vx0=-10 ##Velocidad en m/s 

vy0=0 

wx=0 

wy=0 

wz=0.1 ##velocidad angular en rad/s 

e=0.95 ##coeficiente de restitución. Valores entre 0 y 1 

u=0.001 ##coeficiente de fricción 

I=2*M*R*R/5 ##Momento de inercia de una esfera 

sigma=2*R ##Diámetro de la bola de billar 

b=R## Parámetro de impacto, entre -2R y 2R sin incluirlos 

sigma2=sigma*sigma 

print("como se llama") 

nombre =raw_input() 

print("me alegro de conocerle", nombre) 

print("que velocidad angular quiere que tenga la esfera blanca") 

wz=raw_input() 

wz=float(wz) 
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print("que velocidad en el eje x desea en la bola blanca") 

print("TENGA EN CUENTA QUE DEBE IR CON SIGNO NEGATIVO") 

vx0=raw_input() 

vx0=float(vx0) 

print("Que valor quiere en el coeficiente de restitucion") 

print("RECUERDE QUE EL VALOR DEBE DE ESTAR ENTRE 0 Y 1") 

print("igual a 1 un choque totalmente elastico") 

print("igual a 0 un choque totalmente inelastico") 

e=raw_input() 

e=float(e) 

floor = box(pos=(0.0,0.0,-0.06), size=(2,1.4,0.01), color=color.green) 

borde1 = box(pos=(1.05,0.0,-0.015),size=(0.1,1.4,0.1),material=materials.wood) 

borde2 = box(pos=(-1.05,0.0,-0.015),size=(0.1,1.4,0.1),material=materials.wood) 

borde3 = box(pos=(0.0,0.75,-0.015),size=(2,0.1,0.1),material=materials.wood) 

borde4 = box(pos=(0.0,-0.75,-0.015),size=(2,0.1,0.1),material=materials.wood) 

pata1 = box(pos=(1.05,-0.75,-0.36),size=(0.1,0.1,0.8),material=materials.wood) 

pata2 = box(pos=(1.05,0.75,-0.36),size=(0.1,0.1,0.8),material=materials.wood) 

pata3 = box(pos=(-1.05,0.75,-0.36),size=(0.1,0.1,0.8),material=materials.wood) 

pata4 = box(pos=(-1.05,-0.75,-0.36),size=(0.1,0.1,0.8),material=materials.wood) 

roja = sphere(pos=(0,0,0), radius=R, color=color.red, material=materials.rough, 

               axis=(0,0,1), make_trail=True, interval=10) 

roja.mass = M 

roja.v = vector(0, 0, 0) ##siempre en reposo 

roja.w = vector(0, 0, 0) 

blanca = sphere(pos=(0.5,b,0), radius=R, color=color.white, material=materials.rough, 

               axis=(0,0,1), make_trail=True, interval=10) 

blanca.mass = M 

blanca.v = vector(vx0, vy0, 0) ##Solo movimiento en el plano XY 

blanca.w = vector(wx, wy, wz) ##Velocidad angular, sólo en el eje z 

E0=0.5*blanca.mass*mag(blanca.v)*mag(blanca.v)+0.5*I*mag(blanca.w)*mag(blanca.w)+0.5

*roja.mass*mag(roja.v)*mag(roja.v)+0.5*I*mag(roja.w)*mag(roja.w) 

v12=blanca.v-roja.v 

r12=blanca.pos-roja.pos 

v12n=(1/mag(v12))*v12 

rv=r12.x*v12n.x+r12.y*v12n.y+r12.z*v12n.z 

tchoque=(-rv-sqrt(sigma2-b*b))/mag(v12) 

print 'tchoque = ',tchoque 

print 'v12 = ',v12 

print 'Energia inicical = ',E0, ' J' 

dt = 2e-4 

t=0 

for i in range(0,1000): 

    rate(25) 

    roja.pos = roja.pos + roja.v*dt 

    blanca.pos = blanca.pos + blanca.v*dt 

    roja.rotate(angle=roja.w.z,axis=(0,0,1), origin=roja.pos) 
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    blanca.rotate(angle=blanca.w.z,axis=(0,0,1), origin=blanca.pos) 

    t+=dt 

    if (t>=tchoque): 

        break 

r12=blanca.pos-roja.pos 

n=(1/mag(r12))*r12 

wc=vector(-(R*wz)*n.y,(R*wz)*n.x,0) 

print 'wc = ',wc 

vc=v12-wc 

print 'vc = ',vc 

vcPn=vc.x*n.x+vc.y*n.y+vc.z*n.z 

vcn=vcPn*n 

vct=vc-vcn 

if mag(vct) == 0: 

    tan=vector(0,0,0) 

else: 

    tan=(1/mag(vct))*vct 

dpn=(-0.5*M*(1+e))*vcn 

dpt=(-u*mag(dpn))*tan 

dp=dpn+dpt 

print 'vector normal = ',n 

print 'vector tangente = ',tan 

print 'vcn = ',vcn 

print 'vct = ',vct 

print 'dpn = ',dpn 

print 'dpt = ',dpt 

print 'dp = ',dp 

blanca.u=blanca.v+dp/blanca.mass 

roja.u=roja.v-dp/roja.mass 

print 'u blanca = ',blanca.u, 'magnitud = ', mag(blanca.u) 

print 'u roja =   ',roja.u, 'magnitud = ', mag(roja.u) 

if mag(blanca.u) <> 0: 

uPu=blanca.u.x*roja.u.x+blanca.u.y*roja.u.y+blanca.u.z*roja.u.z 

ang=acos(uPu/mag(blanca.u)/mag(roja.u))*180/3.11416 

print 'Angulo de salida (grados) = ',ang 

dLz=50*(n.x*dp.y-n.y*dp.x) 

#print 'dLz = ', dLz 

L=vector(0,0,dLz) 

blanca.w1=blanca.w-L 

roja.w1=roja.w-L 

print 'w1´ y w2´ respectivamente = ', blanca.w1, roja.w1  

E1=0.5*blanca.mass*mag(blanca.u)*mag(blanca.u)+0.5*I*mag(blanca.w1)*mag(blanca.w1)+

0.5*roja.mass*mag(roja.u)*mag(roja.u)+0.5*I*mag(roja.w1)*mag(roja.w1) 

print 'Energia final = ', E1, ' J' 

t=0 

for i in range(0,1000): 
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    rate(25) 

    roja.pos = roja.pos + roja.u*dt 

    blanca.pos = blanca.pos + blanca.u*dt 

    roja.rotate(angle=roja.w1.z,axis=(0,0,1), origin=roja.pos) 

    blanca.rotate(angle=blanca.w1.z,axis=(0,0,1), origin=blanca.pos) 

    t+=dt 

    if (t>tchoque): 

        break 

    if (roja.pos.x < -0.75): 

        break 

    if (roja.pos.x > 0.75): 

        break 

    if (roja.pos.y < -0.75): 

        break 

    if (roja.pos.y > 0.75): 

        break 

    if (blanca.pos.x < -0.75): 

        break 

    if (blanca.pos.x > 0.75): 

        break 

    if (blanca.pos.y < -0.75): 

        break 

    if (blanca.pos.y > 0.75): 

        break 

 

ANEXO 3 

 

También sería importante analizar tres casos que se presentan en este tipo de choque tomando en 

cuenta que  𝑣2 = 0. Esto se cumple cuando la masa 2 o sea 𝑚2 esta inicialmente en reposo. 

A partir de las ecuaciones (9) y (10), reemplazamos el valor de  𝑣2 = 0 y tenemos; 

𝑣1
ˋ = (

𝑚1 − 𝑚2

𝑚1 + 𝑚2
)  𝑣1 

 

(11) 

 

𝑣2
ˋ = (

2𝑚1

𝑚1 + 𝑚2
)  𝑣1 

 

(12) 

 

Primer caso (𝒎𝟏 = 𝒎𝟐) 

• Con las ecuaciones (11) y (12) y reemplazando en ellas, que nuestras masas son 

iguales tenemos que 𝑣1
ˋ = 0  y  𝑣2

ˋ =  𝑣1. 
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                     ANTES                                                                          DESPUES 

 

Es conveniente mostrar en el caso anteriormente mostrado dos casos más, estos dos casos serán 

cuando las masas se mueven en dirección contraria y acercándose. 

• Teniendo en cuenta que  𝑚1 = 𝑚2, de las ecuaciones (9) y (10) tenemos que  𝑣1
ˋ =

𝑣2  y  𝑣2
ˋ =  𝑣1. 

 

 

                                                                                            

 

                       ANTES                                                                       DESPUES 

 

• También se puede presentar que las masas inicialmente se desplazan en la misma 

dirección con la condición de que  𝑣1  >  𝑣2. De lo contrario  𝑚1 no lograra alcanzar a  𝑚2, 

teniendo en cuenta que las masas se mueven de izquierda a derecha y 𝑚1 se encuentra 

detrás de 𝑚2. 

Teniendo en cuenta las ecuaciones (9) y (10) se establece que  𝑣1
ˋ = 𝑣2  y  𝑣2

ˋ =  𝑣1. 

 

 

                                                                                            

 

               ANTES ( 𝑣1 >  𝑣2 )                                                          DESPUES 

 

Segundo caso (𝒎𝟏 > 𝒎𝟐) 

En este segundo caso empezaremos tomando como ejemplo cuando  𝑚1 = 2𝑚2. 

𝑚1 𝑚2 𝑚1 𝑚2 

 𝑣1 ≠ 0   𝑣2 = 0  𝑣1
ˋ = 0  𝑣2

ˋ =  𝑣1  

𝑚1 𝑚2 𝑚1 𝑚2 

 𝑣1 ≠ 0   𝑣2 ≠ 0  𝑣1
ˋ = 𝑣2  𝑣2

ˋ =  𝑣1  

𝑚1 𝑚2 𝑚1 𝑚2 

 𝑣1 ≠ 0   𝑣2 ≠ 0  𝑣1
ˋ = 𝑣2  𝑣2

ˋ =  𝑣1  
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• Considerando a  𝑣2 = 0, de las ecuaciones (11) y (12) tenemos que  𝑣1
ˋ =

1

3
𝑣1  y  

𝑣2
ˋ =

4

3
𝑣1. 

 

 

 

 

                            ANTES                                                                 DESPUES 

 

• Ahora considerare que las masas se mueven desde que inician su movimiento con 

una velocidad igual y en direcciones opuestas, acercándose mutuamente. Considerando que  

𝑣1 = −𝑣2 y con las ecuaciones (9) y (10) tenemos que  𝑣1
ˋ =

1

3
𝑣2  y 𝑣2

ˋ = −
5

3
𝑣2. 

 

 

                                                                                            

 

                       ANTES                                                              DESPUES 

 

• A continuación, vamos a considerar que las masas se mueven inicialmente con 

velocidades distintas, pero en la misma dirección, tomando en cuenta que 𝑣1  >  𝑣2. Ya 

que de no ser mayor la 𝑣1 nunca se presentará un choque entre las dos masas, entonces para 

esto tomaremos que 𝑣1 = 2 𝑣2. 

Reemplazando el valor de 𝑣1 en las ecuaciones (9) y (10) tenemos: 

 

 

 

 

 

 

 

𝑚1 𝑚2 𝑚2 

 𝑣1 ≠ 0   𝑣2 = 0  𝑣1
ˋ =

1

3
𝑣1  𝑣2

ˋ =
4

3
 𝑣1  

𝑚1 

𝑚1 𝑚2 𝑚2 

 𝑣1 ≠ 𝑣2   𝑣2 = 𝑣1 𝑣1
ˋ =

1

3
𝑣2  𝑣2

ˋ = −
5

3
𝑣2  

𝑚1 

𝑣1
ˋ =

4

3
𝑣2 

                        O 

𝑣1
ˋ =

2

3
𝑣1 

𝑣2
ˋ =

7

3
𝑣2 

                        O 

𝑣2
ˋ =

7

6
𝑣1 
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Tercer caso (𝒎𝟏 < 𝒎𝟐) 

En el tercer caso se considerará que 𝑚2 = 2𝑚1. 

• Considerando a  𝑣2 = 0 y luego reemplazando este valor en las ecuaciones (11) y 

(12) se obtiene que  𝑣1
ˋ = −

1

3
𝑣1  y  𝑣2

ˋ =
2

3
𝑣1. 

Si una masa pequeña en este caso  𝑚1 choca con otra más grande  𝑚2, la masa pequeña rebota en 

dirección opuesta a como se movía inicialmente, tal como lo indica el signo menos en la ecuación 

para la  𝑣1
ˋ , y la masa más grande se mueve en otra dirección. 

Podemos notar que la cantidad de movimiento lineal se conserva, es decir; 

𝑃𝑜 = 𝑃𝑓 

Definiendo el valor de 𝑃𝑜 y 𝑃𝑓. 

𝑃𝑜 = 𝑚1𝑣1;  𝑃𝑓 = 𝑚1𝑣1
ˋ + 𝑚2𝑣2

ˋ  

 

Ahora reemplazamos los valores de 𝑣1
ˋ , 𝑣2

ˋ  y 𝑚2. 

𝑃𝑓 = 𝑚1 (−
1

3
𝑣1) + (2𝑚1) (

2

3
𝑣1) 

 

Ordenamos los términos. 

𝑃𝑓 = −
1

3
𝑚1𝑣1 +

4

3
𝑚1𝑣1 

 

Hacemos las operaciones. 

𝑃𝑓 = 𝑚1𝑣1 

• Asimismo, vamos a considerar que las dos masas inicialmente se mueven con la 

misma velocidad y en direcciones opuestas y acercándose mutuamente, es decir, tomando 

en cuenta que  𝑣1 = −𝑣2, y reemplazando este valor en las ecuaciones (9) y (10) obtenemos 

que  𝑣1
ˋ = −

5

3
𝑣1 y 𝑣2

ˋ =
1

3
𝑣1. 

• Para finalizar consideraremos que las masas que inicialmente tiene diferente 

velocidad y se mueven en la misma dirección, teniendo en cuenta que 𝑣1  >  𝑣2 y para que 

esto ocurra el valor de 𝑣1 = 2𝑣2. 



50 

 

Usando el valor de 𝑣1 y reemplazándolo en las ecuaciones (9) y (10) nuestro resultado 

será; 

𝑣1
ˋ =

1

3
𝑣1 

 

𝑣2
ˋ =

5

3
𝑣1 


