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2. Descripcion

Trabajo de grado de la modalidad de profundizacién, asociado al grupo de investigacién Historia de las
Matematicas — Educacion Matematica (Grupo RE-MATE) de la Maestria en Docencia de la Matematica de
la Universidad Pedagdgica Nacional, el cual surge a partir de observar la dificultad que tienen estudiantes
de educacion media de una institucién educativa de Cota, Cundinamarca para abordar y solucionar
problemas de optimizacion, como una de las aplicaciones de la derivada. Como posible solucién a esta
dificultad se propone una estrategia diferente para abordar problemas tomados de la Historia de las
Matematicas y adaptados para ser llevados al aula como actividades que promuevan el desarrollo del
proceso de optimizacion en la educacién béasica secundaria y la educacién media, en la que los estudiantes
se puedan valer, no s6lo de conceptos algebraicos, sino geométricos, utilizando herramientas tecnol6gicas

(software GeoGebra), con el propésito de favorecer algunas competencias matematicas.
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4. Contenidos

Este trabajo se divide en cuatro grandes partes. En la primera, se presenta un constructo tedrico sobre el
proceso de optimizacion y se relaciona con las directrices educativas colombianas, el pensamiento
variacional, la Historia de las Matematicas, la Educacion Matematica, el desarrollo de competencias
matematicas y la tecnologia. En la segunda parte se describe la estrategia investigativa de este trabajo bajo
un paradigma cualitativo descriptivo. Ademas, se presenta el estudio realizado de algunos problemas de
optimizaciéon extraidos de la Historia de las Matematicas. La tercera parte presenta las actividades
propuestas para llevar al aula y el respectivo analisis de los resultados que se obtuvieron de su aplicacion.

Y finalmente, la cuarta seccién se dedica a las conclusiones y consideraciones finales.

5. Metodologia

El desarrollo metodoldgico de este trabajo se realiza bajo un paradigma cualitativo de tipo descriptivo,
donde se propone detallar, caracterizar y evaluar una alternativa para la ensefianza de la optimizacion,
analizando las respuestas dadas por estudiantes a unos determinados problemas, los cuales fueron extraidos
de la Historia de las Matematicas y adaptados para poder ser explorados usando tecnologia en el aula, con
el propdsito de promover el desarrollo de competencias matematicas y del proceso de optimizacion en la
educacion béasica secundaria. Adicionalmente, se realizan las siguientes cinco fases que fueran establecidas
como la ruta metodoldgica: establecimiento del marco de referencia, identificacién de problemas,
reconocimiento de las acciones bésicas, transposicion didactica e implementacion y analisis de los
resultados.

6. Conclusiones

Los problemas de la Historia de las Matematicas que permitieron incluir el proceso de optimizacion en el
aula sin necesidad de un desarrollo algebraico, son aquellos problemas cuya solucién se puede abordar con
un analisis desde la geometria plana, pues para solucionar los demas problemas analizados los estudiantes
no cuentan con las suficientes bases matematicas.

El uso del software GeoGebra fue pertinente para desarrollar las actividades, permitiendo que los
estudiantes contaran con herramientas méas detalladas para realizar la exploracion del applet y buscar una
posible solucién para cada pregunta. Sin embargo, al realizar la aplicacion de las actividades propuestas se

reflexiond sobre el uso de la tecnologia, aspectos positivos y negativos, puesto que si no se es consciente de
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las deficiencias que trae consigo, en este caso el software GeoGebra, se pueden cometer errores

conceptuales al no tener claro que dicho software maneja un sistema axiomatico diferente al que se imparte

en el aula.

Durante el desarrollo de la secuencia de actividades en el aula se evidencié que se potenciaron

constantemente algunas competencias matematicas y se reforzaron algunos conocimientos matematicos que

los estudiantes ya habian visto en cursos anteriores. Ademas, durante la implementacion en el aula de los

problemas seleccionados y adaptados, se pudo evidenciar que era necesario que los estudiantes realizaran

las cuatro acciones basicas para poder concluir lo que se esperaba con cada una de las actividades, de

acuerdo con las demostraciones presentadas por los matematicos.

Respecto a las competencias matematicas. la exploracion de los applets y la construccién de algunos de

ellos por parte de los estudiantes permitié que se desarrollara el proceso de optimizacién y, a su vez, se

evidencié que se potenciaron constantemente algunas de dichas competencias durante el desarrollo de la

secuencia de actividades como:

- Razonar y argumentar matematicamente, debido a que siempre se les hacia argumentar, en un contexto
geométrico, todas sus conclusiones e inferencias respecto a los problemas abordados.

- Manejo de simbolos y formalismo matematicos en el momento de responder las preguntas que se les
hizo con base en los problemas.

- Comunicar, tanto escrita como oralmente sus ideas y métodos de resolucién de las actividades
propuestas.

- Usar de manera adecuada las herramientas tecnoldgicas, en este caso los applets para comprender y

determinar la existencia 0 no existencia de los maximos y los minimos en las diferentes actividades.
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INTRODUCCION

En el estudio de la Historia de las Matematicas (HM) se pueden reconocer diferentes autores que
han trabajado y construido proposiciones y problemas alrededor de la optimizacién, la mayoria
de ellos con distinto grado de dificultad y en diferentes contextos, tanto matematicos como
reales. En el campo de la educacion matematica, especificamente en las practicas de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas, no ha sucedido de la misma manera, debido a que la
optimizacion suele verse explicitamente bajo una vision netamente algebraica en la asignatura de
calculo, como una aplicacion de la derivada al determinar los valores extremos de una funcion.
Al observar esto, surge una inquietud por comprobar de qué manera es posible trabajar
problemas y actividades que favorezcan el desarrollo del proceso de optimizacion en grados y
asignaturas anteriores a los cursos de célculo, de tal forma que permitan el afianzamiento de
conocimientos previos y la adquisicion de nuevos.

Este trabajo se divide en cuatro grandes partes. La primera parte titulada Optimizacion, en la que
se presenta un constructo tedrico sobre este proceso y que ademas relaciona la optimizacién con
las directrices educativas colombianas, el pensamiento variacional, la Historia de las
Matematicas, la Educacion Matematica, el desarrollo de competencias matematicas y la
tecnologia. En la segunda parte denominada Metodologia, se describe la estrategia investigativa
emergente de este trabajo basado en el paradigma cualitativo descriptivo, teniendo en cuenta
elementos de transposicion didactica y experimento de ensefianza. Ademas, se presenta una
interpretacion de las soluciones dadas a algunos problemas de optimizacién tomados de la
Historia de las Matematicas. La tercera parte titulada Descripcion y analisis de los resultados
obtenidos, presenta las actividades propuestas para llevar al aula y el respectivo analisis de los
resultados que se obtuvieron de su aplicacion. Y finalmente, se encuentra la cuarta seccion

dedicada a las conclusiones y consideraciones finales.



JUSTIFICACION

En el ejercicio profesional docente de las autoras del presente trabajo, se ha podido observar que
a los estudiantes de cursos de calculo se les dificulta abordar y solucionar problemas de
optimizacion. Esto sucede principalmente en el momento de establecer las relaciones existentes
entre las variables implicitas del problema. Ademas, a los estudiantes se les complica entender e
interpretar que, en este tipo de problemas, se esta en la basqueda de aquel valor de una de las
variables que hace maximo o minimo el valor de la otra variable. A continuacion, se puede
observar una imagen en la cual los estudiantes presentan una dificultad para determinar cual es la

funcion a optimizar, a pesar de que identifican las variables inmersas en la situacion.

Imagen 1: Evidencia de la problematica



Es por esto que surge un interés particular en promover una estrategia diferente para abordar este
tipo de problemas desde los primeros grados de la educacién bésica secundaria, en la que los
estudiantes se puedan valer, no sélo de conceptos algebraicos, sino geométricos 0 numéricos con
ayuda de recursos tecnoldgicos. Vasco (2002) afirma:
El pensamiento variacional puede describirse aproximadamente como una manera de
pensar dindmica, que intenta producir mentalmente sistemas que relacionen sus variables
internas de tal manera que covarien en forma semejante a los patrones de covariacion de
cantidades de la misma o distintas magnitudes en los subprocesos recortados de la
realidad. (p.63)
Por lo que se considera que el proceso de optimizacion apoya dicho pensamiento, puesto que los
problemas asociados a este proceso permiten el dinamismo en la estructura mental de los
estudiantes, en los que deben determinar la relacion de covariacion existente entre las variables
involucradas en el problema.
Por lo anterior, se considera que es pertinente potenciar y desarrollar el proceso de optimizacion
en la educacion basica secundaria y media. Para esto, en la HM se puede encontrar algunos
ejemplos de problemas de optimizacion, no resueltos de manera algebraica, que brindan
herramientas conceptuales y didacticas para potenciar la optimizacion como un proceso en la
escuela. Segun lo planteado por Erazo (2016), la HM permite realizar el estudio de un
determinado objeto o proceso matematico, abordando cuestiones relacionadas, entre otras cosas,
con procesos y conceptos asociados, recursos y formas de resolucion. Para el caso de este
trabajo, se reconoce la HM como un recurso de estudio de problemas de optimizacion y los

procesos asociados a su solucion.

De acuerdo con Navarro, Robles, Ansaldo y Castro (2016) el proceso de optimizacion también
puede ser introducido gracias a la potencialidad que tiene la tecnologia, puntualmente al uso del
software GeoGebra. Al disponer de un programa como GeoGebra es posible potenciar el
desarrollo de las conceptualizaciones sugeridas por diferentes autores en la solucion o
demostracion a problemas de optimizacion tomados de la HM, pues facilita recrear un ambiente
dinamico que permite la visualizacion y representacion de las relaciones de covariacion
mencionadas (Avila et al., 2013). En este sentido, GeoGebra permite que los estudiantes puedan

explorar, identificar variables, establecer relaciones, proponer y verificar conjeturas; con este



software se pueden identificar las relaciones y cambios entre los elementos de la construccién

correspondiente a un problema de optimizacion tomado de la HM.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Este proyecto surge a partir de observar la dificultad que tienen los estudiantes de grado décimo
de una institucion educativa de Cota, Cundinamarca para abordar y solucionar problemas de
optimizacion, en un curso de célculo, como una de las aplicaciones de la derivada. Dicha
dificultad se presenta en el momento en que los estudiantes intentan identificar, relacionar y
comparar las variables implicitas en el problema.

La realidad expuesta en este caso tiene al menos dos antecedentes que deberian ser de especial
atencion para la configuracion y desarrollo del curriculo en matematicas. Por un lado, los
problemas de optimizacion surgen frecuentemente en diferentes situaciones de la cotidianidad; el
ser humano siempre esta en la bdsqueda de construir algo con la menor cantidad de material
posible, obtener la maxima ganancia en un negocio, ir a un determinado lugar en el menor
tiempo posible, etc. Por otro lado, en un desafortunado contraste, tradicionalmente los problemas
de optimizacién son abordados en un corto periodo escolar en el cual no se alcanzan a estudiar
detenidamente y en profundidad, a pesar que en algunos casos se evidencia un gusto e interés en
los estudiantes por trabajarlos.

Con el fin de aportar a la solucion de la problematica, se decidi6 realizar una bldsqueda de este
proceso en diferentes directrices curriculares® colombianas. En esta revision se evidencié que en
el curriculo de matematicas no se reconoce a la optimizacion como un proceso necesario a ser
trabajado desde la educacion basica, mientras que su inclusion se limita para la educacion media,
debido a que se asocia el concepto exclusivamente a las aplicaciones de la derivada. Esta
realidad repercute en que la optimizacion no sea comprendida como un proceso relacionado a
situaciones cotidianas, no se desarrolle desde la educacion béasica y que se dificulte su
comprension, principalmente, debido a la tecnicidad con la cual se asume en la educacién media
y al escaso tiempo que se asigna para su estudio.

En consecuencia, se reconoce la necesidad de incluir en el curriculo escolar la optimizacion como

1 Una revisién inicial se realizé durante la formulacién del ante proyecto para esta propuesta; posteriormente, se
profundizé la indagacion y estudio de dichas directrices, atendiendo a la necesidad de tener como referente los
estandares curriculares en Colombia al momento de validar la pertinencia de los problemas que se seleccionaron y
las actividades que se disefiaron. Esta revision se presenta en uno de los apartados del siguiente capitulo.



un proceso a desarrollar, ya sea desde las directrices institucionales o desde los microcurriculos
que gestiona cada profesor en su aula; asociando este proceso a la resolucion de problemas
particulares que surgen en distintas ramas de las matematicas. De esta manera, se estima que es
posible prevenir o afrontar, desde el desarrollo escolar temprano y medio, algunas dificultades
que los estudiantes encuentran al intentar resolver este tipo de problemas durante los cursos
finales de la educacion béasica y media, asi como profundizar en estrategias para abordarlos.

En la necesidad de reconocer diferentes estrategias para la ensefianza de la optimizacion en la
educacion béasica y media, la HM se identifica como un elemento que puede favorecer dicha
ensefianza e inclusion, no solo como una base documental, sino como fuente de herramientas
didacticas y conceptuales para potenciar la optimizacion como un proceso en la escuela. De
manera puntual, se ha encontrado que en trabajos antecedentes como los de Guacaneme (2016) y
Erazo (2016) en los que se reporta que la HM brinda la posibilidad de encontrar problemas
matematicos que pueden ser abordados en el aula. De acuerdo con esto y con el fin de favorecer
el uso de esta estrategia de trabajo para el desarrollo de la optimizacion en la escuela, surge la
necesidad de indagar sobre ¢(Qué problemas extraidos de la Historia de las Matemaéticas
permiten incluir en el aula el desarrollo del proceso de optimizacion, favoreciendo el
fortalecimiento de competencias matematicas? A la que se pretende dar respuesta reconociendo
algunos problemas de optimizacién en la historia, estudiando su proceso de solucion mediante su
reconstruccion a la luz de herramientas conceptuales y tecnoldgicas actuales, analizando su
pertinencia en funcion del curriculo escolar colombiano y generando una propuesta de
actividades para la implementacion de estos problemas en la educacion basica secundaria y
media, en donde se logre potenciar el desarrollo de procesos matematicos asociados a la

optimizacion.

OBJETIVOS

Objetivo general

Determinar qué problemas extraidos de la Historia de las Matematicas y adaptados al curriculo
escolar, permiten potenciar la optimizacion como un proceso para el desarrollo de algunas

competencias matematicas en la educacion basica secundaria y media.



Objetivos especificos

1. A partir de fuentes histdricas, reconstruir e interpretar el proceso de solucion de
problemas matematicos asociados al proceso de optimizacién y seleccionar algunos
problemas pertinentes para su uso en el aula.

2. Disefar una propuesta de actividades para el uso de los problemas de optimizacion en la
educacion bésica y media.

3. Analizar la pertinencia de los problemas de optimizacion y de las actividades propuestas

en funcion del desarrollo de procesos matematicos asociados a la optimizacion.



ANTECEDENTES

Al realizar una busqueda de autores que hacen referencia a la inclusion de la optimizacion en el
aula, se evidencié que son pocos los trabajos que se han realizado con estudiantes de la
educacion basica primaria y secundaria. A continuacion, se presenta una breve descripcion de
algunos de estos.

Uno de los investigadores que ha promovido la inclusion del proceso de optimizacién desde los
primeros grados escolares es Uldarico Malaspina (2002), quien afirma que la optimizacion puede
desarrollarse a partir de la visualizacion y la perspectiva intuitiva para fortalecer la transicion
entre las matematicas elementales y las matematicas avanzadas. Lacasta, Malaspina, Pascual y
Wilhelmi (2009) presentan y analizan una propuesta para introducir problemas de optimizacion
en un contexto adecuado para un curso de segundo de primaria, utilizando una metodologia de
transposicion didactica. Los problemas tenian como propdésito favorecer el transito del nimero
natural a la medida, produciendo conocimiento sobre la forma en la que los problemas de
optimizacion se construyen y se comunican en una edad infantil.

Ademas, Malaspina (2008) hace su tesis doctoral enfocada en realizar un aporte tedrico sobre la
“intuicion optimizadora” en el marco del enfoque ontosemidtico de la cognicion e instruccion
matematica, en la que hace una propuesta para la inclusion de problemas de optimizacion desde
la educacion basica, de modo que en la nifiez se estimule una intuicion optimizadora sin
descuidar el rigor, como parte de una formacion cientifica integral; esto le aporta al proyecto en
la forma de ver y abordar las situaciones problema que se llevan al aula en la educacion
secundaria, sin que pierdan el potencial matematico e histérico de fondo.

Por otra parte, Elisa Esteves (2008) realiza su tesis doctoral con base en dos grandes aspectos; el
primero de ellos, un andlisis de libros histéricos a través del cual puede identificar los tipos de
problemas de optimizacion presentes en estas obras y la forma en que fueron resueltos; el
segundo aspecto, un analisis de libros escolares de matematicas que contemplan el estudio de la
derivada y de manuales educativos oficiales de Portugal en los siglos XX y XXI, identificando
de esta manera como surgen los problemas de optimizacién y como fueron abordados en
Portugal. Ella al final de su trabajo doctoral plantea algunas sugerencias para futuras
investigaciones, de las cuales se resalta la siguiente: “Desarrollar investigaciones semejantes a
nuestra investigacion para otro tipo de cuestiones matematicas” (Esteves, 2008, p.285); esta da

un sustento teorico para, a partir del analisis historico-matematico que ella realiza, hacer una



profundizacion de dichas situaciones y determinar cudles de ellas son potentes para ser
abordadas o adaptadas en la educacion escolar, fomentando el desarrollo de la optimizacion
como un proceso en el aula.

Asimismo, Encinas y Avila (2012) en su ponencia para el Comité Latinoamericano de
Matematica Educativa relatan como el uso de la tecnologia permite que se aborden los problemas
de optimizacion sin el uso de limites ni derivadas. Es de resaltar que su investigacion fue
realizada con 10 estudiantes universitarios considerados exitosos por sus profesores en un curso
de célculo. Uno de los resultados que arrojo esta investigacion fue que estos estudiantes de
ingenieria mostraron un desempefio bajo en los procesos de modelar, planear, supervisar, regular
y verificar cuando no tienen acompafiamiento del profesor. Ademas, se observo que, en la
ejercitacion de procedimientos algebraicos, los estudiantes se desenvolvieron de una mejor
manera.

En el articulo de Aldana y Gallego (2013) se muestra como algunos estudiantes universitarios
presentan dificultades para resolver problemas de optimizacion en contextos especificos que no
sean de tipo algoritmico, porque la definicién formal que ellos tienen presente de optimizacion
no permite que comprendan de una manera significativa.

Se puede ver en dos de los trabajos mencionados, que en el proceso de ensefianza de la
optimizacion se esta favoreciendo la ejercitacion algoritmica, donde no se da relevancia a los
contextos en donde el proceso surge, ni a las competencias que se pueden potenciar mediante la
resolucion de problemas de este tipo. Ademas, en los proyectos indagados se identificé que la
mayoria de ellos se desarrollan con estudiantes de los ultimos grados escolares o con estudiantes

universitarios en cursos de calculo.



OPTIMIZACION

Inicialmente se realiza una indagacion sobre el término optimizacion, encontrando que optimizar
esta formada por las raices latinas “optimus” (lo mas bueno) e “izare” (convertir en). Por lo que
optimizar, segln la Real Academia Espafiola (RAE) significa buscar la mejor manera de realizar
una actividad.

Al hacer la basqueda de la definicion de optimizacidn, no se encontraron autores que la definan
de manera explicita. Sin embargo, existen trabajos como el de Aryay Lardner (2009), quienes en
su libro de Matematicas aplicadas a la administracion y a la economia dedican un capitulo para el
estudio de conceptos y problemas, proponiendo algunos relacionados con la optimizacion vy el
bosquejo de curvas. En la seccion denominada Maximos y minimos enuncian que: “El precio
optimo (o0 mejor precio) se obtiene por medio de un proceso llamado maximizacién u
optimizacion de la funcion de utilidad” (p.535). Se observa que estos autores aluden a la
optimizacion como un proceso. De esta manera surge la pregunta ¢la optimizacion es un proceso
0 un objeto matematico? Atender esta inquietud resulta fundamental para el desarrollo de esta
propuesta puesto que de la acepcién de optimizacién y la naturaleza con la que se identifique
dependeré la seleccion de los problemas matematicos en la Historia, asi como el andlisis de la
pertinencia de dichos problemas y de las actividades propuestas en el aula para su desarrollo.
Para resolver la inquietud plateada, conviene clarificar lo que se comprende en esta propuesta

COMO un proceso y un objeto matematico.

Proceso matematico
De acuerdo con la Real Academia de la Lengua Espafiola [RAE] (2018), un proceso se define
como “conjunto de las fases sucesivas de un fendmeno natural o de una operacion artificial.”.
Ademaés, Font y Rubio (2017) afirman que las investigaciones no se han preocupado por
desarrollar un marco teérico general sobre procesos matematicos, sino que se han dedicado a
realizar otro tipo de investigaciones, es por esto que ellos proponen la siguiente definicion de
proceso matematico en el marco del enfoque ontosemidtico:
“se considera que un proceso matematico es lo que podemos inferir que ha causado una
cierta respuesta a una demanda dada. Es una secuencia de acciones que es activada o
desarrollada, durante un cierto tiempo, para conseguir un objetivo, generalmente una

respuesta (salida) ante la propuesta de una tarea matematica (entrada)” (p.2)
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Del mismo modo, Sfard (1991) menciona que “interpretar una nocidén como un proceso implica
considerarla como una entidad potencial mas que como entidad real, la cual llega a existir bajo el
cumplimiento de una secuencia de acciones™?.

De acuerdo con las definiciones de la RAE, Font y Sfard, es posible considerar la optimizacion
matematica como un proceso matematico, porque al solucionar problemas, en contextos tanto
matematicos como reales, siempre se esta trabajando una secuencia de pasos o0 acciones con el fin
de obtener un resultado, que, en este caso, es determinar cual es el éptimo de una determinada

situacion.

Objeto matematico

Los objetos matematicos dependen del idioma y la cultura (Font, Godino y Gallardo, 2013),
debido a que emergen de un sistema de practicas humanas, construidas progresivamente, dentro
de contextos, comunidades, culturas o instituciones particulares y mediados por herramientas
linguisticas que pueden ser dotados por diferentes significados a partir de la actividad reflexiva.
Cabe sefalar que para Godino (2002) un objeto matematico es todo lo que puede ser indicado,
sefialado o de lo cual se puede hacer referencia, cuando se hace, comunica o aprende
matematicas. Asimismo, Avila, Ibarra y Grijalva (2010), conciben un objeto matematico como
herramientas conceptuales que surgen y se desarrollan a través de su uso. Ademas, para Sfard
(1991) un objeto significa poder hacer referencia a él como si fuera una cosa real, reconocer la
idea y manipularla como una totalidad.

De lo anterior, se concluye que un objeto matematico es un ente del que se puede hacer
referencia y que se puede manipular como algo real cuando se realiza una actividad matematica.
Por lo tanto, la optimizacion no es un objeto matematico, debido a que no es posible usarla como
si fuera algo real, puesto que implica una secuencia de pasos para encontrar la solucion a un
determinado problema.

Retomando la construccion teorica de la optimizacion, en la cual se reconoce que la mayoria de
los autores que trabajan sobre optimizacion definen los Problemas de Optimizacion. En primer
lugar, Pinto Carvalho (2003) citado por Malaspina (2008) hace referencia a la optimizacion

como “los tipos de problemas que involucran la eleccion de la mejor opcion entre un conjunto de

2 Traducido de Sfard, A. (1991) On the dual nature of mathematical conceptions: Reflections on processes and
objects as different sides of the same coin. (p. 4)
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alternativas™, donde se hace referencia a la necesidad de acudir a una funcion que debe ser
maximizada o minimizada para dar solucién a una determinada situacion. En segundo lugar,
Soares (2005) afirma que:
“La optimizacion (matematica), también conocida como programacion matematica, es un
area de matematicas que ha tenido un crecimiento explosivo a pesar de poseer una historia
relativamente reciente. Basicamente, esta area se refiere a la caracterizacion y demanda de
minimos, o maximos, de una cierta funcion en un determinado conjunto, generalmente
definido por ecuaciones e inecuaciones algebraicas™
Refiriéndose a la optimizacion como la caracterizacion de puntos minimos y maximos de una
funcion. En tercer lugar, Stewart (2007) en su libro Calculo diferencial e integral dedica una
seccion titulada Problemas de optimizacion, para explorar y proponer diferentes situaciones
donde menciona que:
“Los métodos para hallar valores extremos que hemos aprendido en este capitulo tienen
aplicaciones practicas en muchas areas de la vida. Una persona de negocios quiere minimizar
los costos y maximizar las utilidades. El principio de Fermat, en éptica, afirma que la luz
sigue la trayectoria que le toma menos tiempo. En esta seccidn y en la siguiente resolveremos
problemas como los de maximizar areas, volimenes y utilidades, y minimizar distancias,
tiempos y costos”. (p. 306)
En esta descripcion se puede observar que establece una relacion directa entre el concepto de
optimizacion y la accién de maximizar o minimizar una funcién. En cuarto lugar, segtn Collete
y Siarry (2002) un problema de optimizacion se define como:
“la busqueda del minimo o maximo (del 6ptimo) de una funciéon dada. También podemos
encontrar problemas de optimizacién para los cuales las variables de la funcion a optimizar
estan obligadas a evolucionar en una cierta parte del espacio de busqueda. En este caso, hay
una forma particular de lo que se llama un problema de optimizacion de restricciones.”
En esta definicion centran la atencion en la busqueda del minimo o maximo de una determinada

funcion.

3 Malaspina, U. (2008). Intuicion y rigor en la resolucion de problemas de optimizacién. Un andlisis desde el
enfoque ontosemiotico de la cognicidn e instruccion matematica. (p.17). Traduccién libre realizada por Maria
Fernanda Ramos y Nury Andrea Rodriguez en el marco del desarrollo del trabajo de grado

4 Traducido de Soares, J (2005). Optimizacdo Matematica. (p.1)

® Traducido de Collette, Y.y Siarry, P. (2002). Optimisation multiobjectif. (p.15)
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Teniendo en cuenta las diferentes definiciones encontradas en la literatura y el andlisis realizado
respecto a los procesos y los objetos matematicos, para este trabajo se define la optimizacién
como un proceso que implica la busqueda de la solucion de un problema relacionado con
maximizar o minimizar el valor de uno de los elementos que presentan una variacién o cambio en
una situacion en contextos matematicos o reales. Para esa busqueda es conveniente que los
problemas se presenten, no solo de manera algebraica (funciones, ecuaciones e inecuaciones),

sino de manera geométrica (estatica o dinamica) o numérica (estimacion o tanteo).

La Optimizacion en las directrices educativas en Colombia

Si bien, en Colombia no hay un unico curriculo que deba ser atendido por todas las instituciones
educativas, existen los Lineamientos y Estandares Curriculares emanados por el Ministerio de
Educacion Nacional (MEN), ademas de los Derechos Basicos de Aprendizaje (DBA); los cuales
deben orientar las practicas educativas y sirven como punto de referencia para la construccion de

los curriculos en escuelas y colegios.

En una revision preliminar a este trabajo, se encontrd una poca inclusion del proceso de
optimizacion en las politicas educativas y en consecuencia en las practicas de ensefianza y
aprendizaje. Esta revision se profundizo6 con el fin de identificar algunas directrices asociadas a
dicho proceso y de esta manera, contar con un marco de referencia que permita identificar
algunos momentos en el curriculo en los cuales es posible desarrollar procesos asociados a la
optimizacion. Tras realizar esta basqueda de manera cronoldgica, se encontraron las siguientes

directrices establecidas por el MEN:

1. Decreto 0075 de 1951, en el cual, se adopta el Plan de Estudios para la ensefianza secundaria
y se dictan otras disposiciones. Se describe la intensidad horaria de cada una de las materias

que se deben orientar en cada grado escolar.



13

ANO SEXTO

I- Para bachillerato (todos):

Fisica

Quimica

Filosofia

Castellano Superior

Literatura Colombiana

Historia de Colombia (curso superior)
Inglés

e b b b B B B

Los alumnos gue van para Derecho, Filologia o Filosofia v
Letras, cursarin 4 horas semanales de latin 4

II- Para intensificacion de materias, consulta de bibliotecas,
Estudio organizado, etc. 5 5

Figura 1. Plan de estudios sexto afio. Tomado de MEN (1951)

Es de resaltar que en sexto afio de bachillerato (grado once) no se tiene en cuenta el area de

matematicas, a pesar de que si esta establecida para los grados anteriores.

Decreto 45 de 1962, por el cual se establece el ciclo basico de educacion media, se
determina el plan de estudios para el bachillerato y se fijan el calendario y las normas para

evaluar el trabajo escolar.

1" v 27 Cursos: Aritmética y nociones de Geometria.

3%y 4" Cursos: Algebra y Geometria.

3% Cursos; Trigonometria y elementos de Geometria Analitica.
6° Cursos: Iniciativa al andlisis matematico.

Figura 2. Plan de estudios bachillerato. Tomado de MEN (1962)
En este decreto no se menciona qué tematicas se deben abordar en cada asignatura,
solamente se establece las areas de las matematicas que se deben profundizar en cada uno de

los cursos.

Decreto 080 de 1974, mediante el cual se deroga el Decreto 045 de 1962 y se establecen
disposiciones para la Educacion Media (basica secundaria y media), sus propo6sitos y un plan

minimo fundamental de educacion.
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Areas Asignaturas Grados (Horas-— clase)
I II m v Vv VI
Ciencias Naturales . . . ... ... ... 3 3 3 3
Quimica . . 3 3
Fisica . . . . . . 3 3
Matematicas . . .. ... ... ... ........... 5 5 5 5 3 3
Educacion Fisica . . .. .. ... .. ... ... 2 2 2 2 2 2
Educacion Estética . ... . ... ... ... 2 2 2 2 2 2
WVocacionales y Téemcas .. .. ... ... ............ 4 4 - B 5 5
Intensificaciones (Optativas) .. ... .............. 5 5 5 - - -
35 35 35 35 35 35

Figura 3. Plan minimo fundamental para la Educacion Media. Tomado MEN (1974)

En este plan se puede ver como las matematicas tienen una intensidad horaria importante en

todos grados, aunque no se hacen explicitas las tematicas a trabajar.

Resolucidn 277 de 1975, en la cual se adopta un programa de estudio en la educacion media,

para las areas de matematicas, estudios sociales, idiomas, ciencias, educacion estética y

educacion fisica.
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Unidad N* 4 - Cilculo Diferencial

4 1. Objetivos Especificos:
4.1.1. Que el alumno se capacite en el estudio del
Cileulo Diferencial, para abordar problemas en las di-

fercates ramas de la Ciencia g
4.0.2. Que desarrolle la capacidad de abstraccién y

razonamiento logico 4 Be
4.1.3. Que interprete los principios fun@amentales del

Analisis d
4.1.4. Cue se prepare adecuadamente para 2| estudio

superior dc los problemas cientfficos y tacnicos

4 2 Contenido:

2.1. Introduccién histdrica

2.2. Un problema relativo a la velocidad instantanea
.2.3. Dervada de una Funcién

.2.4. Algebra de derivadas

2.5. Interpretacién geométrica de la dervada

2.6. Diferentes notaciones para la derivada :
2.7. Derivadas para las Funciones trigonométricas
2.8. Regla de la Cadena para derivar. Funciones

compuestas
4.2.9. Cilculo de ecuaciones de tangentes y normales

4.2.10. Aplicaciones de la Regla de la Cadena. Coe-
ficientes de vanacion ligados, y diferenciacién mplfcita

4.2.11. Derivada de la Funcién logarftmica
4.2.12. Derivada de la Funcién exponencial.

4.2.13. Aplicacién de la derivada para cilculo de valores
extremos de Funciones

4.2.14. Cruterio de la segunda derivada para cdiculo de
valores extremos. Puntos de inflexién y concavidad

4.2.15. Derivada de las Funciones trigonométricas
inversas

Figura 4. Programa de estudio Calculo Diferencial. Tomado de MEN (1975)

En cuanto al programa de matematicas se establecen grupos de objetivos y de contenidos
para abordar en cada uno de los grados de sexto a undécimo. Cabe resaltar que para el curso
VI (undécimo) denominado Analisis Matematico en la unidad No.4 que se encarga de
estudiar el calculo diferencial, aparece un contenido denominado “Aplicacion de la derivada
para valores extremos de Funciones”, el cual se considera como un estudio de la

optimizacion al encontrar los valores maximos o minimos de una funcién.

Lineamientos Curriculares para el area de matematicas (1998), estos pretenden atender la
necesidad de orientaciones y criterios nacionales sobre los curriculos, sobre la funcion de las
areas y sobre nuevos enfoques para comprenderlas y ensefiarlas. Estos lineamientos
consideran tres grandes aspectos para organizar el curriculo de matematicas, que se

describen a continuacion:
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e Procesos generales, en el que se encuentran el razonamiento, resolucion de problemas,
comunicacion, modelacién y elaboracién, comparacion y ejercitacion de
procedimientos.

e Conocimientos basicos, estos son aquellos que intervienen con procesos especificos que
desarrollan el pensamiento matematico y los sistemas propios de las matematicas. Estos
son, el pensamiento numeérico y sistemas numéricos, el pensamiento espacial y sistemas
geométricos, pensamiento métrico y sistemas de medidas, pensamiento aleatorio y los
sistemas de datos y por altimo el pensamiento variacional y sistemas algebraicos y
analiticos.

e Contexto, este tiene que ver con los ambientes que rodean al estudiante y que le dan
sentido a las matematicas que aprende, puede ser de las mismas matematicas, de la vida
diaria o de las otras ciencias.

6. Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (2006), son una guia disefiada para los
docentes donde se plantea lo que los estudiantes deben saber y saber hacer con lo que
aprenden en las areas fundamentales del conocimiento de Lenguaje, Matematicas, Ciencias
y Ciudadanas. Un estandar es un criterio que permite determinar si un estudiante, una
institucion o el sistema educativo cumple con unas expectativas comunes de calidad, y
evalUa los niveles de desarrollo de las competencias que van alcanzando los estudiantes a lo
largo de la vida escolar.

Una competencia bajo la vision de los estandares se define como el “conjunto de

conocimientos, habilidades, actitudes, comprensiones Yy disposiciones cognitivas,

socioafectivas y psicomotoras apropiadamente relacionadas entre si para facilitar el
desempefio flexible, eficaz y con sentido de una actividad en contextos relativamente nuevos

y retadores” (MEN, 2006, p.49). Es por esto que las competencias matematicas requieren de

diversos ambientes y estrategias de aprendizaje donde se aborden situaciones problema

significativas y comprensivas para los estudiantes asegurando su avance.
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PENSAMIENTO VARIACIONAL Y
SISTEMAS ALGEBRAICOS Y ANALITICOS

o Utilizo las técnicas de aproximacion
&1l Procesos ininitos NUmMencos

e |Interpreto la nocién de derivada
como razon de cambio y como va-
lor de la pendiente de la tangente
a una curva v desarrollo métodos
para hallar las derivadas de algunas
funciones basicas en contextos ma-
tematicos y no matematicos

* Analizo las relaciones y propiedades
entre las expresiones algebraicas v
las graficas de funciones polinémi-
cas y racionales y de sus derivadas

¢ Modelo situaciones de variacion
periodica con [unciones trigono-
métncas e mterpreto v utilizo sus
dernvadas

Figura 5. Estandares para el pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analiticos. Grado 11.
Tomado de MEN (2006)

Los estandares estan organizados por grupos de grados y de acuerdo con los tipos de
pensamiento matematico. Cada estandar estd formulado de acuerdo con los procesos
generales, los conceptos y procedimientos matematicos, y los contextos. En el grupo de
estandares establecidos al terminar el grado undécimo se puede identificar en el pensamiento
variacional y sistemas algebraicos y analiticos como la optimizacién apunta al trabajo de la
interpretacion de la derivada como una razon de cambio de algunas funciones en diferentes

contextos.

Derechos Basicos de Aprendizaje Matematicas (MEN, 2017), son una cartilla mediante la
cual se dan a conocer los aprendizajes estructurantes para cada grado de la educacion escolar
y en unas determinadas éareas; entendiendo los aprendizajes como el conjunto de
conocimientos, habilidades y actitudes en un contexto cultural e histérico. Cada Derecho
Basico de Aprendizaje se estructura mediante un enunciado, unas evidencias de aprendizaje

y algunos ejemplos de lo que se espera trabajar.
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Q utiliza 1a derivada para estudiar la variacion y
relaciona caracteristicas de la derivada con
caracteristicas de la funcion.,

O Relaciona caracteristicas algebraicas de las
funciones, sus gréficas y procesos de aproximacion
sucesiva.

Q Calcula derivadas de funciones.

Figura 6. DBA para el grado 11. Tomado de MEN (2017)

Para grado 11° el octavo enunciado hace referencia al uso de la derivada y de sus
propiedades en la resolucion de problemas, aqui se puede identificar como la derivada se
utiliza para determinar propiedades de una situaciéon matematica o real (maximos y minimos

de una funcién).

De acuerdo con lo establecido en cada una de las directrices educativas en Colombia, se
reconoce que el proceso de optimizacién no es incluido de manera explicita en ninguno de estos
documentos. Sin embargo, se hace alusion al célculo de puntos maximos y minimos asociado a

una de las aplicaciones de la derivada.

Cabe recordar que en los lineamientos curriculares (actualmente vigentes) se presentan tres
grandes aspectos para organizar el curriculo: procesos generales, conocimientos béasicos y
contextos; teniendo en cuenta estos aspectos se puede afirmar que la optimizacion es un proceso
importante en la escuela y se debe incluir no solo implicitamente, como se ha venido haciendo,
sino de manera explicita por tres razones. La primera de ellas es porque la optimizacion
desarrolla los cinco procesos generales de las matematicas, debido a que en la busqueda de la
solucion a una determinada situacion en contextos matematicos o reales es necesario que el
estudiante razone de manera adecuada para interpretar el problema de optimizacion al cual se
esta enfrentando, para darle solucion a traves de la modelacion, elaboracion y comparacion de
procedimientos, comunicando de manera correcta su proceso de resolucion. La segunda porque

el proceso de optimizacion desarrolla el pensamiento variacional y sistemas algebraicos y
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analiticos debido a que, en este tipo de problemas, sin importar el contexto en que se den, existe
dependencia entre las variables involucradas. Ademas, segun los lineamientos “el significado y
sentido acerca de la variacion puede establecerse a partir de las situaciones problemaéticas cuyos
escenarios sean los referidos a fendémenos de cambio y variacion de la vida practica” (MEN,
1998, p. 51), como lo hacen los problemas de optimizacion. En tercer lugar, la optimizacion y

sus diferentes tipos de problemas apoyan la diversidad de contextos en los mismos.

Optimizacion y pensamiento variacional

El pensamiento variacional esta relacionado con reconocer, percibir, identificar y caracterizar la
variacion y el cambio en diferentes contextos, ademas de describir, modelar y representar en
distintos sistemas o registros simbolicos (MEN, 2006). Este pensamiento tiene como proposito
principal la modelacion debido que al resolver problemas se debe hacer primero un modelo de la
situacion donde las variables covarien en forma semejante a las de la situacién problematica
(\Vasco, 2002).

Por otro lado, la optimizacion es un proceso que desarrolla el pensamiento variacional, puesto
que para solucionar problemas asociados a este proceso es necesario determinar aspectos de la
variacion como lo que cambia y lo que permanece constante, las variables que intervienen en la
solucion del problema, las posibles relaciones entre esas variables y el momento en que una de
las variables hace maximo o minimo el valor de otra. Segin el MEN (2006), este pensamiento es
lento y complejo de desarrollar, pero es indispensable que se realice una caracterizacion de los
elementos que presentan una variacion o cambio, el campo de variacién de cada uno y las
relaciones que se presentan entre las variables.

Ademas, la geometria es uno de los escenarios de las matematicas para reconocer y describir
regularidades o patrones presentes en las situaciones problemaéticas. Este escenario permite
introducir procesos infinitos en contextos geométricos, explorando y describiendo la relacion
existente entre las magnitudes que intervienen en la situacion por medio de gréficas y modelos,
puesto que hace posible el estudio dindmico de la variacion, con el fin abordar los aspectos de la
dependencia entre variables, gestando la nocion de funciéon como dependencia.

Con lo anterior, se decide abordar y desarrollar el proceso de optimizacion a partir de problemas
cuya solucién esta ligada a la geometria plana, pues asi, se pueden incorporar actividades donde

el estudiante explore y modele una determinada situacion con el fin de potenciar el proceso de
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optimizacion en la educacion basica secundaria y media, sin hacer uso, de manera explicita, de
conceptos propios de calculo y haciendo énfasis en la variacion y el cambio.
El desarrollo de la variacion y el cambio se puede iniciar de manera temprana en el curriculo de
matematicas debido a que “el significado y sentido acerca de la variacion puede establecerse a
partir de las situaciones problematicas cuyos escenarios sean los referidos a fenomenos de
cambio y variacion de la vida practica” (MEN, 1998, p.50). Ademas, en el estudio de la
variacion es necesario la identificacion de variables, reconociendo las magnitudes y medidas de
las cantidades asociadas; esta variacion se encuentra en contextos de dependencia entre variables
0 en contextos donde una misma cantidad varia. Estos conceptos promueven en el estudiante
actitudes de observacion, registro y utilizacion del lenguaje matematico.
Al estar la modelacién contenida en el pensamiento variacional, Vasco (2002) esquematiza
varias fases 0 momentos, no necesariamente secuenciales y con muchos caminos de
realimentacion, para evidenciar el proceso de modelar.

e Momento de captacion de patrones de variacion: lo que cambia y lo que permanece

« Momento de creacién de un modelo mental

e Momento de echar a andar el modelo

e Momento de comparar los resultados con el proceso modelado

« Momento de revision del modelo
Lo anterior se puede resumir en tres grandes acciones que se deben realizar para desarrollar el
pensamiento variacional. La primera accion es la identificacion de las variables involucradas en
la situacion problémica. La segunda, implica establecer las relaciones que existen entre las
variables y finalmente, la tercera accion que se debe desarrollar es la comparacion de los valores
que toma cada una de las variables y la dependencia que existe entre las mismas.
En concordancia con la definicion dada en este trabajo sobre optimizacion, proceso que implica
la busqueda de la solucion de un problema relacionado con maximizar o minimizar el valor de
uno de los elementos que presentan una variacién o cambio en una situacién en contextos
matematicos o reales, se puede afirmar que el pensamiento variacional estd inmerso en el
desarrollo del proceso de optimizacion, debido a que las tres acciones descritas en el parrafo
anterior se deben desarrollar para poder dar solucién a un problema de optimizacion.
Adicionalmente, se afiade una cuarta accidén basica necesaria para poder encontrar un valor

maximo o minimo de alguna de las variables inmersas en el problema, esta accion basica se
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puede sintetizar como: determinar el momento donde una de las variables hace maximo o
minimo el valor de otra. En la siguiente tabla se plasman las cuatro acciones del proceso de
optimizacion en relaciéon con los momentos que se deben transitar para desarrollar pensamiento

variacional mediante la resolucién de problemas:

Momentos Acciones basicas

Momento de captacidn de patrones de | Identificar las variables involucradas en el

variacion problema

Momento de creacion de un modelo

mental . ) i
Establecer las relaciones entre dichas variables

Momento de echar a andar el modelo

Momento de comparar los resultados

con el proceso modelado Comparar los diferentes valores que puede tomar

cada una de las variables

Momento de revision del modelo

(Momento propio del proceso de | Determinar el momento donde una de las variables

optimizacion) hace maximo o minimo el valor de otra

Tabla 1: Acciones basicas
Historia de las Matematicas - Optimizacion

La HM juega un papel muy importante en el desarrollo de este trabajo, debido a que, segun
Guacaneme (2016) existen cuatro dmbitos de interpretacion de la relacion Historia de las
Matematicas - Educacién Matematica (HM-EM) desde la produccién del campo de la Educacion
Matematica, estos cuatro &mbitos son: la Historia de las Matematicas en la ensefianza de las
Matematicas, la Historia de las Matematicas en las investigaciones del campo de la Educacion
Matematica, la Historia de las Matematicas en la educacion del profesor de Matemaéticas y la
Historia de la ensefianza de las Matematicas. La presente propuesta apunta al primer ambito,
donde la HM interviene en la ensefianza de las matemaéticas, centrando la atencion en dos

aspectos. El primero de ellos, hace referencia a como la HM puede ser usada con el fin de
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abordar el proceso de optimizacion; de tal forma, se seleccionan problemas de la historia para ser
adaptados e incluidos en las clases de matematicas aportando al desarrollo y fortalecimiento de
competencias matematicas asociadas a la variacién, el cambio y la optimizacion.

Teniendo en cuenta los usos especificos de la HM en la educacion en Matematicas propuestos
por Erazo (2016), en este trabajo se usa la HM para:

e Incorporar acciones especificas en el aula de clase, debido a que se propondran
actividades especificas para aplicar en un determinado grado escolar.

e Ampliar la comprensién de los objetos matematicos, puesto que se pretende brindar
una herramienta que favorezca la comprension del proceso de optimizacion en los
estudiantes.

El segundo aspecto en el que la HM interviene en la ensefianza de las matematicas hace
referencia a como la HM “permea” (Guacaneme, 2016) la educacion en matematicas al
emplearla como un criterio orientador en la estructuracion de una propuesta de innovacion
curricular, en el caso de este trabajo, es el introducir una dimension histérica al desarrollo del

proceso de optimizacion en el aula.

Historia de las Matematicas y Educacién Matematica

En el campo de la educacién matematica se han realizado diferentes investigaciones alrededor
del uso de la HM como un instrumento mediador de los procesos de ensefianza y aprendizaje en
el aula. De acuerdo con Sorando (2005), una perspectiva histérica enriquece el aprendizaje de las
matematicas en el momento de relacionar la Historia y las Matematicas bajo tres enfoques
diferentes. El primero es la HM, que consiste en recrear procesos de pensamiento que llevaron a
la solucidn de algun problema o el origen de un concepto. El segundo enfoque hace referencia a
cémo las matematicas han estado presentes en la Historia, puesto que el avance de las
Matematicas ha influenciado la transformacion y el desarrollo de la sociedad. El tercer enfoque
que relaciona las Matematicas con la Historia, consiste en presentar la historia de los
matematicos a los estudiantes pues esto permite mostrar su lado humano y las anécdotas de cada
una de sus vidas.

Segun Gonzalez (2004) la HM permite enriquecer la ensefianza de las matematicas y su

integracion con otras ciencias que constituyen la cultura. Ademas, permite brindar una vision
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panoramica de los problemas, favoreciendo la comprension profunda de estos, mostrando el
contexto del que provienen, las cuestiones que resuelven, las reformulaciones que sufren y todas
las fuentes de informacion que la historia pueda dar. Ademaés, Lupiafiez (2002) afirma que
rescatar problemas que estuvieron abiertos durante muchos afios 0 que aun no se han logrado
resolver amplia la vision que se tiene de las matematicas como un ente cerrado e inmutable,
puesto que los problemas histéricos dan lugar a distintos conceptos que se trabajan en clase.

Se puede observar como los tres autores anteriormente mencionados aluden a la importancia de
incluir problemas de la historia en las clases de matematicas, porque no solo permiten
profundizar contenidos y procesos, sino que permiten enlazar con los contextos donde surgieron,
los matematicos que los abordaron y las diferentes soluciones que se les han dado a lo largo de la
historia.

Otros autores también destacan el uso de la HM como un elemento importante en el aula, como
Barbin (1991) quien argumenta que la lectura de textos originales permite al profesor o al
alumno estudiar la naturaleza de la actividad matematica en sus diversas facetas: analizar el
papel de los problemas, de las pruebas, de las conjeturas, de los errores en la construccién del
conocimiento matematico, etc. Ademas, la lectura de textos antiguos también es una manera de
acceder a los conceptos epistemoldgicos y filosoficos que impregnan los textos matematicos.
Menciona que es posible estudiar el contexto cientifico, filosofico, cultural y social en el que se
elabord el conocimiento matematico, y ver los aspectos culturales del conocimiento matematico
mediante un enfoque interdisciplinario. En este articulo también se presenta un apartado en el
que se hace referencia a la integracion de la Historia y Filosofia de las Matematicas en el
Curriculo Central de los Cursos de Matematicas desde un punto de vista cultural y humanistico.
También Fauvel (1991) presenta algunas razones para usar la historia en la educacion
matematica, como: ayudar a aumentar la motivacion para aprender, dar a las matematicas un
rostro humano, tomar la evolucién histérica para ordenar la presentacién de temas en el
curriculo, mostrar a los alumnos cémo el desarrollo de los conceptos ayuda a su comprension,
cambiar la percepcion de los alumnos sobre las matematicas, comparar lo antiguo y lo moderno
estableciendo el valor de las técnicas modernas, ayuda a desarrollar un enfoque multicultural,
proporcionar oportunidades para las investigaciones, estudiar los obstaculos del pasado dando
explicacion a lo que hoy en dia los estudiantes encuentran dificil, ayudar a que los alumnos se

sientan comodos al darse cuenta de que no son los unicos con problemas, animar a los
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estudiantes mas rapidos a mirar mas alla, ayudar a explicar el papel de las matematicas en la
sociedad, hacer que las matematicas sean menos atemorizantes, explorar la historia manteniendo
el propio interés y entusiasmo por las matematicas y brindar la oportunidad de trabajar en forma
interdisciplinaria con otros maestros o materias.

Adicionalmente, Perkins (1991) concluye que la historia de las matematicas tiene mucho que
ofrecer, proporcionando oportunidades para desarrollar la creatividad de los estudiantes y el buen
estilo en la solucion de problemas. Ademas, considera que con la Historia de las Matemaéticas se
pueden hacer clases mas interesantes y exitosas.

Asimismo, Ernest (1998) expone algunas razones por las cuales el usar la HM en las clases es
una buena idea, puesto que ayuda a incrementar la motivacion para aprender en los estudiantes,
hace que las matematicas sean menos atemorizantes y cambia su perspectiva y recepcion hacia
las mismas. También la HM muestra que las matematicas son una disciplina multicultural y que
la resolucion de problemas es una herramienta muy importante en el aprendizaje y en la historia,
porque introduce a los estudiantes en una teoria de redes y abre sus 0jos para que reconozcan el
valor de las matematicas.

Al mismo tiempo, Marshall y Rich (2000) muestran el papel de la historia en una clase de
matematicas, junto con los puntos de vista de algunos autores y grupos de investigacion, basados
en experiencias de aula. El uso de la historia muestra que las matematicas son creaciones
humanas, y promueve actitudes positivas en los estudiantes hacia las clases, motivando su
aprendizaje, expandiendo su concepcion de las matematicas, e impulsando la comunicacion,
conexion y valoracion de informacion matematica historica. Ademas, los autores muestran
diferentes caminos o estrategias para incluir la HM en el aula, como lo son juegos, biografias,
fuentes originales, entre otros.

Paralelamente, Wilson y Chavout (2000) se encargan de mostrar una estrategia para usar la
historia en la ensefianza de las matematicas y exponen algunos beneficios que trae el integrar la
historia y la instruccion matematica. Algunos de estos beneficios son: agudiza habilidades de
resolucion de problemas, brinda bases para una mejor comprension, ayuda al establecimiento de
conexiones matematicas, y destaca la interaccion entre las matematicas y la sociedad. La HM
puede brindar diferentes herramientas para la resolucién de problemas, variedad de algoritmos y
técnicas de solucion. También contribuye a la comprension de conceptos en los estudiantes, por

medio de conexiones entre topicos, culturas, regiones, épocas y diferentes disciplinas.
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Finalmente proponen una estrategia para ayudar a los profesores a integrar la historia en sus
practicas de aula, la cual se basa en tres preguntas que estan muy conectadas: ¢Quién hace
matematicas? ;Como se hacen las matemaéticas? y ¢ Qué son las matematicas?

Teniendo en cuenta los aportes realizados por cada uno de los autores mencionados
anteriormente, se puede concluir, en primer lugar, que la HM aporta los elementos necesarios
para el desarrollo de este trabajo, como lo son los problemas, sus demostraciones y los posibles
errores que esas puedan tener para comprender por qué los estudiantes presentan dificultades al
abordar la optimizacion. Ademas, la HM permite realizar intervenciones en el aula interesantes y
exitosas.

En segundo lugar, la HM posibilita un cambio en la vision que tienen los estudiantes hacia las
matematicas y en las actitudes hacia el aprendizaje, debido a que fortalece su comprension vy las

estrategias que emplean al resolver un problema.

La Optimizacion y el desarrollo de competencias

La resolucion de problemas de optimizacion en el ambito educativo es una actividad matematica
que aporta al desarrollo de competencias matematicas, y estas a su vez contribuyen al desarrollo
de competencias ciudadanas. Esta relacion se evidencia a partir del estudio de las conexiones
existentes entre Educacién Matematica y ciudadania. Algunos autores como Rico (2006), Niss
(2003) y Alsina (2010) reconocen a las competencias matematicas como parte esencial de la
formacion ciudadana, dentro de estas competencias se encuentra la resolucion de problemas, la

cual actualmente es reconocida como parte fundamental de la educacién matematica escolar.

Inicialmente se presentan diferentes definiciones sobre los términos competencia matematica y
competencia ciudadana. En primer lugar, el Ministerio de Educacién Nacional (2006) define ser
competente matematicamente como “el saber qué, el saber qué hacer y el saber como, cuando y
por qué hacerlo” (p. 50), esto implica tener la capacidad de usar los conocimientos para la
realizacion de una accion o producto (abstracto o concreto) en un momento determinado.
Ademés, el MEN (2004) relacionando las competencias con la ciudadania, define las
competencias ciudadanas como ‘“el conjunto de conocimientos y de habilidades cognitivas,
emocionales y comunicativas que, articulados entre si, hacen posible que el ciudadano actle de
manera constructiva en la sociedad democréatica” (p. 8). De acuerdo con estas definiciones ser

matematicamente competente implica el desarrollo de algunas competencias ciudadanas, puesto
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que, al saber qué, como y cuando realizar una accion en una determinada situacion matematica
y/o real, se ponen en juego conocimientos matematicos, y habilidades afectivas y comunicativas,
que aportan al crecimiento cooperativo en la sociedad, demandando la participacion activa del
ciudadano dentro de su comunidad.

A esto se afiade la definicion de competencia matematica o alfabetizacion matematica de los
escolares de acuerdo con el proyecto PISA/OCDE que presenta Luis Rico (2006): “capacidad
individual para identificar y comprender el papel que desempefian las matematicas en el mundo,
emitir juicios bien fundados, utilizar las matematicas y comprometerse con ellas, y satisfacer las
necesidades de la vida personal como ciudadano constructivo, comprometido y reflexivo” (p.49).
Complementando asi la nocién que se tiene de la relacion entre las competencias matematicas
con las ciudadanas, ya que se evidencia que la dimension personal también es un factor
importante en la formacion del ciudadano, que es capaz de justificar y reflexionar, a través de las

matematicas, las posturas y decisiones que toma en su vida.

Por otro lado, Niss (2003) afirma que una competencia matematica es “la habilidad de entender,
juzgar, hacer y usar las matematicas en una variedad de intra y extra-contextos matematicos”
(p.218). Niss propone ocho competencias, basadas en lo establecido en el proyecto PISA/OCDE,
para formar ciudadanos alfabetizados mateméaticamente. Estas competencias, que se describen a
continuacion, hacen referencia a procesos mentales, fisicos o comportamentales de lo que el

estudiante es capaz de hacer con sus conocimientos y destrezas matematicas:

1. Pensar matematicamente: Esta competencia se refiere a los modos matematicos de
pensamiento, aplicacion de la forma del pensamiento cuantitativo y logico en la vida
cotidiana. Comprender conceptos y enunciados, abstraer, intuir, relacionar conceptos,
generalizar propiedades, criticar, plantear y resolver preguntas.

2. Plantear y resolver problemas matematicos: Los problemas ofrecen un genuino
entrenamiento para ser competentes matematicamente, ya que es una actividad implicita
o0 explicita en la vida social, es una oportunidad para relacionar la matematica escolar con
la vida cotidiana; esta competencia hace referencia a que se identifiquen, planteen,
especifiquen y resuelvan diferentes tipos de problemas en diferentes contextos.
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3. Modelar matematicamente (construccién y analisis de modelos): Esta competencia tiene
que ver con realizar, validar, analizar y criticar modelos de una determinada situacion, es
decir, ir del modelo a la realidad modelada y de la realidad al modelo (matematizar).

4. Razonar y argumentar matematicamente: Comprender los conceptos, argumentos y
declaraciones a través de las propias demostraciones, con la capacidad de traspasar el
rigor disciplinar y el sentido critico a los razonamientos cotidianos; desarrollar
argumentos matematicos formales e informales.

5. Representacion: Entender y utilizar diferentes tipos de representaciones de objetos,
fendmenos y situaciones matematicas, comprendiendo las relaciones entre dichas
representaciones.

6. Manejo de simbolos y formalismo matematicos: Usar, interpretar y manejar el lenguaje
matematico simbdlico y formal, estableciendo relaciones con el lenguaje natural.

7. Comunicacion: Comprender diferentes registros lingiisticos sobre un asunto matematico;
saber explicar ideas y métodos, usando diferentes recursos expresivos (orales, visuales o
escritos).

8. Uso adecuado de ayudas y herramientas: Conocer las caracteristicas, propiedades,
alcances y limitaciones de diferentes tipos de herramientas y ayudas para la actividad
matematica, y ser capaz de usarlos reflexivamente.

De esta manera al considerar la optimizacion como el proceso de resolucion de problemas
relacionados con maximizar 0 minimizar, se evidencia que se potencia directamente la segunda
competencia que hace referencia a la actividad de plantear y resolver problemas en diferentes
contextos, y a partir de esta se favorecen las demas competencias. EI pensar matematicamente se
promueve al comprender y relacionar conceptos y enunciados de los problemas; el modelar
situaciones, al validar y analizar las situaciones presentadas y poder establecer un modelo para
resolverlas; el razonar y argumentar matematicamente, al comprender el problema y establecer
argumentos validos en contextos matematicos y cotidianos; el representar, al utilizar diferentes
representaciones de un enunciado; el manejar simbolos y formalismos matematicos, al usar
notacion para pasar del lenguaje natural a un lenguaje matematico; el comunicar, al usar recursos
orales, visuales y/o escritos para exponer ideas que estan involucradas en el proceso de solucion
de los problemas de optimizacién; el usar adecuadamente ayudas y herramientas, al recurrir a

distintos instrumentos para establecer la estrategia de resolucion de la situacion presentada.
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Es asi que los problemas de optimizacion aportan al desarrollo de la ciudadania y de las
competencias matematicas, porque en su proceso de solucion se ponen en juego las diferentes
competencias para ser matematicamente competente; ademés se favorece el pensamiento
matematico critico y la formacion de ciudadanos que reconocen, asumen y toman una posicion

frente a las diversas situaciones y cambios en las distintas esferas de una sociedad.

Optimizacion y Tecnologia

En la actualidad, la tecnologia dia a dia va evolucionando y posesionandose con mas fuerza, el
aula de clase no es ajena a estos cambios. Segun la Organizacion de las Naciones Unidas para la
Educacion, la Ciencia y la Cultura (2013) las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion
(TIC) han tenido un desarrollo prominente en los Gltimos afios, planteando un desafio al sistema
educativo de reformular practicas y curriculos que respondan a estas actualizaciones tecnoldgicas
de la denominada “Sociedad del Conocimiento”, en el que se innove y se inspire a las nuevas
generaciones. Por esto, se hace necesario que tanto profesores como estudiantes desarrollen
habilidades tecnol6gicas que les permitan desenvolverse en las diferentes esferas de la sociedad
y que aporten a la construccion de sus conocimientos.

La escuela debe propiciar el desarrollo de nuevas competencias para que los jovenes pueden
enfrentarse a cualquier reto laboral que se les presente en el futuro y sean capaces de renovar
constantemente sus conocimientos, para que aporten activamente a la sociedad. En concordancia
con lo anterior, la UNESCO propone el desarrollo de las siguientes competencias tecnologicas:
habilidades de manejo de la informacion, comunicacion, resolucion de problemas, pensamiento
critico, creatividad, innovacion, autonomia, colaboracion y trabajo en equipo.

La resolucion de problemas es el eje central del proceso de optimizacion, por tanto, surge la
necesidad de utilizar una herramienta que posibilite la comprension y el desarrollo de los
problemas de optimizacion, esta herramienta es el uso de la tecnologia y particularmente el
software GeoGebra. Como lo describen Barrera, Falcon, Ramirez y Rios (2011) los programas
de geometria dinamica disefiados en los ultimos afios permiten la resolucion de problemas
matematicos, puesto que la manipulacion e interaccion con los elementos que intervienen en el
proceso de solucion es esencial y fundamental para asimilar, relacionar y profundizar procesos o

conceptos matematicos.
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Un colectivo de investigadores realizd una interaccion con GeoGebra para determinar algunas
estrategias que potencian el desarrollo del pensamiento variacional y la visualizacion de nociones
variacionales (Villa y Ruiz, 2010); afirman que la representacién matematica proporcionada por
este software se puede considerar como una unidad donde los elementos estdn dindmicamente
relacionados, promoviendo la comprensién y construccion de conocimientos matematicos. Al ser
GeoGebra un software de geometria dinamica que permite tanto el disefio de applets como la
exploracién de los mismos, es una herramienta que juega un papel muy importante en la
implementacién de las actividades en el aula, porque facilita la visualizacion de diferentes
elementos, variables y dependencia entre las mismas.

Barahona, Barrera, Hidalgo y Vaca (2015) manifiestan que GeoGebra facilita procesos de
abstraccion y variacion, mostrando diferentes representaciones de una determinada situacion, y
posibilita encontrar soluciones de manera visual. Ademas, este software permite establecer
relaciones de covariacién por medio de un ambiente dinamico, motivando a los estudiantes a
interesarse por solucionar los problemas de optimizacion. También, GeoGebra favorece la
exploracién dindmica de las construcciones realizadas, ampliando las posibles estrategias de
solucién y permitiendo que los estudiantes practiquen aquellos conocimientos previos que ya han
logrado interiorizar.

Por lo anterior, se considera que GeoGebra es una herramienta que puede potenciar el desarrollo
del proceso de optimizacion en el aula, puesto que brinda herramientas dinamicas para que el
estudiante identifique las variables por medio de la exploracion y comparacion de los diferentes
elementos de una construccion. Ademas, permite abstraer soluciones y visualizar de forma mas

exacta las caracteristicas o relaciones presentes en esta.
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METODOLOGIA

El desarrollo metodologico de este trabajo se realiza bajo un paradigma cualitativo de tipo
descriptivo, puesto que se propone detallar, caracterizar y evaluar una alternativa para la
ensefianza de la optimizaciéon, analizando las respuestas dadas por estudiantes a unos
determinados problemas, los cuales fueron extraidos de la HM y adaptados para poder ser
explorados usando tecnologia en el aula, con el propdsito de promover el desarrollo de
competencias matematicas y del proceso de optimizacion en la educacion basica secundaria. A
continuacion, se describen las cinco fases que fueran establecidas como la ruta metodoldgica del

presente trabajo:

Fase 1: Establecimiento del marco de referencia

Inicialmente fue necesario establecer un marco de referencia pertinente, con el propoésito de
aproximar una definicion al proceso de optimizacién en la escuela, reconocer su lugar en el
curriculo escolar colombiano, comprender la nocién de competencias matematicas y ciudadanas

y reconocer las relaciones entre estos elementos.

Fase 2: Identificacion de problemas

Para atender la necesidad de abordar el proceso de optimizacién en distintos grados de
escolaridad, se realiza un estudio de algunos problemas de optimizacion presentes en la HM
basado en el trabajo doctoral de Esteves (2008), la cual hace una revision de diferentes fuentes
documentales de la historia, extrae problemas, proposiciones o enunciados relacionados con la
optimizacion, muestra las demostraciones realizadas por cada uno de los matematicos y clasifica
los problemas de acuerdo con su época, autor y contextos en los que se proponen. Debido a que
desde el inicio del trabajo se tenia este referente no fue necesario definir criterios para la
busqueda de los problemas, Unicamente se analizaron los problemas previamente identificados

por esta autora.

Fase 3: Reconocimiento de las acciones basicas

En el estudio y comprension de las diferentes demostraciones de los problemas de la HM
relacionados con el proceso de optimizacion y en el establecimiento de la relacion entre el

pensamiento variacional y este proceso, se pudieron determinar cuatro acciones béasicas (AB) que
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estuvieron presentes en todas las soluciones propuestas por los matematicos a los diferentes

problemas:

1. ABL1: Identificar las variables que estan involucradas en el problema.

2. AB2: Establecer la relacion entre dichas variables.

3. AB3: Comparar los valores de las variables.

4. ABA4: Determinar el momento donde una de las variables hace méximo o minimo el valor de
otra.

Estas acciones se utilizan posteriormente para analizar el trabajo realizado por los estudiantes.

Ademas, en esta fase surge la necesidad de incluir la tecnologia como una herramienta que ayuda

a tener una mayor comprension de las demostraciones. También se reconoce su importancia para

mostrar y explorar los problemas en el aula de una manera diferente y llamativa.

Fase 4: Transposicion didactica

Luego de haber estudiado y analizado los problemas de optimizacion y sus demostraciones, se
realiza un proceso de transposicion didactica, que de acuerdo con Chevallard (1998) consiste en
el trabajo de transformar un objeto del saber en un objeto de ensefianza que, en este caso, se
realiza mediante el uso de herramientas tecnoldgicas como el software GeoGebra, en el que cada
problema sufre ciertas adaptaciones teniendo en cuenta los saberes previos y necesidades de los
estudiantes. Para realizar una adecuada transposicién didactica se realizan las operaciones que,
segun Ramirez (2005), son seleccion, reduccion, simplificacion y reformulacion.

En primer lugar, se seleccionan los problemas que se llevan al aula, a partir de tres criterios. El
primero, que la prueba o demostracion de los problemas seleccionados no tengan un desarrollo
netamente algebraico, puesto que uno de los principales propositos de este trabajo es el de mover
la optimizacidon del lugar en el que se trabaja de manera explicita en la escuela, solamente como
una aplicacion de la derivada. El segundo, que los problemas tengan una estrecha relacién con
algunos contenidos trabajados en algiun grado de la educacion béasica secundaria, por ello se
debia tener claridad de los estdndares y derechos basicos de aprendizaje en la educacion
matematica colombiana. El tercer criterio surge en el camino, no estd considerado inicialmente
en el proyecto, pero se hace necesario el uso de la tecnologia como una fuente y recurso para
lograr una mayor comprension de las demostraciones y problemas por parte de las autoras; en

ese uso se reconocié que la tecnologia, especificamente el software GeoGebra, favorecia el
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desarrollo de conocimiento matematico y era pertinente para adoptar como un recurso en el aula
al momento de presentar los problemas.

En segundo lugar, se realiza una reduccidn en la cual se examin6 con mas detalle los problemas
seleccionados y se detectaron aquellos contextos aptos para los estudiantes, a los cuales va
dirigida la secuencia de actividades. Aunque se identificaron problemas de optimizacion en
diferentes ramas de las matematicas, cada uno de ellos necesitaba una debida transposicion para
poder ser llevado al aula, por ello la tecnologia medio esta reduccion y se determin que aquellos
problemas cuya solucién y analisis se realiza desde la geometria plana, son los adecuados debido
a que pueden ser modelados por medio de GeoGebra permitiendo una mayor exploracién e
interaccion con los problemas extraidos de la HM.

En tercer lugar, se realiza una simplificacion de cada uno de los problemas para poder
desarrollar, de manera efectiva, el proceso de optimizacion en los estudiantes. Se analiza cada
problema y su solucion para poder determinar las estrategias y la forma de hacerlos mas sencillos
y accesibles a los estudiantes. Se identifica que la mejor manera de hacer comprensible cada
problema, ademas de la construccion de los applets, es realizar preguntas con el fin de orientar al
estudiante a una aproximacion a las proposiciones de los diferentes matematicos abordados.

Por ultimo, se hace una reformulacion, de manera implicita, de los problemas de tal manera que
los estudiantes puedan acceder y desarrollar el proceso de optimizacion. Esta reformulacion se
hace por medio de las actividades propuestas.

Segin Ramirez (2005), las anteriores operaciones no se pueden desarrollar de manera
independiente y aunque se diferencien, estas se complementan permitiendo que la transposicion
didactica sea un proceso integral que tiene en cuenta desde las directrices educativas

colombianas hasta las necesidades y expectativas de los estudiantes.

Fase 5: Implementacion y analisis de las actividades

Finalmente se llevan al aula los problemas ya modificados y se realiza un analisis de las
respuestas de los estudiantes, en relacion con el trabajo realizado por cada matematico en sus
demostraciones, y con las acciones basicas identificadas en la Fase 2. En esta ultima fase se
toman algunos elementos de la estrategia investigativa “experimento de ensefianza”, porque se
disefia, implementa y evallUa una secuencia de actividades organizada por momentos de la HM

alrededor del proceso de optimizacion. En relacién con el esquema investigativo sugerido por
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Camargo (s.f.) para esta estrategia, se considera que en el presente trabajo fue necesario realizar
una fundamentacidn conceptual sobre la construccion del contenido especifico (optimizacion), la
planeacion de una secuencia de ensefianza, la experimentacion de las tareas de la secuencia, el
andlisis retrospectivo y la produccion de conclusiones y principales resultados. A pesar de que
estas acciones no fueron ciclicas, como es el caso de todo el ciclo de un experimento de
ensefianza, sino fue lineal, si se puede afirmar que se adoptaron varios requisitos pertenecientes a

esta estrategia investigativa.

Respecto a la muestra seleccionada para aplicar las actividades propuestas, luego de una prueba
piloto realizada con estudiantes de grado octavo, se extendio una invitacion libre a 57 estudiantes
de los grados sexto, séptimo, octavo, noveno, décimo y undécimo para que, de manera
voluntaria, participaran en las diferentes sesiones para aplicacién de las actividades aqui
propuestas. De los cuales, en la primera sesion participaron 11 estudiantes (dos de sexto, uno de
séptimo, dos de octavo, tres de noveno, dos de décimo y uno de undécimo); en la segunda sesion
participaron 9 de estos estudiantes; la tercera sesion contd con la participacion de 3 estudiantes y

finalmente s6lo se contd con dos de estos estudiantes.

La disminucion de la muestra se dio porque la institucion tenia otras actividades simultaneas, de
caracter obligatorio para los estudiantes, lo cual hizo que los estudiantes no tuvieran la

oportunidad de continuar en la implementacién de las actividades.

Estudio de los problemas
Esteves (2008) en su tesis doctoral titulada “Evolugdo histérica dos problemas de optimizagdo e
0 seu tratamento no Ensino Secundario portugués nos séculos XX e XXI” realiza un analisis de

cuatro obras sobre historia de las matematicas, las cuales son:

e A history of Mathematics, de Katz (1993)
e Historia Concisa das Matematicas, de Struik (1989)
e The Historical Developmet of the Calculus, de Edwards (1979)
e The History of the Calculus and its Conceptual Development, de Boyer (1959)
En estos libros identifica problemas de optimizacion, los analiza y clasifica en tablas, de acuerdo

con la forma de su enunciado (proposicion, ejemplo, problema, aplicacion, ejercicio), el tipo de
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problema (geometria plana, geometria espacial, aritmética, fisica, astronomia), el tipo de
optimizacion (distancia, area, volumen, producto, angulo, razon, tiempo), y el tipo de solucion

(demostracion, resolucion).

Ademas, identifica cuatro grandes periodos en la Historia de las Matemaéticas, a través de los
cuales hace la revision de los diferentes libros de HM:

e Periodo Griego: Siglos IV a.C.a IV D.C.
e Nacimiento: Siglos XVIy XVII
e Consolidacion: Siglo XVIII
e Institucionalizacion: Siglo XIX
A continuacién, se presentan dos imagenes tomadas de la tesis, para mostrar las obras de los

diferentes autores, de donde fueron extraidos los problemas.

A. OBRAS ACERCA DO AUTOR

SEC. OBRA SOBRE: AUTOR TIRILCS D.’cE\FIJ’(L:J}BIIEJIé:,}ﬁ[(::.E_O EDICAD
Elementos de Euclides Lisboa: 1768
4 EUCLIDES Thomas L
ail. [ 330-240 a.C.) Heath. The thirteen books of Euclid's MNew York: 1954 29 Ed.
Elements.
PAPPUS, A Paul Ver La collection mathématique / 1933 : Paris
" (290-350) Eecke FPappus d Alexandrie
LACROI,S.F. M. Hermité Traité &lémentagire de calcul 1874 ; Paris: 8" Ed
x [174£5-1843) e 1. A Semret différentisl et de calcul intégral Gauthier-Villars

Figura 7. Obras de los autores. Tomado de Esteves (2008, p.12)



. OBRAS DO AUTOR

Figura 8. Obras de los autores. Tomado de Esteves (2008, p.13)

SEC. AUTOR TITULD ANOE LDC‘%L o EDIC ACH
BLIRIIC AL B
BERMOULLL, J. Johonnis Barnoulll opera aminic. - 4 vols, 1742; Lausannae &
- [16&7-17 48] Ganavos
L'HOPITAL G. Analyse des infiniment petits, pour 1714 ; Paris 2° Ed.
{1661-1704) lintelligence des lignes couwbes
——— Cours de mathématique 1775; Paris
(1730-1783) Elementos de analyse 1793; Coimbra 2% ed.
EULER, L. Infroduction 4 'analyse infinitésimale ; 2 v Paris: 1987-1988
[1707-1783)
Thborie des fonclions analyliques, contenant | Paris: 1847 3 Ed
VI les principes du caleul différentiel
LAGRAMGE, J. | Lecons sur le caloul des foncions, servant de | Paris: 1808
L. commentara at de supplément 4 la théornea
[1735-1813) des fonctions analyfiques.
Theadca das funcdeas analylicas, que Lisboa: 1798
contem os principios do calculo
LACROIX, 5. F. | Traitd ékélentaire de caled diferentiel et
[1765-1843) calcul intégral
CAUCHY, AL Résumé des lecons donndeas Paris: 15987
[1787-1875)
Oeuvres complétas d'Augustin Cauchy Paris: 1882-1938
STURM, 1. C. F. Cours D' Analyse de L'Ecole Paolytechnigque Paris: 1884 ™ Ed
XX | (1803 - 1855)
SERRET. J. A. Cours de Calcul Diferenciel et Integral Paris: 1878
(1819-1885)
RIEMAAMM, B. Oeuvres mathdématiques de Riemann Paris: 1878
[1824-1844)
LEBESGUE, H. Oeuvras scienfifiques Gendve : 1972
[1875-1941)
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Aunque se realizd la reconstruccion e interpretacion de las soluciones de todos los problemas

identificados por Esteves en las diferentes obras de la HM, en esta seccion solo se presentan los

enunciados y la interpretacion de la resolucion de los problemas seleccionados para ser

adaptados y llevados al aula; los demés se pueden encontrar en el anexo 1. Ademas, en los

problemas que se presentan a continuacion se sefiala en su demostracién o resolucion los

momentos en que en cada uno de ellos se realizan las acciones basicas.

Elementos de Euclides

Todos los problemas de optimizacién presentados por Euclides son de Geometria Plana,
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problemas sobre areas, distancias y angulos; estos se presentan a continuacion:

Libro 11l - Proposicion 7

“Si se toma un punto en el diametro de un circulo que no sea el centro del circulo y desde
él hasta el circulo caen algunas rectas, sera la mayor aquella en la que esta el centro, y la
menor la que queda y de las demas la més cercana a la que pasa por el centro es siempre
mayor que la mas lejana, y sélo caerdn dos iguales del punto al circulo a uno y otro lado de
la mas pequefia” (Vega, 1991, p. 299).

Reconstruccion de la proposicion:

Dada una circunferencia, un punto sobre ella y un punto sobre uno de sus diametros. De todos
los segmentos que se pueden formar, el que tiene mayor longitud es aquel segmento sobre dicho

diametro.

Figura 9. Construccién Proposicion 7 - Libro Il de Euclides

Para la demostracion de esta proposicion Euclides la divide en tres partes. En la primera parte
compara las distancias entre los segmentos FA, FB, FC, FG y FD teniendo en cuenta las
desigualdades triangulares para afirmar que el segmento FA es mayor que el segmento FB, el
segmento FB es mayor que el segmento FC, el segmento FC es mayor que el segmento FG vy el
segmento FG es mayor que el segmento FD (AB1, AB2, AB3). En la segunda parte se construye
el angulo FEH congruente al &ngulo GEF para probar que los tres lados de los triangulos FEH y

GEF son congruentes (AB3). En la tercera parte él se ocupa de mostrar que no va a existir otro
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segmento congruente a al segmento FG que sea diferente al segmento FH y que pase por el punto
F (AB4).

Libro 11l - Proposicion 8

“Si se toma un punto exterior a un circulo y del punto al circulo se dibujan algunas rectas,
una de las cuales pasa por el centro y las demas al azar, de las rectas que caen en la parte
concava de la circunferencia, la mayor es la que pasa por el centro, y de las demas siempre
la mas préxima a la que pasa por el centro es mayor que la mas lejana; pero de las que caen
en la parte convexa de la circunferencia la menor es la que estd entre el punto y el
didmetro, y de las demas la mas proxima a la mas pequefia es siempre menor que la mas
lejana, y sélo caen dos de iguales del punto al circulo a uno y otro lado de la mas pequefia”
(Vega, 1991, p. 300).

Reconstruccion de la proposicion:

Dada una circunferencia y un punto en su exterior. Si se construyen segmentos desde el punto
exterior hasta un punto sobre la circunferencia, el segmento cuya longitud es mayor es aquél que
contiene un didmetro de la circunferencia y el segmento con menor longitud es aquel que es

colineal con dicho diametro.
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Figura 10- Construccion Proposicién 8 - Libro Il de Euclides

Para la demostracion de esta proposicion Euclides la divide en tres partes. En la primera parte
compara las distancias entre los segmentos DA, DE, DF, y DC teniendo en cuenta las
desigualdades triangulares para afirmar que DA (que contiene el centro) es el segmento mas
grande de los segmentos que se pueden construir en la parte cdncava de la circunferencia, y que a
su vez el segmento DE es mayor que el segmento DF, el segmento DF es mayor que el segmento
DC; ademas, compara los segmentos DH, DL, DK y DG, usando la desigualdad triangular se
puede concluir que el segmento DG (que esta contenido en la recta que pasa por el centro) es el
menor de los segmentos que se pueden construir en la parte convexa de la circunferencia y a su
vez el segmento DK es menor que el segmento DL y el segmento DL es menor que el segmento
DH (AB1, AB2, AB3). En la segunda parte se construye el angulo DMB congruente al angulo
KMD para probar que los segmentos DK y DB son congruentes (AB3). En la tercera parte él se
ocupa de mostrar que no va a existir otro segmento méas pequefio que el segmento DG que tenga
uno de sus extremos sobre la circunferencia que contiene los puntos A, B 'y C y el otro sea el
punto D (AB4).

Libro 11l - Proposicién 15
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“En un circulo el diametro es la recta mayor y de las demas, la mas proxima al centro es

siempre mayor que la mas lejana” (Vega, 1991, p. 310).
Reconstruccion de la proposicion:

De todas las cuerdas de una circunferencia, la que tiene mayor longitud es aquella que contiene

el centro de la circunferencia.

Figura 11. Construccion Proposicion 15 - Libro Il de Euclides

Para la demostracion de esta proposicién Euclides la divide en dos partes. En la primera parte se
encarga de demostrar, a partir de desigualdades triangulares, que el segmento AD es la cuerda
mas grande gue se puede construir (didmetro) en la circunferencia que contiene los puntos A, B 'y
C, y a su vez muestra que el segmento BC es mas grande que el segmento FG (AB1, AB2, AB3).
En la segunda parte se encarga de mostrar que como la cuerda FG es menor que el segmento BC
entonces se cumple que el segmento FG esta mas lejos del diametro AD, es decir que el
segmento KE es mas grande que el segmento EH (AB3). Por lo tanto, se concluye que mientras
mas cerca esté una cuerda del centro de la circunferencia su distancia va a ser mayor que la otra

cuerda que se encuentre mas lejos del centro (AB4).
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La Collection Mathematique de Pappus d’Alexandrie
Los problemas demostrados por Pappus son problemas de Geometria Plana y Geometria

Espacial, donde optimizan areas, volimenes y angulos; estos son:

Libro V - Proposicién 5

“Entre los triangulos isoperimétricos® y con la misma base, el triangulo isosceles es el

mayor, y el que mas se aproxima al triangulo isdsceles es continuamente mayor” ’.
Reconstruccion de la proposicion:

De todos los triangulos que se pueden formar con la misma base y el mismo perimetro, aquel que

tiene rea mayor es el triangulo isosceles.

Figura 12. Construccién Proposicion 5 - Libro V de Pappus

Para la demostracion de esta proposicion Pappus optimiza el area de un triangulo, dados su
perimetro y la medida de su base; para ello a lo largo de su demostracién utiliza construcciones
auxiliares para comparar segmentos, angulos y triangulos.

Sobre el segmento BT se construyen tres triangulos isoperimétricos, el triangulo ABT isésceles y

6 Triangulos con el mismo perimetro
7 Traducido de Ver Eecke, P. (1933). Pappus D'alexandrie. La Collection Mathématique. (p. 247).



41

el triangulo BMT que es el que mas se aproxima al isdsceles a comparacion del triangulo BET
(AB1). Se construye la semirrecta BA iniciando en el punto B y sobre esta semirrecta se
construye el segmento AZ congruente al segmento TA, se trazan los segmentos ZM y MA. Por
desigualdad triangular se tiene que la medida del segmento ZM maés la medida del segmento MB
es mayor a la medida del segmento BZ, entonces los segmentos ZM y MB también son mayores
que los segmentos BA y AT. Los segmentos BA y TA son congruentes con los segmentos BM y
MT (AB2). Por el teorema de angulos alternos se concluye que el segmento AH es paralelo al
segmento BT; extendiendo el segmento TM hasta el punto H y trazando el segmento BH, se
puede afirmar que el area del triangulo ABT es méas grande que el area del triangulo BMT,

puesto que el triangulo BAT es congruente al triangulo BHT (AB3).

Se extiende el segmento BM hasta el punto K, donde el segmento MK es congruente al segmento
MT, y se unen los puntos Ky E y los puntos M y E. Por desigualdad triangular se tiene que los
segmentos la medida del segmento BE més la medida del segmento EK es mayor a la medida del
segmento BK, lo mismo sucede con las medidas de los segmentos BM mas la medida del MT y
las medidas de los segmentos BE maés la medida del segmento ET, se deduce que las medidas de
los segmentos BE y EK son mayores que la del segmento ET. Los segmentos KM y ME son
respectivamente congruentes a los segmentos TM y ME, y el segmento KE es méas grande que el
segmento ET, por lo tanto, el &ngulo KME es mayor que el angulo TME; por lo tanto, el angulo
KMT es mayor que el doble del angulo TME. Ademas, el angulo KMT es mas pequefio que el
doble del &ngulo MTB (porque el &ngulo MTB es mayor que el angulo MBT, porque los angulos
ABT y ATB son iguales); por lo tanto, el &ngulo MTB es mayor que el &ngulo TME. Se ubica
sobre el segmento MT y en el punto M, un angulo TMV igual al angulo MTB. Ahora, por el
teorema de angulos alternos el segmento MV es paralelo al segmento BT y esta situada entre los
segmentos ME y MK; por lo tanto, si el segmento TE se prolonga hasta la paralela MV que se
encuentran en el punto V, y si se traza el segmento BV, el tridngulo BTM sera congruente al
triangulo BVT; de tal manera que el triangulo ABT es mas grande que el triangulo BET que a su

vez es mas pequefio que el triangulo BMT (AB4).

Libro V - Proposicion 10

“Entre las figuras rectilineas con el mismo perimetro y el mismo nimero de lados, la
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mayor es la que es equilatera y equiangular®”®
Reconstruccion de la proposicion:

De todos los poligonos con el mismo perimetro y el mismo ndmero de lados, aquél con mayor

area es el regular.

[~

e

i

Figura 13. Construccion Proposicion 10 - Libro V de Pappus

Para la demostracién de esta proposicién Pappus optimiza el &rea de un poligono dado su
perimetro; para ello recurre al método de reduccidn al absurdo trabajando con la descomposicion
de las figuras en tridngulos. Inicialmente se demuestra que el poligono con mayor area tiene que

ser equilatero, luego se muestra que el mismo debe ser equiangular.

Sea el poligono ABTME el mas grande de todos los plurilaterales que tienen el mismo perimetro
y el mismo nimero de lados que él; debe ser equilatero. Se va a suponer que no lo es; los
segmentos AB y BT, si es posible, son desiguales, se traza el segmento AT sobre el cual se
establece el triangulo is6sceles AZT, de modo que la suma de las medidas de los segmentos AZ
y ZT es igual a la suma de los segmentos AB y BT (AB1, AB2). De acuerdo con la proposicién
5, el triangulo is6sceles es el que tiene un area mayor de todos los tridngulos isoperimétricos
establecidos sobre una misma base, entonces el triangulo AZT tiene un area mayor que el
triangulo ABT (AB3). Se agrega a ambos triangulos el cuadrilatero ATME; debe existir un area

ZTMEA mas grande que el area ABTME, del mismo perimetro y con el mismo nimero de lados;

8 Poligono cuyos angulos de vértice son congruentes.
9 Traducido de Ver Eecke, P. (1933). Pappus D'alexandrie. La Collection Mathématique. (p. 259).
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lo cual es contradictorio. Por lo tanto, el poligono ABTME es equilatero; el plurilateral
equilatero es el que tiene el area mas grande; porque, como ya se ha mostrado, el triangulo

isdsceles también es el que tiene el &rea mayor (AB4).

Libro VII - Proposicién 73

“Consideremos la recta BA igual a la recta AT, y cortemos la recta BT en dos partes
iguales en el punto M; yo digo que la recta BT, es la mas pequefia de todas las rectas que

pasan por el punto M»1°
Reconstruccion de la proposicion:

Dados dos segmentos congruentes AB y AT, el punto medio M del segmento BT. Si se ubica un
punto Z en la semirrecta AB, entonces el segmento ZM de menor longitud es aquel que estan

contenido en el segmento BT.

Figura 14. Construccién Proposicion 73 - Libro VII de Pappus
Pappus con la demostracién de esta proposicion optimiza la distancia entre un punto y una recta,
realizando construcciones auxiliares y comparando medidas de segmentos y de &ngulos, para
comprobar que BT es el segmento mas pequefio de todos los que pasan por el punto M, y que el

segmento mas cercano a BT es mas pequefio que el que estd mas alejado.

Se traza un segmento EZ que pase por el punto M, tal que el punto E esta sobre el segmento AT

y el punto Z sobre la semirrecta AB; se puede afirmar que el segmento EZ es mas grande que el

10 Traducido de Ver Eecke, P. (1933). Pappus D'alexandrie. La Collection Mathématique. (p. 608).
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segmento TB. El angulo ABT, es decir, el angulo T es mayor que el angulo BZE, es posible
restar del angulo T a angulo igual al &ngulo BZE (AB1). Sea el &ngulo MTH igual a este ultimo
angulo. A partir de esto, el segmento TM esta a la derecha del segmento MH, como el segmento
ZM esta a la derecha del segmento MB. Ahora, el segmento ZM es mayor que el segmento MB;
por lo tanto, el segmento TM también es mas grande que el segmento MH. En consecuencia,
dado que el segmento ZM es mas grande que el segmento MB, es decir, el segmento MT, pero el
segmento MT es mayor que el segmento MH, [porque el segmento ZM es mas grande que el
segmento MH que es la mas pequefia] (AB2). Entonces, los cuatro segmentos ZM, MB, MT, MH
son proporcionales, el segmento ZM es el méas grande y el segmento MH el mas pequefio, se
deduce que el segmento ZH es mayor que el segmento BT; de modo que el segmento BT, es mas
pequefio que el segmento ZH, es, a su vez, mas pequefio que el segmento EZ. También el
segmento BT es mas pequefio que todos los segmentos que pasan por el punto M. Se afirma
ahora que el segmento que esta mas cerca de BT es mas pequefio que el que estad méas lejos
(AB3).

Se traza de forma trasversal el segmento OK, y se establece el angulo MEV igual al angulo K
(como sea posible). El segmento KM es nuevamente més grande que el segmento ZM vy el
segmento EM mas grande que el segmento MV; de modo que todo segmento KV es méas grande
que el segmento EZ. En consecuencia, el segmento OK es mayor que el segmento EZ; de modo
que el segmento ZE es mas pequefio que el segmento OK. Por lo tanto, el segmento BT es mas
pequefio que todos los segmentos que pasan por el punto M, y la que estd més cerca a este es mas
pequefio que el que estd mas lejos (AB4).

Cours de Mathématique de Bézout

Etienne Bézout en su obra compuesta por 6 libros que abarcan distintas areas de las matematicas,
como lo son aritmética, geometria, trigonometria, algebra, calculo diferencial e integral, ademas
de algunas aplicaciones de la mecanica y la navegacién. En el libro cuatro que hace referencia al
calculo diferencial en la cual se presenta una seccion denominada “problemas de maximos y

minimos”; uno de estos problemas sera presentado junto con su demostracion a continuacion:

Problema V:
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“Hallar entre los cuadrilateros isoperimétricos, cual es el que tiene la mayor superficie”*
Reconstruccion de problema:

De todos los cuadrilateros que se pueden formar con el mismo perimetro, aquel que tiene area

mayor es el cuadrado.
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Figura 15. Construccién Problema V de Bézout

Se tiene un cuadrilatero ABCD en el cual se traza el segmento DE perpendicular a la recta que
contiene al segmento AB, el segmento CF perpendicular al segmento AB y el segmento DK
paralelo al segmento AB, donde K es el punto de interseccion entre el segmento paralelo y el
segmento BC. Luego se nombran las medidas de los segmentos AE = s, AF = u, DE =t, CF =
x, BF =y y el perimetro del cuadrilatero ABCD = a, se calculan las medidas de otros

segmentos haciendo uso del teorema de Pitagoras (AB1).

DA? = ss + tt
DA =+/s? +t2 (D
DC?=(s+u)?+ (x —t)?

DC =./(s+u)?+ (x —t)? (2)
CB? =xx +yy
CB =/x?+y? 3)

Ahora las ecuaciones que determinan el perimetro a del cuadrilatero ABCD vy la superficie de
este, serian: (AB2)

a=u+y+yst+t2+ s+l +x—02+Jx2+y2 (4

11 traducido de Esteves, A. (2008). Evolucdo historica dos problemas de optimizacgao e o seu tratamento no Ensino
Secundario portugués nos séculos XX e XXI. (p. 62)
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ABCD = DEFC + CFB — DAE
s+u+xy st 5
2 2 2 ®)

Se halla el diferencial de las cinco ecuaciones anteriormente enumeradas; pero en la ecuacion 5

ABC = (t +x)

que determina el perimetro del cuadrilatero las cantidades radicales hacen que el calculo sea muy
complicado, para evitar esa dificultad, se suponen las tres cantidades radicales como constantes.

d(Vss+tt) =0
sds+tdt
Vss+it
sds+tdt=0

sds =—tdt

—tdt
s

d(/(s + W2+ (x — )2)
(s+w)(ds+du) + (x —t)(dx — dt) _ 0
Vs +w2+ (x — )2
(s+uw(ds+du)+(x—t)(dx—dt) =0
d(/x? +y?)
xdx+ydy

xdx+ydy =0

ds =

0

xdx =—-ydy

_Tydy
X

dx

du+y+s?2 +t2+/(s +w)? + (x — £)2 +/x% + y?)
du+dy=0
du = —dy

Como se estéd buscando el maximo del area (superficie) se tiene que:

s+u xy st
d((t+x) 5 +2 2>

(s+w(dt+dx)+(t+x)ds+du)—tds—sdt+xdy+ydx=0
udt+sdx+udx+tdu+xds+xdu+xdy+ydx=0
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Sustituyendo los valores de ds, dx y du se obtiene:

—(tdt+sdy)u+s)x—(ydy+xdt)(x—t)s=0
suxdt —suydy —ssydy —tsxdy —xxtdt —syydy =0

Al despejar esta ecuacion se obtiene que s = 0, lo que implica que el angulo DAB es recto. Por

lo que las nuevas ecuaciones del perimetro y de la superficie del cuadrilatero son:

a=u+y+t+Ju+(x—t)2+x2+y2

u xy
ABCD = (t+x)z+7

Se hallan los diferenciales de las ecuaciones teniendo en cuenta que las expresiones radicales se

toman como constantes.

udu+ (x—t)(dx—dt) =0

xdx+ydy=0

—x dx
y

dt+du+dy=0

dt = —du — dy
_xdx—ydu
I
udt+dx)+(t+x)du+xdy+ydx=0

dy =

dt

Sustituyendo se obtiene:

yudu+ (x—t)(ydx —xdx+ydu) =0
u(xdx —ydu+ydx)+ (t+x)ydu—x*dx+y*dx =0

Al despejar estas ecuaciones se obtiene que y = 0, lo que implica que el angulo CBA es recto.

Por lo que las nuevas ecuaciones del perimetro y de la superficie del cuadrilatero son:

a=t+u+x+Ju?+ (x—1t)?
u
ABCD=(t+x)§

Se encuentra el diferencial de estas dos ecuaciones y se sustituyen algunos valores (AB3).

udu+ (x—t)(dx—dt) =0
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dt+du+dx=0
dt = —dx —du
u(ldt+dx)+ (@t +x)du=0

x=t

De esta manera la ecuacion del perimetro y el area se reducen, y se halla nuevamente el

diferencial:

a=2t+2u
ABCD = ut
dt+du=20
udt+tdu=0

t=u

Lo que permite concluir que todos los lados del cuadrilatero tienen la misma medida y el angulo
A es recto. Por lo tanto el cuadrilatero isoperimétrico ABCD con la mayor superficie es un
cuadrado (AB4).

En la obra de Bézout los problemas de optimizacion son aritméticos, de geometria plana y de
geometria espacial, donde se optimizan areas, volumenes y productos, haciendo uso del céalculo

diferencial para determinar los maximos o minimos de una funcién.

Cours D’Analyse de L’Ecole polytechnique de Sturm

Jacques Charles Francois Sturm autor de esta obra utilizada como un manual escolar, la cual esta
dividida en dos partes que hacen referencia al calculo diferencial e integral. En una de las
lecciones se trabajan algunos problemas de maximos y minimos como una aplicacion del

calculo. A continuacidn, se muestra uno.

Cuarta Aplicacion:

“Determinar la distancia minima de un punto dado M (a, b) a una curva de la cual conocemos la

ecuacion”?

Para la demostracion de esta aplicacion el autor utiliza la formula de la distancia entre dos puntos

12 Traducido de Esteves, A. (2008). Evolucdo histdrica dos problemas de optimizacdo e o seu tratamento no Ensino
Secundario portugués nos séculos XX e XXI. (p. 70)
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para plantear la ecuacion del problema. La ecuacion de la curva sera determinada por y = f(x),
cuyo dominio no esta restringido, y por el punto dado M cuya coordenada es (a, b) y se toma un

punto K = (x,y) cualquiera sobre la curva; asi la distancia entre los puntos M y K estara

definida por la ecuacion:
ME?=(x—a)*+(yv—Db)?

Hallando el diferencial de esta ecuacion e igualandola a cero se obtiene: (AB1)

2(x—a)dx+2(y—b)dy =0
20y —b)dy = —-2(x —a) dx
2(y—b)dy =—-1-(Q2(x —a) dx)

2(y-b)dy

2(x—a)a_ -1

., d ..
La relacion entre d—z como el coeficiente angular de la recta tangente a la curva dada en el punto

_b - -
K y entre i’_—a como el coeficiente angular del segmento MK, muestra que son perpendiculares.

De esta manera el segmento minimo debe cortar a la curva dada formando un angulo recto.

Se considera una circunferencia cuya ecuacion es x? + y? = r2. Se halla su diferencial, se iguala

a 0y se despeja la ecuacion:

2x + 2 dy—O
x ydx_
dy
2y—=-2
ydx x
dy —2x
dx 2y
dy x
dx y

Se reemplaza esta Gltima expresion en g . % + 1 = 0y se obtiene: (AB2)
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—b
Yy —0

X
xX—a y
Para determinar los valores de x y vy, tenemos las ecuaciones de la circunferencia y

b - -7 ’
y=-x, las cuales representan los puntos de interseccidn del circulo con la recta MO; entonces

mediante las derivadas se puede verificar que KM sera la minima distancia, y K’M la distancia
méaxima (AB3).

Ahora si el punto dado es un punto N cualquiera sobre el eje de las abscisas y a una distancia a
del centro de la circunferencia, el cuadrado de la distancia NH esta representado por la ecuacion
y? + (x — a)? que es equivalente a la expresion 2 — 2ax + a?. Pero la derivada de esta ecuacion
es una cantidad constante (—2a), por lo tanto no puede ser igualada a 0. Entonces, asi como
existe una distancia minima NA no se puede obtener de la misma manera que en el caso anterior.
Si NH es considerado como una funcion de x, NA no es mas un minimo, porque esta funcion real

para los valores de X menores que r se tornan imaginarios para los valores mayores (AB4).

DESCRIPCION Y ANALISIS DE LOS RESULTADOS OBTENIDOS

Seleccion de los problemas

Para la seleccion de los problemas, que se llevan al aula para determinar si permiten desarrollar
el proceso de optimizacidn, se tuvo en cuenta en primer lugar, la dificultad de los problemas
puesto que estos se aplicarian con estudiantes de grado sexto a once. En segundo lugar, se tuvo
en cuenta los conceptos previos que deberian tener los estudiantes para abordar los diferentes
problemas. A continuacion, se muestra una tabla en el que se relacionan la cantidad de
problemas abordados y los que fueron luego modificados para aplicar en el aula, teniendo en

cuenta el contexto del problema y su tipo de solucion.

Aut Contexto del Tipo de Cantidad problemas Problemas
utor
problema solucién estudiados aplicados
Geometria Geometria 3 3
Euclides de plana plana
Alejandria Geometria Geometria 9 0
espacio espacio
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Geometria Geometria
3 3
Pappus de plana plana
Alejandria Geometria Geometria 9 0
espacio espacio
Algebraico Célculo 2 0
Geometria Geometria
Espacio Espacio 3 0
L’Hopital P P
Real Geometria 1 0
Fisico plana 1 0
Aritmético Algebraico 1 0
Bezout Geometria Geometria 3 3
plana plana
Geometria Geometria 1 0
espacio espacio
Geometria Geometria 1 0
sturm espacio espacio
Calculo Calculo 1 1
Geometria Geometria 1 0
Serret espacio espacio
Célculo Calculo 1 1
Total 26 11

Tabla 2: Problemas analizados

De los 26 problemas se seleccionan 11, de los cuales un par de ellos corresponden al mismo
enunciado, s6lo que se demuestran de diferente manera por autores distintos. Por lo que al unir
esos problemas, se presentan Unicamente 9 para hacer la respectiva trasposicion didactica. Los
links para acceder a los applets construidos de cada uno de los problemas se presentan en el

Anexo 3.

Actividad Piloto
En el desarrollo del trabajo de grado se toma como referencia la proposicién 5 del libro V de
Pappus para realizar un ejercicio analitico de una actividad piloto, este ejercicio se realiza con el

proposito de verificar que el formato de preguntas con el cual se habia disefiado la actividad les
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permitia a los estudiantes la exploracion de todos los elementos de la construccién y el adecuado

trance entre las acciones basicas para desarrollar el proceso de optimizacion.

La proposicion seleccionada se adapta como un problema que pueda ser explorado por
estudiantes a través de un applet en GeoGebra. El problema se proporciond a once estudiantes
entre 12 y 14 afios, de grado octavo, de un colegio en Cota, Cundinamarca; en los grados
anteriores no habian trabajado optimizacion de manera explicita. La docente que orientd la
actividad pidi6 a los estudiantes que explorardn el applet y en una hoja registraron las

observaciones y las respuestas.
La situacion problema propuesta a los estudiantes fue la siguiente:

De todos los triangulos isoperimétricos (que tienen el mismo perimetro) y con la misma base.

e Explorar la construccion: Pappus, Libro V - Proposicion 5

e (Existe un triangulo que tenga la mayor area?

e ;Existe un tridngulo que tenga la menor area? ¢ Por quée?
La construccion de triangulos isoperimétricos en el applet les permitia a los estudiantes
modificar el valor del perimetro y la base. Ademas, por medio de un deslizador llamado
“Triangulos” se puede cambiar la posicion del vértice C del triangulo, y a su vez la medida de los

lados AC y BC, sin afectar el perimetro ni la medida de la base AB del triangulo.

TRIANGULOS ISOPERIMETRICOS

Ingresa la medida de la base del triangulo y su perimetro, °
Luego arrastra el punto “Triangulos™

Perimetro 23

Base 9 &

Figura 16. Applet disefiado en GeoGebra

Con el analisis del trabajo de los estudiantes sobre el problema piloto se pudo evidenciar que
hubo una dificultad en la manera de plantear la primera pregunta, debido a que en ésta ya se da
por hecho que hay un triangulo con un area maxima. Lo anterior deberia ser descubierto por los

mismos estudiantes, permitiendo que exploren mas la construccion y logren evidenciar mejor el


https://ggbm.at/J4F7bds4
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cambio y la variacion en los diferentes elementos del tridngulo, dando paso a que conjeturen y

verifiquen de alguna manera lo que afirmaban.

Respecto al applet se vio la necesidad de modificarlo pues, debido a la cantidad de cifras
decimales que GeoGebra maneja, algunos estudiantes creian que efectivamente existe un
triangulo con menor area. Esto se debe a que el sistema axioméatico que maneja dicho software es
diferente al utilizado en el aula de clase, puesto que en GeoGebra si se pueden construir
poligonos de area cero mientras que, por definicion, en la axiomatica del aula no se puede
construir. Para ello, conviene generar discusiones con los estudiantes durante la aplicacion de las
actividades, de tal manera que cada quien pueda dar sus argumentos y asi, el profesor pueda

orientarlos para que se percaten de esta dificultad del applet.

PROPUESTA DE ACTIVIDADES “OPTIMIZACION E HISTORIA DE LAS
MATEMATICAS?”

Para cada una de las actividades implementadas en el aula se disefiaron tres grupos de preguntas
(fases), con el propoésito de que un grupo de estudiantes de bésica secundaria y media pudieran
realizar las cuatro acciones basicas mostradas anteriormente al cabo de cuatro sesiones. En la
fase de exploracion se espera que el estudiante efectie las acciones basicas 1y 2 (AB1 y AB2),
identificando las variables inmersas en el problema y las relaciones existentes entre estas. En las
fases de analisis y argumentacion la principal intencion es que los estudiantes puedan comparar
los valores de las variables (AB3) y determinar el momento en que una de ellas hace maximo o
minimo el valor de la otra variable (AB4).

Teniendo en cuenta lo anterior se realiza la descripcion y el andlisis de cada una de las sesiones,
en la que se muestran las tareas planteadas en cada una de las fases para guiar el proceso de
solucion de cada una de las actividades propuesta en el aula.

Los problemas abordados en cada una de las sesiones se presentan en el siguiente esquema:
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Euclides de Alejandria

« Ambientacion sobre la historia de Euclides

« Lectura del resumen de la historia del matematico
« Actividad 1: Proposicion 7 del libro 111

« Actividad 2: Proposicion 15 del libro 111

* Actividad 3: Proposicion 27 del libro IV

Pappus de Alejandria

« Ambientacidn sobre la historia Pappus
« Lectura del resumen de la historia del matematico
« Actividad 1: Proposicion 5 del libro V (Triangulos isoperimétricos)

Sturm, Bezout, Pappus

« Ambientacion sobre la historia Sturm

« Lectura del resumen de la historia del matematico

« Actividad 1: Cuarta aplicacion de Sturm

« Ambientacion sobre la historia Bezout

« Lectura del resumen de la historia del matematico

« Actividad 2: Problema V de Bezout (Cuadrilateros isoperimétricos)

« Actividad 3: Adaptacién de la proposicion 10 del libro V (Pentagonos isoperimétricos)

Euclides, Pappus

« Actividad 1: Proposicion 8 del libro 111 de Euclides
« Actividad 2: Proposicion 73 del libro VII de Pappus

Imagen 2. Estructura de las sesiones

Cada una de las sesiones gird en torno a uno o varios matematicos que demostraron en su
momento los problemas que fueron seleccionados para llevar al aula de clase. Estos mateméticos
fueron Euclides de Alejandria, Pappus de Alejandria, Etienne Bézout y Jacques Charles Francgois
Sturm. Los demas autores no se seleccionaron porque se consideré que no todos los problemas
eran apropiados para abordar en la educacién basica secundaria y media, debido al nivel de
dificultad que tenian los problemas y a los conceptos previos que debian tener los estudiantes
para entenderlos.

Al inicio de cada sesion se hizo una introduccion de cada autor, donde los estudiantes tenian que
buscar, en distintas fuentes de internet, algunos datos relevantes del matemético o matematicos
que se abordaban en esa sesion. Luego de ello, se hacia una socializacion de la informacion

obtenida para determinar entre todos los aportes cuales eran los mas significativos de cada uno
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de ellos. Finalmente, se proporcionaba la guia con las actividades que se planificaron para ese
dia, la cual, empezaba con una descripcion breve de la vida y aportes de los diferentes
matematicos abordados. Las guias de las actividades propuestas en el aula se pueden apreciar en
el Anexo 2y los links de los applets realizados en geogebra se podrén ver en el Anexo 3.

A continuacion, se presentan sesion a sesion, las actividades propuestas y el analisis de los
resultados obtenidos en cada una de ellas. Adicionalmente, en el Anexo 4, se presentan las guias

resueltas por cada uno de los estudiantes las cuales son evidencia del trabajo realizado en el aula.

Sesion 1 (Euclides de Alejandria)

En la HM se pueden encontrar diferentes personas que trabajaron algunos de sus problemas
enfocados en la optimizacion, uno de ellos es el matematico Euclides de Alejandria (325 — 265
a.C.) quien fue un matematico y gedmetra griego, considerado uno de los grandes matematicos
de la antiguedad y el padre de la geometria. Este personaje es el autor de “Los Elementos” una
de las obras matematicas mas conocidas del mundo que ha tenido mas de 1.000 traducciones
desde su primera publicacion en 1.482, compuesta por trece libros y resultado de la compilacién
del conocimiento de la matematica en los afios anteriores, poniendo orden a muchos teoremas de
Eudoxo, perfeccionando muchos de estos, dando demostraciones irrefutables para hechos
probados sin rigor por sus predecesores y fundando el método axiomatico. En esta obra se
presentan 465 proposiciones, 93 problemas y 372 teoremas de la geometria plana y espacial,
junto con cinco postulados; algunas de estas proposiciones estan relacionadas con el proceso de

optimizar magnitudes.
Actividad 1: Libro 111, Proposicion 7

En su tercer libro, en la proposicion 7, Euclides plantea que, al tomar un punto sobre el diametro
de un circulo, el segmento de mayor longitud que se determina desde dicho punto hasta un punto
cualquiera sobre la circunferencia, va a ser el que esta en el centro; ademas mientras mas lejos
este el punto del centro, el segmento va a tener una menor longitud. De acuerdo con esto a los
estudiantes se les proporciond una construccion en GeoGebra donde encontraban una
circunferencia con centro E, didmetro AD, radio ED y un segmento FB, donde el punto F esta

sobre el diametro y el punto B sobre la circunferencia.
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Figura 17: Applet Actividad 1, Sesion 1

Esta primera actividad se proporciond a siete estudiantes, dos estudiantes de grado sexto (E1,
E2), una de séptimo (E3), tres de noveno (E4, E5, E6) y uno de undécimo (E7). A continuacion,
se presentan las preguntas que guiaban el desarrollo de la actividad.

Link: https://www.geogebra.org/m/sdugjzat

En esta construccion se encuentra:
v"Una circunferencia con centro E y radio ED.
v El segmento FB, donde F esta sobre el didmetro AD y B esta sobre la circunferencia.
Fase de exploracion
e Mueve el punto F, ¢qué sucede con el segmento FB?
e Mueve el punto B que se encuentra sobre la circunferencia, ¢qué pasa con el segmento
BF?
Fase de Analisis
e ;Existe un segmento BF con la maxima longitud? ¢Por qué?
e Si existe, menciona qué condiciones deben cumplir los puntos B y F para que sea la
maxima.
e ;Existe un segmento BF con la minima longitud? ¢;Por que?
e Si existe, menciona qué condiciones deben cumplir los puntos B y F para que la longitud

del segmento sea la minima.


https://www.geogebra.org/m/sdugjzqt
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Fase de argumentacion (Trabajo en equipo)
e Compara tus respuestas con las de tus comparieros.
e ;Qué pueden generalizar respecto a los segmentos de la maxima y la minima longitud y
la ubicacion de los puntos B y F?
e Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusion

final a la que llegas.

En la solucion dada a este problema por cada uno de los estudiantes y en relacién con la
demostracion dada por Euclides a esta proposicion, se espera que ellos logren observar que si
existe un segmento BF de méxima longitud, el cual se determina al ser uno de los diametros de
la circunferencia; pero que no es posible encontrar un segmento de minima longitud, puesto que
siempre va a existir otro mas pequefio.

En la fase de exploracion de este problema se realizan dos preguntas al estudiante, con las cuales
se esperaba que pudieran identificar las variables del problema y establecer una relacion entre las
mismas.

A continuacidn, se presenta una tabla con las acciones bésicas y una breve descripcion de las
respuestas dadas por cada uno de los estudiantes, determinando que acciones realiz6 cada uno de

ellos.

Acciones Basicas 1y 2 (AB1 - AB2)
Se hace una tabla de estas dos acciones debido a que, por lo general, siempre ocurren las dos

al tiempo.

Estudiante Grado Descripcion

El estudiante identifica las variables involucradas en el
problema, fijando su atencién no solo en la variacion de la
longitud del segmento, sino en el angulo que se forma entre este
y el radio de la circunferencia, puesto que menciona que en la
El Sexto ) ) )
medida en que mueve los puntos se determinan angulos agudos,
rectos y obtusos. Ademas logra establecer las relaciones entre
los segmentos y la ubicacion de los puntos al identificar que se

pueden formar diferentes tipos de angulos.
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E2

Sexto

El estudiante identifica que las variables implicitas en el
problema son la longitud del segmento BF, la posicion de los
puntos B 'y F y el &ngulo que se forma entre el radio y el
segmento determinado por estos puntos. Observa que en la
medida en que puntos B y F cambian su posicion, el segmento

determinado se extiende o cambia su tamafio.

E3

Séptimo

Las variables identificadas por la estudiante en el proceso de
solucion de este problema son la posicion de los puntos B y F,
la longitud del segmento que estos puntos determinan y el
angulo que se forma con el radio. También observa que las
relaciones entre estas variables son el cambio en el tamafio del

segmento y del angulo que se forma.

E4

Noveno

El estudiante en su proceso de exploracion observa que las
variables inmersas en la situacién son la posicion de los puntos
B y F y el tamafio del segmento que determinan; cuando los
puntos cambian de posicion la longitud del segmento aumenta o

disminuye.

ES

Noveno

Las variables identificadas por la estudiante son la longitud del
segmento BF, la ubicacion de los puntos B y F y el angulo que
se determina con el radio de la circunferencia. Cuando los
puntos se mueven tanto el angulo como la longitud del

segmento aumentan o disminuyen.

E6

Noveno

La estudiante observa dos variables involucradas en el
problema, la posicion de los puntos B y F, el tamafio y
ubicacién de la cuerda determinada por estos puntos. Cuando
realiza el arrastre de los puntos la cuerda se mueve alrededor de
la circunferencia y cambia su tamafio, en ocasiones en mas larga

y en otras es mas corta.

E7

Undécimo

Cuando el estudiante realiza la exploracion de esta situacion

identifica que las variables son la longitud del segmento BF y la
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posicion de los puntos que lo determinan. Al mover estos puntos

el segmento aumenta o disminuye su longitud.

Tabla 3: AB1y 2, Sesion 1, Actividad 1

Como se observa en la tabla anterior, todos los estudiantes lograron identificar diferentes
variables inmersas en el problema, al igual que las relaciones existentes entre estas, como el
movimiento de uno de los puntos afecta la medida de un segmento o de un angulo.

En las fases de andlisis y argumentacion se realiza una serie de preguntas al estudiante, con el
proposito de que él comparard los valores de las variables identificadas y asimismo estableciera

cuando una hace maximo o minimo el valor de la otra variable.

Acciones Basicas 3y 4 (AB3 — AB4)
Se hace una tabla de estas dos acciones debido a que, por lo general, siempre ocurren las dos

al tiempo.

Estudiante Grado Descripcion

Al comparar las variables identificadas, el estudiante logra
observar que existe un segmento BF de maxima longitud
cuando forma un angulo de 180°, el punto B debe estar sobre el
El Sexto extremo A y el punto F sobre el extremo D; cabe resaltar que E1
nunca afirma que este segmento es un diametro de la
circunferencia. También afirma que no existe un segmento BF

de minima longitud, mas no da su justificacion.

Cuando el estudiante compara las variables inicialmente afirma
que no existe un segmento de méaxima longitud, pues siempre
que se cambie la posicién de los puntos B y F el segmento se va
a extender. Luego dice que el segmento de méaxima longitud se
determina cuando el punto F esta sobre el punto D y el B sobre
E2 Sexto
el punto A, es decir, es el didmetro. Posteriormente menciona
que si puede existir un segmento de minima longitud, cuando
los dos puntos By F se encuentran; pero al realizar la Gltima

fase de argumentacion observa que no existe el minimo, pues al

estar un punto sobre el otro no se determina un segmento.
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E3

Séptimo

Al desarrollar las fases de analisis y argumentacion se observa
que la estudiante encuentra el segmento BF mas grande, al
colocar al punto F en un extremo del didmetro y al punto B en
el otro extremo. También observa que no existe el de minima
longitud, pues la circunferencia tiene infinitos puntos y dentro

de un segmento siempre se puede encontrar otro mas pequefio.

E4

Noveno

El estudiante realiza la comparacion de los valores de las
variables identificadas y observa que, si los puntos B y F se
posicionan de una determinada manera, se puede alcanzar una
longitud maxima. Esto ocurre cuando el punto F se posiciona
sobre el extremo del radio que estd en la circunferencia y el
punto B en el extremo contrario a la posicion de F, es decir, la
longitud méxima se representa en un diametro. Para la minima
longitud menciona algo similar a E2, en la fase de analisis
afirma que el segmento de minima longitud existe cuando F se
ubica en uno de los limites del radio y B en el limite contrario;
pero en la fase de argumentacion menciona que no existe un
segmento minimo, mas no explica porque cambio o clarifico su

idea anterior.

ES

Noveno

Cuando la estudiante compara las variables, identifica que existe
un segmento de maxima longitud, pues ella afirma que al ser el
segmento BF una distancia siempre va a existir una mayor y una
menor; si los puntos B y F estan sobre el diametro y la
circunferencia al mismo tiempo se determina la mayor longitud.
Al buscar un segmento de minima longitud alude a dos
respuestas diferentes; en la primera afirma que si existe una
minima longitud cuando ambos puntos estan en el mismo lugar
(punto sobre punto), en la segunda menciona que no hay un

segmento minimo, pero no da una explicacion de su respuesta.

E6

Noveno

La estudiante al realizar la comparacion de las variables observa
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que si existen segmentos de longitudes maxima y minima, la
maxima cuando el punto B esta en un extremo de la
circunferencia y el punto F en el extremo contrario, cuando
equivale al didmetro; la minima cuando el punto B se ubica en
cualquier posicion y el F se ubica sobre este, pero en la
argumentacion descarta esta idea afirmando que no existe lo
minimo porque siempre habrd un segmento con menor longitud

que otro.

Cuando el estudiante realiza las fases de analisis y
argumentacion ocurre algo muy similar a las respuestas de los
estudiantes E5 y E6, pues él menciona que existe tanto el
segmento de maxima longitud como el de minima longitud. Se
determina el maximo, en primer lugar, porque la longitud de los
segmentos no es infinita y en segundo lugar porque el segmento
E7 Undécimo | BF se encuentra limitado por la circunferencia, cuando este
segmento es el diametro se encuentra la medida mas larga. El
minimo existe cuando el punto B y F estan en el mismo lugar,
uno sobre el otro; sin embargo, en la fase de argumentacion
corrige su respuesta afirmando que no hay una longitud minima,
pues lo que ya habia mencionado conformaria un punto y no un

segmento.

Tabla 4: AB3y 4, Sesion 1, Actividad 1

Es importante resaltar que los siete estudiantes que abordaron este primer problema logran
realizar las cuatro acciones basicas, aunque algunos de ellos lo hacen de una manera mas rapida
que los otros; los estudiantes E1 y E3 desde la fase de andlisis identifican cual es el segmento de
la méxima longitud y la no existencia de un segmento de minima longitud. Mientras que los
cinco estudiantes restantes clarifican esta segunda idea (no existencia de un segmento de minima
longitud) en la fase de argumentacion y socializacion de sus hallazgos con los demas

comparieros y la docente que oriento la sesion.



62

Actividad 2: Libro I, Proposicion 15

En la proposicion 15 del libro 111 de Euclides, él demuestra que el didmetro de una circunferencia
es la cuerda de mayor longitud y que la més cercana al centro siempre es mas grande que el mas
lejano. De esta manera en el applet de GeoGebra se construyd una circunferencia con centro C y

una cuerda AB, donde los puntos A y B se podian mover libremente sobre la circunferencia.

., B e
alY JEEL

Figura 18: Applet Actividad 2, Sesion 1

La actividad se proporciond a diez estudiantes, un estudiante de grado sexto (E1), una de séptimo
(E2), dos de octavo (E3, E4), tres de noveno (E5, E6, E7), dos de décimo (E8, E9) y uno de
undécimo (E10). En seguida se presentan las preguntas que guiaron el proceso de solucién.

Link: https://ggbm.at/evgxc3a6

En esta construccidn se encuentra:
v Una circunferencia con centro C.
v Lacuerda AB.

Fase de exploracion
e Mueve el punto A4, ;qué pasa con la cuerda AB?
e Mueve el punto B, ¢qué pasa con la cuerda AB?
e ;Por qué crees que sucede esto?

Fase de interpretacion

e ;Existe una cuerda que tenga la maxima longitud?


https://ggbm.at/evgxc3a6
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e Si existe, menciona que condiciones debe cumplir la cuerda para que la longitud sea
maxima.

e ;Existe una cuerda que tenga la minima longitud? Si existe, menciona qué condiciones
debe cumplir la cuerda para que la longitud sea minima.

Fase de analisis (Trabajo en equipo)

e Compara tus respuestas con las de tus comparieros

e ;Qué pueden generalizar respecto a la longitud de la cuerda? (formulen una conjetura)

e Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusion

final a la que llegas.

En la solucién dada a este problema por cada uno de los estudiantes y en relacién con la
demostracién dada por Euclides a esta proposicion, se espera que ellos logren observar que si es
posible encontrar una cuerda AB de longitud méxima, cuando esta es uno de los didmetros de la
circunferencia; pero que no es posible encontrar una cuerda de minima longitud, puesto que
siempre va a existir otro mas pequefio.

A continuacion, se presentan dos tablas con las descripciones de lo realizado por cada uno de los

estudiantes en cada accion bésica y fase del problema.

Acciones Basicas 1y 2 (AB1 - AB2)

Estudiante Grado Descripcion

En la fase de exploracion el estudiante identifica la variacion de
los puntos AB sobre la circunferencia y de la misma manera de la
longitud del segmento determinado por estos puntos. Dependiendo
= Sexto de la localizacion de los puntos la cuerda AB se agranda o
empequefiece, mientras mas cerca este el punto A del B la cuerda

es mas pequefia y cuando A se aleja de B la cuerda es mas grande.

La estudiante identifica que las variables involucradas en la
situacién son la posicion de los puntos A y B y la longitud de la
E2 Séptimo | cuerda. Cuando mueve cualquiera de estos dos puntos la cuerda se

hace mas larga o mas corta, porque al desplazar los puntos sobre

la circunferencia, estos se alejan o se acercan modificando la
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longitud de la cuerda.

E3

Octavo

Al realizar la exploracion del problema la estudiante identifica
como variables la posicion de los puntos y el tamafio de la cuerda,
porque al mover los puntos A y B la cuerda AB que se interseca
con el punto C, que representa el diametro, se vuelve mas

pequefia.

E4

Octavo

La estudiante observa que las variables inmersas en el problema
son la ubicacion de los puntos y la medida de la cuerda; cuando se
mueve alguno de los puntos A o B la cuerda se vuelve més grande

0 Mas pequena.

E5

Noveno

Durante la fase de exploracion de la situacion el estudiante
identifica que las variables son la posicion de los puntos y el
tamaiio del segmento que este determina. Al estar la cuerda
determinada por la posicion de los puntos su distancia también

cambia en la medida en que se ubiquen a B y A.

E6

Noveno

La estudiante identifica que las variables involucradas en la
situacion explorada son la longitud de la cuerda y la ubicacion de
los puntos A y B. Cuando los puntos se mueven la media de la
cuerda aumenta o disminuye, puesto que estos dos puntos son los

que definen esta longitud.

E7

Noveno

Al realizar la exploracion del problema la estudiante observa que
la longitud de la cuerda cambia en la medida en que los puntos A y
B se mueven sobre la circunferencia, cuando se separan la

longitud se hace mas grande.

E8

Décimo

En la fase de exploracion de la situacion presentada la estudiante
identifica que las variables inmersas son la longitud de la cuerda y
la ubicacion de los puntos A y B, cuando los puntos se aproximan,
el tamafio de la cuerda disminuye y cuando los puntos se alejan

aumenta su longitud.

E9

Décimo

La estudiante observa que las variables involucradas en el
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problema presentado son la posicion de los puntos Ay B y el
tamafo de la cuerda AB, entre mas cerca estén los puntos la
cuerda es mas pequefia y cuando esta interseca al punto C
representa al didmetro de la circunferencia. Cuando se cambia la

posicion de un punto se altera el valor (longitud) de la cuerda.

En la fase de exploracion el estudiante identifica que las variables
de la situacion son la ubicacion de los puntos A y B y la longitud
de la cuerda AB. El tamaiio de la cuerda cambia en la medida en
E10 Undécimo | que los puntos se mueven sobre la circunferencia, porque cuando
la cuerda se aleja del centro existe una mayor diferencia entre la
longitud de los arcos que determinan los puntos A y B sobre la

circunferencia.

Tabla 5: AB1y 2, Sesion 1, Actividad 2

De acuerdo con las respuestas dadas por los estudiantes a las preguntas planteadas en el
problema se puede concluir que los estudiantes que realizaron esta actividad lograron pasar
satisfactoriamente por las acciones bésicas 1 y 2, identificando las variables y estableciendo
relaciones entre las mismas. Todos observaron que la posicion de los puntos A y B sobre la

circunferencia modifican la longitud de la cuerda.

Acciones Basicas 3y 4 (AB3 — AB4)

Estudiante Grado Descripcion

Al realizar la comparacion de las variables identificadas, el
estudiante observa la existencia de un segmento de maxima
longitud cuando la cuerda es un diametro, al ser la mayor
distancia (mas lejana) entre los puntos A y B. Pero al
analizar la existencia de una cuerda de minima longitud, el
El Sexto
estudiante menciona dos ideas; inicialmente afirma que si
existe puesto que el segmento se puede hacer cada vez mas
pequefio, luego observa y refuta su idea diciendo que no
existe una cuerda de minima longitud porque siempre va a

tender a un valor méas pequefio cada vez que los puntos se




acercan.

E2

Séptimo

La estudiante realiza la comparacion entre los valores de las
variables observando que la cuerda alcanza una longitud
maxima cuando pasa por el punto central de la
circunferencia, formando un diametro. También menciona
que no existe una cuerda de minima distancia puesto que
siempre se puede encontrar una de menor longitud dentro

de otra.

E3

Octavo

Al realizar la comparacion entre los valores de las variables
identificadas la estudiante observa que el didmetro es la
cuerda de maxima longitud, porque esta limitada por dos
puntos extremos de la circunferencia. Ademas, menciona
que no existe una cuerda de longitud minima porque

siempre va a existir una cuerda mas pequefia.

E4

Octavo

La estudiante realiza la comparacién entre las variables
encontrando que si existe una cuerda de maxima longitud,
la cual es el diametro, en el momento en que esta atraviesa
la circunferencia y pasa por el centro. Cuando busca una
cuerda de minima longitud nota que no existe, puesto que
hay infinitas longitudes y siempre se va a encontrar una mas

pequefia que la anterior.

E5

Noveno

Cuando el estudiante compara las variables identificadas
nota que el didmetro, o la cuerda que pasa por el centro de
la circunferencia, es la de mayor longitud; pero no existe
una cuerda de minima longitud porque entre mas alejada

este del centro mas pequefio sera el segmento.

E6

Noveno

Al realizar la comparacion entre los valores de las variables
la estudiante observa que existe una cuerda de maxima
longitud, cuando esta por el punto central y los puntos A y

B estan en ambos extremos de la circunferencia [haciendo
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referencia a los puntos extremos del diametro], la cuerda es
el diametro. Ademéas menciona que no existe una cuerda
que tenga la minima longitud, porque siempre existird otra
longitud méas pequefia en cualquier segmento que se

encuentre.

E7

Noveno

La estudiante indica que si existe una cuerda de maxima
longitud, cuando los puntos A y B se encuentran en los
extremos de la circunferencia y la cuerda pasa por el centro,
determinando asi un diametro; también afirma que no existe

una cuerda de minima longitud, pero no explica porque.

ES8

Décimo

Al realizar la comparacion de las variables y la fase de
interpretacion la estudiante alude a dos posiciones muy
diferentes a las de sus compafieros; ella afirma que si podria
llegar a existir una cuerda de méaxima longitud cuando los
puntos estan limitados por una figura cerrada, porque de
esta manera los puntos se pueden ubicar de tal manera que
se obtenga la maxima longitud posible dentro de la figura.
Al indagar sobre la existencia de una cuerda de minima
longitud ella menciona que, si podria existir cuando la
cuerda este dentro de una figura, sin que ambos puntos
estén en el mismo lugar porque de esta manera no se
determinaria una cuerda. Luego en la fase de analisis y
socializacion la estudiante llega a la observacion de que la
cuerda de maxima longitud es el diametro dentro de la
circunferencia, pero no existe una de minima longitud

porgue siempre se va a tender a una mas pequefia.

E9

Décimo

La estudiante compara los valores de las variables
identificadas y concluye que la cuerda de maxima longitud
es el didametro, el cual consta de dos puntos extremos sobre

la circunferencia y pasa por el centro de la misma. Ademas

67



68

afirma que no existe una cuerda de longitud minima porque
siempre se tiende a una cuerda de longitud cada vez mas

pequena.

En el momento de realizar la comparacion de las variables
el estudiante encuentra que existe una cuerda de maxima
longitud, puesto que esta se encuentra limitada por una
circunferencia y al pasar por el centro de la circunferencia
Ilega a su maxima longitud, siendo el diametro de la misma.
Sin embargo, no es posible encontrar una cuerda de
E10 Undécimo
longitud minima, porque al ser un segmento cuyos puntos
de inicio y final estan sobre la circunferencia, no se puede
determinar una longitud minima. Cuando la cuerda esta
lejos del centro su longitud disminuye, pero cuando se
encuentra cerca del centro de la circunferencia la longitud

de la cuerda es mayor.

Tabla 6: AB3y 4, Sesion 1, Actividad 2

En esta segunda actividad se puede ver como los estudiantes tuvieron un mayor acercamiento a
la solucién brindada por Euclides para su proposicion, antes de realizar la socializacién y la fase
de argumentacion la mayoria de los estudiantes ya tenian claro la existencia de la cuerda de
méaxima longitud y la no existencia de la minima, de igual manera ya podian justificar el por qué
sucedia esto. Esto se debe a la relacion de esta actividad con la primera que se propuso en el
aula. En conclusién, los estudiantes lograron transitar por las cuatro acciones basicas en el

proceso de solucion de la actividad propuesta.
Actividad 3: Libro 1V, Proposicion 27

Euclides en su tercer libro, en la proposicién 27 alude a que de todos los paralelogramos
semejantes a uno dado y construidos de manera semejante a partir de la mitad del segmento, el
paralelogramo de mayor area es aquel que abarca la mitad del paralelogramo inicial.

En la solucion dada a este problema por cada uno de los estudiantes y en relacion con la
demostracién dada por Euclides a esta proposicion, se espera que ellos logren observar que no

existe un paralelogramo AZ [notacion usada por Euclides] semejante a AC con la minima area
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posible y que el paralelogramo AZ que es semejante a AC con la mayor area posible se determina
cuando el punto W coincide con el punto Z, siendo este el punto medio del segmento DC. El area

del paralelogramo AZ ocupa la mitad del area del paralelogramo AC.

D [
O ]

A K

Figura 19: Applet Actividad 3, Sesion 1

La actividad se proporciond a nueve estudiantes, un estudiante de grado sexto (E1), una de
séptimo (E2), una de octavo (E3), tres de noveno (E4, E5, E6), dos de décimo (E7, E8) y uno de

undécimo (E9). A continuacion, se presentan las preguntas abordadas por los estudiantes.

Link: https://ggbm.at/pn4arvrk

En esta construccion se encuentra:

e Paralelogramo AC

e Paralelogramo AZ (semejante al paralelogramo AC).
Contesta las siguientes preguntas:

e ;Qué puntos puedes mover y cual es la funcion de cada uno de estos puntos?

e Existe un paralelogramo AZ semejante a AC con la minima &rea posible? Si existe,
menciona las condiciones que debe cumplir el paralelogramo AZ para que el area sea
minima.

e Existe un paralelogramo AZ semejante a AC con la maxima &rea posible? Si existe,
menciona las condiciones que debe cumplir el paralelogramo AZ para que el area sea

maxima.

A continuacion, se presentan dos tablas con las descripciones de lo realizado por cada uno de los
estudiantes y de las respuestas dadas a las tres preguntas planteadas.
Acciones Basicas 1y 2 (AB1 - AB2)
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Estudiante

Grado

Descripcion

El

Sexto

El estudiante observa que en la medida en que el punto A se
mueve gira los vértices del paralelogramo, el punto B modifica la

longitud de un lado y el punto D gira el lado superior de la figura.

E2

Séptimo

En esta primera fase la estudiante identifica que al mover el
punto W cambia el tamafio del paralelogramo AZ, al mover los
puntos A,Dy B cambia la orientacion de los paralelogramos.
Cabe resaltar que ella afirma que aunque se muevan los puntos,

estos dos paralelogramos siguen siendo semejantes.

E3

Octavo

La estudiante observa que si se mueve el punto W hacia la
derecha se forman dos paralelogramos exactamente iguales
[paralelogramos congruentes]. También que al mover los puntos
libres de la construccion, la suma de los angulos tiende a ser el

mismo valor.

E4

Noveno

Al realizar la exploracion el estudiante observa que los puntos
que puede mover son A,B,Wy D, que a su vez modifican las
longitudes de los segmentos DC,DH,WZ ,WH,WK,BK, CK,
AK y HA.

ES

Noveno

La estudiante identifica que el punto W hace que el
paralelogramo AZ sea méas grande o pequefio, modifica su altura;
el punto B cambia la anchura de los dos paralelogramos; el punto
D modifica la altura y la inclinacién de ambas figuras, y el punto

A cambia la longitud de los paralelogramos.

E6

Noveno

En la exploracion de este problema la estudiante observa que
puede mover los puntos W, D, Ay B; cuando mueve a B cambia
la forma horizontal de los paralelogramos y su tamafo; al mover
D modifica su inclinacién diagonal; cuando se mueve A se hace
mas pequefio, y al mover W cambia la altura del paralelogramo
AZ.

E7

Décimo

La estudiante identifica que se pueden mover los puntos A, By D
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que se encuentran en los vertices del paralelogramo AC y le dan
forma a este, el punto W que esta sobre un segmento del

paralelogramo AZ y modifica la forma de esta figura.

Al explorar el problema propuesto la estudiante observa que al

mover el punto W completamente hacia la derecha, se

E8 Décimo _ )
determinan dos paralelogramos iguales [congruentes] y que la
suma de los &ngulos tiende a ser siempre la misma.
El estudiante identifica que el punto D contrae o extiende
verticalmente a los paralelogramos, el punto B permite mover el
o segmento CB y cambia la forma del paralelogramo, el punto A
E9 Undécimo

contrae o extiende de manera diagonal los paralelogramos y el
punto W contrae o extiende tanto vertical como horizontalmente

y de manera inversamente proporcional al paralelogramo interno.

Tabla 7: AB1y 2, Sesion 1, Actividad 3

En este tercer problema se puede ver que todos los estudiantes logran identificar los puntos que
modifican algun atributo en la construccion, determinando que es lo que cambia en cada caso.
De esta manera es posible afirmar que los nueve estudiantes logran realizar las acciones basicas
ly?2.

Acciones Basicas 3y 4 (AB3 — AB4)

Estudiante Grado Descripcion

Al realizar la busqueda del paralelogramo AZ con la minima érea
posible, el estudiante afirma que no existe porque AZ solo se
puede extender hasta la recta CD vy si el paralelogramo AC se

hace mas pequefio, siempre se va a cumplir que su area es mayor

El Sexto ) _
que la de AZ. Ademas, afirma que como el paralelogramo AZ
solo se extiende hacia arriba nunca va a ser semejante al
paralelogramo AC, es decir, que tampoco es posible determinar
un paralelogramo semejante con area maxima.
o La estudiante expresa que no existe un paralelogramo AZ con
E2 Séptimo

area minima y semejante a AC, porque se puede seguir
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encogiendo de manera infinita tendiendo a ser un segmento. De
igual manera enuncia que si existe un paralelogramo AZ con
méaxima area, cuando el punto W se ubica sobre CD y cubre la

mitad del paralelogramo AC.

E3

Octavo

Cuando la estudiante realiza la busqueda de un paralelogramo
AZ con el &rea minima, encuentra que este debe estar tendiendo
al segmento AB; también observa que no existe uno con &rea
maxima semejante a AC, para que esto sucediera deberian tener

la misma area.

E4

Noveno

Al realizar la busqueda del paralelogramo AZ con &rea minima el
estudiante afirma que no existe, puesto que sin importar la
posicion del punto B, [la distancia] del punto [K] que separa [al
punto B] es existente [siempre existird, por tanto no es posible
determinar tal paralelogramo]. En cuanto a la existencia de un
paralelogramo AZ con la maxima area el estudiante no da

ninguna respuesta.

E5

Noveno

El estudiante alude a la no existencia de un paralelogramo AZ
con area minima, puesto que siempre es posible encontrar un
area menor a la anterior. Ademas, enuncia que si existe uno de
méaxima area, cuando el punto W se coloca exactamente sobre el
segmento DC, el paralelogramo AZ sera exactamente la mitad
del paralelogramo AC, refiriendose al valor numérico de sus

areas.

E6

Noveno

Cuando la estudiante busca un paralelogramo AZ con la minima
area posible encuentra que no existe, porque nunca se va a llegar
a un paralelogramo mas pequefio, siempre va a existir uno de
diferencia. También afirma que no es posible determinar un
paralelogramo AZ con la mayor area posible, puesto que el méas
pequefio no va a superar a otro, pero se puede dar el caso de que

tenga la misma éarea.
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La estudiante enuncia que no existe un paralelogramo AZ con
area minima, porque siempre es posible determinar un area mas
E7 Décimo | pequefia que nunca va a ser cero. Ademas expresa que no existe
un paralelogramo AZ con area méxima porque nunca va a tener

un area mayor a la del paralelogramo AC.

La estudiante observa que el paralelogramo AZ con la minima
o area posible debe estar tendiendo al segmento AB y que no existe
E8 Décimo ) . )
un paralelogramo AZ de area maxima que sea semejante a AC,

pero que pueden llegar a tener la misma area.

Al realizar la busqueda del paralelogramo AZ con &rea minima el
estudiante afirma que esta se encuentra cuando W es el punto
central entre A y B, sin embargo, no es semejante a AC. Ademas
E9 Undécimo | enuncia que el de area maxima se determina cuando el punto
W se encuentra en el mismo punto con Z, el paralelogramo AZ
determina un &rea igual a la del paralelogramo AC, pero no es

semejante a este paralelogramo sino a KC.

Tabla 8: AB3y 4, Sesion 1, Actividad 3

Como se puede ver en la tabla anterior todos los estudiantes lograr realizar una comparacion
entre las variables identificadas para buscar el d&rea maxima o el &rea minima (AB3); pero no
todos logran determinar la no existencia de un paralelogramo AZ con la minima area posible
semejante a la del paralelogramo AC, y el momento en que se determina el area maxima. Solo E2
y E5, pueden observar estas dos caracteristicas del problema. Los primeros ocho estudiantes
identifican la no existencia de un area de minima, puesto que siempre es posible determinar otra

mas pequefia.

Sesion 2 (Pappus de Alejandria)

El segundo matematico es Pappus de Alejandria, quien fue precursor de la geometria moderna
y autor de la Coleccion Matematica, una obra compuesta de ocho libros en la que presenta un
panorama historico de la matematica clésica, incluyendo algunas demostraciones alternativas del

trabajo de otros matematicos famosos de su época y proponiendo nuevas proposiciones
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geomeétricas entorno a las conicas, superficies y volimenes de solidos de revolucion, algunas de
ellas relacionadas con el calculo de maximos y minimos.

En esta sesion se abordd uno de los problemas de Pappus de Alejandria en la que participaron
nueve estudiantes entre los grados sexto y undécimo de basica secundaria; una estudiante de
grado sexto (E1), dos de séptimo (E2, E3), uno de octavo (E4), tres de noveno (E5, E6, E7), una

de décimo (E8) uno de undécimo (E9).
Actividad 1: Libro V, Proposicion 5

Al abordar esta actividad, se pretende que los estudiantes lleguen a una aproximacion de la
proposicion 5 del libro V de Pappus, la cual dice que entre los triangulos isoperimétricos y con la
misma base, el triangulo isdsceles es el mayor, y el que mas se aproxima al triangulo isésceles es
continuamente mayor.

Esta actividad se compone de dos partes. En la parte | (fase de exploracion) se pide que
encuentren diferentes triangulos con el mismo perimetro y se les hace las siguientes preguntas:
¢tienen la misma area? ¢Por qué? Con las respuestas a estas preguntas se observa si
efectivamente cada estudiante realiza implicitamente las acciones bésicas 1y 2. En la parte Il, se
realizan diferentes preguntas en las fases de andlisis y de argumentacién, cuyo objetivo es que
los estudiantes reconozcan que el triangulo isésceles es el que tiene maxima area y que no existe

el que tiene area minima.

Figura 20: Applet Actividad 1, Sesion 2

Parte |
En GeoGebra sigue las siguientes instrucciones:

e Construye un tridangulo AABC cualquiera. (con la opcion poligono)
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e Toma uno de los lados del triangulo como la base del mismo. (Cambiale el color)

e Construye una de las alturas del triangulo. (Ten en cuenta que la altura es el segmento
perpendicular a la recta que contiene la base que pasa por el vértice opuesto)

e Determina la medida de los lados del triangulo y de la altura. (usa la opcidon “Distancia o
longitud”)

e Encuentra el perimetro del tridngulo y su area. (Usando opciones “Distancia o longitud” y
“area”

e Mueve el punto A.

¢ Qué cambia?

¢ Qué permanece fijo?

e Mueve el punto B.

¢ Qué cambia?

¢ Qué permanece fijo?

e Mueve el punto C.

¢ Qué cambia?

¢ Qué permanece fijo?

Encuentra tres triangulos diferentes, que tengan el mismo perimetro. ¢ Tienen la misma area?
¢Por qué?

Parte 11

Abre el archivo “Tridngulos Isoperimétricos”

Link: https://ggbm.at/f3dxd5cy

En esta construccion encontrarés:

v" Un triangulo ABC.

e ;Qué tipo de triangulos se pueden formar al mover el punto C?

e ;Existe un tridngulo que tenga el area méxima? Si existe, menciona qué condiciones debe
cumplir este triangulo.

e Existe un tridngulo que tenga el area minima? ¢Por qué? Si existe, menciona qué
condiciones debe cumplir este triangulo.

Fase de argumentacion (Trabajo en equipo)

e Compara tus respuestas con las de tus compafieros

e ;Qué pueden generalizar respecto al area de los tridngulos?


https://ggbm.at/f3dxd5cy
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e Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusion

final a la que llegas.

A continuacion, se presenta una tabla con la descripcion de las respuestas dadas por los

estudiantes y su transito por las acciones basicas, determinando cuéles acciones pudo realizar

cada uno de ellos con respecto a la actividad propuesta.

Accion Basicaly 2 (AB1y AB2)

Estudiante

Grado

Descripcion

El

Sexto

El estudiante menciona que los tridngulos con el mismo perimetro
que encontrd, no tienen la misma &rea, no coinciden sus areas
porque la longitud entre los puntos cambia y su vez la altura del
triangulo. De lo anterior se infiere que efectivamente el estudiante
identifica las variables involucradas en el problema (area y altura).
Ademas, reconoce una relacion de cambio entre la altura del
triangulo y su érea, logrando establecer que, aunque los triangulos
tengan el mismo perimetro y la misma base, los triangulos siempre
tendran diferente area, argumentandolo con la formula del area de

un tridngulo.

E2

Séptimo

Se observa que al igual que el E1, esta estudiante a partir de la
féormula para determinar el area de un triangulo, también logra
identificar que las variables inmersas en el problema son la altura y
el area. A su vez, identifica la relacion que hay entre las mismas,
debido a que menciona que el area es “base por la altura sobre dos”
reconociendo, implicitamente, la independencia de la variable

altura.

E3

Séptimo

Este estudiante identifica las variables involucradas (altura y area),
debido a que menciona que al mover cualquier segmento la altura
cambia, reconociendo que existe una relacion de cambio entre ellas.

Sin embargo, no se hace explicita cual es esa relacion.
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E4

Octavo

La estudiante reconoce que los triangulos que encontré con el
mismo perimetro, tenian valores de &rea diferentes, estableciendo la
existencia de una relacion cambio entre la altura y el area de los
diferentes tridngulos isoperimétricos. Lo anterior se evidencia al
mencionar que “en todos los casos la altura cambiaba afectando el
area”. Ademas, reconoce que el area cambia dependiendo de la

altura.

E5

Noveno

La estudiante menciona que s6lo hay un caso donde dos triangulos
diferentes, con el mismo perimetro y base, pueden tener el area igual
[haciendo referencia a dos triangulos que encontré con la misma
altura] y expresa que en los demés casos la altura siempre cambia, lo
que hace que tengan diferente area. Ademas, hace explicito que
evidencia una relacién de cambio entre el area y la altura del

triangulo, diferenciando la variable dependiente y la independiente.

E6

Noveno

Esta estudiante reconoce que no necesariamente los tridngulos, por
tener el mismo perimetro, tienen la misma area. Argumenta que el
perimetro es la suma de todos los lados lo que hace que no
necesariamente tengan la misma area, debido a que la altura y la
base pueden variar al igual que la hipotenusa [haciendo referencia al

lado mas largo del tridngulo, que no necesariamente es rectangulo].

E7

Noveno

Solo una de las variables inmersas en el problema (el area) es
identificada por este estudiante de manera explicita, ya que reconoce
que el tener el mismo perimetro no hace que los tridangulos tengan la
misma area. Sin embargo, establece una relacion entre el area con
algunos valores numéricos que arroja el programa que hacen
referencia a los lados del triangulo. El estudiante realiza una
comparacion entre la forma de determinar el perimetro del triangulo
con la férmula para encontrar el area al decir que hay digitos
diferentes [haciendo referencia a los valores de los lados del

triangulo], que al sumarlos dan el mismo resultado, pero al
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multiplicarlos da diferente.

E8

Décimo

Al igual que E5, esta estudiante determina que la altura y el area son
las variables involucradas en el problema, estableciendo una
relacion de cambio entre las mismas. Puntualiza que s6lo en un caso
hay dos triangulos diferentes que tienen la misma &rea y lo describe

como el “inverso al original”.

E9

Undécimo

Al igual que E1 y E2, este estudiante menciona que el area de los
triangulos no es igual porque la altura cambia, lo que evidencia que
él identifica y establece una relacion de cambio entre la altura y el

area del triangulo cambia. Ademas, argumenta que como la formula

, bh . ., ., ,
del area es ’Y cuando h cambia, también cambiara su area.

Tabla 9: AB1y 2, Sesion 2, Actividad 1

De la tabla anterior se puede inferir que, para esta actividad, ocho de los nueve estudiantes

lograron desarrollar efectivamente las acciones basicas 1 y 2, determinando que la relacion de

covariacion estd dada entre la altura y el area de los tridngulos isoperimétricos con la misma

base.

A continuacion, se presenta una tabla que une las acciones basicas 3 y 4 del problema que hace

referencia a la proposicion 5 del libro V de Pappus. Respecto a la accién basica 3 (AB3), se

considera que emerge de manera inmediata debido a la forma en que se les presenta a los

estudiantes el problema. Esto se presenta por la naturaleza del Applet, los estudiantes comparan

los valores de las &reas de los diferentes tridangulos isoperimétricos.

Accién Basica 3y 4 (AB3y AB4)

Estudiante Grado Descripcion
Por un lado, se evidencia que el estudiante efectivamente
encuentra el tridngulo que, para él tiene area maxima. Sin
El Sexto embargo, después de realizar una comparacion entre las diferentes

areas de los tridngulos menciona que el que tiene mayor area es

escaleno, debido a que él identifica que los lados del tridngulo son
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3,1 cm, 3,33 cm y su base es 5 cm. Se observa que el estudiante
cumple la AB4, ademas, se concluye que hay dificultad con el
applet de Geogebra, ya que este no permite que se manejen mas
de dos cifras decimales.

En la fase de argumentacion, este estudiante a partir de la
discusion con sus compafieros, identifica que el triangulo que
tiene area maxima es el triangulo isosceles.

Por otro lado, respecto a la basqueda del area minima, se logra ver
que este estudiante logra identificar que dicha area no existe, ya
gue reconoce que para que exista el triangulo su area debe ser
mayor a cero. Ademads, menciona que ‘“siempre van a existir una

infinidad de areas méas pequefias”.

E2

Séptimo

Respecto al a&rea maxima, la estudiante reconoce la existencia del
triangulo, identificando que la condicion es que la “altura del
tridngulo cruce la mitad de la base del tridangulo”. Es evidente que
la estudiante estd dando una caracteristica propia del triangulo
isosceles.

En cuanto al &rea minima, una herramienta importante para su
busqueda fue el zoom, ya que permitié que la estudiante pudiera

encontrar un triangulo cada vez menor.

E3

Séptimo

Inicialmente el estudiante, en la fase analisis, identifica que el
triangulo que tiene mayor éarea es aquél con 5.06 cm?,
mencionando que es un triangulo isosceles. Luego de discutir con
uno de sus compafieros, en la fase de argumentacion, logra ver
que el dicho tridngulo se puede obtener al ubicar el vértice sobre
“una linea en el eje” [haciendo referencia a la mediatriz de la base
del triangulo].

Despues, el estudiante en la primera fase, determina que si existe

un triangulo con el area minima, estableciendo el valor numérico

mas pequefio que arroja el applet. Sin embargo, luego de que los
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comparieros mencionan que se puede hacer zoom para encontrar
més, se da cuenta que no puede encontrar un area minima.
Finalmente, con la discusion que hubo frente a los resultados de
cada uno, este estudiante menciona que el area minima no existe

ya que el valor del area debe ser mayor a cero.

E4

Octavo

La estudiante al comparar las areas de los diferentes triangulos
isoperimétricos que se pueden formar con la misma base,
encuentra que si existe un triangulo cuya area es maxima con una
medida de 5.06 cm? y analiza que la caracteristica del tridangulo es
que tenga los lados CA y BC iguales [congruentes].

Ademas, considera que el area minima es 0 cm?. Sin embargo,
después de analizar con sus compafieros que si el area es cero,
entonces el tridngulo deja de existir. Despues menciona que no
existe dicha area minima debido a que al usar la herramienta
“zoom” ya puede determinar siempre un valor diferente para el

area.

E5

Noveno

Al igual que E4, esta estudiante identifica que el area maxima es
aquel con un area de 5.06 cm?, CAy BC iguales [congruentes] y
menciona que el triangulo debe ser isosceles.

Respecto al area minima, esta estudiante identifica que no existe
debido a que al realizar zoom puede encontrar un triangulo con un
area menor. Ademas menciona que hay infitos puntos, haciendo
referencia a uno de los vertices del triangulo.

En la fase de argumentacion, la estudiante concluye la relacion

funcional entre el area y la altura del tridngulo.

E6

Noveno

Al igual que el E2, esta estudiante despues de comparar las areas
de los diferentes triangulos, llega a la conclusion de que el
triangulo debe ser el isoceles. Ademas, descubre que no existe el
triangulo con la minima area ya que siempre puede encontrar una

mas pequefia que la enterior.
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E7

Noveno

Inicialmente este estudiante, al igual que varios estudiantes, dice
él area mas grande es quel que tiene 5.06 cm?. Luego de buscar
las caracteristicas de este tridngulo, se da cuenta que es un
triangulo isdsceles. Después de observar que sus compafieros
utilizan la herramienta zoom, él la usa para determinar la

inexistencia del tridngulo cuya area es minima.

ES8

Décimo

Se evidencia que el estudiante efectivamente encuentra el
triangulo que tiene rea maxima pero dice que el que cumple esta
condicion es un tridngulo escaleno, debido a que él identifica que
los lados del triangulo son 3,32 cm, 3,12 cm y su base es 5 cm.
En la fase de argumentacion, este estudiante a partir de la
discusién con sus compafieros, identifica que el triangulo que
tiene drea maxima es el triangulo isosceles.

Respecto a la minima area, menciona que este triangulo si podria
existir, sin embargo, no meciona cual es, pero luego de realizar la
socializacion con su compafieros puede observar que no existe un
triangulo que tenga la minima area y que los valores del area
tienen que ser mayores que cero. Ademas, agrega que una
condicion que debe tener el triangulo con maxima area es que el
“eje” haciendo referencia a la mediatriz de la base, debe pasar por
el centro de la elipse generada por el vertice de los tridngulos
isoperimétricos.

Cabe resaltar que dicha elipse no contiene dos de sus puntos, pues
en el caso en que los tres vertices del triangulo son colineales
dicha figura no existe. Sin embargo, Geogebra, al utilizar otro
sistema axiomatico que el usado en clase, genera la elipse

completa.

E9

Undécimo

El estudiante identifica con facilidad el area maxima entre los
triangulos, debido a que luego de realizar la comparacion entre los

triangulos hace explicito que el tridngulo maximo es el isésceles.
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Ademas, reconoce que no existe el triangulo de area minima,
porgue menciona que siempre se podra encontrar un area menor.
Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusion final

a la que llegas.
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Figura 21: Respuesta sesion 2 E9

Tabla 10: AB3y 4, Sesion 2, Actividad 1

Respecto a las acciones béasicas 3 y 4 que se desarrollaron en la solucion de las preguntas
propuestas en esta actividad, se evidencia que se cumplio con lo que se esperaba. Sin embargo,
se considera que nuevamente se debe realizar una modificacion al applet en cuanto a las cifras
decimales que arroja GeoGebra para que no haya dificultades en el momento de identificar cual

es el tridngulo que tiene area maxima o minima.

Sesién 3 (Bezout, Sturm, Pappus)

El tercer matematico es Jacques Charles Francois Sturm (1803 - 1855), quien fue un
matematico francés, nacido en Ginebra. En el afio 1840 fue nombrado profesor de mecénica de la
Facultad de Ciencias de Paris. Autor de la obra matematica denominada Cours D’Analyse de
L’Ecole Polytechnique, la cual afios mas adelante fue utilizada como un manual escolar, esta
dividida en dos partes que hacen referencia al calculo diferencial e integral. En una de las
lecciones se trabajan algunos problemas de méximos y minimos como una aplicacion del
calculo, por lo que se han adaptado en applets construidos en GeoGebra y reestructurado en

forma de problemas. A continuacion, se presenta la primera actividad de esta sesion.
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Figura 22: Applet Actividad 1, Sesion 3

Actividad 1: Cuarta Aplicacion

Abre el archivo “Sturm, Cuarta Aplicacion”

Link: https://www.geogebra.org/m/mnh2g75a/pe/286229

En esta construccion encontrarés:
v' Segmento AB
v’ Grafica de una funcion f(x).
v Un deslizador “Funcion” para modificar el tipo de funcion.

e Mueve el punto B sobre la recta, ¢Que sucede con el segmento?

e Existe un segmento que tenga la longitud méaxima? ;Por qué? Si existe, menciona qué
condiciones debe cumplir.

e Existe un segmento que tenga la longitud minima? Si existe, menciona qué condiciones
debe cumplir.

e Selecciona la opcién funcion y modifica el valor de n, ¢{qué sucede con la gréfica y con el
segmento?

e Con el valor de n =4, ;existe un segmento que tenga la longitud maxima? ¢Por qué? Si
existe, menciona qué condiciones debe cumplir.

e Existe un segmento que tenga la longitud minima? Si existe, menciona qué condiciones
debe cumplir.

Fase de argumentacion (Trabajo en equipo)

e Compara tus respuestas con las de tus comparieros

e ;Qué pueden generalizar respecto la longitud del segmento AB?


https://www.geogebra.org/m/mnh2g75a/pe/286229
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e Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusion

final a la que llegas.

Al abordar esta actividad, se quiere que los estudiantes lleguen a una aproximacion a la solucién

a la cuarta aplicacion de Sturm, en la cual se plantea que se debe determinar la distancia minima

de un punto dado M (a, b) a una curva de la cual conocemos la ecuacion. Sin embargo, en este

problema se toman funciones de la forma f(x) = x™ en su representacion gréafica.

Esta actividad inicia con la determinacion de la existencia del segmento maximo y el segmento

minimo a una recta, es decir, cuando n = 1 en la funcion. Luego de ello, se le da diferentes

valores a n para finalizar con una generalizacion de dicha existencia y de las caracteristicas del

segmento.

A continuacion, se presenta una tabla con la descripcion de las respuestas dadas por los

estudiantes y del alcance en cada una de las acciones basicas.

Accién Basicaly 2 (ABly AB2)

Estudiante

Grado

Descripcion

El

Sexto

Las variables identificadas por el estudiante son la medida del
segmento y la ubicacion del punto B en la funcidn, ya que menciona
que su tamario cambia dependiendo de la distancia entre los puntos,
ya que si el punto esta mas lejos el segmento es mas grande y si esta

mas cerca el segmento sera mas pequefio.

E2

Séptimo

La estudiante identifica el segmento AB y la posicién del punto B
como variables del problema, debido a que resalta que el segmento

AB cambia de tamafio al desplazar el punto B sobre la recta.

E3

Undécimo

Al igual que E1 y E2, este estudiante logra identificar que la
longitud del segmento depende la ubicacion que el punto B pueda
tener, puesto que entre mas lejos esté el punto B del punto A, la

medida del segmento sera mayor.

Tabla 11: AB1y 2 Sesién 3 Actividad 1
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De la tabla anterior se puede inferir que, para esta actividad, los tres estudiantes lograron
desarrollar efectivamente las acciones basicas 1 y 2, determinando que la relacion de covariacion
esta dada entre la posicion del punto B y la longitud del segmento AB.

A continuacion, se presenta una tabla que une las acciones basicas 3 y 4 del problema que hace
referencia a la cuarta aplicacion de Sturm. En la parte 1l de la actividad, tanto en la fase de
analisis como en la de argumentacion, se realizan preguntas respecto a la existencia de un

segmento maximo o minimo teniendo un punto fijo (A) y una funcion (f).

Accidn Basica 3y 4 (AB3y AB4)

Estudiante Grado Descripcion

Respecto a la longitud maxima del segmento, el estudiante
concluye que no existe debido a que la recta es infinita, por esta
razon se puede continuar moviendo el punto B indefinidamente
para que haya una mayor distancia.

En cuanto a la distancia minima este estudiante determina,
inicialmente, que no existe porque siempre va a tender a cero
El Sexto
(haciendo referencia a la medida del segmento) pero no puede ser
cero porque dejaria de ser un segmento. Sin embargo, luego de
analizar las respuestas de sus comparieros concluye que dicho
segmento si existe y menciona que tiene que ser la menor distancia
entre A y B, cuyo valor numérico es 5 cm cuando la funcion tiene

n = 1y la variacion dependera de la funcion.

Por un lado, la estudiante luego de comparar y de analizar los
posibles segmentos que se pueden formar, concluye que el
segmento con longitud maxima no existe porque el punto esta
o ubicado en una recta y como estas son infinitas entonces siempre
E2 Séptimo
se podré “agrandar” el segmento cada vez mas.

Por otro lado, la estudiante menciona que si existe un segmento
con la minima longitud al tener al punto A fijo y esto depende de

la ubicacion del punto B. Ademas, concluye que el segmento con
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la minima longitud se forma cuando se forma un angulo recto
entre el segmento y la recta, la estudiante aclara que esto se da

cuando la funcion es una recta.

Al igual que E2, este estudiante menciona que no existe un
segmento con la minima longitud gracias a que B puede alargarse
(haciendo referencia al segmento) todo lo que se desee. Ademas,
determina que el segmento AB que es minimo existe, en el caso de
la funcion lineal, cuando el segmento forma un angulo de 90° con
la recta.

E3 Undécimo | Luego el estudiante concluye, después de analizar diferentes
valores que toma n en la funcion, que a pesar de que la funcion es
curva, sigue siendo infinita, asi que se extiende de manera infinita
sin encontrar un maximo. Ademas, que el segmento con longitud
minima de un punto fijo a una funcidn si existe cuando el punto B
se acerque al punto A, menciona que el segmento debe ser “lo mas

perpendicular posible” para que se encuentre la longitud minima.

Tabla 12: AB 3y 4, Sesion 3, Actividad 1

De la tabla anterior, se puede concluir que los tres estudiantes lograron desarrollar las acciones
béasicas 3 y 4 puesto que determinaron, por medio de comparaciones, la existencia del segmento
minimo y sus caracteristicas respecto a la funcién y la no existencia del segmento cuya longitud

es maxima.

El cuarto matematico es Bézout (1730 - 1783), un matematico francés nacido en Nemours, en
1973 encabez6 la instruccién de la marina real y fue profesor del cuerpo de artilleria, donde
redacté su famosa obra Cours de mathématiques a l'usage del marine et de I'artillerie. En esta
obra compuesta por 6 volumenes abarca distintas areas de las matemaéticas, como lo son
aritmética, geometria, trigonometria, algebra, célculo diferencial e integral, aplicaciones de la
mecanica y navegacion. En el libro cuatro que hace referencia al calculo diferencial y una
seccion se denomina problemas de maximos y minimos, por lo que se han adaptado en applets
construidos en GeoGebra y reestructurado en forma de problemas. A continuacion, se presenta la

actividad propuesta a los estudiantes.
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Figura 23: Applet Actividad 2, Sesion 3

Actividad 2: Cuadrilateros Isoperimétricos

¢Qué es un cuadrilatero? En GeoGebra sigue las siguientes instrucciones:

Construye un cuadrilatero ABCD cualquiera. (con la opcion poligono)

Encuentra el perimetro del cuadrilatero y su area. (Usando opciones “Distancia o longitud” y
“area”

Encuentra otros dos cuadrilateros diferentes, que tengan el mismo perimetro.

¢ Qué caracteristicas tienen en comun los tres cuadrilateros que has construido?

¢ Tienen la misma area? ¢Por quée?

Abre el archivo “Cuadrilateros Isoperimétricos”

Link: https://www.geogebra.org/m/nsjeuhrx/pe/286187

En esta construccién encontraras:

v Un cuadrilatero ABCD

v Un deslizador “Lado AD” para modificar la longitud de ese lado del cuadrilatero.

v Un deslizador “Lado AB” para modificar la longitud de ese lado del cuadrilatero.

v Un deslizador “Lado BC” para modificar la longitud de ese lado del cuadrilatero.

¢ Qué sucede si mueves el punto A? ;Cambia el tipo de cuadrilatero?

¢ Qué sucede si mueves el punto B? ;Cambia el tipo de cuadrilatero?

¢ Qué sucede si mueves el punto D? ;Cambia el tipo de cuadrilatero?

¢Existe un cuadrilatero que tenga el area maxima? Si existe, menciona qué condiciones debe
cumplir.

¢Existe un cuadrilatero que tenga el area minima? ¢Por qué? Si existe, menciona qué

condiciones debe cumplir.


https://www.geogebra.org/m/nsjeuhrx/pe/286187
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Fase de argumentacion (Trabajo en equipo)

e Compara tus respuestas con las de tus comparieros

e ;Qué pueden generalizar respecto al area de los cuadrilateros?

e Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusion

final a la que llegas.

Al abordar esta actividad, se quiere que los estudiantes lleguen a una aproximacion a la solucién

del V problema de Bezout, el cual indica que se debe encontrar, entre todos los cuadrilateros

isoperimétricos, cual es el que tiene mayor superficie. En la demostracion de este problema se

determina que el cuadrilatero con mayor superficie es aquel que tiene todos sus lados

congruentes y sus angulos rectos, es decir, un cuadrado.

A continuacion, se presentan dos tablas en las que se describen las acciones basicas alcanzadas

por cada uno de los estudiantes, de acuerdo con la solucion brindada a las preguntas planteadas.

Accion Bésicaly 2 (ABly AB2)

Estudiante

Grado

Descripcion

El

Sexto

Las variables identificadas son la longitud de los lados (base y
altura) y el area, debido a que el estudiante menciona que la férmula
del area es base * altura y los diferentes cuadrilateros que se
forman tienen diferentes valores para la base y la altura, por esto,

concluye que el area no sera la misma.

E2

Séptimo

Esta estudiante menciona que la formula del area es diferente a la
del perimetro, por esta razon el area cambiara en todos los casos. De
lo anterior, se infiere que las variables identificadas por la

estudiante, de manera implicita, es la longitud de los lados y el area.

E3

Undécimo

Al igual que E1 y E2 éste estudiante reconoce que las variables
involucradas en esta actividad son las medidas de los lados y el
area, puesto que se hace referencia a los diferentes valores que
pueden tomar la base y la altura de los rectangulos vy la relacion de

cambio que estas magnitudes tienen con el area.
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Tabla 13: ABly 2, Sesion 3, Actividad 2

De la tabla anterior se puede inferir que, para esta actividad los tres estudiantes desarrollan las

acciones basicas 1 y 2, determinando que la relacion de covariacion esta dada entre las medidas

de los lados del triangulo (perimetro) y el &rea de los cuadrilateros isoperimétricos.

A continuacion, se presenta una tabla que une las acciones basicas 3 y 4 del problema V de

Bezout.

Accion Basica 3y 4 (AB3y AB4)

Estudiante

Grado

Descripcion

El

Sexto

Al realizar una buasqueda del cuadrilatero isoperimétrico cuya
superficie sea maxima, este estudiante reconoce que debe ser
aquel cuyos valores numéricos son AD =5, BC =5, AB=5Yy
cuya area es 25 u?. Condiciones que para los cuadrilateros del
applet corresponde a un cuadrado.

Luego, al comparar los diferentes cuadrilateros para encontrar
aquel gue tiene menor superficie el estudiante concluye que, si
existe y es aquél cuando los puntos A, B y D son colineales
(forméndose una recta). Ademas, el estudiante aclara que “se debe
recordar que puede llegar a ser infinito porque siempre tiende a ser
cero”. De lo anterior, se puede evidenciar que este estudiante
reconoce que una similitud entre los problemas anteriormente
propuestos, sin embargo, el applet realizado para apoyar esta
actividad en ninguna ocasion ni el area ni la longitud de los lados

puede llegar a ser infinito.

E2

Séptimo

Respecto al area méxima, esta estudiante reconoce que se da
cuando el cuadrilatero es un cuadrado, puesto que la medida de los
lados es igual [congruente]. Para el area minima se evidencia que
la estudiante identifica que no existe este cuadrilatero en el que
argumenta que siempre se podra encontrar un poligono cada vez

mas pequefio.
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Por un lado, el estudiante evidencia que, si existe un cuadrilatero
con area maxima de todos los cuadrilateros isoperimétricos, serd
E3 Undécimo | aquel que sea un paralelogramo y a su vez un cuadrado. Por otro
lado, determina que el cuadrilatero con menor area no existe ya

que dejaria de existir.

Tabla 14: AB3y 4, Sesion 3, Actividad 2

Se puede ver, respecto a la tabla anterior, que en esta actividad todos los estudiantes logran
establecer la existencia 0 no existencia de un area méaxima y una minima de todos los
cuadrilateros isoperimétricos. De esta manera es posible afirmar que los nueve estudiantes logran

realizar las acciones basicas 3 y 4.
Actividad 3: Pentagonos Isoperimétricos (Pappus De Alejandria)

Para la ultima actividad propuesta en esta tercera sesion se relaciona nuevamente el trabajo del
matematico Pappus de Alejandria. Seguidamente se presenta la actividad propuesta a los

estudiantes.

Figura 24: Applet Actividad 3, Sesion 3

En GeoGebra sigue las siguientes instrucciones:

e Construye un pentdgono ABCDE cualquiera. (con la opcion poligono)

e Encuentra el perimetro del pentagono y su area. (Usando opciones “Distancia o longitud” y
“area”

e Mueve cualquiera de los vértices del poligono.

¢ Qué cambia?

¢ Qué permanece fijo?
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e Construye otros dos pentagonos diferentes, que tengan el mismo perimetro del pentagono
ABCDE. ;Tienen la misma area? ;Por qué?
Abre el archivo “Pentagonos Isoperimétricos”

Link: https://www.geogebra.org/m/s6eswsvh/pe/286227

En esta construccion encontraras:
v" Un pentagono ABCDE.

e ;Existe un pentdgono que tenga el area maxima? Si existe, menciona qué condiciones debe
cumplir.

e ;Existe un pentdgono que tenga el area minima? ¢Por qué? Si existe, menciona qué
condiciones debe cumplir.

Fase de argumentacion (Trabajo en equipo)

e Compara tus respuestas con las de tus comparieros

e ;Qué pueden generalizar respecto al &rea de los pentdgonos?

e Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusion
final a la que llegas.

e Teniendo en cuenta las soluciones dadas a los problemas de triangulos, cuadrilateros y
pentagonos isoperimetros, ¢qué puedes concluir respecto al drea maxima y minima de un

poligono isoperimétrico?

Al abordar este problema, se quiere que los estudiantes lleguen a una aproximacion de la
proposicion 10 del libro V de Pappus, la cual dice que, entre las figuras rectilineas con el mismo
perimetro y el mismo nimero de lados, la mayor es la que es equilatera y equiangular. Para esta

actividad, se realiza solo para el caso de los pentagonos.

Este problema se compone de dos partes. En la parte | del problema (fase de exploracion) se pide
que encuentren diferentes pentdgonos con el mismo perimetro y se les hace las siguientes
preguntas: ¢;tienen la misma area? ;Por qué? Con las respuestas a estas preguntas se observa si
efectivamente cada estudiante realiza implicitamente las acciones basicas 1y 2. En la parte I, se
realizan diferentes preguntas en las fases de andlisis y de argumentacion, cuyo objetivo es que
los estudiantes reconozcan que el pentdgono regular es el que tiene maxima area y que no existe

el que tiene area minima.


https://www.geogebra.org/m/s6eswsvh/pe/286227
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A continuacion, se presenta una tabla por estudiante y las acciones bésicas, determinando qué

acciones pudo realizar cada uno de ellos con respecto a la actividad propuesta.

Accion Basicaly 2 (ABly AB2)

Estudiante Grado Descripcion
Las variables identificadas por el estudiante son el area y la longitud
El Sexto de los lados del pentagono, pues menciona que las medidas de los
lados deben ser “parecidos” para que el area sea la misma.
Al igual que E1, esta estudiante reconoce que las variables que estan
E2 Séptimo | involucradas en el problema son el area respecto a la longitud de los
lados.
Este estudiante identifica que las variables son el &rea y la forma
E3 Undécimo | que tiene el pentdgono, determinando que el area serd distinta y

abarcard menor espacio.

Tabla 15: ABly 2, Sesion 3, Actividad 3

De la tabla anterior se puede inferir que, para este problema dos de los tres estudiantes lograron

desarrollar efectivamente las acciones basicas 1 y 2, determinando que la relacion de covariacién

esta dada entre la medida de los lados de los pentdgonos y su area. En la parte 11 del problema,

tanto en la fase de andlisis como en la de argumentacién, se realizan preguntas respecto a la

existencia de un pentagono maximo o minimo de todos los pentdgonos isoperimétricos.

Accion Bésica 3y 4 (AB3y AB4)

Estudiante

Grado

Descripcion
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Respecto a la existencia de un pentagono cuya area es maxima,
este estudiante reconoce que si existe debido a que al realizar una
busqueda y comparacion de las areas de los diferentes pentagonos
que se forman, encuentra que es aquel cuya area es 49,64 u?. Sin
embargo, las condiciones que menciona el estudiante para que el
area sea maxima es que AB = 2, BC = 5.14, CD = 10.26, DE =
57y EA=159. De lo anterior se observa que el estudiante no
El Sexto
logro identificar que le pentdgono que tiene mayor area es el
regular.

El estudiante, respecto a la existencia del minimo pentagono,
menciona que si existe. Sin embargo, se contradice al argumentar
que el area minima va a tender a ser cero, pero no puede ser cero.
Se evidencia que hay una gran influencia de las respuestas a las

actividades trabajadas anteriormente.

En primer lugar, la estudiante reconoce y menciona que el maximo
o pentagono se debe “convertir” en un pentagono regular. En
E2 Séptimo ] . ] o ]
segundo lugar, identifica que no existe uno minimo debido a que

siempre habra un pentagono mas pequefio.

Este estudiante identifica que, si existe un pentdgono con area
méaxima argumentando que para generarlo se debe mover los
puntos E, B y C de tal manera que el pentdgono sea regular.
E3 Undécimo | Ademas, menciona que no existe un pentagono con el area minima
porque para que existiera, se forma una recta (haciendo referencia

a un segmento) pero el estudiante reconoce que dicha recta no

cumple con la definicién de pentagono.

Tabla 16: AB3y 4, Sesion 3, Actividad 3

De la tabla anterior se logra evidenciar que, en primer lugar, con la actividad los tres estudiantes
logran establecer la existencia del area maxima y minima de todos los pentagonos
isoperimétricos. De esta manera es posible afirmar que los tres estudiantes logran realizar las

acciones basicas 3 y 4. En segundo lugar, se observa que, al realizar diferentes actividades con la
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misma estructura de las preguntas, los estudiantes identifican de una mejor manera la existencia

del pentagono maximo y el minimo, cuyo perimetro es el mismo.

Sesion 4 (Euclides, Pappus)

Actividad 1: Proposicion 8, Libro 111 (Euclides)
En GeoGebra sigue las siguientes instrucciones:
Fase de construccion

Traza una circunferencia con centro en A y radio AB.

T &

Ubica un punto C en el exterior de la circunferencia.

Selecciona el punto C y fija el punto con la opcion “fijar objeto”.

a o

Oculta el punto B.

@

Ubica un punto D, sobre la circunferencia.

=h

Construye el segmento DC.

e Mueve el punto D. ;Qué sucede con la longitud del segmento?

Fase de Exploracion

e Existe el segmento DC que tenga la maxima longitud? ¢Por qué? Si existe, menciona qué
condiciones debe cumplir este segmento.

e Existe el segmento DC que tenga la minima longitud? ¢Por qué? Si existe, menciona qué

condiciones debe cumplir este segmento.

Fase de argumentacion (Trabajo en equipo)
e Compara tus respuestas con las de tus compafieros
e ;Qué pueden generalizar respecto a la longitud del segmento DC?
e Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusion final
a la que llegas.

Al abordar este problema, se quiere que los estudiantes Ileguen a una aproximacion a la solucion
de la proposicion 8 del libro 111 de Euclides, en la cual se plantea que si se toma un punto
exterior a un circulo y del punto al circulo se dibujan algunas rectas, una de las cuales pasa por el
centro y las demas al azar, de las rectas que caen en la parte concava de la circunferencia, la

mayor es la que pasa por el centro, y de las demas siempre la mas proxima a la que pasa por el
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centro es mayor gque la mas lejana; pero de las que caen en la parte convexa de la circunferencia
la menor es la que esta entre el punto y el diametro, y de las demas la mas proxima a la mas
pequefia es siempre menor que la mas lejana, y solo caen dos de iguales del punto al circulo a
uno y otro lado de la méas pequefia.

Esta actividad inicia con la creacion, por parte de los estudiantes, del applet el cual debe contener
una circunferencia con centro en A, un punto D en su exterior y un segmento cuyos extremos son
D y un punto C sobre la circunferencia.

A continuacidn, se presenta una tabla por estudiante y las acciones basicas, determinando qué

acciones pudo realizar cada uno de ellos con respecto a la actividad propuesta.

Accion Bésicaly 2 (ABly AB2)

Estudiante | Grado Descripcion

Las variables identificadas por el estudiante son la longitud del
segmento CD vy la ubicacién del punto C, esto se evidencia cuando

El Sexto . ) . - -
el estudiante menciona que la longitud méxima y minima se
determinay se verifica al mover el punto D.
La estudiante identifica que la longitud de segmento CD vy la
o posicion del punto D como variables del problema, debido a que
E2 Seéptimo

resalta que el segmento AB cambia de tamafo al desplazar el punto

C sobre la circunferencia.

Tabla 17: AB1y 2, Sesion 4, Actividad 1

De la tabla anterior se puede inferir que, para este problema, ambos estudiantes lograron
desarrollar efectivamente las acciones bésicas 1 y 2, determinando que la relacion de covariacion
estd dada entre la posicion del punto D y la longitud del segmento DC.

A continuacion, se presenta una tabla que une las acciones basicas 3 y 4 de esta actividad.

Accion Basica 3y 4 (AB3y AB4)

Estudiante Grado Descripcion
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Respecto a la longitud méxima del segmento, el estudiante
concluye que si existe el segmento maximo es el que mide
8.66 cm, ademas de corresponder con el diametro de la
El Sexto ) ) ) ] ] .
circunferencia. Ademas, el estudiante menciona que también
existe un segmento minimo que seria el segmento DE que es el

resultado de la division del segmento DC y diametro EC.

En primer lugar, la estudiante luego de comparar y de analizar los
posibles segmentos que se pueden formar, concluye que el
segmento con longitud maxima es aquel que atraviesa el punto
o central (haciendo referencia al centro de la circunferencia).

E2 Séptimo ) ) .
En segundo lugar, la estudiante menciona que si existe un
segmento con la minima longitud y es aquel que surge de restarle
el tamafio del diametro de la circunferencia, de esta forma se

genera un nuevo segmento llamado DE.

Tabla 18: AB3 y 4, Sesion 4, Actividad 1

De la tabla anterior, se puede concluir que los dos estudiantes lograron desarrollar las acciones
bésicas 3 y 4 puesto que determinaron, por medio de comparaciones, la existencia del segmento
méaximo y el minimo, determinando sus caracteristicas respecto a la posicion del punto C en la

circunferencia.

Actividad 2: Proposicién 73, Libro VII (Pappus)
En GeoGebra sigue las siguientes instrucciones:

Fase de construccion

Construye una semirrecta AB.

o o

Traza una circunferencia con centro en Ay radio AB.

Ubica un punto F sobre la recta AB.

a o

Ubica un punto T sobre la circunferencia.

®

Construye la cuerda BT.

—h

Traza el segmento AT.

g. Ubica el punto M sobre BT, de tal manera que BM = MT.
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h. Construye la semirrecta FM.
i. Construir punto G, interseccion entre FM y AT.

j. Oculta las semirrectas AB y FM y la circunferencia.
k. Traza el segmento FG. Cambiale el color.

e Mueve el punto F. ;{Qué sucede con la longitud del segmento?

e Mueve el punto G. ;Qué sucede con la longitud del segmento?

Fase de Exploracion

e ;Existe el segmento FG que tenga la maxima longitud? ¢Por qué? Si existe, menciona qué
condiciones debe cumplir este segmento.

e Existe el segmento FG que tenga la minima longitud? ¢Por qué? Si existe, menciona qué

condiciones debe cumplir este segmento.

Fase de argumentacion (Trabajo en equipo)
e Compara tus respuestas con las de tus compafieros
e ;Qué pueden generalizar respecto a la longitud del segmento FG?
e Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusion final

a la que llegas.

Al abordar este problema, se quiere que los estudiantes lleguen a una aproximacion a la solucion
de la proposicion 73 del libro V de Pappus, el cual indica que al considerar el segmento BA igual
al segmento AT vy al cortar al segmento BT en dos partes iguales en el punto M; se concluye que
el segmento BT, es el més pequefio de todos los segmentos que pasan por el punto M.

A continuacién, se presenta una tabla por estudiante y las acciones bésicas 1 y 2, determinando

qué acciones pudo realizar cada uno de ellos con respecto a la actividad propuesta.

Accién Basicaly 2 (ABly AB2)

Estudiante | Grado Descripcion

El estudiante no menciona, de manera explicita, cuales son las
El Sexto | variables involucradas en esta actividad. Sin embargo, se evidencia

que el estudiante hace referencia a una de las variables que es la
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longitud del segmento FG.

E2

Séptimo

Esta estudiante identifica las variables involucradas, debido a
menciona que la longitud del segmento FG depende de la posicion
del punto F que esté sobre la recta.

Tabla 19: ABly 2, Sesion 4, Actividad 2

De la tabla anterior se puede inferir que, para este problema los dos estudiantes desarrollan las

acciones basicas 1 y 2, determinando que la relacion de covariacion estd dada entre la posicion

del punto F y la longitud del segmento FG.

A continuacién, se presenta una tabla que une las acciones basicas 3 y 4 que desarrolla la

actividad 2, asociada a la proposicion 73 del libro V de Pappus:

Accion Bésica 3y 4 (AB3y AB4)

Estudiante

Grado

Descripcion

El

Sexto

Al realizar una busqueda del segmento cuya longitud sea maxima,
el estudiante determind que no existe debido a que la recta que
contiene el punto F es infinita, por lo que siempre podra
determinar una longitud cada vez mas grande.

Luego, al comparar los diferentes segmentos el estudiante
identificd que el segmento con longitud minima es aquel cuya

medida es 5,42 cm generando asi, un tridngulo isosceles.

E2

Séptimo

Respecto a la longitud méxima, la estudiante identifica que no
existe debido a que el punto F estd sobre la recta AB (que es
infinita), por lo que siempre se puede agrandar el segmento méas y
mas. Ademas, menciona si existe un segmento que es minimo y se
forma cuando el segmento es una cuerda de la circunferencia que
contiene los puntos A y B [haciendo referencia a la circunferencia

que se construyé en la fase de construccion].

Tabla 20: AB3y 4, Sesion 4, Actividad 2
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De la tabla anterior se evidencia que los dos estudiantes logran establecer la existencia de un
minimo y la inexistencia del segmento maximo de todos los segmentos que pasa por el punto M.

De esta manera es posible afirmar que ambos estudiantes logran realizar las acciones basicas 3 y

4.
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CONCLUSIONES
Respecto a los 26 problemas que fueron extraidos de la HM, estudiados y analizados teniendo en
cuenta su forma de resolucién y demostracion, los que permitieron incluir el proceso de
optimizacion en el aula son aquellos problemas cuya solucion se puede abordar con un analisis
desde la geometria plana, debido a que los demas problemas abordados se desarrollan a partir de
conceptos propios del calculo diferencial o de la geometria del espacio, por lo que no son
adecuados para los estudiantes a los cuales va dirigida la secuencia de actividades, pues no tienen
las suficientes bases matematicas para poder desarrollarlos.

La transposicion didactica de los nueve problemas seleccionados para llevar al aula se realizé a

partir del uso del software GeoGebra, el cual fue pertinente para desarrollar las actividades,

puesto que permitié que los estudiantes contaran con herramientas méas detalladas para realizar la
exploracién del applet y buscar una posible solucién para cada pregunta.

La exploracién de los applets y la construccion de algunos de ellos por parte de los estudiantes

permitié que se desarrollara el proceso de optimizacion y, a su vez, se evidencié que se

potenciaron constantemente algunas competencias matematicas durante el desarrollo de la
secuencia de actividades como:

- Razonar y argumentar matematicamente, debido a que siempre se les hacia argumentar, en
un contexto geométrico, todas sus conclusiones e inferencias respecto a los problemas
abordados.

- Manejo de simbolos y formalismo matematicos en el momento de responder las preguntas
que se les hizo con base en los problemas.

- Comunicar, tanto escrita como oralmente sus ideas y métodos de resolucion de las
actividades propuestas.

- Usar de manera adecuada las herramientas tecnoldgicas, en este caso los applets para
comprender y determinar la existencia o no existencia de los maximos y los minimos en las

diferentes actividades.

Durante la implementacion en el aula de los problemas seleccionados y adaptados, se pudo
evidenciar que era necesario que los estudiantes realizaran las cuatro acciones basicas para
poder concluir lo que se esperaba con cada una de las actividades, de acuerdo con las

demostraciones presentadas por los matematicos.
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En cada una de las cuatro sesiones hubo diferentes casos en como abordaron los estudiantes las
acciones basicas. El primer caso se da en estudiantes que no lograron identificar correctamente
las variables inmersas en el problema y por lo tanto la relacion establecida y la comparacion
realizada entre los valores para determinar un méximo o minimo no se logro realizar para una
actividad especifica. En el segundo caso, se observan algunos estudiantes que aunque
identificaron las variables adecuadas no las relacionaron apropiadamente, ni compararon de
manera correcta sus valores, por lo que no pudieron visualizar el médximo o minimo. El tercer
caso se presenta cuando los estudiantes en algunas sesiones identificaron las variables inmersas
en la exploracion de la actividad, establecieron la relacion entre estas variables, pero en la
comparacion de sus valores no pudieron establecer el momento cuando una de las variables hace
méaximo o minimo el valor de la otra. Finalmente, el cuarto caso se da cuando los estudiantes
que lograron realizar acertadamente las cuatro acciones basicas, en sus conclusiones del trabajo
realizado lograron tener un acercamiento a las proposiciones, afirmaciones o resultados
encontrados en la HM.

Respecto al proceso de formacion profesional de las autoras, se considera que hubo aportes
significativos durante el desarrollo de este trabajo, en diferentes aspectos. En primer lugar, se
tuvo que realizar un estudio juicioso y dedicado de las diferentes demostraciones de los
problemas abordados lo que desarroll6 habilidades propias del campo del saber matematico. En
segundo lugar, se realizaron traducciones directamente de los textos, en los que primaba el
frances, el inglés y el portugués, lo cual las hizo méas competentes a la hora de interpretar un
texto matematico en otros idiomas. En tercer lugar, al realizar la aplicacién de las actividades
propuestas se reflexiono sobre el uso de la tecnologia, aspectos positivos y negativos, puesto que
si no se es consciente de las deficiencias que trae consigo, en este caso el software GeoGebra, se
pueden cometer errores conceptuales al no tener claro que dicho software maneja un sistema
axiomatico diferente al que se imparte en el aula. Finalmente, este trabajo aportd en gran medida
a comprender mas a fondo el proceso de optimizacion y como es posible abordarlo en la escuela

usando problemas no usuales para su ensefianza.
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ANEXOS

ANEXO 1: Estudio de los problemas
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Elementos de Euclides

Libro 11l - Proposicién 16

La recta dibujada por el extremo del diametro de un circulo formando angulos rectos con el
didmetro, caera fuera del circulo, y no se interpondré otra recta al espacio entre la recta y la
circunferencia; y el angulo del semicirculo es mayor y el que queda es menor que cualquier

angulo rectilineo agudo.

Figura 25. Construccion Proposicion 16 - Libro Il de Euclides

Para la demostracion de esta proposicion Euclides la divide en tres partes. En la primera parte él
se encarga de mostrar por reduccion al absurdo que no es posible encontrar un punto sobre la
circunferencia de manera tal que forme dos angulos rectos con el diametro AB, este punto se
podra determinar fuera de la circunferencia (AB1, AB2). En la segunda parte demuestra que no
se puede encontrar otra recta en el espacio entre la recta AE y la circunferencia que contiene los
puntos A, B y C, de tal manera que esa recta determine un angulo recto (AB3). En la tercera
parte se demuestra que no existe ningin angulo agudo contenido entre las rectas que sea mayor
que el angulo contenido entre la recta BA y la circunferencia que contiene los puntos C, Hy A,

tampoco existe ningun angulo agudo contenido entre las rectas que sea menor que el angulo



110

contenido entre la circunferencia que contiene los puntos C, Hy Ay la recta AE (AB4).

Libro VI - Proposicion 27

De todos los paralelogramos aplicados a una misma recta y deficientes en figuras paralelogramas
semejantes y situadas de forma semejante al construido a partir de la mitad de la recta, el

paralelogramo mayor es el que es aplicado a la mitad de la recta y es semejante al defecto.

D M E
@

A C K

Figura 26. Construccion Proposicion 27 - Libro VI de Euclides

Para demostracion de esta proposicion Euclides la divide en dos partes. En la primera parte se
muestra que el paralelogramo AKFH tiene la misma area que el gnomon LMN*® y como este
altimo es menor que el paralelogramo DCBE, se concluye que el paralelogramo CBED es mayor
al paralelogramo AKFH. Ademés, cdmo el paralelogramo ACDI es congruente con el
paralelogramo CBED, debido a que C es punto medio del segmento AB, se concluye que el
paralelogramo ACDI es mayor al AKFH (AB1, AB2).

En la segunda parte, como C es punto medio del segmento AB, entonces el paralelogramo DLHI
es congruente con DLGE, por tanto, el segmento HM es igual al segmento MG, ademas, el
segmento HD es mayor al segmento HM y el segmento DG es mayor al segmento MG; por lo
anterior, el segmento DH es menor que el segmento LG. El paralelogramo DLGE es congruente
con DNKC*, por transitividad se tiene que el paralelogramo DLHI es igual a DNKC, por tanto,
el segmento DK es mayor que el segmento LG (AB3).

13 Un gnomon es cualquier figura que, afiadida a una figura original, produce una figura semejante a la original. es
decir, el area del paralelogramo AF es igual al poligono LCBENF.
14 por la proposicion 43 de libro 1.
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Si se afiade a los paralelogramos HLDI y LFKC el paralelogramo ACLH, como el paralelogramo
HLDI es mayor que el paralelogramo LFKC, entonces podemos concluir que el paralelogramo

ACDI es mayor que el paralelogramo AKFH (AB4).

La Collection Mathematique de Pappus d’Alexandrie
Libro V - Proposicion 18

Consideremos una esfera con centro en A, y consideremos una de los cinco sélidos platénicos,

con la superficie total equivalente a la de la esfera; yo digo que la esfera es mayor.

I\ _

Figura 27. Construccién Proposicion 18 - Libro V de Pappus

Pappus en su demostracion prueba que la esfera es el sélido con mayor volumen, comparado con
el volumen de los cinco solidos platénicos con la misma area; para ello construye una esfera
circunscrita en un poliedro, de donde se tiene que la superficie del poliedro es mayor que la
superficie de la esfera circunscrita en él (AB1). También se construye una esfera A, cuya
superficie es equivalente a la superficie del poliedro, ademas es mayor que la superficie y el
radio de la esfera inscrita en el poliedro (AB2). Por otro lado, se construye un cono cuya base es
el circulo equivalente a la superficie de la esfera A y altura igual al radio de la esfera A; el
volumen de este cono es mayor que el de la piramide cuya base es rectilinea y equivalente a la
superficie del poliedro, y cuya altura es el radio de la esfera inscrita en el poliedro (AB3). Pero el
volumen del cono es equivalente al volumen de la esfera A, el volumen de la piramide es
equivalente al del poliedro; por lo tanto, el volumen de la esfera A es mayor que el del poliedro
propuesto (AB4).

Libro VI - Proposicion 44

De un punto alto A, tracemos sobre el plano subyacente un segmento AB no perpendicular a ese
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plano, y tracemos desde el punto A una perpendicular a ese plano, que lo intersecta en el punto
T, también tracemos el segmento TB. Se dice que el &ngulo comprendido entre los segmentos
AB y BT es menor que todos los que son estan comprendidos entre el segmento AB y cualquiera
de los segmentos que pasen en B contenidos en el plano subyacente; y el angulo més cercano de
este angulo es continuamente mas pequefio que el que estd mas alejado, y que dos angulos

iguales no se establecen de uno y de otro lado del angulo.

Figura 28. Construccion Proposicion 44 - Libro VI de Pappus

Para la demostracion de esta proposicion Pappus encuentra el angulo minimo entre una recta y

un plano a partir de una construccion donde utiliza perpendiculares y compara angulos y rectas.

Se traza cualquier segmento BM en el plano subyacente; en el punto T el segmento TM
perpendicular a este segmento y se une el segmento AM. El segmento AM es, por lo tanto,
perpendicular al segmento BM debido a lo que se ha demostrado anteriormente. El angulo ATM
es recto, el segmento MA es més grande que el segmento AT; en consecuencia, la relacion del
segmento BA al segmento AT es méas grande que la relacion del segmento BA al segmento AM.
Los angulos TBA y BMA son rectos; por lo tanto, el angulo BAT es mayor que el angulo BAM

en correlacion con lo que se ha demostrado en el pendltimo lema; de modo que el angulo restante
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ABT es mas pequefio que el angulo ABM. Se demuestra igualmente que el angulo ABT es mas
pequefio que todos los otros; por lo tanto, el &ngulo de ABT es el mas pequefio. También se dice
que el &ngulo mas cercano a este &ngulo es continuamente méas pequefio que el que esta mas

lejos.

En efecto, se traza un segmento BE en el plano subyacente; desde el punto T la perpendicular TE
y se unen los puntos AE. El segmento AE también es perpendicular al segmento BE. Por esto, el
angulo recto BMT es igual al angulo recto TEB; pero que el angulo BTM también es mayor que
el angulo BTE, se deduce que la relacion del segmento ET al segmento TB es mayor que la
relacion de los segmentos MT al segmento TB; por lo tanto, el segmento ET es mayor que el
segmento TM. EIl segmento TA esta en angulo recto MTE; por lo tanto, el segmento EA también
es mayor que el segmento AM; por lo tanto, la relacion de los segmentos BA al segmento AM es
maés grande que su relacion con el segmento AE. Los angulos ubicados en los puntos M y E son
rectos; entonces, el angulo BAM es mayor que el angulo BAE. En consecuencia, el &ngulo ABM
es mas pequefio que el angulo ABE. De manera similar, el angulo mas cercano al angulo a ABT
es continuamente mas pequefio que el que esta mas lejos. Finalmente, solo se establecen dos

angulos iguales en cada lado del angulo.

Se establece en el segmento TB, en su punto B, en el plano subyacente, un angulo TBZ igual al
angulo MBT; trazar en el punto T la perpendicular TZ al segmento BZ y el segmento AZ. Dado
que el &ngulo TBM es igual al &ngulo TBZ; el angulo TMB es igual al angulo recto TZB, y que
el segmento TB es el lado comdn de los triangulos, se deduce que el segmento BM es igual al
segmento BZ, y el segmento TM es igual al segmento TZ. Ahora el segmento AT es
perpendicular a cada una de los segmentos AT y TZ; por lo tanto, el segmento AM también es
igual al segmento AZ. A partir de esto, el segmento MB es igual al segmento BZ; el segmento
BA es comun y la base MA es igual a la base AZ, se deduce que el angulo ABM es igual al

angulo ABZ. Asimismo, se demuestra que ningun otro angulo es igual al angulo ABM.

El angulo ABT es, por lo tanto, el mas pequefio, el &ngulo mas cercano a él es continuamente
mas pequefio que el que estd mas alejado de él, y solo se establecen dos angulos iguales en

ambos lados de este angulo.

Analyse des infiniment petits, pour lintelligence des lignes courbes de L'Hopital
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L’Hopital en su obra dedica una seccion al analisis de maximos y minimos, en la cual presenta
algunos ejemplos dentro de los cuales se pueden identificar problemas de optimizacion de una

variable:

Ejemplo IV:

Cortar el segmento dado AB en un punto E, de forma que el producto del cuadrado de una de las
partes AE por la otra EB, sea el mas grande que todos los demas productos formados de la

misma manera.

En este problema se quiere optimizar el producto de la medida de dos partes de un segmento,
escribiendo la ecuacion correspondiente (utilizando nociones de distancia) y calculando los ceros
de la derivada para encontrar el resultado.

Figura 29. Construccion Ejemplo IV de L’Hépital
A la medida desconocida AE se le denomina x y a AB se le denomina a, de manera tal que el

producto AE? x EB es equivalente a x’(a — x) = axx — x3, expresion que debera tener un
méaximo (AB1).
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Para encontrar este punto maximo se traza una linea curva MDM, tal que la relacion de aplicar

_ 3
MP(y) a AP(x) sera expresada por la ecuacién y = ——. Ahora para encontrar un punto E tal

aa

que la cantidad ED sea la mayor de todas las cantidades semejantes PM, para ello se deriva la

2ax dx—3xx dx 2ax—3xx

= 0.

ecuacion dy = y se iguala a 0, obteniendo

aa

2ax —3xx =0

x(2a—3x)=0
x=0 A 2a—3x=0
x=0 A 2a = 3x
x=0 A x=2—a
3

Por lo tanto AE(x) = éa (AB2).

De manera general se tendria que la expresion x™ X (a — x)™; m,n € Z representa al maximo,

al derivar se obtiene:

(mx™1(a — )" + x™n(a — x)" " 1(-1)) dx
(mx™ 1(a —x)" — x™n(a — x)* 1) dx

Si se divide entre x™/(a — x)™/ e igualar a 0 se tiene:

mx™ (a—x)" — x™n(a — x)" !

=0
xm—l(a — x)n—l

x™ a—x)""'(m(a—x) —xn)

xm—l(a — x)n—l 0

ma—mx—nx=20
ma = mx + nx

ma = x(m+n)
ma

x:
m+n

De lo que se deduce de manera general que AE (x) = % a.

Sim=2yn= -], setiene que AE(x) = 2a, por tanto, el problema se enuncia de la siguiente
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manera:

2
Al prolongar un segmento AB al lado de B hasta un punto E, de tal forma que % es minimo y

no un méximo, debido a que la ecuacion de la curva MDM es y = —— (AB3).

X-a

Figura 30. Construccién 2 Ejemplo IV de L’Hépital
Si suponemos que x = a en la aplicacion de PM que divide a BC, sera a—:‘ es decir infinito, si

suponemos que x es infinito entonces y = x que también en la aplicacion es infinito.
Sim=1y n=-2, se tiene AE(x) = —a, de donde sacamos que el problema debera ser

enunciado de esta forma:

Al prolongar la recta dada AB desde el punto A hasta el punto E, la cantidad

AEXAB’
-—es la mayor
BE

APXAB?

de todas las cantidades semejantes ——

(AB4).

Ejemplo V:

El segmento AB se divide en tres partes AC, CF, FB, se corta al segmento CF en el punto medio

E, de forma que la razén del rectangulo AE x EB por el rectangulo CE X EF sea la mas pequefia
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que todas las otras razones formadas de la misma manera.

Para la demostracion de este problema es similar al anterior, el autor desea optimizar una razon

en lugar de un producto. La resolucién se realiza de manera idéntica a la del problema anterior.

Figura 31. Construccion Ejemplo V de L’Hbpital

SeaAC =a,CF =b,CB = cysi CE = x entonces se tiene que AE = a + x, EB = ¢ — x,

p AEXEB + - .
EF = b — x, por lo que ahora, la razén de gs L0 o gecir,
CEXEF x(b—x)

act+cx—ax—xx

tiene que

ser un minimo (AB1, AB2).

Supongamos la curva MDM, tal que la relacion de la aplicacion PM(y) con la cortada CP(x) es

aac+acx—aax—axx -,
la cuestion se reduce a encontrar el

expresada con la siguiente ecuacion y =
xb—xx

valor de x para CE, tal que la aplicacién ED sea la minima de todas las parejas PM (AB3). Luego

se forma la igualdad cxx —axx — bxx + 2acx — abc = 0, calculando las diferencias y

dividimos por a dx, reduciendo la cuestion a un célculo de raices. Si ¢ = a + b, se tiene x =

2b (ABA).

Ejemplo VI:

Entre todos los conos que se pueden insertar en una esfera, determinar el que tiene la mayor
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superficie convexa.

Figura 32. Construccion Ejemplo VI de L’Hépital
En este problema de Geometria Espacial, se pretende optimizar el area de un cono inscrito en
una esfera. para ello, se determina el &rea méxima del triangulo formado por el radio, altura y

generatriz del cono, de la siguiente manera:

Figura 33. Construccién 2 Ejemplo VI de L’Hépital
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Sean AB el diametro del semicirculo AFB y el punto E, de forma que trazando la perpendicular
EF al segmento AF, el rectangulo AF X FE sea el mas grande de todos los similares NA X NP
(AB1). Si se considera que el semicirculo AFB hace una revolucion entera alrededor del
diametro AB, queda claro que va a describir una esfera, y que los triangulos rectangulos AEF,
APN describen los conos inscritos en esta esfera, asi, las superficies convexas descritas por las
cuerdas AE, NA, son entre ellas como los rectdngulos AF x FE, NA X NP (AB2).

Figura 34. Construccién 3 Ejemplo VI de L’Hépital
Por lo tanto, la incognita AE = x, el valor conocido de AB = a, se tiene por la propiedad del
circulo, AF =+ax, EF =+ax—xx; entonces, AF X EF =+lax xax —xx =
Vaaxx — ax3 deberé ser un méaximo, debido a que si imaginamos una linea curva MDM tal que

la relacion de la aplicacion MP (y) con la cortada AP (X) es expresada por la ecuacién y =

M :'y tomamos el punto E, porque la aplicacién ED es mayor que todas las parejas PM.

2ax dx—3xx dx

2V aaxx—ax3

Tenemos la diferencia = (), de donde obtiene que AE (x) = éa (AB3, AB4).

Ejemplo VII.

Se busca entre todos los paralelepipedos iguales a un cubo dado a’, y que uno de sus lados es la

recta dada b, aquel que tiene la menor superficie.
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Cubo a®

Figura 35. Construccion Ejemplo VII de L’Hépital

En este problema de Geometria Espacial se pretende optimizar la superficie de un

paralelepipedo, de tal manera que sea igual al cubo dado a’y pase por la recta b; para ello a uno

3
de los lados que se busca se nombrara como x, y otro sera Z—x; tomando los planos alternativos
3
correspondientes a los lados b, x, Z—x del paralelepipedo, la suma de las areas de las tres caras sera
3 3
bx + a; + %, la cual equivale a la mitad de la superficie total del paralelepipedo (AB1, AB2).

bx

, . s aa aa -
Esta genera una linea curva que tiene la ecuacion —t—+t-=y la cual se deriva para

aa dx

; . . bd
determinar el minimo, obteniendo que Tx +—

= (), lo que es equivalente a x = \/% (AB3).

Por estos los tres lados del paralelepipedo seran b, \/%, \/% ; donde podemos observar que existe
un par de lados congruentes (AB4).
Ejemplo VIII:

Se busca entre todos los paralelepipedos iguales a un cubo dado a3, aquel que tiene la menor

superficie.
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Cubo a®

Figura 36. Construccion Ejemplo VIII de L’Hépital

Para encontrar el paralelepipedo con menor superficie y que sea igual a un cubo dado a’se

nombra con x a uno de los lados desconocidos, por lo realizado en el anterior ejemplo se sabe

- 3 - ’
que los otros dos lados son iguales a /% (ABL1). Si se suman las areas de las tres caras en los
planos alternativos, esta es equivalente a la mitad de la superficie total del paralelepipedo se

3
tendra = — 2va’x, la cual deberé ser un minimo (AB2).

a’ dx aldx

Derivando se obtiene que — — T i

x = a. En consecuencia, los otros dos lados también seran congruentes a a (AB3).

= (0, y despejando el valor desconocido se tiene que

En los ejemplos 7 y 8 L’Hépital busca entre todos los paralelepipedos con el mismo volumen
aquellos con menor area, para su demostracion se determinan las funciones equivalentes a la
mitad del area total, sumando el area de cada una de las tres caras distintas, finalmente se deriva

para encontrar los valores desconocidos (AB4).

Ejemplo XI:

Un viajero parte de un lugar C para ir al lugar F, debe atravesar dos campos separados por una
linea recta AEB. Supongamos que él recorre dentro del campo del lado de C el espacio a en el
tiempo c, y en el otro lado de F el espacio b en el mismo tiempo c: buscamos por cuél punto E

en la recta AEB él debe pasar, a fin de emplear el menor tiempo posible para llegar desde C a F.
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Figura 37. Construccion Ejemplo XI de L’Hépital

Si hacemos
a C
CE_cu
a

Dondeu = CEy % representa los tiempos que el viajero emplea en recorrer CE (AB1)

Del mismo modo,
b c
EF~ ¢Z
b
Donde z = EF y Cb—z representa los tiempos que el viajero emplea en recorrer EF

Entonces la siguiente expresion debe ser minimo,
cu cZ

a b’
De donde se sigue (por el ejemplo 1X) que colocando la recta EG perpendicular a la recta AB; el
seno del angulo GEC debe estar para el seno del angulo GEF, como a esta para b. Es decir,
(AB2)
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sen(£GEC) _a

sen(£GEF) b’
Para esto, se traza la recta EG perpendicular a la recta AB. Luego se construye la circunferencia
con centro en E y radio EC, de tal forma que G es el punto de interseccion de la recta EG con
esta circunferencia, obteniendo asi el punto H (interseccion de esta circunferencia con el
segmento EF). Si se traza sobre la recta AB las perpendiculares CA, HD y FB. Ademas, el

segmento GL perpendicular a CE y GI perpendicular a EF se tiene que
a GL
b~ GI
Ahora bien, GL = AE y GI = ED porque AGEL = AECA y AGEI = AEHD, ademas estos
triangulos son rectangulos, como es facil de verificar (AB3).

Asignando como x el valor desconocido al segmento AE se tiene que
a GL AE

b GI ED

y designandoa AB = f, AC = gy BF = h.
De la construccion también se deduce que

AEBF~AEDH
por tanto,
EB ED
BF DH
bx
-x g
h  DH
DH — bhx
Ca(f —x)
bhx
DH = af —ax

AEDH y AEAC son rectangulos, ademas EH = CE (por ser radios de la misma circunferencia), y

como estos segmentos son las hipotenusas se obtiene que
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a c
GFT
a
a ac
u  cu
a ac

Vg2 + x? - ¢/ g? + x2
ED? + DH? = CA? + AE?
(bx)z_l_( bhx )2_ 2y 42
a af —ax) g Tx
b?x? b?h2x?
a? * (af —ax)?
b%x%(f — x)* N b%h?x?
a*(f —x)*  (af —ax)?
b?x?*(f —x)*+ b*h*x*  g*(af —ax)* x*(af —ax)®

= g2 + x2

@ —a? @ -a?  @f—a0?r "
b%x%(f — x)?+ b%h%x? — g?(af — ax)? — x?(af — ax)?
=0
(af —ax)?

b%x%(f — x)?+ b%h%x? — g?(af — ax)? — x*(af —ax)®> =0
b%x* —a?x* — 2fb%x3 + 2a%fx3 + b%f?x? + b?h?x% + g?a’x? — a?f?x% + 2a%g%fx — a’g*f? =0
Otra forma de determinar esta ecuacion sin usar el ejemplo IX es de la siguiente manera:

Denominemos los conocidos AB = f,AC = g,BF = hy el desconocido AE = x. Se tiene que

a c
CE &
a

Donde u = CE y % representa los tiempos que el viajero emplea en recorrer CE, ademas u =

v g?% + x? resultando
cu _ cyg*+x?

a a
Del mismo modo,
b c
EF _¢Z
b

Donde z = EF, £ representa los tiempos que el viajero emplea en recorrer EF zZ =
b

V (f —x)? + h?, por tanto
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cz _cJ(f —x)*+h?

b b
cz _cf?—2fx+x?+h?
b b
Como ya se habia dicho antes, la expresion
cu CcZ
— + — debe ser minimo
a b

Reemplazando se obtiene la expresion que se minimizara

¢/ g2 + x2 +c\/f2 —2fx + x% + h?
a b
Encontrando su derivada e igualando a cero

2cx c(—2f + 2x) _
a\/m+be2—2fx+x2+h2 -0

2cx 2c(—f +x) _
a\/m+be2—2fx+x2+h2 -0

X x—f

+ =0
aJg? +x%  byf2—2fx +x2+ h?

Donde al operar se obtendra la misma ecuacion de arriba, entonces una de las raices

proporcionard el valor de AE que se busca (AB4).

Ejemplo XII:
Sea una rueda F que esta colgada libremente en el extremo de una cuerda CF fija en C, con un

peso D suspendido de la cuerda DFB que pasa por encima de la rueda F, y que esta fija en B, de
forma que los puntos C, B situados en la zona de la misma linea horizontal CB. Supongamos que
la polea y las cuerdas no sufren ninguna gravedad, preguntamos en qué punto el peso D o la

polea F debe detenerse.
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@
Figura 38. Construccion Ejemplo XlI de L’Hépital

Es claro, por los principios de la Mecanica que el peso D bajard lo méas bajo que le sea posible,
debajo de la horizontal CB, de donde se deduce que la recta DE que tiene el peso debe tener un

maximo.
Denominando CF = a,DFB = b; CB = c y el desconocido CE = x (AB1).

Por el Teorema de Pitagoras se tiene que

EF=myFB=J(c—x)2+(m)z

FB =+/c? — 2cx + x% + a% — x2

FB =+/c? — 2cx + a?

Por tanto, DFE = DF + EF

DFE =b —+/c? —2cx +a? + \/a2 — x? que debe tener un maximo



Derivando se obtiene

—2c 4 —2x —0
Ve2 —2cx +a?  Va? —x?

c x
2( - >=0
Ve2 —2cx +a?  Va? —x?

c x _ 0
Ve2 —2cx +a?  Va? —x?

Y operando

cva? — x2 — xVc? — 2cx + a?

V2 —2cx + a2 Va? — x2

c\/az—xz—x\/cz—Zcx+a2 =0

(c\/az —x2 —xy/c2 — 2¢cx + a? )2 = 02

(c\/ a® — x2)2 —2xcya? — x2Jc? — 2cx + a? + (x\/c2 —2cx +a? )2 =0

c2(a? — x2) — 2xcy/a? — x2Jc2 — 2cx + a? + x%(c? = 2cx +a?) = 0

c2a? — ¢?x% — 2xcy/a? — x2y/c2 — 2cx + a? + ¢2x? = 2cx3 + a?x? =0

Tomando (AB3)

c?a? — c?x? 4+ c*x?> —2cx®+a*x?* =0

—2cx3 +a’x®>+c%a>=0
2cx3 —a®x? —c?a®> =0

De lo que resulta
2cx3 — 2¢2x? —a*x?* + a?c? =0

factorizando

127
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2cx?(x—c)—a’(x?-c?) =0
2ex?(x—c)—a*(x—c)(x+c¢c)=0
(x—c)(2cx? —a?(x +¢)) =0
(x —c)(2cx? —a’x—a?c) =0
Dividiendo por (x — ¢)
2cx? —a*x—a*c=0
Es aqui donde una de las raices proporciona a la CE un valor tal que la perpendicular ED pasa

por la polea F y el peso D que estan en reposo (AB4).

Cours de Mathématique de Bézout

Problema I:

Dividir un nimero dado en dos partes tales, que su producto sea un maximo.

Para la demostracién de este problema se denomina a al nimero, x a una de las partesy a — x a
la otra parte (AB1). Se pretende que al multiplicar estas dos partes su producto sea el maximo,
por lo que al multiplicar obtenemos x(a — x) = ax — xx, Yy a partir de esta nueva expresion se

puede conseguir un maximo, derivando (AB2).

y = ax — x?
dy 1
dx a-—2x

Al igualar esta expresion a 0 se tiene que 1 = 0, lo cual es una contradiccion. Asi que tomamos

Unicamente el denominador y despejamos x (AB3).

1
a—2x=
a—2x=0
—2x = —a
1
x=§a
1 1
a—x= a—§a=5a

Por lo que se tiene que la manera de dividir un nimero dado en dos partes tal que su producto sea
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el méximo, es por la mitad. Las dos partes son iguales y su producto sera (AB4):
111 1,
y==-a (— a) =—a
Problema II:

Hallar entre todas las lineas que se pueden tomar de un mismo punto D, dentro de un angulo

conocido ABC, cual es la que forma con los lados del angulo el menor triangulo posible.

Para la demostracién de este problema se realizan algunas construcciones auxiliares.

Figura 39. Construccién Problema Il de Bézout

Se construye el angulo ABC, un punto E sobre el lado AB y un punto F sobre el lado BC, para
tener el triangulo BEF. Luego se ubica un punto D sobre el segmento EF, posteriormente se
construye en segmento DG paralelo a AB, también el segmento DK perpendicular a BC, y el

segmento EL paralelo a DK (AB1).

Se denomina a al segmento BG, b a DK y x a BF. Se observa que mientras méas crece BF mas

grande es el tridngulo, y mientras méas pequefio se hace BF mas pequefio es el triangulo (AB2).

Por la manera como fue construido se tiene:

GF DF
A BEF ~AGDF & — = —
BF EF
DF DK

A DKF ~AELF & — = —
EF EL
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Como se tiene que

GF DK
BF  EL
BG =a
DK =b
BF =x
GF = BF — BG
GF DK x—a b
—_— — >
BF EL x EL
bx
xX—a
Teniendo esto se puede determinar el area del triangulo BEF (AB3).

EL =

ELxBF _ bx X bx?
2  x—a 2 2(x-a)
Antes de derivar se suprime la constante por proposicion 52 (demostrada en el libro) y se deriva.

2

I
YT a-a
dy 2x(x—a)—x*(1)
dx (x — a)?
2x(x —a) — x? “o
(x —a)?

2x% —2xa—x%*=0
x> =2xa=0
x(x—2a)=0

x =2a

Y reemplazando x y a se obtiene BF = 2BG. Lo que lleva a concluir que la linea FDE que se
toma por D, dara el menor tridngulo EBF = 2ab (AB4).

El anterior problema de Geometria Plana tiene como objetivo optimizar el area de un triangulo
utilizando semejanza de triangulos para escribir una ecuacion que se deriva para encontrar la

solucion.

Problema Ill:
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Hallar el mayor paralelepipedo de todos los que tienen la misma superficie y la misma altura.

Figura 40. Construccion Problema 11l de Bézout

Se denomina h a la altura del paralelepipedo, cc el area superficial, x y y a los lados de su base
rectangular (AB1). El area superficial estd compuesta por seis rectangulos, dos con altura h y
base y, otros dos con altura h y base x, y dos mas con altura y y base x. De esta manera el area
superficial total es constante y se puede expresar como 2hx + 2hy + 2xy = cc. (AB2) El
volumen del paralelepipedo se determina con hxy, el cual siempre es mayor que toda el area

superficial, y derivando se obtiene que:

hydx+hxdy =0
h(ydx+xdy) =0
ydx+xdy =0

Despejando dx en la anterior expresion y reemplazando en la derivada de la ecuacion del area

superficial se tiene:

—xd
dx = 4
y

2hdx +2ydx+2hdy+2xdy=0

—x dy —x dy
2h(—>+2y( )+2hdy+2xdy=0
y y
—2hxdy —2xydy + 2hy dy + 2xydy =0
2h(—xdy +ydy) =0
ydy =xdy
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y=x

Ahora al encontrar que x = y significa que la base del paralelepipedo debe ser un cuadrado,

entonces se reemplaza la y por x en la ecuacion del area superficial y se despeja x (AB3).

2hx + 2hx + 2x% = cc
2x% 4+ 4hx —cc=0

_ —4h ++16hh + 8cc
B 4

x=—-hzt /hh+1/2cc
x=—h+ /hh+1/zcc

Para este problema el autor quiere optimizar el volumen de un paralelepipedo dadas su area y su

X

altura, utilizando el area superficial para determinar la medida de la base mediante la derivacion

y el despeje de ecuaciones.

Ahora se quiere determinar la altura h para el paralelepipedo tenga el mayor volumen entre todos
los que tiene la misma area superficial. Como ya se sabe que el area debe ser un cuadrado,
entonces el volumen se determina por hxx, se deriva, se despeja dh y se reemplaza en la

ecuacion del &rea superficial.

xxdh+2xhdx =0
b= —2xh dx _ —2hdx

xx X
2xh + 2xh + 2xx = 4xh + 2x?

dhdx +4xdx+4xdh =0
—2h dx
)=o0

4hdx+4xdx+4x(

4hdx +4xdx —8hdx =0
—4hdx +4xdx =0
4x dx = 4h dx
x=h

Por lo cual el paralelepipedo debe ser un cubo porque la altura es igual al lado de la base

cuadrada. Finalmente se determina el lado de ese cubo, reemplazando x por h en la ecuacion del
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area superficial y despejando.

6x2% = cc
, _ccC
X4 = —
6
cc
x= |—
6

En conclusion, entre todos los paralelepipedos de area superficial constante, el que tiene mayor
volumen es el cubo, cuyo lado es la raiz cuadrada de la sexta parte del area superficial (AB4).

Problema IV:

Hallar entre todos los triangulos del mismo perimetro y base, cuél es el que tiene la mayor
superficie.

=
———————-..;.-.

o

o
B

mﬁ

Figura 41. Construccion Problema IV de Bézout

En el triangulo ABC se construye CP perpendicular a la base AB = a, el perimetro del tridngulo
se denomina ¢, AP =x, CP =y, por lo que PB = a — x. Usando el teorema de Pitagoras en

los triangulos ACP y BCP se determinan las longitudes de los lados AC y BC. (AB1)

AC? = xx +yy

AC = \[xx +yy

CB? =yy + (a —x)?
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CB =./yy+ (a—x)?2
Al tener la medida de los tres lados del tridngulo se determina su perimetro y area, y se derivan.
(AB2)

c=a+ Jxx+yy+.yy+(a—x)?
1 1
E(x2 +y2)_1/2 - 2x dx + 2y dy] + [E (y? + (a - )22 2ydy —2(a—x)dx|=0

xdx+ydy ydy—(a—x)dx_0

+ =
Jx2 + y? Jy?+ (a —x)?

. ay
A =
rea =

ady
—Z =0
2

Se despeja dy en el diferencial del area y se reemplaza en el diferencial del perimetro, para
despejar x. (AB3)

x dx (a—x)dx
Va2 +y? Jy?+(a—x)?
xdx  (a—x)dx

JxZ+y2? - VY% + (a—x)?
xJy2+(a—x)2=(a—x)yx2+y?
x*(y* + (a—x)%) = (a—x)*(x* +y?)
x2y? + x%(a—x)? = x?(a — x)? + y?(a — x)?
x2y2 =y2(a_x)2

x? = a? —2ax + x?

Al encontrar este valor para x significa que el triangulo debe ser isosceles. Si se traza una
perpendicular a AB desde su punto medio y se construye un arco de circunferencia con centro en
B y radio igual a la mitad de la diferencia entre el perimetro ¢ y la base a del tridngulo, este arco
corta la perpendicular en C. Si tomamos CB y CA, tendremos el tridngulo de mayor area entre

todos los triangulos isoperimétricos con la misma base (AB4).
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Cours D’Analyse de L’Ecole polytechnique de Sturm

Segunda Aplicacion:

Se dan dos puntos A y B, situados en dos medios diferentes y separados por una superficie plana
P. Un mdvil se mueve en el primer medio con una velocidad uniforme u, y en el segundo medio
con una velocidad uniforme v; buscamos el camino AHB que el movil debe hacer para ir de A a

B en el tiempo mas corto.

IS

Figura 42. Construccion Segunda Aplicacion de Sturm

El camino buscado debe estar compuesto por lineas rectas. Sturm dice que la linea cortada que
resuelve este problema debe estar en el plano ABCD, determinado por las rectas perpendiculares
AC y BD al plano P (AB1). Supongamos que el camino es AGB y que interseca al plano P en el
punto G situado fuera del plano ABCD. Tracemos GL perpendicular a CD y tracemos los
segmentos AL y BL; los triangulos AGL y BGL son rectangulos en L, por lo cual se tiene que
AL < AG y BL < BG, de esta manera el movil va mas rapidamente del punto A al punto B

siguiendo el camino ALB que por el camino AGB.

Busguemos en el plano ABCD perpendicular al plano P, la linea AHB, tal que la distancia

recorrida por el movil sea en el menor tiempo posible (AB2). Sean AC = a,BD = b,CH = x y el
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tiempo que el mavil tarda para ir de A hasta H es:

AH_\/aZ+x2
u u

Y el tiempo que emplea para ir de H hasta B esta determinado por la ecuacion:

HB /b?+ (c — x)?

v v

De esta manera la funcion a partir de la cual se determinara el minimo es:

\/a2+x2_|_\/b2+(c—x)2

fx) = .
Calculando la derivada e igualando a 0 se obtiene:
£ — X 4 c—Xx —0
Wt 22 o b2 + (e = x)?
X c—X

waZ+ax? _vw/b2 + (c — x)?

Si se quiere resolver esta ecuacion en torno a x, se debe elevar al cuadrado y resolver la ecuacién

resultante, de cuarto grado (AB3). También se tiene que:

X

uva? + x2

c—x
vy/b?% + (c — x)?

En el caso de buscar el minimo (puesto que la funcién f(x) no tiene un méaximo), se obtiene:

= sinCAH = sin AHK

=sin HBD = sin BHI

sin AHK _ sin BHI
u B v

sin AHK u
sinBHI v



137

La cantidad resultante % es la razdn entre las dos velocidades de la luz en los dos medios, y el

indice de refraccion de la luz en el paso del primer al segundo medio (AB4).

Cours de Calcul Differentiel et Integral de Serret

Joseph Alfred Serret construye una obra dedicada a las reglas del calculo diferencial e integral y
las aplicaciones desde el calculo a la geometria. Se divide en dos tomos, en el primero uno de sus
capitulos hace referencia a la teoria de méximos y minimos, y presenta algunos ejemplos y

problemas.

Ejemplo 111 (Problema de Fermat)

Dos medios estan separados por un plano P, buscamos el camino que debe seguir un movil para
ir, en el tiempo més corto, de un punto A del primer medio a un punto B el segundo. EI mévil se
mueve en el primer medio a una velocidad constante u, y en el segundo medio a una velocidad

constante v.

N

Figura 43. Construccion Ejemplo Il de Serret

El camino buscado esta compuesto de dos lineas rectas, pues el espacio recorrido por el movil,
en uno u otro movil, es proporcional al tiempo empleado. También este camino esta en el plano
ACDB perpendicular al plano P por los puntos A y B y que lo corta en el segmento CD (AB1).
Consideremos la linea AGB situada fuera del plano ACDB, del punto G donde encuentra al plano

P, trazamos GL perpendicular a CD, las rectas AL y LB seran respectivamente menores que AG y
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GB; por lo tanto, el tiempo para recorrer el camino ALB serd menor que el tiempo empleado por
el camino AGB (AB2).

A las perpendiculares AC y BD las nombramos a y b respectivamente, trazadas de los puntos 4 y
B sobre el plano P, a la distancia AC la llamamos ¢ y x a la distancia desde el punto C hasta un

punto cualquiera H de CD. Obtenemos:

AH =+/x?+a? BH =./(c —x)? + b?

Asi el tiempo t que el movil empleara para ir desde A hasta B, por el camino AHB sera:

t_\/x2+a2+\/(c—x)2+b2
T u v

Esta es la funcién de x a partir de la cual se determinara el minimo. Es claro que no se comporta

como un méximo, igualando a 0 la derivada de la funcion t es:

1 X 1 c—x
U+/x2 + a? U\/(c—x)2+b2

Elevando al cuadrado para eliminar los radicales se obtiene:
(W% —u?)x?(c —x)? + b?v?x? —a?u?(c—x)*>=0

De esta manera la incognita x depende de una ecuacion de cuarto grado. Pero, sin resolver esta
ecuacién, podemos obtener como se deduce de la propiedad geométrica que caracteriza a la linea
buscada (AB3). Colocamos la recta KI perpendicular en H al plano P, nombramos i al angulo
AHK yr al dngulo IHB:

) DH c—x
sinr = — =
BH \[(c —x)? + b2
.. CH X

En consecuencia, la ecuacion que expresa la condicion de minimo es:
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sini u

sinr v
Resulta que el seno del angulo de incidencia i esta para el seno del angulo de refraccion r en
razon de las velocidades u y v con las cuales el movil se puede desplazar del primero al segundo

medio, respectivamente (AB4).

Para solucionar el problema Serret descompone la figura en tridngulos rectangulos utilizando el
Teorema de Pitdgoras y las funciones trigonométricas para relacionar los lados de los triangulos.

La funcidn gue se obtiene es una funcion irracional.
Ejemplo IV:
Determinar los méximos y minimos de la distancia entre un punto dado y una curva dada.

Nombramos x, Y y, a las coordenadas del punto dado relativas a dos ejes rectangulares, x y y las
coordenadas de la curva dada (AB1). La ordenada y es una funcién dada de x, y el cuadrado de la
distancia del punto (x,, yo) al punto (x, y) es:

V=(x—x0)°+—yp?
Se quieren calcular los valores maximo y minimo de las funciones de x representada por V

(AB2). Se obtiene:

1dv
2dx

1d%v dy? d?y
=1+ _ i
kZ dx? ( + dx2> + (=0 dx?

dy
(x —x0) + (y—yo)a

. . ., av , . ;- .
Teniendo en cuenta la condicion — = 0 del maximo o el minimo, se tiene:

=x)+ -y L =0
X — Xp Y —Yo dx

Y~Ydy
X — Xy dx

Donde % es el coeficiente de inclinacion de la recta que une al punto dado M, con el punto

Xo
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d .. . . .
buscado M de la curva dada, ﬁ es el coeficiente de inclinacion de la recta tangente en M a la

misma curva. Asi la ecuacion anterior expresa que la recta que une el punto dado al punto

buscado es normal a la curva.

Sea M uno de los puntos determinados por la ecuacion igualada a 0, ese punto correspondera a
. o . . d?v . . . d?v
un minimo o a un maximo, dependiendo si ——; Sea positiva 0 negativa. Si — s nula, se deben
analizar las derivadas de orden superior para decidir si se tiene un minimo o un maximo, o si no
. i . . d?v a’v
es uno ni otro. Este ultimo caso es particular si = fuera nula en el punto M, el valor de —5 s

diferente a 0 (AB3).

La recta MyM sera colocada suponiendo que el punto dado M, toma todas las posiciones posibles
., .., , . d2v
sobre esta normal, existird una posicion M’ del punto M, para la cual la derivada — sea nula; en

consecuencia, si tomamos x’y y’ como las coordenadas de A’ se tiene:

dy? d?y
1+t —y)—=2=0

Y la segunda ecuacion presentada se puede reescribir de la siguiente forma:

1V _ (LY
2 dx? dx?) y—9vy'

!

Esto muestra que el valor de MyM sera un minimo o un maximo dependiendo si y, —y'yy —y
estan en la misma recta o en rectas contrarias. Es decir, existira un minimo cuando el punto dado
M, este situado entre M’y M, y existird un maximo en el caso contrario. El punto M" es el centro

de la curvatura de la curva dada en el punto M (AB4).
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ANEXO 2: Actividades propuestas en el aula
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SESION 1. EUCLIDES DE ALEJANDRIA

Euclides (325 — 265 a.C.) fue un matematico y gedmetra griego, considerado uno de los grandes
matematicos de la antigiiedad y el padre de la geometria. Es el autor de “Los Elementos” una de
las obras matematicas mas conocidas del mundo que ha tenido méas de 1.000 traducciones desde
su primera publicacion en 1.482, compuesta por trece libros y es el resultado de la compilacién
del conocimiento de la matematica en los afios anteriores, poniendo orden a muchos teoremas de
Eudoxo, perfeccionando muchos de estos, dando demostraciones irrefutables para hechos
probados sin rigor por sus predecesores y fundando el método axiomatico. En esta obra se
presentan 465 proposiciones, 93 problemas y 372 teoremas de la geometria plana y espacial,

junto con cinco postulados.

En Los Elementos, Euclides presenta algunas proposiciones que tiene que desarrollan el proceso
de optimizacién, por lo que se han adaptado en applets construidos en GeoGebra y

reestructurado en forma de problemas. A continuacion, se presentan 3 de estos problemas.

PROBLEMA 1: LIBRO 1ll, PROPOSICION 7

Link: https://www.geogebra.org/m/sdugjzat

En esta construccion encontraras:
e Una circunferencia con centro E y radio ED.

e Elsegmento FB, donde F esta sobre el didmetro AD y B esta sobre la circunferencia.

Nota: Es necesario que escribas todo lo que logres encontrar y las conclusiones a las que

llegues.

Fase de exploracion

1. Mueve el punto F, ;qué sucede con el segmento FB?



https://ggbm.at/sdugjzqt
https://www.geogebra.org/m/sdugjzqt
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2. Mueve el punto B gue se encuentra sobre la circunferencia, ¢qué pasa con el segmento BF?

Fase de Anélisis

1. ¢Existe un segmento BF con la maxima longitud? ¢Por qué?

2. Si existe, menciona qué condiciones deben cumplir los puntos B y F para que sea la maxima.

3. ¢Existe un segmento BF con la minima longitud? ¢Por qué?

4. Si existe, menciona qué condiciones deben cumplir los puntos B y F para que sea la minima.

Fase de argumentacion (Trabajo en equipo)

e Compara tus respuestas con las de tus comparieros.
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e ;Qué pueden generalizar respecto a los segmentos de la maxima y la minima longitud y la

ubicacion de los puntos B y F?

e Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demaés, luego escribe la conclusion

final a la que llegas.

PROBLEMA 2: LIBRO I1l, PROPOSICION 15

Link: https://ggbm.at/evgxc3a6

En esta construccién encontraras:
e Una circunferencia con centro C.

e Lacuerda AB.

Fase de exploracion
1. Mueve el punto A, ;qué pasa con la cuerda AB?

2. Mueve el punto B, ¢qué pasa con la cuerda AB?



https://ggbm.at/evgxc3a6
https://ggbm.at/evgxc3a6
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3. ¢Por qué crees que sucede esto?

Fase de interpretacion

1. ¢Existe una cuerda que tenga la méxima longitud?

2. Si existe, menciona qué condiciones debe cumplir la cuerda para que la longitud sea

maxima.

3. ¢Existe una cuerda que tenga la minima longitud? Si existe, menciona qué condiciones debe

cumplir la cuerda para que la longitud sea minima.

Fase de analisis (Trabajo en equipo)
4. Compara tus respuestas con las de tus compafieros

5. ¢Qué pueden generalizar respecto a la longitud de la cuerda? (formulen una conjetura)
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6. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusion

final a la que llegas.

PROBLEMA 3: LIBRO VI, PROPOSICION 27

Link: https://ggbm.at/pn4arvrk

En esta construccion encontraras:
e Paralelogramo AC

e Paralelogramo AZ (semejante al paralelogramo AC).

Contesta las siguientes preguntas:

1. ¢Qué puntos puedes mover y cual es la funcion de cada uno de estos puntos?

2. ¢Existe un paralelogramo AZ semejante a AC con la minima &rea posible? Si existe,
menciona las condiciones que debe cumplir el paralelogramo AZ para que el area sea

minima.

3. ¢Existe un paralelogramo AZ semejante a AC con la méaxima area posible? Si existe,
menciona las condiciones que debe cumplir el paralelogramo AZ para que el area sea

maxima.
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SESION 2. PAPPUS DE ALEJANDRIA

Pappus (250 - 350 d.C.) fue un matemaético y gedmetra griego nacido en Alejandria, escribi6
comentarios de los Elementos de Euclides y de Almagesto de Ptolomeo. Fue precursor de la
geometria moderna, maestro en Alejandria y autor de la “Coleccion Matemdtica”, una obra
compuesta de ocho libros en la que presenta un panorama historico de la matematica clasica,
incluyendo algunas demostraciones alternativas del trabajo de otros matematicos famosos de su
época, y proponiendo nuevas proposiciones geométricas entorno a las conicas, poligonos,

poliedros, superficies y volimenes de solidos de revolucién.

En la Coleccién Matematica, Pappus presenta algunas proposiciones que desarrollan el proceso
de optimizacion, por lo que se han adaptado en applets construidos en GeoGebra y

reestructurado en forma de problemas. A continuacion, se presentan 3 de estos problemas.

PROBLEMA I: LIBRO V, PROPOSICION 5

Parte 1

Nota: Es necesario que escribas todo lo que logres encontrar y las conclusiones a las que

llegues.

En GeoGebra sigue las siguientes instrucciones:

e Construye un triangulo AABC cualquiera. (con la opcion poligono)
e Toma uno de los lados del triangulo como la base del mismo. (Cambiale el color)
e Construye una de las alturas del triangulo. (Ten en cuenta que la altura es el segmento

perpendicular a la base que pasa por el vértice opuesto)


http://maralboran.org/wikipedia/index.php?title=Ptolomeo&action=edit
https://www.geogebra.org/m/gdswywhp/pe/278707
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e Determina la medida de los lados del triangulo y de la altura. (usa la opcidon “Distancia o
longitud™)

e Encuentra el perimetro del tridngulo y su area. (Usando opciones “Distancia o longitud” y
“area”

e Mueve el punto A.

¢ Qué cambia?

¢ Qué permanece fijo?

e Mueve el punto B.

¢ Qué cambia?

¢ Qué permanece fijo?

e Mueve el punto C.

¢ Qué cambia?

¢ Qué permanece fijo?

e Encuentra tres tridngulos diferentes, que tengan el mismo perimetro. ¢ Tienen la misma

area? ;Por qué?

Parte 2

Abre el archivo “Triangulos Isoperimétricos”
Link: https://ggbm.at/f3dxd5cy
En esta construccion encontraras:

v" Un triangulo ABC.

e ;Qué tipo de triangulos se pueden formar al mover el punto C?



https://ggbm.at/f3dxd5cy
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e /Existe un triangulo que tenga el area maxima? Si existe, menciona qué condiciones debe

cumplir este triangulo.

e (Existe un tridngulo que tenga el &rea minima? ;Por qué? Si existe, menciona qué

condiciones debe cumplir este triangulo.

Fase de argumentacion (Trabajo en equipo)
e Compara tus respuestas con las de tus comparieros

e . Qué pueden generalizar respecto al area de los triangulos?

e Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusion

final a la que llegas.
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JACQUES CHARLES FRANCOIS STURM

Sturm (1803 - 1855) fue un matematico francés, nacido en Ginebra. En el afio 1840 fue
nombrado profesor de mecanica de la Facultad de Ciencias de Paris. Autor de la obra matematica
denominada Cours D’Analyse de L’Ecole polytechnique, la cual afios mas adelante fue utilizada
como un manual escolar, esta dividida en dos partes que hacen referencia al calculo diferencial e
integral. En una de las lecciones se trabajan algunos problemas de maximos y minimos como una
aplicacion del calculo, por lo que se han adaptado en applets construidos en GeoGebra y

reestructurado en forma de problemas. A continuacion, se presenta uno de estos problemas.
PROBLEMA I: Cuarta Aplicacion

Nota: Es necesario que escribas todo lo que logres encontrar y las conclusiones a las que

llegues.

Abre el archivo “Sturm, Cuarta Aplicacion”

Link: https://www.geogebra.org/m/mnh2g75a/pe/286229

En esta construccion encontraras:
v' Segmento AB
v' Grafica de una funcién f(x).

v Un deslizador “Funcion” para modificar el tipo de funcién.

e Mueve el punto B sobre la recta, ;Qué sucede con el segmento?

e (Existe un segmento que tenga la longitud maxima? ;Por qué? Si existe, menciona qué

condiciones debe cumplir.



https://www.geogebra.org/m/mnh2g75a/pe/286229
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e ;Existe un segmento que tenga la longitud minima? Si existe, menciona quée condiciones

debe cumplir.

e Selecciona la opcidén funcién y modifica el valor de n, ;qué sucede con la grafica y con el

segmento?

e Con el valor de n=4, ;existe un segmento que tenga la longitud maxima? ¢Por qué? Si existe,

menciona qué condiciones debe cumplir.

e ;Existe un segmento que tenga la longitud minima? Si existe, menciona qué condiciones

debe cumplir.

Fase de argumentacion (Trabajo en equipo)
e Compara tus respuestas con las de tus comparieros

e ;Qué pueden generalizar respecto la longitud del segmento AB?
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e Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusion

final a la que llegas.

SESION 3. ETIENNE BEZOUT

Bézout (1730 - 1783) fue un matematico francés nacido en Nemours, en 1973 encabezé la
instruccion de la marina real y fue profesor del cuerpo de artilleria, donde redact6 su famosa obra
Cours de mathématiques a l'usage de la marine et de I'artillerie. En esta obra compuesta por 6
volimenes abarca distintas areas de las matematicas, como lo son aritmética, geometria,
trigonometria, algebra, calculo diferencial e integral, aplicaciones de la mecénica y navegacion.
En el libro cuatro que hace referencia al calculo diferencial y una seccion se denomina
problemas de méaximos y minimos, por lo que se han adaptado en applets construidos en
GeoGebra y reestructurado en forma de problemas. A continuacion, se presenta uno de estos

problemas.
PROBLEMA Il: CUADRILATEROS ISOPERIMETRICOS

Nota: Es necesario que escribas todo lo que logres encontrar y las conclusiones a las que

llegues.

e ;Qué es un cuadrilatero?

En GeoGebra sigue las siguientes instrucciones:

e Construye un cuadrilatero ABCD cualquiera. (con la opcion poligono)
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e Encuentra el perimetro del cuadrilatero y su area. (Usando opciones “Distancia o longitud” y
“area”
e Encuentra otros dos cuadrilateros diferentes, que tengan el mismo perimetro.

e ;Qué caracteristicas tienen en comun los tres cuadrilateros que has construido?

e Tienen la misma area? ¢Por qué?

Abre el archivo “Cuadrilateros Isoperimétricos”

Link: https://www.geogebra.org/m/nsjeuhrx/pe/286187

En esta construccion encontraras:

v" Un cuadrilatero ABCD

v Un deslizador “Lado AD” para modificar la longitud de ese lado del cuadrilatero.
v Un deslizador “Lado AB” para modificar la longitud de ese lado del cuadrilatero.
v

Un deslizador “Lado BC” para modificar la longitud de ese lado del cuadrilatero.

e ;Qué sucede si mueves el punto A? ;Cambia el tipo de cuadrilatero?

e ;Qué sucede si mueves el punto B? ¢ Cambia el tipo de cuadrilatero?



https://www.geogebra.org/m/nsjeuhrx/pe/286187
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e ;Qué sucede si mueves el punto D? ;Cambia el tipo de cuadrilatero?

e Existe un cuadrilatero que tenga el area maxima? Si existe, menciona qué condiciones debe

cumplir.

e (Existe un cuadrildtero que tenga el area minima? ;Por qué? Si existe, menciona qué

condiciones debe cumplir.

Fase de argumentacion (Trabajo en equipo)
e Compara tus respuestas con las de tus comparieros

e ;Qué pueden generalizar respecto al area de los cuadrilateros?

e Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusion

final a la que llegas.
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PROBLEMA I11: PENTAGONOS ISOPERIMETRICOS
(PAPPUS DE ALEJANDRIA)

Nota: Es necesario que escribas todo lo que logres encontrar y las conclusiones a las que
llegues.

En GeoGebra sigue las siguientes instrucciones:

e Construye un pentdgono ABCDE cualquiera. (con la opcién poligono)

e Encuentra el perimetro del pentagono y su area. (Usando opciones “Distancia o longitud” y
“area”

e Mueve cualquiera de los vértices del poligono.

¢ Qué cambia?

¢ Qué permanece fijo?

e Construye otros dos pentagonos diferentes, que tengan el mismo perimetro del pentadgono

ABCDE. ;Tienen la misma area? ;Por qué?

Abre el archivo “Pentagonos Isoperimétricos”

Link: https://www.geogebra.org/m/s6eswsvh/pe/286227

En esta construccion encontraras:
v" Un pentagono ABCDE.
e ;Existe un pentagono que tenga el area maxima? Si existe, menciona qué condiciones debe

cumplir.



https://www.geogebra.org/m/s6eswsvh/pe/286227
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e  Existe un pentagono que tenga el &rea minima? ¢;Por qué? Si existe, menciona qué

condiciones debe cumplir.

Fase de argumentacion (Trabajo en equipo)
e Compara tus respuestas con las de tus comparieros

e ;Qué pueden generalizar respecto al &rea de los pentdgonos?

e Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusion

final a la que llegas.

e Teniendo en cuenta las soluciones dadas a los problemas de triangulos, cuadrilateros y
pentagonos isoperimetros, ¢qué puedes concluir respecto al a&rea maxima y minima de un

poligono isoperimétrico?
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SESION 3. PROBLEMA I: Proposicion 8 del libro 111 de Euclides

Nota: Es necesario que escribas todo lo que logres encontrar y las conclusiones a las que

llegues.
En GeoGebra sigue las siguientes instrucciones:
Fase de construccion

g. Traza una circunferencia con centro en A y radio AB.

h. Ubica un punto C en el exterior de la circunferencia.

i. Selecciona el punto C y fija el punto con la opcion “fijar objeto”.

J- Oculta el punto B.

k. Traza larecta AC.

I. Construye el punto D, interseccion entre la circunferencia y la recta.
m. Oculta la recta AC.

n. Construye el DC.

e Mueve el punto D. ¢{Qué sucede con la longitud del segmento?

Fase de Exploracion

e Existe el segmento DC que tenga la maxima longitud? ¢Por qué? Si existe, menciona qué

condiciones debe cumplir este segmento.
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e Existe el segmento DC que tenga la minima longitud? ¢Por qué? Si existe, menciona qué

condiciones debe cumplir este segmento.

Fase de argumentacion (Trabajo en equipo)
e Compara tus respuestas con las de tus compafieros

e ;Qué pueden generalizar respecto a la longitud del segmento DC?

e Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusion final

a la que llegas.

PROBLEMA I1: Proposicién 73 del libro VII de Pappus

Nota: Es necesario que escribas todo lo que logres encontrar y las conclusiones a las que

llegues.
En GeoGebra sigue las siguientes instrucciones:
Fase de construccion

I. Construye una semirrecta AB.

m. Traza una circunferencia con centro en A y radio AB.
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n. Ubica un punto F sobre la recta AB.
Ubica un punto T sobre la circunferencia.

Construye la cuerda BT.

L2 T o

Traza el segmento AT.
Ubica el punto M sobre BT, de tal manera que BM = MT.

=

s. Construye la semirrecta FM.
t. Construir punto G, interseccion entre FM y AT.

u. Oculta las semirrectas AB y FM Y la circunferencia.

v. Traza el segmento FG. Cambiale el color.

e Mueve el punto F. ;Qué sucede con la longitud del segmento?

e Mueve el punto G. ;Qué sucede con la longitud del segmento?

Fase de Exploracion

e ;Existe el segmento FG que tenga la maxima longitud? ¢Por qué? Si existe, menciona qué

condiciones debe cumplir este segmento.

e ;Existe el segmento FG que tenga la minima longitud? ¢Por qué? Si existe, menciona qué

condiciones debe cumplir este segmento.

Fase de argumentacion (Trabajo en equipo)
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Compara tus respuestas con las de tus comparieros

¢ Qué pueden generalizar respecto a la longitud del segmento FG?

Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusion final

a la que llegas.
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ANEXO 3: Applets



Los applets usados en las diferentes actividades propuestas se relacionan en la siguiente tabla:

APPLETS
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Sesion | Actividad Problema Link
Proposicion 7 del libro 111 de _ .
1 Euclides https://ggbm.at/sdugjzqt
Proposicion 15 del libro 111 de )
1 2 Euclides https://ggbm.at/evgxc3a6
Proposicion 27 del libro IV .
3 Euclides https://ggbm.at/pn4arvrk
Proposicion 5 del libro V de
2 1 Pappus (Triangulos https://ggbm.at/f3dxd5cy
isoperimétricos)
1 Cuarta aplicacion de Sturm https://ggbm.at/mnh2g75a
Problema V de Bezout ] .
3 2 (Cuadrilateros isoperimétricos) https://ggbm at/nsjeuhrx
3 Proposmlon_ 10 de_l “,b ro v https://ggbm.at/s6eswsvh
(Pentagonos isoperimetricos)
Proposicion 8 del libro 111 de _
1 Euclides https://ggbm.at/créugngs
4
9 Proposicion 73 del libro VII de https://qabm.at/mpduxxah

Pappus



https://ggbm.at/sdugjzqt
https://ggbm.at/evgxc3a6
https://ggbm.at/pn4arvrk
https://ggbm.at/f3dxd5cy
https://ggbm.at/mnh2g75a
https://ggbm.at/nsjeuhrx
https://ggbm.at/s6eswsvh
https://ggbm.at/cr6uqng5
https://ggbm.at/mpduxxgh
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ANEXO 4: Resultados de los estudiantes
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“PROBLEMAS DE OPTIMIZACION A LA LUZ DE LA HISTORIA DE LAS MATEMATICAS”
NURY ANDREA RODRIGUEZ — MARIA FERNANDA RAMOS
SESION 1. 04/AGOSTO/2018
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EUCLIDES DE ALEJANDRIA

Euclides (325 — 265 a.C.) fue un matemdtico y gedmetra gtriego, considerado uno de los grandes
matematicos de la antigiiedad y el padre de la geometria. Es el autor de “Los Elementos” una de
las obras mateméticas mas conocidas del mundo que ha tenido més de 1.000 traducciones desde su
primera publicacion en 1.482, compuesta por trece libros y es el resultado de la compilacién del
conocimiento de la matematica en los afios anteriores, poniendo orden a muchos teoremas de
Eudoxo, perfeccionando muchos de estos, dando demostraciones irrefutables para hechos probados
sin rigor por sus predecesores y fundando el método axiomatico. En esta obra se presentan 465
proposiciones, 93 problemas y 372 teoremas de la geometria plana y espacial, junto con cinco

postulados.

En Los Elementos, Euclides presenta algunas proposiciones que tiene que desarrollan el proceso
de optimizacion, por lo que se han adaptado en applets construidos en GeoGebra y reestructurado

en forma de problemas. A continuacién, se presentan 3 de estos problemas.

PROBLEMA 1: LIBRO I1I, PROPOSICION 7

Link: https://www.geogebra.org/m/sdugizat

En esta construccion encontraras:
e Una circunferencia con centro E y radio ED.

e Elsegmento FB, donde F esta sobre el didmetro AD y B esta sobre la circunferencia.

Nota: Es necesario que escribas todo lo que logres encontrar y las conclusiones a las que

llegues.

Fy ése de exploracion

1. Mueve el punto F, ;qué sucede con el segmento FB?

FOlm 0 todiio A GVAO



2 — Forma vis *f'qu’\)(@ M[’JC) Kecro O[O}-’Q/jﬁ
R /

ORD AOIUA?? a la ajpz !

[
l\ 2. Mueve el punto B que se encuentra sobre la circunferencia, ;qué pasa con el segmento BF?

N fofg Un o Rogte 2
Fase de Andlisis
1. (Existe un segmento E BF con la maxima long1tud‘7 (,Por que?
t . 1
S, pol gue o o Nee]

- (&) § o
../T_t\gg] WAL a & \}?O
% ¥

2. Si existe, mencmna qué condiciones deben cumplir los puntos B j' F para que sea la méaxima.
P\C“‘ el D et a) exr @-Hn a v
) ¢ al Eexorp/s D

3. (Existe un segmento BF con la minima longitud? ;Por qué?

DN @ D sSre
L R \/1—‘

4. Si existe, menciona qué condiciones deben cumplir los puntos B y F para que sea la minima.

Fase de argumentacién (Trabajo en equipo)

1. Compara tus respuestas con las de tus compaiieros.



2. ¢Qué pueden generalizar respecto a los segmentos de la maxima y la mmlma longitud y la

ubicacion de los puntosB}}
e hoe € Cdupas__on_ o
L}{”Hf‘m\ /, // mﬂa /Cn LA (JQ(';?L M g/gﬂ\‘w q

3. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusion final
a la que llegas.

PROBLEMA 2: LIBRO 1 PROPOSICION (3

Link: BiosLe %'f“ ar'ey 9’\”1 ah

En esta construccion encontraras:
» Una circunferencia con centro C.

o Lacuerda AB.

Fase de exploracion

1. Mueve el punto A, ;qué pasa con la cuerda AB?

2. Mueve el punto B, ;qué pasa con la cuerda AB?
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“PROBLEMAS DE OPTIMIZACION A LA LUZ DE LA HISTORIA DE LAS MATEMATICAS”
NURY ANDREA RODRIGUEZ — MARIA FERNANDA RAMOS
SESION 1. 04/AGOSTO/2018
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EUCLIDES DE ALEJANDRIA

Euclides (325 — 265 a.C.) fue un matematico y geémetra griego, considerado uno de los grandes
matematicos de la antigliedad y el padre de la geometria. Es el autor de “Los Elementos” una de
las obras mateméticas mas conocidas del mundo que ha tenido méas de 1.000 traducciones desde su
primera publicacion en 1.482, compuesta por trece libros y es el resultado de la compilacién del
conocimiento de la matemadtica en los afios anteriores, poniendo orden a muchos teoremas de
Eudoxo, perfeccionando muchos de estos, dando demostraciones irrefutables para hechos probados
sin rigor por sus predecesores y fundando el método axiomatico. En esta obra se presentan 465
proposiciones, 93 problemas y 372 teoremas de la geometria plana y espacial, junto con cinco

postulados.

En Los Elementos, Euclides presenta algunas proposiciones que tiene que desarrollan el proceso
de optimizacion, por lo que se han adaptado en applets construidos en GeoGebra y reestructurado

en forma de problemas. A continuacién, se presentan 3 de estos problemas.

PROBLEMA 1: LIBRO I1I. PROPOSICION 7

Link: https://www.geogebra.org/m/sdugizqt

En esta construccion encontraras:
e Una circunferencia con centro E y radio ED.

e Elsegmento FB, donde F esta sobre el diametro AD y B esta sobre la circunferencia.

Nota: Es necesario que escribas todo lo que logres encontrar y las conclusiones a las que

llegues.

Fase de exploracion

1. Mueve el punto F, ;qué sucede con el segmento FB?
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2. Mueve el punto B que se encuentra sobre la circunferencia, {que pasa con el segmento BF?

"ium\:). ufl U'UL o d"‘ 6\, 2 C*bJ ‘-i\ CI J‘C"&_} Q J\\m & ‘Dk:\ 'C‘
¢l }\u'\l‘l‘t’.’} e y H(ib EKJD” \JJ‘U 1b

Fase de Andlisis

1. ¢Existe un segmento BF con la méxima longitud? ;Por qué?
Wy p0iqee cecerde, de dande & dogee el ounlg B y F
y & esle (Q3Q e ﬂ‘*bf(}t 220 3 ‘{Lﬂ&" Qi f

2. Si existe, menciona qué condiciones deben cumplir los puntos B y F para que sea la maxima.

4 1}0/'1»(\ K3 dehe oslon e r‘* 1)-:"‘](‘ D X C‘ B o da

)

( Jaue 8 diareho)

3. ¢Existe un segmento BF con la minima longitud? ;Por qué?

lo mama Yomivd gue poeds evisle e & seamenty, BF e el

|-

?Uf‘;‘O ) ?DF:J. = e, dande eskas L Y rcNon
=N

4. Si existe, menciona qué condiciones deben cumplir los puntos B y F para que sea la minima.
(s S dhen oTphial

i

Fase de argumentacion (Trabajo en equipo)

1. Compara tus respuestas con las de tus compafieros.



2. ;Qué pueden generalizar respecto a los segmentos de la maxima y la minima Iongimd y la
ublcacmn de los puntos B y F?
| Mo o seamentg BF 389‘1’(12“(1(‘9»0 m'mU’Df‘hﬂmY
w0 _Mnpen e O d’l‘U\ \\m;r N M.
. _}E—Qus(k: \D‘f\l‘ft quﬂ d: qwt:b a_danghg y b miamo 0 existe.

3. Somahza la(s) conjemra(s) dmﬁm dem&sjil%go escribe la conclusién final
a la que llegas.
'Di’(frc\? ke vbeocign  de oy Duﬂbi PAia lo_wanaoon
& Vomgin,

PROBLEMAz ;,_5 f -...Eél__‘_ *“is( H }\ gf

¥ Sy ey L S ——— X rsw s Leiin
Link: hlips:regbm.at'crgnclad

En esta construccidn encontraras:
» Una circunferencia con centro €.

e Lacuerda AB.

Fase de exploracion

. Mueve el punto A, ;qué pasa con la cuerda AB?
e qu\ch Q_fe mrqczb l’blfF’/'dCfEb a lo ‘CX‘CMKZ"ldn d&_
Eilos puniny, 3 esto s Gaca el Do AAR Y dej B A

ef mos duito 4 1 eslon mos lepr @ méi glode,

2. Mueve el punto B, ;qué pasa con la cuerda AB?
Sucede \o Mg Qo cuondo _mu=o &l Pﬁh:! A,




3. ¢Por qué crees que sucede esto?

2 o didonco we g ete g punkoy  eabe s cewa
fos_peaeeral o enbe  mos .|a,.am ey q_tafd'-

Fase de interpretacion

l. ¢Existe una cuerda que tenga la méxima longitud?

b heede vo do\ \omom de o1 dameba. e es |
_d‘)b(bld irwils \CJOM ﬂn!‘lf’ \(‘; n-.mlnr .

.|

2. Si existe, menciona qué condiciones debe cumplir la cuerda para que la longitud sea maxima.

h@e Qe sef !Cw\ Q. wn n]samfal @ VCL Que cthO

foimg la el difkncia enke dag nmlns del o Culankeencn

3. ¢Existe una cuerda que tenga la minima longitud? S; existe, menciona qué condiciones debe
cumplir la cuerda para que la longitud sea minima.

5 ewsrie YD %m (Vo4
seqmento

¥ Vg o r’nd\alk.:ll‘cl-' Moy el

Fase de andlisis (Trabajo en equipo)

4. Compara tus respuestas con las de tus companieros

5. (Qué pueden generalizar respecto a la longitud de la cuerda? (formulen una conjetura)

Ensle on maximg  de by \rm:‘rd &k Yo ceds ) el es
d ho_stc_&:psanm \os gunos exterms b o o

cboep 0 engke peal

el

l’ﬂﬁezm Ji4
S Mo ;[Q Qe ,Ikﬂ(_'ﬁnff’ V@) l—ﬁ’fdsr a_




6. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los dcmas, luego escribe la conclusmn final

a la que llegas. e o cLesco.
C\ fant0 ‘es & dorehn ¥ m ensle U0 o f-h QuE  J€

wﬁ’lﬁﬁ%’_ﬁ@_ﬂmﬂo{bmlﬁ codh e que log gnbj e

QoaxCon

PROBLEMA 3: { 1RRC VI PROPOSICION 27

] o B damcis T r] ol e L STy TR, U
Link: btios: gubm st pndanvik

En esta construccion encontraras:
e Paralelogramo AC

* Paralelogramo AZ (semejante al paralelogramo AC).

Contesta las siguientes preguntas:
L. ¢Qué puntos puedes mover y cual es la funcién de cada uno de estos puntos?
Bb e poeden rower log Pios W, DRy A.El A sre pao
—ar gt exuNas de la i, \:1 ‘g i mer wl Yodo
de iy Luuio Y la D qu ko pathe de amug

2. ¢Existe un paralelogramo AZ semejante a AC con la minima 4rea posible? Si existe, menciona
las condiciones que debe cumplir el paralelogramo AZ para que el area sea minima.
Mo ocoqpe AZ 0B se ovede exterder hade ko ke o
pﬁ('}- }; 1Yo athh::‘l\i n\'(}.;"l’hﬁ smmﬂ L Qe M3y Cl‘(‘OfdQ Q

AC

3. ¢Existe un paralelogramo AZ semejante a AC con la maxima 4rea posible? Si existe, menciona
las condiciones que debe cumplir el paralelogramo AZ para que el drea sea méaxima.

Comp sy se ehende amuo A wa a \ere un_frea
Sﬁmgmta
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EUCLIDES DE ALEJANDRIA

Euclides (325 — 265 a.C.) fue un matemadtico y geémetra griego, considerado uno de los grandes
matematicos de la antigiiedad y el padre de la geometria. Es el autor de “Los Elementos” una de
las obras matematicas mas conocidas del mundo que ha tenido més de 1.000 traducciones desde su
primera publicacién en 1.482, compuesta por trece libros y es el resultado de la compilacién del
conocimiento de la matemadtica en los afios anteriores, poniendo orden a muchos teoremas de
Eudoxo, perfeccionando muchos de estos, dando demostraciones irrefutables para hechos probados
sin rigor por sus predecesores y fundando el método axiomitico. En esta obra se presentan 465
proposiciones, 93 problemas y 372 teoremas de la geometria plana y espacial, junto con cinco

postulados.

En Los Elementos, Euclides presenta algunas proposiciones que tiene que desarrollan el proceso
de optimizacién, por lo que se han adaptado en applets construidos en GeoGebra y reestructurado

en forma de problemas. A continuacion, se presentan 3 de estos problemas.

PROBLEMA 1: LIBRO III, PROPOSICION 7

Link: https://www.geogebra.org/m/sdugjzqt
En esta construccion encontraras:

e Una circunferencia con centro E y radio ED.

e Elsegmento FB, donde F esté sobre el didmetro AD y B esta sobre la circunferencia.

Nota: Es necesario que escribas todo lo que logres encontrar y las conclusiones a las que

llegues.

Fase de exploracion

1. Mueve el punto F, ;qué sucede con el segmento FB?



E\ammensm FE o wmover el punto B camhia
el tamane del seqmento ¢ del angule
que se QavMa fpor ol segmento ’30!@' cheymelyo .
2. Mueve el punto B que se encuentra sobre la c:rcunferencm, ;queé pasa con el segmento BF?
lqual goe ol mover el curo E al moverel
'D(m‘mﬁ camnia el lamOrTo del fqumeMro Y
del nﬂar;|c goe se Lovma  con eske  con el o[famejﬂ'o-

Fase de Andlisis
1. ¢Existe un segmento BF con la méxima longitud? ;Por qué?
S\ exisre @D(Cj e VY es un 5@:1 menlrm
G e qoecle crear.un segme dto mas

9’ rancle que \os  demas

2. Si existe, menciona qué condiciones deben cumplir los puntos B y F para que sea la méxima.

l:ﬁé_CCaﬂf‘Ji('lonP'ﬁ RQYa CIUC o] = 8| e,\ mas
(‘EFCII")C‘Q s (’C)\Ol‘ﬁf P‘ oof\)‘o X en un ex Lremo
del dmelvo \“ e\ B en el olio oY ol

¢o (mav el -&-aman o clel cda metvo Qut es el 5C—gmeﬂl‘0
mas qvanc!
3. (Existe un segmento BF con la minima Iongltud‘? Por qué?

\O €K\ﬁ-\'€ oc)m_uﬁ' e ONCy Q\rconﬁprencu

hay pontes nbndes

4. Si existe, menciona qué condiciones deben cumplir los puntos B y F para que sea la minima.

x

Fase de argumentacion (Trabajo en equipo)

1. Compara tus respuestas con las de tus compaiieros.



2. ;Qué pueden generalizar respecto a los segmentos de la maxima y la minima longitud y la
ubicacién de los puntos B y F?

A mover ?)u? se Qom\olo el
Aamaize del ‘sec:mf*n’m \\%@ndo haske

\o_brmg cde\segmento mas_avand e
Revo yio g ~-0Nno Iﬂ(‘,: S Degrw-no -

3. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusion final
a la que llegas.

\n \nnmlnr] MAX\WG  de on se.qmenJ-o
es el cliameho R0 na_exshke

ONO_ NN\ MO U q{oe nlen Yo r'JE' LOn. ém\men}o
wode mos en cont rar_otrg <pmm9n:lo

PROBLEMA 2: LIBRO 11, PROPOSICION

Link: htips:/egbm.avcrexcieh

En esta construccion encontrards:

* Una circunferencia con centro C.

o [acuerda AB.

Fase de exploracion

1. Mueve el punto A, ;qué pasa con la cuerda AB?

{\ vQve y 9, ’DUn“’O A \a coerdqg se l/\OC'E'
MCLS \nmo 0 mcr_s (‘_o-f\o

2. Mueve el punto B, ;qué pasa con la cuerda AB?

N movey - 00(\-&0 B \a Ol)efcjcn <e hace
MOLS oov’c.n MaoLsS \Q(\OJQ




3. (Por qué crees que sucede esto?

sorgee gl desQeaay las pontes <e
\le\&W o se Cevcan enre  mas
\e\oﬁ los mﬂa‘os Ly Cuf'rdo e5  mas \aver

DPVO cv’ljrre mr’ms olmlc NCLG w'lan CCYAC. e

Fase de interpretacion
1. ¢Existe una cuerda que tenga la méxima longitud?
lo coevelo con wax ma \ong il w2 g
qul C\lYClVIEZO t\ D(_)"\-\—O Oeﬂl‘m}
o el chgmetg

2. Si existe, menciona qué condiciones debe cumplir la cuerda para que la longitud sea maxima.
le_qje se Cum'D\O\ \0 cvecla \ene que
Qv 20v gl ‘DU"I’}O oe YG] Qavts lovvey uin
d wame J,m i

3. (Existe una cuerda que tenga la minima longitud? Si existe, menciona qué condiciones debe
cumplir la cuerda para que la longitud sea minima.
No exsYe oovgoe al vwmav ung cuevela
s\eMpre ’QOAYE MO3 Pncon-\m r otva oGS
. =e] QPNCA

Fase de andlisis (Trabajo en equipb)

4. Compara tus respuestas con las de tus compaiieros

5. ¢Qué pueden generalizar respecto a la longitud de la cuerda? (formulen una con jetura)
LA vnaixy o cue\n"lﬁ ’Dnsnb\f* es e\ (‘J\(‘u’ﬂELYO
A T Vs exyste ovia m\mma Vo] c;:roe. S\Mpve
WA\D YG O!t vl Mn5 RE men G el w eCl\O 5
f\laéa Rorgee \a ¢ chun levenos  es \{\f‘ﬂ\ll Oh.




6. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusién final
a la que llegas.

\Q_ onaxamg \oﬂq\x'(.rl DOS \o\e de ung c eevela es el clinmelir
Veya 0 \nmu uNcL MG ua noe svempre
Yobra oma cueda menor defto de ol

PROBLEMA 3: LIBRG VL PROPOSICION 27

Link: https:/gebm at‘pndarvek

En esta construccion encontraras:
e Paralelogramo AC
¢ Paralelogramo AZ (semejante al paralelogramo AC).

Contesta las siguientes preguntas:

L. ¢{Que puntos puedes mover y cudl es la funcion de cada uno de estos puntos?

S eV e e' qunlcow (}L)E oon-\rola e/ Laﬂbvﬁ‘o
Jel Oow\elon camo k2

Se wmeved 'Duﬂlro-lmaruf’ (‘umbm L:: nnenlc.cp;: O‘elO")

mﬂ\&&mma}_&&qs&_ﬁg_mw_wm seme yyules)

2. jExiste un paralelogramo AZ semejante a AC con la minima 4rea posible? Si existe, menciona

las condiciones que debe cumplir el paralelogramo AZ para que el drea sea minima.
Mo _exsle WG Q€ sy no s¢ yelve seq wen Yo

\o gx;c\ggmgs i-\’g%._)s[ ﬂxa%;endo

3. iExiste un paralelogramo AZ semejante a AC con la maxima érea posible? Si existe, menciona

las condiciones que debe cumplir el paralelogramo AZ para que el drea sea maxima.

S\ CX\S\&

\as _condhicores e« movey el nodo \
nwasla, que e\ pavalelocirme  ax e hva
N pied] el ")ora‘f ocjg%mn AO
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EUCLIDES DE ALEJANDRIA

Euclides (325 — 265 a.C.) fue un matemdtico y geémetra griego, considerado uno de los grandes
matematicos de la antigiiedad y el padre de la geometria. Es ¢l autor de “Los Elementos™ una de
las obras matemdticas mas conocidas del mundo que ha tenido mds de 1.000 traducciones desde su
primera publicacién en 1.482, compuesta por trece libros y es el resultado de la compilacién del
conocimiento de la matematica en los afios anteriores, poniendo orden a muchos teoremas de
Eudoxo, perfeccionando muchos de estos, dando demostraciones irrefutables para hechos probados
sin rigor por sus predecesores y fundando el método axiomatico. En esta obra se presentan 465
proposiciones, 93 problemas y 372 teoremas de la geometria plana y espacial, junto con cinco

postulados.

En Los Elementos, Euclides presenta algunas proposiciones que tiene que desarrollan el proceso
de optimizacion, por lo que se han adaptado en applets construidos en GeoGebra y reestructurado

en forma de problemas. A continuacion, se presentan 3 de estos problemas.

PROBLEMA 1: LIBRO III, PROPOSICION 7

Link: https://www.geogebra.org/m/sdugjzat

En esta construccion encontraras:
e Una circunferencia con centro E y radio ED.

o Elsegmento FB, donde F esta sobre el diametro AD y B esta sobre la circunferencia.

Nota: Es necesario que escribas todo lo que logres encontrar y las conclusiones a las que

llegues.

Fase de exploracion

1. Mueve ¢l punto F, ;qué sucede con el segmento FB?



2. ;Qué pueden generalizar respecto a los segmentos de la maxima y la minima longitud y la

ubicacion de los puntos B y F?

3. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusion final

a la que llcgas.

PROBLEMA 2: LIBRO III, PROPOSICION 15

Link: https://ggbm.at/evexc3ab

En esta construccion encontraras:

e Una circunferencia con centro C.

e Lacuerda AB.

Fase de exploracion

1. Mueve el punto A, (qué pasa con la cuerda AB?

Coande el pinto A o vtk @ iy B Y fo domodw &

Vool s pacedie, Y o coordo AR wlerkecon con @ fonto ¢
U 1ePteienta o) damaiio

2. Mueve el punto B, ;qué pasa con la cuerda AB?

Pale ‘o waswno e enel Phmor fordo. fore  Combpran 108 Ledang
Ya gue R campo el fonte elequdo




3. (Por qué crees que sucede esto?

forae & funlo escoado coplPlo de foswcon Y etho bgg
M&M&owhw_m_

Fase de interpretacion

1. ¢Existe una cuerda que tenga la maxima longitud?

Yo oteo qui\ dicwalio

2. Si existe, menciona qué condiciones debe cumplir la cuerda para que la longitud sea maxima.

€5 ol dameito Yo Ge ede constede Acs Runtos o log

oxtemes 0 0 cwveonferencin Qe oo\ WSum alo
MLSWO

3. (Existe una cuerda que tenga la minima longitud? Si existe, menciona qué condiciones debe

cumplir la cuerda para que la longitud sea minima.

No, foraer. Siemote & va o Yender cedo W2 o ura euelda
M?\u

Fase de andlisis (Trabajo en equipo)
4. Compara tus respuestas con las de tus compaiferos

5. (Qué pueden generalizar respecto a la longitud de la cuerda? (formulen una conjetura)




6. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demés, luego escribe la conclusién final

a la que llegas.

10 Conducdn a la qoe Moo (e gee ense Lia coerdo
Con onghud moxuno Namada dicme o, Pere nunce, habta ono
Ao o Gue lemere Voinfom woohod munumngs .

PROBLEMA 3: LIBRO VL. PROPOSICION 27

Link: https://gegbm.at/pndarvrk

En esta construccion encontraras:
o Paralelogramo AC
e Paralelogramo AZ (semejante al paralelogramo AC).

Contesta las siguientes preguntas:

1. ¢{Qué puntos puedes mover y cudl es la funcion de cada uno de estos puntos?

2. (Existe un paralelogramo AZ semejante a AC con la minima 4rea posible? Si existe, menciona

las condiciones que debe cumplir el paralelogramo AZ para que el drea sea minima.

3. ¢Existe un paralelogramo AZ semejante a AC con la maxima 4rea posible? Si existe, menciona

las condiciones que debe cumplir el paralelogramo AZ para que el 4rea sea maxima.
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EUCLIDES DE ALEJANDRIA

Euclides (325 — 265 a.C.) fue un matemdtico y gedmetra griego, considerado uno de los grandes
matematicos de la antigiiedad y el padre de la geometia. Es el autor de “Los Elementos” una de
las obras matematicas més conocidas del mundo que ha tenido mas de 1.000 raduceiones desde su
primera publicacion en 1,482, compuesta por trece libros y es ¢l resultado de la compilacién del
conocimiento de la matemdtica en los afios anteriores, poniendo orden a muchos teoremas de
Budoxo, perfeccionando muchos de estos, dando demostraciones irrefutables para hechos probados
sin rigor por sus predecesores y fundando el método axiomético. En esta obra se presentan 463
proposiciones, 93 problemas y 372 teoremas de la geometria plana y espacial, junto ¢on cinco

postulados.

En Los Elementos, Euclides presenta algunas proposiciones que tiene que desarrollan el proceso
de optimizacién, por lo que se han adaptado en applets construidos en GeoGebra y reestucturado

en forma de problemas. A continuacién, se presentan 3 de estos problemas.

PROBLEMA 1: LIBRO FIL PRUPOS

En esta construceidn encontrards:
e  Una circunferencia con centro E vy radio ED.
* Elscgmento FB, donde F esta sobre ¢l didmetro AD y B estd sobre la gircunferencia,

Nota: Es necesario que escribys todo lo que logres encontrar y las conclusiones a las que

llegues.

Fase de explovacion

I. Mucve ¢l punto F, ;qué sucede con ¢l scemento FB?



2. ;Qué pueden generalizar respecto a los segmentos de la maxima y la minima longitud y la

ubicacion de los puntos B y F?

3. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demads, lucgo cseribe Ia conclusion final

a la que llcgas.,

PROBLEMA 2: I [BRO 111, PROPOSICION 13

evaxedan

e T

vt !
LAy

Link: latps:{ /e
En esta construceldn encontraras:
e Una circunferencia con centro €.

e Lacuerda AB.

Fuase de exploracion

I. Mueve el punto A, ;qué pasa con la cuerda AB?

&ﬂm TOQLETOD 2\ {)nn\'\('_”) P\ 'i\Q cCoe{ciO P\_ q A0

diame X (0 De, wuelve, than ‘Ge,g‘c ) wl )

2. Mueve el punto B, ;qué pasa con la cuerda AB?

#Couonda movecogn el oo B L Yo coecda A G
A0 AcaxRA0 22, Gese\UR, re0D QGQLERO




3. ;Por qué crees que sucede esto?

P_eqy_\ﬁ'ﬁ(:\_ el enl®'s) %\(\h(fn
S

Fase de interpretacion

1. ;Existe una cuerda que tenga la mixima longitud?

i ‘oh'een e, (o0 aena e\ d(nme\\ﬁ._.

2. Si existe, menciona qué condiciones debe cumplir la cuerda para que la longitud sea maxima.

> O ponton gue coueon  \a cuon Feren Ga \od
iuo)&a_;@m_‘:m_%mm_nmjﬂdqgfx@mag_

3. ,Existe unha cuerda que tenga la minima longitud? Si existe, menciona qué condiciones debe

cumplir la cucrda para que la longitud sca minima,

P ' A

UQ o el ono. oo ?cq,cf,F‘C\ q_ o \a oW,
Hog_ infimdad \engiodes.
J

Fase de andlisis (Trabajo en equipo)

4, Compara tus respuestas con las de tus companeros

5. {Qué pucden gencralizar respecto a la longitud de la cuerda? (formulen una conjctura)
g

7’La oo \C‘M%;x' A ~eva \a qf an i'::sn'r e\
Ceohio 32 \o cuaafeencia ldianetin)

\ A9 ’ 3
dre. Qe \a_Cucunferen cia e w¥iwda.




6. Socializa la{s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demds, luego escribe 1a conelusidn tinal

a la que llegas.

> e \ \ X \
e \
MRG0 goe Y0 ¢ mochod longiiaed oo,

PROBLEMA 3: |.[BRO VE PROPOSICION 27

> I S [N Lt S S
Limk: hotps:/eobat/padarerk

En esta construceldn enconbraris:
e Paralclogramo AC

e Paralelogramo AZ (semejante al paralelogramo AC).

Contesta las siguientes preguntas:
L. ;Qué puntos puedes mover y cudl es la funcidn de cada uno de estos puntos?
)’:WLQ SO e DWW GnSrJ\O:) Aenaeian o 92y \a moama.
> e concll N QLE i Moieynay ©) gn\o £
A . iec AR%
A exaciacnene 1qealey,

;Existe un paralelogramo AZ semejante a AC con la minima 4rea posible? Si existe, menciona

!‘J

las condiciones que debe cumplir ¢l paralclogramo AZ para que cl drea sea minima.

3. ;Existe un paralelogramo AZ semejante a AC con la médxima drea posible? Si existe, menciona

las condiciones que debe cumplir el paralelogramo AZ para que el arca sca maxima.

0 3 e \
\ QU \ Q Aener \a mipmo,
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EUCLIDES DE ALEJANDRIA

Euclides (325 — 265 a.C.) fue un matematico y geémetra griego, considerado uno de los grandes
matematicos de la antigiiedad y el padre de la geometria. Es el autor de “Los Elementos” una de
las obras matemdticas mas conocidas del mundo que ha tenido mas de 1.000 traducciones desde su
primera publicacién en 1.482, compuesta por trece libros y es el resultado de la compilacién del
conocimiento de la matematica en los afios anteriores, poniendo orden a muchos teoremas de
Eudoxo, perfeccionando muchos de estos, dando demostraciones irrefutables para hechos probados
sin rigor por sus predecesores y fundando el método axiomético. En esta obra se presentan 465
proposiciones, 93 problemas y 372 teoremas de la geometria plana y espacial, junto con cinco

postulados.

En Los Elementos, Euclides presenta algunas proposiciones que tiene que desarrollan el proceso
de optimizacion, por lo que se han adaptado en applets construidos en GeoGebra y reestructurado

en forma de problemas. A continuacidn, se presentan 3 de estos problemas.

PROBLEMA 1: LIBRO III, PROPOSICION 7

Link: https://www.geogebra.org/m/sdugijzat

En esta construccioén encontrarés:
e Una circunferencia con centro E y radio ED.

e Elsegmento FB, donde F esta sobre el diametro AD y B esta sobre la circunferencia.

Nota: Es necesario que escribas todo lo que logres encontrar y las conclusiones a las que

Hegues.

Fase de exploracion

1. Mueve el punto F, ;qué sucede con el segmento FB?



4] movey el Popdo € o segrents F1B cambia
Y Segub su_ pesldeh o) Mishe se amplic /aky.oc

2. Mueve el punto B que se encuentra sobre la circunferencia, ;que pasa con el segmento BF?
Asi  Misrte gl apveY el Purto B esle <ecorte
la_cixcosceNencia _amPlicide Y disrinu yeNdn
el ‘F@mqﬁ“o del segmeo*ﬁo Se9n So Posv“db;)

Fase de Andlisis
1. (Existe un segmento BF con la maxima longitud? Por qué?
O, asi es Ygq 3ve s8] se Posicionan de lo
hanoxqg coNYecta, tve ws bosaurte
CSPec ifica . ca el _civalo Y OYunEeYeolia
[og‘rcpms &ué el SegMerinr Se qmb)}e a 3V Mgt

2. Si existe, menciona qué condiciones deben cumplir los puntos B y F para que sea la maxima.
el P onte £ cjé’\ée #5taY  ea vas de lss
dos limites del Yadio Je lo civcvacexenslq Yy
el B dehe PosiciomYSe en el eX I epe Coplyertlo
a lg POSH(@ del £, _en lg cixrvace Yﬁqaﬁg

3. ¢Existe un segmento BF con la minima longitud? JPor qué?
St, Ya 9ue el Purte B v el ¢ Se Poeds,
Chicay  de Yol maoeve Yoe o disYeac)q
Sed MiQjon

4. Si existe, menciona qué condiciones deben cumplir los puntos B y F para que sea la minima.
El  puate Cdebe pbiptse ey el LimHe
del Z vadio y- aos) misme el popde B
ﬁl@ne Yor Vbicase en lg M | S
Pogclon peXo eo Lo oY UC=Yearcl,

Fase de argumentacion (Trabajo en equipo)

1. Compara tus respuestas con las de tus compaiieros.



2. (Qué pueden generalizar respecto a los segmentos de la maxima y la minima longltud y la

ubicacion de los puntos B y F?

Que g MaxiMg [ooam‘tx] Se yefr\eSenly en wn

dieMetve Y eq | 4 MI0Emg /'4-:5 0N Pun }%}

3. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusién final
a la que llegas.
Mieatcas el pundo  maxie es e\ diametvo
de g C‘r‘fC‘f)APP'\(‘E’ﬁ(‘tQ el Maimo (es U'r))
(S«e:mm-i% Meas o oq 1%’03& No_eXiste

PROBLEMA 2: LIBR( il PROPOSICION 15

Link: fiips: ogbmiaveygxedad
En esta construccidn encontraras:
e Una circunferencia con centro C.

e Lacuerda AB.

Fase de exploracion

l. Mueve el punto A, ;qué pasa con la cuerda AB?
M meveYlo el 5 egeate  de 16{ C:choFe TeOC‘rQ
se_amplfa, o distiovre segln su  posjcic,

2. Mueve el punto B, ;qué pasa con la cuerda AB?

ﬁ‘[ MOVeTr/O 9[, 3egMa o CCED’)L;CE de ‘FQMQ a0
segda lg posicior Jde los pornes




3. (Por qué crees que sucede esto?

R:Nfi'uc:;czf sServig - Ge)&?f(b de Peqde o’e la
Poghetey _de los  pPuddes- Po¥a - fodel
detoxmim YSe  Som dictoor

Fase de interpretacion

l. (Existe una cuerda que ten ga la maxima longitud?

Si, el -diesmeivcs

2. Si existe, menciona qué condiciones debe cumplir la cuerda para que la longitud sea méxima,

Q ve S el ceohon/ <o Vhitce on e |
Ce ) ‘FYO

3. ¢Existe una cuerda que tenga la minima longitud? Si existe, menciona qué condiciones debe

cumplir la cuerda para que la longitud sea minima.

No ekiste Jog de migive /0(;9)4()&

Fase de andlisis (Trabajo en equipo)

4. Compara tus respuestas con las de tus compafieros

5. (Qué pueden generalizar respecto a la longitud de la cuerda? (formulén una conjetura)
ﬁaﬁz Mo _es YePYaseo, Yoo coq  pa dioozefye
810 MY o Ja_ Milihg disYeseia A X5t

YVa Fue eN 1Y e mas Cf’eﬂmdo es o del
Cenivdr MeE PeSysjo e VeYa, S0 etbyYg
el Minime asta’  ndeteym joado




6. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusién final

a la que llegas.

El _ diametyo es lo Yecto Ma Yoy Miedewe s
e el mitws e el he,

PROBLEMA 3: {1220 Vi PROFOSICION 27

Link: Ftips: ‘gebm st ‘pndarve

T et ol DA AN L T8 5.5

En esta construccion encontrards:
e Paralelogramo AC

® Paralelogramo AZ (semejante al paralelogramo AC).

Contesta las siguientes preguntas:
I ¢Qué puntos puedes mover y cusl es la fumcién de cada uno de estos puntos?
S e Paedlen MoVeY las P 00 ﬁ’(ﬁ“W‘"—fD
DE /Dy WEz/WwH/ wes Bie / CE/AX A/

2. Existe un paralelogramo 47 semejante a AC con la minima 4rea posible? Si existe, menciona

las condiciones que debe cumplir el paralelogramo AZ para que el 4rea sea minima.

M_es posible Pues s;0 owor ¥ Y el Purio

B. Y Su posicfeD Bo Yoo Yoie Se Yy
es evpsfe) e

3. (Existe un paralelogramo AZ semejante a AC con la maxima drea posible? Si existe, menciona

las condiciones que debe cumplir el paralelogramo AZ para que el drea sea maxima.
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EUCLIDES DE ALEJANDRIA

Euclides (325 — 265 a.C.) fue un matematico y geémetra griego, considerado uno de los grandes
matematicos de la antigiiedad y el padre de la geometria. Es €l autor de “Los Elementos” una de
las obras mateméticas mas conocidas del mundo que ha tenido més de 1.000 traducciones desde su
primera publicacién en 1.482, compuesta por trece libros y es el resultado de la compilacion del
conocimiento de la matemadtica en los afios anteriores, poniendo orden a muchos teoremas de
Eudoxo, perfeccionando muchos de estos, dando demostraciones irrefutables para hechos probados
sin rigor por sus predecesores y fundando el método axiomatico. En esta obra se presentan 465
proposiciones, 93 problemas y 372 teoremas de la geometria plana y espacial, junto con cinco

postulados.

En Los Elementos, Euclides presenta algunas proposiciones que tiene que desarrollan el proceso
de optimizacion, por lo que se han adaptado en applets construidos en GeoGebra y reestructurado

en forma de problemas. A continuacién, se presentan 3 de estos problemas.

PROBLEMA 1: LIBRO III. PROPOSICION 7

Link: https://www.geogebra.org/m/sdugizat

En esta construccion encontraras:
e Una circunferencia con centro E y radio ED.

e Elsegmento FB, donde F esta sobre el diametro AD y B esté sobre la circunferencia.

Nota: Es necesario que escribas todo lo que logres encontrar y las conclusiones a las que

llegues.

Fase de exploracion

1. Mueve el punto F, ;qué sucede con el segmento FB?



e < |

o ka}tjrud okl %@qﬁw TR auworda O
i3 miny \:Q a0 QL\C@dD Q QPO £ e
a  pue R Grguio  Oumenfa 0 dimwuye
2. Mueve el punto B que se encuentra sobre la circunferencia, ;qué pasa con el segmento BF?
E\ Angolo O™Mb\Q ol Qual 9w S
J J f
lt::r\% A

Fase de Anilisis

1. ¢Existe un segmento BF con la méxima longitud? ;Por qué?
ST exis¥e ere Tty Joge |V 2 onch (10 S"Qim@
enton ov@‘s\uvﬁ% £l _ygeent  JF 85 una dslo
Y ‘S{Qmem Va0 haner vna_ dglanC o WO,
o lﬁm:,smo _un F  en dohde B el a W° J@{

rad 10 do~00 ‘? %:5
2. Si existe, mencibna qué condlcmnes deben cumplir los puntos B para que sea la maxima.

ambth .pun*_qg dobon Ycar @ dwaendivo y

e R o Qrungeng Q al  momQ “1qu';00,
Dol sor el diomels  ya Qw _ep € la  [ongded
MQL'POI/ dQ_ “0&1 lo Cu -’gm{{(@ﬂ a6, <

3. ¢Existe un segmento BF con la minima longitud? ;Por qué?
5,(1. PR SRMDO va o ooy U &‘.SJur\(Q
NGy oo Ciovio W\*‘u &k Crlunafevén ca
L! el dtinetro.

4. Si existe, menciona qué condiciones deben cumplir los puntos B y F para que sea la minima.
Do) Glon ooy e el mgmo /uqm, e
Un. S ) de e ioin 944@_ ol digmeyn
a o Crounferencs.

Fase de argumentacion (Trabajo en equipo)

1. Compara tus respuestas con las de tus compaiieros.



2. ;Qué pueden generalizar respecto a los segmentos de la méxima y la minima longitud y la

ubicacion de los puntos B y F?

Lo WX O ¢S un  Gidmednm ¢ la
Minpad ) Un 'ruﬂ[O-

3. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demds, luego escribe la conclusion final
a la que llegas. \ SQCZ\ meinto
Rdunds _ obseror o of e miiuwo ey
n = = =
o)  di c,u‘nq&f\l o) Pole . no {qg% Q,kc&ﬂ_ MILin o,

PROBLEMA 2: L.IBRG 1L PROPOSICION 13

Link: htips: cegbmatevexelad

En esta construccidon encontraras;
* Una circunferencia con centro C.
o Lacuerda AB.

Fase de exploracion
1. Mueve el punto A, ;qué pasa con la cuerda AB?
(o lovxgl‘rUd Qumgnto. o -dtSW"’NH\Q. DO cefgfq
R pn cedol  p o oera 7

2. Mueve el punto B, ;qué pasa con la cuerda AB?
N, b\qaibﬁ‘ w0 démiawye  al
gl Y %UP | U disdon ¢ @ ote]
J o . B
b ol




3. ¢Por qué crees que sucede esto? > .
'(.I)y({w S0 e(Es tan Gl B3 {l;aﬁrq_
N e Oﬂq Jdod depende de lad P huac o

de o Rl s o cbﬁnw &S va«gm’uﬁejx

Fase de interpretacion

l. ;Existe una cuerda que tenga la maxima longitud?

Sue ol ddimetio

2. Si existe, menciona qué condiciones debe cumplir la cuerda para que la longitud sea méaxima.
(2o ayay Lr e Yo Condvoll
BN 2 pue oy dobe oyfaw o, Qb
Qe & o Qutvnfroncig,

3. ¢Existe una cuerda que tenga la minima longitud? Si existe, menciona qué condiciones debe

cumplir la cuerda para que la longitud sea minima.

b oosde, pbrgue 20¢  holyg vng
chq\ud ey M35 pguora  Bh (gdo 3@3{\%0
UUO QN O S

Fase de andlisis (T, rabajo en equipo)
4. Compara tus respuestas con las de tus compatieros
5. (Qué pueden generalizar respecto a la longitud de la cuerda? (formulén una conjetura)
b (da  Se el letos oo/
s Gral % o wa  gorla
I lorng \“U’C} P o (ontrav (o 3 __opnirl
sy 6010 Condo e g \rLUf (‘{9,%?9\( @ 2 ho
may loffj Q o o r\3




6. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demés: luego escribe la conclusion final
a la que llegas. |
Er\g o @ effd (o cueda  dyf
plto cortrol maj  Ymnde. @y (o (uirdon Y e8  mas
_QQ RO e QLQQrol() O Su d. 34‘5\?\ C&, El wﬂ
»or—lorge o) gk digwmetro y ko Ky  Une

""-qu.ntc; w/ ¥
A o .
S 1MP=0_ PROBLEMA 3: [ IBRC VI PROPOSICION 27

¥ Foti . fxiedinrun st Ty e
Link: Bttns:/exbm at ‘pndarvik

En esta construccién encontraras:
* Paralelogramo AC
* Paralelogramo AZ (semejante al paralelogramo AC).

Contesta las siguientes preguntas:
L. (Qué puntos puedes mover y cual es la funcién de cada uno de estos puntos?

w_?‘ L@uo_ el Pgralﬂng]’omo Tt - han ERGLLING OarcmﬂQ_

Comin® o alp rg;E, cnhia 0 anchdud
aming FkQUi’QA_’ 0 P tamb i la o I‘h)'r G g la
ndn8eoin 0 e ombo) {'8‘”{‘5@ A i 'Ohfjh( vd  de_ambay ﬂgumj‘

¢Existe un paralelogramo AZ semejante a AC con la minima area posible? Si existe, menciona

(o8]

las condiciones que debe cumplir el paralelogramo AZ para que el 4rea sea minima.

No exgle e gue siempe _halrnt g
nldod  warr a (o endoror,

3. ;Existe un paralelogramo AZ semejante a AC con la maxima area posible? Si existe, menciona
las condiciones que debe cumplir el paralelogramo AZ para que el drea sea maxima.
)_egle Ya  que oo nde W
_®. 2i4’ on ol Somentd  BC, o Coua A7
= - ’ d d Lu 4 v c S
Wa o bonene 0 mda q o TQOVQ
@&
AC.




UNIVERSIDAD PEDAGOGICA
NACIONAL

i Edacaders de educadores 1

“PROBLEMAS DE OPTIMIZACION A LA LUZ DE LA HISTORIA DE LAS MATEMATICAS”
NURY ANDREA RODRIGUEZ — MARIA FERNANDA RAMOS
SESION 1. 04/AGOST0/2018

NOMBRE: ‘L)Grm-i??: \Iﬁtcu’\dlq Ofll’\k(.'-'l GRADO: N(‘.L Lpr O

EUCLIDES DE ALEJANDRIA

Euclides (325 — 265 a.C.) fue un matemético y gedmetra griego, considerado uno de los grandes
matematicos de la antigliedad y el padre de la geometria. Es el autor de “Los Elementos” una de
las obras mateméticas mas conocidas del mundo que ha tenido méas de 1.000 traducciones desde su
primera publicacién en 1.482, compuesta por trece libros y es el resultado de la compilacion del
conocimiento de la matematica en los afios anteriores, poniendo orden a muchos teoremas de
Eudoxo, perfeccionando muchos de estos, dando demostraciones irrefutables para hechos probados
sin rigor por sus predecesores y fundando el método axiomdtico. En esta obra se presentan 465
proposiciones, 93 problemas y 372 teoremas de la geometria plana y espacial, junto con cinco

postulados.

En Los Elementos, Euclides presenta algunas proposiciones que tiene que desarrollan el proceso
de optimizacion, por lo que se han adaptado en applets construidos en GeoGebra y reestructurado

en forma de problemas. A continuacion, se presentan 3 de estos problemas.

PROBLEMA 1: LIBRO III, PROPOSICION 7

Link: htips://www.geogebra.org/m/sdugijzat

En esta construccion encontraras:
e Una circunferencia con centro E y radio ED,

e Elsegmento FB, donde F esta sobre el diametro AD y B esta sobre la circunferencia.

Nota: Es necesario que escribas todo lo que logres encontrar y las conclusiones a las que

llegues.

Fase de exploracion

1. Mueve el punto F, ;qué sucede con el segmento FB?



X meae, en C\ me —(rahdo ho.:\cm\ﬁlmpmp Qe
€ el danelio, la Geda conoa 30 Aamano oueop\

m_gmmks alley e (ordos

2. Mueve el punto B que se encuentra sobre la circunferencia, {qué pasa con el segmento BF?
lo cerdo do VeHos, se pecere al_yededor de la
Cuconvercia, b ccada cambia So -lamano o medda
Jue 5@ oneee

Fase de Andlisis

1. ¢(Existe un segmento BF con la méaxima longitud? ;Por qué?

D Qreenial Que St Sewa eordo el o £ e engondre
on (n eylreng S el Penic B en el evliemO
(?)nhrmo @) mp\b OO by Qendas de encendyon
e Ta LN \O\Qro’c\(d el wdy Cotlo,
2. Si existe, menciona qué condiciones deben cumplir los puntos B y F para que sea la méxima.
el o Bdoho exal en O glyermn 2 e\ Do

T déoe encoplionse en m+xeﬂ‘\o Obce) O
do. ¥

3. ¢Existe un segmento BF con la minima longitud? ;Por qué?
O, o \o lomarled YPeedle Ser dan Penena
Qe m me Una \hﬂor\cb N0 Qe e enCuemiren
en ¢\ ‘ﬂ\\n-w:;) VN

4. Si existe, menciona qué condiciones deben cumplir los puntos B y F para que sea la minima.
2D B se gone en o Pono ccnlgeero 4 3. se

U ercind de! B3 <o \lcm ala Lonmkd
MinO

Fase de argumentacion (Trabajo en equipo)

1. Compara tus respuestas con las de tus compaiieros.



2. (Qué pueden generalizar respecto a los segmentos de la méxima y la minima longitud y la

ubicacion de los puntos B y F?

e oy e el dawelyo u O MmO V\g P)U.S'\Qt

3. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusién final

a la que llegas.

léLLQ_lQﬂaﬂnd_ﬂmﬂiﬁ_aqumJe._d diarrehio, el seymenio BF

oo _en o rrouma lonaled

o — . —_—

enO X Qe
Jt?mOtP VOP)IO Un_g tCh:'ml(ﬂ menor_Q lo C}n—lenor

PROBLEMA 2: LIBRO . PROPOSICION 15

Link: htips: ‘egbm.at’eygxglus
En esta construccién encontraras:
¢ Una circunferencia con centro C.

e Lacuerda AB.

Fase de exploracion

I. Mueve el punto A, ;qué pasa con la cuerda AB?

la logikdce la_weida Gimiog o vedida € el panio
oso meee iy de 1o Cuconveenios

2. Mueve el punto B, ;qué pasa con la cuerda AB?

Qooie 0 O 0\ de_enmene ag Al Peno (‘}Lo
Se Wyee ) el un\@ T




3. ¢Por qué crees que sucede esto?

£o scede pg lon 2 Rndey ¥ encondion Xore g,

il |
_Qﬂmmmmm O\ Q‘u? Q mﬁddo de Jo ooy o 1Oy

(Chgrlrnl Se hoce  pndny Sronole

Fase de interpretacién

I. ¢ Existe una cuerda que tenga la méxima longitud?
A 'e %0 o A PuND e encentin Q _un
exdren O, J-3e_ ¥y ol diamelyvo,

2. Si existe, menciona qué condiciones debe cumplir la cuerda para que la longitud sea méxima.
Qe Jeq ol diomelio, Qe e qoye. oy el
Qendio g

3. ¢Existe una cuerda que tenga la minima longitud? S; existe, menciona qué condiciones debe

cumplir la cuerda para que la longitud sea minima.

No_edve. Gng aeide b apima \onquicd Jo Qe

Fase de andlisis (Trabajo en equipe)
4. Compara tus respuestas con las de tus comparieros

5. (Qué pueden generalizar respecto a la longitud de la cuerda? (formulen una conjetura)

L momo_ey el chametis s ennloongo o mininey

Jﬁngdcdsdﬂeno\ O Exye




/

/
6. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los dcmés luego escribe la conclusxon final

2 la que llegas.

°* T _darvelio & \a \orﬂﬂcd TY'CMO\' ¥ la aada y la
MmO NO ANSe

PROBLEMA 3: | '}'}*”\ PROPS CSICION 27

Link: btinv: ‘cobm at ‘pndarvik

En esta construccion encontraras: o
* Paralelogramo AC
¢ Paralelogramo AZ (semejante al paralelogramo AC). e '

Contesta las siguientes preguntas:
I (Qué puntos puedes mover y cual es la funcién de cada uno de estos puntos?
_&_Eggbn oy A Pundoy DA q 8

_EL%Q e ok 1oemo hananial q \> boiea o0 andle 9 Peqenc
\rnceeﬂcr dm(n»n\ A lo Qoo |

(W= Compbia o OJaLCLcL‘;uQHOOIChU 1148)) eQueiny

2. ¢Existe un paralelogramo AZ semejante a AC con la minima 4rea posible? Si existe, menciona

las condiciones que debe cumplir el paralelogramo AZ para que el drea sea minima.
Lb_’ibmblg ‘Ct: poa el o Reore RS Uoa U%
¢ la MSn~ dMLO—PQl_GQ\_PQA_dQI Jmmf’r‘-\o

de _dyereancad|

3. ¢Existe un paralelogramo AZ semejante a AC con la méxima érea posible? Si existe, menciona
las condiciones que debe cumplir el paralelogramo AZ para que el 4rea sea maxima.
-NCL@_PQLbJr;m_\:mD A W) peqerd o Q
_Umm Q__3Jopexan el O\uo PQICI‘ ?ued@n U@S}Of

" 1a s
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EUCLIDES DE ALEJANDRIA

Euclides (325 — 265 a.C.) fue un matematico y geémetra griego, considerado uno de los grandes
matematicos de la antigiiedad y el padre de la geometria. Es el autor de “Los Elementos” una de
las obras matematicas mas conocidas del mundo que ha tenido mas de 1.000 traducciones desde su
primera publicacién en 1.482, compuesta por trece libros y es el resultado de la compilacion del
conocimiento de la matematica en los afios anteriores, poniendo orden a muchos teoremas de
Eudoxo, perfeccionando muchos de estos, dando demostraciones irrefutables para hechos probados
sin rigor por sus predecesores y fundando el método axiomatico. En esta obra se presentan 465
proposiciones, 93 problemas y 372 teoremas de la geometria plana y espacial, junto con cinco

postulados.

En Los Elementos, Euclides presenta algunas proposiciones que tiene que desarrollan el proceso
de optimizacion, por lo que se han adaptado en applets construidos en GeoGebra y reestructurado

en forma de problemas. A continuacion, se presentan 3 de estos problemas.

PROBLEMA 1: LIBRO III. PROPOSICION 7

Link: https://www.geogebra.org/m/sdugjzqt

En esta construccion encontraras:
e Una circunferencia con centro E y radio ED.

s Elsegmento FB, donde F esta sobre el didmetro AD y B est4 sobre la circunferencia.

Nota: Es necesario que escribas todo lo que logres encontrar y las conclusiones a las que

llegues.

Fase de exploracion

1. Mueve el punto F, ;qué sucede con el segmento FB?



2. ¢Qué pueden generalizar respecto a los segmentos de la méaxima Y la minima longitud y la
ubicacién de los puntos B y F? |

3. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusion final
a la que llegas. |

. =i
T CRENLTY | TRmpe—
caory Al evexesab

En esta construccién encontraras:

¢ Una circunferencia con centro C.

o Lacuerda AB.

Fase de exploracion

1. Mueve el punto A, ;qué pasa con la cuerda AB?
i cooda AR Combia a0 lacaidud on o Qrindia
Rilo a0 la 6'{Yr_umLoi.un(:¢ d{SmxnuﬁJQ /q al_ Loyl 4
(‘?mln ’P_) GQ“lm@m 1 28] e Q:O‘{n\_nv *Jid bnq?\'l frl Q\mﬁ?’o‘(
};:01{533 m’\u g ®flo o o ¢ -'[":\r-(ﬁh?.'{‘\‘ﬂ WMo gvmepal \n
2

Mueve el punto B, ;qué pasa con la cuerda AB?

N osgpl  owe  sp ol Py aabtfiof dw Copdy IR
e 2 ,
Campio S4 booidy A Y CupdPo

[73) 3 S )
* b J ™ 2 . r
Culgl) mlgl Nar A 490 aepdn > S OO N Tonds N Sy

frm Ja__ a0 gWAdg __on  cdo op 2\ Wpb 1 S op o)
I



3. ¢Por qué crees que sucede esto?

Fase de interpretacion

[ ¢Existe una cuerda que tenga la méxima longitud?
@i |lﬁrﬂ a— ol Qoo iy Y oy Gunitly
aw o€ ®nlol oy up Wl A ol s Cp
_'.{D\T}_ﬁmn gnl}f -

2. Si existe, menciona qué condiciones debe cumplir la cuerda para que Ia longitud sea maxima.
Qo i o of Aoy que 10 Fonlal  an0  onlafmen
lg Fu\ﬂ"_{f& a ogl‘m\ obicd oS dalis Ao NG ) f'-’\‘;‘-.ﬁh Poy
mm% NV ey r\_xﬂmrtﬂ r‘hnr{}ﬂg 2¢ ~\ L v, ’?\JJ" , mod s
D ode Rudo dbet g o 1-1_ dud 0o Aoy 4

b, Liogs . . T ) o
3. g,éxxste una c%erda que tenga la minima longitud? Sj CX1ste, menciona qué condiciones debe

cumplir la cuerda para que la longitud sea minima.

A jf?‘dh\ Mo o0 Rty 00 g s 2 Puodd  jlogy Q.
_J_Q’\O“ v lo__onipg onp lopg, ld &Y VIR 0p Q_‘jlrf- Jonl | 14) \jf’)‘\.ﬁ
e V‘ﬁﬂuf WD s edieransd and  as S fusls

Sopal P N N T d miSoy ooy ugne we no
Nkl o rygidon . o ZN

Fase de andlisis (Trabajo en equipo)
4. Compara tus respuestas con las de tus compaiieros

5. (Qué pueden generalizar respecto a la longitud de la cuerda? (formulén una conjetura)

Sxste G PuN\C WX PefC (e une YAy Yo See Swomre
NG ¢ dendo o on LuUke WG Cedueng - €1 funle Wrino
e \\,Cf A v (__\\‘T_‘-'e\:\:u.\"\‘b




6. Sccializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclus:on final
a la que llegas. .
_Q;LLSLD IN SOrﬁmOn.ln () r_a_midn‘ MaXime  dopominade
C\ wmedYo »Q_ﬂk‘“) 1¥a ":9::' Una ciXrp{eYomio polny

AD N a oicdil  vup Sowndo miaym 0  aa gi}g
SumP1? Yo o londel . o W% ac Bmweag

PROBLEMA 3: [ {BRC: Vi, PROPOSICION 27

Link: Bténs:-‘gobm at ‘padarvik

En esta construccién encontraras:
e Paralelogramo AC
* Paralelogramo AZ (semejante al paralelogramo AC).

Contesta las siguientes preguntas:

1. (Qué puntos puedes mover y cual es la funcién de cada uno de estos puntos?

S0 Rodon ool 100 Pl BN B v O aue

<o o_pmmﬁlfm o0 oo odomal 30 o (oo sl _Q[l

SE0Va% ) W) _qug o on on  Zeamonlp Yo\ SJ\mJTn\

cal 3 Yol A Ty o doe lo Do alp Lo wid
2. (}éxmte l&n pmle%ogra 0 AZ semejalgiqa ACl' ré(;n ?a m1n1m£ I&uierél pdﬂgg’ Slm egf?ste menciona

las condiciones que debe cumplir el paralelogramo AZ para que el drea sea minima.

Na @n’fg{m Sionfe N o o0 Op  ollon Poguina,

V! dud AN e a  Bol ¢y
\-_J! - s N

3. ¢Existe un paralelogramo AZ semejante a AC con la maxima 4rea posible? Si existe, menciona
las condiciones que debe cumplir el paralelogramo AZ para que el area sea maxima.

0 f?n(um ol C\\iqu{lﬁ a0 Vo g loul W paXemn 410
3 1\ Ult(hr\fh 20 A AT £\ G O o

e

AN \‘f") 0o Cpn O ooy
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EUCLIDES DE ALEJANDRIA

Euclides (325 — 265 a.C.) fue un matematico y geémetra griego, considerado uno de los grandes
matematicos de la antigiicdad y el padre de la geometria. Es el autor de “Los Elementos” una de
las obras matematicas mas conocidas del mundo que ha tenido mas de 1.000 traducciones desde su
primera publicacién en 1.482, compuesta por trece libros y es el resultado de la compilacién del
conocimiento de la matematica en los afios anteriores, poniendo orden a muchos teoremas de
Eudoxo, perfeccionando muchos de estos, dando demostraciones irrefutables para hechos probados
sin rigor por sus predecesores y fundando el método axiomatico. En esta obra se presentan 465
proposiciones, 93 problemas y 372 teoremas de la geometria plana y espacial, junto con cinco

postulados.

En Los Elementos, Euclides presenta algunas proposiciones que tiene que desatrollan el proceso
de optimizacion, por lo que se han adaptado en applets construidos en GeoGebra y reestructurado

en forma de problemas. A continuacién, se presentan 3 de estos problemas.

PROBLEMA 1: LIBRO [II. PROPOSICION 7

Link: https://www.geogebra.org/m/sdugjzqt

En esta construccion encontrars:
e Una circunferencia con centro E y radio ED.

e Elsegmento FB, donde F esta sobre el diametro AD y B esta sobre la circunferencia,

Nota: Es necesario que escribas todo lo que logres encontrar v las conclusiones a las que

llegues.

Fase de exploracion

. Mueve el punto F, ;qué sucede con el segmento FB?



2. (Qué pueden generalizar respecto a los segmentos de Ia méxima y la minima longitud y la
ubicacion de los puntos B y F? '

3. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusién final
a la que llegas.

PROBLEMA 2: LIBRO (11, PRO

Tt

Link: Hiips: ‘ebomat’cvexed

=
ah

13

En esta construccidén encontraras:

* Una circunferencia con centro C.

e Lacuerda AB.

Fase de exploracion

1. Mueve el punto A, ;qué pasa con la cuerda AB?

- Towoe mas cowea osta o OO0 A o8

conto B 08 ATamoio 10

PIQTAS ehva @ WU TN o) L0 [e W 5 s VA V! LO0N N0

A0 oorda  AB  Go0da MIoKoe\andn o) gina L, romosanigy
0 OO

Mueve el punto B, ;qué pasa con la cuerda AB?

IO MNOS ore 0010 Ol oUW B o)
AIMMOND_ 30 A0 OO0 &0

W0LN0 A
A0 QoI AR GO0 INoxs0An )0

(A0AIOMN 9 diryeawn




3. ¢Por qué crees que sucede esto?

Pvao o) gora soror cinnaicie LOMNOLD. 5t) pasTcion

HOLA0- 00 00 ANOICE 00 oo L 50 caraiGion 10
OO0

Fuase de interpretacion
l. (Existe una cuerda que tenga la méxima longitud?

COnsigoig Q000 N aeaa o

QL0000 mondong.  on g PLOGOOIAL. ONMONNE ol o) ceaog
A O00MG e0OX)) Qo {ONSK) 949 9 POMOS _S0mia 16y
CACONTOT0NGN 10 OO0 RSN POL O} cOnMO  do oslq
EONCONAG. 308 5. 0o Aol g

3. ¢Existe una cuerda que tenga la minima longitud? Si existe, menciona que condiciones debe

cumplir la cuerda para que la longitud sea minima.
AD. 0 00 Mompra 80 oy tonday QA U0G oo
O NO2 MG 0O

Fase de andlisis ( Trabajo en equipo)
4. Compara tus respuestas con las de tus compaiieros
5. (Qué pueden generalizar respecto a la longitud de la cuerda? (formulen una conjetura)

=XAQNO O ICEOND 010 10y L0 do W cOorda L 1Q coey
Qs 0} Chamom o, axn L8] 0l ('l )0 W TN PO oxi om0l o

0 CAMOTXQINOY I Sy AN O0. 0 0 3asio On SNl sale NI aWa oY
LA Q00 TG S0 0 aplandiar o O IOy MU packIOAD)
¥ i L]

L3




6. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demés: luego escribe la conclusién final
a la que llegas. -
Q. 100K O VOQ 1O JOSIN QOMO0Y ,80) (O NALDY QIQIONOC)
QA L O NP0 A0 vn 1OAGIIA QXN 10) CONy ©F 0)
QUOMMOMND . DI o000 0% O00 IO O
Y0 QOMOED <O UG A 1ondor . g o OO Peais poanancy

PROBLEMA 3: LIBRQ V1, PROPOSICION 27

LritbFEnn =

Link: hitns: ‘gubm at pusarvrk

En esta construccion encontraras:
* Paralelogramo AC
* Paralelogramo AZ (semejante al paralelogramo AC).

Contesta las siguientes preguntas:

l. (Qué puntos puedes mover y cuil es la funcion de cada uno de estos puntos?

— 0D §O oMoy ol RN ) 8 oWy Ao ool hoon 40

ANO0CRG) 00 orOIan 7 0O 9 \QCANNO L. 0 X0 ICYPONA Q.
18001 IaN!
“1Q Q000 do. 8 annolot Yandordn 9 S0y 1O raeonQ

2. iExiste un paralelogramo AZ semejante a AC con la minima drea posible? Si existe, menciona
las condiciones que debe cumplir el paralelogramo AZ para que el drea sea minima.

oo as\Ox ool ndg ol o0L IO AR

3. ¢Existe un paralelogramo AZ semejante a AC con la méxima area posible? Si existe, menciona
las condiciones que debe cumplir el paralelogramo AZ para que el area sea méaxima.
NO QOO (o0 SoMNIo Q10 Moxion Qo0 a§ Ac Q0
€A_00odon WAt a lonor L4 MGMNA a0y
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EUCLIDES DE ALEJANDRIA

Euclides (325 — 265 a.C.) fue un matematico y gedmetra griego, considerado uno de los grandes
matematicos de la antigiiedad y el padre de la geometria. Es el autor de “Los Elementos” una de
las obras matemdticas més conocidas del mundo que ha tenido més de 1.000 traducciones desde su
primera publicacién en 1.482, compuesta por trece libros y es el resultado de la compilacién del
conocimiento de la matematica en los afios anteriores, poniendo orden a muchos teoremas de
Eudoxo, perfeccionando muchos de estos, dando demostraciones irrefutables para hechos probados
sin rigor por sus predecesores y fundando el método axiomatico. En esta obra se presentan 465
proposiciones, 93 problemas y 372 tcoremas de la geometria plana y espacial, junto con cinco

postulados.

En Los Elementos, Euclides presenta algunas proposiciones que tiene que desarrollan el proceso
de optimizaci6n, por lo que se han adaptado en applets construidos en GeoGebra y reestructurado

en forma de problemas. A continuacién, se presentan 3 de estos problemas.

PROBLEMA 1: LIBRO III, PROPOSICION 7

Link: https://www.geogebra.org/m/sdugjzqt

En esta construccion encontraris:
e Una circunferencia con centro E y radio ED.

e Elsegmento FB, donde F esta sobre ¢l didmetro AD y B esti sobre la circunferencia,

Nota: Es necesario que escribas todo lo que logres encontrar y las conclusiones a las que

legues.

Fase de exploracion

1. Mueve el punto F, ;qué sucede con el segmento FB?



H éﬂlﬁﬁ\ﬂﬂ\o ‘ﬁ QI\‘QLQ.(O Q W}OJ Mkt (pdy S0 Uﬂt‘}“ awscondg @l
ko y al wxdeeve \igpwido du b QUUNsUa. '

2. Mueve el punto B que se encuentra sobre la circunferencia, (que pasa con el segmento BF?
R\ LQN@J e o (e anlonas . éaqmm}o [ urpgza O enlongarse
Qn‘mz cody loyy 3o ontoenre dgl pm\o T ond dwmelvo

Fase de Andlisis

1. ¢Existe un segmento BF con la méxima longitud? ;Por qué?
ST oy, oo o puode haloy smonto_con g lxghdpnto.
Eelo S0 dow o qpe 9 seqnanke B o oncporlion londede por g
AVAVATTI S STe 1S

2. Si existe, menciona qué condiciones deben cumpllr los puntos B y F para que sea la maxima.
B cduoo wods o soeode BF oopune ol didmake do I NUTIISIOY
PRy @ lo modado nnds lmm Qe Ao Q \mql équmnb (pox
5 lmdoo). B dde ode o) oo lodo d ¥ oon o aranioesea.

3. ;Existe un segmento BF con la minima longitud? ;Por qué?

Si oon, M W Smente oy Yo pomgoad da it ptes
Qm%q:h‘n\m, 0 (oo lgdd doke St

4. Si existe, menciona qué condiciones deben cumplir los puntos B y F para que sea la minima.
oo Qi w0 fo it B y T dden oncnbose en ol mumo punlo de
lo Uidnypsonio | mm P oom oncnlerde,

Fase de argumentacion (Trabajo en equipo)

1. Compara tus respuestas con las de tus compaifieros.



2. ¢Qué pueden generalizar respecto a los segmentos de la maxima y la minima Iongltud y la
ublcéclon de los puntos B y F?

lo,;mmsm \anvt\»ud Q3 Q‘ dlﬁﬂ{ﬂm 3

._ b 0 8 RUeR AN KO Vo o lm) mu lm\ud
mnnm m\hre, \o> punba Dmu e y_ 00 0y _Samonjo

3. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusion final

a la que llegas.
12 1o loghed oquunia. o) didtdde o) sgmorto BF estord en s
ixere \%t\ud

t%\ lm i B 9 T oonowen_tnzogmanfo , o soomals BE
no Yordd m\m*‘r\)d Mol

PROBLEMA 2: LIBRO 1, PROPOSICION |5

Link: hiips: ‘esbm.avevexclad

En esta construccidn encontraras:
» Una circunferencia con centro C.

¢ Lacuerda AB.

Fase de exploracion

1. Mueve el punto A, ;qué pasa con la cuerda AB?
B\ ordo (A emewrn o ocrde o onlnges Yo lngitud du b cwado,
oo o Apede. Vo (\i(\I\RI(‘I\U_«ﬂ , lo Orq}\w ddd owco Yombiuon worio
dapedierde dg o Cvoda,

2. Mueve el punto B, ;qué pasa con la cuerda AB?

Care o5 0 oulo de b cuanporeno, o qul ape B, Yo ol mipme
Qlecq -




3. ¢Por qué crees que sucede esto?

Porque b oot oy S0 ornoenke o Gwdo dod tnlee e o

Uitiniegoneo | rids duarne holords ogle o \omdod de ooy s ¢rendo)
b hada,

Fase de interpretacion

L. ¢Existe una cuerda que tenga la maxima longitud?

O, Do ey \U’(}!}\ﬂ o 0 Qwrde e oncrnho L odo 1o
Quaniorengia, :

Si existe, menciona qué condiciones debe cumplir la cuerda para que la longitud sea maxima.

Sepre o lo ordd e s ol pds L o o Garkro d_ o

\

Lunnieenia \\ng(i S O T \mgt\\ﬂ (prr cqmuoldig ol
ohoregheo).,

3. ¢Existe una cuerda que tenga la minima longitud? Si existe, menciona qué condiciones debe

cumplir la cuerda para que la longitud sea minima.

NQ. prap iy Mrde ey tn S;cgnm}o Qo pnloy o) wamhm

sdwe 1o twanieremo . Al sy n somafe B _vo_kalgd o
\mal\ud LI

Fase de andlisis (Trabajo en equipo)

4. Compara tus respuestas con las de tus compafieros

5. (Qué pueden generalizar respecto a la longitud de la cuerda? (formulén una conjetufg)
Qo ety se oncienivo \ )© dd centio de lo Quiunerenuns &g
e oy codes < loodod. Poc o cobeano, o Se ervenke Cosce ool
Qo de oty rorentio, se grd mas losg0 su_logled.




6. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los dcmas luego escribe la cnnclusx()n final
a la que llegas.
Jo didenie dolg quodo al torbe d Clahyo ) wowsamente
0y Qggggmpml o 8y \mm\\ld Coerd 50 skt o) condeo du awudtag
ey 0 \\Qm a U \cm\h_d aonera  (dudooko) , pogo @ sey
fﬁgﬂm‘b (\o hone o diloo QOO «

PROBLEMA 3: [ 1BRO VI PROPOSICION 27

Link: https-/egbm at ‘prdarvik

En esta construccién encontrards:
e Paralelogramo AC
¢ Paralelogramo AZ (semejante al paralelogramo AC).

Contesta las siguientes preguntas:

L. (Qué puntos puedes mover y cual es la funcion de cada uno de estos puntos?
D= Loy 0 ealierde uorhadmogke oo ammm,-,@— Poste crouw o reda (B
Y Yo (mnm\t;m\o;dm; oo combn b tawe; A= Qiloe o oaluede Hiogonahengst ¢
los_poxaladogramo) W= Conlae 0 exbierde de bmhacn) W reczoletmanie L 00
\oysatente. Mroprrinaal) b osaldoiang \olorna.

2. Existe un paralelogramo AZ semejante a AC con la minima area posible? Si existe, menciona

las condiciones que debe cumplir el paralelogramo AZ para que el 4rea sea minima.

L deo_nitiive s ontwnbo. Odo gy © 8 il corkel ontee
By P, Wo e dea o bod pownn o s podo . in
Qﬂ\h&r&a 09 Smojple @

3. ¢Existe un paralelogramo AZ semejante a AC con la mdxima area posible? Si existe, menciona
las condiciones que debe cumplir el paralelogramo AZ para que el 4rea sea méxima.
H onb ) ddw opontosse on . miowo ado con L, Pef, o @wolelogramo
Ol odayand W drea 1ol 8L Gy dil ok Dmum\omm\o

S Qmm%g 0 @mgm\c o BC, s o KO
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PAPPUS DE ALEJANDRIA

Pappus (250 - 350 d.C.) fue un matematico y geometra griego nacido en Alejandria, escribio
comentarios de los Elementos de Euclides y de Almagesto de Ptolomeo. Fue precursor de la
geometria moderna, maestro en Alejandria y autor de la “Coleccidon Matemdtica”, una obra
compuesta de ocho libros en la que presenta un panorama histérico de la matematica clésica,
incluyendo algunas demostraciones alternativas del trabajo de otros mateméticos famosos de su
época, y proponiendo nuevas proposiciones geométricas entorno a las conicas, poligonos,

poliedros, superficies y volimenes de sélidos de revolucion.

En la Coleccidn Matemdtica, Pappus presenta algunas proposiciones que desarrollan el proceso
de optimizacién, por lo que se han adaptado en applets construidos en GeoGebra y reestructurado

en forma de problemas. A continuacion, se presentan 3 de estos problemas.

PROBLEMA I: LIBRO V. PROPOSICION 5

Parte 1

Nota: Es necesario que escribas todo lo que logres encontrar v las conclusiones a las que

llegues.
En GeoGebra sigue las siguientes instrucciones:

1. Construye un tridangulo AABC cualquiera. (con la opcién poligono)

2. Toma uno de los lados del tridngulo como la base del mismo. (Cambiale el color)

3. Construye una de las alturas del tridgngulo. (Ten en cuenta que la altura es el segmento
perpendicular a la base que pasa por el vértice opuesto)



4. Determina la medida de los lados del triangulo y de la altura. (usa la opcion “Distancia o
longitud”)
5. Encuentra el perimetro del tridngulo y su drea. (Usando opciones “Distancia o longitud” y
“area”)
6. Mueve el punto A.
;Qué cambia?_do lonaibad eate ACy AB  Adémas o alug, ) C\UG‘ e)
(Qué permanece fijo? (3 PN ?\“\‘0 (‘T, rA)!
7. Mueve el punto B.
(Qué cambia? 1o \Ofﬂ*\'d:;l- cnte CB AR y la altuia Soool cl ﬂm y. cl
¢ Qué permanece fijo? AR~ {Ymhc/t CHO Fl,u) PCJ‘OEI o
8. Mueve el punto C. '
;Qué cambia? 1o \d‘n!\xx:l (<A Ac C8 q o aluio. Jﬁﬂ\dﬂ{%j nc'.!:}m
;Qué permanece fijo? I—WR sem  vontiene. (8) |

9. Encuentra tres triangulos diferentes, que tengan el mismo perimetro. ;Tienen la misma

Pcnmz}o

- area? g,zor rqué? ) ‘i n \—-"—'—Z-Z Az
- AR 8 PAc=T7T6 CB=®E6)-12.42 4y apnnsids forguc
I ahod  enke las  Pooted o, q_ltamadh o aitoig

y om0 @ Ao hoe o oMl bﬁ bombien cambia,
Parte2

Abre el archivo “Tridngulos Isoperimétricos”

Link: https://ggbm.at/f3dxd5cy
En esta construccion encontraras:

e Un triangulo ABC.

1. ;Que tipo de triangulos se pueden formar al mover el punto C?
_deqpb cnghw (3 lods jquales) 3 e 1d\q_ub cseanch (B lody

_desigualcd), ocukinadia vy obshuingol.




2. (Existe un tridngulo que tenga el 4rea méaxima? Si existe, menciona qué condiciones debe
cumplir este triangulo.
S S on bragdo con vn Area de 306 este  sena on
H‘CMQ{JD cseglen y hienc Qe teres %lCﬂCﬁ 333 A
AL, Sen 1o or.

3. ¢(Existe un tridngulo que tenga el area minima? ;Por qué? Si existe, menciona qué
condiciones debe cumplir este triangulo.
£l Ay mwa hice QucScr Mougr 9 Q peo S uon
a cxdht v \npintkd & Aey My PCaueia;. Q)r
esln @zch PO sk o Al ultallise!

Fase de argumentacién (Trabajo en equipo)
4. Compara tus respuestas con las de tus compafieros

5. {Qué pueden generalizar respecto al 4rea de los triangulos? )
€\ Pieq moxma Va0 st on Hmnqdo isosckes ¥ Aea
MM g0 g st PG YO Que siempre o o beader g
£ 0 cen 0O (O pode ser e, Eso o PO
o hwentach 0 30 alkun que _es himody pac d dlDE

o

Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusion final
alaqueuegas.

, Oc lodoy 13 branggles 130penmeknaos con lo msmo
b:m € hene cu:;b' S Vncmob 1soccles & A
SeO_maximg emienkias At o Ateo MAo U9 Q kel
Q cen, PEO (O oc,rrlo SCfOS{OdS‘ Qe o exske
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PAPPUS DE ALEJANDRIA

Pappus (250 - 350 d.C.) fue un matematico y ge6metra griego nacido en Alejandria, escribid
comentarios de los Elementos de Euclides y de Almagesto de Ptolomeo. Fue precursor de la
geometria moderna, maestro en Alejandria y autor de la “Coleccion Matemdtica ¥, una obra
compuesta de ocho libros en la que presenta un panorama histérico de la matematica clasica,
incluyendo algunas demostraciones alternativas del trabajo de otros matematicos famosos de su
época, y proponiendo nuevas proposiciones geométricas entorno a las conicas, poligonos,

poliedros, superficies y volimenes de sélidos de revolucion.

En la Coleccion Matemdatica, Pappus presenta algunas proposiciones que desarrollan el proceso
de optimizacién, por lo que se han adaptado en applets construidos en GeoGebra y reestructurado

en forma de problemas. A continuacién, se presentan 3 de estos problemas.

PROBLEMA I: LIBRO V, PROPOSICION 5

Parte 1

Nota: Es necesario que escribas todo lo que logres encontrar y las conclusiones a las que

llegues.
En GeoGebra sigue las siguientes instrucciones:

1. Construye un tridngulo AABC cualquiera. (con la opcion poli gono)

2. Toma uno de los lados del tridngulo como la base del mismo. (Cémbiale el color)

3. Construye una de las alturas del tridngulo. (Ten en cuenta que la altura es el segmento
perpendicular a la base que pasa por el vértice opuesto)



Determina la medida de los lados del tridngulo y de la altura. (usa la opcidén “Distancia o
longitud™)

Encuentra el perimetro del tridngulo y su érea. (Usando opciones “Distancia o longitud” y
‘{ércaQ,)

Mueve el punto A.

;Qué cambia? cMb l .... O ()
¢Qué permanece fijo? - \ J@Q :H(‘f l\(“ C \

Mueve el punto B.

¢Qué cambia? o (e (G, A VEL, 4egmm\c o " 20 _,r'\\xuvo\
(Qué permanece fijo? 6ﬂ€:r}"k'>"}-'lk G GC

Mueve el punto C.
(Qué cambia? Qpy. v'n(_’\f"’O, CGyeQ\ , 5a) meale ac R, C/‘\XU 14
(Qu¢ permanece fijo? ~ ) Wl Pﬂ\ a Q“o

Encuentra tres tridngulos diferentes, que tengan el mismo perimetro. ¢ Tienen la misma

area? ;Por qué? \

00 \epe el YIS mem\m Que \a Q&*um
cambic y\a  bvwmdg rwcivacar e

av €C f_\ e un l(iC”qu \ es \ris € POy Q\ \\ vV u‘%\/(‘j )

Parte 2

Abre el archivo “Tridngulos Isoperimétricos”

Link: https://ggbm.at/f3dxd5cy

En esta construccion encontraras:

Un tridngulo ABC.

L. {Que tipo de triangulos se pueden formar al mover el punto C?

et GO\ay . acc ngu\ol("r“\{_t-i_ sscalesc €

\SOCel=




2. (Existe un tridngulo que tenga el 4rea maxima? Si existe, menciona qué condiciones debe
cumplir este tridngulo.
2 \a ¢ n((\(’lc n_ 85 Qe \m (‘l\\UVG ClP

\\(\Qﬂ:\u\o cvute \Q Wl}? ol d? \(\ \ogse O|Pf
vaoﬂ(\u\

3. (Existe un tridngulo que tenga el 4rea minima? ;Por queé? Si existe, menciona qué
condiciones debe cumplir este tridngulo.
N0 EXIS1e  on  Qrec MWW we Cr @
oAl @?\Qf € x° i\.fc("( (G, Gf\m\{\lf (CY O rmGa
% CQueNa

Fase de argumentacion (Trabajo en equipo)
4. Compara tus respuestas con las de tus compafieros

5. {Qué pueden generalizar respecto al 4rea de los tridngulos?

C\ aveq  pooaies o5 Cnndo Qovmamos,  on
ern(p\o \< (“Q\Cf

Ae kV‘(‘”UUF G no ex<le NG wawh e

6. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusion final
a la que llegas.
e\ areg WG Xl E""A@ cona’ macle Yoy
Lviongdlg  vsoceles Qoo el Weh  vmmwa Ao
f’Xv--.\e Lo goe 4ipn1\;vt \l(_IU’o OVNG Mas veacena |
\ Y —

2\ de lodes \as A\ angpos \SQREVI v +"-'f1u(of-;-; coN
\Cimxivﬂo baseé 5¢€ i--*:»';' QqQue.

21 €S WA Anongu\c 1scedes el awa el \c, vhGxim
men\as Que no ex1s\e Ov) avea  WMWMG 4G e

i\.ﬂi'l'l'gf‘: '_c,r._i—\nw:a_ ONG MGS P{c&r_ﬂﬁg
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PAPPUS DE ALEJANDRIA

Pappus (250 - 350 d.C.) fue un matemadtico y gedmetra griego nacido en Alejandria, escribié
comentarios de los Elementos de Euclides y de Almagesto de Ptolomeo. Fue precursor de la
geometria moderna, maestro en Alejandria y autor de la “Coleccion Matemdtica”, una obra
compuesta de ocho libros en la que presenta un panorama histérico de la matematica clésica,
incluyendo algunas demostraciones alternativas del trabajo de otros matematicos famosos de su
época, y proponiendo nuevas proposiciones geométricas entorno a las conicas, poligonos,

poliedros, superficies y voliimenes de solidos de revolucion.

En la Coleccion Matemadtica, Pappus presenta algunas proposiciones que desarrollan el proceso
de optimizacion, por lo que se han adaptado en applets construidos en GeoGebra y reestructurado

en forma de problemas. A continuacion, se presentan 3 de estos problemas.

PROBLEMA I: LIBRO V. PROPOSICION 5

Parte 1

Nota: Es necesario que escribas todo lo que logres encontrar y las conclusiones a las que

llegues.
En GeoGebra sigue las siguientes instrucciones:

1. Construye un tridngulo AABC cualquiera. (con la opcién poligono)

2. Toma uno de los lados del triangulo como la base del mismo. (Cémbiale el color)

3. Construye una de las alturas del tridngulo. (Ten en cuenta que la altura es el segmento
perpendicular a la base que pasa por ¢l vértice opuesto)



4. Determina la medida de los lados del triangulo y de la altura. (usa la opcién “Distancia o
longitud™)
3. Encuentra el perimetro del tridngulo y su 4rea. (Usando opciones “Distancia o longitud” y
“Srea”)
6. Mueve el punto A.
(Qué cambia? las medides de Ac-A B,Acca ,fe :me‘ff c,halfvro
¢Qué permanece fijo? [ #edida del ¢ P)
7. Mueve el punto B.

Se
;Qué cambia? [ ﬂéﬂm del c3-AB- Pecmetro, ﬁrm hadtyra
(Qué permanece fijo? le H{-&ﬁ& AC

8. Mueve el punto C. ..::r;‘aj:crﬁb
¢Qué cambia? 5 ﬂﬁi&:& del C8-AC haltura, Fr(ea Penmctro
(Qué permanece fijo? d'e ’ A—R
9. Encuentra tres triangulos dg c|~Zntes que tengan el mismo perimetro. ; Tienen la misma
area? ;Por qué?

ﬂo, Dar auQ Ctl aoulr C lutef J‘@Oﬁé‘n‘ﬂ)
@ altudu del teran golo comb o

Parte 2

Abre el archivo “Triéngulos Isoperimétricos”
Link: https:/ggbm at/f3dxdScy
En esta construccion encontraras:

e Un triangulo ABC.

1. {Qué tipo de triangulos se pueden formar al mover el punto C?
Esca [cng [ 3gc® (&L +Q ('('ﬂtqﬂj? L /D




2. (Existe un tridngulo que tenga el drea maxima? Si existe, menciona qué condiciones debe
cumplir este triéngulo
el areq mdrma es $.06 y el drgpaule €1 un
Woce | e 4

3. (Existe un tridngulo que tenga el drea minima? jPor qué? Si existe, menciona qué
condiciones debe cumplir este triangulo.

el Oeea MMMT ns eyiste

Fase de argumentacion (Trabajo en equipo)
4. Compara tus respuestas con las de tus compafieros

5. ¢Qué pueden generalizar respecto al 4rea de los triangulos?
‘Fra-fanrlm Vo ltnea € el ere \( g e ovec{P oé-’é’ﬂer
la_qre maxma y el ared pinima no exwte con

coméqr?o debe cer un vealor donde x (vofor clelcrrea]
iea £®

6. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusion final
a la que llegas.
todws o5 trqa QulOS lJoDc’fﬂlﬁL{rco‘r cof lo
misma baje van o Yeper va aleq Maximag mieriras
gue el ared mnime ng eviste Yo gue slegpreva

7
Qi pegueda gue lo opterier,
I




UNIVERSIDAD PEDAGOGICA
NACIONAL

| Educadora de educadores |

“PROBLEMAS DE OPTIMIZACION A LA LUZ DE LA HISTORIA DE LAS MATEMATICAS”
NURY ANDREA RODRIGUEZ — MARIA FERNANDA RAMOS
SESION 2. 13/AGOST0/2018

Nommre:_Damel\a ddncnez Az Grano: Ocdous

PAPPUS DE ALEJANDRIA

Pappus (250 - 350 d.C.) fue un matemético y gedmetra griego nacido en Alejandria, escribi6
comentarios de los Elementos de Euclides y de Almagesto de Ptolomeo. Fue precursor de la
geometria moderna, maestro en Alejandria y autor de la “Coleccidn Matemdtica”, una obra
compuesta de ocho libros en la que presenta un panorama histérico de la matematica clasica,
incluyendo algunas demostraciones alternativas del trabajo de otros matematicos famosos de su
€poca, y proponiendo nuevas proposiciones geométricas entorno a las conicas, poligonos,

poliedros, superficies y voliimenes de sélidos de revolucién,

En la Coleccion Matenicitica, Pappus presenta algunas proposiciones que desarrollan el proceso
de optimizacion, por lo que se han adaptado en applets construidos en GeoGebra y reestructurado

en forma de problemas. A continuacién, se presentan 3 de estos problemas.

PROBLEMA I: LIBRO V. PROPOSICION 5

Parte 1

Nota: Es necesario que escribas todo lo que logres encontrar ¥ las conclusiones a las que

llegues.
En GeoGebra sigue las siguientes instrucciones:

1. Construye un tridangulo AABC cualquiera. (con la opcién poligono)

2. Toma uno de los lados del trigngulo como la base del mismo. (Cambiale el color)

3. Construye una de las alturas del triangulo. (Ten en cuenta que la altura es el segmento
perpendicular a la base que pasa por el vértice opuesto)



4. Determina la medida de los lados del tridngulo y de la altura. (usa la opcion “Distancia o
longitud™)
5. Encuentra el perimetro del tridngulo y su area. (Usando opciones “Distancia o longitud” y

area™)
6. Mueve el punto A,
Qué cambia? Micyia pex et -AM -ADR-CC- el cuen Combrqy
¢Qué permanece fijo? _Lq \Oﬂm Yod_GB
7. Mueve el punto B.
{Qué cambia?gp(\-\mo—nclmﬁ*\ o - fea-1ononlog b o AR
¢ Qué permanece fijo? |q lnmﬁud e
8. Mueve el punto C.

i = “ : A - % | N\ P
{Qué cambia? R\ 1 — neErine O ~Rvef- lonatod L ...

¢Qué permanece fijo? N A GA

9. Encuentra tres triangulos diferentes, que tengan el mismo perimetro. ;Tienen la misma
area? ;Por qué?

sAAa 3 = I . -

Parte 2

Abre el archivo “Tridngulos Isoperimétricos”
Link: https://ggbm at/f3dxd5cy
En esta construccion encontraras:

e Un triangulo ABC.

1. ¢Qué tipo de tridngulos se pueden formar al mover el punto C?

2o L oo Yva®aold) g ?MMMM towdesr?( NO

Rec:\omdo 1ooseeles 9 Vadon 19)@\6-\ -5t

Py F\c,u-bng_)\o Cocolena - toa n ladea
- Obstuseng-o dCT)igUO\GZ)




2. (Existe un triangulo que tenga el 4rea maxima? Si existe, menciona qué condiciones debe
cumplir este tridangulo.

S0 MmEdda en e .06 q ("uh\?\e ngﬂd{} )

Ixnce\es G lon \acson ch G L SO0 igualed,

3. (Existe un tridngulo que tenga el 4drea minima? ;Por qué? Si existe, menciona qué

condiciones debe cumplir este triangulo.

g’a Do _Mmwmiod mechdy e O
O Yed T A0 ecacia 40
g condo e YOO 200 Do o\ea Orebia,

Fase de argumentacién (Trabajo en equipo)
4. Compara tus respuestas con las de tus compafieros

5. {Que pueden generalizar respecto al area de los triangulos?

Mfﬂ dcoc:nr_\\cwﬁ \C‘L oY
“No oy c,\\eo WMWY P16 D mnosamQ

6. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusién final
a la que llegas.
»No \'Y)(l; AV i
7 Bl cvea ela velacioraca ton la APoa .,
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PAPPUS DE ALEJANDRIA

Pappus (250 - 350 d.C.) fue un matematico y geémetra griego nacido en Alejandria, escribi6
comentarios de los Elementos de Euclides y de Almagesto de Ptolomeo. Fue precursor de la
geometria moderna, maestro en Alejandria y autor de la “Coleccion Matemdtica ”, una obra
compuesta de ocho libros en la que presenta un panorama histérico de la matematica clasica,
incluyendo algunas demostraciones alternativas del trabajo de otros matematicos famosos de su
€poca, y proponiendo nuevas proposiciones geomeétricas entorno a las conicas, poligonos,

poliedros, superficies y volimenes de sélidos de revolucion.

En la Coleccion Matemdtica, Pappus presenta algunas proposiciones que desarrollan el proceso
de optimizaci6n, por lo que se han adaptado en applets construidos en GeoGebra y reestructurado

en forma de problemas. A continuacion, se presentan 3 de estos problemas.

PROBLEMA I: LIBRO V. PROPOSICION 5

Parte 1

Nota: Es necesario que escribas todo lo que logres encontrar y las conclusiones a las que

llegues.
En GeoGebra sigue las siguientes instrucciones:

1. Construye un triangulo AABC cualquiera. (con la opcion poligono)

2. Toma uno de los lados del triangulo como la base del mismo. (Cambiale el color)

3. Construye una de las alturas del tridngulo. (Ten en cuenta que la altura es el segmento
perpendicular a la base que pasa por el vértice opuesto)



4. Determina la medida de los lados del tridngulo y de la altura. (usa la opcidn “Distancia o
longitud™)

5. Encuentra el perimetro del tridngulo y su 4rea. (Usando opciones “Distancié o longitud” y
“area”)

6. Mueve el punto A.
{Qué cambia?__ Mo, Permetv o, Mecy lo bgulod de T
(Que permanece fijo? (o lOr“%;I{d cle C“TE\*

7. Mueve el punto B.
Qué cambia?_Alk ey Tumehio Mea l é}n ld = TR, v AR
(Qué permanece fijo? | |crm{cd AC

8. Mueve el punto C.

(Qué cambla‘f‘_ﬂwwphn AI?Ol ,O (CT\Q J(d R H' A?:
¢ Qué permanece fijo? ‘{Q [Q’Gslcd de
9. Encuentra tres triangulos dlferentes que tengan el mismo perimetro. ;Tienen la misma

U AR
U T

area? ;Por qué?

SO C : -

O aedt b o llpna J(JCKT[ en  onG O0C0i0n  Peye
o evo la Mliga canhao oc1 o lenic el
_Aeo

Parte 2

Abre el archivo “Tridngulos Isoperimétricos”
Link: https://ggbm.at/f3dxdScy
En esta construccién encontraras:

e Un triangulo ABC.

. ¢Qué tipo de tridangulos se pueden formar al mover el punto C?

—rodm lnS ‘Ilﬂ'ﬁ (0= 4n0rﬂjlmf " © Wolpley = 2 k]ﬁ lgﬂld

nenc) Q’KD'IO‘\‘E’VO’ ° Tsaileno= Ty Qeeventel
g &C‘brn(l 11—)

¢ ocu{crmol 0
dolc) olo

Gcwmau \o




2. (Existe un triangulo que tenga el 4rea maxima? Si existe, menciona qué condiciones debe
cumplir este tridngulo.
J: easle , SO wedda ey de 5.0 g Se Comple oonclra
\uanoulo e) Voceley ylos lodas TR y &L Son
Jquol lo)

3. (Existe un tridngulo que tenga el area minima? ¢Por que? Si existe, menciona qué
condiciones debe cumplir este triangulo.
NQP eifle, Paiqe el lf\clnj Intindol Ponrol oe
Cadey (e (-I( S lhace Soon Qoewece W‘QHO\(J

KNea

Fase de argumentacién (Trabajo en equipo)
4. Compara tus respuestas con las de tus compatfieros

¢ Que pueden generalizar respecto al area de los triangulos?

(hmb;o deperdierda o aHoro
- No lroq Nea g

6. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demads, luego escribe la conclusién final

a la que llegas.

o No by hev Mimmna
o E AYCQCHO Yeleoionolhy Con LC'{ Al WA, e o -[anyo
t ln _L\Hovo ambio el Neo deminien
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PAPPUS DE ALEJANDRIA

Pappus (250 - 350 d.C.) fue un matematico y gedémetra griego nacido en Alejandria, escribio
comentarios de los Elementos de Euclides y de Almagesto de Ptolomeo. Fue precursor de la
geometria moderna, maestro en Alejandria y autor de la “Coleccidn Matemuitica”, una obra
compuesta de ocho libros en la que presenta un panorama histérico de la matemética clasica,
incluyendo algunas demostraciones alternativas del trabajo de otros matematicos famosos de su
época, y proponiendo nuevas proposiciones geométricas entorno a las cénicas, poligonos,

poliedros, superficies y volimenes de sélidos de revolucion.

En la Coleccién Matemdtica, Pappus presenta algunas proposiciones que desarrollan el proceso
de optimizacion, por lo que se han adaptado en applets construidos en GeoGebra y reestructurado

en forma de problemas. A continuacion, se presentan 3 de estos problemas.

PROBLEMA I: LIBRO V. PROPOSICION 5

Parte 1

Nota: Es necesario que escribas todo lo que logres encontrar y las conclusiones a las que

llegues.
En GeoGebra sigue las siguientes instrucciones:

1. Construye un tridngulo AABC cualquiera. (con la opcion poligono)

2. Toma uno de los lados del tridngulo como la base del mismo. (Cambiale el color)

3. Construye una de las alturas del tridngulo. (Ten en cuenta que la altura es el segmento
perpendicular a la base que pasa por el vértice opuesto)



Determina la medida de los lados del triangulo y de la altura. (usa la opcién “Distancia o
longitud™)

. Encuentra el perimetro del tridngulo y su 4rea. (Usando opciones “Distancia o longitud” y
“area”)

. Mueve el punto A.

(Qué cambia? [ sliluia H \r on J0ID S, i

;Qué permanece fijo? T | S WO EC

. Mueve el punto B.
{Qué cambia? AVl O o AR Ao b
;Qué permanece fijo?  "C

. Mueve el punto C.
v A -
¢(Qué cambia? V'Y, OO AC g LB A

(Qué permanece fijo? A D

Encuentra tres triangulos diferentes, que tengan el mismo perimetro. ; Tienen la misma

area? ;Por qué?

MO} (_U:‘ \__%U\J N I G0 - ¥

Q0- 'll An PECENDH O !‘f_' l WA O L AP 31 J

s A g& 1"*” : 'I P O Y ' .r ) LA \ r A " _:-:-1-1.
L l 1 T

| JO T .‘-_]. 9! \ \ ) L I N

Parte 2

Abre el archivo “Tridngulos Isoperimétricos”

Link: https://ggbm.at/f3dxd5cy

En esta construccion encontraras:

Un triangulo ABC.

1. ¢(Que tipo de tridngulos se pueden formar al mover el punto C?

Ogete) y OO |, ouldieo & 0lQunad  (OBic

P00 O {0'e O




2. (Existe un triangulo que tenga el drea méxima? Si existe, menciona qué condiciones debe

cumplir este tridngulo.

El 10090y dex0 W Bt |, 030 e
dde  \ere 2 [odoy iquole) &0) [0dof
Do SQr dsdniog o g b

3. (Existe un tridngulo que tenga el area minima? ;Por qué? Si existe, menciona qué

condiciones debe cumplir este tridngulo.

N o™ s L ; ) / A, <, 1O Pre 10 i (=Y
:\_ QUL | SO F'*’-'{LW"{.J' .’i'\_( 1 (R /;s.
Fase de argumentacion (Trabajo en equipo)
4. Compara tus respuestas con las de tus compafieros
3. {Qué pueden generalizar respecto al area de los triangulos?
ND xidle  aréo T ALalS: migntra) Qe o) O
O D 1 15'?} ‘| Ui\ Ch ¥ ty 107 IO ———
13 m)":: 2 ]

6. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusién final
a la que llegas.

e dodo) s 4, n)’“/qu [0} ROV \m o dy, (O] @~ &
Psio [<oWel xR 4\%}6{ que 7 3 Q) un tromgulo
I5FRARY 8 QW0 Q) 6 moXiwmQe £ Loy 5@
Mg ya QW 3 O va o hokor U

PO *-“_Qaucﬁ:o ' QX o oTfenor
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PAPPUS DE ALEJANDRIA

Pappus (250 - 350 d.C.) fue un matematico y gedmetra griego nacido en Alejandria, escribi6
comentarios de los Elementos de Euclides y de Almagesto de Ptolomeo. Fue precursor de la
geometria moderna, maestro en Alejandria y autor de la “Coleccién Matemitica ” una obra
compuesta de ocho libros en la que presenta un panorama histérico de la matemética clasica,
incluyendo algunas demostraciones alternativas del trabajo de otros matematicos famosos de su
época, y proponiendo nuevas proposiciones geométricas entorno a las conicas, poligonos,

poliedros, superficies y volimenes de sélidos de revolucion.

En la Coleccion Matemdtica, Pappus presenta algunas proposiciones que desarrollan el proceso
de optimizacién, por lo que se han adaptado en applets construidos en GeoGebra y reestructurado

en forma de problemas. A continuacion, se presentan 3 de estos problemas.

PROBLEMA I: LIBRO V. PROPOSICION 5

Parte 1

Nota: Es necesario que escribas todo lo que logres encontrar y las conclusiones a las que

llegues.
En GeoGebra sigue las siguientes instrucciones:

1. Construye un tridngulo AABC cualquiera. (con la opcién poligono)
2. Toma uno de los lados del tridngulo como Ia base del mismo. (Cambiale el color)
3. Construye una de las alturas del triangulo. (Ten en cuenta que la altura es el segmento

perpendicular a la base que pasa por el vértice opuesto)



4. Determina la medida de los lados del tridngulo y de la altura. (usa la opcidn “Distancia o
longitud™)

5. Encuentra el perimetro del triangulo y su 4rea. (Usando opciones “Distancia o longitud” y
“area”)

6. Mueve el punto A,

;Qué cambia? Serprootn A L, AC e gitvvg , TEitefy Aveg
: >

{Qué permanece fijo? = | S0 (¢ 216 ;’5 C

7. Mueve el punto B. f

14
(Qué cambia? (o2 0o EIO-'PO‘QLES_( J—B }' /B'/: }/ a a'

I
(Que permanece fijo? © | ° ’:'ft'r} cHTo, AC

8. Mueve el punto C.
(Qué cambia? 0= ST rCf’?‘;O/ /V Y JC Yo o By, Peviret e
¢Qué permanece fijo? = | <00 A K

9. Encuentra tres tridngulos diferentes, que tengan el mismo perimetro. ;Tienen la misma

area? {Por qué'?
f' ! I f ~
Vo, Pot3we < Lt r0 al lleav al micom Petiveto
- ) . . It .
claxea Ao es ln misma Yo 3ue Moy vavies digies

i CeteoYes gque @ SQoatlos dan el ticre m sultads

a f/”lﬂ-;F’f{C(}\{ f@: Ci‘_ fr’?/\ rwf'\/vo[
Parte 2 -

Abre el archivo “Tridngulos Isoperimétricos”
Link: https://ggbm.at/f3dxdScy
En esta construccion encontraras:

e Un triangulo ABC.

1. {Que tipo de tridngulos se pueden formar al mover el punto C?

e " ' ! |
s’/z?("'@.('-f?r??@}E[m]’9003 de@; Yecho f‘.r:'*'f-’nf'-_f?'ofc

s, SO Feximetro YA



2, (Existe un triangulo que tenga el drea maxima? Si existe, menciona qué condiciones debe
cumplir este triangulo.
Si, Time queseY 00 A4y angulo  jsosrelec
(Solo 2 lades jguales) el avea ps NolA

3. (Existe un ftridngulo que tenga el 4rea minima? ;Por qué? Si existe, menciona qué

condiciones debe cumplir este tridngulo.

rd

o FXF:JP'__ M Qima _aYeo Ple—. rf?’(“j“a‘f ,.;_'.r._’“f\{;?YfI
V0 alea oS PrSgega S Ngcesmos Zoann

Fase de argumentacion (Trabajo en equipo)
4. Compara tus respuestas con las de tus compafieros

5. {Qué pueden generalizar respecto al 4rea de los tridngulos?
Al iXa>Y vo cPaMeotlo  r0 wepecleo o lo i
Y e0 ol pMedicde |n elitse, fodecrs alcuby el o
MoXitho_dandbons amo Negllode  vg | mc;r)fc [Socreles )

el aten oo _0s cKete como Wl va Jue Siropre
hebxar 0O aXeq mds PeJuelldl. ‘

6. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego escribe la conclusion final

a la que llegas.

:'- : J-{fr}(‘g‘f I~ *_ng:*{}w\i*(}(b con o pario bege~:

L ¢, s \WCZCG/:?”C‘ Lf\( "feg‘ 28y e\=q sPio @ [dr o
vizahes Yye el avxea mMinlva 08 o5 detewinble
o *o) Yo que SreoNe hoba  one o [loYe § o
S e - ﬁ("’"d’?f 0 CeXp Peto o Puvade S =Y0

—
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PAPPUS DE ALEJANDRIA

Pappus (250 - 350 d.C.) fue un matemaético y ge6metra griego nacido en Alejandria, escribi6
comentarios de los Elementos de Euclides y de Almagesto de Ptolomeo. Fue precursor de la
geometria moderna, maestro en Alejandria y autor de la “Coleccidn Matemdtica”, una obra
compuesta de ocho libros en la que presenta un panorama histérico de la matematica clasica,
incluyendo algunas demostraciones alternativas del trabajo de otros matematicos famosos de su
época, y proponiendo nuevas proposiciones geométricas entorno a las conicas, poligonos,

poliedros, superficies y volumenes de sélidos de revolucion.

En la Coleccion Matemdtica, Pappus presenta algunas proposiciones que desarrollan ¢l proceso
de optimizacion, por lo que se han adaptado en applets construidos en GeoGebra y reestructurado

en forma de problemas. A continuacion, se presentan 3 de estos problemas.

PROBLEMA I: LIBRO V., PROPOSICION 5

Parte 1

Nota: Es necesario que escribas todo lo que logres encontrar ¥ las conclusiones a las que

llegues.
En GeoGebra sigue las siguientes instrucciones:

1. Construye un tridngulo AABC cualquiera. (con la opcién poligono)

2. Toma uno de los lados del tridangulo como la base del mismo. (Céambiale el color)

3. Construye una de las alturas del tringulo. (Ten en cuenta que la altura es el segmento
perpendicular a la base que pasa por el vértice opuesto)



s 13

A
P P - JJ)/ A’j/
L Q . ) A
- % - ‘\ P .f\ - l‘
= \.'b .
4. Determina la medida de los lados del triangulo y de la altura. (usa la opcion “Distancia o
longitud™)
5. Encuentra el perimetro del triangulo y su 4rea. (Usando opciones “Distancia o longitud” y
iEéreaﬂﬁ)
6. Mueve el punto A,
{Qué cambia? ) La
(QC WNQAYQ '
(Qué permanece fij o?mmm_ug (B (0 0o OPUOUO )
7. Mueve el punto B.
. Qué cambia? : nwWaMne do W
L OCTION MNP
(Qué permanece fijo? 101 :mmcm do AL T 10da 0paonod
8. Mueve el punto C.
(Qué cambia? da - A dao W
, TEIOR AR SD ey
¢Qué permanece fijo? 10 onocida do. a6 (U1AA0  0pGasO)
9. Encuentra tres tridngulos diferentes, que tengan el mismo perimetro. (Tienen la misma
area? ;Por qué?
00 0Ad0pdn MOMONTA €l AR, AQUAL (U0 @ LAOM raba
INVoCD oA Qr'i(ﬁr\m'do N0 50 Aroa wmbiana 10 QUQ
Q_posar goo. m & baf0 F0oa (O MO, 1o ali0ra rq
ALFOSQMNQ. > POr andQ SV akeQ LoD .
Parte 2

Abre el archivo “Tridngulos Isoperimétricos”
Link: https://ggbm.at/f3dxd5cy

En esta construccion encontraras:

Un triangulo ABC.

1. ¢Qué tipo de triangulos se pueden formar al mover el punto C?

$0poodon  formae om0 On AnOMOIO = Y00 180EOS,

IONG . on  AWIONQOIO . On So ObINIONQOL0 |




2. (Existe un tridngulo que tenga el drea méxima? Si existe, menciona qué condiciones debe
cumplir este triangulo. (AR )
1510, pOI0 0§ UNANIANGNO  0SLAROND) | domo, Wil =5
FAL=052 g (H-31 .cddondo o VOO dod Qo 0
3 .06

3. (Existe un fridngulo que tenga el 4rea minima? ;Por que? Si existe, menciona qué
condiciones d&e c%.gﬂahr este tridangulo. _
Minimo 300 for Magor a4 Q  (04X) fy Ariangnee
8100000 OXULARY.

Fase de argumentacién (Trabajo en equipo)
4. Compara tus respuestas con las de tus compafieros

5. (Qué pueden generalizar respecto al 4rea de los triangulos?
Aravando una Uinoa rospotaa al 010 4 quo PO PO o
COMMWYO do ¢t osunso poaomal ((mcuﬂm Ol Q) mmaxtpact
Adnda ¢ oMo rG\()i—\QdO 0N 40iarqolo  \80cQtof  y ol

QO MININA N0 oxtsla | STn omboroo dohe Qe yn valor
donde x (vawr dQ am@oy §Ad <O

6. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demés, luego escribe la conclusién final

a la que llegas.
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PAPPUS DE ALEJANDRIA

Pappus (250 - 350 d.C.) fue un matematico y geémetra griego nacido en Alejandria, escribi6
comentarios de los Elementos de Euclides y de Almagesto de Ptolomeo. Fue precursor de la
geometria moderna, maestro en Alejandria y autor de la “Coleccién Matemdtica”, una obra
compuesta de ocho libros en la que presenta un panorama histérico de la matematica clasica,
incluyendo algunas demostraciones alternativas del trabajo de otros matematicos famosos de su
época, y proponiendo nuevas proposiciones geométricas entorno a las conicas, poligonos,

poliedros, superficies y volumenes de sélidos de revolucion.

En la Coleccion Matemdtica, Pappus presenta algunas proposiciones que desarrollan el proceso
de optimizaci6n, por lo que se han adaptado en applets construidos en GeoGebra y reestructurado

en forma de problemas. A continuacion, se presentan 3 de estos problemas.

PROBLEMA I: LIBRO V. PROPOSICION 5

Parte 1

Nota: Es necesario que escribas todo lo que logres encontrar y las conclusiones a las que

llegues.
En GeoGebra sigue las siguientes instrucciones:

1. Construye un tridngulo AABC cualquiera. (con la opcién poligono)

2. Toma uno de los lados del tridngulo como la base del mismo. (Cambiale el color)
Construye una de las alturas del triangulo. (Ten en cuenta que la altura es el segmento
perpendicular a la base que pasa por el vértice opuesto)



. Determina la medida de los lados del triangulo y de la altura. (usa la opcién “Distancia o
longitud”)

. Encuentra el perimetro del tridngulo y su 4rea. (Usando opciones “Distancia o longitud” y
“area”)

. Mueve el punto A. .

(Qué cambia? T Cﬂ\\}fﬂ, o 20gmte NL Q ol 30,9“\91‘\‘*0 (B

¢ Qué permanece fijo? T Seamenta 3C -

. Mueve el punto B.

(Qué cambia? (Luug: ol EQCJ{N]'\}G & 5 al Smjmgn}o AB
;Qué permanece fijo? T\ :)Q%!‘[\QI{IO N

. Mueve el punto C.

Qué cambia? Sp dliva ‘ o QQTPG'\JIO AL 9 o 5@“‘@1&0 BL
¢Qué permanece fijo? E| 3Qt3ﬂ\9111t0 \y
. Encuentra tres tridngulos diferentes, que tengan el mismo perimetro. ; Tienen la misma

area? jPor qué? o
No, owoje & allye combuo . (o Vo o gl G & 7 Wadh b
Gl Yombién combord 2o do (0% ody e o poimokeo Soa of rsree).

Parte 2

Abre el archivo “Tridngulos Isoperimétricos”

Link: https://ggbm.at/f3dxd5cy

En esta construccion encontraras:

Un triangulo ABC.

1. ¢Qué tipo de tridngulos se pueden formar al mover el punto C?

20N <0 lodod, S0 puedo. Loy ) tndroplo 150839105 \) \n Lémub opaloro |,

m_i)&%um_\m_}m& *ﬂd'ca\lbw Gﬂf\d@\lb ; rm}?éir%mb S

dd\ﬁiﬂub




2. (Existe un tridngulo que tenga el drea méaxima? Si existe, menciona qué condiciones debe
cumplir este tridangulo.
El bodogulo @0 ol Groo Svma dge Y WAL bff\oﬂm(} \wealoy |, dorde G lodw
dyrade 0 by e oo onke 5, Eoko ovade Qo |0 ey aunkoy
Qlnseon todo ol 3poco posde, Mt e Yo ol so gy o g tnds
30 Qusoe do O,

3. (Existe un tridngulo que tenga el drea minima? ;Por qué? Si existe, menciona qué

condiciones debe cumplir este triangulo.

B todogib o0 wo tiwo o oy oged o ol g S Mo e
Q 0, w5 w‘mhm%muw().%mmhm Covo 00
hoy W oitroso exoto Ak &0 gl ooy @ 0, o oxiste

Fase de argumentacion (Trabajo en equipo)
4. Compara tus respuestas con las de tus compafieros

5. (Qué pueden generalizar respecto al drea de los tridngulos?
° Tl G dd hdeglo o dullorsonte proimn) o w0 aluo., Twen
diea ke ol otor limdeds oo e , QU0 o exale \m ko
iy tor 1o Yoo, bongte (0 e mifRCR,

6. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demés, luego escribe la conclusion final
a la que llegas. i
- D fodo los hrdras rsopanmaled gy o priswo ks 30 e oot
© S s\ \r\qrqg\o 13;9@)&) d or@ gwa o (dumo.
@ Mo fwy w_Gre Tnmo e Sanpre so et ooy w0
o -
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JACQUES CHARLES FRANCOIS STURM

Sturm (1803 - I855) fue un matemdtico francés, nacido en Ginebra. En el afio 1840 fue
nombrado profesor de mecanica de la Facultad de Ciencias de Paris. Autor de la obra matemdtica
denominada Cours D’ Analyse de L Ecole polytechnique, la cual afios més adelante fue utilizada
como un manual escolar, estd dividida en Jdos partes que hacen referencia al calealo diferencial e
integral. En una de las lecciones se trabajan algunos problemas de maximos y minimos como una
aplicacién del cileulo, por lo que se han adaptado en applets constuidos en GeoGebra y

reestructurado en forma de problemas. A continuacion, se presenta uno de estos problemas.
PROBLEMA I: Cuarta Aplicacién

Nota: Es necesarvio que cscribas todo lo gue logres enconirar y las conclusiones a las que

Hegues,

Abre ¢l archivo “Sturm, Cuarta Aplicacion™

Link: hittps:/Awrww, veosebraorg/m/mnh2e 75a/pe/2862 29

En csta construccion chcontraras:
e Spomento AB
e Grifica de una funcion f(x).

» Un deslizador “Funcion™ para modificar el tipo de funcion.

. Mueve el punto B sobre Ja recta, ;Qué sucede con el seamento?

Al A& e\ ONY0 Y
\a  vedo .




!‘J

(Existe un segmento que tenga la longitnd mdxima? ;Por qué? Si existe, menciona qué

condiciones debg cumplir.
aQ Qxy%_ orqoe como el ponke
esher oneacle "en ona reclg g

Aol ka3 sea wngwnndas  0\empve
se oot agrarday — mMas.

(Existe un segmento que tenga la longitud minima? 8i existe, menciona qué condiciones debe

cumplir.

51 exnste ga que al leney o\

nuﬂ\@ O LU\o Qﬂe*oeﬂﬂ(—‘\ e B

e\ fV\dl')*ﬁ%' Leno :s'eclo‘ coanclo
e QQ{M% CMQBQ recto cN\qe e) 5@\(\\&\(\%
UG VECKa (Qua Ado es NG Y eciG)

Scleceiona la opeidn funcion y modifica ¢l valor de n, ;qué sucede con la grafica y con ¢l

ke

segimento?

ng\:m \cu QONTU O}Q \a Moo v
o ha U MO\ =

Con el valor de n = 4, jexiste un segmento que tenga la longitud maxima? ;Por qué? Si

existe, menciona qué condiciones dgbe cumplir.
NO _ OIGE ?‘ vC )n/\j@ B €§L€4
soove 0N lwneg, (i

i Existe un segmento que tenga la longitud minima? Si existe, menciona qué condiciones debe
cumplir.

21 en Quoﬂb e\ Ouﬂ\g %! e’)lr(’

\oo mas ceray posible clel b
e \o5 angulos de amio:
del  segmente, con \g

\o M sumilares 05 0\eS.




Fuse de arsumentucion (Trabajo vn eguipo)
7. Compara tus respuestas con las de tus comparieros

R. (Qué pueden generalizar respecto la longilud del segmento AB?

no e Ou@rl@ Aday cNg \OV\Cnl(m

MM CAMG. PO QL LN vecla es
m(’u’\l)t(‘ DEV’C 6\ mynma, coancll se rmg
.U_XQ_M\J\Q_ de A0° con  e5 ‘;eg\ﬁh@/\\n U \rA‘
reCia.

9. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demds, luego escribe la conclusion final
a la que llegas.

ale G‘*,\bxe NG MK Ma \omcn\od ole‘
47 ﬂun(‘rm VYO &\

Gy ONCG mWWNG o se da ocoanda
gr)rm:amos un_andule,  ooveedo o qo®
enlve el segmeVig ol (20itoN

ETIENNE BEZOUT

Bézout (1730 - 1783) fue un matematico francés nacido en Nemouwrs, en 1973 encabezo la
instruccion de la marina real y fue profesor del cuerpo de artilleria, donde redactd su famosa obra
Cours de mathématiques a l'usage de la marine et de l'ortillerie. En esta obra compuesta por 6
volamenes abarca distintas dreas de las matemdticas, como lo son aritmética, gcometria,
tngonometria, dlgebra, cdleulo diferencial e integral, aplicaciones de la mecanica y navegacion.
En ¢l libro cuatro que hace referencia al caleulo diterencial y una seccion se denomina problemas
de mdximos y minimos, por lo que se han adaplado en applets construidos en GeoGebra y

reestructurado cn forma de problemas. A continuacion, se presenta uno de estos problemas.



PROBLEMA II: CUADRILATEROS ISOPERIMETRICOS

Nota: Es necesario gue escribas todo lo que logres encontrar v las conclusiones a las que

lleoues.

1. ;Qué ¢s un cuadrilatero?

un_ R OO de A \a dos

En Geo(Gebra sigue las siguienles instrucciones:

]

Construye un coadrilatero ABCD cualquiera. (con la opeidn poligono)

tad

i‘m‘ﬁa,’)

4. Encuentra owros dos cuadrildteros diferentes, que tengan el mismo perimetro.

"_J'l

. Qué caracteristicas ticnen cn comun los tres cuadriliteros que bas construido?

NO 5 o roOr)(c(Jr) VAL

Encuentra el perimetro del cuadrilitero y su drea. (Usando opeiones “Distancia o longitud” y

Un

(eQ vmu%() \ocdos ‘irllo\/l"eﬂ PO Y

\o

menns —on, \ado de \o nc,nio al

CoONYUN

NnO M @ Vg erer@l

. ;Tienen la misma area? jPor qua?

ML%QMEHQX
DOyt SG Car el Qrea  son
Yeas

A )

Abre el archive *Cuadriliteros [soperimétricos”

Link: https:/Aaww. geogebra org/mdnsieuhrx/pe 286 187

En esta construceion encontraras:

s Un cuadrilitero ABCD

e Un deslizador “Lado AD” para moditicar la longitud de ese lado del cuadrildtero.

e Un deslizador "Lado AB” para modificar la longitud de ese lado del cuadrilitero.

«  Un deslizador “Lado BC” para moditficar la longitud de csc lado del cuadrilatero.



7. ;Qué sucede : xtmue»e:. el punto A? ;Cambia el tipo de cuadriltero? ‘ k

coanclo s e ynoueye e\ f\)oﬂ

8\_ccoovl\etevo se  monhiene
o\ Derc. carhbic \o

Jovcacwen  del  cuadnlal evo

8. ;Qué sucede si mueves el punto B? ;Cambia el tipo de cuadrilitero?

cando 56 mMueve & sono B
[Jevailote) e,\ 5c>anoJ(;; Ae
coadn ot erc

9. (Qué sucede st mueves el punto D? {,(,ambm el tipo.de cuadrilitero?

o\l mover ouNie D s

evil b\(’l €1 CUC{&JV’\\CI YOy FL\-
emMbicy esV\= o s W ddieq
e\ QevimeXrg pevo s el aved

10. ¢Existe un cuadrilitero que tenga el drea maxima? Si existe, menciona qué condiciones debe

cumplir,

a58da coande \o vel vemes
o ___coaclmclo o\ \guala s03 \ogos.

L1 ;Existc un cuadrilitero que tenga ¢l drea minima? ;Por qué? Si existe, menciona gué
condiciones debe cumplir.

0o 90vpue v polgons
S1IEMPre Q0 (0.5 Er MOS ’)Q(‘;( e/ 410,
qQue gho

Fase de argumentacion (Trabajo en equipn)

12. Compara tus respuestas con las de tus comparieros



13. jQué pueden generalizar respecto al drea de los cuadriliteros?

14. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todes los demds, luego escribe la conclusion final

a la que llegas.

PROBLEMA ITI: PENTAGONOS ISOPERIMETRICOS
(PAPPUS DE ALEJANDRIA)

Nota: Es necesario que escribas todo lo que logres encontrar y las conclusiones a las que

Hlegues.

En GeoGebra sigue las siguientes instrucciones:

I~

LX)

Construye un pentigono ABCDE cualquicra. (con la opcion poligono)

Encuentra ¢l perimetro del tridngulo y su drea. (Usando opciones “Distancia o longitud” y
*area™)

Mueve cualquiera de los vértices del poligono.

iQué cambia? 50 g ( €y R evimeX o o) dos 2 2C0M) enlos
4Qué permancee fijo?_\Q S 5 PCI M‘Cnb') C‘)QJ@J J‘C‘”D

Construye otros dos pentagonos diferen [Eb.. que tengan el :mbmo perimetro del pentagono

ABCDE. ;Tienen la misma area? ;Por qué?

NO povgoe r‘l\ \mo\cmeﬂje/lo

ﬂofﬂ’lulr‘:“%a_ﬁcxo_d_a@_dqg@mde
e o< \adaz.




Abre ¢l archivo “Pentdgonos Isoperimétricos™

Link: hitps://www, peovebra, orem/sGeswsvh/pe/ 286227

En ¢sta construceion cneontraras;
e Un pentigono ABCDE.

(Existe un pentdgono que tenga el area maxima? Si existe, menciona qué condiciones debe

U

cumplir.

s\ debe QQ)ﬂ\/eAkmae en un
LeNMagono  vegolav.

6. (Existe un pentigono que tenga el drea minima? jPor qué? 8i existe, menciona qué

condiciones debe ¢cumplir.

€ S\EMPIC _ \’D\Q\’O UM
o RQLeno.

L eagong

Fase de argumentucion (Trabajo en equipo)
7. Compara tus respucstas con las de tus compancros

8. (Qué pueden generalizar respecto al drea de los pentdgonos?

9. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demds, luego escribe la conclusion

final a la que llegas.




10. Teniendo en cuenta las soluciones dadas a los problemas de tridngulos, cuadriliteros y

pentdgonos isoperimetros, jqué puedes conclur respecto al drea maxima y minima de un

poligono isopcrimétrico?

e

\0s  Dradg

mos  dodos s es

20 S\

ble  enqen

bWy on - Aareqg

MOANA Q&0 o ¢ pole Clr

LAG

YUYW NO

Vel Q,(zfl’ s1emple

Ychorae 0N mas Peg uedo
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JACQUES CHARLES FRANCOIS STURM

Stmurm (1803 - 1855) fue un matematico francés, nacido en Ginebra. En el ano 1840 fue
nombrado profesor de mecanica de la Facultad de Ciencias de Paris. Autor de la obra matemdtica
denominada Cours D*Analyse de L’Eeole polytechnique, la cual afios mas adelante fue utilizada
como un manual escolar, esta dividida en dos partes que hacen referencia al cdleulo diferencial e
mtegral. En una de las lecciones se trabajan algunos problemas de miximes y minimos como una
aplicacion del cdleulo, por lo que se han adaptado en applets construidos en GeoGebra y

regstructurado en forma de problemas. A continuacion, se presenta uno de estos problenas.
PROBLEMA I: Cuarta Aplicacion

Nota: Es necesario que cscribas tode lo que logres encontrar y las conclusiones a las que

llesues.

Abre ¢l archivo “Sturm, Coarta Aplicacion”

Link: htips:/fwww. veogehrorgm/mnh2e 75a/pe/ 286229

En csta construccion cheontraris:
e Scgmento AB
e Grifica de una funcion (x).

e Un deslizador “Funcion” para modificar el tipo de funcion.

Mueve el punto B sobre 1a recta, ;Qué sucede con el segmento?
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(Existe un segmento que tenga la longitud méaxima? ;jPor qué? Si existe, menciona qué
condiciones debe cumplir.

No dhidn @ Que kbt s ipfitd ¥ = va g

O'ﬁnj conhingg! ouerch el Omb D ‘ﬂDInl!'(YYPnk? OOIO
que. Yoyd aa Moyof clmfmma

(Existe un segmento que tenga la longitud minima? Si existe, menciona qué condiciones debe

cumplir.

Vo exple Qe Jempe va O kendra Sd (Bl Qe na

Scleceiona la opeidn funcion y moditica el valor de n, ;jqué sucede con la grafica y con ¢l
segmento?
\ b & U coRd W
a_wnenta vangr 10 dislkocs del seqeenioy  longihd

Con el valor de n = 4, jexiste un segmento que tenga la longitud maxima? ;Por qué? Si
existe, menciona que condiciones debe cumplir,

o efifte, Mige 1o @i« acorhndl S0

mﬁ_u‘h FQ

i Existe un segmento que tenga’ la longitud minima? Si existe, menciona qué condiciones debe

cumplir.




Fuse de avgumentucion (Trabajo en equipo)
7. Compara tus respuestas con las de tus compatieros

8. ;Qué pueden generalizar respecto la longilud del segmento AB?

9. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con lodos los demas, luego sseribe la conclusion (inal
a la que llegas.
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ETIENNE BEZOUT

Bezout (1730 - 1783) fue un matematico francés nacido en Nemours, en 1973 encabezo la
instruceion de la marina real y fue profesor del cuerpo de artilleria, donde redactd su famosa obra
Cours de mathématiques i l'usuge de la mmvine et de Vwrtillerie. En esta obra compuesta por 6
voliumenes abarca distintas drcas de las matematicas, como lo son aritmética, gcometria,
trigonometria, algebra, caleulo diferencial ¢ integral, aplicaciones de la mecinica y navegacion.
En el libro cuatro que hace referencia al cdlculo diferencial y una seccion se denomina problemas
de maximos y minimos, por lo que se han adaplado en applets construidos en GeoGebra y

reestructurado en forma de problemas. A continuacion, se presenta uno de estos problemas.



PROBLEMA II: CUADRILATEROS ISOPERIMETRICOS

Nota: Es necesario gue escribas todo lo que logres encontrar y las conclusiones a las que

legues.

;Que es un cuadrilatero?

Un owicon de 4 Yados

En Geo(ebra sigue las siguienles instrucciones:

2. Construye un cuadrilatero ABCD cualquiera. (con la opeidn poligono)

[7%]

Encuentra el perimetro del cuadrildtero y su drea. (Usando opeiones “Distancia o longitud” y
-Lért:'a.\!)

4. Encuentra otros dos cuadrildteros diferentes, que tengan el mismo perimetro.

3. ;Qué caracteristicas ticnen cn comun los tres cuadrildteros que has construido?
A depor anmbn 9 o0 codody , Fomkcn
by hemn UM ggm] ikl ¥ on  hope A«

6. ;Tienen la misma area? ;Por que?

m =g la Mgy Ay

Abre el archivo “Cuadriliteros Isoperimétricos™

Link: hitps://www.geosebra.ore/mynsieuhexme 2861 87

En esta construceion encontrards:
* Un cuadrildtero ABCD
e Un deslizador “Lade AD” para moditicar la longitud de ese lado del cuadrilétero.
e Un deslizador “Lado AB” para modificar la longitud de ese lado del cuadrilitero.

« Un deslizador “Lado BC” para moditicar la longitud de cse lado del cuadrildtero.



7. ;Qué sucede si mueves el punto A? ;Cambia el tipo de cuadrildtero?

Jo oy , Olo v meene A Godubgberg oo Aot Gnba de

Veriaf

8. (Que sucede si mueves el punto B? ; Cambia el tipo de cuadrilitero?
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9. (Qué sucede si mueves el punto D? ;Cambia el tipo de cuadrildtero?

X g0 © e oanchaar ¥ W a cambigr g faing
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190. ;Existe un cuadrilitero que tenga el drea mdxima? Si existe, menciona qué condiciones debe

cumplir,

-
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I'1. ;Existe un cuadrilitero gue tenga cl arca minima? jPor qué? Si exisie, menciona qué

condiciones debe cumplir.
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Fase de argumentacion (Trabajo en equipo)

12. Compara tus respuestas con las de tus comparieros



13. ;Qué pueden generalizar respecto al drea de log cuadriliteros?

14. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demas, luego eseribe la conclusion final

a la que llegas.

PROBLEMA JII: PENTAGONOS ISOPERIMETRICOS
(PAPPUS DE ALEJANDRIA)

Nola: Es necesario que escribas todo lo que logres encontrar y las conclusiones a las que

llegues.

En GeoGebra sigue las siguientes mstrucciones:

1. Construye un pentagono ABCDE cualquicra. (con la opcion poligono)

2. Encuentra ¢l perimetro del trigngulo y su drca. (Usando opciones “Distancia o longitud” y
“drea”)

3. Mueve cualquiera de los vértices del poligono.

iQué cambia? By Moo y & peemekG, coobe Ko ‘t,fq_;l’.w{_! crMiC gy beatgs.

{Qué permancee fijo?hlamba b cur M9 asla  deecdlamente eyedddn con ot pento

< Tc O ; . .
4. Construye otrosﬁ:s pentagonos diferentes, que tengan el mismo perimetro del pentdgono

ABCDE. ;Tienen la misma area? ;Por queé?
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Abre ¢l archivo “Pentdagonos Isoperimétricos™

o Lo Lo

Link: hips: /iwww.peopvebra.ore/mysGeswsvlype/ 286227

En csta construccidn cheontrards:
e Un pentaigono ABCDE.
oEXiste un pentdgono que tenga el darea maxima? Si existe, menciona qué condiciones debe

3.
cumplir.
noonsle y €5 4068y vad  Sse s UG _Ghe Xy
A=t BC-=314 D=6 DR=5351 CASqG.

6. jExiste un pentigono que tenga el drea minima? jPor qué? Si existe, menciona qué

condiciones debe cumplir.

S Fard e oy iy SOMN w3 0 4D J-:'-iu JeMPE et A sty
Fare T k™ -~ — Fam o
20 el O oo ¥ Car.

Fuase de argumenitacidn (Trabajo en equipo)
7.  Compara tus respucstas con las dc tus compancros

8. ;Qué pueden generalizar respecto al drea de los pentagonos?

9. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demds, lucgo escribe la conclusion

final a la que llegas.
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(Existe un segmento que tenga la longitud maxima? jPor qué? Si existe, menciona qué

condiciones debe cumplir.

Py olaire loda e o dpw, N W e Y1X)
T

(Existe un segmento que tenga la longitud minima? Si existe, menciona qué condiciones debe

cumplir.

A wwsle \ 1) EDQH\,FL BB con milngro qu'\’d SN
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Selecciona la opeidn tfuncion y moditica ¢l valor de n, jqué sucede con la grafica y con cl
segimento?

It Jr}\lfn‘f (}\b S0 tepdung | IO lo O¥Ggico Corphto 2w
Q\Odc) oy dowy , Caphia dg Aaoal (n=1) O cudighien (A=1),
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Con el valor de 1 = 4, jexiste un segmento que tenga la longitud méaxima? ;Por qué? Si
existe, menciona qué condiciones debe cumplir.

N onche porame o Qi , o pos do S (i, S
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i Existe un segmento que tenga’la longitud minima? Si existe, menciona qué condiciones debe

cumplir.
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Fase de argumentucion (Trabajo en equipo)
7. Compara tus respuestas con las de tus comparieros

8. [ Que pueden generalizar respecto la longitud del segmento AB?
Naeee boles o ﬂ\\tri (GXN Jiem @ qQu ‘o W’Q'\tﬁ
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9. Socializa lafs) conjetura(s) de tu equipo con todos los demds, lusgo eseribe la conclusion (inal
a la que llegas.
« S o Mo do W Sgeande o gk dubie de o e |
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ETIENNE BEZOUT

Bezout (1730 - 1783) fue un matematico francés nacido en Nemours, en 1973 encabezo la
instruccion de la marina real y fue profesor del cuerpo de artilleria, donde redactd su famosa obra
Cours de mathémutiques a l'uisage de la mavine et de l'artillerie. En esta obra compuesta por 6
volumencs abarca distintas dreas de las matemdticas, como lo son aritmética, geometria,
trigonometria, dlgebra, calculo diferencial ¢ integral, aplicaciones de la mecdnica y navegacion.
En ¢l libro cuatro que hace referencia al cdleulo diferencial y una seccion se denomina problemas
de mdximos y minimos, por lo que se han adaplado en applets construidos en GeoGebra y

recstructurado en torma de problemas. A continuacion, sc presenta uno de estos problemas.



e

PROBLEMA II: CUADRILATEROS ISOPERIMETRICOS

Nota: Es necesavio que escribas todo lo que logres encontrar y las conclusiones a las que

legues.

1. ;Qué cs un cuadrilatero?
\Un Qodmotoyg o3 W polgas U\f}‘eﬂ cauode  wido pov S
\-‘@\\'(Q\) ke Cctho ‘l(‘dOS

En GeoGebra sigue las siguientes insirucciones:

2. Construye un cuadrilitero ABCD cualquiera. (con la opeidn poligono)

T4l

Encuentra el perimetro del cuadrilitero y su drea. (Usando opeiones “Distancia o longitud” y

e

area™)

=

Encuentra otros dos cuadrildteros diferentes, que tengan el mismo perimetro.

bl

,Quc caracicristicas ticncn en comun los tres cuadrilateros que has construido?

\»93 \l‘éﬁkktﬂ) Q\ oy loy eiod h‘f‘lhlﬁ” Cfaon \Q(\cn \ingates indve
5. e \Qual  TTOO S Ag O oy Aunan vorhieey , Givdo Se
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6. ;Tienen la misma area? ;Por qué? |
Mo, foe los ey \ FL\\qm cly \0) kr.(\m.g\\;w Wi consivudas
con  duoiodey \fpre.

Abre ¢l archivo *Cuadriliteros Isoperimétricos”

Link: hitps:/Awww . geogebra.ove/mdnsisuhrx e/ 286 187

En esta construceion encontrards:
= Un cuadrilitero ABCD
* Un deslizador “Lado AD” para modificar la longitud de ese lado del cuadrilitero.
e Un deslizador “Lado AB” para modificar la longitud de ese lado del cuadrilitero.

e Un deslizador *Lado BC™ para modificar la longitud de esc lado del cuadrilatero.



10.

Lilz
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;Qué sucede si mueves el punto A? ;Cambia el tipo de cuadrildtero?

o O lodo A cyodiidheso . Pue pg  Compe O '(tpr,: dy,

Qodib o

;Qué sucede si mueves ¢l punto B? ;Cambia el tipo de cuadrilitero?

linde so veowe B, o iodo o) Cuededdhera, Qeic o canbio o
\i{as de cuedvialoo,

1 Qué sucede si mueves el puato D? ;Cambia el tpo de cuadrildtero?
Hoacdiidye = couode on W fadrgdo cgodo onbhe on o

"fedda" oo ‘N)x., S chl((\\ac; ) %m do ciduitero Sonbio

Condendomende o VD ot W oy

{Existe un cuadrilitero que tenga el drea mixima? Si existe, menciona qué condiciones debe

cumplir,

B cindubloro Q00 00GVCG dres @) N WK\\-Q\C@F‘:‘\[' Qe

20\ Wodsedo APRE T \) tonde 3\ PaAitnydcc RO
Ol SN

(Existe un cuadrilitero que tenga ¢l drea minima? jPor qué? Si exiswe, menciona qué

condiciones debe cumplir.

Fase de argumentacion (Trabajo en equipo)

Compara tus respuestas con las de tus comparieros



13. ;Qué pueden generalizar respecto al drea de los cuadrildteros?

4. Socializa la{g) conjetura(s) de tu equipo con todos los demds, luego escribe la conclusion final

a la que llegas.

PROBLEMA II1: PENTAGONOS ISOPERIMETRICOS
(PAPPUS DE ALFJANDRIA)

Nota: Es necesario que escribas todo lv que logres encontrar y las conclusiones a las que
llegues.

En GeoGebra sigue lag siguientes mstiuicciones:

1. Construye un pentagono ABCDE cualquicra. (con la opcion poligono)

=

Encuentra ¢l perimetro del triangulo y su drca. (Usando opcioncs “Distancia o longitud™ y

“area”)

3. Mueve cualquiera de los vértices del poligono.

;Qué cambin? B G v ol povfecho

i Qué permancee fijo? Yoo clgredy  lhas Y W lﬂi\g;\x{h) 00_Okoy que To SI0 hoy ope (0L

4. Construye otros dos pentagongs diferentes, que tengan ¢l mismo perimetro del pentigono

ABCDE. ; Tienen la misma drea? jPor qué?
No, fuesto que 10 jouwe ol punlogn (o Ody e hf}fp W0 Mg
gurioode  seid duhida y  okovcard WD MoK 0300uo,

J




Abre ¢l archivo “Pentdgonoes Isoperimétricos™

Link: hitps://www.seovebra.ore mi/sGeswsvi/pe/ 286227

En csta construccion ¢cncontraris:
e Un pentagono ABCDE,
5. ,Existe un pentagono que tenga el drea maxima? Si existe, menciona qué condiciones debe

cumplhir.

S onde, y ose Dowo Quedo e whedo e pendowo rogalos,
\ho v se hayo lomrﬁa cousrde 100 onde E, 8 uQ lnmjmdu
v D@m&m n‘un\mnr\ie) S0 by @A o gy

6. (Existe un pentigono que tenga el drea minima? jPor qué? Si existe, menciona qué

condiciones debe complir,
Mo wke , i QMO opt B o \\rm;o 0 8 rodolve dekaso
ey @ o o . Sw oikaiy . g l‘e;dﬁ‘ w Cumlo (o9 Deniumm

y “ophe \n Ruldguo _ titlquon y b tedo fobtd wglngdoy  Oiveay codo
W2 feds Dﬂ\.\!m).

Fase de argumentacion (Trabujo en equipo)
7. Compara tus respucstas con las de tus compancros

8. (Qué pueden generalizar respecto al drea de los pentigonos?

9. Seocializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demds, luego escribe la conelusion

final a la que llegas.




10. Teniendo en cuenta las soluciones dadas a los problemas de widngulos, cuadriliteros y
pentdgonos isoperimetros, jqué puedes concluir respecto al drea mdxima y minima de un
poligono isoperimétrico? '
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“PROBLEMAS DE OPTIMIZACION A LA LUZ DE LA HISTORTA DE LAS MATEMATICAS”
NURY ANDREA RODRIGUEZ — MARIA FERNANDA RAMOS
SESION 4. 25/AG0OSTO/2018

NOMBRE: GRADO: Y

PROBLEMA I: Proposicion 8 del libro III de Euclides

Nota: Es necesario gue escribas todo lo gue logres encontrar v las conclusiones a las gue

llegues.
En GeoGebra sigue las siguientes instrucciones:
Fase de construccion

a. Traza una circunferencia con centro en A y radio AB.

b. Ubica un punto € ¢n ¢l cxterior de la circunferencia.

¢. Selecciona el punto € y tija ¢l punto con la opeién “fijar objeto™.

d. Oculta el punto B.

e. Traza la recta AC.

f. Constuye el punto D, interseccion entre la circunterencia y la recta.
g. Oculta la recta AC.

h. Construye el DC.

L. Mueve el punto D. ;Qué sucede con lu longitud del segmento?

2 v j‘"‘i ]‘{@ Lamola gV ‘J[-ar‘vd“?\f)

Fuse de Exploracion

2. (Existe el segmento DC que tenga la maxima longitud? ;Por qué? Si existe, menciona qué
condiciones debe cumplir este segmento.
()!; W AGTOS l"b qQug ;\ Y indo bl ‘l 2N | Oy
eaploloneid 4 ke vatla g o) 00 pIANG
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3. ;Existe el segmento DC que tenga la minima longitud? ;Por qué? Si exisie, menciona qué

condiciones debe cumiplir este scgmento.

S‘I' ."I I-’\\]:?' 1235 1} ' 0 hau :f’.,l f  F "i- i " 0 .“"-' L v
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Fuase de argumentacion (Trabajo en equipo)
4, Compara tus respuestas con las de s comparieros

5. ;Qué pueden generalizar respecto a la longitud del segmento DC?

o )o\a‘;-llﬂ' \0 A4 ):l el .g.?mml,o oS¢ dg
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6. Socializa la(s) conjetura(s) de m equipo con todos los demas, luego escribe la conclusion final

a la que llegas.




PROBLEMA 1I: Proposicion 73 del libro VII de Pappus

Nota: Es necesario que escribas todo lo gue logres enconirar y las conclusiones a las que

lHegues.
En GeoGebra sigue las siguientes instrucciones:
Fuase de construccion

a. Construye una semirrecta AB.

b. Traza una circunferencia con centro en A y radio AB,

¢. Ubica un punto F sobre la recta AB.

d. Ubica un punto T sobre la circunferencia,

e. Construye la cuerda BT.

t. Traza cl scgmento AT.

2. Ubica el punto M sobre BT, de tal manera que BM = MT.
h. Construye la semirrecta TM.

i. Construir punto G, interseccion entre FM y AT.

J. Oculta las semirrectas B y FM y la circunferencia.

k. Traza el segmento F(. Camale el color.

1. Mueve el punto F. ;Qué sucede con la longitud del scgmento?

2. Mueve el punto G. ;Qué sucede con la longitud del segmento?

e gul \t Quiok
—1 TRt

Fase de Exploracion

3. jExiste ¢l segmento FG que tenga la maxima longitud? jPor qué? Si existe, menciona qué

condiciones debe cumplir este sczmento.
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4. jExiste el segmento FG que tenga la minima longitud? jPor qué? Si existe, menciona qué

condiciones debe cumplir este segmento.
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Fase de avgumentacion (Trabajo en equipo)

5. Compara tus respuestas con las de tus compafieros

6. Que pueden generalizar respecto a la longid del segmento FG?

7. Socializa la(s) conjetura(s) de tu equipo con todos los demds, lucgo escribe la conclusion final

ala que llegas.
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“PROBLEMAS DE OPTIMIZACION A LA LUZ DE LA HISTORIA DE LAS M ATEMATICAS”
NURY ANDREA RODRIGUEZ— MAR{ A FERNANDA RAMOS
SESION 4. 25/AG0ST0/2018

& te

NOMBRE: TA Ll o M &3 GRADO:

PROBLEMA I: Proposicion 8 del libro ITT de Euclides

Nota: Es necesario que escribas todo lo gue logres encontrar v lay conclusiones a las gue

legues.
En GeoGebra sigue las si gulentes instrucciones:
Fase de construceion

a. Traza una circunferencia con centro en A y radio AB.

b. Ubica un punto € cn ¢l exterior de la circunferencia.

¢. Selecciona ¢l punto € y fija el punto con la opeién “tijar objeto™.

d. Oculta el punto B.

e. Traza la recta AC,

f. Construye el punto D, interseccion entre la circunferencia y la recta.

Oculta la recta AC.

U

h. Construye el DC.

L. Mueve el punto D. ;Qué sucede con la longiud del segmento? &
'f:_‘l sﬁ?}! A CE N L ) Sl O bi <l s Ta'\l’“d ~O

Fuse de Exploracion

2. ¢Existe el segmento DC que tenga la méxima longitud? ;Por qué? Si existe, menciona qué

condiciones debe cumplir este SEZmento.
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3. ;Existe el segmento DC que tenga la minima longitud? ;Por qué? Si existe, menciona qué

o

condiciones debe cuniplir este segmento. i : :
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4. Compara tus respuestas con las de tus comparieros

5. jQué pueden generalizar respecto a la longitud del segmento DC?

6. Socializa la(s) conjetura(s) de m equipo con todos los demas, luego escribe la conclusion final

a la que llegas.




PROBLEMA II: Proposicion 73 del libro VII de Pappus

Nota: Es necesario gue escribas todo lo gue logres encontrar y las conclusiones a las que

legues.
En GeoGebra sigue las siguientes instrucciones:
Fase de construccion

a. Construye una semirrecta AB.

b. Traza una circunferencia con centro en A y radio AB.

¢. Ubica un punto F sobre la recta AB.

d. Ubica un punto T sobre la circunferencia.

¢. Construye la cuerda BT.

f. Traza cl scemcnto AT.

2. Ubica el punto M sobre BT, de tal manera que BM = MT.
hi. Construye la semirrecta TM.

i. Consuuir punto G, interseccion entre FM y AT.

j- Oculta las semirrectas AB y FM y la circunferencia.

k. Traza el segmento Fi. Cambale el color.

L. Mueve el punto F. ;Qué sucede con la longitud del scgmenta?
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Mueve el punto G. ;Qué sucede con la longitud del segmento?
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Fuase de Exploracion

3. (Existe ¢l segmento FG que tenga la mdxima longitud? ;Por qué? Si existe, menciona qué
condiciones debe cumplir este scgmento.
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4. ;Existe el segmento FG gque tenga la minima longiwud? ;Por qué? Si existe, menciona qué
condiciones debe cumplir cste scgmento.
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Fuase de argumentacion (Trabajo en equipo)

5. Compara tus respuestas con las de tus compaiieros

6. (Qué pueden generalizar respecto a la longitud del segmento FG?

7. Saocializa la(s) conjetura(s) de t equipo con todos los demds, luego escribe la conclusion tinal

a la que llegas.




