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Resumen

En este trabajo de grado se presentan los resultados del estudio de la Multica-
pa 1x1 de CrN/GaN (Nitruro de cromo/Nitruro de Galio), Usando el método
Ondas Planas Aumentadas y Linealizadas Potencial Completo (LAPW-FP)
y la Teoría del Funcional de la Densidad (DFT), en la Aproximación de Gra-
diente Generalizado (GGA) tal como fue implementado en el código Wien2k.
El estudio realizado fue la base teórica para la construcción de una guía téc-
nica de uso del paquete Wien2k sintetizada en una cartilla.

Palabras clave: Modelamiento de materiales, multicapa ,DFT ,código Wien2k.
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Abstract

In this paper grade presents the results of the study of 1x1 Multilayer CrN / GaN
(Chromium Nitride / Gallium Nitride), using the method Linearized Augmented
Plane Wave Full Potential (FP-LAPW) and the Functional Theory Density (DFT)
in the Generalized Gradient Approximation (GGA) as implemented in the code
Wien2k. The study was the theoretical basis for the construction of a technical
guide Wien2k synthesized using the package in a primer.

Keywords: Primer, modeling materials, multilayer, DFT, Wien2k code.
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Capı́tulo 1
Introducción

Todo lo que una persona puede imaginar,
otras podrán hacerlo realidad.

Julio Verne

Resumen: En este capítulo se presenta una introducción al trabajo,
en donde se contextualiza y se exponen los contenidos de cada uno de
los capítulo tratados.

1.1. Introducción

El presente trabajo pretende aportar una herramienta didáctica que facilite la com-
prensión, manejo y aplicación de conceptos relacionados con la utilización del pa-
quete Wien2k, el cual es utilizado para modelar propiedades físicas de compuestos,
tales como, Nitruros de metales de transición, Diboruros, nanotubos, películas del-
gadas, entre otros; materiales de amplia utilización tecnológica e industrial. Adicio-
nalmente, esta herramienta didáctica será de gran apoyo en la enseñanza de la física
del estado sólido, porque introducirá al lector al modelamiento teórico de materiales.

Lo anterior, soporta la construcción de una cartilla que guíe expedita y técnica-
mente el inicio en la modelación de propiedades estructurales y electrónicas de un
sólido, en este caso, la multicapa 1x1 CrN/GaN (Nitruro de Cromo Nitruro de
Galio); de manera que el producido �nal resuelva los niveles de di�cultad que el
referido paquete y la teoría llevan inmersos, ampliando el rango de aplicación de la
temática expuesta en el ámbito de la producción de conocimiento, tanto disciplinar
como pedagógico. La investigación realizada condensa el estudio teórico por DFT
de la multicapa 1x1 CrN/GaN haciendo uso del programa Wien2k, con lo cual se
logró encontrar que la multicapa posee propiedades magnéticas y alta rigidez en
las fases cristalinas Wurzita y NaCl. A su vez, este proceso investigativo permitió
la construcción de una guía técnica que soporta, paso a paso y de forma detallada

3



4 Capítulo 1. Introducción

las especi�caciones del uso del paquete Wien2k en la modelación de propiedades
estructurales y electrónicas de compuestos.

En consecuencia, el capítulo dos titulado antecedentes y estado actual expone los
antecedentes referentes a los estudios teóricos de los compuestos binarios CrN y
GaN independientemente, sus favorables espectros de aplicación en la industria y
crecimiento de los mismo. Adicional a ello, se presentan los antecedentes respecto
a la elaboración de guías técnicas relacionadas al uso del paquete Wien2k como
herramienta de cálculo en las predicciones estructurales y electrónicas de sólidos
cristalinos. Por último, se presenta una sección de en donde se destaca la impor-
tancia de la simulación en Ciencias Físicas, resaltando los métodos y paquetes que
se utilizan en dicha labor.

En el capítulo tres se exponen: el planteamiento del problema, la formulación del
problema y la pregunta problema. Además de esto, se presenta el objetivo general
y los objetivos especí�cos. Así, como la justi�cación.

El capitulo cuatro con título Fundamentos Teóricos presenta la base disciplinar de la
Teoría del Funcional de la Densidad, las aproximaciones utilizadas para construir el
funcional de intercambio y correlación electrónico, los diversos métodos para expan-
dir las funciones de onda y la relación entre D.F.T y el paquete numérico Wine2k.

Para el capítulo quinto se exponen los resultados obtenidos del estudio teóricos de
las propiedades estructurales y electrónicas de la Multicapa 1x1 CrN/GaN. De igual
forma, los resultados obtenidos de la prueba diagnóstica de la cartilla se exponen en
este capítulo. Por último, en el sexto capítulo titulado conclusiones y perspectivas,
se presentan las conclusiones extraídas de los resultados de la investigación y el
proceso de construcción del mismo.



Capı́tulo 2
Antecedentes y Estado Actual

Nuestro conocimiento es necesariamente
�nito, mientras que nuestra ignorancia

es necesariamente in�nita.

Karl Raimund Popper

Resumen: En el presente capitulo se exponen los estudios realizados
tanto teóricos como experimentales respecto a los metales de transi-
ción, Nitruros y semiconductores. Se presenta una contextualización
referente a la simulación en Física.

Los Nitruros de metales de transición, como el Nitruro de cromo CrN, son de gran
importancia actual debido a sus excelentes propiedades físicas, tales como: alta du-
reza, elevado punto de fusión, alta resistencia a la oxidación y a la corrosión y sus
propiedades magnéticas (5). Por tanto, podemos a�rmar que el Nitruro de cromo
CrN es uno de los compuestos más con�ables en lo relacionado al revestimiento du-
ro. La dureza de este material ha sido medida aproximadamente en 204,15 GPa(5).
Todas las propiedades físicas presentes en el compuesto CrN han hecho de éste un
material muy apetecido en la industria aeronáutica, automotriz, de trenes, y en he-
rramientas troqueladoras. Las industrias textiles y de plásticos han dejado de lado
los recubrimientos de Cromo (Cr) y han direccionado su atención en los recubri-
mientos ofrecidos por el CrN(8). Por otro lado, actualmente el estudio de la gran
mayoría de multicapas han generado un gran interés debido a su alta demanda (9).

Estudios teóricos y experimentales muestran que Cr/Sc presentan inestabilidad tér-
mica alrededor de los 300oC (8; 9), por tanto éstas multicapas no son adecuadas
bajo la operación en elementos duros o bajo temperaturas elevadas. Por tanto, los
compuestos relacionados con Nitruros de metales de transacción como CrN y ScN
presentan alta estabilidad térmica y mecánica lo cual implica que son una buena
alternativa contra las insu�ciencias presentes en las multicapas Cr/Sc, en donde
los elementos ópticos están expuestos a un exceso de cargas radioactivas, térmicas
y/o mecánicas. De tal modo, los estudios teóricos y experimentales se han direccio-
nado hacia los compuestos y multicapas basadas en metales de transición, ya que

5



6 Capítulo 2. Antecedentes y Estado Actual

debido a sus excelentes propiedades físicas, éstos se ha convertido en los mejores
candidatos para ser usados en dispositivos de alta potencia, altas temperaturas y
en recubrimientos duros entre otras.

En la escala manométrica los compuestos basados en Nitruros de metales de tran-
sición, tales como TiN, VN, CrN, ZrN, NbN y TaN han sido estudiados extensiva-
mente debido a los efectos de extremada dureza (9). La dureza de estos Nitruros
aumenta en 2.5 veces comparada con la expuesta de los materiales individuales co-
rrespondientes.
Los anteriores materiales han presentado una aplicación puntual en el contexto de
recubrimientos duros sobre herramientas de corte, con una destacada resistencia
contra el desgaste a altas temperaturas.

Por otro lado, el GaN es un semiconductor de suma importancia, debido a su am-
plio potencial de aplicación tecnológica, como en dispositivos emisores en el azul y
el ultravioleta cercano, diodos y dispositivos basados en contacto Schottky, LEDs y
diodos láser. Su e�ciencia en LEDs azules, verdes y amarillos, láseres de inyección y
detectores ultravioletas es extraordinaria(64). El alto valor de su constante dieléc-
trica, su alta conductividad térmica y sus favorables propiedades de transporte lo
hace buen candidato para nuevas aplicaciones de dispositivos que deben funcionar
en alta temperatura y en dispositivos electrónicos de alta potencia(65). Por último,
cuando GaN se combina con elementos de transición puede abrir la posibilidad de
nuevos dispositivos para spintrónica(66; 67). Muchas de estas aplicaciones se de-
ben a que el GaN un semiconductor que presenta una brecha óptica directa, con
un ancho gap de aproximadamente 3.5 eV en su estructura hexagonal tipo wurtzita.

La combinación de las propiedades físicas, mecánicas y químicas del CrN, junto con
el carácter semiconductor del GaN, le abren a la multicapa CrN/GaN un amplio
espectro de aplicaciones cientí�cas y tecnológicas tales como: en recubrimientos du-
ros, barreras de difusión y como un contacto metal/semiconductor, ser aplicada en
dispositivos que deben funcionar a altas potencias y altas temperaturas. Por tanto,
dado el gran espectro de aplicaciones de la multicapa CrN/GaN, es importante rea-
lizar estudios que brinden información sobre la estabilidad relativa, las propiedades
estructurales y electrónicas de ésta multicapa(6; 7).

2.1. Importancia de la simulación en Ciencia Física

En las últimas décadas el campo de la Física Teórica se ha visto reforzado por el de-
sarrollo de métodos de simulación, que constituyen un complemento importante en
la física experimental, pues para este caso, posibilitan el estudio de las propiedades
de sólidos cristalinos y materiales a un costo inferior del que supondría sintetizarlos
y analizarlos en el laboratorio. También, permiten comprobar la validez de algu-
nos modelos teóricos, mediante el desarrollo de programas (como VASP, SIESTA,
Wien2K, Gaussian) que utilizan como base esos modelos y usando siempre como
referencia los resultados experimentales accesibles. Esto les dota de una gran capa-
cidad de predicción, que se aplica sobre todo en la búsqueda de nuevos materiales
con propiedades interesantes desde el punto de vista tecnológico mediante el uso
de modelos previamente establecidos y cuyo éxito se ha comprobado para otros
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materiales por vía experimental(63).
Por otro lado, muchas veces la simulación permite estudiar magnitudes y propieda-
des que son difícilmente accesibles experimentalmente. Supone por tanto, un mé-
todo mucho más efectivo de investigación que se ve complementado con el estudio
experimental de los materiales que teóricamente poseen interés por sus propiedades
y posibles aplicaciones.
Desde luego, la simulación no podrá nunca sustituir a las medidas experimentales ,
pues éstas constituyen la última palabra a la hora de veri�car las propiedades de un
cuerpo y de probar la validez de un modelo teórico, pero sí constituye una herra-
mienta potente, e�caz y a menudo barata que permite orientar los experimentos y
hacer una preselección de entre un cúmulo de posibilidades de aquellas que resultan
más adecuadas(63).

2.1.1. Modelos Teóricos

Existen diversos métodos de simulación que se utilizan tanto en Física del Estado
Sólido como en Física Molecular. Estos métodos se pueden clasi�car en tres grandes
grupo, esto se esquematiza en la �gura 2.1.

Modelos semiempíricos Modelos ab-initioModelos empíricos

Modelos Teóricos

Figura 2.1: Esquema que representa la división entre los modelos teóricos
usados en cálculos de propiedades físicas de sólidos y materiales.

Estos tres tipos de métodos resultan complementarios, pues cada uno tiene un ran-
go de aplicación bien de�nido. Aunque coinciden en algunos campos, resultan todos
de utilidad. Así por tanto, los modelos empíricos y semiempíricos permiten obtener
las propiedades de sistemas grandes con un costo computacional relativamente pe-
queño, mientras que los métodos ab-initio consiguen explicar de forma más precisa
las propiedades de sistemas más pequeños y son adecuados en el estudio de sólidos
y materiales para los que no se dispone de resultados experimentales(63).

2.1.1.1. Modelos empíricos

Realiza aproximaciones simples y de bajo costo computacional, resulta �able en el
estudio de sistemas grandes como sólidos si y solo si los parámetros presentan un
buen ajuste. Una de las primordiales limitaciones es que no permite realizar cálculos
de propiedades electrónicas. Por otro lado los cáclulos realizados crecen linealmente
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con el número de átomos(20).

2.1.1.2. Modelos semiempíricos

El tiempo de cálculo es mayor que en el caso de los potenciales empíricos pero
permite obtener información acerca de las propiedades electrónicas del sistema. Al-
gunos casos no resultan ser transferibles y por lo general la transferibilidad contiene
un número elevado de parámetros(20). Un ejemplo de este tipo de cálculos es el mo-
delo de Tight Binding 1.

2.1.1.3. Modelos ab-initio

Son los más costosos pero también conducen a resultados más exactos. Utilizan
únicamente como datos de entrada el tipo de átomos y el número de electrones del
sistema y apartir de ellos permiten deducir todas las propiedades del sistema, tanto
electrónicas como estructurales y mecánicas. Sin embargo, el tiempo de cálculo
aumenta normalmente como N3−N4 siendo Nel número de electrones del sistema,
con lo que hasta ahora sólo se ha podido usar para sistemas con unos pocos cientos
de átomos.
Existen diversos programas que se basan en estos tipos de modelos, entre los cuales
existen algunas diferencias(30). Esto se sintetiza en la siguiente tabla2.1

Tabla 2.1: Algunos de los códigos utilizados para los métodos ab-initio

Nombre Dinámica Molecular HF post HF DFT

VASP Si Si No Si

SIESTA Si No No Si

Wien2k Si No No Si

Gaussian Si Si Si Si

1Es un metodo para calcular la estructura de bandas electrónicas de un solido.



Capı́tulo 3
Planteamiento del problema

Rem tene, verba sequentur (Si dominas
el tema, las palabras vendrán solas)

Catón el Viejo

Resumen: En este capítulo se expone, los objetivos y justi�cación
de la investigación. Incluyendo el planteamiento del problema y su
formulación.

3.1. Descripción del problema

Al consultar los manuales elaborados para el uso del paquete Wien2k, se puede
diagnosticar que solo brindan unas directrices generales y que toman como ejemplo
compuestos binarios muy sencillos, por lo que la aplicación a compuestos de más de
dos átomos es limitada y en algunos casos impiden el aprovechamiento óptimo de
las funciones relacionadas con la modelación que permite realizar dicho programa,
a su vez, en el momento que se pretende establecer cálculos para predecir propie-
dades físicas de superestructuras cristalinas, como por ejemplos multicapas, resulta
engorroso para el usuario la deducción de algunos pasos en proceso de cálculo y
modelación, dado el nivel de complejidad técnica del lenguaje en estos utilizados.

En la multicapa 1x1 CrN/GaN, están vinculados tres átomos diferentes, Nitrógeno,
Galio y Cromo formando una multicapa 1x1, la cual es más compleja estructural-
mente que las obtenidas cuando se trabaja materiales constituidos por uno o dos
átomos.

Por tanto, la construcción de una cartilla que guíe paso a paso el uso del programa,
pretende facilitar la aplicación del paquete en cálculos de compuestos y materiales
complejos, con el �n de aprovechar al máximo las ventajas que ofrece el paquete,
para predecir las propiedades estructurales y electrónicas de multicapas basadas

9
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en Nitruros de metales de transición como en el caso puntual de la Multicapa 1x1
CrN/GaN.

3.2. Formulación del problema

Los manuales del paquete Wien2k, exigen un alto nivel de experticia di�cultando
el acceso a la modelación inicial de materiales, dados los requerimientos de progra-
mación y Física de materiales; el proceso es más complicado cuando se trata de
modelar compuestos con más de dos átomos, como lo es el objeto de estudio del
presente trabajo: Multicapa 1x1 CrN/GaN.

Por lo anterior, este documento centra su intención investigativa en la siguiente
pregunta problema:

¾De qué manera puede reducirse el nivel de complejidad en la utilización del paquete
Wien2k en lo que respecta al proceso de inicialización en la modelación de un sólido
cristalino no estudiado como la Multicapa 1x1 CrN/GaN?

3.3. Objetivos

3.3.1. Objetivo general

Elaborar una cartilla, dirigida a profesores en formación de física y áreas a�nes,
basada en el estudio teórico de las propiedades estructurales y electrónicas de la
multicapa 1x1 CrN/GaN, que especi�que paso a paso la aplicación del paquete
Wien2k en los cálculos realizados.

3.3.2. Objetivos especí�cos

1. Optimizar los parámetros de red en las estructuras Wurtzita, Zicblenda y
NaCl, para determinar la fase cristalina más estable del multicapa
1x1 CrN/GaN.

2. Hallar el volumen de equilibrio, y por consiguiente los parámetros de red
cristalina para los cuales se obtiene la energía mínima en la ecuación de
estado, de la multicapa 1x1 CrN/GaN para las fases Wurtzita, Zincblenda y
NaCl.

3. Determinar la energía cohesión de equilibrio y el módulo de volumen de la
multicapa 1x1 CrN/GaN para la fase más estable.

4. Determinar la estructura de bandas y la densidad de estados - DOS de la
multicapa CrN/GaN para la fase más estable.

5. Desarrollar la herramienta didáctica que facilite pasó a paso el cálculo de
las propiedades estructurales y electrónicas de la supered 1x1 CrN/GaN,
haciendo uso del paquete Wien2k.
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3.4. Justi�cación

En las últimas décadas, bajo la intensi�cación del uso de computadores y las tec-
nologías de la información para efectos de simulación y modelación estructural de
materiales, se han incorporado paulatinamente en la enseñanza de la física nuevas
herramientas didácticas como complemento a prácticas tradicionales de dicha área
(22).

Sin embargo, la producción de herramientas didácticas para el uso de software re-
lacionado con tales temáticas, a pesar de su abundancia, poseen altos niveles de
complejidad di�cultando su acceso, manipulación y alcances en la enseñanza, apli-
cación, comercialización e industrialización de los conocimientos con ello adquiridos.

Además, los estudios teóricos y la modelación computacional de nuevos materiales
ha sido clave en el entendimiento y comprensión de sus propiedades estructurales,
electrónicas, magnéticas, ópticas y elásticas. Lo que ha permitido predecir propie-
dades extraordinarias en los nuevos materiales estudiados. Propiedades que son
veri�cadas cuando el nuevo material es crecido experimentalmente. El estudio de
las multicapas basadas en Nitruros de transición es de gran importancia actual,
debido a las excelentes propiedades que estas poseen.

Por tanto, es necesario, que tales niveles de complejidad en la programación no se
sumen a las di�cultades propias de temáticas como la modelación de sólidos cristali-
nos, incluso si los posibles usuarios cuentan con poco o ningún estudio. Ello implica
la elaboración de una herramienta didáctica que aborde de manera accesible las
temáticas de la modelación computacional de materiales, tal como se hace en este
trabajo de grado; de tal manera se estimule el uso, manipulación y aprovechamiento
de los avances en ciencia y tecnología que actualmente ofrecen los paquetes compu-
tacionales para el cálculo de las propiedades físicas de nuevos materiales.

Adicionalmente, el gran potencial de aplicación cientí�ca y tecnológica que poseen
las multicapas basadas en Nitruros de metales de transición, motiva a la realización
de una cartilla introductoria al estudio de materiales a través de la física compu-
tacional tomando como ejemplo la multicapas 1x1 CrN/GaN, además hasta donde
sabemos esta es la primera vez que se hace un estudio teórico de la multicapa
CrN/GaN y la construcción de una cartilla de este estilo.





Capı́tulo 4
Fundamentos Teóricos

La disposición de los átomos en las
partes más esenciales de un organismo, y
su mutua interacción, di�eren de modo
fundamental de todos aquellos casos que

hasta ahora han ocupado, teórica o
experimentalmente, a físicos y químicos.

Erwin Schrödinger

Resumen: En el presente capítulo se muestra los fundamentos que
generan la Teoría del Funcional de la Densidad. Partiendo de la inter-
acción entre núcleo- electron en el sólido, haciendo uso de la aproxima-
ción Born-Oppenheimer, el teorema de Hohenberg-Khon y el método
de Kohn-Sham. Además, se exponen el funcionamiento del paquete
numérico Wien2k y su relación con la D.F.T

4.1. Interacción entre N-núcleos y n-electrones del
sólido cristalino.

En principio, un sólido cristalino está conformado por núcleos atómicos y electro-
nes que generan átomos de distintos caracteres. Dichos núcleos y electrones inter-
actúan entre sí conformando un sistema cerrado de N-núcleos y n-electrones, como
se muestra en la �gura 4.1. Las esferas amarillas representan los electrones y las
esferas grises representan los núcleos, igualmente los vectores

−→
Rk y −→rj son las posi-

ciones respecto al sistema de referencia del k − esimo núcleo y j − esimo electrón
interactuantes respectivamente.

Si nos preguntamos por la energía de aquel sistema la respuesta se encontrara en
el Hamiltoniano. Descrito por la siguiente ecuación 4.1

H = T + V (4.1)

13
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x

z

y

−→rj

−→
Rk

Figura 4.1: Sistema físico estable conformado por N-núcleos y n-electrones
interactuando, pertenecientes a un sólido cristalino.

En donde T es la energía cinética total del sistema, energía cinética tanto de elec-
trones (e−) como núcleos.

T = Te + TN (4.2)

De igual manera el segundo término de la ecuación 4.1 representa las interacciones
Columbianas entre electrones, núcleos y electrones-núcleos.

V = Ve−e + VN−N + Ve−N (4.3)

De esta forma podríamos reescribir el Hamiltoniano H del sistema sumando las
ecuaciones 4.2 y 4.3.

H = Te + TN + Ve−e + VN−N + Ve−N (4.4)

H = Te(rj) + TN (rj) + Ve−e(rj , rj́) + VN−N (Rk, Rḱ) + Ve−N (rj , Rk)(4.5)

Cada término del Hamiltoniano H explícitamente séra entonces:

Te(ri) = −
n∑
j=1

~2

2me
∇2
j −→ energía cinética de los n electrones (4.6)

TN (rj) = −
N∑
k=1

~2

2mN
∇2
k −→ energía cinética de los N nucleos (4.7)
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Ve−e(rj , rj́) =

n∑
j=1

n∑
j́>j

1

4πε0

e2

|rj − rj́ |
−→ Interacción de electrones (4.8)

VN−N (Rk, Rḱ) =

N∑
k=1

N∑
ḱ>k

1

4πε0

ZkZḱe
2

|Rk −RŔ|
−→ Interacción de núcleos (4.9)

Ve−N (Rk, Rḱ) = −
N∑
k=1

n∑
j=0

1

4πε0

Zke
2

|Rk − rj |
−→ Interacción electron-núcleo

(4.10)
Sin embargo, podemos optar por usar unidades atómicas las cuales permitirán re-
ducir términos de las cinco ecuaciones anteriores. Las unidades atómicas son ~ = 1,
me = 1, e2

4πε0
= 1 y c = 1 con las cuales podemos hacer las siguiente reducción.

Te(ri) = −
n∑
j=1

1

2
∇2
j −→ energía cinética de los n electrones (4.11)

TN (rj) = −
n∑
k=1

1

2mN
∇2
k −→ energía cinética de los n nucleos (4.12)

Ve−e(rj , rj́) =

n∑
j=1

n∑
j́>j

e2

|rj − rj́ |
−→ Interacción de electrones (4.13)

VN−N (Rk, Rḱ) =

N∑
k=1

N∑
ḱ>k

ZkZḱ
|Rk −RŔ|

−→ Interacción de núcleos (4.14)

Ve−N (Rk, Rḱ) = −
N∑
k=1

n∑
j=0

Zk
|Rk − rj |

−→ Interacción electron-núcleo

(4.15)
de esta forma podemos escribir el Hamiltoniano H de la ecuación4.5 como sigue

H = −
n∑
j=1

1

2
∇2
j −

n∑
k=1

1

2mN
∇2
k +

n∑
j=1

n∑
j́>j

e2

|rj − rj́ |
+

N∑
k=1

N∑
ḱ>k

ZkZḱ
|Rk −RŔ|

−
N∑
k=1

n∑
j=0

Zk
|Rk − rj |

(4.16)
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La ecuación anterior representa las posibles energías presentes en un sistema de
N-núcleos y n-electrones que interactúan bajo la in�uencia de un potencial Colum-
biano.

Hasta este punto solo hemos caracterizado el sistema en términos energéticos. Sin
embargo, la �nalidad no es esa, si no encontrar las propiedades electrónicas o el
estado base del sólido cristalino. Ello es posible siempre y cuando se haga uso de
la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo. Es decir, solucionando dicha
ecuación teniendo en cuenta el Hamiltoniano que se construyo posteriormente se
obtiene la información física del sólido. La ecuación de Schrodinger independiente
del tiempo sera entonces:

ĤΨ(rj , Rk) = EΨ(rj , Rk) (4.17)

Donde Ψ(rj , Rk) es la función de onda del sistema estudiado, para este caso serán
los n-electrones y N-núcleos del sólido. Bajo el mismo orden de ideas E representa
entonces la energía total del sistema(18; 23) y por último Ĥ es le Hamiltoniano del
sistema escrito explicitamente en la ecuación4.16.

Por otro lado, si intentamos buscar una solución analítica de la anterior ecuación nos
encontraríamos frente a una tarea imposible de cumplir a excepción de que el sis-
tema fuera monoelectrónico(18). Debido a esta di�cultad se hace necesario reducir
la complejidad de la ecuación4.17 haciendo uso de algunas aproximaciones(18; 23)
que se tendrán en cuenta a continuación.

4.2. Aproximación del core congelado

En principio podemos decir que el sólido está constituido por electrones y núcleos
que interactúan entre sí. Sin embargo, los electrones del sólido se dividen en dos gru-
pos, el primero de ellos son los electrones más cercanos al núcleo atómico llamados
electrones del core los cuales contribuyen de forma casi insigni�cante a las propie-
dades electrónica del sólido. El segundo grupo está representado por los electrones
que se encuentra más lejanos del núcleo atómico que son los encargados de realizar
los enlaces químicos, estos electrones son conocidos como electrones de valencia(18).

Lo anterior es representado en la �gura4.2 donde se muestra un núcleo atómico
ubicado en una posición especí�ca

−→
Rk del espacio y dos electrones ligados a dicho

núcleo, los cuales di�eren en las posiciones respecto al marco de referencia y al
núcleo atómico que los atrae. Se debe considerar que ‖−→r j−1‖ � ‖−→r j‖ para que se
cumpla lo mencionado en el párrafo inicial. Así entonces, es necesario resaltar las
diferencias físicas existentes entre electrones del core y de valencia con la �nalidad
de realizar de forma natural la aproximación al problema de la no solubilidad de
la ecuación de Schrodinger no temporal (ecuación4.17).Para ello se construye un
diagrama mostrado en la �gura4.3 en donde se destacan algunos aspectos relevantes
de los electrones tratados.
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x

z

y

−→
Rk

núcleo atómico
−→r j−1

electron del core

−→r j

electron de valencia

Figura 4.2: Representación de los electrones del core y de valencia según un
marco de referencia

Por tanto así, podemos considerar los electrones del core �jos y rígidos a los núcleos
atómicos, lo que genera entonces un nuevo cuerpo conocido como los iones. Tener
en cuenta la consideración anterior es conocido como la aproximación del core con-
gelado(18).
Es de suma importancia aclarar que bajo ningún motivo la aproximación del core
congelado realiza una suma de cargas del núcleo y el electrón del core. La aproxi-
mación del core se representa en un esquema plasmado en la �gura4.4.
Según esta aproximación el sólido estará conformado por los inones, que serán los
elementos más masivos y los electrones de valencia que tendrán menos masa.
En términos generales la apro-

Solidos Cristalinos

Ion Electrones de valencia

Figura 4.5: Esquema que representan los ele-
mentos de los cuales está constituido el solido

ximación del core congelado no
permite reducir el problema de
la no solubilidad de la ecuación
de Schrodinger del solido, sim-
plemente permite reescribir la
ecuación en términos de los ín-
dices de las sumas asociadas a
los núcleos, que para este ca-
so serán ahora sumas para los
iones. Así entonces el sólido es-
tará constituido como se repre-
senta en la �gura4.5 y 4.6.
Ahora bien, en términos algebraicos es posible reescribir el Hamiltoniano del sólido
(ecuación 4.16) y la ecuación de Schrodinger 4.17 tomando en cuenta la aproxima-
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Solidos Cristalinos

Electrones del solido

electrones del core

Electrones mas proximos al núcleo

Poco contribuyen en las propiedaes del solido

Electrones de valencia

Electrones mas lejanos del núcleo

Permiten realizar enlaces químicos

Figura 4.3: Diagrama que muestra las diferencias entre electrones de valencia
y de core

ción del core congelado como se muestra a continuación.

H = −
n∑
j=1

1

2
∇2
j −

n∑
i=1

1

2mI
∇2
i +

n∑
j=1

n∑
j́>j

e2

|rj − rj́ |
+

N∑
i=1

N∑
í>i

ZiZí
|Ri −Rí|

−
N∑
i=1

n∑
j=0

Zi
|Ri − rj |

(4.18)

Por tanto la ecuación de Schrodinger del sólido se escribirá en términos de la ecua-
ción 4.18 como sigue:

ĤΨm(rj , Ri) = EmΨm(rj , Ri) (4.19)

Y de igual forma Ψm(rj , Ri) es la m-ésima función de onda del sólido y Em es la
energía total del sistema o el m-ésimo valor propio de energía (18; 23) . Sin embargo,
así se haya tomado en cuenta la aproximación del core congelado la ecuación 4.19 al
igual que en el caso anterior no es posible desacoplarla en ecuaciones independientes
lo que genera la imposibilidad de encontrar una solución analítica. Dicha di�cultad
se justi�ca debido a que se trata, para este caso, con un sistema multicompuesto
de muchas partículas que interactúan entre sí (N-Iones y n-electrones de valencia)
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núcleo atómico electron core Ion

Unión

Resultado

Figura 4.4: Esquema que representa la unión que genera el ion a partir del
núcleo atómico y el electrón del core

y por tanto, la función de onda Ψm(rj , Ri) no es posible expresarla como factores
multiplicativos ya que se presentan correlaciones columbianas que se encargan de
acoplar las coordenadas de cada partícula interactuante (18).
Entonces, teniendo en cuenta lo anterior se hace necesario el uso de una segunda
aproximación que tiene en cuenta tanto las masas de los iones como los electro-
nes de valencia1. Esta consideración es conocida como la aproximación de Born-
Oppenheimer , la cual se tratará en la siguiente sección.

4.3. Aproximación de Born-Oppenheimer

Consideremos el sistema N-iones y n-electrones que hasta este punto hemos tratado,
�guras 4.6. Sabemos que los iones y los electrones presentan diferentes masas y que
estos dos conjuntos de partículas interactúan bajo un mismo potencial Columbiano
del mismo orden de magnitud. Esta diferencia de masas genera que el movimiento
de los iones sea mucho más lento que el movimiento de los electrones (sí me � mi

⇒ ve � vi). Para este caso los valores para el movimiento de los electrones e iones
son aproximadamente 105cm/s y 108cm/s respectivamente(20).

Aquella diferencia de velocidades y masas permite eliminar el acople que existe
entre el movimiento iónico y electrónico (18; 20).Dicha consideración es conocida
como la aproximación de Born-Oppenheimer. Esta aproximación nos permite abor-
dar el problema del sólido cristalino como dos problemas independientes los cuales
permitirán analizar la dinámica iónica y electrónica de forma separada; el primero
es el movimiento de los electrones en presencia de un potencial estacionario creado
por los iones, justi�cándose en que para los electrones los iones están inmóviles o
en un estado estacionario (23) lo cual permite considerar que los iones formen una
con�guración instantánea y �ja. El segundo es el movimiento de los iones bajo la
in�uencia de un potencial promedio generado por los electrones (18).

Bajo los argumentos anteriores es posible asociar una función de onda tanto para
los electrones como los iones, lo que admite asociar una ecuación de Schrodinger
para electrones e iones permitiendo encontrar la dinámica electrónica e iónica de

1A partir de la siguiente sección al referirse a los electrones de valencia se hará simple-
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Figura 4.6: Representación de los electrones de valencia y los Iones

forma más viable. Esto se logra partiendo de la siguiente ecuación.

Ψm(rj , Ri) = ψe(rj ;Ri)ψi(Ri) (4.20)

En donde ψe(rj ;Ri) es la función de onda asociada a los electrones de valencia la
cual tiene como parámetro las posiciones de los iones Ri debido a que para este
caso se consideran �jos. La segunda componente de la función es ψi(Ri) la cual
representa la función de onda asociada a los iones que se mueven bajo la in�uencia
de un campo promedio electrónico.
Como para este caso se está tratando con un número signi�cativo en cantidad
tanto de electrones como de núcleos la función de onda se debería escribir como la
suma del producto de las funciones correspondientes a cada partícula, dicha función
entonces quedaría escrita como sigue.

Ψm(rj , Ri) =
∑
n

ψne (rj ;Ri)ψ
n
i (Ri) (4.21)

Así cómo es posible separar la función de onda original Ψm(rj , Ri) en el producto
de otras dos funciones podemos desacoplar tanto el Hamiltoniano Ĥ del sistema
como la energía total Em en la suma de dos componentes, esto es:

Ĥ = Ĥe + Ĥi (4.22)

mente con la palabra electrón. Si es necesario realizar alguna diferencia entre electrones
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Em = Ee + Ei (4.23)

Si sustituimos las ecuaciones 4.23 4.22 4.21 en la ecuación 4.19 esta quedará reescrita
como

(Ĥe + Ĥi)
∑
n

ψne (rj ;Ri)ψ
n
i (Ri) = (Ee + Ei)

∑
n

ψne (rj ;Ri)ψ
n
i (Ri) (4.24)

Despreciando las sumatorias de la ecuación anterior y asociando términos, tenemos
que

(Ĥe + Ĥi)ψne (rj ;Ri)ψ
n
i (Ri) = (Ee + Ei)ψ

n
e (rj ;Ri)ψ

n
i (Ri) (4.25)

Ĥeψne (rj ;Ri)ψ
n
i (Ri) + Ĥiψne (rj ;Ri)ψ

n
i (Ri) = Eeψ

n
e (rj ;Ri)ψ

n
i (Ri)+

Eiψ
n
e (rj ;Ri)ψ

n
i (Ri)

(4.26)

{Ĥeψne (rj ;Ri)ψ
n
i (Ri)− Eeψne (rj ;Ri)ψ

n
i (Ri)}+

{Ĥiψne (rj ;Ri)ψ
n
i (Ri)− Eiψne (rj ;Ri)ψ

n
i (Ri)} = 0

(4.27)

{Ĥeψne (rj ;Ri)ψ
n
i (Ri)− Eeψne (rj ;Ri)ψ

n
i (Ri)} =

−{Ĥiψne (rj ;Ri)ψ
n
i (Ri)− Eiψne (rj ;Ri)ψ

n
i (Ri)} = 0

(4.28)

En este punto podemos separar la ecuación asociada para los iones de la ecuación
que relaciona los electrones

−{Ĥiψne (rj ;Ri)ψ
n
i (Ri)− Eiψne (rj ;Ri)ψ

n
i (Ri)} = 0 (4.29)

−ψne (rj ;Ri){Ĥiψni (Ri)− Eiψni (Ri)} = 0 (4.30)

{Ĥiψni (Ri)− Eiψni (Ri)} = 0 (4.31)

Ĥiψni (Ri) = Eiψ
n
i (Ri) (4.32)

En donde la ecuación anterior representa la ecuación de valores propios para los
iones. Sin embargo, a esta ecuación se le debe sumar la función que representa el
campo promedio generado por los electrones Ene o el potencial nuclear efectivo bajo
el cual se mueven los iones. Así entonces la ecuación de Schrodinger que se le asocia
a la dinámica de los iones será:

{Ĥi + Ene }ψni (Ri) = Eiψ
n
i (Ri) (4.33)

Explícitamente el término {Ĥi+Ene } de la ecuación de Schrodinger de los iones es

−
n∑
i=1

1

2mi
∇2
i +

N∑
i=1

N∑
í>i

ZiZí
|Ri −Rí|

+ Ene (4.34)

de valencia y del core de hará explícitamente
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En donde

U(Ri) =

N∑
i=1

N∑
í>i

ZiZí
|Ri −Rí|

+ Ene (4.35)

Entonces la ecuación 4.34 sera

−
n∑
i=1

1

2mi
∇2
i + U(Ri) (4.36)

La función U(Ri) es una super�cie de energía potencial (Potential Energy Surface,
PES) y es por la cual se mueven los iones de forma independiente a los electrones
de valencia (23). Por tanto al ser resuelta la ecuación 4.33 describirá los estados
vibracionales, rotacionales y transnacionales de los iones (38). Esto se logra siempre
y cuando sea explicita la función Ene .

En este punto dejamos de lado el problema asociado a la dinámica de los iones
dentro del sólido, para iniciar la construcción del problema electrónico. Para ello
retomemos la ecuación para el caso de los electrones 4.28.

{Ĥeψne (rj ;Ri)ψ
n
i (Ri)− Eeψne (rj ;Ri)ψ

n
i (Ri)} = 0 (4.37)

ψni (Ri){Ĥeψne (rj ;Ri)− Eeψne (rj ;Ri))} = 0 (4.38)

Ĥeψne (rj ;Ri)− Eeψne (rj ;Ri)) = 0 (4.39)

Ĥeψne (rj ;Ri) = Eeψ
n
e (rj ;Ri)) (4.40)

La expresión anterior es la ecuación de Schrodinger para la dinámica de los electro-
nes bajo la in�uencia de un potencial estacionario generado por los iones inmóviles,
por tanto en la ecuación 4.40 Ri será un parámetro.

A partir de ahora se �jará la atención en hacer explícita las ecuaciones que rigen el
problema electrónico en el sólido. Esto se tratara en el siguiente titulo.

4.3.1. Ecuaciones asociadas a la dinámica de los electrones
de Valencia.
Problema electrónico

Si consideramos a los iones en reposo y en equilibrio2 R0
i por tanto, la interacción

potencial entre iones es una constante Vi−i(Ri, Rí) = cte y debido a las conside-
raciones de ve � vi es posible despreciar la energía cinética asociada a los iones
Ti ∼= 0. Bajo estas condiciones el problema se reduce la ecuación(18).

Ĥeψne (rj ;R
0
i ) = Eeψ

n
e (rj ;R

0
i )) (4.41)

2Las posiciones de equilibrio bajo las cuales vibran los iones es la que presenta mayor
periodicidad
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Considerando el Hamiltoniano Ĥe del sólido explícitamente la ecuación 4.41 quedará
escrita como

[T̂e(rj) + V̂e−e(rj , rj́) + V̂e−i(rj , Ri)]ψ
n
e (rj ;R

0
i ) = Eeψ

n
e (rj ;R

0
i )) (4.42)

(
−

n∑
j=1

1

2
∇2
j +

n∑
j=1

n∑
j́>j

e2

|rj − rj́ |
−

N∑
i=1

n∑
j=0

Zi
|Ri − rj |

)
ψne (rj ;R

0
i ) = Eeψ

n
e (rj ;R

0
i ))

(4.43)
Esta ecuación es la Ecuación de Schrodinger para los electrones del sólido la cual
representa el problema de un sistema de electrones interactuantes entre si en pre-
sencia de una red rígida de iones cargados positivamente(18).

Por tanto la interacción entre electrones e iones no podrá ser la misma que la
interacción existente antes de considerar los iones �jos por tanto esta interacción
será implícita y se escribirá de la siguiente manera.

−
N∑
i=1

n∑
j=0

Zi
|Ri − rj |

=

N∑
i=1

n∑
j=0

Ve−i(rj −R0
i ) =

∑
j

V (rj) (4.44)

En donde
∑
j

V (rj) representa la interacción total que experimentan todos los elec-

trones de valencia debido a los iones estáticos del solido.
Así como se reescribió la interacción potencial entre electrón e ión también es ne-
cesario reescribir la interacción potencial entre electrón-electrón debido a las consi-
deraciones relacionada a la dinámica de los iones, según la aproximación de Born-
Oppenheimer.

n∑
j=1

n∑
j́>j

e2

|rj − rj́ |
=
∑
j,j́

Vj,j́ (4.45)

Podemos entonces reconstruir la ecuación 4.43 como(
−

n∑
j=1

1

2
∇2
j +

∑
j

V (rj) +
∑
j,j́

Vj,j́

)
ψne (rj ;R

0
i ) = Eeψ

n
e (rj ;R

0
i )) (4.46)

Si consideramos
V̂j = −1

2
∇2
j + V (rj) (4.47)

Entonces 4.45 sera:(∑
j

V̂j +
∑
j,j́

V̂j,j́

)
ψne (rj ;R

0
i ) = Eeψ

n
e (rj ;R

0
i )) (4.48)

Por consiguiente, si se está interesado en conocer el estado base del solido cristalino
es necesario resolver la ecuación anterior. Sin embargo, la di�cultad que se genera
al intentar solucionar dicha ecuación radica en que dentro del sistema están invo-
lucrados un elevado número de grados de libertad y una cantidad muy grande de
interacción entre electrones.



24 Capítulo 4. Fundamentos Teóricos

La solución a este problema se realizará haciendo uso del formalismo de la Teoría del
Funcional de la Densidad (Density Funcional Theory, DFT). La cual es uno de los
métodos de primeros principios (ab-initio) más usados en la actualidad para realizar
cálculos y predicciones respecto a la estructura electrónica de átomos, moléculas,
sólidos y super�cies. Teoría que se abordará en la siguiente sección.
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4.4. Teoría del Funcional de la Densidad

La Teoría del funcional de la densidad es el nombre con el cual se conoce a este
método(39). Consiste en encontrar un método que permita calcular la energía y
otras cualesquiera propiedades de un sistema de N electrones sin conocer el funcio-
na de onda ni el Hamiltoniano. Lo cual es posible lograrlo por medio de la densidad
electrónica, basándose en que esta contiene todo tipo de información física del sis-
tema a tratar (Átomos, Moléculas o Solidos).(39)
Es de suma importancia aclarar que esta teoría no es una teoría, es un método el
cual está basado en la teoría cuántica. Sin embargo, para casos prácticos se aceptará
la tendencia mayoritaria y se hará referencia a este como Teoría del Funcional de
la Densidad (DFT).
Está teoría está basada en los postulados de Hogemberg y Kohn en 1964 (40) y el
método de cálculo presentado por Kohn-Sham en 1965(41). Lo cual permitió expo-
ner una ruta alternativa para encontrar la solución electrónica del sólido cristalino
respecto a métodos establecidos para la época, los cuales se basaban en funciones
de onda polielectrónicas, que requieren de tres variables espaciales para cada uno de
los N electrones del sistema cristalino. Mientras que lo propuesto por Hohenmber -
Kohn y Kohn - Sham es basado en la densidad electrónica que depende simplemente
de tres variables(23).

Tanto los postulados y métodos en los cuales se basa DFT serán presentados a
continuación. Sin embargo, es de suma importancia presentar los elementos varia-
cionales que sustentarán, en términos del cálculo funcional, los teoremas y métodos
de la DFT. Para ello, es importante resaltar la de�nición algebraica de una variación
funcional, presentada en el siguiente cuadro.

Sea F [f(x)] ∈ R un funcional. Su diferencial δ esta de�nido por:

δF [f(x)] =

∫
δF [f(x)]

δf(x)
δf(x)dx

Diferencial de un funcional

4.4.1. Teoremas de Hohenmber Kohn

Para el año de 1964 Hohenmber y Kohn publican un artículo en la Physical Review(40)
en donde plantan los soportes teóricos de la DFT. Asumiendo una relación única en-
tre la densidad electrónica ρ(r) del estado base de N electrones y sus correspondien-
tes propiedades físicas. Relación materializada haciendo uso del cálculo funcional y
sus variaciones respecto a una función.
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Figura 4.7: Pierre C. Hohenberg y Walter Kohn. Quienes se encargaron de
proponer los teoremas de la DFT. 1964

Teorema 1.
Sea un sistema de electrones interactuantes en presencia de un
potencial externo Vex(r), tanto la energía E como las propiedades
del estado base serán un funcional único de la densidad electrónica
ρ(r) asociado a este.

Este teorema permite a�rmar que, el valor esperado de cualquier observable del
estado base de los N electrones, será un funcional de la densidad de dicho estado.
Según lo cual, si tomamos como ejemplo el operador Hamiltoniano Ĥ , este será
funcional de la densidad a través de la siguiente operación; 〈Ψ| Ĥ |Ψ〉 = H[ρ(r)].
La demostración del Teorema 1. parte del hecho de considerar dos potenciales
externos distintos Vex(r) y V

′

ex(r), los cuales hagan parte de dos Hamiltonianos Ĥ
y Ĥ

′
. Lo común entre dichos potenciales es la densidad electrónica ρ(r) del estado

fundamental de los N electrones. Sin embargo, es importante aclarar que los dos
Hamiltonianos hacen parte de dos estados fundamentales diferentes Ψ , Ψ

′
.

Ĥ = T̂ + V̂ee + V̂ex

Ĥ
′

= T̂ + V̂ee + V̂
′

ex

De forma esquemática se representa la consideración anterior en el siguiente dia-
grama

V̂ex � Ĥ � Ψ� ρ(r)� Ψ
′
� Ĥ

′
� V̂

′

ex

Ahora, si aplicamos lo mencionado anteriormente y el principio variacional (véase
recuadro al principio de la sección) podremos escribir la energía del estado base E0,
como:
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E0 < 〈Ψ| Ĥ |Ψ〉

< 〈Ψ| Ĥ
′
+ Ĥ − Ĥ

′
|Ψ〉

< 〈Ψ| Ĥ
′
|Ψ〉+ 〈Ψ| Ĥ − Ĥ

′
|Ψ〉

< E
′

0 + 〈Ψ| T̂ + V̂ee + V̂ex − T̂ − V̂ee − V̂
′

ex |Ψ〉

< E
′

0 + 〈Ψ| V̂ex − V̂
′

ex |Ψ〉

< E
′

0 +

∫
ρ(r){V̂ex − V̂

′

ex}dr3

Realizando el mismo procedimiento para la energía E
′

0 tenemos :

E
′

0 < 〈Ψ| Ĥ
′
|Ψ〉

< 〈Ψ| Ĥ + Ĥ
′
− Ĥ |Ψ〉

< 〈Ψ| Ĥ |Ψ〉+ 〈Ψ| Ĥ
′
− Ĥ |Ψ〉

< E0 + 〈Ψ| T̂ + V̂ee + V̂
′

ex − T̂ − V̂ee − V̂ex |Ψ〉

< E0 + 〈Ψ| V̂
′

ex − V̂ex |Ψ〉

< E0 +

∫
ρ(r){V̂

′

ex − V̂ex}dr3

Hacemos la suma de los dos ultimos resultados, esto es E0 + E
′

0 y obtenemos :

E0 + E
′

0 < E
′

0 + E0

Esta desigualdad conduce a una contradicción, debido a que solamente la densidad
ρ(r) del estado fundamental es la que especi�ca el potencial externo Vex. Por lo
cual, no pueden existir dos potenciales que generen la misma densidad del estado
fundamental.
El segundo teorema de Hohnembreg y Konh da respuesta a la pregunta: ¾Dada una
densidad ρ(r), comó estar seguro que dicha densidad es la del estado fundamental
de los N electrones?

Teorema 2.
El funcional de energía E[ρ(r)] asociado a los N electrones, se-
rá un mínimo únicamente cuando a este se le asocie la densidad
electrónica ρ(r) del estado base.

Teniendo en cuenta el segundo teorema y las condiciones del primero, es posible
escribir el funcional de energía del estado base del sistema electrónico como sigue;

E[ρ(r)] = 〈Ψ| Ĥ |Ψ〉

= 〈Ψ| T̂ + V̂ee + V̂ext |Ψ〉

= 〈Ψ| T̂ + V̂ee |Ψ〉+ 〈Ψ| V̂ext |Ψ〉 (4.49)
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El termino 〈Ψ| T̂ + V̂ee |Ψ〉 es conocido como funcional universal o funcional de
Hohenmber Kohn y se representa como FHK [ρ(r)]. Es universal ya que el funcional
de energía cinetica T [ρ(r)] como el de interaccion electrónica Vee[ρ(r)] no tienen
ninguna dependencia de la con�guración del sistema, ni del número de electrones
N, tampoco de las cargas nucleares Z y mucho menos de las posiciones de los
núcleos atómicos Ri. Es por ello que se llama funcional universal y en principio
seria aplicable tanto al átomo de hidrógeno como a la molecula de ADN.
Bajo el mismo orden de ideas el funcional universal3 explícitamente será la suma
de los funcionales de energía cinética e interacción electrónica, esto es:

FHK [ρ(r)] = 〈Ψ| T̂ + V̂ee |Ψ〉

= 〈Ψ| T̂ |Ψ〉+ 〈Ψ| V̂ee |Ψ〉
= T [ρ(r)] + Vee[ρ(r)] (4.50)

De tal modo que el funcional de energía del estado fundamental, ecuación4.49, se
escribirá como:

E[ρ(r)] = FHK [ρ(r)] +

∫
ρ(r)Vext[ρ(r)]dr3 (4.51)

O , explícitamente en términos de los funcionales como:

E[ρ(r)] = T [ρ(r)] + Vee[ρ(r)]︸ ︷︷ ︸
Elemento universal

+

∫
ρ(r)Vext[ρ(r)]dr3︸ ︷︷ ︸

Elemento dependiente al sistema

(4.52)

Hasta este punto los teoremas de Hohenberg Kohn han garantizado la existencia
de un funcional energético y su relación en términos funcionales con la densidad
electrónica asociada al estado base de los N electrones del cristal. Bajo este orden de
ideas, surgiría la pregunta: ¾Cómo se encontrará la energía del estado fundamental
de los N electrones asociados al cristal? La respuesta a esta se encuentra con los
métodos variacionales de Kohn Sham, los cuales completan la Teoría del Funcional
de la Densidad.

4.4.2. Las ecuaciones y el método de Kohn Sham

Los argumentos publicados en el año de 1964 por Hohenberg Kohn desencadenaron
la admiración por el tema, debido a que los teoremas propuestos por estos garan-
tizaban la posibilidad de encontrar toda la información física del cristal siempre
y cuando fuera conocida la densidad del estado fundamental. Así entonces, en el
transcurso del año 1965 Kohn Sham (41) publican un artículo donde presentan un
método ingenioso para calcular la densidad del estado fundamental de los electrones
del cristal.

3Es de importancia aclarar que Vee , V̂ee y Vee[ρ(r)] son entidades diferentes, aunque
traten el mismo efecto físico.
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Figura 4.8: Walter Kohn y Lu Sham. Quienes se encargaron de proponer el
método de DFT. Ganadores del nobel en 1998 por el desarrollo de la DFT
1965
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4.4.2.1. Método de Kohn Sham

Para desarrollar el método que sustentaría la DFT Kohn y Sham parte de una
suposición en particular, que puede ser enunciado como sigue

Suposición de Kohn Sham
Para el sistema de N electrones interactuantes existe un sistema
auxiliar S de N electrones no interactuantes cuya densidad del
estado base coincide con la densidad del estado base del sistema
real.

Teniendo en cuenta dicha suposición se entiende que para el sistema auxiliar4 S
no existirá la interacción electrón-electrón Vee. Por tanto, el sistema S solo tendrá
la energía cinética de los electrones y un potencial vs que represente la interacción
con el campo generado por los núcleos estacionarios. Debido a que los electrones no
interactúan entre si, es posible asociarle a cada electrón un Hamiltoniano, el cual
será:

Hi = −1

2
∇2
i + vs (4.53)

Este Hamiltoniano no corre bajo una sumatoria debido a que los electrones no
interactúan y por tanto cada uno de los electrones es independiente de los demás.
Bajo el mismo orden de ideas, si a cada electrón del sistema auxiliar se le asocia
un único Hamiltoniano Hi entonces le corresponderá una y solo una ecuación de

4El sistema auxiliar es una abstracción que no es real, la cual permite tratar el problema
de forma más amable.
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Schrodinger5, con una sola función de onda y una energía. Escrita como sigue.(
− 1

2
∇2
i + vs(r)

)
φi(r) = εiφi(r) (4.54)

La pregunta que surge en este punto es ¾Qué y cual es el potencial de los electrones
en el sistema auxiliar? La tarea entonces será construir el potencial y así especi�car
la ecuación. Para edi�car este potencial es necesario considerar el funcional de
energía del estado fundamental asociado a los N electrones del sistema auxiliar S,
el cual es posible escribirlo según los teoremas de Hohenber Kohn como

Es[ρ(r)] = Ts[ρ(r)] +

∫
ρ(r)vs(r)dr

3 (4.55)

Ahora, minimicemos Es[ρ(r)] respecto a ρ(r) , bajo la condición
∫
ρ(r)dr3−N = 0,

esto es:

δEs[ρ(r)]

δρ(r)
= δ

{
Ts[ρ(r)] +

∫
ρ(r)vs(r)dr

3 − µs

[∫
ρ(r)dr3 −N

]}
= 0 (4.56)

En donde µs es un multiplicador de Lagrange. Continuando con el desarrollo de la
acción variacional sobre Es[ρ(r)], tendremos

δTs[ρ(r)] + δ

∫
ρ(r)vs(r)dr

3 − δµs

[∫
ρ(r)dr3 −N

]
= 0 (4.57)

Aplicando la variación sobre cada uno de los funcionales del término anterior
(sec4.4,pag.30), obtendremos

∫
δTs[ρ(r)]

ρ(r)
δρ(r)dr3 +

∫
vs(r)δρ(r)dr3 − µs

∫
δρ(r)dr3 + µsδN = 0 (4.58)

Considerando que la variación sobre los N electrones es nula agrupamos la acción
en un solo termino ∫ {

δTs[ρ(r)]

ρ(r)
+ vs(r)− µs

}
δρ(r)dr3 = 0 (4.59)

Del anterior término lo único que podrá ser nulo es el integrado, con lo cual ten-
dremos el siguiente término

δTs[ρ(r)]

ρ(r)
+ vs(r)− µs = 0 (4.60)

µs =
δTs[ρ(r)]

ρ(r)
+ vs(r) (4.61)

5Para profundizar en los argumentos base de estas consideraciones leer respecto al
método de Hartree Fock. Física del estado sólido - Pavlov, capitulo 7 , pag. 236-242.
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Hasta este punto solo encontramos la variación del funcional de energía Es[ρ(r)]
en términos de un multiplicador de Lagrange, que aun no hemos caracterizado
físicamente. Sin perder el rumbo hacia encontrar quien es vs de la ecuación4.54
deberemos tener en cuenta el sistema real de los N electrones interactuantes. Por
tanto debemos recordar que el funcional de energía E[ρ(r)] del estado base de este
sistema real se puede escribir, según los teoremas de Hohenberg Kohn, como

E[ρ(r)] = T [ρ(r)] + Vee[ρ(r)] +

∫
ρ(r)v(r)dr3 (4.62)

En donde el funcional de interacción electrón - electrón Vee[ρ(r)] (también conocido
como potencial de Hartree) es la suma de dos funcionales

Vee[ρ(r)] = J [ρ(r)] + Enc[ρ(r)] (4.63)

El primero de estos J [ρ(r)] representa la interacción Coulombiana clásica entre elec-
trones y el segundo Enc[ρ(r)] son todas las interacciones no clásicas entre electrones
presentes en el sistema real. De tal modo que el funcional de energía, ecuacion4.62,
quedará escrito de la siguiente manera.

E[ρ(r)] = T [ρ(r)] + J [ρ(r)] +

∫
ρ(r)v(r)dr3 + Enc[ρ(r)] (4.64)

E[ρ(r)] = T [ρ(r)] +
1

2

∫∫
ρ(r)ρ(r

′
)

|r − r′ |
dr3dr

′3 +

∫
ρ(r)v(r)dr3 + Enc[ρ(r)] (4.65)

Si pensamos en la diferencia existente entre el funcional de energía cinética del
sistema real y auxiliar podríamos encontrar una relación entre la dinámica de los
electrones de cada sistema y la energía correspondiente a cada uno de los estados
bases. Dicha diferencia funcional podría ser escrita como se representa a continua-
ción.

∆T [ρ(r)] = T [ρ(r)]− Ts[ρ(r)] (4.66)

Despejando el funcional de energia cinetica del sistema real T [ρ(r)] en términos de
la diferencia funcional tendremos:

T [ρ(r)] = Ts[ρ(r)] + ∆T [ρ(r)] (4.67)

Lo cual, nos permite escribir el funcional de energía del estado fundamental del
sistema real, ecuación4.65, como sigue

E[ρ(r)] = Ts[ρ(r)] +
1

2

∫∫
ρ(r)ρ(r

′
)

|r − r′ |
dr3dr

′3 +

∫
ρ(r)v(r)dr3 + ∆T [ρ(r)] +Enc[ρ(r)]

(4.68)
Los dos últimos términos de la ecuación anterior, ∆T [ρ(r)]+Enc[ρ(r)], se conjugan
en un solo funcional conocido como funcional de intercambio y correlación elec-
trónica EXC [ρ(r)]. El cual será explicado en la sección posterior. Por lo pronto el
funcional energético E[ρ(r) del estado base del sistema real será escrito como sigue

E[ρ(r)] = Ts[ρ(r)] +
1

2

∫∫
ρ(r)ρ(r

′
)

|r − r′ |
dr3dr

′3 +

∫
ρ(r)v(r)dr3 + EXC [ρ(r)] (4.69)
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Este último término es conocido como el funcional de energía de Kohn Sham.

Minimicemos E[ρ(r)] con respecto a ρ(r), teniendo en cuenta la condición
∫
ρ(r)dr3−

N = 0, esto será:

δE[ρ(r)]

δρ(r)
− µ

[∫
ρ(r)dr3 −N

]
= 0

δTs[ρ(r)] +
1

2
δ

∫∫
ρ(r)ρ(r

′
)

|r − r′ |
dr3dr

′3 + δ

∫
ρ(r)v(r)dr3+

δEXC [ρ(r)]− µδ
∫
ρ(r)dr3 + µδN = 0

(4.70)

∫
δTs[ρ(r)]

δρ(r)
δρ(r)dr3 +

1

2

∫∫
ρ(r)ρ(r

′
)

|r − r′ |
δdr3dr

′3 +

∫
v(r)δρ(r)dr3+∫

δEXC [ρ(r)]

δρ(r)
δρ(r)dr3 − µ

∫
δρ(r)dr3 = 0

(4.71)

∫ {
δTs[ρ(r)]

δρ(r)
+

∫
ρ(r

′
)

|r − r′ |
dr

′3 + v(r) +
δEXC [ρ(r)]

δρ(r)
− µ

}
δρ(r)dr3 = 0 (4.72)

En este último término, el integrado será el único que podrá ser cero y por tanto
tendremos

δTs[ρ(r)]

δρ(r)
+

∫
ρ(r

′
)

|r − r′ |
dr

′3 + v(r) +
δEXC [ρ(r)]

δρ(r)
− µ = 0 (4.73)

µ =
δTs[ρ(r)]

δρ(r)
+

∫
ρ(r

′
)

|r − r′ |
dr

′3 + v(r) +
δEXC [ρ(r)]

δρ(r)
(4.74)

Término conocido como potencial químico. Sin embargo, el interés no está en este
término sino en el potencial vs(r) de la ecuación4.54. De tal forma, que para hacer
explicito este último debemos comparar las ecuaciones4.74 y 4.61, para obtener la
siguiente expresión.

vs(r) +
δTs[ρ(r)]

ρ(r)
=
δTs[ρ(r)]

δρ(r)
+

∫
ρ(r

′
)

|r − r′ |
dr

′3 + v(r) +
δEXC [ρ(r)]

δρ(r)
(4.75)

vs(r) +
δTs[ρ(r)]

ρ(r)
=
δTs[ρ(r)]

δρ(r)
+

∫
ρ(r

′
)

|r − r′ |
dr

′3 + v(r) +
δEXC [ρ(r)]

δρ(r)
(4.76)

vs(r) =

∫
ρ(r

′
)

|r − r′ |
dr

′3 + v(r) +
δEXC [ρ(r)]

δρ(r)
(4.77)
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Este último término, es conocido como potencial efectivo. Potencial bajo el cual
se mueve cada electrón independientemente en el campo generado por los demás
electrones y núcleos del cristal.

vs(r) = vef (r) =

∫
ρ(r

′
)

|r − r′ |
dr

′3 + v(r) +
δEXC [ρ(r)]

δρ(r)
(4.78)

Con lo cual, la ecuación de Schrodinger asociada a cada electrón, ecuación 4.54,
será escrita como sigue.(

− 1

2
∇2
i +

∫
ρ(r

′
)

|r − r′ |
dr

′3 + v(r) +
δEXC [ρ(r)]

δρ(r)

)
φi(r) = εiφi(r) (4.79)

(
− 1

2
∇2
i + vef (r)

)
φi(r) = εiφi(r) (4.80)

Estas ecuaciones son conocidas como las ecuaciones de Kohn Sham. De las cuales,
le corresponde a cada electrón, de los N existentes que conforman el sistema, una
y solo una ecuación de estas.
La solución a estas ecuaciones conforma un procedimiento práctico para encontrar
la densidad electrónica ρ(r) asociada al estado base de los N electrones del sistema
cristalino, dada por la siguiente expresión.

ρ(r) =

N∑
i=1

φ∗i (r)φi(r) (4.81)

Las ecuaciones de Kohn Sham transforman un problema de N electrones interac-
tuando a un problema de N electrones no interactuando moviéndose bajo la acción
de un potencial efectivo vef (r) creado por los demás electrones y los iones del cristal.
En otras palabras esto quiere decir que ya no es necesario resolver una ecuación aco-
plada polifuncional de la forma 4.17, si no ahora solo hay que resolver N ecuaciones
desacopladas de la forma 4.80. Esto se esquematiza en la �gura4.9.

=⇒

Figura 4.9: Modelo asociado a las ecuaciones de Kohn Sham. En el cual se
muestra el desacople entre electrones e iones del cristal y la no interacion.

El objetivo en este punto es encontrar una expreción que represente el intercambio
y la correlación electronica EXC , ya que este término dentro del potencial efectivo
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de las ecuaciones4.80 de Kohn Sham es un elemento desconocido. La busqueda de
este término es el santo grial hoy por hoy de la físca térorica de materiales en la
actualida. Dos propuestas muy sólidas en terminos computacionales que permiten
describir muy bien el término de intercambio y correlación son la Aproximación de
Densidad Local y la Aproximación de Gradiente Generalizado. Estas dos propuestas
serán tratadas a continuación.

4.5. Aproximación de Densidad Local

Esta aproximación considera la densidad de carga electrónica del sólido como la de
un gas homogéneo de electrones localmente, esto conduce a pensar que se asume
que la densidad de carga electrónica varía suavemente en el espacio del sólido.
Debido a esto se le conoce como Aproximación de Densidad Local (LDA). Por
tanto, el funcional de energía propuesto para el término de intercambio y correlación
electrónica es

ELDAXC [ρ(r)] =

∫
drρ(r)εxc(ρ(r)) (4.82)

En donde εxc(ρ(r)) representa la energía de correlación e intercambio por electrón
de un gas homogéneo electrónico que tenga densidad ρ(r) uniforme. La LDA a
pesar de ser una aproximación bastaste atrevida respecto a las grandes variacio-
nes que presenta la densidad en sistemas moleculares y condensados, en bastantes
casos los resultados obtenido de implementar LDA concuerdan muy bien con los
experimentos(18). Esta aproximación predice constantes de red con un grado de
aceptación alto para metales, mientras que en semiconductores y aislantes los resul-
tados no son muy favorables. Respecto a estos dos últimos materiles los resultados
no son buenos al calcular el gap y la energía de cohesión.

4.6. Aproximación de Gradiente Generalizado

La segunda opción para encontrar el funcional de intercambio y correlación EXC [ρ(r)]
es haciendo uso de la Aproximación de Gradiente Generalizado (GGA) en la cual
se considera que la contribución de intercambio y correlación de un volumen in-
�nitesimal depende de la densidad local y del gradiente de densidad. Para esta
aproximación el funcional de intercambio y correlación esta dado por

EGGAXC [ρ(r), ‖∇ρ(r)‖] =

∫
drρ(r)Fxc(ρ(r),∇ρ(r)) (4.83)

Existen varias parametrizaciones numéricas para de�nir el funcional Fxc, como Per-
dew y Wang (PW86), Becke y Perdew (BP), Lee-Yang-Parr (LYP) y Perdew-Wang
(PW91), en este trabajo se uso la denominada PBE93 desarrollada por Perdew ,
Burken y Ernzerhof, una descripción detallada de esta parametrización se encuentra
en la referencia(42).La GGA obtiene buenos resultados al calcular los parámetros
de red de metales alcalinos y 3d, aunque no son muy buenos al ser implementado
en sistemas 5d y semiconductores(18). Sin embargo, mejora el valor de la energía
de cohesión en semiconductores y aislantes al ser comparada con las obtenidas de
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la LDA(23).

En este punto, teniendo una expresión para el funcional de energía de intercambio
y correlación electrónica EXC [ρ(r)], ya sea con LDA o GGA, resta por escoger una
base adecuada en la cual sea posible expresar las funciones asociadas a los electrones
φi(r) las cuales permita resolver las ecuaciones de Kohn Sham4.79. Diversos méto-
dos se han formulado para escoger una base adecuada, brevemente se describirán
los métodos más usados en las siguiente sección.

4.7. Métodos para la base de las funciones de onda

La �nalidad es determinar una función de onda para todos los electrones, la cual
permita describir de forma adecuada las propiedades físicas del sólido cristalino(18).
Como primera medida se podría pensar que un conjunto discreto de ondas planas
puede expandir las funciones de onda electrónicas, de forma semejante a como lo
establece el teorema de Bloch o Floquet(43).

Φ(~r) = u(~r)ei
~k·~r ⇐⇒ u(~r) = u(~r + ~R) (4.84)

Sin embargo, es bien sabido que en la región muy cercana al ion del cristal las
funciones de onda presentan rápida oscilaciones las cuales no se pueden expandir
de forma adecuada en un número razonable de ondas planas.
Esto conlleva a proponer otros métodos que de�nan una base la cual permita de�nir
de forma adecuada dichas funciones de onda. Entre estos métodos están APW,
LAPW y FP-LAPW.

4.7.1. El conjunto base de ondas planas aumentadas (APW)

Para 1937 Slater de�ne que cerca del núcleo atómico el potencial como las funciones
de onda varían fuertemente y son aproximadamente esféricas, mientras que en el
espacio comprendido entre átomos del cristal estas mismas funciones de onda son
ondas planas y el potencial es constante. Según este planteamiento se divide el
espacio de la celda unitaria del cristal en dos regiones: alrededor de cada átomo se
dibuja una esfera de radio R (denotada por Sα) conocida como esfera de Mu�n-
tin. Mientras que el espacio restante fuera de las esferas se le conoce como región
intersticial (denotada por I).Esto se puede representar esquematicamente como lo
muestra la �gura4.10
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x

z

y

Region S

Region Intesticial I

Ion

−→
Rα

Figura 4.10: Esquema que representa la división de la celda unitaria en las
regiones S e I según el método APW.

Así entonces, la función de onda se escribirá como

φi(r) =


1√
V

∑
G

CGe
i(~G+~k)·~r r ∈ I∑

l,m

Aαl,mu
α
l (r, E)Y lm r ∈ S

(4.85)

En la anterior relación ondulatoria ~G es el vector de onda de la red reciproca, ~k es
el vector de onda de la primera zona de Brillouin, ~r es la posición en el espacio real.
V determina el volumen de la celda unitaria, Y lm son los armónicos esféricos, Aαl,m
y E son parámetros indeterminados y uαl (r, E) es la solución radial de la ecuación
de Schrodinger del átomo libre α.{

− d2

dr2
+
l(l + 1)

r2
+ V (r)− El

}
rul(r) = 0 (4.86)

Es de importancia aclarar que las funciones U no tiene signi�cado físico, simple-
mente hacen parte de una función base, no de la función propia buscada. Y ya que
tienen gran parecido con la función propia en la región del cristal, funcionan como
una base muy buena.
Bajo ese orden de idea, la motivación que llevó a Slater por la elección de esas fun-
ciones radica en que encontró que las ondas planas son la solución de la ecuación
de Schrodinger en un potencial constante y las funciones radiales son soluciones en
un potencial esférico siempre y cuando El sea igual al eigenvalor. Lo importante
por destacar es que la función no presenta continuidad en la frontera de la región
S, lo cual genera la necesidad de imponer ciertas condiciones. Se necesita entonces,
que la onda plana fuera de la esfera empalme en valor con la función dentro de la
esfera en la región super�cial de esta misma. Para lograr este objetivo se escribe la
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onda plana en términos de armónicos esféricos al rededor del origen de la esfera del
átomo α como sigue

1√
V
ei(

~G+~k)·~r =
4π√
V
ei(

~G+~k)· ~rα
∑
l,m

iljl(|~G+ ~k||~r|)Y l∗m (~G+ ~k)Y lm(r) (4.87)

En la cual el termino jl representa la función de Bessel de orden l. Así entonces,
para garantizar la continuidad en la frontera Sα es necesario que la parte lm de la
ecuación4.87 sea igual a la misma parte de la ecuación4.85, de lo cual se obtiene.

Aαl,m =
4πei(

~G+~k)· ~rα
√
V uαl (r, E)

(|~G+ ~k||~r|)Y l∗m (~G+ ~k) (4.88)

Lo cual genera un problema de valor propio no lineal, que entrar a resolverlo es una
tarea desgastante debido a que las funciones ul(~rα, E) solo están de�nidas en los
autovalores energéticos de las ecuaciones de Konh-Sham4.79 por lo cual el conjunto
base será independiente de la energía.
Esta di�cultad sugiere buscar una base más fácil de trabajar, que para la década
de los 70 aparecería.

4.7.2. El conjunto base de ondas planas aumentadas y linea-
lizadas (LAPW)

En el año de 1975 Andersen propone hacer una expansión en series de Taylor para
la función ul(rα, E) con el �n de encontrar una continuidad estable de las funciones
φi(r) en la frontera entre la región I y S (18).
Para entender lo propuesto por Anderson es necesario recordar que lo complejo en
el método APW radica en que las funciones ul(rα, E) deben ser construidas con
la energía propia E, la cual es desconocida. Así entonces, lo ideal sería encontrar
las funciones ul(rα, E) a partir de cantidades conocidas. Para ello partimos del
hecho que las funciones base dentro de las esferas matemáticas S son combinaciones
lineales de las funciones radiales uαl (r, E)Y lm y sus respectivas derivadas respecto a
la energía u̇αl (r, E)Y lm. Derivada la cual, satisface la siguiente relación{

− d2

dr2
+
l(l + 1)

r2
+ V (r)− El

}
ru̇l(r) = rul(r) (4.89)

Ahora calculemos uαl (r, E) en sobre una energia E0 �ja y desarrollamos esa función
en una serie de Taylor, esto es:

uαl (r
′
, εn~k ) = uαl (r

′
, E0) + (E0 − εn~k )

∂uαl (r
′
, E)

∂E
|E=E0︸ ︷︷ ︸

u̇αl (r, E)

+0(E0 − εn~k )2 + · · · (4.90)

Reemplazamos este término por el semejante de la ecuación 4.85 del método APW
con lo cual se obtiene el conjunto base de ondas planas aumentadas y linealizadas
(LAPW). Conjunto mostrado a continuación

φi(r) =


1√
V

∑
G

CGe
i(~G+~k)·~r r ∈ I∑

l,m

(
Aαl,mu

α
l (r, E) +Bαl,mu̇

α
l (r, E)

)
Y lm r ∈ S

(4.91)
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Con lo cual se de�ne continuidad en la frontera entre la zona esférica e intersticial
de la celda cristalina del sólido. Para más detalle concerniente al tema presentado
en esta sección dirigirse a la referencia (44).
Es de importancia aclarar que dentro del método LAPW las funciones ul(r) y u̇l(r)
se encuentra haciendo uso de integración numérica de la ecuación radial de Schro-
dinger, es decir de las ecuaciones 4.89, sobre una grilla radial dentro de la región
S. Aparte de esto, los valores CG se obtienen utilizando principios variacionales.
La continuidad en las funciones φi(r) que garantiza este método en las dos regiones
tratadas lo ha catalogado como un buen método para realizar cálculos de super�cies,
estructuras electrónicas y el pionero en el cálculo del modelamiento de materiales
que contengan átomos de metales de transición(45).

4.7.3. El método FP-LAPW

En el método LAPW la di�cultad se presenta en que las funciones tratadas no
son ortogonales, dicho método puede ser perfeccionado adicionando funciones base
independientes de Kn, a través de un procedimiento que se encargue de realizar
extensión en los orbitales locales necesarios.
Aquellos orbitales son combinaciones lineales de dos funciones radiales, dos energías
propias diferentes y la derivada de la energía. Esta especi�cidad de orbital genera
un cambio en la función asociada de la región S de métodos LAPW, de tal modo
que dicha función se transformara en:

φSi (~r) =
∑
l,m

(
Aαl,mu

α
l (~r,E1,l) +Bαl,mu̇

α
l (~r,E1,l) + Cαl,mu

α
l (~r,E2,l)

)
Y lmr ∈ S (4.92)

Así entonces, los términos Aαl,m,B
α
l,m y Cαl,m deben ser determinados para que ga-

ranticen la normalización de los orbitales φSi (~r) y valor nulo de estos en la super�cie
de la región S. En el método LAPW se realizaba la expansión de los potenciales
según los dos siguientes términos

V (~r) =
∑
l,m

V (~r)Y lm(~r) r ∈ S (4.93)

V (~r) =
∑
G

VGe
i(~G+~k)·~r r ∈ I (4.94)

Aproximación bajo la cual se tomaba a l = 0 , m = 0 y G = 0 lo que generaba
la aproximación de mu�n-tin. Esto genera restricciones en la expansión de los
potenciales y su forma conllevando a un moldeamiento muy rígido de estos.
Lo más adecuado posible seria entonces tener en cuenta componentes adicionales en
la expansión de los potenciales de las ecuaciones 4.93 4.94 y realizar una expansión
adecuada en ondas planas en la zona intersticial I, esto es lo que se le conoce como
el método Full Potential Linearized Aurmented Plane Waves Method (FP-LAPW).

4.8. D.F.T y Wien2k

Teniendo una expresión aproximada para el potencial de intercambio y correlación
y una base adecuada en la cual se puedan expandir las funciones de una partícula
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de Kohn-Sham podemos resolver las ecuaciones asociadas. En cálculos basados en
DFT las ecuaciones de Kohn-Sham se resuelven separadamente sobre una grilla de
puntos de muestreo en la zona irreducible de Brillouin y los orbitales resultantes se
usan para construir la densidad de carga. El proceso consiste en �jar una densidad
de carga y resolver una ecuación de valores propios en cada punto de la zona irredu-
cible de Brillouin. Esto equivale a resolver auto-consistentemente las ecuaciones de
Kohn-Sham, ya que los estados electrónicos ocupados generan una nueva densidad
de carga, la cual produce el potencial electrónico que a su vez fue usado para cons-
truir las ecuaciones. De esta manera la solución de las ecuaciones de Kohn-Sham
se reduce a un problema de valores propios que se resuelve mediante la diagonali-
zación de una matriz hamiltoniana cuyo tamaño está determinado por el número
de ondas base que se utilizan para expandir las funciones de onda electrónicas. En
la �gura4.11 se muestra un diagrama de �ujo en el que se indica, de manera gene-
ral, los pasos de la solución autoconsistente de las ecuaciones de Kohn-Sham(13; 18).

Primero se construye el potencial iónico, de�niendo los tipos de átomos y sus res-
pectivas posiciones. Se escoge la energía de corte para la expansión del conjunto
de ondas base y se calcula una densidad electrónica inicial con la que se establecen
los potenciales de Hartree y de intercambio-correlación, para después resolver las
ecuaciones de Kohn-Sham y obtener una nueva densidad electrónica. Se comparan
las densidades electrónicas inicial y nueva, si las densidades no son similares se re-
pite el ciclo usando la nueva densidad para resolver nuevamente las ecuaciones de
Kohn-Sham, el proceso termina cuando la densidad electrónica obtenida en uno de
estos ciclos no presenta una variación signi�cante con respecto a la lograda en el
ciclo anterior; con esta última densidad se calcula la energía total(13; 18). Existen
diversos paquetes numéricos para solucionar estas ecuaciones, entre los cuales esta,
QUANTUM-ESPRESSO, ADF, ABINIT, CPMD, GAUSSIAN, SIESTA. El pa-
quete usado en este trabajo fue Wien2k. El código de este paquete fue escrito en
lenguaje Fortran 90, para su óptimo funcionamiento requiere ser instalado en un
sistema operativo UNIX LINUX. En la Fígura4.13 se muestra6 el diagrama de �ujo
que indica los pasos de la solución autoconsistente de las ecuaciones de Kohn-Sham
usados en Wien2k.
Los pasos de uso que se implementaron para estudiar las propiedades estructurales
y electrónicas de la multicapa 1x1 CrN/GaN con Wien2k puede consultarlos en la
cartilla (Esta cartilla se encuentra en el CD incluido al �nal de este documento.)
�Multicapa 1X1 CrN/GaN con Wien2k; Proceso de inicialización� construida como
objetivo general del presente trabajo.

6Extraído del manual de usuario. http://www.wien2k.at/
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Figura 4.11: Diagrama esquemático del ciclo autoconsistente en el cálculo de
energía total mediante DFT.
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Figura 4.12: Logo de paquete numerico Wien2k.
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Figura 4.13: diagrama de �ujo Wien2k





Capı́tulo 5
Resultados y Discusión

El cientí�co encuentra su recompensa en
lo que Henri Poincare llama el placer de
la comprensión, y no en las posibilidades

de aplicación que cualquier
descubrimiento pueda conllevar.

Albert Einstein

Resumen: En el presente capítulo se presentan los resultados obte-
nidos sujetos al objetivo general y los objetivos especí�cos. Se realiza
una división en dos secciones, la primera de estas expone los resultados
referentes a la construcción de la cartilla en la segunda se presentan los
resultados obtenidos del modelamiento de la multicapa 1x1 CrN/GaN.

5.1. Cartilla. Resultados y Discusión

La cartilla se construyó siguiendo los lineamientos de uso del paquete Wien2k.
Mostrando dentro de la misma, el detalle técnico al hacer uso del software para
modelar propiedades estructurales y electrónicas. Se tomó como ejemplo y guía de
cálculo la multicapa 1x1 CrN/GaN en la fase cristalográ�ca NaCl.
Se realizó una prueba piloto a la cartilla haciendo uso de una matriz de evolución,
teniendo en cuenta tres aspectos de interés; Contenido, Diseño y Uso.

5.1.1. Descripción de la Población

Las personas quienes dieron el diagnostico en términos del contenido, diseño y uso
de la cartilla, fueron estudiantes de decimo (10o	) semestre de Licenciatura en Física
de la Universidad Francisco Jóse de Caldas, los cuales desarrollan trabajos de grado
dirigidos a la modelación de propiedades estructurales y electrónicas de compuestos
basados en metales de transición haciendo uso del paquete Wien2k.
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5.1.2. Diagnostico

Se construyó un matriz de evolución para diagnosticar la funcionalidad de la cartilla
de acuerdo a la poblacion descrita en la sección5.1.1.

5.1.2.1. Contenido de Cartilla

La tabla5.1 muestra los resultados obtenidos con relación al contenido de la cartilla
según la opinión de los tres jurados. En esta se observa que la descripción realizada
del proceso de uso del wien2k obtuvo un puntaje de 5 sobre 5, lo que proyecta a la
cartilla como una buena guía técnica. Con relación al vocabulario usado se logró un
puntaje de 4.3 sobre 5, permitiendo asegurar que aunque fue bueno el vocabulario
usado, la cartilla dirigida a este tipo de población hubiese podido ser escrita con un
lenguaje más profesional con relación al contexto de estudio.

Usuario Contenido

Descripción de proceso Vocabulario

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

e1 X X

e2 X X

e3 X X

Tabla 5.1: Tabulación de resultados respecto al Contenido de la cartilla

La gra�ca de la �gura5.1 muestra el comportamiento de los valores relacionados
al diagnostico del contenido de la cartilla. Se observa que los datos presentan una
tendencia elevada sobre el espectro del puntaje de evaluación, lo que a�anza los
resultados expuestos anteriormente.

Figura 5.1: Comportamiento de los valores obtenidos en el diagnostico del
contenido de la cartilla.
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5.1.2.2. Diseño de Cartilla

En la tabla5.2 se muestra los resultados del diagnostico evaluativo de la cartilla con
relación al diseño. Se obtuvo, que tanto el tamaño de la letra como la calidad de
las imágenes son bastante favorables para el uso de la cartilla, con un valor de 4.6
sobre 5.
La valoración de los colores usados en la cartilla, dio como resultado un máximo
puntaje como se ve observa en el segundo espacio de la tabla 5.2. Mostrando, que
los colores usados dentro de la cartilla fueron favorables en la lectura y presentación
de la misma.

Usuario Diseño

Letra e Imagen Color

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

e1 X X

e2 X X

e3 X X

Tabla 5.2: Tabulación de resultados respecto al Diseño de la cartilla

Los resultados expuestos anteriormente se corroboran con el comportamiento de
estos en la grá�ca de la �gura5.2, mostrando una tendencia alta sobre el espectro
de cali�cación.

Figura 5.2: Comportamiento de los valores obtenidos en el Diseño de la
cartilla.

5.1.2.3. Uso de Cartilla

En la tabla5.3 se observa que la utilidad de la cartilla es bastante favorable como
guía especi�ca del Wien2k. El valor obtenido respecto a su utilidad fue 4.6 sobre
un escala de 5.
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Usuario Uso

Utilidad

1 2 3 4 5

e1 X

e2 X

e3 X

Tabla 5.3: Tabulación de resultados respecto al Uso de la cartilla

La grá�ca de la �gura permite resaltar la excelente aprobación en la utilidad de la
cartilla. Donde se observa un comportamiento al alza de la utilidad sobre el espectro
de cali�cación, corroborando los resultados obtenidos en los criterios de Contenido
y Diseño de la cartilla.

Figura 5.3: Comportamiento de los valores obtenidos en la Utildiad de la
cartilla.

5.1.2.4. Observaciones complementarias de evaluadores

A �n de reforzar los resultados anteriores, se exponen las observaciones escritas por
los evaluadores.
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Evaluador 1
�La cartilla describe de forma general el uso de Wien2k paso
a paso una multicapa en función de calcular las propiedades
estructurales y electrónicas. Sin embargo, hace falta incluir una
sección se errores comunes que se pueden generar en el uso
del paquete y las soluciones directas. En general, es una buena
descripción para iniciar en Wien2k.�

Julieth Villamarin Vargas
Lic. En Física/Modelación del NSi

Evaluador 2
�La cartilla me parece muy buena para mí que conozco el pro-
grama. Tiene una manera clara y concisa de lo que toca hacer y
cómo hacerlo.�

Javier Villanueva Hernandez
Lic. En Física/Universidad Distrital/Modelación del NSi/NTi

Evaluador 3
�Es de muy buena ayuda la cartilla para nosotros porque nos
guía en los temas que estamos manejando, además es poca la
documentación que se encuentra sobre el software y es de difícil
acceso a una cartilla tan puntual y de fácil comprensión como la
que se presenta, por lo que es aplicable a una población que este
inicializando con el mundo Linux (OpenSuse) y con el software
Wien2k.
Por otro lado, la explicación de los cristales es un buen inicio
para entender la complejidad que maneja el software.�

Julián Andrés Rico Vanegas
Lic. En Física/Universidad Distrital/Modelación del CeO

Según los resultados obtenidos y expuestos anteriormente, se encuentra que la carti-
lla como una guía técnica de usuario, obtuvo una excelente aceptación por parte de
la comunidad evaluadora. Permitiendo asegurar que dicha cartilla es y será de utili-
dad para futuros usuarios o estudiantes interesados en la modelación de compuestos,
basados en metales de transición, haciendo uso del paquete numérico Wien2k.

La construcción y gestación de la cartilla cobra sentido al momento de haber rea-
lizado el estudio y la modelación de las propiedades estructurales y electrónicas de
la multicapa 1x1 de NCr/NGa en las fases cristalográ�cas Wurtzita, Zicnblenda y
NaCl; a través del paquete Wien2k. Por tal razón, se exponen los resultados del
estudio realizado a continuación.
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5.2. Multicapa 1x1 CrN/GaN. Resultados y Discu-
sión

5.2.1. Detalles de Cálculo

Los cálculos se realizan dentro del marco de la Teoría del Funcional Densidad
(DFT) y usando Ondas Planas Aumentadas y linealizadas-Potencial Completo (FP-
LAPW) implementado en el paquete WIEN2k (56). Los efectos de correlación e
intercambio de los electrones se tratan usando la aproximación de Gradiente Gene-
ralizado (GGA) de Perdew, Burke y Ernzerhof (PBE) (57). En el método LAPW la
celda se divide en dos tipos de regiones, las esferas atómicas centradas en los sitios
nucleares y la región intersticial entre las esferas no superpuestas, ver capitulo4 sec-
ción4.7. Dentro de las esferas atómicas S las funciones de ondas se reemplazan por
funciones atómicas, mientras que en la región intersticial I, la función se expande
en ondas planas. La densidad de carga y los potenciales se expanden en armóni-
cos esféricos hasta lmax = 10 dentro de las esferas atómicas y la función de onda
en la región intersticial I se expande en ondas planas con un parámetro de corte
Kmax = 8/Rmt donde Rmt es el radio más pequeño de la esfera atómica en la
celda unitaria y Kmax es la magnitud del vector ~k más grande de la red recíproca.
Para asegurar convergencia en la integración de la primera zona de Brillouin se
utilizaron 1600 puntos, lo que corresponde a 140 puntos k en la parte irreducible de
la primera zona de Brillouin para la fase NaCl, 126 puntos k en la parte irreducible
de la primera zona de Brillouin para la fase Zincblenda y 144 puntos k en la parte
irreducible de la primera zona de Brillouin para la fase wurtzita.
Las integrales sobre la zona de Brillouin se resuelven usando la aproximación es-
pecial puntos k de Monkhorst-Pack. La autoconsistencia se logra exigiendo que la
convergencia de la energía total sea menor que 10−4Ry. Para la expansión del poten-
cial en la región intersticial, se considera Gmax = 12. Los radios Mu�n-tin fueron
de 1.6 bohr para el N , 1.95 bohr para el Ga y 1.85 para el Cr. Los cálculos se reali-
zan teniendo en cuenta la polarización de espín, debido a la presencia del átomo Cr.

Para determinar tanto la fase de cristalización más estable a una presión y tempe-
ratura �nita, como una posible transición de fase producida por presión, utilizamos
la energía libre de Gibb, ecuación5.1

G = E + pV + TS (5.1)

Adicionalmente, dado que se han reportado transiciones de fase estructurales para
los nitruros de metales de transición y las transiciones de fase de la estructura NaCl
−→ wurtzita son independientes de la temperatura (58), se puede despreciar el úl-
timo término de la energía de Gibb 5.1 y tomando la entalpía H, la energía libre de
Gibb se simpli�ca a: H = E + PV (58), (59), (60). Usamos esta ecuación para las
tres estructuras cristalinas consideradas en este trabajo. Sin embargo, no podemos
excluir la posible existencia de otras estructuras estables o metaestables para la
multicapa 1x1 CrN/GaN. Para obtener la constante de red, el volumen mínimo, el
módulo de volumen y la energía de cohesión de cada estructura estudiada, los da-
tos calculados fueron ajustados a la ecuación de estado de Murnaghan, ecuación5.2.
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E(V ) = E(Vo) +
BoV

Bo

[
(Vo/V )B

′

B′o − 1
+ 1

]
− BoV

B′o − 1
(5.2)

Donde Bo es el modulo de volumen, su primera derivada es Bo, Vo es el volumen
de equilibrio de la celda y Eo es la energía de cohesión, de�nida en al ecuación5.3.

Eo(r) = Eatl(r)−
∑
~k

−1

2

∫
V C(~r)ρ(~r)d~r −

∫
4V XCρ(~r)d~r + Eion−ion︸ ︷︷ ︸

energia total Etot(r)

(5.3)

5.2.2. Resultados de las propiedades estructurales

Encontramos que la multicapa 1x1 CrN/GaN modelada en la fase NaCl mediante la
intercalación de una capa de GaN y una capa de CrN a lo largo de eje z, cristaliza en
una estructura tetragonal con grupo espacial 123 (P4/mmm), estructura mostrada
a continuación.

Figura 5.4: Celda unitaria de la multicapa 1x1 CrN/GaN cristalizada en la
estructura NaCl.

Mientras que la multicapa modelada en la fase wurtzita cristaliza en una estructura
perteneciente al grupo espacial 156 (P3m1), presentada en la �gura5.5
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Figura 5.5: Celda unitaria de la multicapa 1x1 CrN/GaN cristalizada en la
estructura wurtzita.

Y la modelada en la fase zincblenda cristaliza en la estructura perteneciente al
grupo espacial 122 I − 42d, mostrada en la �gura5.6

Figura 5.6: Celda unitaria de la multicapa 1x1 CrN/GaN cristalizada en la
estructura zincblenda.

La constante de red de la multicapa, los valores c/a, el módulo de volumen (Bo), el
volumen mínimo (Vo) y la energía mínima (Eo) (por fórmula unidad) de la multi-
capa 1x1 CrN/GaN calculadas en las estructuras wurtzita, zincblenda y NaCl son
mostrados en la tabla 5.4.
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Tabla 5.4: Parámetros estructurales.

Fase a(Å) c/a Vo(Å3) Bo(GPa) Eo(eV)

Wurtzita 3.20 1.639 46.39 191.5 - 22.96

ZincBlenda 4.55 - 46.95 179.6 - 22.78

NaCl 2.99 1.412 37.59 264.4 - 22.44

Se observa que el valor más pequeño del mínimo de energía ocurre en la fase wur-
tzita, por tanto, la estructura más favorable de cristalización para la multicapa 1x1
CrN/GaN es la hexagonal tipo wurtzita. Los valores de los módulos de volumen
son altos, lo que con�rma que este compuesto posee alta dureza, lo que los hace
atractivo para posibles aplicaciones en altas temperaturas y en recubrimientos du-
ros.
La Figura 5.7 muestra las curvas de energía cohesión como una función del volu-
men y ajustadas a la ecuación de estado de Murnaghan ecuación 5.2 para cada una
de las tres fases estructurales consideradas en el presente estudio. Las energías y
volúmenes están dados por fórmula unidad de la multicapa CrN/GaN.

Figura 5.7: Energía cohesión en función del volumen ajustadas a la ecuación
de estado de Murnaghan para las tres estructuras estudiadas de la multicapa
1x1 CrN/GaN.

Hemos tomado como cero la suma de las energías de los átomos neutros del Cr, Ga
y N aislados. Por consiguiente, el valor absoluto del mínimo de la energía de cada
curva, es la energía de cohesión de la multicapa 1x1-CrN/GaN en la fase correspon-
diente. En la �gura 5.7 se observa que cada estructura considerada es metaestable,
ya que existe un mínimo de energía en la curva correspondiente. La fase estructural
más estable calculada en el estado base (T = 0◦K) es la hexagonal tipo wurtzita,
debido a que su valor mínimo de energía es el más bajo de todas las curvas exami-
nadas. Lo que con�rma el resultado mostrado en la tabla 5.4.
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Figura 5.8: Entalpía en función de la presión para la multicapa CrN/GaN
en las fases wurtzita y NaCl con una presión de transición de 13.5 GPa.

Adicionalmente, en la �gura 5.7 se observa que la curva correspondiente a la fase
más estable, hexagonal tipo wurtzita, se cruza con la curva de la estructura NaCl
de menor volumen de equilibrio, lo que indica una posible transición de fase de la
multicapa, de la fase wurtzita a la fase NaCl. La energía mínima E0 de la multicapa
CrN/GaN en la fase NaCl es 0,2164 eV/(fórmula unidad) más alta que la corres-
pondiente a la fase wurtzita; por lo tanto, la transición de fase en la multicapa se
debe inducir aplicando una presión externa. Con el �n de describir la transición
de fase, calculamos la entalpía en función de la presión para cada estructura. Al
sobreponer las rectas de entalpía en función de la presión, como muestra la Figura
5.8, obtenemos un valor de PT = 13, 5 GPa para la presión de transición. Nótese
que antes de la transición (p < PT ) el valor más bajo de la entalpía correspon-
de a la fase wurtzita, indicando estabilidad relativa de esta fase en ese rango de
presiones; mientras que, después de la transición (p > PT ) la fase NaCl tiene la
entalpía más baja, con�rmando su estabilidad en esta región del diagrama de fase.
Durante la transición de fase se presenta una reducción del 18, 96 % del volumen,
cuando pasa de 46,39 Å3 en la fase wurtzita a 37, 59 Å3 en la fase NaCl. También
encontramos que el módulo de volumen de la multicapa CrN/GaN en la fase NaCl
aumenta signi�cativamente respecto al módulo de volumen en la fase wurtzita, lo
que indica que la cristalización de la multicapa 1x1 CrN/GaN en la fase NaCl da
como resultado un material mucho más rígido que en la fase wurtzita.

5.2.3. Resultados de las propiedades electrónicas

La Figura 5.9 muestra la densidad de estados total y parcial en la fase más favorable
calculada en este trabajo.
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Figura 5.9: Densidad de estados total y parcial de la multicapa 1x1 CrN/GaN
en la fase wurtzita en el volumen de equilibrio.

Y la Figura 5.10 muestra la densidad de estados total y parcial en la fase NaCl
calculada en este trabajo.

Figura 5.10: Densidad de estados total y parcial de la multicapa CrN/GaN
en la fase NaCl en el volumen de equilibrio.

Encontramos que, tanto en la fase wurtzita como en la NaCl la multicapa 1x1 CrN/-
GaN presenta un comportamiento metálico, en oposición al GaN tipo wurtzita que
tiene un comportamiento semiconductor (gap experimental ∼3.4 eV). El compor-
tamiento metálico de la multicapa CrN/GaN, está determinado principalmente por
los electrones Cr-d y en una mínima proporción por los electrones N-p. Por otro la-
do, el acoplamiento entre los estados metálicos Cr-d y los estados no metálicos N-p
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resultan en un fuerte enlace covalente responsable de la alta dureza del compuesto
(61).

En la fase wurtzita la banda de valencia está divida en tres regiones, la primera
entre ∼ - 15 eV y ∼ -13 eV está gobernada principalmente por los estados Ga-d
con una pequeña contribución de los estados N-s. La región entre ∼ -7 eV y ∼ -
2.5 eV se compone por los estados híbridos N-p y Cr-d en la misma proporción. La
región entre ∼ -2.5 eV y el nivel de Fermi se compone principalmente por los estados
Cr-d con una pequeña contribución de los electrones N-p. La multicapa presenta
propiedades magnéticas, siendo el momento magnético por celda de 6, 0µβ , además
se observa mayor localización de los estados, indicada por los picos cercanos al nivel
de Fermi y constituidos básicamente por los estados Cr-d.

En la fase NaCl �gura 5.10, la banda de valencia presenta una región profunda
alrededor de los ∼ -15 eV, constituida principalmente por el estado Ga-d, la región
comprendida entre ∼ -9 eV y el nivel de fermi, se compone principalmente por los
electrones Cr-d y en menor contribución por los electrones N-p. Entre ∼ -2 eV y
el nivel de Fermi se observa mayor localización de los estados, indicada por los
picos cercanos al nivel de Fermi y constituidos básicamente por los estados Cr-d.
La multicapa presenta un comportamiento magnético, con un momento magnético
por celda de 2, 96µβ .

Tanto en la fase wurtzita como NaCl, la multicapa presenta propiedades magné-
ticas, debido principalmente a los estados Cr-d. Un resultado teórico similar fue
encontrado en closter de GaN dopados con Cr (62).

La �gura 5.11 muestra un diagrama de bandas calculado para la fase cristalina más
favorable en este trabajo (hexagonal tipo wurtzita), calculado a lo largo de caminos
de alta simetría para las orientaciones de espín arriba y espín abajo. Evidencia este
diagrama un comportamiento metálico del compuesto, por la ausencia de una bre-
cha de energía prohibida con respecto al nivel de Fermi y por lo tanto se superponen
las bandas alrededor de este nivel cero de energía.

La clara invasión de los espaguetis sobre el nivel de Fermi de la �gura 5.12 y
la usencia de una brecha energética en esta misma con�rman el comportamiento
conductor del la multicapa en la fase cristalina NaCl al igual que el diagrama de
bandas para la estructura wurtzita de la �gura5.11.
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Figura 5.11: Estructura de bandas,Densidad de estados total y parcial de la
multicapa CrN/GaN en la fase wurtzita en el volumen de equilibrio.

Figura 5.12: Estructura de bandas,Densidad de estados total y parcial de la
multicapa CrN/GaN en la fase wurtzita en el volumen de equilibrio.





Capı́tulo 6
Conclusiones y Perspectivas

La ciencia hace a la gente tratar de
luchar desinteresadamente para llegar a
la verdad y la objetividad, enseña a la

gente a aceptar la realidad, con asombro
y admiración, por no mencionar el

asombro y alegría que el orden natural de
las cosas produce en el verdadero

cientí�co.

Lise Meitner

Resumen: En el presente capítulo se exponen las conclusiones de los
resultados obtenidos en el trabajo y las perspectivas que se generan del
estudio realizado.

Se realizaron cálculos de primeros principios para determinar las propiedades es-
tructurales y electrónicas de las multicapas 1x1 de CrN/GaN. De lo cual se concluye
que:

1. Se encuentra que la fase más favorable de cristalización para multicapa 1x1
CrN/GaN es la hexagonal tipo wurtzita.

2. Se observa que la multicapa 1x1 CrN/GaN, puede sufrir una transición de
fase, de la estructura wurtzita a la estructura NaCl, mediante la aplicación
de una presión externa, siendo la presión de transición de PT = 13,5 GPa.

3. Se encuentra que los valores de los módulos de volumen son 191,5 GPa en
la fase wurtzita y 264,4 GPa en la fase NaCl. Estos módulos de volumen
son altos, por lo que la multicapa es bastante dura, haciéndola atractivas
para posibles aplicaciones a altas temperaturas y altas potencias, como un
recubrimiento duro, como contacto metal semiconductor, entre otras.

4. Se encuentra que la multicapa 1x1 CrN/GaN posee un comportamiento me-
tálico, debido principalmente a la contribución de los electrones Cr-d.

59
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5. Se observa que la densidad de estados DOS para la polarización de espín
arriba y abajo en multicapa 1x1 CrN/GaN, cerca del nivel de Fermi, no
son simétricas, por tanto, la multicapa presenta propiedades magnéticas, con
momentos magnéticos por celda de 2, 96µβ y 6, 0µβ en las fases wurtzita
y NaCl respectivamente. Lo que le abre a la multicapa la posibilidad de
aplicaciones en espintrónica.

6. Como perspectiva de este estudio, en un trabajo posterior, se propone estu-
diar cómo varía la constante de red, el modulo de volumen, las propiedades
electrónicas y magnéticas, al aumentar el número de monocapas de CrN.

El desarrollo del estudio teórico referente a las propiedades estructurales y electró-
nicas de la Multicapa 1x1 CrN/GaN permitió la construcción de una cartilla como
guía técnica de uso del paquete numérico Wien2k. De la prueba diagnostico, a la
cual fue sometida la cartilla se halló que:

1. Se encuentra que la descripción de uso del paquete Wien2k usado en la cartilla
es adecuado para la tarea propuesta. Según el alto puntaje que presentó este
criterio en el diagnostico realizado, proyectando a la cartilla como una buena
guía de técnica de uso del paquete numérico ya mencionado.

2. Se observa que el vocabulario de la cartilla hubiese podido ser escrito con
un nivel más alto, de acuerdo con el puntaje obtenido por este criterio en
el diagnostico. Haciendo de la cartilla una guía explicita en su contenido y
forma.

3. Se obtuvo, que tanto el tamaño de la letra como la calidad de las imágenes
son bastante favorables para el uso de la cartilla, con un valor de 4.6 sobre
5. Lo que a�anza la cartilla como una destacada guía técnica del paquete
Wien2k.

4. Los colores usados dentro de la cartilla fueron favorables en la lectura y
presentación de la misma, debido a su alto puntaje obtenido en el diagnostico.
Corroborando el apropiado uso de la cartilla para sus �nes.

5. El valor obtenido respecto a su utilidad fue 4.6 sobre un escala de 5. A�an-
zando a la cartilla como una buena guía técnica de uso del paquete dentro
de la población especi�ca de estudiantes descritos posteriormente.

La construcción y diagnostico de la cartilla permite concluir que la aceptación de
está, obtuvo elevados puntajes según los criterios de Contenido, Diseño y Uso eva-
luados. Posicionándola como importante guía para estudiantes interesados en la
modelación de compuestos haciendo uso del paquete Wien2k. Ello, debido a su ex-
celente descripción y especi�cación técnica que se realiza al momento de explicar
la modelación de un compuesto tan complejo como lo es la multicapa 1x1 CrN/GaN.

Adicionalmente, se concluye que la cartilla tiene gran aplicación como guía técnica
para estudiantes que se encuentren inmersos en la modelación de materiales y la
física del estado sólido de acuerdo a la sencillez en el lenguaje y metodología que
describe paso a paso el proceso de inicialización de la modelación de la multicapa
1x1 CrN/GaN.
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Como perspectiva de este estudio, en un trabajo posterior, se propone realizar una
cartilla como guía técnica dirigida no solo a estudiantes de licenciatura en física si
no a profesores de licenciatura en física o áreas a�nes interesados en la inicialización
de la modelación de sólidos cristalinos.
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A.3. Copia de las publicaciones

Figura A.1: Copia de las publicaciones VARIATION OF MAGNETISM
OF Cr1−XGaXN DUE TO THE PRES-SURE: A DFT STUDY
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Figura A.2: Copia de las publicaciones Estudio por primeros principios
de las propiedades estructurales y electrónicas de la multicapa 1x1
nitruro de cromo/nitruro de galio (CrN/GaN)
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