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2.Descripcion

Trabajo de grado que se propone para el estudio de la teoria de la computacion o analisis del

Entscheidungsproblem, por medio de la definicion de maquinas de Turing (MT); en el cual se

encontrara una breve resefia histérica desde Leibniz hasta Turing del desarrollo de la nocién de

algoritmo.

Se definen y clasifican los autématas finitos para entender el funcionamiento, definicion,

caracterizacion y simulacion de las Maquinas de Turing, con el fin de reconocer los lenguajes

recursivamente enumerables que son recursivos, los cuales son equivalentes a una definicion de

decibilidad y seran de gran importancia para la aproximaciébn a la demostracion del

Entscheidungsproblem.
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4. Contenidos

Resefia historica de la evolucion del concepto de maquina de Turing (Algoritmo) y su relacién
con la teoria de la computacion, la cual se establece definiendo y caracterizando los automatas
finitos y los lenguajes que son aceptados por estos, con el fin de comprender mas facilmente el

funcionamiento, definicién, clasificacion y simulacion de las maquinas Turing (MT).

Al final se establece la tesis de Church—Turing para sustentar nuestra aproximacion a una

posible demostracion del Entscheidungsproblem por medio del problema de la parada.

5.Metodologia

Para el desarrollo de este trabajo de grado, no se utiliz6 ninguna herramienta de recoleccion de

datos.

6.Conclusiones

e La demostracion de la indecibilidad del Problema de la Parada, por medio de las
Magquinas de Turing, permite establecer una solucion negativa al Entscheidungsproblem.
Sin embargo, llegar a esta conclusion implica admitir que la nociéon de algoritmo es

equivalente al modelo propuesto por Alan Turing, es decir que se acepta la tesis de




Church-Turing.

La indecibilidad de la I6gica de primer orden esta relacionada con la estructura misma del
sistema. Por ejemplo, la Aritmética de Peano a pesar de trabajar con el conjunto
numerable de los ndmeros naturales y con finitos simbolos implica la existencia de
funciones no computables relacionadas con la ho enumerabilidad.

El poder computacional de las Maquinas de Turing es limitado; es por ello que a pesar de
que hay una conexion intuitiva entre la nocion de algoritmo y la Maquina de Turing no se
descarta la posibilidad de que la tesis de Church-Turing pueda ser un dia refutada.

Una solucion para el Entscheidungsproblem segun Hilbert debe cumplir con los
presupuestos establecidos por la nocién de procedimiento efectivo. Se encontrd, a partir
de la definicion de una Maquina de Turing, los requerimientos de Hilbert son satisfechos
de manera parcial pues no es posible que una MT establezca a priori los pasos
necesarios para computar una cadena.

El estudio de los lenguajes regulares y la teoria de Autématas, previo al de las maquinas
de Turing, permite conocer con mayor facilidad las propiedades computacionales de los
lenguajes aceptados por una Maquina de Turing.

La diferencia significativa entre las MT y los autdmatas es el tipo de movimientos del
cabezal, ademas de los dominios y rangos de las funciones de transicion.

El lenguaje aceptado por un autébmata es recursivamente enumerable, pues cualquier
autémata puede ser simulado usando las maquinas de Turing. Empero, no toda Maquina

de Turing se puede representar con automatas.

Elaborado por: Castellanos Camargo, Cristian Camilo; Diaz Suéarez, Yerson Libardo

Revisado por: Paez , Jorge Edgar

Fecha de elaboracién del

Resumen:




R

5.

6.

7.

Contenido

INEFOAUCCION ...ttt bbbttt ettt bbbttt nes 17
0 [ 1S3 1] 1= Vi T o USSR SRSSOSRSN 18
(O o<1\ o T 1T g1 = | S RSSSRRSR 19
1Y F= T oo I S]] T o SRS 20
4.1 La idEa 0 LEIDNIZ ..ot bbbt 20
4.2 Logicay algebra de BOOIE ..o 21
4.3 La conceptografia de Frege ... 22
4.4 Los numeros transfinitos de Cantor y el método de la diagonalizacion................... 24
4.5 Hilbert y el EntscheidungSprobIem ..o 27
4.6 GOdel desmorona 10S PlaNES..........cccoiiiiiiiee e 29
4.7 Alan Turing y la teoria de la computacCion............cccooveiieie s 30
PIEIIMINGAIES ..ottt ettt bbb e b e ne e e e 32
5.1 Alfabetos, Cadenas Y LENQUAJES .........ccco it 32
TEOrA 08 AULOMALAS ......cuveieieieite ettt bbbt sb e r et e e e 37
T I U 0] 4T = 1SS 37
6.1.1 AULOMALAS FINITOS. ...eiviieieieieie et 38
6.1.2 Automatas finitos deterministas y no deterministas. ...........ccoceeeevrieneiencieneenn, 41
6.1.3 Automatas finitos no deterministas con transiciones lambda. ..............cc.ccceu.e. 45
6.1.4 Automatas finitos con pila deterministas. ..o 47
6.1.5 Autdmatas finitos con pila no deterministas. ...........cccoccovveieiicce e, 51
6.2 Teoremas SODIre AULOMALAS ........ooirieiiie ittt 53
6.3 TIPOS 0 IENQUAJES ...ttt bbbttt 70
6.4 Propiedades de l0s lenguajes regulares ...........ccceveiieiie s 71
MAGQUINAS T8 TUINQ .eeveiteteiteite ettt bbbttt b e bbbt e e e 73
7.1 Definicion y funcionamiento de la Maquina de Turing .........ccccccceveveeveiecceece e, 74
7.2 Lenguajes recursivamente enumerableS Y reCUISIVOS .........ccocevereieneneienesieeeen, 77
7.3 Variaciones de MaquinNas d€ TUIMNG.......cccuriiiririeienie et 78
7.3.1 Maquinas de Turing con Cinta dividida en Pistas (MT multipista). .................... 78



7.3.2 Maquinas de Turing MUILICINTAL ......cccviiiieieie e 80

7.3.3 Maquinas de Turing no determinista (MTN). .....ccccooiiiiiiiie e 89
7.3.4 Maquinas de Turing como generadoras de Lenguajes. .......cccccevevveiveieesnennnnn, 93
7.3.5 Maquinas de Turing como simuladores de Autdmatas Finitos. .............c.cccoc...... 95
7.3.6 Maquinas de Turing como simuladores de Autdématas Finitos con Pila. .......... 96
7.3.7 La Maquina de Turing como computador de funciones............cccoceeevneneinnnn, 98

7.4 Mas Teoremas sobre [enguajes R Y RE........ccccooiiiiiiiiiiiiecse e 100
7.5 Jerarquia de ChOMSKY ......ccovciiiiiiic i 102
7.6 LA teSIS CRUICN-TUING ...veiieiiieiieee et 103
7.6.1 El concepto de algoritMoO. .........cceeeiiieiieie e 103
7.4.2 LaTesis de ChUurCh-TUING. .....cccoiiiieieee e 104
7.4.3 Consenso cientifico alrededor de la Tesis de Church-Turing.........cc.ccccevennne. 105

8. Problemas INAECIAIDIES .........cooiieiie e 107
8.1 Funciones totales vs funciones parciales............cccovviieiieii i 107
8.2 El concepto de ProbIema ..o 108
8.3 Cadificacion binaria de las MAquinas de TUMNG ......cccoovereiniineneienee e 109
8.4 Maquina de Turing UNIVEISal ..........ccvociiiiiieie e 113
8.5 Un lenguaje no recursivamente enumerable ... 115
8.6 El problema de la Parada .............ccccouveiiiiiiiee e 116
8.7 El Entscheidungsproblem no tiene SOIUCION .........c..ccoeiiiiiiciice e 118
8.8 CoNnsSIideraciones fINAIES ..........coiiiiiiie s 119
(0] o Tod 18] 0] 1= PSSR 122
ANEXO0 1: JFLAP VEISION 7.0 ..ottt sttt 123
ANEXO0 2: SIMUIACIONES €N JFLAP.......oo ettt nneas 124
=11 o] [ToTe| == RSP SRUROPPSPRRSIS 125

10



Lista de Tablas

Tabla 4.1 IMAZOS Y CAITAS......eeiveeveitieitresieeeesteesteseeste e s e e e s e e besseesseeteeseeabaesteaseessaeseaneeaneenseaneenrens 25
Tabla 4.2 NUBVO CONJUNTO E....o.viiiiiiiee e 26
Tabla 6.1 Funcion de transicion 6 EJemplo 6.1.........ccooviiiiiiiniiiiiiieeee e 39
Tabla 6.2 Funcidn de transicion 8 Ejemplo 6.1 .........coovviiiiiiiiiiiic e 39
Tabla 6.3 Funcidn de transicion A EJemplo 6.2 .........cccoviiieiiiiiiieiiiicece e 42
Tabla 6.4 Funcidn de transicion A EJemplo 6.4 .........ccooooviiiiiiiiiiieicec e 45
Tabla 6.5 Funcion de transicion A AFPD M. 49
Tabla 6.6 Funcion de transicion A del AFPN Ejemplo 6.6........ccoooviiiiiiiiiiicie e 51
Tabla 6.7 Funcion de transicion A EJemplo 6.7 .......ccoooviiiiiiiiiiie e 55
Tabla 6.8 Funcion & del nuevo AFD Ejemplo 6.7.......cooiiiiiiiiiieie e 56
Tabla 6.9 A clausura de M EJEMPIO 6.8......cooiiiiiiiiiiiec e 57
Tabla 6.10 Funcion A EJemplo 6.9.......cccooiiiiiiiieiiciisee e 59
Tabla 6.11 A - clausuras EJEmMPlo 6.9 ........c.cooiiiiiiiiiiicce e 59
Tabla 6.12 Funcion A" EJemplo 6.9..........ccoiiiiiiiiiieiiieeise e 60
Tabla 6.13 TIPS A& IBNQUAJES ......ecveiueeieeiesie et sttt e et e be e te s e sraesneereesneetesneenreas 71
Tabla 7.1 Funcion de transicion & EJemplo 7.3 ... 76
Tabla 7.2 Funcion de transicion 8 MT multicinta Ejemplo 7.8 ......ccooviiiiiiiiiiiiic e 81
Tabla 7.3 Funcion de transicion MTN M™ Teorema 7.3 ..o 90
Tabla 7.4 Funcion de transicion 8 Ejemplo 7.1 1 ... 92
Tabla 7.5 Nueva presentacion de la funcion de transicion & Ejemplo 7.12 ......coooviiiiiiiiininenne 92
Tabla 7.6 Tabla de transicion 6 Ejemplo 7.14.........ccooiiiiiie e 98
Tabla 8.1 Codificacion alfabeto de la cinta de [a MT M......c.c.ooiiiiiiicieeeee e, 110
Tabla 8.2 Codificacion de los estados de 1a MT M. 110
Tabla 8.3 Funcidn de transicion & Ejemplo 8.4 ... 111
Tabla 8.4 Codificacion alfabeto de la cinta de la MT M Ejemplo 8.4 ........cccocovieiiiiiciccee, 111
Tabla 8.5 Codificacion de los estados de la MT M Ejemplo 8.4 .........ccooveiveiiiie i, 111
Tabla 8.6 codificacion de cada transicion de la MT M Ejemplo 8.4........ccccoveeviieiicviecicceee, 112
Tabla 8.7 Construccion del lenguaje diagonal ...........ccooeoeiiiiiieieceeeee e 115

11



Lista de llustraciones

llustracion 4.1 Emparejamiento de 10s ndmeros naturales Y Pares .........cccccevvevveveeseerieseeseernennns 24
[lustracion 4.2 Fracciones positivas ordenadas segun la suma del denominador y el numerador .24
llustracion 4.3 Emparejamiento de las fracciones positivas con los nimeros naturales................ 25
llustracion 6.1 Autémata finito. Fuente (De Castro, 2004, P. 25).....ccccererererereneseeeseerieeeeen, 38
llustracion 6.2 Esquema cinta, cadena y unidad de control. Fuente (De Castro, 2004, p. 26)....... 38
[lustracion 6.3 Procesamiento de la cadena u Ejemplo 6.1.........ccoooiiiiiiiiiiiiniic e, 40
llustracion 6.4 Procesamiento de la cadena v Ejemplo 6.1 .........ccccoveiviieiieii e 40
llustracion 6.5 Grafo dirigido autdmata M Ejemplo 6.1 ........ccooieiieiiiie e 41
llustracion 6.6 Grafo dirigido del AFN M EJemplo 6.2.........covoieiieiiiie e 42
llustracidn 6.7 Primera alternativa procesamiento de la cadena u por el AFN M Ejemplo 6.2.....42
llustracion 6.8 Segunda alternativa procesamiento de la cadena u por el AFN M Ejemplo 6.2....43
llustracion 6.9 Procesamiento exitoso de la cadena u por el AFN M Ejemplo 6.2............ccc.c....... 43
lustracion 6.10 Didgrafo AFN- A M EJEMPIO 6.4 ........ccooiiiiiiiieeeeee e 46
llustracion 6.11 Procesamiento exitoso cadena u Ejemplo 6.4 ..........cccoevvevecveiiece e 46
llustracion 6.12 Procesamiento exitoso cadena v Ejemplo 6.4 .........cccooevvvevicieiiece e 46
llustracion 6.13 Esquema general AFPD DefiniCion 6.6..........cccevveieiieiieii e 47
[lustracion 6.14 Transicion A(Q,a,2)=(g",y) Definicion 6.6..........cccevviiiiiniiiiec e, 48
[ustracion 6.15 AFPD M EJEMPIO 6.5.......cviiiiiiiiiie e 51
[ustracion 6.16 Didgrafo AFPN M EJempPlo 6.6 .......cccoviiiriiiiieesceec e 52
[ustracion 6.17 Didgrafo AFN M EJEMPIO 6.7 ......oooiveiiiiiieeieeesese e 55
llustracion 6.18 Didgrafo nuevo AFD EJEMPIO 6.7 .......ccoveivveiiiiiiieeece e 56
llustracion 6.19 Diagrafo con nodos inutilizables Ejemplo 6.7 ..o 57
[ustracion 6.20 AFN — A EJemplo 6.8 .......ciiiiiiiiiiieiie e 57
[ustracion 6.21 AFN — A EJemplo 6.9 .......ccoiiiiiiiiiiicieee e 59
lustracion 6.22 Nuevo AFN EJEMPI0 6.9........ccooiiiiiiiiie e 60
[lustracion 6.23 AFN — A que acepta el lenguaje R=@.........cccoooiiiiiiiiniiiie e, 61
[ustracion 6.24 AFN — A que acepta el 1enguaje R={A} .......cccccrirririneriiienese e 61
[lustracion 6.25 AFN — A que acepte el lenguaje R={a} .......cccooriniiniiiiiic e, 62
llustracion 6.26 Autématas M1y M2. Fuente (De Castro, 2004, p. 50) .....ccccveveiieieeieiiesieeee 62
llustracion 6.27 AFN — A que acepta el lenguaje RS. Fuente (De Castro, 2004, p. 51) ................. 62
llustracion 6.28 AFN — X que acepta el lenguaje RUS. Fuente (De Castro, 2004, p. 51)............... 62
llustracion 6.29 AFN — X que acepta el lenguaje R*. Fuente (De Castro, 2004, p. 52) .......c......... 63
[lustracion 6.30 AFN — A que aceptan las expresiones @. DY C....cccovvereiiiiiniiiic e, 63
[ustracion 6.31 AFN — A que aceptan a*, D™ Y CF ..o 64
[Hustracion 6.32 AFN — & QUE TECONOCE AC .....cveueiuerrereeiirtereesestesteeesestessesesse st e s i see e ese b seene e 64
[ustracion 6.33 AFN — A que reCoNOCE ah™.......cociiiiiiiiiieieereeee e 64
[ustracion 6.34 AFN — A que reCONOCE AN A.......ciiiiiiriiiieieieree e 64



llustracion 6.35 AFN — L que reconoce a* (buab*uab™ a) c*.........ccccov v 64

llustracion 6.36 AFN — L que acepta (AUD) (AUAC)™ ......cooeiiiiiiiicieieesee e 65
llustracion 6.37 AFN — L que acepta a* (b Uab* vab* @) c* U(ath) (aLac)™.......ccceveveveveneennn, 65
[Hustracion 6.38 AFN EJEmMPIO 6. 11 .......ooiiiiiiiiiiieee e e 67
lustracion 6.39 AFN-L EjJemplo 6.12 .......cccoiviiiiiiiieeie e 68
llustracion 6.40 Autdmata finito EJemplo 6.13.......cccoooiiiieiieecie e 70
Hustracion 6.41 AFN-L EJemplo 6.13 ......ccovoiiiiiiccece e 70
llustracion 7.1 Descripcion instantanea EJemplo 7.1.......cccoovoiiiiiiieie e 75
llustracion 7.2 Diagrafo MT M €JemMPlO 7.3 .....oooiiieeece e 76
llustracion 7.3 Esquema general MT multipista. Fuente (De Castro, 2004, p. 181)........cccceveneen. 79
llustracion 7.4 Esquema general MT multicinta. Fuente (De Castro, 2004, p. 182) .......c.ccevee.. 80
lustracion 7.5 Didgrafo MT multicinta M EJemplo 7.8 ..o, 81
llustracion 7.6 Simulacion MT de tres cintas con una MT de siete piStaS.........ccoeeeverrenerinennen, 83
lustracion 7.7 MT de dos cintas EJemplo 7.11........ccoiiiiiieie e 84
llustracion 7.8 Primer movimiento MT dos cintas Ejemplo 7.11 .........cccooveveiieiiece e 84
llustracion 7.9 Segundo movimiento MT dos cintas Ejemplo 7.11.......cccccevveieiiiece e 84
llustracion 7.10 Tercer movimiento MT dos cintas Ejemplo 7.11.........ccccoevveieviievecie e 85
lustracion 7.11 MT de cinco pistas EJemplo 7.11........ccooiiiiieiiieeresesese e 85
[lustracion 7.12 Primera transicion MT multicinta Ejemplo 7.11........ccccooiiiiniiiineneeneee, 86
llustracion 7.13 Segunda transicion MT multicinta Ejemplo 7.11 ..., 86
llustracion 7.14 Tercera transicion MT multicinta Ejemplo 7.11 ..., 87
llustracion 7.15 Cuarta transicion MT multicinta Ejemplo 7.11........ccccoeviveiiiieiieceece e 87
llustracidn 7.16 Quinta transicion MT multicinta Ejemplo 7.11 ... 87
llustracion 7.17 Sexta transicion MT multicinta Ejemplo 7.11 ... 88
llustracion 7.18 transicion MT multicinta Ejemplo 7.11 .....c.cocooieiiiii e 88
[lustracion 7.19 Configuracion cintas MT N TEOIremMa 7.3 ......ceiiieerenieinese e 91
[Hustracion 7.20 MTN EJEMPIO 7. 11 ..o 92
[lustracion 7.21 MT que genera pares de unos EJemplo 7.6 .........ccovviiiiinencice e, 93

llustracion 7.22 MT que genera cadenas de ceros y unos en orden lexicogréfico Ejemplo 7.14 ..93

13



Glosario

AUTOMATA: maquina de reconocimiento de lenguajes que posee un conjunto finito de
estados y lee simbolos escritos en una cinta por medio de una unidad de control o
cabezal.

CONECTIVOS LOGICOS: simbolos que se utilizan para formar proposiciones a partir
de otras proposiciones; algunos de estos son: conjuncion (A), disyuncion (V) ,

implicacion (=), doble implicacion (&), etc.

ENTSCHEIDUNGSPROBLEM: vocablo aleman que designa al Problema de la Decisién
propuesto por David Hilbert en 1928.

LENGUAJE: conjunto de cadenas (o palabras) compuestas a su vez por caracteres o

simbolos.

LOGICA: ciencia y arte que fundamenta las leyes, modos y formas de pensamiento®.
Mas precisamente, la simbologia que usa la l6gica determina las reglas que gobiernan

los razonamientos matematicos (Beuchot, 2008, p. 117).

LOGICA DE PRIMER ORDEN: también conocida como légica de predicados. Es
utilizada para expresar el significado de un amplio dominio de proposiciones. Un
predicado es una sentencia que contiene una 0 mas variables y se convierte en una
proposicién cuando las variables son sustituidas por constantes. Por ejemplo: P(x) =
x%? <20 es un predicado con dominio en los nimeros naturales, donde P(—2) es

verdaderay P(—6) es falsa.

LOGICA PROPOSICIONAL: aquella que esta compuesta por conectivos |6gicos y
proposiciones. Representa hechos mediante sentencias las cuales pueden ser

verdaderas o falsas, pero no ambas al mismo tiempo.

MAQUINA DE TURING (MT): maquina con la capacidad de manipular caracteres en

una cinta. Los caracteres pueden ser simbolos alfa-numéricos. La maquina de Turing

! Esta definicion superficial de I6gica esta basada en Beuchot (2011, pp. 37-39) y (2008, p. 14).
14



es la méaquina que manipula caracteres con entera independencia de cualquier

significado que ellos tengan.
PROPOSICION: es toda oracion de la que se puede decidir si es verdadera o falsa.

RAZONAMIENTO DEDUCTIVO: un razonamiento es deductivo si y solo si las premisas

son la evidencia de la verdad de la conclusion.

REGLAS DE INFERENCIA: comprende todo esquema valido de razonamiento, por

ejemplo Ley de Modus Ponens, Ley Modus Tolens y Ley del Silogismo Hipotético.
SIMBOLO: en teoria de la computacion es un caracter que pertenece a un alfabeto.

TEOREMA: esquema valido de razonamiento donde el conjunto de premisas se

denomina hipétesis y la conclusion tesis.

UNIDAD DE CONTROL (UC): en un autdbmata corresponde al cabezal que lee los
simbolos de una cinta finita o infinita y que de acuerdo a la funcion de transicion este
puede cambiar de posicion ya sea a la izquierda o a la derecha. Existen casos en los
que la unidad de control no cambia de posicion.
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Resumen

El presente trabajo tiene como objetivo exponer como Alan Turing consigue
demostrar que el Entscheidungsproblem (problema de la decisién) no tiene solucion.
Gracias al disefio de una maquina abstracta de codmputo conocida como la maquina de
Turing y al planteamiento del problema de la parada, se muestra que no existe un
procedimiento mecanico o algoritmo que permita conocer a priori si un problema es o

no demostrable o si una proposicion es verdadera o falsa.

El estudio de la decibilidad de un problema tiene como fin dar respuesta a la
necesidad historica de disponer de un lenguaje universal con el fin de expresar
cualquier idea y mecanizar cualquier tipo de razonamiento matematico. Es por ello que
David Hilbert a principios del siglo XX con el objetivo de reducir las matematicas a la
manipulacion formal de simbolos plantea de manera concreta tres preguntas que
inquirian acerca de la completitud, la consistencia y la decibilidad de un sistema formal

0 axiomaético.

Para abordar el problema de la decision se comienza con el estudio de los lenguajes
y los distintos dispositivos que los aceptan (Automatas y Maquinas de Turing), segun la
clasificacion realizada por el linglista Noam Chomsky. De esta manera se logra
caracterizar los recursos computacionales que exigen ciertos problemas los cuales se
han clasificado como decidibles o indecidibles con el fin de dar respuesta negativa al

Entscheidungsproblem.

Palabras clave: ENTSCHEIDUNGSPROBLEM; PROBEMA DE LA DECISION;
COMPUTACION; MAQUINA DE TURING; PROBLEMA DE LA PARADA; ALGORITMO;
DECIBILIDAD; INDECIBILIDAD; AUTOMATA; PROBLEMA INDECIDIBLE vy
LENGUAJE.
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1. Introduccién

Cuando Hilbert propuso el Entscheidungsproblem en 1900, se dio inicié una nueva
via de investigacion que condujo a Alonzo Church y a Alan Turing en 1936 y 1935
respectivamente a mostrar la imposibilidad de resolverlo. De este modo nace
formalmente la Teoria de la Computacion, rama de las matematicas que se encarga

basicamente del estudio de los problemas de decision.

El estudio de los de Autdbmatas y sus lenguajes asociados muestra las razones por
las cuales la Maquina de Turing es considerada en la actualidad como el instrumento

con la mayor capacidad de cédmputo para ejecutar algoritmos (tesis de Church-Turing).

El final de este recorrido culmina una sencilla demostracion de que el problema de la
parada es indecidible o que no tiene solucién pues no existe una Maquina de Turing o
un lenguaje con los recursos computacionales exigidos para resolverlo. De este modo

se da una respuesta negativa al Entscheidungsproblem.
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2. Justificacion

El presente trabajo pretende conocer como Alan Turing con la creacion de un
dispositivo mecéanico abstracto dio respuesta negativa al Entscheidungsproblem
propuesto por David Hilbert y las razones por las cuales la maquina de Turing es
considerada como el artefacto con el mayor poder computacional para ejecutar
procedimientos de calculo.

Para comprender el problema de la decision es necesario conocer elementos basicos
de la teoria de los automatas y las maquinas de Turing. De este modo se presenta el
problema de la parada, también propuesto por Alan Turing, el cual permite establecer
las razones por las cuales no existe un algoritmo de algoritmos, dando asi respuesta al

Entscheidungsproblem.
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3. Objetivo General

Elaborar una monografia que recopile informacion relevante de la Teoria de
Automatas, Maquinas de Turing y su relacidén con el Entscheidungsproblem teniendo en

cuenta la tesis de Church—Turing.

Objetivos especificos

e Estudiar de manera inductiva los lenguajes relacionados con la tipificacion
realizada por Noam Chomsky de acuerdo a los recursos computacionales y las
maquinas que los aceptan.

e Sintetizar los elementos conceptuales para comprender el funcionamiento de los
Autématas y las Maquinas de Turing, su equivalencia y los lenguajes asociados.

e Comprender la tesis de Church—Turing mostrando las razones por las cuales la
comunidad cientifica considera que existe una conexion directa e intuitiva de la
Maquina de Turing y la nocién de algoritmo.

e Realizar una aproximacién al Entscheidungsproblem, mostrando por medio del
problema de la parada las razones por las cuales el problema de la decisién no
tiene solucion.

e Realizar una breve comparacién entre las exigencias del Entscheidungsproblem,
propuesto por Hilbert y las limitaciones de las Maquinas de Turing respecto a su
capacidad para ejecutar algoritmos.
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4. Marco Histérico

4.1 Laideade Leibniz

Gottfried Wilhelm Von Leibniz (1646-1716), tomando sus propios desarrollos
matematicos respecto a la notacién y relacion? del célculo integral y diferencial® que
permitian realizar calculos complicados de forma sencilla, creia en la posibilidad de
desarrollar un codigo de conceptos, donde llegaria de forma facil y exacta a la verdad
de las proposiciones y relaciones légicas que sustentaria su idea, segun Davis (2002, p.
16), de construir maquinas capaces de realizar célculos dificiles con el fin de liberar la
mente humana para el pensamiento creativo. Al desarrollar esta propuesta, Leibniz
presenta formalmente un modelo perfeccionado de la maquina de Pascal en 1673 que
introducia la multiplicacién y la divisiébn; un afio después construye otra capaz de
resolver ecuaciones algebraicas y durante este proceso descubre la notacion binaria
gue usaria para reconocer algunas propiedades de los numeros naturales. Davis (2002,

pp. 30-31) menciona que la empresa de Leibniz se fundamentaba en tres acciones:

i.  Seleccionar simbolos adecuados para generar un compendio de conocimientos

gue abarque la totalidad del conocimiento humano (lenguaje cientifico universal).

ii.  Discriminar los conceptos claves subyacentes y dotar a cada uno de ellos de los
simbolos adecuados (teoria formal de la definicion).

iii. Reducir a unas reglas de deducciéon la manipulaciéon de los simbolos (calculo

razonador o teoria formal de la deduccién).

Esto ultimo Leibniz lo denomino calculusratiocinator o lo que se conoce actualmente
como légica simbdlica’ y que segtn Martinez (1985, p. 88) permanecié inédita hasta

principios del siglo XX y es una anticipacion de la l6gica matematica ya que se propuso

2 Esté relacion se conoce como el teorema fundamental del calculo.

*En el desarrollo célculo integral (estudio del area bajo una curva limitada) presenta la notacién [y del calculo
diferencial (estudio de las razones de cambio) presenta la notacion d, las cuales son usadas atn en nuestros dias.

* Para Beuchot (2008, p. 117) por légica simbélica se entiende un desarrollo actual de la l6gica formal utilizando el
simbolismo convencional y una metodologia rigurosa. Se le nomina simbélica por su trato con simbolos. Para
efectos practicos el simbolo no permite que se le interprete irregularmente sino que esta algo sujeto a reglas.
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un algebra de la logica, con reglas para manipular conceptos logicos, es decir, una

teoria que ofreceria unos principios y una metodologia para resolver problemas criticos.

4.2 Logicay algebra de Boole

George Boole (1815-1864) concibié la logica simbdlica de Leibniz que Aristételes
habia introducido dos mil afios antes. El pretendia expresar relaciones légicas en la
forma del algebra actual donde los simbolos expresan cantidades y las operaciones

obedecen ciertas reglas y leyes béasicas.

Para hacernos una idea de la obra de Boole, Davis (2002, p. 41) menciona que
“aplico métodos algebraicos a objetos que los matematicos llaman operadores. Estos
<<operan>> sobre las expresiones del algebra ordinaria para dar lugar a nuevas
expresiones”. Asi Boole reconoce la importancia de utilizar letras para representar una
clase o grupo® en el razonamiento légico, un artificio utilizado en el algebra ordinaria

para representar cantidades.

El algebra de Boole aplicada a la l6gica reconoce un resultado importante. Six e y
son dos clases, el producto xy representa la actual interseccién de conjuntos, por tanto
xx = x. En el algebra de la secundaria xx = x sucede cuando x =1 6 x = 0, luego para
que esto tenga sentido en el algebra de la légica de Boole era necesario reinterpretar
los simbolos 0 y 1 como clases. Haciendo uso del producto entre clases se definieron

las siguientes nociones basicas:

e “0” como la clase que no tiene elementos (conjunto vacio) y 0x = 0.
e “1” como la clase a la que pertenece cualquier objeto en consideracion (conjunto

referencial) y se cumple que 1x = x.

Del mismo modo haciendo uso de los signos de adicidon y sustraccion usuales Boole

definio la union y la diferencia entre conjuntos respectivamente y construyo la

> Conjunto de todos los objetos descritos por una palabra en cuestién. Por ejemplo x es clase de seres vertebrados.
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demostracién de que nada puede pertenecer y no pertenecer al mismo tiempo a una

clase determinada, lo que no lo llevaria a una contradiccion®.

Un esbozo y muestra del resultado anterior es el siguiente: Boole se refirid ax —y
como a las cosas que estdn en x pero que a su vez no estan en y. Asimismo, x + y
representa la clase de todas las cosas que contienen a x e y. Asi se deduce que
x + (1 —x) = 1. También, si x = xx = x?, entonces x — x? = 0; factorizando esta Ultima
expresion x(1 —x) = 0. En conclusion, nada puede pertenecer y no pertenecer al

mismo tiempo a una clase x determinada.

El gran aporte de Boole manifiesta que la deduccién légica podia intuirse como una
rama de las mateméticas (en particular del algebra) por medio del empleo de simbolos.
Desde alli la l6gica ha sido objeto de ininterrumpidos avances a tal punto de darle su
forma actual. Martinez (1985, p. 89) afirma: “Boole desarroll6 una l6gica usando los

recursos del algebra ordinaria pero que no es un algebra matematica”.

4.3 La conceptografia de Frege

Gottlob Frege (1848-1925) a diferencia de Boole tenia la intencion de sustentar la
matematica en la légica’. Para esto Frege queria desarrollar una légica sin el uso de la
misma en el proceso (Davis, 2002, p. 70) y a su vez explicar la formacion de nuevas
conexiones y conceptos para tratar los objetos que tiene como universo de discurso
(Beuchot, 1986, p. 71). Nace entonces la nocién de conceptografia o como la denomina
Beuchot “escritura conceptual” como un lenguaje artificial con unas reglas gramaticales
(més precisamente de sintaxis) estrictas. El fin de este proyecto era presentar las

inferencias l6gicas como operaciones puramente mecanicas.

Frege quién habia aplicado métodos l6gicos a la fundamentacion de la aritmética,

cred el primer sistema logico que encerraba todo el razonamiento que usaban los

® Principio de no contradiccion definido por Aristételes como el axioma fundamental de toda la filosofia: **una cosa
no puede ser y no ser al mismo tiempo y bajo la misma circunstancia’’ (Beuchot, 2011, p. 38).
" En otras palabras Frege queria que las operaciones mateméticas fuesen reducibles a las operaciones légicas.
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matematicos y los filésofos, en él destacaba el uso de proposiciones secundarias?,
conectores logicos, cuantificadores, variables, constantes, entre otros (Beuchot, 1986,
p. 73). Sin embargo las reglas de Frege no proporcionaban un medio para verificar la
conclusion buscada sino solo hasta cuando esta era demostrada, es decir, no se
proporcionaba la manera de saber si la conclusion se podia o no deducir de las
premisas dadas. De este modo la idea de Leibniz no se satisfacia por completo puesto

gue este lenguaje no era un instrumento de célculo eficaz.

En conclusion, las desventajas del método de Frege consistian en lo complicada que
se podia convertir una simple deduccion ya que no se proporciond ningun
procedimiento de calculo en su conceptografia (Davis, 2002, p. 75). Posteriormente, en
1936 se demostr6 que no existe un método general que mostrara a priori Si una
inferencia era correcta 0 no en un sistema légico o axioméatico deductivo, siendo esto lo

que lleva a Turing a formular la idea de una computadora de propésito general®.

A pesar de los esfuerzos de Frege su logica era muy complicada e inconsistente
como se lo hizo saber en una carta Bertrand Russell en 1902 con la llamada la paradoja
de Russell’®. Sin embargo dada la inconsistencia, Frege trato de contra-argumentar sin

éxito.

Por ultimo cabe sefialar que la importancia de Frege en este manuscrito radica en
que él establecio el primer lenguaje formal universal artificial. Davis (2002, p. 70) al
respecto menciona que “la conceptografia era el antecesor de todos los lenguajes de

programacion informaticos que se usan comunmente en la actualidad”.

8 para George Boole las proposiciones secundarias son aquellas que se refieren o relacionan con otras proposiciones
consideradas como verdaderas o falsas (Boole, 1854, p. 160).

% Las computadoras de propésito general son aquellas que se pueden programar para un sin ndmero de
requerimientos o necesidades.

10 Russell dividié los conjuntos en aquellos que pertenecen a si mismos y los que no. Por ejemplo el conjunto de
todas las “cosas” que no son nimeros naturales, no es un numero natural, por ello este conjunto se pertenece a si
mismo. La paradoja de Russell considera al conjunto R de los conjuntos que no se pertenecen a si mismos, es decir
R = {X|X ¢ X}. Lo anterior conduce a cuestionar si R € R. Si la respuesta es afirmativa es porque R verifica la
propiedad que define a R, es decir R & R. Si la respuesta es negativa, entonces por definicion R € R. En cualquier
caso se llegaaque R € R — R ¢ R. Russell llegé a la conclusion que R no puede existir.
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4.4 Los numeros transfinitos de Cantor y el método de la diagonalizacién

George Cantor (1845-1918) inicid su investigacion sobre series infinitas asociadas a
las funciones trigopnométricas y esto lo llevo a estudiar las clases de infinito existentes
en los conjuntos numeéricos. Cantor demostrd que la cantidad de elementos del conjunto
de los naturales es el mismo que el de los pares usando el siguiente emparejamiento

(llustracion 4.1) ya propuesto anteriormente por Leibniz (Davis, 2002, p. 83):

2 4 6 8
T T T T
1 2 3 4

llustracion 4.1 Emparejamiento de los nimeros naturales y pares

Sin embargo, Leibniz a diferencia de Cantor y basado en la sentencia de Euclides “el
todo es mayor que las parte” nego el concepto del nimero de los nimeros naturales. A
pesar de la resistencia de la comunidad académica de la época, Cantor decide estudiar
una teoria aplicable a los conjuntos infinitos y aceptdé que un conjunto infinito pueda

tener el mismo numero de elementos de una de sus partes (Davis, 2002, p. 84).

Posteriormente y obteniendo el mismo resultado, Cantor trabajo el conjunto de las
fracciones positivas y que a simple vista tendria un numero de elementos mayor que el
de los naturales. Cantor realiza una agrupacion de los niameros racionales con los
naturales teniendo en cuenta que la suma del denominador con el numerador sea igual
a un numero natural. La llustracion 4.2 muestra la fraccion cuyo denominador y
numerador sumados es dos, luego las fracciones cuya suma es tres y asi

sucesivamente.

2 123 1
11) 3I2I1’ 4'

N =

1
1'

) )

llustracion 4.2 Fracciones positivas ordenadas seguin la suma del denominador y el numerador

De esta forma pudo emparejar todos los nimeros racionales con los naturales de la

siguiente manera (llustracion 4.3):
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123456 7 89 10
llustracién 4.3 Emparejamiento de las fracciones positivas con los nimeros naturales
El anterior razonamiento podria llevar a suponer que los nimeros reales también
tendran una correspondencia uno a uno con los naturales y por lo tanto compartiran el
mismo numero de elementos. Sin embargo, Cantor demostré que el conjunto de los

nameros reales no puede emparejarse con el de los nUmeros naturales.

Cantor llamo transfinitos a los cardinales de los conjuntos infinitos y al cardinal del
conjunto de los nameros naturales lo denomino X, (Aleph sub cero). Cantor utilizo el
simbolo C para representar el cardinal del conjunto de los reales. El estaba seguro de
que C es el siguiente numero cardinal después de X,. Esta se conoce como la hipotesis

del continuo y a pesar de los intentos, Cantor no demostraria esta conjetura.

En 1891 Cantor public6 un articulo en el que presentaba su método de
diagonalizacion el cual le proporciond una forma de reconocer que hay mas nimeros
reales que naturales. Para ilustrar este procedimiento se usa el siguiente ejemplo
propuesto por Davis (2002, pp. 94-97): en una baraja de cartas francesa existen cuatro
palos de mazos: &, ¢, ¥, 4. Las letras A, B, C, D son etiquetas o marcas de los conjuntos
A={¢,9},B={e,4},C ={hv} D={d ¢} Relacionando la informacion anterior en la
Tabla 4.1 el simbolo (+) menciona si el elemento esta en determinado conjunto y (-) si

no.

Tabla 4.1 Mazos y cartas

ale|v]|a
Al—|+][+]-
Bl— [+ ||+
C -+ |-
D +-]-
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El método de la diagonal es una técnica para combinar los elementos de varios
conjuntos en un conjunto nuevo E, que sera diferente a los demas. Empero, antes de
nominar los elementos del conjunto E se cambia el valor de los resultados obtenidos en

la diagonal principal de la Tabla 4.1, como se muestra en la Tabla 4.2.

Tabla 4.2 Nuevo conjunto E

Se obtiene un nuevo conjunto E = {&,4} que es diferente a cualquiera de los
anteriores etiquetados. Este procedimiento es valido si utilizamos en vez de cuatro
mazos los nimeros naturales y emparejamos igual cantidad de subconjuntos (finitos o
infinitos de nimeros naturales). Con este procedimiento se llegara a un nuevo conjunto
distinto de los subconjuntos propuestos, por tanto ningin emparejamiento de este estilo
podra contener a todos los numeros naturales ya que el conjunto nuevo no esta

asociado a algun numero natural. Asi el cardinal de todos los subconjuntos de los

nameros naturales es mayor que X,!1 y es posible mostrar que este nimero no es otro
que C (Davis, 2002, pp. 97, 253). Con este método también se puede obtener un
ndamero mayor que C. Sin embargo, razonar de esta manera podia llevar a resultados
paraddjicos, puesto que si hay un conjunto de todos los niumeros cardinales ¢ cuél debe
ser su numero cardinal? Resultaba que este conjunto tendria que ser mayor que
cualquier numero cardinal y ¢ C6mo un nimero cardinal podia ser mayor que todos los

numeros cardinales?

Posteriormente Bertrand Russell, quién cuestiond las ideas de Frege y ahora también
las de Cantor al lanzar la pregunta: ¢puede haber un conjunto de todos los conjuntos?,
Si existiera ¢qué pasaria si se empaquetaran conjuntos arbitrarios y utilizar luego

conjuntos para etiquetar los paquetes?*?

. Aungue estas preguntas no dependian de
consideraciones de numeros transfinitos se cred6 un ambiente de desconfianza hacia la

teoria de conjuntos que opacaria su avance por algin tiempo.

1 Teorema de cantor A < P (4) (Mufioz, 2002, p. 237)
12 paradoja de Bertrand Russell, conjunto de todos aquellos conjuntos que no pertenecen a si mismos.
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4.5 Hilbert y el Entscheidungsproblem

David Hilbert (1862-1943) destacado por sus asombrosos logros en el campo del
algebra presenta en Paris en el afio 1900 en el congreso internacional de matematicas
veintitrés problemas que parecian completamente inabordables. El primer problema de
la lista era el de decidir la verdad o falsedad de la hipotesis del continuo de cantor. El
segundo problema requeria probar que los axiomas de la aritmética de los niumeros
reales son consistentes. Respecto a lo ultimo, Bertrand Russell trabajé incesantemente
para desarrollar un sistema de logica simbdlica con el fin de reducir la aritmética a la
l6gica (empresa que inicid Frege) haciéndole frente a las paradojas. Para Hilbert la
contradiccion que aparecia al suponer la existencia de un conjunto formado por todos
los numeros cardinales transfinitos de Cantor mostraba simplemente que tal conjunto

no existia.

El esfuerzo de Russell y sus seguidores por formalizar la matematica produjo
reacciones por parte de los contradictores, uno de ellos Jules Henri Poincaré. Davis
(2002, p. 114) cita textualmente las palabras de Poincaré y que muestran la posibilidad

de reducir la matematica a la computacion de manera irénica:

Asi se comprendera rapidamente que para demostrar un teorema ya no sea necesario, ni
siquiera util, saber qué significa [...] podriamos imaginarnos una maquina en la que
introdujéramos axiomas por un extremo y obtuviéramos teoremas por otro, igual que aquella
legendaria méquina de Chicago en la que los cerdos entraban vivos y salian convertidos en
jamones y salchichas. Ya no es necesario que los matematicos tengan mas conocimiento

de lo que estan haciendo aquellas maquinas.

Al respaldo de los contradictores de Russell y Hilbert se encontraba el matematico
holandés llamado L.E.J. Brouwer y mencionaba al respecto (Davis, 2002, p. 117): “de
algunas proposiciones no pueden decirse ni que sean ciertas ni que sean falsas; son
proposiciones con las que no hay ningin método conocido mediante el cual se pueda

decidir una cosa u otra”, esta afirmacion criticaba el uso del principio del tercio excluso.

Volviendo a Hilbert, su programa exigia que toda derivacion en un sistema formal

debia ser consecuencia de aplicar reglas de manera finita, a esto se le llamé métodos
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finitarios (Davis, 2002, p. 121). De esta manera, surgieron dos problemas (Davis, 2002,
p. 123):

Uno de estos problemas era demostrar que la légica de primer orden es completa en el
sentido de que cualquier féormula que desde fuera se considera valida puede deducirse
desde dentro del sistema utilizando sélo las reglas que se proponian en los libros de texto.
El segundo, que acabd conociéndose como el Entscheidungsproblem de Hilbert, era el de
proporcionar un método segun el cual, dada una férmula de la légica de primer orden, se
pudiera determinar en un namero finito de pasos concretos y bien definidos si dicha férmula

es valida.

El primer problema sobre la completitud se puede dividir en dos cuestiones referidas
a si las mateméaticas son completas y consistentes; un tercer punto inquiere si son

decidibles o computables, en ultimas se queria indagar sobre:

i. Completitud: ¢Son completas las matematicas? Es decir ¢se puede probar
gue una proposicion es verdadera o falsa sin ninguna duda?

ii. Consistencia: ¢Son consistentes las matematicas? O de otro modo ¢ocurrira
que una proposicién es verdadera o falsa a la vez?

ii.  Decibilidad (Entscheidungsproblem): ¢Las mateméticas son computables o
decidibles? En otras palabras ¢Se puede disefiar un algoritmo que partiendo
de una proposicion y un numero finito de pasos diga si una conclusion es

demostrable?

Hilbert en su manual de l6gica de 1928 sostuvo (a pesar de plantearlo en forma de
pregunta) que no existen fisuras en las reglas de las inferencias deductivas que
permitian que validar las conclusiones obtenidas de las premisas, sin embargo él queria
una demostracion (Davis, 2002, p. 134). Por tanto las esperanzas de Leibniz aun se

mantenian.
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4.6 Godel desmorona los planes

Kurt Godel (1906-1978) en 1931 consiguid en su tesis doctoral mostrar (teorema de
la Completitud) que el célculo de predicados es totalmente completo, es decir que cada
predicado valido es cierto o falso utilizando métodos finitarios, tal como lo exigia Hilbert,
sin embargo, en 1936 y a partir de este trabajo Godel pudo demostrar (Teorema de la
Incompletitud) que un sistema axiomético no es completo mencionando que no se
pueden contener todos los enunciados verdaderos de la teoria que se pretende
formalizar (Garcia & Martinez, 2005, p. 108).

El teorema de Incompletud en términos del teorema de la de la Completitud dice que
no toda inferencia vélida tenia asociada una demostracién paso a paso de la conclusion
partiendo de premisas y usando las reglas de Frege y Russell, es decir que hay
proposiciones de las que no se puede deducir sin son falsas o verdaderas dentro de un
sistema axiomatico. Los métodos expuestos por Godel no eran precisamente
novedosos, sin embargo el teorema de incompletud no se puede demostrar sin utilizar
métodos no finitarios. Godel no encontrd razén para aceptar la limitacion propuesta por
Hilbert (Davis, 2002, p. 138).

Davis (2002, p. 141) intenta explicar el otro hallazgo de Goédel respecto a la

consistencia de las matematicas, mencionando:

Godel descubrié que hay proposiciones que, vistas desde el exterior de esos sistemas,
podian considerarse verdaderas, aunque no pudieran demostrarse desde dentro de los
mismos [...] Godel llegé a la sorprendente conclusiéon de que, muy al contrario, no soélo hay
una nocién de verdad matematica plena de sentido, sino que también su alcance se extiende
més alla de lo que se puede demostrar en cualquier sistema formal dado. Esta conclusion se
aplicaba a una amplia gama de sistemas légico-formales [...] Para cualquiera de estos
sistemas, existen proposiciones verdaderas que pueden expresarse en dicho sistema pero
que no se pueden demostrar en el seno del mismo [...] mostrando asi que ni los sistemas
I6gicos mas poderosos podian albergar esperanza alguna de abarcar toda la esfera de

verdad matematica.

Cuando Hilbert plantea axiomas para la Aritmética de manera que todo enunciado

finitista verdadero sea demostrable y para cualquier otro enunciado su verdad o
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falsedad sea demostrable, lo que queria decir era que si un enunciado es "demostrable"
entonces "verdadero”. Lo que prueba Godel es que en la Aritmética de Peano: "verdad"
y "demostrabilidad” no es lo mismo®3. En general, dado un conjunto de axiomas siempre
existira algun enunciado E donde tanto €l como su negacion no son demostrables, por
lo que este E quedaria fuera de la definicion de "verdad". Consideremos el siguiente
ejemplo: dados los axiomas A4, ..., 4, Yy el enunciado 0 + 1 = 0 demostrable a partir de
estos. No se puede suponer que 4, ..., 4, €S un sistema inconsistente, de hecho estos
axiomas pueden formar un sistema consistente, en tanto la nocion de demostrable es
diferente de la de verdadero ya que usualmente 0 + 1 = 1. Ahora, demostrar que
0+ 1 =0 implica la existencia de una sucesion finita de enunciados cuyo enunciado
final es0 + 1 = 0 por aplicacion del Modus Ponens. Por tanto el concepto de verdad

se diluye en este caso.

Por otro lado, si los axiomas 4, ..., 4, cumplieran con que todo enunciado finitista
verdadero es demostrable, tendriamos posiblemente un sistema inconsistente, ya que
la negacion de 0 + 1 = 0 es un enunciado verdadero con otro sistema de axiomas y

no demostrable a partir de 44, ..., 4,.

A pesar de los resultados de Gddel, Hilbert ain esperaba una solucién para el
Entscheidungsproblem.

4.7 Alan Turing y la teoria de la computacion

Alan Mathison Turing naci6é el 23 de Junio de 1912 en Londres. La lectura en 1932
del trabajo de John Von Newman (1903-1957) sobre los fundamentos légicos de
Mecanica Cuantica le ayudo a Turing ser un inflexible investigador intelectual del King's
College en Cambridge (Davis, 2002, p. 170,171). En 1935, Alan Turing asiste a una
clase impartida por Newman sobre los fundamentos de las matematicas y se entera del
Entscheidungsproblem propuesto por Hilbert. A partir de ese momento Turing empieza

a trabajar en la demostracion de que no existe un algoritmo de tales caracteristicas.

3 Una explicacién a grandes rasgos en tres paginas de la demostracion del teorema de Godel se encuentra en
Meléndez (me 1992, pp. 109-111).
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Con resultados similares (aunque con aproximaciones un tanto divergentes) y en
paises distintos, Alonso Church (Estados Unidos) y Alan Turing (Reino Unido)
responden negativamente al Entscheidungsproblem o tercer problema formulado por

Hilbert, sin embargo, la propuesta presentada por Turing es mas sencilla.

Esta propuesta salta a la luz en un articulo publicado por Alan Turing en 1936
llamado On the Computable Numbers with a application Entscheidungsproblem
basandose en el concepto de algoritmo™ lo cual es equivalente a aquello que puede
realizar una Maquina de Turing con el fin de determinar si una conclusion particular
puede derivarse de ciertas premisas con el uso de ciertas reglas. Concretamente Turing
traduce los resultados de Gddel al lenguaje de la computacién por medio de una
codificacion binaria. Es asi como la maquina de Turing se convierte en la principal

herramienta del estudio de la computabilidad.

La Méaquina de Turing es un instrumento abstracto conformado por una unidad de
control que se mueve de un estado a otro siguiendo un numero finito de reglas
concretas, también puede escribir un simbolo en una cinta (infinita) o borrarlo. Estas
caracteristicas le brindan la capacidad a la Maquina de Turing de realizar cualquier
computacibn matematica si esta se presenta por medio de un algoritmo. Con esta
maquina Turing mostré que no hay solucion al Entscheidungsproblem demostrando que
el problema de la parada es indecidible para una Maquina de Turing, a grosso modo,
esto es equivalente a decir que no es posible decidir algoritmicamente si una Maquina
de Turin se detendra.

De este modo Alan Turing con la propuesta de una maquina universal (maquina
universal de Turing), capaz de realizar el trabajo de cualquier otra maquina, traza el
disefio del computador actual y ayuda a comprender que es lo que se puede esperar

del software.

El 7 de junio de 1954 en Wilmslow y por razones aun no muy claras Alan Turing se
suicidé consumiendo una manzana sumergida previamente en cianuro luego de ser

judicialmente procesado por su condicion homosexual en el Reino Unido.

!4 Esta propuesta Turing la desarrolla sin existir en lo época una definicion rigurosa de algoritmo.
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5. Preliminares

Con el fin de introducir a la teoria de Automatas y las Maquinas de Turing, se
presentan a continuacion algunas definiciones necesarias en el desarrollo de la teoria

de la computacion.

5.1 Alfabetos, Cadenas y Lenguajes

Definicibn 5.1 Un alfabeto es un conjunto no vacio finito cuyos elementos se

denominan simbolos y se denota con la letra .

Ejemplo 5.1 X ={0,1} se conoce como el alfabeto binario compuesto por los

simbolos 0 y 1.

Definiciébn 5.2 Una cadena u sobre un alfabeto X es cualquier sucesion finita de
elementos que pertenecen a X. Se acepta la existencia de una cadena que no tiene

simbolos denominada cadena vacia y se denota con A.

Definicion 5.3 El conjunto de todas las cadenas sobre un alfabeto X, incluyendo la

cadena vacia, se denota por X*.

Ejemplo 5.2 Sea X = {c,d} el alfabeto que consta de los simbolos ¢ y d. Las
siguientes son cadenas que estan en X*: cdc, cdcdddc, cceddd, etc. Considérese que
cdc # ccd, pues el orden de la cadena es relevante ya que las cadenas se definen

como sucesiones™. En términos generales se tiene que:
¥ ={Ac,d, cc cd,dc,dd, ccc,ced, cde, cdd, dec, ded, ddc, ddd, ... }.

Definicion 5.4 La longitud de una cadena v € £* es el nimero de simbolos que

componen la cadena y se denota |v|.

1> Conjuntos secuencialmente ordenados.
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Ejemplo 5.3 Sea X = {a, b, c, d} el alfabeto que consta de los simbolos a,b,cy d. La

longitud de cada una de las siguientes cadenas que estan en X" es:
|w| = |abadc| =5
|x| = |ababadcdch| = 10
|y| = |aaabbbcddcc| = 11
Al =0

Definicién 5.5 Dado un alfabeto £y u,v € X%, la concatenacién de dos cadenas u, v

se denotan como uv y:

1. Siv =4, entonces ul = Au = u.

2. Siu=a; .. a,yv=b;.. by, entonces uv = a, ... ayb; ... b,, donde n,m € N16,

Ejemplo 5.4 Sea X ={a, b,c,d} y dos cadenas u = abcdabcd, v = ccddbbaa que

pertenecen a X*. La concatenacion uv es: uv = abcdabcdccddbbaa.

Teorema 5.1 La concatenacion de cadenas es una operacion asociativa. Es decir si

u,v,w € X7, entonces (uv)w = u(vw).

. _ _ _ .
Demostracion: sea u = a; ... ap, v =by ... by Yy w = ¢y ... ¢, tres cadenas sobre X".

Aplicando dos veces la Definicion 5.5:
(uv)w = (ay ... apby ... byp)cy ... ¢y = aq ... by ... by .. ¢y
Ahora nuevamente por la Definicion 5.5 la siguiente cadena la separamos asi:
Ay ... Apby ... by .o €y = ay ... an(b1 v by .. cp)
Esta ultima cadena no es mas que u(vw) m

Definiciéon 5.6 Un prefijo v de una cadena u es tal que u = vw para alguna cadena w
de T".

1 ,
®N = {x:x es un numero natural}
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Definicion 5.7 Un sufijo v de una cadena u es tal que u = wv para alguna cadena w
de X*.

Ejemplo 5.5 Sea = = {a, b,c,d} y u = achdb, los prefijos'’ de u son: A, a, ac, ach, achd,
acbdb. Los sufijos de u son: A, b, db, bdb, cbdb, acbdb.

Definicién 5.8 Un lenguaje sobre un alfabeto X es un subconjunto de X", se denota

usualmente por L, en otros términos L € X".
Ejemplo 5.6 Sea X = {a,b,d}. L = {ab, bd,abad} es un lenguajey L € X",

Nota 5.1 Puesto que para todo lenguaje L se tiene que L € ¥*, las siguientes son
propiedades conjuntistas entre lenguajes, union: A U B, interseccion B N A, diferencia de

conjuntos A — B 'y complemento A¢ = £* — A, donde 4, B son lenguajes sobre X.

Definicién 5.9 La concatenacion de dos lenguajes Ay B sobre X se denota AB y se

define como AB = {uv:u € A Av € B}.
Teorema 5.2 Si A, By C son lenguajes sobre X, se cumple que (AB)C = A(BC).

Demostracion: sea AB={uv=w:u €A AveEB} Yy (AB)C ={wx:w € AB Ax € C}.
Sustituyendo w , (AB)C = {(uv)x:uv € AB Ax € C} ={(uww)x:u€ A AvEBAXx€EC} .
Ahora, de acuerdo al Teorema 5.1 (AB)C={u(vx):u€A AvEBAxXxEC}=
fu(vx)iu€e A Avx e BC} =A(BC) m

Teorema 5.3 Si A, B y C son lenguajes sobre X se cumple que A(BUC) = ABUACY
(BUC)A=BAUCAn

Demostracion. Sea A(BUC) ={uv:u € A Av e (BUC)}. Siv € B entonces uv € AB
en consecuencia uv € AB U BC. Del mismo modo Si v € C entonces uv € AC por tanto
uv € AB U BC en cualquiera de los casos, en conclusién A(BU C) = AB U AC. Con el

mismo razonamiento se demuestra que (B U C)A = BA U CA.

7 os prefijos se denominan propios cuando la cadena es diferente al prefijo y de igual manera para los sufijos.
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Definicion 5.10 La potencia de un lenguaje L sobre ¥ donde n € N se define como
L™y se cumple que L° = {A}y L" = LLL ...L

nveces

Definicion 5.11 La estrella o clausura de Kleene de un lenguaje L es la unién de

todas las potencias de L y se denota por L*.

L*=ULi=L°UL1UL2U...UL"UL”“U...

i>0
Definicion 5.12 La clausura positiva de un lenguaje L es la unidon de todas las

potencias de L diferentes a L’y se denota L*.

L+=UU=L1uL2u...uL”uL"+1u...

i1

Teorema 5.4 Lt =L*L = LL*.

Demostracion: aplicando la Definicion 5.11 y el Teorema 5.3 y se obtiene que
LL*=L(°vltul?u..ultu..)=L'vl?U..Uul*U..=L", de igual manera se

demuestraque Lt = L*L

Definicion 5.13 Un lenguaje regular sobre X es el conjunto de todos los lenguajes
que se forman a partir de los lenguajes basicos @, {1}, {a}, para cada a € X por medio

de las operaciones de union y concatenacién de lenguajes y estrella de Kleene.
Nota 5.2 X es un lenguaje regular sobre X.

Ejemplo 5.7 Sea X = {a, b}; el lenguaje regular sobre X de todas las cadenas que

tienen exactamente una a unido con el conjunto que tiene sélo una b es el siguiente:
L = {b}*{a} {b}* U {b} = {a, bab, bbabb, bbbabbb, ...} U {b}
L ={a, b, bab, bbabb, bbbabbb, ...}.
Nota 5.3 La concatenacion de lenguajes tiene prioridad sobre la operacion union.

Con el fin de representar la escritura de los lenguajes regulares de una forma mas
practica y sencilla a continuacion se define lo que es una expresion regular.
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Definicion 5.14 Las expresiones regulares sobre un alfabeto £ dado, se definen

como:

i. @ esuna expresion regular que representa al lenguaje @.
ii. A esunaexpresion regular que representa al lenguaje {1}.
iii.  aesunaexpresion regular que representa al lenguaje {a},a € X

iv.  SiRYyS son expresiones regulares sobre Z, también lo son: RS, RUS y R*.

Ejemplo 5.8 Dado el alfabeto £ = {a, b, c} el siguiente es un lenguaje regular sobre X,
L = ({a} U {b}") {a}*{bc}*. Una expresion regular para el lenguaje L es el siguiente:
(aU b*)a*(bc*), en adelante L = (a U b*) a*(bc*).
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6. Teoria de Autébmatas

6.1 Autdmatas

El estudio de los Automatas finitos desde el punto de vista de las mateméaticas se
aborda en la Teoria Algebraica de Automatas, alli se profundiza, formaliza y describe a
partir del algebra abstracta (comenzando con el reconocimiento de estructuras de
semigrupo) un sin namero de resultados con aplicaciones en la informatica, la biologia,
psicologia, entre muchas otras areas del conocimiento humano (Holcombe, 1982, pp.
ix-x). Desde el punto de vista algoritmico los autdbmatas permiten la manipulacion de
cadenas y de secuencias. Asi pues, el estudio de los autbmatas implica aproximarse a
los modelos abstractos de dispositivos l6gicos donde se analiza lo que se puede hacer

y lo que no con ellos.

Los origenes de la teoria de Autématas se encuentran en la ingenieria eléctrica con
Claude Elwood Shannon (1916-2001). Shannon demostr6 la aplicacion algebra
booleana en el campo de los circuitos digitales en 1938 y luego se hizo famoso por su
Teoria de la Informacién en 1948. Estas fueron las bases para la aplicacién de la Légica
Matematica a los circuitos secuenciales (utilizando la idea de estado de un automata y
tablas de transicion) dando lugar a la Teoria de las maquinas secuenciales y de los
Autématas finitos. Sin embargo, la biologia hace parte también de la génesis con los
estudios de McCulloch y Pitts (1943) donde describen calculos logicos para simular la
actividad de una neurona, pues una red neuronal (natural o artificial) es una coleccion
de procesadores elementales (neuronas), conectados entre si, produciendo entradas y
salidas (sefales) (Navarrete et al., 2003, pp. 5-6).

La primera publicacion formal sobre autdmatas fue expuesta por el matematico S. C.
Kleene (1909-1994) en 1954 donde expone el famoso “teorema de Kleene”. Este
trabajo estd basado en las investigaciones sobre el sistema nervioso de McCulloch y
Pitts publicadas en 1943.
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6.1.1 Autématas finitos.

Un Autémata finito (AF)*® es una construccién légica que recibe a un conjunto de
simbolos como entrada, luego produce una salida determinando si la cadena pertenece

0 no pertenece a determinado lenguaje (llustracion 6.1):

Autimain

81 fu es aceptada)

— M
caderna u

No (u es rechazada)

lustracion 6.1 Automata finito. Fuente (De Castro, 2004, p. 25)

Los AF son maquinas abstractas que tienen una unidad de control (UC)* que
escanea o lee desde el extremo izquierdo de una cinta. Esta cinta contiene celdas
sobre la cual se escribe una cadena de entrada. A cada simbolo de la cadena se le
asigna una casilla en la cinta. Segun sea la posicion y el valor escaneado por la UC en
la cinta, esta tendrd asociada una funcién de transicion ¢ la cual la movera a la casilla
derecha o inclusive puede permanecer quieta. Este proceso se realizard hasta que el
autOmata finalice con un estado de aceptacién o de rechazo respecto a la cadena

procesada (llustracion 6.2).

-

a F é, =

Usidad de control

llustracién 6.2 Esquema cinta, cadena y unidad de control. Fuente (De Castro, 2004, p. 26)
Definicién 6.1 Un AF M estéa definido por cinco parametros, M = (%, Q, q,, F, 6):

i.  Un alfabeto X. Todas las cadenas procesadas por un AF pertenecen a L*.
i. Q=1{q0 91 --,qn}, conjunto finito de estados del autébmata.
iii. g € Q, estado inicial.

iv. F € (@, conjunto de estados finales o de aceptacion.

'8 En adelante se usaré la abreviatura AF para Autémata finito.
19 En adelante se usara la abreviatura UC para unidad de control.
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v. La funcién de transicion del autdmata

0:QxX-Q
(q,a) » 8(q,a)

Ejemplo 6.1 Sea M un AF definido por: £ ={0,1}, Q = {q0, 91,92}, qo: €stado inicial,

F ={q0,q4} Y la funcion de transicion § definida en la Tabla 6.1:

Tabla 6.1 Funcion de transicion & Ejemplo 6.1

Funcién de transicién 6
0(q0,0) = qo | 8(q1,0) = g4 | 6(q,0) = q4
0(90,1) = q4 1 6(q1,1) =q | 6(q2,1) = q4

Otra manera de presentar la informacién de la Tabla 6.1 para la funcion de transiciéon

6 esta dada por la Tabla 6.2. Para efectos practicos en adelante se usara este ultimo

esquema.

Tabla 6.2 Funcion de transicion & Ejemplo 6.1

6101

do | 90 | 1
91 | 91 | 92
q92 | 91 | 91

A continuacion se muestra el procesamiento de dos cadenas de entrada u = 00101 y

v = 001010 donde se verificara si son o no aceptadas por M.

Para la cadena u = 00101 (véase llustracion 6.3): desde el extremo izquierdo de la
cinta estan escritos los simbolos de la cadena u y la UC se encuentra bajo la primera

celda en el estado inicial q,.

La UC lee el primer simbolo de la cadena u, es decir 0 y debido a que §(q,,0) = q,
esta se mueve hacia la derecha. Ahora la UC se encuentra bajo la segunda casilla
nuevamente en el estado g,. Por la razén anterior, la UC se mueve hacia la derecha y
queda bajo la tercera casilla en el estado q,. Ahora la UC en el estado q, lee el simbolo
1 y se mueve hacia la derecha quedando bajo la cuarta casilla en el estado g, debido a
que 6(qq,1) = q,. Como 6(q,,0) = g, la UC se mueve hacia la derecha y queda en el
estado q,. Por ultimo como 6(q4,1) = g, la UC se mueve hacia la derecha, queda en el

estado g, y debido a que no hay simbolos bajo esta casilla el proceso termina.
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Lo o [ 1 ] o | 1 |
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‘%l IqO“QOI‘(hllfh“QZI

dill

llustracién 6.3 Procesamiento de la cadena u Ejemplo 6.1

Se debe colocar especial atencién en ultimo estado, pues si este pertenece al
conjunto de los estados finales F la cadena es aceptada o de lo contrario es rechazada.

Para este ejemplo q, € F por lo tanto la cadena u = 00101 es rechazada.

Para la cadena v = 001010. La UC en el estado inicial g, lee el primer simbolo de la
cadena v, es decir 0 y se mueve hacia la derecha quedando en el estado g,. Puesto
que 6(qy,0) = g, la UC se mueve a la derecha y queda en el estado g, huevamente.
Como 8(qq,1) = q; la UC se mueve a la derecha y queda en el estado q, y asi

sucesivamente. La llustracion 6.4 expone de manera completa el analisis:

o | o | 1] o | 1 ] o | =
T T T T 7 T T
L] 0] ol el lallellal

llustracion 6.4 Procesamiento de la cadena v Ejemplo 6.1

Como g, € F, entonces la cadena v es aceptada por el M. Obsérvese que v = u0 es

una concatenacion entre la cadena u y el simbolo 0.

Como conclusién, un AF al leer el ultimo simbolo de una cadena determina un estado

q; Y se puede presentar alguno de los siguientes casos:

i. Sig; € F, entonces la cadena ser& aceptada por el autdbmata.

ii. Sigq; € F, entonces la cadena seré rechazada por el automata.

Como un caso particular, la cadena vacia A es aceptada por M pues inicialmente la
UC se encuentra en el estado inicial, no se mueve, siendo este un estado de

aceptacion.

Un AF se puede representar mediante un grafo dirigido y etiquetado. La llustracion
6.5 representa el automata M con la informacion brindada por la Tabla 6.2. En este

caso los nodos representan los estados q,, q; Y q2; las funciones de transicion estan
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representadas cada una con una flecha unidireccional de nodo a nodo con el respectivo
simbolo que procesan, por ejemplo §(q,,1) = g, representa a aquella que va desde g,
a q, y que solo lee al simbolo 1; un triangulo apuntando hacia uno de los nodos, en este
caso q,, representa el estado inicial (s6lo puede existir uno) y finalmente los estados

finales g, y g1 con un circulo interior en cada uno de los nodos:

llustracion 6.5 Grafo dirigido autémata M Ejemplo 6.1

Verificar si las cadenas u = 00101 y v = 001010 son aceptadas o rechazadas es un
trabajo mas sencillo por medio de un grafo dirigido, pues hay que determinar el camino
por el que nos llevan los simbolos de la cadena a medida que son leidos por la UC

pasando por cada uno de los estados en este caso representados por nodos®.

6.1.2 Autématas finitos deterministas y no deterministas.

Definicién 6.2 Se denomina autémata finito determinista (AFD), a un AF que para

cada estado q y simbolo a € X define una funcién de transicion completa y univoca.

Definicion 6.3 Se denomina automata finito no-determinista (AFN) a un autdmata
finito que para algun estado g y simbolo a € X existen por lo menos dos transiciones o

estados para un mismo simbolo.

Nota 6.1 Un AFD M basicamente es una quintupla definida por M = (%, Q, q, F, 5). De
acuerdo a la Definicién 6.3 un AFN M’ es una quintupla M" = (Z, Q, q,, F,A) donde la

funcion de transicion A no es uno a uno y se define por: A: Q X X* - ©(Q).

Ejemplo 6.2 A continuacion se determinara si la cadena u = 00011 es aceptada por
un AFN M, definido como M = (%, Q, q,, F, A) del modo siguiente:

20 |os grafos dirigidos de los Autématas y las maquinas de Turing presentados a lo largo de este trabajo fueron
disefiados y simulados en JFLAP; en el Anexo 1 se brinda la informacion basica acerca de esta aplicacién. Por
Gltimo y no menos importante, todas las simulaciones realizadas se encuentran disponibles de acuerdo al Anexo 2.
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i. Y ={0,1}. Tabla 6.3 Funcién de transicién A Ejemplo 6.2

i.  Q=1{q0, 91,92 93} A 0 1
ii.  go: estado inicial 9 |{90.91933 | O
: a1 {q.} {q.}
v. F= ,g3}.

{.q,l %) L q: ) {91,923
v.  Funcion de transicion A (Tabla qs @ (43}

6.3):

La Tabla 6.3 muestra casos de computo abortado, es decir la funcién de transicion
no esta definida para algunos valores como A(q,, 1) = @, A(q,,0) =@ y A(gqs,0) =0,
mientras que para otros tiene diferentes estados asociados, A(q,, 0) puede ser g,, q; O

q; determinando que M sea un AFN. La llustracion 6.6 muestra el grafo dirigido de M:

lustracion 6.6 Grafo dirigido del AFN M Ejemplo 6.2

Respecto al procesamiento de la cadena u = 00011 por el AFN M, la UC se
encuentra en el estado inicial g, y empieza por leer la cadena desde primer simbolo, en
este caso 0, pero ¢en qué estado debe ubicarse la UC bajo la segunda casilla en la
cinta? Hay varias alternativas puesto que A(gy,0) ={q¢,91,93} . Se describen a

continuacion cuatro de ellas:

i.  Primera alternativa (llustracién 6.7): la UC se ubica bajo la segunda casilla en el

estado gq; y como no esta definido A(gs,0), el computo automaticamente queda

abortado.
L ol o [ o | 1 [ 1 | = |
T 1
9o qs

llustracion 6.7 Primera alternativa procesamiento de la cadena u por el AFN M Ejemplo 6.2
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ii. Segunda alternativa (llustracién 6.8): la UC se ubica bajo la segunda casilla en el
estado q,. Debido a que A(q,,0) = {q,} la UC se ubica bajo la tercera casilla en
el estado q; nuevamente y por la misma razon salta a la siguiente casilla. Ahora
la UC se ubica bajo la cuarta casilla en el estado q,. Como A(q,,1) = {q,}, la UC

se ubica bajo la quinta casilla en el estado q,.

Lol o[ o | 1 [ 1] =]
T T  *t 1T 1
9o q1 q1 q1 q:

llustracion 6.8 Segunda alternativa procesamiento de la cadena u por el AFN M Ejemplo 6.2

En este momento hay dos alternativas ya que A(q,,1) ={q1,q,}. Se toma la
primera q,. Debido a que la cadena ya fue completamente leida y q; es un
estado final, la cadena es aceptada. En cambio si se toma la segunda alternativa
g, la cadena es rechazada puesto que g, € F. La llustracion 6.9 representa el

computo exitoso:

Lo [ o | o | 1 [ 1 ] =]
T T T 1T 1T
90 q1 q1 q1 q> q1

lustracion 6.9 Procesamiento exitoso de la cadena u por el AFN M Ejemplo 6.2

iii. Tercera alternativa: la UC se ubica bajo la segunda casilla en el estado q, y pasa
a la tercera casilla en el mismo estado también. Ahora la UC pasa a la cuarta
casilla en el estado g; y finalmente pasa a la quinta casilla en este estado
también. Este es un cOmputo exitoso.

iv. Cuarta alternativa: la UC se ubica bajo la segunda casilla en el estado q,.
Repitiendo lo anterior y cuando la UC se encuentre en la tercera casilla estara en

estado g, y como A(q,, 1) = @, el coOmputo se aborta.

Una cadena es aceptada por un AFN si y sélo si existe un cOmputo exitoso para ella,
por lo tanto la cadena u = 00011 es aceptada por M. Ya conociendo cuando una
cadena es aceptada por un AFN, se mencionara cuando se dice que un lenguaje es

aceptado por un AFD y AFN.
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Definicion 6.4 Dado un autémata M, ya sea AFD o AFN, el lenguaje L aceptado por

M se denota por L(M) y se define como:
L(M) = {u € £*: M procesa la cadena u y termina en un estado q € F}

Ejemplo 6.3 Conociendo que el lenguaje aceptado por el AFN M del Ejemplo 6.2 es
el conjunto de todas las cadenas u que son aceptadas por M con al menos un computo

exitoso, se analizara si para las siguientes cadenas u; se cumple que u € L(M):

I. Lacadena vacia u; = A es rechazada por M, por tanto A ¢ L(M).

i. wu,=0..0y en general cualquier cadena que contenga sélo ceros es aceptada
por M. u, € L(M).

iii. Lacadena que contiene cualquier cantidad de so6lo unos u; = 1...1 es rechazada
por M, por tanto u; ¢ L(M). En general cualquier cadena que comienza con un
uno sin importar el resto de simbolos de la cadena es rechazada.

iv. La cadena u, =01..1 que comienza con un cero y termina con cualquier
cantidad de unos es aceptada por la maquina M u, € L(M).

v. Lacadenaus = 010 es rechazada por M. us & L(M).

vi. Lacadenaug=0..010...0 es rechazada por M. uy, & L(M).

vii. Lacadenau, = 0110 es aceptada por M. u, € L(M).
viii.  La cadena que tenga un nimero par de unos entre dos ceros es aceptada.

iX. La cadena que tenga un nimero impar de unos entre dos ceros es rechazada.

Por dltimo, se realiza el siguiente andlisis para corroborar si los lenguajes L; son

aceptados por M:

i. L;=01%0% es un lenguaje que representa a todas las cadenas que comienzan
por cero, seguido de cualquier cantidad de unos y finalmente por A o cualquier
cantidad de ceros. En general, este no es un lenguaje aceptado por M, pues la
cadenau = 010 € L, pero es rechazada por M, por tanto L; € L(M).

ii. L,=01% esunlenguaje que representa a todas las cadenas que comienzan por
cero, seguido de cualquier cantidad de unos es un lenguaje aceptado por M. Se
dice que L, € L(M).
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ii. L;=0%esunalenguaje es un lenguaje aceptado por M. L; € L(M).

Con el teorema de Kleene parte Il, que se mostrara en la seccion 6.2, se establecera
con exactitud el lenguaje que recibe un AF dado, en otras palabras, se determinard el

conjunto de todas las cadenas posibles que son aceptadas por un AF.

6.1.3 Autématas finitos no deterministas con transiciones lambda.

Definicién 6.5 Un autémata finito no determinista con transiciones A (AFN - 1), es un

AFN, en el que la funcion de transicién esta definida como:

A:Q x (2u{1}) - Q)

Nota 6.2 Con el fin de precisar sobre la funcién de transicion presentada en la
Definicion 6.5, la funcién A(q, 4) = {q, qi, ...,qin} y que se denomina de transicion A o
transicion nula, tiene el fin de cambiar o no el estado sin mover de posicion la UC sin
leer o procesar el simbolo sobre la cinta y sélo en los casos para los cuales esta funcién

transicion que esté definida.

Ejemplo 6.4 Se determinard si las siguientes cadenas u =001 y v = 0100 son

aceptadas por el siguiente AFN - 1 M definido como:

i. »={01}.

i.  Q=1{q0 91,92 93 94}
iii.  qo: estado inicial.
V. F =1{q2 94}

v. Funcion de transicion A (Tabla 6.4):

Tabla 6.4 Funcién de transicion A Ejemplo 6.4

Al O 1 A

qo | {q3} | @ |{q:}
g1 [ {q1} [{g} ]| @
2| @ |{q}| @
g3 | D |{q35}|{qs}
Qs |{qa3| @ | O
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El diagrafo de la maquina M se muestra en la llustracién 6.10:

llustracion 6.10 Diagrafo AFN- A M Ejemplo 6.4

Procesando u = 001: la UC en el estado g, lee el primer simbolo de la cadena. Se
presentan dos posibilidades, pero solo se analizara la que llevara a la aceptacion de la
cadena. La UC hace una transicién lambda y cambia al estado g; sin cambiar de casilla.
Esto se puede hacer ya que la transicion lambda esta perfectamente definida de q, a

q,. Luego de varias transiciones la cadena es aceptada de acuerdo a la llustracion 6.11:

T T T T
qo q1 q1 q2

lustracion 6.11 Procesamiento exitoso cadena u Ejemplo 6.4

Procesando v = 0100 se obtiene exitosamente (llustracion 6.12):

T T T T T

7

lustracion 6.12 Procesamiento exitoso cadena v Ejemplo 6.4

Si se computa convenientemente la cadena v es aceptada por el AFN — A M.
Obsérvese que en el tercer simbolo la UC cambia del estado g5 a g, automaticamente

por medio de la transicién lambda previamente definida.
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Nota 6.3 En el ejemplo 6.4, es importante tener en cuenta que aunque la cadena u
se pueda reescribir como u = 1001 (esta igualdad es correcta) la UC en el estado inicial
jamas procesara A para pasar a otro estado (en esto no consiste la transicion lambda),
pues A a pesar de ser un simbolo precisamente simboliza la carencia de estos, como se

menciond anteriormente es la cadena vacia.

6.1.4 Autématas finitos con pila deterministas.

Definicion 6.6 Se denomina autdmata con pila determinista (AFPD) a una 7-tupla

M = (Q,q0,F,%,T,Z,A), con los siguientes componentes:

I.  Q es un conjunto finito de estados.
ii. go € Q es el estado inicial.
ii.  F es el conjunto de estados finales o de aceptacion, @ # F < Q.
iv. X alfabeto de la cinta.
v. T eselalfabeto de la pila.
vi. Z €T es el simbolo inicial de la pila.

vii. A eslafuncion de transicion del autbmata: A:Q X (ZUA) XT - (Q X T'™)

A diferencia de los autdmatas hasta ahora presentados, los AFPD utilizan dos cintas,
donde una es la de entrada (horizontal) y la segunda de almacenamiento (denominada
de pila) y que se coloca verticalmente (ver llustracion 6.13). La UC escanea un simbolo

sobre la cinta de entrada a y al mismo tiempo el simbolo Z en el tope de la pila.

« Pila

\
~{ o] =]~
N
uc- [q]

lustracién 6.13 Esquema general AFPD Definicion 6.6

Nl
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La transicion A(q,a,Z) = (q',v), se representa en la llustracién 6.14; la UC siempre
se mueve a la derecha; y = a, ...a, € I'" es una cadena de caracteres que se escribe de
arriba hacia abajo remplazando a Z. Si se ignora la pila del AFPD M se puede ver como

un AFD. Las siguientes son transiciones especiales de un AFPD:

i. A(q,a,7Z) =(q',Z) el contenido de la pila no se altera, sin embargo hay un cambio
de estado y la UC se mueve a la derecha.
i. A(qg,a,Z) =(q',14) el simbolo en el tope de la pila, que es Z, se borra y se pasa a
leer el nuevo tope de la pila o primer simbolo de 1. Hay un cambio de estado y la
UC se mueve a la derecha.
iii. A(q,4,s) =(q',y) esta se denomina transicion espontanea, la UC no lee el
simbolo sobre la cinta y por lo tanto no se mueve el cabezal, pero el simbolo del
tope de la pila es reemplazado por la cadena y. Esta es una transicion lambda

del AFPD. Hay un cambio de estado.

G
rd

llustracion 6.14 Transicion A(q,a,2)=(¢",y) Definicién 6.6

e l=[-

=

Una cadena o lenguaje es aceptada si al procesar la cadena de entrada, ésta termina

en un estado de aceptacion sin importar la cadena compilada en la pila.

Describir todas las transiciones A de una AFPD es una tarea muy engorrosa, pues se
tendrian tablas de tripe entrada. Una manera comoda para representar una transicion

cualquiera A(q,a, Z) = (p,vy) es la siguiente:

(q,au,ZB) + (p,u,yB)
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Esta notacion nos dice que la UC se encuentra bajo el simbolo a en el estado q, u es
un sufijo de la cadena au y la cadena Zf es el contenido de la pila donde Z esta en el
tope. Luego de la transicion la UC pasa a estar debajo del primer simbolo de la cadena

uy el tope de la pila Z es remplazado por la cadena y. Ahora la notacion:
(q@uwp)+ (vy)
Establece que en i > 0 pasos se pasa de la transicion A; a A;.
Definicién 6.7 Un lenguaje L aceptado por una AFPD M se define como:
L(M) ={w €X":(qo,w,2) v (q',4,0),q' € F}
Una cadena es aceptada si en cero, uno o mas pasos se llega a un estado final.

Nota 6.4 No existen computos con pila vacia, es decir se requiere por lo menos un

simbolo en la pila al realizar una funcién de transicion.

Ejemplo 6.5 El siguiente AFPD M acepta el lenguaje L = {Oilzi/i > 1} cuyas cadenas

tienen una cantidad i de ceros y 2i de unos seguidos con i > 1.

i Q = {qo; q1, 92, q3}

i 90 € Q es el estado inicial. Tabla 6.5 Funcién de transicion A AFPD M
i. F={q3} A¢(90,0,7) = (q4,CCZ)
. A (CI1'0' Z) = (QL CC)
iv. *=1{01 1
01 8,(4:,0,C) = (q;,CCC)
V. F = {Z! C} A3 (‘h: 11 C) = (qul)
vi. Z €T simbolo inicial de la pila. 84(92,1,C) = (g2, )
AS(QZ'A'Z) = (CI3'Z)

vii. La funcién de transicion A esta
dada por la Tabla 6.5:

A continuacion se procesaran las cadenas u = 001111y v = 001011111; como u € L
el AFPD M debera aceptar la cadena, mientras que v debe ser rechazada por el

autdmata dado que v ¢ L.

Cadena u: el proceso de la cadena inicia con (q,,001111, Z), usando la transicion A,

tenemos:
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(q,001111, 2) + (q4,01111,CCZ)

La primera transicion hace un cambio de estado de g, a q;, €l tope en la pila Z es
remplazado por CCZ, el cabezal se mueve hacia la derecha para leer el siguiente

simbolo de la cadena que es 0. Luego se usa la transicion A,, para obtener:
(q1,01111,CCZ) + (q4,1111,CCCCZ)

Donde el tope de la pila que es C es remplazado por CCC. Ahora se utiliza la
transicion As:
(q,,1111,CCCCZ) + (q,,111,CCCZ)

El tope de la pila C es remplazado por 4, en otras palabras el simbolo del tope de la

pila es borrado. Con A, se borrar el contenido de la pila 'y se tiene:
(g,,111,CCCZ) + (q,,11,CCZ) + (q,,1,CZ) + (g, A, Z)
Por ultimo usamos la transicidon Ag y se llega a un estado de aceptacion para u.
(q2,4,2) + (q3,4,2)
Cadena v: se inicia con la transicion Ay:
(go,001011111,2) + (g;,01011111,CCZ)
Luego se usa la transicion A, y se obtiene:
(q;,01011111,CCZ) + (q4,1011111,CCCCZ)
Con la transicion A; se borrara el contenido del tope de la pila:
(q1,1011111,CCCCZ) + (g,,011111,CCCZ)

Como no existe una transicion definida para (g,,011111, CCCZ) entonces la cadena v

es rechazada o abortada por el AFPD M.

El diagrafo correspondiente a este AFPD M corresponde a la llustracion 6.15. Sobre
las flechas se indican las transiciones de la maquina, en particular del nodo de g, a q;
se encuentra 0,Z; CCZ que corresponde a la transicion Ay(q,,0,Z) = (q,,CCZ), la cual
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lee al 0 si Z esta en el tope de la pila para posteriormente ser remplazado por la cadena
CCZ.

0,C,CCC
0,Z;CC 1,C;A

llustracion 6.15 AFPD M Ejemplo 6.5

6.1.5 Autématas finitos con pila no deterministas.

Definicion 6.8 Se denomina autdmata finito con pila no-determinista (AFPN), a una
7—tupla M = (Q,q,,F,%,T,Z,A), con mismos componentes de un AFPD pero con la

funcién de transicion se definida asi:
AQX(ZUAD)XT - p(QxTI)

Ejemplo 6.6 El siguiente AFPN M acepta el lenguaje L = {a'b/c'*//i,j = 0}.

. Q@ =1{q0, 91,92}
ii. qgo € Q es el estado inicial.
ii.  F={q,}

iv. X={a,b,c}
v. TI'={ZAB}
vi. Z €T simbolo inicial de la pila.

Vii. La funcioén de transicion A definida en la Tabla 6.6:

Tabla 6.6 Funcién de transicion A del AFPN Ejemplo 6.6

AO(CIO; a,Z) = (qOIAZ) A4(q0' b'B) = (CIO'BB) AS(CIDC'B) = (Ch;;{)

A1(q9,b,Z) = (90, BZ) As(qo,¢,4) = (g1, ) Ao(q1,A4,Z) = (q2,Z)

A;(qq,a,4) = (qo, AA) A¢(qo,¢,B) = (91, 4) A10(G0, A Z) = (g2, 2)
A3 (qo,b,A) = {(qOIBA)' (qO'AB)} A7(q1, C,A) = (q1;/1)

Se procesaran dos cadenas u = aabccc y v = abccac. Puesto que u € L entonces el
automata M debera aceptar la cadena, mientras que v debe ser rechazada por el

automata dado que v ¢ L. Procesando u:
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(qo, aabcce, Z) + (qq, abeee, AZ) v (qq, beee, AAZ)
Ahora con la transicion A; existen dos posibilidades. Se utilizara la segunda opcion:
(qo, bcce, AAZ) + (qo, ccc, ABAZ).

Finalmente para llegar a un cOmputo exitoso se necesitan los siguientes pasos

computacionales:
(qo,ccc,ABAZ) v (qq,cc,BAZ) + (q1,¢,AZ) + (q, A Z) + (q2,A,Z)

Procesando v:

(qo, abccac, Z) v (qq, beecac, AZ)

Con la transicion A; se pueden escoger una de dos, usando la primera opcioén, se
obtiene:
(qo, bccac,AZ) + (qq,ccac, BAZ)

Continuando:
(qo, ccac, BAZ) v (qq,cac,AZ) v (qq,ac,Z)

Por este camino la funcion de transicién no esta definida para A(q4, a, Z), por lo tanto
la cadena u de momento es rechazada por el AFPD M. Se confirmara si u es rechazada

por completo revisando el siguiente camino:
(qo,abccac, Z) v+ (qq, bccac, AZ) + (q,, ccac, ABZ) + (qq,cac,BZ) + (qq,ac,Z)

Y como A(q,,ac,Z) no esta definida, la cadena u definitivamente es rechazada. El

diagrafo correspondiente al AFPN M se muestra en la llustracion 6.16:

llustracién 6.16 Diagrafo AFPN M Ejemplo 6.6
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6.2 Teoremas sobre Automatas

El primer teorema propuesto en esta seccion establece que se puede construir un
AFD que acepte las mismas cadenas o lenguaje que un AFN si se elimina el no
determinismo del AFN. Como se ha mencionado, la diferencia esencial entre los AFN y
los AFD se encuentra en la funcion de transicion, por lo que es necesario extender las

definiciones de las funciones § y A.

Definicion 6.9 Sea M = (X, Q, q,, F,6) un AFD. La funcion de transicion 6 se extiende

a d:Q x £* — Q definida recursivamente por:

i. 6(gA)=qq€Q
i. 6(qa)=6(q,0),q€EQ,a€X
i. 8(q,wa)=6(6(q,w),a),q€Qa€eL,weZL

Definicion 6.10 Paraa € X, S € (Q) se define A(S,a) = Ugzes Alq, a).

Definicion 6.11 Sea M = (Z, Q, qo, F, A) un AFN. La funcion de transicién A se extiende

aA:Q xI* - p(Q), definida recursivamente por:

i Alq,)={q}q€eQ
ii. A(qa)=A(q,a),q€EQa€X
iii. A(q,wa) = A(A(q,w),a) = Upeiqm) AP, a),q €EQa € X, we X

Teorema 6.1 (Equivalencia computacional AFN = AFD) Dado un AFD existe un AFN

equivalente y viceversa, dado un AFN existe un AFD equivalente.

Demostracion parte i (Dado un AFD existe un AFN equivalente): los AFD son un caso
particular de los AFN ya que los estados de los AFD se pueden visualizar como

subconjuntos con un solo estado como elemento. Ahora se demostrara el reciproco:

Reformulacién®: dado un AFN M = {Z,0, q,, F, A} se puede construir un AFD M’
equivalente a M, tal que L(M) = L(M').

?! Dos maquinas son equivalentes si estas aceptan exactamente los mismos lenguajes.
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Demostracion parte ii (dado un AFN existe un AFD equivalente): dado el AFN
M ={Z,Q,q, F,A} se construye un AFD M' = {Z, 0(Q),{q0},F', 6}, con F' = {T < p(Q) :

T contiene al menos un estado de aceptacion de F} 'y 6 definido por:

§:0(Q) x Z- 0(Q)
(S,a) » 6(S,a) =A(S,a)

Por induccién matematica se demostrara que L(M) = L(M') sobre una cadena w € X*

mostrando que 6§ ({qo}, w) = A(qq, w).

w = A
6({q0}, A) = A{q0}, 1) Definicidon de la funcién 6 pues §(S,a) = A(S, a).
= Uge(q,1A(q, 1)  Definicion 6.10.
= A(qo, 1) Definicion de union de colecciones.
= {qo} Definicion 6.11. parte i y ii.

w=a,ac€ZX
6({q0},a) = A({qo}, @) Definicion de la funcién 6 pues §(S,a) = A(S, a).
= Ugefqo1A(q,a)  Definicion 6.10.

= A(qq, a) Definicion de unidn de colecciones.

Haciendo uso de las funciones de extension de las definiciones 6.9 y 6.11, puesto

que permiten trabajar con cadenas, se propone como hip6tesis de induccién que

5§{go},w) = A({qo}, w) = A(qo,w) Y que a € X.

5({qo}, wa) = 5(8({qe},w),a) Definicion 6.9. parte iii.
= 5(A({qo},w),a) Hipotesis de induccion.
= A(A({qo},w),a) Definicion de la funcién & pues 6(S,a) = A(S, a).
= A(A(qy,w),a)  Hipbtesis de induccion.

= A(qq, wa) Definicion 6.9. parte iii m

Nota 6.5 A pesar de que la demostracion del Teorema 6.1 (segunda parte) provee
una manera de construir un AFD a partir de un AFN, este proceso puede ser muy

engorroso e ineficiente si no se hace una restriccion sobre conjunto S. En principio se
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deben realizar todas las transiciones 6(S, a) para todo conjunto S € g(Q). Por tanto se
restringen las funciones de transicion 6§ solo para los conjuntos donde S tiene un solo
elemento y para aquellos que se van generando a partir de los singleton anteriores. El

Ejemplo 6.6 mostrara en detalle el procedimiento y la restriccion en mencién.

Ejemplo 6.7 Se disefiard un AFD M'equivalente al siguiente AFN definido como
M = (Z,0,qo, F,A) (llustracion 6.17) con:

i. x={01}.
i.  Q=1{q0, 91,92, 93}
lii.  qq: estado inicial
iv. F={qs3}.
v.  Funcion de transicién A (Tabla 6.7):

Tabla 6.7 Funcion de transicion A Ejemplo 6.7

A 0 1
9o | {91} | {91, 92}
.| @ | {g3}
q2 | {gs} | {q2}
q3 [{qz}| @

llustracion 6.17 Diagrafo AFN M Ejemplo 6.7

Solucién: Utilizando la demostracion del Teorema 6.1 (segunda parte) se construye
el AFD M' pedido utilizando la funcién de transicion (S,a) - 6(S,a) = A(S,a), donde
S e p(Q)y A(S,a) estd dado por la Definicion 6.10.

({q0},0) » 6({q0},0) = A({qo}, 0) = Ugegq,3A(q,0) = A(qo, 0) = {q4}.
({q0}, D) » 6({q0}, 1) = A({qo}, 1) = Ugegq3A>q, 1) = A(qo, 1) = {q1, 2}
({q1}1,0) » 6({q1},0) = A({g1}, 0) = Ugeq,3A(q, 0) = A(q1,0) = @.
(g D » 6({q1} D = A({q:1} D = UgegqnA(g, 1) = A(q1, 1) = {q3}-
({g2},0) » 6({q2}, 0) = A({q2},0) = Uge(q,3 g, 0) = A(q2, 0) = {qs}-
({a23 1) » 6({q23 1) = A({q2} D) = Ugeqq3 A>q, 1) = A(q2, 1) = {q2}-
({g3},0) » 6({q5},0) = A({g3}, 0) = Ugeqq3Ag, 0) = A(gs,0) = {q3}.
({g3}, D) » 6({q5}, 1) = A({g3}, 1) = Ugegq3A>q, 1) = A(gs, 1) = 0.
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Las transiciones anteriores se realizan solamente con conjuntos S unitarios. Uno de
los resultados de estas transiciones es {q;,q,} € (Q), por tanto atendiendo lo

mencionado en la Nota 6.5 se procede del modo siguiente:

({q1, 42}, 0) » 6({q1, 42}, 0) = A({q1, 923, 0) = Uge(q,.4,02(q, 0) = A(q1,0) U A(gz, 0).
=0 U {gs} = {qs}

({q1, 923 1) » 6({q1, 9231 1) = A({q1, 921 1) = Ugefq,,4,3 (0, 1) = A(q1, 1) U A(ga, 1).
={q3} V {492} = {492, g3}

Uno de los resultados de las dos transiciones anteriores es {q,, q3} € £(Q), por tanto:

({92, 43}, 0) » 6({q2, g3}, 0) = A({q2, 93}, 0) = Ugeqq,,4:32(q, 0) = A(gz, 0) U A(gs, 0).
={q3} U {q3} = {q3}
({QZ: Q3}r 1) = 6({6[2, Q3}; 1) = A({Qz, CI3}, 1) = qu{ql,qz}A(Q: 1) = A(CIz, 1) U A(Q3, 1)

={q.} U 0 = {q.}
La Tabla 6.8 muestra la nueva de transiciones § y la llustracion 6.18 el diagrafo

correspondiente:

Tabla 6.8 Funcién & del nuevo AFD Ejemplo 6.7

) 0 1

{q0} | {1} | {qu a2}
{q1} @ {qs}
{a} | {as}| {q2}
{a:} | {gs} 1)

{a1, 92} | {as} | {q2, 93}
{92, 93} | {q3} {92}

lHustracion 6.18 Diagrafo nuevo AFD Ejemplo 6.7

Cualquier otro subconjunto S € g(Q) diferente de los anteriores (primera columna

Tabla 6.8) agrega nodos inservibles para la nueva maquina AFD, por ejemplo:

({90, 43}, 0) » 6({q0, 93}, 0) = A({q0, 93}, 0) = Uge(qo,q:32(q, 0) = A(qo, 0) U A(gs, 0).
={q1} V{qs} ={q1, g3}
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({q0,93}1 1) » 6({q0, 93}, 1) = A{q0, a3}, 1) = Ugeq,g:34(q, 1) = A(qo, 1) U A(gs, D).
={q1,9:3U 0 =1{q1,q2}

Se obtendra un diagrafo como se muestra en la llustracion 6.19 con dos nodos

inutilizables pues el estado inicial es solamente q,:

lustracion 6.19 Diagrafo con nodos inutilizables Ejemplo 6.7

También existe una equivalencia entre los AFN — Ay los AFN. Esta equivalencia se
logra si se eliminan las transiciones A y ademas afiadiendo transiciones que las simulen
sin alterar el lenguaje que aceptan ambas maquinas aceptan. Para mostrar esta

equivalencia se utilizard la definicién de lambda clausura.

Definicién 6.12 Para un estado {q} € #(Q), la A — clausura de q, notada por A[{q}] es
el conjunto de estados de M a los que se puede llegar desde g por cero, una o mas

transiciones lambda.

Ejemplo 6.8 Dado el AFN —A M de la llustracion 6.20 se calculara A[{q}] para cada

uno de los estados del automata (ver Tabla 6.9):

Tabla 6.9 X clausura de M Ejemplo 6.8

M{qo}] = {90, 91,95}
AM{q1}] = {q1, g5}
Mgz} = {q2, 93}
M{gs}] = {q3}

[
[
[
[

lHustracion 6.20 AFN — A Ejemplo 6.8
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Nota 6.6 No debe confundirse A[{g}] con A(q,A), ademas q € A[{g}] 0 también
{q} < Al{q}].

Nota 6.7 Se puede extender la definicion de A — clausura para un conjunto de
estados. Por ejemplo para {q,, ..., qx} se tiene que A[{qq, ..., qx}] = Al{q:}] U ... U A[{qi}]
donde A[@] = @.

Teorema 6.2 (Equivalencia computacional AFN — A = AFN) Dado un AFN existe un

AFN — A equivalente, y viceversa, Dado un AFN — A existe un AFN equivalente.

Demostracion parte i (Dado un AFN existe un AFN — A equivalente): un AFN M =

{Z,Q,q0, F,A} es un AFN — A con cero transiciones lambda.

Reformulacién: Dado un AFN —A M = {Z, Q, q,, F, A} se puede construir un AFN M’
equivalente a M, tal que L(M) = L(M').

Demostracion parte ii (Dado un AFN — A existe un AFN equivalente): Se construye un
AFN M' = {Z,0Q,q,, F',A"} con A’ definido por:

A:Q X Z- Q)
(q,a) » A'(q,a) = AJA(A[{q}], a)]

y F' = {q € Q : A[q] contiene al menos un estado de aceptacioén de F}.

Por induccién matematica se demostrara que L(M) = L(M') sobre una cadena w € X*
mostrando que A'(qqy,w) NA(qe,w) #= @ siempre y cuando A'(qy,w) Yy A(qy,w) Sean

ambos no vacios.

w = A
A'(qqo,A) = {qo} por la Definicion 6.11 parte ii y luego parte i ya que A’ es una
funcién de transicion de un AFN. {q,} S A(q,, A) por la Definicién 6.5 y la Nota 6.2

ya que A es una funcion de transicion de un AFN —A. En conclusion A'(gg, 1) N
A(qo, ) = {qo}-

w=a,a€?2X:
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A'(qq,a) = AJA(A[{qo}], a)] por la definicion de la funcién A'. Ahora q, € A[{q,}] por
la Nota 6.6. Finalmente A(qq,a) € A[AA[{go}],a)] = A'(qy,a) , por lo que
A'(qo,a) N A(g,a) # @

Hipotesis de induccion: supéngase A'(gq, w) N A(ge, w) # @y que a € X.

A'(qy,wa) = A(A'(qy,w),a) por la Definicion 6.11 parte iii. Como A'(qy,w) Yy
A(qo,w) son no vacios y A'(qq,w) NA(qy,w) # @ (hipGtesis de induccion), se
tiene que A(A'(qg, w) N A(gy, w),a) € A(A' (qy, W), a) = A'(gq, wa).
A(qy,wa) = A(A(qy,w),a) por la Definicion 6.11 parte iii. Como A'(qy,w) Yy
A(qy,w) son no vacios y A'(qe,w) NA(qe,w) = @ (hipétesis de induccion),
tenemos que A(A'(qo, w) N A(qy, W), a) € A(A(qy, W), a) = A(qy,wa), por lo que
A'(go,wa) N A(qo, wa) # @

Lo anterior esta garantizando que existe por lo menos un camino para que el

procesamiento de la cadena w sea exitoso en el nuevo AFN =

Ejemplo 6.9 Construir un AFN equivalente al siguiente AFN— A (llustracién 6.21 y
Tabla 6.10):

Tabla 6.10 Funcién A Ejemplo 6.9

A a b A

qo [ {q23 | @ |{q1,9:}
1 ® | {q0} [0)
qz 1) 1) {qs}
g3 | @ |[{qe} )

llustracion 6.21 AFN — A Ejemplo 6.9

La Tabla 6.11 muestra las A- clausuras del AFN— A:

Tabla 6.11 A - clausuras Ejemplo 6.9

Mg}l = {90, 91,92, 93}
Al{gqi}] = {q:}

A{q23] = {q2,93}
7\[{%}] = {Q3}

Utilizando la Definicion 6.10 la funcion de transicion A": Q X X — g(Q) es la siguiente:
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N'(qo, @) = A[AA[{q0}], )] = A[A({q0, G1, 2, 433, )] = Al{q2}] = {92, 45}
A'(qo, b) = MAA{q03], D)] = AMA({q0, 41, 92, 933 b)] = Al{q0}] = {90, 91, 92, 93}
A'(q1, @) = AAQA[{g:3], )] = A[A({g1}, @)] = A[B] = @
A'(q1,b) = MAM[{q1}], )] = A[A{q1}, D)] = Al{qo}] = {90, 41, 92, g3}
A'(qz,a) = A[AA[{q2}],
A'(qz,b) = A[AA[{q2}
[
[AGAL

Q

]
|
|
]
]
]
]
]

I &)] = AMlA({g2, g5} )] = A[{@}] = @

1.b)] = A[A({qz, g3}, b)] = Al{qo}] = {40, 41, 92, 43}
A'(q3,a) = MAA{g3}], @)] = AM[A({gs}, @)] = A[@] = @

]

A'(q3,b) = A[A(A[{qs}],b) AA({qs},b)] = A{q0}] = {90, 91, 92, a3}

Finalmente se obtiene el autdmata pedido (llustracion 6.22 y Tabla 6.12):

Tabla 6.12 Funcion A' Ejemplo 6.9

A’ a b

90 | {a2, 93} | {40, 1, 92, 43}
q1 ) {q0, 91, 92, q3}
2| 9 |{90919295}
qs3 ) {q0, 91, 92, q3}

llustracién 6.22 Nuevo AFN Ejemplo 6.9

Corolario 6.1 Los modelos computacional AFD AFN y AFN — A son equivalentes, es
decir AFD = AFN = AFN — A.

El siguiente teorema ayudard a demostrar un resultado importante que relaciona los

lenguajes regulares y los autbmatas AFD AFN y AFN-A.

Teorema 6.3 (Lema de Arden) Si Ay B son lenguajes sobre un alfabeto Xy A1 ¢ A4,

entonces la ecuacion X = AX U B tiene una unica solucion dada por X = A*B.

Demostracion: primero se verificara si efectivamente X = A*B es solucion de
X = AX U B. Utilizando el Teorema 5.2, 5.4, 5.3 y la definicion de clausura de Kleene se

obtiene:
X=AXUB=A(A'B)UB = (AA)BUB =A*BUB = (A* U1)B = (A*)B = A*B
Supdngase que existe otra solucion y estaes X = A*B U C donde C N A*B = @:

X=AXUB=A(A'BUC)UB = (AA'BUAC)UB = (At UA)BUAC = A*BU AC.
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Intersecando con C a los miembros de los extremos de las igualdades del renglon
anterior:
XNnC=ABUAC)NC
(AABUC)NC =(A"BUAC)NC
A'BNnC)u(CNnC)=A"BNCY)VU(ACNC)
C=ACNnC

Se concluye que C < AC. Ahora si C # @ existe una cadena de longitud minima x € C
y como C € AC se tiene también que x € AC. Como x € AC se puede reescribir a x
como la concatenacion de dos cadenas y e z donde necesariamente ye Ay z€C.
Debido a que 1 ¢ A se tiene que y # 4, ahora se sabe que |z| < |x|]. Como se supuso
gue la cadena x era de longitud minima y z € C tiene una longitud menor que x se llega

a la conclusion por el principio de no contradiccion que C = @ =

Un resultado importante (Teorema 6.4 y 6.5) que relaciona los automatas AFD, AFN,
AFN — A con los lenguajes regulares (Definicion 5.13) sostiene que un lenguaje es

regular siy solo si es aceptado por un automata finito (AFD, AFN, AFN — 1).

Teorema 6.4 (Teorema de Kleene parte 1) Dada una expresion regular R sobre X
existe un AFN — A tal que L(M) = R.

Este teorema establece que el AFN — A que se construya sélo puede aceptar las

cadenas que de deducen de R.

Demostracion: Se razonard inductivamente usando la Definicidn 5.14 de expresion

regular. Se construiran autdbmatas para las expresiones regulares basicas siguientes:

Un AFN — A que acepta el lenguaje R = @ sobre el alfabeto ¥, muestra en la

llustracion 6.23.

Un AFN — A que acepta el lenguaje R = {A} se muestra en la llustraciéon 6.24.

RO

llustracion 6.23 AFN — A que acepta el lenguaje R=¢ lHustracion 6.24 AFN — & que acepta el lenguaje R={A}
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Un AFN — A que acepta el lenguaje R = {a},a € X, se muestra en la llustracion 6.25.

llustracion 6.25 AFN — A que acepte el lenguaje R={a}

Hipotesis de induccion: Supdngase que para las expresiones regulares R y S existen
AFN — A M, y M, tal que L(M;) = Ry L(M,) = S. Esquematicamente se presentaran los

automatas M; y M, se la siguiente manera (llustracion 6.26):

M O O
PO PO
O O

lustracion 6.26 Autématas M1y M2. Fuente (De Castro, 2004, p. 50)

Las ilustraciones presentadas a continuacion (llustracion 6.27, llustracion 6.28 e
llustracion 6.29) son AFN - A1 que aceptan los lenguajes RS, RUS y R*

respectivamente:

e
DO

llustracion 6.27 AFN — A que acepta el lenguaje RS. Fuente (De Castro, 2004, p. 51)

O,
) U
‘ O
O

lHustracion 6.28 AFN — L que acepta el lenguaje RUS. Fuente (De Castro, 2004, p. 51)
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llustracion 6.29 AFN — A que acepta el lenguaje R*. Fuente (De Castro, 2004, p. 52)

Ejemplo 6.10 Dado el lenguaje a*(bUab*Uab*a)c* U (aUb)(aUac)* sobre

X = {a, b, c} disefiar un AFN — A que lo acepte.

Para disefiar el AFN — A que acepte el lenguaje pedido es necesario conocer que por
cada operacion concatenacion y union es necesario establecer una funcion de
transicion A. Como primer y segundo paso se realizan las transiciones que usan un solo
simbolo de X y la estrella de Kleene. En el tercer paso se establecera la concatenacion
de dos elementos, luego tres elementos y asi sucesivamente. En el cuarto paso se
agruparan las uniones pedidas por el lenguaje y si es necesario se repiten los ultimos

pasos segun sea el caso para obtener el autdmata solicitado.

Paso I: en la llustracion 6.30 se representan AFN —A que aceptan las expresiones

regulares a. by c respectivamente:

llustracion 6.30 AFN — A que aceptan las expresiones a.byc

63



Paso II: en la llustracidon 6.31 se representan AFN — A que reconocen las expresiones

a*, b*y c*. Téngase en cuenta que el autdbmata que reconoce a* reconoce también al

llustracion 6.31 AFN — A que aceptan a*, b*y c*

simbolo a.

Paso lll: Ahora los siguientes AFN — A reconocen las expresiones ac, ab™ y ab*a

respectivamente (llustracion 6.32, llustracién 6.33 e llustracion 6.34).

OO0

llustracion 6.32 AFN — A que reconoce ac

llustracion 6.33 AFN — A que reconoce ab*

llustracion 6.34 AFN — A que reconoce ab*a

Paso IV: se representa el AFN — A que reconoce a*(b U ab* U ab*a)c*(llustracion
6.35):

lHustracion 6.35 AFN — & que reconoce a* (buab*uab* a) c*

64



ElI AFN — A que acepta (a U b)(a U ac)* (llustracion 6.36):

llustracion 6.36 AFN — A que acepta (aub) (auac)*

Finalmente el AFN — A que acepta a*(bUab*Uab*a)c*U(aUb)(aUac)”

(llustracion 6.37):

llustracion 6.37 AFN — A que acepta a* (b Uab* ab* a) c* Ua Lh) (alac)*

Teorema 6.5 (Teorema de Kleene parte Il) Dado un AFN se puede encontrar una

expresion regular R tal que L(M) = R.

Este teorema establece que se puede encontrar una expresion regular de modo tal

que las cadenas aceptadas por el AFN solo sean las que se puedan deducir de Ry

ninguna otra mas.
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Demostracion: dado un AFN M = {Z,Q, q,, F,A} con estado inicial q,, se puede a
partir de este autdmata construir uno nuevo diferente M; = {Z,Q,q;, F,A}con g, €Qy
gue coincide con M en todos sus parametros excepto en el estado inicial (M; acepta
cadenas distintas por ende acepta un lenguaje distinto), por lo tanto L(M;) =L; y
L(M) = Ly. Finalmente L; = {w € 2*:A(q;,w) N F # @}.

En otras palabras L; = {w € 2*: A(q;, w) N F # @} nos dice que el lenguaje L; es igual
a todas las cadenas w que finalizan en un algun estado de aceptacion. Ahora se puede

reescribir a L; también como:

{U{aLﬁ q; €AM(q,a)},siq € F

_ ) aex
L;

i U{aLj:qj €A(q @)}V A,siq; €EF
kan

En esta nueva escritura de L; se reconoce que por cada estado g; € Q existira una

ecuacion. Por tanto existira un sistema de n + 1 ecuaciones con n + 1 incognitas.

Ly = ap1Lo U agyLy - U agyly
Ly = a;1LoVUagaly - Uagyly,

Ly, = ap1Lo U apaly -+ Uap,Ly

Donde a;; €Z 0 es igual a @ y si la ecuacion esta asociada a un estado de

aceptacion se le agrega el simbolo A.

Se mostrara a continuacion que el sistema presentado tiene una Unica solucion. La

altima ecuacién puede ser escrita de la siguiente manera:
Ly = appln U aniLlo U apaLly - Uapm-1)Ln-1
Aplicando el lema de Arden y luego concatenando respecto a la unién se obtiene:
Ly = (ann)*(anilo U anzLq -+ U an(n—l)Ln—l)

Ln = (ann)*anlLO U (ann)*anzl‘l - U (ann)*an(n—l)l‘n—l
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La anterior ecuacion esta en términos de L, hasta L,,_, y se remplaza en la ecuacion
Lp—1 = am-1)1Lo U a(n—1)2L1 - U am-1)nly, la cual también queda en términos de L,

hasta L,,_, asi:

Ly—1 = am-1)1Lo U a@n—1)2L1 ** U ano1)n((@nn) an1Lo U (@npn)*anaLy -+

U (ann)*an(n—l)l’n—l)

Repitiendo este procedimiento sucesivas veces el sistema se reduce a una sola
ecuacion con una sola incégnita, en este caso L, en términos de L,. Aplicando el lema

de Arden nuevamente se llega a la solucion final donde L(M) =L, =R m

Ejemplo 6.11 Utilizando el lema de Arden y el teorema de Kleene, encontrar las
expresiones regulares para los lenguajes aceptados por el siguiente AFN (llustracion
6.38).

lHustracion 6.38 AFN Ejemplo 6.11

Lo primero es establecer el alfabeto, en este caso X = {a,b}. Como segundo se
plantean las ecuaciones que estan asociadas a cada uno de los estados del AFN.
Puesto hay 5 estados entonces sera un sistema de 5 ecuaciones con cinco incognitas y
que estaran asociadas a las funciones de transicion. Por ejemplo, en g, solo existe una
transicion que procesa el simbolo b, luego L, = bL,. Como en el estado g, hay dos
transiciones su ecuacion asociada es L, = alL, U bL,. Obsérvese que el estado g, es un
estado final y sélo tiene una transiciéon entonces la ecuacién asociada es L, = bL; U A.
Se sigue sucesivamente hasta completar las ecuaciones asociadas a los estados del

autdmata. Se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:
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(Lo = bL, (1D

L, =al,ubL, (2)
L, =bL; U2 (3)
Ly=al,ul (4)
L, = bL; UbL, (5)

Se sustituye (5) en (4) y obtenemos L; =a(bL; UbL;)UA=abl;UabL,UA Yy

aplicando el lema de Arden (Teorema 6.3):
L3 = (ab)*(abLl U A) (6)

Sustituyendo (6) en (3) L, = b((ab)*(abL, UA))U A. Por la ley asociativa de la
concatenacion de lenguajes L, = b(ab)*(abL,; U 1) U Ay ahora concatenando respecto

a la unién se tiene que: L, = b(ab)*abL,; U b(ab)* U A. Aplicando el Teorema 5.4:
L, = b(ab)*L; Ub(ab)*u i (7)

Usando (7) en (2) se obtiene L, = a(b(ab)*L, U b(ab)* U A) U bL,, reorganizando: se
tiene que L, = ab(ab)*L; Uab(ab)* Ua U bL, = ab(ab)*L,; U (ab)* Ua U bL,. Ahora se
tiene que L, = (ab(ab)* U b)L, U (ab)™ U a.Por el lema de Arden:

L, = (ab(ab)* U b)*((ab)* Ua) (8)
Luego sustituyendo (8) en (1) Ly, = b((ab(ab)* U b)*((ab)™ U a)). Finalmente:

Ly = b(ab(ab)* U b)*((ab)* U a)
donde L, = R.

Como ejercicio se mostrara a continuacién porque la demostracion del Teorema 6.5

no es valida para AFN-A.

Ejemplo 6.12 Encuentre el lenguaje regular aceptado por el AFN-A de acuerdo al

método presentado en la demostracion del Teorema 6.5 (llustracion 6.39):

A=)

lHustracion 6.39 AFN-A Ejemplo 6.12
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La primera ecuacion del sistema es L, = @ puesto que en la funcion de transicion
estado inicial g, no esta definido para simbolo alguno. Se incurre en un error si se
escribe L, = AL, U 1 pues A esta siendo tratado como un simbolo y por la Nota 6.3 este
no lo es. Continuando se propone el siguiente sistema:

b 2o
L1 = bLl U A

Aplicando el lema de arden a L, = bL, U A se tiene que L, = b*A = b*. Esta Ultima

ecuacion es imposible aplicar en L,. Por lo tanto la demostracién constructiva del

Teorema 6.5 no es validad para AFN-A, para ello es necesario transformarlo primero en
un AFN.

Ejemplo 6.13 En el Ejemplo 6.5 se propuso un AFPD M y que acepta el lenguaje

L ={0'1%!/i = 1}. Se mostrara porque L no es regular:
Se puede establecer por extensién las cadenas que estan en L:
L={011,001111,000111111,000011111111, ...}
Se puede construir de manera incremental el conjunto L de este modo:

L, = {0112} = {011}
L, = {0%1%} = {001111}
L; = {031} = {000111111}
L, ={0"12"} ={0..011 ... 11}

Por tanto L=L; UL, UL3; VU ..UL,U.. Por la construccion de la demostracion
teorema de Keene parte | se puede establecer facilmente un AFN-A por cada L; que
hace parte de L. Sin embargo la union de L; es infinita lo que nos lleva a construir una
infinidad de maquinas que al unirlas tendran una cantidad ilimitada de estados. En
conclusién no existe un AFN-A ni ningun otro automata finito (sin pila) que reciba

exactamente el lenguaje L.
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Puede suceder que no se esté convencido del resultado anterior. Supongase por un

momento que el siguiente autdmata finito acepta el lenguaje L (llustracion 6.40).

lHustracion 6.40 Automata finito Ejemplo 6.13
Empero este autébmata recibe también cadenas que no estan en L, por ejemplo la
cadena que tenga un solo cero y un solo uno. Con el siguiente AFN-A también ocurre lo

mismo (llustracion 6.41):

llustracion 6.41 AFN-A Ejemplo 6.13

Una manera de detectar si un lenguaje es no regular lo provee el Lema de Bombeo,

sin embargo no esta dentro de los propésitos de este trabajo mostrarlo.

6.3 Tipos de lenguajes

Hasta el momento sélo se ha profundizado en el estudio de los lenguajes regulares y
es gracias al Teorema de Kleene parte iy ii y al Corolario 6.1 que se deduce facilmente
la conexion intima de estos lenguajes con los autématas AFD AFN y AFN —A. Sin
embargo en el Ejemplo 6.13 se coloca en evidencia que los lenguajes de los ejemplos
6.5 e implicitamente el 6.6 no son regulares, pues estos no son aceptados por los
modelos computacionales AFD AFN y AFN — 2, sin embargo si son reconocidos por
automatas AFPD y AFPN.

Los lenguajes aceptados por los AFPD y AFPN corresponden a los denominados
lenguajes independientes del contexto, mas conocidos como lenguajes LIC. Se puede
afirmar que los lenguajes regulares son LIC simplemente construyendo un AFPD que
acepte un lenguaje regular y esto se consigue ignorando la pila. Sin embargo la prueba

de que no todos los lenguajes LIC no son regulares es brindada en el Ejemplo 6.13.
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Noam Chomsky (1928-) linguista y filésofo estadounidense establecido en 1956 una
jerarquia entre diferentes lenguajes que son aceptados por diferentes tipos de
maquinas (De Castro, 2004, p. 81). Chomsky clasifico los lenguajes en cuatro tipos los

cuales estan a su vez asociados a las maquinas que los aceptan (Tabla 6.13).

Tabla 6.13 Tipos de lenguajes

TIPO LENGUAJES MAQUINAS
Recursivamente Enumerables , . .
0 - Maquinas de Turing
Recursivos
1 Sensibles al Contexto Autématas Linealmente Acotados
2 Independientes del Contexto AFPD y AFPN
3 Regulares AFD, AFN y AFN-1

La mayoria de bibliografia consultada omite el estudio de los lenguajes de tipo 1
pues los Autématas Linealmente Acotados son Maquinas de Turing no deterministas
monocinta con leves modificaciones. Otros libros solo estudian los lenguajes de tipo 3y
luego pasan al tipo 0 y algunos otros inician directamente desde el lenguaje de tipo O.
En la siguiente seccidn se estudiaran las Maquinas de Turing, los lenguajes que estas

aceptan y las relaciones que se pueden establecer entre estos ultimos.

6.4 Propiedades de los lenguajes regulares

Las siguientes propiedades formalizan resultados sobre las operaciones

concatenacion y unién de los lenguajes regulares fruto las definiciones 5.13 y 5.14.

Teorema 6.6 Si L, L, y L, son lenguajes regulares sobre X también lo son:

i. LiUL, v. L=3%"-1L
i. LiL, vi.  LiNL,,
ji. L vi. Li—1L,
iv. L* vii.  LyAL,

Demostracion:
i. Como L; y L, son lenguajes regulares, por la Definicibn 5.13 cada uno de

estos lenguajes se forman a partir de los lenguajes basicos @, {1}, {a}, para
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Vi.
Vii.

viii.

cada a € X utilizando las operaciones unidén y concatenacion de lenguajes.
Nuevamente por la Definicion 5.13 L; U L, es un lenguaje regular pues este se
forma a partir de la unién de dos lenguajes regulares m

Se demuestra de forma similara i m

Se demuestra de forma similara i m

Se demuestra de forma similara i m

Por el teorema de Kleene parte | y los teoremas de equivalencia
computacional entre los modelos AFD, ADN y AFN — A, existe un AFD
M = (%,Q,q,F,d) tal que L(M) = L. Un AFD que acepte el complemento de L
se debe intercambiar los estados no finales con los finales. ES decir, si
M =(2,0,q90,Q — F,6) entonces L(M) =L m

Sesiguede L; NL, =L, UL, m

SesiguedeL; —L,=L;NL, m

Sesiguede L;AL, =(L;ULy)—(LiNLy,)m

Teorema 6. 7 Todo lenguaje finito es regular.

Demostracion: sea w; conn = i > 1 una cadena cualquiera de un lenguaje L con una

cantidad n de cadenas. Si L; = {w;} entonces L = Uj~,{w;}. Como cada {w;} es regular,

L también lo es m

Teorema 6.8 X* es un lenguaje regular

Demostracion: Como el lenguaje vacio es regular por la Definicion 5.13, su

complemento X* es regular por el Teorema 6.6 parte v.

Corolario 6.2 La coleccion R € p(X*) de todos los lenguajes regulares sobre un

alfabeto X es un algebra booleana de conjuntos?.

?2 Una definicion de una &lgebra booleana de conjuntos se encuentra en Apostol (2001, p. 573)
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7. Maquinas de Turing

Herbert Wise director del documental biografico Breaking the Code, una pelicula
basada en la vida de Alan Turing alrededor de su papel en la segunda guerra mundial,
muestra en una de las escenas del filme una breve explicacion dada por el mismo Alan
Turing (Derek Jacobi) cuando es interrogado por un articulo de su autoria publicado en
1936 Illamado On Computable Numbers with an application to the
Entscheidungsproblem. Un fragmento de esta escena traducida al espafiol y

pronunciada por Derek Jacobi es el siguiente (Wise, 1996):

[...] Pero la cuestion de la decibilidad estaba aun sin resolver. Hilbert, como habia dicho,
pensaba que deberia existir un método claramente definido para decidir de manera clara si
0 no las afirmaciones matematicas son demostrables; al problema de la decisién él lo llamo

el “Entscheidungsproblem”.

En mi trabajo On the Computable Numbers demostré que no puede haber ningin método
que funcione para todas las preguntas. Resolver problemas matematicos requiere una
fuente infinita de nuevas ideas. Era, por supuesto, una tarea monumental resolver tal cosa.
Era necesario examinar la demostrabilidad de todas las afirmaciones mateméaticas del
pasado, presente y futuro ¢Como podria hacerse eso? Eventualmente una palabra me dio

la pista.

La gente habia estado hablando sobre la posibilidad de un método mecanico, un método
que podria aplicarse mecanicamente a la solucién de problemas mateméticos sin ninguna

intervencién humana o el ingenio

iMaquina! Esa era la palabra crucial. Concebi la idea de una maquina, una Maquina de
Turing que seria capaz de escanear simbolos mateméticos, para leer si lo desea, una
afirmacion matematica y llegar al veredicto en cuanto a si 0 no una afirmacion es
demostrable. Con este concepto fui capaz de demostrar que Hilbert estaba equivocado jMi

idea funciond!

El concepto de algoritmo se habia dado por descontado hasta el momento en aquella
época, pues a ningun matematico se la habia ocurrido darle una definicion formal. En
respuesta a esta cuestion Turing propone formalizar este concepto mediante su la

famosa Maquina de Turing. En la actualidad el concepto de Maquina de Turing es
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aceptado como la formalizacion del concepto de algoritmo. Segun Gallardo et al (2003,
p. 41), no se puede demostrar que el concepto de Maquina de Turing es equivalente al
concepto intuitivo de algoritmo, sin embargo existen razones que permiten realizar

dicha afirmacion (Tesis de Church-Turing).

7.1 Definicién y funcionamiento de la Maquina de Turing

Definicion 7.1 Una Maquina de Turing (MT) M es una 7-tupla M = (Q,%,T,6,q,,B,F)

donde:

i. @ esun conjunto finito de estados.

ii. X eselconjunto de simbolos de entrada que no incluye aBy X c T.

ii. T esun conjunto de simbolos que conforman el alfabeto de cinta.

iv. & es la funcion parcial que determina los movimientos de la maquina, definida
como 6:9 x I' » Q XTI x{R,L,S}donde R representa movimiento a la derecha,
L movimiento a la izquierda y S la ausencia de movimiento.

V. g, €Q eselestado inicial de la MT.

vi. B es el simbolo que representa la celda vaciatalque BET Yy B € X.

vi. F es el conjunto de estados finales, donde @ # F < Q.

A modo de ejemplo la transicién §(q,a) = (p, b, R) significa que la UC escaneando el

simbolo a, borra a, luego escribe b, pasa del estado q al p y se mueve a la derecha.

En general una MT procesa una cadena de entrada w € £* desde el estadoq,
colocada en una cinta la cual es infinita en ambas direcciones y donde las demas

casillas contienen el simbolo B.

Definicion 7.2 La descripcion instantanea (DI) de una MT M es una expresion de
la forma w;q w,, donde q € Q es el estado actual de computo de M, w,w, €T*y la
UC estéa debajo del primer simbolo de la cadena w, escaneandolo. Las casillas de la

cinta donde no estan los simbolos de las cadenas w;w, contienen al simbolo B.
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Ejemplo 7.1 La llustracion 7.1 Descripcion instantanea Ejemplo 7.1 representa la DI

0g10101 de una MT M donde la UC esta en el estado g escaneando el caracter 1.

..|B[B|B|o]1]o|1]0|B|B|B|B]...
T

q

llustracién 7.1 Descripcion instantanea Ejemplo 7.1

Definicion 7.3 El paso computacional de una MT es el paso de una DI a otra por

medio de la funcidén de transicion § la cual se denota por:
aq ..A;_19a;Qj11 Ay Fpy Aq . Qi1 YDA - Ay
conY € I'y en la cual se utiliza la transicién 6(q,a;) = (p,Y, R). Ahora, la notacion
Aq .. Qj—1qA;Qj4q - Ay Fpp Q1 . @i YYYYYYY DG, oy

significa que una MT puede pasar de la DI a;..a;_19a;a;4;..a, a la DI

a ..a;_{YYYYYYYpa;,, ...a, €n n pasos computacionales.

Definicion 7.4 Se denomina la configuracién inicial de una MT cuando la UC se
encuentra en el estado g, y esta situado en el extremo izquierdo de la cadena (escrita

en la cinta) bajo el primer simbolo de la misma.

Ejemplo 7.2 La configuracion inicial de una MT para la cadena de entrada 000110101
es q,000110101.

Definicion 7.5 El lenguaje aceptado por una MT M, es L(M) se define como:
L(M) ={w € Z*:qow +}3; wipw,,dondep € F y wyw, € T*}

Nota 7.1 Decidir si una cadena es aceptada por una MT demanda menos
condiciones a diferencia de los autématas finitos vistos en el Capitulo 6, pues una
cadena no necesariamente debe ser leida en su totalidad para ser aceptada por una
MT, soOlo se requiere que la maquina se detenga completamente en un momento
determinado y en un estado de aceptacion. Finalmente cabe agregar que no se

permiten transiciones §(q,a) cuando q € F.
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Ejemplo 7.3 Sea M = (9,%,T, 6, q,,B, F) una MT que acepta el lenguaje no regular L
definido por L = {0"1™:n > 1} cuyas cadenas estan conformadas por una cantidad n de
ceros seguida también de una cantidad n de unos. Los parametros de M estan
definidos a su vez por Q =1{q,, 91,92, 93,94}, £ ={0,1}, T ={0,1,X,Y,B}, F ={q.} y la
funcion de transicion § mostrada en la Tabla 7.1.

Tabla 7.1 Funcién de transicién & Ejemplo 7.3

5 0 1 X Y B
9o | (91,X,R) 0) 1) (q5Y,R) 1)
q1 | (q1,0,R) | (q2,Y,L) ? (qLY,R) 1)
g2 | (q2,0,L) @ (90, X,R) | (q2,Y, L) ]
qs 1) 1) 0] (93.Y,R) | (q4B,R)
qs @ ) [0) [0) [0)

El didgrafo que representa la MT M se muestra en llustracion 7.2. Se debe tener en

cuenta que el simbolo blanco B en los diagrafos se representara por un cuadro vacio.

llustracion 7.2 Diagrafo MT M ejemplo 7.3

Una cadena aceptada por M es 000111. La secuencia de descripciones instantaneas

desde la configuracion inicial y los pasos computacionales es el siguiente:

4,000111 F Xq,00111 F X0q,0111  X00g;111 + X0gq,0Y11 + Xq,00Y + g,X00Y11 I
Xq,00Y11 + XXq,0Y11  XX0q,Y11 F XX0Yq,11 + XX0q,YY1  XXq,0YY1 F Xq,XO0YY1
- XXqo0YY1  XXXq,YY1 - XXXYq,Y1 - XXXYYq,1 - XXXYq,YY + XXXq,YYY +
XXq,XYYY - XXXqoYYY + XXXYqsYY + XXXYYqsY + XXXYYYqsB - XXXYYYBq,

Una cadena no aceptada por la MT M es 011. La secuencia de descripciones

instantaneas es:
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qo011 F Xq111 F q,XY1 + XqoY1 - XYq31

Nota 7.2 Algunos computos que realiza una MT cesan cuando no hay una transicion
definida. El Ejemplo 7.3 muestra que no existe una transicion para la DI XYq51, pues la

MT M se detiene pero no lo hace en un estado de aceptacion.

Nota 7.3 Un bucle infinito se representa como w,qw, F}, o e indica que el computo
gue se inicia con la DI w;qw, no se detiene nunca en la MT. En este caso la MT no

puede determinar rechaza o acepta la cadena respectiva.

Nota 7.4 No debe confundirse la transicién 6(q,B) = (p,a,R) con la transicion A
usada para autdmatas finitos, pues en este caso y como se ha dicho B es un simbolo y

debe ser tratado como tal.

7.2 Lenguajes recursivamente enumerables y recursivos

Definicion 7.6 L es un lenguaje recursivo (R) si existe una MT M que se para ante

cualquier entrada tal que:

i. siw € Lentonces M se para en un estado final.

ii. siw & Lentonces M se para en un estado no final.

Un lenguaje es R cuando existe una MT que se detiene para todas las cadenas de
entrada, bien aceptandolas o bien rechazandolas, no hay otra opcion. En otras palabras
L es R si existe una MT M tal que L(M) = L y M se detiene con todas las cadenas de

entrada.
Ejemplo 7.4 La MT M presentada en el Ejemplo 7.3 es un ejemplo de un lenguaje R.

En la Definicidbn 7.5 se menciona que el lenguaje aceptado por una MT M es aquel
gue solo acepta las cadenas para las cuales M se detiene completamente en un
momento determinado y en un estado de aceptacion, sin embargo, puede suceder que
una MT acepte las cadenas de un determinado lenguaje y no sepa qué hacer con

algunas otras, cayendo estas en un bucle infinito (Nota 7.4). Por tanto no debe
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confundirse el lenguaje aceptado por una MT con un lenguaje R el cual tiene una
exigencia adicional (Definicion 7.6) y es el hecho de que exista una MT que acepte sus

cadenas y rechacé las que no son de él, no hay bucles infinitos.

Definicién 7.7 L es un lenguaje recursivamente numerable (RE) si existe una MT M
tal que:
I. siw € L entonces M se para en un estado final.

ii. siw & L entonces M se para en un estado no final o M no se para.
Corolario 7.1 Si L es un lenguaje recursivo entonces es recursivamente enumerable.

A diferencia de los lenguajes R los lenguajes RE en su definicion son mas flexibles,
pues los RE exigen la existencia de una MT que por lo menos acepte las cadenas de
este lenguaje y para las otras es mucho menos exigente, pues no es indispensable que

la MT se pare. Mas adelante se mostrara que el reciproco del Corolario 7.1 es falso.

Ejemplo 7.5 Un lenguaje recursivamente enumerable es el lenguaje universal

denotado por L, que sera mencionado en el capitulo nueve con més detalle.

7.3 Variaciones de Maquinas de Turing

Las MT pueden sufrir modificaciones las cuales no incrementan la capacidad
computacional, ni tampoco modifican los lenguajes aceptados por las MT (Gallardo
et al., 2003, p. 50). Sin embargo, estas variaciones afiaden recursos computacionales
que servirdn para disefiar algunos algoritmos, los cuales son demasiado complejos de

desarrollar en las MT estandar.

7.3.1 Maquinas de Turing con Cinta dividida en Pistas (MT multipista).

Definicion 7.8 Una MT multipista es aquella en la que solamente se tiene una UC y
una cinta dividida en k pistas, para cualquier valor k finito. La funcion de transicion esta

definida por §:Q x I'* - Q xI'* x {R, L, S}.
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La MT multipista lee una tupla de k simbolos, consulta la transicion y la realiza, es
decir, escribe la nueva tupla de simbolos y cambia de estado moviendo la UC. La

funcion de transicion también se puede describir como:

6(q(a1r a,,as, ..., ak)) = (pr (bll bZ' b3! ey bk)! D)

donde a; y b; son simbolos de I'. La llustracién 7.3 muestra el esquema general de

una MT multipista:

ay +— Pista 1
(s + Pista 2
fin —DPista k

lustracion 7.3 Esquema general MT multipista. Fuente (De Castro, 2004, p. 181)

Ejemplo 7.6 Las pistas de una MT multipista se usan generalmente para sefalar con
“marcadores” determinadas posiciones en la cinta. La MT del Ejemplo 7.3 utiliza la idea
de marcadores cuando remplaza los ceros por X y los unos por Y. Estos marcadores se

pueden colocar en una pista diferente y sin la necesidad de borrar los ceros y unos.

Teorema 7.1 (Equivalencia computacional MT estdndar = MT multipista) Dada una
MT estandar existe una MT multipista equivalente y viceversa, dada una MT multipista

existe una MT estandar equivalente®.

Demostracion parte i: a partir de una MT estandar es facil construir una MT multipista
gque acepte exactamente el mismo lenguaje, para ello la UC de la MT multipista debe
leer k-tuplas (sq, s, S3, ..., S,) con s; € T', donde s; es un simbolo de T y s,, s, ..., S, Son

simbolos en blanco en todos los computos.

Demostracion parte i: dada una MT multipista el proceso para construir una MT
estandar que acepte el mismo lenguaje de una MT multipista es el siguiente: se debe

codificar cada una de las una k-tuplas de la MT multicinta a partir de nuevos simbolos

23 Reformulacion: un lenguaje L es aceptado por una MT estandar M si y solo si es aceptado por una MT multipista

M.
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gue haran parte del nuevo alfabeto de la cinta MT estandar, para ello no son necesarias

nuevas transiciones m

Ejemplo 7.7 Sea M"una MT multipista con I' = {0,1, B}, por tanto las tuplas o el
alfabeto de M” es I'? = {(0,0), (0,1), (0, B), (1,0), (1,1), (1,B), (B, 0), (B, 1), (B,B)}. Una MT
M estdndar que acepta el mismo lenguaje que la MT M’ debe tener como alfabeto
Iy = {ay,a,,a3,a4,0as5,a6,a7,ag,a9} , donde a; =(0,0),a, =(0,1),a; = (0,B),a, =

(1,0),a5 = (1,1),a¢ = (1,B),a;, = (B,0),ag = (B,1),aq = (B, B).

7.3.2 Maquinas de Turing multicinta.

En este modelo de MT existe un numero finito de cintas n > 2 donde cada una de
ellas esta dividida en celdas al igual que la cinta de una MT estandar. La UC tiene un
total de n visores, cada uno para cada cinta (ver llustracién 7.4).

'._. -
v oo r . = Cinta |

lustracion 7.4 Esquema general MT multicinta. Fuente (De Castro, 2004, p. 182)

Definiciébn 7.9 Una MT multicinta es una MT que consta de una UC, n cintas y n

visores para cada una de las cintas, donde n > 2. La funcion de transicion asociada es:
5:9x Tk 09 x (T x{RLSHE
La funcion de transicion § también se puede describir como:
5(61» (a1, a3, a3, ..., an)) = (P: (b1, R), (b2, R), (b3, R), ..., (by, R))
donde n representa el nimero de cintas y p es un estado de la MT.
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Ejemplo 7.8 A continuacion se describird una MT M multicinta con dos cintas que
acepta el lenguaje no regular L = {aibici/i > 0}. La maquina M estéa definida por:
. 9 =1{90,91, 92,93}
i. g, €Q eselestado inicial de la MT.
ii. I'={ab,c X, B}
iv. X ={ab,c}.
V. q4€F.

vi.  Funcién de transicion 6 definida en la Tabla 7.2:

Tabla 7.2 Funcién de transicién 6 MT multicinta Ejemplo 7.8

8(qo,(@,B)) = (q1,(@,R), (X,R)) | 8(q2,(c,B)) =(g3,(c,S),(B,R))
6(q1. (a,B)) = (q1,(a,R), X, R)) | (g3, (¢, X)) = (g3, (¢, R), (X, R))
8(q1,(b,B)) = (q2,(b,5), (B,L)) | 5(¢3,(B,B)) = (g4, (B,S), (B,S))
8(q2, (0, X)) = (g2, (b,R), (X, 1)) | 8(q0,(B,B)) = (q4,(B,5),(B,S))

El siguiente es el diagrafo correspondiente a la MT multicinta M (llustracién 7.5)

a;a,R|0;X,R b:b,R[X;X,L c;c,R[X;X,R
b;b,sm;D,LA ¢c:c,5|0;0,R

q2

0;0,s|10;40,8

lHustracion 7.5 Diagrafo MT multicinta M Ejemplo 7.8

Una cadena aceptada por M es aabbcc. La secuencia de descripciones instantdneas
en la MT multicinta M es la siguiente: la cadena aabbcc se coloca en la primera cinta y
la segunda cinta esta llena de blancos. Cada una de las DI mostradas a continuacion
estan separadas por una coma donde la primera corresponde a la primera cinta y la

siguiente a la segunda cinta:

q.aabbcc,q,B v+ aqiabbcc, Xq,B + aaq,bbcc, XXq,B + aaq,bbcc, Xq,X + aabq,bcc, g, XX
F aabbq,cc,q,BXX + aabbqscc, gz XX + aabbcqsc, Xq3X - aabbccq;B, XX q3B -
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aabbccq,B, XXq,B.

Y puesto que g, es un estado de aceptacion la cadena es aceptada por M tal como
se habia dicho. Una cadena no aceptada por la MT multicinta M es aab. La secuencia

de descripciones instantaneas es la siguiente:
q.aab,q,B + aq,ab,Xq.B + aaq,b, XXq,B + aaq,b, Xq,X + aabq,B, g, XX

Como 6(q2, (B,X)) no estad definido la cadena aab no es aceptada por la MT

multicinta M.

Teorema 7.2 (Equivalencia computacional MT multipista = MT multicinta) Dada una
MT multipista existe una MT multicinta equivalente y viceversa, dado una MT multicinta

existe una MT multipista equivalente.

Reformulacién: un lenguaje L es aceptado por una MT multipista M si y sélo si es

aceptado por una MT multicinta M.

Demostracion parte i: el lenguaje aceptado por una MT multipista M puede también
ser aceptado por una MT multicinta M’ si los visores de la UC de M’ se mueven siempre

en el mismo sentido tal como la UC de una MT multipista cualquiera.

Demostracion intuitiva parte ii; el lenguaje aceptado por una MT multicinta M' de k
cintas es aceptado por una MT multipista del modo siguiente: se construye una MT
multipista M con 2k + 1 pistas, donde por cada cinta de M’ hay dos pistas en M, una
para el contenido de cada cinta de M’ y la otra pista con todas las casillas en blanco,
excepto una casilla utilizada como marcador de la posicion de la UC en M'. La pista
adicional se usa como referencia para los marcadores anteriormente mencionados.
Mediante un recorrido de izquierda a derecha la UC sélo captura y almacena la
informacion que se encuentra en los marcadores de las pistas auxiliares hasta tener la
informacion completa para luego mediante un recorrido de derecha a izquierda realizar
las modificaciones a las casillas y cambiar los marcadores segun sean las transiciones

exigidas por la maquina M'.

Por ultimo la funcidn de transicion de la maquina M disefiada esta definida por:
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8:((Q X T* X {E,M}x {-n,..,0,1, ..n}),T #+1) -

(@ xTkx{E,M}x{-n,..,01,..n}), T 21 (R L,S}.

Donde Q es el conjunto de estados de la MT multicinta de la Definicion 7.7, T el
conjunto de simbolos de la maquina, E el simbolo que indica si la UC estd en modo
lectura y M si la UC se encuentra en modo modificacion, R, L, S denotan la direccion del
movimiento de la UC ya sea derecha, izquierda y no moverse respectivamente y
finalmente el conjunto finito {—n,...,0,1,...n} cuyos simbolos ayudan a referenciar la

marca del visor que se encuentra mas a la izquierda en la maquina M m

La llustracién 7.6 muestra la simulacion de una MT de tres cintas con una MT de

siete pistas.

Referencia de los marcadores

Posicion visor 3

ws]
== IS

Cinta 3

n
T|lw]|w]|eo
a

Wl | w
o
= B -]

Posicion visor 2

Cinta 2

w

Posicion visor 1

mlE|lzm]|lm|E] &) w

D|F|THA] =

Cinta 1

lustracion 7.6 Simulacion MT de tres cintas con una MT de siete pistas

Con el propoésito de no dejar vacios en la demostracion de la segunda parte del
Teorema 7.3, el Ejemplo 7.9 ilustra y muestra como algunos movimientos de una MT
multicinta (Parte i), en lo posible representativos, son simulados por una MT multipista
(Parte ii). El elemento central del ejercicio consiste en mostrar que la UC no solo puede
representar el estado y la posicion en la cinta sino también almacenar una cantidad

finita de datos con el fin de conseguir exitosamente la simulacion.

Ejemplo 7.9 (Parte i) La llustracion 7.7 muestra una MT de dos cintas con las
posiciones de los visores de la UC en cada una de las cintas. Recuérdese que los

movimientos de los visores son independientes uno al otro.
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..|B|/B|B|B|B|B|B|B|B|B|B]|B]..

.. |B|B[B|Blada,]as]|as|as|as|a;[B]...

Jo

lustracién 7.7 MT de dos cintas Ejemplo 7.11

En la primera cinta el visor esta apuntando a la casilla donde esta el primer caracter
de la cadena a;a,asasasaca;, adviértase que los simbolos de esta cadena no
necesariamente son todos diferentes y la cantidad de los mismos no es elemento
relevante. La segunda cinta esta llena de blancos al igual que la MT del Ejemplo 7.11.
Por dltimo los visores de la UC se encuentran uno exactamente bajo el otro, sin

embargo este tampoco es un factor importante.

Primer movimiento: la UC se encuentra en el estado q,, el primer visor al leer a,, lo
cambia por b;, se mueve una casilla a la derecha y queda bajo a,; el otro visor al leer B,

lo cambia por c¢; y se mueve a la izquierda (llustracion 7.8). La UC cambia al estado q;.

...|B|B|B|]E|01|B|B|B|B|B|B|B|...
/

.. |B|B[B|B[b |a,|as]as]as|as|a, [B]..

N

d1

llustracion 7.8 Primer movimiento MT dos cintas Ejemplo 7.11

El segundo movimiento es el siguiente: el primer visor al leer a,, lo cambia por b,, se
mueve una casilla a la derecha y queda bajo a5; el segundo visor al leer B, lo cambia

por ¢, y ho se mueve (llustracién 7.9). La UC cambia al estado q,.

..|B|B[Blc,|c;|BIB|[B|[B[B]|B][B]..
A
.. |B[B[B|B[b[by[as]as]|as|as]a, [B]...

qd:2

lustracion 7.9 Segundo movimiento MT dos cintas Ejemplo 7.11
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En el dltimo movimiento el primer visor al leer a;, lo cambia por b;, se mueve una
casilla a la derecha y queda bajo a,; el segundo visor al leer c,, lo cambia por c; y se

mueve a la izquierda (llustracion 7.10). La UC cambia al estado q3.

..|B|B|Ble||B|[B|[B|B|[B|B][B]..

A
...|B|B|B|B|b1|b2|b3|a4|a5|a6|a7|B|...

qs

llustracién 7.10 Tercer movimiento MT dos cintas Ejemplo 7.11

Cabe resaltar que aunque no se definan formalmente las transiciones en una tabla

de la MT multicinta, la descripcidn anterior presentada es practicamente equivalente.

(Parte ii) De acuerdo a la demostracion intuitiva del Teorema 7.2, la MT multipista que

simula los movimientos de la MT multicinta se muestra en la llustracién 7.11.

-4 |-3|-2|-1|0]|1|2]|3|4]|5|6]7
B|B|B|B|X|B|B|{B|B|B|B|B
B|B|B|B|B|B|B|[B|B|B|B|B
B|B|B|B|X|B|B|B|B|B|B|B
B|B|B|B|lag|ay|laz|as|as|ag|a; |B
2\
do,B, B E,0

lustracion 7.11 MT de cinco pistas Ejemplo 7.11

Obsérvese que la UC de la MT multicinta se encuentra en el estado inicial
(qo,B,B,E,0) € (@ x T'2x{E,M} x {-n,...,0,1,..n}), siendo este por definicion el tnico
estado de este tipo sin importar que existan otras tuplas que contengan como primer
caracter a q,. El segundo y tercer caracter indica que la UC aun no ha leido los
marcadores (X) de la segunda y cuarta pista que indican las posiciones de los visores
en la MT multicinta. El cuarto caracter indica que la UC esta en modo lectura y el quinto
caracter dice que la posicién del marcador que se encuentra mas a la izquierda (en la
segunda y cuarta cintas) esta bajo el cero de la quinta pista. A continuacion se simulan

tres movimientos de la MT multicinta en la MT multipista.
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Primer movimiento. Se define la transicion:

((qO,B, B,E,0),(as, X,B,X, 0)) — ((d0,X.X,E,0), (as,X,B,X,0),5)

—4|-3|-2|-1]|0 1 2 3 4 5 6 |7
B|B|B|B|X|B|B|B|[B|B|B|B
B|B|B|B|B|B|B|B|B|B|B|B
B|B|B|B|X|B|B|B|B|B|B|B
B|B|B|B|la|a,|az|as|as|ag|a; |B
A
qo,X,X,E, 0

llustracion 7.12 Primera transicion MT multicinta Ejemplo 7.11

donde la UC cambia de estado, no modifica la tupla leida y no se mueve (llustracion
7.12). Obsérvese que el nuevo estado, en el segundo y tercer caracter, ya tomo lectura
de los marcadores en la MT multicinta. Se pasa a la siguiente transicion donde se da fin

a la etapa de lectura y el nuevo estado indica el modo modificacion (llustracion 7.13):

((40,X,X,E,0),(as,X,B,X,0)) — ((qo,X,X,M,0), (as, X,B,X,0),5)

—4|-3|-2|-1|0|1|2]|3|4]|5]|6]|7
B|B|B|B|X|B|B|B|[B|B|B|B
B|B|B|B|B|B|B|B|B|B|B|B
B|B|B|B|X|B|B|B|[B|B|B|B
B|B|B|B|lag|ay|laz|as|as|ag|a; |B
A
do,X,X,M,0

llustracion 7.13 Segunda transicion MT multicinta Ejemplo 7.11

La tercera transicion muestra que la UC modifica la tupla leida por (b,B,B,X,0) y se
mueve a la derecha. El nuevo estado indica en el segundo caracter que ya realizo la
modificacion del simbolo de la primera pista y el tercer caracter que aun queda una

modificacion pendiente por realizar (llustracion 7.14):
((qO JXJ X; M; 0)) (allxi B)X) O)) s ((qO ] BIXI Ml O)F (bll BF BIXI 0); R)

La transicion que sigue indica que la UC coloca el marcador que simula al primer
visor de la MT multicinta (llustracién 7.15):
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((qo,B,X,M,0),(a,,B,B,B,1)) — ((q0,B,X,M,0),(ay,X,B,B,1),L)

-4 |-3|-=2|-1|0 1 2 3 4 5 6 |7
B|{B|B|B|[X|B|B|[B|B|B|B|B
B|B|B|B|B|B|B|[B|B|B|B|B
B|B|B|B|B|B|B|B|B|B|B|B
B|B|B|B|b|a,|az|as|as|ag|a;|B
A
do,B, X, M,0

llustracién 7.14 Tercera transicion MT multicinta Ejemplo 7.11

-4 (-3|-2|-1]0 (1|2 |3|4|5]|6]|7
B|B|B|B|X|B|B|B|B|B|B|B
B|B|B|B|B|B|B|B|B|B|B|B
B|B|B|B|B|X|B|B|B|B|B|B
B|B|B|B|b|a,|as|as|as|ag|a;|B
A
do,B,X,M,0

llustracion 7.15 Cuarta transicion MT multicinta Ejemplo 7.11

Por ello la quinta transicion es (llustracion 7.16):

((q0,B, X, M,0),(by,B,B,X,0)) — ((qo,B,B,M,0),(by,B,cy,B,0),L)

—4|-3|-2|-1]0|1|2|3|4]|5]|6]7
B|B|B|B|B|B|B|B|B|B|B|B
B|B|B|B|c;|B|B|B|B|B|B|B
B|B|B|B|B|X|B|B|B|B|B|B
B|B|B|B|b|a,|as|as|as|ag|a;|B

A
do,B,B,M,0

llustracion 7.16 Quinta transicion MT multicinta Ejemplo 7.11

La sexta transicion (llustracion 7.17):
((qo,B,B,M,0),(B,B,B,B,—1)) — ((qo,B,B,M,—1),(B,B,B,X,—1),5)

La séptima transicion (llustracion 7.18):
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((qo,B,B,M,-1),(B,B,B,X,—-1)) — ((q;,B,B,E,—1),(B,B,B, X,—1),5)

—4|-3|-2|-1]0| 1|23 |4]|5]|6]7
B|B|B|X|B|B|B|[B|B|B|B|B
B|{B|B|B|g|B|[B|[B|B|B|B|B
B|{B|B|B|[B|X|B|[B|B|B|B|B
B|B|B|B|bl|lay|las|as|las|ag|a;|B

A

qo;B;B;M,_l

llustracion 7.17 Sexta transicion MT multicinta Ejemplo 7.11

—4|-3|-2|-1|0|1|2]|3]|4|5|6]7

B|B|B|X|B|B|B|B|B|B|B|B

B|B|B|B|cg|B|B|B|B|B|B|B

B|B|B|B|B|X|B|B|B|B|B|B

B|B|B|B|bj|lay|las|as|as|ag|la,|B
A

qliBlB)El_l

lustracion 7.18 transicion MT multicinta Ejemplo 7.11

Las demas transiciones son las siguientes:

((a;,B,B,E,—1),(B,B,B,X,—1)) — ((q1,B,X,E,—1),(B,B,B,X,—1),R)
((qa1,B,X,E,—1),(by,B,c;,B,0)) — ((q1,B,X,E,—1),(by,B,¢;,B,0),R)
((qa:,B,X,E,—1),(az,X,B,B,1)) — ((q1,X,X,E,—1),(a;, X,B,B,1),5)
((a1,X,X,E,—1),(az X,B,B,1)) — ((q1,X,X,M,—1),(a, X,B,B,1),5)
((a1,X,X,M,-1),(a; X,B,B,1)) — ((q1,B,X,M,—1), (b;,B,B,B, 1), R)
((q1,B,X,M,—1),(a3,B,B,B,2)) — ((q;,B,X,M,—1),(as, X,B,B,2),L)
((qa1,B,X,M,—1),(b,,B,B,B,1)) — ((q1,B,X,M,—1),(b,,B,B,B,1),L)
((q1,B,X,M,—1),(by,B,¢;,B,0)) — ((q1,B,X,M,—1),(by,B,¢1,B,0),L)
((q;,B,X,M,-1),(B,B,B,X,-1)) — ((q1,B,B,M,—1),(B,B,c;, X,—1),5)
((a;,B,B,M,—1),(B,B,c;, X,—1)) — ((q2,B,B,E,—1),(B,B,c;, X, —1),5)
((az,B,B,E,—1),(B,B,c;,X,—1)) — ((qz,B,X,E,—1),(B,B,c;, X,—1),R)
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((az,B,X,E,—1),(by,B,¢1,B,0)) — ((qz,B,X,E,—1), (by,B,c1,B,0),R)
((az,B,X,E,—1),(b;,B,B,B,1)) — ((qz,B,X,E,—1), (b, B,B,B, 1), R)
((az,B,X,E,—1),(as,X,B,B,2)) — ((qz,X,X,E,—1),(as, X,B,B, 2),5)
((az,B,X,E,—1),(as,X,B,B,2)) — ((qz,X,X,M,—1),(as, X,B,B,2),5)
((az,X,X,M,—-1),(as,X,B,B,2)) — ((q2,X,X,M,—1), (b3, B,B,B,2),R)
((az,X,X,M,—-1),(a,,B,B,B,3)) — ((qz,B,X,M,—1),(as, X,B,B,3),L)
((az,B,X,M,—1),(b3,B,B,B,2)) — ((q;,B,X,M,—1), (b3,B,B,B,2),L)
((az,B,X,M,—1),(b,,B,B,B,1)) — ((q;,B,X,M,—1), (b,,B,B,B,1),L)
((az,B,X,M,—1),(by,B,c1,B,0)) — ((q2,B,X,M,—1),(by,B,¢;,B,0),L)
((az,B,X,M,—1),(B,B,c;,X,—1)) — ((q2,B,B,M,—1),(B,B,c,,B,—1),L)
((q2,B,B,M,—1),(B,B,B,B,—2)) — ((q,,B,B,M,—2),(B,B, c3, X, —2),5)
((qz,B,B,M,—2),(B,B,c3,X,—2)) — ((q,,B,B,E,—1),(B,B, c3, X, —2),5)

Con lo que se da fin a la simulacion de la MT de dos cintas por medio de una MT de

cinco pistas.

7.3.3 Maquinas de Turing no determinista (MTN).

Definicibn 7.10 Dado un alfabeto X la ordenacién lexicografica de X* es una lista
ordenada de todas sus cadenas. La ordenacién lexicografica induce un orden en el
alfabeto y ordena las cadenas, primero por longitud y luego por la ordenacién que
corresponda, si son letras por el orden del diccionario y si son digitos por el valor

absoluto de cada uno.
Ejemplo 7.10 Si £ = {0,1,2} entonces la ordenacién lexicografica de X* es:
4,0,1,2,00,01,02,10,11,12,20,21,22,000,001, ...

Definicion 7.11 Una MT no determinista (MTN) es una MT compuesta por una cinta y
una funcién de transicién no determinista, donde para un par de valores dados: estado
actual y simbolo leido, existe un conjunto de posibles ternas. La funcion de transicion &
esta dada por:
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5:90xT - p@xTI'x{R,L,S}

De este modo una MTN acepta una entrada si y sélo si en alguna de las variaciones

de su ejecucidn se alcanza el estado final.

Teorema 7.3 (Equivalencia computacional MT estandar = MTN) Dada una MT
estandar existe una MTN equivalente y viceversa, dado una MTN existe una MT

estandar equivalente?®.

Demostracion parte i: Una MT M estandar es un caso particular de una MTN M” ya
que la funcién de transicion § de la maquina M siempre proporciona un resultado o

ninguno.

Demostracion parte ii: para o construir una MT M estandar que acepte el mismo
lenguaje de una MTN M’, se establece a partir de la funcién de transicion § (o tabla de
transiciones) de la MTN M" un namero n el cual corresponde al maximo de elementos
de algin conjunto &8(q; a;) = {(q1, a1, R1), (42, a2, R2), (g3, a3, R3), ..., (qn, @y, Ry)}  CON
a, €T’y gq; € Q. Las demas transiciones con un numero inferior de opciones se
completaran con elementos de ella misma, sin importar si son repetidos, hasta que
todos los conjuntos &(q;, a;)tengan el mismo numero de elementos n. Por ultimo
también se debe establecer un nimero k de parejas (g;, a;) para las cuales la funcion
de transicion tenga sentido y a cada una asignarle un namero del 1 al k. En la Tabla 7.3
se presenta la funcion de transicion la MTN M”; el nUmero n corresponde al nUmero de

columnas de la matriz excepto la primera y el numero k corresponde al numero de filas

de la misma.
Tabla 7.3 Funcion de transicion MTN M” Teorema 7.3
6(q10, @10) | (P11, P11, R11) | (P12, D12, R12)| (P13, b13, Re3)
8(q20, a20)| (P21, b21, R21)| (D22, D22, R22)| (P23, b2z, Ra3)| (D240 b2as R2a)| - (sz'sz'sz) (P2 ban, R2n)
8(qkor ko) (Pr1 br1s Ri1)| (k2 bizs Ri2)| (Piss biss Riz)| (Prcar Picas Rica)| --- (pkjfbkj'Rkj)

Ahora se construye una MT N de cuatro cintas donde la primera cinta almacena las

cadenas de entrada que acepta o rechaza la MTN M’; la segunda y tercera cinta

2 Un lenguaje L es aceptado por una MT bésica M si y s6lo si es aceptado por una MTN M".
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contiene todas las cadenas sobre el alfabeto {1,2,..,89,a,8,y...k} Yy
{1,2,..,89,a,B,v ..., n}respectivamente y ordenadas lexicograficamente® y separadas
por un cardcter especial una de la otra y la cuarta cinta llena de blancos (ver llustracion
7.19).

./B|/B|B|B|[B|B|B|B|B|B|B|B]..

BBl « 2«11« [1]2]x]..

BBl «[2[«J1a[«J1]2]«]..

IB[Blaj|ay]az]as| .. [a;|B[B[B[B]..

do

llustracién 7.19 Configuracion cintas MT N Teorema 7.3

El funcionamiento de la maquina N es el siguiente: cada cadena de la cinta dos y tres
representa un camino u opcién en la secuencia de ejecucion de la maquina M’, por
ejemplo, supéngase que la cadena 2141 se encuentra en la cinta dos y la cadena 321
en la cinta tres y los visores respectivos las leen. En este caso la MT N segun la cadena
2141 de la segunda cinta tomard las pareja (g, ay) cOmo estado inicial, luego (g0, a10)
como el siguiente estado para la ejecucidon, después (q.q, aso) Y por ultimo nuevamente
(q10,a10); €N €l caso de que (g0, az0) NO sea el estado inicial en esta configuracion o que
6(q20, az) NO envié al estado q,, (en la tabla de transiciones de la MT N) 0 6(gq9,a410) NO envié al
estado q,, Y asi sucesivamente, no se obtendra un resultado exitoso, en caso contrario o
exitoso la cinta tres a partir de la cadena 321 tomara del conjunto §(q,, a,,) la tercera
opcioén, de la pareja §(q.0,a10) la segunda opcién y de la pareja §(q40, aso) la primera. De

la cuarta pareja no se toma ninguna opcion.

Si una cadena es aceptada por la maquina M entonces existira un cOmputo que se
detiene en un estado de aceptacion en la maquina N de acuerdo a la construccién

presentada. Lo mismo ocurre en caso contrario.

> En el Ejemplo 8.13 se muestra una MT estandar que genera cadenas de unos y ceros en orden lexicografico.
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Por el Teorema 7.2 y Teorema 7.1 existe una MT M que acepta en mismo lenguaje

delaMT N m

Ejemplo 7.11 A partir de la siguiente MTN M" (llustracion 7.20) se mostrara

intuitivamente como una MT N de cuatro cintas acepta el mismo lenguaje.

lustracién 7.20 MTN Ejemplo 7.11
La tabla de transicion de la MTN M’ se presenta en la Tabla 7.4:

Tabla 7.4 Funcién de transicion & Ejemplo 7.11

5(90,a) | (qo.a.R) | (q1,a,R)
6(q1,b) | (91,b.R)
6(q1.8) 1 (92,B.R)

De acuerdo a la demostracion del Teorema 7.3 se establece quen =2y k =3. La

Tabla 7.5 muestra la forma la distribucion de las numeraciones y se completan las

celdas vacias de la Tabla 7.4:

Tabla 7.5 Nueva presentacion de la funcién de transicion & Ejemplo 7.12

1 2

1 6(C[0, a) (qO' a, R) (ql' a, R)
1 2

2 | 6(q1,b) | (91,b,R) | (91,b,R)
1 2

316(q1,B)1(q2,B,R) | (92,8, R)

Una cadena aceptada por la MTN es a, las DI son las siguientes:

qoaBB + aq;BB + aBq,B
Un coOmputo no exitoso es:
qoa + aqyB
Obsérvese que la MTN M” acepta la cadena a si el orden de las parejas es (qq, a),
(q1,B) y si el orden de las opciones es (q4,a, R), (q,, B, R) respectivamente, es decir si

el visor de la cinta dos lee la cadena 13 y el visor de la cinta tres lee 21.
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Corolario 7.2 Los modelos computacional MT estandar, MT multipista y MT multicinta

son equivalentes, es decir MT estandar = MT multipista = MT multicinta.

7.3.4 Maquinas de Turing como generadoras de Lenguajes.

Las MT pueden también pueden trabajar como generadoras de cadenas, Para el
proceso de generar un lenguaje no son necesarios en la MT los estados de aceptacion,

s6lo el inicial.

Definicion 7.12 Una MT M = {Q,%,T, §, q,, B} genera un lenguaje L € X* si se cumplen

las siguientes dos condiciones:

I. M comienza a operar con la cinta en blanco en el estado inicial q,.
i. Cada vez que M retorna al estado inicial g, hay una cadena del lenguaje L

escrita sobre la cinta.

Ejemplo 7.12 La siguiente MT (llustracion 7.21) genera pares de unos sobre el

alfabeto X = {1}, en otras palabras el lenguaje representado por L(M) = {12!/i > 1}

0;1,R
()
RO
llustracion 7.21 MT que genera pares de unos Ejemplo 7.6

Ejemplo 7.13 La MT de la llustracién 7.22 genera cadenas de unos y ceros en orden

lexicografico.

llustracion 7.22 MT que genera cadenas de ceros y unos en orden lexicogréfico Ejemplo 7.14
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A continuaciébn se mostrara como las MT generadoras de lenguajes ayudan a

caracterizar los lenguajes Ry RE.

Teorema 7.4 Les un lenguaje recursivo si y sOlo si es generable en orden

lexicogréfico.

Demostracion parte i (si Les un lenguaje R entonces es generable en orden
lexicogréfico): sea L un lenguaje R tal que L = L(M) donde M es una MT que acepta el
lenguaje L y que se detiene aceptando o rechazando cada una de las cadenas de
entrada (la existencia de M esta garantizada por la Definicién 7.6). Sea M una MT de
dos cintas en la que en la primera se van generando las cadenas de X* separadas por
un caracter especial en orden lexicografico y la otra cinta esta llena de blancos. El
funcionamiento de M’ es el siguiente: cuando el visor de la primera cinta escribe un una
cadena de X* inmediatamente M’ la copia en la segunda cinta y hace el movimiento
necesaria para leerla, en este momento M’ simula a M, si la cadena es aceptada por M
entonces M’ escribe un caracter especial en la cinta dos como separador para escribir
la siguiente cadena proporcionada por la cinta uno, si la cadena no es aceptada por M
entonces M’ la borra y escribe la siguiente cadena proporcionada por la cinta uno. Las

cadenas que van gquedando en la cinta dos estan ordenadas en orden lexicogréfico.

Demostracion parte ii (Si L es generable en orden lexicografico entonces L es un
lenguaje recursivo): M” genera a L en orden lexicografico. Se construye una maquina M
gue acepte a L de la siguiente forma: dada la entrada w, M” debe generar las cadenas
de L hasta que esta genera a w 0 hasta que genere una palabra posterior en orden

lexicogréafico a w. En el primer caso M acepta y en el segundo caso rechaza m
Definicion 7.13 Se define la ordenacion de pares de numeros de la siguiente forma:
(0,0), (0,1),(1,0),(0,2), (1,1), (2,0),(0,3),(1,2),(2,1),(3,0),(0,4), (1,3), (2,2), (3,1), (4,0) ...

donde los pares (i,j) se ordenan por el valor de la suma i + j y por el valor creciente

dei.

El siguiente teorema garantiza la enumerabilidad de los lenguajes RE.
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Teorema 7.5 L es un lenguaje recursivamente enumerable si y solo si existe una MT

generadora.

Demostracion parte i (si L es un lenguaje RE entonces existe una MT generadora): Si
L es un lenguaje RE entonces existe una MT M que acepta sus cadenas por la
Definicibn 7.7. Se construirda una maquina M" que genere todas las cadenas de L de
cualguier manera o en cualquier orden. M” es una MT de tres cintas, en la primera va
generando un por una las cadenas de X* en orden lexicografico, cada una numerada
antes del primer caracter y separadas por un simbolo especial. La cinta dos contiene

todas las parejas (i, j) de la definicion anterior. Con la tercera cinta M” simula a M.

El lenguaje L se genera del siguiente modo: por cada pareja (i,j) con la que el visor
dos se topa, busca en la cinta uno respectiva la cadena i de £*. Luego la maquina M’
ejecuta o simula la maquina M en j pasos computacionales, de no ser aceptada la
cadena es borrada en la tercera cinta y se continda con la siguiente pareja. Con la
numeracion de la cinta dos se esta evitando que en M’ al simularse una cadena de X*

en la cinta tres se entre en un bucle infinito.

Demostracion parte ii (Si L es generado por una MT entonces L es un lenguaje
recursivamente enumerable): sea M" una MT que genera el lenguaje L, se construira
una MT M que reconozca el lenguaje L tan sélo aceptando las cadenas que le
pertenecen. Dada una cadena w € X* generada por M’ simplemente M acepta la
cadena en caso contrario si w € £*y no es generada por M’ simplemente M nunca
aceptara dicha cadena, es decir, siw & L y L es un conjunto infinito M" nunca generara
aw con lo que M nunca terminara su ejecucion y no podra rechazar la cadena. Por

tanto L es un lenguaje RE =

7.3.5 Maquinas de Turing como simuladores de Automatas Finitos.

Sea M = (Q,q,, F,2,6) un AFD, ahora a partir de este autOmata finito se construira
una MT M’ tal que L(M) = L(M"). A M’ se le afiade un nuevo estado g, que sera el

Gnico estado de aceptacion de M’, luego se le agregan transiciones a M’ desde los
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estados que estan en F hasta g, utilizando el simbolo blanco. Finalmente M’ =

(Q',q0,F,2,I',B,8") donde:

¢ Q'=QU{qs}
e I'=XU{B}
o F'={qs}

6°(q,s) = (6(q,s),s,R), parage Q,s€ X
8°(q,B) = (qs,B,S), paratodo q € F.

Luego la M’ se detiene con cualquier entrada w que es aceptada por M. De esta

manera se ha demostrado el Teorema 7.6.
Teorema 7.6 Si L es un lenguaje regular entonces es recursivo.

Para mostrar que es falso es reciproco del Teorema 7.6, es decir, si L es un lenguaje
recursivo entonces L es un lenguaje regular hay que remitirse al Ejemplo 7.3 y el
Ejemplo 6.13 donde se muestra la imposibilidad de que una Lenguaje Independiente del

Contexto sea regular.

7.3.6 Maquinas de Turing como simuladores de Automatas Finitos con Pila.

Seaun AFPD M = (Q,q,,F,2, I, Z,A), a partir de este autdbmata se construye una MT
M’ que tenga dos cintas. La primera cinta de M’ simula la cinta de entrada de M y en la
segunda cinta de M’ la pila de M también. Se define M = (Q',qo, F',2,I'",B,§ ) a través
de:

e Q =Qu{q,}, donde g, es un estado nuevo.

e I"'=XUTrU{B}

o F'={qf}

Ahora se describira como M’ procesa una cadena w desde el inicio del su cémputo.

Luego de que la cadenaw = a,a, ...a; Se encuentra sobre la primera cinta, lo primero
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que debe hacer M" es colocar el simbolo inicial de la pila (Z) sobre la cinta dos (que

esta llena de blancos) por medio de la transicion:

8(q0,(a1,B)) = (qo, (a1,5), (Z,9)) paraa, € X.

Asi entonces una transicion de la forma A(q,ay,Z) = (p,y) de M se simula con
diversas transiciones para lograr que M sobrescriba la cadena y en la cinta dos. De
este modo para no alterar el lenguaje aceptado por M" cada transicidn requiere la
adicion de un estado especial g, diferente a los demas. Continuando con el ejemplo
para la cadena w y la cadena y = Z,Z, ...Z; en la pila, la transicion A(q, a,,Z) = (p,y) se
simula del siguiente modo:

8(90, (a1, B)) = (¢, (a1,9), (Z,9))
5(4e, (a1,2)) = (qer (a1,9), (2, R) )

6(619; (al; B)) = (qe; (al: S), (Zj—lﬂR))

6(6[3, (all B)) = (pl (al' R): (Zl' S))

Ahora se procesa el simbolo siguiente a a; que es a,. La transicion de M
correspondiente es A(p, a,, Z;) = (p,u), con u = X, X, ... X,, cuyos simbolos pertenecen

al alfabeto de la pila.
8(p.(a2.21)) = (e, (a2, 5), X, R) )

8 (4eyr (a2,8)) = (e, (a2, ), Knoy, R))

8 (4ey (a2, B)) = (py, (a2, R), (X1, 5))
Y asi sucesivamente hasta completar la lectura de la cadena w. En caso de que se
necesite borrar los simbolos de la pila, se debe aplicar la transicion A(p, a;, A) = (p, 1),
hasta borrar el tope de la pila agregando simbolos en blanco en la segunda cinta de M’,

por medio de varios desplazamientos hacia la izquierda.

Se ha demostrado que el comportamiento de un AFPD se puede simular con un MT

multicinta. Del mismo modo, aunque con un poco mas de escritura, se demuestra que
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el comportamiento de un AFPN se puede simular con una MT. Se ha demostrado el

siguiente teorema:

Teorema 7.7 Todo lenguaje independiente del contexto (LIC) es recursivo.

7.3.7 La Maquina de Turing como computador de funciones.

El siguiente ejemplo muestra como una MT tiene la capacidad de transformar

cadenas de entrada:

Ejemplo 7.14 Sea Q = {CIO; 91,492,943, 94,95, CI6}1 L= {0'1}! = {0'1' B}, F= {q6} y Ia
tabla de transicion presentada en la Tabla 7.6.

Tabla 7.6 Tabla de transicion 8 Ejemplo 7.14

8 0 1 B
90 | (95,BR) | (91,B,R)
91 | (92,0,R) | (41,1, R)
qz (qZ' 0' R) (q3' 0' I) (Q4, B' L)
qs (Q3' O' L) (q3' 1' I) (qO' B' R)
q4 (Q4; O' L) (q4»' 1' I) (q6' 1' R)
s | (95,B,R) | (45,B,R) | (96,B,R)

La operaciéon 3 — 1 se ejecuta mediante las siguientes DI:

Bq,11101B + Bq,1101B + B1g,101B - B11q,01B + B11g,00B + B1q,100B +
Bq,1100B + q,B1100B + Bg,1100B + BBg,100B + BB1q,00B  BB10q,0B +
BB10g,0B - BB100g,B + BB10g,0B + BB1¢,0B + BBg,1B F Bg,B1 I g,B11

La cadena 11 de la ultima DI corresponde al resultado de 3 — 1 = 2.

Una operacion binaria como la presentada en el Ejemplo 7.14 es posible notarla
funcionalmente como f(3,1) =2 o también en notacién binaria f(11101) = 11. Asi
pues, las Maquinas de Turing se pueden utilizar como mecanismos para calcular
funciones, es decir una MT M calcula una funcion f:¥£* — I'* ya sea total o parcial, si
para toda entrada w se tiene que qow k) qFv CON qo Y qr estado inicial y final
respectivamente, w €2* y verl*, donde f(w)=v y la forma mas usada para

representar un niamero n es a través de una sucesion de unos es decirn — 1.
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Formalmente una funcion f puede tener j argumentos: n,,n,, ..., n;, estos serian los
datos de entrada, cada uno separado del otro por el simbolo "0" asi:
1™01™201"s ...01™. El resultado de la funcion seria la cadena 1™ escrita sobre la cinta y
la funcién se debe interpretar como f(nl,nz, n]) = m la cual que serd computada en

binario por la MT?®,

Definicion 7.14 (Funcion Parcial) Una funcion f, f: A - B se dice que es una Funcion
Parcial si existe un subconjunto no vacio de A en el que todos los elementos tienen

imagen calculable.

Definicién 7.15 (Funcién Total) Una funcién f, f: A - B se dice que es una Funcién

Total si para todo elemento del dominio se puede calcular la imagen.

Definicion 7.16 Una funcion f computada por una MT se denomina funcién Turing-
computable, esta funcion puede ser parcial o total, si una MT computa una funcién f de

J argumentos.

Definicion 7.17 Si f computada por la MT esta definida para todas las combinaciones

de valores de argumentos j, se dice que f es una funcion Turing-computable total.

Un resultado importante de la teoria de la computacion es el siguiente (Garcia &
Martinez, 2005, pp. 123-124):

La clase de los lenguajes recursivos se puede identificar con la clase de las funciones
recursivas totales, mientras la clase de los lenguajes recursivamente enumerables con la
clase de las funciones recursivas parciales [...] una funcién total puede ser representada
mediante un lenguaje recursivo y una funcién parcial mediante un lenguaje recursivamente

enumerable.

No se pretende ahondar mas acerca de esta cuestion, sin embargo por el lado de las

Funciones Totales y Parciales Alonzo Church llega a misma conclusion que Alan

% |os argumentos de la funcién y la imagen de la misma en principio pueden ser niimeros naturales, sin embargo
hay razén para que los nimeros enteros no puedan serlo, todo depende del alfabeto de la Maquina de Turing que se
programe y de la cantidad de simbolos que se quiera usar.
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Turing, que el Entscheidungsproblem no tiene solucion ya que hablar de Funcion
Computable (funciones parciales y totales) y funcién Turing-computable es lo mismo?’.

7.4 Mas Teoremas sobre lenguajes Ry RE
Teorema 7.8 El complemento de un lenguaje recursivo también es recursivo.

Demostracion: Sea L un lenguaje R aceptado por una MT M. Se sabe por la
Definicion 7.6 que M existe y se detiene por completo con cualquier cadena, ya sea
para aceptarla o para rechazarla. A partir de las cadenas rechazadas, se puede
construir una MT M’ que acepte el lenguaje L permitiendo que los estados de
aceptacion de M sean aquellos para los cuales las cadenas son rechazadas en M’ y los

de rechazo para aquellas cadenas las cuales son aceptadas m
Teorema 7.9 La union de lenguajes recursivos es recursivo.

Demostracion: Sean L, y L, dos lenguajes recursivos aceptados por dos MT M; y M,
respectivamente. Se construird una MT M con dos cintas que simule a M; en la primera
y a M, en la segunda. Dada un entrada cualquiera a M, si M; acepta, M aceptara
también, de lo contrario la entrada se procesa en la segunda cinta y si M, acepta, M

acepta, de lo contrario la cadena es rechazada por M m
Teorema 7.10 La union de lenguajes RE es RE.

Demostracion: El procedimiento de la demostracion del Teorema 7.2 no es posible
aplicarlo porque puede suceder que M; y M, nunca se detengan al procesar un entrada
en particular, para ello la nueva maquina M debe simular simultaneamente a M; y a M,,

donde la existencia de M; y M, esta garantizada por la Definicion 7.7.

Se construye a M con dos cintas donde la primera simula a M, y la segunda a M,, sin

embargo cada paso computacional de M simulara un paso de M; y otro de M,. Los

2" El modelo propuesto por Alonzo Church con la ayuda de Kleene es llamado A-calculus y es un lenguaje formal
que permite expresar funciones matematicas, en este caso funciones computables. EI modelo de Church es
equivalente al de las maquinas de Turing, esto se demostr6 en 1936 por el mismo Alan Turing.
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estados de M son de la forma (p;, q;), donde p es un estado de M, y g es un estado de

M,, por lo que las transiciones del tipo:

85(p1,51) = (2,52, R;) delaM; y
5(q1, 1) = (qz2, 72, R3) de la M,.

Corresponde a la transicion en M:

5((291» q1), (s1, 7”1)) = ((p2,q2), (52, R2), (12, R3))

Si p, 0 q; es un estado de aceptacién de M; o de M, respectivamente, entonces M
ingresara en un estado de aceptacion y se detiene. Sin embargo M debe seguir
operando si una de las cintas entra en un estado de no aceptacién, para ello se debe

definir una transicién del tipo.

5((1’1, q1), (s1, 7”1)) = ((Per q2), (52,5), (12, R3))

donde p, (0 g, segun sea el caso) permite que se detenga la primera cinta y continte

la simulacién de la otra m
Teorema 7.11 Un lenguaje L es R si y sélo si L y su complemento L son RE.

Demostracion parte i (Si L es R entonces L y L son RE): como L es R, por el
Corolario 7.1 L es RE. Ahora, también como L es R su complemento L (Teorema 7.9) es

R y nuevamente por el corolario 7.1 L es RE.

Demostracion parte ii (SiLy L son RE entonces L es R): sean M, y M, dos MT que
aceptan a L y L respectivamente. Se construye una MT M que simule simultdneamente
a M, y M,, tal como se hizo en el Teorema 7.11. Ahora, para cada cadena w sélo hay
dos posibilidades que w € L 0 que w € L, por lo que no hay mas para la maquina M sino
detenerse en la cinta uno o en la cinta dos. Como M se detiene para toda entrada, L es
recursivo.

Corolario 7.3 Sea L un lenguaje arbitrario, siempre se cumplira una de las tres
siguientes afirmaciones:

i. LyLsonR.
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ii. NiLniLsonRE.

ii. L oL esRE (noambos al tiempo) y el otro no es RE.

7.5 Jerarquia de Chomsky

Como se mencion6 en la seccion 6.3, Chomsky realiz6 una jerarquia entre los
lenguajes regulares (tipo 3), LIC (tipo 2), Ry RE (tipo 0), sin embargo no se mencioné
que esta clasificacion estd en funcion de los recursos computacionales que se
necesitan para reconocerlos, empero, la deduccion es sencilla a partir de los teoremas

de las secciones 7.3y 7.4. Al respecto Garcia & Martinez (2005, pp. 10-11) menciona:

Uno de los objetivos del estudio de los lenguajes formales es asimilar la correspondencia
entre lenguajes formales y problemas computacionales, esto es, cualquier lenguaje formal
se puede asociar a un problema computacional. Desde este punto de vista, reconocer las
cadenas de un lenguaje es equivalente a solucionar un problema. Por lo tanto, la jerarquia
de Chomsky realmente lo que permite es clasificar por orden creciente el poder
computacional necesario para poder resolver distintas clases de problemas. Y uno de los
resultados mas espectaculares de esta disciplina lo supone el hecho de que, hoy por hoy,
existen problemas que no se pueden resolver aun cuando se utilice el modelo con mayor
poder computacional, el correspondiente a los lenguajes de Tipo 0, que modela la
capacidad computacional de cualquier computador existente. Esto es, hay problemas

irresolubles, hay limites para el concepto de computacion tal y como lo entendemos.

Por dltimo a y modo de resumen, dado un lenguaje L se tiene que la jerarquia de

Chomsky establece que soélo las siguientes implicaciones son validas:

i.  SiL esregular entonces L es LIC (Seccibn 6.3).
ii. SiL esregular entonces es L R (Teorema 7.6).
iii.  SiL esregular entonces L es RE (Teorema 7.6 y Corolario 7.1).
iv.  SiL esLICentonces L esR (Teorema 7.7).
v. SiL esLIC entonces L es RE (Teorema 7.7 y Corolario 7.1).

vi. SiL esR entonces L es RE (Corolario 7.1).

102



7.6 La tesis Church-Turing

7.6.1 El concepto de algoritmo.

Para Hilbert resolver el Entscheidungsproblem consistia en hallar o disefiar un
algoritmo que permita decidir, partiendo de una proposicion y en un nuamero finito de
pasos si una conclusién es demostrable. Por tanto un algoritmo o procedimiento de
decision segun Pérez & Caparrini (2003, p. 5) consiste en definir (o decidir) si cierta
cantidad de simbolos de un sistema constituye o no una demostracion. Este
procedimiento debe recorrer todas las sucesiones finitas de simbolos del sistema y

aceptar aquellas que conforman una demostracion en el sistema.

Sin embargo ¢Qué se entiende por Algoritmo? Como primera instancia se recogen
las palabras de Pérez & Caparrini (2003, p. 2):

Es usual encontrar en un diccionario el término algoritmo como sinénimo de cualquier
método especial de resolucién de un cierto tipo de problemas. La palabra algoritmo debe su
nombre al autor persa Abu Jafar Mohammed ibn al-Khowarizmi, que escribié un texto en el
afio 825 d.C. en el que recogia una serie de procedimientos mecénicos para el algebra [...]
Histéricamente el primer algoritmo no trivial es debido a Euclides que entre el afio 400 y 300
antes de Cristo describié un procedimiento mecanico para hallar el maximo comun divisor

de dos numeros enteros.

Mas adelante Pérez & Caparrini (2003, p. 4) explican que al formalizar el concepto
algoritmo se puede optar por tres vias que son fruto de las propuestas de Alan Turing,

la orientacion de algunos lenguajes de programacién actuales y Alonso Church?®:

i. Describir sintacticamente los dispositivos 0 maquinas cuya ejecucion (definida por
una semantica precisa) proporciona las funciones computables del modelo.

ii. Definir directamente, a través de un lenguaje de instrucciones basicas, el concepto
de algoritmo como una sucesién finita de instrucciones que verifique una serie de
requisitos sintacticos. A partir de esta nocién, una maquina de calculo sera cualquier

dispositivo capaz de ejecutar los algoritmos de ese modelo, y las funciones

%8 Es evidente que el modelo que siguié Alan Turing sigue la primera via, en cambio la de Church con las funciones
computables sigue la tercera. Finalmente la segunda via es la orientacion de algunos lenguajes de programacion que
surgieron en la posteridad.
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computables seran aquellas que pueden ser generadas, de manera natural, por los
algoritmos del mismo.

iii. Considerar un cierto conjunto de funciones distinguidas como la clase de funciones
computables del modelo. A partir de este concepto, los algoritmos del modelo seran
aquellos procedimientos que permitan generar, en algin sentido claramente fijado,
las funciones computables; y las maquinas de calculo seran aquellos dispositivos

que puedan ejecutar los algoritmos.

Uno de los elementos centrales dentro de la tesis de Church-Turing es el concepto
de algoritmo, el cual hasta el momento no se ha definido, razén por la cual no tiene

sentido demostrar la tesis, sin embargo si se puede esperar que se refute algun dia.

7.4.2 La Tesis de Church-Turing®.

A mediados de la década de los treinta Alonso Church y Alan Turing formulan de

manera independiente la siguiente tesis (Pérez & Caparrini, 2003, p. 12):
Toda funcién computable de manera efectiva puede calcularse en el modelo™

En otras palabras, esto quiere decir que: toda funcion computable puede ser
calculada por una Maquina de Turing, pero si se desea, la tesis se puede expresar asi
también: un problema resoluble mecanicamente es resoluble por una maquina de

Turing.

Desde el punto de vista de Turing la tesis menciona que todo algoritmo puede ser
descompuesto en una secuencia de pasos muy simples y su enunciacion es la
siguiente (Garcia & Martinez, 2005, p. 109):

Una funcion es computable si existe una Maquina de Turing

gue la calcule en un nimero finito de pasos.

# La Tesis de Church-Turing recibe este nombre debido a que fue Alonso Church el primero en llegar a esta
conclusién. Un afio mas tarde y de manera independiente Alan Turing llega a lo mismo.

%0 La expresion “funcion computable de manera efectiva” es equivalente a funcion computable de acuerdo a lo
expuesto en la seccién 7.3.7.
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Es decir que una maquina de Turing se puede relacionar con una funcién que
calcula y viceversa. Por tanto si se habla de una funcién computable la Maquina de

Turing termina los calculos en un numero finito de pasos.

Més adelante Garcia & Martinez (2005, p. 113) hacen la siguiente claridad: “En esta
tesis, la nocion de funciébn computable no pone limites ni al nimero de pasos
necesarios, ni a la cantidad de espacio de almacenamiento necesario, para desarrollar
la computacion” por los que se puede establecer con facilidad que estas propiedades

las cumple a cabalidad una Maquina de Turing.

7.4.3 Consenso cientifico alrededor de la Tesis de Church-Turing.

Como se mencion6 al final de la seccion 7.41, no hay razones para intentar mostrar
que la Tesis de Church - Turing es cierta. Al respecto Pérez & Caparrini (2003, p. 13)
mencionan que es inatil buscar una demostracion a esta afirmacion vy justifica el por qué

se puede “creer” en la tesis:

Conviene dejar bien claro que esta tesis relaciona dos conceptos de naturaleza
completamente distinta: por una parte la existencia de un procedimiento mecéanico que
calcule una funcién o resuelva un problema (concepto informal) y, por otra, la existencia de
una méaquina de Turing que calcula una funcion o resuelve un problema (concepto formal).

Por tanto, no tiene sentido buscar una prueba matematica de dicha tesis.

Entonces ¢ por qué la admitimos? Simplemente porque todos los problemas de los que se
conocen soluciones consideradas como mecanicas, son también resolubles a través de

magquinas de Turing (o en cualquiera de los otros dos modelos de computacion).

[...] Ahora bien, el cientifico debe tener un espiritu escéptico y critico por naturaleza. De ahi
gue no se puede soslayar la posibilidad de que algin dia la tesis de Church-Turing pueda
ser rechazada (que no refutada). De momento la llevamos aceptando desde hace cerca de

setenta afios.

En el mismo sentido De Castro (2004, p. 198) afirma:
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[...] disefiar una MT es completamente similar a escribir un programa computacional ya que
la funcion de transicion de una MT no es otra cosa que un conjunto de instrucciones. Se

establece asi una conexidn intuitiva directa entre maquinas de Turing y algoritmos.

[...] Tesis de Church-Turing. Todo algoritmo puede ser descrito por medio de una maquina

de Turing.

En su formulacion mas amplia, la tesis de Church Turing abarca tanto los algoritmos que
producen una salida para cada entrada como aquellos que no terminan (ingresan en bucles

infinitos) para algunas entradas.

Para apreciar su significado y su alcance, hay que enfatizar que la tesis de Church Turing
no es un enunciado matematico susceptible de demostracién, ya que involucra la nocién
intuitiva de algoritmo. En otras palabras, la tesis no se puede demostrar. Se podria refutar,
no obstante, exhibiendo un procedimiento efectivo, que todo el mundo acepte que es un
verdadero algoritmo y que no pueda ser descrito por una maquina de Turing. Pero tal
refutacion no se ha producido hasta fecha; de hecho, la experiencia acumulada durante

décadas de investigacion ha corroborado una y otra vez la tesis de Church Turing.
Finalmente Garcia & Martinez (2005, p. 113) sustentan lo que ha venido mostrando:

Esta es una tesis, no un teorema ni un resultado matematico: solo establece la
correspondencia entre un concepto informal (la computabilidad) y un concepto matematico
(las funciones recursivas parciales). Es, por lo tanto, teéricamente posible que la Tesis de
Church pueda quedar obsoleta en el futuro, si se propone un modelo alternativo para la
nocién de computabilidad que pueda desarrollar calculos que no pueden realizarse

mediante la Maquina de Turing. Pero no se considera probable.

De hecho, hay una serie de modelos légicos desarrollados (1- calculus, Sistemas de Post,
Maquinas de Turing,...) y todos definen la misma clase de funciones, las funciones
recursivas parciales. De entre estos modelos, hay uno mas cercano al punto de vista de los

programadores, el modelo RAM.

De este modo el consenso cientifico es claro respecto a lo que se puede esperar de
la tesis, sin embargo es seguro que los avances en el tema nunca dejaran de hacerse

esperar.
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8. Problemas Indecidibles

La hipdtesis de Church-Turing como se menciond en el capitulo anterior da la
posibilidad de disefiar Maquinas de Turing para calcular funciones parciales o, en otros
términos, para aceptar lenguajes RE. Ahora, dada una funcion computable es posible
calcular su solucién, siempre y cuando esta exista, construyendo una Maquina de
Turing, sin embargo no es posible garantizar que sucedera con los argumentos de
entrada antes de calcularlos o inclusive cuando estan siendo calculados, es decir no se
puede conocer de antemano si se producird una salida. Caso contrario, si todas las
salidas estan garantizadas entonces la funcion asociada a la MT es total y acepta un

lenguaje recursivo.

Ejemplo 8.1 Un nimero x es maravilloso si es 1 o si puede llegarse al 1 aplicando

sucesivas veces la siguiente funcion:
x .
— si x es par
fx) = 2
3x + 1 sixes impar

Actualmente se conjetura que todos los numeros enteros son maravillosos y no
existe demostracion al respecto (Garcia & Martinez, 2005, p. 125). A partir de esto se
puede establecer que el dominio de la funcion f no esté determinado y sea una funcion
parcial pues no es posible determinar que el proceso finalice para cualquier valor entero

que se considere.

8.1 Funciones totales vs funciones parciales

Hablar de las funciones totales vs las funciones parciales es o mismo que hablar de
los lenguajes R vs los RE (seccion 7.3.7). Por lo tanto, dada una funcién computable

pueden suceder dos cosas:

i.  Si la funcion es total, existe una MT que siempre se detiene, bien dando el

resultado o arrojando un error, el error se da si los argumentos no pertenecen
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al dominio de la funcién. Desde los lenguajes, cuando la funcion total es
calculada para todos los argumentos del dominio, la cadena asociada
pertenece al lenguaje aceptado por la MT, de lo contrario es la cadena es
rechazada. El lenguaje asociado a la funcion total debe ser necesariamente R.
ii.  Silafuncion es parcial, la MT asociada sélo calcula los resultados cuando los
argumentos pertenecen al dominio de la funcién, no se puede garantizar que
ocurre en caso contrario, es decir, si se calculan argumentos que no
pertenecen al dominio de la funcidn estos pueden arrojar un error 0 no arrojar
informacion alguna. En este caso la MT acepta las cadenas relacionadas con
los argumentos del dominio de la funcién, pero para las otras, las rechaza o no

sabe qué hacer. El lenguaje asociado a la funcion total es RE.

Lo anterior s6lo es una descripcibn mas de los lenguajes que se trataron en el

capitulo anterior y una ampliacién de lo mencionado en la seccién 7.3.7.

8.2 El concepto de problema

Definicion 8.1 Un problema es un enunciado cierto o falso dependiendo de los

argumentos que aparecen en su definicion.

Definiciébn 8.2 Una soluciéon a un problema es una aplicacién entre el conjunto de

instancias de los argumentos del problema y el conjunto {cierto, falso}.

A partir de lo anterior se puede establecer de manera informal que un algoritmo es un
conjunto de pasos cuyo objetivo es resolver un problema. Segin Garcia & Martinez

(2005, p. 126) es posible identificar un algoritmo con una funcién:
f=A; XA, X..xA, — A

De forma que el algoritmo obtiene un valor de salida a partir de unos valores de
entrada si ese valor existe o si el problema tiene solucion. La solucion al problema esta

relacionada con la siguiente aplicacion:

S(f) =4, XA, X ..X A, Xx A — {cierto, falso}
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Si se establece esta aplicacion entre los argumentos a4, a,, ...,a,,a 'y €l conjunto
{cierto, falso}, hay una solucion al problema, la funcion f es total y se puede decidir si

el problema es cierto o falso. En resumen:
S(f) = (ai,ay, ...,an,a) =cierto © f(ay,ay,...,a,) = a

En los problemas en los que los argumentos de la funcién f no puedan ser
calculados cuando no pertenecen al dominio de la funcion, se tiene que el problema no
es decidible, es decir, que la funcion definida para el conjunto de argumentos y el
conjunto {cierto, falso} es de tipo parcial, por lo que habra argumentos que no se

puedan relacionar con los elementos cierto 0 falso . En resumidas cuentas se tiene:
Lenguaje recuersivo = problema decidible

Entonces, si determinado problema esta asociado a un lenguaje R, este es decidible,
de lo contrario es indecidible. Cuando el problema es decidible existe un algoritmo para

resolverlo.

8.3 Codificacion binaria de las Maquinas de Turing

Es posible codificar las MT de manera binaria con finitos ceros y unos. Se conviene,
a partir de este momento, que toda MT tenga un Unico estado inicial g; y un Unico
estado final g,. Toda MT se puede convertir en una maquina con un unico estado de
aceptacion sin alterar el lenguaje aceptado afiadiendo transiciones desde los estados
de aceptacion originales hasta un Unico estado de aceptacion g,. Estas transiciones

deben ser de la forma: 6(q, a) = (q,,a, S) para todo estado de aceptacion gy a € I'.

Para cada MT M , el alfabeto de la cinta puede escribirse de la forma
['={s1,S2 ., Sm ,Sp}, €ON's; =B, T = {53, ...,5} ¥ Sma1, -, Sp CAracteres auxiliares de

M. Estos simbolos se codifican como sucesiones de unos (ver Tabla 8.1):
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Tabla 8.1 Codificacion alfabeto de la cinta de la MT M

Simbolo | Codificacion
Sl == B 1
S, 11
S3 111
Sm 1...1, mveces
Sp 1..1,pveces

Las cadenas de I'* se pueden escribir usando 0 como separador.
Ejemplo 8.2 La cadena s,s,s3Bs,s; ya codificada es la siguiente:
01101101110101101110.

Adviértase que en la codificacibn de una cadena no pueden aparecen nunca dos

ceros seguidos. En términos generales la codificacion de una cadena s;, s;, ...s;, €T* es

01101%0...01%0, donde los exponentes de los unos indican el nimero de unos

consecutivos.

Al igual que las cadenas, los estados de una MT gq,q, ...q, Se codifican como

secuencias de unos (Tabla 8.2):

Tabla 8.2 Codificacion de los estados de la MT M

Estado | Codificacién
q, (inicial) 1
q, (final) 11
qn 1..1,nveces

Los desplazamientos R, L y S se codifican con 1, 11 y 111, respetivamente.

Ejemplo 8.3 Una transicién 6(qs,s;) = (gs,53,R) se codifica usando ceros como
separadores para los estados, los simbolos del alfabeto de la cinta y la directriz de
desplazamiento del siguiente modo:

01110110111110111010

En general la codificacion de una transicion cualquiera §(q;, si) = (q;, s, D) es:
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01:01¥01/01'01¢0
cont = 1,2 6 3, segun sea el desplazamiento.

Ya conociendo como se codifican las transiciones, una MT se codifica escribiendo
consecutivamente las secuencias de las codificaciones de todas sus transiciones. La
codificacion de una MT M generalmente es de la forma: C;C,C; ... C, donde las C; son las
codificaciones de las transiciones de M. Debido a que el orden en el que se presentan
las transiciones de una MT no es relevante, se concluye que una misma MT tiene varias

codificaciones diferentes. El ejemplo 8.4 muestra la codificacién de una MT dada.

Ejemplo 8.4 Dada la siguiente MT M = ({q4, 92, 93,94}, {a, b, B},{a, b}, §,q4, B, q,) junto

con la funcién transicion & (Tabla 8.3) el proceso para codificarla es el siguiente:

Tabla 8.3 Funcion de transicion 8 Ejemplo 8.4

Funcidén de transicion 6
6(6]1,&) = (q3'arR)
8(qs,b) = (q3,b,R)
5(6]3,3) = (qZIB'S)
6(‘14: b) = (q4r b'R)
6(gspa) = (g3, a4, R)

La codificacién de la MT M empieza con el alfabeto de la cinta:

Tabla 8.4 Codificacion alfabeto de la cinta de la MT M Ejemplo 8.4

Simbolo | Codificacion
B 1
a 11
b 111

La codificacion de estados de M es (Tabla 8.5):

Tabla 8.5 Codificacion de los estados de la MT M Ejemplo 8.4

Estado | Codificaciéon
q, (inicial) 1
q, (Final) 11
qs 111
qa 1111
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Ahora, la codificacion de cada transicion de la MT M es la siguiente (Tabla 8.6):

Tabla 8.6 codificacion de cada transicion de laMT M Ejemplo 8.4

Funcion de transicion Codificacion
5(q1,a) = (g3, a, R) 010110111011010
5(gs,b) = (g3, b,R) | 0111011101110111010
8(qs, B) = (g2, B, S) 0111010110101110

8(qs,b) = (q4,b,R) | 011110111011110111010
5(qpa) = (g,a,R) | 011110110111011010

Luego la MT M se puede codificar como:

01011011101101001110111011101110100111010110101110011110111011110111010011110110111011010

Finalmente se podria reducir la codificacion a:
01'01201%01201'001%01°01301%01*001°01*01201*01%001#01%01*01301001*0120130120110

No todas las secuencias binarias representan una MT, por ejemplo, en la codificacion
de una MT no pueden aparecer tres ceros seguidos y tampoco pueden comenzar por
uno. Dado el caso, si una cadena binaria no representa una MT, se supondra que
codifica la MT con un solo estado y sin transiciones y que acepta el lenguaje @. De este
modo se puede hablar de la cadena binaria i-ésima y de la i-ésima MT. Sin embargo,
debe tenerse en cuenta que cada MT M,, M,, ... aparece varias veces ya que al cambiar
el orden de las transiciones se obtiene una codificacion diferente. Las MT que aceptan
el lenguaje vacio aparecen infinitas veces.

Debido a que una magquina de Turing se puede relacionar con una funcion calculable
y como una MT se puede describir mediante una cadena finita de caracteres es
innegable que el numero de maquinas de Turing (y el numero de funciones

computables) es infinito pero numerable (Pérez y Caparrini p. 109).

Teorema 8.1 El conjunto de Maquinas de Turing Yy de las funciones computables se

pueden ordenar en orden lexicografico.
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Reformulacion: El conjunto de cadenas que codifican las MT sobre £ = {0,1} es un

lenguaje R.

Demostracion: puesto que las MT se codifican a partir del alfabeto £ = {0,1} se tiene
que toda cadena del lenguaje £* es la codificacion de una MT (incluyendo las que
aceptan el lenguaje vacio). £* es un lenguaje regular por el Teorema 6.8, también por el
Teorema 7.5 £* es un lenguaje R, se tiene entonces que el conjunto de las Maquinas de
Turing y las funciones computables se pueden ordenar en orden lexicografico por el
Teorema 7.4 m

Corolario 8.1 El conjunto de cadenas que codifican las MT sobre X ={0,1} es

enumerable.

8.4 Maquina de Turing Universal

La Maquina de Turing Universal M,, simula el comportamiento de todas las MT sobre
X. M, admite pares de la forma (M,w), siendo M la codificacion de una MT y w la
codificacion de una cadena de entrada para M. El par (M,w) se presenta como una
cadena en la forma MOw en binario. Puesto que el codigo de M termina en cero y el de
w comienza con cero, la cadena MOw solo contiene en una ocasion tres ceros

consecutivos.

Definicion 8.3 La Maquina Universal de Turing M,,, es una MT con una sola cinta

cuyo alfabeto es {0,1, B} y que acepta el lenguaje L,

Definicién 8.4 El lenguaje aceptado por M,, es el lenguaje universal denominado L, y

cuyo conjunto de cadenas es:
L, = {MOw: M acepta la cadenaw € X"}
Teorema 8.2 L, es un lenguaje recursivamente enumerable.

Demostracion: se construye una MT M’ con tres cintas cuyo alfabeto es {0,1,B}. Las

entradas en cada una de las cintas es la siguiente:
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i. La primera cinta contiene el codigo de una MT M determinada.
ii. Lasegunda cinta contiene inicialmente el codigo de una entrada w para M.

iii. Latercera cinta se usa para almacenar el estado actual de M,
Con la entrada MOw la maquina M’ procede asi:

i. Se colocan los codigos de M y w en la primera y segunda cintas
respectivamente.

ii. La cadena 1 que representa el estado inicial g, se coloca en la tercera cinta.
La UC escanea inicialmente el primer simbolo de cada cadena binaria, en
cada una de las tres cintas.

iii. La UC escaneando la primera cinta con el primer visor examina el cédigo de
My determina si representa una MT valida. En caso negativo M’ se detiene
sin aceptar.

iv.  Si el paso anterior es caso afirmativo, M” utiliza la informacion de la segunda y
tercera cintas para buscar en la cinta 1 la transicion que sea aplicable. Si M’
encuentra la transicion para el simbolo leido en la cinta 2 por M, cambia el
estado sefalandolo en la cinta 3. La simulacion continla de esta forma
siempre y cuando haya transiciones aplicables. Si al procesar la cadena w, M’
se detiene en el Unico estado de aceptacion de M, entonces la cadena w sera
aceptada porMy M".

v. Puede suceder que M’ no encuentre una transicion aplicable o que se detenga
en un estado de no aceptacion. En este caso la cadena w no es aceptada por
MyM.

Se tiene que M’ acepta la entrada MOw si y s6lo si M acepta a w. El lenguaje
aceptado por la MT M" es L,,. Por el Teorema 7.2 y 7.1 se estd garantizando la

existencia de M,, que también acepta el lenguaje L, =
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8.5 Un lenguaje no recursivamente enumerable

Se presenta a continuacion un lenguaje que no es RE. En él se destaca el método de

la diagonal de Cantor®. La construccion del lenguaje diagonal L, es el siguiente:

Se construye una tabla de doble entrada (Tabla 8.7). La primera fila representa las
MT M; en orden lexicografico y la primera columna las cadenas w; € X* ordenadas de la
misma manera®’. La entrada para el resto de celdas de la tabla corresponde a la
siguiente regla: si w; € L(M;) entonces el elemento (i,j) =0, si wy, & L(Mj) entonces

(i.j) = 1.

Tabla 8.7 Construccion del lenguaje diagonal

M, M, My .. M,
w;y 1 1 1 0
Wy 1 0 O 1
w3 1 1 1 0
Wy, 1 1 1 .. 0

Definicidn 8.5 El lenguaje diagonal representado por L, y corresponde al conjunto:
Ly = {w;: w; no es aceptada por M;}

Teorema 8.3 El lenguaje diagonal L; no es RE, es decir que no es aceptado por

ninguna MT.

Demostracion: supongase que L, es RE. Por la definicion 7.7 existe una MT M, que

acepta a L, por tanto Ly = L(M,) para algun z, luego:

e Siw, € L; entonces por definiciébn de L;, w, no es aceptada por M,, entonces

w, & L(M,) y por sustitucion w, ¢ L.

31 Cantor uso su diagonalizacién para demostrar que el conjunto de los niimeros reales no es numerable.
%2 |a disposicion de las cadenas y de las MT en orden lexicografico sobre ¥ = {0,1} en la Tabla 8.7 garantiza que
todas se encuentren alli por el Teorema 8.1.
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e Siw, & L, entonces por sustitucion w, € L(M,), entonces por la Definicion 8.5 de

Lg4, w, €s aceptada por M,, entonces w, € L(M,) y por sustitucion w, € L.

Por tanto se genera la contradiccion w, € L; < w, € Ly, por lo que no existe una

MT M, que acepte al lenguaje L; m

Teorema 8.4 El lenguaje L, es RE pero no es R.

Demostracion: supdngase que L, es R, por tanto existe una MT M’ que procesa
todas las cadenas MOw y se detiene en un estado de aceptacion (siw € L(M)) o de
rechazo (siw ¢ L(M)), luego si esto sucede, existe en particular una MT M que
acepta a L; de esta manera: dada una cadena w € £*, M” es una MT que puede
enumerar las cadenas de X* hasta encontrar w, = w, luego M~ simula a M" con la
entrada M, 0wy, y luego decide si M, acepta a wy. Si wy € L(M,), M acepta y si
wy € L(M), M” rechaza. De este modo es posible construir una MT M" que haga lo
contrario de M”, es decir, siw, & L(My), M aceptay si wy € L(M,), M"” rechaza. Se
tiene que M""" acepta el lenguaje L4, de lo que se concluye que L, es un lenguaje RE y

esto contradice el Teorema 8.3 m

A partir de la demostracion del Teorema 8.4 se deduce que no se puede construir
una maquina gue simule a una maquina para preguntarle si acepta una cadena antes

de ser procesada. Como conclusion el siguiente problema resulta ser indecidible:

Dada una Maquina de Turing M y una cadena w ¢acepta M la cadena w?

8.6 El problema de la Parada

El problema de la parada esta relacionado con la existencia de una MT que
determina si otra MT se para o no. En inglés este popular problema recibe el nombre de

Halting problem y se puede enunciar de la siguiente manera:

Dada una MT M cualquiera, sobre un alfabeto de la cinta £ y una cadena w € ¥*

¢ Se detiene M al procesar la cadena w?

116



Teorema 8.2 El problema de la parada es indecidible.

Demostracion: Suponemos que existe la MT que decide a priori si M,,, acepta a w,.
Se construye la MT M,, de tal modo que acepte cadenas de la forma M;0w; si w; € L(M;)
y siw; € L(M;) las rechace. Luego de que M, procese cada cadena se establece que

actué asi:

escribe 0 = falso, si w; se va a un bucle infinito con M; o M; no para.

My (Miowj) - {escribe 1 = cierto, si w; es aceptada o rechazada por M; o M; se para.

Se tiene entonces que M, escribira en una de sus cintas como resultado 0 6 1 segun

sea el caso33. Ahora, se construye una MT M, de tal modo que cuando reciba cadenas

de la forma M,,0M;0w; realice los dos siguientes movimientos de escritura®*:

escribe 0,si My, escribi6 0

M, (M,0M;0w;) = {escribe 1,si My, escribi6 1

En particular se tiene que M, al recibir M,,0M 0w sucede:

i.  Si M, escribe 0, entonces debe suceder que M, al recibir la cadena M;0w;
escribe 0, a su vez si esto ocurre, la consecuencia inmediata es que M ho
parara al recibir la cadena es w;.

ii. Si M, escribe 1, entonces debe suceder que M, al recibir la cadena M;0w;
escribe 1, a su vez si esto ocurre, la consecuencia inmediata es que M, para

al recibir la cadena es wy.
En otros términos:

escribe 0, si M, escribio 0, es decir, Mg no para al recibir wg
M, (M, 0M;0w;) ={ , . s .
escribe 1, si M, escribio 1, es decir, Mg acepta o rechaza a wq
Pero ¢,qué sucede si M, recibe su propio codigo? Para ello se supone la existencia
de una cadena w, tal que w, = M,. Si M, recibe la cadena M,0M,0w, = M,,0M,0M, se

tienen dos casos:

%3 Téngase en cuenta que ninguna cadena que procese M,, no quedara en un bucle infinito.
% M, también tiene las mismas caracteristicas sefialadas en M,,, es decir que M, siempre para.
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Si M, escribe 0, entonces debe suceder que M, al recibir la cadena M,0M,
escribe 0, a su vez si esto ocurre, la consecuencia inmediata es que M, no
parara al recibir la cadena w, = M,, lo que constituye una contradiccion. Se
tiene que M, no es una MT que acepte un lenguaje R tal como se habia
construido.

Si M, escribe 1, entonces debe suceder que M, al recibir la cadena M,0M,
escribe 1, a su vez si esto ocurre, M, para al recibir la cadena w, = M,,.
Entonces M, sélo acepta y rechaza cadenas, es decir que esta asociada a un
lenguaje R, pero del mismo modo que la demostracién del Teorema 8.4 es
posible aqui en este segundo caso es posible construir una MT que a partir de

M, acepte el lenguaje L, por lo que este caso no es posible.

De este modo se establece que el problema de la parada no tiene soluciéon m

8.7 El Entscheidungsproblem no tiene solucion

Para aproximar la demostracién del problema de la parada a la solucién negativa del

Entscheidungsproblem, se parte del supuesto que el problema de la decisién es

decidible y se establecen las siguientes condiciones iniciales:

Vi.

El alfabeto X es un conjunto finito y estd conformado por todos los simbolos
necesarios para trabajar con la légica de predicados o de primer orden vy el
elemento "0". Vale la pena aclarar que el nimero de variables también es
finito.

Cada teorema o conclusion w; del sistema se puede escribir en términos de
los elementos de ¥ o como cadenas de X*.

Es razonable suponer que cada teorema del sistema estd asociado a un
procedimiento que lo afirma, lo desmiente o no dice algo sobre él.

Un procedimiento en la tercera condicion inicial es un algoritmo.

Por las condiciones iniciales iii. y iv. cada teorema estd asociado a un
algoritmo.

Por la tesis de Church-Turing cada teorema estéa asociado a una MT.
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vii. Cada MT esta en la capacidad de decidir si acepta o rechaza una cadena w;,
esto quiere decir que si el procedimiento o algoritmo que la MT contiene
demuestra la proposicion w;, entonces la MT acepta a w;, ahora, si el
algoritmo de la MT no demuestra a w;, entonces la MT rechaza w;. Sin
embargo estos dos casos no son forzosos ya que existe un tercero en el que
la cadena w; se va a un bucle infinito al ser leida por una MT.

viii. ~ Cada MT es posible codificarla en una cadena M; € Z*.

Supongase que existe un algoritmo, es decir una MT M,,, de modo que al recibir la
cadena M;0w; decida si M; constituye una demostracion de w;. Como aln se sigue
suponiendo que el problema de la decision de Hilbert es decidible entonces se
establece que M, actué de la misma manera como lo hace en la demostracion del

problema de la parada, es decir:

escribe 0,si wj se va a un bucle infinito con M; o M; no para.

My (Miowj) - {escribe 1,si w; es aceptada o rechazada por M; o M; se para.

Del mismo modo se construye una MT M, que cuando reciba cadenas de la forma
M, 0M;0w; realice los dos siguientes movimientos de escritura:
MoCM.OM.0 escribe 0, si M, escribi6 0
(M, OM; 0w;) = {escribe 1,si M, escribi6 1
Siguiendo exactamente el mismo procedimiento de la demostracion de la
indecibilidad del problema de la parada se llega a que el Entscheidungsproblem no
tiene solucion con el modelo establecido por Alan Turing m

8.8 Consideraciones finales

Con base en la tesis de Church-Turing es posible considerar que un sistema
axiomatico es decidible cuando existe un algoritmo con el que se puede establecer si
una sucesion de simbolos (formula o cadena) es logicamente valida con los argumentos

de la seccién 8.2. Por ejemplo, légica proposicional provee la forma de determinar si
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una férmula es l6gicamente valida por medio de las tablas de verdad y la evaluacion de
tautologias. Este resultado se relaciona con el teorema de la completitud de Gddel,
donde se menciona la posibilidad de escoger a partir de un lenguaje de primer orden
algunas formulas como axiomas Yy algunas reglas de inferencia de modo tal que todas

las formulas sean l6gicamente vélidas, demostrables y decidibles.

Otro ejemplo de un sistema decidible lo constituye la logica de predicados
monadicos, pues este es decidible (Cadevall, 1976, p. 459)®. Respecto a la relacién de
un sistema légico y un lenguaje determinado Cadevall mas adelante menciona: "Un
calculo es decidible si y solamente si el conjunto de sus tesis (enfoque sintactico) o el
conjunto de sus formulas validas (enfoque semantico) es recursivo”.

En este sentido y de acuerdo a la seccion 8.7, la l6gica de primer orden o de predicados
es indecidible junto la aritmética de Peano y cualquier sistema axiomatico propuesto
basado en estos.

——

Segun Hernandez & Morado (2007, p. 313), Hilbert expresd en cuatro puntos las
cosas que se de deseaban de un procedimiento efectivo, a saber: (1) un calculo o
procedimiento es un conjunto de instrucciones a ser ejecutadas para resolver un
problema; (2) debe reducirse a reglas para manipular férmulas de un lenguaje formal
adecuado ; (3) debe garantizar la solucion del problema pertinente por medio de un
namero finito de pasos; (4) debe ser posible acotar de antemano cuantos pasos llevara

encontrar la solucién. Se comentara sobre estos requerimientos a continuacion.

Para Alan Turing no fue posible encontrar la manera de definir procedimiento efectivo
segun el requerimiento de Hilbert, sin embargo la maquina propuesta por Turing se
acerca a lo que intuitivamente se entiende por algoritmo. Las razones por las cuales

una MT no es equivalente a un procedimiento efectivo son las siguientes:

i. Una MT no garantiza la solucion en un numero finito de pasos cuando, por

ejemplo, problema esta asociado a un lenguaje recursivamente enumerable vy,

% para mas informacion dirfjase a Cadevall (1976, pp. 455-484).
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i. de acuerdo a la seccion siete y ocho de este trabajo, una Maquina de Turing
no garantiza a priori los la cantidad de pasos computacionales que son
necesarios para aceptar una cadena; la imposibilidad de la existencia de una
maquina con estas caracteristicas se deduce de la demostracion de la
indecibilidad del problema de la parada, pues si no existe una MT que diga Si
otra MT se detiene o para al procesar una cadena determinada, mucho menos

se le puede exigir que diga en cuantos pasos lo hace.

Por lo que se concluye que el tercer y cuarto requerimiento de Hilbert no son

satisfechas del todo por las MT.

Respecto al primer requerimiento, dado un problema decidible y una MT asociada,
esta ha sido vista, segun la tesis de Church-Turing, como un conjunto de instrucciones
gracias a las funciones de transicion. ElI segundo requerimiento de Hilbert hace
referencia a que la resolucion de un problema es un conjunto de transformaciones
sintacticas, por lo que se puede afirmar que los problemas son representables segun el
alfabeto sobre el que trabaja una determinada MT (Hernandez & Morado, 2007, p.
316,317). Se puede concluir de manera superficial que el primer y segundo
requerimiento de Hilbert son posiblemente satisfechos por las MT cuando estan ligados
a problemas decidibles.
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Conclusiones

La demostracion de la indecibilidad del Problema de la Parada, por medio de las
Maquinas de Turing, permite establecer una solucion negativa al
Entscheidungsproblem. Sin embargo, llegar a esta conclusion implica admitir que
la nocion de algoritmo es equivalente al modelo propuesto por Alan Turing, es
decir que se acepta la tesis de Church-Turing.

La indecibilidad de la légica de primer orden esta relacionada con la estructura
misma del sistema. Por ejemplo, la Aritmética de Peano a pesar de trabajar con
el conjunto numerable de los nimeros naturales y con finitos simbolos implica la
existencia de funciones no computables relacionadas con la no enumerabilidad.
El poder computacional de las Maquinas de Turing es limitado; es por ello que a
pesar de que hay una conexion intuitiva entre la nociéon de algoritmo y la
Maquina de Turing no se descarta la posibilidad de que la tesis de Church-Turing
pueda ser un dia refutada.

Una solucion para el Entscheidungsproblem segun Hilbert debe cumplir con los
presupuestos establecidos por la nocién de procedimiento efectivo. Se encontro,
a partir de la definicibn de una Maquina de Turing, los requerimientos de Hilbert
son satisfechos de manera parcial pues no es posible que una MT establezca a
priori los pasos necesarios para computar una cadena.

El estudio de los lenguajes regulares y la teoria de Autdbmatas, previo al de las
maquinas de Turing, permite conocer con mayor facilidad las propiedades
computacionales de los lenguajes aceptados por una Maquina de Turing.

La diferencia significativa entre las MT y los autdmatas es el tipo de movimientos
del cabezal, ademas de los dominios y rangos de las funciones de transicion.

El lenguaje aceptado por un autdmata es recursivamente enumerable, pues
cualquier autbmata puede ser simulado usando las maquinas de Turing. Empero,

no toda Maquina de Turing se puede representar con autOmatas.
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Anexo 1: JFLAP Version 7.0

JFLAP (del inglés Java Formal Languaje and Automata Package) es un software libre
que permite experimentar con lenguajes formales y automatas, en particular esta
herramienta permite simular automatas finitos, automatas de pila y Maquinas de Turing,
entre otras maquinas méas. JFLAP puede ser visto también como un paquete de
herramientas gréficas que pueden ser utilizados como una ayuda en el aprendizaje de
los conceptos basicos de Teoria de Autdmatas y Lenguajes que son Vvistos en un curso

en cualquier curso introductorio de Teoria de la Computacion.

JFLAP brinda a sus usuarios en la pagina web www.iflap.org una completa

informacion respecto a la aplicacion misma, sus origenes, tutoriales, descargas,

estadisticas, ejercicios, entre otros.
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http://www.jflap.org/

Anexo 2: Simulaciones en JFLAP

Con el fin de familiarizar al lector con el estudio de los distintos tipos de automatas y
las Maquinas de Turing, se presenta en un CD Anexo la simulacion de los automatas y

MT ejemplificados a lo largo de este trabajo realizados en JFLAP.

El CD anexo contiene dos carpetas, la primera contiene el archivo que permite
descargar y ejecutar la aplicacion y la segunda contiene los archivos .jff que contienen
los ejemplos de los autbmatas y MT y que deben se abiertos desde JFLAP.
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