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Have you found the limits of your abilities? Even though your technique, physique
and mental resolution are all still lacking? Those who’re “naturally talented” than you
or possess something which surpasses your abilities have been on a different level all along.
It’s foolish to devote all of your time and energy to bemoaning the fact that it’s impos-
sible to overcome that difference, no matter how hard you work, how well you strategi-
ze, or who your teammates are. You can complain about that only when you’ve actually
done everything you possibly can. Rather than despairing and giving up because you’re
not a “genius”, believe your strength is not limited to this and continue on the path straight
ahead of you...

— Haruichi Furudate
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Marco tedrico y planteamiento del problema

1.1.1. Las concepciones de la entropia del siglo XIX dentro enseinanza de la

termodinamica en el siglo XXI

A lo largo del tiempo, ciertos conceptos han sufrido distintas maneras de ser interpretados,
donde uno de esos ha sido la entropia. Este concepto se ha sometido a distintas interpretaciones
mediante el problema de la irreversibilidad de los procesos y el principio de equivalencia de las
transformaciones. Por otro lado, dentro del campo de la cosmologia, existen ciertos objetos que
parecen violar el segundo principio de la termodindmica, los cuales son los agujeros negros. Tal
cuestion fue desarrollada por John Archibald Wheeler y su estudiante Jacob David Bekenstein, que
se preguntan sobre lo que pasaria con la entropia de una taza que es tragada por un agujero negro;
dentro de ese experimento mental se responde que la entropia desapareceria y, por lo tanto, la en-
tropia del universo decreceria, cosa que viola el segundo principio. No obstante, Bekenstein, para
responder a tal paradoja, asocia una entropia al agujero negro, pero la interpreta como una medi-
da de informacién perdida del estado interno del agujero para un observador externo (Bekenstein,
1974)[7], teniendo en cuenta que los procesos de estos objetos son en su mayoria irreversibles. Este
planteamiento es motivante para comprender como la entropia se relaciona con la informacion en

estos sistemas extremos.
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Con base a lo anterior, es de destacar que la entropia es un concepto que nos permite estudiar
los procesos termodindmicos porque da cuenta de lo que es posible en la naturaleza, de acuerdo
con los planteamientos de Planck, y ademads si hacemos una revision de cémo se ha abordado, esto
depende del contexto en el que se sitian los cientificos de la época, en este caso Bekenstein que
lo pone como medida de informacién en el marco de la cosmologia a diferencia, por ejemplo, de
Clausius que la pone como medida de transformacion en el marco de los estudios de Carnot sobre
las maquinas térmicas (Revolucion industrial). En ese orden, un acercamiento histérico permite
rastrear el cambio del concepto de entropia en la fisica y de como se integran bajo diferentes for-
mulaciones, donde estas formulaciones nos permiten reflexionar sobre este concepto también desde
una perspectiva mds moderna, es decir, una época donde la informacién es el principal insumo pa-
ra el desarrollo y la toma de decisiones, interpretar la entropia como una medida de informacién
se adectia mds a nuestro contexto a diferencia de los conceptos del siglo XIX. Es decir que, esos
conceptos de la entropia llegan a ser algo abstractos dentro de la ensefianza en la actualidad, debi-
do a que “Cada sujeto o colectivo ha de organizar sus propias respuestas en relacién con el grado
de comprensién” (Garzon Barrios, 2023)[8] dejandolos asi a interpretacion de cada individuo. No
obstante, a pesar de que cada persona puede tener una comprension diferente, esto puede generar
confusiones debido al uso incorrecto del lenguaje y el suponer que las teorias son convergentes,
llevando una vision lineal de las ciencias, siendo en el caso de la ensefianza de la termodinamica
donde se suele omitir esa distincién de los modelos macroscépicos, microscopicos y mesoscopicos
(Garzon Barrios, 2023) [8], donde esa ensefianza de la entropia basada en manuales técnicos y ex-
plicaciones faltantes de contexto histérico, ha generado concepciones limitadas y confusas en los
alumnos. En diversos curriculos colombianos y latinoamericanos se intenta “concretar” el concep-
to recurriendo al modelo cinético-molecular, sin abordar su trasfondo més amplio (Chaves Vallejo,
2013) [9]. Por ejemplo, se describe el incremento de desorden sin mencionarlo como perspectiva
molecular y sin discutir quién introdujo el concepto ni por qué. Cortés Pérez (2016) [10] docu-
menta que metodologias inadecuadas y una débil preparacién matematica provocan obsticulos en
la ensefianza de la entropia y temas relacionados, donde ...aunque popular, la analogia ’entropia =
desorden’ es incompleta” (Flores Ulloa, 2014) [11]. Esto se debe a que la definicién del lenguaje
comun no explica por qué el hielo (ordenado) tiene menor entropia que el agua liquida (desordena-

da), donde la vision estadistica de Boltzmann resuelve esto vinculando entropia con probabilidad,
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no con orden y desorden visual.

Este uso de palabras propias de la ciencia dentro del lenguaje comun es un limitante si no se
acude al origen de ese concepto, donde un acercamiento histdrico al final es un método que abor-
da directamente las dificultades conceptuales existentes y supera las limitaciones de los enfoques
tradicionales, integrando esa variacion conceptual. Al presentar este acercamiento histdrico, se lo-
gra una comprension integrada del concepto, permitiendo en este caso presentar como la entropia
surge en distintos contextos, presentando sus diferentes etapas, pasando de un principio fisico que

parte de un concepto abstracto a un concepto de informacion.

Rudolf Clausius el primero en formalizar dicho término mientras buscaba comprender el fun-
cionamiento de las maquinas térmicas y describir cémo son las transformaciones de los cuerpos
ante intercambios de calor, donde al considerar procesos ciclicos, logré dar cuenta de que el calor
no se transfiere de una region fria a una region caliente. Con ello, Clausius centra su trabajo en
el estudio de la reversibilidad de los procesos, donde para los procesos irreversibles el calor del
sistema deberd ser modificado bajo una transformacién del calor, la cual denominé entropia “...to-

mando la palabra griega transformacién” (Clausius, 1869) [1].

La vision de la entropia por parte de Clausius no solo iba ligada a la temperatura del cuerpo
sino a la distribucion de particulas de este desde una perspectiva mecdnica, idea por la cual Ludwig
Boltzmann realiza un modelo microscopico en torno a la entropia, buscando comprender el com-
portamiento de los fendémenos macroscopicos desde una perspectiva mds sofisticada. Boltzmann
parte desde el estudio de los gases, analizando el movimiento y la organizacion de las particulas,
estableciendo asi un desarrollo matematico que tenia en cuenta las energias cinéticas y potenciales
de las particulas, donde “...al revisar la organizacion de las particulas en lo que es un gas, la manera
en la cual las particulas estardn distribuidas en dicho sistema no tendra lo que es una configuracién
especifica sino, por el contrario, que el comportamiento de estas es un comportamiento aleato-
rio y molecularmente desordenado.” (Boltzmann, 1898)[12]. Bajo esta mirada, describe que las
moléculas no guardan ninguna configuracion especifica, lo que lo lleva a realizar ciertos calculos

matemadticos con el fin de establecer una relacion de los estados posibles en los que puede estar
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un gas, configurando una cantidad que es proporcional a la cantidad de transformacién dada por

Clausius.

Max Planck realiza un desarrollo similar al de Clausius del segundo principio, puesto que su in-
terés iba de la mano con la direccion de los procesos, es decir, que para €l era importante desarrollar
tal principio para la termodindmica. El nos presenta el segundo principio como la diferenciacién
de los procesos reversibles e irreversibles en funcion de la preferencia de la misma naturaleza por
los estados finales o iniciales, es decir, que una mayor cantidad de transformacién en el sistema
implica que la naturaleza estd priorizando el estado final, lo que convierte todo ese proceso en

irreversible.

Por otro lado, al revisar lo que se entiende por informacién, encontramos autores como Mensah
y Goderre que lo presentan como los datos (hechos, estadisticas, niimeros, simbolos, imédgenes, au-
dio, etc) que son estructurados, es decir, contextualizados (Mensah Goderre, 2020)[13]. Ademés,
este término tiene su formalismo dentro de las matemadticas, representando asi que la informacién
puede ser cuantificada, idea la cual fue presentada por Claude Shannon en 1948 en su documento
“A Mathematical Theory of Communication”, redefiniéndola como entropia de la informacién. El
nos permite establecer que a mayor entropia, mayor seré el contenido de informacién no conocido
en una sefial. Del mismo modo, Von Neumann motiva los desarrollos de Shannon, interpretando la
entropia como una medida de incertidumbre o informacién bajo una perspectiva probabilistica de

los fendmenos térmicos.

De acuerdo con los planteamientos mencionados, al retomar la irreversibilidad de los procesos
en general, se observa que a mayor entropia en un sistema también aumenta la preferencia de la
naturaleza para estar en un estado final, como lo habia planteado Planck, y ademds existe cierta
incertidumbre sobre la informacidén del estado inicial. Esta cuantificacién de irreversibilidad e in-
formacion abordan el mismo concepto, la entropia, como menciona Granger “el hecho de que la
informacion y la irreversibilidad estdn profundamente ligadas y que la entropia tedrica de la infor-
macion ayude a entender la entropia termodindmica” (Granger, 2013)[14]. Idea que es motivante

para establecer esa relacion que Bekenstein habia propuesto en el estudio de la termodindmica de
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los agujeros negros, pero amplidndola bajo un acercamiento histérico que dé cuenta de esos pro-

cesos de variacion conceptual alrededor de la entropia.

Por otro lado, uno creeria que el concepto de entropia, al ser refinado durante los aifios, fue
solucionado tedricamente y es completamente inmutable, dando por hecho las concepciones de

esta; sin embargo, como lo menciona Marina Garzon Barrios

”Uno de los problemas en la ensefianza de la fisica suele ser que los profesores consi-
deramos que las teorias ya estructuradas en los campos de estudio de nuestra disciplina
son inmodificables porque los problemas principales se han solucionado y las pregun-

tas nacientes corresponden a nuevas dreas de la ciencia” (Garzon Barrios, 2023) [8]

Esto implica que las multiples "definiciones"de entropia llevadas a los cursos por los mismos
profesores a la luz de los libros de texto utilizados, coexisten sin llegar a contradecirse entre ellos,
puesto que hay una dependencia del contexto en donde estamos situados [11] !.

Esto motiva m4s a utilizar la historia como una herramienta que nos permita acercarnos a esas
distintas concepciones, hasta su uso en fendémenos mas contemporaneos, dejando de lado esas defi-
niciones reduccionistas de la entropia, como la més famosa de "medida del desorden". Donde esta
definicion utiliza una palabra del lenguaje comun que es vaga, ya que, “’entropia es una cantidad
medible y precisa, mientras que desorden es una cuestién de opinién”(Styer, 2019) [5],>. Evidente-
mente, nuestro trabajo no cuestiona la validez de las definiciones, ya que, de acuerdo con Toulmin,
el problema de las definiciones es un problema propio de cdmo concebimos esos conceptos para

propositos de la fisica [15].

De acuerdo con Toulmin, un acercamiento histérico a las ciencias sitia el desarrollo de las

“ T . . . L
empresas disciplinarias”; un ecosistema intelectual donde se ubican los cientificos; como conste-
laciones evolutivas de los conceptos, problemas, procedimientos e ideales de las sucesivas genera-
ciones de cientificos [16]. Siendo un claro ejemplo el de la entropia, donde las definiciones dadas

a través de la historia no llegan a ser lo suficientemente claras y, como consecuencia, se toman

IEsta es una de las conclusiones a las que Ulloa llegé a partir de su investigacién del concepto de entropia dada
por profesores universitarios en su tesis doctoral.
%En los siguientes capitulos veremos a lo que se entendia realmente por desorden
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distintas maneras de interpretarlo, como lo menciona Malagén y Ayala [17] los conceptos no de-
finen, sino que se presentan como una manera de mirar el mundo, es decir, que el estudiante o la
persona comun basa esa mirada del mundo bajo un esquema de organizacién mediante sus expe-
riencias sensoriales. Estos esquemas son usados para el entendimiento de los fendmenos térmicos.
Sin embargo, la literatura usada en los cursos de termodindmica toma un camino mds algoritmico,
libros como “Abbott M. y Van Ness, H”, “Callen, H”, “Reif, F”, “Pippard, A. B” [11] los cuales
presentan la entropia de manera matematica y algoritmica sin lograr presentar los fenémenos y el

contexto histérico de los cuales el concepto nace.

1.2. Planteamiento de la pregunta y objetivos de la investiga-
cion

El concepto de entropia resulta especialmente complejo y abstracto, lo que dificulta su asimila-
cién mediante métodos convencionales. Varios estudios han resaltado que ensefar entropia es todo
un desafio porque los estudiantes presentan numerosas dificultades y concepciones erréneas sobre
el tema. Por ejemplo, (Karam et al. 2022) destacan que la complejidad matemadtica intrinseca del
concepto y la falta de referencias directas a la vida cotidiana hacen dificil su aprendizaje, y propo-
nen que revisar la formulacién original de Clausius podria ofrecer importantes luces pedagdgicas;
en este sentido, un abordaje historico permite rescatar las motivaciones y tratamientos originales
(Clausius, Boltzmann, Planck) que llevaron al desarrollo de la entropia, brindando un recorrido
l6gico y motivador. Ademas, segin (Conner, 2008) [18] este tipo de estrategia como acercamiento
histdrico favorece el éxito educativo en las ciencias al vincular el aprendizaje con la evolucién real

del conocimiento.

Teniendo en cuenta este desafio para acercarse de manera concisa al concepto de entropia y co-
mo se mencionaba anteriormente, se considera pertinente seguir los estandares del MEN vy realizar
un acercamiento histérico del concepto de entropia de tal manera que se establezca una relacion

con el concepto de informacién. Ademds, al revisar el programa curricular del curso de termodi-
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namica de la licenciatura en fisica de la Universidad Pedagdgica Nacional, se menciona que se
abordan problemas tales como la direccionalidad e irreversibilidad de los procesos bajo las cuales
se define la magnitud de entropia. Por esto mismo, se propone realizar un acercamiento histérico
relacionado con un fenémeno de la cosmologia que pueda ser usado como complemento en los
cursos de termodindmica, donde el acercamiento histdrico no es sélo ilustrativo, sino que liga la
entropia con problemédticas actuales. Como lo puede llegar a ser la paradoja de la informacion en
los agujeros negros, donde este enfoque historico permite a los estudiantes comprender el origen
de este problema y como vivimos en una era digital centrada en el flujo de informacién, vincular-
la con la termodindmica cldsica resulta relevante para la cultura cientifica actual. En conjunto, el
acercamiento histérico contextualiza el concepto tanto en desafios tedricos como en su rol en los
futuros licenciados, de tal manera que se subraya su pertinencia, puesto que nos permite expandir
esa comprension de los fendmenos termodindmicos bajo una mirada moderna. Esto con el fin de

brindar nuevo material de consulta para los licenciados en fisica.

1.2.1. Pregunta de investigacion

La pregunta que propusimos fue:

(Qué aspectos de los desarrollos del concepto de entropia nos permiten establecer una analogia
con el concepto de informacién para el estudio del fenémeno de evaporacion de los agujeros

negros?

1.2.2. Objetivos de la investigacion

A partir de la pregunta, propusimos el siguiente objetivo general que pretende dar solucién a la

problematica ya planteada:

1. Realizar un acercamiento histérico al concepto de entropia de los desarrollos cldsicos de
Clausius, Boltzsmann y Planck y contempordneos de Shanon, Bekenstein y Hawkings para la
descripcion del fendmeno de evaporacion de los agujeros negros proponiendo herramientas

didacticas para la ensefianza de la segunda ley de la termodindmica.
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Como consecuencia, se plantearon los siguientes objetivos especificos:

1. Presentar los aspectos de los desarrollos del concepto de entropia que permiten establecer

una relacién con el concepto de informacidn.

2. Abordar la entropia como medida para analizar la reversibilidad e irreversibilidad de los

Procesos.

3. Describir el fendmeno de evaporacion de los agujeros negros bajo la relacion establecida

entre informacion y entropia.

4. Disenar una secuencia didactica para la ensefianza del concepto entropia y su relacion con la

informacion informacion

1.3. Metodologia

Para la elaboracion de la monografia se empleard un estudio correlacional, partiendo desde la
idea de lo que se entiende como acercamiento histdrico, siendo este respectivamente un marco
metodoldgico y epistemoldgico para la ensefanza, distinto de una simple técnica puntual.Se trata
de una estrategia didactica que integra la evolucidn conceptual de un tema con su contexto pedago-
gico, a diferencia de un enfoque meramente tematico o una “técnica” especifica, el acercamiento
histérico refiere a la forma de aproximarse al contenido considerando sus raices y desarrollo cien-
tifico. Asi, como sefalan (Conner, 2008) [18] utilizar un enfoque histérico en la ensefianza de la
fisica es “una herramienta util, a menudo desaprovechada en el aula”, que puede ser clave para
mejorar el aprendizaje en ciencias, donde en su desarrollo se incorporan elementos epistemoldgi-
cos (cémo se formo el conocimiento) y pedagdgicos (como ensefiarlo) de manera integrada; con
el fin de revisar las perspectivas pertinentes, para abordar la relacion entre los conceptos de entro-
pia e informacion. Este enfoque nos facilitard articular la segunda ley de la termodindmica en los

agujeros negros y su desarrollo se dividira en tres fases principales:

1. Revision de los desarrollos alrededor del concepto de entropia y su relacion con el concepto
de informacidn, incluyendo trabajos cldsicos y contempordneos desde Clausius-Boltzmann-

Planck hasta Shanon-Bekenstein-Hawkings.
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2. Andlisis de la interpretacion de la entropia desde los trabajos de Clausius, Boltzmann y
Planck permitiendo revisar la evolucion de los sistemas hacia estados de mayor probabilidad
y revisando cémo la entropia se utiliza como herramienta para describir la direccién de los

procesos termodindmicos distinguiendo entre procesos reversibles e irreversibles.

3. Se llevard a cabo un anélisis tanto conceptual como matemadtico de la cantidad de informa-
cién y entropia en los agujeros negros, con el fin de investigar como este fendmeno con-
tribuye a una mayor compresion de la entropia en un sistema y como este estudio permite

reforzar la ensefianza de la termodinamica.



Capitulo 2

La transicion de la entropia de Clausius,
Boltzmann y Planck a la entropia de

Shanon, Bekenstein y Hawking

Con el fin de presentar las diferentes posturas que se tienen del concepto de entropia y su re-
lacion con el concepto de informacién, se considera relevante realizar un andlisis de los estudios
realizados por diferentes autores que den cuenta de dicha relacién entre conceptos. Por ello, este
capitulo propone un acercamiento histérico partiendo con Rudolf Clausius, el cientifico que in-
trodujo por primera vez el concepto de entropia. Donde, a partir de su trabajo, se examinardn las
transformaciones y reinterpretaciones de este concepto a lo largo del tiempo, desde la entropia en
la teoria mecénica del calor hasta su relacion con la informacién en la teoria de la comunicacion y

la fisica de los agujeros negros.

Dicho acercamiento histérico nos permitird establecer conexiones entre las ideas de Clausius
y las desarrolladas posteriormente por Ludwig Boltzmann, Max Planck, Claude Shannon, Jacob
Bekenstein, y Stephen Hawking. A través de este recorrido, se buscard entender como la entropia,
inicialmente concebida en el contexto de la termodindmica, ha llegado a jugar un papel crucial en
la comprension de la informacién y los procesos irreversibles, especialmente en sistemas extremos

como los agujeros negros.

10



2.1 El segundo principio de la teoria mecanica del calor de Clausius 11

2.1. El segundo principio de la teoria mecanica del calor de

Clausius

Las ideas iniciales de entropia comprenden desde 1824 hasta 1865, donde las primeras moti-
vaciones a esta cantidad parten de los estudios de Carnot en su libro "Réflexions sur la puissance
motrice du feu et sur les machines propres a développer cette puissance”, que muestran los desa-
rrollos de la termodindmica como la conocemos hoy en dia; sin embargo, no pudo dar continuidad
a su trabajo debido a su fallecimiento en 1832. Afortunadamente, Rudolf Clausius, a partir del
trabajo de Carnot, publica nueve articulos entre 1850 y 1865 donde configuraria este concepto de

entropia.

Rudolf Clausius fue un fisico y matemdtico aleman, el cual buscaba una expresion matema-
tica que describiera las transformaciones de un cuerpo a partir de intercambios de calor; durante
este proceso establecié por primera vez la segunda ley de la termodindmica formalizando asi el
concepto de entropia. Clausius, retomando los trabajos y perspectivas de Sadi Carnot, se dedicé6 a
comprender las relaciones entre calor y energia o como €l lo denomind “Principio de equivalencia

de las transformaciones de energia” (Flores Ulloa, 2014)[11].

En su trabajo “The mechanical theory of heat” Clausius presenta los planteamientos realizados
para formalizar el concepto de entropia. Esto retomando los trabajos de Sadi Carnot y analizando
la equivalencia entre *Calor’ y "Trabajo’, particularmente centrdndose en el estudio de las variables
de estado de un cuerpo, como presién y volumen, durante un proceso ciclico cerrado, especifica-

mente el ciclo de Carnot.

En la figura anterior, Clausius expone que dado el punto a representa un gas en un estado de
volumen y presion iniciales que determinan la temperatura inicial T de este ciclo. Con el fin de
tener una comprension mas completa de los procesos reversibles y la eficiencia mdxima de una
madquina térmica, Clausius considerd pertinente analizar cada uno de los procesos del ciclo, siendo

estos respectivamente:
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1%

Figura 2.1 — Diagrama del ciclo de Carnot: (1) A—B: Expansion isotérmica temperatura 7j, (2) B—C:
Expansién adiabdtica, (3) C—D: Compresion isotérmica a temperatura 7;, y (4) D—A: Compre-
sién adiabatica.

1. Expansion isotérmica (segmento ab): Se asume que eEl gas estd en contacto con un cuerpo

K, a la misma temperatura T, y la transferencia de calor no altera esta temperatura.

2. Expansion adiabatica (segmento bc): Se retira el cuerpo K, permitiendo que el gas se

expanda sin un intercambio de calor, reduciendo su temperatura hasta T2

3. Compresion isotérmica (segmento cd): El gas se empieza a comprimir para volver a su
volumen inicial, para ello se supondrd que estd en contacto con un cuerpo K2 a la misma

temperatura T2.

4. Compresion adiabatica (segmento da): Finalmente se retira el cuerpo K2 de tal manera
que la presion y la temperatura del gas aumentan hasta regresar a las condiciones iniciales

del ciclo.

Posteriormente, Clausius realiza un anélisis similar de un proceso ciclico para un sistema com-
puesto por una mezcla de gas y liquido, dejando de lado esas suposiciones que limitaban la natu-

raleza de los cuerpos en un sistema termodindmico.

Tras haber realizado el mismo andlisis que para la figura 1.1 para la figura 1.2, Clausius con-

cluye que la cantidad de calor convertida en trabajo en un proceso ciclico es independiente de la
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Figura 2.2 — Diagrama del ciclo de Carnot para un cuerpo parte liquido y parte gas. Elaboracién Propia.
Rediseino (Clausius, 1879) [1]

naturaleza que conforma el medio.

“La cantidad de calor convertida en trabajo; o generada por el trabajo, establece
una proporcién constante a la cantidad que pasa al cuerpo frio o viceversa.” (Clausius,

1879. Pag 76)[2]

Clausius continda estudiando diferentes procesos ciclicos mads complejos, procesos en los cua-
les se producen intercambios de calor y variaciones de temperatura simultineamente. Donde para
simplificar el problema menciona que no es posible tomar solo un punto para lograr entender la
gréfica, por ello propone dividir el ciclo en pequefias transferencias de calor de un cuerpo a otro y

variaciones de temperatura.

“Podriamos considerar esta variacion hecha por un gran niimero de un gran nime-
ro de variaciones muy pequefas, en las cuales tomaremos alternadamente un cambio
de temperatura sin transferencia de calor y una transferencia de calor sin un cambio de

temperatura”. (Clausius, 1879)[2]
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Figura 2.3 — Ciclo con intercambios de calor y variacién de temperatura de forma simultdnea, Elabo-
racién Propia. Redisefio (Clausius, 1879) [2]

Para lo cual, Clausius propone sumar cantidades infinitesimalmente pequefas de calor, proceso

el cual expresa a partir de la siguiente ecuacion:

/"TQ —0 @.1)

Esta ecuacion de Clausius se logra interpretar como que si dicha integral es igual a cero, el sis-
tema siempre regresard a su estado inicial, implicando una cantidad que depende del estado final
que tome el cuerpo, independiente de los procesos dados para llegar a dicho estado y llegdndola a

describir de la siguiente manera:

“Si en un proceso ciclico reversible, cada elemento de calor absorbido se divide
por la temperatura absoluta a la que absorbe, y el diferencial resultante se integra para

todo el curso del proceso, la integral obtenida es igual a cero”. (Clausius, 1965, pag.

90) 2]

Finalmente Clausius propone una magnitud nueva la cual denomina entropia, la cual surge ba-

jo el desarrollo y andlisis de los ciclos reversibles; donde en estos procesos las transformaciones
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de trabajo a calor se pueden realizar de manera ideal. No obstante, para los procesos irreversibles
necesitan de una compensacion dada la cual no estd asociada directamente con el calor o el trabajo,
sino con una nueva funcion de estado que él denomina entropia. De esta manera, Clausius presenta

formalmente el concepto con las siguientes palabras:

“Propongo llamar a esta cantidad S la entropia de un cuerpo, tomando la palabra
griega EVTpomia (entropia), que significa “transformacion”. El disefio que yo he for-
mado con la palabra entropia, lo hice de manera que se asemejara tanto como fuera

posible a la palabra energia” (Clausius, pag. 90, 1865) [2]

Por otra parte, la entropia que propone Clausius no estd unicamente ligada a la temperatura
de un cuerpo, proponiendo la nocién de disgregacion para describir el grado de separacion de las
moléculas en un sistema, reconociendo que las transformaciones implican también cambios en
la configuracidn interna de estas. Donde, bajo esta perspectiva, a diferencia de la de Carnot, que
concebia el calor como un fluido, Clausius llega a considerar el andlisis microscépico del sistema
en torno a la entropia, siendo esta idea la cual mds adelante retomard Ludwig Boltzmann en su
estudio de la mecénica estadistica de los gases, estableciendo una relacion entre la entropia y la

probabilidad de los estados microscopicos de un sistema.

2.2. Boltzmann y el modelo mecanico estadistico de la teoria

mecanica del calor

Como tal, los desarrollos de Clausius iban de la mano de la equivalencia trabajo-calor y la con-
cepcion de entropia estaba ligada a las transformaciones que lleva la energia, por eso inicialmente
era definida como una medida de transformacion o transformacién descompensada. No obstante,
esta concepcion inicial no seria unica hasta que en 1872, Boltzmann, en su libro "Weitere Studien
iber das Wirmegleichgewicht unter Gasmolekiilen"lleva a cabo un estudio de los gases donde es-

tablece una nueva cantidad.
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Ludwig Boltzmann fue un fisico austriaco reconocido por su visién atémica de la materia y por
sus contribuciones en nociones de estadistica y probabilidad en el desarrollo de la teoria cinética
de los gases. A partir de las bases establecidas por James Clerk Maxwell, Boltzmann profundiz6
en la comprension del comportamiento de las particulas que componen un gas sin fuerzas exter-
nas, donde asume condiciones de homgeneidad e isotropia. Esto, motivado por la idea de que la
ciencia debia explicar los fendmenos complejos a partir de principios simples, lo cual aplico en
sus estudios sobre la luz, el calor, la electricidad y el magnetismo, reduciendo estos fendmenos
al comportamiento de las particulas que conforman un cuerpo, ideas que iban adelantadas para su

época.

A diferencia de Rudolf Clausius, quien combinaba las perspectivas macroscopica y microscopi-
ca para estudiar los fendmenos termodindmicos, Boltzmann estableci ese vinculo que le permitia
describir los fendmenos macroscéopicos que observamos en funcion del comportamiento micros-
copico de las particulas, dando cuenta asi de la segunda ley de la termodindmica y las leyes del

movimiento de las particulas de un gas. (Boltzmann, 1964, p. 28)[12]

Estas ideas parten de la teoria cinética de los gases de Maxwell, quien describia la interaccion
entre particulas y su comportamiento a partir de sus colisiones, atracciones y repulsiones, asignan-

do asi una funcién que determina una distribucién de probabilidad de las velocidades de un gas.

Boltzmann consideraba la teoria de Maxwell como el fundamento correcto para explicar el
comportamiento aleatorio de las particulas en un gas. En su obra "Lectures on gas theory’ da cuen-
ta de que la distribucién de estas particulas estd determinada por las velocidades y posiciones de

las particulas. Bajo dichas consideraciones establece la organizacién de las moléculas como:

(1113

... desde el punto de vista de la mecanica, cualquier arreglo de moléculas en un
contenedor es posible; en algun arreglo, las variables que determinan el movimiento
de las moléculas pueden tener diferentes valores promedio en parte del espacio lleno
con el gas que en otra...”

(Flores-Ulloa, pag. 204, 2014) [11]
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Figura 2.4 — Diagrama de la distribucién de velocidades de maxwell, tomado de Maxwell-boltzmann
distribution,” 2005. [Online].[3]

Al intentar vincular la segunda ley de la termodindmica con la ley de velocidades de Maxwell,
Boltzmann se cruza con el problema de explicar como un gas alcanza el equilibrio termodindmico,
en el cual las distribuciones de velocidades de Maxwell son vélidas. Para ello introdujo una fun-
cién denotada por la letra H, que describe la evolucion temporal del comportamiento de un gas a
partir de las velocidades de las particulas de un gas de masa m, de un volumen v y de los choques

realizados entre particulas. Representado por la siguiente ecuacion

H= / Flog(f)dw+ / Filog(fi)dwy + ...+ / Fulog(f)dwa 22)

Simplificando luego la ecuacion a:

H= / flog(f)dw (2.3)

Antes de asignar un significado fisico a la funcién H, Boltzmann analiza el significado mate-
matico en términos de la distribucion de velocidades de las particulas y la direccion de estas en un
tiempo dado; esto con el fin de simplificar sus resultados partiendo de que “todas las moléculas de

un gas tengan una velocidad y vayan en cierta direccién no es menos probable a que cada molécula
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tenga la misma velocidad y direccién de movimiento, encontrando que hay muchas mds confi-
guraciones igual de probables”, (Boltzmann, 1964) [12] lo cual nos sugiere que existen muchas
mas configuraciones posibles y equiprobables de las moléculas que contribuyen al comportamien-
to macroscopico del gas. Boltzmann compara este escenario con un experimento de probabilidad
en el que se extraen esferas negras y blancas de una caja. Aunque sacar solo esferas negras no es
menos probable que alternar entre negras y blancas, la probabilidad de obtener una combinacién
equilibrada (por ejemplo, 10 negras y 10 blancas) es mayor, ya que hay muchas mas formas de

organizar estos resultados.

Boltzmann extiende dicho razonamiento al comportamiento de los gases, donde el hecho de
que todas las moléculas tengan exactamente la misma velocidad y direccién no es menos proba-
ble que un estado donde cada molécula tenga diferentes velocidades y direcciones. No obstante,
cuando se compara este escenario con la distribucion de velocidades de Maxwell, descubrimos
que existen muchas més configuraciones equiprobables. Para ello, Boltzmann propone la siguiente
ecuacion, la cual cuenta las configuraciones equiprobables para la distribucion de velocidades de
las moléculas, lo que permite una comprension estadistica del comportamiento macroscépico del

gas a partir de su estructura microscépica.

n!
2= (myw)!(npw)!(n3w)!... 24)

Después de realizar dicho tratamiento probabilistico para las moléculas de un gas, Boltzmann
retoma su funcién H(t) la cual representa el logaritmo de la probabilidad de que el gas se encuen-
tre en un estado determinado, para luego relacionar esta funcion con la entropia de un gas, dando
cuenta de la entropia como el logaritmo natural de estados posibles en los que un gas se puede

encontrar (Flores-Ulloa, 2014) [11] Determinando asi que:

dH
— <0 2.5
7 (2.5)

Demostrando que H es una funcién dependiente del tiempo, donde para un estado estacionario
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H permanece constante, lo que implica que la distribucién de velocidades es molecularmente des-

ordenada y mantiene este comportamiento para cualquier tiempo t.

“...la manera en la cual las particulas estardn distribuidas en un gas no tendrdn
lo que es una configuracion especifica si no por el contrario el comportamiento de

estas es un comportamiento aleatorio y molecularmente desordenado.” (Boltzmann,

1964) [12]

Finalmente, Boltzmann demostré que H tiende a decrecer con el tiempo, acercandose asi a la
distribucién de velocidades de Maxwell. Este resultado fue problemético en su momento, pues pa-
recia contradecir el axioma de que todos los procesos naturales son irreversibles. Sin embargo, la
existencia de la magnitud H como consecuencia del movimiento atdmico era una idea revolucio-
naria, la cual permite estudiar la direccionalidad de los procesos andlogamente a la entropia. Como

tal, esta cantidad H era proporcional a la misma entropia.

Estas consideraciones resultan de la manera en la que se derivaron estas ecuaciones. Boltzmann
propuso que la entropia debia entenderse de forma probabilistica, comprendiendo la segunda ley
bajo esa preferencia del universo de que para casos igualmente probables presenta una preferencia
por los estados finales.

Antes de continuar, algo que es de notar es que estos términos de desorden molecular y orden
molecular estdn ligados a la equiprobabilidad de las configuraciones posibles, es decir que, este
término de "desorden molecular"se define como igualdad de probabilidades a priori, lo que implica,
es que desorden estd relacionado con aquello que no es medible y pueda derivarse de la experiencia.

Pero entonces, ;quién define entropia como medida del desorden?, ya que vimos que Boltz-
mann encuentra una cantidad andloga a la entropia a partir del movimiento atémico de los gases
que se mide por las distribuciones en si. Aquella definicioén fue dada por Hermann Helmholtz en
1882, donde en su memoria "Die Thermodynamik chemischer Vorginge.2sume que como el movi-
miento desordenado de las particulas de gas es del mismo tipo que el movimiento de calor, entonces
la medida de entropia seria equivalente a este movimiento desordenado; como tal la equivalencia

se hace a partir de esa hipdtesis contrastada con la férmula de Clausius y no a partir de la férmula
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conocida que veremos mds adelante. A pesar de que esta asuncion sea correcta, hay que reiterar
el hecho de que todos estos estudios fueron hechos a partir del andlisis de los gases sin fuerzas
externas.

Estas ideas influyeron profundamente en el trabajo de Max Planck, quien se centr6 en estudiar
la irreversibilidad de los procesos y las configuraciones que llegan a tomar los sistemas, dando

cuenta de la existencia de la entropia.

2.3. La irreversibilidad de los procesos y el segundo principio

de la mecanica del calor por Max Planck

El primer principio de la termodindmica consiste mds que todo en una ley de conservacion de
la energia y la equivalencia de la cantidad de calor y trabajo hecho, es decir, que nos da cuenta de
una cantidad invariable en todos los procesos. No obstante, tal principio es insuficiente para una
descripcion completa de los fendmenos térmicos, es ahi donde llega el segundo principio, que, a
diferencia del primero, nos da una descripcién de la direccién de todo proceso natural; eso significa
que la naturaleza de por si no puede volver al estado que alguna vez fue. Curiosamente, mas que
darnos una definicién de esta cantidad que esta relacionada con la accién de la direccion de los
procesos naturales, nos describe la necesidad de esta para una teoria mecénica del calor completa

y consistente con los fenémenos.

Gracias a los desarrollos matematicos de Clausius, tenemos una manera rigurosa de describir
esa cantidad en términos de los procesos que se llevan a cabo en un sistema. Ademas, nos brinda
una diferenciacion en cuanto a las transformaciones que se llevan a cabo, es decir, que se distin-
gue entre una transformacion de calor-trabajo a una transformacién de trabajo-calor. Por otro lado,
las consecuencias de su trabajo nos ponen en juego la direccién del flujo del calor, el cual solo
va direccionado de un cuerpo de mayor temperatura a uno de menor temperatura, cosa que pode-

mos hacer al revés si compensamos el sistema, pero naturalmente no ocurre de manera espontdnea.
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Planck nos brinda una reflexién de los procesos haciendo una distincion entre aquellos que tie-
nen preferencia por los estados iniciales y finales y aquellos que poseen una preferencia exclusiva
por los estados finales. Esto se debe a que habra casos donde, mediante el estado inicial del siste-
ma, podremos revertir a un estado inicial y otros donde tal cambio en la direccién serd imposible

de desarrollar. Bajo el anterior andlisis, Planck distingue dos tipos de procesos:

1. Aquellos que no discriminan entre una estado inicial y final, llamados procesos neutrales

(indiferentes).

2. Aquellos que se caracterizan inicamente por los estados finales, llamados procesos naturales

(privilegiados).

A simple vista el lector asume que los procesos neutrales contienen solamente procesos rever-
sibles. No obstante, si ponemos en juego un sistema de un determinado objeto cayendo libremente,
es de decir que dificilmente podrd volver a su estado inicial, pero mediante la accién de una fuerza
externa podremos obligar al objeto a seguir una trayectoria inversa la cual preserva las variables de

estado iniciales.

Para lograr entender mejor la distincién de ambos procesos, consideremos uno natural, es de-

cir, que solo tenemos certeza del estado final y no habra manera de que volvamos a su estado inicial:

Si tenemos un material que bajo un proceso de combustién se convierte en cenizas, el estado
final (cenizas) serd aquel que permanecerd y no habrd un proceso natural que nos permita regresar
al estado inicial del material. Tal hecho se debe a que no existe un proceso que nos permita deter-
minar de qué material eran las cenizas y de qué forma eran; como consecuencia, habrd distintas
formas de describir ese estado inicial debido a un proceso natural.

En general, los procesos naturales son procesos irreversibles y los procesos neutrales contienen

procesos reversibles e ’irreversibles’.

De manera heuristica podemos dar unas consideraciones de todos los procesos existentes, es

decir, que:
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Figura 2.5 — Proceso irreversible

1. Un proceso no puede ser natural y neutral al mismo tiempo.

2. Un proceso natural no puede ser revertido mediante un proceso natural o neutral; los procesos

neutrales pueden ser revertidos si o si el proceso que se usa para tal accion es neutral.

3. Si podemos desmenuzar un proceso natural en una serie de procesos, estos procesos seran

de la misma naturaleza que el proceso global, o sea natural.

4. Si después de cierto proceso realizamos un proceso neutral, decimos que aquel proceso era

de la misma naturaleza que el siguiente.

De lo anterior, la distincion mds importante de los procesos naturales y neutrales es cémo la
naturaleza de cada uno de ellos tiene una cierta cantidad de preferencia entre los estados finales e/o
iniciales. Evidentemente, la medida de esa preferencia a simple vista es de caracter cualitativo, de
la misma manera que desarrollamos el concepto de temperatura; por lo tanto, debemos encontrar
algo que contenga las variables de estado del sistema en ambos puntos y nos permita calcular
qué tanta preferencia hay. Ese algo serd una funcién que denominaremos S (como Clausius habia
nombrado la entropia).

Ahora, utilizando cierto proceso que va de un estado inicial con cantidad S a un estado final con

cantidad S’ podemos distinguir qué tipo de proceso se lleva a cabo con el siguiente andlisis:
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Si & —S =0, es neutral (2.6)
Si & —S >0, es natural 2.7

Si revertimos la situacion y deseamos pasar de un estado final con cantidad S’ a un estado

inicial con cantidad S, encontraremos lo siguiente:

S — 8, es positivo (2.8)
S — S, es negativo (2.9)
S" — S, es nulo (2.10)

Donde el primer y tercer caso pertenecen a los procesos neutrales y el segundo caso a los pro-

cesos naturales.

En sintesis, la funcidén propuesta deberia ser conocida y ademads serd soporte para dar cuenta
de la medida de la preferencia de la naturaleza por los estados iniciales y finales de un sistema.
En adicién, ambos estados deben estar relacionados, o sea que requerimos que tengan algo que los
haga compatibles para poder proceder con el anélisis anterior. Planck, en su disertacion, nos da las

condiciones para que ambos estados sean compatibles.

1. Ambos estados comprometen la misma sustancia en las mismas cantidades.

2. El sistema en ambos estados debe de contener la misma cantidad de fuerzas actuante y todo

aquello que interactda.

Si ninguna de las dos proposiciones se cumple, entonces no hay manera de pasar de un estado

a otro debido a su incompatibilidad, y la medida que habiamos desarrollado no tendra ningin sen-
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tido.

Podemos resumir este resultado como un principio:

“En la naturaleza, una transicién de estados con cantidades Sy S’ respectivamente
es siempre posible si y solo si contienen la misma cantidad de materia y fuerza en
ambas direcciones, si §' —S = 0 (por un proceso neutro), sélo del primer estado al
segundo si 8" —S > 0 (por un proceso natural), sélo de la segunda a la primera si
S’ — S < 0 (por un proceso neutral).”

(Planck, pag. 6)[19]

Este desarrollo conceptual reflexiona sobre la interpretacion de la cantidad de entropia para
todo sistema fisico, donde ahora la entropia se concibe como una cantidad que mide la preferencia
por los estados finales; sin embargo, el principal problema que encontramos es como se cuantifica
esta cantidad y bajo qué condiciones podemos describir un sistema que nos permita medir la en-

tropia.

La fisica del siglo XIX se aceptaba la idea de que el calor era sustancial, que estaba presente en
todos los cuerpos. Sin embargo, habia otra manera de abarcar la naturaleza del calor, donde ’este se
presentaba como un modo de movimiento de los dtomos ponderables presentes en los cuerpos y del
movimiento del ether y, ademds, se veia la radiacion como un movimiento ondulatorio que se pro-
pagaba en el ether’ (Clausius, 1865 )[2]. Esta manera de estudiar los fendmenos termodindmicos
estaba permeada por una modelizacién mecénica de ciertas cantidades microscopicas, es decir, un
modelo mecénico estadistico. Este modelo nos permite describir un sistema bajo cantidades meca-
nicas y electrodindmicas que no pueden ser medidas directamente, ya que lo que podemos medir
experimentalmente son los valores medios de las caracteristicas fisicas del sistema. Como tal, esta

forma de estudiar los sistemas nos da otro tipo de cantidades que llamaremos unkontrollierbar.

IEgta palabra en el aleman tiene varias traducciones, tales como, incondicionado, indeterminado, incontrolable,
inconmensurable, irregulado, uncorrelacionado, no gobernable o al azar. Pero para propédsitos de lo que se refiere
Planck es mejor tomar la traduccién de incontrolable y al azar
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Este modelo estadistico descrito por Boltzmann nos brinda un concepto que permite usar pro-
babilidades a las caracteristicas fisicas medibles, es la hipotesis de un elementar ungeordnet [20]
donde " la naturaleza de todo proceso que contiene varias particulas que son incontrolables (un-
kontrollierbar) estdn en un desorden elemental (elementar ungeordnet)"(Planck, 1900)[20]. Con-
secuentemente, este concepto de ’elementar ungeordnet’, mas alld de la definicién a partir de su
traducciodn literal (desorden elemental o caos elemental), implica una imposibilidad de dar cuenta
de las medidas de cada parte de un sistema en la naturaleza, donde solo podemos hacer relaciones
con los valores medios de las caracteristicas fisicas.

La incontrolabilidad de cada parte que constituye un sistema nos lleva a pensar mds alld de
esas cantidades microscopicas, algo como lo es una probabilidad, pero una probabilidad ligada
a la distribucién de ciertos elementos que estdn en un ’elementar ungeordnet’. Ademads, puesto
que lo mencionado anteriormente en cuanto a la medida de la entropia en los procesos naturales y
neutrales generaliza el segundo principio para todo sistema, el estudio de la probabilidad llega a ser
conveniente teniendo en cuenta que no pierde invalidez en funcién del sistema que se estudie, como
lo menciona Planck "la entropia de estos sistemas fisicos en sus estados determinados dependen
exclusivamente de la probabilidad de estar en esos estados"[20].

Tenemos dos piezas para deducir una férmula de entropia distinta a la presentada por Clausius.
Donde tenemos la probabilidad y las partes que constituyen un sistema.

Asi que la entropia estaria dada por

S=fF(W) 2.11)

Donde W representa la probabilidad 2.

Para llevar a cabo esta deduccion requerimos de ciertos conceptos de la probabilidad, donde
uno de ellos relaciona la probabilidad total de dos eventos independientes como el producto de
las probabilidades individuales. Si pensamos en un caso como el de una persona eligiendo la carne
para su cena y el evento de que nuestra galaxia colapsard con Andrémeda, entonces la probabilidad

de que esa persona esté en un estado donde compra costilla y a su vez nuestra galaxia colapse con

%El uso de la letra W se debe a que en alemén probabilidad se traduce como Wahrscheinlichkeit



2.3 La irreversibilidad de los procesos y el segundo principio de la mecanica del calor por Max
Planck 26

Andrémeda es

W =W W, (2.12)

Ahora, si tenemos que S y S> son las entropias respectivas de los sistemas separados, de

acuerdo con la ecuacién 2.12 tendriamos.

S1=rfw) (2.13)

Sy =f(Wa) (2.14)

Pero de acuerdo al segundo principio de la termodindmica, la entropia es una cantidad aditiva,

es decir, que la entropia total estd dada por la suma de las entropias independientes.

S=81+9% (2.15)

fWMW2) = f(Wh) + f(W2) (2.16)

Con base a esta ecuacion vamos a generar una ecuacion diferencial, para eso primero debemos

derivar parcialmente respecto W; y luego Ws.

If(WiWa)  df(Wr)

W = 2.17
2 oW, oW, ( )
df (Wi W) 92 (W1 W)
— AW W= =0 2.18
w2 oW, (2.18)
Utilizando la ecuacién 2.12 podemos obtener una ecuacion diferencial ordinaria.
df(w) d*f(W)
w =0 2.19
aw + dw? ( )

Donde la solucion general es

F(W) = klog(W) +C (2.20)
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Y de acuerdo con 2.11 tendriamos que la entropia en funcion de la probabilidad es

S = klog(W)+C (2.21)

Asumiendo que C es igual klog(Const), entonces podriamos reducir la ecuacién para obtener

una relacion equivalente a la de Boltzmann.

S = klog(W) (2.22)

Aqui la constante k debe ser una constante universal, que debe tener validez asi en la tierra
como en la galaxia Andrémeda debido al uso de las probabilidades.
Por otro lado, independientemente de que esta relacion sea equivalente a la de Boltzmann,

Planck establece una diferenciacion bajo su interpretacion, cuyo significado es:

'Primeramente, la ecuacion de Bolztmann carece del factor k y esto se debe a que
él utiliza unidades de gramos-moléculas y no al objeto en si (las moléculas) en sus
cdlculos. En segundo lugar, Boltzmann no da una definicion a la constante aditiva en
la ecuacion la cual nosotros considerabamos como un factor miiltiplo de la probabi-
lidad’ (Planck, 1900, pag. 120)
[20]

Ya tenemos la manera de cuantificar entropia por medio de probabilidades; no obstante, de-
bemos diferenciar esta probabilidad a la cual denominaremos ’probabilidad termodindmica’ y la
probabilidad matematica, donde ambas son proporcionales, pero su dominio es distinto. La proba-
bilidad matematica es una fraccion en un intervalo cerrado de 0 a 1 y la probabilidad termodindmica
es un entero en todo el dominio. En contraste, esta probabilidad genera un nuevo problema el cual
radica en la medicion de este para obtener un valor numérico, es decir, que debemos definir muy
bien esta cantidad para los sistemas mecédnicos y electrodindmicos. Consecuentemente, requeri-
mos definir el concepto de estado a la luz de las visiones macroscépicas y microscopicas de los
fendmenos termodindmicos.

Retomando lo mas fundamental, cuando hablamos de estado no nos estamos refiriendo a una

cosa en si, por el contrario, nos estamos refiriendo a un compendio de cantidades que nos dan
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informacion de como estd el sistema; por ejemplo, un cuerpo o medio ponderable puede tener es-
tados en funcidn de sus cantidades electromagnéticas, tales como la electrificacién, magnetizacion,
polarizacion, conduccidn, etc. Simultdneamente, nos brinda la manera en la que los procesos en

ese sistema tienen lugar bajo unas condiciones de frontera o iniciales.

Estado macroscépico

Ej:
Estado macroscépico- Volumen de un gas

Estado microscépico Estado microscépico- Distribucién de particulas

Figura 2.6 — Diagrama de un estado macroscépico con sus estados microscopicos

Un estado lo podemos describir a partir de cantidades microscopicas y macroscopicas, por eso
es necesario poder diferenciar los estados que denominaremos microscépicos y macroscopicos de
tal manera que podamos expandir nuestra concepcion de estado. En ese orden de ideas, un estado
microscopico es aquel que es descrito por un observador mecénico y electrodindmico; este contiene
toda la informacion de cada particula en términos de sus velocidades, posiciones e intensidades de
los campos; consecuentemente, la vision microscdpica es tan perfecta en un sentido que nos lleva
a concluir que la entropia y el segundo principio pierden significado alguno. Por otro lado, un
estado macroscopico es aquel que es descrito por un observador termodindmico, en este caso un
instrumento de medida. Por otra parte, al hacer estadistica de los estados macroscopicos, también

debemos considerar que estos contienen una gama de estados microscépicos donde la medida a
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obtener es un valor medio de todos los estados microscépicos, tal como se muestra en la figura
2.6. Esto se articula con lo que menciondbamos del elementar ungeordnet, donde estos estados
macroscopicos tienen lugar bajo el segundo principio en consecuencia de este , tal como lo plantea

Planck.

“Por lo tanto, no es la distribucion atomica, sino mds bien la hipotesis del desorden
3 elemental, la que forma el niicleo real del principio de incremento de la entropia
Y, por tanto, la condicion preliminar para la existencia de la entropia. Sin desorden

elemental no hay entropia ni proceso irreversible."(Planck, 1909) [20]

En ese orden de ideas, se piensa de esta probabilidad como una cantidad macroscépica y, co-
mo consecuencia, se suscita una cuestion: ;Cémo estaria definido un estado macroscépico? Para
poder responder la pregunta, se plantea un ejemplo de un sistema de N moléculas confinado en
cierto volumen V' y, con base en los planteamientos previos, debemos pensarnos en solo las distri-
buciones de esas moléculas en ese volumen, en lugar de aquellas cantidades microscépicas como
consecuencia de la hipétesis del elementar ungeordnet . Entonces, se requiere pensar el volumen
como un todo que vamos a dividir en secciones G que tendran cierta cantidad de moléculas y, por
lo tanto, definirfamos una distribucién macroscépica del sistema. 4
Ahora si distinguimos esas secciones de volumen de manera que las enumeramos como en

la figura 2.7 y ademds denotamos la cantidad de moléculas en cada seccién como ny,ny, ..., ng,

tendriamos que

nij=N (2.23)

Ademads, se puede definir una densidad de distribuciéon mediante w; = %, donde se cumpliria la

siguiente relacion

Y o=1 (2.24)

3Planck considera desorden y caos como lo mismo, esto se debe a que las traducciones no literales al aleman dan
a enteder que se refiere a caos

“Hay malos entendidos respecto a lo que se entiende por lo microscépico refiriéndose a cosas pequefias (molécu-
las), sin embargo, la definicién microestado ya ayuda a distinguir lo micro de lo macro. Por otro lado, la hipétesis de
Avogadro respalda el hecho de que cantidades como la presién dependen del niimero de moléculas y no de la identidad
de estas.
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v

Figura 2.7 — Volumen divido en k secciones

Esta densidad de distribucion puede entenderse como la probabilidad matemética de que una

molécula tomada aleatoriamente se encuentre en una determinada seccidn o simbolicamente.

P(l’li) = y; (2.25)

La relacion entropia depende de una probabilidad termodindmica que representa permutaciones
de las partes de un sistema. Como las permutaciones pueden darse de maneras distintas con base en
la densidad de las particulas en ciertas secciones, entonces debemos calcular esas configuraciones
teniendo en cuenta las permutaciones repetidas. Gracias a los desarrollos de Boltzmann conoce-
mos la férmula para determinar esas permutaciones de particulas. De acuerdo con la ecuacién 2.4

tendriamos que la probabilidad termodindmica es

N!

W=
[Ti<i<kni

(2.26)

En adicidn, algo que se puede apreciar de esta cantidad es que los nimeros que manejamos
son demasiado grandes, puesto que si pensamos sobre el nimero de particulas, de acuerdo con
la hipdtesis de Avogadro, encontramos que en un determinado sistema que contiene un mol de
cierto gas hay 6,022 x 10>*> moléculas. Como consecuencia, podemos reformular la ecuacién 2.4

utilizando la aproximacion asintética de Stirling.

al ~ (’1)” (2.27)

e
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De esta manera, la ecuacion 2.4 quedaria

k n;
w=T] <5) (2.28)

i=1 \T
Finalmente, introduciendo esta expresion en la formula de entropia que deducimos previamen-

te, tenemos que la entropia estd dada por

k
S = —kN

a)iln(a),-) (2.29)
i=1

Gracias a este ejemplo logramos encontrar una férmula que nos permitiria hallar la entropia

en funcion de las probabilidades matematicas que estdn determinadas por el como dividimos y

distribuimos el espacio de ese sistema macroscopico y, en contraste con los planteamientos de

Boltzmann, esto generaria lo que Planck denominaria la hipétesis del cuanto, que darfa solucién

a uno de los problemas que la termodinamica cldsica no podia describir, es decir, la radiacion del

cuerpo negro.’

2.4. Un nuevo ecosistema intelectual:

La teoria en telecomunicaciones de Claude Shannon

La invencion del telégrafo en el siglo XIX trajo consigo una gran gama de desarrollos dentro del
estudio de las comunicaciones eléctricas, donde tenemos a Samuel Morse que en 1832 desarroll6 su
patente de telégrafo estableciendo un sistema de rayas y puntos que se lefa a partir de un mecanismo
que apagaba y prendia un electroiman.

El sistema de c6digo Morse tuvo refinamientos en cuanto a la asignacion de las secuencias de
lineas y puntos para cada letra. Donde Alfreid Vail le asigna una secuencia reducida de puntos y
lineas a las letras que son mas frecuentes de encontrar en el idioma inglés, tales como la letra E o
la secuencia TH. Gracias a esto, nos ahorrariamos una gran capacidad y tiempo por mensaje.

Otro de los aportes del telégrafo fue el muestreo de sefales de varias fuentes de telégrafos

con el fin de convergerlas en una sola. Donde tenemos a Moses Farmer, que durante el siglo XIX,

En el apéndice C se evidencia cémo la segunda cuantizacién se convierte en un proceso analogo a los desarrollos
de Planck y su ley de radiacién debido al hecho de que cuantizamos osciladores
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configuré un método para transmitir y enviar sefiales a telégrafos denominado por sus siglas en
inglés TDM (time division multiplexing). Afios mds adelante, a comienzos del siglo XX, ingenieros
eléctricos como W. Miner utilizaron un conmutador electromecénico para dividir temporalmente
multiples sefiales de varios telegrafés 2.8, donde también aplicarian este método a la telefonia; no
obstante, los resultados de las sefiales entrantes no eran entendibles para muestreos con tasas de
3500 a 4300 Hz. Este problema seria el motivante para establecer métodos de modulacion para
poder mitigar un fenémeno denominado ruido, el cual estaba asociado a la interaccion de las lineas

de transmision con otros entes externos que hacia que ciertas sefiales se perdieran (como el clima).

—_— EEEEE—
—_— EEEE—
—_— —
—_— —
_— —b

Figura 2.8 — Diagrama TDM

Ya en 1937, Alex Reeves lleg6 a desarrollar el primer método de modulacién llamado Pulse
Code Modulation (PCM), como solucién a la naturaleza aditiva del ruido cuando una sefial es
llevada por varias lineas de transmision de mayor longitud. Este ruido era producido cuando las
sefales eran amplificadas con el fin de recorrer largas distancias, lo que llevaba a pensar que los
dispositivos de amplificacion no eran suficientes. Reeves propone que la mejor manera de mitigar
el problema del ruido a largas distancias era digitalizando las sefiales analdgicas de audio de la
telefonia en si, donde se convertia toda sefial en una representacion binaria de esta.

Es de destacar que afios anteriores (1921), Paul M. Rainey habia patentado una méaquina que
lograba enviar fax mediante telegrafia utilizando una técnica similar al PCM que permitia codificar
todos esos escaneos. Sin embargo, a pesar de existir una patente, Reeves desconocia la técnica de
Paul debido a que sus intereses no iban de la mano al envio de imégenes, sino que a la transmision

de voz por telefonia a largas distancias y con ruido.
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Estos desarrollos en cuanto a los métodos de modulacion como una solucién al fenémeno del
ruido, tienen su andlogo a lo que ocurria con las médquinas térmicas y su eficiencia a la luz de
los trabajos de Carnot, donde nos encontramos con un problema vinculado a una cantidad que es
transformada para llevar a cabo un proceso de manera eficiente. Es decir, que hay un vinculo entre
lo que conocemos como energia e informacion a partir de dos restricciones de la naturaleza y los
procesos que se llevan a cabo con estas dos cantidades.

A lo cual Shannon en 1948, afios después de la Segunda Guerra Mundial, se motiva a estudiar
la medida de esta cantidad y nos lleva a pensar que el problema se genera cuando se espera ob-
tener el mismo mensaje enviado o un aproximado de este a un punto que recepciona el mensaje.
Consecuentemente, se genera una perspectiva donde pone en juego el hecho de que ’el mensaje
actual no es mds que una seleccion de un conjunto de posibles mensajes’ (Shannon, 1948)[4], es
decir, que el proceso de transmitir y recepcionar mensajes es de cardcter estocastico, como si los

mensajes fueran unkontrollierbar.

La medida de cudnta informacién ganamos cuando un mensaje es escogido de ese conjunto de
mensajes, de acuerdo con Shannon, seria proporcional al nimero de mensajes o alguna funcién
monotdénica de este nimero; claramente, si este conjunto de mensajes es finito. Para establecer la
funcién que determinaria el contenido de informacidn, se considera la funcién logaritmica 6 donde

Shannon [4] argumenta la importancia de esta medida bajo los siguientes puntos:

1. Los pardmetros usados en ingenieria como el tiempo, el ancho de banda, nimero de relays,

etc varian linealmente con el logaritmo del nimero de posibilidades.

2. LLega a ser intuitiva, puesto que la manera en la que medimos y relacionamos los fenéme-
nos es de caracter lineal. Por ejemplo, es més intuitivo establecer la medida de temperatura
si pensamos la dilatacion de los materiales como una funcién lineal del estado de calenta-

miento.

La eleccién de la base del logaritmo llega a ser arbitraria, es decir, que solo cambiarfa la manera en la que
pensamos en cémo se almacena la informacién. En este caso se hara uso del logaritmo de base dos, donde las unidades
de la medida de informacién en esta base serdn en bits.
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3. Bajo una perspectiva mds algoritmica y procedimental de las matematicas, una medida loga-

ritmica es mas sencilla de manejar.

FUENTE DE
INFORMACION ~ TRANSMISOR RECEPTOR  DESTINATARIO
— - O — —

SENAL SENAL

RECIBIDA
MENSAJE MENSAJE

FUENTE DE RUIDO

Figura 2.9 — Diagrama esquematico de un sistema general de comunicacidn, tomado de [4]

Antes de poder formalizar toda esta teoria en primera instancia, vamos a definir un sistema de

transmision de mensajes mas general, como se muestra en la figura 2.9:

1. La fuente de informacién cuyo propdsito es producir una secuencia de mensajes o un solo
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mensaje para ser comunicado. Estos mensajes pueden ser de cualquier tipo, pasando de una

secuencia de letras hasta un espacio vectorial dependiente del tiempo.

2. El transmisor cuya funcién es lograr producir una sefial adecuada para la transmisién a lo
largo del canal. Por ejemplo, en el caso de los sistemas multiplex con PCM se deben llevar a

cabo unos procesos muestreo, compresion, cuantizacion y codificacion.

3. El canal no es mas que el medio por el cual la informacion es transmitida, ya sean lineas de

transmision o un rayo de luz.

4. El receptor realiza un proceso inverso al del transmisor, reconstruyendo el mensaje a partir

de la senal.

5. Finalmente estd el destinatario el cual es la persona u objeto que lee el mensaje.

Por otro lado, suscitamos la misma cuestion de la entropia, en este caso, como cuantificar esta
cantidad asociada a los posibles mensajes que llegan al receptor. Ademds, teniendo en cuenta que
no son secuencias de letras aleatorias, sino que son una disposicion del idioma utilizado, como el
inglés.

Podriamos pensar en estas fuentes discretas como un generador de mensajes simbolo por sim-
bolo, donde las secuencias a utilizar estarian determinadas por una serie de probabilidades. Esto
argumentaria el hecho de que este proceso de enviar y recibir mensajes es un proceso estocdstico.

Donde haremos la siguiente definicién de proceso estocéstico:

Todo sistema fisico, descrito por un modelo matemdtico, que genera una secuencia de
objetos o eventos que estdn gobernados por un conjunto de probabilidades es conoci-

do como un proceso estocdstico[4)

En contraste con la definicién, podemos encontrar ejemplos como:

1. Lenguajes como el inglés, el espaiiol, el aleman, etc.

2. Fuentes de informacién continua que han sido renderizados de tal manera que se discretizan

por un determinado proceso, como en el caso de un transmisor con PCM.
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3. Alguin caso matemético donde definimos de manera arbitraria un proceso estocdstico gene-

rando un secuencia de simbolos.

Para que toda esta formalizacion sobre los procesos estocdsticos sea significativa para el lector,
vamos a considerar un sistema econémico como lo es el mismo mercado ’. Dentro de este sistema
vamos a considerar la evolucién temporal del precio de un determinado stock S() (o algin sistema
que tenga dos eventos), donde cada salto de un periodo a otro da como resultado dos posibilidades:

o el stock baja o el stock sube de precio, teniendo asi

d x S(ty) Sibaja
S(t) = ) (2.30)

uxS(ty) Sisube
Donde d y u representan la tasa a la que bajan y suben, respectivamente (Shreve, 2004)([22]).
Para establecer los simbolos en este sistema, debemos representar el proceso de bajada y subida
por simbolos para asi generar una cadena de simbolos que represente la evolucion de un stock a lo

largo de varios periodos de tiempo.

En ese orden, cuando el stock suba de precio vamos a simbolizarlo con la letra H y cuando baje

de precio con la letra 7', de esta manera tendriamos que S depende también de estos simbolos.

S{(H)=uxS;_, 2.31)

S(T)=dxS_ (2.32)

Puesto que 7 representa periodos de tiempo como los dias, semanas, meses, afios, etc. Entonces

este deberia tomar valores enteros positivos.

Por otro lado, estos procesos de subida y bajada, a medida que pasa el tiempo, se pueden
representar mediante un arbol de probabilidad, como se muestra en la figura 2.10

Podemos observar en la figura 2.10 que, a medida que pasa el tiempo, el stock depende de una

"Este ejemplo fue extraido de (Shreve, 2004) [21]
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5. QO
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Figura 2.10 — Arbol de probabilidad para dos periodos de tiempo

secuencia de los simbolos H y T, donde estos nos muestran los caminos que toma el stock para
llegar hasta cierto valor futuro. En ese orden de ideas, podriamos generar un espacio o conjunto de

secuencias de todas las posibilidades para el tiempo 3, el cual simbolizariamos como £

Q= {HHH ,HHT,HTH ,HTT,THH,THT,TTH,TTT} (2.33)

En adicidn, para generalizar, se puede notar que la cantidad de elementos de ese conjunto
depende de cudntos periodos estemos usando con referencia a uno inicial y de cémo podemos
permutar esos simbolos, es decir, que la cardinalidad de € es igual a 2k Finalmente, obtendriamos

que para un tiempo k el stock en funcidn de cierto camino en ese arbol de probabilidades es

Si(@) = Si(@r, 02, ..., @) (2.34)

Donde w € Oy y w; € {H,T}

Como se puede ver, estos procesos se pueden representar por secuencias de simbolos los cuales
nos dicen algo del sistema (en este caso, en qué periodos subié o bajé el precio). Por otro lado,
Shannon suscita una pregunta cuando se cuestiond sobre como podemos cuantificar y medir la
cantidad de informacién producida en un proceso estocdstico ® o, en otras palabras, ja qué tasa la

informacion es producida en estos procesos estocdsticos?

Para responder tal cuestién, supongamos un espacio muestral ? de n eventos con probabilida-

8También denominado proceso de Markov
9Similar al espacio Q;
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des p1,pa2, ..., pn. Sabemos las probabilidades de cada elemento de ese espacio de eventos, eso es
todo lo que tenemos en cuanto al evento que ocurrird. ;Habrd una manera de determinar qué tan

inciertos estamos respecto al resultado?

Si existe tal medida, la cual vamos a simbolizar como H(pi, p2,..., pn), entonces esta medida,

de acuerdo con lo que planteamos anteriormente, deberd poseer las siguientes propiedades:

1. H debe de ser una funcién continua para todas las probabilidades.

2. Si todos los eventos son equiprobables, p; = %, entonces H debera de ser una funcién mono-

ténica creciente respecto a n.

3. Sitodas las posibilidades pueden ser fragmentadas en dos posibilidades sucesivas, la medida

H deberia de ser una combinacion lineal de las medidas H para los valores individuales.

En ese orden, la dnica funcién que satisface las asunciones y que representard la cantidad de

informacion no conocida del resultado final es 1°:

H=-K

pilog(pi) (2.35)
i—1

Donde K es una constante de proporcionalidad.

Se puede apreciar que la formula de Shannon tiene la misma forma que la de la entropia que
habiamos deducido y también es similar a la férmula descrita por Boltzmann para desarrollar su
teorema H; no obstante, él no se motiva por los desarrollos cldsicos de la mecénica estadistica,
sino que toma la idea gracias a los desarrollos de Von Neumann en la mecédnica cudntica de varias
particulas y la termodindmica cudntica que se formaliza en el libro "Mathematical Foundations of
Quantum Mechanics". Ademas, el nombre de entropia a esta medida de informacién no conocida
del resultado final (incertidumbre) se le atribuye a Von Neumann en una conversacion con Shannon

donde le dice *Why don’t you call it entropy? ... no one understands entropy very well, so in any

10No es necesario hacer la derivacién explicita, puesto que ya la habiamos deducido mediante los desarrollos de
Planck
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discussion you will be in a position of advantage.’.

Con base a lo anterior, de la misma manera en la que se establece el teorema de Boltzmann
que se menciond anteriormente, Shannon establece una analogia donde en lugar de medir la en-
tropia de un sistema que tiene cierta probabilidad de estar en un estado determinado, medimos
una entropia de un conjunto de probabilidades de un mensaje. Para ejemplificar, consideremos un
sistema que posee dos eventos con sus respectivas probabilidades, en este caso, el de una moneda

donde cara serd simbolizada como H y cruz como 7'y sus probabilidades P(H) = py P(T) =1—p.

La entropia de este sistema seria entonces la suma de las entropias individuales H(H) y H(T)

H = —(plog(p)+ (1= p)log(1 - p)) (2.36)

1.0

v o1/ \

BITS -

Figura 2.11 — Grifica de entropia para el sistema de una moneda en funcién de la probabilidad p,
tomado de [4]

La gréfica 2.11 nos puede ilustrar ciertas propiedades de esta cantidad H que son consistentes

con lo planteado previamente, donde tendriamos:

1. H =0 siy solo si la probabilidad de que ocurra un evento es nula y la del otro evento es 1,

es decir que la entropia seria nula cuando tenemos certeza de la ocurrencia de un evento.

2. Hes positiva
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3. Si tenemos un nimero dado de probabilidades, donde todas las probabilidades tienen el
mismo valor, entonces tendremos un maximo en H = log(n) el cual puede ser interpretado

como la situacion mas incierta.

4. Supongamos dos eventos x y y con m y n posibilidades respectivamente. Sea P(i, j) la pro-
babilidad de la ocurrencia conjunta con i para x y j para y. La entropia del evento conjunto

€s entonces:

=YY P(i, j)log(P(i, j)) (2.37)

i=1j=1

Mientras que la entropia de los eventos:

H(x)=— i Zn: P(i, j)log (Zn: P(i,k)) (2.38)

i=1 j=1

P(k,j)> (2.39)

Donde tendriamos la siguiente relacion

H(x,y) <H(x)+H(y) (2.40)

Estas propiedades generalizan mds la férmula derivada por Planck y Boltzmann para eventos
condicionados por otros eventos, donde ahora la medida de incertidumbre de ese sistema no es

aditiva (deja de ser una cantidad extensiva).

Para finalizar, todo esto ya nos estd mostrando cémo la medida de incertidumbre estd ligada
a la medida de la entropia. Consecuentemente, esto suscita una cuestion, ;serd posible derivar el
segundo principio de la termodindmica § dTQ > 0 a partir de la férmula de informacion/entropia?
De ser asi, entonces la incertidumbre y la entropia no solamente serian medidas similares, sino que
ademads, serian medidas andlogas y alimenta nuestra asuncién de que medir cantidad de informa-

cién no conocida del resultado final es medir la entropia.
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2.5. El segundo principio generalizado de Jacob Bekenstein y
Stephen Hawkings

Jacob David Bekenstein fue un astrénomo y fisico tedrico reconocido por sus ideas innova-
doras, las cuales permitieron establecer una conexion entre la segunda ley de la termodindmica y
los agujeros negros. Ideas desarrolladas en su articulo titulado “Black Holes and the Second Law”
([7]), donde Bekenstein trata de resolver la siguiente pregunta: ;qué ocurre con la entropia cuando
la materia cae en un agujero negro? Partiendo de la segunda ley de la termodindmica, donde la

entropia total de un sistema aislado nunca debe disminuir.

Bekenstein propone que, al introducir un paquete de entropia en un agujero negro, la entropia
del mundo exterior disminuye, y dado que un agujero negro en equilibrio solo se caracteriza por
tres propiedades (masa, carga y momento angular), el observador externo no puede determinar la
entropia interior del agujero. No obstante, no se puede excluir la posibilidad de que la entropia

total del universo haya disminuido en el proceso. ([7])

Bekenstein observé que cuando un objeto con entropia cae en un agujero negro, dicha entropia
parece desaparecer para un observador externo. Sin embargo, con el fin de conservar la segunda
ley, Bekenstein postula que es necesario un mecanismo el cual conserve dicha entropia. De este
modo. Bekenstein retoma las ideas propuestas por resultados de Christodoulou y Hawking, que
indican que el drea de un agujero negro nunca disminuye sino que aumenta en casi todas las trans-
formaciones; por lo tanto, los agujeros negros al igual que cualquier sistema fisico, deben estar

sujetos a las leyes de la termodindamica. (Shahar Hod, 2015)

De este modo, Bekenstein introduce asi la idea de que la entropia de un agujero negro deberia
ser proporcional al drea de su horizonte de sucesos; mencionando que “El drea de un agujero negro

parece ser la tnica de sus propiedades que tiene este comportamiento similar al de la entropia” ([7])

Bekenstein asocia la entropia de los agujeros negros, asumiendo la entropia como medida de

falta de informacion sobre el estado interno del agujero negro, el cual es inaccesible para los ob-
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servadores externos. Con el fin de vincular la entropia del agujero negro con su drea, se basa en el
teorema de drea de Hawking, el cual establece que el drea del horizonte de eventos de un agujero
negro nunca disminuye. De este modo, Bekenstein denota la entropia de un agujero negro S la cual

es proporcional a su 4rea A; para ello propone la siguiente férmula '!:

kA
SBH = —7 (2.41)
412

Donde k;, es la constante de Boltzmann y tp es la longitud de Planck dada por h—? Implicando
C

que la entropia de un agujero negro depende directamente del tamafio de su horizonte de eventos.

Bajo el desarrollo de estas ideas, Bekenstein formula lo que se conoce como “La segunda ley
generalizada”, donde establece que, en cualquier proceso, “la suma de la entropia del agujero ne-
gro SpH y la entropia de la materia o radiacién fuera de él, S, no puede disminuir” (Shahar Hod,
2015). De esta manera, aunque la entropia de la materia que cae en un agujero negro desaparezca
del universo visible, esta es compensada por un incremento en la entropia del agujero negro, rela-

cién que se representa de la siguiente manera:

A(Spr+S) >0 (2.42)

Tras esto, Bekenstein propone desafiar su ley generalizada, donde, junto a un experimento
mental donde un objeto esférico de tamafio finito es absorbido por un agujero negro; dicho cuerpo
esférico de masa u y radio R generaria un incremento AA en el drea del agujero negro, donde su

valor minimo estaria dado por la siguiente relacion:

AAmin == 877:,UR (243)

Para este caso se estableceria un limite universal establecido como limite de Bekenstein, el cual

'En el capitulo 3 derivaremos esta expresion a partir del nimero esperado de particulas que sale de un agujero
negro
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establece un limite en la cantidad de entropia o informacién que puede ser contenida en un espacio.
Dicha relacion estaria dada por
TUR

§< o (2.44)

Este razonamiento establece un limite para la cantidad de entropia que puede ser contenida en
un espacio;lo que nos sugiere que no puede existir una cantidad infinita de informacién dentro de un
espacio finito, razonamiento el cual denota Bekenstein mencionando que dicho limite de entropia
asegura que se respete la segunda ley de la termodindmica generalizada en procesos fisicos. ([7])

En 1975, Stephen Hawking se encontraba estudiando los efectos cudnticos de los agujeros
negros, especificamente el proceso de colapso gravitacional y absorcién de particulas, donde al
considerar tales efectos "los agujeros negros logran crear y emitir particulas como si se tratase de
un cuerpo radiante"(Hawking, 1975)[23]. Como consecuencia, estos efectos dan a entender que
los agujeros negros eventualmente se evaporardn a tal punto que dejardn de existir, aspecto que
violaria la ley del area del horizonte de eventos; no obstante, la ley generalizada de Bekenstein
S+ % se compensaria por la entropia de la materia. En ese orden de ideas, a pesar de que los agu-
jeros negros se evaporen y su horizonte de eventos decrezca, el hecho de tener una transformacién
que compense la transformacion en el drea del horizonte, por medio de la emision de particulas, la
entropia total del universo como sistema aislado se mantendria en crecimiento. Esto hace teorizar

a Hawking sobre como la entropia se puede encontrar en particulas llamadas bariones.

Retomando la discusién de los efectos cudnticos en los agujeros negros, plantear una descrip-
ciéon completa de la gravedad cudntica llega a ser algo de mayor empresa, puesto que la teoria
general de la relatividad tiene como objeto principal algo que se le denomina métrica, que estd
vinculado con los campos de materia modelados por el tensor de energia y momentum, en con-
traste con la cudntica estos campos de materia tienen un cardcter cudntico y su descripcion debe
de ser modelada, de acuerdo a los postulados de la mecédnica cudntica, con un operador hermitico.
No obstante, la métrica no tiene la misma caracteristica que la de un observador y no podemos
representarla de esa manera, de igual forma, podemos seguir un esquema que sea consistente con

ambos modelos haciendo que el tensor de energia y momentum represente un valor esperado, pero
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perderia valor cerca de las singularidades [23].

En este orden de ideas, Hawking plante6 el modelo de esos campos de materia siguiendo una
ecuacion de onda con una métrica no plana, que satisface las ecuaciones de campo con un tensor
de energia y momentum representando un valor esperado. Sin embargo, se observa que la repre-
sentacion de esos campos de materia en espacios curvos por medio de operadores de creacion y
aniquilacién no se puede dar directamente por sus componentes de frecuencias negativas y positi-
vas, debido a que no hay un solo par de operadores de creacion y destruccién que describan este
campo, lo que hace que haya una posibilidad de que un observador lejano pueda medir particulas
con respecto a un observador en la vecindad del horizonte, es decir, que hay una dependencia de
unas regiones especificas del espacio. Sin embargo, las soluciones que expanden los campos for-

man una base ortonormal que sigue la relaciéon de conmutacion.

% /S (f;"0uf; = f; Quf;")dZ! = §; (2.45)

Podriamos seguir abarcando mds la discusion de la evaporacion de los agujeros negros y la
entropia. No obstante, es pertinente articular la medida de incertidumbre con la entropia para asi
poder darle una interpretacion a la entropia de los agujeros negros derivada de la radiacion de

Hawking.



Capitulo 3

La reversibilidad e irreversibilidad de los

procesos y la informacion inaccesible

"Puesto que cualquier medida siempre puede ser captada con un niimero suficiente de
bits (los bits pueden representar cualquier niimero, y los niimeros pueden representar
medidas de cualquier precision), hay un sentido por el cual toda medida cientifica se
reduce a bits. Pero, ;eso implicaria que la realidad misma se reduce a bits? ;O por el
contrario la ciencia, en la medida como estd cuantificada, se reduce a bits?"(William

Dembski) !

Vincular el concepto de informacién con el concepto de entropia requiere que tomemos un
aspecto fundamental en la fisica, como lo es la medida, puesto que el problema al que los fisicos
como Planck, Clausius y Boltzmann se encontraban inmersos, era el hecho de que sus modelos
acudian a medidas microscépicas, las cuales eran inobservables y por eso se requeria que la mecé-
nica estadistica y la electrodindmica cldsica acudieran a medidas macroscoépicas, las cuales pueden
ser medidas por un instrumento. En adicién, como se habia expuesto de los desarrollos de Planck
frente a la hipétesis del cuanto, €l logra vincular esas medidas macroscopicas como un valor es-
perado de varias medidas microscOpicas, pero cabe destacar que no hay necesidad de pensarnos
en las medidas microscopicas en si, sino que debemos de pensar el sistema como una particién

de sistemas que van a representar estados en los que se distribuye el sistema total. En contraste

l(William Dembski, “How Informational Realism Dissolves the Mind—Body Problem” at Mind and Matter: Mo-
dern Dualism, Idealism and the Empirical Sciences (forthcoming))

45
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con la historia, se pudo observar como estos fisicos median la entropia mediante distribuciones
de probabilidad, es decir que, ademds de la medicion y la irreversibilidad, las distribuciones y la
probabilidad serdn el puente que nos permitird converger el concepto de entropia con el de infor-

macién en los procesos.

En ese orden de ideas, las medidas macroscOpicas tendrén su propia distribucién a raiz de los
posibles estados en los que se distribuye el mismo sistema. Por otro lado, esta idea llega a ser
consistente con la misma medicién y la teoria del error que le precede a esta. Para poder mostrar
este vinculo al lector, acudiremos a los desarrollos propuestos por Jaynes [24] y Cox [25] que
nos permitirdn articular de manera formal la relacién entre entropia e informacién como medidas

andlogas de la irreversibilidad.

3.1. Las cantidades macroscopicas y

las distribuciones

Para estudiar los sistemas termodindmicos y como se cuantifica la medida de entropia en es-
tos, se abordaron dos perspectivas diferentes pero complementarias, siendo estas las distribuciones
macroscopicas y las descripciones microscopicas de estos sistemas. La perspectiva macroscopica
se centra en las variables de estado del sistema como lo son la presidn, la temperatura y el volu-
men; estas hacen referencia a como estas describen el comportamiento del sistema sin considerar
las particulas individuales. Por otra parte, la perspectiva microscépica analiza el comportamiento
de cada una de las particulas del sistema y cdmo cada una de estas interactia entre si. Ahora, con
dicho andlisis, se busca brindar esa correlacion entre los estados macro y micro de un sistema que

nos permite extraer informacion de estos y su preferencia por los estados finales.

Con el fin de lograr comprender tanto la relacién como la distincién entre microestados y
macroestados se puede entender un microestado como la representacion de una configuracién en
especifico de todas las particulas de un sistema, teniendo en cuenta su posicion, velocidad y mo-

mento(variables que son medidas por un observador mecdnico). Por otra parte, el macroestado, co-
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mo se menciond anteriormente, estd definido por sus propiedades macroscépicas (aquellas que son
medidas por un observador termodindmico) también dichas como las variables de estado; aunque
distintas configuraciones microscépicas diferentes (microestados) pueden llegar a corresponder
al mismo macroestado, las leyes termodindmicas cldsicas s6lo requieren unos pocos parametros
para caracterizarlo. Dado el macroestado de un sistema en equilibrio, estd determinado por estas
variables macroscopicas, mientras que cada macroestado dado admite una gran cantidad de micro-

estados consistentes con los mismos valores de E,V, T ,etc. (Boltzman, 1898)[12]

Ahora para definir la entropia como la medida en termodindmica y para la descripcion de un
sistema termodindmico se fundamenta en el estudio de la distribucién de probabilidad sobre el
conjunto de los estados microscopicos posibles. Para ello, la entropia surge como una magnitud
que nos permite calcular qué tan molecularmente desordenado va a estar un sistema a partir de
la probabilidad en la que las particulas de este se pueden ubicar y sobre la falta de informacién

accesible para interpretar el sistema. Donde su ecuacion estd descrita de la siguiente manera:

H= —/plog(p)dX (3.1)

Donde p representa la probabilidad de que una particula tomada aleatoriamente posea un de-
terminado microestado, teniendo en cuenta que en la configuracion de particulas hay unas indistin-
guibles de otras y donde esta comprension de los sistemas es esencial, puesto que permite estudiar

la evolucién de sistemas termodindmicos bajo un punto de vista mecéanico-estadistico.

Un ejemplo para visualizar esto seria un macroestado caracterizado por observar un gas sa-
liendo de una tetera a una temperatura y presioén cualquiera, sabiendo que dicho sistema puede
representarse mediante multiples arreglos microscopicos distintos de posicion y velocidad de las
particulas (microestados) cosa que resultard en las mismas propiedades macroscopicas observa-

bles. De hecho, segtin la definicién de Boltzmann, la entropia S del sistema estaria definida como:
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Figura 3.1 — Mismo macroestado tetera para diferentes microestados, Creacion propia

S = kgln(W) (3.2)

donde W es el nimero de microestados compatibles con el macroestado dado. Asi, la entropia
cuantifica directamente la multiplicidad de microestados: si W aumenta, S aumenta. En particular,
dada esta relacion, la entropia es mayor cuando hay mas microestados accesibles para el mismo

macroestado. (Jaynes, 1965)[26]

Ahora si consideramos un gas ideal en equilibrio térmico y sin fuerzas externas, las velocidades
de las moléculas seguirdn la distribuciéon de Maxwell-Boltzmann, la cual describe la probabilidad
de que una molécula tomada aleatoriamente tenga una velocidad especifica en funcién de la tem-
peratura del gas. En adicion, si consideramos cualquier sistema termodindmico como lo puede ser
desde un gas ideal, nos podremos dar cuenta de que esta distribucién maximiza la entropia de un
sistema bajo las restricciones impuestas por la energia total y el nimero de particulas. Esto impli-
ca que el hecho de que la tendencia de los sistemas al equilibrio no es mas que un estado donde
la entropia localmente es maxima, donde introducir un objeto como la densidad de probabilidad
asociada a los microestados del sistema se configura una vision probabilistica de estos fenémenos.

Teniendo en cuenta que la funcién de la distribuciéon de Maxwell-Boltzmann se expresa de la

siguiente manera:
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m 3/2 )
fv)=4rn ( - kBT> Ve T (3.3)

Siendo m la masa de una molécula en particular, v su velocidad y kp la constante de Boltzmann

y T la temperatura absoluta del gas.

Para ejemplificar como la distribucién de velocidades de Maxwell-Boltzmann describe un es-
tado de maxima entropia, es relevante ver como la medida de entropia en términos de probabili-
dades nos permite encontrar estas distribuciones en el equilibrio. Para ello, se define la funcién
de densidad de probabilidad de velocidades p(v) con entropia estadistica (relacion entropia Boltz-

mann—Shannon).

S[p(q.p)] = —kB/plnpd3qd3p (3.4)

/P(q,p)d3qd3p =1;(E)= /E(q,p)P(q,p)d3qd3p (3.5)

La primera ecuacion representa la medida de entropia, la segunda es una condicién propia
de las distribuciones las cuales deben de ser normalizadas y la tercera condicion representa una
medicion efectuada al sistema por un instrumento.

Para encontrar la densidad de probabilidad de este estado de mayor entropia, enunciamos el

segundo principio de la siguiente manera

8S[p(q,p)] =0 (3.6)

Donde obtenemos las siguientes condiciones a maximizar

d(=ksplnp) o = o _9p o o 9(E(qP)P(q,P))
3p op ;0= 3p op ; 6(E) = ap op 3.7)

La condicién para maximizar la medida de energia media del sistema viene del hecho de que

08 =

dentro de este estado de equilibrio, las medidas medias no son tan precisas y por lo tanto nuestra
medicidn del sistema tiene una mayor desviacion. En ese orden de ideas, la densidad de probabili-

dad que maximiza la entropia es
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p(q,p) = Ce PE(@P) (3.8)

Considerando la energia de este sistema como cinética y normalizando la funcién, tenemos la

distribucion de velocidades de Maxwell.

3
1 m\2? _1g,.2
p(g,v) = v (g_ﬂ?> e~ 2Pm (3.9)
Siendo esta la base para la obtencion de la funcion completa de velocidades de Maxwell-
Boltzmann 2.

Bajo este tratamiento matematico se logra dar cuenta de como las cantidades que llamédbamos
"unkontrollierbar"se disponen de tal manera que maximizan el nimero de configuraciones micros-
cOpicas bajo las condiciones macroscopicas dadas (medidas del sistema a partir de instrumentos).
Siendo en este caso la distribuciéon de Maxwell-Boltzmann la que nos permite posibilitar el mayor
numero de microestados compatibles con un mismo macroestado; dando de cuenta que el sistema
tiende naturalmente a disponerse conforme a esta distribucién porque es el estado estadisticamen-
te mas probable; por lo tanto, la maxima entropia posible en equilibrio térmico. Este principio da
cuenta de la tendencia general de los sistemas a evolucionar hacia estados de mayor entropia, como

lo enuncia el segundo principio de la termodindmica. (Boltzman, 1898) [12]

Por otra parte, cuando se interpreta desde el marco de la teoria de la informacion, la entropia de
Shannon asociada a la distribucién de velocidades puede considerarse como una medida de nuestra
ignorancia acerca de un estado especifico del sistema que toma al final, debido a que disponemos

de informacién limitada sobre la configuracion precisa de las velocidades individuales.

En contraste con lo que hemos dicho del desorden, la definicién de entropia que habia co-
menzado por Helmholtz es correcta, pero bajo unas condiciones. Estas condiciones que habiamos

hecho énfasis durante los desarrollos de Boltzmann, eran la isotropia y homogeneidad dadas por el

%La distribucién de Maxwell es la distribucién de velocidades al cuadrado, mientras que la que derivamos es la
densidad de probabilidad general para ese sistema
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estudio de los gases donde no hay fuerzas externas actuando donde uno consideraria uniformidad
en todo el recipiente como cualquier fluido compresivo. Sin embargo, si consideramos otras sus-
tancias, como el agua y las sometemos a cambios de fase, veremos que la condicion de isotropia y
homogeneidad ya no es suficiente para decir que la entropia esté crecienco.

Por ejemplo, si hacemos un cambio de fase hielo-agua y agua-vapor, en medio de los dos
procesos hay un desequilibrio donde antes de que la sustancia sea totalmente pura (que solo sea
agua o sea vapor sin alguna sefial de hielo) nada seria uniforme en la mezcla pero cuando alcanza el
equilibrio, ahora esa uniformidad existe. Sin embargo, en todo los procesos el calor esta creciendo y
por lo tanto la entropia estd en crecimiento, es decir, que la condicién de isotropia y homogeneidad
que forma la medida de entropia igual desorden no describe del todo el crecimiento de esta cantidad
para otras sustancias.

Por otro lado, como fue definido anteriormente, este desorden molecular no hace referencia
como tal a la configuracion en si, si no a la igualdad de probabilidades a priori y contrastado con
la hipétesis del desorden elemental (elementar ungeordnet), el desorden implica la existencia de
una condicién por la cual hay cantidades -microestados- que no podemos medir debido a que son
incontrolables (unkontrollierbar). Esta es una condiciéon que es consistente con el segundo prin-
cipio para los procesos privilegiados (irreversibles), ya que, de ser capaces de controlar todos los
microestado de un cierto ensamble que describe un sistema, podemos hacer que los procesos pri-

vilegiados sean indiferenciados (reversibles).

Sin embargo, entonces qué mediria la férmula del logaritmo natural de los microestados, ya
que siempre la relacionamos con desorden del lenguaje comun de cierto arreglo, por ejemplo en la
figura 3.2 hay dos rectdngulos donde por dentro de ellos hay puntos generados aleatoriamente, si
nos preguntamos cudl es mas desordenado de acuerdo con la férmula S = kg InW, encontraremos
que en realidad ambos rectdngulos tienen la misma entropia, es decir, S = 0. Esto se debe a que
W representa las posibles permutaciones y ya que en cada rectdngulo solo hay una permutacion,
entonces W = 1 (Styer, 2019) [5].

Puesto que que ambas tienen la misma entropia, para la persona que esté leyendo esto, ¢ cudl
seria el ensamble més desordenado?

Entonces la formula de Boltzmann no estd midiendo desorden del lenguaje comun, estd mi-
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Figura 3.2 — Dos rectangulos donde se generan puntos aleatoriamente, figura inspirada por (Styer,
2019) [5]

diendo la cantidad de permutaciones equiprobables en las cuales las cantidades incontrolables se

distribuyen.

En este sentido, bajo las ideas propuestas por E. T. Jaynes y Claude Shannon, la entropia
estadistica se podria interpretar como esa medida de la informacién faltante para determinar el
microestado del sistema cuando solo se conoce su macroestado. De esta manera, la entropia ter-
modindmica S no solo cuantifica el nimero de configuraciones posibles, sino que también seria
proporcional a la cantidad de informacion adicional que haria falta para describir el microestado,
dando cuenta de cdmo un macroestado de baja entropia implica que tenemos mucha informacién
sobre el sistema (pocos microestados compatibles), mientras que un macroestado de alta entropia

implica gran incertidumbre microscépica.

Con base a este andlisis, por eso de aqui en adelante la entropia en sus distintas representaciones
matemadticas que hemos abordado a lo largo del trabajo (desde Clausius hasta Shannon) la vamos
a definir como la medida de incertidumbre o informacién inaccesible sobre de un sistema. Como

lo menciona Jaynes

‘informacion’ es una eleccion para describir las expresiones de entropia. Ademds, se
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puede inventar fdcilmente situaciones en las que la adquisicion de una nueva pieza
de informacion (que un evento previamente considerado improbable, de hecho, haya
ocurrido) pueda causar un aumento en la entropia. Los términos ’incertidumbre’ o

‘incertidumbre aparente 3 (Jaynes, 1957)

Esto quiere decir que el término de “informacién” puede estar vinculado a la entropia, dando
cuenta de que a mayor informacién en un sistema puede influir en la entropia de este, establecien-
do asi una relacion con el grado de incertidumbre o conocimiento disponible sobre un sistema. En
contraste con lo que habiamos mencionado de la problematica del ruido en los sistemas de transmi-
sion de mensajes, se encuentra que informacion es el andlogo de la energia, puesto que para reducir
la entropia debemos compensar el sistema con energia para llevarlo al desequilibrio; andlogamente
aqui para compensar el sistema, tenemos que compensarlo con informacién, evidentemente infor-
macién es muy general como definia Mensah [13], debemos de situar esta palabra para concebirla

dentro de la fisica.

3.2. Latoma de medidas y la informacion en los sistemas

Con el fin de establecer relaciones entre conceptos cdmo lo fue la relacién entre entropia,
probabilidad e informacién a través de la formulacion estadistica de la termodinamica realizada
previamente, es pertinente revisar también como esta relacion se manifiesta en los procesos de ob-
servacion y medicidn de sistemas fisicos; teniendo en cuenta que la medicién no es simplemente
una accion técnica; es un proceso epistemologico y sistemdtico que implica la interaccion entre
el observador y el sistema observado bajo una estructura l6gica que permite la obtencion de res-
puestas ante problemas de indagacion, proceso el cual estd directamente ligado a la adquisicion y

procesamiento de la informacién. (Alvarez, 2011)[28]

Ahora, si se busca establecer vinculos o relaciones entre conceptos, es necesario revisar como

se definen los conceptos en ciencias, para lo cual Stephen Toulmin, en su obra The Philosophy of

’[27]
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Science, destaca la complejidad de definir conceptos fundamentales en la ciencia, sefialando que:

"Las definiciones son misericordiosamente olvidadas. Y asi debe ser. No se requieren
definiciones de estos términos y los autores mds conscientes de los libros de texto

finalmente estdn dejando de lado incluso el intento de definirlos.’(Toulmin, 1953)*

Resaltando asf la dificultad de establecer definiciones precisas para conceptos como ’medicion’
e “informacion’, los cuales son fundamentales pero a menudo no terminan siendo totalmente claros
a la hora de caracterizarlos. Teniendo en cuenta que la medicién en particular no solo implica la
obtencion de datos cuantitativos, sino también la interpretacion de estos datos dentro de un marco
que les brinde un significado. Ademds, también existe una divergencia entre las leyes cientificas y
las generalizaciones ldgicas, sefialando asi la importancia de comprender cémo las mediciones ini-
ciales y las observaciones empiricas se integran en el desarrollo y aplicacion de teorias cientificas

de la siguiente manera:

'Esta divergencia se debe en parte a la confusion de los logicos entre leyes y ge-
neralizaciones: uno dudaria en afirmar, [...], mientras que para establecer la forma
de una regularidad en fisica solo se necesitan unas pocas observaciones cuidado-
sas, pero esta no es toda la historia. También hay una segunda dificultad relacionada
que superar: la de explicar como las aplicaciones posteriores de una teoria estin

relacionadas con las observaciones mediante las cuales la teoria fue originalmente

establecida.’(Toulmin, 1953)

Como se observo en el apartado anterior, en el contexto de la termodindmica estadistica, la
medicién adquiere una dimension adicional al estar relacionada con la entropia y la informacion.
La entropia la llegamos a interpretar como una medida de la incertidumbre o informacién inac-
cesible de un sistema, dado su macroestado (medidas tomadas). Asi, la medicién se convierte en

un proceso de reduccion de incertidumbre, donde cada observacién proporciona informacién que

*[15]
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restringe el conjunto de microestados posibles compatibles con el macroestado observado.

Para alimentar esta idea, retomemos un sistema termodindmico en equilibrio; por lo tanto, las
probabilidades de los eventos de este sistema estdn ajustadas de tal manera que maximizan la
entropia, lo que implica que estamos en un estado de mayor incertidumbre. Puesto que la informa-
cién que tenemos de este sistema son las mediciones que tenemos de las cantidades observables
(macroestado) y el hecho de que no podamos acceder a las mediciones descritas por observadores
mecdnicos, nos da a entender que para reducir la cantidad de informacién no accesible del sistema,

tenemos que efectuar mas mediciones.

Esto se contrasta con lo que menciona Richard T. Cox en su obra "The Algebra of Probable
inference”, donde abarca la medida de entropia dentro de la probabilidad de las inferencias, ...
entre mayor sea la entropia de un conjunto de proposiciones, mayor serd la cantidad de preguntas
para determinar cudl de todas las proposiciones es cierta” (Cox, 1962) [25]. En términos de la

fisica, lo citado por Cox puede formularse de la siguiente manera:

Dado un sistema fisico (medido por un observador termodindmico) en equilibrio des-
crito por un conjunto de afirmaciones y medidas iniciales. Para reducir la entropia de
este sistema (la informacion no accesible), debemos realizar una serie de preguntas y

medidas que den cuenta de la certeza de las afirmaciones y medidas iniciales.

Hay que fijarnos que dentro de la probabilidad esta medida de entropia se vuelve una necesidad
para poder medir incertidumbre, como en la fisica que la medida de entropia inicialmente iba de
la mano con las transformaciones no compensadas. Pero, cuando se agrega la hipétesis del des-
orden elemental (elementar ungeordnet), la fisica y la probabilidad hablan de la misma entropia,
a lo cual Shannon contrasta ambos casos con los mensajes, donde la probabilidad permite medir
informacioén. Por lo tanto, no es un capricho utilizar la informacidn, es una necesidad generada por

el contexto en el que nos situamos propia de la probalemadtica abarcada anteriormente.

Volviendo con la obtencién de informacion, coloquemos un sistema como lo es un gas en

términos de proposiciones.
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(P1) Este sistema X estd en un estado de maxima entropia.

(P2) El sistema X esta localizado en un volumen de dimensién I3, por lo tanto, puede moverse en

coordendas (g1, ¢2,g3) en ciertas condiciones de temperatura y presion.

(P3) El sistema estd descrito inicamente por su energia cinética T (p;)

Las proposiciones anteriores tienen cierto valor de entropia de acuerdo con la distribucion de
Maxwell-Boltzmann que habiamos derivado anteriormente, donde su entropia estaria dada por la

férmula de Shannon.

Si=—ks [ _piinpidad’p (3.10)
VR
M :kB(lnzl+[3<T>) (3.11)
3
S :k31n21+§k3 (3.12)

Ahora supongamos que en nuestro andlisis del sistema vimos que en realidad tiene una energia
potencial eldstica y sigue moviéndose en las tres direcciones. De esta manera, hace que (P3) sea

falso y, por lo tanto, el conjunto de proposiciones estaria dado de la siguiente manera:

(P1) Este sistema X estd en un estado de maxima entropia.

(P2) El sistema X esta localizado en un volumen de dimensién L3, por lo tanto, puede moverse en

coordendas (g1,q2,g3) en ciertas condiciones de temperatura y presion.

(P3) El sistema no estéd descrito dnicamente por su energia cinética T (p;), sino que también tiene

una energia potencial eldstica V(g;) que hace que oscile en tres direcciones.

Con base a este conjunto de proposiciones, la distribucion seria

P2 = 1 -prpv (3.13)
4]

Donde ahora la entropia del sistema estaria dada de la siguiente forma
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Sy =kp(InZy +B(T)+ B(V)) (3.14)

Uno creeria que al haber més términos en la expresion de entropia, esto implicaria que la en-
tropia es mayor. No obstante, realizando los calculos pertinentes, la funcion S; es mayor que S;.
Donde en la siguiente figura se puede apreciar como al hacer la proposicion (P3) falsa, logramos
hacer que la entropia decrezca. Esto es una consecuencia de lo que habiamos dicho de la compen-
sacion de un sistema a partir de la energia, donde ahora al compensar el sistema con informacién
(medicidén), haria que la entropia decreciera y la informacién inaccesible del sistema se reduce a

comparacion de cuando se describia por una cantidad de energia menor.
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Figura 3.3 — Grafica para al entropia del sistema con solo una medicién de energia y con dos mediciones
de energia, utilizando unidades naturales

Por otro lado, al graficar ambas entropias como funcién de la temperatura, vemos distintos va-
lores; sin embargo, solo los valores de temperatura que cumplen con la condicion de que la entropia
sea mayor a 0 son fisicamente vdlidos. Esto se debe a que la segunda ley, en términos del equi-
librio, requiere que la entropia sea positiva para poder dar cuenta de la tendencia de los sistemas

a evolucionar a estados de mayor entropia. Por eso, tanto Shannon en su teoria de la informacion
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como en la teoria de la probabilidad por Cox “la entropia de un conjunto de proposiciones mutua-
mente excluyentes no puede ser negativa’(Cox, 1962)[25]. Por lo tanto, tanto en la probabilidad
como en la fisica podemos decir que se establece una condicién para la evolucién de los eventos a
estados de mayor incertidumbre. °.

Esto implica que los estados que pueden darse en el mundo fisico, ya sean llevados a cabo por
procesos naturales (privilegiados) o neutrales (indiferenciados), deben tener siempre una entropia
positiva. En contraste con nuestro ejemplo, para que este sistema describa un estado de equilibrio
en la naturaleza, su temperatura no debe ser cercana al 0 absoluto ©. Por otro lado, una consecuencia
del hecho de que la entropia no puede ser negativa viene cuando analizamos las distribuciones,
donde estas tienen la forma de una distribucién normal en el equilibrio. Aquellas distribuciones
tienen una desviacion estandar equivalente a ¢ ~ kpT', cuando tratamos de alcanzar el cero absoluto
estamos tratando de alcanzar una precision cercana a 0 para nuestra medicién. Por lo tanto, esta
relacion implica que no es posible alcanzar mediciones precisas de los sistemas y eso implica que
los instrumentos poseen entropia de acuerdo a su precision.

Debido a que las distribuciones son propias de la medicion, podemos generalizar la distribucién
de Maxwell-Boltzmann para mds restricciones a los sistemas; esto implica que podemos describir
el sistema bajo otras cantidades que medimos en términos de valores medios como ya habiamos
comentado a la luz de las definiciones de Planck (Jaynes, 1957)[24]. No obstante, esto se articula

a partir de lo que denomindbamos “elementar ungeordnet”.

Formulando este razonamiento, tenemos

Sea {Qj} un conjunto de observaciones (mediciones), existen un conjunto de can-
tidades ’unkontrollierbar’ que distribuyen estas cantidades como consecuencia del

desorden elemental.

De tal manera que, haciendo adicién a estas cantidades, tenemos que la generalizacion de la

distribucién de mayor entropia es:

SEl lector creerd que hay una discontinuidad entre proposiciones y mensajes respecto a lo que Shannon establece,
sin embargo, una proposicion sigue siendo un mensaje lo cual no genera una pérdida de generalidad en lo establecido
en el primer capitulo.

6 Aqui el lector se habrd dado cuenta que a raiz de este analisis enunciamos lo que se denomina el tercer principio
de la termodindmica, la imposibilidad de alcanzar el 0 absoluto
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plai P X(Q),) = e PEEA0 (3.15)

Donde X(Q) j es la cantidad incontrolable asociada a Q y A; es un multiplicador que tiene uni-

1
dades de [@} )

Donde la entropia se da en términos de cantidades medibles con O representando el nimero de

observaciones.

o
S =kplnZ +kpB(E) +kBZA,~<Qj> (3.16)

Este andlisis da a entender que la informacién y la entropia son en esencia cantidades medibles,
puesto que, a partir de las afirmaciones y mediciones que hagamos del sistema, podemos establecer
qué tanta informacion no accesible hay y cudntas preguntas y mediciones debemos realizar para
reducirla; de manera heuristica mostramos que entropia como una cantidad que debe ser medible
debe de ser equivalente a otra cantidad que en esencia también es medible a partir de lo que ya
estaba predeterminado de las matematicas que modelan ambos conceptos. Sin embargo, hay sis-
temas que llevan a cabo procesos naturales de los cuales, por mas preguntas y mediciones que
realicemos, no habrd manera de reducir su entropia. Es decir, la medicién de un sistema que llevo
a cabo un proceso natural no puede hacer que la informacién inaccesible del sistema descrezca, tal

como ocurre en los agujeros negros que veremos mads adelante.

Retomando el ejemplo de un sistema de cenizas que se dio a partir de un proceso de combustion
para ejemplificar los procesos irrversibles (privilegiados). El sistema vivo tuvo cierta cantidad de
entropia Sy y cuando se dio el proceso natural, el sistema tuvo un valor de entropia S; , de acuerdo
a nuestro razonamiento, para que S; decrezca debemos efectuar mediciones y realizar preguntas

sobre el sistema. Supongamos el siguiente conjunto de proposiciones.

(P1) Las cenizas estdn en un estado de méxima entropia.

(P2) El sistema de cenizas fue producto de un proceso de combustion de un ser vivo a 1500°F a

1800°F.
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(P3) El sistema tiene elementos provenientes de los huesos de un ser vivo y cierta cantidad de

sodio y potasio.

De acuerdo con las tres proposiciones, podemos preguntarnos, ;el ser vivo es un humano? Al
tener ciertas cantidades de materia provenientes de los huesos, podemos asumir que las cenizas
son humanas ’. En ese orden, si son humanas, hagamos la siguiente pregunta que va a constituir

una medida, ;serd que podemos extraer ADN de las cenizas para determinar el sujeto vivo?

Entonces supongamos que nuestra cantidad Q es el ADN que medimos a las cenizas; si se
logra determinar la medida, entonces la entropia puede decrecer y tendriamos menos informacién
inaccesible. No obstante, hay investigaciones que por medio de la purificacion de las muestras de
ADN evidencian que el tiempo util de estas cenizas es de 2 a 4 horas, es decir, que fuera de ese
intervalo no habria manera de obtener esta medida. En adicion, aun estando dentro de este intervalo
hay mas probabilidades de que el ADN haya sido destruido debido a las altas temperaturas(Evans,
2025)[30]

Por lo tanto, tenemos que, a pesar de hacer mas preguntas y medidas, no es posible reducir
la entropia de este sistema tal que S; < S,. De acuerdo con esto, podemos formular el segundo

principio en términos de irreversibilidad con la medida de informacién no accesible.

Dado un sistema que pasa de un estado ¥ a X' por medio de un proceso natural, no
es posible hacer proposiciones y medidas del estado ¥ tal que Sy) < Sy. Por lo tanto,
la tasa de la informacion inaccesible del sistema siempre tiende a crecer ‘ﬁl—[f > 0 para
todos los procesos irreversibles y en consecuencia no es posible conectar el estado Y/

con el estado X por medio de otro proceso natural.

Para finalizar este capitulo, es de apreciar que nuestro objetivo en relaciéon con la manera en la
que se aborda la entropia para analizar la reversibilidad e irreversibilidad de los procesos se cum-

plié a raiz de la equivalencia con la informacion. Por otro lado, realizamos unas formulaciones a

"En realidad, hasta para las cenizas de la madera hay concentraciones del 17 % al 33 % de calcio y 2% a 6% de
potasio (Couturier,2015)[29], no obstante para efectos de simplicidad asumiremos cenizas humanas.



3.2 La toma de medidas y la informacion en los sistemas 61

la luz del segundo principio que permitan al lector vincular informacién con elementos propios de
la fisica y las ciencias, como lo es la medida y las proposiciones que hacemos a los fendmenos.

Esta generalidad de la equivalencia informacién inaccesible y entropia nos permitird analizar la
evaporacion y puntualmente la entropia de los agujeros negros que habias pospuesto desde el pri-
mer capitulo, ya que, llegar de manera abrupta a concebir entropia de los agujeros negros como
informacion serfa ignorar los contextos donde los distintos cientificos se situadaban para desarro-

llar un problema motivado de un fenémeno.

A continuacion, se presenta una tabla comparativa entre las leyes clédsicas de la termodindmica
y su posible interpretacion desde la teoria de la informacién, retomando elementos como la en-
tropia de Shannon y la nocién de informacién inaccesible, integrando las formulaciones clasicas
con las ideas contemporaneas de incertidumbre, entropia de informacién y accesibilidad del estado

fisico como lo hemos desarrollado hasta ahora.
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Cuadro 3.1 — Leyes de la termodindmica y su interpretacion bajo la teoria de la informacién

Ley| Formulaciéon | Significado fisico Interpretacion informacional
matematica
0 | Ty =T =Tc | Sidos sistemas estdn en equi- | El equilibrio térmico representa un estado de
0S=0 librio térmico con un terce- | maxima incertidumbre compatible con las con-
O0H =0 ro, entonces estan en equili- | diciones. El sistema estd completamente deter-
brio entre si. La temperatura | minado por su temperatura, pero no por sus mi-
localmente es constante en el | croestados.
equilibrio.
1 | AU=Q—-W | La energia interna de un sis- | La energia puede entenderse como la cantidad
JodP =1 tema es igual al calor recibido | total de informacion del sistema, donde la pro-
menos el trabajo realizado. La | babilidad que mide esa cantidad de informacion
energia se conserva. se conserva. Los cambios en energia correspon-
den a flujos de informacidn entre el sistema y el
entorno.
2 |dS>0 La entropia total de un siste- | La entropia como medida de incertidumbre
dH >0 ma aislado no disminuye. Los | tiende a aumentar. La informacién inaccesible
procesos irreversibles privile- | sobre el sistema crece en procesos irreversibles.
gian lo estados finales.
3 T>0 No es posible alcanzar el cero | No es posible que una medicion tenga desvia-
c>0 absoluto cién o incertidumbre nula, siempre habrd una

minima cantidad de informacion inaccesible.




Capitulo 4

Evaporacion e informacion no accesible en

un agujero negro

La relacion entre la entropia y el area del horizonte de eventos por Bekenstein en 1972, todavia
no constituye un problema de la informacion en estos objetos, a pesar de que €l lo haya interpreta-
do como una medida de informacién no accesible. No fue hasta que en 1974, Stephen Hawking de
manera tedrica demuestra que los agujeros negros emiten radiacién y eventualmente se evaporan
cuando se llegaban a considerar unos objetos tanto mateméticos como fisicos llamados campos
cudnticos dentro de este espacio clasico. Esto gener6 un conflicto en lo que se pensaba de los cam-
pos estéticos, ya que, para que se emitan particulas, los campos deben ser dindmicos; como ocurre
en electromagnetismo, donde solo las cargas aceleradas emiten radiacion electromagnética, and-
lisis que realizé Planck para modelar la radiacion del cuerpo negro. Este resultado es importante

puesto que abre paso al problema de la informacion.

En ese orden de ideas, es necesario derivar el resultado que obtuvo Hawking antes de llevar
la entropia en términos de informacién, ya que no podemos dar por hecho un fendmeno sin poder
demostrarlo y describirlo. En adicion, este resultado llega a ser un trabajo de mucha empresa en el
sentido de que se requieren conocimientos de teoria de campos cudnticos, una nueva teoria de la
fisica que sigue en desarrollo. Por eso, en el apéndice C se derivo el resultado explicando conceptos
necesarios para entender la 16gica detrés.

Como se habia mencionado en capitulos anteriores, el razonamiento de Hawking consistia en

63
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que todas las interacciones, a excepcion de la gravedad, eran de carédcter cudntico, es decir, que
la métrica seguia siendo clésica, en el sentido de que no se modelaba como un operador hermi-
tico de acuerdo con los postulados de la mecéanica cudntica, a diferencia del tensor de energia y
momentum, el cual si era considerado un observador debido a su relacién con los campos.

Sin embargo, para que se pueda relacionar la métrica de manera cldsica con el operador de
energia y momentum, es necesario aplicar un valor esperado a este tensor de tal manera que la
ecuacién de campo que acopla la métrica y materia sea consistente en la forma matemaética.

A este razonamiento para hacer teoria cudntica de campos considerando la gravedad se le de-
nomind aproximacion semicldsica, la cual puede ser considerada como una aproximacion para una
teoria de gravedad cudntica; evidentemente sigue en debate con varias teorias que pretenden mos-
trar los planteamientos de la relatividad general de Einstein en sistemas cudnticos. Sin embargo,

esto no serd discutido en este trabajo.

A partir de esta aproximacion, Hawking encontré un espectro Planckiano de las particulas que
escapan de un agujero negro estatico. Sin embargo, el resultado en términos de medida se interpreta
como que a distancias lejanas tenemos tiempos cortos para medir una cantidad finita de particulas
que se traduce a medir temperatura. Por eso, en la derivacion se obtuvo un 8(0) que implicaba
que estdbamos midiendo la radiacién en un intervalo grande de tiempo, la cual ignoramos bajo la
justificacién de considerar tiempos cortos .

Como este resultado tiene una similitud a la estadistica de Bose-Einstein y al factor que esta

presente en la ley de radiacion de Planck, entonces podemos realizar las siguientes proposiciones:

1. La densidad de distribucién es propia de particulas llamadas Bosones.

2. El agujero negro de Schwarschild emite fotones de todo el espectro electromagnético como

si se tratara de un cuerpo negro 2.

Pasa lo mismo que en el efecto Unruh, donde para medir la temperatura de un observador acelerado tenemos
que tener una aceleracién de 10%m /s, sin embargo, las particulas no pueden acelerar por mucho tiempo debido a que
superarian la velocidad de la luz

En general un agujero negro no es un emisor perfecto, esto debido a que hay un proceso de dispersién en el
horizonte de eventos que no se tomd en cuenta para la derivacién, no obstante, se presenta como un factor multiplicativo
y no le quita generalidad al hecho de que los agujeros negros radian un espectro como si fuera un cuerpo negro.
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3. Al ser un proceso de radiacién, podemos aproximar su evaporacién como un proceso isotér-

mico [31].

Finalmente, esto nos permite realizar una equivalencia entre la estadistica de BE y el resultado

obtenido:

1 1
—=— @.1)
e47rw c —1 e’zBiT 1
r ho'
Arw' = = 4.2
C kBT ( )
h fic3
¢ ¢ (4.3)

T = =
47[/{31’5 SEGMkB
Esto implica que la temperatura de un agujero negro es inversamente proporcional a su masa.
Ademads, se puede inferir que los agujeros negros poseen un calor especifico negativo [32], lo que

implicaria que a medida que pierden masa, pierden energia.

Por otro lado, los elementos mostrados en capitulos anteriores, tanto matematicos como propios
de las concepciones de los autores tratados, nos permitirdn llevar a cabo la necesidad de concebir
entropia como informacion no accesible del sistema para estos cuerpos. Comenzando por el hecho
de que la radiacion de Hawking tenia un cardcter probabilistico, debido a que este se presentaba
como un valor esperado de una ocupacion. En ese orden de ideas, puesto que los agujeros negros
emiten particulas de distintas frecuencias y a la luz del espectro Planckiano poseen una energia
E; = hw;, podemos establecer una probabilidad matematica para este sistema de osciladores armo-

nicos con distintos estados de frecuencia.

¢~ Bsr Lniho;

IP’(n,-) = 7

4.4)

Esta probabilidad se puede justificar al considerar que cada frecuencia, entendiéndose como
" ; " . . , . . .
unkontrollierbar", que disponemos para cierto nimero de particulas es un evento independiente

y, puesto que son eventos independientes, la probabilidad total es el producto de las probabilidades
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de todos los eventos °.
Ademds, con nuestro nimero esperado de particulas derivado de la cuantizacién de un campo

escalar

1
eBerho; _ 1

E(nl) = Zn,‘P(n,‘) = (4-5)

Con base a lo anterior, podemos aplicar probabilidad e inferencias sobre las cantidades medi-
bles del agujero negro y la radiacion, puesto que ya hemos tratado este razonamiento en el capitulo
anterior, donde a cada observacion le pertenece a una distribucién que mide la informacion conte-
nida.

Por otro lado, antes de pasar al problema de la informacién y la interpretacion de la entropia

de los agujeros negros, debemos describir la evaporacion de los agujeros negros estéticos.

4.1. La evaporacion de los agujeros negros

Bekenstein, al asociar una entropia a los agujeros negros, motivd a Hawking a asociarle una
temperatura a estos objetos, temperatura que ya habiamos obtenido previamente (4.3) a partir de
una aproximacion semicldsica. Gracias a esta aproximacion, encontramos que la densidad del nu-
mero esperado de particulas es propia de un cuerpo negro; por lo tanto, podemos asumir de manera

andloga que el agujero negro se estd evaporando y, en consecuencia, perdiendo masa.

Para modelar este proceso, vamos a considerar la ley de Stefan-Boltzmann para la luminosidad

de un cuerpo radiante.

L=TycAuTgy (4.6)

Reemplazando la expresion tanto para la masa como el drea superficial del agujero negro,

tendriamos

R c® 1 hc® 1

L=Tyo—¢c 1 _p R 1
T5semcai M2~ V15360nG2 M2

4.7)

3Véase el ejemplo que habiamos utilizado para deducir la férmula de entropfa de Boltzmann
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Las constantes extra que aparecen en la ecuacién formarian parte de la emisividad de un agu-
jero negro. La razon por la cual aparecen es debido a que en la ecuacion de onda en la parte radial
hay un término dependiente de / que constituye un potencial central por el cual toda onda que pase
por la vecindad de este, serd dispersada y, por lo tanto, se atenuard. En ese orden de ideas, este
factor da cuenta de la atenuacion de las ondas que salen del agujero negro y serd un nimero en un

intervalode O a 1 4.

Volviendo con la luminosidad, esta representa la tasa de energia disipada, es decir que, un

aumento en la luminosidad es equivalente a un decrecimiento en la energia del agujero negro.

dE hc® 1

4, e 2 4.
dr  V153607G2 M2 4.8)

Utilizando la equivalencia masa-energia, obtendriamos una ecuacion diferencial para la masa

del agujero negro.

dM hct 1
B, | Y S — 4.9
a ~ V1536062 M2 *+)

Donde la solucién con condicién inicial M(0) = My es
1
he! j 4.10
M(it)=My|1-3"Y—————=t¢ .

(1) = Mo ( T 15360nG2M] ) (+10)

De aqui se puede inferir que el tiempo en el que un agujero negro se evapora completamente

es de

15360nG*M;

foy=——c a0 4.11)
3 yhct

Para ver qué tan grandes son estos valores, se tomaron datos de las masas de sistemas binarios

que brillan més dentro del espectro de los rayos X y luego los graficamos como se muestra en la

siguiente figura.

“En nuestra derivacién no obtuvimos una expresién para este factor debido a que se ignoré el nimero / al hacer
que ambos campos estuvieran en ese mismo estado. Sin embargo, para poder obtener valores numéricos de este factor
debemos hacer uso de la teorfa cudntica de dispersién, comparando nuestras ondas planas que viajan del infinito con
las ondas salientes tal que obtendriamos los coeficientes de reflexién y transmision.
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Figura 4.1 — Grifica de masa vs tiempo para agujeros negros de sistemas binarios asumiendo que los
fotones tienen dos grados de libertad y el factor del cuerpo gris es de 0,5. Los datos usados fueron
recolectados por Grzegorz Wiktorowicz y Chris Belcynski y se tomaron de ([6])

Como se ve en la grifica 4.1, el orden de los tiempos de evaporacién es de 10785, esto implica

que los agujeros negros tardan en evaporarse aproximadamente 3,171 x 1070 afios, lo cual es mu-

cho, teniendo en cuenta que la edad del universo es de 13,17 x 10° afios.

Por otro lado, si tomamos intervalos de tiempo lo suficientemente pequefios en comparacién
con el tiempo de evaporacion de un agujero negro, podemos hacer uso de la asuncién que hicimos
anteriormente, donde la temperatura se mantenia constante. En contraste, para ejemplificarlo, no-
temos que si t < t,,, entonces podemos aplicar una aproximacién binomial a la ecuacién 4.10 tal

que la gréafica se veria de la siguiente manera, si ademds usamos una masa solar.

Como podemos observar en la figura 4.2, 1a masa cambia de manera lineal para tiempos meno-
res a 1,5 x 1074, Si usamos esa relacién para ver los cambios de masa y temperatura, tendriamos
que en la grafica 4.3 alos 1,5 x 107* hubo un incremento del 40 % en su temperatura, es decir, que,

comparado con la edad del universo, los agujeros negros se evaporan isotérmicamente.
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Figura 4.2 — Grafica de masa vs tiempo aproximadacon My =My, '=1yy=2

Aqui el lector asumirfa que al ser una evaporacion, entonces los agujeros negros se someten a
un proceso reversible. No obstante, si tenemos en cuenta las dimensiones de un agujero negro, es
como que un montén de agua se estuviera evaporando, es decir, como la evaporacién del agua de
mar [31], donde la misma cantidad de agua evaporada no puede volver a condensarse. Entonces lo
que hace que la entropia del agujero negro decrezca debido a su evaporacion, teniendo en cuenta
que es un sistema cerrado, es decir, con energia interna constante U = const. Al igual que el agua
de mar, sobre su superficie hay una capa de vapor que en este caso serian fotones; los cuales no
tienen un potencial quimico debido a que no cuesta energia colocar un fotén en este sistema. En
consecuencia, cuando el agujero negro pierde energia AU, este cambio de energia incrementa la
energia del gas de fotones AE = —AU ; esto implica que el agujero negro actia como una fuente

de calor y es por eso que su temperatura es constante en nuestro limite.

Finalmente, con base en este andlisis, podremos retomar la estadistica de nuestros fotones

emitidos para asi calcular la entropia de ese sistema, como la del agujero negro.
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Figura 4.3 — Gréfica del la razén de cambios de temperatura y masa de un agujero negro con My = M,
F'=1lyy=2

4.2. Entropia de un agujero negro de Schwarzschild

Como habiamos mencionado en el capitulo anterior, la distribucion de probabilidad que ma-
ximiza la entropia de un sistema es la de Maxwell-Boltzmann, puesto que es consistente con el
segundo principio de la termodindmica enunciado como si fuera el principio de minima accién que

utilizamos para obtener la ecuacién de campo.

SS[P(X)] =0 (4.12)

Por otro lado, teniendo en cuenta nuestro andlisis de la evaporacion de los agujeros negros,
podemos considerar el agujero negro y los fotones salientes como dos sistemas en contacto. En

consecuencia, la entropia total estaria dada por la suma de las entropias de ambos sistemas.

Stotal = SBH + Sev (4.13)

Debido a que tenemos dos formas de analizar el sistema, vamos a partir del principio de maxima

entropia para después contrastar el resultado con la equivalencia informacién no accesible-entropia
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dada por la probabilidad de los fotones.

Utilizando la suma de las entropias, vamos a maximizar esa cantidad con base al hecho de que
la tnica cantidad que describe un agujero negro de Schwarzschild es su masa, mientras que la del
gas es su energia interna promedio.

dSpH as

85 = T 8M + — 2 SE =0 (4.14)

Como habiamos dicho anteriormente, un aumento en la energia del gas de fotones implicaba
un decrecimiento en la energfa del agujero negro —c>8M = SE. Por otro lado, el potencial termo-

dindmico que describe el gas de fotones estaria dado por dE = TgydS., — pdV y, en consecuencia,

la relacion termodindmica es % = TL Sustituyendo ambas expresiones, tendriamos que
BH
8SBH 62
oS = oM ——086M=0 (4.15)
oM Tpy
dS 2
B Z Vsm=0 (4.16)
oM Ty
8SBH C2
1_ - 4.17
oM Ton @17
M 8 GkgM
ASgy = / SEOTBE am 4.18)
Mo hic
4nGk
ASpr = ”hc 5 (M2 —m3) (4.19)

Finalmente, sabiendo que el drea de la superficie del horizonte es Ay = 16%%, tendriamos
que la entropia de un agujero negro es
ASpyy = ————— (4.20)

Esta es la expresion que Bekenstein deriva a partir de una analogia entre el drea del horizonte y

la entropia del agujero negro con el objetivo de no violar el segundo principio de la termodindmi-
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ca, pero como el agujero se estd evaporando, entonces su drea estd decreciendo. En consecuencia,

debe haber un proceso que compense esta transformacion.

Ahora contrastaremos este resultado con la informacion no accesible dada por la distribucion
de probabilidad de este sistema de osciladores (gas de fotones). Para eso haremos uso de la férmula

de Shannon.

Hepy=— Y P(n;)InP(n) (4.21)
{ni=0}

Aqui {n; > 0} implica que hay varias sumas sobre todos los nimeros de ocupacién para cada

una de las frecuencias.

ePr Eniho,
Hy= Y, — In(Z) + Bu Z niho; (4.22)
{n,-ZO} i>1
oPr Lniho; oPr Lniho;
H,, = Z Tln(Z) + Z TBH Znihwi (4.23)
{n;>0} {n;>0} i>1
H,, = In(Z)+ ByE (4.24)

Usando la equivalencia de entropia e informacién no accesible, tenemos que

E
Sev = kpln(Z) + — (4.25)
Ty

Tomando la diferencial de S,, con /n(Z) constante, tenemos

dE
dS,, = — (4.26)
Ty
Utilizando la relacién dE = —c2dM, obtendriamos

2dM  87GksM

dM 4.27
TH fic ( )

A partir de los mismos limites de integracion para la entropia de un agujero negro, obtenemos
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la misma expresion para la entropia del gas de fotones, sin embargo, esta difiere por un menos.

kBC3 AAH
AS,, = 3G 4 (4.28)

En contraste, con el resultado del cambio de entropia de un agujero negro, el cambio de en-
tropia de la distribucion del gas de fotones es equivalente en magnitud pero diferente en signo
AS,, = —ASpp. Esto implica que la transformacion del drea del agujero negro, reducida, se com-

pensa con la radiacién de fotones.

Consecuentemente, esto hace que el segundo principio se generalice de la siguiente forma:

dSuniverso = d<SBH +Sradiacin+materia) > 0 (429)

Esta ley generalizada establecida por Bekenstein [7], fue objeto de estudio en un trabajo de
la universidad por [32] donde se llega a este resultado a partir de un andlisis heuristico; andlisis
que no realizamos gracias a que derivamos la radiaciéon de Hawking y no tuvimos la necesidad de
calibrar las constantes para esta medida de entropia fenomenolégica [33]. En ese orden de ideas,
no vamos a extendernos en el segundo principio generalizado, por el contrario, vamos a aportar
en la interpretacion de esta entropia a raiz de la equivalencia con la medida de informacién y
en la manera en la que Bekenstein suscita una reflexion en 1994 en su articulo Do we understand
black hole entropy?’ > con respecto al rompecabezas de la informacién perdida que Hawking habia
discutido en 1976 (un afio después de su articulo *Particle creation by black holes’ ) en su articulo

’Breakdown of predictability in gravitational collapse’ ’.

3[33]
6123]
7[34]
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4.3. Introduccion al problema de la informacién en los aguje-
ros negros

La entropia de un agujero negro, de acuerdo con lo que habiamos establecido anteriormente,
depende de una cantidad medible como es el caso de su drea (no medible directamente, pero si a
partir de su masa), donde tendriamos que para un agujero negro esta medicion de drea se puede
considerar un valor medio.

kBC3 <AH>

= — 4,
SpH w4 (4.30)

Sin embargo, ;qué significa que un agujero negro tenga entropia?, ademds del hecho de haber
vinculado una temperatura, ;por qué un objeto del cual no puede salir una sefial cldsicamente
tendria una entropia al considerar efectos de creacion y aniquilacién de particulas?

A lo que Bekenstein abre lugar a varias preguntas sobre sus posibles significados.

"¢ Es similar a la entropia ordinaria?, ;Es el logaritmo de los microsestados inter-
nos del agujero negro? ;Es el logaritmo del niimero de maneras en las que se puede
formar un agujero negro? ;Es el logaritmo del niimero de estados cudnticos del ho-
rizonte?;Hace referencia a la pérdida de informacion de acuerdo con el principio de

evolucion unitaria?’ (Bekenstein, 1994) [33]

Tomemos unas preguntas y analicemos esta medida. Por ejemplo, si consideramos la entropia
de un agujero negro como la entropia de Clausius, entonces el drea del agujero negro seria la
medida de transformacidn; sin embargo, esta concepcién va de la mano con la transformacién de
energia y no al cuerpo en si.

Por otro lado, si tomamos la de microestados internos, tampoco seria conveniente porque una
cosa es que los microestados sean incontrolables de acuerdo con la hip6tesis del desorden elemntal
(elementar ungeordnet) y otra cosa es que no sepamos aquellas cantidades no medibles debido a
que la estructura causal de este espacio solo permite que todo entre en esa superficie encerrada y
no salga.

Pero, ahora si tomamos la del logaritmo de las posibles formas en las que se puede crear un

agujero negro, esta tiene la misma abstraccion que el ejemplo de las cenizas a la luz de 1a medida de
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irreversibilidad, ya que, el estado final después del colapso gravitacional pudo haberse dado por una
serie de combinaciones posibles de sistemas binarios. Es decir, estamos midiendo irreversibilidad
y combinaciones posibles.

Finalmente, cuando tomamos la de pérdida de informacion, esta concepcion puede abarcar mas
aspectos, ya que, al solo tener informacion de la medida del area de la superficie, perdimos infor-
macion -o la informacion inaccesible- sobre los estados iniciales (antes del colapso) y los estados
de la materia que fue absorbida (los que constituyen los microestados internos). Esto implica que
este concepto de informacidn para concebir la entropia en estos sistemas y procesos irreversibles
se vuelve significativo cuando nuestra necesidad va de la mano con la medicién y la obtencion de
mas informacion que valide nuestras hipétesis.

No obstante, no es una cuestion de definicion, sino de como esté ligada a los aspectos que mos-
tramos previamente, es decir, medida de un desorden molecular, multiplicidad de microestados
compatibles con un macroestado, informacion inaccesible del sistema, irreversibilidad, etc. Esto
alimenta la idea referente a lo que menciona Toulmin sobre cémo las definiciones son misericor-

diosamente olvidadas [15], mostrando la pregunta a la cual responden en los libros de ciencia.

"Para las preguntas a ser respondidas sobre los puntos, particulas entre otros, no son
/Qué es un punto?, ; Qué es un particula?, etc. Ellas son ; Qué puede concebirse para

propositos de la fisica como punto, particula, etc?’ (Toulmin, 1953)[15]

Es decir que durante todo este acercamiento histérico no hubo algiin momento donde los au-
tores definieran de manera absoluta la entropia, solo la concebian para sus propositos, esto a la
luz del fenémeno a ser descrito. Ademds, es consistente con lo que mencionaba Malagén y Ayala
respecto a los conceptos, ya que, estos no definen. Aqui nos encontramos con que la concepciéon
de entropia de Bekenstein estaba permeada por el hecho de que la estructura causal de los aguje-
ros negros no permite que la informacién como sefiales enviadas por la luz pueda escapar. Por lo
tanto, la idea de que entropia midiera informacion perdida o inaccesible por Bekenstein no era una

proposicién ad hoc, era una necesidad para concebir la entropia a la luz del fendmeno.

En contraste con lo que nos plantea Bekenstein, la pregunta citada de Toulmin se puede plantear

de la siguiente manera:
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"Para la pregunta de la entropia de los agujeros negros, no es ;Qué es la entropia de
los agujeros negros?, se trata de responder la pregunta ;Qué se puede concebir para

propositos de la fisica como entropia de un agujero negro?’

En ese orden de ideas, nuestra concepcion debe ir vinculada a las concepciones tanto de Clau-
sius, Boltzmann y Planck como a las de Shannon, dejando de lado a Hawking y Bekenstein, debido

a que ellos plantean este problema.

Recordemos la probabilidad usada para ese sistema de varios osciladores armdnicos a distintas
frecuencias. Esta probabilidad es la de mdxima entropia y solo es descrita por energias propor-
cionales a ~ /i, propias de un estado puramente térmico, dejando de lado los otros microestados
(posiciones, momentos y otras cantidades inconmensurables) de sistemas que el agujero negro
habia absorbido. Para ejemplificar esto a la luz de lo establecido en el capitulo 2, consideremos
un sistema en equilibrio en la vecindad del agujero siendo medido por un observador lejano; este

sistema estarfa descrito por una densidad de probabilidad del tipo °

1
po(q,-,p,-)zz—oe PE (4.31)

Este sistema tiene una entropia de la forma

E
So = kglnZy+ (Eo) (4.32)
Tpn

Al entrar al agujero negro, es llevado por un proceso de evaporacion irreversible en un intervalo
de tiempo medido por el observador externo, donde ahora el sistema esta descrito por fotones de

distintas frecuencias y una entropia que solo describe la radiacion.

1 P
Pev(”ia wi) — Z_eﬁanhah (4.33)
ev

8Para eso era la historia mostrada a lo largo del trabajo, para ver las dindmicas de la labor de varios fisicos y c6mo
a conveniencia de sus necesidades dentro de la fisica planteaban una concepcién de entropia

9Podrfamos hacer la descripcién desde la mecanica cudntica y utilizar operadores de densidad de probabilidad,
sin embargo, para mantener la narrativa del capitulo anterior, utilizaremos la densidad de Maxwell-Boltzmann
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<E€V>

Sev = kp anev +
Tpu

(4.34)

Esto implica que el sistema que entré después de un tiempo se describe por medio de un estado
térmico y mezclado. Cabe destacar que esto incluye una abstraccion del estado del campo cudntico,
donde Kieffer nos plantea el problema a la luz del final de un agujero negro, donde el campo aso-
ciado a este también terminard dentro de ese estado térmico [35] y, como consecuencia, el principio
de unitariedad de la mecdnica cudntica es violado '°. Nosotros seguiremos con nuestros plantea-
mientos, puesto que no quitan generalidad al usar densidades de probabilidad como funciones a
usarlas como un operador de densidad de probabilidad; ademads, las probabilidades que utilizamos
como funciones corresponden a componentes de ese operador el cual no introducimos dentro de

nuestro trabajo porque implicaria extendernos més y dejar de lado las concepciones de entropia.

Volviendo con nuestra manera de formular la entropia como medida de informacién inaccesi-
ble, ya el hecho de que la probabilidad que describe el sistema al realizarse el proceso de radiacién
no es equivalente a cuando estaba en la vecindad del agujero, nos da a entender que no hay una
medida que nos permita reducir la informacién inaccesible del sistema. Por lo tanto, la entropia de

la radiacién siempre serd mayor que la entropia del sistema que entra al agujero negro.

Como la entropia de la radiacion estd entrelazada con la entropia del agujero negro, entonces
propongamos un conjunto de proposiciones y medidas para el agujero negro que estd a punto de

evaporarse completamente y pasa a ser solo radiacién térmica.

(P1) El sistema de particulas emitidas a distintas frecuencias se encuentra en equilibrio térmico.
(P2) La dnica medida que describe un agujero negro de Schwarzschild es su cantidad de masa.

(P3) El estado de evaporacion solo estd descrito por energias proporcionales a las frecuencias de

las particulas radiadas.

10Este principio establece la evolucién temporal de un estado cuéntico, pero si lo llevamos a la perspectiva de
Heisenberg donde los estados no cambidn con el tiempo, sino que los observadores, entonces lo que viola este principio
es el operador densidad de probabilidad de un sistema
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Como queremos que la cantidad de informacién inaccesible decrezca, entonces deberiamos
hacer que (P2) sea falso, tal que ahora la entropia del agujero negro pueda expresarse de la siguiente
manera

SpH = %%—m—i—l(Q (4.35)

Esto implicaria que a razon de esta medida la entropia S., es menor que la entropia Spy vy,
por lo tanto, el proceso de evaporacion de un agujero negro seria reversible. Sin embargo, (P2) no
puede ser falso, ya que la unica cantidad presente en un agujero de Schwarzschild es la masa y
esto se debe al feorema sin-pelo, puesto que "un observador al infinito no puede predecir el estado
interno de un agujero negro aparte de su masa, momento angular y carga’ (Hawking, 1976)[34];
esto implicaria que no podemos hacer méds medidas del estado del agujero negro a punto de evapo-

rarse.

Por otro lado, si proponemos una medida para el estado térmico final, haciendo que (P3) sea

falso, tenemos que su probabilidad y entropia estarian dadas por

Pev (i, 01, X ) = Zieﬁz""h“’fw“) (4.36)
E@V
Sey = kpInZe, + <TBH> +2(0) (4.37)

Como este estado térmico se da cuando el agujero estd a punto de evaporarse, es decir Mpy —
0,Tpy — oo, esto haria que el término que mide la energia de las particulas emitidas tienda a ser
nulo, es decir que la informaciéon de esa medida ya habria desaparecido [34], dejdndonos con

nuestra medicion final. Esto darfa como tal las siguientes entropias.

Sgy =0 (4.38)
Sey = lim kglnZe, +A1(Q) (4.39)
Mpy—0

Si quiero que S., < Spy, entonces mi medida del estado térmico final debe hacer que S,, < 0.
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Sin embargo, como habiamos establecido a la luz de la reflexién de Planck sobre la irreversibili-
dad, para que un estado, que surge de un proceso neutral (indiferenciado) o natural (privilegiado),

sea posible en el mundo fisico, su entropia debe ser siempre positiva.

Esta conclusiéon Hawking la habfa puesto en términos de hacer que el agujero negro terminara

o . 11. .= , . . . .

en un estado cudntico puro " ; sin embargo, para que se dé este caso ’deberia radiarse una canti-
dad de similar de entropia negativa en la fase final de la evaporacion’ [34]'2. Evidentemente, con
el solo hecho de que la entropia sea siempre positiva, ya configura este problema de la informacién

como un problema de la irrversibilidad del proceso de evaporacion de los agujeros negros, lo que

haria pensar que no tan paradéjico como se suele afirmar.

Poniendo este andlisis en términos de lo que propusimos en el capitulo 2, pero de manera

andloga con los agujeros negros.

Dado un agujero negro que pasa de un estado ¥ (agujero negro) a X! (radiacién) por
medio de un proceso de evaporacion. No es posible hacer proposiciones y medidas
del estado Y/ tal que Sy/ < Sy. Por lo tanto, la tasa de la informacion inaccesible del
estado del agujero negro antes de su evaporacion siempre tiende a crecer %—7 > 0 para
este proceso de radiacion de Hawking y en consecuencia no es posible irradiar una

cantidad de entropia negativa en la ultima fase.

Para finalizar este capitulo, se pudo evidenciar cémo la relacién entre informacion y entropia
desarrollada en el capitulo anterior describi6 la evaporacion de los agujeros e introdujo el problema
de la informacion de tal forma que fue consistente con los planteamientos de Hawking. Ademés,

se evidencid el fuerte de este concepto para concebir entropia de los agujeros negros.

"Todo estado cudntico puro cumple la relacién de Shannon pero para operadores de densidad de proabilidad, es
decir H=—Tr(pInp)

2De acuerdo con lo que habfamos planteado, la medida extra que le hacemos al estado térmico final deberia de
constituir una radiacién con entropia negativa que sea equivalente en magnitud con la que tiene entropia positiva



Capitulo 5

Diseio de una propuesta didactica para la
enseilanza de la entropia y su relacion con la

informacion

En capitulos anteriores se reconstruy6 el marco histérico-epistemolégico de la entropia e in-
formacion con el fin de mostrar como han variado las interpretaciones de estos conceptos con base
en los contextos histéricos que permeaban la época; tras este andlisis se retoman esos marcos para
disefiar una propuesta pedagégica coherente la cual planteamos de tal manera que los estudiantes
construyan activamente su entendimiento de la entropia y la informacién a través de actividades
concretas, donde cada una de estas estard contextualizada histéricamente, vinculando cada acti-
vidad con los marcos tedricos estudiados con el fin de que los alumnos reconozcan el sentido

histérico y conceptual de lo que aprenden.

5.1. Vision general

La relacion entre el concepto de entropia y el concepto de informacion ha sido fundamental
debido a que nos permite comprender los fendmenos termodindmicos tanto cotidianos como de
sistemas extremos como lo son los agujeros negros. Esta secuencia didactica estd disenada pa-

ra estudiantes de pregrado de licenciatura en fisica con intereses en el marco de la cosmologia,

80
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partiendo de un estudio detallado del concepto de entropia y su relacién con la teoria de la infor-
macion a través de actividades practicas y tedricas. En este contexto, la idea de trabajar la relacion
de dichos conceptos se estructura segtiin un enfoque constructivista de aprendizaje, en el cual los
alumnos participan activamente en la construccién de significados. Siguiendo este enfoque, cada
actividad combina elementos tedricos y practicos (debates, experimentos y simulaciones) para que
los estudiantes piensen y hagan con el contenido, tal como indica la premisa bésica del aprendizaje
activo, donde el objetivo principal es que los estudiantes construyan su propio entendimiento del

concepto de entropia, relaciondndolo con la entropia de informacién de Shannon.([36])

Desde un punto de vista pedagdgico, durante la secuencia se promueve la participacion activa
de los estudiantes, el desarrollo del pensamiento critico sobre las diferentes teorfas y la capaci-
dad de abstraccién de los conceptos, esto con el fin de fomentar un proceso de aprendizaje que
promueva el andlisis y la reflexion de conceptos complejos en fisica. Se busca generar esa accion
participativa por parte de los estudiantes, por medio de actividades de observacion y experimenta-

cién, como el uso de modelos y simulaciones de procesos termodindmicos.

Por otra parte, en la presente secuencia se busca que el estudiante consolide una vision inte-
grada de los principios termodindmicos, la cosmologia y la teorfa de la informacion, estableciendo
asi una comprension sélida de los procesos que describen la evolucién y el comportamiento de
sistemas termodindmicos. Por esto mismo, a través de las actividades se busca que el estudiante
aborde el concepto de entropia histéricamente (de Clausius y Boltzmann a Shannon) y comprenda
su significado fisico mediante experiencias directas, promoviendo al mismo tiempo la discusion,

la abstraccion y la reflexion critica (metacognicion) sobre lo aprendido.

Para el disefio de esta secuencia se propone una combinacion de actividades tanto experimen-
tales como tedricas de tal manera que el estudiante logre una apropiacién conceptual; bajo este
sentido, se busca no solo transmitir los conocimientos, si no la generacion de preguntas orientado-
ras y el desarrollo de habilidades investigativas de los estudiantes, promoviendo la discusién y el
cuestionamiento de los modelos a ensefiar dado a través de experimentos dados por la evolucién

de un sistema hacia estados de mayor probabilidad y la degradacion de informacién en sistemas de
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comunicacion, permitiendo que los estudiantes comprendan de manera mas practica el comporta-

miento de la entropia y su impacto en distintos sistemas.

5.2. Objetivos de ensenanza y de aprendizaje

El disefio de la secuencia se sustenta en principios de aprendizaje activo, por lo que los obje-
tivos de ensefianza y de aprendizaje promueven tanto la experimentacién como el razonamiento

conceptual.([37]).

5.2.1. Objetivos de Ensefianza

1. Facilitar la comprensién del concepto de entropia partiendo del andlisis desde su formula-
cién termodindmica cldsica hasta su reinterpretacion contemporanea como medida de infor-

macién en cosmologia.

2. Guiar al estudiante para que conecten de manera tedrica y experimental los conceptos de

entropia, informacion y su relevancia para el estudio de sistemas termodindmicos.

3. Proponer actividades précticas que ilustren la irreversibilidad y la perdida de informacion,

vinculdndolas con analogias para reforzar la comprension de la entropia.

5.2.2. Objetivos de Aprendizaje

Al finalizar la secuencia didéctica, los estudiantes podran:

1. Identificar cémo el concepto de entropia ha transitado desde diferentes formulaciones y su

contextualizacidn historica.

2. Comprender el cardcter probabilistico y estadistico de la entropia y su vinculo con la medida

de informacion.

3. Analizar fendmenos termodindmicos complejos empleando el concepto de entropia-informacién

para explicar por qué son procesos irreversibles.
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5.2.3. Contenidos a ensenar

de los procesos.

Categoria Contenido Pregunta orientadora
Conceptuales Definicion de entropia en termodi- | ;Por qué la entropia se relaciona
ndmica y mecénica estadistica. con el desorden?
Relacion entre entropia e informa- | ;Cémo podemos cuantificar la can-
cion. tidad de informacién perdida en un
sistema fisico?
Procedimentales Experimento de Boltzmann con | ;Cémo podemos modelar matema-
pinpones blancos y negros. ticamente la evolucién de un siste-
ma hacia el estado con mayor en-
tropia?
Andlisis de la pérdida de informa- | ;Cémo afecta la transmision de in-
cién mediante cdédigo Morse. formacion a través de varias perso-
nas en su integridad?
Actitudinales Reflexion sobre la irreversibilidad | Si un sistema tiende a estados mds

probables, ;es posible revertir ese
proceso de manera espontdnea?

Discusiones critica entre la imple-
mentacion de modelos y analogias
para la comprensién de conceptos

5.2.4. Secuencia de enseinanza

Cuadro 5.1 — Resumen de objetivos y preguntas orientadoras

Para el desarrollo de la secuencia didactica, constara de varias actividades interrelacionadas

que permitan guiar al estudiante desde la comprension preliminar de entropia hacia su aplicacién

en contextos avanzados. Cada una de estas actividades se encuentran en los apendices y permi-

tirdn dar cuenta de como transicionar en el concepto de entropia para establecer su relacion con

el concepto de informacidn; por este mismo motivo cada actividad incluye un objetivo general y

objetivos de ensefianza y de aprendizaje especificos y se especifica como se plantea cada una de

ellas (Revisar los apendices).
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5.2.5. Actividad 1

En esta actividad los estudiantes simulan moléculas de un gas con pelotas de ping-pong dentro
de una caja con el fin de hallar la distribucién mds probable de estas "moléculascuando este sistema
evoluciona temporalmente. Dicha analogia nos sirve de punto de partida, donde en esta actividad,
es crucial guiar a los alumnos para que asocien correctamente la dispersion con el incremento de
entropia y no se limiten el concepto a mero desorden desorganizado.Esta actividad enlaza directa-
mente con los conceptos de los capitulos historicos: recuerda la entropia de Clausius como AS = %
y, sobre todo, la interpretacion estadistica de Boltzmann H = —K )" | pilog(p;) sobre la proba-
bilidad de los diferentes microestados. Los alumnos pueden distinguir macroestado (distribucién
inicial versus final) y microestados (posiciones de cada pelota) y comprobar de forma tangible
como existen esos estados mas probables que otros, de tal manera que el estudiante construye el

concepto de entropia, teniendo en cuenta que la ciencia es el producto de una construccion, al igual

que lo que ocurre con el aprendizaje.

Por otra parte se plantean preguntas orientadoras, de tal manera que se le puede cuestionar a
los estudiantes ;Qué pasaria si las pelotas pudieran retornar solas al orden inicial? ilustrando asi
la irreversibilidad de los procesos naturales natural, que conecta con los problemas clasicos de la
termodindmica. Ademads, se puede vincular con la paradoja de los agujeros negros: al igual que
es practicamente imposible recuperar la informacién de la posicién inicial de las pelotas una vez
dispersas, surge la cuestion de si la informacion se pierde al aumentar la entropia, reflejando el

dilema de Hawking en un contexto tangible para los alumnos.

5.2.6. Actividad 2

Para esta segunda actividad se propone el telefono roto, con el fin de observar por medio de la
practica como se da la entropia en sistemas de comunicacién, donde al final el mensaje final difiere
significativamente del original, buscando conectar por medio de esta actividad con la teoria de la
informacién de Shannon. Con el telefono roto cada transmision introduciria errores al azar, donde

la incertidumbre sobre el mensaje original crece con cada paso. Esta actividad borda el objetivo
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especifico de mostrar como la informacién decae en procesos reales de transmision, reforzando la
comprension de la entropia desde la perspectiva de la comunicacion. También refuerza el modelo
constructivista porque los alumnos “fabrican” el experimento con sus voces y sentidos: constru-
yen el concepto de entropia informacional a partir de su experiencia directa en lugar de recibirlo
abstractamente.

Con el fin tambien de conectar esta actividad con la paradoja de la informacion, se plantea a los
alumnos la analogia con la evaporacién de un agujero negro, Hawking sugiere que la informacion
absorbida podria desaparecer en el agujero, lo cual seria similar a que el mensaje original se ha
perdido por completo en el juego; Esto nos permite generar un dilema sobre ;Cémo consideran
los alumnos que la informacién se destruye, o s6lo se vuelve imposible de recuperar debido a la
entropia creciente del proceso? La discusion resultante acerca de si la informacion se pierde o sim-
plemente se vuelve indescifrable conecta directamente con la paradoja de la informacién de los
agujeros negors, motivando tambien a los estudiantes a cuestionar la relacion entre entropia y con-
servacion de informacion, de tal manera que la actividad no sélo ilustra la entropia segtiin Shannon,
sino que abre el debate de hasta qué punto un proceso puede destruir informacién, alineando las

las preguntas y razonamientos estudiados previamente en este trabajo.

5.2.7. Actividad 3

Para la tercera actividad, se presenta una aplicacién un poco mas moderna de la entropia lo que
es el andlisis de datos, especificamente mediante el uso de modelos de machine learning. En este
caso, se emplean dos modelos de caso del arbol de decision y logistic regression, con estos dos
los estudiantes analizardn las salidas del codigo por medio del uso de un software o libreria basica
(Python con scikit-learn, o Google Colab) para entrenar los modelos de desicion, donde se propone
que los estudiantes observen como el algoritmo aprende a clasificar o predecir, y se les plantea
analizar qué tanto dependen esas predicciones de la informacién inicial y cudnta incertidumbre
(entropia) queda en las clases finales, teniendo en cuenta que los algoritmo buscan minimizar la
entropia en cada paso, lo que permite reflexionar sobre la informacién de un sistema. Permitiendo
establecer esa relacion con los marcos histéricos al mostrar que el concepto de entropia ha migrado,

por ejemplo como la misma idea de incertidumbre que manejaban Clausius y Shannon aparece
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hoy en los algoritmos que con base a la informacién de los diferentes sistemas, busan minimizar la
entropia para poder predecir y extraer de manera mds optima la informacion de los datos.

Al finalizar se propone discutir si en el proceso de aprendizaje, el algoritmo recupera toda la
informacién implicita en los datos de entrenamiento o si por el contrario, parte de esa informa-
cion “se pierde” debido a la complejidad del modelo o al ruido de los datos. Esta cuestion remite
nuevamente a la paradoja de de la informacion sobre ;Puede un proceso recuperar la informacion
originalmente contenida en un sistema con alta entropia, o esa informacién permanece oculta o
fragmentada? De este modo, se busca acercar a los estudiantes a la idea de entropia en un sis-
tema en este caso tangible (como lo es el modelo de Machine Learning) con la idea de entropia
en un agujero negro, reflexionando criticamente sobre analogias y diferencias. Esto promueve la
construccién de una postura informada acerca del problema investigado sobre como los conceptos

tedricos vistos (informacidn, entropia, irreversibilidad) tienen implicaciones en sistemas reales.



Capitulo 6

Conclusiones y analisis

6.1. Reflexiones sobre la variacion conceptual de la entropia

A lo largo de los diferentes desarrollos observados en el segundo capitulo, se buscé demostrar
como la concepcion de la entropia ha cambiado y se ha diversificado en distintos contextos, desde
su origen en la termodindmica hasta su papel en la teoria de la informacién y la cosmologia. Dicho
recorrido que comenz6 con Rudolf Clausius, quien establece la entropia como una cantidad fisica
que determina la direccionalidad natural de los procesos termodindmicos; proporcionando las ba-
ses que permitieron desarrollar y comprender como se distribuye la energia y como los sistemas
evolucionan hacia los estados finales.

Por otra parte, la interpretaciéon dada por Ludwig Boltzmann introduce una visién mecéanico-
estadistica, en la que se concibe a la entropia como una medida de probabilidad, permitiendo
comprender el comportamiento aleatorio sobre la distribucién de particulas en un sistema. Esta
transicidon nos permite entender la entropia no solo como una propiedad de los sistemas fisicos,
sino también como un fenémeno estadistico que describe las configuraciones posibles en un sis-
tema y su tendencia hacia el equilibrio. Donde Max Planck desarrolla esta idea, aplicdndola al
estudio de procesos irreversibles y la radiacién del cuerpo negro, y refuerza la importancia de la

entropia como una funcién que caracteriza el estado de un sistema en relacién con su configuracion.

Del mismo modo, se realiz6 una comparacién con la teoria de la informacién propuesta por
Claude Shannon, la cual redefine la entropia en términos de incertidumbre y transmisién de men-
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sajes en sistemas de comunicacion; partiendo del estudio desde el funcionamiento del telégrafo
hasta los métodos de modulacion, donde, bajo este contexto, la entropia se desarrolla como una
herramienta matemética para cuantificar la informacion no conocida del resultado final que hay en
un sistema, revisando la tasa a la que la informacién es producida en conjuntos de eventos y, con

ello, el conjunto de probabilidades establece la medicidén de informacion.

Por dltimo, se analizaron las ideas del concepto de entropia por Jacob Bekenstein y Stephen
Hawking, las cuales vinculan las leyes de la termodindmica con el comportamiento de los agu-
jeros negros, estableciendo una proporcionalidad entre la entropia en estos sistemas junto al drea
de superficie de estos; revisando también las ideas bajo las cuales estos generan compensaciones
que permiten que la entropia del universo como sistema aislado aumente. De este modo, el acerca-
miento histérico realizado por medio de estos autores permite apreciar un cambio del concepto de
entropia y como su alcance se ha expandido para describir tanto sistemas fisicos como la cuantifi-

cacion de informacion y la pérdida de esta en contextos extremos.

6.2. Reflexiones sobre la secuencia didactica

La propuesta didéctica desarrollada a lo largo de este capitulo busca integrar explicitamente
los marcos epistemoldgicos e histéricos de la entropia con pricticas educativas, donde cada una
de las actividades esta disefiada para permitir a los estudiantes experimentar y reflexionar sobre la
entropia desde distintas perspectivas, como lo son la termodindmica, estadistica y el marco de la
informacion bajo un mismo enfoque pedagdégico. Siendo de esta manera que cada actividad nos
permite junto a los estudiantes experimentar y construir activamente un concepto complejo, am-
biguo y profundamente interdisciplinar pasando por las diferentes perspectivas que definen a este.
Justificando ante los objetivos generales y especificos del estudio facilitar el aprendizaje signifi-
cativo al motivar a los estudiantes a descubrir relaciones historicas y conceptuales por si mismos,

donde dichas actividades

En este marco, cada una de las actividades no solo promueve el aprendizaje de la entropia
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como propiedad fisica, sino que tiene como base una reflexién sobre cémo la incertidumbre de
un sistema puede medirse, representarse y manejarse en distintos sistemas. Del mismo modo esta
propuesta parte desde la ensefianza centrada en el estudiante, donde la construccion del conoci-
miento en conjunto con base a preguntas orientadoras y la indagacién guiada reemplazan a la mera

memorizacion.

Finalmente, el uso de la historia de la ciencia (ilustrada en cada actividad) potencia la com-
prension de los alumnos con el fin de seguir la evolucién de las ideas de Clausius a Hawking,
permitiendo asi apreciar la ciencia como un proceso dindmico y cambiante. De este modo, esta
propuesta busca fortalecer una vision integral del aprendizaje, donde cada una de las activida-
des propuestas, la reflexion critica y la contextualizacion histérica son recursos primordiales para
ensefiar la entropia y la informacién con coherencia conceptual, articulando la ensefianza de la
entropia desde esa perspectiva histdrica, conceptual y contextual, pasando de lo que pueden consi-
derarse teorias complejas a actividades accesibles para cada uno, donde esta propuesta refleja una
vision didactica que entiende la entropia como un concepto transdisciplinar . Del mismo modo,
cabe recalcar que esta secuencia estd abierta para poder ser implementada en un futuro debido a
que se considera pertinente revisar como ha fomentado el pensamiento critico y el desarrollo de

habilidades investigativas y reflexivas para la formacién de futuros licenciados en fisica.

6.3. Conclusiones finales

Con este andlisis final de la entropia de los agujeros negros a la luz de los desarrollos estable-
cidos de la relacion entropia e informacion, logramos abarcar de manera sucinta esta problemética
respecto al cambio del concepto de entropia mediante un acercamiento de corte histdrico. Indepen-
dientemente de no haber expuesto toda esta problemética del problema de la informacién en los
agujeros negros, debido a su extension, se pudo introducir de manera satisfactoria tal rompecabe-

zas a partir de la historia misma. Historia a la cual le hacemos énfasis en los siguientes puntos:

= Se presentaron los aspectos del concepto de entropia que permiten relacionarlo con la in-

formacion, analizando la entropia propuesta por Boltzmann de macroestados, microestados
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e irreversibilidad de los procesos y su vinculo formal con la entropia de la informacién de
Shannon, destacando que ambas utilizan la funcion logaritmica para medir incertidumbre
cumpliendo de esta manera el primer objetivo especifico al establecer una analogia concep-

tual clara entre entropia e informacion.

= Se abord¢ la entropia como medida de la reversibilidad e irreversibilidad de los procesos y
bajo la relacion establecida informacién-entropia, la entropia en procesos irreversibles equi-
vale a una pérdida de informacién sobre el estado inicial del sistema; en adicién mostrando
como el segundo principio puede formularse a partir de informacion; cumpliendo de esta
manera el segundo objetivo al resaltar el papel de la entropia en la distincién entre procesos

reversibles e irreversibles.

= Se describi6 el fendmeno de evaporacion de los agujeros negros partiendo de la relacion es-
tablecida entre informacion y entropia partiendo desde Bekenstein siendo que la entropia del
agujero negro mide la informacién que inaccesible de su estado interno. Luego con Hawking
derivando el fendmeno de evaporacidon de agujeros negros a partir de una aproximacion se-
miclésica, revisando asi como la evaporacion del agujero negro, con la emision de radiacion,
refleja un cambio en la entropia del sistema; cumpliendo de esta manera el tercer objetivo

especifico tras describir dicho fenémeno bajo la relacién entre entropia e informacién.

= Se realizé un andlisis para poder dar cuenta de la relacion establecida entre informacién y
entropia desde un proceso metacognitivo, partiendo desde una reflexion de como se ensefian
los conceptos, llevandolo al disefio de una secuencia did4ctica que permite orientar la com-
prension de la entropia para futuros docente de fisica para brindar una nueva comprension

concepto partiendo desde actividades invertigativas que interrogaran sobre su significado.

Del mismo modo, acercamiento histérico planteado se justifica plenamente para la ensefianza
de la entropia en la formacién de licenciados en fisica. Este método aborda directamente las difi-

cultades conceptuales existentes y supera las limitaciones de los enfoques tradicionales, al integrar
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el desarrollo real del concepto, como se ha mostrado a través de los capitulos, conectar Clausius
con Boltzmann, Shannon y Bekenstein-Hawking enriquece la comprension al revelar las raices y
aplicaciones modernas de la entropia. Asimismo, en conjunto el acercamiento histérico contex-
tualiza el concepto presentando desafios tedricos (como la unificacion fisica en agujeros negros)
como en su rol en la sociedad de la informacion, subrayando su pertinencia epistemoldgica y peda-
gbgica hoy dia. De este modo, el enfoque histérico cumple con los objetivos del trabajo de grado
donde tambien facilita un aprendizaje critico e integrado del concepto de entropia e informacion,
preparando a los futuros docentes para vincular estos conceptos con las probleméticas cientificas
y sociales contempordneas.

Por utlimo, todo el trabajo realizado en esta monografia, nos permitié dar cuenta de una vision
diferente sobre los conceptos abordando asi poco a poco la pregunta de investigacion originalmen-
te planteada, presentando los aspectos del concepto de entropia que facilitan la analogia con la
informacion partiendo desde una base mecanico-estadistica, analisando tambien la irreversibilidad
de los procesos (pérdida de informacidn de los estados iniciales) y como esto se logra manifestar
en sistemas extremos (entropia de Bekenstein—Hawking), mostrando cdmo todos ellos nos permi-
ten un desarrollo consistente a la hora de analizar el proceso de evaporacion de agujeros negros.
Asi mismo, partir de la recopilaciéon de informacion realizada que nos permitié dar cuenta de los
aspectos generales para establecer la relacion entre conceptos que inicialmente pensabamos desco-
nectados; constituyendo tambien asi una aporte como base un aporte didactico para futuras imple-
mentaciones, donde se sistematizaron los conceptos de forma coherente y pedagdgica, facilitando
al acceso de temas avanzados que sirva de sustento para futuras investigaciones o discuciones en

cuanto a la formacion de futuros docentes.
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Apéndice A

Propuesta de actividades para la ensenanza
de la entropia y su relacion con la

informacionn

A.1. Actividad 1: Analisis entropia y probabilidad

A.1.0.1. Objetivos de enseiianza:

1. Explorar la tendencia natural de un sistema cerrado a evolucionar hacia su configuracion de

mayor probabilidad.
2. Introducir el concepto de irreversibilidad en sistemas termodindmicos mediante un experi-
mento que permita visualizar el aumento de la entropia.
A.1.0.2. Objetivos de aprendizaje:

1. Comprender experimentalmente cémo un sistema evoluciona hacia estados de mayor proba-
bilidad, siendo que el estado final corresponde a aquel con mayor nimero de configuraciones

posibles.

2. Relacionar la evolucién de un sistema con la irreversibilidad de los procesos.
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A.1.0.3. Objetivo general:

Experimentar la evolucion de un sistema hacia un estado final, siendo esta su configuracién de

mayor probabilidad, y relacionarlo con fundamentos de la mecanica estadistica de Boltzmann.

A.1.0.4. Procedimiento:

En grupos de a 5 estudiantes se dispondran 20 pinpones blancos y 20 pinpones negros en una
caja cerrada. Inicialmente, discutirdn y predecirdn cudl creen que serd la distribucién mds proba-
ble de colores para que las bolas estén agrupadas. Posteriormente, se procedera a agitar la caja y,
sin mirar, analizar cudl seria la distribucion que toman los pinpones, para continuar retirando una
a una las bolas de la caja, registrando cada color obtenido segtin corresponda; tras tres pruebas
realizadas de esta manera se analizardn los resultados compardndolos con sus predicciones sobre
la evolucidn de sistemas cerrados junto a preguntas orientadoras como ;Qué sucederia si hubieran
mds pinpones de un color que de otro? y ;Como cambiaria el comportamiento del sistema si el

numero total de pelotas fuera diferente?

Figura A.1 — Representacion grafica actividad pinpones, creacién propia.

Con el fin de comprender la evolucion de estos sistemas, se tendrd en cuenta la ecuacién pro-
puesta por Boltzmann en el documento "Lectures on Gas Theorycgalculando asi los diferentes esta-

dos posibles de distribucion para este sistema.

p_ (atbtct ) A

(a)!(b)!(c)!...
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Donde cada letra representa el niimero de pinpones de cada color. Con esto se busca fomentar
una discusion sobre como la probabilidad de obtener cierta configuracion particular se relaciona
con la cantidad de microestados posibles que lo conforman. Por otra parte, se busca relacionar
dicho andlisis con el teorema H de Boltzmann, discutiendo asi cémo dicha funcién H disminuye a
medida que el sistema evoluciona hacia su distribucién de mayor probabilidad; guiando asi a los
estudiantes a comprender como la entropia se relaciona con la cantidad de configuraciones para el

sistema y por qué los sistemas tienen esos estados de mayor entropia.

Con esta actividad lo que se pretende es que los estudiantes observen empiricamente un prin-
cipio fundamental de la mecénica estadistica, donde los sistemas tienden espontdneamente hacia
aquellos macrostados que poseen el mayor nimero de microestados accesibles, es decir, hacia con-
figuraciones de mayor entropia. De esta manera, el crecimiento de la entropia puede interpretarse
como el incremento de la probabilidad estadistica de alcanzar configuraciones mds desordenadas.
Ademas, este procedimiento introduce una nocion clave para la secuencia: el paso de una descrip-
cién determinista (cada bola tiene un color definido) a una descripcién probabilistica basada en la
distribucion de estados, lo que prepara conceptualmente a los estudiantes para entender la entropia

como medida de incertidumbre o falta de informacidn sobre el sistema.

A.2. Actividad 2: Entropia y perdida de informacion

A.2.0.1. Objetivos de ensefianza:

1. Establecer la relacion entre la entropia y la pérdida de informacién en procesos de transmi-

si6n de informacion.
2. Mostrar la degradacion de informacidn en sistemas de comunicacion.

3. Mostrar la analogia entre la degradacion de un mensaje en comunicacién y el aumento de

entropia en sistemas fisicos.
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A.2.0.2. Objetivos de aprendizaje:

1. Visualizar y cuantificar el aumento de entropia en un sistema de transmision de mensajes a

medida que se pierde informacion.
2. Reconocier la conexion conceptual entre entropia, incertidumbre y pérdida de informacion.

3. Aplicar la ecuacion de Shannon para cuantificar la pérdida de informacion en un sistema de

comunicacion.

A.2.0.3. Objetivo general:

Comprender como la entropia se incrementa en un sistema de comunicacion, a medida que se

transmite un mensaje, reflejando un incremento en la incertidumbre y la pérdida de informacién.

A.2.1. Procedimiento:

Para el desarrollo de esta actividad se demostrard como la entropia de la informacién se in-
crementa a medida que se transmite un mensaje en un sistema de comunicacién imperfecto. Del
mismo modo, se contrastard la pérdida de informacién con el aumento de entropia en un sistema

termodindmico, para lograr establecer una relacién entre entropia e informacion.

Primeramente se organizaria un "teléfono roto.? el que se realizard la formulacién de un men-
saje correctamente estructurado el cual funcionard como el punto de referencia para el andlisis
de la pérdida de informacion en sistemas de comunicacién. Para esto se ubicardn los estudiantes
correspondientes en una fila y se transmitird el mensaje mediante la dindmica del teléfono roto,
donde la cadena de estudiantes solo podra escuchar el mensaje una tnica vez antes de pasarlo al
siguiente, lo cual a la larga y bajo la interpretacion de cada uno generara errores en la transmision
de este. Lo que se espera como resultado de las interpretaciones personales es que el contenido del
mensaje varie de manera significativa al acumular las variaciones, alterando asi el contenido del

mensaje original.
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y permitiendo cuantificar la cantidad de entropia en este proceso donde se comparard el men-

saje original con el final para identificar la magnitud de esta.

Con el fin de cuantificar formalmente esta pérdida de informacién, se calculard la cantidad de
entropia del mensaje por medio de la ecuacién de Shannon mencionada en capitulos anteriores, la

cual se expresa de la siguiente manera:

H=—KY pilog(p;) (A.2)
=1

i=

Para cuantificar la entropia del mensaje se aplicard de dos maneras, siendo la primera que en
teoria reducird la entropia del sistema y la segunda que cuantificard correctamente cuinto se per-
di6, donde p; representard la probabilidad de aparicion de cada palabra en el mensaje, y para el
segundo en vez de cada palabra cada una de las silabas contenidas en el mensaje; donde con ayuda
de esta ecuacion, se calculard la entropia del mensaje inicial y del mensaje final, obteniendo asi
una medida cuantitativa de la entropia y de cudnto se degradé el mensaje al final de la transmision,
analizando también cémo la cantidad de intermediarios y la complejidad del mensaje afectan el

valor de H.

Por otra parte, durante la actividad se propone que los participantes reflexionen sobre las impli-
caciones de este experimento para comprender cOmo este nos permite tener una nueva perspectiva
en el contexto de la termodinamica; mencionando como la irreversibilidad observada en la trans-
formacion del mensaje es andloga a la irreversibilidad de los procesos termodindmicos y de cémo
la perturbacién en el sistema, a pesar de disminuir 0 mantener la entropia en el sistema, en el
universo va a aumentar. Ademds del andlisis cuantitativo, se promovera una reflexion por parte de
los estudiantes, guiada por preguntas orientadoras como lo llegan a ser ;Qué estrategias se pueden
implementar para reducir la pérdida de informacién? y ;Qué factores se identifican en la degrada-
cién del mensaje a lo largo de la transmision? para después del andlisis y discusion brindados con
estas preguntas, evaluar como estdn comprendiendo los estudiantes el concepto de entropia bajo la

siguiente pregunta ;Como se relaciona la pérdida de informacién observada en la actividad con la
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irreversibilidad en sistemas fisicos?

Con lo realizado en esta actividad, como se espera transformar el enfoque fisico de la entropia
en una nocion de incertidumbre en sistemas de informacidn, permitiendo a los estudiantes entender
que el aumento de entropia también puede interpretarse como la pérdida de informacién de un
sistema, dando cuenta que la entropia no solo cuantifica el desorden molecular o la probabilidad
de encontrar un sistema en cierto estado, sino también la falta de informaciéon que nos permite
describir un sistema. Bajo esta idea, nos permite dar paso a la tercera actividad, donde se aplicara
esta vision de la entropia en contextos diferentes, como lo es el anélisis de datos en astrofisica,

mostrando como se puede explicar e implementar en situaciones reales.

A.3. Actividad 3: Entropia en modelos de clasificacion estelar

A.3.1. Objetivos de ensenanza:

1. Introducir el concepto de entropia de informacién en el contexto del anélisis de datos y la

clasificacion astronomica.

2. Analizar la entropia permite para evaluar la incertidumbre en sistemas de clasificacion y su

relacion con la organizacion de sistemas fisicos.

A.3.2. Objetivos de aprendizaje:

1. Evidenciar patrones que den cuenta organizacion estelar a partir de observaciones graficas y

datos numéricos.

2. Establecer el concepto de entropia como magnitud dependiente de la informacién que nos

brinda un sistema.

Objetivo general:
Analizar como varfa la entropia en modelos de clasificacién estelar, por medio de machine

learning para comprender la relacién informacion-entropia.
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A.3.3. Procedimiento:

En el marco de la astronomia, podemos encontrar ciertos patrones que evidencian diferencias
en los tipos de estrellas. En este caso, usando la magnitud absoluta en funcién de cantidades ob-
servables como la temperatura, el radio relativo o la luminosidad relativa, se logra establecer una
distincidn entre ellas; del mismo modo, partiremos del anélisis para la clasificacion de las estrellas
mediante los diagramas de Hertzsprung-Russell. Estos diagramas permiten no solo clasificar las
estrellas en diferentes clases, sino que también nos permiten comprender la evolucion de estas;
siendo comiun leer estos diagramas de tal manera que las estrellas con menor magnitud absoluta

son las mds brillantes, mientras que aquellas con mayor magnitud absoluta presentan menor brillo.

Tipg espectral .

i Temperatura)

Figura A.2 — Diagrama de Hertzsprung-Russell, tomado wikimedia, Diagrama de Hertzsprung-Russell
[Online] de disponible en: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:HRDiagram-es.png

A partir del andlisis del diagrama anterior [A.2], se pueden de por si ya clasificar en clases los

cuerpos estelares; no obstante, con ayuda de una base de datos extraida de Kaggle que es con la
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que se busca trabajar, se utilizarian seis clases, las cuales son: Brown Dwarf, Red Dwarf, White
Dwarf, Main Sequence, Supergiant y Hypergiant. Con la ayuda de graficas como Magnitud Ab-
soluta vs. Temperatura, se espera que los estudiantes identifiquen patrones en los datos que les

permitan construir hipdtesis sobre la organizacion estelar.

Para el desarrollo de esta actividad, se empleardn dos modelos de machine learning previa-
mente programados (Revisar apéndice B), siendo estos respectivamente un Arbol de Decisién y un
modelo de Regresion Logistica Multiclase, donde los estudiantes deberdn utilizar ambos modelos
para predecir la clase estelar de cada estrella en la base de datos y calcular la entropia asociada a

cada modelo.

En el caso del Arbol de Decisién, el algoritmo realiza divisiones sucesivas del espacio de ca-
racteristicas buscando reducir la entropia del sistema en cada nodo, la idea es que los estudiantes
calculen la entropia de este modelo para la preddicién de los datos; donde se espera obtener una
entropia minima al final de la clasificacién, debido a que este algoritmo elige la divisién que reduce

maés la entropia, donde la funcion de entropia de informacion utilizada seréa:

n
=— Y P(ilx;)In(P(ilx;)) (A3)
i=1

Donde P(i|x;) representa la probabilidad de que una estrella con caracteristicas x; pertenezca

a alguna de las clases denominadas previamente i, y teniendo en cuenta que cada nodo del drbol

contiene una parte de los datos y se evalda la entropia de esa particion.

Al usar una profundidad de 4, se logra observar que la entropia tiende a un valor minimo, lo
que da a entender que el modelo gan6 mayor informacién alrededor de la clasificacion. De acuerdo

con ese resultado, se logra establecer una region de decisién, donde los datos estdn seccionados

por rectangulos en lugar de funciones no constantes. (Revisar apéndice B.1)

Para el segundo modelo de aprendizaje el cual es Logistic Regression, funciona asignando

probabilidades a cada clase utilizando funciones sigmoides. Con este modelo, se nos permite in-
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Decision Tree

Absalute magnitudelMyv] <= 8343
entropy = 2.582
samples = 180
value = [32, 30, 33, 28, 28, 24]

Radius{R/Ro) <= 403 .45
entropy = 1.585

TBrmperature (K} <= 5396.0

entropy = 1.584

samples = 85
value = [0, 0, 0, 28, 2B, 28]

samples = 85
walue = [32, 30, 33, 0,0, 0]

Absaolute magnitude(Myv) <= -4 .97 Absalute magnitudelMy] <= 15.495 -
entropy = 1.0 entropy = 0.999 entropy = 0.0
zamples = 56 samples = 62 — =
walue = [0, 0. 0, 28, 28, 0] value = [32, 30, 0, 0, 0, 0] value = [0, 0. 33, 0. 0, 0]

AN
=

Figura A.3 — Arbol de decisi6n para la clasificacién de estrellas

terpretar cada decision tomada como una distribucién de probabilidad sobre las posibles clases;
donde a partir de estas distribuciones, también se puede calcular la entropia del sistema con la
misma férmula de Shannon considerando los valores de probabilidad asociados a cada estrella de

tal manera que:

S=-) ) Pjlog(P;) (A4)

i=1j=1

Donde P(ij) representa la probabilidad asignada por el modelo a que la estrella i pertenezca a
alguna de las clases denominadas previamente j, siendo asi que se esta calculando la probabilidad
de que cada dato pertenezca a cada clase y por ende la entropia como la incertidumbre del modelo

sobre su prediccion.

De esta manera deurante el desarrollo de la actividad, se reflexionard sobre el papel que juega
cada atributo (temperatura, magnitud, etc.) y sobre la forma en que los modelo gana informacién
para clasificar mejor, similar al proceso de evolucion de un sistema fisico hacia una organizacién

mads probable de manera espontaneA; e propondra a los estudiantes que respondan preguntas orien-
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tadoras como lo son ;Qué tan distinguibles son las clases estelares usando solo dos caracteristicas?
y ¢(Qué tipo de informacién se gana o se pierde al clasificar con diferentes niveles de profundidad

del arbol?

Con la actividad propuesta, se espera que los estudiantes revisen ese vinculo de la entropia con
la informacion en diferentes contextos diversos como lo es el analisis de datos y la teoria de la in-
formacion y la astronomia. La idea es que a través de la aplicacion de modelos de clasificacion, los
estudiantes no solo reconozcan patrones en los datos, sino que directamente vinculen estos patro-
nes con el concepto de entropia, refuerzando asi la nocién de que la entropia no es una propiedad
exclusiva de la materia, si no un lenguaje comun entre la informacién, incertidumbre y los estados

probables de un sistema.



Apéndice B

Codigos Python para los modelos de

clasificacion estelar

B.1. Decision tree

Decision Tree
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Figura B.1 — Region de Decision para Decision Tree, Imagen generada por el siguiente c6digo

Listing B.1 — PYTHON script para el modelo de arbol de decisién

import pandas as pd

import matplotlib.pyplot as plt

107
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import numpy as np

import seaborn as sns

from sklearn.model_selection import train_test_split
from sklearn.preprocessing import StandardScaler

from sklearn.metrics import accuracy_score

from sklearn.pipeline import make_pipeline
from sklearn.decomposition import PCA
from sklearn.model_selection import StratifiedKFold

from sklearn.model_selection import cross_val_score

from sklearn.tree import DecisionTreeClassifier
from sklearn import tree

from mlxtend. plotting import plot_decision_regions

#Data set
Stars = pd.read_csv("stars.csv")
Stars_1 = pd.DataFrame(Stars.loc[Stars["Star_type"] <=1 ],

columns=["Temperature_(K)",

"Luminosity (L/Lo)","Radius (R/Ro)"," Absolute_magnitude (Mv)", "Star_type"])
Stars_2 = pd.DataFrame(Stars.loc[(Stars["Star_type"] > 1) & (Stars["Star_type"] < 4) 1],

columns=["Temperature_(K)",

"Luminosity (L/Lo)","Radius (R/Ro)"," Absolute_magnitude (Mv)"," Star_type"])
Stars_3 = pd.DataFrame(Stars.loc[(Stars["Star_type"] >= 4) & (Stars["Star_type"] <= 5)],

columns=["Temperature_(K)",

"Luminosity (L/Lo)","Radius(R/Ro)"," Absolute_magnitude (Mv)"," Star_type"])

S_df = pd.DataFrame ( Stars ,

columns=["Temperature_(K)",

"Luminosity (L/Lo)","Radius(R/Ro)"," Absolute_magnitude (Mv)"])

#Create train and test sets

X_train, X_test, y_train, y_test = train_test_split(

Stars.iloc[:,0:4], Stars["Star_type"], random_state=0)

#Decision tree model

tree_model = DecisionTreeClassifier(criterion="entropy" ,random_state=1)

tree_model. fit (X_train[[ " Temperature_(K)"," Absolute_magnitude (Mv)"]], y_train)
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X_combined = np.vstack (( X_train[["Temperature_(K)"," Absolute_magnitude (Mv)"]],
X_test[["Temperature_(K)"," Absolute_magnitude (Mv)"]]))

y_combined = np.hstack ((y_train, y_test))

# St = {0:"Brown Dwarf",1:"Red Dwarf",2:" White Dwarf",
3:"Main_Sequence" ,4:" Supergiant" ,5:"Hypergiant"}

#y_c=1]

# for k in range(len(y_combined)):

# y_c.append(y_combined[k])

# for 1 in range(6):

# if y_clk]==1:

# y_cl[k]=St[1]

plot_decision_regions (X_combined,
y_combined ,

clf=tree_model)

plt.xlabel ("Temperature (K)")
plt.ylabel ("Absolute_Magnitude")
plt.legend (loc="upper_right")
plt.tight_layout ()

plt.title ("Decision_Tree")

plt.show ()

feature_names = ["Temperature_(K)","Luminosity (L/Lo)",
"Radius (R/Ro)" ," Absolute_magnitude (Mv)" ]
plt.figure(figsize=(11,7))
tree.plot_tree (tree_model , feature_names = feature_names,
filled=True, fontsize=8, rounded=True, impurity=True)
plt.title ("Decision_Tree",fontsize=16)

plt.show ()

# dt_pipe = make_pipeline(DecisionTreeClassifier(max_depth=2,

criterion="entropy" ,random_state=1))
# dt_pipe. fit(X_train, y_train)

# predict = dt_pipe.predict(X_test)

# scores = cross_val_score(estimator=dt_pipe ,
# X = X_train,
# y = y_train,

# cv=25,
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# pr
# pr

# pr

n_jobs=1)

int(’Misclassified samples Decision tree w S: %’ % (y_test != predict).sum())

int(’Accuracy Decision Tree: %.2f° % accuracy_score(y_test, predict))

int("Cross Validation Score",np.mean(scores))

mean_score =[]

tree_depth = np.linspace(l, 10,10)

for

plt.
plt.

plt.
plt.
plt.

i in range(1,11):

dt_pipe = make_pipeline(DecisionTreeClassifier (max_depth=i,
criterion="entropy" ,random_state=1))

dt_pipe. fit (X_train, y_train)

scores = cross_val_score(estimator=dt_pipe ,
X = X_train ,
y = y_train,
cv=25,
n_jobs=1)

mean_score . append (np.mean(scores ))

style.use("bmh")

plot(tree_depth ,mean_score,color="red’, marker="0’, linestyle="dashed’,
linewidth=2, markersize=8)

title ("Score_vs_tree_depth", fontsize=16)

xlabel ("Tree_depth",fontsize=12)

ylabel ("Score" ,fontsize=12)

B.2. Logistic regression

Listing B.2 — PYTHON script para el modelo de regresion logistica

import pandas as pd

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

import seaborn as sns

from
from
from

from

from

sklearn.linear_model import Perceptron
sklearn. model_selection import train_test_split
sklearn.preprocessing import StandardScaler

sklearn. metrics import accuracy_score

sklearn.linear_model import LogisticRegression
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Logistic Regression

Absolute Magnituds

-1 o 1 2 3 4
Emperature(K)

Figura B.2 — Region de Decision para Logistic Regression, Imagen generada por el siguiente cédigo

#Data set
Stars = pd.read_csv("stars.csv")
Stars_1 = pd.DataFrame(Stars.loc[Stars["Star _type"] <=1 ],

columns=["Temperature _(K)","Luminosity (L/Lo)",
"Radius (R/Ro)"," Absolute_magnitude (Mv)", "Star_type"])

Stars_2 = pd.DataFrame(Stars.loc[(Stars["Star_type"] > 1) & (Stars["Star_type"] < 4) ],
columns=["Temperature_(K)","Luminosity (L/Lo)",
"Radius (R/Ro)"," Absolute _magnitude (Mv)"," Star_type"])

Stars_3 = pd.DataFrame(Stars.loc[(Stars["Star_type"] >= 4) & (Stars["Star_type"] <= 5)],
columns=["Temperature _(K)","Luminosity (L/Lo)",

"Radius (R/Ro)"," Absolute_magnitude (Mv)"," Star_type"])

S_df = pd.DataFrame ( Stars ,
columns=["Temperature_(K)","Luminosity (L/Lo)",

"Radius (R/Ro)" ," Absolute_magnitude (Mv)"])

# St {0:"Brown Dwarf",1:"Red Dwarf",2:" White Dwarf",

3:"Main_Sequence" ,4:" Supergiant" ,5:"Hypergiant"}
# Cst = {0:"Brown",1:"Red",2:"Blue",3:"Black",4:"Violet",5:"Purple"}
# for k in range(6):
# plt.scatter(Stars.loc[Stars["Star type"]==k," Temperature (K)"],
Stars .loc[Stars["Star_type"]==k," Absolute_magnitude (Mv)"],
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c=Cst[k],cmap="rainbow ", marker="0",label=St[k])

# plt.legend(loc="upper right")

R

plt.xlabel ("Temperature (K)")

H

plt.ylabel ("Absolute magnitude (Mv)")

# plt.show()

#Create train and test sets

X _train, X_test, y_train, y_test = train_test_split(

Stars.iloc[:,0:4], Stars["Star_type"], random_state=0)

#Standard Scalling

sc = StandardScaler ()

sc. fit(X_train)

X_train_sc = sc.transform (X _train)

X_test_sc = sc.transform (X _test)

#Logistic regression

Ir = LogisticRegression (C=200, solver="1bfgs", multi_class="ovr")

Ir. fit(X_train_sc[:,[0,3]], y_train)

#Graph Coefficients vs Inverse Regularization Value

C = np.linspace (1, 200,10)

Crl = []

Cr2 = []

Cr3 = []

Crd = []

# for i in C:

# Irl = LogisticRegression(C=i, solver="Ibfgs", multi_class="ovr")
# Irl. fit(X_train_sc, y_train)

Crl.append(lrl.coef_[5,0])
Cr2.append(lrl.coef_[5,1])
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Cr3.append(lrl.coef_[5,2])
Cr4.append(lrl.coef_[5,3])

# plt.plot(C,Crl,c="Red", marker="0", label="Temperature")

# plt.plot(C,Cr2,c="Blue",marker="0",label="Luminosity ")

# plt.plot(C,Cr3,c="Black", marker="0",label="Radius")

# plt.plot(C,Cr4,c="0Orange", marker="0",label="Absolute Magnitude")
# plt.legend(loc="upper right")

# plt.title ("WC vs C for Hypergiant")

# plt.xlabel ("C")
# plt.ylabel ("Weight Coefficient")

# y_pred = Ilr.predict(X_test_sc)

# print(’Misclassified samples Logistic w S: %’ % (y_test != y_pred).sum())

# print(’Accuracy Logistic: %.2f" % accuracy_score(y_test, y_pred))

from sklearn.pipeline import make_pipeline
from sklearn.decomposition import PCA
from sklearn.model_selection import StratifiedKFold

from sklearn.model_selection import cross_val_score

pipe_Ilr = make_pipeline(StandardScaler (),
PCA(n_components=2),

LogisticRegression (C=200, solver="Ibfgs", multi_class="ovr"))

scores = cross_val_score(estimator=pipe_Ir,
X = X_train,
y = y_train ,
cv=25,
n_jobs=1)

print ("Cross_Validation_Score" ,np.mean(scores))

from mlxtend. plotting import plot_decision_regions

X_combined = np.vstack (( X_train_sc[:,[0,3]], X_test_sc[:,[0,3]1]))
y_combined = np.hstack ((y_train, y_test))

plot_decision_regions (X_combined,
y_combined ,

clf=Ir)
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plt.
plt.
.legend (loc="upper_right")

plt

plt.

plt.
.show ()

plt

xlabel ("Temperature (K)")
ylabel ("Absolute_Magnitude")

tight_layout ()

title ("Logistic_Regression")




Apéndice C

Derivacion de la radiacion de Hawking

C.1. Preliminares

La base de esta derivacion consiste en que el tensor de energia y momentum depende de los
campos de materia y, por consiguiente, si los campos no tienen masa, el tensor tendrd componentes

nulas. Esto haria que la ecuacion de campos quede de la siguiente manera

Donde la dnica solucién estdtica y sin carga es la solucién de Schwarzschild, la cual se repre-

senta mediante el elemento de linea

ds® = (1— r—:)czdtz —(1— %)_1dr2 —r2d6* — r*sin®(0)d ¢ (C.2)

Por otro lado, para poder modelar los campos en este espacio curvo; por campos nos referimos
a funciones escalares ([38]) que, al igual que en la teoria de campos clésica, dan lugar a potenciales
de interaccién como los potenciales de Yukawa; requerimos utilizar el principio de minima accién

de tal manera que la cantidad de accién de este sistema esté dada por la siguiente expresién !

IM4s que una cuestién de interpretacion, el hecho de que la forma de nuestra densidad lagrangiana sea tal que no
tenga masa en lugar de tener la forma % gV au(w)oy(y) — %mz y, es por propésitos de simplicidad, ya que, al usar ese
factor de masa obtendriamos una ecuacién de Helmholtz y nos extenderiamos mas resolviendo la ecuacién.

115
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Sl ), 6] = [ 3643wy (w)v=gd'x ©3)

Para obtener la ecuacion de campo a partir de esta expresion debemos minimizar la cantidad
de accidn y, por consiguiente, se debe variar el integrante siguiendo el principio de los desplaza-

mientos virtuales de manera andloga con los campos.

De aqui se obtiene que la ecuacion de campo es una ecuacion de onda en el espacio de Sch-
warzschild de acuerdo con el d’lambertiano transformado como se puede ver de manera detallada

en el apéndice D.

(8" v/—govy) =0 (C.4)

1%y 19 2, 1 9 d 1 92
(l—ﬁ)’l——w——— (1—5) 20¥ — == sin(@)—w —_——"’:0
2 9r | r2sin(0) 06 r2sin?(0) 0¢>
(C.5)
La ecuacidn es similar a la ecuacion de onda en coordenadas esféricas, solo que ahora tenemos
el factor (1 — %) lo cual hace que la parte radial sea mas complicada. Para encontrar una solucion,

aplicamos el método de separacion de variables, donde asumimos una solucién de la forma y =

R(r,t)Y(0,¢) y la introducimos en la ecuacion diferencial.

2 32 2
Isvo T 8R_li rs 28R 1 i ) 8_Y_ 1 8_Y_
=" %% ~xar |07 %, ~vsin@) 96 "™ %38 | " vei(e) 992~ °
(C.6)
Llevando los términos que dependen de 6 y ¢ al otro lado
2 32 2
PR 1O [ n 0K 1 [ ov] 1 9
=) Rz 3z "Rar {(1 750 | = vemiey 96 |*™ 938 | T vamziey a2 7

Finalmente, aplicando el método de separacion de variables con valor propio

—I(I+ 1) obtendriamos las siguientes ecuaciones
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282R a X 8R
(1—7) 1r2 22 or [(1 r Iy 281’] +I(I+1)R=0 (C.8)

Donde las soluciones de las ecuaciones C.9 y C.8 estarian dadas por las siguientes expresiones

Rt = X (1-2)" [ 2 [ai@)e @t 09 g @ ol 0= o

Y/"(6,0) = \/214;1 Ei;mi &9 P (cos 0) (C.11)

La solucioén de la ecuacion C.8 tiene su derivacion detallada en el apéndice E.

Ahora, vamos a multiplicar ambas soluciones y luego vamos a separar el integrante de tal
manera que haya una funcién con frecuencias positivas y una con frecuencias negativas, para asi

evitar integrar sobre todos los reales.

VP 0,6)= Y (1—5)”Y;"<9,¢> _i% [a'-li-l(w)e—ia)[t—%‘ln(l—’%)]_i_a;l(w)e—iw[w%ln(l—%)]

(C.12)
Separamos la integral como la suma de una integral en el intervalo (—oo,0] y otra integral en

[0, 20)

\C/iTm_n[a:lrl(w)e—iw[t—’jln(l—rf)]+am(w)e_im[’+?ln(l_?)]}
0 do

—o0 \/2TC

Realizamos la sustitucién @ = —® en la segunda integral para asi obtener

(C.13)
[ (@) ol =50 4 g (@)e ol (1-2)]
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+(w)e—iw[t—%ln(l—r75)] +a,jl(a))e_ia’[t+%ln<1_r75)]}

* dw [
— |d
0o V2m L™

* dw . ry e , " N (C.14)
+ ; \/T_n. [(J:lrl(—(l))elw[t_7ln(l_7)]—l—a;l(—(l))elw[t—i_?]n(]_7)]:|
Utilizando la propiedad E.29, tendriamos
00 d . rs rs . rs rs
A —;)—n' [arfl(a))e_’“’[’_ﬂ“(l—ﬂ] +a;l(a))e—’w[’+7ln(1—7)]]
° dw : s iy o N (C.15)
+ ) [a;,(w)elw[f—ﬂn(l—?)]+a;l(a))elw[f+7ln(l—7)]]
0 d ; Is Is 7 I's I's
A \/Tw_n- [a:lrl(w)e—zw[t—7ln(l—7)]_|_a;l<w)eza)[t—7ln(l—7)]}
(C.16)
oo d . rs rs . rs rs
+ A \/Tw_n. [a'—li-l(w)ela)[t—i-?ln(l—T)]_|_a;l(w)e—lw[l+?ln(l—7)]}
V=vy._+y, (C.17)

Donde

nl

nYlm<67¢) ® dw |:a;l(w>e—iw[t—%ln< —%)] _i_af(a))eiw[t—%ln(l—%)]}

(C.18)

s\ vm * do ot (1-1s _ ol m(1-
lll%(tvr’e’q)):n;()(l_r?) Yl (07(])) 0 E [a;fl(a))e [+Cl (1 ’)] +anl(w)e [+cl (1 r)]:|
(C.19)

C.2. Lasegunda cuantizacion y los espacios de Fock

El lector creeria que antes de pasar a una segunda cuantizacidén en un espacio curvo, deberia-
mos ensefar la segunda cuantizacién en un espacio de Minkowski?. No obstante, la manera en

la que estamos abordando el problema no requiere que tengamos conocimientos previos, ya que,

2El lector puede inspeccionar el capitulo 4 del libro “Introduction to Quantum Effects in Gravity” de [39] en caso
de que vea necesario indagar sobre la segunda cuantizacién en espacios planos



C.2 La segunda cuantizacion y los espacios de Fock 119

hasta el momento hemos resuelto las ecuaciones de campo, mediante técnicas para la solucién de

ecuaciones diferenciales parciales.

Retomando nuestras funciones Y, y y_,, estas requieren ser normalizadas de acuerdo con el
producto de Klein-Gordon 2.45. Con base en el producto, se encuentra que la constante de norma-

lizacién de nuestras funciones es 1/v/2@.

Una vez normalizadas nuestras funciones, podemos pensarnos sobre este proceso de segun-
da cuantizacion o, como veremos a continuacion, una cuantizacion en términos de operadores de
creacion y destruccion. No obstante, antes de promover nuestro campo escalar en términos de ope-

radores de creacion y destruccién, debemos pensar en el espacio donde estos operadores actdan.

Cuando tenemos un sistema de una particula en mecédnica cudntica, a esta particula le co-
rresponde un espacio vectorial abstracto llamado espacio de Hilbert. Este espacio contiene como
elementos todos los estados en los que esa particula puede estar. Por otro lado, de acuerdo con los
postulados de la mecénica cudntica, la informacion de esa particula estd contenida en un objeto
matemético llamado funcién de onda 3, la cual evoluciona segtin la ecuacién de Schrodinger.

dy(t,X)

Hy(t,%) = iﬁT (C.20)

Esta ecuacion no nos limita en el nimero de particulas que nuestro sistema pueda tener; de
hecho, nuestra funcién de onda puede contener la informacién de N particulas donde nuestro Ha-
miltoniano se convierte en una funcién con los operadores momentum y potencial de todas las

particulas, dando como resultado una ecuacién diferencial acoplada.

iﬁalp(t’fl""’fm

ﬁ‘P(t,fl,...,fN): P

(C.21)

Consecuentemente, a cada particula de nuestro sistema le corresponde su propio espacio de

Hilbert; eso implica que el espacio vectorial generado por ¥ es un producto de N espacios de

3Como vimos en el capitulo anterior las probabilidades nos ayudan a cuantificar la informacién de un sistema, por
lo tanto, no deja de tener la misma interpretacidn en sistemas cudnticos descritos por funciones de onda.
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Hilbert.

N
Fn= 00 M =R Ao (C22)
i=1

Como se puede ver, el espacio .%y tiene la misma analogia que nuestro espacio muestral €y
que usamos para la evolucién de un precio, puesto que este contiene los distintos estados en los
que nuestro sistema se puede encontrar o los distintos macroestados. En adicion, si existe un es-
pacio Q. tal que contenga todas las combinaciones para periodos de tiempo oo, entonces podemos
realizar una analogia que nos permite generar un espacio .%. que contenga todos los espacios
F1,F, ..., Fi, ..., FN. A ese espacio con todas las posibles combinaciones de particulas se le

denomina espacio de Fock.

Dentro de este espacio no es tan conveniente utilizar las bases ortogonales de los espacios
de Hilbert de cada particula, es decir, para la particula k su espacio .7; tiene como elementos
11)512),---, 1) ¥» por lo tanto, los kets de ese espacio de Fock serfan un producto entre los

estados de cada particula.

|i1,i2,...,iN>:|i1>1®|i2>2®...|iN>N (C.23)

En contraste, no es tan eficiente utilizar todos los kets de toda esa coleccion de espacios de
Hilbert, es por eso que si permutamos ese estado y contamos las n; veces que aparece un estado
i (es decir, que estamos mirando la ocupacién de un determinado estado), obtendriamos que ese
estado se permuté (n;)! veces mientras que el nimero total de permutaciones es N!. Esto se puede

representar si definimos un operador que realice todas las posibles permutaciones *.

VN! 1 o |
\/(m)!(nz)!...(nG)zm;P‘”"z’“w’N> (C.24)

La razén de los factores que multiplican la suma de las posibles permutaciones es debido a

S’i],iz,...,iN> =

que, como los kets asociados a cada particula son ortogonales, el estado generado por el espacio

“Los primeros capitulos de Advanced Quantum Mechanics de ([40]) desarrollan de manera formal las permutacio-
nes a partir de lo que se conoce como grupo de permutaciones. Por otro lado, no hicimos este proceso detalladamente,
puesto que no es objeto de estudio de nuestro trabajo
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de Fock debe ser ortogonal aun cuando apliquemos todas las permutaciones posibles.

Ya el lector se habra podido dar cuenta de que el factor /AL - N0 es mds que la raiz

\/(nl)!(nz)!...(nc).
cuadrada de la probabilidad termodindmica que habiamos introducido en el primer capitulo; eso
implica que representa todos los casos favorables en cuanto a las permutaciones posibles en nues-

tro espacio de N particulas.

Como S aplicado en ese producto de distintos estados mide la ocupacién, vamos a simbolizar

ese nuevo estado como

|n1,n2,...,ng>:S|i1,i2,...,iN) (C.25)

Donde cada n; representa el nimero de particulas en el estado i y al ser una ocupacién, entonces

debe seguir la siguiente relacién

N=Yn (C.26)

Todo este proceso nos ayudo a configurar un estado mas adecuado para nuestro espacio .Zy
que se puede generalizar a un espacio .%.. Ahora se suscita una pregunta referente al uso de los
operadores creacion y destruccion, ;qué implicaciones tienen estos operadores en el espacio de

Fock?

Para responder tal pregunta, primero generemos un espacio % el cual no contiene particulas,

es decir, que nuestro estado quedaria de la siguiente forma

0,0,...,0) = |0) (C.27)

Este estado se le denomina como estado de vacio, es el estado para un espacio de O particulas
y, ademas, representa el estado de menor energia (se le conoce como ground state). Por otro lado,
como queremos buscar la manera de pasar de un estado de O particulas a uno con més particulas,

entonces debemos construir tal mecanismo.
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Como habiamos dicho .Z., contiene todos los espacios .%;, entonces podemos construir una
funcién que nos permita transportarnos a cada uno de esos espacios; lo mismo ocurre con los es-
pacios vectoriales R", puesto que podemos utilizar una funcién que nos permite llevar elementos
de R™ a R". En este caso, la funcién realiza un proceso como es el de crear una particula en un

estado i y también el de destruir una particula en el estado i, asi como se muestra en la figura C.1.

Fy F,

Figura C.1 — Operador de creacidn actuando en un espacio de Fock de N particulas

De manera formal, esta funcién se describe de la siguiente forma.

(VFy N P C Fo) N(Ym,n €N, m>n) 3 (8" 1 P — Fn) A (4: Ty — F)  (C28)

Con base a lo anterior, vamos a establecer la siguiente relacion con los operadores de creacion

y destruccién actuando en un ket; ademads, utilizando las relaciones de completitud y ortogonalidad

([40D).

aj|...,n,~,...>:\/n,~+1|...,n,-+1,...> (C.29)
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aAi‘...,n,’,...>:\/ﬁ,"...,n,’—l,...> (C30)

No obstante, cuando n; = 0 ocurre un resultado que serd importante para calcular el espectro

de particulas.

di|...,nl~:0,...>=O (C31)

En palabras, esto implica que el operador de destruccion aniquila el espacio de Fock y lo reduce
a 0. Por otro lado, volviendo con el espacio de Fock de 0O particulas, de aqui en adelante podemos
construir un estado general para todo el espacio de Fock a partir del estado de vacio |0).
1 G

) = A1) (0 C.32
i, (m)!...<nN)!,~I_]1(“‘)|> (C.32)

No es evidente, pero estas relaciones y las de conmutacién que vamos a mostrar a continuacién
para estos operadores son propias de un sistema de particulas llamadas Bosones. Esto se debe a
que los bosones, al ser permutados, mantienen una simetria; sin embargo, con los Fermiones existe
una asimetria al ser permutados y, en contraste con el principio de exclusién de Pauli, no puede

haber una ocupacién mayor a 1 (n; < 1)°.
Volviendo a nuestros operadores, sus relaciones de conmutacion son las siguientes:

(d;,a;] =0, [a],a] =0, [a;,4]] = &; (C.33)

Realizando una inspeccidn en el proceso de destruir y crear una particula en un estado, se tiene

lo siguiente:

ala;]...ony. ) =mdl o= 1,0 =nglmg ) (C.34)

1

Es decir que aplicar los dos operadores da como resultado el mismo estado escalado por la

No seré necesario abarcar los operadores de creacién y destruccién con Fermiones debido a que la naturaleza de
esta radiacion viene del hecho que los osciladores representan Bosones, donde veremos més adelante que son fotones
los que se radian.
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ocupacién de ese estado. A esta relacién le denominamos operador nimero djdi =N, y al igual
que las relaciones establecidas con los nimeros de ocupacion, podemos establecer un operador

niimero total de particulas N = Z?:I N;.

Retomando el proceso de segunda cuantizacion, este va del hecho de que las cantidades me-
dibles deben tener un operador hermitico asignado. Puesto que nuestro lagrangiano contiene una
cantidad que al derivarse en el tiempo y en el espacio configura cantidades como momentum ca-
nénico mw(x") y energia elastica ¢ (x*), estas cantidades deben poder transformarse en operadores
y seguir unas relaciones de conmutacion. No obstante, vamos a proceder tal que los coeficientes
de expansién de nuestras funciones se promueven a operadores de creacion y destruccion para
asi convertir nuestro campo Y. En ese orden, cambiando la simbologia de nuestros coeficientes y

agregando el factor de normalizacion, tenemos nuestro campo escalar promovido a operador de

campo.
‘lAf:llA/e‘*’llA/% (C-35)

_ S\ om T Ao [ iof=Sin(1-5)] L j— oy o= (1-5)]

0o 0r0.0)= ¥ (1-2)"110.0) [ i @)e +hy(@)e ]

(C.36)

eltr0.0)=Y (1-2)

n>0

Y"(6,0) /0°° dw [i)+<w)eiw[1+%ln(lf%)] _}_l;;l(w)efiw[ﬂr%ln(lf%‘)]]
(C.37)
Ahora los coeficientes 132“1((1)) y @rfl(a)) representan los operadores de creacion y destruccion
respectivamente, con grados de libertad n, [ y @. En adicidén , en contraste con las propiedades de
los coeficientes, se optd por realizar este proceso debido a que estos coeficientes contienen las mis-

mas propiedades que los operadores de creacion y destruccion, es decir, que mds que un proceso

ad hoc, fue un proceso motivado por la naturaleza analoga de estos.

De aqui se proponen las siguientes relaciones de conmutacion entre los operadores.
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A A~ ~

(@), B ()] = 0, [B; (@), b, ()] =0, [b,

nl

(@),b},(0)] =0=yp8(w— ) (C.38)

La distribucién de Dirac aparece debido a que, a diferencia de los indices n y [, la frecuencia

o es una variable continua.

Por otro lado, como los operadores tienen asignado un estado de vacio, entonces nuestro ope-

rador b, (@) destruye el espacio de Fock de ese vacio.

b, (®)|05) =0 (C.39)

Para finalizar esta seccidn, vamos a proponer las siguientes sustituciones para los términos que

aparecen en los exponenciales.

u(r,r)=r+51n<1—5),v(z,r):z—ﬁln(1—5> (C.40)
C r

c r

Estas sustituciones generan un sistema de coordenadas, es decir, representan a un observador
alejado de un agujero negro. Este observador mide particulas entrando y saliendo del horizonte; no
obstante, su vacio no estd definido en r; y, por lo tanto, este vacio no es un vacio real ([39]). Por
otro lado, es de notar que la sustitucién hecha representa las coordenadas de Eddington-Finkelstein
en la vecindad del horizonte de eventos, lo cual es entendible, teniendo en cuenta que habiamos

solucionado la parte radial sobre ese punto singular.

C.3. Transformaciones de Bogolyubov y la distribucién de par-
ticulas

Al final de la seccién anterior nos encontramos con un problema de coordenadas, donde estas
coordenadas no son analiticas en el horizonte del agujero negro y no nos permiten describir nuestro

campo en ese punto del espacio.
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Esto nos motiva a generar un sistema de coordenadas donde nuestro campo sea analitico en ese
punto. Por eso, de acuerdo con las siguientes relaciones, podemos proponer otras coordenadas mas

adecuadas.

g MY (C.41)
2
c(u—v)
1-05 5% (C.42)

Esas exponenciales que aparecen estdn bien definidas cuando u — —oco y v — oo, por eso las

nuevas coordenadas que serdn analiticas en el horizonte estaran dadas por:

2 cu
U= (C.43)
C
2 —cu
v = _Ts 3 (C.44)
C

El lector se habra dado cuenta de que estas son las coordenadas de Kruskal y efectivamente son

las mismas coordenadas de Kruskal; sin embargo, para la sustitucién agregamos un factor que de

2ry

~* para que las coordenadas (U, V) no fueran adimensionales. Aunque, por otro lado, nos motiva-

mos por la manera en la ([39]) derivan el efecto Unruh donde constituyen unas sustituciones de la

misma forma para un observador en un marco acelerado con uno en un marco inercial.

Retomando el problema del vacio, puesto que nuestras coordenadas (u,v) no pueden establecer
un vacio sin puntos donde no sean analiticas, las coordenadas (U, V) si pueden configurar el vacio
que necesitamos 6. Con base en lo anterior, vamos a realizar la transformacién con nuestro operador

campo.

Este problema derivado de la eleccién de coordenadas, se debe a que si operamos nuestros operadores campo con
un ket cualquiera, al evaluarse en puntos singulares como el radio de Schwarzschild, no obtendriamos un resultado
definido y no habria manera de determinar cudntas particulas se describen por uno de esos osciladores.
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N rg\" * do T, ol i n U
Y (1,7,6,0) = Zo(l—f) (0.0) | (@) E M (o)
n>
(C.46)

Debido a que el proceso que vamos a realizar requiere que nuestra funcién tenga una forma

similar a las funciones que se van a comparar, debemos obtener exponenciales del tipo ¢/®Y. Pa-

ra lograrlo, tenemos que fijarnos en que si % ~ 1, entonces, utilizando las series de Taylor del
N

2rs

. . cU
logaritmo natural, obtendriamos que In 7~ U—=

y lo mismo con V. Esto da como resultado

. g\ " * do T, - a2 . - drg
Pe(er0.0)= Y (1-7)1"(0.0) | m[a:l(ww% ©F pay (@) o]
n>0
(C.48)

Las fases que aparecen ahi no van a afectar nuestro resultado; de hecho, en varias bibliografias

las omiten. Nosotros no las omitiremos porque no hay una pérdida de generalidad.

Por otro lado, volviendo al problema, el vacio que es observado por un observador en coorde-
nadas u,v no es el mismo que el de un observador en coordenadas U, V. En adicion, esto hace que
nosotros configuremos dos vacios que destruyen su propio espacio de Fock (como el que habiamos

establecido previamente)

b (0)]0g) =0, a (w)|0x) =0 (C.49)

Donde, al igual que los operadores 13;1((1)’ ) lA);“l(a)’ ), los operadores d (), @', () tienen las
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relaciones de conmutacion.

[d,(@), 4, (0)] =0, [a,(®), 4, (0)] =0, [a,(0),d,,(0)] = 0= Grd(®—a') (C50)

Como este problema del vacio es dependiente de las coordenadas a escoger, entonces esto
configura un problema de observacion de distintos espacios de Fock. Por lo tanto, esto motiva a
establecer una serie de transformaciones que traduzcan operadores de creacién y destruccion en
distintos marcos de referencia; a estas transformaciones se les denomina transformaciones de Bo-

golyubov 7.

Para proceder, vamos a considerar que ambos observadores tienen su operador campo en el
mismo estado [/ y n (evidentemente, desde aqui vamos a omitir la suma sobre n y los armoénicos
esféricos) y lo unico que discrepa es la frecuencia observada. Con base en lo anterior, las trans-

formaciones de Bogolyubov de nuestros operadores d (@), @', (®) a operadores b, (@'), b, (')

estan definidas como 8
b (a) = /OW (a(0, )a;(®) — B(o, 0)at(0)) do C51)
b (a) = /0 (0, @)k (0) - B (), 0)d(0) do (C.52)

Para no extendernos demasiado, vamos a sustituir la transformacion de los coeficientes en la

expresion para las ondas entrantes y reemplazando © — @', asi obtenemos.

oo da)/

J t7,97 = s
Ve (t,1,0,9) o Vano

{/Ow (OC*((D/, w>d$(w) — B*(a)/, a))&;l(w)) dw} eiw/”
) (C.53)
{/0 (a(0, )d,(0) — B0, 0)a)(»)) dco} ol

7"Estas transformaciones son un recurso para diagonalizar Hamiltonianos, descritos por unos operadores de crea-
cién y destruccidn, en términos de otros operadores de creaccion y destruccion.

8Bibliografl’as como [39], [23], entre otras, suelen poner las frecuencias como indices, sin embargo, consideramos
que esto puede generar confusiones y por eso las tratamos como cualquier variable continua, dando a entender que los
coeficientes son funciones
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Ve (1,1,6,0) = /Omdwd,j,(a))[ - jf% (0 (0, ) - ﬁ(w,,mgiw/u)]

+/O°°da) a (o) { Om\/% <a(a)’,a))e"“"”—ﬁ*(a)’,a))ei“"”)l

(C.54)

Como se puede inferir, el campo es el mismo para ambos observadores; por lo tanto, podemos

hacer una equivalencia de la siguiente manera:

{ee]
2r5

[A-I—(a))eia)Ue— _|_a ( ) —ioU za)zrs] _

\/_

4r
/ dw &rfl(w) [ ” \/Cf% < o (@, a))eiw’u _ﬂ(wl’w)eiw/u)l (C.55)

+ [ a0 a0 [T (a0 @ p0 @)

Ahora podemos aplicar el proceso de comparacion de coeficientes; ademads, puesto que solo se

distinguen por un conjugado, entonces podemos comparar cualquiera de los dos coeficientes.

En ese orden de ideas, para la comparacion escogemos solo las expresiones que estdn multipli-

cadas por el operador de destruccion y asi obtener la siguiente ecuacion.

1 —ioU iw%s / do' < ’ —io'u PN iw’u)
— e ¢ = oW ,m)e —B w,0)e C.56
Vo 0 Vo ( ) ( ) (€.56)

De aqui podemos obtener las siguientes expresiones para los coeficientes o y 8

1 2r 2 rr ,2r

/ “'s o ln( ) T SF s C.57

(o', 0) = 2T ¢ a)e ( c) (€57)
12 1 2rg rrs 2

ﬁ(a)/7w> 27[ rs - ela) 2 ln(lea))e_ﬂw TF (lwlﬁ) (C.58)
C C

Finalmente, ambos coeficientes estdn relacionados de la siguiente manera:

/Ty

<|B(0', o) (C.59)

|OC(COI,CO)|2 — e47m)

Con las expresiones de ambos coeficientes podemos volver a ese problema de observacion,
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puesto que, como habias dicho anteriormente, el observador en coordenadas (#,v) mide un espectro
de particulas. No obstante, ya que su vacio no estd definido en el horizonte, entonces no podemos
extraer informacion en ese punto. Con base en eso, entonces tenemos que observar ese espectro
a partir del vacio en coordenadas (U,V), para eso vamos a tomar el valor esperado del operador

nimero en (u,v) con respecto al vacio |Og).

(0k| %y ()b (@) |0k) = (N (")) (C.60)

Evidentemente, los operadores bt b~ no pueden actuar directamente con los kets |Og); por lo

tanto, vamos a utilizar la expansion por transformaciones de Bogolyubov.

(N(@')) = (0| (/Ow (0 (0, w)a} (o) _B*(w/7w)d&(w))dw)

oo (C.61)
< /0 (a0, Q)a,(Q) - ﬁ(w’,g)a;,(g))dg) 10k)
Expandiendo los términos y utilizando las relaciones de conmutacién, obtenemos
(N(o")) =/ B(o,0)|* do (C.62)
0

Podemos calcular directamente la integral, no obstante, esta va a diverger y no obtendriamos un
resultado del cual podamos extraer informacion. En este orden, tomaremos la relacién de conmu-

tacién [b(w),b ()] = §(w — ') y utilizaremos la expansién por coeficientes de Bogolyubov,

donde obtendremos

/Ooo (a(o',0)a" (0", 0) - B(o, 0)* (0", 0)) do = §(o' — ") (C.63)

Teniendo en cuenta que ®' = ®”, se tiene

/000 (\a(aﬂ,w)\z— \B(a)’,w)\z) do = §(0) (C.64)

Utilizando la relacion C.59

/ <e47ra)’%
0

B(o' o) - |[3(a)’,a))|2> do = 8(0) (C.65)
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Despejando para 3, concluimos que el valor esperado del nimero de particulas estd dado por

®(@)) = ——r——5(0) (C.66)

AT
El factor 6(0) aparece debido a que todo este proceso lo hicimos sobre todo el espacio de fre-
cuencias, lo que implica que ese valor esperado diverge para intervalos de tiempo infinitos ([39]).

De acuerdo con lo anterior, podemos ignorarla si interpretamos la exponencial como una ocupacién

por unidad de tiempo o una distribucién [41].

p((g’) e — (C.67)



Apéndice D
Derivacion ecuacion de campo

Con base a la siguiente expresion y teniendo en cuenta que la raiz cuadrada del determinante

de la métrica no depende del campo y sus derivadas

I(Z(y,uy))
Iy

(L (y,0
syv=e+ 2 55, et o)

S (x#),84"] = [ o

Para encontrar la ecuacién de campo, vamos a realizar una sustitucion utilizando la regla del

producto en el segundo término.

(L (Y, uy)) — _ (L (Y, ) — (L (Y, uy)) —
a“( 9(Iuy) \/_gﬁlll)—a“< I(uv) \/_g>51H EIERT \/_g‘s((iﬂ;)

Despejando %W‘/ —g6(duVy) y sustituyendo en la expresién anterior obtendriamos

(L (Y, 9uVy))
Iy

(L (Y, duy))
v=asy =0, (DGR =5 ) 5y

d(Z(y,d

S (x).6 = [

(D.3)

132
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Agrupando los términos con Sy y distribuyendo la integral

(L (y,duy))
oy

o (o

[ aﬂ( w,aww—) W) "

d(uy)

oSty (). = / [ (D.4)

Si expandimos la segunda integral como la suma de las derivadas parciales respecto a x* y

teniendo en cuenta que d*x = dx’dx'dx*dx?, obtendriamos

/a“( (v, L;l//))\/—aw)aAX_

(g ) o (553 )

(D.5)

(55 ()

Donde si evaluamos cada integral de tal manera que seguimos el teorema fundamental de célcu-
lo, cada expresion se evalia en las fronteras del sistema y de acuerdo con el hecho de que la

variacion del campo en los extremos es nula, tendriamos que

oy (ti,ri, 0, 0;) = Sy(ty,rr,0r,¢07) =0 (D.6)

/au( (v, ‘;"’))\/_51;/) d*x=0 (D.7)

Finalmente, solo nos quedaria la siguiente integral y como el problema consiste de minimizar

la accidn, eso implica que la variacidén de la cantidad de accidn del sistema debe de ser igual a O
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(L (V,0uV))
dy

V—g— (%’%‘Wﬁ)} Syd*x=0 (D.8)

sty = | |

Como sabemos que VxH € (x4 ,xjf ) 8y # 0, entonces para que la integral sea nula, la expresion
que esta dentro de los paréntesis debe ser equivalente a 0, dando como resultado la ecuacion de

movimiento para una densidad lagrangiana en general dentro de un espacio curvo.

(L (y,duy)) (L (W, uv)
dy d(Iuy)

Ahora podemos proceder reemplazando la expresion para nuestro campo

V—¢—0 ( \/?g) =0 (D.9)

2 (58" 9u(w)ov(y))
Iy

9(38"¥ 9u(¥)dy(y))
e’y

Como se puede ver la densidad lagrangiana no depende del campo, solo de sus derivadas par-

Fg—aﬂ( Fg) —0  (®.10)

ciales, dando como resultado

3, (220w
SICAT)

Para hacer todo més explicito, vamos a expandir el lagrangiano y ademds consideraremos el

\/—_g) =0 (D.11)

hecho de que la métrica solo tiene componentes diagonales no nulas.

00 2,11 2,22 21,33 2
()
Para cada derivada respecto a d(dyy,) se tiene que %(—aw)) = 28! 9;y, dando como resul-
tado
Iu([28%8) doy +2¢" 81" 91y + 2672 8L y + 26784 9]/ —g) =0 (D.13)

Reduciendo la sumatoria

Au(g" 81y ~5) = 0 (D.14)
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(8" Auyy/=g) =0 (D.15)

Para que la férmula pueda aplicarse con métricas sin componentes nulas en su, haremos que

los dos indices de la métrica sean diferentes y asi obtendremos la ecuacioén de campo.

u(g"Vv/—gdvy) =0 (D.16)



Apéndice E

Solucion parte temporal y radial

)rza—R} +I(I+1R=0 (E.1)

( E) rox_og9
S 2or2 or r’ or

_1r292R 0 |:(1_ﬁ

El motivante de esta solucién viene del hecho de que la segunda cuantizacidn requiere que
expandamos el campo mediante modos de oscilaciéon. En ese orden de ideas, vamos a definir la
funcion R(t,r) como la transformada de Fourier inversa de una funcién en el dominio de frecuen-

cias.

Mediante las siguientes sustituciones

1 « —iot
Rt,r) = <= / Lo do (E.2)
82R<tvr)_ —1 ) —iot
7 = g ) @ s(@nedo (E.3)

La ecuacion diferencial quedaria de la siguiente forma

2 (o] (oo}
Crsqrm —1 2 iy 9, sy 00 1 / —iot
(1 r) 2 an _wa) (w,r)e " do 3, {(l r)r o o _mé'(a),r)e dw

Simplificando la expresion

136
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\/Lz_ﬂ /_:e"wf (—( - %)lngg(a),r) - % {(1 - %)ﬁ@} +1(1+ l)C(w,r)) dow=0

(E.5)
Para que la integral sea equivalente a 0, entonces la expresion entre paréntesis debe de ser igual

a 0, dando como resultado una ecuacidn diferencial que solo depende de la distancia radial.

r or

) [(l_rs)rzag(w,r)}%wz P2

ar 2 1_%—1(1+1)}C(w7r):0 (E.6)

or

La presente ecuacion diferencial no posee una solucién analitica, de hecho, no hay bibliogra-
fias que hayan resuelto la ecuacion debido a que en varias de estas, donde se deriva la radiacion
de Hawking, no se requiere solucionar la ecuacion en estas coordenadas. Sin embargo, en nuestro
caso, trataremos de solucionar la ecuaciéon mediante una expansion en series de potencias porque

se encontro un resultado que no se ha visto en varias bibliografias.

Antes de proceder con la solucidn, es de apreciar que la naturaleza de esta ecuacién es similar

a la ecuacién hipergeométrica' y la ecuacién P de Riemman([42].

La ecuacion hipergeométrica tiene la forma de

d’u du
Z(l—z)d—Z2 (c—(a+b+1)z)d—z—abu20 (E.7)
Una caracteristica de la expansion en series de esta ecuacion es la no posibilidad de encontrar

una férmula para los coeficientes del polinomio, donde lo mismo ocurre con la ecuacion a resolver.

Aunque la ecuacion obtenida es similar a la ecuacién hipergeométrica, la solucién no se pue-
de dar en términos de la funcién hipergeométrica de Gauss. A pesar de eso, encontramos que la
ecuacion pertenece a una clase més general de la ecuacion hipergeométrica y la ecuacién P de

Riemman, donde el caso mds general se denominé ecuacion diferencial de Mathieu [42].

!Esta ecuacién fue presentada por Gauss



Solucién parte temporal y radial 138

En 1868 Mathieu vincul6 la ecuacidon diferencial de una membrana eliptica con su ecuacién[42],
de hecho, a sus soluciones se les atribuye como funciones asociadas con el cilindro eliptico. En
contraste con nuestro problema, la ecuacion de donde surgen esta clase de funciones, es la ecuacion

de onda en dos dimensiones

C—lz% =V (E.8)
Cuando Mathieu consideré la funcién V = u(x,y)cos (pt + @) y utilizé coordenadas elipticas
de la forma x + iy = hcosh (€ 4 in), donde obtuvo dos ecuaciones del tipo
d*u
) + (a+16gcos2z)u=0 (E.9)
Dentro de nuestra investigacion para solucionar la ecuacién de tal manera que fuera conveniente
para estudiantes de pregrado, se pudo averiguar que la forma de solucionar la ecuacién deberia
ser similar a la solucion de la ecuacion de Mathieu en forma de Lindemann cuando se realiza la
sustitucion & = cos? z[42].

d’u du

4&(1—5)@—#2(1—26)(1&—|—(a—l6q+32q§)u:O (E.10)

Como la ecuacioén tiene singularidades en 0 y 1, entonces podemos proponer soluciones del

tipo

Yoo = Y an&", yor = &3 Y bp&"

n>0 n>0

vio= Y d,(1-&), yii=(1-8)2 Y b,(1-&)"

n>0 n>0

(E.11)

Para que nuestra ecuacion diferencial tenga una similitud con la ecuacién de Mathieu, vamos a

realizar la sustituciéon z = 1 — %, donde obtendriamos

dz d [ ,0z9¢ > r?

— —— ———I(l+1 =0 E.12

8r8z{zr3r8z My Uhje (512
Sustituyendo las expresiones % = :—; yr= lr—fz la ecuacién quedaria en términos de z de la

2Una derivacién més explicita de esta ecuacion se obtiene en A course of modern analysis por Whittaker
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siguiente forma

(z—1) a—|:%:|+|: % 1(z+1)]§:0 (E.13)
2(z—1) az{gi]% S —1(1+1)z (z—l)z]Czo (E.14)

Ahora que obtuvimos una expresion similar con puntos regulares en z =0y z = 1, asumiremos
una solucién de la forma §(®,z) = z*Y,,>0a,2". Es decir que solucionarfamos la ecuacién en 0y
esto se debe a que encontramos que para z = 1 la funcién §(®,z) = 0, esto se puede interpretar de

tal manera que a r — oo la parte radial llega a ser nula.

Ademads, al elegir z = 0 esto se traduce a que r = r, lo que haria que la solucién se dé sobre
el radio de Schwarzschild y podamos entender la 16gica del fendmeno de radiaciéon de Hawking.
Esto se debe a que la derivacion consiste de comparar las soluciones de le ecuacion de campo al
infinito con las soluciones sobre la vecindad del horizonte de eventos, por eso solucionamos sobre

ese punto.

Por otro lado, la razon por la cual no asumimos un valor arbitrario para ¢, como con la so-
lucién de la ecuacidon de Mathieu, se debe a que no tenemos criterios para determinar tal valor.
Independientemente de eso, mediante la solucién por polinomios vamos a determinar ese valor.

Sustituyendo la solucion propuesta y expandiendo unos términos

a n
WP =42+ 62 —4z+1) (9 [Zan n+a)z +a]

n>0

(E.15)
—rzzanz l—l—l)(z —2z+1) Zanzn+a+1 0
n>0 n>0
(z4_4z3—|—6z2_4z+1) Zan(n+a)zzn+a Zanz l+1)(z —2z+1) Zanzn+a+1 0
n>0 n>0 n>0

(E.16)
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Distribuyendo la sumatoria

Y an(n+ @)’ =Y day(n+ )’ T4+ Y 6an(n+a)? T =Y day(n+ o) T

n>0 n>0 n>0 n>0
+ Z an(n+a)2z”+a— Zanl(l+ I)Zn+a+3+ Z 2anl(l+1)z”+a+2— Zanl(l+ I)Zn+a+1
n>0 n>0 n>0 n>0

®* 5 +
o
+ 2 L and =0

n>0

(E.17)

Agrupamos términos con exponentes iguales y reindexando de tal manera que cada sumatoria

tenga la expresion z"7%. Luego, expandemos unos términos de las sumatorias para que todas ini-

cien con el mismo valor.

2.2

g[an ((n+a)2+%> — a1 (An—1+a)? +1(1+1)) +ay_ (6(n—2+a)* +21(1+1))

—an—3 ( 4(n—3+a)? +I(I+1)) +ay4 ((n—4+(x)2)]z"+°‘

2.2 2.2
°r w°r
+ao< > )z +a ( a+1)2+—25)z“+1+a2 ((a+2)2+—zs)z°‘+2
C C C

+a3 ((a+3)2+ 22 >z B _ag(da? +1(1+1)2% —a 4o+ 1)2+1(1+1))%2

—ay(4(a+2)> +1(14+1)2%3 +ag(6a® +21(1+1)2% 2 + a1 (6(a + 1)> 4+ 21(1 +1))z* 3

—ap(402+1(14+1)z2*3 =0
(E.18)

A partir de la ecuacién anterior, obtenemos cinco ecuaciones comparando los coeficientes del

otro lado de la ecuacidn.
2.2
w
a0 (a%—f) ~0 (E.19)
c

(02}"2
ap ((a+1)2+ CZS) —ap (402 +1(1+1)) =0 (E.20)
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w*r?
a ((a+2)2+ c;) —ay (4o + 12 +1(1+1)) +ag (60 +21(1+1)) =0 (E.21)
L3Ry O (40422 +1(1+1)
“ ((a Fta >_a2 (@+2) ) (E.22)
+ap (6(a+1)>+20(I+1)) —ap (4a*> +1(I+1)) =0
2
((n—i—a ) an—1 (4(n—1+a)? +1(1+1))
(E.23)

+a,2 (6(n—24a)* +21(I+1)) —ay_3 (4(n -3+ a)* +1(I+1))
+an—4((n—4+ 06)2) =0

De la primera ecuacioén tenemos como opcidn hacer que ag = 0, sin embargo, esto haria que

la solucidn sea trivial y evidentemente no queremos soluciones triviales. Consecuentemente, la

2.2
., P . w-r, z
opcién mds conveniente es hacer que a® + —2+ = 0, de aqui obtenemos un resultado bastante

interesante

or;
C

o=+ (E.24)

De aqui podemos inferir que existen dos soluciones para la parte radial y como consecuencia

toman forma de un oscilador, como veremos mas adelante.

Antes de seguir con el andlisis debido a las dos soluciones, vamos a darle un vistazo a los coefi-
cientes a, que tendrian relevancia més adelante. Donde calculando los primeros tres coeficientes,

tendriamos

2.2
I(141)—42p

E.25
1+i2% (£:25)

ar =aq

ar (401 228) +1(1+1) 428 ) —ao (2(1+1) - 627 )
4+ 400

a (E.26)
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MAEDY) HI(1+1) 425 6(1+295) 121 +1)—6%E  [(I+1)—428

B =@ 9+i6% —a 9+ i6% +ao 9+ 6%
(E.27)

No expandimos los coeficientes para ponerlos en términos de ag, puesto que haria que la ex-

presion sea tan extensa. Independientemente de eso, se infiri que los coeficientes son polinomios

2.2
del tipo a, (@) = Py (l(l +1)—42p > , adicionando el subindice [ por la dependencia de ese pa-
rdmetro. Ademds, no seguimos calculando mds términos, puesto que no se puede encontrar una
expresion para cada término por lo que se habia establecido sobre las funciones hipergeométricas

y de Mathieus.

Por otro lado, los coeficientes también tienen dos expresiones distintas de tal manera que, si

J’_
nl

Wrg

simbolizamos a 5

(@) y a;(®) como coeficientes de las soluciones de ©= y —®* respectivamente,
entonces podemos relacionarlas por el complejo conjugado debido que Vn € N, affl (w) € C, dando
como resultado la siguiente relacién

(af ()" =a,() (E.28)

nl

Otra propiedad que se puede inferir, es cuando introducimos —® en cualquiera de los dos

coeficientes

ai(-0)=a,(o) (E.29)

Ahora vamos a expresar la solucién §(®,r) en términos de nuestras dos soluciones recordando

T
quez=1-—73

{(w.r)=Y [a;l(w) (1 _ E)"*"w”” +a (o) (1 _ E)”"’ﬂ (E.30)

=0 r r
Expresando la parte imaginaria como una exponencial compleja y factorizando el término de

orden n, obtendriamos
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Clon=Y (1- E)" (@) 1=2) 4 g () (13 | (E31)

n>0 r
Para finalizar, ahora aplicamos la transformada de Fourier inversa para volver con nuestra fun-
cién R(z,r) y, ademds, mostraremos la grafica de las funciones §(w, r) sin sus exponenciales com-

plejas, solo el polinomio expandido hasta 500 iteraciones.

R(1.7) > dw o0t Z <1 B E)" [a+(w)ei%1n(1—’7s) +a;l(w)e—i%1n(1—’g)} (E.32)

- e /zn nZO 7 nl

R(t,r) = gb(l—r—rsy _Z%[a;(m)e—iw[f—?‘“( “ay(@)e el (=Dl @33

M=2,w=10,n="7500 — Im(Ra(r))
— Im(P(r))

— Re(Ro(r))&Re(Byr))
1.0 -
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E o00-
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-0.5
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Figura E.1 — Soluciones de la expansion por polinomios para la parte radial sin sus exponentes com-
plejas



	Agradecimientos
	Contenidos
	Índice de Figuras
	Índice de Tablas
	1 Introducción
	1.1 Marco teórico y planteamiento del problema
	1.1.1 Las concepciones de la entropía del siglo XIX dentro enseñanza de la termodinámica en el siglo XXI

	1.2 Planteamiento de la pregunta y objetivos de la investigación
	1.2.1 Pregunta de investigación
	1.2.2 Objetivos de la investigación

	1.3 Metodología

	2 La transición de la entropía de Clausius, Boltzmann y Planck a la entropía de Shanon, Bekenstein y Hawking
	2.1 El segundo principio de la teoría mecánica del calor de Clausius
	2.2 Boltzmann y el modelo mecánico estadístico de la teoría mecánica del calor
	2.3 La irreversibilidad de los procesos y el segundo principio de la mecánica del calor por Max Planck
	2.4 Un nuevo ecosistema intelectual: La teoría en telecomunicaciones de Claude Shannon
	2.5 El segundo principio generalizado de Jacob Bekenstein y Stephen Hawkings

	3 La reversibilidad e irreversibilidad de los procesos y la información inaccesible
	3.1 Las cantidades macroscópicas y las distribuciones
	3.2 La toma de medidas y la información en los sistemas

	4 Evaporación e información no accesible en un agujero negro
	4.1 La evaporación de los agujeros negros
	4.2 Entropía de un agujero negro de Schwarzschild
	4.3 Introducción al problema de la información en los agujeros negros

	5 Diseño de una propuesta didáctica para la enseñanza de la entropía y su relación con la información
	5.1 Visión general
	5.2 Objetivos de enseñanza y de aprendizaje
	5.2.1 Objetivos de Enseñanza
	5.2.2 Objetivos de Aprendizaje
	5.2.3 Contenidos a enseñar
	5.2.4 Secuencia de enseñanza
	5.2.5 Actividad 1
	5.2.6 Actividad 2
	5.2.7 Actividad 3


	6 Conclusiones y análisis
	6.1 Reflexiones sobre la variación conceptual de la entropía
	6.2 Reflexiones sobre la secuencia didáctica
	6.3 Conclusiones finales

	A Propuesta de actividades para la enseñanza de la entropía y su relación con la informaciónn
	A.1 Actividad 1: Análisis entropia y probabilidad
	A.2 Actividad 2: Entropía y perdida de información
	A.2.1 Procedimiento:

	A.3 Actividad 3: Entropia en modelos de clasificación estelar
	A.3.1 Objetivos de enseñanza:
	A.3.2 Objetivos de aprendizaje:
	A.3.3 Procedimiento:


	B Códigos Python para los modelos de clasificación estelar
	B.1 Decision tree
	B.2 Logistic regression

	C Derivación de la radiación de Hawking
	C.1 Preliminares
	C.2 La segunda cuantización y los espacios de Fock
	C.3 Transformaciones de Bogolyubov y la distribución de partículas

	D Derivación ecuación de campo
	E Solución parte temporal y radial

