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1. Preliminares

1.1 Introduccion

Las tareas son una herramienta esencial en los procesos de ensefianza y aprendizaje,
desempenando un papel fundamental entre el profesor y el estudiante sin importar el area de
conocimiento en que se desarrollen. En matematicas, las tareas adquieren una relevancia aun
mayor, ya que son un vehiculo que facilita la comprension de conceptos complejos y abstractos.
En este sentido, como docentes, es crucial entender no solo qué es una tarea en matematicas, sino
también como disefarla de manera efectiva para potenciar el aprendizaje.

Este trabajo de grado propone una serie de tareas para la ensefianza y el aprendizaje de
las secciones conicas integrando la historia de este objeto matematico. A través de este enfoque
historico, se busca no solo ensefiar los conceptos, sino también conectar al estudiante con el
proceso historico y la evolucion del objeto matematico.

El trabajo esta estructurado en cinco capitulos que guiardn al lector a través de la
propuesta. En el primer capitulo, se justifica la importancia de las secciones conicas, el disefio de
tareas y el uso de la historia en el aula, ademas, se exponen los objetivos del trabajo.

En el segundo capitulo, se presenta el marco tedrico, que incluye un sucinto recorrido
historico desde el descubrimiento de las secciones conicas hasta su tratamiento algebraico. En
este capitulo, se identifican cinco formas de construccion de las secciones conicas: como cortes
del cono desde las perspectivas de Apolonio y Menecmo, como lugar geométrico, como
resultado del trabajo con envolventes y como resultado del trabajo con angulos corneados o
curvilineos. Ademas, se describen algunos elementos didacticos que sustentan la propuesta,
resaltando la creacion de tareas y el objeto matematico dentro del marco curricular escolar, asi

como la relevancia de la historia de las matematicas en el aula.
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En el tercer capitulo, se presenta la metodologia utilizada para el desarrollo del trabajo de
grado, especificando tres fases: la primera corresponde a la revision documental, en la que se
describe como fue y qué se tuvo en cuenta la recoleccion del material que sustenta el trabajo de
grado; la segunda fase es el disefio de tareas, en la que se tiene en cuenta la propuesta de Gomez
et al. (2018) y en la ultima fase se describen aspectos relacionados con la implementacion y
andlisis de las tareas.

En el cuarto capitulo, se presenta un analisis de las tareas implementadas y los resultados
obtenidos, evaluando su efectividad e impacto a la luz de los objetivos planteados en la fase de
disefio. Finalmente, en el capitulo de conclusiones, se reflexiona sobre el trabajo realizado, se
contrastan los resultados con los objetivos establecidos y se plantean sugerencias para futuras

investigaciones.
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1.2 Justificacion

A lo largo de nuestra formacién como educadores matematicos, se nos ha inculcado la
importancia del disefio de tareas en el marco de los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas escolares, de tal forma que se lleven a cabo de forma constructiva. De esta manera
se reconoce el rol del profesor con respecto a la creacion de tareas que favorezcan la
construccion de conocimiento teniendo en cuenta que en los Lineamientos Curriculares de
Matematicas (Ministerio de Educacion Nacional [MEN], 1998) se promueve una serie de
principios fundamentales que los estudiantes deben desarrollar con las actividades matematicas
que propone el profesor, ya que este tltimo es “quien debera crear situaciones problematicas que
permitan al alumno explorar problemas, construir estructuras, plantear preguntas y reflexionar
sobre modelos; estimular representaciones informales y multiples, al mismo tiempo, propiciar
gradualmente la adquisicion de niveles superiores de formalizacion y abstraccion.” (p.13).

El disefio de tareas, entonces, no debe ser un proceso aislado, sino que debe tomar en
cuenta tanto un diagnostico previo de los estudiantes junto con los principios fundamentales que
guian el aprendizaje matematico. Este enfoque se alinea con la idea de que las matematicas no
son solo un conjunto de técnicas a aplicar, sino un campo donde los estudiantes deben ser activos
en la construccion de su conocimiento.

Por otra parte, de acuerdo con los Derechos Basicos de Aprendizaje de Matematicas
[DBA] (MEN, 2016), las secciones conicas son objetos matematicos que pueden construirse y
estudiarse en grado décimo, debido a que en este grado los estudiantes “exploran y describen
propiedades de los lugares geométricos y de sus transformaciones a partir de diferentes
representaciones” (p. 76) y, adicionalmente, en las evidencias del DBA citado hacen referencia a

las secciones conicas como lugar geométrico. En esta linea, los estudiantes deberian comprender
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y utilizar las expresiones candnicas de las conicas, de igual manera, proponer rangos de variacion
para obtener graficas, ademads de representar lugares geométricos a partir de su expresion
algebraica.

En particular, es de interés en este trabajo abordar las secciones conicas (parabola,
hipérbola y elipse) para el disefio de una secuencia de tareas que esté mediada por el contexto
historico de dichas secciones (esto es, que las tareas incorporen asuntos como: diferentes
notaciones, problemas historicos, formas de definir las secciones en diferentes épocas, entre
otros), con el fin de que puedan ser implementadas con estudiantes de grado décimo, de forma
que les permita el fortalecimiento de la resolucion de problemas en distintos contextos
relacionados con las secciones conicas en el marco de lo sefialado en los documentos curriculares
nacionales.

Para los grados décimo y undécimo de la educacion media se fortalece el pensamiento
espacial desde la Geometria Analitica, esto de acuerdo con los Estandares Bésicos de
Competencias Matematicas [EBCM] (MEN, 2006). Sin embargo, esto no se cumple en el aula
segun Fernandez (2017), ya que como ¢l lo plantea,

Aunque se reconoce que los métodos de la Geometria Analitica son, aspectos claves en la

enseflanza y aprendizaje de las matematicas en distintos niveles de escolaridad,

desafortunadamente, en el curriculo colombiano su ensefianza sigue siendo marginal
como consecuencia del poco espacio que se brinda a la ensefianza de la geometria y al
exagerado tratamiento algebraico de las ecuaciones de segundo grado que representan las
conicas. Estas circunstancias se traducen en la pérdida gradual del conocimiento de las

propiedades intrinsecas de las conicas. (p. 27)



14

En consecuencia, con este trabajo de grado se pretende utilizar elementos de la historia de
las matematicas para el disefio de tareas y el aprendizaje de las secciones conicas, teniendo en
cuenta la historia como un recurso didactico (Palenzuela, 2016). Como sefala Palenzuela (2016)
citando a Nolla (2001):

Los conceptos y las ideas matematicas que se tratan [...] son presentados a los alumnos

de una forma cerrada y acabada. Se olvida que han surgido después de un largo proceso

de gestacion, en las que las intuiciones més fecundas con otras estériles han configurado
sus presentaciones sucesivas. A lo largo de la historia, estas ideas han sido generadas por

diversos tipos de problemas practicos o tedricos, pertenecientes a la propia matematica o

a otras disciplinas. El conocimiento de estos problemas, y el estudio de la evolucion de su

tratamiento y de los nuevos problemas que han generado, proporciona los fundamentos

para la comprension de las ideas y conceptos que de ellos han resultado. (p. 1)

Frente a este contexto, esta monografia propone el disefio de una secuencia de tareas que
utilicen la historia de las matematicas como recurso didactico. Segun Palenzuela (2016), la
incorporacion de elementos historicos en la ensefianza permite restablecer el estatus de las
matematicas como una actividad cultural y humana, alejandola de la vision tradicional basada en
la memorizacion y la aplicacion mecanica de algoritmos. Ademads, Nolla (2001), citado en
Palenzuela (2016) argumenta que comprender el origen histdrico de los conceptos matematicos
facilita una mejor asimilacion de las ideas y los problemas que las generaron, enriqueciendo asi
el proceso de ensefanza y aprendizaje.

Aunque existen estudios previos relacionados con la ensefanza de las secciones conicas,
como: Ortegén (2013), quien en su trabajo disefia una tarea que incorpora herramientas

tecnologicas para facilitar un aprendizaje dinamico de las secciones conicas mediante el
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concepto de excentricidad y los argumentos generados por los estudiantes se analizan y clasifican
utilizando el modelo de Toulmin como base tedrica. Por su parte Mancera (2015) realiz6é un
trabajo analizando los argumentos de estudiantes de Licenciatura en Matematicas al resolver una
tarea sobre secciones conicas con GeoGebra, clasificandolos mediante el modelo de Toulmin y
explorando la relacion entre conjeturar y argumentar. Asimismo, Moreno (2018) en su trabajo de
grado destaca la importancia del conocimiento del profesor de matematicas en la ensefianza de
conceptos, toma especificamente las secciones conicas resaltando como la historia contribuye
significativamente al conocimiento del profesor.

Los trabajos anteriores y otros que también se rastrearon (sin pretender ser exhaustivos)
se enfocan principalmente en el uso de herramientas tecnoldgicas o modelos argumentativos, sin
integrar plenamente la historia de las matematicas como eje principal para la creacion de tareas,
lo cual sirvié en su momento como un hecho de relevancia para el planteamiento de esta
propuesta.

En esta monografia se busca disefar tareas que combinen el contexto historico de las
conicas con los requerimientos curriculares actuales, fortaleciendo la resolucion de problemas y

el pensamiento critico de los estudiantes.
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1.3 Objetivos
1.3.1 Objetivo general
Disefiar una secuencia de tareas en torno al aprendizaje de las secciones conicas
relacionadas con su desarrollo a lo largo de la historia.
1.3.2 Objetivos Especificos
e Realizar un estudio historico de las secciones conicas que permita identificar sus principales
hitos a lo largo de la historia.
e Analizar material bibliogréafico sobre la ensenanza y el aprendizaje de las secciones conicas
y sistematizar lo encontrado.
e Disefiar una secuencia de al menos cuatro tareas mediadas por la historia de las
matematicas para el aprendizaje de las secciones conicas en el contexto escolar.
e Implementar un pilotaje de la secuencia de tareas disefiada y reportar algunas conclusiones

generales de la aplicacion.
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2. Marco teérico

2.1 Marco historico

Para la elaboracion de este este marco historico se realizod una revision documental
relacionada con la historia de las secciones coOnicas. Al respecto, se estudiaron principalmente
siete textos entre: revistas, trabajos de grado y tesis de maestria, obtenidos de repositorios de
universidades como: Universidad Pedagogica Nacional, Universidad de los Andes, Universidad
Nacional de General Sarmiento, entre otras. En la revision de dichos documentos la idea central
fue identificar aspectos histdricos que se consideraran importantes en el desarrollo conceptual de
las secciones conicas; paralelamente se fueron construyendo, de cada documento, reseias que
recogian dichos aspectos relevantes.

Posterior a la lectura de los documentos, fue necesario organizar la informacion en una
tabla (Tabla 1), teniendo en cuenta cinco categorias de tematicas (ideas, personajes, conceptos)
que se observaron frecuentes en los textos consultados, las cuales se denominaron: Problemas
clasicos griegos, caracterizacion de las conicas, Geometria Analitica, instrumentos para construir
conicas y relaciones con la Fisica. De acuerdo con lo revisado en los documentos, se asociaron
conceptos, €pocas e instrumentos que estuvieran contenidos en dichas categorias (segunda
columna Tabla 1), cabe aclarar que en el apartado “Problemas clésicos griegos” se prioriza el
problema de la duplicacion del cubo, ya que su solucion implico el descubrimiento de las
secciones conicas. Finalmente, se hizo un contraste para identificar cudles autores mencionaban
cada uno de los conceptos ubicados en las distintas categorias, con el fin de reconocer las
tematicas mas frecuentes en la historia de las secciones conicas y asi dar forma a este marco

tedrico.
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Tabla 1. Relacion entre conceptos y autores sobre la historia de las secciones conicas

Autores (documentos revisados)

conicas

Castenob
Categorias Conceptos Ruiz | Lugo |[Ramirez| ley |Martinez|Giraldo| Perez |Vargas
(1996) |(2014) | (2013) |Gonzdlez| (2015) | (2017) |(2018)| (2018)
(2015)
Tres problemas clasicos X X X X
Problemas cldsicos griegos |Duplicacidon del cubo X X X X X X
Problema Pappus x X X x X
Descubrimiento de secciones conicas (Menecmo) X X X X X X
Caracterizacion de las Secciones de un solo cono. (Apolonia) X X X X X X

Esferas de Dandelin

Cdnicas como lugares geométricos

=

=

Geometria Analitica

Geometria Analitica (Descartes y Fermat)

ol [ | [ X |x

Instrumentos para construir
conicas

Elipsdgrafo, parabolografo e hiperboldgrafo

Relaciones con la Fisica

Movimiento planetario(Kepler)

Fendmenos naturales movimiento parabdlico.
(Galileo Galilei)

Fuerza gravitacional de un cuerpo alrededor de un
curva (Newton)

Fuente. Elaboracion propia.

Adicionalmente, durante la elaboracion del marco tedrico surgio la necesidad de buscar

otros documentos, que se encuentran citados a lo largo del texto, con el fin de comprender y

ampliar ideas que, en los documentos inicialmente consultados se encontraban de manera muy

superficial.

Con respecto a los autores que aparecen en la Tabla 1, se realiza una breve descripcion

sobre la importancia de sus escritos en el capitulo de aspectos metodologicos del trabajo de

grado. Por lo pronto, a continuacion, se presenta la descripcion historica de cada una de las

categorias expuestas en la Tabla 1.

2.1.1 Problemas cldasicos griegos

La geometria surgid por las necesidades que existian en las antiguas civilizaciones

relacionadas con el calculo de areas terrenales, medir distancias entre pueblos, mejorar la

balistica, entre otros. Particularmente, Vargas (2018) menciona que los chinos hacia el siglo

XXVII a.C. crearon un observatorio para corregir el calendario; ademas, las civilizaciones

mediterraneas también usaron procedimientos geometricos para medir parcelas de tierra, calcular
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produccion y reconstruccion cuando ocurrian inundaciones. Cabe resaltar que las construcciones
vélidas en geometria por varios afios fueron las realizadas con regla y compas®.

Muchos de los conocimientos matematicos de las culturas egipcias y mesopotamicas
fueron transmitidos a la cultura griega principalmente a través de Tales de Mileto, la escuela
pitagodrica y Euclides (Vargas, 2018). Entre los grandes matematicos y pensadores griegos de la
época, empezaron a circular tres problemas de indole matematica que llamardn su atencion: la
cuadratura del circulo, la triseccién del angulo y la duplicacion del cubo. En términos actuales,
estos problemas se pueden expresar mediante los siguientes enunciados:

. Duplicacion del cubo: dado un cubo cualquiera, construir otro que sea el
doble del anterior.

o Triseccion del angulo: dado un dngulo cualquiera, construir un dngulo que
sea la tercera parte del angulo dado.

. Cuadratura del circulo: dado un circulo cualquiera, construir un cuadrado
que tenga la misma area del circulo dado.

Estos problemas se abordaron durante varios siglos porgue no se lograba dar solucién con
los instrumentos de la época, esto llamo la atencion de los cientificos griegos quienes se
interesaron por buscarles solucion.

No obstante, es de interés para este trabajo de grado enfocarse en el problema de la
duplicacion del cubo, ya que los griegos lo clasificaron como un problema relacionado con

lugares solidos? y buscando su solucion descubrieron las curvas que se conocen como secciones

! Lareglay el compas en la antigua Grecia eran instrumentos similares a los que conocemos hoy en dia.
Sin embargo, la regla no tenia marcas ni nimeros y el compas, al ser levantado de la superficie en la que se ubicara,
no conservaba la medida tomada.

2 Los griegos clasificaban los lugares geométricos en tres categorias: lugares planos, los cuales eran
graficos realizados por rectas y circunferencias; lugares solidos los cuales incluian las conicas y los lugares lineales
que contenian curvas como los espirales (Vargas, 2018).
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cdnicas. A continuacion, se aborda a detalle la forma en que se abordé el desarrollo del problema
de la duplicacién del cubo.

2.1.1.1 La duplicacion del cubo

El problema de la duplicacién del cubo se present6 en siglo 111 a.C. en Atenas.
Castelnoble Diaz y Gonzales Herrera (2015) mencionan que este surge para dar solucion a la
peste que azoto a la sociedad ateniense en la época. El oraculo de Delfos® previé una solucion
para la enfermedad, que consistia en duplicar el tamafio del altar del dios Apolo, el cual era
cubico. Para ello se debia edificar un cubo que tuviera el doble del volumen del que tenia el altar,
construyendo una arista de tal manera que satisficiera la condicion mencionada.

En términos actuales, lo anterior significa construir una arista de medida 3/2a (a € Q*),
donde a es la arista del altar o del cubo que ya se tiene. Mas adelante se muestra cdmo se llega a
dicha medida.

Por su parte, Ramirez (2013) comenta que el francés P. Wantzel en 1837 demostro que la
duplicacion del cubo es un problema que no se puede resolver usando la regla 'y el compas
griego.

La primera persona, que se encontré en la literatura consultada, en abordar el problema
de la duplicacion del cubo fue Hipocrates de Chios, quien logro reducir el problema a hallar dos

medias en proporcion continua entre dos segmentos dados (Figura 1). Dos segmentos a y b estan

., . . .,oa x y Py
en proporcion continua si x y y cumplen la relacion bl Para Hipocrates a representaba

el volumen del cubo inicial y b el volumen del cubo buscado, por lo tanto, para dar solucion al

caso de la duplicacién del cubo b = 2a.

3El oraculo de Delfos era un importante templo donde se realizaban predicciones el dia séptimo de cada
mes (Martinez, 2018)
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Figura 1. Media geométrica entre los segmentos a y b donde b=2a

Fuente: elaboracion propia

De la expresion = = % = % apoyandose con notacion conocida, se puede obtener el

X

siguiente sistema de ecuaciones, para encontrar el valor de la arista buscada.

{xz = ay
y? = 2ax

Despejando y de cada ecuacion y considerando solamente las raices positivas, entonces,

2

x
y=;;y=m

Ahora, igualando las expresiones y despejando x se obtiene:

X
— = \2ax
a
4

— = 2ax
aZ

x3 =2a3

3
x =32a

Ademas, se puede reconocer que las relaciones encontradas por Hipocrates se pueden
representar en un plano cartesiano, de manera actual, como se muestra en la Figura 2. Se puede
apreciar que los puntos de interseccion entre las dos curvas son (0,0) y (¥2a, ¥/22a). La abscisa
del altimo punto es, precisamente, la medida de la arista que da solucion al problema de la

duplicacion del cubo.
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Figura 2. Solucion de la duplicacion del cubo por medio de la interpolacion de medias

Geométricas (Hipocrates).

y? = 2azx

Fuente: elaboracion propia.

Ramirez (2013) afirma que otro matematico en abordar la duplicacion del cubo fue
Menecmo, quien propuso una solucion al problema realizando cortes transversales a diferentes
conos, con un plano y a partir de los cortes a los conos, surgieron las secciones conicas: elipse,
parabola e hipérbola (los aportes realizados por Menecmo se trataran con detalle en el apartado
caracterizacion de las conicas).

2.1.1.2 El problema de Pappus

Por otra parte, Arandia y Garcés (2019) mencionan que Pappus fue uno de los ultimos
matematicos de la antigua Grecia que realizé una compilacién de los trabajos realizados por
Euclides, Arquimedes, Apolonio y Ptolomeo, incluyendo demostraciones alternativas y nuevas
proposiciones geométricas. La mayoria de estos escritos se conservan en la actualidad y resulta
dificil distinguir cudles son originales del autor. Adicionalmente, Lugo (2014) le atribuye a
Pappus la primera mencion de los focos de las secciones conicas y define estas como la razon

constante entre las distancias del foco a la directriz. Ademas, consolido el siguiente teorema:
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El lugar geométrico de los puntos del plano cuya razén entre las distancias a un punto fijo

(foco) y una recta fija (directriz) es constante, es una seccion conica. Si la razon es igual a

la unidad la seccidn es igual a una parébola, si la razon es menor a la unidad serd una

elipse y si es mayor una hipérbola. (Heath 1921, como se cité en Lugo 2014, p. 12)

Por otra parte, Pappus cobr6 fama con el famoso “problema de Pappus” o “problema de
las cuatro rectas o el lugar de las tres rectas” (Figura 3) que posiblemente dio origen a la
geometria analitica y que surgio a partir de los trabajos de Apolonio.

Arboleda (2013) enuncia el problema de Pappus para n rectas asi:

Figura 3 Problema de Pappus

Fuente: Arboleda (2013)

Dados: una recta L; en el plano, n angulos 6;, una razon 3, un segmento de recta
a. Para un punto P en el plano, sea d; la distancia oblicua entre P y L; que forma el
angulo 6; con L;.

Problema: Encontrar el lugar de los puntos P tales que las razones siguientes son
iguales a la razon dada f3:

Para 3 rectas: (d;)?:d,d;

Para 4 rectas: d,d,: d3d,

Para 5 rectas: d,d,d5: ad,ds
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Para 6 rectas: d,d,d;: d,d<dy
En general, Para un nimero par 2k de rectas: d; ...dy : dj4q ... doi
Para un nimero impar 2k + 1 de rectas: d; ... dy4 : adj4z .. dogs1 (P-5).

Al respecto, Lugo (2014) menciona que este problema fue trabajado por Descartes y
Newton.

El documento de Arboleda (2013) comenta que la solucion clasica para el problema de
Pappus surgia de una seccién conica. Cuando la curva solucion corresponde a una curva cubica o
de grado cuatro, se construyen mediante la interseccion de dos conicas; las de quinto o sexto
grado son construibles mediante la interseccion de la pardbola con el circulo y asi sucesivamente.

2.1.2 Caracterizacion de las conicas

En esta seccion se considera el tratamiento de las secciones conicas como curvas
determinadas por: la interseccion entre diferentes tipos de conos y la inclinacion de un plano,
como lugar geométrico, el trabajo desde la Geometria Analitica y como bisectrices de algunos
angulos corneados, incluyendo los trabajos de Menecmo, Apolonio, Dandelin, Fermat y
Descartes.

Menecmo fue discipulo de Platon. Pérez (2018) cuenta que Menecmo en la busqueda
para solucionar la duplicacion del cubo, descubrio que los cortes transversales entre un plano y
un cono generaban las curvas que desde entonces se Ilamaron secciones conicas. Para Menecmo
estas secciones resultaron al intersecar un plano perpendicular a la recta generatriz de un cono,
determinado por la amplitud del angulo (recto, obtuso o agudo) formado por su vértice como se
observa en la Figura 4.

Boyer (2010, como se cito en Diaz, 2017) cuenta que Menecmo definio la elipse como la

interseccion de dicho plano con un cono acutangulo; la pardbola, con un cono recto y las
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hipérbolas, con un cono obtuso. A estas curvas las llam6 Oxitoma, Ortotoma y Amblitoma

respectivamente (Figura 4).

Figura 4. Cortes del cono y el plano segun Menecmo

oxitoma ortotoma

Fuente: elaboracion propia

Segun Castelnoble y Gonzalez (2015), Apolonio demostré posteriormente que las
secciones cénicas se pueden obtener a partir de un Gnico cono variando la inclinacion del plano
secante (Figura 5). Segun Boyer (2007) Apolonio defini6 al cono asi:

Si una linea recta de longitud indefinida y que pasa siempre por un punto fijo se hace

mover sobre la circunferencia de un circulo que no esta en el mismo plano que el punto

dado, de tal manera que pase sucesivamente por todos los puntos de dicha circunferencia,

entonces la recta movil describira la superficie de un cono doble. (p. 195)

Con la anterior definicion se sustituye el cono de una hoja por uno de dos hojas, dandole

origen a las dos ramas de la hipérbola.
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Figura 5. Secciones Conicas como cortes del plano con un unico cono.

A
y 'y

Otro aporte que hizo Apolonio a las secciones conicas fue asignar los nombres con los

N

Fuente: elaboracion propia

que actualmente se conocen: parabola, hipérbola y elipse. Los pitagoricos se referian a estos
términos para la construccion de areas por yuxtaposicion, exceso y defecto respectivamente.

Asi mismo, Giraldo (2017) afirma que Apolonio fue uno de los matematicos
representantes del tiempo helenistico quien dedico bastante tiempo al trabajo de las secciones
conicas consolidando su obra “Las Conicas ”, la cual constaba de ocho libros con mas de
cuatrocientas proposiciones dedicadas al estudio y descubrimiento de ejes, focos, asintotas, recta
de maximos y minimos (tangentes y normales) en curvas conicas. Solo se conservaron sus
primeros cuatro libros, dado que gran parte de su obra fue perdida en la época del oscurantismo.
En este apartado, cabe mencionar a Hipatia quien fue considerada una de las primeras mujeres
matematicas en estudiar las secciones conicas de Apolonio. Sin embargo, su muerte junto con la
destruccion de sus escritos inici6 la época del oscurantismo. Los escritos de Apolonio que
perduraron durante dicha época fueron presentados hasta los siglos XVI y XVII; época en la que

se tradujeron para luego ser presentados en 1710 por Edmond Halley.


https://up-rid.up.ac.pa/6405/
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Apolonio también definid las conicas como lugares geométricos, en varios de sus
teoremas, como el conjunto de puntos que cumplen propiedades respecto a sus focos o

directrices.

2.1.2.1 Lugar geométrico de las secciones conicas

A continuacién, se muestra con operaciones algebraicas y ayuda del software GeoGebra,
la caracterizacion de las secciones conicas de Apolonio como lugares geométricos. (Giraldo,
2017):

e La circunferencia es el lugar geométrico de los puntos en el plano cuya distancia a
un punto fijo, llamado centro, es constante.

Figura 6 Circunferencia con centro en Cy P un punto sobre ella.

Fuente: elaboracion propia.
Si el centro es C(a, b), un punto de la circunferencia es P(x,y) y su radio es r entonces:

d(P,C)=r

Ve -2+ -b?=r

(x—a)?+(y-b?=r?
e Laparébola es el lugar geométrico de los puntos del plano que estan a igual
distancia de un punto fijo Illamado foco (0, p) y de la directriz y = —p.

Figura 7. Parabola como lugar de los puntos tales que FP=PQ
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O

Fuente: Elaboracion propia.
e En el caso particular de la .
e Figura 7, se asume sin pérdida de generalidad que el foco F (0, p) pertenece al
eje y y su directrizes y = —p.

La distancia PF = PQ de tal manera que Q(x,—p) y P(x,y).

PF = (x = 0)2 + (y —p)? = {x2 + (y — p)?

PO = [ -3+ (= (-0))’ =G+

x*+(y-p)P=0+p)’

x24+y%—2yp +p?=y*+2yp+p?

x? =4yp
y= 4p
o La elipse es el lugar geométrico de los puntos P del plano tal que la suma

de las distancias de P a dos puntos fijos, F; y F,, llamados focos, es constante®.

4 La constante es igual a la distancia del eje mayor. Si la distancia del centro a un vértice del eje mayor de la
elipse es a, entonces la constante equivale a 2a.
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Figura 8 Elipse como lugar geométrico de los puntos que cumplen la condicion.

Fuente: Elaboracion propia.

En el caso particular de la Figura 8, se asume que F;(—c, 0) y F,(c, 0) son focos en el eje
xy P(x,y), entonces:

PF1+PF2:2a

J(x— )+ —0)2+Jx—c)? +(y—0)? = 2a

\/(X+C)2+y2=2a—\/m
(x+¢)? =4a2 —4a\/(x — )2 + y2 + (x — ¢)?

x?2+2cx +c?=4a% —4a/(x — )2+ y%2 + x? — 2cx + c?
4cx —4a? = —4a(x — )2 +y?
cx —a? = —a/(x —c)? +y?

c?x? — 2a%cx + a* = a?x? — 2a%cx + a’c? + a?y?
x2(c? —a?) + a’y? = —a* + a?c?

yZ

=1
a2 (aZ_CZ)
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Por desigualdad triangular tenemos que 2a > 2c¢ entonces a > ¢ > 0 por lo tanto a? —
c2>0
Si definimos b = Va2 — ¢2 entonces b? = a? — c2.
e La Hipérbola es el lugar geométrico de los puntos P del plano tal que la diferencia
de las distancias de P a dos puntos fijos, F; y F, llamados focos, es constante.

Figura 9 Hipérbola como lugar geométrico.

:
r = —a
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

Fuente: Elaboracion propia.
En el caso particular de la Figura 9, se asume que F;(—c, 0) y F,(c, 0) son focos en el eje
xy P(x,y), entonces:
PF, — PF, = 2a

PF, — PF, = —2a

(G- oY + -0 - JG=? T =07 = 2a

Jo+02+ 3?2 —J(x—c)2+ () =2a

Con operaciones entre las expresiones algebraicas se muestra que:
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E_(az—cz):1

Para la rama de la hipérbola de la derecha se desarrolla:
PF, + PF; = 2a
Mientras que, para la izquierda:
PF, — PF, = 2a
2.1.2.2 Las esferas de Dandelin
Segun Ruiz (1996), Dandelin analiz6 las caracteristicas de las secciones conicas, a partir
de la inscripcion de dos esferas en un cono, partiendo de la igualdad que se genera entre dos
rectas tangentes ((B—D) y (C_D)) a la esfera que pasan por un punto exterior (D), ver Figura 10,
deduciendo los siguientes resultados:

Figura 10 Representacion de los resultados mostrados por Dandelin

A
®
& ,’ C
§~ 'o:
HC &

Fuente: elaboracion propia
. La interseccion de las dos rectas tangentes con la esfera genera tres puntos
distintos (B y C puntos de tangencia de cada recta y D punto interseccion entre las

rectas).
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o La interseccion entre el plano generado por los tres puntos B, C y D con la
esfera, es una circunferencia.

J Las rectas tangentes a una circunferencia trazadas desde un punto exterior
generan distancias iguales entre dicho punto y los puntos de tangencia con la
circunferencia.

Dandelin mostr6 que las secciones conicas se pueden crear como lugares geométricos,
desde las esferas que inscribi6, de la siguiente manera: al inscribir una esfera en un cono por
encima de un plano, siendo la interseccion entre el cono y el plano, se obtiene una

circunferencia. La interseccion del plano con la esfera genera un punto, el cual coincide con el

centro de dicha circunferencia. Lo mismo ocurre al inscribir una esfera por debajo del plano>
(Figura 11).

Figura 11. Interseccion entre esfera y el plano secante.

=

Fuente: Lopez (2022)

®La demostracion de conicas como lugar geométrico para Dandelin se puede encontrar en
https://www.revista-educacion-matematica.org.mx/descargas/Vol8/2/11Ruiz.pdf.
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El realiza el mismo razonamiento con la elipse, la hipérbola y la parabola, variando la
inclinacion del plano.
La interseccion entre el plano y el cono, luego de inscribir las esferas acontece que:
1. Para el caso de la elipse y la hipérbola resulta que las esferas son tangentes
al plano en dos puntos distintos, generando asi los focos de dichas conicas.

Figura 12 Focos de la hipérbola como intersecciones de las esferas con el plano

Fuente: Lopez (2022)
2. Para la parabola, la interseccion de las esferas con el plano resulta un tinico
punto tangente, coincidiendo en el foco.

Figura 13 Foco de la parabola como interseccion del plano con la esfera en

Fuente: Lopez (2022)
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Segtin Lugo (2014), Hamilton demostr6 algunas propiedades importantes relacionadas
con las secciones conicas, por ejemplo:

. La determinacion de la directriz como interseccion entre el plano de
seccion y el plano perpendicular al eje del cono por el centro de la esfera focal

J La distancia de un punto P cualquiera de la seccion conica al foco es igual
a la distancia entre P y el punto determinado por la interseccion entre la esfera focal y la
generatriz.

J El foco de una seccidn conica se determina como una interseccion entre la

esfera focal y el plano de seccion.

2.1.2.3 Excentricidad de las secciones conicas

De acuerdo con Taylor (1881, como se citdé en Lugo 2014) Morton deduce algunas
propiedades sobre las secciones conicas en el espacio, demostrando la proposicion que enuncia
las razones que se mantienen constantes relacionando los focos, las directrices y los puntos que
pertenecen a la conica (Figura 14).

Figura 14. Proposicion 21 sobre la razon que se mantiene constante en las secciones

conicas

Prop. 21.

ery conic section AP Q, if in
r:f:t cone which it iz a section
a sphere which touches
ﬂlepi'ane of the conic seclion in a point
and the conical surface in a circle,
ﬁepfmueqfw&whupmdaccdlocu‘t&e
g‘m of the conic secfion in a & hi
e RX; the distances SP and PR
qfcmypomt P in the conic seciion from
the nt S, and the straight line RX,
e .ba o one another in a constant
10.

Fuente: Lugo, 2014, p.14
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Por medio de esta proposicion, Morton deduce una serie de corolarios, entre ellos se
mencionan:
. La suma de las distancias de los puntos de una elipse o hipérbola a los
focos es igual a la distancia entre los vértices principales.
o Para la elipse, la razon de distancias es 0 < e < 1, para la hipérbola es e >
1 y para la parabolaes e = 1.

La razén e a la que se refiere Morton es conocida como excentricidad y esta dada

por: e = % (ver Figura 15), donde a es definida como la distancia de cualquier punto de la

seccidn conica al foco y ¢ es la distancia mas cercana de dicho punto a la directriz. Para
las elipses no circulares y la hipérbola que tienen dos directrices, ¢ es la distancia mas
cercana de dicho punto a la directriz mas cercana. (Figura 15)

Figura 15. Directrices de las secciones conicas

Elipse Parabola Hipérbola
P directriz
b foco (a 0) (@ 0) N foco

(c. 0) \ (c,0)

— -

(0, 0) - A

(0.0)
a
directriz / \ directriz directriz
X = iz X=-a X = iz
[ (&

Fuente: https://openstax.org/books/c%C3%A11culo-volumen-2/pages/7-5-

secciones-conicas


https://openstax.org/books/c%C3%A1lculo-volumen-2/pages/7-5-secciones-conicas
https://openstax.org/books/c%C3%A1lculo-volumen-2/pages/7-5-secciones-conicas
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2.1.2.4 Secciones clnicas por envolventes

En este apartado se tratan las secciones conicas como curvas generadas por rectas, que en
particular pertenecen a las familias de envolventes a dichas curvas. Segun Yates (1974), Leibniz
y Taylor fueron los primeros en estudiar las envolventes a partir de ecuaciones diferenciales.

Sea una familia de curvas en el plano C; definidas a partir de la ecuacion f;(x,y) = 0, es
posible entonces construir la funcién F(t, x,y) = f;(x,y). Se dice entonces que la envolvente de
la familia de curvas C; es el conjunto de puntos (x, y) para el que se cumple que:

1. F(t,x,y)=0
2. Z—: (t,x,y) = 0 paraalgun t y asumiendo que F es diferenciable.

Las envolventes son una familia de rectas tangentes a una curva en cada punto de la
seccidn. Se dice que todos los puntos de tangencia conforman la curva. Ademas, la ecuacion de
la envolvente es solucidn de la ecuacion diferencial, pero esta ecuacién diferencial no suele ser
un miembro de la familia de las envolventes.

Aldana y Guerrero (2023) definieron la envolvente asi:

Una curva a es envolvente de una familia A de curvas, si (i) para cada punto P de a

existe una curva ¢ de la familia A tal que aNé={P}, y (ii) para cada curva ¢ de la familia

A existe un punto Q en a tal que aNé={Q}.” (p. 32)

En la Figura 16 se observan las curvas & que pertenecen a la familia A de envolventes a la

curva a determinada por los puntos A, B.
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Figura 16 Envolventes a una curva

Fuente: Elaboracion propia

Las siguientes construcciones se realizan con el apoyo de Pedoe (1979) que indica el

procedimiento de construccion de las conicas por medio de envolventes.

e Laelipse. Se construye una circunferencia con centro en C y un radio distinto de
0, se crea un punto S fijo en el interior de la circunferencia para construir el
segmento SP, donde P es un punto que pertenece a la circunferencia. Por tltimo,

se traza la recta & perpendicular al segmento SP por el punto P. Todas las rectas &

tangentes a P;, P,, P5...pertenecen a la familia de envolventes de la elipse,

siempre y cuando S sea distinto de C (Figura 17).

Figura 17 Envolventes de la elipse
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Fuente: Elaboracion propia
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La parabola. Se construye una recta d y un punto P que pertenezca a la recta, se
crea un punto S fijo que no pertenezca a la recta, se traza el segmento SP. Para
terminar, se traza la recta & perpendicular al segmento SP por el punto P. Todas las
rectas & tangentes a P1, P2, Ps3... pertenecen a la familia de envolventes de la

parabola (Figura 18).

Figura 18 Envolventes de la parabola

Fuente: Elaboracion propia
La hipérbola. Se construye una circunferencia con centro en C y un radio distinto
de 0, se crea un punto S fijo en el exterior de la circunferencia, para construir el
segmento SP, donde P es un punto que pertenece a la circunferencia. Por tltimo,
se traza la recta & perpendicular al segmento SP por el punto P. Todas las rectas &
tangentes a P, P2, Ps... pertenecen a la familia de envolventes de la hipérbola.

Figura 19. Envolventes de la hipérbola

Fuente: Elaboracion propia
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2.1.2.5 Cénicas como bisectrices de Angulos corneados

En el trabajo de Koshkin (2020) se menciona que Euclides nombra este tipo de angulos
en la proposicion 16 del Libro III de los Elementos caracterizdndolo como el dngulo formado por
la recta tangente al didmetro de una circunferencia y la circunferencia. Mas adelante, Proclo se
cuestiono sobre el asunto y menciono la dificultad de bisecar el angulo corneado. En el afio 1220,

se denomin6 angulo de contingencia y Cardano en 1550 lo llamo el angulo de contacto.

Koshkin (2022) se propuso como objetivo dividir en dos los angulos corneados, tema
que, como se menciono, a Proclo le resulto dificil. De esta manera inicia definiendo la bisectriz
métrica: “Una curva se llama bisectriz métrica de un angulo curvilineo si cada punto de ella

equidista de ambos lados del angulo.” (p. 2).

Koshkin muestra como estas bisectrices se corresponden con las secciones conicas y

enuncian los siguientes teoremas:

Teorema 1. La bisectriz métrica de un angulo de cuerno formado por una circunferencia
y una recta tangente a esta es la parabola con foco en el centro del circulo, distancia focal igual al

radio del circulo, y directriz paralela a la tangente (Figura 20).

Figura 20. Bisectriz de angulo entre recta-circunferencia

Fuente: Elaboracion Propia

Teorema 2. La bisectriz métrica de un angulo de cuerno formado por dos circunferencias

que se encuentran en el mismo lado (Figura 21) o en lados opuestos (Figura 22) de una recta
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tangente comun es la elipse (rama de la hipérbola) que pasa a través del vértice del d&ngulo, con

focos en sus centros, y el eje mayor igual a la suma (o diferencia) de sus radios.

Figura 21. bisectriz de angulo entre dos circunferencias caso 1(elipse)

Fuente: Elaboracion Propia

Figura 22. Bisectriz de angulo entre dos circunferencias caso 2

Fuente: Elaboracion Propia

No es de interés del trabajo de grado demostrar por qué las bisectrices cumplen las
condiciones para ser seccion conica. Sin embargo, si el lector se encuentra interesado en el tema
se recomienda revisar a Rodriguez (2023) en su trabajo de grado “El infinitesimal, una mirada de
multiples rostros” quien describe la construccion paso a paso de las bisectrices de cada uno de

los casos, ademas describe la demostracion de manera eficiente y clara.

2.1.3 Geometria Analitica

René Descartes fue un filésofo francés que contribuyo a la fisica, la geometria analitica y
la filosofia. Segun Vargas (2018), Descartes contd con modos econdmicos que le permitieron
viajar y dedicarse a estudiar Matematicas, Fisica, Filosofia, Fisiologia y Astronomia. En 1637

publico el libro “Discurso del método” el cual cobro importancia para la historia debido a que
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presentaba el razonamiento analitico, en contraposicion al razonamiento sintético imperante
durante siglos. El Discurso del método constd de tres apéndices: Dioptrica, Meteoros y
Geometria. En particular, este Gltimo ensayo permitié la construccion de la geometria analitica.

Descartes presentd su obra de Geometria en tres libros, estableciendo, “que toda ecuacion
en dos incognitas representa una curva o lugar en el plano y viceversa.” (Vargas, 2018, p. 39). En
el primer libro aludié a los problemas que pueden construirse con lineas y circulos, en el segundo
a la naturaleza de lineas curvas y en el Gltimo abordé el problema de Pappus de las tres y cuatro
rectas, la triseccién del angulo y las curvas conicas. Aplicando su método algebraico, logré
establecer los inicios de la geometria analitica, en la que muestra como toda curva en un plano se
puede escribir por medio de dos incognitas. Este libro fue considerado como la construccién de
problemas solidos y supersdlidos (o hipersdélidos).

Segun Ramirez (2013), Descartes establecid que todas las curvas se pueden representar
en un plano bidimensional coordenado mediante una ecuacién de dos incégnitas, demostrando
que las secciones conicas se pueden expresar como ecuaciones de segundo grado y que toda
ecuacion de segundo grado determina una curva conica.

Las ecuaciones de segundo grado definidas por Descartes tienen la forma: Ax? + Bxy +
Cy%? + Dx + Ey = F donde 4, B, C, D, E, F son coeficientes que toman valores dentro del
conjunto de los nimeros reales® siendo x, y incognitas.

Segtn Lugo (2014) “Descartes dio condiciones sobre los coeficientes de la ecuacion para
que la seccion correspondiera con una parabola, hipérbola, elipse o incluso una recta” (p. 13),

ademas con operaciones algebraicas encontrd una ecuacion “mas reducida” que caracterizaba

6 Desde luego, es importante resaltar que, para la época de Descartes, los niimeros reales no estaban todavia
consolidados como objeto formal de las matematicas, ni se habia llegado tampoco a la axiomatizacion del sistema
numérico de los reales. No obstante, la ecuacion general de segundo grado, en la actualidad, permite que los
coeficientes sean numeros reales.
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cada seccion conica (ecuacion canodnica). En la Tabla 2 se presentan dichas condiciones

(parametros) y la ecuacion canonica o forma reducida, ademas, de algunas caracteristicas que

toma la seccion conica a partir de la ecuacion canonica.

Tabla 2. Algunas caracteristicas de las ecuaciones de las secciones conicas

Seccion conica | Parametros. Ecuacion candnica Caracteristicas
Parabola B=0y A=0 6 | Pardbola conel | (y —k)? = 4p(x — | El vértice es (h, k).
C=0 eje horizontal h) El foco es (h + p, k).
La directriz es la
rectax = h —p.
Eleje es larectay =
k.
Parabolaconel | (x —h)? = 4p(y — | El vértice es (h, k).
eje vertical k) El foco es (h, k + p).
La directriz es la
rectay =k —p.
El eje es la recta x =
h.
Elipse B=0y Elipse con el eje | (x —h)? (y — k)? | El centro es (h, k).
AC >0 vertical mayor. b2 t a? La longitud del eje
=1 | mayor es 2a.
Elipse con el eje (x — h)? La longitud del eje
horizontal T az menor es 2b.
mayor. (y — k)? La distancia entre el
+ T pz L centro y cualquier
foco es ¢ con ¢? =
a’?—b?>a>b>0.
Hipérbola B =0y | Hipérbola con el (y — k)? El centro es (h, k).
AC <O eje vertical az La distancia entre los
transversal. (x—h)* 1 dos vértices es 2a.
bz La distancia entre los
Hipérbola con el (x — h)z focos es 2c.
eje horizontal a? c? =a? + b2,
transversal. (y — k)? .
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En el caso de que B # 0 se recurre al discriminante A de la ecuacion para determinar la

seccidn conica asi:

A= B? — 4AC
Hipérbola A>0
Parabola A=
Elipse o circunferencia A< O

Segun Vargas (2018), Descartes y Fermat son considerados como los padres de la
geometria analitica. Los historiadores cuentan que en 1635 ambos publicaron sus trabajos con
contenidos, notacion y propositos similares, creando asi los inicios de la geometria analitica. Los
dos matematicos’ mostraron que las ecuaciones de segundo grado representan secciones conicas.
Por su parte, Fermat mantuvo las mismas caracteristicas de Viéte utilizando vocales para
representar las incognitas y consonantes para los parametros.

La idea clave de Fermat fue que, a partir de una ecuacion algebraica de dos incdgnitas, se
definiera un lugar geométrico de puntos, es decir, una curva. Partiendo de un sistema
coordenado, Fermat escogid a conveniencia una linea recta o una semirrecta que jugaba el papel
de eje, cuyo origen era un punto fijo, y a partir de alli lograba encontrar una ecuacion para la
curva que representaba. “Fermat se propuso presentar una teoria de los lugares geométricos para
un andlisis adecuado a problemas como los propuestos por Apolonio y Pappus” (Vargas, 2018, p.

62).

" Descartes ni Fermat eran matematicos de profesion, los dos estudiaron Derecho, sin embargo, su interés
por las matematicas los convirtié en grandes matematicos.



44

Lugo (2014) menciona que Fermat se enfoco en la busqueda del tipo de lugar geométrico
que determinan las ecuaciones de primer y segundo grado, demostrando, al igual que Descartes,
que toda ecuacién de segundo grado representa una seccion conica o en su defecto un par de
rectas (conicas degeneradas). Ademas, estudio las ecuaciones de tercer y cuarto grado en
términos de las intersecciones que se generan entre dos secciones cénicas. Sin embargo, Fermat
restringio sus operaciones para el conjunto de numeros positivos, esto implica que solo realizaba
operaciones en el primer cuadrante de los ejes coordenados x y y.

2.1.4 Instrumentos para construir conicas
Como se ha descrito anteriormente las secciones conicas fueron estudiadas por Menecmo
y Apolonio, quienes las construian a partir de secciones entre un cono y un plano, ademas
realizaron su estudio desde una perspectiva tridimensional, pero realizando sus demostraciones
desde la geometria euclidiana. Al respecto Martinez (2015) menciona que durante los siglos XV
y XVI hubo una transicion del pensamiento en la que se crearon instrumentos para garantizar
cualquier conocimiento, de esta manera, la forma de validar las conicas fue mediante su
construccion. Para ello, los instrumentos utilizados fueron: los elipsografos, parabolografo e
hiperboldgrafo. A continuacion, se presentan algunos de ellos:
2.1.4.1 Elipsografos
Los elipsdgrafos son instrumentos mecénicos, utilizados para trazar elipses mediante un
movimiento continuo.
Entre los elipsografos mas famosos se encuentran:
. Elipsografo de palancas y colisa de Artobolevski (Figura 23)
o Elipsografo de palancas y colisa de Kleiber (Figura 24)

o Elipsografo de palancas y colisa de Dobrovolski (Figura 25)
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2.1.4.2 Hiperbolografos

Figura 23.Elipsografo de palancas y Figura 24. Elipsografo de palancas y colisa
colisa de Artobolevski de kleiber

Figura 25. Elipsografo de palancas y colisa de Dobrovolski

Los hiperbolografos son instrumentos mecéanicos utilizados para trazar hipérbolas.
Entre los hiperboldgrafos més conocidos, tenemos:

. Hiperboldgrafo de palancas y colisa de Neuberg (Figura 26)

. Hiperbolografo de palancas y colisa de Rothsch (Figura 27)

. Hiperbolografo de palancas y colisa de Inwards (Figura 28)

. Hiperbolografo de palancas y colisa de Artobolevski (Figura 29)
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Figura 26. Hiperbolografo de palancasy  Figura 27. Hiperbolografo de

colisa de Neuberg palancas y colisa de Rothsch

Figura 28. Hiperbolografo de palancasy  Figura 29. Hiperbolografo de

colisa de Inwards palancas y colisa de Artobolevski

2.1.4.3 Parabolografos
Los paraboldgrafos son instrumentos mediante los cuales se trazan pardbolas.
Los parabolografos mas destacados son:

o Parabolografo de palancas y colisa de Inwards (Figura 30)

. Parabolografo de palancas y colisa de Artobolevski (Figura 31)

o Parabolografo de palancas y colisa de Lebeau (Figura 32)
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Figura 30. Parabolografo de Figura 31. Parabolografo de palancas y colisa

palancas y colisa de Inwards de Artobolevski

2.1.5 Relaciones con la Fisica

Segun Mesa y Villa (2009), Galileo relaciond las secciones conicas con distintos
fendmenos naturales, matematizando el movimiento de proyectiles con el fin de comprender la
curva que recorren. Asi, Galileo es el primero en establecer la ruptura entre la concepcion de
parabola, que se traia desde Apolonio como una figura u objeto estatico, a ser considerada como
el resultado de fendmenos de variacidn en situaciones que se asocian a trayectorias parabodlicas
de cuerpos.

Segun Quintana et al. (2024), Galileo se relaciond con personal del arsenal para estudiar

las trayectorias que describian los proyectiles de artilleria, descubriendo avances importantes en
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la aceleracion y la trayectoria de dichos proyectiles, resolviendo problemas del movimiento
uniforme y de caida libre, basdndose en las balas de caidn en el aire y los chorros de agua de las
fuentes.

Segun Hawking (2010, como se cit6é en Quintana, 2023) Galileo plante6 la siguiente
proposicion, “Un proyectil que se desliza con un movimiento compuesto por un movimiento
horizontal y uniforme y por un movimiento descendente, naturalmente acelerado, describe, con
dicho movimiento, una linea semiparabdlica” (p. 152) logrando establecer que el movimiento de
proyectiles describe geométricamente la curva conocida como parabola. Cabe resaltar que
Galileo no estableci6 una ecuacion cuadratica, solo compard los fenémenos fisicos con el
modelo de la pardbola que se tenia en ese entonces.

Otro aporte importante para la fisica lo realizo Kepler, quien se apoy6 del concepto de la
elipse para definir las tres leyes® que llevan su nombre. Bayona (2013) menciona que desde la
antigliedad la astronomia ha Ilamado la atencion de algunas culturas como la babilonica, china,
egipcia, griega, entre otras. Asi, es importante destacar a pensadores como Pitdgoras, Eudoxo,
Aristoteles y Claudio Ptolomeo, quienes afirmaron que la tierra se encontraba en el centro del
universo y los demas planetas junto con el sol giraban alrededor de ella, constituyendo el modelo
geocéntrico (Figura 33). Aristarco de Samos no se convenci6 del modelo y planteo que el sol se
encontraba en el centro de los planetas y estos giraban a su alrededor, estableciendo el modelo

Heliocéntrico (Figura 34).

8 Leyes de Kepler Tomadas de Bayona (2013):

La trayectoria de cada planeta alrededor del sol es una elipse con el sol en uno de los focos.

2. Los planetas barren areas iguales en tiempos iguales.

3. Los cuadrados de los periodos orbitales sidéreos de los planetas son proporcionales a los cubos de sus
distancias medias al sol.

—
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El modelo geocéntrico fue aceptado por la iglesia y perduré hasta el siglo XV, cuando
Nicolas Copérnico retomo la teoria de Aristarco de Samos. Segin Bayona (2013), “Copérnico
caus6 mucha conmocién en la iglesia catélica por su modelo donde el sol se encuentra en el
centro del universo y los demads planetas giran alrededor de €l cada uno en su esfera” (p. 20),
cabe agregar también que hasta ese entonces el movimiento de los planetas alrededor del sol se
considero circular.

Figura 33 Modelo geocéntrico de Ptolomeo

Deferente de Marte

Epiciclade
Marte

Fuente: http://protonesexplosivos.blogspot.com/2010/01/prequnta-1.html

Figura 34 Modelo heliocéntrico de Aristarco

Fuente: https://www.astronomia-iniciacion.com/sistema-heliocentrico.html
Al respecto de lo anterior, Kepler fue un matematico y astronomo que partio del modelo
de Copérnico; sin embargo, estaba en desacuerdo con que el sol estuviera en el centro del

universo.


http://protonesexplosivos.blogspot.com/2010/01/pregunta-1.html
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Kepler conoci6 a Tycho Brahe quien es considerado como uno de los astrbnomos mas
precisos que ha estudiado la drbita celeste. Brahe realizd mediciones espaciales precisas, que le
ayudaron a Kepler a establecer las leyes que rigen el movimiento planetario, descubriendo que la
distancia entre el sol y la tierra variaba de acuerdo con la posicidn que se encontrara en la oOrbita.
Por medio de ensayos y errores concluyé que Marte describe un movimiento eliptico alrededor
del sol. Apoyandose de los datos recolectados por Brahe, fundamento la primera ley de Kepler
“La trayectoria de cada planeta alrededor del Sol es una elipse con el Sol en uno de los focos”.
(Bayona, 2013, p. 26) (Figura 35).

Figura 35 Modelo de Kepler de la trayectoria de los planetas

A
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»‘A

Fuente: Tomado de Bayona (2013).

Segun Navarro (2009) Newton represent6 el movimiento de los planetas retomando los
trabajos de Kepler por medio de las tres leyes del universo: inercia, fuerza, accion y reaccion,
afiadiendo la fuerza gravitacional a la tercera ley de Kepler, mostrando que el movimiento de
cualquier cuerpo alrededor de otro producido por fuerza gravitatoria, se representa mediante una
curva conica.

2.2 Marco Didactico

En este marco didéactico se aborda la definicion del concepto de tarea de aprendizaje en
matematicas desde la propuesta de Pedro Gomez (Goémez et al., 2018). Se reconoce la
importancia de involucrar la historia de las matematicas como elemento fundamental del trabajo

de grado, ademas de ubicar las secciones conicas en el ambito educativo y curricular


https://repositorio.unal.edu.co/handle/unal/75076
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colombiano, basado en los lineamientos curriculares, derechos basicos de aprendizaje y los
estandares basicos de competencias matemadticas propuestos por el Ministerio de Educacion
Nacional (MEN, 1998, 2006, 2016).

2.2.1 Tareas de aprendizaje en matemadticas

Segun Gomez et al. (2018) las tareas toman distintos significados en el &mbito educativo.
Asi, las tareas pueden ser deberes que asigna el docente para que los estudiantes realicen en casa
y presenten en clase, pero también se alude como tarea a los ejercicios rutinarios que desarrollan
durante la sesion de clase.

Para los autores el significado de tarea es mucho més amplio, considerando que estas son
parte central del proceso ensefianza-aprendizaje. Gomez et al. (2018) clasifican las tareas en dos
tipos, de aprendizaje y de evaluacion.

Las tareas de aprendizaje son propuestas para que los estudiantes cumplan expectativas
establecidas y superen limitaciones de aprendizaje y, las tareas de evaluacion son las que se
proponen para recopilar informacion, evidenciar el conocimiento y habilidades para asignar una
nota.

Las tareas de aprendizaje en matematicas son estructuradas por el propoésito de
aprendizaje y el contenido matematico, orientada a lograr uno o mas objetivos de aprendizaje o a
la superacion de errores y dificultades que presentan los estudiantes.

Para establecer una tarea es indispensable que se proporcione informacion dentro de un
contexto, sea este matematico o no, para que el estudiante produzca otra informacion de
respuesta. Segiin Gémez et al. (2018) se requiere de la siguiente condicion: “una tarea solicita la
solucidn de un solo requerimiento (pregunta) con base en la informacion dada” (p. 203) por lo

que dos preguntas pueden generar dos tareas diferentes aun teniendo un mismo contexto.
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El profesor debe establecer unos elementos y describirlos a detalle para prever su
actuacion y la de los estudiantes durante el desarrollo de la tarea. Los siete elementos que
establecen los autores son: requisitos, meta, formulacion, materiales y recursos, agrupamiento,
interaccion y temporalidad. A continuacidn, se comenta cada uno:

. Requisitos: Los requisitos son los conocimientos y destrezas necesarios que
deben tener los estudiantes de acuerdo con el nivel educativo, para lograr las metas de una
tarea.

J Metas: Son los propdsitos que el profesor asigna en una tarea, estos pueden
ser de aprendizaje o que contribuyan a superar errores y dificultades. Es dificil tratar todas las
expectativas y limitaciones en una tarea, por ende, es importante establecer cudles aspectos
se abordaran y tenerlos en cuenta durante la implementacion.

J Formulacion de la tarea matematica escolar: Hace referencia a la
instruccion que propone el docente a partir de un contexto, para que sus estudiantes
produzcan una informacién final como solucion a la informacion dada.

o Materiales y recursos: Los materiales se diferencian de los recursos porque
se disefian y utilizan para la ensefianza y aprendizaje de las matematicas de forma didactica
(geoplano o domino matematico), mientras que los recursos son los instrumentos
tradicionales utilizados por el docente y los estudiantes (marcadores, tablero, papel y el
lapiz).

Se hace énfasis en este apartado sobre el cuestionamiento de la pertinencia del uso de los

materiales o recursos para el desarrollo de una tarea matematica, para ello se deben tener

en cuenta dos criterios: la eficiencia la cual atiende a la disponibilidad del tiempo y uso

de los materiales y recursos necesarios para realizar una tarea y la eficacia refiriéndose a
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la reflexion sobre el desempeiio de los estudiantes con el manejo de los materiales y
recursos propuestos.

e  Agrupamiento: El aprendizaje de los estudiantes se ve favorecido cuando se
enfrentan a errores o dificultades e intentan superarlos, esta superacion es fundamental
para su aprendizaje y se puede lograr de manera individual, sin embargo, cuando los
estudiantes interactiian entre si y con el docente para abordar y discutir la solucion a un
problema, se logran afrontar dificultades que la individualidad no resuelve. Por ende, el
trabajo en parejas o en grupos pequenios tiene sentido para el aprendizaje de las
matematicas.

Para realizar una tarea matematica se puede organizar a los estudiantes en
distintas formas de agrupamiento, sin embargo, es pertinente que el docente se cuestione
sobre cudl tipo de agrupamiento es el mas propicio para cumplir las metas de la tarea.

e Interaccion y comunicacion en clase: La diversidad de agrupamientos
mencionados anteriormente genera diferentes formas de interaccion entre los estudiantes,
el profesor, los grupos pequenos y los grupos en clase. Cuando los estudiantes abordan un
problema y argumentan su solucidn entre grupos pequefios o grandes se esta
promoviendo la interaccion entre los estudiantes y el profesor, lo cual fortalece el
aprendizaje de las matematicas.

La interaccién es un elemento fundamental de las tareas matematicas, por esto el
docente debe planearla y preverla generando situaciones para que los estudiantes pongan
su conocimiento en juego, pues implica que ellos se comuniquen, argumenten, critiquen,

defiendan su posicion y lleguen a acuerdos de una solucion comun. Al prever esta
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interaccion se tiene como objetivo promover el aprendizaje y permitir que el docente
corrobore como se desarrolla e interviene en el proceso.

El docente debe planear su actuacion como orientador o director en los procesos
de negociacion y de las dificultades, que se presenten imponiendo los ritmos de la clase.
El debe planificar su interaccion de acuerdo con las previsiones de estrategias de solucion
y errores. La actuacion del docente depende de las metas que se proponen para la tarea y
de su contribucion en las discusiones que se presenten, fomentando la superacion de
errores. El puede prever su actuacion desde unas perspectivas (Figura 36).

Figura 36. Prevision de la actuacion del docente desde diferentes perspectivas
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——» Reformular la pregunta

—» Otro estudiante ————~—— Pedir explicacion
Errores

— Identifique el error

» Ayudas ——
Abordar la clase Haga propuestas

o el grupo para que G lisc
- » S Lenere 510N
Estrategias de solucion —» Genere discusior

—— Busque acuerdos

{—b Preguntas guia
+—» Formular -

L

#» Ejercicios adicionales

—» Nuevos agrupamientos

—» Reformular la tarea

— Incluir nuevos materiales y recursos

— Nuevos esquemas de interaccion

Fuente: Gomez et al. (2018)
Temporalidad de la tarea matematica escolar: Cuando el docente disefa una tarea
puede preverla a partir de una secuencia de etapas, ¢l decidira los materiales y recursos, la
agrupacion y la interaccion para desarrollar durante cada etapa, por consiguiente, la temporalidad

esta ligada al tiempo y orden considerado para cada una de las etapas



55

2.2.2 Aspectos curriculares

El Ministerio de Educacion Nacional (MEN) en el afio 2006 publico los Estandares
Basicos de Competencias en Matematicas (EBCM), documento en el cual establecio lo que todo
nifio, nifia y joven debe saber y saber hacer, buscando cumplir las expectativas de calidad
educativa, siendo esto esencial para el desarrollo de los paises.

Segun el MEN (2006) “La educacion matematica debe responder a nuevas demandas
globales y nacionales, como las relacionadas con una educacion para todos, la atencion a la
diversidad y a la interculturalidad y la formacién de ciudadanos” (p. 46). De esta manera
establecio las competencias que cada estudiante debe lograr de acuerdo con el ciclo de estudio y
cada uno de los pensamientos matematicos.

En el afio 2016, el MEN present6 los Derechos Bésicos de Aprendizajes (DBA) los
cuales apuntan al desarrollo de conocimientos, habilidades y valores que forman integralmente al
estudiante. Los DBA proponen una serie de aprendizajes estructurados por: enunciado,
evidencias y ejemplos que abarcan desde grado transicion hasta once. Segin el MEN (2016) “los
DBA se organizan guardando coherencia con los Lineamientos Curriculares y los Estandares
Bésicos de Competencias (EBC)” (p. 6) garantizando una serie de aprendizajes, con el fin de que
los estudiantes logren los EBC propuestos por cada grupo de grados.

Segun el MEN (2006) los estandares basicos establecidos de grado décimo a undécimo
para el pensamiento espacial y sistemas geométricos son:

o Identifico en forma visual, grafica y algebraica algunas propiedades de las
curvas que se observan en los bordes obtenidos por cortes longitudinales, diagonales y

transversales en un cilindro y en un cono.
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o Identifico caracteristicas de localizacion de objetos geométricos en
sistemas de representacion cartesiana y otros (polares, cilindricos y esféricos) y en
particular de las curvas y figuras conicas.

o Resuelvo problemas en los que se usen las propiedades geométricas de
figuras conicas por medio de transformaciones de las representaciones algebraicas de esas
figuras.

. Uso argumentos geométricos para resolver y formular problemas en
contextos matematicos y en otras ciencias. (...)

o Reconozco y describo curvas y/o lugares geométricos. (p.88)

Los estandares anteriores permiten ubicar las secciones conicas en el curriculo
colombiano como un objeto matematico propuesto para estudiantes de grado décimo y
undécimo.

Al revisar los DBA para grado décimo, en el enunciado “explora y describe las
propiedades de los lugares y de sus transformaciones a partir de diferentes representaciones”
(MEN, 2016, p.76) se encontraron las siguientes evidencias:

. Localiza objetos geométricos en el plano cartesiano.

o Identifica las propiedades de lugares geométricos a través de su
representacion en un sistema de referencia.

. Utiliza las expresiones simbolicas de las conicas y propone los rangos de
variacion para obtener una gréafica requerida.

. Representa lugares geométricos en el plano cartesiano, a partir de su

expresion algebraica.
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2.2.3 Uso del GeoGebra en el ambito educativo

Aunque las tareas del trabajo no estdn centradas en el uso de tecnologia, se considera
relevante incluir una seccion sobre GeoGebra, debido a que es una herramienta til para realizar
construcciones y comprobaciones que aportan a este trabajo. Aunque no se mencione
explicitamente en las tareas, su integracion permitio ilustrar de manera visual y practica algunos
conceptos tratados, facilitando la comprension y manipulacion de las conicas. Por esta razon, se
le dedica una breve seccion enseguida para destacar su utilidad como recurso tecnolégico.

GeoGebra es un software dindmico de uso libre que permite la construccion y
visualizacion de figuras geométricas, ademds de ser una potente calculadora gracias a todas sus
herramientas incorporadas. Segiin Bello (2013) el software estd dirigido para estudiantes y
docentes fortaleciendo el aprendizaje y la ensefianza de las matematicas.

Como indica Castellanos (2010)

Construir en forma precisa y rapida usando los componentes basicos de la geometria.

Razonar y comprender acerca de las relaciones geométricas entre diferentes objetos.

Controlar el aspecto grafico de una figura, usando simplemente el mouse. Ejecutar

calculos de medida. Manipular las figuras geométricas y observar las semejanzas y

diferencias entre ellas. Repetir las construcciones las veces que ellos necesiten hacer, es

decir observar los pasos que se siguieron para realizarlas. Hacer las conjeturas respectivas

de las construcciones realizadas. Imprimir las construcciones. (p. 46)

2.2.4 La Historia de las Matematicas como recurso diddctico

En este trabajo de grado se utiliza la Historia de las Matematicas para el disefio de tareas
en el aprendizaje de las secciones conicas, teniendo en cuenta la historia como un recurso

didactico (Palenzuela, 2016). Como sefiala Palenzuela (2016) citando a Nolla (2001).
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Los conceptos y las ideas matemadticas que se tratan [...] son presentados a los
alumnos de una forma cerrada y acabada. Se olvida que han surgido después de un largo
proceso de gestacion, en las que las intuiciones mas fecundas con otras estériles han
configurado sus presentaciones sucesivas. A lo largo de la Historia, estas ideas han sido
generadas por diversos tipos de problemas, practicos o tedricos, pertenecientes a la propia
matematica o a otras disciplinas. El conocimiento de estos problemas, y el estudio de la
evolucion de su tratamiento y de los nuevos problemas que han generado, proporciona los
fundamentos para la comprension de las ideas y conceptos que de ellos han resultado
(p.1).

De acuerdo con lo anterior, los contenidos matematicos se presentan a los estudiantes de
forma tradicional o de forma reiterativa, explicacion, ejercicios y situaciones problemas en la que
ellos se limitan a memorizar y aplicar algoritmos, dice Palenzuela (2016) “que se debe evitar
presentar las Matematicas de esa forma, restableciendo el estatus de la Matematica como
actividad cultural y humana que se tenia desde la época Helenistica” (p. 5). Presentar las
matematicas a los estudiantes desde un contexto histérico les va a permitir “entender,
comprender, reflexionar, incluso criticar las nociones matematicas que estudian, ya que sabran su
verdadero origen y su verdadera naturaleza” (Poincare, 1944)

Dicho esto, reconocemos la importancia de la historia en la formacion del profesor de
matematicas y es pertinente preguntarse entonces, ;qué clase de Historia de las de Matematicas
es la adecuada para el profesor de Matematicas? Al respecto, Guacaneme (2010) menciona que
se pueden encontrar cinco categorias al respecto: los que aluden a la racionalidad (los por qué), a

las intenciones (los para qué), al tipo de historia (los qué), a las estrategias metodoldgicas (los



cémo) y al momento adecuado (los cuandos), de una formacion historico-epistemologica en

funcién del conocimiento del profesor.
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3. Aspectos Metodologicos

En este apartado del trabajo de grado se describen los asuntos metodologicos
considerados para su realizacion, la cual se desarroll6 en cuatro fases. La primera fase consistio
en una revision documental de bibliografia relevante sobre las secciones conicas, el uso de la
historia, los aspectos curriculares y la definicion de tarea. Esta revision permiti6 consolidar el
marco tedrico y el marco didactico.

En la segunda fase se llevo a cabo el disefio de las tareas, para lo cual se tomd como base
la propuesta de Gomez et al. (2018). A partir de esto, se elaboraron tres tareas: la primera
orientada a la construccion de las secciones conicas, la segunda centrada en los aspectos
algebraicos de las mismas y, la tercera, enfocada en sus aplicaciones practicas.

En la tercera fase, se lleva a cabo el pilotaje de las tareas disenadas en un grupo de
estudiantes de décimo grado, compuesto por 31 participantes. El objetivo de la prueba piloto fue
poner en practica las tareas elaboradas en la fase de disefio para evaluar su efectividad e
identificar posibles dificultades en su implementacion. Ademas, se describe como se realiza el
analisis de las tareas implementadas.

3.1 Fase 1: Revision documental

Para este apartado de revision documental se toma en cuenta el libro de (Camargo, 2021)
quien menciona que la revision documental es una estrategia de investigacion que consiste en la
exploracion de materiales escritos, ya sean en formato fisico o digital. Su proposito es analizar e
interpretar el contenido de los textos, asi como las perspectivas de los autores, a partir de
consideraciones conceptuales especificas.

El objetivo principal de este proceso es organizar y clasificar las diversas propuestas,

enfoques y conceptos que se encuentran en los documentos estudiados. Ademads, se puede
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realizar un andlisis cuantitativo, como el conteo de la frecuencia de ciertos temas y proporcionar
explicaciones a partir de la comparacion de datos obtenidos de distintas fuentes.

A través de la revision documental es posible identificar patrones, tendencias y
diferencias entre los enfoques de los autores, lo que contribuye a una visidn mas completa y
profunda de los temas investigados.

Para este trabajo especificamente, la revision consistio en la busqueda de material escrito,
recuperado de repositorios de la Universidad Pedagdgica Nacional, Universidad de los Andes,
Universidad Nacional de General Sarmiento, entre otras. El objetivo principal de esta revision
fue interpretar y describir el contenido conceptual relacionado con la historia de las secciones
conicas, la definicion de tarea matematica y el uso de la historia de las matematicas en el aula.
Producto de dicha revision se recolectaron, depuraron y revisaron siete documentos sobre la
historia de las secciones conicas. Sin embargo, cuando se crearon las categorias que se
mencionan en el siguiente parrafo, fue necesario buscar mas material que aportara al trabajo para
profundizar en los planteamientos de los textos iniciales.

De esta manera se busco clasificar los conceptos matematicos y establecer un orden
historico, lo que permitié construir las siguientes categorias: problemas clasicos griegos,
caracterizacion de las secciones conicas, geometria analitica, instrumentos para la construccion
de conicas y relaciones con la fisica. Estas categorias conformaron el marco historico del trabajo
de grado. Ademas, la revision documental sobre la historia de las matematicas en el contexto del
aula, asi como la definicion de tarea propuesta por Pedro Gomez y la ubicacion de las secciones
conicas en los textos curriculares del Ministerio de Educacion Nacional, constituyeron el marco

didactico del trabajo de grado.
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3.2 Fase 2: Disefo de Tareas

Para el disefio de tareas se tuvo en cuenta la propuesta de Gomez et al. (2018), quienes
dicen que por medio de las tareas de aprendizaje los estudiantes pueden superar las limitaciones
y cumplen las expectativas establecidas, ademas, estas estan estructuradas con un proposito de
aprendizaje y un contenido matematico. La propuesta de estos autores contiene los siete
elementos que fueron mencionados en la seccion “tareas de aprendizaje en matematicas”.

A continuacion, se describe, utilizando el modelo de Goémez et al. (2018), el disefio para
cada una de las tres tareas elaboradas. En dicha descripcion se plantean las metas de las tareas,
las cuales se hicieron corresponder con algunos estdndares basicos de competencias matematicas
(MEN, 2006). Ademas, para la formulacién matematica se tuvo en cuenta que los items de las
tareas se relacionaran con algin hito histérico mencionado en el marco historico.

3.2.1 Tarea 1

Requisitos: La tarea requiere que los estudiantes tengan un manejo basico de GeoGebra,
asi como habilidades fundamentales de comprension lectora. Ademas, que los estudiantes se
expresen para elaborar preguntas.

Metas: En la Tarea 1, se espera que los estudiantes reconozcan e identifiquen las
secciones conicas utilizando diversos métodos historicos establecidos en las matematicas. Esta
actividad esta alineada con el MEN (2016) "Reconozco y describo curvas y/o lugares
geométricos, ademads de identificar las curvas que se observan en los bordes obtenidos por cortes

longitudinales, diagonales y transversales en un cilindro y en un cono.” (p. 88).
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Formulacion de la tarea matematica:

1.

Parte I
Lugares geométricos
Primera construccion:
En una hoja de bloc en posicion horizontal, dibuje una linea paralela al borde inferior
(a 2 cm del borde) que vaya de extremo a extremo de la hoja.
A continuacion, corte una cuerda de nailon que tenga la misma longitud que el cateto

de mayor medida de la escuadra que va a utilizar.

Sujete la cuerda de nailon a la puntilla que esta en la tabla® y coloque la escuadra de tal
modo que el cateto de menor medida repose sobre la linea horizontal. Luego, sujete el
otro extremo de la cuerda en el vértice del angulo no recto de la escuadra que no esta

sobre la linea, como se muestra a continuacion:

Apoye el 1apiz mientras tensionan la cuerda sobre el cateto mayor y deslizalo a lo largo

de la escuadra.

centrada.

% La puntilla debe estar en la parte superior de la linea trazada, entre 2 cm y 4 cm. Se recomienda que esté
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Segunda construccion
1. Sujete un nailon entre las dos puntillas y asegurese de que la longitud de la cuerda de
nailon sea mayor que la distancia entre las puntillas.
2. Utilizando un lapiz, tensione el nailon y deslicelo suavemente para trazar la curva,

como se muestra a continuacion:

Tercera construccion

1. En la primera puntilla, coloque un extremo de la vara de madera. (la vara tiene dos

orificios)

2. En el otro orificio de la vara sujete un extremo del nailon y el otro extremo del nailon

lo debe sujetar a la segunda puntilla, como se muestra a continuacion:
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3. Finalmente, se deslizara un lapiz a lo largo del nailon, manteniéndolo siempre tenso.
Nota: se deben variar las posiciones de la vara de madera cuatro veces, cambiando la

posicion (arriba y debajo de las puntillas) y el lugar (intercambiando de orificios).

Doblado de papel - envolventes

Cuarta construccion

1. En una hoja de papel pergamino ubicar un punto F centrado y aproximadamente a 2 cm

de un borde de la hoja.

2. El punto F se debe hacer coincidir con al menos 25 puntos que estén sobre el borde mas

cercano de la hoja.

3. Cada vez que se sobreponga cada punto, realizar el doblez, como se muestra a

continuacion:

Quinta construccion:




66

1. En una hoja de papel pergamino realizar una circunferencia con un radio mayor a 3 cm
y con un punto F en su interior.

2. El punto F se debe hacer coincidir con al menos 25 puntos de la circunferencia.

3. Cada vez que se sobreponga cada punto, realizar el doblez.

Sexta construccion
1. Enuna hoja de papel pergamino realizar una circunferencia con un radio mayor a 3 cm
y con un punto F en su exterior.
2. El punto F se debe hacer coincidir con puntos al menos 25 puntos de la circunferencia.

3. Cada vez que se sobreponga el punto se debe realizar el doblez.

Preguntas
1. Para cada una de las construcciones anteriores responder las siguientes preguntas y

completar la Tabla 1:
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e ,Las curvas construidas las han observado en sus alrededores, en la vida cotidiana,
etc.? En caso de que si, ;jen donde?
e /Qué elementos considera que fueron importantes para la construccion de cada una
de las curvas?
2. Prepare con su grupo una breve socializacion para compartir con los demas compaiieros,
en la que se describa el tipo de curva que construyeron y las caracteristicas de la
construccion (el docente indicard qué construccion y figura socializara cada grupo).
Tabla 1: En los siguientes cuadros describir las figuras que se observan al realizar las

construcciones de la Parte 1. (En la descripcion puede escribir los elementos que

consideran son importantes para realizar cada curva, caracteristicas de la curva, etc.)

Construccion Descripcion Dibujo
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Parte 11
Ingrese a cada uno de los siguientes enlaces y realice una exploracion para luego responder las

preguntas que se presentan.

Enlace Método
https://www.geogebra.org/m/tc6zaz75 Conicas de Apolonio
https://www.geogebra.org/m/dqutfgtp Conicas por envolventes
https://www.geogebra.org/m/zkmmegjq Coénicas como lugar geométrico
https://www.geogebra.org/m/bnurpyjp Conicas de Menecmo
https://www.geogebra.org/m/jabn76sb Conicas como bisectrices de

angulos corneados
1. Describa en la Tabla 2 las curvas que observan al reproducir cada programa de

GeoGebra.



https://www.geogebra.org/m/tc6zaz75
https://www.geogebra.org/m/dqutfgtp
https://www.geogebra.org/m/zkmmegjq
https://www.geogebra.org/m/bnurpyjp
https://www.geogebra.org/m/jabn76sb
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2. ;Qué similitudes o diferencias tienen estas curvas de GeoGebra con las que observaron
en las construcciones manuales?

3. (Cuantas curvas diferentes reconocen por cada construccion?

4. (Han observado este tipo de curvas en la vida cotidiana? En caso de que si, ;jen donde?

5. GeoGebra Conicas de Apolonio: ;Qué relacion deben cumplir los angulos a y 8 para
generar cada una de las tres curvas distintas?

6. GeoGebra Conicas de Menecmo: Modificando los angulos de la construccion

completen la siguiente tabla, escribiendo el nombre de cada curva.

o

Angulo 35 75° 90° 100° 110° 130°

Curva

Los angulos corneados son dngulos que se determinan entre una circunferencia y una
recta tangente o el que se determina entre dos circunferencias tangentes interiores o

exteriores.
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la exploracion en GeoGebra.

tener dichos angulos para que se genere cada una de las curvas?

GeoGebra Conicas como bisectrices de angulos corneados: Cada dngulo corneado

caracteriza una curva conica diferente a partir de su bisectriz ;Cudl caracteristica deben

Codnicas de Apeolonio

Conicas por envolventes

Cénicas como bisectrices de angulos
corneados

Figura

Figura

Figura

Tabla 2. En los siguientes cuadros describir tres caracteristicas de las figuras luego de realizar

Para esta tarea se planificaron dos partes para dos sesiones de clase respectivamente. La

primera consiste en que, con material concreto, los estudiantes realicen construcciones manuales

a fin de obtener una representacion de las secciones conicas. Para ello se emplearan: tablas,

nilon, palos de balso, puntillas, papel pergamino y reglas.

Durante esta primera sesion se tendran tres momentos principales como se describen a

continuacion:

Parte 1
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. Momento 1: Los futuros educadores matematicos proporcionan
indicaciones sobre el proposito de la actividad y solicitan que los estudiantes formen
grupos para entregar el material requerido. Esto tiene como objetivo que los estudiantes
comprendan lo que van a trabajar durante la sesion de clase.

. Momento 2: Se entrega la guia con las instrucciones para cada
construccion, en la cual los estudiantes podran observar de manera detallada el paso a
paso de las construcciones y el material que deben utilizar en cada una de ellas. Ademas,
al final de la guia encontraran algunas preguntas y una tabla que deberan responder y
completar de acuerdo con lo que realizaron durante las construcciones.

. Momento 3: Al finalizar la actividad se procedera a recoger los materiales
y los productos realizados por los estudiantes, pasando grupo por grupo realizando
preguntas de la actividad y si tuvieron dificultades o no.

En la segunda parte de la tarea (es decir, la segunda sesion de clase) los estudiantes
exploran archivos GeoGebra (que los autores del trabajo de grado crearon previamente y se
encuentran en la plataforma de GeoGebra). Para esta segunda sesion se tendran dos momentos
principales que se describiran a continuacion:

Parte I1

o Momento 1: Se dan unas breves indicaciones de lo que se trata la
actividad, formando los grupos para la exploracion de los archivos de GeoGebra. Esto se
haré con el proposito de que los estudiantes tengan una idea de lo que van a trabajar en la
sesion de clase.

. Momento 2: En el archivo de Word que estara en cada computador, los

estudiantes explorardn a detalle las construcciones de cada enlace y al finalizar
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responderan unas preguntas y diligenciardn una tabla de acuerdo con la exploracion de
cada archivo.

Figura 37. Numeral 1 de la primera parte de la tarea

1. Para cada una de las construcciones anteriores responder las siguientes preguntas y

completar la Tabla 1:

e ;Las curvas construidas las han observado en sus alrededores, en la vida
cotidiana, etc.? En caso de que si, jen donde?
e ;Qué elementos considera que fueron importantes para la construccion de cada

una de las curvas?

En el numeral 1 de la primera parte de la tarea (Figura 37), se propone, en primer lugar,
que los estudiantes reconozcan en su vida cotidiana las conicas obtenidas. En segundo lugar, la
siguiente pregunta busca que los estudiantes logren un reconocimiento de elementos que
permiten diferenciar las formas de construir las secciones conicas, asunto que historicamente
corresponde a la obtencion de conicas por medio de la definicion de lugares geométricos
propuesta por Apolonio, y la otra forma de obtenerlas por medio de una familia de rectas
propuesta por Leibniz y Taylor las cuales fueron denominadas envolventes.

Figura 38. Numeral 5 de la segunda parte de la tarea

5. GeoGebra Cénicas de Apolonio: ;Qué relacion deben cumplir los angulos a v

para generar cada una de las tres curvas distintas?

En el numeral 5 de la segunda parte de la tarea (Figura 38), se propone una exploracion al
archivo de conicas de Apolonio, los cuales permiten la obtencion de las secciones conicas, asunto
que historicamente corresponde a la construccion de las curvas por medio de la interseccion entre
un plano y un cono, teniendo en cuenta la relacion que deben tener los d&ngulos para que se

genere la elipse, la pardbola o la hipérbola.
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Figura 39. Numeral 6 de la segunda parte de la tarea

6. GeoGebra Cénicas de Menecmo: Modificando los angulos de la construccion
completen la siguiente tabla, escribiendo el nombre de cada curva.

Angulo 35 75° 90’ 100° 110° 130°

Curva

En el numeral 6 de la segunda parte de la tarea (Figura 39), se propone a los estudiantes
que realicen una exploracion en el archivo de conicas de Menecmo e identifiquen de acuerdo con
la medida del angulo (Figura 40) qué secciones conicas se generan. Este asunto se alinea
histéricamente con la construccion de curvas propuesta por Menecmo, las cuales se generan por
un corte perpendicular de un plano hacia diferentes tipos de cono.

Figura 40 angulo formado por la generatriz

4

Fuente: elaboracion propia
Materiales y Recursos: Los recursos para la realizacion de la tarea son: tablas, puntillas,
papel pergamino, nilon, palos de balso, reglas, escuadras, guia con instrucciones, compas.
Archivos de GeoGebra y computadores.
Agrupamiento: La tarea se planea para desarrollar en grupos pequeios (cinco
estudiantes por grupo) dado que la mayor parte de las preguntas son abiertas y requieren
argumentacion. Esto permitira fomentar la comunicacion e interaccion entre docente-estudiante y

estudiante-estudiante.
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Temporalidad: La tarea se prevé para dos sesiones de clase de 100 minutos.

3.2.2 Tarea 2

Requisitos: La tarea requiere que los estudiantes manejen GeoGebra a nivel bésico,
tengan habilidades en comprension lectora y conocimientos matematicos fundamentales, como
operaciones y calculos algebraicos, y sean capaces de responder preguntas abiertas.

Metas: La tarea se enfoca en que los estudiantes sean capaces de identificar las secciones
conicas, a partir de la ecuacion general de segundo grado y la ecuacion candnica. Ademas,
deberan reconocer, a partir de la ecuacion canonica, los elementos clave de las conicas, como los
focos, ejes y directrices. Asi, podran representarlas graficamente en un plano cartesiano,
basandose en su expresion algebraica.

Esta actividad esta alineada con el MEN (2006, p. 88)

. Identifico en forma visual, grafica y algebraica algunas propiedades de las

curvas que se observan en los bordes obtenidos por cortes longitudinales, diagonales y

transversales en un cilindro y en un cono.

o Identifico caracteristicas de localizacidon de objetos geométricos en
sistemas de representacion cartesiana y otros (polares, cilindricos y esféricos) y en
particular de las curvas y figuras conicas.

. Representa lugares geométricos en el plano cartesiano, a partir de su
expresion algebraica.

Formulacion de la tarea matematica:



75

Parte I

1. A partir de lo que se proyecta en el video beam responde las siguientes preguntas:

[R] o2 2 B (O L] N asc b

c®
-

2 +22¢9° + x4+ 9y = —1

8 - )

a. (Qué tipo de ecuacion es la que se muestra en GeoGebra?
b. Los valores que toman los coeficientes de la ecuacion general de segundo grado
sirven para identificar la conica representada por dicha ecuacion.
¢Para qué valores de x%y y? la ecuacion representa una parabola?,
(cuando una hipérbola?, ;cuando una elipse?

c. Con base en las respuestas del literal anterior, completen la Tabla 1.

Tabla 1

Seccion conica Valores de los coeficientes x? y y?

Elipse

Parabola




Hipérbola

2. (Cuales de las siguientes ecuaciones representan secciones conicas? ;Qué secciones
conicas?
a. 3x2—6y?2+15x—13y=7
b. —x2+5x+6y2+§y=15
c. 3x3—8y?+13x+15y=0

d. 3x2+4+15y—14x—-13=0

5,2 _3,=-12
e. Jy°+ 4x Y=
f. x=3y
3. Compruebe con GeoGebra si las graficas obtenidas en el punto 2 coinciden con sus

respuestas.

4. A partir de lo que se proyecta en el video beam responde las siguientes preguntas:

[R] o271 3 D @ ©O) L) N Jac) )

a=39\ efl
Ll
b=-1 g

3.9 —xy — 1.8y  +x + 9y = —1

=20 -15 d—£D1 -5 § 10 15 20 25 30 35

=1 s d =29.08
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a. (Las propiedades de los coeficientes de la ecuacion cuadratica aun siguen
determinando la seccion cénica? ;jPor qué?
b. (Qué valores del discriminante determinan cada una de las curvas?
5. El valor del discriminante esta dado por la siguiente ecuacion:
A= b? — 4ac
b: coeficiente que acompana al termino xy
a: coeficiente que acompafia al termino x?
c: coeficiente que acompaiia al termino 2
Calcule el valor del discriminante para cada una de las ecuaciones de la Tabla 2 y determine
cual conica se genera. Comprueba el resultado por medio de GeoGebra.

Tabla 2

Ecuacion Discriminante Nombre de la conica

—x?—4xy -3y’ +x—-5y=7

3x% — 2x +l 24 4x+5y=-5
y 33’ +4x + oy =

4x% —3xy +y?>+5x—3y =5

9
—x% + ?axy—Zy2 +5x =—10

x2+5xy+3x—7y =2
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3x2+3xy+3y?+3x+3y =3

4xy + 4y? — 2x — 5y = 14

Parte 11

Tabla 3 : Elementos de las secciones cénicas a partir de su ecuacion candnica

En los textos de Geometria Analitica se utiliza la ecuacidn canonica de las secciones conicas, la cual se obtiene al completar trinomios cuadrados perfectos e igualar la
ecuacion a uno. Este proceso permite identificar los elementos caracteristicos de las elipses, hipérbolas y pardbolas.
»  Enlas siguientes figuras se representan el eje mayor en color naranja, el eje menor en color azul, los focos en color azul, los vértices en color morado y el
centro en color negro.

Elipse con el eje
horizontal mayor

Elcentroes (h, k).
La longitud del eje

Elipse con el eje vertical
mayor

Elcentro es (h, k).
La longitud del eje

mayor es 2a. mayor es 2a. [ ]
(x—h? (v—k)? -1 La longitud del eje (x—h)? (y—k)? -1 La longitud del eje
at »r menor es 2h. b2 az menor es 2h.
La distancia entre el La distancia entre el
centro y cualquier centro y cualquier foco
foco es ¢ con es ¢ con
ci=a?-b%a>b>0 ci=al-b2,a>bh>0. ®
Hipérbola con el eje El centro es (h, k). Hipérbola con el eje El centro es (h, k).
horizontal transversal vertical transversal
La distancia entre los La distancia entre los
(x—h? (v-k)? _ . vérticeses 22 y-k* (x—h)? ., vérticeses2a. .
L PN @ B o
La distancia entre los La distancia entre los *c
focos es 2c. focos es 2c. e
c2=g2+h? c2=g2+p? ¥

Pardbola con el eje
herizontal

(—kP =l =)

El vértice es (h, k).
El foco es (h +p, k).

Ladirectrizes|la
rectax=h-p.

Elejeeslarectay=k.

Pardbola con el eje
vertical

(c—h)* = 4p(y-1k)

El vértice es (h, k).
El foco es (h, k+p).
La directriz es la recta

y=k-p.
El eje eslarectax =h.

1. Grafica en GeoGebra las siguientes ecuaciones y une con una flecha las que

representan exactamente la misma seccidn conica.
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2. A partir de las ecuaciones de la Tabla 4 determine qué tipo de seccion conica representa

x2—6x—8y—7=0

4x2 +y2 —16x+2y+1=0

—4x%+7y* +8x+42y+31=0

4x2% +9y? — 40x + 54y + 145 =0

x24+10x—10y+5=0

10x%2 — 40x — 5y2 — 40y — 90 = 0

cada una y luego encuentre todos los elementos que especifica la Tabla 3 en cada caso.

(-2 G+
5 10

(x—3)2=8(y+2)

+3? @-1?_

4 7 1
(x — 2)? (y+4)2_1
5 10
(x—=2) (+1?*
x T
— 2 2
(=57 G+ _,

9 4

Tabla 4
Ecuacion candnica Seccion conica y Elementos
caracteristica del
eje
2 2
a) T+l =1
18 9
2 2
b) (x+5) +(y+8) ~1
49 9
2 2
) =-L =1
16 33
_e\2 2
d) x=5)°  G+9° _ 1
8 64
2 _2)2
o) S o)
12 81
N (y—7)2=12(x+ 4)
g) (x+4)*=24@+2)
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La excentricidad (e) de una seccion conica se define como la distancia de
cualquier punto de la seccidn conica a su foco, dividida entre la distancia
perpendicular de ese punto a la directriz mas cercana. La excentricidad permite

determinar el tipo de cénica segun su valor.

3. Calcula la excentricidad de las elipses e hipérbolas del punto anterior.
4. El valor de la excentricidad para cada seccion conica es distinto, para la parabola la
excentricidad es 1, concluya a partir del item anterior qué valores puede tomar la

excentricidad para la hipérbola y la elipse.

Para esta tarea se han planificado dos partes, las cuales se tenian previstas para dos
sesiones de clase. Durante la primera sesion, se espera que los estudiantes aprendan a identificar
las secciones conicas mediante el uso de los coeficientes de la ecuacion general de segundo
grado y el discriminante. Este aprendizaje se desarrolla a través de las preguntas presentes en las

guias que se entregan a los estudiantes.
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Parte I
Durante la primera sesion se tienen tres momentos principales como se describen a
continuacion:

e Momento 1: Se empieza con unas breves indicaciones de la actividad que se realiza,
organizando los grupos de trabajo (3 o 4 estudiantes) y entregando el material que se usa
en la sesion de clase.

Por medio de un computador y un video beam se empieza a hacer la exploracion en
GeoGebra utilizando deslizadores, en los cuales se varian los coeficientes de la
ecuacion general de segundo grado ax? + bxy + c¢y? + dx + ey = f excepto b pues
para este primer momento tomamos b = 0, con el fin de que identifiquen los valores
de los coeficientes que generan cada curva. Luego, se les solicita que comprueben lo
conjeturado.

e Momento 2: Para la parte de identificar las conicas con el discriminante se procede de la
misma forma que en el momento 1 (exploracion usando video beam), con la diferencia
que el coeficiente b que acompaiia al termino xy también se va a variar.

e Momento 3: Los estudiantes comprueban con el aplicativo de GeoGebra los resultados de
identificacion de las conicas por medio del valor del discriminante, de acuerdo con el caso
que sea. Para finalizar se recoge la produccion de los estudiantes.

Parte 11
Para esta parte de la tarea se tiene tres momentos principales que se describen a

continuacion:
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e Momento 1: Se les solicita a los estudiantes que se organicen en grupos de tres o cuatro.
Cada grupo recibe una copia de la Tabla 3, la cual contiene informacion clave sobre las
propiedades de las secciones conicas. Los estudiantes deben analizar detenidamente los
datos presentados en la tabla e identificar las caracteristicas y elementos principales de
cada seccion conica. Asi mismo, se les pide que representen un conjunto de secciones
conicas a partir de sus ecuaciones implicita y explicita con el fin que identifiquen que
una misma curva puede tener dos expresiones algebraicas “diferentes”.

e Momento 2: Una vez completado el andlisis de la tabla y la identificacion de los
elementos, se procede a entregar la guia de trabajo a cada grupo. Esta guia contiene una
serie de preguntas y ejercicios que los estudiantes deben resolver, utilizando la
informacion observada en la Tabla 3 sobre las propiedades de las secciones conicas. El
objetivo es que respondan de manera precisa y fundamentada a los puntos planteados en
la guia, basdndose en los datos proporcionados.

e Momento 3: Para finalizar se presenta la definicion de excentricidad de las secciones
conicas y se pide calcular algunas excentricidades con el fin de que concluyan los
valores que pueden tomar las secciones conicas de acuerdo con la curva que describe
cada una.

Figura 41. Numeral 1 del item a de la primera parte de la tarea

1. A partir de lo que se proyecta en el video beam responde las siguientes preguntas:

a. ¢Qué tipo de ecuacion es la que se muestra en GeoGebra?

En el numeral 1 del item a de la primera parte de la tarea (Figura 41), se propone a los

estudiantes que identifiquen el tipo de ecuacion que aparece en GeoGebra. Este numeral se



alinea historicamente cuando Descartes y Fermat demuestran que las secciones conicas se
pueden representar mediante una ecuacion de segundo grado con dos variables.

Figura 42. Numeral 1 del item c de la primera parte de la tarea

Tabla 1

1. A partir de lo que se proyecta en el video beam responde las siguientes preguntas:

c. Con base en las respuestas del literal anterior, completen la Tabla 1.

Seccién conica

Valores de los coeficientes x? y y2

Elipse

Parabola

Hipérbola

En el numeral 1 del item ¢ de la primera parte de la tarea (Figura 42), se propone a los
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estudiantes que identifiquen el tipo de conica que surge cuando los coeficientes que acompaiian a

x? y y? toman determinados valores (positivos, negativos o cero). Este numeral se asocia

historicamente a la época en que Descartes encuentra propiedades para los coeficientes de la

ecuacion cuadrética, en relacion con sus signos, las cuales permiten reconocer el tipo de seccion

conica que representa dicha ecuacion.

Figura 43. Numeral 4 del item b de la primera parte de la tarea

4. A partir de lo que se proyecta en el video beam responde las siguientes preguntas:

a. ¢Las Propiedades de los coeficientes de la ecuacién cuadratica adn siguen
determinando la seccién cénica? ¢Por qué?
b. ¢Qué valores del discriminante determinan cada una de las curvas?

En el numeral 4 del item b de la primera parte de la tarea (Figura 43), se propone a los

estudiantes que identifiquen qué tipo de conicas surgen a partir de los valores del discriminante.

Este numeral se refiere historicamente cuando Descartes y Fermat demuestran que las secciones



conicas se pueden representar mediante una parte de la formula cuadratica llamada
discriminante.

Figura 44. Numeral 2 de la segunda parte de la tarea

2. A partir de las ecuaciones de la Tabla 4 determine qué tipo de seccién cénica
representa cada una y luego encuentre todos los elementos que especifica la Tabla
3 en cada caso.

Tabla 4

Ecuacidon canénica Seccién conica y Elementos
caracteristica del
eje

Ly
a) mte=1

2 2
b) (x::) +(y:3) 1

o T-L=1

) G0t

8 64
+4)*  (x-3)% _
e) = w1

f) (y—7)P=12(x+4)

g) (x+4)2=24(y+2)

En el numeral 2 de la segunda parte de la tarea (Figura 44), se propone a los estudiantes
que identifiquen elementos de las secciones conicas a partir de la ecuacion canonica. Este
numeral se corresponde historicamente, cuando Descartes encuentra una manera de expresar la
ecuacion cuadratica en una forma mas reducida la cual denomina ecuacion canonica.

Figura 45. Numeral 4 de la segunda parte de la tarea

4. FElvalor de la excentricidad para cada seccion conica es distinto, para la parabola la
excentricidad es 1, concluya a partir del item anterior qué valores puede tomar la
excentricidad para la hipérbola y la elipse.

En el numeral 4 de la segunda parte de la tarea (Figura 45), se propone a los estudiantes

que identifiquen qué tipo de conicas surgen a partir de la excentricidad. Este numeral se asocia

84



85

segun la historia, cuando Morton deduce algunas propiedades de las secciones conicas
relacionando las razones entre los focos, directrices y puntos pertenecientes a las curvas, ademas
propone una serie de corolarios que identifican las secciones conicas mediante los valores de
dichas razones.

Materiales y Recursos: GeoGebra, video-beam, guia de actividades y elementos
escolares (cuaderno, lapiz, borrador, esferos, etc.)

Agrupamiento: La tarea se planea para desarrollar en grupos de tres o cuatro estudiantes.
Dado que la mayor parte de las preguntas son abiertas y requieren argumentacion. Esto permitira
fomentar la comunicacién e interaccion entre docente-estudiante y estudiante-estudiante.

Temporalidad: La tarea se prevé para dos sesiones de clase de 100 minutos.

3.2.3 Tarea 3

Requisitos: La tarea requiere que los estudiantes tengan habilidades fundamentales de
comprension lectora, representen problemas de la vida cotidiana a un lenguaje algebraico y tener
total comprension de la Tabla 3 de la Tarea 2.

Metas: En la tarea, se espera que los estudiantes resuelvan problemas de la vida cotidiana
enfocadas en las secciones conicas. Esta actividad esta alineada con el MEN (2016) "Describo y
modelos fendémenos periddicos del mundo real usando secciones conicas o sus propiedades.” (p.
88).

Formulacion de la tarea matematica:

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA
MNACIONAL
Fducadora de cducadores

Integrantes: Fecha: Curso:

Tarea 3
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En la época medieval era comun utilizar catapultas como sistemas de ataques. Una roca
lanzada desde una catapulta sigue una trayectoria descrita por la parabola 3x2 —

240x + 160y = 0. Si las unidades son en metros ;Cual es la altura maxima (vértice)
alcanzada por la roca?

Un proyectil describe una trayectoria parabolica dada por x? = —720000(y —
10000). En un momento determinado el proyectil cruza exactamente el centro desde
donde lo lanzaron hasta donde tiene que llegar ;Si el centro por donde pasa el proyectil
es el foco de la parabola, ;Cudles son las coordenadas del centro?

El planeta Tierra describe una orbita eliptica alrededor del sol, donde el sol se ubica en
uno de los focos a 2500000 Km de distancia del centro. Por otro lado, la tierra alcanza
su punto mas lejano del Sol a 151500000 Km. ;Cuadl es la ecuacion del lugar
geométrico que describe la orbita de la Tierra? ;Cual es la distancia minima de
separacion entre la tierra y el sol?

Un reflector de un telescopio tiene forma hiperbolica xl—_; - % = 1. Este reflector consta

de dos focos: uno saliente y uno entrante. Hallar la distancia que hay del foco entrante
al foco saliente.

Para la implementacion de la tarea se tiene previsto una sesion de clase que se realiza en

tres momentos principales.

Momento 1: Se empieza con unas breves indicaciones antes de entregar la guia y se
reitera que necesitan usar la tabla 3 que se entreg6 en la tarea 2.

Momento 2: En este momento los estudiantes comienzan a resolver los puntos propuestos
en la tarea, donde deben tener presente las propiedades de las curvas y lo que habian
solucionado en las tareas anteriores

Momento 3: Para finalizar se explica a los estudiantes que existen ejemplos mas
modernos, con el fin que comprendan que muchas actividades que realizan u observan en

la vida cotidiana, se encuentran presentes las secciones conicas.
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Figura 46 Numeral 1 de la tarea 3

1. En la época medieval era comin utilizar catapultas como sistemas de ataques. Una roca
lanzada desde una catapulta sigue una trayectoria descrita por la pardbola 3x? — 240x +
160y = 0. Si las unidades son en metros ;Cual es la altura méxima (vértice) alcanzada
por la roca?

En el numeral 1 de la tarea (Figura 46), se propone a los estudiantes que encuentren el
vértice de la parabola, este problema se asocia historicamente con Arquimedes, porque este
matematico afirma en sus estudios que en los tiempos de guerra en el medieval se usaban
catapultas y el movimiento que realizaba la roca lanzada desde las catapultas se asemeja a la
parébola.

Figura 47. Numeral 2 de la tarea 3

2. Un proyectil describe una trayectoria parabolica dada por x? = —720000(y — 10000).
En un momento determinado el proyectil cruza exactamente el centro desde donde lo
lanzaron hasta donde tiene que llegar ;Si el centro por donde pasa el proyectil es el foco
de la parabola, ;Cuales son las coordenadas del centro?

En el numeral 2 de la tarea (Figura 47), se espera que los estudiantes encuentren las
coordenadas del foco, este problema se corresponde histéricamente con lo que afirmaba
Galileo Galilei sobre los proyectiles y su movimiento parabélico.

Figura 48. Numeral 3 de la tarea 3

3. El planeta Tierra describe una orbita eliptica alrededor del sol, donde el sol se ubica en
uno de los focos a 2500000 Km de distancia del centro. Por otro lado, la tierra alcanza su
punto mas lejano del Sol a 151500000 Km. ;Cual es la ecuacion del lugar geométrico que
describe la orbita de la Tierra? ;Cual es la distancia minima de separacion entre la tierra y
el sol?
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En el numeral 3 de la tarea (Figura 48), los estudiantes tienen que hallar la ecuacion de
la elipse y la distancia de los focos. El problema se alinea histéricamente con los
movimientos que describian las orbitas de los planetas, que segiin Kepler eran elipticas.

Figura 49. Numeral 4 de la tarea 3

4. Un reflector de un telescopio tiene forma hiperbolica xl—_; - f = 1. Este reflector consta de

dos focos: uno saliente y uno entrante. Hallar la distancia que hay del foco entrante al
foco saliente.

En el numeral 4 de la tarea (Figura 49) se espera que los estudiantes hallen la distancia
entre los dos focos e identifiquen con que elementos de la ecuacion canonica se puede
realizar. El problema se corresponde histéricamente con el telescopio de Cassegrein que
constaba de tres espejos reflectores, donde el segundo espejo tenia una forma hiperbdlica.

Materiales y Recursos: guia de actividades y elementos escolares (cuaderno, lapiz,
borrador, esferos, etc.)

Agrupamiento: La tarea se planea desarrollar en grupos de tres o cuatro estudiantes.
Esto permitira fomentar la comunicacion e interaccion entre docente-estudiante y estudiante-
estudiante.

Temporalidad: La tarea se prevé para una sesion de clase de 100 minutos.

3.3 Fase 3: Implementacion y analisis:
Partiendo de lo sefnalado en los estdndares basicos de competencias matematicas (MEN,
2006), se identificd que la propuesta podria implementarse de manera efectiva en el grado

décimo, dado el nivel de conocimiento y habilidades requeridas. En consecuencia, la propuesta
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de tareas se desarroll6 en el curso 1002 del Colegio Venecia (IED), al que asisten 31 estudiantes,
durante los meses de octubre y noviembre de 2024.

Es importante resaltar que el tiempo disponible para implementar la actividad fue
limitado, debido a que se llevo a cabo en el cuarto periodo (fin del afio escolar) y solo se contd
con cuatro bloques de dos horas (90 minutos cada uno) para completar las tareas y actividades
planteadas en la propuesta. Como resultado de esta restriccion temporal, fue imposible
desarrollar la totalidad de las tareas previstas. Por ende, solo se logré implementar la Tarea 1 y la
parte I de la Tarea 2.

Con base en las actividades que se implementaron se recogieron guias y se tomaron fotos
de las respuestas que los estudiantes plantearon y escribieron en sus cuadernos, esto para realizar

el analisis.



4. Analisis De La Implementacion

El andlisis se hace con base en los propdsitos que se establecieron para cada punto de

cada tarea. En dicha descripcion se plantean las metas de las tareas, las cuales se hicieron

corresponder con algunos estandares basicos de competencias matematicas (MEN, 2006).

4.1 Tarea 1

Parte I

Para el caso de la primera pregunta del numeral 1; El 40% de los estudiantes lograron

completar la Tabla 1:

una de las curvas?

1. Para cada una de las construcciones anteriores responder las siguientes preguntas y

e ;Las curvas construidas las han observado en sus alrededores, en la vida

cotidiana, etc.? En caso de que si, jen donde?

e ;Qué elementos considera que fueron importantes para la construccion de cada

reconocer las conicas con curvas o formas observadas a sus alrededores o en su vida cotidiana

(mencionan por ejemplo la forma de una catedral o de un reloj en forma eliptica, movimiento de

un balon, etc.), como se ve en la

Tabla 3:

Tabla 3 Evidencias de reconocimiento de las secciones conicas en la vida cotidiana

Conica

Evidencia

Transcripcion

Parabola

e “Las curvas se
pueden observar
en las estructuras
de los puentes”

e “Se ha visto la
curva en una
rampa de skate”
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e “Lacurvase ha
visto como una
trayectoria de un
balon”

Elipse e “Las curvas se
asemejan a la
llanta de una
bicicleta”

e “Separece aun
huevo”

e “Lafigurade
adentro parece un
huevo”

e Lacurvasiseha
visto en un reloj
de pared”

Hipérbola e “Las curvas se
ven en disefios de
algunas
catedrales”

e “Una herramienta
de dibujo para
disenar”

e “Separeceala
forma del tronco
de un arbol”

Se puede concluir que los estudiantes tienen dificultad con asociar las conicas a curvas
que observan en su vida cotidiana y quienes lo logran hacer, buscan asociaciones muy cercanas a
ellos. Posiblemente esto se debe a que esta implementacion de la tarea es el primer acercamiento
que tienen los estudiantes a las secciones conicas. También es importante sefialar que, en algunas
de las asociaciones que hicieron, no necesariamente se corresponden con secciones conicas (por
ejemplo, la forma de un huevo es un ovalo, no es una elipse; y la forma de una rampa de skate

posiblemente sea una catenaria, no una parabola).
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Para el caso de la segunda pregunta, se buscaba que los estudiantes identificaran algunos
de los elementos indispensables para construir las conicas, bien por lugares geométricos o bien
por envolventes. Al respecto, todos los grupos consiguieron identificar algunos de los elementos
mas sustanciales en al menos una de las construcciones, con excepcion de la hipérbola como
lugar geométrico, dado que ningun grupo logré identificar la importancia de los focos (las
puntillas en este caso) y la distancia entre ellos (representada por la longitud del hilo que los
une). En la Tabla 4 se presentan las producciones de los estudiantes.

En la construccion de conicas como lugar geométrico, el 60% de los estudiantes fue
capaz de identificar los elementos fundamentales para la construccion de la parabola, mientras
que el 80% logrd reconocer los focos de la elipse, elementos esenciales para su formacion.

Por otro lado, en la construccion de conicas mediante envolventes, el 80% de los
estudiantes identifico la importancia del foco en la construccion de la parabola. En el caso de la
elipse, solo el 20% de los estudiantes reconoci6 que el punto clave debe ubicarse en el interior de
la circunferencia, mientras que el 80% comprendi6 que para la hipérbola el punto debe situarse

fuera de la circunferencia.



Tabla 4. elementos principales para la construccion de conicas

Método de Seccion | Criterio Evidencias
construccion | conica sobre
elementos
importantes
Lugares Pardabola | Mencionar la
geométricos directriz y el
foco
Elipse Focos
Hipérbola | Focoy la Ningun estudiante identifico alguno de los elementos.
longitud del
hilo
Envolventes | Pardbola | Ubicacion
del punto
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Elipse Ubicacion
(interior)

Hipérbola | Ubicacion
(exterior)

Es importante sefialar que ninguin grupo hace un listado de los elementos relevantes en
cada construccion, sino que realizan una descripcion de las construcciones hechas. A partir de
tales descripciones se tratd de identificar los elementos que para ellos fueron importantes a la
hora de hacer las construcciones. También vale la pena mencionar que algunos grupos
escribieron la descripcion de la construccion solicitada, pero al momento de realizar el dibujo,
este no coincide con la descripcion.

Parte 11

1. Describa en la Tabla 2 las curvas que observan al reproducir cada programa de

GeoGebra.

Para el numeral uno de la segunda parte de la tarea, se esperaba que los estudiantes
describieran caracteristicas de las conicas de los archivos correspondientes que aparecian en la
Tabla 2 (conicas de Apolonio, conicas por envolventes y conicas como bisectrices de angulos
corneados). Los estudiantes aludieron a caracteristicas de las secciones conicas en torno a la
curva que describe, a sus formas de construccion, a los angulos generados y a curvas que han

observado en la vida cotidiana como se describe a continuacion.



En el archivo Conicas de Apolonio, el 84% de los estudiantes logra identificar
caracteristicas de la parabola, destacando especialmente la inclinacion del plano y la forma de la
curva (Figura 50). En cuanto a la elipse, el 57% de los estudiantes reconoce sus caracteristicas,
mencionando los ejes, el vértice y la inclinacidon que debe tener el plano (Figura 51). Respecto a
la hipérbola, el 42% de los estudiantes identifica sus caracteristicas, incluyendo el &ngulo de
inclinacion del plano. Ademads, un 14% senala que este angulo debe ser menor al del cono, y otro

aspecto identificado es que el plano debe cortar ambos conos (Figura 52).

Figura 50. Evidencia Apolonio- Figura 51. Evidencia Apolonio-
Parabola
elipse

: = -

Figura 52. Evidencia Apolonio- Hipérbola

En el archivo conicas por envolventes, el 100% de los estudiantes reconoce las
caracteristicas de la parabola, tales como su forma, las envolventes que la generan y su simetria

(Figura 53). En cuanto a la elipse, solo el 14% de los estudiantes logra identificar sus

caracteristicas, mencionando que se trata de una curva generada por lineas rectas (Figura 54). En



lo que respecta a la hipérbola, el 14% de los estudiantes sefiala la simetria de sus dos ramas
(Figura 55).

Figura 53. Evidencia Envolvente- Figura 54. Evidencia Envolvente-

pardbola elipse

Fuente: Elaboracion propia con

Fuente: Elaboracion propia con ) _
produccion de los estudiantes

produccion de los estudiantes

Figura 55. Evidencia Envolvente-Hipérbola

Fuente: Elaboracion propia con produccion de los estudiantes
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En el archivo conicas como bisectrices de angulos corneados, el 14% de los estudiantes

reconoce caracteristicas de la pardbola, mencionando su forma, la relacién con la amplitud del

radio de la circunferencia (Figura 56).

Figura 56. Evidencia parabola angulo corneado

Fuente: Elaboracion propia con produccion de los estudiantes
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En cuanto a la elipse, el 42% de los estudiantes identifica sus caracteristicas, sefialando la
importancia de que una de las circunferencias debe estar en el interior de la otra (Figura 57).

Figura 57. Evidencia elipse angulos corneados

Fuente: Elaboracion propia con produccion de los estudiantes
Respecto a la hipérbola, el 14% de los estudiantes reconoce sus caracteristicas,
destacando la relacion entre las longitudes de los radios de las circunferencias y el tamaiio de la

hipérbola, asi como la importancia de las dos circunferencias para su construccion.

Figura 58. Evidencia elipse como angulos corneados

Fuente: Elaboracion propia con produccion de los estudiantes
Los estudiantes suelen confundir la elipse con el 6valo o una “circunferencia alargada”.
También tienden a confundir la hipérbola con la pardbola, y en algunos casos, interpretan la
hipérbola como una figura similar a un reloj de arena.
Para los numerales dos y tres de la segunda parte de la tarea, los estudiantes tienen que

reconocer que existen tres curvas que aparecen en cada uno de los archivos de GeoGebra e
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identificar qué caracteristicas se diferencian en la exploracion y en las construcciones con el

material concreto. Dos de los seis grupos realizaron lo propuesto.

2. ;Que similitudes o diferencias tienen estas curvas de GeoGebra con las que observaron

en las construcciones manuales?

3. ;Cuantas curvas diferentes reconocen por cada construccion?

Un grupo de estudiantes identifica similitudes entre las construcciones de lugares
geométricos relacionadas con los elementos de las secciones conicas (como los focos), mientras
que otro grupo reconoce las rectas como elementos fundamentales en las envolventes y el
doblado de papel.

En cuanto al tercer numeral, los estudiantes comprenden que, aunque cada construccion

sea distinta, se reconocen las tres secciones conicas.

4.2 Tarea 2

A los numerales lay 1b de la tarea 2 no se dara mucha relevancia en este analisis pues el
la referia al tipo de ecuacion y todos los estudiantes concluyeron rapidamente que la ecuacion
era de segundo grado porque el mayor exponente era dos, y el 1b se corresponde con la tabla del

numeral 1lc, en que se busco que los estudiantes lograran completarla con la generalizacion para

los coeficientes de x2 y y2.

1. A partir de lo que se proyecta en el video beam responde las siguientes preguntas:

c. Con base en las respuestas del literal anterior, completen la Tabla 1.

Tabla 1

Seccidn conica Valores de los coeficientes x? y y2

Elipse

Parabola

Hipérbola
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El 50% de los estudiantes sefiala que la elipse se forma cuando los coeficientes de x? y
y?2. son ambos positivos 0 ambos negativos, lo que refleja una comprension parcial de las
condiciones necesarias para identificar una elipse a partir de la ecuacion general de segundo
grado (Figura 59).

Figura 59. Evidencias parametros para la elipse

]A Y C Seal fooilNos © ceddbvos )

;mu wondo &\ meficienté
Y 9* won reguiuey 6 pontvas las

Fuente: Elaboracion propia con produccion de los estudiantes
En cuanto a la parabola, el 13% de los estudiantes reconoce que se genera cuando uno de
los coeficientes de x2 0 y2. es igual a cero, lo cual es una condicién basica para identificar una
parabola en dicha ecuacion. Sin embargo, el 37% de los estudiantes solo identifica algin caso
particular, sin lograr generalizar o comprender la totalidad de las condiciones que definen a la

curva conica.

Figura 60. Evidencia parametros para la parabola

Fuente: Elaboracion propia con produccion de los estudiantes
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Por ultimo, el 63% de los estudiantes logra reconocer un caso especifico para identificar
la hipérbola a partir de la ecuacidn, aunque no lo hace de manera general, lo que sugiere que ain
tienen dificultades para identificar la condicion que abarca todos los posibles casos para la
hipérbola, pues ninglin estudiante logra identificar los dos casos o lo hace de manera general.

Figura 61. Evidencia parametros para la hipérbola

ey yigoe IXS<cr Moavor o
Hipérbola C(‘.gfo y (&) menor Que ceYO

x=2 (o) tiene qoe S€U mogpY o O
YIS Yy Cc) menor que cera

Hipérbola

Fuente: Elaboracion propia con produccion de los estudiantes

En los numerales 2 y 3 de la tarea, se espera que los estudiantes identificaran, a partir de
la representacion algebraica de las ecuaciones de segundo grado, la conica a la que corresponde

cada una de ellas.

2. ;Cuiles de las siguientes ecuaciones representan secciones conicas? [ Qué secciones
conicas?

3. Compruebe con GeoGebra si las graficas obtenidas en el punto 2 coinciden con sus
respuestas.

El 50% de los estudiantes respondid correctamente los 6 items. Un 25% respondio
correctamente 5 de los 6 items, y un 12% respondi6 correctamente 4 de los 6 items. E1 12%

restante respondid correctamente 3 de los 6 items.
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Figura 62. Evidencia respuesta de los estudiantes

a. 3x2—6y¢+15x—13y =/ rperuoy

. \
9.1 - H( cr(w‘h
b. —x2+5x+6y*+3y=15 P

a 3x2-6y+15x—-13y=7 Hipertdo'
d b —.rz+5x+6yz+-;y=15 l—’tperwq
e & 3:3-8y2+13x+15y=0).b os onaoh wabretice
£ d 352 +15y—14x—13=0 abde

;pevbole
e 'g}"a. 3x2—6y?+15x —13y =7 — Hipexbo

— Hiperhola
f x=b -jtr2+;5x+6y2+§y=15 \'\\vevb
£ %

LI < ro €%
33— gyt 4132+ 15y =0 = WO &8 Conie \%m«(«'q

c.
d 3:2+15y—14x- g 3x*=6y2+15x—13y=7 gHpse Hipecho'l
< brear-ty=L K ebareghady=1s HiRECIOL0
£ X=3- Nete 3-gRe1drslsy=0r0 €S OO
4 3x* 415y - 14x-13 = 0 &S Mbb\u
¢ frsa-dy-Bogipse PONOLOA
x=3 ho e5 (vadsati @

Fuente: Elaboracion propia con produccién de los estudiantes

Es importante resaltar la utilidad del tercer punto, ya que, al graficar cada una de las
ecuaciones, los estudiantes pudieron visualizar la curva correspondiente e identificar los errores
en su interpretacion de la seccidon conica a partir del pardmetro. Se observo que algunos
estudiantes cometian errores al comparar los coeficientes, ya que no identificaban correctamente
los de las variables con potencia al cuadrado. Esto les impedia caracterizar adecuadamente la
conica. Sin embargo, al realizar la comprobacion utilizando GeoGebra, los estudiantes
cuestionaron sus respuestas y se dieron cuenta de sus errores conceptuales.

En el numeral 4 de la tarea 2, se solicitaba a los estudiantes que, mediante una
exploracion guiada por el docente, pudieran identificar que, cuando los coeficientes de x, y
tomaban un valor distinto de cero, los parametros previamente establecidos ya no serian

aplicables para clasificar o caracterizar una conica. Para ello, se les pedia que, a partir del valor



102

del discriminante (d) concluyeran cuéles eran los valores de este discriminante que determinaban

cada una de las secciones conicas item (4b).

4. A partir de lo que se proyecta en el video beam responde las siguientes preguntas:

5 PR (o) () FA NN T D :
= e
=39 el
—
bo=e1
—_— 3.95° —awy — LBy  + a0y = —1

11 15 !: ] E £

d =29.08

a. ;Las propiedades de los coeficientes de la ecuacion cuadritica ain siguen
determinando la zeccidn conica? ;Por qué?
b, ;Qué valores del discriminante determinan cada una de las curvas?

Todos los estudiantes respondieron de manera correcta al 4b, pues los casos en que la
representacion grafica era una hipérbola, parabola o elipse, ademas del uso de los deslizadores,
permitieron mostrar de manera evidente los valores que tomaba el discriminante. A continuacion,
se muestran algunas evidencias de lo escrito por los estudiantes (Figura 63).

Figura 63. Evidencia literal 4b de la tarea 2

Fuente: Elaboracion propia con produccion de los estudiantes
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En el numeral 5 de la tarea 2 se esperd que los estudiantes calcularan los discriminantes

para cada una de las ecuaciones de segundo grado e identificaran la curva conica a partir de este.

Determine el valor del discriminante para cada una de las ecuaciones de la Tabla 2 v
determine cual conica se genera. Comprueba el resultade por medio de GeoGebra.
Tabla 2

Ecuacion Discrimil Nombre de la cénica
—x?—dxy -3y +x—-5y=7

1
313—?.zy+§y2+4-x+5y:—5

4x2—3xy+y*+5x—3y=5

9
—x2 4 3xy — Eyﬁ +5x=-10

x24+5xy+3x—Ty=2

3x7+3xy+ 3y +3x+3y=3

4xy +4y? —2x -5y =14

El 62% de los estudiantes identificaron las secciones conicas de manera correcta a partir
del calculo del discriminante, como se muestra a continuacion:

Figura 64. Evidencia reconocimiento de la conica por discriminante

Nombre de la cénica

Ecuacién Discriminante
>y -5 vx-5y=7 k-q,! s"'i({.‘lf'n Hipérholo
1 Crs v
3x? - 2xy +5y* +4x +5y = -5 2)_ L‘_CQ_('D fRrabola
4xt -
-x?
x4+ i
T Ecuacion Discriminante Nombre de la conica
= Gr*E gy 3y’ +x -5y =7 PO X RXY o hopes o le v
4xy . i, . / /,
322 —2xy +3y +4x+Sy=- =0 ,9,,“,[,0 a
4x?=3xy -y*+5x -3y =5 =tk E'ffs-t »
9 _
—x?+3xy - 2y*+5x=-10 -0 ‘ﬂ-(nt)ol'\ v
o H Sy 3 : Discriminante | Nombre de la conica____|
Ecuacién 3
b T —axy -3y +x -5y =7 HEH -3 9 | \npor SO\
3% + 3xy + 3y7 x* —4xy - 3y* +x -5y [ ‘ <pqr¥b 4_
b & F2-49-3- 44 7 -
dxy+4y? —2x- 3"'-1&‘*%!:‘4“5.“—5 2537450 | Torcileo\a
e -3my -y +5x-3y=5 BTSSR |
2.4 oo\
_,=‘;,,-_§,.:‘5,-_m LA 0 pavaal\a
Fesmy+dx-7y=2 ESEEEEA) Hiperlo\a.
3 +3xy -3y +3x+3y=3 SRR RN \7\052

oo —=x-Sy=1 [454-2= 16 [Hip€ribola H
Fuente: Elaboracion propia con produccion de los estudiantes
Hubo algunos casos particulares en que calculaban bien el discriminante pero no

asociaban la seccidn conica correspondiente.
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Figura 65. Caso particular relacion erronea discriminante y seccion conica

Ecuacién Discriminante Nombre de la cénica
=T 15 22 ey 1Y~ 3
o et e DY) | criese

1

Fuente: Elaboracion propia con produccion de los estudiantes
Otros estudiantes cometian errores en el calculo de discriminante, pero si asociaban la
seccion conica de acuerdo con el discriminante erréoneo, como se ve a continuacion:

Figura 66. Evidencia caso de mal calculo del discriminante

;I 3x?—2Zxy + %3;5 +4r+ 5y =—5 Q/ 7 1 i "F o) ‘f.;,{..a';j
{fy+ ey’ — xSy =14 I — — I
i &) Pdrdbald |

Fuente: Elaboracion propia con produccion de los estudiantes
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5. Conclusiones
El capitulo de conclusiones de este trabajo de grado se realiza a partir de tres apartados:
como primera instancia relacionada al cumplimiento de los objetivos y como se desarrollaron a
lo largo del trabajo, en segundo lugar, los aprendizajes de los autores en lo profesional y,

finalmente, los asuntos o preguntas que quedaron para abordar.

En relacion con el cumplimiento de los objetivos, se contempla que si se logro el objetivo
general el cual corresponde a disenar una secuencia de tareas en torno al aprendizaje de las
secciones conicas relacionadas con su desarrollo a lo largo de la historia, pues en el disefio de
tareas en el elemento formulacion de la tarea matematica, se evidencia la relacion de cada punto

de las guias con el hito historico.

Se considera también el logro de los objetivos especificos, porque se establecieron una

serie de actividades para cada uno de ellos, como se describen a continuacion:

e El primer objetivo especifico, se llevo a cabalidad pues se realiz6 una revision documental
sobre como surgieron las secciones conicas, el tratado que le dieron diferentes
matematicos y la evolucion de estas curvas, a partir de los distintos métodos que se usaron
a lo largo de su historia.

e Para el segundo objetivo especifico, se realiz6 una revision de varios trabajos de pregrado
y maestria, con el propdsito de observar como se abordaban las secciones conicas en el
aula de clase, ademas, se tuvieron en cuenta los documentos del Ministerio de Educacion
Nacional como los DBA y los EBCM.

e Para el tercer objetivo especifico, se tuvo en cuenta a varios autores entre ellos a
Palenzuela, Guacaneme y Poincaré, quienes hablan de la historia de las matematicas en el

aula como un recurso didactico, ademas, de tener en cuenta la propuesta de Gomez y sus



106

siete elementos para el disefio de cada tarea, sin embargo, este objetivo no se cumplié en
su totalidad debido a que no se realizaron la cantidad de tareas propuestas.

e Para el ultimo objetivo especifico, consideramos que no se llevo a cabo en su totalidad
pues debido a que se realizo a final del afio se perdieron algunas clases en el grupo
seleccionado para el pilotaje y por ende fue imposible implementar las tres tareas, sin

embargo, si se pudo implementar la tarea 1 y la parte I de la tarea 2.

Por otro lado, respecto al aprendizaje de los autores desde lo profesional, se reconoce una
mejora de habilidades en la investigacion, como la capacidad de realizar una revision documental
de la historia de un objeto matematico, en este caso las secciones conicas, identificando la
informacion que es util o no teniendo en cuenta los objetivos y los intereses investigativos. Para
este trabajo de grado se plasmo esta informacion, a partir de una construccion de resumenes en
los que se evidenciaron los mismos hitos historicos en diferentes documentos. Ademas, se not6 el
progreso en aptitudes académicas, como lo son la lectura analitica en textos, asi mismo, la
redaccion al momento de recoger toda la informacion obtenida de distintos documentos y asi

realizar la elaboracion de la monografia.

Para finalizar con este capitulo, se hace una invitacion a seguir con esta monografia,
desde el disefio e implementacion de las tareas que hicieron falta, ademéas de tomar otras
propuestas para el disefio de tareas, que si bien, fue un gran recurso para los autores, seria
interesante proponer desde otro método con la intencion de cuantificar y cualificar resultados,
también se propone evaluar las tareas propuestas desde alguna rubrica sustentada teéricamente,
pues en este trabajo, se realiz6 el analisis con las respuestas de los estudiantes y se tom6 como

respuestas correctas aquellas que se acercaban a los propositos y metas planteadas en el disefio
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de cada tarea, debido a que no era objeto del trabajo una evaluacion rigurosa de la

implementacion, tan solo el desarrollo de una prueba piloto.
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