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Definicién, funcion, teorema, demostracién, continuidad, discontinuidad,

Palabras clave e
clasificacion, célculo.

2. Descripcion

En el presente trabajo de grado se abordan dos nociones asociadas a la continuidad de una funcién en
un punto, concepto presentado en los preliminares; las nociones surgen de alterar l6gicamente la
definicién de funcién continua en un punto y se analizan mediante ejemplos y contraejemplos de
funciones que cumplen o no la respectiva definicién asociada a la continuidad, con el fin de caracterizar
el conjunto de funciones que cumplen cada una de estas definiciones.
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4. Contenidos

El presente trabajo se compone de cinco (5) secciones, a saber:
En la primera consta de la presentacion de conceptos como el limite de una funcién en un punto,
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teoremas ya establecidos sobre las funciones continuas, definiciones sobre las funciones acotadas,
asintotas verticales de una funcién y el teorema de la desigualdad triangular.

En el siguiente apartado se realiza un breve recorrido por la definicion de funcién discontinua en un
punto desde la negacién de la definicion de funcidén continua en un punto dada por Apostol (1991),
mediante algunos ejemplos concretos debidamente demostrados.

En la tercera seccion se analiza la primera nocion asociada a la continuidad en un punto, que surge de
intercambiar el orden de los cuantificadores y resulta: (V8 > 0)(3e > 0): ((Vx € D(f)(|Jx —c| <
§ = |f(x) — f(c)] < ¢€)), mediante ejemplos y contraejemplos de funciones que cumplen o no dicha
definicion con el fin de lograr una caracterizacion del conjunto de funciones que cumplen la definicion.
En la siguiente seccion se aborda la segunda nocion asociada a la continuidad en un punto que surge de
modificar los cuantificadores, resultando: (3e > 0)(VS > 0): (Vx € D(f))(|x —c| <6 = |f(x) —
f(©)] < ¢€)), mediante un analisis similar al que se hizo con la primera nocion.

Finalmente, se presentan las conclusiones producto del andlisis realizado con las dos nociones asociadas
a la continuidad de una funcién en un punto.

5. Metodologia

Para la realizacién de este trabajo se inici6 con el estudio del concepto de continuidad en un punto,
posteriormente se planted la primera definicién e inicidé su exploracion mediante ejemplos y
contraejemplos, a medida que se avanzaba resultd necesario introducir conceptos como asintota vertical,
desigualdad triangular y funciones acotadas puntualmente con el fin de justificar algunas proposiciones
subyacentes de este estudio; posteriormente se abordd la segunda nocion, también mediante ejemplos y
contraejemplos los cuales sirvieron para evidenciar la necesidad de incluir la definicion de funcién
acotada para lograr su caracterizacion; finalmente, este documento se logré mediante la organizacién de
resultados aislados que se obtenian por la manera en que se abordaron las nociones trabajadas.

6. Conclusiones

e Sidos funciones son C1, entonces su suma, resta y multiplicacion es C1.

e A diferencia de las funciones continuas, si una funcién es C1 en uno de sus puntos se garantiza
gue es C1 en todo su domino.

e El conjunto de funciones C1 admite todo tipo de discontinuidad exceptuando aquella que se da
por asintota vertical.

e El conjunto de las funciones C1 estd compuesto por todas las funciones que no tienen asintota
vertical o estan acotadas en cada uno de sus puntos.

e Sidos funciones son C2, entonces su suma, resta y multiplicacion es C2.

e Adiferencia de las funciones continuas, si una funcion es C2 en uno punto se garantiza que es C2
en todo su domino.

o El conjunto de funciones C2 admite todo tipo de discontinuidad exceptuando aquella que se da
por asintota vertical, siempre y cuando la funcién esté acotada.

e El conjunto de las funciones C2 esta compuesto por todas las funciones acotadas.

Elaborado por: Cipagauta Ortiz, Yerson Andres
Garzon Sandoval, Ana Maria
Revisado por: Donado Nufiez, Gil Alberto de Jesus
 Fechade 17 10 2021
elaboracion del resumen:
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A. Introduccion

El presente trabajo consiste en el estudio de algunos enunciados que surgen a partir de
modificaciones a la definicion de continuidad en un punto, concepto que se aborda en los
preliminares mediante la presentacion de conceptos como el limite de una funcion en un punto y
teoremas ya establecidos sobre las funciones continuas; en este apartado también se mencionan
definiciones sobre las funciones acotadas, asintotas verticales de una funcién y el teorema de la
desigualdad triangular, conceptos claves para el desarrollo de las secciones posteriores.

En el siguiente apartado se realiza un breve recorrido por la definicion de funcion
discontinua en un punto desde la negacién de la definicién de funcién continua en un punto dada
por Apdstol (1991), mediante algunos ejemplos concretos debidamente demostrados.

En la tercera seccion se analiza la primera nocion asociada a la continuidad en un punto,

que surge de intercambiar el orden de los cuantificadores y resulta: (V8 > 0)(3e >
0): ((Vx € D(f))(lx —c|l <= |f(x) —f(0)] < e)), mediante ejemplos y contraejemplos

de funciones que cumplen o no dicha definicién con el fin de lograr una caracterizacion del
conjunto de funciones que cumplen la definicion.

En la siguiente seccién se aborda la segunda nocion asociada a la continuidad en un

punto que surge de modificar los cuantificadores, resultando: (& > 0)(VS > 0): ((Vx €

D(f))(lx —cl<d-|f(x) —f(0)] < e)), mediante un analisis similar al que se hizo con la

primera nocion.
Finalmente, se presentan las conclusiones producto del anélisis realizado con las dos

nociones asociadas a la continuidad de una funcion en un punto.



B. Justificacion

El interés sobre la propuesta de trabajo de grado se deriva de tres motivos. El primero, es
la sugerencia dada por el profesor Alberto Donado de mirar las posibles nociones asociadas a la
continuidad de una funcién en un punto; el segundo, es el interés de los autores hacia la linea del
calculo y particularmente por el tema de continuidad, reconociendo que este es de suma
importancia para el desarrollo de esta linea ya que de alli surgen diversos conceptos relevantes.
El altimo motivo, y quizas el mas relevante, es el de vivenciar el quehacer matematico, pues en
el transcurso de la carrera se ha reconocido el papel fundamental de esta actividad en el aula, lo

que potenciara la labor propia como futuros docentes.



C. Objetivos

Objetivo general

Clasificar algunas funciones en nuevos conjuntos obtenidos al alterar l6gicamente la
definicion de continuidad en un punto, mediante su comparacion con las funciones continuas en
un punto y la caracterizacién de estos conjuntos.

Objetivos especificos

e Alterar la definicion de continuidad en un punto, obteniendo las siguientes definiciones:

> (V6> 0)3e>0): ((vx € D(N)(Ix—cl <8 - If(x) - f(O)| < &)
> (3> 0)(v8 > 0): (vx € D(N)(Ix—cl <8 - If(x) - fOl <e))

e Clasificar las funciones que cumplen que (v > 0)(3e > 0): ((vx € D(f))(lx —
¢l <& = |f(x) = f(c)| < €)) y caracterizar el conjunto de estas funciones.

e Clasificar las funciones que cumplen que (3e > 0)(v& > 0): ((vx € D(f))(lx —

cl<s-|f(x)—f(o)l < e)) y caracterizar el conjunto de estas funciones.



1. Preliminares

En este primer capitulo se enunciardn algunas definiciones y teoremas que serén
utilizados para la elaboracién del documento.

Una de las primeras nociones que se trabajan en el estudio del célculo diferencial es el
limite de una funcion en un punto de esta. Se dice, de manera informal, que si una funcion f(x) se
acerca arbitrariamente a un nimero L cuando x se aproxima a ¢ por cualquiera de los dos lados,
entonces el limite de f(x) cuando x se aproxima a c, es L; y se escribe }CI_I’)I; f(x)=L.

Definicion de limite!

Sea f(x) una funcion definida en un intervalo abierto que contiene a ¢ (salvo

posiblemente en ¢) y L un nimero real. La afirmacion lim f(x) = L significa que:
X—C

Para todo € > 0 existeun § > 0 tal que si 0 < [x — c| < §, entonces |f(x) — L| < ¢

Uno de los usos del concepto de limite es caracterizar las asintotas verticales de una
funcion; a saber:

Definicion de asintota vertical?

La recta x = b es una asintota vertical de la curva y = f(x), si por lo menos una de las

siguientes afirmaciones es verdadera:

a) lim f(x) = b) lim f(x) = —oo
c) lim f(x)=o0 d) lim f(x) = —oo
e) xl_i)rgl_f(x) = f) xlirgl_ f(x) = -

L En Larson (2010, p. 52)
2 En Stewart (1999, p.98)



Las siguientes definiciones sobre funciones acotadas que fueron tomadas y adaptadas de
Gonzélez (s.f).

Funciones acotadas superiormente: Una funcion f(x) se dice que estd acotada
superiormente si existe un namero real M tal que

f(x) < MvVx € D(f)3

Funciones acotadas inferiormente: Una funcion f(x) se dice que estd acotada

inferiormente si existe un namero real m tal que
f(x) =mVx € D(f)
Funciones acotadas: Una funcion f(x) se dice que esta acotada si lo esta superior e
inferiormente. Es decir, existe m, M € R tal que
m< f(x) < MVx € D(f)
Esto es equivalente a decir que f(x) estd acotada si y solo si
dk e R, /|f(x)| < k Vx € D(f)

Funciones acotadas superiormente en un punto: Una funcion f(x) estd acotada
superiormente en un punto a € D(f) si existe §, M tal que para todo x, |x — a| < § entonces
fx) <M

Funciones acotadas inferiormente en un punto: Una funcion f(x) esta acotada

inferiormente en un punto a € D(f) si existe §, m tal que para todo x, |x —a| < § entonces

f(x)=m

3 D(f): Dominio de la funcién f(x)



Funciones acotadas en un punto: Una funcion f(x) estd acotada superior e
inferiormente en un punto a € D(f) si existe § > 0, m, M tal que para todo x que cumple |x —
al < & entoncesm < f(x) < M.

Otro concepto importante en el estudio del Célculo Diferencial es el de continuidad de
una funcion; existen varias clases de continuidad que se pueden reconocer en una funcion:
continuidad en un punto, continuidad en un intervalo y continuidad en todos los reales o en su
dominio.

Una nocion intuitiva e informal que se tiene de continuidad es aquella en la que se dice
que una funcién es continua si se puede representar por medio de un trazo continuo (valga la
redundancia) y sin levantar la mano, es decir, que no haya huecos ni saltos en ella.

Se pueden encontrar 3 definiciones formales para la continuidad en un punto:
(1) Definicion de continuidad en un punto®

Una funcién f es continua en un punto ¢ si y solo si lim f(x) = f(c)
x—=c

De la anterior definicion se pueden deducir dos condiciones que debe cumplir una

funcion para ser continua en un punto c: que f esté definida en ¢ y que lim f (x) exista, esto nos
X—C

Ileva a una segunda definicion.
(2) Definicion de continuidad en un punto®

Una funcién f es continua en un punto c, si y solo si:

4 Ver Stewart (1999, p. 122)
% Ver Larson (2010, p. 70)



1. f estadefinidaenc

2. lim f(x) existe
X—C

3. limf(x) = f(c)
X—C
Las definiciones anteriores, ademas, se pueden reducir a la definicion siguiente:
(3) Definicién de continuidad en un punto®

Una funcién f es continua en un punto c si y solamente si para todo € > 0 existe un § > 0
tal que Vx € D(f) si |x — c| < &, entonces |f(x) — f(c)| < &

Note que, a diferencia de la definicidn de limite, x ya no tiene por qué ser distinto a c, ya
que se tiene |[x —c| <5y no 0 < |x—c| <. Ademads, al pasar de |f(x) —L| <ea|f(x)—
f(c)| < € se esta diciendo implicitamente que el limite de la funcién en c es f(c).

Teniendo en cuenta esta definicion de continuidad en un punto, la continuidad en un
intervalo sera la continuidad en todos los puntos de este (sea abierto o cerrado), la continuidad en
la recta real sera la continuidad de una funcion en todos los puntos de esta y, ademas, se dice que
una funcion es continua en su dominio si es continua en todos los puntos en donde esta esté
definida. A continuacién, se enlistaran algunos ejemplos y teoremas sobre las funciones
continuas; si desea conocer las respectivas demostraciones de los teoremas, puede dirigirse a los
libros referenciados en cada uno.

Teorema 1.1": Sean cyp cualquier nimero real con p #0, Si f y g son

funciones continuas en c, entonces se cumple que:

® Ver Apostol, (1991, p. 161)



) p-f
i) f+g
i) f—g
v) f-g
V) gsig(c)io

Son continuas en c.

Ejemplo 1.1: Funciones de la forma x™ conn € N

Seaf(x) =gx) =x.

Se cumple que f(x) y g(x) son continuas en ¢ € R.

Utilizando la parte iv del Teorema 1.1, se cumple que f(x) - g(x) = x?2 es continua en c.

Suponer que h(x) = x™ es continua en c.

Veamos que m(x) = x™*! es continua en c. Por propiedades de la potenciacion se
cumple que x™*1 =x"-x y esto es m(x) = x™+-x. Como f(x) =xyh(x) =x", m(x) se
puede reescribir como m(x) = h(x) - f(x). Se sabe que f(x) es continua en ¢ y por hipétesis se
tiene que h(x) es continua en c, aplicando la parte iv del Teorema 1.1 se concluye que m(x) =
x™*1 es continua en c.

Demostrando asi que cualquier funcion de la forma x™ con n € N, es continua en c.

Ejemplo 1.2: Funciones racionales®

Dados dos polinomios p(x) y q(x), la funcion racional h(x) = %es continua en c,

siempre y cuando q(c) # 0. A modo de ejemplo se demostrard la continuidad de la funcion

fG) ==

X

Sea q(x) = 1, q(x) es continua.

" Ver Larson, R (2010, p. 75)
8 Ver Leithold, L. (1998, p. 72)



Seap(x) = x, p(x) es continua.

Entonces f(x) = ) y aplicando la parte v del Teorema 1.1, se cumple que f(x) es
p(x)

continua en ¢ # 0.

Teorema 1.2°: Sea ¢ cualquier nimero real y sea p = f(c). Si f es continuaency g es
continua en p, entonces la funcion h = f o g es continua en c.

Teorema 1.3 (Teorema de Bolzano)!®: Sea f continua en cada punto del intervalo
[a,b]. Si f(a) <0< f(b) 0 f(a) > 0> f(b), existe entonces por lo menos un cen el
intervalo abierto (a, b) tal que f(c) = 0.

Teorema 1.4 (Conservacion del signo de las funciones continuas)!!: Sea f continua en
c. Si f(c) # 0. Existe entonces un intervalo (¢ — §,c + &) en el que f tiene el mismo signo que
f(©).

Teorema 1.5 (Teorema del valor intermedio)!?: Sea f una funcién continua en el
intervalo [a, b] y N cualquier nimero entre f(a) y f(b). Entonces existe un namero c en (a, b)
tal que f(c) = N.

Teorema 1.6%: Si f es continua en b y lim g(x) = b, entonces lim f(g(x)) = f(b). Es
xX—-a x—-a

decir, lim £(g(x)) = f(limg(x)).

Finalmente, para propositos del trabajo se enunciara el teorema de desigualdad triangular.

9 Ver Spivak, M. (1992, p. 145-146)

10ver Apéstol, T. M. (1991, p. 175); Spivak, M. (1992, p)

1 Ver Apdstol, T. M. (1991, p. 176)

12 \er Apdstol, T. M. (1991, p. 177), Spivak, M. (1992, p. 155)
13 Ver Stewart, J. (1999, p. A45)
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Teorema 1.7 (La desigualad del tridngulo)!4: Si a, b son cualesquier nimeros reales,

entonces

|lal = Ibl| < la £ b] < |al + b]

2. Discontinuidad

Una funcion es discontinua en un punto cuando no se cumple la condicion de

continuidad, esto visto desde la I6gica proposicional®® es la negacion de la proposicion

(Ve >0)@386 > 0)(vx e D(fN(Ix —cl <& = [f(x) = f(o) <€)

Que resulta
(F3e>0)(V6 > 0)@xs €D (x —cl <EAIf(x) = f( =€)
Definicion de funcion discontinua en un punto

Una funcioén f es discontinua en un punto ¢ si y solamente si es posible encontrar

un € > 0 tal que para todo § > 0 existe x5 en el dominio de f(x), que cumple que

lxs —cl <8ylf(xs) —flo)l = ¢
2.1. Ejemplos de funciones discontinuas en ¢

Ejemplo 2.1.1: funciones donde lim f(x) # lim f(x)
X—C X—C

Vx—2+2,x<2

e 2 43 x>2

2) £ ={

14 Ver Bartle (1990, p. 54)
15 Consultar en Mufioz Quévedo, J. M. (2014). Introduccion a la teoria de conjuntos. Bogota: Universidad
Nacional de Colombia.



11

_

Gréfico 1. Representacion de la funcion del literal a en el ejemplo 2.1.1

Demostracion

lim f(x) = lim Yx—2+2=2y lim f(x) = lim e®*? +3 =4
x—27 xX—>2~ x—2t x—2t

. ’xl_if%‘—f(x)‘ lim, f(x)‘ |2—4] . 5
Existe ¢ = 2" === 1 tal que para todo & > 0 existe x5 = 2 —5en

el dominio de f(x), que cumple que |xs — 2| <8y |f(xs) — f(2)| = €, porque:
s -21=|(2-3)-7|=
Yo el = 2 ~ 2
Como é >0, |g| = gentonces |§| <6

Ademaés 6 > 0 yg > ( entonces 2 — g < 2, por lo tanto f(x;) se evalGia en ¥x — 2 + 2.

3

Feo)—f@I=||(2-3)~2+2) 4 = |2+ |3
2 2
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Ahora bien, g>0=>—§<0 = —§<0 =>—2+3/—§<—2 y |—2| > 1, entonces
‘—2+3/—§
2

b) £ =

> 1.

sen(2x),x <0
—(x*2-1),x>0

ANEVA VA WA
NV

Gréfico 2. Representacion de la funcion del literal b en el ejemplo 2.1.1

Demostracion

. _ . _ B _ . _ 2 —
Jim f(x) = lim sen(2x) =0y lim f(x) = lim —(x*—-1) =1

i 19t £ poat s
2 2 2

Seae =

Se hace necesario hallar el punto de interseccion entre y = % yy = —(x? — 1), ya que si

6 es mayor a la abscisa de este punto existirdn algunos valores para xs que cumplen que

|xs — 0] < &y que no cumplen que |f(xs) — f(0)| = &, como se puede ver en el gréafico 3.
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Gréfico 3. Valores para x5 que nos satisfacen las condiciones necesarias de la funcién del literal b en el
ejemplo 2.1.1

Entonces:

—(x2—1)=%:>x2—1=—% = x2:1_% :>x=i-\/%ycomof(x)=—(x2—1)

. 1
para x > 0, entonces el valor de la abscisa es |-.

2
Caso1l:6 < \E

g rw-tm | oy s

> > > tal que para todo § > 0 existe x5 = gen el

Existe ¢ =

dominio de f(x), que cumple que |xs — 0| < 8y |f(xs) — f(0)| = &, porque:

| 0|—|6 o|—|6|<5
S PR B
Como & > 0 se cumple que g> Oy por tanto x5 > 0, asi que f(xs) se evalua en

—(x% -1).

2

1)
1 (xs) = FO)] = [(=(xs? — 1)) — 0] = ‘(E) _ 1‘
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(5-9) - - - - *

. - ; ‘ ; ;

(5-+2) ) ) ) ' '

G443 - - ; ; ;
/6 2 V2 V6

; - ‘ - ;

5 € (—vV6,—v2) 06 € (V2,V6)

Pero se tiene que 6 > 0 por lo tanto se descarta el primer intervalo solucion, ademas

1 - -z - .y
se sabe que 6 < \E entonces se descarta el segundo intervalo solucion, es decir, la solucién
L, 5\2 1
lleva a una contraccion, por lo que el supuesto |(E) - 1| < es falso, por lo tanto, se

cumple que |(§)2 — 1| >

Caso 2: 6 > \E

N |-
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[im.£eo- tim, fG| -y,
2 T2

Existe ¢ =

= % tal que para todo § > 0 existe x5 = g en

el dominio de f(x), que cumple que |[xs — 0] < 8y |f(xs) — f(0)| = &, porque:

V2
o= 0| -5

Como g < \E y \E < & , se tiene que g < 6, ademas g > 0, lo que implica que

2] <.

Como g > 0, f(xs) seevallaen —(x? — 1).

fxs) = FO)I = ’f (@) - f(O)‘ = ‘— ((@) - 1)

-[4
18

() -

-1
“l5-1= I3

1 7 7 1
Como 0 < > < 3 entonces |§| >e= >

sen(2x),x <0
—(x2-1),x>0

Finalmente, se concluye que para f(x) = { existe & =% tal que para

todo § > 0 existe x5 = min {gg} en el dominio de f(x), que cumple que [xs —0| <d vy

|f (xs) = f(O)] = .

) f(x) = [x]
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*—e

*—0

*—-0

Gréfico 4. Representacion de la funcion del literal ¢ en el ejemplo 2.1.1.

Esta funcion es discontinua en todo ¢ € Z.

Demostracion
Existe € =% tal que para todo § > 0 existe x5 = ¢ —g en el dominio de f(x), que

cumple que |[xs —c| <6y |f(xs) — f(c)| = &.

-9

G = F@1 = |f (e - 5) = o)

=l = -al=fl <5
Xs c| = 2—2

8 8
Como5>0entonces;>0yc—5<c

Aplicando f(x) = [x] se tiene que f (c - g) =kconkeZyk <c.

Debidoaque k < cy k,c € Z se cumple que |k — c¢| = 1 asi pues

— k=] >

rle=3)-re

Ejemplo 2.1.2: Funcion donde lim f(x) # f(c)
X—C
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X
f(.X)= x_l,x;tl
1,x=1

Grafico 5. Representacion de la funcién del ejemplo 2.1.2

Demostracion
Existe € =% tal que para todo 6 > 0 existe x5 =1 +§ en el dominio de f(x), que
cumple que |xs — 1] < 8y |f(xs) — f(1)| = & porque:
| 1|—|1+6 1|—|6|<5
S R B )
2

ey o1 | [(aeD-1)(d) +(+h) )

—1| = 5 ~1
2

If (xs) = fF(D] =

-1 1+5—-1

Com0§>0entonce31+g—1 =0

2

(142) + (14 )4 1) | =|(142) 4 (14| = |rw o S 1l
2 2 N 2 2] 4 2

52 36 1
Como: > 0,7 >0y2> 5 se cumple que



36-&-2>1
2 2

62-&- 6+2>1>0
4 2 2

Entonces

52 36
—+ =42

>1
4 2 2

Ejemplo 2.1.3: Funcion donde lim f(x) = oo
X—C

1
f<x>={;'”°
0,x=0

18

Grafico 6. Representacion de la funcién del ejemplo 2.1.3

Demostracion

Seas=1
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Se hace necesario hallar el punto de interseccion entre y =1y y = i ya que si § es

mayor a la abscisa de este punto existiran algunos valores para x5 que cumplen que |[xs — 0] < &

y que no cumplen que |f(xs) — f(0)| = &

Gréfico 7. Valores para x5 que no satisfacen las condiciones necesarias en la funcién del ejemplo 2.1.3

Entonces:

Casol:6 <1

Existe € = 1 tal que para todo § > 0 existe x5 = g en el dominio de f(x), que cumple
que |xs — 0] <8y |f(xs) — f(0)| = &.

|X5—O|= - <é

f Ge) = FO)] = |5 - 0] = |_
2

Como 0 < 8§ < 1 entonces
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Caso2:1< 6
Existe ¢ = 1 tal que para todo § > 0 existe x5 = % en el dominio de f(x), que cumple

que |xs = 0] <&y |f(xs) = f(O)] = e.

| 0|—|6|<5
Xé‘ —2

lf(xs) = fO)|=|=—-0[=2]=1

N | =

Existe e = 1 tal que para todo § > 0 existe x5 = min {%g} en el dominio de f(x), que
cumple que |[xs — 0] < 8y |f(xs) — f(0)] = e.

Ejemplo 2.1.4: Funcion oscilante

Flx) = {sen G)x =0
0,x=0
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Grafico 8. Representacion de la funcién del ejemplo 2.1.4

Para demostrar que esta funcion es discontinua se hara uso del siguiente teorema auxiliar,

cuya demostracion se presenta por contradiccion.

Teorema auxiliar: Paratodo § > 0 existe n € N tal que § > 2
2n+)m

2
n+)m

Suponer que § < para todo n de N, asi pues
Cn+Dm

1
<=
2 10)

. 2-16 .
Es decir que n—g es cota superior de N lo cual es falso, quedando demostrado el teorema.

Ahora, continuando con la demostracion que compete a este ejemplo:

2

Gt Dm < den el dominio de f(x), que

Existe ¢ = % tal que para todo § > 0 existe x5 =

cumple que [xs — 0] <8y [f(xs) — f(0)| = ¢
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2
_o0|= |—| <5
%6 =01 = |G s D

2 1 2n+ Dn
|f(x8)_f(0)|—|f(m)—f(0)|— sen| ———— —-0] = Sen<—2 >
2n+ Dm
Como n € N se cumple que sen (M) =1 0 —1 asi pues |Sen ((2n+1)ﬂ)| 1
2 2
entonces
2n+ m - 1
sen > = -

3. Funciones de clase 1

La primera nocion relacionada con la definicion de continuidad que se abordard es

aquella que surge al intercambiar el orden de los cuantificadores, que resulta siendo un cambio

en el orden de la eleccion de los intervalos.

(1) Definicion de funcion de clase 1 en ¢ (C1)

Una funcion f es C1 en un punto ¢ si y solamente si para todo § > 0 existe un € >

0 tal que para todo x en el dominio de f(x), si |x — c| < &, entonces |f(x) — f(c)| < e.

3.1. Ejemplos de funciones C1 en ¢

3.1.1. Ejemplos de funciones continuasency C1enc

Ejemplo 3.1.1: Funciones constantes



23

Sea a cualquier numero real, se define la funcion f(x) = a constante y sea ¢ cualquier
punto de la recta real, se cumple que para todo § > 0 existe € = § tal que para todo ¢ del
dominio de f(x), si |x — c| < § entonces |f(x) — f(c)| < e.

Demostracion

Dado § > 0 definimos ¢ = &
Tal que si |x —c| < §entonces |[f(x) — f(c)|=la—a|l=0<d=¢
Asi

|f(x) — f(c)| < esiempreque |[x —c| <&

____________________________________________________

1
Grafico 9. Las funciones constantes son C1 en ¢

Ejemplo 3.1.2: Funciones lineales

Sean a y b cualesquiera numeros reales con a # 0, f(x) = ax + b una funcion lineal
y ¢ cualquier real, se cumple que para todo § > 0 existe € = |a|6 tal que para todo ¢ del
dominio de f(x), si |x — c| < 6 entonces |f(x) — f(c)| < e.

Demostracion

Dado 6 > 0 se define € = |a|d tal que si |x —c| < & entonces |f(x) — f(c)| <,
porque:

|f (x) = ()] = |(ax + b) — (ac + b)|
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= |lax + b —ac — b|

= |lax — ac|
=la(x — o)
=lallx — |

=lallx —c| <|a|d =¢

Asi, |[f(x) — f(c)] < esiempreque |x —c| < 6§

® . ®
c—d ¢ ¢c+§

Grafico 10. Las funciones lineales son C1 en ¢

Ejemplo 3.1.3: La funcion x?

Sea f(x) = x2 y ¢ cualquier nimero real, se cumple que para todo & > 0 existe
e =min{1,6(2|c| + 1)}, tal que para todo c¢ del dominio de f(x), si |[x—c|<§
entonces |f(x) — f(¢)| < e.

Demostracion

Dado 6 > 0 se define ¢ = min{1,8(2|c| + 1)} tal que si |x —c| < & entonces

If(x) — f(c)| < &, porque:
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If () = f(e)] = |x? = c?| = |x —cllx + |
Debido a que |x — c| < 6§, se cumple que |x — c||x + c| < &|x + ¢
Ahora se supone que |x — c¢| < 1, de donde se obtiene que:
-1<x-c<1
—1+2c<x+c<1+2c
—14+2c<x+c<1+4+2c<1+2||
Por la propiedad transitiva de los nimeros reales, se tiene que —1 + 2¢ < 1 + |c]|
y, por tanto |x + c| < 1 + 2]c]|.

Concluyendo asi que |x — c||x + ¢c|] < §(1 + 2]|c|) = «.

Jpa+20)
-------------------- F(€) e e

1
i
1
1
1
1
i
@ L — &
C

c+d

Grafico 11. La funcién x2es Clenc

Una vez clasificadas ciertas funciones en C1, resulta relevante presentar algunas
propiedades (teoremas) que cumplen todas estas funciones y que nos permitiran clasificarlas
completamente.

Teorema 3.1.1: Sean f(x) y g(x) funciones C1 en c, y p cualquier real distinto de

cero, se cumple que:
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a) h(x) =p-f(x)
b) h(x) = f(x) +g(x)
) h(x) =f(x)-g®

EsClenc.

Demostracion

Para realizar las respectivas demostraciones resulta relevante recordar la
definicion de funcion de clase 1:

Una funcién f es C1 en un punto c si y solamente si para todo § > 0 existe un € >

0 tal que para todo c del dominio de f(x), si |x — c| < &, entonces |f(x) — f(c)| < ¢

a) h(x)=p-f(x)esClenc

Como f(x) es C1 en c se tiene que existe &; tal que |f(x) — f(c)| < &, asi pues
Ipl-1f ) —f)l <e-Ipl=lp- (Fx) = f()] <& -Ipl
= p-flx)—p-flOl <& -lpl

Sea e = & * |pl|, ademés h(x) = p - f(x), se cumple que:

lp-f(x) —p-f(O)] =Ih(x) —h(c)| <e

Entonces el producto de un escalar por una funciéon C1enc, es Clenc.

b) h(x) =f(x) +g(x)esdeClenc

Como f(x) y g(x) son C1 en c, se tiene que existe &; y &, tal que [f(x) — f(c)| <
&1y lg(x) — g(c)| < &, dedonde |f(x) — f()] + |g(x) — g(c)] <& + &,
Haciendo uso de la desigualdad triangular, se obtiene

|f(x) = f(e) +g(x) =g < [f(x) = fO + 1g(x) — g(O)]
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Por la propiedad transitiva, se cumple que

If(x) = f(e) + g(x) = g(O)] <&+ & = |(f(x) + g(x)) = (f(c) + g(c))]

<g+te

Sea & = & + &,, ademas h(x) = f(x) + g(x), se cumple que

|F () + g(x) = (F(e) + g(e)] = |h(x) = h(c)| < e

Entonces, la suma de funciones C1 en c, es Clenc.

c) h(x) =f(x)—g(x)esClenc

Como f(x) y g(x) son C1 en c, se tiene que existe &, y &, tal que |f(x) — f(c)| <

&1y 19(x) — g(c)| < &z, de donde |f(x) — f(c) + [g(x) — g(O)| <& + &

Teniendo en cuenta lo anterior y que |a—b| <|a|+ |b|, se cumple que

|(f(x) = f()) = (g(x) = g(eN] < [f(x) = f(] + g (x) — g (el

Por la propiedad transitiva, se tiene

|Fx) = f()) = (@) =g <&+ &= [(Fx) —g(x) = (fle) —g()| <& + &

Sea e = & + &, ademas h(x) = f(x) — g(x), se cumple que

|F () = g(x) = (F(e) = g(e)| = |h(x) = h(c)| < e

Entonces, la diferencia de funciones C1 en c, es Clenc.

Ejemplo 3.1.4: Funciones cuadréticas
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Sean a, b, ¢y d cualquier nimero real con a # 0, se define la funcién f(x) = ax? +
bx + d en donde se cumple que para todo & > 0 existe un € > 0, tal que para todo c del
dominio de f(x), si |[x —c| < & entonces |f(x) — f(c)| < e.

Demostracion

Sea la funcion h(x) = x? que por ejemplo 2.3 se sabe que es C1 y por la parte a del
teorema 2.1 se cumple que a - h(x) también es C1, es decir que a - x2 es C1.

En el ejemplo 2.2 se demostro que cualquier funcién lineal también es C1, entonces
la funcién g(x) = bx + d también es C1.

Finalmente, utilizando la parte b del teorema 2.1 se puede concluir que f(x) =a-

h(x) + g(x) es C1, es decir que f(x) = a-x*+ bx + d es C1.

3.1.2. Funciones discontinuasency Clenc

1
Ejemplo 3.1.2.1: f(x) = {sen (;),x #0
0, x=0
Esta funcidn es discontinua en ¢ = 0, pero es C1 en este punto.
Dado § > 0 se define e = 1,5 tal que si |x — c¢| < § entonces |f(x) — f(c)| < ¢

Demostracion

If(x) — f(o)l = |sen G) — 0| = |sen (§)| < 1,5;porque —1 < sen G) <1
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Graéfico 12. Representacion de la funcién del ejemplo 3.1.2.1

Ejemplo 3.1.2.2.[x]

Esta funcion es discontinua en todo ¢ que pertenece al conjunto de los nimeros enteros.

Dado 6 > 0 existe ¢ =&+ 1 tal que para todo x si |x —c| <& entonces |f(x)—
fl<e.

Demostracion

lf(x) — f(©)| = |[x] — [c] |=I[x] —c |, asi pues como |x—c|<d& para todo &
ademés [x] < x = [x] —c < x — c luego

[Ix] —c|<|x—cl<d<d+1=co|lx—c|<|[x]—c|l<bd<d+1=c¢

Asi, |[f(x) — f(c)] < e siempre que |x — c| < 6.
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Graéfico 13. Representacion de la funcién del ejemplo 3.1.2.2

3.2. Ejemplo de funcién que noes C1 en c

Las funciones que no son C1, deben satisfacer la negacion de la definicién de funciones

C1, que es:
(36> 0)(Ve > 0)(3xs € D(f))(xs <6 Alf(xs) = f(c) =€)
Es decir, que debe existir al menos un entorno alrededor de ¢ (con radio 6) tal que
por més grande (0 pequefio) que se escoja un entorno alrededor de f(c)(con radio ¢€),

siempre va a ser posible encontrar un x5 en el entorno de c tal que f(xs) esta por fuera del

entorno de f(c).

1.
Ejemplo 3.2.1: La funcién f(x) = {;, six+0
0,six=0

Para analizar esta funcion se escogerd ¢ = 0.1 y § = 1, es decir que el entorno alrededor
de c es el intervalo [—0.99,1.01] sobre el eje x. Ahora, sea ¢ = 1000, teniendo asi que el

entorno alrededor de f(c) es el intervalo [—990,1010] sobre el eje y.
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En este caso se puede encontrar x = Floo que pertenece al intervalo [—0.99,1.01], y en

consecuencia se tiene que f( ) = 1500, valor que no pertenece al intervalo [—990,1010].

L
1500
Siguiendo este razonamiento serd posible escoger cualquier valor de € ain mas grande

como & = 1'000.000 y nuevamente existira algun x, como x =

27000.000 1Y€ pertenezca a

1
2'000.000

[—0.99,1.01] y que cumple que f( ) = 2'000.000, valor que no pertenece al intervalo

[—999.990,1'000.010].

Finalmente, este proceso se podra repetir indefinidamente (haciendo mayor a &) y

siempre se podra encontrar algun valor de x en donde f (x) no pertenezca al entorno de f(c).

""""""""""""""""""""" 055 T =

Grafico 14. La funcion del ejemplo 3.2.1noesClenc

Nota: Este también es un ejemplo de una funcion discontinua en ¢ y que no es C1 en c.

Esto se puede comprobar mediante un razonamiento analogo tomando a c como ¢ = 0.
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3.3. Propiedades y caracteristicas de las funciones C1

Teniendo en cuenta el ejemplo 3.2.1, se puede pensar que las funciones con asintota
vertical no son C1 en ningdn c.

Teorema 3.3.1: Si f(x) es una funcion con asintota vertical en b, entonces f(x) no es
C1 paratodo c en el dominio de f(x).

Como f(x) tiene asintota vertical, suponer que lirl?+ f(x) =00
X

Tomese un nimero ¢ que pertenece al dominio de f(x); existe § > 0 tal que b pertenece

al intervalo (c — 6, ¢ + &), como se muestra en el siguiente grafico

.

I
I
¢
I
I
I
I
I
I
I
.

Graéfico 15. Apoyo visual #1 para la demostracion del teorema 3.3.1

Como b pertenece al entorno de c, entonces para cualquier valor que tome & > 0 existe

un valor en (¢ — 6, c + §) tal que su imagen esta por fuera del entorno (f(c) — ¢, f(c) + ¢),
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Gréfico 16. Apoyo visual #2 para la demostracion del teorema 3.3.1

Esto se garantiza debido a que lirlgl+f(x) = oo, lo que permite afirmar que para M =
xX—

|f(c)| + € hay un numero §; tal que si b < x < b + §, entonces f(x) > M, asi pues f(x) >
M=fx)>If(Ol+e=fl)—If(O)]>¢
Ademas f(x) < |f ()] = fx) = If )| < If(x)| — |f(c)| al utilizar la desigualdad triangular
se tiene f(x) — |f () < [f Gl = If (@] < 1f(x) — f(c)| y por transitividad f(x) — [f(c)| <
|f(x) — f(c)] como también f(x)—|f(c)| > ¢, nuevamente por transitividad e <
|f(x) — f(c)|. Como b pertenece al intervalo (c — §,c+ &) se cumple que b <x < b +6; <
c+dob<x<c+38§<b+ 5, enambos casos existe § > 0 tal que para todo € > 0, existe x
talque |[x —c| <8y |f(x) — f(c)| > &, por lo tanto f(x) no es C1.

De manera analoga se puede demostrar que si f(x) es una funcion con algin b tal que
cumple alguna de las otras cinco condiciones, entonces f(x) no es C1 para todo c en el dominio
de £ (x).

Corolario 3.3.1: De lo anterior se puede concluir que:

1) No toda funcion continua en c es de C1 en c.
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2) Toda funcidn racional cuyo denominador se haga cero en algun valor, no es de C1 en
cualquier c.
3) Mediante la negacion del teorema 3.3.1 se tiene que si f(x) es C1 en c, entonces

f(x) no tiene asintota vertical.

Teorema 3.3.2: Si f(x) es una funcién sin asintota vertical, entonces f(x) es C1 en todo
¢ de su dominio.

La demostracion de este teorema se haré por contradiccion.

Suponer que f(x) no es C1, esto es (36 > 0)(Ve > 0)(3Ax) tal que |[x —c| <d y
|f(x) — f(c)| = €, haciendo uso de la desigualdad triangular, se tiene que |f(x) — f(c)| =
|f ()| — |f(c)], como es para todo épsilon se puede afirmar |f(x) — f(c)| = |f(x)]| — |f(c)| =
€ asi pues

lfCl=1f) = €
lf GO = 1f I+ 1f(] = e+ 1f (o)l
If )| = e+ 1f(0)l
SeaM = ¢+ |f(c)| entonces
lfC)l =M

Por lo que se puede concluir que para M = ¢+ |f(c)| existe &, x tal que |x —c| <6
entonces |f(x)| = M ,lo que significa que f(x) tiene asintota vertical, de esta manera al negar el
consecuente se tiene una contradiccion en el antecedente, lo que permite demostrar la veracidad
de esta proposicion.

Los dos teoremas anteriores (2.2 y 2.3) constituyen una caracterizacion de las funciones

C1, la cual es:
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(2) Definicion de funcion de clase 1 en ¢ (C1)

Una funcién f(x) es C1 en c, si y solamente si no tiene asintota vertical.

Ejemplo 3.3.1: Las funciones con discontinuidad removible, de salto u oscilantes son C1.
Esto se puede afirmar porque ninguna de estas discontinuidades se debe a alguna asintota
vertical.

Teorema 3.3.3: Si f(x) es una funcién acotada en cada uno de sus puntos, entonces f(x)
no tiene asintota vertical.

La demostracion de este teorema se haré por contradiccion.

Suponer que f(x) tiene asintota vertical, asi que, particularmente, para algin b se cumple

que liIlI)l+ f(x) = o0; como f(x) esta acotada en todos sus puntos, especialmente lo esta en b, lo
xX—

que permite afirmar que existe § > 0,m, M tal que para todo x,si|x — b| < § entonces m <

f(x) < M, pero como lirg1+f(x) = oo entonces para M existe 6;, tal que M < f(x) siempre que
X—

b < x <b+ &, como b + §; puede ser mayoromenorab + S setieneque b <x <b+6; <
b+80b<x<b+38<b+ 8, enambos casos se cumple que f(x) <My M < f(x), lo cual
es una contradiccion, por lo tanto, el supuesto es falso, es decir que f(x) no tiene asintota
vertical.

De manera anéloga se puede demostrar que si f(x) es una funcion acotada en todos sus
puntos entonces f(x) no tiene asintota vertical, con alguna de las otras cinco condiciones para
tener asintota vertical.

Teorema 3.3.4: Si f(x) no tiene asintota vertical, entonces f(x) es acotada en cada uno
de los puntos de su dominio.

La demostracion de este teorema se hara por contradiccion.
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Suponer que f(x) no es acotada en cada uno de sus puntos, es decir que existe al menos
algn a en el dominio de f(x) tal que para todo § > 0,m,M se cumple que |x —al <
Sy (f(x) <mo f(x) >M). Como lo anterior se cumple para todo &, my M, entonces para

cualquier M existira un &), tal que |x — a| < &y, y f(x) > M, es decir que lim f(x) = oo, lo que
x—a

no puede suceder ya que f(x) no tiene asintota vertical.
Del mismo modo, para cualquier m existird un &,, tal que |x —a| < &, y f(x) < m, lo que

lleva a concluir que lim f(x) = —oo, que no puede suceder porque f(x) no tiene asintota
x—a

vertical.

De esta manera se evidencia que en cualquiera de los casos posibles al negar el
consecuente se obtiene una contradiccion en el antecedente, lo que permite demostrar la
veracidad de esta proposicion.

Los dos teoremas anteriores (2.4 y 2.5) se pueden resumir en el siguiente teorema
bicondicional.

Teorema 3.3.5: La funcion f(x) es acotada en cada uno de sus puntos si y solamente si
no tiene alguna asintota vertical.

Asi mismo, este teorema y la segunda definicién de funciones C1 permiten realizar una
transitividad para caracterizar de otra manera a estas funciones, ya que la definicion 2 garantiza
que si f(x) es C1 en c, no tiene asintota vertical y viceversa, y el teorema 2.6 garantiza que si

f(x) no tiene asintota vertical, es acotada en cada uno de sus puntos y viceversa, entonces:

(3) Definicion de funcion de clase 1 en ¢ (€C1)

Una funcion f(x) es C1 en c, si y solamente si es acotada en cada uno de sus puntos.
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Teorema 3.3.6: Si f(x) es C1 en c, entonces es C1 en todos los puntos de su dominio.

Demostracion

La demostracion de este teorema se hara por contradiccion.

Suponer que f(x) no es C1 en algin b de su dominio, entonces por el teorema 2.3 se
cumple que f(x) tiene alguna asintota vertical; lo cual no es cierto porque f(x) es C1 en cy por
la definicion 2 de funciones €1 se cumple que f(x) no tiene asintota; por lo tanto, si f(x) es C1
en c, entonces es C1 en todos los puntos de su dominio.

Teorema 3.3.7: Si f(x) y g(x) son funciones C1, entonces:

a) h(x) =f()£gXx)
b) h(x) = f(x)-g(x)

Es C1.

Demostracion

a) En el teorema 2.1 se demostrd que si f(x) y g(x) funciones C1 en c, y p cualquier

real distinto de cero, se cumple que:

e h(x)=p- fx)
e h(x)=f()+gk)
e h(¥)=f)-g®

EsClenc.

Entonces por el teorema 2.7 se cumple que h(x) es C1.

b) h(x) = f(x) - g(x)
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Como f(x)y g(c) son C1, por la definicion 3 de funcion C1 se afirma que f(x) y g(x)
son acotadas en cada uno de los puntos de su dominio; al tomar un punto arbitrario ¢ del dominio
de f(x) y g(x), por la definicion de funcién acotada en un punto, se cumple que:

Para f(x) existe §, > 0,m,, M; tal que para todo x que cumple |x — c| < §; entonces
my; < f(x) < M,y para g(x) existe §, > 0,m,, M, tal que para todo x que cumple |x —c| <
d, entonces m, < g(x) < M,; teniendo en cuenta lo anterior y que my < My,m, < M,, €S
necesario considerar todas las posibles combinaciones que pueden tener m,, My, m, y M,, que

son:

e M <OM <0m,<0yM, <0
e M <OM <0m,<0yM, >0
e M <OM <0m,=0yM, >0
e m <OM; =20m,<0yM, <0
e m <OM; =20m,=0yM, >0
e M <OM; =20m,<0yM, >0
e m =0M;, >0m,<0yM, <0
e m =0M; >0m,<0yM, >0

e m =0M;,>0m,=0yM, >0

Como my < M;,m, < M, y suponiendo que m; <0,M; <0,m,<0yM, <0, se
cumple que M; - M, < f(x) - g(x) < m, - m,, asi pues M = m, -m, y m = M; - M,, entonces
para f(x)-g(x) existe § = min{d;,8,},my M tal que para todo x que cumple |x —c| <&

entonces m < f(x) - g(x) < M, es decir que h(x) = f(x) - g(x) es acotada en c, pero como ¢



39

es un punto arbitrario de los dominios, se concluye que h(x) = f(x) - g(x) es acotada en todos
los puntos de su dominio; finalmente usando la definicion 3 de funcion C1, h(x) = f(x) -

g(x) es C1. Anédlogamente se puede demostrar que h(x) = f(x) - g(x) es C1, con cualquiera de

los casos restantes.

El cociente de funciones C1 noes C1

En el ejemplo 2.1 Y 2.2 se mostré que toda funcion constante o lineal es C1, por lo tanto,

la funcion f(x) = 1y g(x) = x son C1; pero, la funcion h(x) = % no es C1 como se mostrd en

el ejemplo 2.5

3.4. Resumen de las funciones C1

A continuacion, se presenta un diagrama donde se resume brevemente el trabajo

realizado con las funciones C1.

FUNCIONES

Funciones

Funciones C1
continuasen ¢

a
s ax+b
s ax®+bx+c

© Vx

« [x]

 sen(?)

Funciones con

0,six=0

1.
. f(x)=[;,s:x¢0 . f(x)={;lc,six¢0

0,six=0
Es cor:.mua . sen(x) dISCOI‘I.tInUIdad Noes C1y no es
entodoc# 0 . tan~1(x) removible continuaenc = 0

Toda funcion continua
con asintota vertical en b.

Toda funcidn
discontinua sin
asintota vertical

Toda funcidn
continua sin
asintota vertical

Toda funcion
con asintota
verticalen ¢

Gréfico 17. Breve resumen de las funciones C1
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4. Funciones de clase 2

4.1. Ejemplos de funciones C2 en c

4.1.1. Funciones continuasency C2enc

Ejemplo 4.1.1.1 funciones constantes

Sea a cualquier numero real, se define la funcionf(x) = a constante y sea c¢ cualquier
punto de la recta real se cumple existe € = 1 para todo § > 0 tal que paratodo x si [x —c| < &
entonces |f(x) — f(¢c)| < 1.

Seae=1y §>0entonces |[f(x) — f(c)| =|a—al =]0] <1 siempre que |x —c| <

Gréfico 18. Representacion de la funcion del ejemplo 4.1.1.1

1
x2+1

Ejemplo 4.1.1.2: f(x) =
Existe € = 2 para todo § > 0, que cumple que para todo x,si |x —c| < &§ entonces

If(x) = f(c)| < & porque:

1
x2+1 c¢2+1

If(x) = f(Ol =
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Por desigualdad triangular se cumple que

=
x24+1  c2+1] —

=1
x2+1

|
c“+1

xX2>0ACc%2>0

X’+1>21Ac2+12>1

-1<

<1 A-1KL
x2+1 c2+1

<1

1
x2+1

1
c2+1

<11

<1

De donde

P
c2+1

1 |+
x2+1

1 1

Y por transitividad, se cumple que iy

|<e=2

Gréfico 19. Representacion de la funcion del ejemplo 4.1.1.2

4.1.2. Funciones discontinuasency €2 en c

sen(i),x 0

Ejemplo 4.1.2.1: f(x) = {
0,x=0
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Esta funcion no es continua en ¢ = 0 como se mostro en el ejemplo 2.1.4, pero si es

C2en c =0, pues existe € = 3 para todo 6 > 0 tal que para todo x si |x —c| < § entonces
|f(x) = fla)] <3.

Sea e =3y § >0 entonces |f(x)— f(c)] = |Sen G) — 0| = |Sen G)| como —1 <

sen(a) < 1 luego |sen(a)| < 1 entonces |sen (§)| < 1 < 3siempre que |x — c| < 4.

Gréfico 20. Representacion de la funcion del ejemplo 4.1.2.1

tan~! G) #0

T
E,x=0

Ejemplo 4.1.2.2: f(x) =

Se cumple que existe € = 4 para todo § > 0, tal que para todo x si |x — ¢| < & entonces

If (x) — f(c)| < &, porque:

1 1
tan~?! (—) —tan~! (—)|
X c

Por desigualdad triangular se cumple que

1 1 1 1
o (2) 3] < o ) o )
X C X C

Y a su vez se sabe que

lf(x) = f(Ol =



T
—— < tan!
5 = an
De donde
an ()] <5
an x/l 2
1
tan~! (—)‘+
X
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1
tan~! (E)’ <m<4

Para finalmente hacer uso de la transitividad y concluir que

1 1
tan~! (;) —tan! <Z>| <4=c¢

----------------------------------------- flc)+e 1-—-----------~j---—--—-----------------------------—-
z (VR
E f(e) lk 3
(1 c—8§ ¢ 4
@) = (3) : |
xr !
---------------------------------- i—------ HRCHEEY - - ============{=ccccccccccccccnrcnssccccncaaanaanaan-
Gréfico 21. Representacion de la funcion del ejemplo 4.1.2.2
4.2. Ejemplos de funciones que no son C2 en ¢

Las funciones que no son C2 en c, deben satisfacer la negacion de la definicidén de

funciones C2, que es:

(Ve >0)(36 > 0)@x. € D(f))(Ixe —cl <8 Alf(xe) = f()] =€)

Es decir, que por mas grande (0 pequefio) que se escoja un entorno alrededor de

f(c) (con radio ¢), debe existir al menos un entorno alrededor de ¢ (con radio &) tal que
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siempre va a ser posible encontrar un x, en el entorno de c tal que f(x,) esta por fuera del

entorno de f(c).

4.2.1. Funciones continuas en ¢ que no son C2 en ¢

Ejemplo4.2.1.1:f(x) = x

Para todo € > 0, existe § > 0, y existe x, tal que |[x, —c| <y |f(x:) — f(c)| > e.

Paratodo € > 0 existe § = 2¢, y existe x, = ¢ + % tal que

<2e=46,y

3e
2

ng—c|=|c+32—£—c|=

-------------------- L R S ANt SO
3 : :
T T 2L S ;
1 | 1
-------------------- o PO S —
' | '
] 1 1
1 | 1
i ! 1
' 1 '
: 1 '
! : !
1 ! 1
: : 2t |
fla) ==z | N
c—4 c c+ o

Gréfico 22. Representacion de la funcion del ejemplo 4.2.1.1

Ejemplo 4.2.1.2: f(x) = x?
Tomese a ¢ = 2; en este punto f(x) es continua, pero no es C2 ya que para todo € > 0
existe § > 0 tal que existe x, que cumple que |x; —c| < 3y |f(xs) — f(c)| > e.

Sead =&+ 2Yyx, =3+ /e entonces
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xe—cl=3+Ve-2|=|1+Ve|<e+28,y
If(xg)—f(c)l=|f(3+\/E)—f(2)|=|(3+\/E)2—22|=|9+6\/E+e—4|=
|e + 6ve + 5[, como 0 < &,0 < 6v¢,0 < 5 entonces 0 < & < € + 6ve + 5 luego |f(x.) —

f)l=|e+6Ve+5|>e€

Este es un ejemplo de una funcién con cota inferior (m = 0) que noes C2 en ¢ = 2.

m™m
+
N

~
|
[
o
Il
2

c+é

Gréfico 23. Representacion de la funcion del ejemplo 4.2.1.2

4.2.2. Funciones discontinuas en ¢ que no son C2 en ¢

Ejemplo 4.2.2.1: [x]

Tomese a ¢ como un numero que pertenece a los nimero enteros.

Para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que existe x, que cumple que |x, —c| <&y |f(x.) —
f@l>e

Sead =2+ 2yx. =c+ e+ 1entonces

lxc —cl=|(c+e+1)—c|=|c+e+1—-c|l=le+1|<2e+2
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lf(xe) —f@I=1fcte+D) —f)|=lc+fle)+1—c|=|[e]+1], asi pues

[e] < eentonces [e] +1 =€ > 0 luego |f(x.) — f(c)| = |[e] + 1| = &.

—
------------------------------------------- f(c)+e-4'------------------------------é‘--------------------
e ";E----- , i
------------------------------------------- f(c)—s"':
5 S 28h2 ;
i i
(‘_.6 c r.+ri
f@)|= L) ’

Gréfico 24. Representacion de la funcion del ejemplo 4.2.2.1

x,x#*0

Ejemplo 4.2.2.2: f(x) = {5 x=0

Sea ¢ = 0, se cumple que para todo € > 0, existe § =2 +5 Yy x, = §e+ 5 tal que
xe—c| <8yl|flx:) — f(c)| = &, porque:
3 3
o ng—cl=|E£+5—O|=|Ee+5|<2£+5=5

o+ fG)—f@I=|f(Ge+5)-f@=[e+5-5]=[¢[>e
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Gréfico 25. Representacion de la funcion del ejemplo 4.2.2.2

1
Ejemplo 4.2.2.1: f(x) = {;,x *0
0,x=0

Para todo € > 0, existe § > 0, y existe x, tal que |x, —c| <y |f(x.) — f(c)| > e.

Seac = 0 Paratodo € > 0, existe § = iy existe x, = 2—1£tal que
1 1 1
e =l =e=0] = ]3] <3

fxo) = F@1=|f(3) - @] =

2¢

%—O‘ = |2¢| > «.

Graéfico 26. Representacion de la funcién del ejemplo 4.2.2.1
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4.3. Propiedades y caracteristicas de las funciones €2

Teorema 4.3.1: Si f(x) es C2 en c entonces f(x) es acotada.

Como f(x) es C2 en c, se cumple que existe € > 0 para todo § > 0 tal que para todo x
que pertenece al dominio de f(x) si |[x —c| < & entonces |f(x) — f(c)| < € asi pues |f(x) —
fOl<e= —e<f) - flo)<e=—e+|f(O)| <flx) <e+|f(c)] luego |[f()| < e+
|f(c)|,asi k =€+ |f(c)| tal que |f(x)| < k, como es para todo § > 0, se puede tomar un & tan
grande como se quiera, siempre se cumple que para todo x que pertenece al dominio de f(x) si
|x —c| < & entonces |f(x)| < k.

Teorema 4.3.2: si f(x) es acotada entonces f(x) es C2 en c.

Como f(x) es acotada se cumple que existe k que pertenece a R tal que |f(x)| <k
para todo x que pertenece al dominio de f(x), asi pues por desigualdad triangular se tiene que
lf ) = fFOI < 1f Gl + 1f ()], luego [f )]+ [f(c)| < k + [f(c)], obteniendo que |f(x) —
fFOI<k+1f©)l.

Ahora suponer que f(x) no es C2 en c, por lo tanto para todo € > 0 existe § > 0 y existe
X que pertenece al dominio de f(x) tal que |x, —c| < Sy |f(xs) — f(c)| = &, como se cumple
para todo € > 0, asi pues para € = k + |f(c)| + 1 existe §; > 0 y existe x.; que pertenece al
dominio de f(x) se cumple que |xz;; —c| <8 Y |f(xe1) — f(O)| =k +|f(c)]|+1 =g, como
k+1f(c)l+1>k+|f(c)| entonces |f(xz1) — f(c)| > k+ |f(c)|, ademas se tiene que x.,
pertenece al dominio de f(x) por lo tanto cumple que |f(xz) — f(c)| < k + |f(c)], lo cual es
una contradiccion porque se tiene que |f(xg) — f()| > k+|f(O| Yy |f(xe) — f(O)]| < k+

|f(c)], por lo tanto el supuesto es falso asi que f(x) es C2 en c.
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Los dos teoremas anteriores (4.3.1 y 4.3.2) constituyen una caracterizacion de las

funciones €2, la cual es:

(2) Definicion de funcion €2

La funcion f(x) es C2 si y solamente si es acotada.

Teorema 4.3.3: Sean f(x) y g(x) funciones C2 y p cualquier numero real distinto de

cero, se cumple que:

a) h(x)=p-f(x)
b) h(x) =f(x) £ g()
) h(x)=f(x) g

Es C2

Demostracion

a) h(x)=p- f(x)

Como f(x) es €2, por la definicion 2 de funciones C2 se sabe que f(x) es acotada, es
decir que existe k, en los reales positivos tal que |f(x)| < k; y como p # 0 se cumple
que |p| > 0, de donde

lFCOl-Ipl < ki Ipl=lp- fOII < Ipl-ky=Ip-f)| <k =Ipl k4

Es decir que h(x) = p - f(x) es acotada, por k = |p| - k;; y nuevamente por la definicion

2 de funciones C2, se concluye que h(x) es C2.

b) h(x) = f(x) + g(x)
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Como f(x),g(x)son C2, por la definicion 2 de funciones C2 se sabe que ambas

funciones son acotadas, es decir que

dk; € R |f(0)| < kY Tk, € R |g(x)| < ky, dedonde |[f(x)]| + |g(x)| < ky + k3

Utilizando la desigualdad triangular se sabe que |f(x) £ g(x)| < |f(x)|+ |g(x)| ¥
finalmente por transitividad se concluye que |f(x) + g(x)| < k = k; + k,, por lo tanto h(x) =
f(x) £ g(x) es acotada por k = k, + k,; y nuevamente por la definicién 2 de funciones €2, se

concluye que h(x) es C2.

¢) h(x) =f(x) -g(x)

Como f(x),g(x)son C2, por la definicion 2 de funciones C2 se sabe que ambas

funciones son acotadas, es decir que

Aky € Ry: |[f(0)| < kg y 3k, € Ry:|g(x)| < k7, de donde |f(x)[|g(O| < ky - ks

Por propiedades del valor absoluto se concluye que |f(x)-g(x)| < k = k; - k4, por lo
tanto h(x) = f(x) - g(x) es acotada por k = k, - k,; y nuevamente por la definicion 2 de
funciones C2, se concluye que h(x) es C2.

Nota: El cociente de funciones C2 no se cumple; a continuacion, se presenta un
contraejemplo ilustrativo para comprender esto.

Sean f(x) = sen(x) y g(x) = cos (x) dos funciones C2 (porque son acotadas por k =

sen(x)

1), se define h(x) = = tan(x) que no es C2, porque no existe algun k para el cual esta

cos (x)

funcién sea acotada.



o1

Gréfico 27. La funcién sen(x) es C2

Gréfico 28. La funcién cos(x) es €2

liaddnsaadas

Gréfico 29. La funcion tan(x) no es C2




52

4.4. Resumen de las funciones C2

FUNCIONES

Funciones Funciones C2

continuas en

ax+b 1

s ax?+bx+c X241
. x| * Funciones
. Jx constantes . flx) = i,x # 0
+ In(x) * tan”'(x) A 0,x=0
) " osinx . £ =[x
Toda funcién
i Toda funcién
;Sg:g;l;a no continua acotada Toda funcién con discontinuidad
de salto, removible u oscilante Tod .
que sea acotada ? afutic:on
discontinuay
no acotada

Grafico 30. Breve resumen de las funciones C2

5. Conclusiones

5.1. Conclusiones generales del trabajo

Las conclusiones generales se pueden estructurar en dos grupos, el primero sobre las

conclusiones acerca del conjunto de funciones C1, el segundo sobre las conclusiones acerca del

conjunto de funciones C2, realizando una comparacion entre cada uno de estos conjuntos con las

funciones continuas y discontinuas.

5.1.1. Sobre C1

e Sidos funciones son C1, entonces su suma, resta y multiplicacion es C1.
e A diferencia de las funciones continuas, si una funcion es C1 en uno de sus puntos se

garantiza que es C1 en todo su domino.
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El conjunto de funciones C1 admite todo tipo de discontinuidad exceptuando aquella

que se da por asintota vertical.

El conjunto de las funciones C1 esta compuesto por todas las funciones que no tienen

asintota vertical o estan acotadas en cada uno de sus puntos.

5.1.2. Sobre C2

e Sidos funciones son €2, entonces su suma, resta y multiplicacion es C2.

e A diferencia de las funciones continuas, si una funcion es C2 en uno punto se
garantiza que es €2 en todo su domino.

e El conjunto de funciones €2 admite todo tipo de discontinuidad exceptuando aquella

que se da por asintota vertical, siempre y cuando la funcion esté acotada.

El conjunto de las funciones C2 esta compuesto por todas las funciones acotadas.

5.2. Acerca de la formacion docente

El hecho de reconfigurar una definicién clasica del célculo real demand6 el uso de
GeoGebra o graficas con ayuda de lapiz y papel, lo que fortalecio el proceso de observacion y
debido a que fue necesario hacer la construccion de una gran cantidad de casos y analizar lo
sucedido en cada uno de ellos fue posible realizar conjeturas al respecto de cada situacion,
fortaleciendo también este proceso esencial en la actividad matematica; dichas conjeturas exigian
también el refuerzo del proceso demostrativo o de justificacion, ya que mediante este se
obtuvieron los resultados deseados o se pudo comprobar la falsedad de algunos que se daban por
hecho; lo descrito anteriormente constituye parte fundamental del quehacer matematico,

necesario para la profesion como docentes de matematicas que debe ser cumplida.
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Ademas, el vivenciar el quehacer matemaético brindé herramientas que pueden ser usadas
al momento de la ensefianza de las matematicas, tales como el proponer exploraciones que
permitan a los estudiantes realizar sus propias conjeturas y que les brinde la posibilidad de ser o

no demostradas.
5.3. Proyecciones

Finalmente se mencionaran algunas ideas que se relacionan y pueden ser desarrolladas

teniendo en cuenta este trabajo.

1) Continuar el estudio de las funciones C1 y/o C2, tratando de buscar analogias o
mayores diferencias con las funciones continuas, mediante la reinterpretacion de
teoremas fundamentales en la continuidad con cada una de estas nuevas clases de
funciones, como el teorema de Bolzano, del valor intermedio, de conservacion del
signo, etc.

2) Continuar con el estudio de las funciones que cumplen las variantes restantes de la

definicion de continuidad en un punto alterando los cuantificadores, por ejemplo:
» (36 > 0)(Ve > 0): ((Vx € D(f))(lx —cl<d-|f(x) —f(0)] < e))
> (V6> 0)(Ve > 0): ((vx € D(N)(x—cl <8~ If(x) = f(c)] < &)

> (38> 0)3e > 0): ((Vx e D(A))(Ix—c| <6 = |f(x) - F(O)] < s))
Siguiendo la estructura utilizada mediante la basqueda de ejemplos y contraejemplos

para poder realizar conjeturas que finalmente seran o no demostradas.
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