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2.Descripcion

Los niimeros naturales gaussianos duales Dy son un subconjunto del plano, donde sus
elementos son parejas ordenadas (a,b) € Z* X Z tal que la suma esta definida componente
a componente y la multiplicaciéon por (a,b) @ (c,d) = (ac,ad + bc). El conjunto de los
nimeros naturales gaussianos duales junto con estas operaciones es un semianillo
conmutativo cancelativo con unidad. En este conjunto se define una relacién de divisibilidad
y se pasa al cociente a partir de otra relaciéon basada en la divisibilidad del conjunto Dg. En
el conjunto cociente, se definen operaciones D-aritméticas y se estudia la distribucion de las




clases de equivalencia de los nimeros primos de Dg+.

3. Fuentes

Se consultaron algunos textos que abordan la teoria analitica de nimeros, algebra abstracta
y algunos contenidos de la web relacionados a la espiral de Ulam en los nimeros enteros.

dual.

4.Contenidos

El presente trabajo tiene 4 capitulos: el capitulo 1 trata de los nimeros naturales gaussianos
duales, donde se define una suma y una multiplicacién que le dan una estructura de
semianillo, ademas se estudian la divisibilidad, el orden y algunos teoremas de divisibilidad
que son andlogos a los que se trabajan con los nimeros enteros. En el capitulo 2, se trabaja lo
mismo que se desarrolld en el capitulo 1 pero con el conjunto cociente que se obtiene con la
relacién que se define a partir de la divisibilidad de D;. En el capitulo 3 se estudian las
funciones D-aritméticas que alli se definen. Ademas, se demuestran y conjeturan algunos
resultados que se desprenden de las funciones. Finalmente, en el capitulo 4 se estudia la
distribucion de los nimeros G-primos duales y se conjetura el teorema de los nimeros
primos para los nimeros G-naturales duales, finalizando con imagenes de la espiral de Ulam.

5. Metodologia

Para realizar este trabajo de grado se llevé a cabo una hora semanal de asesoria por parte
del profesor Carlos Julio Luque Arias, a quién se le llevaron avances del trabajo con el fin de
recibir aportes y criticas constructivas que enriquecieran el trabajo y el aprendizaje del
estudiante. Para este trabajo se vio necesario el estudio de algunos momentos claves de la
historia de la matematicas (como por ejemplo la soluciéon dada para el problema de Basilea),
ademas de estudiar los fundamentos de la teoria de niimeros, teoria de grupos y anillos,




andlisis y el manejo de algunos software que fueron importantes para algunos resultados

que aqui se presentan.

6. Conclusiones

Conclusiones:

El orden que se define en el conjunto cociente es un orden total.

En el semianillo de los niimeros naturales gaussianos duales se puede definir el algoritmo de
la divisidn con el cociente y el residuo tnicos.

Usando el algoritmo de Euclides es posible calcular la funcién indicatriz de Euler para los G-
naturales duales y junto a la funcién de elementos comparables, se pueden obtener varios
resultados que son esenciales en el presente trabajo.

El teorema de los nimeros G-primos duales es verdadero para los primeros 499999500000
numeros G-naturales duales.

No fue posible hacer un estudio riguroso a la espiral de Ulam, debido a que el software donde
se construy6 imposibilitaba el dibujo de rectas sobre la espiral. Esto a su vez impedia realizar
un estudio de la distribucién de los G-primos duales, analogo a como se hace en los nimeros
enteros.

No se cumple con los objetivos propuestos en el anteproyecto del trabajo, pero si los que se
modifican y colocan en el trabajo.
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INTRODUCCION

El presente trabajo de grado es el resultado de un interés personal por ‘aprender a
estudiar y comprender la matemdtica’, siendo éste el inicio de un proceso de
formacién investigativa que sera continuo y permitira fortalecer algunos
conocimientos de varias areas de las matematicas.

Ademas, la construcciéon de varios conceptos matematicos, no solo afianzaron los
conocimientos matematicos, sino que ademas implicaron el desarrollo de procesos de
conjeturacion, representacidon, argumentacion y formulacion de teoremas o
conjeturas que evidencian un trabajo de analisis y exploracién numérica que siempre
han sido el quehacer de alguien que intenta estudiar matematicas.

Por otro lado, el trabajo se empieza atendiendo el estudio de la Funcién zeta de
Riemman y de las series numéricas, haciendo recorridos histéricos que van desde la
Paradoja de Zendn hasta los resultados de Euler y Riemman relacionados con el
Problema de Basilea y la Funcion Zeta de Riemman respectivamente; esto con el fin
de estudiar a fondo el concepto de serie y concretar la forma en que se iba a
desarrollar una version dual del teorema de los nimeros primos y de otros conceptos
que hacen parte de la teoria analitica de niimeros.

Por consiguiente, se decide definir el conjunto de los nimeros naturales gaussianos
duales con el fin de formular varias definiciones y conjeturas, que son analogas a los
conceptos y resultados que se encuentran en un texto de teoria de numeros, y en el
mejor de los casos se demuestran.

En el primer capitulo se describe la estructura algebraica del conjunto de los niimeros
naturales gaussianos duales (se deja de un lado los nimeros enteros y se concibe
como conocimiento previo), se estudia el orden que es analogo al de los nameros
naturales, la relacién de divisibilidad, los asociados, nimeros primos naturales
duales, maximo comun divisor, algoritmo de Euclides y de la division asi como
algunas propiedades de divisibilidad que hacen parte fundamental del trabajo.

En el segundo capitulo, se trabaja con el conjunto cociente que se obtiene a partir de
una relacion de equivalencia basada en la divisibilidad de los nimeros naturales
gaussianos duales, se define un orden analogo al orden lexicografico del plano que en
este caso es total, y se define de nuevo todos los conceptos basicos de la teoria de
nimeros.

En el tercer capitulo se definen funciones D-aritméticas (analogas a las funciones
aritméticas definidas sobre Z) y se enuncian resultados producidos por procesos de
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calculo que se apoyan en software como Excel y Visual Basic, sin embargo, pese a los
intentos algunos de ellos no pasaron de ser sola una conjetura.

En el cuarto y ultimo capitulo se enuncia el resultado mas importante del presente
trabajo y es el Teorema de los numeros G-primos duales, un resultado analogo al
teorema del ndmero primo y que para su formulacién se necesitaron mas de un
millén de calculos que en su momento fueron apoyados por hojas de calculos y otros
software de matematicas. Aunque el teorema no se logré demostrar se muestran
algunos resultados graficos como la Espiral de Ulam para este conjunto, que
evidencian la relacién conjeturada.

Finalmente, para realizar este trabajo se hizo necesario el estudio de parte de la
teoria de numeros, la teoria analitica de nimeros, los nimeros duales, la historia de
las series, el algebra abstracta e inclusive el estudio del lenguaje de programacion
Visual Basic para la estructuracién de macros en Excel. Sin embargo, aunque el
objetivo de demostrar el teorema de nuimeros G-primos duales con ayuda de la
funcion zeta de Riemman no se cumplio, este trabajo queda como una gran apertura
para seguir haciendo teoria de nimeros en este conjunto y porque no en un futuro
demostrar todo lo que en este trabajo quedo sin justificar.
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JUSTIFICACION

Como ya se mencion6, este trabajo se realizo con el interés de aprender a estudiar
matematicas, buscando verificar si la distribuciéon de los nimeros G-primos duales
tiene alguin resultado analogo al que se demuestra para los nimeros primos enteros y
si ademas se puede probar de forma analitica como se hace en los enteros con la
funcion zeta de Riemann.
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OBJETIVOS

Objetivo general

e Estudiar funciones D-aritméticas en el conjunto de los nimeros G-naturales
duales y conjeturar algunos resultados analogos a los existentes en la teoria de
numeros enteros.

Objetivos especificos

e Recolectar informacién relacionada con la funciéon Zeta de Riemann y su
relacion con los numeros primos.

e Definir funciones aritméticas para los nimeros gaussianos duales y estudiar
algunas de sus propiedades.

e Realizar conjeturas acerca de las funciones D-aritméticas y los nimeros primos
gaussianos duales, asi como algunas de sus demostraciones.

e Sistematizar todo el estudio y la informacién recolectada para ser presentada
como trabajo de grado.
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Capitulo 1.

LOS NUMEROS GAUSSIANOS DUALES

1.1. El conjunto de los nimeros duales

Algebra dual

Sea D el plano R? con la suma definida componente a componente y la multiplicacién
definida como:

(x,y)(u, t) = (xu, xt + yu), para todo (x,y), (u, t)e R?

Con ese par de operaciones el conjunto D de los nimeros duales! es un anillo
conmutativo con unidad (1,0) y Los elementos (0,y) son nilpotentes, es decir son

elementos divisores de cero. El inverso multiplicativo de (x,y) en D es:

() t=0C1—-yx ) six#0

1.2. Los nimeros naturales gaussianos duales

Con la informacién anterior es posible definir un conjunto de nimeros que se

denomina el conjunto de numeros naturales gaussianos duales D;, donde sus

elementos son de la forma z = (a,b) cona € Z*,b € Z:

Dy ={(x,y)e Z* X 7} ,donde Z* = {k e Z : k > 0}

! Operaciones basadas en el trabajo del profesor Carlos Julio Luque que se cita a continuacion. LUQUE, C.
(1993). “El anillo de los numeros duales y la derivada de funciones reales”. Bogota: Universidad Pedagdgica
Nacional.
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A continuacion se presenta una representacion grafica de algunos elementos de D},

° ° ° °
] ° ° ° ° ° é
° ° ° °
8 °
° ° ° ° A .
b o

Figura 1 Algunos elementos de D; .

1.2.1. Estructura algebraica del conjunto de los niimeros naturales gaussianos duales

SeaD, © R?, en este conjunto de parejas ordenadas se define la suma componente a
componente, es decir

(a,b)®(c,d) =(a+c,b+d)
Y la multiplicacion como

(a,b)®(c,d) = (ac,ad + bc)

Operaciones definidas para todo (a, b), (c,d)e D
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Con este par de operaciones la tripla (D*,GB, ®) se dota de una estructura de

semianillo abeliano2. Ademas, el semianillo es cancelativo® ya que se cumplen las

siguientes propiedades:

Teorema 1.2.1.1. Propiedad asociativa de @ en D,

Si (a,b),(c,d), (e, f) € Dy entonces [(a, b)D(c,d)|D(e, ) = (a, b)D[(c,d)D(e, /].

Teorema 1.2.1.2. Propiedad conmutativa de & en D

Si (a,b), (c,d) € Dg entonces (a,b)®(c,d) = (c,d)®(a,b).

Teorema 1.2.1.3. Propiedad asociativa de ® en D

Si (a,b),(c,d), (e, f) € Dy entonces [(a, h)®(c,d)]|®(e, ) = (a,h)®[(c, ))®(e, )]

Teorema 1.2.1.4. Propiedad conmutativa de ® en Dj

Si(a,b),(c,d) € Dy entonces (a,b)®(c,d) = (c,d)®(a, b)

Teorema 1.2.1.5. Propiedad distributiva de ® conrespectoa® en D
Para todo (a, b), (c,d), (e, f) € Dy se cumple que (a,b)®[(c,d)D(e, )] =

[(a,)®(c, D]®[(a,b)®(e, )] vy [(a,b)®(c,)]B(e, f) =
[(a, )@ (e, ]S[(c, D)®(e, f)]

> SeaS # @ un conjunto y +, dos operaciones binarias definidas en S , l[lamadas adicion y
multiplicacion. Entonces la tripla (S, +,") es denominada un semianillo si satisface las siguientes
condiciones:

1) (S,+) esunsemigrupo abeliano.

2) (S,") es un semigrupo.

3) Ambas operaciones estdn conectadas por la ley distributivaa- (b +c) =a-b+a-cy
(a+b)-c=a-c+b-cparatodoa,b,ceS.

En particular, un semianillo (S, +,") se dice que es abeliano si (S,") es abeliano. (Hebisch & Weinert,
1992)

3 Un semianillo (S,+,) escancelativo si el semigrupo (S,+) es cancelativo. (Hebisch & Weinert, 1992)
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Teorema 1.2.1.6. Propiedad cancelativa de &,
Para todo (a, b), (¢,d), (x,y) € Df,si (a,b)®(x,y) = (¢, d)D(x,y) entonces
(a,b) = (c,d) (La demostracion de este teorema se realiza después de definir el orden

paraDy).

Ademas de todas las propiedades que cumple (D*, D, ®), se tiene un elemento neutro

para la adicion y uno para la multiplicaciéon como se muestran a continuacion:

Teorema 1.2.1.7. Existencia del elemento idéntico para la suma

Para todo (a,b) € D; se tiene que

(a,b)®(0,0) = (0,0)®(a,b) = (a,b)

Teorema 1.2.1.8. Existencia del elemento idéntico de la multiplicacion

Para todo (a, b) € D; se cumple que
(a,b)®(1,0) = (1,00®(a,b) = (a,b)
1.3. Orden en los Niimeros Naturales Gaussianos Duales

Un nimero natural dual (a,b) es menor o igual a otro (c,d) si existe un nimero

natural gaussiano dual (x, y) tal que:

(a,b)®(x,y) = (c,d)

En cuyo caso se escribe que (a,b) < (c,d) o (c,d) = (a,b) y si (a,b) =(c,d)
entoncesa=c yb =d.

Ademas, (a, b) < (c,d) siysélosi (x,y) # (0,0).
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Con esta relacién Dy es un conjunto parcialmente ordenado* pues se tiene las

siguientes propiedades:

En este momento es necesario realizar la demostracion de la propiedad cancelativa

de la suma, ya que esta es necesaria para la demostracion de la antisimetria de <.

Teorema 1.2.1.6. Propiedad cancelativa de &,
Para todo (a, b), (¢,d), (x,y) € Df,si (a,b)®(x,y) = (¢, d)D(x,y) entonces
(a,b) = (c,d)

Demostracion
Dado que (a, b)®(x,y) = (c,d)®(x, y), entonces por la definicién de suma se tiene
que
(a+x,b+y)=(c+x,d+y)
Luego, por la igualdad de elementos de D se tiene el siguiente par de ecuaciones
at+x=c+x
b+y=d+y
Y como a, b, c,d, x e y son numeros enteros, la propiedad cancelativa de + permite

concluir que

4 . . . s . . . .
Un orden parcial sobre un conjunto P # @, es una relacion binaria < sobre P que es reflexiva, anti
simétrica y transitiva, especificamente, para todo x,y,z € P.

1) (reflexiva)
2) (anti simétrica)
3) (transitiva)

La pareja (P, <) es llamada un conjunto parcialmente ordenado. Roman, S. (2008). Lattices and Ordered
Sets. New York: Springer. Pag. 2.
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Y en consecuencia

(a,b) = (¢, d).

Teorema 1.3.1.1. Propiedad reflexiva

Paratodoz = (a,b) €D}, z< z

Demostracion
Por la definicion de elemento idéntico de la suma en DJ
(a,b)®(0,0) = (a +0,b +0), paratodo (a,b) € Dy
Y por la existencia de elemeto neutro en Z*
(a+0,b+0)=1(ab)

Por lo tanto, (a, b) < (a, b)

Teorema 1.3.1.2. Propiedad antisimétrica
Paratodo z = (a,b),y w = (c,d) € D},
Si (a,b) < (¢c,d) y (c,d) < (a,b) entonces (a,b) = (c,d)

Demostracion
Si (a,b) < (c,d) A (c,d) < (a,b) entonces existen (x,y), (w, z) € Dj, tal que
(a,D)®(x,y) = (c,d) 1) y (c,d)®Ww,2) = (a,b) (2)
Sustituimos (1)en (2)
[(a,b)®(x, y)1® W, z) = (a,b)
(a,b)®B[(x,y)B(w, 2)] = (a,b)®(0,0), Propiedad asociativa de &
(x,y)®(w, z) = (0,0), Propiedad cancelativa de @
(x+w,y+2z)=(00)
Luego,
x+tw=0yy+z=0
Pero como x,we Z* y v, z € Z entonces las igualdades anteriores solo se cumplen si

x=w=0yy=z=0
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O también si
x=w=0yy=-z
Sin embargo, esta tltima opcién no es valida ya que (0,y) € D}, porlo tanto, la
opcion verdadera es
x=w=0Ay=z=0
Ello permite concluir que
(a,b) = (c,d)

Quedando demostrada la antisimetria.

Teorema 1.3.1.3. Propiedad transitiva
Paratodo z = (a,b),w = (¢,d), v = (e,f) € D},

Si (a,b) < (c,d) AN (c,d)<(e f) entonces (a,b) < (e f).

Demostracion

Si (a,b) < (c,d) A (c,d) < (e, f) entonces existen (g, h), (p,q) € Dj, tal que

(a.b)®g.h)=(@Cd y (d&pq =/(,f)
Se sustituye (c, d) por (a, b)®(g, h) en la segunda igualdad por lo que

(a,b)®(g, B, q) = (e, f)

Luego,

(a,b)®(g+p,h+q) =(ef)

Como (g + p,h + q) € Dy entonces se concluye que

(a,b) < (e, f)

Compatibilidadde < con ® y ®

Teorema 1.3.1.4.

Para cualesquiera nimeros naturales duales (a,b), (c,d), (x,y)e D}, se cumple que

si (a,b) < (c,d) entonces (a, b)D(x,y) < (c,d)B(x,y).
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Demostracion

Si (a,b) < (c,d), significa que existe (w, z)e Dg tal que
(a,b)®(w,z) = (c,d)
Luego,
(c,)®(x,y) = [(a,b)®(w,2)|®(x,y)
= (a,b)®[(w,2)®(x,y)] Porlaasociatividad de &
= (a,b)®[(x,y)®(w, z)] Propiedad conmutativa de ®
= [(a,b)®(x,y)]|B(w,z) Porlaasociatividad de &

En consecuencia,

(c, d)®(x,y) = [(a, h)B(x, ]d(w,2) (1)
Ademas, por la relacion de orden en Dy se tiene

(a,0)®(x,y) < [(a,D)®(x, y)|®(w,2) (2)
De (1) y (2) se concluye que

(a,b)®(x,y) < (¢, )B(x,y)

Teorema 1.3.1.5.

Dados los numeros naturales duales (a,b),(c,d),(x,y) e D}, se cumple que si

(a,b) < (c,d) entonces (a,b)®(x,y) < (¢, )Q(x, y).

Demostracion
Si (a,b) < (¢, d), significa que existe (w, z)e Dg tal que
(a,b)®(w,z) = (c,d)
Luego,
(c, d®(x,y) = [(a,b)®(w,2)]®(x,y) (1)
= [(a,b)®(x,y)|®[(w, 2)®(x,y)] Propiedad distributiva de @ con respecto a ®
Por el orden definido en Dj se tiene que
(a,0)®(x,y) < [(a,b)®(x, M ]BI(W, 2)®(x,»)] (2)
Luego,de (1) y (2)
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(a,b)®(x,y) < (¢, D)R(x, y).

Teorema 1.3.1.6.

Si (a,b) < (c,d) entonces a < c.

Demostracion

Dado que (a, b) < (¢, d), entonces existe (x,y) € Dy tal que
(a,0)®(x,y) = (c,d)
Por definicion de suma en los naturales gaussianos duales
(a+x,b+y)=1(cd)
En consecuencia,
at+x=c

Y como a, x, ¢ € Z™, entonces por la relacion de orden> del conjunto de los enteros
positivos a < c.

1.4. Divisibilidad en los niimeros Gaussianos Duales

Siz; = (a,b), z; = (¢c,d) € Dj con z, # (0,0), se define la relacién de divisibilidad |
como sigue:
71|z, siy solo si existe un y € D}, tal que z, = z;®y

Esta relacién es un preorden® en el conjunto D; — {(0,0)}.

*En el conjunto de los niUmeros enteros positivos se define el orden a < b siy solo si existe un entero
positivo c tal que a + ¢ = b. Luque, C,, Jiménez, H., &Angel, J. (2009). Representar estucturas
algebraicas finitas y enumerables. Bogota: Javegraf.

® Un preorden o cuasiorden sobre un conjunto no vacio P es una relacidn binaria que es reflexiva y
simétrica. Roman, S. (2008). Lattices and Ordered Sets. New York: Springer. Pag. 3.
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Teorema 1.4.1.1. Propiedad reflexiva

Para todo z = (a,b) € Dy —{(0,0)}, z|z

Demostracion

Existe (1,0) tal que (a,b)®(1,0) = (a-1,b- 1+ a-0) = (a, b), por lo tanto z|z.

Teorema 1.4.1.2. Propiedad transitiva

Para z = (a,b),w = (c,d), v = (e, f) € Dj —{(0,0)},
Si (a,b)|(c,d) y (c,d)|(e,f) entonces (a,b)|(e, f)

Demostracion

Si (a,b)|(c,d) y (c,d)|(e, f) entonces existen (g, h), (p,q) € Dy, tal que

(a,b)®(g,h)=(cd) vy (d®pq) =I(ef)

Se sustituye (c, d) por (a, b)®(g, h) en la segunda igualdad por lo que
[(a, 0)®(g, M]® . @) = (e, f)
(a,D)®[(g, B, q)] = (e, f)

Luego,

(a,b)®(g -ph-p+g-q) =(ef)
Por lo tanto, existe (g - p,h-p + g - q) € Dy — {(0,0)}, lo que permite concluir que:
(a,b)|(e, f)
A continuacion, se define otra relacion sobre el conjunto Dg X D;:
(a,b)~(c,d) siy solosi(a,b)|(c,d) y (c,d)|(a,b),con (a,b),(c,d) € Dy

Si (a, b)~(c,d) diremos que (a,b) y (c,d) son asociados.

La relacion ~ es una relacién de equivalencia:
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Teorema 1.4.1.3. (Reflexibilidad)
(a,b)~(a, b) Para todas las (a,b) € Dy

Demostracion
(a,b)~(a, b) Puesto que (a, b)|(a, b) porque existe (1,0) tal que (a,b) Q (1,0) =
(a.b).

Teorema1.4.1.4. (Simetria)
Si (a, b)~(c, d) entonces (c,d)~(a, b)

Demostracion
Como (a,b)~(c,d), (a,b)|(c,d) y (c,d)|(a, b) de ahi que
(c,d)|(a,b) y (a,b)|(c,d) y,portanto (c,d)|(a,b).

Teorema 1.4.1.5. (Transitividad)
Si(a,b)~(c,d)y (c,d)~(e, f), entonces (a,b)~(e,f).

Demostracion
Si (a,b)~(c,d)y (c,d)~(e,f), entonces (a,b)|(c,d) y (c,d)|(e, f). Ademas de la

misma definicién de ~ se tiene que (c¢,d)|(a, b), (e, f)|(c,d). Luego por la propiedad

transitiva de la relacion de divisibilidad, se tiene que:

(a,b)|(e, )y (e, l(a, b)

En consecuencia (a, b)~(e, f).

1.4.2. Algunos teoremas de la divisibilidad en los duales

Teorema 1.4.2.1.

Para todo nimero natural gaussiano dual z diferente de (0,0), z|(0,0)
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Demostracion
Supdngase que para algin (c,d) € Dy se cumple que
(a,b) ® (c,d) = (0,0)
Por definicion de multiplicacién
(ac,ad + bc) = (0,0)
Luego,
ac=0 y ad+bc=0
Y como b # 0, entonces
c=0
Sustituyendo en ad + bc = 0 se tiene que,
ad =0

Finalmente, comoa # 0,

Por lo tanto, existe (0,0) € D tal que
(a,b) ® (0,0) = (0,0)
Y por definicidn de divisibilidad
(a,b)1(0,0)
Para todo z = (a,b) € Dj.

Teorema 1.4.2.2.
Sean (a,b),(c,d),(e,f) € Df,si (a,b)|(c,d) y (a,b)|(e, f) entonces (a, b)|[(c,d) &
(x,y) @ (e,f) ® (w,v)] donde (x,y) y (w,v) son numeros naturales gaussianos

duales.

Demostracion
Como (a,b)|(c,d) y (a,b)|(e,f), entonces por definicibn de | existen
(c,d) y (e, f) tal que

(a,b) ® (c',d) = (c,d)

(a,b) ® (e, f) = (e, f)
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Por la compatibilidad del orden dual con la multiplicacién de los nimeros naturales
gaussianos duales, multiplicamos las igualdades anteriores por (x,y)y (w,v)

respectivamente

(a,b) ® [(c",d) @ (x,y)] = (c,d) ® (x,y) (3)
(a,b) ® [(e",f) ® (w,v)] = (e, /) ® (w,v) (4)

En consecuencia (a, b)|(c,d) ® (x,y) y (a,b)|(e, f) ® (w,v)

Luego, la suma

(cd)® (xy)D (e, f)® w,v)

Esigual a

=((a,b) ® [(¢',d") @ (x, »))B((a,b) @ [(e", /) & (w,v)])

Y por la propiedad distributiva lo anterior se convierte en

= (a,D)®([(c",d") @ (x, M) I®[(e", f) & (w,v)])

Entonces

(a,b)|[(c,d) ® (x,) @ (e, f) ® (W, V)]

Teorema 1.4.2.3.
Sean (a,b),(c,d), (e f) € D;, si (a,b)|(c,d) y (a,b)|(c,d)®D(e,f) entonces
(a,b)|(e, f)

Demostracion
(a,b)|(c,d) Implica que existe (x, y) tal que
(a,b) ® (x,y) = (c,d) (1)
Ademas como (a, b)|(c, d)®(e, f), se tiene que
(a,b) ® (s,t) = (c,d) D(e, f) (2), paraalgin (s, t) € Dg
Sustituyendo (1) en (2)
(a,b) ® (s,t) = [(a,b) ® (x,y)] B(e, f)
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Desarrollando los productos y la suma,
(as,bs + at) = (ax + e, bx + ay + f)
Igualando,
as=ax te
bs+at=bx+ay+f
Como todos los numeros anteriores son enteros se tiene que:
as—ax=a(s—x)=e (3)

bs—bx+at—ay=b(s—x)+alt—y)=f (4)

De (3) y (4), se tiene que existe (s — x,t — y) tal que
(b)) @ (s—xt—y)=(ef)

Y en conclusioén (a, b)|(e, f).

Teorema 1.4.2.4.
Si  (a,b)|(c,d) entonces (a,b)®(x,y)|(c,d)®(x,y) para cualquier (x,y) # (0,0)

arbitrario, que pertenezca a los nimeros naturales gaussianos duales.

Demostracion

Por la definicién de | se tiene de (a, b)|(c, d), que existe (s,t) € Dy tal que

(a,b)®(s,t) = (c,d)
Por la compatibilidad del orden dual con la multiplicacion de los duales se obtiene

(a, D)®[(s, )®(x,¥)] = (¢, )®(x,y)
Y por lo tanto

(a,)®(x,¥)|(c, )R(x,y)

Teorema 1.4.2.5.

Para todo nimero natural gaussiano dual z, (1,0)|z

Demostracion
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Si z = (a, b), entonces por definicién de elemento idéntico para la multiplicacién se
obtiene

(a,b) ® (1,0) = (a,b)
En conclusién

(1,0)|(a,b) = z.

Teorema 1.4.2.6.

Si (a,b)|(x,y) en Dj entonces a|x en Z

Demostracion
Como (a, b)|(x,y), por definicién de la relacién de divisibilidad en D existe (c, d)tal
que
(a,b)®(c,d) = (x,)
Luego,
(a,b)®(c,d) = (ac,bc + ad) = (x,y)
Por lo tanto,
ac = x

Y por definicion de divisibilidad en Z

Teorema 1.4.2.7.
Para todo (a, b) € D; con a = 2k, k € Z*, se cumple una de las siguientes relaciones:

(2,0)|(a,b) 6 (2,1)|(a,b).

Demostracion
Como (a, b) = (2k, b), se tiene que la primera componente es par, luego b tiene dos
opciones o es par o es impar en Z.
Sib es par:
(a,b) = (2k, 2t), tezZ*
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Y por lo tanto, se puede reescribir el segundo término de la igualdad como

(2k,2t) = (2k, 2t + 0k)
Luego, por definicion de multiplicacion,

(2k,2t) = (2,0)0Q(k, t)
Y en conclusién (2,0)|(a, b), sin embargo b no puede ser impar en Z, pues si se
supone que es impar, se tiene que b = 2t + 1, t € Z*, en consecuencia:

(a,b) = 2k, 2t +1) (1), tezZt
Y como,
(2,00®(x,y) = (2x,2y) (2), paratodo (x,y) € Dy
Entonces de (1) y (2) se establece la siguiente ecuaciéon: 2t + 1 = 2y, pero esta no
tiene solucién parat,y € Z* . En conclusion b debe ser par.
Ahora, si b es impar, existe (k,y) € Dg tal que
2Dk, y) = 2k, k + 2y)

Y la ecuacion 2t + 1 = k + 2y tiene solucién en los enteros positivos siempre y

cuando k sea un nimero impar.

1.4.3. Definicién de un nimero primo

Sip = (a,b) € D}, a > 1, se dice que p es un numero primo natural gaussiano dual, si
y so6lo si sus tdnicos divisores son (a,ak + b) y (1,e) conk,e € Z*. Es decir, un
numero p es primo si sus divisores son sus asociados y los asociados al (1,0).

Diremos que p es un ndmero compuesto, sip > (1,0) y p no es primo.

Teorema 1.4.3.1.

Siz= (p,f) € D}, donde p es un entero primo, entonces z es un entero primo en Dg+

Demostracion

Siz = (p,f) € D; no es primo entonces existe (a, b), (c,d) € Dg tal que
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(a,0)®(c,d) = (p, f)
Cona # l,a+p,c#1 yc #p,portanto
(ac,ad + bc) = (p, f)

Luego ac =p y ad+ bc = f, pero p es un numero primo en Z*, y no admite una
factorizacion diferente ap =p -1, en consecuenciaa=1y c=p oa=py c=
1, lo que es una contradicciéon y en conclusion z = (p, f) es primo.

Teorema 1.4.3.2.

Siz = (p*,f) € D}, donde p esun entero primonopar,k €N, k > 1,p } f entonces
Z esun entero primo en Dy .

Demostracion

Siz= (pk,f) S Dg no es un numero primo natural gaussiano dual, entonces existen
(a,b),(c,d) € Dg tal que

(a,b)®(c,d) = (%, f)
Luego,
(ac,ad + bc) = (p%, f)
De ahi se tiene que
ac = p¥,

Lo que implica que

Por lo tanto,

Ademas ad + bc = f, sustituyendo la informacién anterior en esta nueva igualdad,
ad + bc =p"d +bp' = f

De modo que p|p"® y plp' luego p|p"d + bp' = £, lo que es una contradiccién, en
conclusién z = (p¥, f) es un niimero primo.
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1.4.4. Miximo comiin divisor en ng’

Si un ndmero natural guassiano dual (g, h) divide a dos ndmeros (a, b), (c,d) € D,

entonces (g,h) se llama divisor comun de (a,b) y (c,d), Asi pues, (1,0) es un
divisor comun de todo par de niumeros naturales gaussianos duales. A continuaciéon
se presenta una definicién de maximo comin divisor para Dy

Teorema 1.4.4.1.

Dados (a, b), (c,d) € DJ, existe un unico (g A) tal que:

I (g h) esun gaussiano natural dualcon0 < h < g

IL.  (g,h)|(ab) N (g, h)|(cd) ((g, h) es un divisor comun de (a, b) y (c, d))

. Si(k,m)|(a,b) AN (kkm)|(c,d)y 0<m<k , entonces
(k,m)|(g, h)
Demostracion

S ={(x,¥) > (0,0): (x,y) es un divisor comin de (a, b), (c,d) € Dj }

Por el teorema 1.4.2.5. existe por lo menos un elemento de D; que es divisor comin
de (a,b), (c,d) € D;.Porlotanto S # @.

Caso L
Primero se supone que el maximo comun divisor de (a,c) = 1 en Z.
Luego, si (x,y) € S entonces

(o, y)lab) y (xy)l(c,d)
Del teorema 1.4.2.6. se tiene que

xla y x|c

Pero como estos dos numeros son primos relativos en Z se concluye que x = 1.
Por lo tanto, se obtiene que

S={L,y):y€eZ}
Y el Unico elemento de este conjunto que cumple / es (1,0). Ademéas cumple /7 por el
teorema 1.4.2.5. y la demostracion de que (1,0) cumple ///. es inmediata pues todos

los divisores comunes de S son asociados a (1,0).

En otras palabras para este caso, existe (1,0) tal que cumple 7 /L y III.
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Caso i,
Como segundo, se supone que el maximo comun divisor de (a,c) = k en Z.
Luego, si (x,y) € S entonces
G, »(a,b) y G,y d)

Del teorema 1.4.2.6. se tiene que

xla y x|c
Por lo tanto, por la definicién de maximo comun divisor en Z, x divide a k en los
numeros enteros. En otros términos

k=xt,teZ*

o k
Y como x € Z*, x se puede escribir como —,con t<k<ayt<k<c

Luego,

k k
S = {(Z,y) > (0,0): (?,y) es un divisor comun de (a, b), (c,d) € Dg }

Es un conjunto de divisores comunes de (a,b) y (c,d) en DF, en el cudl por cada t

que divida a k solo se eligen los elementos (%,y) tal que y < % de ahi que existen
elementos de S que cumplen Ly /I e inmediatamente cumplen ///. ya que los demas
elementos de S son asociados a los elementos escogidos.

Definicion.

El nimero (g,h) del teorema 1.44.1. se llama mdximo comun divisor’ de
(a,b) y (c,d)y senota como mcd {(a, b), (c,d)}.

Teorema 1.4.4.2.

El mdximo comtin divisor de dos nimeros naturales gaussianos duales es tinico
Demostracion
Supongamos g = mecd {(a,b),(c,d)}y g = mced {(a,b),(c,d)}

Entonces por definicién de maximo comun divisor parte III, se tiene que

’ ’

glgo N Jlg

Algunas definiciones como la de primo y maximo comun divisor, asi como sus respectivos teoremas son
idea original de la tesis titulada ”Estudio de congruencias en nimeros naturales Duales” escrita por Diana
Brausin y Ana Peréz, egresadas de la licenciatura en matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional de
Colombia.
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Porlotanto g ~g" . Ahora, si g'= (x,¥1), ¥ g = (x3,¥,), por la definicién
de larelacion~, (xq,y1)|(x2,¥,) v (x2,¥2)[(x1,y1), Luego por el teorema 1.4.2.6,
X1|x, ¥y x|x; en los enteros, de ahi que x; = x,. Ademas, 0 <y, <x; ,y

,0 <y, <x, =x,; entoncesy; = y,, esto permite concluirque g =g° .

Definicion de primos relativos

Cuando el med{(a, b), (¢ d)}= (1, 0) diremos que (a, b) y (¢ d) son primos relativos.

Teorema 1.4.4.3. Algoritmo de la division

Dados dos numeros naturales gaussianos duales z = (z1,2,) > (0,0), w =
(wi,wy) > (0,0), (z1,22) = (wy,w,) existe un Unico par de numeros duales
q =(q1,92) €Dy yr = (r,12) € Dy U{(0,y):y € Z} tales que

(z1,23) = (W, w3)(q1, @2)®B (0, 12) ,con0< 1y <w; y0< 1, <wy

Ademas, (r;,7,) = (0,0) si,ysoélosi w|z

Demostracion:
Sea el conjunto S de niimeros naturales duales dado por
S = {(x, y) ? (0,0) (X, y) = (Zl —_ Wldli ZZ —_ W2d1 —_ Wle) 5 (dl, dz) (S D;}

Es un conjunto no vacio de numeros naturales duales puesto que la primera
componente es positiva en Z, z; —w; *xd, >0, por lo tanto estas primeras
componentes admiten un minimo, que designaremos = Z; —W;iq;. Sea
(r,12) = (23 —W1q1, 2 —W2q1 —W1q), cong, €Z.  De ahi que 1 =2z —
Wiqq V Ty = Z; —W,q; —W;Q,, €en consecuencia z;=1r+w;qq y Z; =1+
w,oq, + wyq, Luego (z4,2,) = (ry + wyqq, 75 + W,q; + W;q, ) que se puede reescribir
en términos de las operaciones duales como sigue
(z1,2) = (1, 12)®B (W1, w,)®(q1,q2) y finalmente por la conmutativa de @ se tiene
que (z1,2,) = (W, w)®(q4,q2)D(ry,15), 7y = 0. Ahora se muestra que 1, <wl ;
Supéngase que "1 = W; . Entonces 0 <71 —w; <7.Pero x _r, —w,; €S yaque
r,—wy; =2y —wy(q. +1). Por lo tanto r; —w; es la primera componente de un
elemento de S menor que su elemento minimo ;. Esto es una contradiccién, por lo
tanto 3 < w1. Ahora para mostrar la existencia, falta verificar que 0 < r, < w;
pero por lo anterior T2 = z; —w,d; —w;d, , y es posible que este nimero no sea
positivo en Z, pero podemos asociar al par (r;,7,) un nimero (ry,s;) a partir de ~ de
tal modo que
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(7”1, 7”2)“‘(7”1, ik — 7"2)

Con 1, >s; =1,k —1,>0 paraalgink € Z*, de modo que ya tenemos un
asociado que cumple el Algoritmo de la divisién puesw; = r; > s; = 0.

A continuacion, demostraremos su unicidad, supéngase que existen p = (p1,p2) yo =

(04,0,), tal que

(21,2,) = (W1, w2)®(p1, p2)D(04,0,)
Por lo tanto, tenemos que

(W1, w2)®(py1, p2) + (04,02) = (21,23) = (W1, w2)®(qy, q2) + (11, 72)
Que es equivalente a:
(W * p1+03, Wy ¥y + Wy Py + 02) = (W * q1+71, We x gy + Wi gz + 72)
Para que sean iguales se compara componente a componente
wip1+o1 = wiqi+r =2z, (1)
Wop1 +WiPa+ 0 =Woqu + Wi g + 12 =2,  (2)
De (1) tenemos que w;(p;—q;) =1 — 04, luego wy|(1; —04) enZ .Sir; —o; #0
implica que w; < |r; — 04|, que es una contradiccion. Por lo tanto, r; = 0; y p; = q;.
Ahora utilizando esa informacion en (2) w,p; +wypy,+ 0, =wyq +wy qy +
2tenemos
Wipz+ 0, =W q;+ 13
Y utilizando un razonamiento analogo al anterior deducimos que, r, = 0, y p, = q,,
quedando demostrando la unicidad y en general el algoritmo de la division para los
numeros naturales Gaussianos Duales.
Teorema 1.4.4.4.. Algoritmo de Euclides
Sean z = (z;,2;) » (0,0), w = (wy,w,) > (0,0) € Dy tal que 2z, w, >0, donde
Z, <z y wp, < wj. Y aplicando el algoritmo de la division repetidamente para los

numeros naturales Gaussianos Duales, se obtienen los siguientes resultados:

(z1,23) = (W, wo)(P1,q1)B(,51), 0y <w; y 05, <wy

(Wi, wy) = (1, 51) (02, 42)B(1r2,5,), 01, <rp y 0<s,<ny
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(Tn—p Sn—l) = (rnr Sn)(pn+lr Qn+1)

Entonces el nimero natural gaussiano dual (g, h) asociado con (7;,5s,), con 0 < h <
g, es el maximo comun divisor del par de nimeros z,w, en el caso en que 1, = 0 se
dice que los nimeros z, w son primos relativos en Dg.

Demostracion
La sucesion de nameros 14,75, .. ,7, es una secuencia decreciente de enteros no
negativos, ademas existe un niimero finito de enteros menores que w; y mayores que
0, por lo tanto el proceso debe ser finito y en algin momento debe terminar.
De la Gltima igualdad se tiene que

(rn: Sn) | (rn—li Sn—l)

Se sustituye (1,1, Sp,—1) en la penultima igualdad

(Tn_z, Sn—z) = (rn: Sn)®(pn+1f Qn+1)®(pn' Qn)@(rnf Sn)

(rm—2,5n-2) = (", S [(Pr+1) Ans1) ® (P, 4)B(1,0)]
Luego,
(Tn' Sn)l(rn—z' Sn—z)

Se aplica de nuevo una sustitucion, (r,_1,55-1) ¥ ("m—2,Sn—2) en la penultima
ecuacion, y se obtiene que

(Tn' Sn)l(rn—3' Sn—S)

Y si se aplica un procedimiento analogo al anterior varias veces, se consigue que

(sl (Wi, w2) y (1, 50)1(21, 22)

Ahora, se supone que existe (x,y) € Dj tal que (x,y)|(wy,wp) y (x,¥)[(21, 2,).
Como

(21,22) = (W1, w2)®(p1,q1)D (11, 51)

Entonces
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oL s) A (o y)[(wy, wa)(py,q1)

Ademas
(w1, wy) = (11, 51)®(p2, 2) D (72, 52)

Luego

N2 82) A (x,¥)|(r, 51 (02, 2)
Y continuando con el procedimiento se llega a

(%, ¥)|(F, Sn)

Por lo tanto, (13, s,,) cumple las condiciones //y ///de maximo comun divisor.

Finalmente, a partir de la relacidbn ~ es posible encontrar un numero natural
gaussiano dual (g, h) tal que (g, h) es un asociado de (1;,s,) con0 < h < g y por la
definicion de maximo comun divisor en los naturales gaussianos duales el

mCd{(ZpZz): (Wll WZ)} = (g' h) .
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CAPITULO 2

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS G-NATURALES

+
2.1. Clases generadas en DTg

Las clases de equivalencia que se generan con la relaciéon ~ sobre el conjunto DgJr son:
(z) = {y € Dg —{(0,0)}:z~y}
Veamos a continuacion algunos ejemplos de las clases de equivalencia que se forman:
(1L0)) =1{(1,-2),(1,-1,(1,1),(12),..} ={(1,k):k € Z}
((2,0)) ={(2,2),(24),(2,6),(28),..} = {(22k): ke Z}
((21) =1{(2,-3),(2,-1),(2,3),(25), ..} = {22k +1): k€ Z}
((3,0)) ={(3,-3),(3,3),(3,6),(3,9), ...} = {(33k):k €Z}
(31))=1{(3,-2),34),(37),(310),..} = {(33k+1):k€Z}
((32)) ={(3,-1),(3,5),(3,8),(311), ...} = {(33k+2):k€Z}
En general
((a,b)) ={(a,ak +b) € DSk €Z}
Ademas se define

((0,0)) = {(0,0)}.

((0,0)) ={(0,y):y € Z}
Estas dos ultimas clases se traen a colacion, por su participacion en algunos teoremas

claves en el desarrollo de algunos contenidos.

Graficamente, los elementos de cada clase se representan por un mismo color:
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Se observa que cuando la primera componente de un nimero natural gaussiano dual

Figura 2

es 2, se obtienen dos clases de equivalencia, cuando la primera componente es 3, se
obtienen tres clases de equivalencia y en general cuando la primera componente es a,
se obtienen a clases de equivalencia, resultado sencillo pero muy importante para

futuras definiciones.

Ademas, por cada clase de equivalencia, se sabe que se puede elegir como
representante cualquier elemento del conjunto de la clase. Sin embargo, por

conveniencia solo se trabaja con los representantes de la forma:
((a,b)),cona€eZ*y0<h<a

A menos que se indique lo contrario.

Dg : . .
Sea —Z el conjunto cociente. Se define

+

Dg
H=-—2={(ab)): (ab)eDf A0<b<a}u{(00)}

~

Como la unién del conjunto cociente, con el conjunto con tnico elemento (0,0).
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Figura 3. Algunos elementos del conjunto H pintados por fibras® (es decir los que tengan igual la primera
componente)

Este nuevo conjunto se denominara el conjunto de los numeros G-naturales y en €l se
define las siguientes relaciones:

Siz; = (a,b), z, = (c,d), entonces

(z))®(z,) ={(a+c,b+d)

(z1)®(z,) = (ac,ad + bc)

Cabe anotar que las clases de equivalencia que se generan no son independientes del

representante para la suma. Es decir, no siempre se cumple que si (z;) =

8 . . . . . .
Se define fibra, como el conjunto de elementos de D;que tienen igual la primera componente, en otros
términos una fibra f de componente a es el conjunto definido como sigue:

f(@) ={(x,y) € Dg:x = a}
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(z2) 'y (2z3) = (z4) entonces (z;) D (z3) = (z;) D (z4):
Por ejemplo:
(B2))=(B5) vy ((41)=((413))
Luego,
((B.2)) ® ((4.1)) =((7.3))
((3,5)) ®((4,13)) = ((7,18))
y ((7.3)) #((7,18))
Y al igual que en la suma, en la multiplicacion las clases de equivalencia tampoco son
independientes del representante, pues
(B2))=(B5) vy (41)=((413))
Luego,
((32) ® (41) = ((12,11))
((3,5))®((4,13)) = ((12,69))
y ((12,11)) # ((12,69))
Pero esta no independencia, no impide desarrollar la teoria de ntimeros para este
nuevo conjunto, ya que la condicién impuesta a los representantes de las clases en H
evita que aparezcan elementos como ((4,13)) pues para que sean elementos de H, la
primera componente debe ser mayor que la segunda y la clase anterior no lo cumple,

en consecuencia ((4,13)) € H.

2.2. Estructura algebraica del conjunto de los nimeros G-naturales
duales

Ahora se observa que la estructura algebraica de la tripla (H,®, ®), es también un
semianillo abeliano cancelativo pues:

(H, ®) Es un semigrupo abeliano cancelativo.

(H, ®) Es un semigrupo abeliano.

® Distribuye con respecto a @ en H.

La prueba de que @ y @ cumplen sus respectivas propiedades es una variacion en las
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demostraciones que se hacen para Dg+.

El elemento neutro de H para la suma es el elemento ((0,0)) y para la multiplicacion

es la clase del elemento (1,0).

2.3. Orden en los Niimeros G-Naturales Duales

Un nuimero G-natural dual {((a,b)) es menor o igual a otro ((c,d)) si existe un

nlimero natural gaussiano dual (x,y) € Dy tal que

((a, D))® ((x,y)) = {(c,d))

En cuyo caso se sigue escribiendo que {(a, b)) <= ((c,d)).

Si{(a, b)) = ((c,d))entoncesa=c yb =d.

Ademas, ((a, b)) < ((c,d)) siy solosi((x,y)) # (0,0).

Con esta relacion de orden H es un conjunto parcialmente ordenado pues la relacién
de orden « es reflexiva, anti simétrica y transitiva, pero no es total pues dos

elementos que tengan su primera componente igual no son comparables.

Sin embargo, a continuacion se establece un orden lexicografico:
((a,b)) < {(c,d)) Siexiste (x,y) € Dj tal que
((a,b))® ((x,y)) = ((c,d)),estosia # ¢
Para el caso en que a = ¢ tenemos que:
((a,b)) < {(c,d)) sib<d
Este orden es total ya que esta ultima condicién permite comparar todos los
elementos de H y sigue siendo compatible con las operaciones @ y @ que se

definieron en el conjunto de los nimeros G-naturales.
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Figura 4. Diagrama de Hasse para (H, ).

Teorema 2.3.1.1. Propiedad reflexiva

Para todo ((a, b)) € H,((a, b)) <= {(a, b))

Demostracion

Existe ((0,0)) € H tal que

((a,b))®{((a,b)) =((a+0,b + 0)) ={((a, b))Por la existencia de elemeto neutro en H
Luego, ((a, b)) <= {((a, b))

Teorema 2.3.1.2. Propiedad antisimétrica
Sean{((a, b)),y ((c,d)) € H,
Si ((a,b)) K={(c,d)) N ((c,d)) &= ((a,b)) entonces {(a,b)) = {((c,d))

Demostracion
Casol.a #c

Si ((a,b)) «K=((c,d)) A {((c,d)) «={((a,b)) entonces existen (x,y),(w,z) € D},
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tal que
((a,0))&((x,y)) = ((c,d)) (1) A ((c,d))&((w,2)) = ((a,b))(2)
Sustituimos (1) en (2)
[{(a, b)YB((x, ) B((W, 2)) = {(a, b))
Por la propiedad asociativa de @ en A y la existencia del elemento neutro se tiene
que
((a,b))B[((x, y))B((w, 2))] = {(a, b))®((0,0)),
Luego, por la propiedad cancelativa de @ en H y la definicion de suma se tiene que
(%, ¥))B{(w, 2)) = ((0,0))
((x +w,y +2)) = ((0,0))
Por tanto,
x+w=0Ay+z=0
Pero como x,w € Z* y y, z € Z entonces las igualdades anteriores solo se cumplen si
x=w=0Ay=z=0
O también si
x=w=0Ay=-z
Sin embargo, esta ultima opcion no es valida ya que los elementos de la forma
(0,y) € H, por tanto la opcion verdadera es

x=w=0Ay=z=0

Ello permite concluir que
((a,b)) = {(c,d))
Caso2.a =c
Si {((a,b)) K= ((c,d)) A {((c,d)) «={(a, b)) entonces b<dyd<b enZ,
luego por la anti simetria del orden de los enteros b =d y en consecuencia

((a, b)) = {(c, d)).

Teorema 2.3.1.3. Propiedad transitiva

Dados ((a, b)),{(c,d)), {(e,f)) € H,
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Si ((a,b)) K=((c,d)) N {((c,d)) K= {(e, f)) entonces ((a,b)) K= ((e, f))

Demostracion

Casol. a+c#e
Si ((a,b)) K=((c,d)) A {(c,d)) <= {(e, f)) entonces existen (g, h), (p,q) € Dy, tal

que

(@, b)®{(g, ) =((c,d)) A ((c,d)®&((p,9)) = ((e, )

Se sustituye {(c, d)) por ((a, b))®{(g, h)) en la segunda igualdad y se tiene que
((a, ))YB((g, N)YD((p, D)) = ((e, /)

Luego,
((a,0))®((g + ., h + @) ={(e, )

Como (g + p,h + q) € Dy entonces se concluye que

((a' b)) K= ((erf))

Caso2. a#+cyc=e

Si ((a,b)) <= ((c,d)) entonces existe (g,h) € Dj, tal que

((a, 0))®((g, W) = {(c,d))

Ademas como ((c,d)) <= {((e,f)) (1), se tiene que d < f. Luego si se sustituye
((c,d)) por ((a, b))B((g, h)) en (1)

((a,0))B((g, M) <= {((e, f))
En consecuencia,

((a, b)) «={(e,f))

Caso3.a=cyc+e

Si ((c,d)) «={(e,f)) entonces existe (p,q) € Dj, tal que



44
((c, )&, ) = {(e, /)

Ademas como ((a,b)) &= {((c,d)) (1), se tiene que b <d. Luego, por Ila
compatibilidad de <<= con @
((a,b))®((p, 1)) K= ((c, ))®{(p, )

Por lo tanto,

((a, D))B((p, @) <= ((e, f))

Finalmente se concluye que,

((a' b)) L= ((e'f))

Caso4.a=c=c¢e

Si ((a,b)) K= ((c,d)) N ((c,d)) K= ((e,f)) entonces b<d y d<f, y por la
transitividad del orden de los enteros b < f, y aplicando el orden lexicografico

((a, b)) K= ((e'f)>

Cabe dar una demostracion de la propiedad cancelativa de la suma, pues su veracidad

no es tan clara por la no dependencia de los representantes:

Compatibilidad de <= con ® y ®

Teorema 2.3.1.4.
Para cualesquiera G-naturales duales ((a, b)),{((c,d)),{(x,y)) € H, se cumple que si

{(a, b)) <= {(c,d)), entonces {(a, b))D((x,¥)) K= {(c, D)D((x, y))

Demostracion

Casol.a #c

Si {(a, b)) <= ((c,d)) significa que existe (w, z)e Dy tal que
((a,0))&((w,2)) = ((c,d))

Luego,

((c, ))&((x, y)) = [{(a, b))B{(w, 2))]B((x, y))
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Por la asociatividad de @® en H

= ((a, b))B[(w, 2))D((x, y))]
Por la propiedad conmutativa de @ en A

= ((a, D))®[{(x, y))D((w, 2))]

= [{(a, D))&((x, )1 B((W, 2))

En consecuencia,

((c, d)®((x,)) = [{(a, b))&((x, y)NB((w, 2)) (1)

Ademas, por la relaciéon de orden en H se tiene
((a, D))®((x, y)) < [{(a, b))B((x, Y)B((W, 2)) (2)
De (1) y (2) se concluye que
((a, 0))B((x,y)) K= ((c,d))B{(x,))-
CasoZ. a=c
Si ((a, b)) K= ((c,d)) entonces b < d,y por la compatibilidad de la relacién de
orden en los enteros con la suma entonces b + y < d + y,ademas a + x = ¢ + xpor lo
tanto, aplicando la definiciéon de orden en A
((a+x,b+y)) LK=((c+x,d+y))
Que es equivalente a

((a, D))YB((x,y)) K= {(c, ))B{(x,y))-

Teorema 2.3.1.5.
Dados los siguientes numeros ((a, b)), {(c,d)),{((x,y)) € H, se cumple que si

((a, b)) <= ((c,d)), entonces{(a, b))®{(x, y)) K= {(c, D))A((x, y))

Demostracion
Casol.a #+c
Si {(a, b)) <= ((c,d)) significa que existe (w, z)e Dy tal que
((a, D))B((w, 2)) = ((c, d))
Luego,
((c, D))&((x, y)) = [{(a, b))B((w, 2))]®((x,¥))
Por la propiedad distributiva de @ en A
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((c, ))®((x,¥)) = [{(a, ))A{(x, y)B((w, 2))&((x, ¥))] (1)

Por la relacion de orden de H'se tiene que

((a, b))®((x,¥)) <= [{(a, b))®{(x, YN B[{(w, 2))®{(x, ¥))] (2)
Y sustituyendo (1) y (2)

((a,)®((x, y)) K= ((c, ))®{(x,y))

CasoZ. a=c
Si ((a,b)) K= ((c,d)) entonces b < d,y por la compatibilidad de la relacion de
orden en los enteros con la suma y la multiplicacién entonces bx < dx, luego
ay + bx < ay + dx y como ay = cy se tiene que ay + bx < cy + dx. Finalmente,
ax = cx y aplicando la definicién de orden en H se tiene que

((ax,ay + bx)) <= {((cx, cy + dx))
Que en otros términos es lo que se queria demostrar:

((a,))®((x,¥)) K= ((c, d))&((x, y)).

2.4. Divisibilidad en los niimeros G-naturales Duales

Si {(a,b)),{(c,d)) € H con (c,d) # (0,0), se define la relacién de divisibilidad ||
como sigue:
((a, b)){(c, d)) sy s6lo si existe un (x,y) € Dy, tal que {(c, d)) = ((a, b))Q((x, y))

Esta relacién es un pre orden en el conjunto Dy — {(0,0)} .

Teorema 2.4.1.1. Propiedad reflexiva

Para todo ((x, )) € H — {{(0,0))}, (Cx, y))[{(x, ¥))

Demostracion
Existe ((1,0)) tal que((x,y))®(1,0)) =((x-1,y-1+x-0)) = ((x,y)), por lo tanto
(GO YN )
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Teorema 2.4.1.2. Propiedad antisimétrica
Sean ((a,b)).((c,d)) € H, si ((ab)){(c,d)) y ((c,d))[{(a, b)) entonces
((a,b)) = ((c,d))
Demostracion
Como ((a, b))||{(c,d)) y ((c,d))||{(a, b)) entonces existen ((x,y)),{(x1,y1)) € H tal
que
((c,d)) ={(a, D) ((x,y)) 'y ((a b))={(c,d))®{(x1,y1))
Sustituyendo ((c, d)) por {(a, b))®{(x, y)) en la segunda igualdad se tiene que:
((a,b)) = ((a, b))®((x, ¥))&((x1,¥1))
Realizando los productos
((a,b)) = ((axxq,ax,y + axy,;b + bxx,))
De ahi que,
a= axx; (1)
b = ax,y + axy, + bxx; (2)
De (1) como a, x, x; € Z*, entonces xx; = 1,luegox =1 y x; = 1 se sustituye esos
resultados en (2),
b=ay+ay, +b
Por la propiedad cancelativa de la suma en los enteros:
0=ay+ay,
Se recuerda que a#0 y 0<y<x,0<y, <x; porque asi se definieron los

elementos de H, por tanto

O=y+y

De ahi que
y=y1=0
En conclusion

(6, ¥)) = ((x1, y1)) = ((1,0))

Y esto demuestra el teorema.
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Teorema 2.4.1.3. Propiedad transitiva

Para ((a, b)), {(c,d)), ((e,f)) € H —{((0,0))},
Si {(a, (e, d)) A ((c,d))l{(e, f)) entonces ((a,b))|{(e, f))

Demostracion

Si ((a, ), d)) A ((c,d)I{(e, f)) entonces existen {(g, h)),((p,q)) € H, tal que

((@,b)®((g, ) ={(c,d)) A ((c, )&, q) = ((e,[))
Se sustituye ((c,d)) por ((a, b))®{(g, h)) en la segunda igualdad por lo que
[{(a, £))®((g, N ®{(p, ) = ((e, )
((a,b))®[(g, (P, )] = ((e, /))
Luego,
((@,))®((g p.h-p+g- )=((ef)
Por lo tanto, existe ((g - p,h-p + g - q)) € H — {{(0,0))}, lo que permite concluir que:
((a, b)){(e, 1))

Los teoremas de divisibilidad que se cumplen en D; también se cumplen en H y las

demostraciones son analogas a las hechas en los nimeros naturales gaussianos

duales.
2.4.2. Definicion de un nimero G-primo dual
Si ((p,q)) € H, se dice que ((p,q)) es un numero primo, si y sé6lo si sus unicos

divisores son el mismo ((p, q)) y ((1,0)).

Diremos que p es un nimero compuesto, si {((p,q)) > ((1,0)) y {(p, @)) no es primo.
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Teorema 2.4.2.1.

Si ((p,q)) € H,donde p es un entero primo en los enteros, entonces ((p,q)) es un
entero primo en H.

Demostracion

Si{(p,q)) € H no es primo entonces existe {(a, b)), ((c,d)) € H tal que
((a, D))®((c, D)) = {(p, D)

Cona # 1l,a #p,c#1 yc # p,por tanto

((ac,ad + bc)) = {(p, 1))

Luego ac = p, pero p es un ndmero primo enZ*, y no admite una factorizacién
diferente ap = p - 1, en conclusioén {((p, g))es un numero primo en H.

Teorema 2.4.2.2.

Si {(p*,q)) € H,donde p es un entero primo no par, k€N, k> 1, ptq en los
enteros, entonces {(p*, q)) es un nimero primo en H.

Demostracion

Si {((p*,q)) € H no es un niimero G-primo dual, entonces existen {(a, b)), {(c,d)) € H
tal que

((a, b))&((c, d)) = (", 1))

((ac,ad + bc)) = ((p", @)

De ahi se tiene que ac = p*,lo que implicaquea = p" y ¢ = p!, por tanto

ac = p"pt
Ademas, ad + bc = q, sustituyendo la informacidn anterior en esta nueva igualdad,

ad + bc = p"d + bp' = q

De modo que p|p" y plp* luego p|p"d + bp' = q, lo que es una contradiccién, en

conclusién {((p¥, q)) es un ntimero G- primo dual.
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2.4.3. Definicion de mdximo comiin divisor en H

Teorema 2.4.3.0.

Para toda pareja ((a, b)),{(c,d)) € H , existe? ((g, h)) tal que:

L ((g,h)) esun G-natural dual

IL - (g, M) [{(a, b)) A ((g, M) |{(c,d))
HL - Si ((k,m))|[{(a, b)) A {(k,m))||{(c,d)), entonces ((k,m))||{(g, h))

Notaremos el maximo comun divisor de ((a, b)) y {(c,d)) como mcd{{(a, b)), {(c,d))}

Teorema 2.4.3.1.

El mdximo comun divisor de dos G-naturales duales es tinico

Demostracion

Supongamos ((g,h)) = med {{(a,b)),((c,d))} y ((g’h)) = med {{(a,Db)),{(c,d))}

Entonces por definicién de maximo comun divisor (/ii) tenemos que

((@.MNIL h)) A (g P {(g, h))
Y por la anti simetria de la relacion de divisibilidad ((g, h))|| {((g", h"))

Definicion de primos relativos

Cuando el mcd {((a, b)),{(c,d))} = ((1,0)) se dice que ((a, b)) y ((c,d)) son primos
relativos.

El algoritmo de la divisidn y el algoritmo de Euclides solo se dejan mencionados,
debido a que las demostraciones son analogas a las realizadas para Dy .

Teorema 2.4.3.2. Algoritmo de la division

Dados dos numeros G-naturales duales ((zq,2,)) > ((0,0)), ((wy,w)) > ((0,0)),

9 .y . . p s .
La demostracion de la existencia de este nimero es andloga a la realiza en el teorema 1.4.4.1.
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existe un Unico par nimeros duales ((q1,q;)) €EH y (r1,12) € Dy U{(0,y):y € Z}
tales que

((z1,22)) = (W, w2)) (1, q2)) +((r,12)) ,con0< 1y <w; y0< 1, <w

Ademas, (r;,15) = (0,0) si,ysélosi, ((wy, wo))|I{(21,2))

Teorema 2.4.3.2. .Algoritmo de Euclides

Sean dos numeros G-naturales duales ((zq,2;)) > ((0,0)), ((wy,wy)) > ((0,0)).
Aplicando el algoritmo de la divisiéon para los nimeros G-naturales Duales varias
veces, se obtienen los siguientes resultados:

((z1,22)) = (W, w2)) (P, q)) + ((r,s1)), 0= <w; ¥y 0<s;<wy

(Wi, wy)) ={(ry, sON(@2,q2)) +((12,82)), 0<m, <1 y 0<s,<my

(-1, Sn-1)) = {0 SN Pr+1> Gnr2))

Entonces el nimero G-natural gaussiano dual ((73,—1,5,-1)), es el maximo comin
divisor del par de nimeros ((z;,2,)), {(w;,w,)). En el caso en que r;, = 0 se dice que
los nimeros z, w son primos relativos en D;.
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Capitulo 3.

FUNCIONES D-ARITMETICAS

Una funcién f:H — Z* se llama funcién D-aritmética y andlogamente a como se
hace en la teoria de numeros enteros, se estudiaran algunas de ellas y sus
propiedades.

Cabe anotar, que los elementos de A se notaran de la forma (a,b) y no con la
notacion anterior ((a, b)), esto sin olvidar que a,b € Z*,con 0 < b < a, es decir son
clases de equivalencia que representan los nimeros G-naturales duales.

3.1. FUNCION NUMERO DE ELEMENTOS COMPARABLES
Se define la funcién nimero de elementos comparables como sigue:

7(z) =|{xeH:(0,0) << x << z}|
Donde | |indica la cantidad de elementos del conjunto que cumple la condicidon.
Teorema 3.1.1.1.
Para todo (a,b)e H,

w(2) = at@-1

Demostracion

En el segundo capitulo de este trabajo se indicé que la primera componente de un
numero G-natural dual indica el nimero de clases de equivalencia que hay por cada
fibra segin la relacién de equivalencia ~. Es decir por la fibra que tenga primera
componente a hay a representantes por esa fibra, por la fibra de primera
componente a — 1 hay a — 1 representantes y asi sucesivamente hasta la fibra del
(1,0) donde solo hay un representante.

Por lo tanto, para hallar 7(z), se debe sumar en Z* los nimeros menores que a y
mayores de 0, en otros términos:

(z)=1+2+3+4+--+a—-1
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Que en la teoria de numeros enteros representa los numeros triangulares, y se
definen por la expresion:

a(a—1)

14243444+ (a—1)=—

En conclusion,

1(2) = at@-1

3.2. LA FUNCION INDICATRIZ DE EULER PARA LOS ENTEROS
GAUSSIANOS DUALES

3.2.1 Definicion

Si z € H, se define la funcién ¢:H —» Z* como la cantidad de enteros gaussianos
duales que son primos relativos con z, en otros términos

p(z)=|{xeH:(1,0) K=x K z Amcd (z,k) = (1,0)}]

Obsérvese que x debe ser comparable con z y el maximo comun divisor es el que se
define en el capitulo anterior.

Aqui se presenta una tabla con algunos valores de la funcién indicatriz evaluada en
los enteros gaussianos duales:

z (2,3) (34) | (610) | (129) | (7.1) | (181)
o(2) 2 3 11 56 21 | 116

Para calcular ¢(z), se necesita el algoritmo de Euclides de los nimeros gaussianos
duales y analizar el maximo comun divisor de todos los numeros que sean menores
que z, y contar cuantos de ellos son primos relativos con z, ademas se debe analizar
Unicamente un representante de las clases de equivalencia que se generan a partir de
~ , sin embargo este proceso es bastante tedioso para nimeros gaussianos con parte
real muy grande. Por consiguiente se muestran a continuacion algunos teoremas que
facilitaran el calculo de la funcién indicatriz para cualquier namero G-natural dual.

Teorema 3.2.1.1.

Siz = (p,f) es numero primo en H entonces
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Prueba

Primero se demuestra que para cualquier w = (x,y) con x #p,x<p y x#1,

elinf{(p, ), (x,y)} es (1,0).

Si z = (p,f) es numero primo en H, entonces sus Unicos divisores son el mismo y
(1,0), por lo tanto siw = (x,y) conx #p,x <p y x # 1, aplicando el algoritmo de
Euclides existen (po, qo)e Hy (15,50) € Dy U {(0,y):y € Z} tal que

@ f) = (x,¥) (o, 90) + (10, 50)

Aplicando varias veces el algoritmo, con el fin de obtener el mcd{(p, f), (x,y)}, se
tiene

y)=,8)P1,q1) +(,s1), 0SS <ryy 0<s;<ny

(r,s) = (r,s1)(2,q2) + (12,82), 0<1r,<r y 0<s,<ny

(Tn—ll Sn—l) = (Tn: Sn)(pn+lr Qn+1)

Por tanto mcd{(p,f),(x,¥)} = (g,h) donde (g,h) es un numero G-natural
dualasociado con (13, s,,) . Ahora por definicién de maximo comun divisor (g, h)|(p, )
y como (p, f)es un numero G-natural dual, entonces (g, h) o es un asociado o es una
unidad, sin embargo (g,h) no es un asociado a (p, f)ya que si lo fuera g=py
(p, h)|(x,y) es decir que

(x,y) = (p, W)(m,n) = (pm, pn + hm)

Pero x <p lo cual contradice que x =pm ya que 1<m , en consecuencia
(g,h) = (1,e) es decir el madximo comun divisor es (1,0).

Ahora, falta contar la cantidad de ntimeros (x,y) que cumplen la condicién de ser
primos relativos con (p, f)como vimos cualquier (x,y) es primo relativo con (p, f)si
x <p , entonces contaremos los (x,y) menores que (p,f)tal que 1<x<py
0 <y <x, ,esto con el fin de tomar un representante de cada clase de equivalencia
que genera ~ , como peZ*, hacemos las posibles combinaciones de x cuando
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x=p—-1: (@-10),p-11),.p—1L,p—-3),(p,p—2), es decir hay a—1
combinaciones para este caso, para el caso x = p — 2 hay p — 2 combinaciones, y en
general hay x combinaciones para cada valor de x entonces la cantidad de niimeros
gaussianos duales menores que (p, f), contando la unidad es

_ p(p-1)

1+2+3+4+5+6+-+(@-2)+(@—-1) -

Teorema 3.2.1.2.

Size Hyz = (p? f),p un numero primo en Z y p|f , entonces
p—1

3 _
<p(Z)=p2*Zi=w

Demostracion

Como la cantidad de nimeros naturales gaussianos duales menores que z viene dado
por la expresion:

p*(p?—1)
2

Al valor de esta expresion se le debe restar la cantidad de numeros naturales
gaussianos duales que no sean primos relativos con z.

Para encontrar dicha cantidad se debe simplemente eliminar los nimeros gaussianos
duales que sean divisibles por (p,k).k € Z*,k < p, es decir, se deben suprimir
aquellos nimeros que tengan su primera componente un multiplo de p y que sean
menores que p?, a continuacion se listan dichos valores:

(p,k),keZt k<p
@p, k), keZt k <p=x2

Bp, k), ke Z*, k <p=*3

(p—Dp, k), ke€Z  k<p*(p—1)

Este término final, es el Gltimo que cumple que su primera componente es multiplo
de p y que es menor que p? en Z*.
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Luego, como la primera componente indica el nimero de elementos representantes
que hay por cada fibra, solo se debe sumar estos valores para obtener la cantidad
solicitada, en otras palabras:

plp—1 _p’lp—-1
p+2p+3p+4p..+(p—Dp=p- > = >
Es la cantidad de nimeros gaussianos duales que no son primos relativos con z.

Ahora se obtiene la diferencia:

p’(p*-1) p*(p—-1) p*(p—-1) _pPe-1)
2 2 -z ot =mm—

Y se concluye que:

p—-1 3 _1
oz = @*f)=p° *Z i =p(pz—)

=1

Teorema 3.2.1.3.
Siz€ H ,z= (a,b) cona = 2p, con p un niumero primo en Z*, entonces

3p2—p-—2

p(z) = 5

Demostracion

Como a es un ndmero par, el primer grupo de nimeros primos relativos con z son
todos aquellos numeros en los que su primera componente es impar, luego esa
cantidad de primos relativos esta dado por la siguiente expresion:

1+3+5+7..+(2p—-1) =p?

Sin embargo, a esa cantidad debemos eliminar al nimero dual y = (p,f),0 < f <p,
tal que (p, f)|z = (a, b) pues para (2,0) o para (2,1), se debe cumplir alguno de los
siguientes casos (p, f)®(2,0) = 2p,2f) = (a,b) 6 (p,)®(2,1) = 2p,2f +p) =
(a,b), no se debe cumplir los dos al mismo tiempo pues eso implicaria que
2f = 2f"+ p = b, pero eso es una contradiccién ya que 2f” 4+ p es un nimero impar
por ser p un ndmero primo impar.

Luego, la primera cantidad de ntimeros primos relativos con z es p? — 1.
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Ahora, el segundo grupo de primos relativos con z, son aquellos nimeros G-naturales
duales de primera componente par y que no sean divisibles por (2,0) si (2,0)|(a, b) 6
que sean divisibles por (2,1) si (2,1)|(a, b), segin sea el caso, es decir por cada fibra
de primera componente par solo la mitad de nimeros van a ser primos relativos con
z, en términos numéricos la cantidad de este grupo es:

2 ZE-1)
2 2

N

2idi oy
2 2

Por lo tanto, el nimero de primos relativos es:

—-1) 3p2-p-2
LP-D _3p7-p

2
—1
p 2 2

Conjetura 1 (Para ver algunos resultados que ejemplifican la siguiente conjetura,
dirijase a los anexos y verifique los nimeros con color de fuente roja)

a a a
Sea z = (a, b) un ntimero G-natural dual con a = p;* * py? x p3® = ...*p.* en Z* con
Pr = 2 para algin k € Z*, si z es un numero compuestoen Hy a; = a, =+ = @ =
1, entonces

o(d) = —“(“2_ Do

d|z=(a,b)
En el caso en que z sea un nimero primo, la ecuacion anterior se convierte en

2
d|z=(a,b)
Donde d recorre todos los divisores de z en H.

Conjetura 2 (Para ver algunos resultados que ejemplifican la siguiente conjetura,
dirijase a los anexos y verifique los niimeros con color de fuente verde)

e a a a a
Sea z = (a, b) un nimero G-natural dual con a = p; * *p,2 *p,* * ...+ p,. “en Z* con
1 2 3 k
pr #+ 2 paratodo k € Z*, siz es un nimero compuestoen Hy a; = a, = -+ = a3 = 1,
entonces

o(d) = —“(“2_ D

d|z=(a,b)



58

Conjetura 3

a

Sea z = (a, b) un nimero G-natural dual con a = p* con p un nimero primo no par

en Z*. Si z es un nimero compuesto en H , entonces

o(d) = —a(“z_ D

d|z=(a,b)

Conjetura 4 (Para ver algunos resultados que ejemplifican la siguiente conjetura,
dirijase a los anexos y verifique los niimeros con color de fuente azul)

Sea z = (a,b) un nimero G-natural dual con a = 2% con @ un numero par enZ"y
2972 |b. Si z es un nimero compuesto en H, entonces

aZ
QD(d) = 7 +1
d|z=(a,b)

Conjetura 5

_ , _ aq ay aq (2473 + .
Seaz = (a,b) un nimero G-natural dualcona = p;* *p,? * p;* * ..xp “enZ" , siz
es un numero compuestoen Hy a; = a, = - = a; = 1, entonces

¢(a,b) = 0mod (o,(a) — 1)

Donde o;(x) es la funcion suma de divisores definida para los nimeros enteros
positivos.
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Capitulo 4.

FUNCION NUMERO DE PRIMOS MENORES QUE
UN DUAL DADO

Para investigar la distribucién de los nimeros G-primos duales se debe empezar con
una lista. A continuacion, se escriben los primeros 98 nimeros primos menores que
los numeros G-naturales duales con primera componente 20:

No se observa ningin patrén claro y ni siquiera se cumple que las primeras
componentes de estos numeros primos sean impares como pasa en los enteros. Por
supuesto, se puede verificar que por cada fibra de primera componente p un nimero
primo, hay una cantidad de p nimeros primos gaussianos duales. También, si la
primera componente del nimero gaussianos dual k es par, entonces hay una cantidad

de g numeros primos gaussianos duales por esa fibra. Ademas, para la fibra de
primera componente 9 se observa que hay 6 nimeros G-primos duales, no se olvide
que la primera componente de los nimeros G-primos duales o es un entero primo, o
es una potencia de un entero primo en los enteros, con ello se puede afirmar que por
cada fibra con primera componente no prima p¥, p entero primo hay una cantidad de
p* — p nimeros primos gaussianos duales por cada fibra de esas caracteristicas.

Si se sigue con el mismo analisis a otros nimeros G-primos duales que no estan en la
tabla, se encuentra que la afirmacién anterior se sigue cumpliendo y la prueba de esta
no es mas que una consecuencia del Teorema 1.4.1.2. y 1a relacién -.
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Por otra parte, aunque la informaciéon anterior no afirma nada acerca de la
distribucién de los ndmeros G-primos duales, si es una herramienta que
posteriormente permitira analizar algunos resultados.

Para encontrar alguna relacién matematica en este tipo de nimeros se recurre a la
definicion de la siguiente funcion D-aritmetica:

Se define m: H » Z* como el nimero de primos duales menores que un ndmero
natural dual dado:

m(z) =|{xeH:x K=z A x esnimero G — primo dual}|

A continuacién se presenta una tabla que nos presenta varios valores de esta nueva
funcién:

z 2,1) G0 [ (64 [129 [ @01 [ 181)
(z) 1 3 10 40 97 78

Para empezar el estudio se analizan algunas tablas que muestran el comportamiento
de la funcién anterior:

Primera k n(z) nt(z)/k k/n(z)
component _ a(a—1)
ede B 2
z = (a,b)
10 45 29 0.64444444 1.55172413793103
4 0
100 4950 1262 0.25494949 3.92234548335975
5 0
1000 499500 81447 0.16305705 6.13282257173377
7 0
10000 49995000 5835684 0.11672535 8.56711912433915
3 0
100000 499995000 456884965 0.09137790 10.9435643171143
0 7 00
1000000 5E+11 3761701082 0.07523409 13.2918456048003
5 7 00

En esta tabla se calculan diferentes valores de la funcién 7(z), en donde los valores z

tienen su primera componente una potencia de 10, y también se hallan algunas razones de la

a(

. .z p a—1 ; .
misma funcion con el ndmero k = T) Aqui se toma el valor k y no las potencias de 10,

porque el comportamiento de la distribucion de los nimeros G-naturales duales se basa en en
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la cantidad de representantes de cada fibra que se dan a partir de la relacion de
equivalencia~.

;(Qué patrones estan claros en la tabla? Estd claro que cuando z aumenta, la
proporcién de nimeros G-primos duales menores o iguales a z disminuye (examinese
la cuarta columna). En otras palabras, los nimeros G-primos duales se hacen
proporcionalmente mas escasos cuando nos desplazamos a los nimeros mayores.
Este fendmeno que también sucede en los nimeros enteros, tiene una explicacion
sencilla, pues, después de todo para que un nimero sea primo no debe ser divisible
por ningin nimero menor. Por ejemplo para saber si el gaussiano dual (4,3) que
tienen pocos predecesores es primo, solo se necesita saber que no es divisible por
(2,0),(2,1),(3,0),(3,1),(3,2), y es facil de verificar. Pero para que (313,0) sea primo,
no puede ser divisible por
(2,0),(2,1),(3,0),(3,1),(3,2),...(312,0),(312,1), ... (312,311) , volviéndose mas
tedioso saber si (313,0) es un primo gaussiano dual.

Para continuar con la observacion de la distribucién de los primos gaussianos duales,
se observa la siguiente tabla con algunos datos nuevos:

Primera _a(a-1) k/n(z) e/k/rn(z)
componente 2
dez = (a,b)

10 45 1.551724137931030 4.719600414

100 4950 3.922345483359750 50.51879692

1000 499500 6.132822571733770 460.7347841

10000 49995000 8.567119124339150 5255.966173

100000 4999950000 10.943564317114300 56588.68413

1000000 5E+11 13.291845604800300 592345.6459

La tabla anterior aunque no muestra una regularidad perfecta, se observa que si se
k

desplaza hacia abajo, cada niimero que se obtiene de la expresién e*®, parece ser 10

veces mas grande que el valor de arriba. Es decir, al aumentar en un factor de 10 la
k

primera componente de z, también el valor de e™®, aumenta aproximadamente en un
factor de 10.

En términos matematicos se tiene que:

5 a(a—1)
50a“—-5a

2
e (10xa,b) ~ 1(0e™(z=(a,b))
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Que es equivalente a:

10k k
em(10ab) ~ 10e7™(z=(@b)) , para un z grande

La expresiéon simplemente afirma que al aumentar la primera componente de
10k

z a 10aq, el resultado, emz=10ab)) sera unas diez veces mas grande que el resultado,
k
en(z=(ab)),

Para justificar las expresiones algebraicas anteriores debemos utilizar los siguientes
hechos

Ine*=x, eM*=gy

De ahi que,
eln(lO*a) =10*xq = 1oeln(a)

Que junto a la relacion

10k k
en’(lOa,b) ~ 1 OeTL’(Z=(a,b))

A . : . k
Los patrones son idénticos y sin modo de cometerse una imprudencia: ot

In a, paraun z grande.
Ademas si se establece que:

2x1Ina = In(k)
La hipétesis en cuestion se convierte en:

k Ink
n(z = (a, b)) )

Finalmente, si se toman los inversos a cada lado de la igualdad se obtiene

n(z = (a, b)) 2
k " Ink

Que da forma al teorema de los nimeros primos gaussianos duales:

n(z = (a, b)) 2
k " Ink
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En la siguiente tabla se observa el patrén numérico:

Primera k n(z) n(z)/k 2/Ln(k)
componente de z
10 45 29 0.644444444 0.525394622
100 4950 1262 0.254949495 0.235096558
1000 499500 81447 0.163057057 0.152423191
10000 49995000 5835684 0.116725353 0.112819489
100000 4999950000 456884965 0.091377907 0.089554803
1000000 5E+11 37617010825 0.075234097 0.074244912
Y si se replantea el teorema:
2k
n(z = (a, b)) ~ Tk
Primera k n(z) 2k/Ln(k)
componente de z
10 45 29 23.64275799
100 4950 1262 1163.72796
1000 499500 81447 76135.3839
10000 49995000 5835684 5640410.366
100000 4999950000 456884965 447769539.7
1000000 5E+11 37617010825 37122418774
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ESPIRAL DE ULAM PARA NUMEROS G-NATURALES
DUALES

A continuacién se define la funcién U : H — Z%, tal que a cada elemento de H le corresponde un
entero positivo de la siguiente forma:

(a,b) > n
(1,0) — 1
(2,0) — 2
(2,1) — 3
(3,0) — 4
(3,1) — 5
3,2) > 6

(4,0) — 7

Ahora dibujamos una espiral cuadrada y en ella, ubicamos los nimeros enteros
positivos como sigue:

65 4 o 03 G602 o 61 o 60 o 58 o 58 a7 91

L ]
L
L
L
L
L
L

a0

¢ 67 A7 g 36 15 ¢ 34 o 31 4 32 N 4 56

58 ¢ 38 89

¢ 69 & 39 B8

a7

70

15

84

84

83

Para pintar una espiral para los numeros G-primos duales, se realiza lo siguiente:
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Como cada numeros G-natural dual estd relacionado con los numeros enteros
positivos mediante la funcién U, entonces en la espiral que vamos a generar se dejan
Unicamente los puntos que representen niimeros enteros positivos, que a su vez estén
relacionados mediante U con los nameros G-primos duales, por ejemplo el punto que
represente al nimero 8 se deja, pues U[(4,1)] = 8 y (4,1) es un nimero G-primo
dual.

En consecuencia se obtienen las siguientes espirales que se definen como Espirales de
Ulam para la distribucién de los nimeros G-primos duales.

e 38

42 a9 ] =

Figura 5. Espiral de Ulam para los nimeros G-primos duales con primera componente menor de 20
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o—G

S

—

primos duales con primera componente menor de 30

Figura 6. Espiral de Ulam para los nimeros G-

T — B — I — B — — i
L B L L L B B A i

LB B L L B B B L A B Sn L L L B L

L ]
]
[ ]

]

[ ]
L ]
[ ]
[ ]
L ]

[ ]

[ ]

L ]
L ]
[ ]
L ]
L ]

L ]
L ]
]
L ]
L ]
L ]

L N
L N
L ]
L N
L N

[ ]

]

e

Figura 6. Espiral de Ulam para los primeros 1045 nimeros G-naturales duales.
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Figura 7. La misma figura 6. Pero con menos zoom.

Se observa que en las espirales anteriores tienden a verse triangulaciones en donde
fluctiia la espiral, esto supone que la distribucién de los nimeros G-primos duales se
encuentra relacionada con alguna forma triangular. Y como se conjeturo en el teorema
de los ndmeros G-primos duales estd relacién se da por los ndmeros enteros
triangulares.
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Conclusiones

El orden aditivo en D; no es total.

El orden que se define en el conjunto cociente es un orden total.

En el semianillo de los niimeros naturales gaussianos duales se puede definir
el algoritmo de la division con el cociente y el residuo Unicos.

Usando el algoritmo de Euclides es posible calcular la funcién indicatriz de
Euler para los G-naturales duales y junto a la funciéon de elementos
comparables, se pueden obtener varios resultados que son esenciales en el
presente trabajo.

El teorema de los numeros G-primos duales es verdadero para los primeros
499999500000 nuiimeros G-naturales duales.

No fue posible hacer un estudio riguroso a la espiral de Ulam, debido a que el
software donde se construy6 imposibilitaba el dibujo de rectas sobre la
espiral. Esto a su vez impedia realizar un estudio de la distribucién de los G-
primos duales, analogo a como se hace en los nimeros enteros.

No se cumple con los objetivos propuestos en el anteproyecto del trabajo,
pero si los que se modifican y colocan en el trabajo.
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ANEXOS

A continuacién se muestran algunas de las tablas usadas para la realizacion del presente
estudio. En ellas, se observa la descomposicién de cada dual (z) , junto con su respectivo 1(z)

z @) z |z z |@9=) z |z z |@(z z |¢(2)
40 | 4 | 42 | 4| 60 |11 | 61) |11 | (62) | 11| (63) | 11
QD | 2| ey |26 | 3| G2 |3 361|330/ 3
20 | 2| @0 | 2| @) | 2| @) |2]@0)|2|@)]| 2
w | 1| @y | 1| @y | 1| @ | 1] @ |1|@o]| 1

9 9

64 | 11| 65 |11]| 80 | 18| 82 |16| (84) | 18| 86) | 16
B2 | 3| G | 3] @) | 4| &) |6 @0 |4 @D | 6
20 | 2 | @) | 2| @2 | 4| &3 | 6| 42 | 4| &3)| 6
wn | 1| @ |1 ]| ey | 2| @) |2 @) ]|2|@D]| 2
17 17 @20 | 2 | @20 | 2| @0 | 2| @o0]| 2

(Lo | 1 | @wo) | 1| @wo | 1] @o| 1

(90) 27 (93) 27 (96) 27 (100) 34 (10,1) 34 (102) 34
B0 | 3] 30 3] B0 | 3| G0 10| (53 |10 (51) | 10
G| 3| 3D [3| @Y | 3| @) |2 @)]|2|@0)]| 2
G| 3| G2 3|/ @2 | 3| @y |1 @ |1|@on]|1
o | 1 | @wo) | 1] @o) | 1 47 47 47

(10,3) 34 (104) 34 (10,5 34 (10,6) 34 (10,7) 34 (10,8) 34
G4 | 10 | 52) [10] 50 |10 | (53) | 10| (51) | 10| (54) | 10
QD | 2| o |2 | 2| @) |2 @)]|2|@0]| 2
o [ 1| @ | 1| @y | 1| @ | 1] @ |1|@o]| 1

47 47 47 47 47 47

(10,9) 34 (120) 38 (121) 57 (122) 38 (123) 57 (124) 38
G2 | 10] 60 [11] @3 | 6| 61 |11] @41 | 6] 62 | 11
QD | 2| 63 [11]| 31 | 3 | 64 |11] 30) | 3 | (65 | 11

o) | 1 | @0 | 4| @) | 1| 42 | 4| @0 | 1| @4 4
47 | 30 | 3 67 | 32) | 3 67| 31) | 3
(2,0) | 2 (2,0) | 2 (2,0) | 2

21 | 2 21 | 2 21 | 2

(1,0) | 1 (1,0) | 1 (1,0) | 1

~
N
~
N
~
N
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z |9@)] z |9z z |9@)| z |9z z |¢@)| z |@2)
125) | 57 | aze6) | 38| @27 | 57 | (128) | 38| (129 | 57 |(12,10)| 38
43) | 6 60 | 11| 41) | 6 61 |11 | 43) | 6 | (62) | 11
32) | 3 63) | 11| 31) | 3 64) | 11| 30 | 3 | (65 | 11
(1,0) | 1 42 | 4 | (1,0) | 1 40 | 4 | 1o | 1 | 42) | 4
67 | (30) | 3 67 | (32) | 3 67 | (31) | 3
(20) | 2 (2,0) | 2 (20) | 2
21 | 2 21D | 2 21 | 2
(1,0) | 1 (1,00 | 1 (1,0) | 1
72 72 72
(12,11) | 57 | (14,0) | 69 | (141) | 69 | (142) | 69 | (143) | 69 | (14,4) | 69
41) | 6 (70) | 21| (74) | 21| (71 | 21| (75 | 21 | (72) | 21
32 | 3 20 | 2| @21 | 2 20 | 2| @D | 2 | @20 | 2
(1,0) | 1 (1,0) | 1 | (1,0) | 1 10 | 1| o) | 1 | (o) | 1
67 93 93 93 93 93
(145) | 69 | (146) | 69 | 147) | 69 | (148) | 69 | (149) | 69 |(1410)| 69
(76) | 21 | (73) |21 ] (70) | 21 | (74) |21 | (71) | 21 | (7,5 | 21
21 | 2 20 | 2| @21 | 2 20 | 2| @D | 2 | @20 | 2
(1,0) | 1 (1,0) | 1 | (1,0) | 1 10 | 1| @o) | 1 | (10 | 1
93 93 93 93 93 93
(14,11) | 69 | (14,12) | 69 |(14,13)| 69 | (15,0) | 92 | (151) | 92 | (15,2) | 92
(72) | 21| (76) | 21| (73) | 21| (50) |10 | (52) | 10 | (54) | 10
QD | 2| 2o | 2] el 2] G0 |3 G| 3| 36D | 3
(1,0) | 1 (1,0) | 1 | (1,0) | 1 10 | 1| o) | 1 | (o) | 1
93 93 93 106 106 106
(153) | 92 | @54) |92 | @a55) | 92 | a56) | 92 | 157) | 92 | (158) | 92
1) | 10 | (53) |10 ] 50) | 10 | (52) |10 | (54) | 10 | (51) | 10
GO | 3| G2 3|6 3| G0 3|62 3| 6| 3
(1,0) | 1 (1,0) | 1 | (1,0) | 1 10 | 1| @o) | 1 | (o) | 1
106 106 106 106 106 106
(15,9) | 92 | (15,10) | 92 | (1511)| 92 | (15,12) | 92 | (15,13)| 92 |(15,14)| 92
G3) | 10] G0 [10] 52 |10 G54 |10] 51) | 10] 53 | 10
GO | 3| G2 |3/ 6|3 G0 3|62 3| 6D 3
(1,0) | 1 (1,0) | 1 | (1,0) | 1 10 | 1| @0 | 1 | (o) | 1
106 106 106 106 106 106
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z |9 z @) z |9@)| z |¢@)| z |¢@)]| z |¢2)

(16,0) | 68 | (162) | 74 | (164) | 68 | (16,6) | 74 [(168)| 68 [(16,10)| 74
80) | 18 | (85) | 28 | (86) | 18 | (83) | 28 | (80) | 18 | (85) | 28
84) | 18 | (81) | 28 | (82) | 18 | (87) | 28 | (84) | 18 | (81) | 28
40 | 4 | @D | 2 | @) | 4 || 2 |@&)| 4 | @1 | 2

4D | 6 | @0 | 2 | @) | 6 | @0 | 2 |@&D]| 6 | 20 | 2
42 | 4 | @ | 1 | @2 | 4 | @ | 1 |@&2]| 4 | @0 | 1
43) | 6 135 | (43) | 6 135 | (43) | 6 135
(2,0) | 2 (2,0) | 2 2,0) | 2
21 | 2 21 | 2 21D | 2
(1,0) | 1 (1,0) | 1 (1,0) | 1

129 129 129

(16,12)| 68 |(16,14)| 74 | (180) | 87 | (18,1) | 116 | (18,2)| 116 | (183) | 87

82 | 18 | 87) | 28 | (90) | 27 | (95) | 36 | (91) | 36 | (9,6) | 27
86) | 18 | 83) | 28 | (64) | 11 | 21) | 2 | @0 | 2 | (63) | 11
40 | 4 | @D | 2 |62 | 11| @) | 1 |@)| 1 | (65 | 11

@D | 6 | 20| 2 | (60 | 11 155 155 | (6,1) | 11
42 | 4 | 10| 1 | 32| 3 32 | 3
43) | 6 135 | 31) | 3 G | 3
2,0) | 2 (3,0 | 3 (3,00 | 3
21 | 2 (2,0) | 2 21 | 2
(1,0) | 1 (1,0) | 1 (1,0) | 1
129 159 159

(18,4) | 116 | (185) | 116 | (186) | 87 | (18,7) | 116 |(188)| 116 | (18,9) | 87

92 | 36 | 97) | 36 | 93) | 27 | 98) | 36 | (94) | 36 | (9,0) | 27
20 | 2 | @D | 2 |6y | 11| @) | 2 |@0]| 2 | (65 | 11
o) | 1 | @0 | 1 |62 | 11| @) | 1 | @] 1 | (63) | 11

155 155 | (6,0) | 11 155 155 | (6,1) | 11
32) | 3 32) | 3

31 | 3 31) | 3

30 | 3 3,0 | 3

(20) | 2 2,1) | 2

(1,0) | 1 (1,0) | 1

5 5
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z |9z) z |n(z) z || z |@@)]| =z ¢(z) z |9(2)
(18,10) | 116 | (18,11) | 116 [(18,12)| 87 |[(18,13)| 116 [(18,14)| 116 |(18,15)| 87
95 | 36| (91 [36] (96) | 27 | 92) | 36 | 97) | 36 | (93) | 27
20 | 2 | @D | 2] ®6G4a | 11| @) | 2 | 20 2 6,5) | 11
(Lo) | 1| @0 | 1] %62 | 11 | (1Lo) | 1 | (1,0 1 63) | 11

155 155| (6,0) | 11 155 155 | (6,1) | 11

(3.2) 3 (32) | 3

31 | 3 (3,1) | 3

(3,0 | 3 (3,0) | 3

(2,0 | 2 21) | 2

(1,0) | 1 (1,0) | 1

159 159

(18,16) | 116 | (18,17) | 116 | (24.0) | 146 | (24.1) | 243 | (242) | 142 | (24.3) | 243

98) |36 | (94) [36] (3.0) | 3 | (32) | 3 | (3.1 3 (3.0) | 3
20 | 2| @D | 2] @0 | 18 | (83) | 28 | (86) | 18 | (81) | 28
(Lo) | 1 | @0 | 1| 42 | 4 | (10) | 1 | (43) 6 (1.0) | 1

155 155| (4.0) | 4 275 | (4.1) 6 275
(6.0) | 11 65) | 11
63) | 11 62) | 11
(2.0) | 2 (2.0) 2
21) | 2 (2.1) 2
(12.0) | 38 (12.1) | 57
(12.6) | 38 (12.7) | 57
(1.0) | 1 (1.0) 1
278 316
(24.4) | 148 | (24.5) | 243 | (24.6) (24.7) | 243 | (24.8) (24.9) | 243

32 | 3| @D 3] @0 | 3 |32 | 3 | (31 3 (3.0) | 3
(84) | 18 | (87) | 28| (82) | 18 | (85) | 28 | (80) | 18 | (83) | 28
42) | 4 | @0) | 1] @3 | 6 | (1L0) | 1 | (42 4 (1.0) | 1
(4.0) | 4 275| (41 | 6 275 | (4.0) 4 275
(6.4) | 11 63) | 11 62) | 11
6.1) | 11 6.0) | 11 65) | 11
(2.0) | 2 (2.0) | 2 (2.0) 2
(2.1) | 2 1) | 2 (2.1) 2
(12.2) | 38 (12.3) | 57 (12.4) | 38
(12.8) | 38 (12.9) | 57 (12.10)| 38
(1.0) | 1 (1.0) | 1 (1.0) 1

280 174 132
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Z (z) Z (z) y/ (z) y/ (z) y/ (z) Z (z)
(24.10) (24.11) | 243 [(24.12) (24.13) | 243 | (24.14) (24.15) | 243
32| 3 | G| 3| B0O| 3| B2 3| @G| 3| 30| 3
(86) | 18 | (81) | 28 | (84) | 18 | (87) | 28 | (82) | 18 | (85) | 28
43) | 6 | (1L0) | 1 | 42 | 4 | (10) | 1 | 43) | 6 | (10) | 1
41 | 6 275 | (4.0) | 4 275 | 4.1 | 6 275
6.1) | 11 6.0) | 11 65) | 11
6.4) | 11 6.3) | 11 62) | 11
(2.0) | 2 (2.0) | 2 (2.0) | 2
1) | 2 1) | 2 21) | 2
(12.5) | 57 (12.6) | 38 (12.7) | 57
(12.11)| 57 (12.0) | 38 (12.1) | 57
(1.0) | 1 (1.0) | 1 (1.0) | 1

174 132 174
(24.16) (24.17)| 243 | (24.18) (24.19) | 243 | (24.20) (24.21) | 243

32| 3 | @3] 3| @B0O| 3| @2 3|31 3| 30| 3
(80) | 18 | (83) | 28 | (86) | 18 | (81) | 28 | (84) | 18 | (87) | 28
42) | 4 | @10) | 1 | @3] 6 | (10) | 1 | (42 | 4 | (10) | 1
(4.0) | 4 275 | (41) | 6 275 | (4.0) | 4 275
6.4) | 11 6.3) | 11 6.2) | 11
6.1) | 11 6.0) | 11 6.5) | 11
(2.0) | 2 (2.0) | 2 (2.0) | 2
1) | 2 1) | 2 1) | 2
(12.8) | 38 (12.9) | 57 (12.10)| 38
(12.2) | 38 (12.3) | 57 (12.4) | 38
(1.0) | 1 (1.0) | 1 (1.0) | 1

132 174 132
(24.22) (24.23)| 243 | (28.0) (28.1) (28.2) (28.3)

32 | 3 | 31) | 3 4.0 4 43 6 4.2 4 4.1 6
82) | 18 | (85) | 28 | 70 | 21| 72 | 21| 74 | 21| 76 | 21
“43) | 6 | (1L0) | 1 2.0 2 | (1o) | 1 2.0 2 | (1o) | 1
(4.1 6 275 2.1 2 28 2.1 2 28
(6.1) 11 14.0 69 14.1 69
6.4) | 11 147 | 69 148 | 69
(2.0) | 2 (1.0) | 1 (1.0) | 1
1) | 2 168 168
(12.11)| 57
(12.5) | 57
(1.0) | 1

174
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z 9@ z |¢@)| z || z |¢@)| z |9 z |@2)
(28.4) (28.5) (28.6) (28.7) (28.8) (28.9)
4.0 4 4.3 6 4.2 4 4.1 6 4.0 4 4.3 6
7.1 21 7.3 21 7.5 21 7.0 21 7.2 21 7.4 21
2.0 2 | 10) | 1 2.0 2 | (1.0) | 1 2.0 2 | (10) | 1
2.1 2 28 2.1 2 28 2.1 2 28
14.2 69 14.3 69 14.4 69
14.9 69 14.10 69 14.11 69
(1.0) | 1 (1.0) | 1 (1.0) | 1
168 168 168
(28.10) (28.11) (28.12) (28.13) (28.14) (28.15)
4.2 4 4.1 6 4.0 4 4.3 6 4.2 4 4.1 6
7.6 21 7.1 21 7.3 21 7.5 21 7.0 21 7.2 21
2.0 2 | (1.0) | 1 2.0 2 | (1.0) | 1 2.0 2 | (1.0) | 1
2.1 2 28 2.1 2 28 2.1 2 28
14.5 69 14.6 69 14.7 69
14.12 69 14.13 69 14.0 69
(1.0) | 1 (1.0) | 1 (1.0) | 1
168 168 168
(28.16) (28.17) (28.18) (28.19) (28.20) (28.21)
4.0 4 4.3 6 4.2 4 4.1 6 4.0 4 4.3 6
7.4 21 7.6 21 7.1 21 7.3 21 7.5 21 7.0 21
2.0 2 | (1.0) | 1 2.0 2 | (1.0) | 1 2.0 2 | 10) | 1
2.1 2 28 2.1 2 28 2.1 2 28
14.8 69 14.9 69 14.10 69
14.1 69 14.2 69 14.3 69
(1.0) | 1 (1.0) | 1 (1.0) | 1
168 168 168
(28.22) (28.23) (28.24) (28.25) (28.26) (28.27)
4.2 4 4.1 6 4.0 4 4.3 6 4.2 4 4.1 6
7.2 21 7.4 21 7.6 21 7.1 21 7.3 21 7.5 21
2.0 2 | (1.0) | 1 2.0 2 | (1.0) | 1 2.0 2 | 10) | 1
2.1 2 28 2.1 2 28 2.1 2 28
14.11 69 14.12 69 14.13 69
14.4 69 14.5 69 14.6 69
(1.0) | 1 (1.0) | 1 (1.0) | 1
168 168 168




