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Introduccion

En mi experiencia como docente en formacion de la Licenciatura en Matematicas (LM) de
la Universidad Pedagogica Nacional (UPN), resalto, la importancia del espacio académico
Ensefanza y Aprendizaje de la Geometria. Dicho espacio es fundamental en la formacion de
los Futuros Educadores Matematicos (FEM), puesto que se estudia la ensefianza y el
aprendizaje de algunos objetos geométricos, los errores y dificultades que se presentan y el
fomento de la argumentacion en el aula de clases. Cuando cursé este espacio, me llamo la
atencion que nos centramos en el estudio de la ensefianza y el aprendizaje de las
transformaciones geométricas en el plano. Los estudiantes, que, para ese entonces, 2023-1,
cursabamos dicho espacio, teniamos poco conocimiento sobre este objeto matematico, por lo
que se inicid con el propdsito de entender qué es una transformacion, los tipos de
transformaciones isométricas (traslacion, rotacion y reflexion) e isomorfas (homotecia) y sus
invariantes. Me causé curiosidad que en los espacios académicos que cursé de la Linea de
Geometria para ese tiempo (Elementos de geometria, Geometria plana, Geometria del
espacio y Geometria analitica), no se estudiaron las transformaciones geométricas, sino que
esto se hiciera en el espacio Ensefianza y Aprendizaje de la Geometria, ubicado en quinto
semestre de la LM. Esto me extrand, dado que considero que las transformaciones

geométricas son relevantes en la formacion de un FEM.

Asi mismo, como estudiante de la LM de la UPN, he podido constatar que la ensefianza de
los cursos de la Linea de Geometria que he cursado (Elementos de geometria, Geometria
plana, Geometria del espacio, Geometria analitica, Ensefianza y Aprendizaje de la Geometria
y Geometrias no euclidianas), tiene un enfoque argumentativo donde se desarrollan
habilidades como la exploracién, la visualizacidon, el razonamiento deductivo, la
conjeturacion, la demostracion, entre otros procesos. Sin embargo, revisando algunos
syllabus de estos espacios académicos, evidencio que la ensefianza de las transformaciones
geométricas no son un objetivo principal en los cursos. En sintesis, mi proposito para el
desarrollo de mi investigacion consiste en analizar el aporta de los espacios académicos de
la Linea de Geometria de la LM, en relacion con los conocimientos sobre transformaciones,

que obtiene un FEM después de haber cursado dichos espacios académicos.

-9-



Justificacion

En mi investigacion tengo la intencion de analizar qué se deberia ensefiar, en la educacion
escolar, segun los documentos curriculares nacionales, sobre transformaciones geométricas.
Esto, con el fin de indagar sobre qué conocimientos deberian alcanzar los profesores de
matematicas en su formacion profesional y evidenciar si los logran o no, a partir de lo

estudiado en los espacios académicos de la Linea de Geometria.

Para desarrollar lo mencionado anteriormente, es importante el analisis de documentos
curriculares nacionales e internacionales, con el fin de constatar si las transformaciones
geométricas son un objeto de estudio en la educacion escolar. Ademas, gracias a este analisis
pretendo dar respuesta a los siguientes interrogantes: ;Se ensefian transformaciones
geométricas en el colegio?, ;por qué es importante ensefiarlas?, ;se tienen en cuenta la
ensefianza y el aprendizaje de transformaciones geométricas en el proceso de formacion de

FEM?

Dos propositos relevantes de esta investigacion son: (i) medir el impacto que tienen los
espacios académicos de la Linea de Geometria de la LM de la UPN en la formacion de los
futuros licenciados en matematicas, en referencia a su conocimiento sobre las
transformaciones geométricas, mediante la elaboracion, aplicacion y evaluacion de tareas con
estudiantes de la LM; y, (i1) examinar la pertinencia o no de la inclusion de la ensefianza y el
aprendizaje de las transformaciones geométricas en algiin espacio académico de matematicas

la Linea de Geometria de la LM.
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Objetivos

Objetivo General

Establecer el aporte de los espacios académicos de la Linea de Geometria de la Licenciatura

en Matematicas de la Universidad Pedagogica Nacional, a la formacion de los futuros

licenciados en matematicas respecto a su contribucion en la construccion de conocimientos

alusivos a las transformaciones geométricas, a partir de la elaboracion, aplicacion y

evaluacion de tareas y entrevistas con estudiantes y docentes de la Licenciatura en

Matematicas.

Objetivos especificos

Estudiar documentos especializados en aspectos matematicos y didacticos de las
trasformaciones geométricas, con el fin de identificar los conocimientos que deberian
alcanzar los futuros educadores matematicos en relacion a este objeto de estudio

geométrico.

Encontrar evidencias sobre la importancia de la ensefianza y el aprendizaje de las
transformaciones geométricas en la educacion escolar, a partir de lo declarado en

documentos curriculares nacionales.

Realizar un andlisis de los syllabus de los espacios académicos de la Linea de
Geometria, con el fin de analizar si se tienen en cuenta la ensefianza y el aprendizaje
de las transformaciones geométricas en la formacion de futuros licenciados en

matematicas.

Elaborar, implementar y evaluar situaciones problemas con estudiantes de primer y
ultimos semestres de la LM, en relacion con transformaciones geométricas, con el fin

de analizar los conocimientos que tienen sobre las transformaciones geométricas

Elaborar e implementar entrevistas con algunos estudiantes y profesores de la LM,
con el fin de contrastar informacién obtenida, a partir del estudio de los syllabus de
los espacios académicos de la Linea de Geometria, y de la evaluacion de situaciones

problema aplicadas a estudiantes de primer y ultimos semestres de LM.

-11 -



e Examinar la pertinencia de la inclusion de la ensefianza y el aprendizaje de las
transformaciones geométricas en algun espacio de matematicas la Linea de

Geometria de la LM.
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Metodologia

En este capitulo expreso qué enfoque, aproximacion, estrategia y recursos tuve en cuenta

para el desarrollo de mi investigacion.

Mi enfoque es fenomenoldgico que, segiin Camargo (2021, p.16), corresponde al “conjunto
de supuestos, visiones y practicas de acercamiento que, desde una aproximacion
antropologica, hermenéutica, o colaborativa social asumen quienes consideran que los
fenomenos de indagacion sistemdtica pueden ser descritos, interpretados, explicados y
cuestionados”, es decir, son ideas o practicas que son posibles de describir, interpretar y
cuestionar, a partir de formulacién de preguntas, recopilacion de datos y analisis de
informacion. Asi mismo, este tiene como objetivo obtener “inferencias, descripciones o
explicaciones” (Camargo, 2021, p.16). Por consiguiente, en el transcurso de esta
investigacion, hago inferencias o presupuestos sobre el tema central, realizo descripciones ya
sea en documentos, estudiantes, etc., y finalizo con una explicacion o justificacion de mi

hipotesis.

La aproximacion interpretativa o hermenéutica adoptada tiene como fin “profundizar sin
juzgar los significados que proponen los estudiantes y profesores sobre objetos y procesos
matematicos” (Camargo, 2021, p.18). Es decir, como investigadora profundicé en los
significados que plantean los estudiantes que cursan por primera vez el espacio académico
Elementos de Geometria y los que terminaron de cursar los espacios obligatorios de la Linea
de Geometria en la UPN, sobre transformaciones geométricas. Ademas, realicé entrevistas a
algunos docentes de la LM, con el propdsito de conocer informacidn, perspectivas y
experiencias que contribuyen al objetivo principal de esta investigacion. Esta informacion

recolectada fue contrastada con los planteamientos desarrollados en el marco conceptual.

La estrategia investigativa que llevé a cabo para el desarrollo de mi investigacion es la de
estudio de caso. Esta estrategia se centra en la descripcion de una situacion, en el que
inicialmente se fundamenta en presupuestos de un fenémeno, después se identifica el grupo
en el que se hara la investigacion, luego un seguimiento de la situacion y el analisis del caso,

y, por ultimo, la produccion de resultados. A continuacion, en la jError! No se encuentra el
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origen de la referencia., se muestra el esquema en el cual se evidencia el plan de ejecucion

de esta estrategia.

Figura 1

Plan de ejecucion de la estrategia estudio del caso

Identificacion de un
inidividuo o grupo de Seguimiento
individuos que se cercano al
comportan de manera caso

diferente o peculiar
Andlisis Produccion de Relexiones y
del caso resultados conclusiones

Fundamento
tedrico

Presupuestos sobre
un comportamiento,

una practica o una
creencia

Nota. Tomado y adaptado de Camargo (2021, p.68)

A este plan de ejecucion, me permito afiadir un proceso mas, después de la produccion de
resultados y es el de “reflexiones y conclusiones”, puesto que considero que mi investigacion
aporta aprendizajes para mi como investigadora, dejando reflexiones y conclusiones
relevantes (a modo de ejemplo: sugerencias para la organizacion de los contenidos de la Linea

de Geometria de la LM de la UPN).

Después de describir el plan de ejecucion de la estrategia, es pertinente mencionar que el
caso de estudio de esta investigacion se centra en el conocimiento que adquieren los FEM a
partir de experiencias de formacion relacionadas con las transformaciones geométricas en la
Linea de Geometria de la LM de la UPN. Este caso de estudio resulta particularmente
relevante, debido a que, en el transcurso de algunos semestres de la LM, se abord¢ el estudio
de un objeto geométrico (las trasformaciones geométricas) en un espacio académico centrado
en la didactica de la geometria (Ensefianza y aprendizaje de la geometria). Esto permite
analizar el aporte de los espacios académicos de la Linea de Geometria al proceso de
aprendizaje de los futuros educadores matematicos sobre las transformaciones geométrica.
Esto implica que el estudio de asuntos matematicos y didacticos se desarrollen de forma
integrada, al menos en la linea de geometria, principalmente en el curso de Ensefianza y

aprendizaje de la geometria.

Resulta fundamental profundizar en diversos aspectos, tales como: el anélisis de documentos

curriculares nacionales e internacionales, los documentos del fundamento matematico y los
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syllabus de los espacios académicos de la Linea de Geometria de la LM; los conocimientos
que tienen los FEM sobre las transformaciones geométricas; las perspectivas y aportes de
algunos estudiantes y docentes responsables de la Linea de Geometria respecto a la ensefianza

y el aprendizaje de las trasformaciones geométricas en la LM.

El estudio de estos aspectos tiene como proposito comprender ;cudles son los conocimientos
que deberia tener los FEM sobre transformaciones geométricas?, ;los espacios académicos
de la Linea de Geometria contribuyen a la construccion y desarrollo de dichos

conocimientos? Y si es asi, ;Qué aportan?

En la Tabla 1 muestro como se relaciona el plan de ejecucion de la estrategia estudio de caso,
con el desarrollo de mi investigacion.
Tabla 1 Relacion plan de ejecucion y la investigacion

Proceso del plan de
Relacion en mi investigacion

ejecucion
Presupuestos sobre un Mi presupuesto es que en la Linea de Geometria de la LM no
comportamiento, se ensefa el concepto de transformaciones geométricas, solo,
una practica o una si acaso, hasta cursar el espacio académico Ensefianza y
creencia. Aprendizaje de la Geometria.

Como se ha mencionado con anterioridad el caso es relevante
de investigar porque, se abord6 el estudio de un objeto
geométrico en un espacio académico centrado en la didéctica

de la geometria. Esto ocasiona que analice dos grupos de
Identificacion de un
estudiantes que cumplen las siguientes caracteristicas:
individuo o grupo de
e Cursan por primera vez el espacio académico
individuos que se
Elementos de Geometria puesto que, con ellos se
comportan de manera
puede examinar qué conocimientos tienen sobre
diferente o peculiar.
transformaciones geométricas segun lo aprendido en

el colegio, ya que algunos de ellos son recién
egresados de la educacion escolar. Con el fin de

conocer los conocimientos que como estudiantes

-15 -



Seguimiento cercano al
caso - Fundamento

tedrico

Analisis del caso

nuevos de la LM tienen sobre las transformaciones
geométricas.

e Cursaron todos los espacios académicos obligatorios
de la Linea de Geometria, para conocer los
conocimientos que aportaron dichas materias sobre
transformaciones geométricas. Es decir, estos
estudiantes cursaron el espacio académico de
Ensefianza y aprendizaje de la geometria, razon por la
cual resulta pertinente desarrollar esta investigacion.

Me informé de libros universitarios que aportaron a mi
investigacion sobre las matematicas que soportan las
Transformaciones Geométricas (definiciones, teoremas) y
sobre didactica (disefio de tareas). Ademas, realicé
entrevistas a algunos docentes de la Linea de Geometria en la
LM y a los estudiantes que cursan por primera vez el espacio
académico Elementos de Geometria y los que ya cursaron
totalmente los espacios obligatorios de la Linea de
Geometria; e implementé algunas tareas sobre
transformaciones, que se propusieron a los dos grupos de
estudiantes mencionados anteriormente.

Llevé a cabo un andlisis de documentos curriculares
nacionales e internacionales, asi como de textos
matematicos, con el proposito de identificar los
conocimientos que deberian adquirir los FEM respecto a las
transformaciones geométricas. Realicé una revision detallada
de los syllabus de los espacios académicos que conforman la
Linea de Geometria, con el objetivo de contrastar lo que se
propone ensefiar con lo que, segun la literatura y los
referentes curriculares, se considera necesario saber sobre

este contenido.
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Produccion de resultados

Reflexiones y

conclusiones

Nota. Elaboracion propia

Ademas, analicé dos casos en mi investigacion que se basan
en los conocimientos sobre transformaciones geométricas en
algunos estudiantes que: 1) cursan por primera vez el espacio
académico Elementos de Geometria y 2) los que cursaron
todos los espacios de la Linea de Geometria, basindome en
la creacion e implementacion de tareas y entrevistas
realizadas a algunos alumnos con las caracteristicas
mencionadas anteriormente, y docentes de la Linea de
Geometria.

A partir de los referentes estudiados y la implementacion de
la tarea y las entrevistas, se conocen ;Qué conocimientos
deberian tener los FEM sobre las transformaciones
geométricas? y (Como los espacios académicos de la linea
de la geométrica aportan al desarrollo de estos
conocimientos?

Estableci si existe o no alguna diferencia de conocimientos
sobre las Transformaciones Geométricas, en estudiantes que
cursan por primera vez el espacio académico Elementos de
Geometria y los que cursaron todos los espacios académicos
obligatorios de la Linea de Geometria. Ademas, si los
espacios de la linea aportan a los conocimientos que deberia
tener los FEM sobre transformaciones geométricas.

Sefialé el impacto de haber cursado los espacios obligatorios
de la Linea de Geometria de la LM, en relacion con el
conocimiento adquirido por los futuros profesores de
matematicas en relacion con las Trasformaciones

Geométricas.

En la Tabla 1 se evidencia que cada paso de la estrategia estudio de caso se relaciona con el

desarrollo de mi investigacion, por lo que se puede concluir que efectivamente dicha

estrategia es la mas adecuada para mi trabajo de grado.
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Por ultimo, los recursos que tuve en cuenta son:

e Documentos curriculares nacionales: Lineamientos Curriculares Nacionales
(LC), Estandares Basicos de Competencias de Matematicas (EBCM) y los
Derechos Béasicos de Aprendizaje (DBA).

e Documentos curriculares internacionales: Orientacion del Bachillerato
Internacional (IB por sus siglas en ingles) y National Council of Teachers of
Mathematics (NTCM).

e Syllabus de los espacios académicos obligatorios: Elementos de Geometria,
Geometria Plana, Geometria del Espacio, Geometria Analitica y Enseflanza y
Aprendizaje de la Geometria; optativos: Geometrias no euclidianas; y, electivos:
Geometria en primaria de la Linea de Geometria.

e Tareas sobre trasformaciones geométricas que se implementaran a algunos
estudiantes que cursan por primera vez el espacio académico de Elementos de
Geometria y los que cursaron todos los espacios académicos obligatorios de la
Linea de Geometria.

e Entrevistas a algunos estudiantes que cursan por primera vez el espacio
académico de Elementos de Geometria y los que cursaron todos los espacios
académicos obligatorios de la Linea de Geometria.

e Entrevistas a algunos docentes de la Linea de Geometria de LM de la UPN.
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Antecedentes

Durante la revision de documentos relacionados con la ensefianza y el aprendizaje de las
transformaciones geométricas, evidencié dos categorias generales que abarcan estos
documentos. Dichas categorias fueron: aquellos que estan relacionados con propuestas para
la ensefianza y el aprendizaje de las transformaciones geométricas de estudiantes
universitarios y documentos relacionados con las transformaciones geométricas en el
curriculo nacional colombiano. Estas categorias se relacionan con algunos de los objetivos
propuestos para esta investigacion, como lo son: el andlisis de documentos curriculares
nacionales e internaciones y la elaboracion de tareas para algunos estudiantes de la LM de la
UPN. Cabe resaltar que la cantidad de documentos en el que estas dos categorias estan
explicitas son muy pocos, lo que evidencia una posible limitacion en la literatura disponible
para el tema. La busqueda de documentos se basd principalmente en las pagina web de
Google académico, Funes y repositorio institucional de la UPN en donde se alojan trabajos

de grado y productos de investigacion de miembros de la comunidad.

En el repositorio institucional de la UPN, la busqueda se basé principalmente en trabajos
dirigidos por profesores de la Linea de Geometria. Los trabajos cuyos titulos probablemente
no aportaban a esta investigacion eran descartados o, en algunos casos, tomados en cuenta si
en su resumen se detectaba informacion relevante para este estudio. Para la pagina web de
FUNES, utilicé palabras clave como transformaciones geométricas, movimientos rigidos,
traslacion, rotacion, reflexion y homotecia. Ademas, apliqué el filtro de “formacion
profesional”. Realicé la lectura de los titulos y resimenes, y con base en ello descarté la

mayoria de los documentos.

En Google Académico, realicé dos busquedas: una fue con bases en las palabras clave
“transformaciones geométricas en universitarios” y la otra “transformaciones geométricas y
curriculo nacional colombiano”. También decidi aplicar un proceso de seleccion similar al
anteriormente mencionado, agregando filtros como el rango de fechas entre 2000 y 2024, y

el idioma espafiol.

Cabe resaltar que, aunque en la busqueda se obtuvo una gran cantidad de documentos, la

mayoria fueron descartados a partir de los titulos, ya que solo contenian alguna(s) de las

-19 -



palabras clave, pero no aportaban de manera directa a esta investigacion. Cuando notaba, por
el titulo que probablemente el documento podia ser 1til, procedia a leer los resimenes. En
ese proceso, observé que muchos documentos abordaban el proceso de ensefianza y
aprendizaje en el contexto de la educacion escolar; otros no mencionaban explicitamente el
nivel educativo, y solo unos pocos indicaban de forma clara que se trataba de educacion

universitaria.

Por esta razon, descarté la mayoria de los documentos y seleccioné unicamente algunos, los
cuales presentaré mas adelante. Aunque estan enfocados en la ensefianza escolar, captaron
mi atencion por las propuestas innovadoras que plantean para la ensefianza de las

transformaciones geométricas.

En la Tabla 2 presento una clasificaciéon de cada produccién con su respectivo autor,

categorizacion y posible aporte a mi trabajo de grado.

Tabla 2 Clasificacion de documentos relacion con el tema central de esta investigacion.

Produccion , o
N° académica Autoria Categorizacion Aporte

Analisis de documentos

Geometria indigena = Cordoba, = Transformaciones relacionados con el
1 y curriculo escolar. Iguad y geométricas y el  pensamiento espacial para
Una revision del Blanco curriculo nacional sistematizar estrategias
estado del arte (2022) colombiano. etnomatematicas en el
ambito curricular.
. Propuesta de ensefianza
Simetria y Propuestas de ‘
] ~ de simetria basandose en
transformaciones Hugo enseflanza y
' o patrones, usando regla y
2 geométricas en el Barrantes aprendizaje en _
) ] compas, relacionandolo
plano, algunas ideas (2019) estudiantes )
o con teselados y diferentes
para su ensefianza universitarios
teoremas.
Transformaciones Leidy ' Se evidencia
' Transformaciones ‘ ‘ '
3 geométricas en el Robayo ' orientaciones curriculares
geométricas y el
plano, con (2021) que fundamentan la
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proyeccion cultural

y aporte a la paz

Algunas
transformaciones
geométricas del

plano

Una mirada al
trabajo documental
de un profesor de
primaria al
seleccionar recursos
para ensenar

geometria

Isometrias en la
resolucion de
problemas y obras

de arte

Fonseca y
Sanchez
(2007)

Santacruz
y
Sacristan

(2019)

Ramirez y
Fernandez

(2018)

curriculo nacional

colombiano.

Propuestas de
ensefianza y
aprendizaje en
estudiantes

universitarios

Transformaciones
geométricas y el
curriculo nacional

colombiano.

Propuestas de
ensefianza y
aprendizaje en
estudiantes

universitarios
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propuesta y que ubican el

tema de trasformaciones

en el plano en el curriculo

colombiano.
Actividades para la
construccion de las
nociones de isometrias
del plano, asi como
deducir sus caracteristicas
a partir de teselados,
doblados de papel,
simetria en algunas letras,

etc.

Algunos recursos del
docente de matematicas al
ensefiar geometria segin

el curriculo colombiano.

Resolucion de problemas
con isometrias, basandose
en el arte de Escher, mas
especificamente en un
teselado de reptiles que se
ha obtenido a partir de un
hexagono regular,
modificado mediante
isometrias por medio de
un programa de geometria

dinamica.



7

8

Competencia
matematica y digital
del futuro docente
mediante el uso de

GeoGebra

Recursos heuristicos
para la actividad de
ensenanza de las
transformaciones
geométricas en el
nivel

preuniversitario

Moviéndonos en el

plano a ciegas

Propuestas de

Garcia y ensefianza y
Martin aprendizaje en
(2023) estudiantes

universitarios

Propuestas de

Morales,
_ ensefianza y
Lociay o
aprendizaje en
Salmeron .
estudiantes
(2016) o
universitarios
Avilay Propuestas de
Valera ensefianza y
(2019) aprendizaje en

-2

Los futuros educadores
matematicos utilizan
competencia digital en
contextos de aprendizaje.
El objetivo de este trabajo
es que los docentes en
formacion dominen las
técnicas relacionadas con
las transformaciones
geométricas a la vez que
mejora la competencia
digital.

En este articulo se
describe una estrategia
didactica para favorecer
la planeacion de
ensefanza de la
transformacion
isométrica: traslacion, en
el nivel preuniversitario.
El marco tedrico-
metodoldgico que
sustenta el trabajo recaen
en los aportes sobre
metodologias para los
procedimientos de
solucion de problemas
En este documento se

presenta el disefio,
implementacion y

evaluacion de un material



estudiantes didéctico que busca que
universitarios estudiantes con
discapacidad visual
definan la rotacion en el
plano.

Nota. Elaboracion propia

A continuacion, analizo dos de los documentos mencionados anteriormente, ya que estas
investigaciones tienen mayor afinidad con mi trabajo de grado. Ademas, menciono algunas
ideas principales, con el fin de saber como dichos articulos son elementos para justificar la
importancia de que los FEM tengamos conocimientos de las transformaciones geométricas y
en el diseno de tareas sobre estas mismas. Los textos por analizar son: “Una mirada al trabajo
documental de un profesor de primaria al seleccionar recursos para enseflar geometria” y

“Algunas transformaciones geométricas del plano”.

En el documento de Fonseca et. al (2007) titulado “Algunas transformaciones geométricas
del plano” se lee, en primer lugar, una presentacion en la que los autores mencionan que la
importancia de ensefar transformaciones geométricas recae en la relacion que tienen estas
con la resolucion de problemas. Los autores exponen una serie de actividades que aportan a
la ensefianza y el aprendizaje de las transformaciones geométricas. Desde mi punto de vista,
las tareas disefiadas resultan particularmente significativas, ya que lograron captar mi
atencion por su caracter sencillo y, al mismo tiempo, por el potencial que tienen para
favorecer el desarrollo de procesos de ensefianza y aprendizaje de las transformaciones
geométricas. Se trata de actividades accesibles y por tanto se hardn adaptaciones para aplicar
una tarea a algunos estudiantes de la LM, a modo de ejemplo, muestro una actividad

propuesta para algunas transformaciones:
e Tarea 1: Traslacion

Enunciado: “Dada la traslacion PQ representada por la flecha P a , encuentra la imagen de
los puntosA y B a través de PQ. Si se nombran A’ y B'la imagen de A y B por

PQ respectivamente ;Qué relaciones observas entre los AA" y BB'?” (Fonseca y Sanchez,

2007, p.4)
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Figura 2 Representacion de la tarea de traslacion

Nota. Tomado y adaptado de Fonseca y Sanchez (2007, p. 4)

e Tarea 2: Rotacion

Enunciado: “El poligono F’ es la imagen de F por alguna rotacion. Determine la medida del

angulo de rotacion y cuél de los puntos que se muestran en la figura, es el centro de rotacion.”

(Fonseca y Sanchez, 2007, p.8)

Figura 3 Representacion de la tarea de rotacion

Nota. Tomado de Fonseca y Sanchez (2007, p.9)

El documento de Santacruz y Sacristan (2019) titulado “Una mirada al trabajo documental
de un profesor de primaria al seleccionar recursos para enseflar geometria”, se basa

principalmente en analizar los recursos que utiliza un docente para la ensefianza y el
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aprendizaje de las transformaciones geométricas. El aporte significativo para mi
investigacion consiste en la seleccion de recursos importantes para la ensefanza de las
transformaciones. Los autores mencionan la necesidad de establecer una relacion entre lo
estatico y lo dindmico, puesto que se “propone una vision (epistemoldgica y didactica) de las
transformaciones como aplicaciones en el plano, las cuales se pueden ensefar propiciando
actividades como caminar en linea recta, girar el cuerpo o el uso de distintos recursos como
el doblado de papel” (Santacruz y Sacristan, 2019, p.11); En otras palabras, las
transformaciones geométricas se pueden analizar como un movimiento o como una
correspondencia; dependiendo de esto se pueden ensefiar con diferentes recursos. Ademas,
en dicho documento mencionan que el “uso de recursos digitales son promovidos, para el
caso de los profesores colombianos, por cambios y orientaciones curriculares, llamadas
mallas de aprendizaje” (Santacruz y Sacristan, 2019, p.10). Es decir, seglin este escrito, en
los documentos curriculares nacionales colombianos se incentiva el uso de recursos digitales

en el proceso de la ensenanza y el aprendizaje de las matematicas.

En los trabajos revisados, logro evidenciar que el tema difiere un poco con mi tema central,
por lo que es de mi interés realizar un aporte a este tema de investigacion. Ademas, la
informacion obtenida en estos documentos puede aportar significativamente en el estudio
sobre los conocimientos que aportan los espacios académicos de la Linea de Geometria a los
FEM, ya sea en la elaboracion de tareas sobre las transformaciones geométricas o conocer

sobre la importancia de que un FEM estudie dicho objeto matematico.
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Marco conceptual

Para el desarrollo de mi investigacion, analicé documentos curriculares nacionales (LC, EBC,
DBA) e internacionales (NTCM y IB), syllabus de los espacios académicos obligatorios,
electivos y optativos de la Linea de Geometria de la UPN y documentos de fundamento
matematico sobre transformaciones geométricas. Con el proposito de responder las
preguntas: ;qué deberia saber un FEM acerca de las transformaciones geométricas? y ;se
tiene en cuenta la ensefanza y el aprendizaje de transformaciones geométricas en el proceso

de formacion de futuros educadores matematicos?

Documentos Curriculares Nacionales

Lineamientos Curriculares (LC) (MEN, 1998)

Los LC son orientaciones pedagdgicas y curriculares que tienen como objetivo guiar el
“proceso de fundamentacion y planeacion de las areas obligatorias y fundamentales definidas
por la Ley General de Educacion” (Ministerios de Educacién Nacional, 2018). A
continuacion, indico lo que mencionan los LC sobre la ensefianza y el aprendizaje de las

transformaciones geométricas.

Los LC mencionan que ‘“con esta vision global e integral del quehacer matematico,
proponemos considerar tres grandes aspectos para organizar el curriculo” (Ministerio de
Educacion Nacional, 1998, p.18) estos tres aspectos son conocimientos basicos,

conocimientos sobre procesos y conocimientos del contexto.

El conocimiento sobre procesos lo definen como aquellos “que tienen que ver con el
aprendizaje, tales como el razonamiento; la resolucion y planteamiento de problemas; la
comunicacion; la modelacion y la elaboracidn, comparacion y ejercitacion de
procedimientos.” (Ministerio de Educacion Nacional, 1998, p.18), estos procesos aportan a
que el aprendizaje de las matematicas debe posibilitar al estudiante la aplicacion de sus
conocimientos fuera del ambito escolar, donde debe tomar decisiones, enfrentarse y adaptarse

a situaciones nuevas y exponer sus opiniones.
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Los conocimientos basicos “tienen que ver con procesos especificos que desarrollan el
pensamiento matematico y con sistemas propios de las matematicas” (Ministerio de

Educacion Nacional, 1998, p.18), mas adelante profundizaremos en este aspecto.

Y, por ultimo, los conocimientos del contexto “tiene que ver con los ambientes que rodean al
estudiante y que le dan sentido a las matematicas que aprende.” (Ministerio de Educacion
Nacional, 1998, p.19). Estos conocimientos son de gran relevancia, puesto que es necesario
relacionar los contenidos de aprendizaje con la experiencia cotidiana de los alumnos, asi

como presentarlos y ensefiarlos en un contexto de situaciones problemas.

Ahora bien, los conocimientos basicos “se relacionan con el desarrollo del pensamiento
numérico, el espacial, el métrico, el aleatorio y el variacional, entre otros. Los sistemas son
aquéllos propuestos desde la Renovacion Curricular: sistemas numéricos, sistemas
e ) ) . . . e
geométricos, sistemas de medida, sistemas de datos y sistemas algebraicos y analiticos.
(Ministerio de Educacion Nacional, 1998, p.19), dada la contextualizacion de esta

investigacion nos centraremos en pensamiento espacial y sistemas geométricos.

En primer lugar, en los LC se menciona que la “geometria escolar tiene en cuenta el
movimiento de figuras geométricas desde diferentes posiciones y movimientos que
impliquen el cambio del tamafio o de la forma” (Ministerio de Educacion Nacional, 1998,
p-40). En otras palabras, este documento hace explicito que el movimiento de figuras
geométricas se ensefia en la educacion escolar, por lo que es de vital importancia que un
docente en matematicas tenga conocimientos sobre la ensenanza y el aprendizaje de estos

conceptos.

Ademas, alli se indica que la ensefianza de las transformaciones geométricas “deberia iniciar
con movimientos del cuerpo en el plano o deslizando objetos, con el fin de tener una idea
intuitiva de la traslacion y rotacion. Después de esto se sugiere estudiar las definiciones y su
representacion formalmente” (Ministerio de Educacion Nacional, 1998, p.40). Esto con el fin
de que los estudiantes tengan una idea intuitiva de lo que son las transformaciones

geométricas, sin necesidad de iniciar con una definicion formal de estas.

Otra idea fundamental de la importancia de la ensefianza de las transformaciones geométricas

recae en la resolucion de problemas y en su relacién con el mundo real (en relacion con
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movimientos, localizacion de objetos o personas, entre otros). Se propone desarrollar una
geometria activa, es decir, “se trata pues de ‘hacer cosas’, de moverse, dibujar, construir,
producir y tomar de estos esquemas operatorios el material para la conceptualizacion o
representacion interna” (Ministerio de Educacion Nacional, 1998, p.37). Lo que conlleva a
que un docente de matematicas deba tener conocimientos sobre algunas estrategias de
ensefianza sobre las transformaciones geométricas, con el objetivo de generar aprendizajes

significativos y relacionados al contexto de los estudiantes.

Ademés, los LC mencionan: “Esta conceptualizacion va acompafiada en un principio por
gestos y palabras del lenguaje ordinario, hasta que los conceptos estén incipientemente
construidos a un nivel suficientemente estable para que los alumnos mismos puedan proponer
y evaluar posibles definiciones y simbolismos formales.” (Ministerio de Educacion Nacional.
1998, p.37) Es decir, un profesor de matematicas debe tener conocimientos conceptuales de
las transformaciones geométricas (definiciones, representaciones, teoremas y

demostraciones).

También, los LC dicen que “el uso de los computadores en la educacion matematica ha hecho
mas accesible e importante para los estudiantes temas de la geometria” (Ministerio de
Educacion Nacional, 1998, p.18), por lo tanto, el uso de recursos tecnologicos es relevante a

la hora de ensefiar un objeto matematico (en nuestro caso, las transformaciones geométricas).

Teniendo en cuenta lo planteado en los LC, es fundamental que un FEM comprenda las
transformaciones geométricas tanto desde una perspectiva didactica como matematica,
entendidas como movimientos en el plano que permite el cambio de posicion, orientacion o
tamafio de las figuras. Ademas, debe ser capaz de disefiar situaciones problema que propicien
un aprendizaje activo y significativo, permitiendo que los estudiantes transiten de lo intuitivo
a lo especializado. Finalmente debe reconocer el valor de la tecnologia en el proceso de la
ensefanza y el aprendizaje, incorporando herramientas digitales y, por tanto, desarrollar

competencias tecnologicas que le permitan integrarlas de manera pertinente y efectiva.
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Estandares Basicos de Competencias Matematicas (EBCM, 2006)

Los EBCM son “criterios claros y publicos que permiten establecer los niveles basicos de
calidad de la educacion a los que tienen derecho los nifios y las nifias de todas las regiones
del pais” (Ministerio de Educacion Nacional, 2024). Los EBCM no se centran en el desarrollo
netamente de contenidos, si no que hacen mayor énfasis en las competencias que deberia

tener un estudiante a nivel escolar con criterios establecidos.

A continuacion, en la Tabla 3 se observa los estdndares relacionados con el aprendizaje de

transformaciones geométricas en la educacion escolar.
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Tabla 3 Estandares- Transformaciones geométricas

Estandar Grado

Reconocer y aplicar traslaciones y giros sobre una figura. Al terminar
Reconocer y valorar simetrias en distintos aspectos del arte y el disefio. = tercer grado.
Identificar, representar y utilizar 4ngulos en giros, aberturas,
inclinaciones, figuras, puntas y esquinas en situaciones estaticas y _
] ] Al terminar
dinamicas. '
‘ ‘ ' . quinto grado.
Conjeturar y verificar los resultados de aplicar transformaciones a
figuras en el plano para construir disefos.
Predecir y comparar los resultados de aplicar transformaciones rigidas
(traslaciones, rotaciones, reflexiones) y homotecias (ampliaciones y Al terminar
reducciones) sobre figuras bidimensionales en situaciones matematicas = séptimo grado.

y en el arte.

Nota. Tomado de MEN (2006)

Es importante mencionar que, en los EBCM, el concepto de las transformaciones geométricas
se desarrolla matematicamente hasta el grado séptimo, teniendo como principal objetivo
predecir resultados al aplicar cualquier transformacion geométrica. En comparacion con los
cursos restantes mencionados en la Tabla 3 (tercero y quinto) su principal objetivo es
reconocer e identificar las transformaciones geométricas, aunque en grado quinto se espera

también que los estudiantes realicen conjeturas y verifiquen los resultados.

Es importante mencionar que, en los EBCM, el concepto de las transformaciones geométricas
se desarrolla matematicamente hasta el grado séptimo, teniendo como principal objetivo
predecir resultados al aplicar cualquier transformacidén geométrica. En comparacion con los
cursos restantes mencionados en la Tabla 3 (tercero y quinto) su principal objetivo es
reconocer e identificar las transformaciones geométricas, aunque en grado quinto se espera

también que los estudiantes realicen conjeturas y verifiquen los resultados.

Teniendo en cuenta los EBCM, un profesor de matematicas debe poseer conocimientos
conceptuales sobre las transformaciones geométricas ya que la ensefianza y el aprendizaje de
este objeto matematico “requiere del estudio de conceptos y propiedades de los objetos en el

espacio fisico y de los conceptos y propiedades del espacio geométrico en relacion con los

-30 -



movimientos del propio cuerpo y las coordinaciones entre ellos y con los distintos 6rganos
de los sentidos.”(Ministerio de Educacion Nacional, 2006, p.61). Los FEM deben, por lo
tanto, no solo comprenderlas conceptualmente como traslacidon, rotacion, reflexion y
homotecia, sino también saber como deben ser introducidas y desarrolladas progresivamente
en el aula. A medida que avanza el grado escolar, debe ser capaz de guiar a los estudiantes en
la representacion, a partir de uso de angulos, aberturas, inclinaciones, figuras, puntas y
esquinas. Ademas, que los FEM reconozcan y comprendan los procesos relacionados con la
conjetura, la verificacion y la prediccion de los efectos de aplicar transformaciones
geométricas en figuras. Estas habilidades, junto a otras (argumentacion y visualizacién) no
solo forman parte del pensamiento geométrico, sino que también debe ser entendidas como
competencias clave que los FEM deben dominar y saber integrar en el proceso de la

ensefianza y el aprendizaje de las transformaciones geométricas en la educacion escolar.

Ademas de que “relacionar el estudio de la geometria con el arte y la decoracion; con el
disefio y construccion de objetos artesanales y tecnologicos; con la educacion fisica, los
deportes y la danza.” (Ministerio de Educacion Nacional, 2006, p.61) son algunas estrategias
que recomienda los EBCM para el desarrollo del pensamiento geométrico. Lo que significa
que un profesor de matematicas deberia tener conocimientos sobre recursos para el desarrollo

de la ensefianza y el aprendizaje de las trasformaciones.

Derechos Basicos de Aprendizaje (DBA) (MEN, 2016)

En los DBA se proponen los siguientes enunciados y evidencias de aprendizaje relacionados

con las transformaciones geométricas:

Tabla 4 DBA- Transformaciones geométricas

Enunciado Evidencias Grado
Formula y resuelve Localiza objetos o personas a partir de la
problemas que se descripcion o representacion de una trayectoria y
relacionan con la construye representaciones pictoricas para describir
.. . Tercero.
posicion, la sus relaciones.
direccion y el Identifica y describe patrones de movimiento de
movimiento de figuras bidimensionales que se asocian con
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objetos en el

entorno.

Identifica los
movimientos
realizados a una
figura en el plano
respecto a una
posicién o eje
(rotacion, traslacion
y simetria) y las
modificaciones que
pueden sufrir las

formas.

transformaciones como: reflexiones, traslaciones y
rotaciones de figuras.

Identifica las propiedades de los objetos que se
conservan y las que varian cuando se realizan este
tipo de transformaciones.

Plantea y resuelve situaciones en las que se requiere
analizar las transformaciones de diferentes figuras
en el plano.

Aplica movimientos a figuras en el plano.
Diferencia los efectos de la ampliacion y la
reduccion.

Elabora argumentos referentes a las modificaciones

que sufre una imagen al ampliarla o reducirla.

Representa elementos del entorno que sufren

modificaciones en su forma.

Nota. Tomado de MEN (2016)
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Se evidencian diferencias entre los DBA y los EBCM, ya que en los DBA se aclara que para
el grado tercero se “Formula y resuelve problemas...” relacionados con las transformaciones
geométricas, mientras que en los EBCM mencionan que se “Reconocen y aplican...”. Desde
mi punto de vista, estos dos objetivos no tienen concordancia, puesto que, aunque sea cierto
que en la formulacion y resolucion de problemas se requiere implicitamente el
reconocimiento y aplicacion de las transformaciones, no se tiene el mismo enfoque u

orientacion.

A partir de lo expuesto en los DBA un docente de matematicas debe tener conocimientos
matematicos con el fin de guiar a sus estudiantes en la formulacion y resolucion de problemas
relacionados con la posicion, direccién y movimiento de figuras. Asi mismo, debe fomentar
procesos de argumentacion y resolucion de problemas teniendo en cuenta situaciones de su

entorno.

Documentos curriculares Internacionales

Bachillerato Internacional (IB, por sus siglas en inglés)

El IB es una organizacion que tiene como fin “formar jovenes solidarios, informados y avidos
de conocimiento, capaces de contribuir a crear un mundo mejor” (Organizacion del

Bachillerato Internacional, 2019, p.4).

En el libro de Buchanan et. al (2015) titulado “Matematicas nivel medio” conocido también
como el libro del alumno, se proponen una serie de contenidos matematicos que deben
aprender los estudiantes en su educacién escolar; se incluyen definiciones y algunas

actividades.

En Colombia, algunas instituciones educativas han adaptado este curriculo (el del IB), siendo

asi este libro un apoyo para profesores que ensefiar en dichos colegios.

Enla

Tabla 5 presento las definiciones que propone el IB de las transformaciones geométricas.
Cabe resaltar que la esencia de esta tabla es diferente a las anteriores pues en esta, no se

menciona qué aprendizajes o competencias se espera que el estudiante desarrolle.
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Tabla 5 Definiciones segun la IB

Concepto

Transformaciones geométricas

Traslacion

Rotacion

Simetria

Homotecia

Definicion segun el IB
Una transformacion puede cambiar tanto la posicion
como el tamafo de un objeto. Una transformacion
determina una aplicacion entre un objeto y su imagen
Una traslaciéon mueve cada punto una distancia fija, en

la misma direccion. Para describir una traslacion

X
y)’ donde x representa

el desplazamiento en la direccion del eje x y y el

escribimos el vector columna (

desplazamiento en la direccion del eje y
Una rotacion hace que un objeto gire un cierto angulo
alrededor de un punto fijo llamado centro de rotacion,
en un sentido determinado. Para describir una rotacion,
damos las coordenadas del centro de rotacion, el
sentido y el angulo de giro.

Cuando se aplica una simetria respecto de un eje, el
objeto y su imagen son simétricos respecto del eje de
simetria. Cada punto de la imagen esta a la misma
distancia del eje de simetria que el punto
correspondiente en el objeto. Para describir una
simetria, debemos indicar la ecuacion del eje de
simetria.

Una homotecia aumenta o disminuye el tamafio de un
objeto aplicando una razén determinada. Para describir
una homotecia, damos las coordenadas del centro de la
homotecia y la razén. La imagen después de la
homotecia es matematicamente semejante al objeto

original.

Nota. Tomado de Buchanan et.al (2015)
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Como se menciono inicialmente, el IB también propone tareas que se relacionan con los
contenidos matematicos que se plantean. Una de las tareas captd especialmente mi atencion
debido a la sencillez de su enunciado y a la intension didéctica que la sustenta. Esta actividad
plantea como objetivo identificar tres transformaciones geométricas a partir de una unica
imagen, lo que representa un enfoque integrado y esta forma de presentar la tarea facilita la

comprension conjunta de los conceptos, la tarea es la siguiente:

Enunciado: “La grilla contiene cinco figuras de la A a la E. Describa la transformacion Uinica

que transformaa: Aen B,Aen C,Aen D,Aen E y C en D” (Buchanan et al., 2015, p.675)

Figura 4 Representacion tarea IB

>~

=W

Nota. Tomado de Buchanan et.al (2015, p.675)

Esta tarea captd mi atencion, ya que permite que el estudiante que la desarrolle, analice y
comprenda qué transformacion geométrica se aplicd en cada caso, trabajando varias

transformaciones geométricas en una sola tarea.

Si bien este texto guia, presenta diversas tareas que pueden ser empleadas por un profesor de
matematicas para la ensefianza y el aprendizaje de las transformaciones geométricas, también
exigen unas definiciones que requieren mayor dominio del contenido matematico, al hacer
referencia, por ejemplo, en el uso de vectores y ecuaciones de la recta. Esto sugiere que un
FEM a parte de tener conocimientos didécticos, debe tener un dominio de las matematicas

especializadas respecto a las trasformaciones geométricas, con el fin de generar un
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aprendizaje progresivo en sus estudiantes con posibilidades de formalizacion del

conocimiento matematico cuando el contexto lo permita.

National Council of Teachers of Mathematics (NTCM) (2000)

La NTCM es una organizacion profesional para profesores de matematicas en Estados
Unidos, en el que uno de sus objetivos es mejorar los estandares de las matematicas en la

educacion.

En su documento, mencionan que los nifios pequefios tienen ideas vagas de las
transformaciones, relacionandolas con deslizamientos, volteretas y giros, usando espejos,
doblando papel y trazando. Sin embargo, estas ideas primitivas deben formalizarse en su
educacion escolar, de tal manera que puedan “investigar los efectos de las transformaciones
y comenzar a describirlas en términos matematicos y aprender los atributos necesarios para
definir una transformacion” (National Council of Teachers of Mathematics, 2000, p.43) En
grados intermedios “los estudiantes deben aprender a comprender lo que significa que una
transformacion preserva la distancia” (National Council of Teachers of Mathematics, 2000,
p-43). En el caso de secundaria ‘“deben aprender multiples formas de expresar
transformaciones”. (National Council of Teachers of Mathematics, 2000, p.43). Es decir, los
NCTM mencionan que los estudiantes deben tener un desarrollo de transformaciones mas
“formal” en su educacion escolar, y que estan presentes en varios grados escolares,

desarrollando asi una competencia acorde a este sobre transformaciones geométricas.

A continuacion, en la Tabla 6 se evidencia el estandar a desarrollar en diferentes grados y

una explicacion sucinta de este.
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Tabla 6 Estandares NCTM
Interpretacion

Los estudiantes deberian...

Grado
Pre K- e Reconocer y aplicar deslizamientos, volteretasy ~ Como se mencion6 anteriormente, los estudiantes mas pequefios
2 giros. tienen una idea intuitiva de transformaciones. La exploracion
e Reconocer y crear formas que tengan simetria. mas cercana es resolver un rompecabezas, esto ayuda los
estudiantes a tomar conciencia de los movimientos y a predecir
los resultados de cambiar la posicidon u orientacion de una forma.
Asi mismo, los estudiantes deben reconocer, describir y probar
informalmente las caracteristicas simétricas
3-5 e Redactar y describir los resultados de deslizar, Los estudiantes de 3-5 ya podrian realizar tareas mas
voltear y girar formas bidimensionales. especializadas teniendo asi una mayor precision a medida que
e Describir un movimiento o una serie de describen los movimientos necesarios para mostrar congruencia.
movimientos que demuestren que dos formas son =~ En los grados 3 a 5, deben usar un lenguaje sobre giros y angulos
congruentes para describir disefios y trabajar con varios ejes de simetria, pues
e Identificar y describir la simetria lineal y incluso deberian ser capaces de visualizar la imagen mentalmente
rotacional en formas y disefios bidimensionales y al aplicar una transformacion geométrica.
tridimensionales.
6-8 e Describir tamafios, posiciones y orientaciones de Los estudiantes de 6-8 exploran las caracteristicas de los giros,

vueltas y deslizamientos y deben investigar las relaciones entre

formas bajo transformaciones informales como
las composiciones de transformaciones.

volteos, giros, deslizamientos y escalas.
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e Examinar la congruencia, la similitud y la simetria
lineal o rotacional de los objetos mediante
transformaciones.
9-12 e Comprender y representar traslaciones,
reflexiones, rotaciones y dilataciones de
objetos en el plano mediante el uso de bocetos,
coordenadas, vectores, notacion de funciones y
matrices.
e Utilizar diversas representaciones para ayudar
a comprender los efectos de las

transformaciones simples y sus composiciones.

Nota. Tomado y adaptado de NCTM (2000)

Incluso relacionar las transformaciones geométricas con
congruencia o semejanza es un aporte significativo en el
aprendizaje de los estudiantes.

En la escuela secundaria aprenderan a representar estas
transformaciones con matrices, explorando las propiedades de las

transformaciones.
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Los NCTM mencionan que la homotecia se empieza a ensefar en los grados de 6-8; en
consecuencia, para los estudiantes mas pequefios recomiendan trabajar traslacion, reflexion
y rotacion. Mientras que en los documentos curriculares nacionales se menciona que la

homotecia se puede desarrollar en los grados de cuarto y séptimo.

El documento también propone unos objetivos que evidencian una progresividad en el
desarrollo del conocimiento sobre las transformaciones geométricas, partiendo de la
identificacion y exploracion de estas en los primeros afios escolares, hasta alcanzar niveles
de mayor formalidad en el lenguaje y razonamiento matematico en los grados superiores.
Esto implica que un docente en matematicas deberia tener conocimientos especializados de

las matematicas, que le permita comprender conceptos relacionados.

Teniendo en cuenta lo mencionado sobre documentos curriculares nacionales e
internacionales, cabe resaltar que en todos se identifica la importancia de la ensefianza y el
aprendizaje de las transformaciones geométricas en la educacion escolar. Aunque se
presentan algunas diferencias en los grados a ensefiar, la esencia es la misma. Los estudiantes
deben aprender de transformaciones de forma especializada en su educacion escolar. El tema
esta presente en varios grados escolares, desarrollando asi una competencia acorde a la edad
sobre transformaciones geométricas. Aunque los estudiantes de los primeros grados inician
con la identificacion de estas, mas adelante deberan ir desarrollando sus conocimientos de

manera mas especializada.

Ademas, a grandes rasgos los conocimientos que deberian tener los profesores en

matematicas segin los documentos curriculares nacionales e internacionales son:

e Conocimientos conceptuales: Comprension de aspectos de la geometria euclidiana
que sustentan las propiedades de las transformaciones geométricas, teniendo en
cuenta definiciones, representaciones (en la imaginacion y en el plano del dibujo) y
aspectos de matematicas especializadas como, por ejemplo, teoremas asociados a
estas transformaciones que permite al docente profundizar en los conceptos,
explicarlos con mayor claridad y establecer conexiones significativas entre diferentes
temas. Este dominio formal también le brinda herramientas para tomar decisiones
mas acertadas en el proceso de ensefanza y aprendizaje, y anticipar las dificultades

que los estudiantes puedan presentar.
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Conocimientos de recursos: Conocimientos sobre algunas estrategias para la
ensefnanza y el aprendizaje de las transformaciones geométricas. A modo de ejemplo;
el aprendizaje de las transformaciones geométricas debe comenzar por los
desplazamientos que pueden hacerse con el cuerpo o mediante el deslizamiento de
objetos y figuras sobre el plano del piso, del papel o del tablero. Estas experiencias
concretas permiten a los estudiantes construir una comprension intuitiva de conceptos
como la traslacion, la rotacion, la reflexion y la homotecia. A partir de estas bases, se
puede avanzar hacia una comprension mas formal, que integre definiciones precisas,
representaciones mentales y graficas.

Conocimientos acerca de competencias y habilidades que se desarrollan en el aula
como la conjeturacion, la visualizacion y la argumentacion.

Conocimiento acerca de los procesos generales que se deben desarrollar en el
proceso de ensefanza ya aprendizaje de las matematicas (el razonamiento; la
resolucion y planteamiento de problemas; la comunicacion; la modelacion y la
elaboracion, comparacion y ejercitacion de procedimientos).

Conocimiento acerca del contexto de los estudiantes.

En conclusion, con lo mencionado anteriormente, es de vital importancia que un docente de

matematicas tenga conocimientos sobre las trasformaciones geométricas pues, teniendo en

cuenta los documentos curriculares nacionales e internacionales analizados, la ensefianza y

el aprendizaje de estas estan presentes en la educacion escolar. Este asunto nos lleva a analizar

si este contenido geométrico esta presente en la formacion de profesores de matematicas.
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Syllabus de los espacios académicos de la Linea de Geometria

A continuacion, analizo si en los syllabus de los espacios académicos de la Linea de
Geometria de la UPN se aportan conocimientos sobre la ensefianza y el aprendizaje de las
transformaciones geométricas en la formacion de Licenciados en Matematicas. Se dividen

dichos espacios en obligatorios, electivos y optativos.

Espacios obligatorios

En la Tabla 7 se evidencian los espacios obligatorios de la Linea de Geometria de la LM de
la UPN, sus contenidos, presentacion del curso y un andlisis sobre si hay evidencias de

aportes a la enseflanza y el aprendizaje de las transformaciones geométricas.
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Tabla 7 Andlisis syllabus espacios obligatorios

Espacio Contenidos
académico
Elementos de e Relaciones entre rectas.
Geometria e Relaciones entre punto, recta y
plano.
e Subconjuntos de recta.
e Angulos.
e Triangulos.
Geometria Plana e Propiedades de puntos en la

recta.
e Caracterizacion del plano.
e Propiedades de rayos en el plano.
e Relaciones entre rectas.

e Tridngulos.

Presentacion del curso

El proposito de este curso es tener
afinidad con conceptos y
relaciones geométricas, de tal
manera que se cree una base para
procesos como la formulacion de
conjeturas y argumentacion a
partir de un sistema axiomatico
relacionado con geometria

euclidiana.

El objetivo principal de este
espacio académico se basa en la
formulacion de un sistema
axiomatico formal de geometria
no euclidiana, en el cual se va
profundizando con el estudio de

algunos contenidos propuestos.
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Analisis

No hay evidencias sobre el aporte
en la ensefianza y el aprendizaje
de las transformaciones
geometrias en la formacion
docente. Este curso se centra en
tener un primer acercamiento en
hacer conjeturas y demostraciones
en algunos teoremas de la
geometria, teniendo en cuentas
algunas nociones basicas (puntos,
rectas, etc.)

No hay evidencias sobre el aporte
en la ensefianza y el aprendizaje
de las transformaciones
geometrias en la formacion
docente. En este curso se siguen
desarrollando procesos de

conjeturacion y formalizacion con



e Cuadrilateros.
Geometria del e Propiedades de triangulo.
espacio e Propiedades de Cuadrilateros.
e Circunferencia y esfera.

e Superficies y poliedros.

Geometria e Relacion Analisis y sintesis.

Analitica e Sistema de coordenadas.
e Rectas.
e Secciones conicas:
circunferencia, pardbola, elipse,
hipérbola

e Ecuacion general de segundo

grado.

Este espacio académico sigue con
la misma metodologia que se
viene presentando (sistema
axiomatico formal), Ademas se
desarrolla habilidades como; la
visualizacion, exploracion,
conjeturacion, comunicacion con
lenguaje formal, argumentacion
en el marco de un sistema teorico,

etc.

En este curso, los temas a tratar de
desarrollaran principalmente
desde una perspectiva hipotético-
deductiva, a partir del uso de una
estructura axiomatica formal.
El enfoque de este se basa en un
sistema de coordenadas para

representar puntos, un
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algunos elementos de la
Geometria Plana.

No hay evidencias sobre el aporte
en la ensefianza y el aprendizaje
de las transformaciones
geometrias en la formacion
docente. Este curso se centra en el
estudio de objetos geométricos, en
el espacio, teniendo en cuenta las
competencias que se han venido
desarrollando en los otros cursos
(conjeturacion, demostracion,
etc.)

No hay evidencias sobre el aporte
en la ensefianza y el aprendizaje
de las transformaciones
geometrias en la formacion
docente. Este curso se basa en
codmo se desarrolla la geometria

en un sistema de coordenadas.



e [Ecuaciones paramétricas y

polares.

Ensefanza y e Naturaleza y evolucion del

aprendizaje de pensamiento geométrico.
la geometria e Ensefianza y aprendizaje de la
geometria en grados sexto a
noveno de Educacion Basica
Secundaria.
¢ Fundamentos didacticos para el
estudio del contenido geométrico
que sera tratado en las clases que
se impartiran en la practica
inicial.
e Fundamentos sobre los procesos
de conceptualizacion y de
argumentacion.
e Aspectos centrales en la

preparacion de una clase de

geometria, su implementacion y

razonamiento analitico y el uso

del algebra simbolica.

Este curso se resalta la
fundamentacion conceptual y el
desarrollo de conocimiento
tedrico-practico en aspectos
especificos de la didactica de la
geometria, relacionados
especialmente con su ensefianza y

su aprendizaje.
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Este espacio conlleva la préctica
docente a la escuela en el &mbito
geométrico.

El contenido “Ensefianza y
aprendizaje de la geometria en
grados sexto a noveno de
Educacion Basica Secundaria” se
relaciona con el tema central de
mi investigacion, pues aporta en
la ensenanza y aprendizaje de
trasformaciones geométricas, ya
que segun los EBCM en grados
tercero, quinto y séptimo se hace

explicito la ensefianza de esta.



la evaluacion de la gestion

realizada.
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Espacio electivo

El espacio electivo por analizar es Geometria en primaria. Este es un curso que esta “disefiado
para dotar a los futuros educadores matematicos de estrategias y herramientas didécticas que
le permitan desarrollar el Pensamiento Espacial y Sistemas Geométricos, con estudiantes de
primaria” (Universidad Pedagogica Nacional, 2024, p.1) incluso uno de sus objetivos es
construir recursos y materiales didacticos y disefar tareas que aporten a la ensefianza y el

aprendizaje de la geometria en primaria.

En este espacio académico, si hay evidencia sobre el aporte en la ensefianza y el aprendizaje
de las transformaciones geometrias en la formacion docente, pues un resultado de aprendizaje
es “identificar los conceptos geométricos fundamentales asociados a la geometria en
primaria.” (Universidad Pedagdgica Nacional, 2024, p.2). Esto se relaciona con lo que se
menciond en el andlisis de documentos curriculares nacionales, ya que en los cursos de

primaria en donde se ensefian transformaciones geométricas.

Espacios optativos

El espacio optativo por analizar es Geometrias no euclidianas. Este espacio busca “estudiar
la interdependencia logica entre algunas proposiciones geométricas relevantes, examinar el
papel del V postulado en el desarrollo de la geometria e identificar las ideas centrales
alrededor de las cuales se construyen las diversas geometrias” (Universidad Pedagogica
Nacional, 2024, p.1) Este espacio se centra en estudiar principalmente el impacto del V
postulado y como este tuvo gran impacto en el desarrollo de nuevas geometrias. Por lo tanto,
en este espacio no hay evidencias sobre el aporte en la ensefianza y el aprendizaje de las

transformaciones geometrias en la formacion docente.

Analisis general espacios académicos de la linea de geometria.

Cabe resaltar que estas conclusiones realizadas para cada espacio académico, se realizan
teniendo en cuenta lo evidenciado en los syllabus, de modo que puede suceder que en algin
espacio académico se desarrolle la ensefanza y el aprendizaje de las transformaciones
geométricas, teniendo en cuenta un curriculo oculto. A modo de ejemplo, puede suceder que

en el espacio académico de Geometria analitica se estudien las transformaciones geométricas
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en un sistema de coordenadas; sin embargo, en el syllabus de este, no se menciona

explicitamente, pero el docente a cargo lo desarrolle internamente.

Asi mismo, se identifican dos espacios en los que se infiere una posible contribucion a la
ensenanza y el aprendizaje de las transformaciones geométricas, aunque no se evidencia de
manera explicita que dicho contenido matemadtico sea abordado de forma especifica. Un
ejemplo de ello se encuentra en el curso de Geometria en primaria donde se plantea como
objetivo “identificar los conceptos geométricos fundamentales asociados a la geometria en
primaria” (Universidad Pedagogica Nacional, 2024, p.2). No obstante, no se explicita el
tratamiento de las transformaciones geométricas dentro del curso. Una situacion similar se

presenta en el curso de Ensefianza y Aprendizaje de la Geometria.

Es importante destacar que las hipdtesis formuladas anteriormente emergen del analisis
inicial de los syllabus y han sido construidas desde una perspectiva interpretativa propia. En
consecuencia, dichas hipdtesis seran contrastadas mediante la aplicacion de entrevistas
semiestructuradas a un grupo seleccionado de docentes de la Linea de Geometria, con el
objetivo de obtener mas informacion sobre la ensefianza y el aprendizaje de las

transformaciones geométricas en la LM.

A continuacion, presento una revision de las transformaciones geométricas desde un punto
de vista matematico con el fin de justificar la elaboracion de las diferentes tareas, propuestas

para algunos estudiantes de la LM como definiciones y teoremas.
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Fundamento matematico

A continuacion, aludiré a algunas definiciones y teoremas que son relevantes para el
desarrollo de esta investigacion, ya que como se mencioné en el objetivo general, elaboré y
evaluaré una serie de tareas, por lo que un analisis desde un enfoque matematico de las
transformaciones geométricas es esencial para el desarrollo de estas actividades. Esto permite

1

identificar algunos’ de los conceptos fundamentales, propiedades y procedimientos

matematicos involucrados que deberian saber los FEM.

Definiciones

Es importante mencionar que los autores mencionados a continuacién son elegidos como
referencia principal, debido a que desde mi percepcion presentan definiciones rigurosas,

completas y formalmente estructuradas.

Transformaciones geométricas:

Segiin Chuaqui y Riera “una transformacion del plano es una biyeccion del plano en si
mismo. Si f es una tal transformacion, entonces para cada punto P hay una unica imagen P’,

f(P) = P';yreciprocamente para cada punto P’ hay una unica preimagen P” (2011, p.20).

Traslacion:
“Dado un vector d, llamamos traslacion de vector @ a la transformacion T, tal que T, (P) =

P’ siy solo si PP’ = a” (Jaime y Gutiérrez, 1996, p.23).

Rotacion:

“Una rotacion con centro en O y dngulo a es una transformacion que representa cada punto

P del plano en un punto P’:

a. Si P es el punto central, entonces P = P’

b. SiP # 0, entonces P’'O = PO y m£POP' = a

P’ es la imagen rotada de P”’(Clemens y Cooney, 1989, p.488).

! Se menciona que son algunos conceptos, propiedades y procedimientos, ya que las trasformaciones son un
objeto de estudio amplio que se puede abordar desde diferentes opticas, por ejemplo, con matrices, ecuaciones,
etc.
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Reflexion:
“En un plano, una reflexion sobre la recta [ es una transformacion que representa cada punto
P del plano en el punto P’ como sigue:

a. SiPe ,P=PF

b. SiP €& [, entonces [ es la mediatriz de PP’
P’ es la imagen reflejada de P” (Clemens y Cooney, 1989, p.476).

Homotecia:
“Sea k > 0y seaunpunto A del plano. Se denomina homotecia de razén k y centro A, y se
denota H,  a la aplicacion biyectiva dada por Hyy: R* > R?, Hy , (X) = X', tal que AX' =

k AX” (Estruch et al., 2018, p.76)

Vector:

“El conjunto de todos los segmentos de recta dirigidos equivalentes a un segmento de recta

dirigido dado se llama vector.” (Grossman y Flores, 2012, p.233).

Segmento de recta dirigido
Sean P y Q dos puntos en el plano. Entonces el segmento de recta dirigido de P a 0, denotado

por PQ,esel segmento de recta que va de P a Q. Las dos propiedades mas importantes de un

segmento de recta dirigido son su magnitud y su direccion. (Grossman y Flores, 2012, p.232).

Magnitud de un vector:

“Siendo v = (a, b), entonces |v| = Va? + b?” (Grossman y Flores, 2012, p.233).

Direccion de un vector:

Sea el vector w la direccion es dada por la recta que pasa por Py Q

Teoremas

A continuacién, menciono y demuestro algunos teoremas, que son el sustento para las tareas
que disenié e implementé con algunos estudiantes de la LM. Ademads, considero importante
conocer las matematicas que soportan las transformaciones geométricas, con el fin de tener

un conocimiento mas profundo sobre el tema a investigar. Tomé de referencia a Chuaqui y
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Riera (2011). Dichas demostraciones son producciones propias, mediante el uso de un

sistema teorico (ver anexo A) y las definiciones mencionadas con anterioridad.

Teorema Reflexion-Rotacion

Sea | y m dos rectas que se intersecan en el punto O y la figura geométrica punto P. P’ es la
imagen correspondida por reflexion de P sobre larecta [ y P” es la imagen correspondida por
reflexion de P’ sobre la recta m, entonces P” es la imagen correspondida por rotacion de P 'y

m£POP" es dos veces el angulo formado por [ y m.

Demostracion

Esta demostracion tiene los siguientes casos:
Caso1: P& L,P&m,P & ints QOQ’
Caso2: P& L,P &€ m,P € intsz QOQ’
Caso3: P el

Caso4: P Em

Demostracion Caso 1

Figura 5 Representacion grdfica caso 1 Teorema 1

Nota. Elaboracion propia
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No.

10.

11.

12.

13.

Afirmacion
Sea [ y m dos rectas que se intersecan en el punto O
P’ es la imagen correspondida por reflexion de P sobre la
recta [
P” es la imagen correspondida por reflexion de P’ sobre
la recta m
| es mediatriz de PP’
m es mediatriz de P'P”

Sea Q la interseccion de PP’ yl

P'Q = PQ
PP’ 100

Sea Q' la interseccion de P’P” y m

PIQI — PIIQI

PP 10Q

m<PQO = 90°
m<P'Q0 = 90°

mzP'Q'0 = 90°
m<P"Q'0 = 90°

2PQO0 = £P'Q0
2P'Q'0 = P"Q'0
00 = 0Q
0Q' = 0Q’
APQO = AP'QO
AP'Q'0 = AP"Q'0
Q € int2POP'
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Garantia

Dado

Dado

Dado

D. Reflexion (2)
D. Reflexion (3)

T. Mediatriz (4.1)

T. Mediatriz (5.1)

D. Rectas
perpendiculares
D. Angulo recto (6)
D. Rectas
perpendiculares
D. Angulo recto (7)
D. Angulos

congruentes (8.9)

Prop. Reflexiva

P.LAL (7.10.11)

Hipotesis grafica



14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

P’ € int2POP’
Q' € int£POP'

m2QOP’ = mzP0OQ
m<P'0Q" = msQ'OP"

OP = OP'
OP' = OP"

m<£POP' = mzPOQ +m2QOP’ + msP'0Q’
+mzQ'oP"

P' € int£Q0Q’
Sea £Q0Q’

msQ0Q' = a,a € RY,0 < a < 180

mz2Q0Q' = mzQOP' + meP'0Q’

a = mszQOP' + msP'0Q

a = msP0OQ + msQ'OP"

msPOP" = a+ «
msPOP" = 2«a

OP = 0oP"
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D. Triangulos
congruentes
D. Angulos
Congruentes (12)
D. Triangulos
congruentes
D. Angulos
congruentes (12)
P. Adicion de
medida de angulos
(13)
Hipotesis grafica
D. Angulo (6)
P. Angulo-nimero
(18)

P. Adicion de
medida de angulos
(17)

Prop. Transitiva
(19.20)
Prop. Transitiva
(14.21)
Prop. Transitiva
(16.22)

Prop. Reales (23)

Prop. Transitiva

(15)



D. Rotacion

26. P” es la imagen correspondida por rotacion de P
(24.25)
Demostracion Caso 2
Figura 6 Representacion grdfica caso 2 Teorema 1
PII
Nota. Elaboracién propia
N° Afirmacion Garantia
1. Sea | y m dos rectas que se intersecan en el punto O Dado
P’ es la imagen correspondida por reflexion de P sobre la
Dado
recta [
P” es la imagen correspondida por reflexion de P’ sobre
3. Dado
la rectam
4. | es mediatriz de PP’ D. Reflexion (2)
5. m es mediatriz de P'P" D. Reflexion (3)
Sea Q la interseccion de PP’ yl
6. P'Q = PQ T. Mediatriz (4.1)

PP’ 10Q
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Sea Q' la interseccion de P'P"' y m
PIQI — PIIQI
T

msPQO = 90°

m<P'Q0 = 90°

m<P'Q'0 = 90°
m<P"Q'0 = 90°

2PQO0 = £P'Q0
2P'Q'0 = P"Q'0

0Q =00
0Q' = 0Q'
APQO = AP'QO
AP'Q'0 = AP"(Q'0
Sea £Q0Q’

msQ0Q' = a,a € RY,0 < a < 180

P € int£Q0Q’

m2Q0Q' = mzQOP + msP0OQ’

a =msQOP + msP0OQ’

Q € intzPOP"

m«s£POP" = ms4P0OQ' + m£QOP"
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T. Mediatriz (5.1)

D. Rectas

perpendiculares

D. Angulo recto (6)

D. Rectas

perpendiculares

D. Angulo recto (7)

D. Angulos
congruentes

(8.9.10)

Prop. Reflexiva

P.LAL (6.7.11.12)

D. Angulo (6)
P. Angulo-nimero
(13)
Hipotesis grafica
P. Adicion de
medida de angulos
(15)

P. Transitiva
(14.16)
Hipotesis grafica
P. Adicion de

medida de angulos

(18)



20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

£QOP" = P'0Q’

<P'0Q = QOP

OP = 0oP"

msPOP" = ms4P0OQ' + ms4P'0Q’
Q € int£P'0Q’
P € int£P'0Q’

m<P'0Q" = msP'0Q + msQOP + msPOQ’

msPOP" = mzP0Q’ + msP'0Q + mzQOP
+ msP0OQ’

msPOP" = mzP0Q’ + mzQOP + m£QOP
+ msP0OQ’

msPOP" =a+ «
msPOP" = 2a

P” es la imagen correspondida por rotacion de P
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D. Triangulos
congruentes
D. Angulos

congruentes (12)

D. Triangulos
congruentes
D. Angulos

congruentes (12)

D. Triangulos

congruentes

P. Transitiva

(19.21)
Hipotesis grafica

P. Adicion de
medida de angulos
(24)

P. Transitiva
(23.25)

P. Transitiva
(21.26)

P. Transitiva
(17.27)

P. Reales (28)
D. Rotaciéon

(22.29)



Demostracion Caso 3

Figura 7 Representacion grdfica caso 3 Teorema 1

Nota. Elaboracién propia

NO

Afirmacion Garantia
Sea | y m dos rectas que se intersecan en el punto O Dado
Pel Caso
P’ es la imagen correspondida por reflexioén de P sobre la
Dado
recta [
P” es la imagen correspondida por reflexion de P’ sobre la
Dado
rectam
P'=P D. Reflexion (2.3)
m es mediatriz de P'P" D. Reflexion (4)
Sea Q' la interseccion de P'P" ym
P'Q'=P"Q’ T. Mediatriz (4.1)
P'P" 10Q
D. Rectas
msP'Q'0 = 90° '
perpendiculares

msP"Q'0 = 90°
D. Angulo recto (7)

msP'0Q" = meQ'OP" P. Transitiva (8)
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10. 0Q =0Q’

11. AP'0Q" = AQ'OP"

12. OP' = 0P"

13. OP = 0oP"

14. msP'0Q" = msQ'OP”

15. msP0OQ’ = ms£Q’OP”

16. msPOQ' = a,a € RT,0 < a < 180
17. Q' € int£POP"

18. msPOP" = msP0OQ’ + msQ'0OP"
19. m«POP" = msP0OQ' + m4POQ’
20. msPOP" =a+ «a

21. msPOP" = 2a

22. P” es la imagen correspondida por rotacion de P

Demostracion Caso 4

Figura Representacion grafica caso 4 Teorema 1
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Prop. Reflexiva
P. LAL (7.9.10)
D. Triangulos
congruentes (11)
P. Transitiva (5.12)
D. Triangulos
congruentes
D. Angulos
congruentes (11)
P. Transitiva (5.15)
P. Angulo-nimero
(15)
Hipotesis grafica
P. Adicion medida
de angulos (17)

P. Transitiva (15.18)
P. Transitiva (16.19)
P. Reales (20)

D. Rotacién (13.21)



Nota. Elaboracién propia

N° Afirmacion
1. Sea | y m dos rectas que se intersecan en el punto O
P’ es la imagen correspondida por reflexion de P sobre la
> recta [
P” es la imagen correspondida por reflexion de P’ sobre la
recta m
4. [ es mediatriz de PP’
5. m es mediatriz de P'P”
Sea Q la interseccion de PP’ y 1
6. P'Q = PQ
PP' 1 0Q
Sea Q' la interseccion de P'P” y m
7. P'Q'=P"Q’
P'P" 10Q
m4PQO = 90°
5 msP'Q0 = 90°
msP'Q'0 = 90°
> msP"Q'0 = 90°
2PQO0 = 2P'Q0
o LP'Q'0 = P"Q'0
11. 00 =00
0Q' = 0Q'
APQO = AP'Q0
> AP'Q'0 = AP"'Q'0
3 msQ'OP" = mz«P'0Q’

m<P'0Q = mzQOP
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Garantia

Dado

Dado

Dado

D. Reflexion (2)
D. Reflexion (3)

T. Mediatriz (1.4)

T. Mediatriz (1.5)

D. Rectas

perpendiculares

D. Angulo recto (7)

D. Rectas

perpendiculares

D. Angulo recto (7)

D. Angulos

congruentes (8.9)

Prop. Reflexiva

P. LAL (6.7.10.11)

D. Triangulos

Congruentes



D. Angulos

Congruentes (12)
14. Sea 2£Q0Q’ Def. angulo (6)

P. Angulo-ntimero
15. msQ0Q’' = a,a € RY,0 < a < 180

(14)

16. 2Q0Q' = Q0P Pem
17. Q € int£P'0Q’ Hipdtesis grafica

P. Adicién medida
18. m«P'0Q" = ms4P'0Q + m£QOP

de angulos (17)

19. msP'0Q" = m£QOP + m£QOP P. Transitiva (13.18)
20. msP'0Q' = a+«a P. Transitiva (15.19)
21. msP'0Q' = 2a P. Reales (20)
22. msPOP" = 2a P. Transitiva (10.13)
23. P” es la imagen correspondida por rotacion de P D. Rotacién (22)

Teorema Reflexion-Traslacion
Sea | y m dos rectas paralelas y la figura geométrica punto P. P’ es la imagen correspondida
por reflexion de P sobre la recta [ y P” es la imagen correspondida por reflexion de P’ sobre

la recta m, entonces P” es la imagen correspondida por traslacionde Py P'P" = 2(d(l,m))

Demostracion

Esta demostracion tiene los siguientes casos:
Casol: P €l
Caso2: PEM

Caso 3: P € m, P & [. (este caso presenta tres casos mas, y se evidenciaran en el transcurso
de la demostracion. La representacion grafica de estos se muestra al finalizar la

demostracion)
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Demostracion Caso 1

Figura 8 Representacion grdfica caso 1 Teorema 2

m
L
p
Nota. Elaboracién propia
N° Afirmacion Garantia
1. Seal || m Dado
2. Pel Caso
3 P’ es la imagen correspondida por reflexion de P sobre la Dado
recta [
. P” es la imagen correspondida por reflexion de P’ sobre la Dado
rectam
5. P'=P D. Reflexion (2.3)
6. m es mediatriz de P'P" D. Reflexion (4)
Sea Q' la interseccién de P'P"” ym
7. P'Q'=P"Q’ T. Mediatriz (4)
P'P" 1 P'Q’
D. Distancia entre
8. d(l,m) = PQ’ dos rectas paralelas
(7)
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10.

11.

12.
13.
14.
15.
16.

17.

18.
19.

Q' es punto medio de P'P"

PI_QI_PII
PII_QI_PI

P’,Q’, P" son colineales
P'Q'+Q'P" = P'P"
P'Q'+Q'P' = P'P"

PQ' +PQ' = P'P"
2PQ’ = P'P"
2(d(l,m)) = P'P"

P,Q’, P" son colineales

P y P’ pertenecen a la misma recta

3pp"

P” es la imagen correspondida por traslacion de P
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D. Mediatriz
D. Equidistancia
(6.7)

D. punto medio

(1.9)

D. Interestancia
(10)

P. Transitiva (7.11)
P. Transitiva (5.12)
P. Reales (13)

P. Transitiva (8.14)
P. Transitiva (5.11)
D. Colinealidad
(16)

D. Vector (15.17)
D. Traslacion (18)



Demostracion Caso 2

Figura 9Representacion grdfica caso 2 Teorema 2

Nota. Elaboracién propia

NO

Afirmacion

Seal || m

Pem
P’ es la imagen correspondida por reflexioén de P sobre la

recta [
P” es la imagen correspondida por reflexion de P’ sobre la

rectam

| es mediatriz de PP’
m es mediatriz de P'P”

Sea Q la intersecciéon de PP’ yl

P'Q = PQ
PP’ 100

Sea Q' la interseccién de P'P"" y m

PIQI — PIIQI
P'P" 10Q
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Garantia

Dado

Dado

Dado

D. Reflexion (2)
D. Reflexion (3)

T. Mediatriz (4)

T. Mediatriz (5)



10.

1.
12.
13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.
21.
22.
23.

24.

25.
26.

d(l,m) =QQ’

Q es punto medio de PP’

Q' es punto medio de P'P"

P=Q
P—Q—P
P'—Q —P"
P'—p—p"

P,P’,P" son colineales
P’ es punto medio de P'P"

PP’ = PP”

PQ + QP’ = PP’

PQ + QP = PP”
QP' + QP' = PP"
2QP’ = PP
20Q’ = PP
2(d(l,m)) = P'P"

P y P’ pertenecen a la misma recta

3PpP"

P” es la imagen correspondida por traslacion de P
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D. Distancia entre
dos rectas paralelas
(7
D. Mediatriz
D. Equidistancia
(4.5.6.7)

D. Reflexion (1.3)
D. Punto medio
(1.9.10)

P. Transitiva (11.13)
D. Interestancia
(14)

P. Transitiva (10.11)
D. Punto medio
(16)

D. Interestancia
(12)

P. Transitiva (17.18)
P. Transitiva (6.19)
P. Reales (20)

P. Transitiva (11.21)
P. Transitiva (8.22)
D. Colinealidad
(15)

D. Vector (23.24)
D. Traslacion (25)



Demostracion Caso 3:

NO

10.

1.

12.
13.
14.
15.
16.

Afirmacion

Seal || m

P’ es la imagen correspondida por reflexion de P sobre la

recta [

P” es la imagen correspondida por reflexion de P’ sobre la

recta m
| es mediatriz de PP’
m es mediatriz de P'P"’

Sea Q la interseccion de PP’ y 1

P'Q = PQ
PP’ 100
Sea Q' la interseccion de P'P” y m
P'Q' =P"(Q’
P'P" 10Q
d(l,m) =QQ’

Q es punto medio de PP’
Q' es punto medio de P'P"

CasoA:P—Q—P AP —Q —P”

CasoB:PP—Q—PA P —-Q —P”

CasoC:P—Q—P ANP'—Q' —P
P—Q—-P AP —-Q —-P"

Q-P-¢
P-Q-P—-Q-P"
QPI +PIQI — QQI

P y P’ son colineales
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Garantia

Dado

Dado

Dado

D. Reflexion (2)
D. Reflexion (3)

T. Mediatriz (4)

T. Mediatriz (5)

D. Distancia entre
dos rectas paralelas
(7
D. Mediatriz
D. Equidistancia
(4.5.6.7)

D. Punto medio
(1.9.10)
Casos

Caso A (11)
P. Transitiva (12)

D. Interestancia

(13.14)



17.

18.
19.
20.

21.

22.
23.
24.
25.
26.

27.

28.

29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.

37.

38.

39.
40.

PQ + QP' +P'Q' + Q'P" = PP"
QP'+QP'+P'Q' +Q'P' = PP"

QQ' +QQ' = PP"
2QQ' = PP"
2(d(,m)) = P'P"

P y P’ pertenecen a la misma recta

3PP
P” es la imagen correspondida por traslacion de P
P—Q—-PAP—-Q—-P"
Q-P-C
P—-Q—-P—-C(Q
P y P” son colineales
P—Q —P"
Py P’ son colineales
QP +PQ" = QQ
P'Q+ QP +PQ =PQ

PQ’ + Q'P” = PP"

PQ’ + Q'P’' = PP"
PQ’'+ P'Q+ QP + PQ’ = PP"
PQ’ + PQ + QP + PQ’ = PP"

QQ' +QQ' = PP"

2QQ' = pP"
2(d(l,m)) =P'P"

P y P’ pertenecen a la misma recta
3pPp"

P” es la imagen correspondida por traslacion de P

P_Q_P’/\ PJJ_QJ_P’
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P. Transitiva

(6.7.16)
P. Transitiva (15.17)
P. Reales (19)

P. Transitiva (8.20)
D. Colinealidad
(17)

D. Vector (21.22)
D. Traslacion (23)
Caso B (11)

P. Transitiva (25)

D. Interestancia

(26.27.28)

P. Transitiva (7.29)

P. Transitiva (30.32)

P. Transitiva (6.33)

P. Transitiva (29.34)
P. Reales (35)

P. Transitiva (8.36)
D. Colinealidad
(28)

D. Vector (37.38)
D. Traslacion (39)
Caso C (11)



41.
42.
43.
44.

45.

46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.

53.

54.
55.

Q-P-Q
P—Q-P"
PP—Q —-P"—Q
QQ' = QP" +P"¢
Py P”’ son colineales
PP" = PQ + QP"
P'Q=QP"+P"Q'+Q'P
PP" =P'Q + QP"

PP" =QP" 4+ P"Q"+Q'P' + QP"
PP" =QP" +P"Q"+ Q'P" + QP"
PP" = QQ'+QQ'

PP" =2QQ’
2(d(l,m)) =P'P"

P y P’ pertenecen a la misma recta

3pp”

P” es la imagen correspondida por traslacion de P

P. Transitiva (40)

D. Interestancia

(41.42.43)

P. Transitiva (6.45)

P. Transitiva (46.47)

P. Transitiva (7.48)

P. Transitiva (44.49)
P. Reales (50)

P. Transitiva (8.51)
D. Colinealidad
(45)

D. Vector (52.53)
D. Traslacion (54)

A continuacidn, se muestran las representaciones graficas de los casos A, By C

- 66 -



Figura 10 Representacion grdfica caso A Figura 11 Representacion grdfica Figura 12  Representacion grdfica
caso B caso C

Teorema Homotecia 1
Sea el punto O y la figura geométrica punto P. P’ es la imagen homotética con razon k; y
centro O de P,P” es la imagen homotética con razén k,y centro O de P’. Si k1k, =1,

entonces P” es la imagen de P por traslacion.

N° Afirmacion Garantia
1. P’ eslaimagen homotética con razon k, y centro O de P Dado
2. P” es la imagen homotética con razén k,y centro O de P’ Dado
3. kik,=1 Dado
4, 0P = klfﬁD’ D. Homotecia (1)
5. OTN’) = kZO_P’) D. Homotecia (2)
6. OP" = k,k,0P P. Sustitucion (4,5)
7. 0oP" = 0P P. Sustitucion (3,6)
. p_p D. Conjuntos

iguales (7)

9. PP’ es un vector nulo D. Vector nulo (7,8)
10. P” es la imagen de P por traslacion D. Traslacioén (9)

Teorema Homotecia 2

Sea el punto O y la figura geométrica punto P. P’ es la imagen homotética con razon k; y
centro O de P,P” es la imagen homotética con razéon k,y centro O de P’. Si kik, # 1,

entonces P” es la imagen homotética de P.
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NO

Sl ol I

Afirmacion
P’ es la imagen homotética con razén k; y centro O de P

P” es la imagen homotética con razon k,y centro O de P’

ek, # 1
O—ID; = klbﬁ
0P" = k,0P'

0P" = k,k, 0P
kik, = k3
ks # 1
OP" = k;0P’

P” es la imagen homotética de P.
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Garantia
Dado
Dado
Dado

D. Homotecia (1)
D. Homotecia (2)

P. Sustitucion (4.5)

P. Reales

P. Sustitucion (6.7)

D. Homotecia (8)



Desarrollo

Elaboracion de tareas

Para esta investigacion elaboré e implementé una serie de tareas sobre las transformaciones
geométricas. Estas fueron desarrolladas por 10 estudiantes de la LM de la UPN, de los cuales
cinco cursaban por primera vez el espacio de Elementos de Geometria y habian culminado
su educacion escolar en los ultimos dos afios. Segtin los documentos curriculares nacionales
e internacionales, si se ensefian las transformaciones geométricas en el colegio, por lo que
dichos estudiantes tuvieron mayor probabilidad de recordar lo estudiado en su etapa escolar.
Los otros cinco estudiantes fueron aquellos que ya cursaron todos los espacios académicos
obligatorios de la Linea de Geometria. Es importante sefialar que la participacion de los
estudiantes fue voluntaria, ya que ellos decidieron involucrarse de manera auténoma en el

desarrollo de las tareas.

Para la elaboracion de las tareas tuve en cuenta lo leido en los documentos curriculares
nacionales e internacionales y los documentos mencionados en los antecedentes. En ellos se
menciona que a medida que se va estudiando las transformaciones geométricas deben
desarrollarse nuevas competencias, por lo que propuse las siguientes tareas, su objetivo

principal y su justificacion.

Tarea 1: Los estudiantes interpretan qué es una transformacion geométrica y cudles

transformaciones existen.

En esta tarea se debe tener en cuenta ideas que tienen los estudiantes sobre las

transformaciones geométricas, antes de profundizar sobre este contenido.
Tarea 2: Los estudiantes identifican las trasformaciones geométricas visualmente.

Los teselados son una herramienta pertinente para desarrollar habilidades de visualizacion
mediante el estudio de las transformaciones geométricas. Por esta razon al disefiar esta tarea,
es fundamental indagar si el estudiante logra identificar cada transformacion por su nombre.
No obstante, mas alla del reconocimiento nominal es igualmente importante cuestionar como

percibe o describe dicha transformacion visualmente, ya que puede suceder que un estudiante
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comprenda el efecto de una rotacion, por ejemplo, pero no sepa que se trata de una

transformacion geométrica.

Tarea 3: Los estudiantes definen y reconocen algunas propiedades de las transformaciones

geométricas.

Teniendo en cuenta este objetivo, en la tarea 3 se pregunta explicitamente sobre qué es cada

transformacion y su representacion con cada invariante.

Tarea 4: Los estudiantes reconocen algunos teoremas sobre composicion de

transformaciones.

La eleccion de los teoremas propuestos para la elaboracion, implementacion y evaluacion de
las tareas se fundamentan en que dichos teoremas establecen relaciones entre diferentes
transformaciones geométricas. Este aspecto no solo es coherente con la idea fundamental de
que las matematicas deben construirse a partir de conexiones entre conceptos, sino también
permite ampliar y/o profundizar el conocimiento que los estudiantes desarrollan sobre las

transformaciones geométricas, al comprender como interactiian entre si.

Si bien, los enunciados de los teoremas seleccionados no son los mismos que estan en el
marco conceptual, considero que facilitan su comprension, principalmente a los estudiantes
de primer semestre. Ademads, estos teoremas pueden ser explorados mediante el uso de
geometria dinamica, lo cual permite una representacion visual que podria contribuir
significativamente a la comprension del trasfondo matematico por parte del estudiante.
Igualmente, las preguntas asociadas a la tarea 4 estan formuladas con el proposito de

incentivar en los estudiantes un proceso de conjeturacion y argumentacion.

Ademas, en la
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Tabla 8 menciono cémo cada tarea se relaciona con algunos de los conocimientos que
deberian tener los FEM sobre las transformaciones geométricas segin los documentos

curriculares.
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Tabla 8 Relacion entre las tareas y los conocimientos que deberia tener un FEM
Tarea Conocimiento Explicacion
Se pregunta sobre que ;Qué son las

Conocimientos conceptuales transformaciones geométricas?, y, ;cuales

son las transformaciones geométricas que

conoce
Tarea 1 ‘ _
o Los estudiantes “expresan ideas hablando,
Conocimiento acerca de los . o
escribiendo, demostrando y describiendo
procesos generales . S .
o visualmente” (Ministerio de Educacion
(comunicacion) _
Nacional, 1998, p.74)
Conocimientos acerca de Los estudiantes identifican
competencias y habilidades que visualmente las transformaciones
se desarrollan en el aula geométricas en un teselado y deben
(visualizacion y argumentacion) justificar como hallaron cada una.
Razonamiento: Ya que el estudiante
“Justifica las estrategias y los
procedimientos puestos en accion en el
Tarea 2 : o
o tratamiento de problemas” (Ministerio de
Conocimiento acerca de los ] ]
Educacion Nacional, 1998, p.54)
procesos generales o .
. o Comunicacion: Los estudiantes “expresan
(razonamiento y comunicacion) = o
ideas hablando, escribiendo, demostrando
y describiendo visualmente de diferentes
formas” (Ministerio de Educacion
Nacional, 1998, p.74)
Conocimientos conceptuales. Debido a que los estudiantes expresan qué
es cada transformacion geométrica.
o Modelacion: Los estudiantes a partir de la
Tarea 3 Conocimiento acerca de los

realizacion de representaciones de las

procesos generales (modelacion ' '
transformaciones geométrica “descubren

y comunicacion) ‘ '
relaciones y descubren regularidades”

=72 -



(Ministerio de Educacion Nacional, 1998,
p.77)
Comunicacién: Los estudiantes “expresan
ideas hablando, escribiendo, demostrando
y describiendo visualmente de diferentes
formas” (Ministerio de Educacion
Nacional, 1998, p.74)
Conocimientos acerca de
Los estudiantes realizan una conjetura

competencias y habilidades que

sobre lo que hallan y argumentar dicha
se desarrollan en el aula

‘ ‘ ‘ conjetura.
(Conjeturacion y argumentacion)
Razonamiento: Ya que el estudiante
“Justifica las estrategias y los
procedimientos puestos en accion en el
Tarea 4 o tratamiento de problemas” (Ministerio de
Conocimiento acerca de los ] ]
Educacion Nacional, 1998, p.54)
procesos generales o .
o ' Comunicacion: Los estudiantes “expresan
(Comunicacion y razonamiento) o
ideas hablando, escribiendo, demostrando
y describiendo visualmente de diferentes
formas” (Ministerio de Educacion
Nacional, 1998, p.74)
Conocimientos sobre recursos. Manejo de geometria dindmica

Nota. Elaboracién propia
A continuacién, se muestra las tareas planeadas.

Tarea 1

Responde: ;Qué son las transformaciones geométricas?, y, /cudles son las transformaciones

geométricas que conoces?

Tarea 2

Observa el siguiente teselado y responde:
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e /Identificas una traslacion? ;Como la identificaste? Si es asi, sefiala con rojo las
figuras que se corresponden por traslacion.

e ,Identificas una rotacién? ;Como la identificaste? Si es asi, sefiala con amarillo las
figuras que se corresponden por rotacion.

e lIdentificas una reflexion? ;Coémo la identificaste? Si es asi, sefiala con azul las
figuras que se corresponden por reflexion.

e lIdentificas una homotecia? ;Como la identificaste? Si es asi, sefiala con verde las

figuras que se corresponden por homotecia.

Tarea 3

Traslacion

1. Explica ;Qué es una traslacion?

2. Dada la siguiente figura. Dibuja su imagen trasladada con el segmento dirigido XY
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Rotacion
1. Explica ;{Qué es una rotacion?
2. Dibuja un AABC y un punto O en una hoja de papel. Con un transportador y un
compas, dibuja la imagen de AABC en una rotacion de 50° en la direccion de las

manecillas del reloj.

Reflexion
1. Explica ;Qué es una reflexion?

2. Dibuja la imagen reflejada de la siguiente figura dada, sobre la recta [

3. Encuentra el eje de simetria de la siguiente reflexion
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Homotecia
1. Explica ;{Qué es una homotecia?
2. Dibuja un cuadrilatero ABCD y un punto O que no pertenezca al cuadrilatero ni a su
interior. Con una regla, dibuja la imagen del cuadrilatero ABCD, cuya razon es de

3cm.

Tarea 4

Reflexion-Traslacion

GeoGebra

1. Abre GeoGebra.

2. Con la opcion “poligono” construye un cuadrilatero. Dicho cuadrilatero lo nombraras
z.

3. Traza dos rectas, r y s paralelas con la opcion “paralela.”

4. Con la opcion “simetria axial” obtén la imagen del cuadrilatero que se corresponda
por reflexidon, cuyo eje de simetria es la recta r. Para esto selecciona primero el
poligono z y después la recta r. (El cuadrilatero resultante lo nombras w).

5. Con la opcidn “simetria axial” obtén la imagen del cuadrildtero w que se corresponda
por reflexion, cuyo eje de simetria es la recta s. Para esto selecciona primero el
poligono w y después la recta s. (Este poligono lo nombras b).

6. (Qué relacion tienen los poligonos z y b?

7. Realiza una conjetura sobre lo que hallaste. ;Por qué crees que pasa esto?
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Reflexion- Rotacion

GeoGebra
1. Abre GeoGebra.
2. Con la opcion “poligono” construye un cuadrilatero. (Lldmalo Zz).
3. Traza dos rectas, r y s tal que estas se corten en un punto.
4. Con la opcion “simetria axial” obtén la imagen del cuadrilatero que se corresponden

por reflexion, cuyo eje de simetria es la recta r. Para esto selecciona primero el

poligono z y después la recta r. (el cuadrilatero resultante lo nombras w).

5. Con la opcion “simetria axial” obtén la imagen del cuadrilitero w que se
corresponden por reflexion, cuyo eje de simetria es la recta s. Para esto selecciona
primero el poligono w y después la recta s. (este poligono lo nombras b).

6. (Qué relacion tienen los poligonos z y b?

7. Realiza una conjetura sobre lo que hallaste ;Por qué crees que pasa esto?

Homotecia
GeoGebra

1. Abre GeoGebra.

2. Selecciona dos puntos que tengan coordenadas diferentes (4 y B).

3. Con la opcion “poligono” traza un tridngulo.

4. Con la opcion “Homotecia” obtén la imagen del triangulo que se corresponden por
homotecia cuyo centro es Ay k; = 2 el tridngulo resultante lo nombraremos w.

5. Con la opcion “Homotecia” obtén la imagen del tridngulo w que se corresponden por
homotecia cuyo centro es B y k, lo escogerés a tu gusto.

6. (Qué pasa si el producto de ambas razones (k;k,) es igual a 1?

7. ¢Qué pasa si el producto de las ambas razones (k4k,) es diferente de 1?

8. Realiza una conjetura sobre tus hallazgos.

9. (Por qué crees que pasa esto?
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Para el andlisis de las respuestas dadas por los estudiantes a las tareas propuestas se propone

una rubrica en la cual se establecen unos criterios de evaluacion cualitativos, teniendo en

cuenta el fundamento matematico establecido en el marco conceptual. Estos criterios se

establecen tomando como punto de partida el objetivo de cada tarea. A continuacion, se

evidencia dicha rubrica.

Tabla 9 Rubrica de evaluacion

Criterio

1. Comprension
conceptual de
las
transformacion

es geométricas.

2. Reconocimient
o del tipo de
transformacion

es geométricas.

Criterio

1. Identificacion
de la
transformacion
geométrica

mencionada

2. Coherenciay

sentido de la

Nivel 0
Confunde el
concepto, da
una
explicacion
incorrecta 0 no
responde esta

parte.

No reconoce
ningun tipo de
transformacion

geométrica.

Nivel 0
No identifica
alguna
trasformacion
geométrica
mencionada en
el teselado.
No hace una

explicacion, o

TAREA 1

Nivel 1

Propone una
definicion
incompleta o poco

clara (redundante).

Reconoce solo
algunos tipos de

transformaciones

geométricas el plano.

TAREA 2

Nivel 1

Identifica al menos
una transformacién
geométrica
correctamente sin

confundirla con otra.

La explicacion tiene

contradicciones 0 no
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Nivel 2

Propone una definicion
completa sobre
transformaciones
geométricas (movimiento

o correspondencia).

Reconoce la traslacion, la
rotacion, la reflexion y la
homotecia como tipos de
transformaciones

geomeétricas en el plano.

Nivel 2

Identifica una traslacion,
una rotacion, una
reflexion y una

homotecia en el teselado.

Las explicaciones tienen

coherencia y sentido.



explicacion de
como identifica
las
transformacion
es geométricas

(visualizacion)

Criterio

Reconocimient
o de los
invariantes en
la
representacion
de las
transformacion

€S

Comprension

conceptual

Criterio

Manejo de
GeoGebra

la explicacion
carece de

coherencia, es

esta bien conectada
con lo que se

observa en el

contradictoria  teselado.
0 no tiene
sentido.
TAREA 3

Nivel 0 Nivel 1
En la
representacion ~ En la representacion
no tiene en tiene en cuenta
cuenta los algunos invariantes o

invariantes de
la cada
transformacion
geométrica en
el plano para la

representacion.

No reconoce
qué es cada
transformacion
geométrica en

el plano ni sus

caracteristicas de
cada transformacion
geomeétrica en el
plano para la

representacion.

Reconoce qué es
cada transformacion
geométrica en el
plano como
movimiento o

correspondencia,

invariantes. pero confunde sus
invariantes.
TAREA 4
Nivel 0 Nivel 1
Se le dificulta  Desconoce algunas
el uso de herramientas de
GeoGebra para GeoGebra

-79 -

Cada transformacion es
reconocida con base en

evidencias visuales.

Nivel 2

En la representacion que
realiza tiene en cuenta
los invariantes de cada
transformacion
geométrica en el plano

para la representacion.

Reconoce cada
transformacion
geométrica en el plano
como movimiento o
correspondencia de

puntos y sus invariantes.

Nivel 2
Utiliza adecuadamente
las herramientas de

GeoGebra para resolver



2. Relacion
Conjeturacion

y explicacion

resolver las
tareas sobre las
transformacion
es geométricas.
No realiza una
conjetura o si
la realiza no se
evidencia cual
es la relacion
entre las
transformacion
es implicadas.
Ademas, su
explicacion no
tiene sentido ni

coherencia.

para resolver las
tareas sobre las
transformaciones

geométricas.

Realiza una
conjetura ambigua,
incompleta, pero se
evidencia cual es la
relacion entre las
transformaciones
implicadas. Usa
pocas veces el
lenguaje matematico
y presenta una

explicacion confusa.

las tareas sobre las
transformaciones

geométricas.

Realiza una conjetura
clara y coherente en la
que se evidencia cual es
la relacion entre las
transformaciones
implicadas. Usa lenguaje
matematico apropiado y
presenta una explicacion
clara y coherente de sus

resultados.

Nota. Elaboracion propia

Es importante mencionar que, para la elaboracion de esta rubrica, se tienen en cuenta tanto
caracteristicas matematicas como didacticas de las transformaciones geométricas. Segin lo
expuesto en el fundamento matematico, las transformaciones geométricas son
correspondencias entre puntos; por lo tanto, desde una perspectiva estrictamente matematica,
no pueden definirse como movimientos. Sin embargo, desde un punto de vista didactico si es
posible concebirlas como tales. Incluso, en el analisis de los documentos curriculares se
encontro sugerencias de iniciar la ensefianza de las transformaciones geométricas a partir de

movimientos.

Por tanto, en el nivel 2 del criterio 1 de la tarea 1, y el criterio 2 de la tarea 3, se consideran
las transformaciones geométricas tanto como movimientos como correspondencia. Esto se
justifica en que los estudiantes de primer semestre podrian reconocerlas principalmente como

movimientos debido a su formacion escolar previa, mientras que los estudiantes de ultimo
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semestre también podrian reconocerlas asi porque las han estudiado desde una perspectiva

didéctica en el curso de Ensefianza y aprendizaje de la geometria.

Elaboracion entrevista semiestructurada

Como he mencionado anteriormente, realicé una entrevista a seis profesores de la Linea de
la Geometria que habian tenido a su cargo uno o varios espacios académicos de dicha linea
y a algunos estudiantes de la LM de primer y ultimos semestres, con el fin de recolectar
informacion sobre algunas percepciones que tienen estos docentes y estudiantes respecto a
mi tema central. Para esto, planeé una entrevista semiestructurada, ya que en esta “se decide
de antemano qué tipo de informacion se requiere y con base en ello se establece un guion de
preguntas. Ademas, las cuestiones se elaboran de forma abierta” (Folgueiras, 2016, p.3). El
objetivo de dichas entrevistas fue obtener informacion complementaria para el desarrollo de
mi investigacion y poder contrastarla con el analisis obtenido en el marco conceptual, es decir
con los conocimientos que los FEM deberian tener sobre las transformaciones y las tareas
desarrolladas por algunos estudiantes de la LM. Ademas, estas preguntas fueron disefiadas
para ampliar y conocer informacion sobre el proceso de ensefianza y aprendizaje de las
transformaciones geométricas en la formacion de los FEM de la LM de la UPN. A

continuacion, se describe cada entrevista.

Entrevistas a docentes

Esta entrevista se realizo a docentes que han tenido a cargo espacios académicos de la Linea

de Geometria de la LM., las preguntas realizadas fueron las siguientes:
1. (Cuadles espacios académicos de la Linea de Geometria o relacionados con la
ensefnanza de la geometria has tenido a cargo?
a. (Cuantas veces ha desarrollado ese (0s) espacio(s)?
2. En esos espacios académicos que ha orientado, ;has ensefiado transformaciones
geométricas o contenidos asociados a ellas?

a. Si:
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il.

iii.

1v.

11.

1il.

Como parte de la monografia que estoy escribiendo, estudié los
syllabus de los cursos, y me percaté que en dichos documentos no
aparece de manera explicita como un contenido de estudio, las
transformaciones geométricas. ;Por qué consideras que las TG no son
un contenido explicito en los syllabus?

(Por qué consideras importante que un futuro profesor de matematicas
aprenda TG?

(Qué ha ensefiado en esos cursos sobre TG?

(Por qué crees que se ensefian TG en ese curso particular?

(Por qué las TG no han sido parte de la ensefianza en los cursos que

ha orientado?

(Considera importante que un FEM conozca sobre TG? ;Por qué?
1. Si: ;En cudles espacios académicos consideras que deberia

ensenarse?

He revisado los syllabus de los espacios académicos relacionados

con la geometria, y me percaté que las TG no aparecen como un

contenido explicito en los cursos. ;Consideras que, aunque no estan

de manera explicita, en el transcurso de la carrera si aprenden sobre

TG?

3. (Crees que la ensefianza de las TG es un objeto principal en el curriculo escolar?

Entrevistas estudiantes de primer semestre

Es de resaltar que algunas de las preguntadas realizadas a los compaieros de primer semestre,

dependieron de las respuestas de cada una en las tareas propuestas anteriormente. Sin
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embargo, se propusieron las siguientes preguntas con el fin de conocer qué conocimientos
tienen los estudiantes de primer semestre que recuerdan de su educacion escolar respecto a

las transformaciones geométricas.

1. (En qué colegio(s) estudiaste?
2. (Recuerdas haber estudiado las transformaciones geométricas en el transcurso de tu
educacion escolar? Si es asi ;En qué grado escolar?

3. Cuando desarrollaste las tareas propuestas ;conocias algo o todo fue nuevo para ti?

Entrevistas estudiantes de ultimos semestres

Esta entrevista se realizd a cinco estudiantes de ultimos semestres de la LM que cursaron
todos los espacios académicos obligatorios de la Linea de Geometria. Las siguientes
preguntas se plantearon con el objetivo de conocer experiencias y perspectivas de los
estudiantes de ultimos semestres sobre el proceso de ensefianza y aprendizaje de las

transformaciones geométricas que se lleva a cabo en la LM.
Las preguntas realizadas fueron las siguientes

1. (En el transcurso de la carrera aprendiste sobre las transformaciones geométricas, al
cursar algiin espacio académico de la Linea de Geometria? Si tu respuesta es si,
menciona el espacio académico y el o la docente a cargo de dicho espacio académico
cuando lo cursaste.

Si tu respuesta fue si en la anterior pregunta, responde:

- (Qué alcanzaron y no alcanzaron a estudiar en dicho curso sobre las
transformaciones geométricas?

- Suponga que en el trascurso de tu carrera profesional no aprendiste sobre las
transformaciones geométricas en el espacio académico que mencionaste, jcrees
que hubieras podido resolver la tarea propuesta?

2. (Consideras importante que un FEM tenga conocimientos de las transformaciones
geométricas? ;Por qué?

3. (Consideras importante que se ensefie las transformaciones geométricas en el

transcurso de la carrera? ;Por qué?
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(Consideras importante que se ensefie las transformaciones geométricas en el
transcurso de la educacion escolar? ;Por qué?

(Qué deberia saber un FEM sobre transformaciones geométricas en la educacion
escolar?

(Como aporto a tu formacion profesional los primeros cuatro espacios de la Linea de
Geometria?

[Eres capaz de aprender por si solo transformaciones geométricas?
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Analisis

En este capitulo presento los hallazgos e informacion encontrada al implementar las tareas y
las entrevistas a docentes de la Linea de Geometria y algunos de los estudiantes de la LM.
Dicha informacion la clasifiqué en: desarrollo de tareas, entrevista a docentes, entrevista a

estudiantes primer semestres y entrevista a estudiantes tltimos semestres.

Desarrollo de tareas

En esta seccion describo las repuestas a las tareas de algunos estudiantes, proponiendo luego
una conclusion sobre si se cumple el objetivo de cada tarea. Por consiguiente, se presentan
las respuestas de los estudiantes con su respectivo andlisis y conclusiones a partir de la ribrica

creada para la evaluacion de estas tareas.’

Tarea 1

Respuestas estudiantes primer semestre

De los 5 estudiantes de primer semestre que aportaron a esta actividad, ninguno respondio a
la pregunta ;Qué son las transformaciones geométricas? En la entrevista mencionaron que
no saben qué es esto. Por lo tanto, no identifican una definicién sobre transformaciones
geométricas, aunque implicitamente si conocen algunas transformaciones, pues esto se

evidencia en la tarea 2.

Respuestas estudiantes ultimos semestre

Los estudiantes entrevistados, al ser de ultimos semestres, ya cursaron todos los cursos
obligatorios de la Linea de Geometria. En la entrevista, los compafieros comparten que
durante el desarrollo de las clases de la Ensefianza y el Aprendizaje de la Geometria,

estudiaron las transformaciones geométricas desde un punto de vista matematico y didactico.

2 Las respuestas se mencionan anteponiendo E1, E2, E3, ... para relacionarlas con el estudiante que desarroll6
que la produjo, con el fin de guardar su confidencialidad.
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Todos los estudiantes de ultimos semestres respondieron a la pregunta de la tarea 1, ademas
de que reconocen y definen las transformaciones geométricas. Una de las definiciones dadas
fue: “Dada la figura geométrica, una transformacion geométrica es una relacion que tiene
como dominio, los puntos de la figura y el rango, los puntos imagenes obtenidos de la
relacion de la transformacion” (E6). Ademas, las transformaciones geométricas que conocen
son: Traslacion, rotacion, reflexion y homotecia. Aunque uno de los compaieros (ES)

menciona que no conoce la homotecia.

A continuacidn, se muestra los resultados de la rubrica aplicada para esta tarea.

Tabla 10 Aplicacion Rubrica Tarea 1

Estudiante Nivel criterio 1 = Nivel criterio 2
El 0 0
E2 0 0
E3 0 0
E4 0 0
E5 0 0
E6 2 2
E7 2 2
ES8 2 1
E9 2 2
E10 2 2

Nota. Elaboracion propia

Es importante mencionar que los estudiantes cuyas respuestas se clasificaron en el nivel 0 no
lograron identificar qué es una transformacion geométrica, ni reconocieron ninguno de sus
tipos. En contraste, aquellos que, segun el criterio 1, se ubicaron en el nivel 2, presentaron
definiciones con caracteristicas similares a la mencionada anteriormente, y todos lograron
identificar el concepto de transformacion geométrica. En cuanto al criterio 2, los estudiantes
que alcanzaron el nivel 2 reconocieron todos los tipos de transformaciones geométricas,
mientras que el estudiante E8 identificd tinicamente tres de ellas: traslacion, rotacion y

reflexion.
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Es interesante notar coémo algunos estudiantes no reconocen inicialmente los tipos de
transformacion que existen. Esto puede deberse al impacto inicial de las tareas o al lenguaje
utilizado, que en un primer momento puede resultar confuso o intimidante. Sin embargo, mas
adelante es comun notar que, a medida que avanzan en el desarrollo de las tareas, los mismos

estudiantes comienzan a aplicar correctamente esos conceptos, incluso sin darse cuenta.

Tarea 2

Algunas respuestas estudiantes primer semestre

Para el desarrollo de esta tarea 2, tres estudiantes de primer semestre respondieron esta tarea.
Mientras que los dos resultantes manifestaron no reconocer las trasformaciones mencionadas

en dicha tarea.

En la siguiente tabla se evidencia algunas respuestas de la tarea 2 de estudiantes de primer

semestre.

Tabla 11 Algunas respuestas Tarea 2 Estudiantes primer semestre

E Identificacion teselados .Como lo identifico?

El Traslacion: “La identifico ya
que es la misma figura, pero
en diferente lugar.”
Rotacion: “Es la misma
figura que cambia su

direccion teniendo un punto

fijo.”

Reflexion: “Es la figura que
se ve en simetria y como si

fuera un espejo.”
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E2 Traslacion: “Son la misma
figura en una posicion
diferente.”
Reflexion: Aunque no sefialo
algun par de figuras
correspondidas por
reflexiono, escribid “por un
eje central.”

E3 Traslacion: “cuando una
figura se traslada a otra
posicion.”
Rotacion: “Cuando una figura
va moviéndose de un lugar a

otro, en una misma direccion

continuamente.”

Reflexion: “cuando una
figura se proyecta o refleja en

otro lugar.”

A continuacion, se muestra los resultados de la rbrica aplicada para esta tarea.

Tabla 12 Aplicacion rubrica Tarea 2 Estudiantes primer semestre

Estudiante Nivel criterio 1 Nivel criterio 2
El 1 1
E2 1 1
E3 0 1
E4 0 0
ES 0 0

Nota. Elaboracion propia

La clasificacion de los niveles alcanzados por los estudiantes de primer semestre en esta tarea

dependio6, principalmente, del reconocimiento y la justificacion que tienen respecto a las
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transformaciones presentes en el teselado. En este sentido, los compafieros E4 y E5, ubicados
en el nivel 0, no identificaron ninguna transformacién geométrica en el teselado y, en
consecuencia, no presentaron una explicacion de lo que realizaron. Por su parte, el estudiante
E3, aunque también se encuentra en el nivel 0, difiere de los anteriores, ya que identificé la
rotacion, pero la confundio con otros tipos de transformaciones. En sus respuestas, todas las
figuras coloreadas corresponden a rotaciones; sin embargo, el estudiante las clasifica en los

otros tipos de transformaciones.

Por otro lado, los estudiantes que se ubicaron en el nivel 1 presentaron respuestas en las que,
como se evidencia en la Tabla 11, identifican correctamente al menos una transformacion
geométrica sin confundirla con otra. No obstante, las explicaciones tienen contradicciones o
no estan bien conectadas con lo que se observa en el teselado. Por ejemplo, el estudiante E2
identific6 correctamente la traslacion sin confundirla con otras transformaciones, pero su
explicacion resulta imprecisa, ya que menciona que “Son la misma figura en una posicion
diferente” (E2), una caracteristica demasiado general que podria aplicarse también a otros

tipos de transformaciones geométricas.

A partir de las evidencias recolectadas, es posible inferir que los estudiantes poseen una
comprension intuitiva de algunas transformaciones geométricas, las cuales asocian con
conceptos como direccion, posicion y reflejo. Estos conocimientos se derivan de experiencias
cotidianas y referencias del entorno, tales como la rotacion y la traslacion de la Tierra, o la
reflexion observada en un espejo. No obstante, se evidencia un desconocimiento en relacién
con la homotecia. Asi mismo, interpreto que los estudiantes reconocen algunas
transformaciones a partir de caracteristicas perceptibles, pero sin comprender plenamente sus
propiedades formales. En consecuencia, se concluye que los estudiantes logran identificar

visualmente algunas transformaciones geométricas, a partir de ideas intuitivas de estas.

Respuestas estudiantes ultimos semestre

A continuacidn, se muestra algunas respuestas de la tarea 2 de los estudiantes de Ultimos
semestres, aunque cabe resaltar que todos los compaieros de ultimos semestres resolvieron

esta tarea.
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Tabla 13 Algunas respuestas Tarea 2 Estudiantes ultimos semestres

E
E8

E9

E6

Identificacion teselados

. Como lo identifico?
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Traslacion: “Conservacion del tamafio
y su orientacion.”
Rotacion: “Conserva el tamafio, pero
cambia su sentido.”

Reflexion: “Se invierte el sentido.”

Traslacion: “Identifiqué su direccion y
sentido.”
Rotacion: “Identifiqué el centro de
rotacion.”
Reflexion: “Identifiqué el eje de

reflexion.”

Homotecia: “Se mantuvo sus

caracteristicas, pero cambio de

tamano.”

Traslacion: “Las figuras se
corresponden mediante vectores
congruentes, es decir con igual
magnitud, direccion y sentido (cambio
de lugar, pero no de tamafio ni
inclinacion).”

Rotacion: “Si consideramos el centro
del teselado como el centro de giro,
entonces los puntos del cuadrilatero se
mueven en un angulo aproximado de
55° (cambio de lugar, de direccion, pero

no de tamafio)”



E7

Nota. Elaboracién propia

Reflexion: “Ya que las distancias de

cada uno de los puntos correspondientes

ala NM es la misma. Asi mismo, se
identifica que cada trapecio simula la
imagen en forma de espejo de la otra.”
Homotecia: “La distancia de los puntos
de la figura A al punto P es la mitad a la
distancia de los puntos de la figura B al
punto P.”

Traslacion: “Mantiene la forma, no
gira y se puede decir que se movio de
un lugar a otro y no es una simetria
porque esta se puede formar por una
rotacion que no se hace”
Rotacion: “La figura roto respecto a un
punto, que en este caso seria la mitad
del teselado, el cual seria el centro”
Reflexion: “La imagen correspondiente
es como si estuviera invertida, ademas
de cumplir con la condicion de
mantener congruencias de distancias de
un punto a un eje. El eje se puede inferir
como el que estd en medio de las
figuras”

Homotecia: “Porque si se unen los
vértices correspondidos de los
hexdgonos con rectas, habra un punto
de interseccion. Ademas, una de las

figuras es mas grande que la otra.”

A continuacion, se muestra los resultados de la rabrica aplicada para esta tarea.



Tabla 14 Aplicacion Rubrica Tarea 2 Estudiantes ultimo semestre

Estudiante Nivel criterio 1 Nivel criterio 2
E6 2 1
E7 2 2
E8 1 1
E9 2 2
E10 2 2

Nota. Elaboracién propia

Es de resaltar que los companeros que realizaron las tareas, identifican las trasformaciones
de manera visual a partir de un dominio conceptual sélido en el cual tiene en cuenta
invariantes o caracteristicas principales de cada transformacion geométrica. Sin embargo,
algunos de ellos no sefialaron la homotecia, las razones por las que pudo suceder esto es:
porque no saben que es una homotecia, pues no lo trabajaron en el espacio de Ensefianza y
aprendizaje de la geometria; o saben que es una homotecia, pero no la observaron en el

teselado.

Tarea 3

Respuestas estudiantes primer semestre

A continuacion, se observan las respuestas de la tarea 3 de algunos estudiantes de primer

semestre.

Cabe resaltar que, en la seccion correspondiente a la traslacion, todos los estudiantes
respondieron. En el caso de la rotacion, solo cuatro estudiantes dieron respuesta, ya que el
restante manifestd no saber qué escribir porque no conocia el concepto de rotacion. En cuanto
a la reflexion, todos los estudiantes respondieron, mientras que en la homotecia unicamente
un estudiante menciono algo sobre lo que consideraba que era esta transformacion, pues los

demas sefialaron que nunca habian escuchado ese término.
Traslacion: Algunas definiciones que proponen los compaieros son:

“Cuando una figura cambia de lugar sin alterar su posicion.” E1
“Cuando un cuerpo se mueve de un lugar a otro.” E2

“Una figura aparenta tener cambio de posicion- lugar.” E3
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“Es el movimiento de una figura geométrica con el mismo tamafio.” E4
“Cuando cogemos un elemento y lo movemos de un lugar y seguira con las

mismas medidas.” ES
Algunas de representaciones del punto que consiste en dibujar una imagen trasladada

representada por un segmento dirigido, son las siguientes:
Representacion E1

Tabla 15 Respuestas estudiantes primer semestre Tarea 3
Representacion E2

Representacion E3

Rotacion: Algunas definiciones escritas por los estudiantes son:
“Cuando una figura va moviéndose de un lugar a otro, en una misma direccion

continuamente.” E3
“Cuando un objeto gira o rota sobre su propio eje”. E1, E2 y ES

A continuacidén, se evidencia algunas representaciones de rotacion elaboradas por los

comparneros.
Tabla 16 Representaciones Tarea 3 Rotacion Estudiantes primer semestre
E Representacion Explicacion
E1l ; e R N “El enunciado dice que nos
E5S ‘ ; movamos hacia las manecillas del
” reloj, es decir a la derecha”
prosigue a mover el trasportador

C ,
cuyo centro estabaen B a la

derecha hasta C “y me dice que
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50°” dibuja un segmento que forma
un angulo de 50° con la horizontal
que pasa por C “y completo el

triangulo con esta medida”

E3 o “Con el punto O formo un angulo
\\ = de 50°” este angulo también lo
< T SR tiene en cuenta con la horizontal

que pasa por O “y trato de hacer el
mismo triangulo en este punto”

Reflexion: Algunas definiciones propuestas por los compafieros para reflexion son:

- “Es el efecto espejo que se puede generar con una figura ya sea vertical,
horizontal, vertical o diagonal.” E1
- “Una figura se proyecta o se refleja en otro lugar.” E3
- “Cuando una figura tiene una figura igual con todos los angulos congruentes entre
si.” ES
Asi mismo, se ilustra en la siguiente tabla, algunos resultados de la imagen correspondida

por reflexion de un cuadrilatero y de encontrar el eje de simetria de dos figuras reflejadas.

Tabla 17 Respuestas Tarea 3 Reflexion Estudiantes primer semestre

Cuadrilatero imagen por reflexion Eje de simetria

b

e T T I A U T S TE T EHIIE TIg TS GAds, Sobre 14 Tecta l i
|

E2
E4
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ES

ES

Explicacion
“Quiero hacer la misma imagen pero reflejada o
invertida”

puntos”

“La recta debe pasar por la mitad de los
Homotecia: Ninguno defini6 la homotecia, sin embargo, una estudiante intuyd su
procedimiento, pues realizé lo siguiente.

llustracion 13 Respuesta llustracion homotecia

v . *O
2] ®

g

Nota. Elaborado por E3

Explicacion: “Cuando lei que la razén fuera de 3cm, supuse que debia agrandar el
cuadrilatero”

A continuacidn, se muestra los resultados de la rubrica aplicada para esta tarea.
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Tabla 18 Aplicacion Rubrica Tarea 3 Estudiantes primer semestre

. Traslacion Rotacion Reflexion Homotecia
prdne Criterio1  Criterio2  Criterio1  Criterio2 | Criterio1 | Criterio2  Criterio 1  Criterio 2
El 2 1 1 1 1 1 0 0
E2 0 1 0 1 1 0 0 0
E3 0 1 1 1 1 1 1 0
E4 2 1 0 0 1 0 0 0
E5 2 1 1 1 1 1 0 0

Nota. Elaboracién propia

Con base en lo observado respecto a la Tarea 3, se puede afirmar que los estudiantes de primer
semestre que realizaron las tareas propuestas logran reconocer algunas propiedades
fundamentales de las transformaciones geométricas, tales como la congruencia entre las
figuras, la nocién implicita del eje de simetria (el cual debe equidistar de los puntos
correspondientes en las figuras reflejadas) y la identificacioén de centro de giro. Asi mismo,
como se ha mencionado anteriormente, los estudiantes manifiestan ideas intuitivas sobre las
transformaciones geométricas, lo que les permite formular definiciones que, si bien son
aproximadas, en algunos casos carecen de precision o presenta vacios conceptuales. Por
ejemplo, ante la definicion de traslacion expresada como: “Cuando cogemos un elemento y
lo movemos de un lugar y seguira con las mismas medidas”, se puede observar que, aunque
es valida para describir una traslacion, también podria aplicarse a otras transformaciones
como la reflexion y la rotacion. Esto evidencia la necesidad de complementar dichas
definiciones con informacion mas rigurosa. Por lo que los estudiantes aun presentan
dificultades tanto en la conceptualizacion como en la representacion grafica de estas

transformaciones.

Respuestas estudiantes ultimos semestre

Para el desarrollo de esta tarea, los cinco estudiantes que participaron respondieron las
secciones correspondientes a traslacion y rotacion. En el caso de la reflexion, solo cuatro
estudiantes dieron respuesta, y se desconocen las razones por las cuales el otro estudiante no

respondid. Finalmente, en la seccion de homotecia también respondieron cuatro estudiantes;
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ya que como se menciond anteriormente, E8 no reconoce la homotecia como una

transformacion geométrica, razon por la cual no escribié nada en esta parte.

A continuacion, se evidencian las respuestas de los estudiantes de tltimos semestres de la

tarea 3.

Traslacion: Algunas definiciones y representaciones propuestas por los compafieros para

traslacion son:

- “Esuna transformacion geométrica representada en el plano, se presenta en forma
de vector. Sus invariantes son la direccion, el sentido y la magnitud igual entre
puntos.” E6

- “Es un movimiento en el plano, con una magnitud y direccion en el cual puede
ser representado por un vector. Ademas, la figura mantiene su forma.” E7

- “Es el movimiento en el plano donde la figura se mueve de forma horizontal,
vertical y sus diferentes combinaciones, manteniendo siempre sus dimensiones y
sentido.” E8

- “Una traslacion es un movimiento en el plano donde una figura se desliza segun
un vector que le da direccion y sentido.” E9

- “Es el movimiento de una figura seguin cierta condicion, en este caso indica que
la figura sea trasladada en el sentido, direccion y distancia indicada por un vector.”

E10

llustracion 14 Respuesta representacion de traslacion de estudiantes de ultimos semestres

Rotacion: Algunas definiciones y representaciones propuestas por los compaieros para

rotacion son:
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“Es una transformacion que tiene como invariantes un angulo de rotacion y un
centro de rotacion, asi como un sentido hacia las manecillas del reloj o en contra
de las manecillas del reloj.” E6

“Es un movimiento en el plano, donde una figura gira, respecto a un punto y un
sentido que puede ser hacia las manecillas del reloj o en contra.” E7

“Es el movimiento en el plano donde la figura se mueve sobre un arco.” E8
“Una rotacion es un movimiento en el plano donde una figura rota con respecto a

un centro de rotacion.” E9
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Tabla 19 Algunas Respuestas Tarea 3 rotacion de estudiantes de ultimos semestres

Representacion E10 Representacion E9

TO 7 —eer

; 77_ Lj'uVa.:-.

- (o" A\,’gf s P 4

Representacion E8

- -~ vy WL

Reflexion: Las definiciones y representaciones propuestas por los estudiantes para reflexion

son:

“Es una transformacion que vista desde el plano tiene como invariantes el eje de
simetria que es una recta del plano. Dos figuras que se encuentran correspondidas
por simetria cumplen que la distancia a la recta de cada punto que se corresponde
es la misma.” E6

“Es la reflexion de una figura respecto a una recta, donde la distancia de un punto
a la recta es igual a la distancia de la recta a su punto imagen.” E7

“Es un movimiento en el plano donde la figura cambia de sentido y su
movimiento es lineal.” E8

“Una reflexion es una transformacion en el plano que actiia como un espejo siendo
este el eje de reflexion.” E9

“Es un movimiento que refleja a la figura.” E10
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Tabla 20 Respuestas Tarea 3 reflexion de estudiantes de ultimos semestres

Representacion general® 1 Representacion general 2
,/
T\ / N\
\\
A
.‘ / {,/’ \\
. ,
,, N\
F :
e [
\\
X/ »
¥

Homotecia: Algunas definiciones y representaciones propuestas por los estudiantes para

homotecia son:

- “No es una transformacion rigida ya que el tamafio de la figura cambia a razén de
un numero. Esta transformacion permite que las figuras se vuelvan mas grandes
0 pequeiias, sus invariantes son el punto de la homotecia y la razéon.” E6

- “Es una transformacion en el plano, donde la figura mantiene sus caracteristicas,
pero cambia de tamafio.” E7

- “Es un movimiento en el plano donde la figura sufre un cambio de sus
dimensiones de forma proporcional.” E9

- “Es el movimiento que se le aplica a una figura en un plano proyectivo.” E10

Tabla 21 Respuestas Tarea 3 homotecia de estudiantes de ultimos semestres

Representacion 6 Representacion E8
L S S QUACH Shote {7 /j?‘, c

A ¥ [T ks N ; ‘

A
A’:/ |’ﬁ- . j w
- /;/ . ! : (q(
GE:’“-A e BN — X

', RS ¥ C D

Representacion E10

3 Se menciona que es general porque todos los estudiantes llegaron a una representacion similar.
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A continuacion, se muestra los resultados de la rabrica aplicada para esta tarea.

Tabla 22 Aplicacion Rubrica Tarea 3 Estudiantes ultimos semestre

Estudiante Traslacion Rotacion Reflexion Homotecia

Criterio 1 Criterio 2 Criterio 1 Criterio 2 Criterio 1 Criterio 2 Criterio 1 Criterio 2

E6 2 2 2 2 2 2 2 2
E7 2 2 2 1 2 2 2 1
E8 2 2 2 1 2 1 0 0
E9 2 2 2 1 2 1 2 1
E10 2 2 2 2 2 1 2 1

Nota. Elaboracion propia

Con las evidencias anteriores se puede deducir que los estudiantes de Ultimos semestres
definen las transformaciones, pero en ciertos casos se presenta algunas falencias, ya que
algunas de las definiciones presentadas son circulares como: “Una rotacidon es un movimiento
en el plano donde una figura rota con respecto a un centro de rotaciéon” ya que se muestra
una redundancia al mencionar que la rotacion es cuando una figura rota, es decir es una
definicion que usa el término que se estd definiendo; otras presentan mas formalidad, por
ejemplo: “Es una transformacion que tiene como invariantes un angulo de rotaciéon y un
centro de rotacion, asi como un sentido hacia las manecillas del reloj o en contra de las
manecillas del reloj”. Ademas, la mayoria de los estudiantes reconocen los invariantes de
cada transformacion, es decir, reconocen algunas propiedades de las transformaciones

geométricas.

Basado en lo mencionado antes, se puede deducir que los estudiantes de ultimos semestres
logran definir las transformaciones geométricas de manera parcial. Puesto que, si bien

algunas de las definiciones carecen de coherencia conceptual (“Es un movimiento que refleja
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a la figura”), otras evidencian un mayor nivel de formalidad y dominio del lenguaje
matematico (“Es una transformacion que vista desde el plano tiene como invariantes el eje
de simetria que es una recta del plano. Dos figuras que se encuentran correspondidas por
simetria cumplen que la distancia a la recta de cada punto que se corresponde es la misma”).
En general los estudiantes logran identificar los invariantes asociados a las transformaciones

geométricas y definirlas parcialmente

Tarea 4

En esta tarea, es importante mencionar que todos los estudiantes de ultimos semestres la
desarrollaron, pero se mostraran algunas de estas. Mientras que algunos estudiantes de
primer semestre respondieron ciertas secciones de esta tarea, ya que, por cuestiones de tiempo

no lograron culminarla.

Respuestas estudiantes primer semestre
1. Respuestas teorema reflexion -traslacion.
“El poligono b es como una traslacion del poligono z.” E1
“b es traslacion de z.” E2
- “Elpoligono z y b, su relacion es que es el mismo poligono con la misma medida,
pero en diferente lugar.” E4
2. Respuestas teorema reflexion-rotacion.
“b es larotacion de z.” E2
“El poligono z y b se relaciona en que ambos poligonos tienen la misma medida,
pero se mueve su posicion y angulo.” E4
3. Respuestas teorema homotecia.
“Cuando ambas razones son uno, la figura queda en el mismo lugar.” E2
“Veo que w es mas grande que el tridngulo original pero aun no se identificar su

relacion.” ES

Respuestas estudiantes ultimos semestre

1. Respuestas teorema reflexion -traslacion.
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- “Correspondencia por traslacion. Porque una doble reflexion de un objeto permite
que llegue a su posicion inicial ademas la paralela lo que provoca es que aumente
la distancia entre la posicion inicial y la posicion final del objeto.” E6

- “Sry s son paralelas las dos simetrias se veran como una traslacion. Porque la
figura se refleja dos veces, lo que equivale a quedar en misma forma y sentido
inicial.” E8

- “La composicion de reflexiones sobre rectas paralelas resulta ser una traslacion.”
E9

- “La figura no cambia su forma y tamafio”. E10

Respuestas teorema reflexion-rotacion.
“Es una rotacion, porque la simetria le permite a una figura crear una imagen en
forma de espejo al hacer una simetria en otra recta la figura vuelve a tener su
forma original, ademas la interseccion de las rectas es el centro de giro.” E6

- “Se presenta una rotacion. Al momento que las rectas se intersecan se presenta
una rotacion ya que cambia su posicion con respecto al punto de interseccion.”
E8

- “La composicion de reflexiones sobre rectas que se intersecan resulta en una
rotacion” E9

Respuestas teorema homotecia.
“Es una traslacion cuando el producto es igual a 1 porque no se aumenta la forma
de la figura ya que las constantes de la homotecia se cancelan lo que hace que se
traslade la figura es que los puntos de la homotecia son diferentes y la distancia
entre estos puntos implica magnitud o norma de un vector. La figura aumenta su
tamafio cuando k,k, >1. Cuando k,k, <1 entonces el tamafio disminuye.” E6

- “Si k 1k, = 1 la homotecia fnal es una traslacion del objeto original. Si k 1k, #
1 e crea otra homotecia del triangulo orginial.” E7

- “En la composicion de homotecias, si el producto de las razones es 1, la
composicion resulta ser una traslacion de lo contrario es una homotecia.” E9

- “Si es mayor la figura se amplia si es menor se reduce.” E10
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A continuacidn, se muestra la rabrica aplicada para la tarea 4

Tabla 23 Aplicacion rubrica tarea 4

Estudiante Nivel criterio 1 = Nivel criterio 2
El 1 0
E2 1 0
E3 1 0
E4 2 1
ES 2 1
E6 2 2
E7 2 1
ES8 2 2
E9 2 1

E10 2 1

Nota. Elaboracion Propia

Es importante destacar que no todos los estudiantes de primer semestre completaron esta
parte de la tarea debido a limitaciones de tiempo. Considero que, de haber contado con mas
tiempo, habrian podido responder con mayor profundidad y justificar sus respuestas
adecuadamente. Pero en general, considero que si encontraron las generalidades y relaciones
que se esperaba de cada teorema. Por otro lado, los estudiantes de ultimos semestres
presentaron conjeturas y justificaciones con un lenguaje mas formal, de tal manera que la
mayoria identificara la regularidad de cada teorema, esto se podria atribuir a la experiencia

adquirida a lo largo de su formacion en la Linea de Geometria.

El analisis de las tareas propuesta permite evidenciar como los estudiantes de primer semestre
tienen algunos conocimientos sobre las transformaciones geométricas, a partir de
experiencias en diferentes contextos como; la vida cotidiana y su educacion escolar,
relacionando asi este contenido con otras asignaturas (fisica) y/u objetos habituales como el
espejo. Mientras que los estudiantes de ultimos semestres muestran mayor formalidad en sus
definiciones y se evidencia como los espacios de la Linea de Geometria aportaron a sus
conocimientos respecto a las transformaciones geométricas en el transcurso de su carrera

profesional, principalmente en el desarrollo de conocimientos, habilidades y competencias.
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Entrevista a docentes

Al desarrollar las entrevistas a un total de seis profesores que hacen parte de la Linea de
Geometria de la LM de la UPN, tuve la oportunidad de obtener informacion relevante para

mi investigacion.*

Una de las ideas principales es que la mayoria (4) de los docentes entrevistados (P1, P2, P3,
P4) mencionan que actualmente no ensefian transformaciones geométricas en los espacios
académicos que tienen a cargo. Sin embargo, P1 y P2, indican que antes de que se hiciera
una renovacion curricular en el plan de estudios de la LM, en algunas ocasiones en el curso
de Elementos de Geometria se trataba dicho objeto geométrico en relacion con el libro guia
de este espacio titulado Elementos de Geometria (Samper et al., 2013). El Gltimo capitulo de
este libro se titula Teselado y transformaciones. Sin embargo, por cuestiones de tiempos o

eventos ocasionales de la universidad, no se abordaba en todos los semestres.

Por otro lado, P3 que tiene a cargo espacios optativos de la Licenciatura sefiala que en dichos
cursos se estudian temas relacionados con las transformaciones geométricas, como lo son:
fractales, funciones contractivas, entre otros. Aunque cabe resaltar que los cursos optativos
de la Licenciatura no son obligatorios, por lo que no todos los estudiantes de la LM cursan
dichos espacios. Otros docentes como PS5 y P6 mencionan que hasta el semestre 2024-2 si
ensefiaron las transformaciones geométricas en el curso de Ensefianza y Aprendizaje de la
Geometria. En este espacio se estudid rotacion, traslacion, simetria, si el tiempo alcanza,
homotecia, y aspectos relacionados con la didactica respecto a este contenido (errores,

dificultades, disefio de tareas, entre otros).

Sin embargo, otros docentes (P1, P2 y P4) indicaron que no ensefian las transformaciones
geomeétricas, puesto que por cuestiones de tiempo es complicado ensefiar este concepto, ya
que en la universidad se presenten diversos eventos que retrasan algunas actividades en los
cursos. Ademas, los espacios de Elementos de Geometria, Geometria Plana, Geometria del
espacio y Geometria Analitica ya estdn “saturados” con todos los contenidos que abordan

actualmente, por lo que adicionar una nueva tematica no es favorable. Aunque, en un

4 Las respuestas se mencionan por P1, P2, P3, ... relacionandolas con cada profesor(a) que participd en la
entrevista con el fin de guardar su confidencialidad.
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intervalo de tiempo se trabajo las transformaciones geométricas en Elementos de Geometria,
con el pasar del tiempo ya casi no se ensefiaba. Los docentes a cargo se percataron de que
trabajar una geometria formal en primer semestre era muy complicado (P1 y P2) para los
estudiantes de la LM, ya que no estan acostumbrados a tener un estudio riguroso de la
geometria en su educacion escolar, por lo que decidieron modificar los objetivos de este curso

en particular.

Ademas, todos los profesores sefialan que es esencial que un FEM aprenda sobre las
transformaciones geométricas, pues consideran que este contenido es objeto principal en el
curriculo escolar. Sobre todo, P5 sefala, que es un tema divertido y llama la atencion de los
estudiantes de educacion escolar, aporta significativamente con la alfabetizacion matematica,
ayuda a tener una vision de lo estatico y lo dindmico, y esta relacionado en el contexto de la
vida diaria, por ejemplo, en la identificacion de patrones, la estética, el arte y los

movimientos.

Sin embargo, es importante preguntarnos ;en qué espacios académicos de la LM se deberia
ensenar las transformaciones geométricas?, P4 comenta que deberia tratarse en la electiva de
Geometria en primaria; en la Ensefianza y el Aprendizaje de la geometria, P1 y P3 opinan
que podria desarrollarse cualquiera de los siguientes espacios: Elementos de Geometria,
Geometria Plana, Geometria del espacio. Pero, es importante mencionar que, incluir este
contenido en alguno de los tres espacios mencionados, requiere de un gran trabajo de parte
de los profesores, pues se deberia cambiar el sistema axiomatico que se aborda actualmente.
Otro docente (P5), alude a que deberia haber un curso en la LM llamado didéctica de la
geometria, dicho espacio se centraria en estudiar contenidos geométricos que no se alcanzan
a estudiar en la LM, desde un punto una vista netamente matematica, pues también menciona
que los espacios de la Linea de Geometria captan su atencién en desarrollar procesos y es
necesario que un FEM conozca “lo matematico” para abordar procesos en la ensefianza

escolar.

Esta observacion fue crucial para la renovacion del curriculo de la LM en el afio 2018, pues
al notar que es importante que un FEM tenga conocimientos de las transformaciones
geométricas, y, no se alcanzaba a abordar en los espacios de la Linea de Geometria, el grupo

de investigacion de la Geometria concluye que, se desarrolle en el curso de La Ensefanza y
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Aprendizaje de la Geometria. Pero ;por qué este curso?, la respuesta resuena con lo anterior
mencionado, y es que los demds cursos de la linea no tienen cabida, ademas de que se
considera que es bueno que un FEM aprenda algo nuevo de geometria, a la vez que aprende
algo de didactica. También, se justifica con el argumento de que para estudiar didéctica se
debe escoger un tema en el cual se trabaje, al notar que las transformaciones geométricas en
la mayoria de las ocasiones no se ensefiaban, por cuestiones de tiempo y saturacion, este fue

el designado.

Con lo mencionado antes, se concluye que efectivamente un FEM aprende sobre las
transformaciones geométricas en el transcurso de la carrera, incluso no necesariamente en la
Linea de Geometria, pues también se estudian transformaciones en cdlculo, algebra lineal,

entre otros espacios.

La opinion P2, P3, P4 de la Linea de Geometria recae en estar de acuerdo con adicionar el
estudio de las transformaciones geométricas, en el curso de Ensefianza y Aprendizaje de la
Geometria, debido a las razones que ya mencioné con anterioridad. Mientras que P1
considera que este espacio no es oportuno para enseflar las transformaciones geomeétricas,
pues este curso se deberia centrar en lo didéactico, por lo que, no deberia ensefiarse un

contenido matematico en este espacio.

En el semestre 2025-1, en el curso de Ensefianza y Aprendizaje de la Geometria no se esta
estudiando las transformaciones geométricas, pues la docente a cargo menciona que hay otros
contenidos geométricos, que no se alcanzan a estudiar en los otros espacios de la Linea de
Geometria como lo son: solidos, semejanza de triangulos y todo lo relacionado con métrica,
por lo que decide, trabajar y centrar el espacio en soélidos. Ademas, de que menciona que
como las transformaciones geométricas se han venido estudiando en los ltimos semestres,
decidi6 cambiarlo para hacer algo diferente en el curso. En el momento que tuve la
oportunidad de dialogar con la docente a cargo del espacio Enseflanza y Aprendizaje de la
Geometria, le coment¢ si era posible estudiar todos estos objetos matematicos faltantes, en
este curso, de tal manera que se divida a los estudiantes que cursan dicho espacio, teniendo
en cuenta estos contenidos carentes, con el fin de que los FEM estudien cada objeto, comparta
sus conocimientos con sus compaferos y se tenga un proceso de aprendizaje colectivo, con

algunas ideas basicas de cada tema. Sin embargo, la docente indica que esta actividad
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requiere tiempo y que no es suficiente una “pincelada o brochazo” ya que se quedarian con
una idea muy general de lo que es cada contenido. Incluso menciona que el proceso de
conceptualizacion es importante para desarrollar una planeacion para una clase y en algunas
ocasiones esto no se logra en el curso, debido a la falta de tiempo. Desde mi punto de vista,
concuerdo con la idea que tiene la docente respecto a una “pincelada o brochazo”, ya que
como FEM debemos tener conocimientos amplios y profundos sobre los contenidos que
ensefaremos a futuro, con el fin de comprender a profundidad los conceptos y
procedimientos matematicos. Ademas, este saber ampliado, brinda la capacidad de anticipar
y resolver dudas complejas, adaptar las explicaciones a diferentes niveles de aprendizaje,

entre otros beneficios.

Ahora bien en capitulos anteriores comenté que las transformaciones geométricas no son un
contenido explicito en los syllabus de los espacios de la Linea de Geometria, segun PS5, esto
sucede porque, cuando se hizo el disefio curricular de la Linea de Geometria, los docentes a
cargo de esta actividad optaron por enfocarse con mayor profundidad en Geometria plana y
Geometria del espacio, teniendo asi un énfasis en la construccion de sistemas teoricos locales,
esto requirid mucho esfuerzo y tiempo, para que los estudiantes logren desarrollar esa forma

de trabajo en matematicas.

Entrevista estudiantes primer semestre

Los estudiantes entrevistados de primer semestre expresaron que no recuerdan haber
estudiado las transformaciones geométricas cuando cursaron la educacion escolar. Sin
embargo, un estudiante menciond que asociaba un tema de fisica con reflexion pues en este
curso le explicaron algo de esta transformacion; otros estudiantes lo asociaron con ideas
intuitivas de lo que es traslacion, rotacion y reflexion como los movimientos de la tierra y
espejos. Sin embargo, ninguno reconocio lo que era homotecia, pues algunos de ellos lo
observaron por primera vez cuando realizaron la tltima tarea de GeoGebra, mientras otra
estudiante intuy¢ el procedimiento de como se realiza una homotecia en el instante que leyo

el enunciado de uno de los puntos de las tareas propuestas.
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Entrevista estudiantes ultimo semestre.

Todos los estudiantes de ultimos semestres entrevistados comentaron que, en el trascurso de
la carrera, si estudiaron las transformaciones en el curso de la ensefianza y el aprendizaje de
la Geometria. Alli se estudid rotacidn, traslacion y reflexion como movimientos y como
correspondencia; en el caso de la homotecia los compafieros indican que algunos lo

trabajaron y otros no.

Ademas, los estudiantes entrevistados de tltimos semestres consideran que es importante que
se ensefie las transformaciones geométricas en la LM ya que en el curriculo de matematicas
de las instituciones educativas se incluye la ensefianza y el aprendizaje de este contenido, asi
mismo, las transformaciones permiten estudiar otros conceptos del area de matematicas, por

lo que también es importante ensefiarlas en la educacion escolar.

Segiin los estudiantes entrevistados, si no hubieran estudiado las transformaciones
geométricas, probablemente hubieran podido resolver algunos puntos relacionados con
traslacion y rotacion por ideas intuitivas que tendrian en dado caso, sin embargo, uno de los
estudiantes mencion6 que no hubiera podido resolver las tareas propuestas, ya que
ejemplifica que cuando cursoé el espacio de la Ensefianza y el Aprendizaje de la Geometria,
los FEM que estaban en dicho curso no tenian conocimientos de lo que son las
transformaciones, a pesar de que ya habian cursado los otros espacios obligatorios de la Linea
de Geometria. Asi mismo, los estudiantes mencionan que estos espacios aportaron en su vida
profesional para poder argumentar, conjeturar, demostrar, visualizar y a comprender que no

todo lo que uno observa es cierto.

Por ultimo, como ya se aludidé con anterioridad, segun docentes y estudiantes de la LM
reconocen la importancia de que un FEM tenga conocimientos sobre las transformaciones
geométricas, pero ;/qué deberia saber un FEM sobre estas?; segun algunos estudiantes, se
deberia tener en cuenta: definiciones, invariantes, teoremas asociados, aplicaciones y las

relaciones con otras dreas para poder ensefarlas.
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Conclusiones

Este trabajo presenta algunas evidencias de la importancia de fomentar la ensefianza y el
aprendizaje de las transformaciones geométricas en la LM, dado que este objeto geométrico
esta presente en los documentos curriculares tanto nacionales como internacionales. Asi
mismo, estudiantes y docentes coinciden en que su enseflanza es fundamental, al considerar
que forma parte de la educacion escolar. Ademas, algunos de ellos destacan la relevancia de
abordar este objeto de estudio en grados escolares, dado que su aplicacidon se extiende a
diversos contextos como el arte, la musica y otros ambitos. De igual manera, reconocen que
su estudio contribuye a una mejor comprension de conceptos relacionados, como la

congruencia, la semejanza y las funciones.

En el andlisis de los syllabus de los espacios académicos de la Linea de Geometria, se planted
la hipétesis de que los espacios académicos Geometria en Primaria y Ensehanza y
Aprendizaje de la geometria tienen una posible contribucion a la Ensefianza y el Aprendizaje
de las transformaciones geométricas, aunque no se evidencié de manera explicita en los
syllabus que dicho contenido matematico sea abordado de forma especifica. Por otro lado,
en los otros espacios (obligatorios y optativos) de la Linea de Geometria no muestran
evidencias sobre el aporte a la Ensefianza y el Aprendizaje de las transformaciones

geomeétricas.

A partir de las entrevistas realizadas a seis docentes de la LM, se evidencio que, durante
algunos semestres, las transformaciones geométricas eran abordadas en el curso de
Elementos de Geometria. No obstante, debido a limitaciones de tiempo y a la sobrecarga de
contenidos, este objeto matematico fue excluido de este espacio. Ademads, por esta misma
razon, en los demds espacios académicos no se aborda este contenido. En el marco de un
proceso de renovacién curricular, una docente propone incorporar las transformaciones
geométricas en el espacio de Ensefianza y Aprendizaje de la Geometria. Sin embargo, esta
inclusion se sostuvo hasta el semestre 2024-2, cuando otra docente al identificar que las
transformaciones geométricas no eran el tinico objeto matematico ausente en la formacién
de FEM, puesto que la docente alude que dichos contenidos faltantes son: solidos, semejanza
de tridangulos y todo lo relacionado con métrica, por lo que decide, trabajar y centrar el espacio
académico en solidos.

- 110 -



En relacion con el objetivo planteado inicialmente elaboré una serie de tareas ateniendo a un
analisis conceptual, matematico, y didactico. A partir de esta actividad desarrollada con los
algunos estudiantes de la LM, evidenci¢ las diferencias en los conocimientos que tienen sobre
las transformaciones geométricas, debido a que los estudiantes de ultimos semestres
muestran mayor formalidad en sus definiciones, deducciones y argumentos. Si bien, los
estudiantes de primer semestre tienen ideas intuitivas algo acertadas sobre este tema,
considero que dichos conocimientos no son suficientes para llevar a cabo un proceso de
ensefianza y aprendizaje significativo en la educacion escolar, cuando ellos sean profesores
en ejercicio, pienso que el marco matematico (definiciones formales, diferencias entre si,
invariantes, teoremas y demostraciones) debe ser amplio y s6lido para planear ¢ implementar
clases innovadoras y con sentido. Con esta idea resalto la importancia de la ensefianza y el
aprendizaje de las transformaciones geométricas en el transcurso de la formacion académica

que reciben los estudiantes por el paso de la LM.

Por otro lado, segiin lo dialogado con algunos FEM, varios estudiantes sefialan que no
recuerdan haber abordado este objeto durante su educacion escolar, por lo que planteo las
siguientes tres hipotesis de por qué sucede esto: el desarrollo de clases en el que el docente
define cada transformacién y propone ejercicios en el que no se fomente ninguna habilidad
o competencia; la falta de tiempo destinado a la ensefianza de la Geometria en algunas
instituciones educativas y la dificultad para retener ciertos conocimientos. Capta mi atencion
la primera hipoétesis, puesto que, si un docente de matematicas comprende el sentido de
ensefar un objeto matematico, es posible que logre un aprendizaje significativo en sus
estudiantes. No obstante, para lograr este objetivo, un FEM debe tener conocimiento de los

conceptos a ensenar.

Sobre los estudiantes que no abordaron las transformaciones geométricas en el espacio
académico de la Ensenanza y el Aprendizaje de la Geometria, planteo la hipdtesis de que no
tienen conocimientos solidos sobre este contenido, sino mas bien ideas intuitivas, aunque
mas desarrolladas que las de los compafieros de primer semestre. Esta suposicion surge a
partir de lo dialogado con algunos docentes y estudiantes de la LM, quienes sefialan que dicha
tematica no ha sido abordada formalmente en los otros espacios obligatorios de la Linea de

Geometria en los ultimos semestres; no obstante, si ha sido mencionada en otros cursos como
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Algebra Lineal, Precélculo, entre otros. Cabe aclarar que esta es solo una hipétesis, ya que

en el marco de mi investigacion no se desarrolld un andlisis concreto sobre este aspecto.

Segun lo dialogado con otros compafieros de ultimos semestres, consideramos que la carrera
nos incentiva a tener un estudio autonomo. Incluso, todos los estudiantes entrevistados de
ultimos semestres consideran que si hubieran podido aprender sobre las transformaciones
geométricas por si solos. Sugiero el libro titulado “El grupo de las isometrias del
plano”(Gutierrez y Jaime, 1996) y el libro de “Traslaciones, giros y simetrias en el
plano”(Gutierrez y Jaime, 1986), como material de estudio y como recurso para disefiar
planeaciones de clase, porque considero que son trabajos que muestran definiciones y
teoremas con lenguaje formal y ayudan a la comprension de las transformaciones
geometricas a partir de tareas claras y concisas. Sin embargo, al evidenciar que las
transformaciones geométricas estan presentes en los documentos curriculares y que tanto
estudiantes como docentes consideran que se deba ensefiar en la LM, no estd demas que se
incluyan en el plan de estudios. Concuerdo con una propuesta de uno de los docentes
entrevistados que sugiere de abrir un espacio académico en el que los FEM logren desarrollar
la ensefianza y el aprendizaje de otras tematicas de la Geometria, que no se logran abarcar en
los espacios de la Linea de Geometria, y que estén propuestos en los documentos curriculares.
Dicho espacio tendria como objetivo profundizar aquellos contenidos que cumplan con esta

caracteristica.

Teniendo en cuenta los conocimientos que deberian tener los FEM acerca de las
transformaciones geométricas segun lo planteado en el marco teérico, considero que la LM
ha aportado significativamente en varios aspectos. En primer lugar, ha contribuido al
desarrollo de conocimientos sobre recursos, ya que el espacio de ensefianza y aprendizaje de
la geometria resalta la fundamentacion conceptual y promueve el desarrollo de un
conocimiento tedrico-practico en aspectos especificos de la didactica de la geometria. Esto
permite que los FEM reflexionen sobre como ensefiar los objetos geométricos en el aula.
Asimismo, los conocimientos acerca de las competencias y habilidades estan presentes en la
mayoria de los espacios de la LM, los cuales buscan trabajar principalmente estos aspectos
con los FEM a partir del estudio de varios objetos geométricos. De manera similar, los

conocimientos sobre procesos también se abordan dentro de estos espacios de la Linea de
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Geometria. Estos conocimientos surgen as partir de la elaboraciéon de sistemas teoricos,
situaciones problema, entre otras circunstancias. En cuanto a los conocimientos conceptuales
sobre las transformaciones geométricas, estos se desarrollan parcialmente, ya que, por
razones de tiempo, solo se trabajaron en algunos espacios académicos especificos. Segin lo
analizado de las entrevistas implementadas este conocimiento, se trabajo de manera
articulada con las matematicas propias y la didactica durante algunos semestres posteriores
de la ultima renovacion curricular. Aunque antes de esta renovacion en algunos cursos se
desarrollaba de este conocimiento conceptual en el curso de Elementos de geometria, a partir

de un texto guia.

Es decir, los espacios académicos de la Linea de Geometria contribuyen al conocimiento de
las transformaciones geométricas, haciendo asi aportes como el desarrollo de diferentes
habilidades como la exploracién, la visualizacion, el razonamiento deductivo, la
conjeturacion, la demostracion, entre otras, y/o en el desarrollo de conocimientos
matematicos y didacticos propios de las transformaciones geométricas. Para mayor
especificad, desde la ultima renovacion curricular en la LM hasta el semestre 2024-1, el
espacio académico de Ensefianza y Aprendizaje de la Geometria ha permitido “avanzar” de
conocimientos intuitivos hacia saberes mas cercanos al nivel especializado. Esto se evidencia
en el estudio de las definiciones, representaciones, propuestas de ensefianza y aprendizaje en
la educacion escolar e implementacion y evaluacion de estas. Sin embargo, no se realiza un
estudio formal de este contenido e incluso no se logra estudiar la homotecia, debido a

limitaciones de tiempo, objetivos establecidos para el curso, entre otras razones.

A partir de lo expuesto anteriormente, se puede afirmar que los objetivos de mi investigacion
fueron cumplidos de manera efectiva mediante el uso de la estrategia investigativa. Cada
proceso del plan de ejecucion contribuyd directamente al cumplimiento de los propositos
establecidos. Principalmente en seguimiento cercano al caso, fundamento teodrico, andlisis

del caso y produccion de resultados.
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Reflexiones

El desarrollo de esta investigacion me aport6 significativamente en los ambitos personal,
investigativo y matematico. En el plano personal, valoro haber escuchado distintos puntos de
vista, haber comprendido el impacto de realizar una actividad con estudiantes de primer
semestre y haber intentado motivarlos para que confiaran en mi y no me vieran como una
autoridad. Asimismo, tuve el privilegio de aprender de docentes expertos en el tema y

considerar sus aportes en el desarrollo de esta investigacion.

Ademads, me aportd para tener un pensamiento mas critico y reflexivo. A medida que
avanzaba en el trabajo, surgian nuevas hipotesis y cuestionamientos que enriquecieron el
proceso investigativo, como, por ejemplo: ;Por qué ensefiamos y aprendemos sobre las
transformaciones geométricas?, ;cudl es el impacto de los espacios académicos de la Linea
de Geometria en nuestra formacion como FEM?, entre otras. Ademas, me informé sobre
diversas concepciones, investigaciones, aportes y perspectivas en torno al tema central de
esta investigacion. En el ambito matematico, destaco el estudio de distintas definiciones,
teoremas y sus respectivas demostraciones, los cuales profundicé gracias al proceso de

aprendizaje que he vivido a lo largo de mi formacion como FEM.
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Anexos

Definiciones

D. Angulo: La union de dos rayos que comparten el vértice y no son rayos colineales.

D. Angulos congruentes: Dos angulos son congruentes si sus medidas son iguales.
D. Angulo recto: Un angulo es recto si su medida es 90.

D. Colinealidad: Tres o mas puntos son colineales si pertenecen a la misma recta.

D. Conjuntos iguales: Dos conjuntos son iguales si y solo si contienen los mismos

elementos.

D. Distancia entre dos rectas paralelas: Sea l||m y un punto P tal que P € L

SeaPQ | m,Q € m.PQ es la distancia entre [ y m.

D. Equidistancia: Dos o mas puntos equidistan de un punto dado si y solo si las distancias

de tales puntos al punto dado son iguales entre si.

D. Interestancia: El punto B esté entre los puntos Ay C si:
1. A, By C son colineales y
2. AB+BC = AC

D. Mediatriz: Dado el PQ. En un plano, la mediatriz del PQ es la recta perpendicular al

segmento que contiene su punto medio.

D. Punto medio: M es punto medio del AB si se cumplen las siguientes condiciones:
1. A,M y B son puntos colineales
2. AM =MB

D. Rectas perpendiculares: dos rectas, segmentos o rayos son perpendiculares si

determinan un angulo recto.

D. Triangulos congruentes: Dos tridngulos son congruentes si existe una correspondencia
entre los vértices de uno de los tridngulos y los del otro, de tal forma que los angulos y sus
lados sean congruentes.

Postulados

- 118 -



P. Adicion de medida de angulos: Si C € int£DAB entonces m£DAC + m£CAB =
m«DAB.

P. Angulo-niimero: A cada angulo le corresponde un unico ntimero real entre 0 y 180.

Lado dngulo lado (L.A.L.): Dados A ABC y A DEF, si AB = DE, AC = DFy £BAC =
£EDF, entonces AABC = ADEF.

Teoremas

T. Mediatriz: Dados AB y M mediatriz de AB, si p € m entonces AP = BP
Principios y propiedades

P, Sustitucion: Si A = B, entonces para cualquier propiedad P que sea cierta para A, también

sera cierta para B.

Prop. Reflexiva: Sea Aun objeto geometrico, y R una relacion que exprese igualdad,

congruencia o semejanza, entonces A se relaciona con A.

Prop. Transitiva: S1 A = B,B = C entonces A = C.
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