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2.Descripcion

Este trabajo de grado se propone con la intencién de mostrar algunas generalidades relacionadas con el
proceso matematico de analizar en una estructura algebraica, entendiendo este como el acto de
descomponer los elementos de ella en términos de ofros que son especiales: los nimeros primos.
Teniendo en cuenta esto, en el trabajo se presentan algunos resultados logrados buscando estudiar dicho
proceso en algunas subestructuras de los ndmeros enteros tales como sus ideales y los subconjuntos de
los ndmeros de la forma ak+71 lo cual llevé a, entre ofras cosas, evidenciar que el hecho de caracterizar
dicha descompaosicidn dio lugar a algunos problemas de conteo que no fueron solucionados en el trabajo y
que quedaron abiertos dando la posibilidad para la creacidn de nuevos trabajos de grado. Por otra parte,
en el trabajo de grado también se propone un conjunto de actividades gue se busca que sirvan para lograr
el desarrollo del proceso de analizar en los estudiantes que cursen el espacio académico de Teoria de
Mumeros de la Licenciatura en Mateméticas de la Universidad Pedagégica Macional.
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4. Contenidos

En el presente trabajo de grado se desarrollaron los siguientes contenidos:

1. El proceso mateméatico de analizar. En este apartado se hace un acercamiento al proceso matematico

de analizar, particularizande en una estructura algebraica, mostrando los ejemplos usuales donde se
desarrolla este proceso.

2. Los ideales de los nimeros enteros: Ademas de lo anterior, se muestra un primer ejemplo donde se

logran algunos resultados tedricos en el marco de la busqueda del desarrollo del proceso matematico
de analizar en una estructura algebraica: los ideales de los nimeros enteros.

3. Los conjuntos As: También se muestra otro ejemplo de estructura algebraica donde, de igual forma al

caso anterior, se lograron algunos resultados tedricos buscande el desarrollo del proceso matematico
de analizar: los ndmeros de la forma ak+1

4. Actividades propuestas: Con base en la exploracidn realizada, en el trabajo de grado se presenta un

conjunto de actividades que busca potenciar el desarrollo del proceso matematico de analizar en una
estructura.

5. Metodologia

No aplica

6. Conclusiones

Del desarrollo del trabajo de grado se obtuvieron las siguientes conclusiones:

¥" Teniendo en cuenta el estudio desarrollado en los ideales de los numeros enteros se puede concluir
que, en primera medida, alli se encuentra una idea pura de elemento especial para la descomposicién
(elemento irreducible) en la medida que hay nimeros que son imposibles de descomponer en la
medida que no tienen divisores. Por otra parte, también se evidencié que no es posible hablar de un
teorema analogo al teorema fundamental de la aritmética en esta estructura dado que se tiene la
existencia de la descomposicién en factores primos, pero no la unicidad de la misma.

v En lo que tiene que ver con los nimeros de la forma ak+7 se definié la relacién de descomposicién
haciendo uso de la multiplicacion de los ndmeros enteros y a partir de ella se concluyé que se tiene
que la existencia de la descomposicién en factores primos, pero no se tiene la unicidad de la misma
imposibilitande, nuevamente, la formulacién de un teorema fundamental de la aritmética en este
conjunto.

¥" Con base en el estudio desarrollado se puede concluir que la idea de nimero primo esta supeditada,
estrechamente, a la busqueda de la existencia de la descomposicion en la medida que, en los casos
explorados se dieron definiciones distintas de nimero primo en aras de garantizar la existencia de la
descomposicién en términos de elementos que resultan ser, ademas, irreducibles en la medida que no
se pueden escribir como producto de otros elementos del conjunto salvo algunos casos triviales.
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1. Introduccion

En el presente trabajo de grado se muestran algunos resultados que tuvieron su origen en el
marco de la monitoria de investigacion desarrollada por el autor con el grupo de Algebra de
la Universidad Pedagdgica Nacional en el proyecto titulado “Actividades mateméticas para
el desarrollo de procesos logicos: El proceso matematico de analizar en el espacio académico
Teoria de Numeros de la Licenciatura en Mateméticas de la UPN-Experimentacion y evalua-
cién”. Teniendo en cuenta esto, el trabajo aqui mostrado se encuentra fundamentado en la
puesta en marcha del proceso matematico de analizar en una estructura, entendiendo este,
bésicamente, como descomponer un elemento de una estructura algebraica en términos de
otros distinguidos o especiales, haciendo uso de una operacién, como por ejemplo se hace
usualmente en el conjunto de los niimeros naturales y los niimeros enteros cuando se estudia
la descomposiciones en factores primos, sirviéndose de la multiplicacién y de la definicion de
una relacion de divisibilidad.

Teniendo en cuenta lo anterior, en el presente trabajo de grado se muestran algunos resulta-
dos relacionados con la busqueda de llevar a cabo el proceso de descomposicién anteriormente
mencionado, en algunas subestructuras de los ntimeros enteros que cuentan con una opera-
cién multiplicacion bien definida. Para efectos de desarrollar esto, inicialmente se muestran
algunos aspectos generales del proceso matematico de analizar en una estructura como funda-
mento tedrico para los resultados posteriores; luego se presentan algunos resultados logrados
alrededor del proceso de analizar en los ideales de los niimeros enteros, particularmente en lo
que tiene que ver con las propiedades que cumple la relacion de divisibilidad definida en estos
conjuntos, el Méaximo Comun Divisor, una nocién de niimero primo que permite realizar la
descomposicion, y finalmente se presenta un problema abierto relacionado con el conteo de
la cantidad de descomposiciones que tiene un elemento de estos conjuntos.

Adicionalmente, se muestra un desarrollo similar al logrado en los ideales de los nimeros
enteros, pero en un subconjunto de los nimeros enteros donde sélo la multiplicaciéon es una
operacién bien definida, dejando también un problema abierto de conteo para la cantidad de
descomposiciones en factores primos de elementos de este conjunto. Finalmente, se propone
un conjunto de actividades que buscan potenciar el desarrollo del proceso matematico de
analizar en una estructura a través de la exploracion guiada hacia los resultados que aqui se
presentan.



2. Objetivos

2.1. Objetivo general

Desarrollar y sintetizar un estudio sobre la relaciéon de divisibilidad, la descomposicién y
otros aspectos tratados usualmente en la Teoria de Niimeros en subestructuras del conjunto
de los nuimeros enteros tales como sus ideales y subconjuntos donde la multiplicacion es una
operacién bien definida.

2.2. Objetivos especificos

1. Realizar un estudio de aspectos tales como la divisibilidad, Maximo Comun Divisor y
descomposicién en factores primos en los ideales de los ntimeros enteros, a partir del
estudio de algunos casos particulares y su posterior generalizacion.

2. Hacer un estudio de la relacion de divisibilidad, el Maximo Comun Divisor y la des-
composicién en factores primos en el conjunto A, = {z : © = ak + 1,a,k € Z} a partir
de la exploracion de algunos casos particulares, especialmente el del conjunto A5 y A-.

3. Disenar un conjunto de actividades enfocadas hacia el descubrimiento de los resultados
logrados en el estudio de la relacién de divisibilidad y los deméas conceptos mencionados
anteriormente en las estructuras estudiadas, buscando, a partir de ellas, potenciar el
desarrollo del proceso mateméatico de analizar en una estructura, en el espacio académi-
co de Teoria de Numeros de la Universidad Pedagdgica Nacional.



3. Marco teodrico

Teniendo en cuenta que la motivacién para desarrollar este trabajo de grado estd centrada
en el estudio de la factorizacion en algunas estructuras algaebraicas, es necesario resaltar en
primera medida que esta es una ejemplificacién del proceso matemético de analizar. Desde
esta perspectiva, en este capitulo se presenta algunas consideraciones tedricas relacionadas
con este proceso, asi como algunos constructos matematicos que se desprenden del desarrollo
de este, y que ademas sirven como base para la exploracion matematica que se pretende
mostrar en este texto.

Adicionalmente, por la naturaleza del trabajo matematico que en esta monografia se mues-
tra, se hace necesario hacer uso de algunos conceptos matematicos relacionados con la teoria
de nimeros tales como el concepto de niimero primo, el teorema fundamental de la aritméti-
ca, etc., por tal razén, en este capitulo también se busca hacer un acercamiento a estos en
aras de tener elementos tedricos que puedan ser utilizados en la exploracion que se mos-
trara posteriormente.

3.1. EIl proceso matematico de analizar en una estructura

Debido a la naturaleza de la exploracion que se pretende mostrar en el presente documento,
se hace necesario hablar, como ya se dijo anteriormente, del proceso matematico de ana-
lizar como forma de acercamiento a la actividad matematica, que es lo que se mostrara a
continuacion:

3.1.1. El proceso matematico de analizar

En primera medida, el proceso de analizar es entendido como el hecho de desintegrar o
descomponer un todo en sus partes para estudiar cada uno de sus elementos, asi como las
relaciones entre si y con el todo (Ruiz, 2006), lo cual es transversal en el estudio de cualquier
ciencia o teoria, y en especial en matematicas (Angel, Luque, y Sénchez, 2014).

Desde esta perspectiva, en el contexto netamente matematico se busca, entre otras cosas,
estudiar conjuntos especificos asi como las relaciones que se puede establecer entre sus ele-
mentos, es decir, estructuras matemdticas, (Sanchez, Angel v Luque, 2014) por ejemplo
estructuras algebraicas o topoldgicas.

En concordancia con lo anterior, un camino para cumplir dicho objetivo es hacer uso del
proceso de analizar para hacer el estudio de dichas estructuras, es decir, seleccionar un
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todo y descomponerlo en partes constitutivas que den informacion detallada acerca de la
estructura. Para el caso de las estructuras algebraicas en primera medida es necesario decir
que, a la hora de hablar de estas, el interés se centra en las operaciones binarias internas que
estén definidas en un conjunto, asi como las propiedades que estas cumplen (Sénchez, Angel
y Luque, 2014), dado que estas son las relaciones que se establecen entre los elementos del
conjunto.

Teniendo en cuenta lo anterior, para hacer un estudio de una estructura algebraica a partir
del proceso de analizar hay dos opciones que dependen de lo que se pretenda descomponer,
como se muestra a continuacion:

3.1.2. Andlisis de una estructura algebraica

En concordancia con lo anterior, una primera forma de hacer uso del proceso de analizar para
estudiar una estructura algebraica es ver como un todo la estructura misma y descomponerla
en partes constitutivas que permitan extraer informacion, como se hace por ejemplo cuando
se realiza una particién de un conjunto a través de una relacién de equivalencia (clases de
equivalencia disyuntas), o cuando se obtienen dos o mas subestructuras de una estructura
algebraica cuya suma directa o producto directo da como resultado la estructura en cuestion,
estos son ejemplos de como se descompone una estructura algebraica buscando estudiar sus
propiedades a partir de las partes obtenidas.

3.1.3. Andlisis en una estructura algebraica

A diferencia del caso anterior, en este caso el todo escogido para llevar a cabo el proceso
de analizar son los elementos de la estructura, es decir, lo que se busca es descomponer un
elemento de la estructura en términos de otros de la misma, por ejemplo, en un espacio
vectorial, un elemento cualquiera se puede descomponer como combinacion lineal de otros
vectores si estos forman un conjunto generador (Takahashi, 1993).

Como se puede ver, en el ejemplo anterior hay dos aspectos importantes que resaltar; primero,
la descomposicion se logra haciendo uso de la operacién que tiene la estructura algebraica, y
segundo, los elementos que la componen son especiales dentro de la estructura, no todos los
vectores forman conjuntos generadores. Por otra parte, otro ejemplo que se puede encontrar
para evidenciar este proceso es el de la factorizacion o la descomposicién dentro de la teoria
algebraica de nimeros, y alli también se encuentran dos conceptos problematicos que tienen
relacion directa con los aspectos mencionados anteriormente: ntimero primo y divisibilidad
(Angel, Luque, y Sanchez, 2014).

Por una parte, la nocién de niimero primo hace referencia a algunos elementos especiales de
la estructura algebraica que permiten descomponer todos los deméas de la misma y, dentro
de la teoria algebraica de niimeros, son aquellos que cumplen con lo siguiente (Ash, 2000):
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Definicién 3.1 (Definicién formal de nimero primo). Dada la estructura algebraica (A,-)
yp,a,be A se dice que p es primo si se cumple la siguiente implicacion:

plab — pla V p|b Ya,b € A

Dado que, primero, estos permiten descomponer a los demas elementos en términos de ellos
y segundo bajo esta definicion se tiene otro aspecto importante, la unicidad de la descom-
posicién cuando la estructura algebraica es un dominio euclideo, es decir, un dominio de
integridad donde se tiene el algoritmo de divisién (Ash, 2000).

3.1.4. Relacién de descomposicion

Por otra parte, el concepto de divisibilidad surge como una manera de lograr una descompo-
sicién haciendo uso de la operacion de la estructura algebraica dado que si (A, %) es una de
ellas y ¢ € A entonces este se podra descomponer si existen, por lo menos, a,b € A tal que
a*b = ¢, lo cual permite definir una relacién en A de la siguiente forma (Sanchez, Angel y
Luque, 2014):

aRgc siy solo si la ecuaciéon a * x = ¢ tiene al menos una solucion.
O de la siguiente forma:
aR;c siy sélo si la ecuacion x x a = ¢ tiene al menos una solucion.

Y si se supone que la operacion * es conmutativa, la relacién se puede reducir de la siguiente
forma:

Definicién 3.2 (Relacién de descomposicién). Si (A, *) es una estructura algebraica y a, c €
A, se dice que aRc si y solo si la ecuacion a x x = ¢ tiene al menos una solucion.

Imponiendo algunas propiedades a la operacion se tiene lo siguiente (Angel, Luque, y Sanchez,
2014):

Teorema 3.1. Si (A, *) es un monoide conmutativo, cancelativo y con elemento idéntico, y
ademds este ultimo es el unico que tiene inverso, entonces R es una relacion de orden.

Prueba. = R es reflexiva dado que elemento idéntico de la estructura es solucion para la
ecuacion a * r = a.

= R es antisimétrica dado que si aRb y bRa entonces existen x,y € A tal que axx = b
y b*y = a, sustituyendo tenemos que (a * x) x y = a, y como * es asociativa entonces
ax (xxy) = a, luego x * y = e donde e es el elemento idéntico de *, y como e es el
unico elemento que tiene inverso, entonces x = ey y = e, de donde se tiene que a = b.
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= R es transitiva ya que si aRb y bRc entonces existen x,y € A tal que axx = by
b xy = ¢, sustituyendo tenemos que (a * x) * y = ¢, y como * es asociativa entonces
a* (x xy) = ¢ de donde se tiene que x * y es solucién de la ecuacion a * z = ¢, por lo

tanto aRb.
O

Como se puede ver, la relacién de descomposicién definida para estructuras algebraicas per-
mite, ademéas de buscar una descomposicién para los elementos del conjunto, establecer un
orden de los mismos, parecido a lo que ocurre con algunas relaciones similares definidas en
el siguiente ejemplo:

El conjunto de los nimeros naturales

Desde el punto de vista algebraico, el conjunto de los nimeros naturales cuenta con dos
operaciones definidas, suma y multiplicacion, en cuanto a la suma, este conjunto cuenta con
la estructura de monoide conmutativo con unidad, lo cual permite definir una relaciéon de
descomposicion de la siguiente forma:

Definicién 3.3. Sean a,c € N, se dice que aR, . c si y solo si la ecuacion a + x = ¢ tiene al
menos una solucion.

La cual, reescrita de otra forma, coincide con la relacion de orden usual definida en los
nimeros naturales (Luque, Mora y Pdez, 2002):

Definicién 3.4 (Orden usual en N). Sean a,c € N, se dice que a < ¢ si y sdlo si existe
r € N tal que a + x = c.

Y el hecho de buscar una descomposicién de los elementos del conjunto a partir de esta
relacién da lugar a la teorfa de particiones numéricas (Andrews, 1976).

Por otra parte, para la operacién multiplicacién que también forma una estructura de monoi-
de conmutativo con identidad, se puede definir la relacién de descomposicién de la siguiente
forma:

Definicién 3.5. Sean a,c € N, se dice que aRyc si y solo si la ecuacion a X x = ¢ tiene al
menos una solucion.

Que, por el teorema 4.1, es una relacion de orden, y que ademas coincide, haciendo un ligero
cambio, con la relacion conocida como divisibilidad

Definicién 3.6 (Divisibilidad en N). Sean ¢, d € N, diremos que c|d si y solo si existe e € N
tal que ce = d.
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A partir de la cual es posible identificar elementos especiales para la descomposicién: los
numeros primos, que surgen a partir de la clasificaciéon dada por el hecho de que la relacién
de descomposicién para este caso es un orden, como se muestra a continuacién (Sanchez,
Angel y Luque, 2014):

1 2 0 210

N

15

"

1

Figura 3-1.: Diagrama de Hasse para la relacion de divisibilidad en N

De aqui se puede concluir que los nimeros primos son aquellos que se encuentran en la
segunda fila del diagrama, y los demés todos se relacionan con algunos de ellos, por eso tiene
sentido pensar que estos son los elementos base para la descomposicion, es decir, los niimeros
primos que se formalizan, para este caso, de la siguiente forma:

Definicién 3.7 (Ndimero primo en N). Dado a € N, se dice que a es primo si y sélo si tiene
exactamente dos divisores.

A partir de la cual se puede deducir uno de los resultados méas importantes de la teoria de

numeros:

Teorema 3.2 (Teorema fundamental de la aritmética). Cualquier nimero compuesto se
puede descomponer en factores primos de forma unica salvo el orden.

Y de manera anéloga, es posible hacer estudios similares en otras estructuras algebraicas,
buscando el cumplimiento del teorema fundamental de la aritmética, asi como se suele rea-
lizar, por ejemplo en el conjunto de los nimeros enteros, donde se desarrolla un camino
similar al mostrado para el conjunto de los niimeros naturales, pero teniendo en cuenta que
la relacién de descomposicién (divisibilidad) no es un orden dado que pierde la propiedad
antisimétrica; incluso se puede hablar del estudio generalizado de la relacion de divisibilidad
y de la descomposicién en factores primos para cualquier estructura algebraica que cuente
con una operacién bien definida o, como se hace desde la teoria algebraica de niimeros, para
un conjunto que cuente con la estructura de anillo.



4. Los ideales de los niumeros enteros

En la busqueda de ejemplos en los cuales se pueda estudiar el desarrollo del proceso ma-
tematico de analizar, un primer camino puede ser realizar exploraciones alrededor de subes-
tructuras de los niimeros enteros, y recordando que estos cuentan con la estructura de anillo,
se puede pensar en desarrollar este trabajo en sus ideales! es decir, en la siguiente familia de
conjuntos:

k7Z ={x:x=kn,n€Z}

Para iniciar este estudio, se propone el estudio del siguiente caso para luego generalizar los
resultados:

22 ={x:x=2k,ke€l}
Y algunos de sus elementos son:

27 ={...,—8,—6,—4,-2,0,2,4,6,8,...}

En primera medida es necesario decir que este conjunto cuenta con la particularidad de que
no tiene elemento idéntico para la multiplicacion, es decir 1 ¢ 27Z, sin embargo si cumple
el resto de propiedades usuales, como por ejemplo la cancelativa, que se hereda para ambas
operaciones por el hecho de ser subanillo.

4.1. Relacion de divisibilidad y Maximo Comiun Divisor

Teniendo en cuenta que en el conjunto en mencion se tiene que la multiplicacién es cerrada,
es posible definir la siguiente relacion:

Definicién 4.1 (Divisibilidad en 2Z). Sean c,d € 2Z, diremos que c|ozd si y solo si existe
e € 27 tal que ce = d.

'Es necesario recordar que un ideal es un subconjunto I de un anillo R en el cual se cumplen las siguientes
condiciones:

1. Sia,be I entonces a+bel
2. Sia € I entonces —a € I

3. Siaelyr e R entonces ra,ar € I
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Que es analoga a la definicién que se tiene para la misma relacion en el conjunto de los
nimeros naturales y enteros, sin embargo, esta no resulta ser de orden dado que, como ya
se dijo 1 ¢ 27Z, y esto hace que a foz a, por lo tanto esta no es reflexiva, pero si cumple lo
siguiente:

Teorema 4.1. La relacion de divisibilidad definida en 27 es asimétrica y transitiva.

Prueba. Asimétrica: Partamos de que alozb, entonces existe ¢ € 27 tal que ac = b, y supon-
gamos que b|yza entonces existe d € 27 tal que bd = a entonces se tiene que (bd)c = b de
ahi que dec = 1 pero como 1 ¢ 27 se llega a una contradiccion, por lo tanto b {oz a.

Transitiva: Como la estructura en cuestion es un ideal del anillo de los nimeros enteros, la
operacion multiplicacién es asociativa, por lo tanto por el teorema 3.1 se tiene que la relacién
es transitiva. O

Teniendo en cuenta lo anterior se puede decir que la relacién de divisibilidad en 27Z es un
orden estricto, de ahi que sea posible construir su respectivo diagrama de Hasse:

.- 4 divisores
2 divisores

.- 0 divizores

Figura 4-1.: Diagrama de Hasse para la relacion de divisibilidad en 27Z

A través del cual se puede intuir el siguiente teorema:
Teorema 4.2. Sea c € 27,
1. Sic=4n+2 con n € Z entonces ¢ no tiene divisores en 2.
2. Si ¢ =4n con n primo en Z entonces c tiene 4 divisores.
3. Sic=4n% conn primo en Z entonces c tiene 6 divisores.
4. 8ic=4mn con m yn primos en Z entonces c tiene 8 divisores
Prueba. 1. Si ¢ =4n + 2, su conjunto de divisores en Z va a estar dado por:
Div(c) = {1, —-1,4n+2, —(4n+2), 2, 2n+1, =2, —(2n+1) }UDiv(2n+1)UDiv(—(2n+1))

Como 1,—1 ¢ 2Zy 2n+1,—(2n+1) ¢ 2Z, entonces no son divisores en este conjunto,
asi mismo tampoco pueden serlo 2, —2 y 4n + 2 y su opuesto porque sus factores son
los cuatro primeros, y ademds todos los divisores de 2n + 1 y —(2n + 1) son impares,
por lo tanto no pertenecen a 2Z entonces ¢ no tiene divisores en este conjunto.
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2. Si ¢ = 4n con n primo en Z, entonces cuenta con los siguientes divisores en Z:
Div(c) = {1,—1,4n, —4n,2n, —2n,2,—2.4, -4, n, —n}

Sin embargo, en 2Z los elementos 1, —1,4n,—4n no son divisores en este conjunto,
asi como 4, —4,n, —n tampoco lo son, por lo tanto el conjunto de divisores se reduce
a:

Divez(c) = {2n,—2n,2, -2}
3. Si ¢ = 4n? con n primo en Z, entonces cuenta con los siguientes divisores en Z:
Div(c) = {1, —1,4n? —4n? 2n, —2n,2, —2,4, —4,n, —n,n? —n? 2n* —2n*}

Sin embargo, en 27 los elementos 1, —1,4n?, —4n?,4n, —4n no son divisores en este
conjunto, asi como 4n, —4n, n, —n tampoco lo son, por lo tanto el conjunto de divisores
se reduce a:

Divyz(c) = {2n?, —2n? 2n, —2n, 2, —2}

4. Sic=4mn con m y n primos en Z entonces cuenta con los siguientes divisores en este
conjunto:

Div(c) = {1, —-1,4mn, —4mn, 2, =2, 2mn, —2mn, 4, —4, mn, —mn, 2m,

—2m, 2n, —2n,4m, —4m,n, —n, dn, —4n,m, —m}

Sin embargo, como 1, —1,m,n ¢ 27Z entonces el conjunto de divisores en 2Z se reduce
a:

Divyg(c) = {2, —2,2mn, —2mn, 4, —4, mn, —mn, 2m, —2m, 2n, —2n}

Notese que si m = 2 se cumple que
+2m = +4

+2n = +mn

Lo que hace que el conjunto de divisores se reduzca, para este caso, a:
Divyg(c) = {2, —2,2mn, —2mn, 4, —4, mn, —mn}
Y si m # 2 se puede ver que mn, —mn ¢ 27 razén por la cual los divisores de ¢ son

Divyz(c) = {2, —2,2mn, —2mn, 2m, —2m, 2n, —2n}
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Teniendo en cuenta estos comportamientos evidenciados en el diagrama de Hasse, un camino
de exploracion puede consistir en generalizar el conjunto en cuestion para ver si se mantienen
dichas propiedades. Desde esta perspectiva, consideremos el siguiente conjunto:

3% ={...,—12,-9,-6,-3,0,3,6,9,12,...}

En donde, de manera analoga al caso anterior se tienen teoremas analogos al 5.1 y al 5.3, lo
cual permite la construccién del diagrama de Hasse correspondiente:

_ 4 divizores

2 divisores

- 0 drvisores
Figura 4-2.: Diagrama de Hasse para la relaciéon de divisibilidad en 27Z

Y se pueden hacer observaciones similares al caso anterior, lo cual se materializa en el
siguiente teorema:
Teorema 4.3. Sea c € 37,

1. Sic=9n+3 0c=9n+6 con n € Z entonces c no tiene divisores en 37Z.

2. Sic=9n con n primo en Z entonces c tiene 4 divisores.

3. Sic=9n% conn primo en 7Z entonces c tiene 6 divisores.

4. Sic=9mn con m y n primos en Z entonces c tiene 8 divisores
Prueba. 1. Si ¢ =9n + 3, su conjunto de divisores en Z va a estar dado por:

Div(c) = {1, —1,9n+3, —(9n+3), 3, 3n+1, =3, —(3n+1) }UDiv(3n+1)UDiv(—(3n+1))

Como 1,—1 ¢ 3Z y 3n+1,—(3n + 1) ¢ 3Z, entonces no son divisores, asi mismo
tampoco pueden serlo 3, —3 y 9n + 3 y su inverso porque sus factores son los cuatro
primeros, y ademaés los divisores de 3n+ 1y —(3n + 1) no son multiplos de 3, entonces
no pertenecen a 3Z, por tanto, ¢ no tiene divisores en este conjunto. Por otra parte, si
¢ =9n + 6, su conjunto de divisores en Z va a estar dado por:

Div(c) ={1,-1,9n+6,—(9n+6),3,3n +2,-3,—(3n + 2)}

Unido con todos los divisores de los nimeros 3n + 2y —(3n +2), como 1,—1 ¢ 3Z y
3n +2,—(3n + 2) ¢ 37Z, entonces no son divisores, asi mismo tampoco pueden serlo
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3,—3y 9n + 6 y su inverso porque sus factores son los cuatro primeros, y ademas los
divisores de 3n + 2 y —(3n 4+ 2) no son miltiplos de 3, entonces no pertenecen a 37,
por tanto, ¢ no tiene divisores en este conjunto.

2. Si ¢ =9n con n primo en Z, entonces cuenta con los siguientes divisores en Z:
Div(c) = {1,-1,9n,—-9n,3n, —3n,3,—-3,9,—9,n, —n}

Sin embargo, en 37Z los elementos 1, —1,9n, —9n no son divisores en este conjunto,
asi como 9, —9,n, —n tampoco lo son, por lo tanto el conjunto de divisores se reduce
a:

Divsz(c) = {3n,—3n, 3, -3}

3. Si ¢ =9n? con n primo en Z, entonces cuenta con los siguientes divisores en Z:
Div(e) = {1,-1,9n% —9n* 3n,—3n,3, 3,9, —9,n, —n,n* —n? 3n* —3n>}

Sin embargo, en 3Z los elementos 1, —1,9n2%, —9n?, 9n, —9n no son divisores en este
conjunto, asi como 9n, —9n, n, —n tampoco lo son, por lo tanto el conjunto de divisores
se reduce a:

Divsy(c) = {3n% —3n? 3n,—3n,3, -3}

4. Sic=9mn con m y n primos en Z entonces cuenta con los siguientes divisores en este
conjunto:

Div(c) = {1, —1,9mn, —9mn, 3, —3,3mn, —3mn, 9, —9, mn, —mn, 3m,

—3m, 3n, —3n,3m, —3m,n, —n, 3n, —3n,m, —m}

Sin embargo, como 1, —1,m,n ¢ 3Z entonces el conjunto de divisores en 3Z se reduce
a:
Divsz(c) = {3, —-3,3mn, —3mn, 9, —9, mn, —mn, 3m, —3m, 3n, —3n}

Notese que si m = 3 se cumple que
+3m = +9

+3n = +tmn

Lo que hace que el conjunto de divisores se reduzca, para este caso, a:
Divsz(c) = {3, —3,3mn, —3mn,9, —9, mn, —mn}
Y si m # 3 se puede ver que mn, —mn ¢ 37 razén por la cual los divisores de ¢ son

Divsz(c) = {3, —3,3mn, —3mn, 3m, —3m, 3n, —3n}
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Asi como se hace importante estudiar la relacion de divisibilidad en esta estructura algebrai-
ca, también es pertinente considerar otro aspecto propio de la teoria de ntimeros: el Maximo
Comtn Divisor, del cual se sabe, desde lo intuitivo, que es el mayor de los divisores comunes
entendiendo mayor bajo el orden usual de los niimeros enteros. Desde esta perspectiva, por
ejemplo en 27 para hallar el Maximo Comun Divisor entre 24 y 72 veamos los divisores de
cada uno de ellos:

Divey(24) = {—12,—-6,—4,—-2,2,4,6,12}

Divey (72) = {—36,—18,—12, -6, —4,—2,2,4,6,12, 18,36}
De donde se tiene que sus divisores comunes son:
Divgz(24) N Divey (72) = {—12,—-6,—4,—2,2,4,6,12}

De donde se puede concluir que el Maximo Comun Divisor entre 24 y 72 en 27 es 12.
Teniendo en cuenta esto se define el Maximo Comun Divisor de la siguiente forma:

Definicién 4.2 (Maximo Comun Divisor en 27Z). Sean a,b € 27 se dice que ¢ es el Mdzimo
Comain Divisor de a y b si cumple las siguientes condiciones:

1. c|gza Y C|sz
2. Sid € 2Z ydlaza y d|azb entonces ¢ > d*

En primera medida hay que decir que si a es un niimero que no tiene divisores en 27, entonces
el Maximo Comun Divisor entre a y b no existe para cualquier b € 27 debido a que no existe
un nimero que divida a ambos elementos.

En concordancia con lo anterior, ahora hay que ver si existe el Maximo Comun Divisor para
dos nimeros compuestos, y en caso de que si exista como se obtiene, es decir si es posible
calcular, seguin el teorema 4.2 el Maximo Comun Divisor de 4m y 4n con m,n € Z, para lo
cual se tiene el siguiente resultado:

Teorema 4.4. St k,m € Z entonces se cumple que:

Prueba. Supongamos que M.C.Dz(k,m) = d® y probemos que M.C.Dyz(4k,4m) = 2d*,
entonces primero veamos que 2d es un divisor comin. En primera medida se sabe que d|zk
y d|zm, entonces

ad = k bd =m
(2a)(2d) = 4k (2b)(2d) = 4m
2d|224k 2d]224m

2Este es el orden usual del conjunto de los ntimeros enteros.
3 Aqui se hace referencia al Maximo Comiin Divisor en Z
4Aqui se hace referencia al Méximo Comtin Divisor en 27



4.1 Relacién de divisibilidad y Maximo Comun Divisor 15

Ahora veamos que es el mayor, para esto supongamos que existe n € 2Z, luego n = 2h y
n # 2d tal que n|yzdk y nlozdm, entonces

n(2t) = 4k n(2r) =4m
(2h)(2t) = 4k (2h)(2r) = 4m
ht =k hr=m
h|Zk’ h|Zm
y como M.C.Dz(k, m) = d entonces
h <d
de donde se concluye que
2h < 2d
luego
n < 2d

entonces se cumple que M.C.Dqyy(4k,4m) = 2d.

Por otra parte, supongamos que M.C.Dqyyz(4k,4m) = 2d y probemos que M.C.Dz(k,m) = d,
para esto veamos que d es un divisor comin; en primera medida se sabe que 2d|sz4k y
2d|az4m luego:

(2d)(2t) = 4k (2d)(2r) = 4m
dt =k dr=m
dyzk d|zm

Ahora, supongamos que existe r € Z tal que r|zk y r|zm, entonces por propiedades de la
divisibilidad en Z se tiene que
2r|z4k v 2r|z4m

y como es cierto que M.C.Dyz(4k,4m) = 2d entonces
2r < 2d

luego
r<d

entonces se cumple que M.C.Dy(k,m) = d. O

Como se puede ver en esta demostracion, no se usa el hecho que el conjunto sea precisamente
27., por lo tanto se puede generalizar para cualquier conjunto kZ de la siguiente forma:

Teorema 4.5. Si k,m € 7Z entonces se cumple que:

M.C.Dz(n,m) = d < M.C.Dyz(k*n, k*m) = kd
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Prueba. Es totalmente analoga a la del teorema 4.4. O]

Una de las propiedades mas importantes que tiene el Maximo Comun Divisor definido en el
conjunto de los nimeros naturales es que sigue siendo maximo también bajo el orden dado
por la relacion de divisibilidad, es decir que si ¢ es el maximo comun divisor entre a y b
entonces se cumple que si d es otro divisor comun entre a y b, entonces d|c; para ver si en
kZ esto también se tiene analicemos el ejemplo que se mencioné anteriormente en 27, en el
cual los divisores comunes eran:

Divyz(24) N Divgy (72) = {—12, -6, —4, —2,2,4,6, 12}

donde se puede ver, por ejemplo, que 4 es un divisor comin y no se cumple que 4|9712, lo
cual muestra que en este conjunto no tiene sentido hablar del maximo comun divisor bajo
el orden dado por la relacién de divisibilidad.

4.2. Un camino de generalizacion

Como se puede ver, las observaciones realizadas en el diagrama de Hasse en los casos mostra-
dos son totalmente andlogas igual que sus demostraciones, asi como los resultados mostrados
sobre el Maximo Comun Divisor, razén por la cual tiene sentido pensar en el estudio del
siguiente conjunto:

k7 ={x:x=km,m e Z}

Y, de manera andloga al caso particular de 27Z, se puede definir la siguiente relacion:

Definicién 4.3 (Divisibilidad en kZ). Sean c,d € kZ, diremos que c|d si y solo si existe
e € kZ tal que ce = d.

La cual, también cumple un teorema andlogo al teorema 5.3:

Teorema 4.6. La relacion de divisibilidad definida en kZ es asimétrica y transitiva.

Prueba. Asimétrica: Partamos de que a|gzb, entonces existe ¢ € kZ tal que ac = b,
y supongamos que b|iza entonces existe d € kZ tal que bd = a entonces se tiene que
(bd)c = b de ahi que dec = 1 pero como 1 ¢ kZ se llega a una contradiccién, por lo
tanto b TkZ a.

Transitiva: Como la estructura en cuestion es un ideal del anillo de los niimeros enteros,
la operacion multiplicacién es asociativa, por lo tanto por el teorema 3.1 se tiene que
la relacion es transitiva.

]

Y teniendo en cuenta las observaciones realizadas en los diagramas de Hasse para la divisi-
bilidad en 27 y 37Z se puede enunciar el siguiente teorema:
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Teorema 4.7. Sea c € k7,
1. Sic=kn+mk conl1<m<k—1yn€Z entonces c no tiene divisores en kZ.
2. Sic=k* oc=—k?* entonces c tiene dos divisores.
3. Sic=k?n conn primo en Z entonces c tiene 4 divisores.
4. Sic=k*n? conn primo en Z entonces c tiene 6 divisores.
5. Sic=k*mn con m yn primos en Z entonces c tiene 8 divisores
Prueba. 1. Si ¢ = k*n + mk, su conjunto de divisores en Z va a estar dado por:
Div(c) = {1, —1,k*n + mk, —(k*n + mk), k, kn +m, —k, —(kn +m)}
UDiv(kn + m) U Div(—(kn +m))

Como 1,—1 ¢ kZ y kn + m,—(kn + m) ¢ kZ, entonces no son divisores, asi mismo
tampoco pueden serlo k, —k y k*n+mk y su inverso porque sus factores son los cuatro
primeros, y ademas los divisores de los nimeros kn+m y —(kn+m) no son miltiplos
de k, entonces no pertenecen a kZ, por tanto, ¢ no tiene divisores en este conjunto.

2. Sic=k? o c = —k? entonces tiene el siguiente conjunto de divisores en Z:
Div(c) = {1,—1,k* —k* k, —k} U Div(k)
Y como 1,—1 ¢ kZ y Div(k) € kZ, entonces el conjunto de divisores se reduce a:
Divyz(c) = {k, —k}
3. Si ¢ = k*n con n primo en Z, entonces cuenta con los siguientes divisores en Z:
Div(c) = {1, -1, k*n, —k*n, kn, —kn, k, —k, k* —k* n, —n} U Div(k)

Sin embargo, en kZ los elementos 1, —1, k*n, —k?n no son divisores en este conjunto,
asi como k*, —k?, n, —n tampoco lo son, y ademés Div(k) € kZ, por lo tanto el conjunto
de divisores se reduce a:

Divsy(c) = {kn,—kn, k, —k}
4. Si ¢ = k?n? con n primo en Z, entonces cuenta con los siguientes divisores en Z:
Div(c) = {1, —1,k*n?, —k*n? kn, —kn, k, —k, k*, —k* n, —n,n* —n? kn®, —kn*}UDiv(k)

Sin embargo, en kZ los elementos 1, —1, k?n?, —k*n?, k*>n, —k?n no son divisores en este
conjunto, as{ como k*n, —k*n,n, —n tampoco lo son, y ademds Div(k) € kZ, entonces
el conjunto de divisores se reduce a:

Divgz(c) = {kn®, —kn? kn, —kn, k, —k}
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5. Si ¢ = k*mn con m y n primos en Z entonces cuenta con los siguientes divisores en
este conjunto:

Div(c) = {1, 1, kK*mn, —k*mn, k, —k, kmn, —kmn, k*, —k* mn, —mn, km,

—km, kn, —kn, km, —km,n, —n, kn, —kn,m,—m} U Div(k)

Sin embargo, como 1,—1,m,n ¢ kZ y Div(k) € kZ entonces el conjunto de divisores
en k7 se reduce a:

Diviz(c) = {k, —k, kmn, —kmn, k*, —k* mn, —mn, km, —km, kn, —kn}
Notese que si m = k se cumple que
+km = £k
+kn = +mn
Lo que hace que el conjunto de divisores se reduzca, para este caso, a:
Divz(c) = {k, —k, kmn, —kmn, k*, —k* mn, —mn}
Y si m # k se puede ver que mn, —mn ¢ kZ razén por la cual los divisores de ¢ son

Divyz(c) = {k, =k, kmn, —kmn, km, —km, kn, —kn}

4.3. Elementos primos y descomposicion en k7

Teniendo en cuenta las observaciones demostradas en el teorema 4.7 y el hecho que, por
ejemplo, en 27, los nimeros de la forma 4n + 2, es decir, aquellos que no tienen divisores, no
se pueden expresar como producto de otros elementos de dicho conjunto, hecho que ademas
ocurre en kZ para cualquier k, se puede formular la siguiente definicion:

Definicién 4.4 (Nimero primo en kZ). Seap € kZ, diremos que p es primo en este conjunto,
si p tiene 0 divisores.

Con base en esta definicion, a continuacién se muestra un primer resultado que marca una
diferencia importante con el comportamiento de los ntiimeros primos en el conjunto de los
nimeros enteros, existe una formula para encontrar cualquiera de ellos:

Corolario 4.1. En kZ, un nimero es primo si es de la forma k*n+mk con 1 <m < k—1
yn €.

Prueba. Es consecuencia directa del teorema 4.7 y de la definicién de niimero primo. ]
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Teniendo en cuenta esta nocién de ntimero primo que se adopté y la forma como se define
nimero primo usualmente en la teoria algebraica de nimeros, veamos si se cumple, en general,
que si p es un:

Si p es un numero primo y p|rzab entonces pliza o plrzb

O, en otras palabras, es necesario preguntarse, ; existe algin niimero primo en kZ que cumpla
esta propiedad? Un primer candidato natural es el nimero 2 en 2Z, sin embargo este es un
nimero primo que no cumple esta propiedad dado que, por ejemplo, 2|o7100, pero 2 foz
10. Teniendo en cuenta esto, se puede decir que, en general, no existen nimeros primos
que cumplen esta condiciéon dado que, si existiera, supongamos que plizab y si a y b son
nimeros primos bajo la definiciéon adoptada en este trabajo, es decir, que no tienen divisores,
evidentemente no se tiene que plxza o plrzd.

Teniendo en cuenta la definicién adoptada de ntimero primo, asi como el comportamiento de
los elementos de kZ, el propodsito ahora consiste en caracterizar la descomposicién en factores
primos en este conjunto de la cual se puede decir, inicialmente, que no es tnica dado que,
por ejemplo en 27Z:

100 =10 x 10

Pero también
100 = 2 x 50

Las cuales vistas de otra forma son:
100 = (2 x 5)(2 x 5)
100 = 2(2 x 5%)

Lo cual muestra que estas se deducen de la descomposicién de 100 vista como 100 = 2%(5x 5),
es decir que, si de manera general, la descomposicién en factores primos en Z de un elemento
de este conjunto es:
Qk(p1p2 e pr)

Para obtener cualquier descomposicion en factores primos del elemento en 27 se hace ne-
cesario formar entre 1 y k£ grupos de elementos primos con los ntimeros pips - --p,, para
multiplicar cada uno de ellos por un 2 y asi obtener la descomposicién, razén por la cual la
cantidad de factorizaciones va a estar dada por:

donde S(r,7) es la cantidad de 7 grupos no vacios que se pueden formar con r elementos, de
donde se puede concluir que la cantidad va a estar dada por (Fernandez, P. y Fernandez, J.,

2008):
k i
> (3. S () —jy)
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Esto siempre y cuando r > k, sin embargo, sir < k, entonces la cantidad de descomposiciones

gso«,i) -y (1, Sy (1)a- j)r)

i=1 j=0

va a Ser:

Cabe resaltar que esta férmula es cierta en el caso en que los factores primos presentes
en la descomposicion sean todos diferentes, sin embargo si alguno de ellos se repite una
determinada cantidad de veces, se puede ver que algunas de ellas se repiten, por ejemplo,
para el nimero 7700 se tiene que su descomposicién en factores primos en Z es:

7700 = 2% x (5* x 7 x 11)

Y como la cantidad de descomposiciones, bajo la formula mencionada anteriormente, se
esta contando a partir de la cantidad de grupos que se puede formar con los elementos
5,5,7,11, las factorizaciones, contadas por la férmula van a ser, entre otras, las siguientes:

2x[2x (Bx5xT7x11)]

(2x5x5)x(2x7x11)
(2x5x7)x(2x5x11)
(2x5xT7)x(2x5x11)

Donde claramente se ve que se estan repitiendo descomposiciones, por lo tanto el problema
para caracterizar las descomposiciones se convierte en uno de conteo en el cual se hace
necesario ver de cuantas maneras se pueden formar entre 1 y k grupos con 7 elementos,
teniendo en cuenta que algunos de ellos se repiten.

Como se puede ver, esta generalizacién surge de la descomposicién en factores primos en
Z del elemento, y particularmente del hecho que 2 es un niimero primo en dicho conjunto.
Debido a esto, el resultado puede generalizarse al conjunto £Z donde k es primo, como sigue:
Sea ¢ € kZ, luego ¢ = k™(p1p2 - - - pr), entonces la cantidad de descomposiciones en factores
primos en kZ de c va a estar dada por:

n 1 A A n . .
)3 (52(—1)3 (") )
i=1 §=0
Siempre y cuando r > n, y si r < n se tendra que:
SNy il TN o
a2 ()60
i=1 5=0

Sin embargo esto solo ocurre si los niimeros primos de la descomposiciéon del elemento en Z
son diferentes entre si, en caso contrario se reduce al mismo problema del caso anterior.



5. Un nuevo ejemplo: Los numeros de la
forma ak + 1

Teniendo en cuenta que una de las estructuras algebraicas en las cuales se ha logrado un
mayor desarrollo en relacién con el estudio del proceso matematico de analizar, y particu-
larmente con el cumplimiento del teorema fundamental de la aritmética, es la del conjunto
de los niimeros enteros con la operacién multiplicacion, tiene sentido pensar que, si se quiere
buscar nuevos ejemplos donde se ponga de manifiesto el proceso, hay que hacerlo de manera
tal que sea 1util el desarrollo tedrico existente para dicha estructura algebraica.

Desde esta perspectiva, y recordando que la estructura algebraica mencionada anteriormente
es un monoide conmutativo con unidad, una manera de buscar nuevos ejemplos es encontrar
subconjuntos de los ntimeros enteros donde, con la operaciéon multiplicacion, se tenga la
misma estructura del conjunto original, es decir, un submonoide de la estructura inicial, en
otras palabras, un subconjunto donde la multiplicaciéon sea cerrada.

Teniendo en cuenta este propdsito, uno de los ejemplos encontrados para realizar el estudio
del proceso de analizar es el siguiente:

Ay ={z:x=ak+1,a,k € Z}

Donde a es un ntimero entero fijo pero arbitrario.
Dado que, en primera medida, este es un submonoide de los ntimeros enteros debido a que
se cumple el siguiente teorema:

Teorema 5.1 (Cerradura de la multiplicacién). Si ¢,d € A, entonces c¢d € A,

Prueba. Sean b,c € A,, luego b = ak; + 1y ¢ = aky + 1, luego be = (ak; + 1)(aky + 1)
y por propiedades de la suma y el producto en los nimeros enteros, tenemos que bc =
a(ak ks + k1 + ko) + 1, por lo que be € A, O

Adicionalmente, como este conjunto es un submonoide de los nimeros enteros, se tiene que en
él la operacién multiplicacion sigue siendo asociativa, conmutativa, cancelativa, etc., ademas
se hace evidente que sigue teniendo elemento idéntico dado que 1 € A, porque se puede
considerar el caso en que k = O:

ak+1=a(0)+1=1
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Con lo cual se puede concluir que este conjunto con la operacién multiplicacién es un monoi-
de conmutativo con unidad igual que el conjunto de los niimeros enteros con dicha operacion,
lo cual hace que, en esta estructura valga la pena realizar un estudio de la relacién de divisi-
bilidad, la nocién de niimero primo, la descomposiciéon en factores primos y otros conceptos
relacionados con el proceso de analizar, en aras de que, como se dijo anteriormente, se pueda
hacer uso de los desarrollos tedricos que se tienen para el conjunto de los niimeros enteros.
Adicionalmente, una de las propiedades méas importantes que cumple la multiplicacion entre
nimeros enteros, es la propiedad cancelativa, es decir:

Si ab = ac entonces b = ¢, si a # 0

Para ver si esta propiedad se mantiene en A,, en primera medida es necesario ver que si
ab € A, entonces, por ejemplo, b € A, lo cual se confirma con el siguiente teorema:

Teorema 5.2. Dados c¢,d € Z, sic € A, ycd € A,, entonces d € A,

Prueba. Como ¢ € A, entonces ¢ = ak + 1 de ahi que ak = ¢ — 1 luego a|c — 1 y de ahi se
concluye que

¢ = 1(mod a) (5-1)
Por otra parte, como cd € A,, de forma analoga se concluye que
cd = 1(mod a) (5-2)
Y por (1), (2), la simetria y la transitividad de la congruencia se tiene que

¢ 2 ed(mod a)

Y como ¢—ak = 1, entonces por el lema de Bezout se tiene que (¢,a) = 1 de donde se puede
concluir que
1 2 d(mod a)

De donde se puede afirmar que
d = 1(mod a)

Luego a|d—1, de ahi que am = d—1, entonces d = am+1, llegando a concluir que d € A,. [

Por otra parte, como lo ideal seria que esta estructura sea un subanillo de los niimeros enteros,
este conjunto deberia ser, por lo menos, cerrado para la suma, pero esto no se cumple dado
que:

(Bk+1)+ (BE +1)=5(k+ k) +2

A pesar de lo anterior, a continuacion se muestra una exploracion relacionada con la carac-
terizacion de algunas propiedades de este conjunto, estudiando casos particulares. Para estos
efectos, aqui se presenta el caso de a = 2:
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Ay={...,—9,-7,—5,-3,-1,1,3,5,7,9,...}

En el cual se puede ver que si a € Ay entonces —a € As, sin embargo se puede ver que en
otros casos:
Ay ={...,—14,—11,-8,-5,-2,1,4,7,10,13, ...}

Ay={...,-19,-15,—-11,-7,-3,1,5,9,13,17,.. .}
As=1{...,—24,-19,—14,-9,—4,1,6,11,16,21,...}

Esto no se cumple, y particularmente en ninguno de los casos el niimero —1 pertenece al
conjunto, razon por la cual se puede ver que se cumple el siguiente teorema que marca una
diferenciacion importante entre este conjunto y el de los niimeros enteros:

Teorema 5.3. Sean c,d € A,. Sicd=1 ya > 2, entoncesc=1yd=1

Prueba. Por hipdtesis, tenemos que ¢d = 1, donde ¢ = ak1+1y d = aky+ 1,y como c,d € Z
por ser A, C Z podemos suponer que si ¢ # 1 entonces necesariamente debe cumplirse que
c = —1, luego ak; = —2 de ahi que a < 2 lo que contradice que a > 2 luego ¢ = 1, de manera
analoga tenemos que d = 1. O]

5.1. Relacion de divisibilidad y Maximo Comun Divisor en
A,

Como es sabido, a la hora de estudiar el desarrollo del proceso de analizar en una estructura
se hace necesaria la existencia de una operacién y una relaciéon definidas en el conjunto, y
como en este ejemplo ya se tiene que la operacion multiplicacién de los nimeros enteros
junto con todas sus propiedades usuales, se define lo siguiente:

Definicién 5.1 (Divisibilidad). Sean ¢,d € A,, diremos que c|,d si y solo si existe e € A,
tal que ce = d

Que coincide con la definicion que se tiene en el conjunto de los niimeros enteros.

A pesar de las similitudes presentes para la multiplicacién en comparacion con 7Z, para el
caso de la relacion si existe una diferencia muy importante, que hace que esta relacion tenga
un parecido a la que se define usualmente en el conjunto de los niimeros naturales:

Teorema 5.4. Sia > 2, la relacion de divisibilidad definida en A, es una relacion de orden.

Prueba. En primer lugar, como 1 € A,, entonces b|,b para todo b € A,, por lo tanto, |, es
reflexiva. Ahora, si c|,b y b|.d, entonces existen f,e € A, tal que ¢f = by be = d, luego
(cf)e = d, y por propiedades del producto en A,, tenemos que ¢(fe) = d, luego c|.d, esto
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hace que |, sea transitiva, y por iltimo si ¢|,b y b|,c, tenemos que existen h,d € A, tal que
cd=bybf =c,luego (cd)f = ¢, de donde tenemos, por propiedades de la multiplicacién en
Aq, que df =1,y como a # 2, por el teorema 5.3 tenemos d = 1y f = 1, y sustituyendo,
tenemos que ¢ = b, luego |, es antisimétrica, con lo cual queda demostrado el teorema. []

Corolario 5.1. Si a = 2 la relacion de divisibilidad es un preorden’.

Prueba. Como en este caso no se cumple el teorema 5.3, no se tiene la antisimetria, pero se
sigue cumpliendo la reflexividad y la transitividad, por lo tanto en As la divisibilidad es un
preorden. O

Teniendo en cuenta la relacién de divisibilidad definida en A,, se define otro concepto im-
portante en la teoria de nimeros, el Maximo Comun Divisor de la siguiente forma:

Definicién 5.2 (Maximo Comun Divisor en A,). Sean b,d € A, se dice que ¢ € A, es el
Maximo Coman Divisor entre b y d si y solo si cumple las siguientes condiciones:

1. c|bycld
1. Sie€ A, y ademds elb y e|d, entonces e < c*

De donde se puede ver que, por ejemplo, en As para los numeros 21 y 6 es posible hallar el
Maéximo Comun Divisor entre ellos de la siguiente forma:

Divg (21) = {1,21}
Diva (6) ={1,6}
de donde se puede concluir que el maximo comun divisor es 1 que resulta ser diferente al

que tienen en el conjunto de los niimeros enteros que es 3, de donde se puede concluir que,
en general, no es cierto que:

M.C.Da,(a,b) = M.C.Dz(a,b)

Por otra parte, de manera andloga al estudio realizado en los ideales de los nimeros enteros,
se puede ver si se cumple el hecho que el Maximo Comun Divisor siga siendo maximo bajo
el orden dado por la relacién de divisibilidad, pero esto no se cumple ya que por ejemplo en
Az se tiene que los divisores de —48 y 120 son:

Div(—48) = {1, —6,8, —48)}
Div(120) = {1,—6,8, 15, —20, 120}

De donde se puede concluir que su maximo comun divisor es 8, sin embargo facilmente se ve
que —6 también es un divisor comun, sin embargo —6 ¢ 8, lo cual muestra que, en general,
para este caso tampoco tiene sentido hablar del Maximo Comun Divisor bajo el orden dado
por la divisibilidad.

'En este caso la relacién tiene un comportamiento similar a la definida en el conjunto de los nimeros
enteros.
2Este es el orden usual del conjunto de los niimeros enteros.
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5.2. Elementos primos en A,

Teniendo en cuenta las propiedades que cumple la relaciéon de divisibilidad definida en A,,
y el parecido que esta tiene, en la mayoria de los casos, con la que se tiene en el conjunto de
los nimeros naturales, a continuacién se introduce la siguiente definicion:

Definicién 5.3 (Numero primo). Sea b € A,(a > 2) y b # 1, diremos que b es primo en
A, sty solo si tiene exactamente 2 divisores en A,. Si b no es primo, diremos que b es
compuesto.

A partir de esta definicién surgen de manera inmediata algunas preguntas: ;todo primo en
7, serd primo en A, y viceversa?, y ademas ;como afecta esto la descomposiciéon? Para darle
respuesta a una de estas preguntas, veamos primero que si p es primoen Z y p € A,, sabemos
que sus unicos divisores van a ser 1 y p, por ende todo primo en Z que pertenezca a A,, va
a ser primo también en este ultimo conjunto.

Por otra parte, otra de las preguntas naturales que surgen a raiz de esta definiciéon es que si
un numero es primo en A,, jserd primo em 77, es decir, jexistiran nuevos primos en A, en
comparacion con Z? Para dar respuesta a esta pregunta, se puede observar algunos ejemplos:

Ay ={...,—14,-11,-8,-5,-2,1,4,7,10,13,.. .}

En este conjunto se puede evidenciar (tal como se resaltd) que los nimeros primos que
aparecen, por lo menos en esta lista, coinciden con primos en los nimeros enteros, y los
demads son compuestos, como por ejemplo el nimero —14 que tiene como divisores en A3 a
1,—2 y a 7 por lo tanto es compuesto. Por tal razén, aparentemente, aqui no habra nuevos
primos, por ende veamos el siguiente ejemplo:

Ay=1{..,—15,-11,-7,-3,1,5,9,13,.. .}

De donde se puede conjeturar que tiene un comportamiento similar al que se sospecha que
tiene A3 dado que, como esta resaltado, aparecen primos que también son primos en Z y los
demads son compuestos, como por ejemplo el nimero —15 que tiene como divisores en A, a
1,—3 y a 5, de ahi que sea necesario buscar otro ejemplo para poder encontrar, posiblemente,
comportamientos distintos en la descomposicion:

5.3. Un primer caso: A; ={zx:z=>0k+1,kecZ}

Para dar inicio a la exploracion en este conjunto veamos algunos de sus elementos, en aras
de tratar de caracterizar a los mismos:

As=1{...,—24,-19,-14,-9,-4,1,6,11,16,21, ...}
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Inicialmente, aqui se puede ver que, a diferencia de los otros ejemplos mostrados, en este si
se encuentran nuevos primos, como por ejemplo el nimero 6 dado que tiene como divisores
en 7 a:

Div(6) = {—6,-3,-2,-1,1,2,3,6}

Y como —6,—3,—2,—1,2,3 ¢ Aj los tnicos divisores de 6 en dicho conjunto son 1 y 6, por
lo tanto este nimero es primo en esta estructura. Como consecuencia de lo anterior, en este
conjunto vale la pena iniciar un estudio en relacién con la descomposicion en factores primos
en aras de verificar si se cumple o no el teorema fundamental de la aritmética, por lo tanto:

5.3.1. Hacia una caracterizacion de la descomposicion

Teniendo en cuenta lo dicho anteriormente, el interés ahora va a ser ver si para cualquier
elemento de Aj; existe una descomposicién en factores primos, y ademds si (de existir) esta
es Unica, es decir, ver si se puede establecer una version para este conjunto del teorema
fundamental de la aritmética, para estos efectos se puede iniciar una exploracion a través de
ejemplos como los siguientes:

Numero compuesto en As | Descomposiciones en Z | Descomposiciones en As
(Salvo los signos)
—484 22.112 (—4)-112
—424 23.53 (—4) - 106
116 22.29 (—4) - (—29)
—494 2-13-19 26 - (—19)
—474 2-3-79 6-(—=79)

186 2-3-31 6-31
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Numero compuesto en As | Descomposiciones en Z | Descomposiciones en As

(Salvo los signos)

Tabla 5-1.: Algunas descomposiciones en factores primos de elementos de As

De la cual se puede ver, inicialmente, que no es posible hablar del teorema fundamental de
la aritmética debido a que es posible encontrar, para algunos elementos del conjunto, mas de
una descomposicion en factores primos, sin embargo, si se puede, a partir de la exploracién,
ver que cualquier descomposicion en factores primos de los elementos del conjunto, puede ser
obtenida a partir de realizar productos en la descomposicién del mismo en Z, por ejemplo: El
nimero —4884 pertenece a A5 y su descomposicién factores primos en Z es 2 x 2 x 3 x 11 x 37
(salvo los signos) y esta se puede ver de la siguiente forma:

—(2x2)x11x (3x37)=(—-4) x 11 x 111

(2x3)x11x —(2x37)=6x11 x (—74)

Teniendo en cuenta esto, el siguiente paso en la exploracién consiste en tratar de caracterizar
el producto entre niimeros primos en el conjunto de los niimeros enteros dado que, como ya
se vig, las diferentes descomposiciones de un elemento en As surgen de operaciones de este
tipo. En concordancia con lo anterior, se introducird un teorema muy famoso en la teoria de
nimeros que sera util en la caracterizaciéon mencionada anteriormente:

Teorema 5.5 (Teorema de Dirichlet). Si (a,b) =1 con a y b enteros positivos, entonces hay
un numero infinito de primos de la forma a + kb.

Para dar inicio al estudio de regularidades en el producto entre niimeros primos en 7Z en
relacién con el conjunto A, tiene sentido pensar, en primera medida, en los comportamientos
resultantes de elevar un nimero primo al cuadrado. en este sentido, se obtiene el siguiente
resultado:

Teorema 5.6. Sea p € Z. Si p es primo en este conjunto y p ¢ As, entonces p> € As o
2
—p° € A5.
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Prueba. Los primos que no estan en As, por el teorema 4.4, van a tener la forma 5k+2, 5k+3
0 5k 4+ 4, y si elevamos estas formas al cuadrado tenemos que:

(5k +2)* = 25k* 4+ 20k + 4 = 5(5k* + 4k) + 4

(5k + 3)* = 25k + 30k + 9 = 5(5k* + 6k + 1) + 4
(5k +4)* = 25k% + 40k + 16 = 5(5k* + 8k +3) + 1

Y como se sabe, adicionalmente, que si un ntimero es de la forma 5k + 4, su inverso es de la
forma 5k + 1, se puede afirmar que:

—(5k +2)* € A;

—(5k + 3)% € A;
(5k +4)? € As
Lo cual demuestra que cualquier primo elevado al cuadrado o su inverso pertenece a As. [

Tomando como base el teorema anterior se puede inferir un resultado mas general, el cual nos
servird como base para caracterizar la descomposicién en factores primos de los elementos

de A5Z

Teorema 5.7. Sean p,q € Z. Si p,q son primos en Z y p,q ¢ As entonces pqg € As o
—pq € As.

Prueba. Por el teorema 5.5 se sabe que los primos en Z tienen la forma 5k + 2 o 5k + 3 y si
se hacen todas las posibles multiplicaciones de primos que no estén en As se tiene que:

(5k +2)(5k +3) = 5(5k* + 5k + 1) + 1

Lo cual demuestra, de forma similar al resultado anterior, que cualquier producto de dos
nimeros primos en Z, o su inverso, pertenece a As. O]

Teniendo en cuenta los resultados hasta aqui mostrados, se puede ver que si la descomposicion
en factores primos en Z de un elemento de As es:

a1, (9 «
aipl p2 ...pn"

y si se supone que p1,ps,- - ,pn & As, para encontrar la cantidad de descomposiciones en
factores primos con que cuenta el elemento en A; se hace necesario encontrar la cantidad de
maneras es posible organizar en parejas los factores teniendo en cuenta que, primero, algunos
de ellos se repiten, y segundo que no importa el orden de las parejas ni al interior de cada
una de las parejas; resolviendo este problema de conteo serd posible obtener la cantidad de
descomposiciones en factores primos de un elemento cualquiera de As, por ejemplo, para
algunos casos particulares se tienen los siguientes resultados:
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Caso 1. a = p"

a; =2n Una descomposicion
pipt- -t
a;=2n+1 No hay elementos de esta forma en As
Caso 2. a =p7'p3? si a; <
o, = 2k ay = 2n k + 1 descomposiciones
o =2k +1 ay =2n+1 k + 1 descomposiciones

ar=2koa; =2k+1 | as=2n+1 0 as = 2n | No hay elementos de esta forma en As

Caso 3. a = pI"p3*ps® si ay < s < ag

oq Qg Qs Descomposiciones
1 1 1 No hay elementos de esta forma en Aj
2 (p1p2)p:2),
(p1p3) (P2ps)
3 No hay elementos de esta forma en Aj
4 (p1p2)P:2),P§
(p1p3) (P2p3)p3
1 1 2n+1 No hay elementos de esta forma en As
(it e | 2descomposiciones
1 2 2 No hay elementos de esta forma en As
2 3 (p1p2) (p2ps)p3
(p1p3)p§p§
(p1p3) (p2p3) (P2p3)
2 4 No hay elementos de esta forma en Aj
2 5 (p1p2) (P2ps)P3P3
(P1p3)P3D3D3

(p1ps) (p2ps) (P2p3)P3

2 2n No hay elementos de esta forma en Aj
3 4 (p1p2)P3p3ps
(P103) (P2p3) (P23 )P3
(p1p3) (P2p3)P3P3

(plps) (p2p3) (p2p3) (pzps)

1 4 ) 5 descomposiciones
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o | Qo Q3 Descomposiciones

2 | 2 2 5 descomposiciones
2 | 2 2k, k> 1 6 descomposiciones
2|13 3 6 descomposiciones
2 | 3| 2k+1,k>2 | 7 descomposiciones
2 | 4 4 7 descomposiciones
2 | 4 2k, k> 2 8 descomposiciones

Tabla 5-2.: Algunas generalizaciones de la cantidad de factorizaciones de elementos de Aj

Teniendo en cuenta esta exploracion, lo que falta por hacer es generalizar para hallar la can-
tidad de descomposiciones para el caso n donde a = p{'p3? - - - p&», lo cual lleva al problema
de conteo descrito anteriormente.

5.4. Algunos casos mas: A; y A

De manera similar al caso anterior, en A; se puede evidenciar que existen nuevos nimeros
primos:
A;={...,-27, -20, -13, -6, 1, 8, 15, 22, 29,36,...}

y a diferencia de lo que ocurre en A7, no se cumple en general que si p y ¢ son primos en Z
entonces pq € Az, sin embargo si es parcialmente cierto dependiendo de la forma del niimero
primo, por ejemplo:

Teorema 5.8. Sip,q € Z y ademds p =Tk + 2 y q = Tm + 4 entonces pq € A,

Prueba. Como p="Tk+ 2y q=T7m + 4 entonces
pq=(Tk+2)(Tm+4)=7(Tmk +4k +2m+ 1) + 1

y como 7Tmk + 4k + 2m + 1 € Z entonces pq € As. O

Ademas, de la misma forma que en Az, los productos de niimeros primos que entran en el
conjunto Az, resultan ser primos en este conjunto. Adicional a lo anterior, y a diferencia de lo
que ocurre en As se cumple que algunos productos de tres ntimeros primos en Z pertenecen
a Az, por ejemplo:

Teorema 5.9. Sip,q,r € Zyp=Tm+3,¢q=Tn+3 yr ="Tk+ 4 entonces pqr € A;.

Prueba. Como p=Tm+3,q="Tn+ 3y r =Tk + 4 entonces
pqr = T(49kmn + 21km + 21kn + 9%k + 28mn + 12m + 12n 4+ 5) + 1

y como 49kmn + 21km + 21kn + 9k + 28mn + 12m + 12n + 5 € Z entonces pgr € A;. [
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Teniendo en cuenta esto, en la siguiente tabla se muestran los productos de elementos de Z
que dan como resultado un elemento de Ar:

Tk+2 | Tk+3|Tk+4|7k+5

Vv A
Vv Vv
Vi

VvV
av

<
< X

N

VY
WV
v W

VY

Tabla 5-3.: Productos que dan como resultado elementos de A

Con base en lo anterior, la cantidad de descomposiciones en factores primos de un elemento
de A7 va a estar dada por la relacién entre los factores primos del nimero en Z y la tabla
anterior, teniendo en cuenta que, para algunos casos, quien estd en el conjunto es el inverso del
nimero, este es el problema de conteo que permite establecer la cantidad de factorizaciones
en A7.

Habiendo visto el problema de caracterizar la cantidad de descomposiciones para los casos
de As y Az, se puede analizar otro caso donde también aparecen nuevos nimeros primos:
Aqq, en el cual, de forma similar al caso anterior, hay algunos productos de ntiimeros enteros
que caen dentro del conjunto:

1Mk+2 | 11k +3 | 11k +4 | 11k +5 | 11k 46 | 11k +7 | 11k +8 | 11k +9

v v
v v

<
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11k + 2

11k + 3

11k + 4

11k +5

11k + 6

11+ 7

11k + 8

11k +9

v

vV

A

A

V

A

Tabla 5-4.: Productos que dan como resultado elementos de Aq;

Y de manera analoga al caso de A7, hay algunos productos de tres nimeros enteros que caen
en el conjunto, lo cual hace que el problema de determinar la cantidad de descomposiciones de
un elemento de Aj; se configure en un problema de conteo similar al de A7, que dependera de
la forma de los niimeros primos que estan en la descomposicién en Z del elemento.



6. Actividades propuestas

Teniendo en cuenta los objetivos propuestos para este trabajo de grado, en este capitulo
se presentan algunas actividades con las que se pretende buscar que los estudiantes del es-
pacio académico Teoria de Numeros de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad
Pedagogica Nacional, desarrollen el proceso matemaéatico de analizar a través del descubri-
miento, a partir de la exploracién, de los resultados presentados en las estructuras algebraicas
estudiadas en este trabajo.

6.1. Los ideales de los numeros enteros

En concordancia con lo anterior, a continuaciéon se muestra una actividad en la cual se
involucran los resultados logrados alrededor de esta estructura algebraica, particularmente
en lo que tiene que ver con los siguientes aspectos:

= Comportamiento de las operaciones en £kZ: En esta primera seccion se busca
que los estudiantes evidencien que la suma y la multiplicacion definidas usualmente
en el conjunto de los niimeros enteros, son también operaciones bien definidas en este
subconjunto, y adicionalmente, se pretende que ellos hagan un reconocimiento de dicha
estructura algebraica a través de la observacion de algunos elementos y el desarrollo
de operaciones entre ellas:

= Relacion de divisibilidad en kZ: Teniendo en cuenta la cerradura de las operaciones
ya evidenciada, en esta seccion se introducira la relacion de divisibilidad de la misma
forma que se define en el conjunto de los niimeros enteros, y con base en esta definicién
se proponen preguntas que lleven a los estudiantes a ver las propiedades que cumple
esta relacion en este conjunto, en particular en lo que tiene que ver con el hecho que
esta es un orden estricto.

s Caracterizaciéon de los elementos del conjunto a partir de sus divisores:
Teniendo en cuenta que la relacién de divisibilidad definida en kZ es un orden estricto,
en esta seccion se propone hacer uso del diagrama de Hasse como herramienta para
identificar la cantidad de divisores de los elementos del conjunto, y a partir de ello
caracterizarlos.

= Definicion de niimero primo en kZ: A partir de la caracterizacién hecha, se busca
ademés que los estudiantes construyan una definiciéon de niimero primo adecuada para
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esta estructura algebraica, teniendo en cuenta que esta debe servir para garantizar que
existe una desomposicion de los demas elementos del conjunto como producto de ellos,
y ademas que esta, en la medida de lo posible, sea tnica.

Descomposiciéon de factores primos: Teniendo en cuenta la definiciéon de ntimero
primo acordada, se busca que los estudiantes exploren en relacion con la existencia y
la unicidad de la descomposicion en factores primos buscando, si es posible, el cumpli-
miento de una proposicion andloga al teorema fundamental de la aritmética en kZ.

Teniendo en cuenta esto, a continuacién se muestra las secciones de la actividad asociadas a

cada uno de los objetivos mencionados:

que

1.

D.

6.

La relacion de divisibilidad en los conjuntos £Z

Teniendo en cuenta que una de las maneras de estudiar el proceso de analizar es a través de
definir una relacién de divisibilidad en una estructura algebraica, en este taller se propone

se desarrolle esto en algunos conjuntos numéricos: Los ideales de los niimeros enteros;

los cuales, recordemos, son la siguiente familia de conjuntos:

kZ = {x € Z|x = km,m € Z}

donde k es un entero cualquiera. Con base en esto, responda las siguientes preguntas:

Haga un listado de algunos elementos de 2Z y responda:
a. ;La suma de elementos de 27 pertenece a 277 Justifique.

b. ;La multiplicacién de elementos de 2Z pertenece a 277 Justifique.

. Responda las mismas preguntas del punto anterior pero con 3Z

Six,y € kZ, jse cumple que x +y € kZ? Demuestre se respuesta.
Six,y € kZ, jse cumple que zy € kZ? Demuestre se respuesta.
. Para cuales valores de k se cumple que 1 € kZ?

. Para cuales valores de k se cumple que —1 € kZ?

Con este primer grupo de preguntas se busca que los estudiantes evidencien la cerradura de

la suma y la multiplicacién en los conjuntos en mencién ya que esto, como se vié a través

de este trabajo, es muy importante para poder hablar de la relacion de divisibilidad como
una herramienta para el desarrollo del proceso matematico de analizar en una estructura;

adicionalmente, se pretende que evidencien el hecho que no se cuenta con el 1 y el —1, es

decir

las unidades en el conjunto de los nimeros enteros, lo cual hara que, mas adelante,

se presenten novedades en lo que tiene que ver con el comportamiento de la relacién de
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divisibilidad.

Teniendo en cuenta que la multiplicacion se puede definir, igual que en los casos usuales,
la relacion de divisibilidad en la siguiente forma:

Definicién: Sea x,y € kZ se dice que alb si y solo si existe ¢ € kZ tal que ac = b.
7. Teniendo en cuenta la definicién, para cada una de las siguientes preguntas, si la
respuesta es afirmativa demuestre su respuesta, en caso contrario, explique:
a. (La relacion de divisibilidad es reflexiva en kZ?
b. jLa relacién de divisibilidad es asimétrica en kZ?

c. ¢La relacion de divisibilidad es transitiva en kZ?

Con estas preguntas se busca que el estudiante descubra el hecho que la relacién de divi-
sibilidad no cuenta con la propiedad reflexiva debido a la ausencia del elemento 1 en estos
conjuntos, pero que sin embargo si es asimétrica y transitiva, lo que hace que esta sea un
orden estricto.

8. Teniendo en cuenta la definicién de la relacion de divisibilidad, contruya el diagrama
de Hasse de la misma para el caso 2Z y con base en él, responda, justificando sus
respuestas:

a. jExisten elementos que no tengan divisores? Si es asi, de una férmula para encon-
trarlos.

b. jCuéles elementos tienen dos divisores?

c. jExiste alguna formula que permita encontrar los nimeros que tengan cuatro
divisores? ;Qué tengan 67 ; Qué tengan 87

d. ;Existe algin ntimero con una cantidad impar de divisores?

9. Construya el diagrama de Hasse y responda preguntas similares para los casos de 3Z
y 47. Procure generalizar para cualquier kZ los resultados obtenidos.

10. Con base en los resultados vistos hasta ahora, ;como definiria nimero primo en kZ?
Con base en esta definicién, jexiste una férmula que permita encontrar nimeros
primos en este conjunto.

11. ;Existe algiin niimero que sea primo en kZ que también sea primo en Z. Justifique
su respuesta

Estas preguntas tiene como intencién que los estudiantes exploren desde el diagrama de Has-
se y den una caracterizacién de los elementos de kZ a partir de sus divisores. Por otra parte
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se busca que los estudiantes lleguen a hablar de niimero primo en este conjunto como aquel
que no tiene divisores y evidencie que, a diferencia de los nimeros enteros, aqui es posible
encontrar una formula que permita encontrar cualquier nimero primo. En lo que tiene que
ver con las respuestas dadas por los estudiantes, se espera que ellos busquen, con la ayuda
del profesor que dirija la actividad, una definicién que sirva como herramienta para, como
se dijo anteriormente, lograr obtener una descomposicion de los elementos que, en la medida
de lo posible, sea tnica; sin embargo, puede ocurrir, por ejemplo, que los estudiantes opten
por copiar la definicién de primo de los niimeros naturales o de los niimeros enteros, pero
basta con hacerlos ver que estas no son ttiles debido a que existiran elementos que no se
podran descomponer en términos de ellos, justamente los elementos que no tienen divisores,
dejando asi a estos como candidatos naturales para ser los niimeros primos ademas porque
es facilmente verificable que los demas elementos del conjunto se pueden descompone en
términos de ellos, dejando entrever una manera clara de llevar a cabo el proceso de analizar

en una estructura.
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27 y descomponga los siguientes nimeros como producto de ellos:

Elemento de 27

Descomposicién

-8

28

242

—18

60

—140

13. Complete la siguiente tabla:

12. Teniendo en cuenta la definicion que did, haga un listado algunos ntimeros primos en

.Hay una sola forma de lograr dicha descomposicion? Justifique su respuesta.

Elemento de 27

Descomposicién
en 27

Cantidad
de factores

Descomposicién
en 7

Cantidad
de factores

-8

28

242

—18

60

—140

Y con base en ella responda:

composicion en factores primos?

Justifique sus respuestas

b. ;Hay casos en los que esta sea tinica?

a. Con base en lo visto, jes posible decir que cualquier elemento de 27Z tiene des-

Con estas preguntas se busca que los estudiantes evidencien que siempre se tiene la existencia

de la descomposicion en factores primos para cualquier elemento de 27 pero que esta no es

Unica, y que vean ademds que esto depende de la descomposicion del niimero en el conjunto

de los niimeros enteros.
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6.2. Los numeros de la forma ak + 1

De manera similar al caso de los ideales del conjunto de los niimeros enteros, a continuacién se
muestran dos actividades que buscan que los estudiantes descubran los resultados que aqui se
mostraron sobre el conjunto de los niimeros de la forma ak+1. Cabe resaltar que estas fueron
disenadas con el apoyo del grupo de Algebra de la Universidad Pedagdgica Nacional como
insumo para el espacio académico Teoria de Numeros, y ademas como producto del proyecto
de investigacion titulado .Actividades Mateméticas para el desarrollo de procesos logicos: el
proceso matematico de analizar en el espacio académico teoria de Numeros de la Licenciatura
en Matemaéticas de la UPN-experimentacion y evaluacion”; también es necesario resaltar que
la construccién de la actividad respondié a los siguientes objetivos:

= Caracterizaciéon del conjunto y cerradura de las operaciones: De forma similar
al caso anterior, en esta primera parte de la actividad se busca que los estudiantes
evidencien algunas caracteristicas propias del conjunto, particularmente en lo que tiene
que ver con la caracterizacion de los elementos del conjunto y con la cerradura de la
multiplicacion en este conjunto. Adicionalmente, se busca que vean que la suma no
es una operacion bien definida, lo cual marca una diferencia importante entre esta
estructura y el conjunto de los niimeros naturales y los npumeros enteros.

= Relacion de divisibilidad en A,: Con esta actividad también se busca que los
estudiantes vean que el hecho de tener una multiplicacion permite definir una relacion
de divisibilidad de forma similar a los casos usuales, y ademéas se busca que exploren
alrededor de las propiedades que esta cumple definida en A,.

= Niumero primo en A,: Ademas de lo anterior, también se busca que con esta actividad
los estudiantes construyan una definiciéon de ntimero primo haciendo uso del parecido
que tiene la divisibilidad definida en este conjunto, respecto a la definida en el conjunto
de los ntumeros naturales, asi como del hecho de estudiar la caracterizacién de los
elementos de este conjunto a partir de sus divisores. Adicionalmente se busca que los
estudiantes identifiquen la diferencia entre ser primo en esta estructura algebraica y
en el conjunto de los niimeros naturales.

Actividad 1: La relacion de divisibilidad en

subconjuntos de Z

Con el animo de analizar matematicamente la relacién de divisibilidad y sus implicaciones,
proponemos estudiar tal relacién en conjuntos diferentes a los usuales pero tomandolos como
referencia, esto es, la divisibilidad tanto en los niimero naturales como en los enteros. En este
primer taller y con el fin de no ir a conjuntos muy abstractos, consideraremos tal estudio en
subconjuntos de los niimeros enteros.
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Los conjuntos sobre los cuales trabajaremos son de la forma:
A, ={z€Z|x=ak+1NkeZ},

donde a es un entero cualquiera. A continuacion, responda las preguntas que se formulan.

1. Determine la veracidad de las siguientes afirmaciones:

(a) 7Te A3 (b)6€ A5 (c)—1€A; (d) 7€ As (e) 79 € A3
(f)9e A; (g) 6€ A5 (h) —1€ Ay (i)99€ Ag (j) 347 € Ag

2. Considere el conjunto As y responda lo siguiente:
a) Haga un listado de elementos de As.
b) ;La multiplicacién de elementos de Az pertenece a As? Explique.

¢) (Se puede caracterizar los elementos de Az a través de sus cifras? Explique.
3. Responda a las mismas preguntas del item anterior pero ahora en As.
4. Sean x,y elementos de A,, jestd xy en A,? Demuestre su respuesta.
5. Sean x,y elementos de A,, jesta x +y en A,? Justifique su respuesta.
6. Responda las siguientes preguntas:
a) (Para cudles valores de a, 1 € A,7 Explique.
. Para cudles valores de a, 13 € A,? Explique.
JPara cudles valores de a, 15 € A,? Explique.

)
)

d) (Para cudles valores de a, —1 € A,7 Explique.
) ¢Para cuédles valores de a, —8 € A,? Explique.
)

Con base en los itemes anteriores, dado un entero m jpara cudles valores de a,
m € A,7 Justifique su respuesta.

7. Sea m un entero, jpara cudles valores de a, tanto m como —m estan en A,7 Explique
y procure una demostracion.

Atendiendo a los objetivos anteriormente propuestos, con estas preguntas se prentende que
los estudiantes hagan un reconocimiento de las caracteristicas propias del conjunto, en parti-
cular con lo que tiene que ver con el comportamiento de sus elementos y la manera de carac-
terizarlos, ya que esto les brindara herramientas para la exploracion que se propondréd pos-
teriormente. Adicionalmente, se busca que los estudiantes evidencien que la suma no es
cerrada, mientras que la multiplicacién si, lo cual permitira continuar con la siguiente parte
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del taller:

Como en los casos usuales, definimos la relacion de divisibilidad entre elementos de A, de

la siguiente manera:

Definicién. Sea a un entero fijo. Para todo x,y € A, se dice que x divide a v,
y lo notamos x |y, si y solo si, existe z € A, tal que xz = y.

1. Con base en esta definicién responda, justificando sus respuestas, a las siguientes

preguntas.

a) (La relacién de divisibilidad es reflexiva en A,7

b) ;La relacién de divisibilidad es transitiva en A,?
¢) (La relacién de divisibilidad es antisimétrica en A,7
d) Compare sus demostraciones o contraejemplos a las preguntas anteriores, segin

el caso, con las propiedades de divisibilidad en N y Z.

Con estas preguntas se pretende que el estudiante evidencie las propiedades que cumple la
relacion de divisibilidad definida en este conjunto, y asi mismo establezca semejanzas y dife-
rencias entre estas y las que cumple la misma relacion definida en el conjunto de los ntimeros
naturales y de los nimeros enteros, teniendo en cuenta las propiedades de la multiplicacién
en A, que se heredan de la multiplicacién en Z.

2. Con el fin de analizar la cantidad de divisores de elementos de Aj, complete una

tabla como la siguiente

n Divisores de n

6
-4
16

121
-24
56

3. Con base en lo encontrado en el punto anterior, complete la siguiente tabla:
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No. de Divisores Elementos de As

= lwinNo| =

Ahora bien, teniendo en cuenta los resultados anteriores, ;como definiria niimero primo en

As?

4. Haga un estudio similar para Ag y para otros casos particulares. Con base en lo
que ha visto proponga una definicién de nimero primo en A,. jServird la misma
definicién para todos los valores de a? ;Existe algun(os) valor(es) de a en los que es
necesaria una definicién distinta? Explique.

5. Desde la definicién dada de ntimero primo en As:

a) Si un elemento que pertenece a As es primo en Z, jsera primo en As? Explore
algunos casos particulares.

b) ;Existe algin nimero primo en As que no sea primo en Z? Explique.

Como ya se dijo anteriormente, uno de los propédsitos de la actividad es construir una de-
finicién de nimero primo para esta estructura algebraica, para lo cual se propone que los
estudiantes hagan una exploracién alrededor de la cantidad de divisores de los elementos
del conjunto para, tomando como referencia el conjunto de los nimeros naturales, llegar a
definir niimero primo como aquellos que tienen la segunda menor cantidad de divisores, es
decir, dos divisores, aludiendo ademaés al hecho que uno no se considera niimero primo por
no ser util para la descomposicién.

Ademas de la actividad anteriormente descrita, a continuacién se muestra otra actividad que
tiene como propédsito, esencialmente, explorar la descomposicién en factores primos en As
en aras de evidenciar que no se tiene, en esta estructura, la unicidad de la misma, pero en
general si se tiene su existencia. Adicionalmente se pretende que los estudiantes evidencien
que la existencia de diccha descomposicién, asi como la cantidad de ellas depende de la
factorizacion del elemento en Z tal como se mostré en capitulos anteriores de este trabajo:
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Actividad 2: La relacion de descomposicion en

subconjuntos de Z

Teniendo en cuenta que ya se inicié un trabajo relacionado con el estudio de la relacién de

divisibilidad y de la nocién de nimero primo en el subconjunto de los enteros As, el presente

taller tiene como objetivo hacer algunas exploraciones relacionadas con la descomposicién

en factores primos en dicho conjunto, en lo que tiene que ver con la existencia y la unicidad

de la misma para los diferentes elementos del conjunto. Con base en la definicién de niimero

primo que se tiene para As algunos de ellos son los siguientes:

P={..,—34,-29 —19, —14,—9, —4,6,11,21,26,31,41,.. .}

en As.

Elemento de As

Descomposiciéon

66

—44

—209

341

156

—31104

2. Complete la tabla siguiente:

1. Descomponga los siguientes nimeros, si es posible, como producto de niimeros primos

. Cudles nimeros de Aj tienen la misma descomposicion que en Z?7 Justifique.

Elemento de A;

Descomposicién
en A5

Cantidad
de factores

Descomposiciéon
en 7

Cantidad
de factores

66

—44

—209

341

156

—31104
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Con base en los datos de la tabla responda:

a. ;Existe algin nimero en A que tenga la misma cantidad de factores primos en As en
su descomposicion que en la de Z? Explique.

b. ;Existe algun nimero en A5 que tenga un mayor numero de factores primos en Az en
su descomposicion que en la de Z? Explique.

c. ;Existe algin nimero en As que tenga un menor nimero de factores primos en Ay en
su descomposicion que en la de Z? Explique.

d. De lo anterior, jes posible concluir que todo nimero en A5 se puede descomponer en
factores primos de A;? Justifique su respuesta.

Con estas primeras preguntas se busca que los estudiantes hagan un reconocimiento de los
nimeros primos en As con base en la definicion obtenida durante la solucién de la activi-
dad anterior, y adicionalmente sospechen que, en general, se tiene la existencia de por lo
menos una descomposicion en factores primos para cada uno de los elementos del conjunto,
y ademaés que empiecen a evidenciar quue existe relacién entre esta y la factorizacion del
elemento en el conjunto de los niimeros enteros.

3. Considere el nimero 186 que pertenece a As y su descomposicion en factores primos
en 7 es:
186 =2 x 3 x 31

y esta puede verse como:

186 = 6 x 31
186 =62 x 3
186 =93 x 2

.En alguno de estos productos hay elementos de As? De ser asi, json primos en este
conjunto?

4. Haga el mismo procedimiento del punto anterior, pero para el nimero —31104.
., Cuantas descomposiciones en factores primos tiene este niimero en A5?

5. Teniendo en cuenta el razonamiento de los dos puntos anteriores, si a € A5 y a =
ptpy? -+ - p2r la descomposicion en factores primos de a en Z con la condicién de
que pi1,pP2,P3,---,Pn € As, jcudntas descomposiciones de este elemento se puede
encontrar en As? Explique.

Con este grupo de preguntas se busca que los estudiantes evidencien que las descomposicio-
nes en factores primos de elementos de Ay surgen a partir de la factorizacién del nimero en
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los niimeros enteros, y adicionalmente se propone, como un primer caso, el hecho que en el

caso que la descomposicién en Z sirva en Aj (los primos en Z esten en As) hacen que esta

sea unica.

6.

10.

11.

12.

Si p es un numero primo en Z tal que p ¢ As, verifique, con algunos ejemplos, si:

a. p? € As

b. p3 € As

c. p* € A;

d. p° € A;

Si algunas de las anteriores afirmaciones son ciertas, jel elemento en cuestion sera pri-

mo en este conjunto? Procure generalizar.

Teniendo en cuenta el razonamiento hecho en los puntos anteriores, si p y ¢ son
primos en Z y p,q ¢ As, {se puede concluir que pg € As, y si es asi, jeste serd primo
en este conjunto? Justifique su respuesta.

Con base en la respuesta dada en los dos ultimos puntos, si a € As y la descomposicién
de élen Z es a = pSpS v p1,pa & As, {cudntas descomposiciones tendrd este elemento
en As? Justifique su respuesta.

. Responda la pregunta del punto anterior para los siguientes elementos:

a. a = pipy
b. a=p?p§

Procure una generalizacién.

Siguiendo el mismo razonamiento, proponga la cantidad de descomposiciones que

2

tendra un nimero de la forma a = p]*p5? con o y @y nlimeros impares.

Ahora, busque la cantidad de descomposiciones de los siguientes elementos de As:
a. a = pipy’

b. a = pip}

Bajo el supuesto de que p; € A5 y p2 ¢ As. Procure una generalizacién.

Finalmente, con base en el punto anterior, proponga una conjetura con respecto
a la cantidad de descomposiciones de a € Az cuya descomposicion en Z es a =

PPy - pon y solo pon ¢ As

Con estas preguntas se busca que los estudiantes evidencien el hecho que multiplicar dos

niumeros primos en Z da como resultado un elemento de As, y ademds que vean esto como
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una herramienta para obtener variadas descomposiciones en A5 y asi mismo lo usen como
una herramienta para obtener la cantidad de factorizaciones en algunos casos particulares.



7. Conclusiones, reflexiones y
recomendaciones

Teniendo en cuenta lo desarrollado en el transcurso del presente trabajo de grado se pueden
hacer las siguientes afirmaciones a manera de conclusion:

1. Teniendo en cuenta el estudio desarrollado en los ideales de los nimeros enteros se
puede concluir que, en primera medida, alli se encuentra una idea pura de elemento
especial para la descomposicién (elemento irreducible) en la medida que hay nimeros
que son imposibles de descomponer en la medida que no tienen divisores. Por otra
parte, también se evidencié que no es posible hablar de un teorema analogo al teorema
fundamental de la aritmética en esta estructura dado que se tiene la existencia de la
descomposicion en factores primos, pero no la unicidad de la misma.

2. En lo que tiene que ver con los ntimeros de la forma ak + 1 se defini6 la relacién de
descomposicion haciendo uso de la multiplicacion de los nimeros enteros y a partir de
ella se concluyé que se tiene que la existencia de la descomposicién en factores primos,
pero no se tiene la unicidad de la misma imposibilitando, nuevamente, la formulacion
de un teorema fundamental de la aritmética en este conjunto.

3. Con base en el estudio desarrollado se puede concluir que la idea de nimero primo
esta supeditada, estrechamente, a la bisqueda de la existencia de la descomposiciéon en
la medida que, en los casos explorados se dieron definiciones distintas de nimero primo
en aras de garantizar la existencia de la descomposicién en términos de elementos que
resultan ser, ademads, irreducibles en la medida que no se pueden escribir como producto
de otros elementos del conjunto salvo algunos casos triviales.

Por otra parte, como producto del desarrollo del presente trabajo de grado se puede decir
que sirvié como una manera de ver que toma una gran importancia el desarrollo de actividad
matematica por parte de futuros licenciados en Matematicas en la medida que, primero, esto
brinda herramientas para obtener un mayor conocimiento matematico que se configura en
una herramienta esencial para el buen desarrollo de la labor docente; y segundo, porque
brinda herramientas para generar cuestionamientos que pueden llevar a los estudiantes al
desarrollo de actividad matemédtica en el aula, es decir, a la formulacién y demostracién
de resultados, apuntando a que se desarrolle una microsociedad cientifica en el aula como
herramienta para la construccién de conocimiento de forma tanto individual como colectiva.
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Finalmente, también se vié en el desarrollo de este trabajo de grado que surgieron una serie
de problemas de conteo a la hora de intentar caracterizar la cantidad de descomposiciones
de los elementos de cada uno de los conjuntos estudiados, por lo tanto, una manera de darle
continuidad al mismo es buscar una solucién para estos. Adicionalmente, también se vid que
para los conjuntos A, solo se estudiaron algunos casos, de ahi que atin hay infinitos conjuntos
por estudiar para darle continuidad al trabajo aqui iniciado.
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A. Anexo 1: Actividad relacion de
divisibilidad y descomposicion en los
ideales de Z

La relacion de divisibilidad en los conjuntos kZ

Teniendo en cuenta que una de las maneras de estudiar el proceso de analizar es a través de
definir una relacién de divisibilidad en una estructura algebraica, en este taller se propone
que se desarrolle esto en algunos conjuntos numéricos: Los ideales de los niimeros enteros;
los cuales, recordemos, son la siguiente familia de conjuntos:

k7 ={x € Z|x = km,m € Z}
donde k es un entero cualquiera. Con base en esto, responda las siguientes preguntas:

1. Haga un listado de algunos elementos de 27Z y responda:
a. (La suma de elementos de 27 pertenece a 277 Justifique.

b. ;La multiplicaciéon de elementos de 27Z pertenece a 2Z7 Justifique.
2. Responda las mismas preguntas del punto anterior pero con 37Z
3. Siz,y € kZ, ;jse cumple que x + y € kZ? Demuestre se respuesta.
4. Si x,y € kZ, jse cumple que xy € kZ? Demuestre se respuesta.
5. jPara cuales valores de k se cumple que 1 € kZ?
6. ;Para cuales valores de k se cumple que —1 € k77

Teniendo en cuenta que la multiplicacién se puede definir, igual que en los casos usuales, la
relacion de divisibilidad en la siguiente forma:

Definicién: Sea z,y € kZ se dice que alb si y solo si existe ¢ € kZ tal que ac = b.

14. Teniendo en cuenta la definicion, para cada una de las siguientes preguntas, si la
respuesta es afirmativa demuestre su respuesta, en caso contrario, explique:
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a. jLa relacién de divisibilidad es reflexiva en kZ7
b. ;La relacién de divisibilidad es asimétrica en kZ?

c. ;La relacién de divisibilidad es transitiva en k77

15. Teniendo en cuenta la definicion de la relacién de divisibilidad, contruya el diagrama
de Hasse de la misma para el caso 2Z y con base en él, responda, justificando sus
respuestas:

a. jExisten elementos que no tengan divisores? Si es asi, de una férmula para encon-
trarlos.

b. ;Cuales elementos tienen dos divisores?

c. ;Existe alguna formula que permita encontrar los nimeros que tengan cuatro divi-
sores? jQué tengan 67 ;Qué tengan 87

d. ;Existe algin nimero con una cantidad impar de divisores?

16. Construya el diagrama de Hasse y responda preguntas similares para los casos de 37Z
y 4Z. Procure generalizar para cualquier kZ los resultados obtenidos.

17. Con base en los resultados vistos hasta ahora, ;jcomo definiria nimero primo en kZ?
Con base en esta definicién, jexiste una férmula que permita encontrar nimeros primos
en este conjunto.

18. ;Existe algin niimero que sea primo en kZ que también sea primo en Z. Justifique su
respuesta



B. Anexo 2: Actividades relacidn de
divisibilidad y descomposicion en los
nameros de la forma ak + 1

Actividad 1: La relacion de divisibilidad en

subconjuntos de Z

Con el danimo de analizar matematicamente la relacién de divisibilidad y sus implicaciones,
proponemos estudiar tal relacién en conjuntos diferentes a los usuales pero tomandolos como
referencia, esto es, la divisibilidad tanto en los niimero naturales como en los enteros. En este
primer taller y con el fin de no ir a conjuntos muy abstractos, consideraremos tal estudio en
subconjuntos de los niimeros enteros.

Los conjuntos sobre los cuales trabajaremos son de la forma:
Ay={x€Z|xz=ak+1Nk€EZ},
donde a es un entero cualquiera. A continuacion, responda las preguntas que se formulan.

1. Determine la veracidad de las siguientes afirmaciones:

(a) Te A3 (b)6e€As (c)—1€A; (d)7€As (e) 79€ A3
(f)9e A, (g) -6€A; (h) —1€ Ay (i) 99 € As (j) 347 € As

2. Considere el conjunto As y responda lo siguiente:
a) Haga un listado de elementos de As.
b) (La multiplicacién de elementos de Az pertenece a A3? Explique.

c¢) (Se puede caracterizar los elementos de Az a través de sus cifras? Explique.
3. Responda a las mismas preguntas del item anterior pero ahora en As.
4. Sean x,y elementos de A,, jesta xy en A,?7 Demuestre su respuesta.

5. Sean x,y elementos de A,, jesta x + y en A,? Justifique su respuesta.
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6. Responda las siguientes preguntas:
a) {Para cudles valores de a, 1 € A,? Explique.
. Para cudles valores de a, 13 € A,? Explique.

. Para cudles valores de a, 15 € A,? Explique.

)
)

d) ;Para cudles valores de a, —1 € A,7 Explique.
) Para cuéles valores de a, —8 € A,? Explique.
)

Con base en los itemes anteriores, dado un entero m ;para cudles valores de a,
m € A,? Justifique su respuesta.

7. Sea m un entero, ;para cudles valores de a, tanto m como —m estan en A,7 Explique
y procure una demostracion.

Con estas preguntas se prentende que los estudiantes hagan un reconocimiento de las carac-
teristicas propias del conjunto, en particular con lo que tiene que ver con el comportamiento
de sus elementos y la manera de caracterizarlos. Adicionalmente, se busca que los estudiantes
evidencien que la suma no es cerrada, mientras que la multiplicacién si, lo cual permitira con-
tinuar con la siguiente parte del taller:

Como en los casos usuales, definimos la relacién de divisibilidad entre elementos de A, de la
siguiente manera:

Definicidén. Sea a un entero fijo. Para todo z,y € A, se dice que x divide a y, y lo
notamos x | y, si y solo si, existe z € A, tal que xz =y.

1. Con base en esta definicién responda, justificando sus respuestas, a las siguientes pre-
guntas.

a) ¢La relacién de divisibilidad es reflexiva en A,?

b) ;La relacién de divisibilidad es transitiva en A,7

d

)
c¢) ;La relacion de divisibilidad es antisimétrica en A,7
)

Compare sus demostraciones o contraejemplos a las preguntas anteriores, segin
el caso, con las propiedades de divisibilidad en N y Z.

Con estas preguntas se pretende que el estudiante evidencie las propiedades que cumple
la relacién de divisibilidad definida en este conjunto, y asi mismo establezca semejanzas y
diferencias entre estas y las que cumple la misma relaciéon definida en el conjunto de los
nuimeros naturales y de los nimeros enteros.

2. Con el fin de analizar la cantidad de divisores de elementos de A5, complete una tabla
como la siguiente
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n Divisores de n

6
-4
16

121
-24
56

3. Con base en lo encontrado en el punto anterior, complete la siguiente tabla:

No. de Divisores Elementos de As

=W N =

Ahora bien, teniendo en cuanta los resultados anteriores, ; como definiria niimero primo
en A5?

4. Haga un estudio similar para Ag y para otros casos particulares. Con base en lo que
ha visto proponga una definiciéon de niimero primo en A,. ;Servira la misma definicion
para todos los valores de a? jExiste algin(os) valor(es) de a en los que es necesaria
una definicién distinta? Explique.

5. Desde la definicion dada de nimero primo en As:

a) Si un elemento que pertenece a Aj es primo en Z, jsera primo en As? Explore
algunos casos particulares.

b) ;Existe algin nimero primo en As que no sea primo en Z? Explique.
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Actividad 2: La relacion de descomposicion en

subconjuntos de Z

Teniendo en cuenta que ya se inicié un trabajo relacionado con el estudio de la relacién de
divisibilidad y de la nocién de niimero primo en el subconjunto de los enteros As, el presente
taller tiene como objetivo hacer algunas exploraciones relacionadas con la descomposicién
en factores primos en dicho conjunto, en lo que tiene que ver con la existencia y la unicidad
de la misma para los diferentes elementos del conjunto. Con base en la definicién de ntiimero
primo que se tiene para As algunos de ellos son los siguientes:

P=1{...,—34,-29,—19,—14,-9,—4,6,11,21,26,31,41,...}

1. Descomponga los siguientes niimeros, si es posible, como producto de ntimeros primos
en As.

Elemento de A; | Descomposicion
66
—44
—209
341
156
—31104

., Cudles nimeros de Aj tienen la misma descomposiciéon que en Z? Justifique.

2. Complete la tabla siguiente:

Elemento de A; | Descomposicion | Cantidad | Descomposicion | Cantidad
en As de factores en 7 de factores

66
—44
—209
341
156
—31104

Con base en los datos de la tabla responda:

a. jExiste algiin nimero en A5 que tenga la misma cantidad de factores primos en As
en su descomposicion que en la de Z? Explique.
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b. ;Existe algin nimero en A5 que tenga un mayor nimero de factores primos en As
en su descomposiciéon que en la de Z? Explique.

c. ;Existe algiin nimero en A5 que tenga un menor nimero de factores primos en As
en su descomposiciéon que en la de Z? Explique.

d. De lo anterior, jes posible concluir que todo nimero en As se puede descomponer

en factores primos de A5? Justifique su respuesta.

. Considere el nimero 186 que pertenece a As y su descomposicion en factores primos
en Z es:

186 =2 x 3 x 31

y esta puede verse como:

186 = 6 x 31
186 = 62 x 3
186 =93 x 2

JEn alguno de estos productos hay elementos de As? De ser asi, json primos en este
conjunto?

. Haga el mismo procedimiento del punto anterior, pero para el nimero —31104. ; Cuan-
tas descomposiciones en factores primos tiene este nimero en As?

. Teniendo en cuenta el razonamiento de los dos puntos anteriores, si a € A5 y a =

pitps? -+ - pdr la descomposicion en factores primos de a en Z con la condicién de que
P1,P2,P3, - - -, Pn € As, jcuantas descomposiciones de este elemento se puede encontrar

en As? Explique.

. Si p es un nimero primo en Z tal que p ¢ As, verifique, con algunos ejemplos, si:

a. p? € As

b. p3 € As

c. pt € A;

d. p° € As

Si algunas de las anteriores afirmaciones son ciertas, jel elemento en cuestion serd primo

en este conjunto? Procure generalizar.

. Teniendo en cuenta el razonamiento hecho en los puntos anteriores, si p y ¢ son primos
en Zy p,q ¢ As, jse puede concluir que pq € As, y si es asi, jeste serd primo en este
conjunto? Justifique su respuesta.
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8. Con base en la respuesta dada en los dos tultimos puntos, si a € As y la descomposicion
de él en Z es a = pSpS y p1,p2 ¢ As, jcudntas descomposiciones tendrd este elemento
en As? Justifique su respuesta.

9. Responda la pregunta del punto anterior para los siguientes elementos:

a. a=pipy’
b. a = pips
Procure una generalizacion.

10. Siguiendo el mismo razonamiento, proponga la cantidad de descomposiciones que
tendra un numero de la forma a = p{*p5? con o y ap nlimeros impares.

11. Ahora, busque la cantidad de descomposiciones de los siguientes elementos de As:
a. a = pipy’
b. a = pip}
Bajo el supuesto de que p; € A5 y p2 ¢ As. Procure una generalizacién.

12. Finalmente, con base en el punto anterior, proponga una conjetura con respecto a la
. . . Y 1,2 Q
cantidad de descomposiciones de a € A; cuya descomposicién en Z es a = py'py* - - - por

y solo i ¢ As

Este es un trabajo apenas iniciado, aun hay un gran camino por explorar.



