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una sugerencia de uso. Finalmente se muestran algunas de las opiniones de docentes que
exploraron los recursos educativos digitales.
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. Contenids__________ |

Capitulo 1: Este capitulo se muestra la importancia que tiene trabajar con las Tecnologias
Educativas dentro del aula.

Capitulo 2: En este capitulo se resalta la importancia que ha tenido del software GeoGebra en la
comunidad académica.

Capitulo 3: En este capitulo se muestran las tematicas del célculo diferencial que desde libros de
texto y directrices del Ministerio de Educacion Nacional se abordan en las escuelas.

Capitulo 4: En este capitulo se describe la metodologia a utilizar para el desarrollo del trabajo de
grado.

Capitulo 5: En este capitulo se describe la manera como se obtuvieron las tematicas con las que
se trabajarian.

Capitulo 6: En este capitulo se presentan los instructivos y recursos educativos digitales que se
disefiaron como producto de este trabajo de grado.

Capitulo 7: En este capitulo se presentan las opiniones que tuvieron los docentes que exploraron
los recursos educativos digitales disefiados.

__________ Metdologa |

Indagar acerca del trabajo que se ha realizado con el software GeoGebra a nivel general,
centrandonos en el célculo diferencial, para continuar con la ejecucién de una encuesta que
depura los recursos educativos digitales a disefiar y programar con su respectivo instructivo de
uso. Finalmente, realizar un cuestionario con el fin de averiguar la opinion de algunos docentes
después de explorar dichos recursos educativos digitales e instructivos.

H\

Se disefiaron nueve recursos educativos digitales abiertos con su respectivo instructivo que
ya se encuentran disponibles en la plataforma de GeoGebra.

o  GeoGebra merece tener mas reconocimiento dentro del gremio docente, puesto que es
importante que todos conozcan los beneficios que puede traer al implementarlo en el aula de
clase.

o El calculo diferencial es un nlcleo tematico que se aborda en las aulas de clase sin llegar a
tener mayor profundidad, puesto que los procesos que se generan a partir de estos son
abstractos y no se pueden comprender de manera eficaz sin la ayuda de un software.

e Latecnologia dentro del aula cumple diferentes roles, puesto que puede ser un medio o un
agilizador para lograr la comprensién de una tematica especifica.

e Los libros de texto que se utilizan en la ensefianza del calculo diferencial en la escuela
secundaria obedecen a las directrices que el Ministerio de Educacion Nacional exige,
superando en la mayoria de los casos los conocimientos con los que los estudiantes deben
aprobar grado undécimo.

e Aprender programar en un software relacionado con matematicas es un factor importante en
la formacidn de docentes de matematicas puesto que facilita el desarrollo de las
intervenciones que se desee realizar en el aula.

e Los instructivos realizados tuvieron buenas puntuaciones y comentarios, 1o que nos permite
decir que son Gtiles durante el desarrollo de una sesién de clase en la que se implemente un
recurso educativo digital.
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OBJETIVOS

Objetivo General

Disefiar recursos educativos digitales abiertos en el software GeoGebra que favorezcan la ensefianza
del calculo diferencial en la educacién media.

Objetivo Especifico

Reconocer la importancia del uso de las tecnologias educativas dentro del aula de clase,
particularmente en la ensefianza del célculo diferencial, con el fin de articular la explicacion de los
conceptos con simulaciones que favorezcan su comprension.

Mencionar los atributos que posee GeoGebra para facilitar el disefio de recursos educativos digitales,
resaltando la importancia de este trabajo para la comunidad académica.

Compilar las teméticas de calculo diferencial que se abordan en la educacion media en una encuesta
que tiene como fin indagar acerca de los temas gque necesitan un recurso educativo digital para su
ensefianza.

Reunir recursos educativos digitales propios en un libro dentro de la plataforma de GeoGebra, que
permita a los docentes acceder a ellos de manera gratuita, para incentivar el uso de las tecnologias
educativas.

Compilar en un documento escrito la descripcion, intencion y justificacién de cada recurso educativo
digital.
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INTRODUCCION

El uso de la tecnologia facilita el proceso de ensefianza de las tematicas del calculo diferencial en la
escuela, puesto que el “calculo gira en torno a graficos en dos y tres dimensiones y contar con
herramientas tecnoldgicas que contribuyan a una buena préctica visual en el proceso de ensefianza
garantiza en parte el entendimiento de los conceptos propios de este curso” (Rojas & Esteban, 2012,

p-3)

Desde esa perspectiva se hace necesario que los docentes de Matematicas utilicen diferentes
metodologias que involucren las TIC, un medio para lograrlo es el software GeoGebra, que ofrece un
entorno grafico agradable para disefiar, programar y ejecutar Recursos Educativos Digitales, los
cuales pueden ser publicados en www.geogebra.org para que la comunidad académica haga uso de
estos.

En el presente trabajo de grado tipo monografia se presenta la metodologia utilizada para elegir los
diferentes recursos educativos digitales a disefar, los cuales fueron elaborados por las maestras en
formacion con ayuda del docente asesor, para la ensefianza de una tematica especifica en el area de
matematicas — en este caso, de calculo diferencial -, y asi, enriquecer los ambientes de aprendizaje
que los docentes planean para el aula, proporcionandoles algunas ayudas tecnoldgicas para abordar
las tematicas que corresponden al pensamiento variacional en la Educacion Media. Adicionalmente
por cada uno de los recursos educativos digitales se presenta un instructivo con una sugerencia de uso
de este para el desarrollo de una clase. Finalmente, se muestran algunas de las opiniones de docentes
que exploraron los recursos educativos digitales.
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JUSTIFICACION

En el desarrollo de la profesion docente, es importante disefiar propuestas que faciliten la ensefianza
y el aprendizaje de nlcleos tematicos a abordar en la escuela; en este trabajo de grado se describe el
proceso para disefar recursos educativos digitales abiertos en el software GeoGebra que faciliten la
ensefianza de tematicas relacionadas con célculo diferencial en la escuela secundaria.

Partiendo de los cinco tipos de pensamiento matematico expuestos en los Lineamientos Curriculares
de Matematicas (MEN, 1998) y en los Estandares Basicos de Competencias Matematicas (MEN,
2006), este trabajo centrard su atencién en el pensamiento variacional y sistemas algebraicos y
analiticos, pensamientos que pretenden “construir distintos caminos y acercamientos significativos
para la comprension y uso de los conceptos y procedimientos de las funciones y sus sistemas
analiticos, para el aprendizaje con sentido del calculo numérico, algebraico, diferencial e integral”
(MEN, 2006, p. 66); de manera especifica los estandares proponen en los dltimos grados:

e Utilizo las técnicas de aproximacion en procesos infinitos numéricos.

e Interpreto la nocién de derivada como razén de cambio y como valor de la pendiente de la
tangente a una curva y desarrollo métodos para hallar las derivadas de algunas funciones
basicas en contextos matematicos y no matematicos.

e Analizo las relaciones y propiedades entre las expresiones algebraicas y las graficas de
funciones polinémicas y racionales y de sus derivadas.

e Modelo situaciones de variacion periddica con funciones trigonométricas e interpreto y
utilizo sus derivadas. (MEN, 2006, p. 66)

El uso de las tecnologias educativas ha generado cambios en cuanto a la forma como los estudiantes
aprenden Matematicas, puesto que los diferentes ambientes proporcionan condiciones que permiten
identificar, examinar y comunicar ideas matematicas. Adicionalmente Barrera y Santos (2001)
citados en Gamboa (2007) dicen que el uso de la tecnologia puede llegar a ser una herramienta
poderosa en cuanto sirve como medio para la exploracion de diferentes representaciones de un objeto
especifico, y como medio de formulacion de preguntas o problemas propios; aspectos importantes en
el aprendizaje de las Matematicas.

Teniendo en cuenta que el uso de la tecnologia es importante en la ensefianza de las tematicas
escolares y que es necesario desarrollar el pensamiento variacional en los jovenes durante la
educacion media, Fiallo y Parada (2014) aseguran que:

El uso de las tecnologias educativas ha sido incorporado en diferentes proyectos o programas
académicos, logrando que los problemas o tareas matematicas tengan un papel fundamental
en la construccion del conocimiento matematico de los estudiantes. Se deben plantear
problemas que permitan el cambio de una representacion a otra haciendo énfasis en sus
conexiones. En este sentido, GeoGebra se convierte en una herramienta poderosa, dado que
se constituye en un laboratorio de experimentacion, analisis, conjeturacion, comprobacion y
conexién de las diferentes representaciones.

El Ministerio de Educacion Nacional (2004), recomienda que los procesos que se desarrollen en
cualquier intervencion dentro del aula — con o sin tecnologia — deben estar de acuerdo con el nivel
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del desarrollo cognitivo de los estudiantes y con los logros que se pretendan alcanzar, sugiriendo asi
las siguientes tareas:

e Observacion de la simulacion del fenémeno: descripcion, prediccion, verificacion.

e Aproximacion al tipo de gréfica que se producira al relacionar las magnitudes que varian.

e Registro de los datos en una tabla y analisis de la informacion suministrada.

e Visualizacion de la gréafica formada por el conjunto de valores registrados y analisis de esta.

e Relacion entre los registros —tabular y grafico—.

e Aproximacion a la expresion algebraica que mejor relaciona las variables.

e Calculo de regresion.

e Analisis de la funcion y de su relacion con el fendmeno en estudio.

e Otras extensiones al estudio de la funcion: construccion geométrica de la derivada, analisis
de la derivada, calculo de la derivada, interpretacion (Fiallo & Parada, 2014, p. 6)

Desde lo planteado anteriormente, se convierte en una necesidad que los docentes utilicen un software
— en este caso — especializado en usos de las matematicas, para poder desarrollar las clases con ayuda
de esta herramienta tecnoldgica, la cual es facilitador para que las clases traten sobre exploraciones y
simulaciones, logrando que los estudiantes puedan aprovechar los distintos sistemas de
representacion (Escudero, Llinas, Obeso, & Rojas, 2004); los docentes, en la gran mayoria de los
casos toman como excusa la falta de tiempo para no implementar las tecnologias educativas en el
aula, ya que se requiere comprender el funcionamiento del programa y/o disefiar posibles actividades
a desarrollar con este.
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EL USO DE LAS TECNOLOGIAS EDUCATIVAS EN EL AULA

La Tecnologia Educativa se define como “una forma sistematica de disefar, desarrollar y evaluar el
proceso total de ensefianza-aprendizaje, en términos de objetivos especificos, basada en las
investigaciones sobre el mecanismo del aprendizaje y la comunicacion que, aplicando una
coordinacion de recursos humanos, metodoldgicos, instrumentales y ambientales, conduzca a una
educacion eficaz” (Area, 2009, p. 18).

Resulta l6gico afirmar que las intervenciones en el aula que se acompafien con computadoras
potencian el desarrollo de procesos en los estudiantes, permitiendo que los docentes logren sus
objetivos de ensefianza, esto se debe a que la visualizacién de representaciones y exploracion en
simulaciones de objetos especificos sintetiza y dosifica la informacién; aunque la tecnologia
educativa requiere de un trabajo exhaustivo y minucioso del docente, para disefiar la forma en la que
abordara las tematicas. (Pellicer & Lezcano, 2009, p. 2)

Para implementar las tecnologias educativas se pueden dar dos situaciones: disefiarlas en un software
gue se maneje o indagar en la red acerca de material disponible; en la primera se obtiene un material
que satisface en su totalidad o se acerca mucho al objetivo que el docente tenga, en el segundo, el
resultado de la intervencion puede variar dependiendo de la finalidad que tenga la ayuda tecnoldgica
que se implemente.

Los estudiantes se sienten atraidos por todo lo relacionado con tecnologia, lo que implica una ventaja
para los docentes, puesto que es la oportunidad de utilizarla y garantizar la atencion y disposicién de
la clase en general, siendo el docente el responsable de encaminar este proceso en una experiencia
agradable y fructuosa para la ensefianza de las tematicas. (Rojas & Esteban, 2012, p. 5)

Resaltando que el calculo es una linea de la matematica abstracta que maneja distintas
representaciones como la geométrica, la grafica y la numérica, se convierte en una necesidad la
implementacion de tecnologias educativas lo que desemboca en el requisito de disefiar y generar
material digital que permita acompafiar a los docentes en la ensefianza de esta disciplina.
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GEOGEBRA

Para el desarrollo de esta monografia se hace necesario conocer el software con el que se esta
trabajando, por lo que se describira las herramientas que este ofrece y que se implementaran a lo largo
del escrito.

GeoGebra es un software* de matematicas dinamicas para todos los niveles educativos que
reline geometria, algebra, hoja de calculo, graficos, estadistica y calculo en un solo programa
facil de usar. GeoGebra es también una comunidad en rapida expansion, con millones de
usuarios en casi todos los paises. (GeoGebra, 2017)

Partiendo de lo anterior, algunos datos de interés por los cuales se trabajara con este software son:

e Conecta geometria, algebra y hoja de célculo de forma completamente dinamica.

e Posee una interfaz muy facil de usar, a pesar de contar con poderosas herramientas.

e Cuenta con una herramienta de autoria para crear materiales de aprendizaje interactivos como
paginas web.

e Estadisponible en varios idiomas, para los millones de usuarios en todo el mundo.

e Es un software de cddigo abierto disponible gratuitamente para usos no comerciales.

En GeoGebra se pueden disefiar y programar recursos educativos digitales, que se definen como “todo
tipo de material que tiene una intencionalidad y finalidad enmarcada en una accién educativa, cuya
informacion es digital, y se dispone en una infraestructura de red publica, como internet, bajo un
licenciamiento de acceso abierto que permite y promueve su uso, adaptacion, modificacion y/o
personalizacion” (Tobergte & Curtis, 2013).

Vistas

» Vista Grafica X

Las herramientas que se utilizaron para
programar los recursos educativos digitales ?
se encuentran activas unicamente en la :
vista grafica 2D, esta es la razon por la que
visualmente en todos se observa este tipo
de vista. R R R B IR ] e EREEE IR ARE TR R SR EE L SRRAE

-1

-2

llustracion 1. Vista Grafica 2D de GeoGebra

! «“Software Educativo es cualquier programa computacional cuyas caracteristicas estructurales y funcionales sirvan de
apoyo al proceso de ensefiar, aprender y administrar.” (Morejon, 2011)
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» Vista Grafica 3D

Teniendo en cuenta que en el software s6lo se pueden
generar dos vistas graficas, se recurri6 a generar
planos en la vista grafica 3D para tener acceso a la
visualizacion 2D de cada uno de esos planos.

lustracion 2. Vista Gréfica 3D de

GeoGebra
¥ Hoja de Célculo
LN T BEE|SY |H>
A B c D E F G H 1 J K
X 49 5 51

o [ - - ) B

« . e s s s SE se
o [ - ) D

o NN o o o+ [Es s
o NN - - eroe2 | e [ 65031

En el caso de las tablas que se muestran en
algunos recursos educativos digitales se
recurre a la hoja de célculo, gracias a que
en esta se pueden generar bases de datos
con célculos matematicos necesarios.

=

[

“llustracion 3. Hoja de célculo de GeoGebra
utilizada en el disefio del recurso educativo
digital limites laterales.
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b Vista Algebraica
D, indefinido
D, =(0,0)
D, =(0,0)
D, indefinido
E=(0.75,-0.98)
F = (0.96, -0.98)
G=(-1.24, -0.99)
1={0.29, -0.84)
J=(0.86,-0.83)
Segmento
s,,=2
x

Sy Finalmente, la vista algebraica se utiliz6 en el proceso

s, =2
o e de construccion de cada uno de los recursos educativos

Zj;‘fnfeﬁm digitales, puesto que es en esta en la que se tiene acceso

e a la mayoria de objetos que intervienen en la
Toto. programacion.

- @ textol = “;f(x)es

® textol0 = “;Existe

[lustracion 4. Vista algebraica de
GeoGebra del recurso educativo
digital definicion de limite.

Objetos y herramientas utilizadas

GeoGebra ofrece once menus en los que clasifica los objetos que se pueden publicar en las vistas en:
mover, puntos, rectas, poligonos, circunferencias, elipses, angulos, simetrias, herramientas y
desplazamientos. En la construccion de los recursos educativos digitales se utilizaron los siguientes
objetos:

IIustracic';n 5 Lospuntos se utilizaron para indicar cortes con el eje x y para indicar la posicion
de las coordenadas que eran necesarias ubicar en el plano cartesiano de la vista

fcono de e - ;
grafica. Adicionalmente, se les puede cambiar la forma para obtener otros usos.

puntos en
GeoGebra

Las raices se utilizan para publicar en la vista grafica los » f\ )
puntos de la funcion que se elija. [lustracion 6. Icono de raices

en GeoGebra

» ——¥ Los segmentos se utilizan para trazar trozos de recta que
Ilustracion 7. Icono de segmento  tienen como extremos dos puntos.
en GeoGebra

*

Las rectas perpendiculares se pueden generar partiendo de _ _
un segmento u otra recta. llustracion 8. Icono de recta

perpendicular en GeoGebra
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O

_l”' Las tangentes generan una recta tangencial en un punto localizado
Iustracion 9. Icono de  sobre un objeto.

tangentes en GeoGebra

..
. . | =
Al seleccionar poligono basta con poner los puntos L
necesarios para marcar los veértices del poligono || stracién 10. icono de poligono en
deseado. GeoGebra

= Para trazar una circunferencia (centro, radio) se debe
[lustracion 11. Icono de marcar un punto que sera el centro y después ingresar en

circunferencia (centro, radio) en  la ventana emergente el valor del radio.
GeoGebra
{1.2}

Se debe seleccionar una serie de celdas en la hoja de calculo )
y al seleccionar lista se guardaran los datos como una lNustracién 12. icono de lista en

matriz. GeoGebra

a=2
——

B — ) Un deslizador representa un nimero que pertenece al
llustracion 13. Icono de deslizador  jntervalo que se introduce al activar la herramienta.
en GeoGebra

La herramienta texto permite insertar escrito en las ABC
vistas activas, ofrece la opcion se publicar en cddigo » —V
LateX y permite publicar los objetos que se tengan  llustracion 14. Icono de texto en
creados. GeoGebra
-. Al programar los botones se pueden modificar los valores

de los nimeros y obedecen todos los comandos que se

llustracion 15. icono de boton en .
pueden ingresar en la barra de entrada.

GeoGebra
v, ]
El uso inmediato de las casillas de control es mostrar y "
ocultar los objetos que se les asignan, adicionalmente, Ilustracion 16. Icono de
pueden modificar valores cuando se activan. casillas de control en
GeoGebra
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a=1 . . . e
Las casillas de entrada tienen como fin modificar los

lHustracion 17. icbno de casilla  ©Objetos que se les son asignados sin entrar a cambiarlos
de entrada en GeoGebra directamente en la vista algebraica o en la barra de entrada.

Comunidad GeoGebra

Desde hace un tiempo, el Software GeoGebra ha impactado en la sociedad académica, puesto que se
han generado recursos educativos digitales, que han servido “como soporte al proceso de ensefianza,
y ayuda a transformar el medio para crear un ambiente apropiado que beneficie el aprendizaje de las
matematicas” (Castillo, 2008).

Institutos de GeoGebra

En la actualidad se han conformado institutos GeoGebra, los cuales “retnen a profesores, estudiantes,
programadores e investigadores de instituciones educativas y organizaciones sin fines de lucro de
todo el mundo, que trabajan conjuntamente en proyectos relacionados con GeoGebra” (GeoGebra,
2017) y matematicas.

Eventos

Partiendo de la necesidad de implementar las TIC en el aula se han organizado eventos de diferentes
indoles en los cuales se busca capacitar a docentes en el uso de esta herramienta para que la
implementen en su labor dentro de las aulas, publicAndolos asi en la pagina principal de GeoGebra
(GeoGebra, 2017).

Algunos de estos eventos tienen un publico internacional, a continuacion, un ejemplo con los eventos
mas nombrados en la comunidad académica:

GeoGebra Conference Budapest (GeoGebra, 2017) tuvo como fin “proporcionar una plataforma de
reunién para los miembros y usuarios de GeoGebra, incluyendo profesores de todos los niveles,
educadores, investigadores y desarrolladores de todo el mundo.” Durante el transcurso de la
conferencia, se brindaron tiempos para los “oradores y su interaccion con el publico, - lo cual tuvo
como temas de discusidn — experiencias, el intercambio de buenas préacticas, pedagogias efectivas de
matematicas que incluyen GeoGebra, la mejora de las habilidades profesionales y el conocimiento”.

East West Conference on Mathematics Education EWCOME 2017(GeoGebra, 2017), desarrollado
del 24 al 26 de agosto en Varsovia (Polonia), tuvo como slogan “romper barreras”, puesto que
buscaban enlazar la matematica y la ciencia. Para lograr esto, se convocaron personas con “diferentes
enfoques de la educacion de diferentes partes del mundo”, con esto se logrO crear métodos
innovadores de educacién matematica enlazados con otros temas, la aplicacion de metodologias de
la ciencia, la educacion artistica y los mejores métodos de ensefianza.

GeoGebra Global Gathering 2017 (GeoGebra, 2017), se llev6 a cabo del 18 al 20 de julio en la
Universidad Johannes Kepler (Australia), se convocaron a estudiantes, maestros, investigadores,
lideres educativos y socios de todo el mundo con el fin de compartir ideas, probar las Ultimas
tecnologias, explorar nuevas formas de ensefianza y aprendizaje.

En otros casos los eventos tienen pablico americano:
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1*Congreso Panamericano de GeoGebra (GeoGebra, 2017), tendra lugar en la ciudad de México en
la Universidad UNAM los dias del 8 al 11 de noviembre, el cual tendrd como ejes tematicos
resolucion de problemas, modelizacion de la realidad, aplicaciones de GeoGebra al pensamiento
matematico, entre otras. Dirigido a docentes de todos los niveles educativos y estudiantes interesados
en el tema.

VIII CIBEM Congreso Iberoamericano de Educacion Matematica (GeoGebra, 2017), tuvo lugar en
la ciudad de Madrid los dias del 10 al 14 de julio del 2017, el cual convoc6 a profesores de
matematicas con el fin de debatir los métodos de ensefianza de las matematicas

En los diferentes eventos descritos, se logra evidenciar que la participacion de Colombia es poca en
cuanto a la promocion y organizacién de este tipo de encuentros, pues solo se realiza el Congreso
Latinoamericano de GeoGebra en la ciudad de Medellin, el cual busca contribuir con el mejoramiento
de la calidad y al fortalecimiento de la inclusion social en educacion mediante la construccion y
consolidacion de comunidad académica, alrededor de la innovacion educativa mediante la integracion
de GeoGebra.

Documentos generados empleando el software GeoGebra

Al buscar en diferentes bases de datos como el Repositorio y la Biblioteca de la Universidad
Pedagdgica Nacional de Colombia, Dialnet, el Repositorio de la Universidad de los Andes (Funes),
Google Schoolar, Redalyc, Doaj, TRD (Tesis doctorales en Red) y Bibliotecas virtuales de algunas
Universidades de Colombia se encontraron varios documentos de diferente naturaleza: al utilizar el
filtro GeoGebra, se localizaron 1261 documentos de los cuales 938 son articulos, 5 monografias, 4
tesis de maestria, 22 tesis doctorales, 3 tesis de especializacion, 45 tesis sin clasificar y 199 como
talleres, memorias, investigaciones y documentos no publicados. Al volver la bisgueda mas rigurosa,
con filtros como geometria, estadistica, algebra y calculo, se encontraron 1126 documentos generados
de los cuales hay 648 articulos, 40 monografias, 25 tesis de maestria, 19 tesis doctorales, 17 tesis de
especializacion, 33 tesis sin clasificar y 350 documentos en la categoria de otros. Para finalizar se
agrego a la busqueda el filtro: “céalculo diferencial” encontrando 50 articulos, 2 tesis sin clasificar y
22 documentos en otros.

Los datos encontrados en la blsqueda realizada dejan ver el amplio trabajo que actualmente se esta
efectuando alrededor de todo el mundo con el software GeoGebra, ademas, si se tiene en cuenta los
eventos e instituciones gque actualmente existen, se puede concluir que es un software confiable para
ser implementado como una herramienta metodol6gica dentro del aula.
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EL CALCULO DIFERENCIAL EN LA EDUCACION MEDIA

Uno de los nicleos tematicos a abordar en grado undécimo es el célculo diferencial, puesto que desde
los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (MEN, 2006) y los Derechos Basicos de
Aprendizaje (MEN, 2015) se destacan algunos objetivos que hacen necesario abordar tematicas
especificas en esta linea de las matematicas.

Partiendo de los cinco tipos de pensamiento matematico expuestos en los Lineamientos Curriculares
de Matematicas (MEN, 1998) y en los Estandares Basicos de Competencias Matematicas (MEN,
2006), este trabajo centrard su atencién en el pensamiento variacional y sistemas algebraicos y
analiticos, pensamientos que pretenden “construir distintos caminos y acercamientos significativos
para la comprension y uso de los conceptos y procedimientos de las funciones y sus sistemas
analiticos, para el aprendizaje con sentido del calculo numérico, algebraico, diferencial e integral”
(MEN, 2006, p. 66); de manera especifica se proponen los siguientes estandares para la educacion
media:

e Utilizo las técnicas de aproximacion en procesos infinitos numéricos.

e Interpreto la nocién de derivada como razén de cambio y como valor de la pendiente de la
tangente a una curva y desarrollo métodos para hallar las derivadas de algunas funciones
basicas en contextos matematicos y no matematicos.

e Analizo las relaciones y propiedades entre las expresiones algebraicas y las graficas de
funciones polinémicas y racionales y de sus derivadas.

e Modelo situaciones de variacion periddica con funciones trigonométricas e interpreto y
utilizo sus derivadas. (MEN, 2006, p. 66)

Para la ensefianza del calculo diferencial es necesario tener en cuenta las diferentes representaciones
gue se puedan encontrar, a continuacion se enlistan las categorias con su definicidn que segiin Gémez
y Pantoja (2013) se desarrollan en los ejemplos propuestos en libros de texto de grado undécimo:

e Numérico — tabular de una funcion: muestra la evaluacion de la funcion en valores
cercanos a la variable independiente.

e Gréfico — cartesiano de una funcidn: se intenta describir graficamente el acercamiento de
la variable dependiente a un valor, cuando la variable independiente se acerca a otro.

e Simbolico — especifico de una funcion: evalla la comprensién de la simbologia utilizada
observando su correcto uso en el desarrollo de ejemplos.

e Verbal: en este tipo se presenta una descripcion sin el uso de simbolos que caracterizan el
objeto matematico pero que estan implicitos.

e Algebraico: es el uso de procedimientos algebraicos como: factorizacién, racionalizacion,
uso de conjugadas y simplificaciones para dar solucion a una situacion.
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METODOLOGIA

En el presente trabajo de grado se pretende crear recursos educativos digitales que faciliten la
ensefianza del calculo diferencial en la educacion media, por esto el marco tedrico se divide en tres
secciones: tecnologia, software y calculo diferencial.

El proceso inici6 indagando acerca de los tipos de tecnologia que existian, entre los que se
encontraron la moderna, la comercial, la flexible, la fija, entre otras que no cumplian con el objetivo
del trabajo de grado por no tener como prioridad el proceso de ensefianza a estudiantes; asi que se
tomd la decision de restringir la busqueda a tecnologias utilizadas dentro del aula, obteniendo la
creacion de ambientes e-learning, realidades virtuales y aprendizaje a través de video juegos.
Finalmente, se llegd a tecnologias educativas porque abarca todas las actividades que se pueden
desarrollar en la escuela sin llegar a restringir el material que se utilice, que en este caso seria en
software GeoGebra.

Con el tipo de tecnologia establecido se dio lugar a respaldar el uso de GeoGebra como medio para
crear el material deseado, para esto se describieron las ventajas que tiene trabajar en el software
GeoGebra — puesto que con este se programarian los recursos educativos digitales —, las
representaciones con las que permite interactuar, los objetos y herramientas que se usaron para la
construccion del material y el impacto que tiene en la comunidad a académica.

Para finalizar el marco tedrico, el interés se encamind en comprender el tratamiento que se debe
realizar al célculo diferencial en grado undécimo, para esto se revisaron las directrices nacionales
para clarificar el qué se espera aprendan los estudiantes en su Gltima etapa escolar, esta informacién
se complementd con la descripcion de los sistemas de representacion que se destacan en el trabajo de
limites y derivadas, siendo estos los temas que se trabajaran a lo largo del trabajo de grado.

Una vez completo el marco tedrico se compararon las tematicas propuestas por las directrices
nacionales con las incluidas en siete textos escolares de este curso, con el fin de tener conocimiento
de qué tematicas se tendrian en cuenta para la creacion de los recursos educativos digitales, los cuales
fueron: Pensamiento Matematico (Robayo & Diaz, 2002), Matematicas para pensar (J. Moreno,
2011), Alfa con estandares 11(V. Moreno, n.d.), Matematica Aplicada Simbolos 11 (Mesa, 2006),
Mate 11 (Larson, Edwards, Falvo, Johnson, & Kuby, 2017), Matematicas 11 (Diaz, Chamorro, &
Sagado, 2007) y Caélculo (Ron & Bruce, 2010). Al indagar por los textos que manejaban algunos
colegios de préactica se tuvo conocimiento que los docentes manejaban los libros Calculo en una
Variable (Stewart, 2012) y Contextos y Conceptos (Stewart, 2006), por lo que se decidid tenerlos en
cuenta para la seleccién de tematicas.

Al comparar los textos escolares se observaba que abordando diferentes representaciones todos
manejaban los mismos temas, los cuales satisfacian y mejoraban los requisitos de las directrices
nacionales; pero al compararlos con los dos libros de calculo se encontraron tematicas que no estaban
presentes en los textos escolares, asi que, con el afan de no sesgar el trabajo realizado, se decidi
tener en cuenta todas las tematicas para continuar con el proceso eleccidn, estas son: limites laterales,
calculo analitico de limites, propiedades de los limites, formas indeterminadas de limites, limites
trigonomeétricos especiales, limites infinitos, limites al infinito, continuidad de una funcién en un
punto o un intervalo abierto, incremento de una funcién, incremento relativo de una funcion,
problema de la recta tangente, concepto de derivada, propiedades y férmulas de derivacion, regla de
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la cadena, derivacion implicita, derivada de las funciones trigonométricas, derivada de funciones
trigonométricas inversas, derivadas de funciones logaritmicas, teorema de rolle , teorema dlI valor
medio, concavidad y el criterio de la segunda derivada, anélisis de gréficas, razones relacionadas,
derivadas y formas de las curvas, formas indeterminadas y regla de I'hopital, aplicaciones a los
negocios y la economia, método de newton y anti derivada

Con veintiocho tematicas identificadas, se decidid realizar una encuesta a docentes con experiencia
orientando el curso de célculo en grado undécimo para conocer qué tan importante era el uso de un
recurso educativo digital en la ensefianza de cada una de estas. A continuacién, se muestran las
preguntas realizadas en la encuesta con la intencion de cada una de ellas:

Tabla 1. Finalidad de las preguntas de la encuesta.

Pregunta Intencion

Identificar la naturaleza de las instituciones y
garantizar tener respuestas de colegios
oficiales, privados y estatales. Adicionalmente,
controlar que esta encuesta se realizara en
Institucion en la que trabaja actualmente todos los colegios con el que el Departamento
de Matematicas tenia convenio para practicas,
por ser los maestros en formacion las personas
mas cercanas a llegar a utilizar los recursos
educativos digitales después de ser publicados.
Nivel de formacion académica Conocer la poblacion con la que se esta
tratando para llegar a determinar la
confiabilidad de su criterio.

Organizar las tematicas en orden prioritario

Afios de experiencia con grado Undécimo

¢Qué tan importante es el uso de un recurso para la creacion del recurso educativo digital
educativo digital en GeoGebra para su correspondiente, puesto que es un trabajo que
ensefianza? debe ayudar a solucionar las necesidades que

tienen los docentes.

Después de realizadas todas las encuestas, se determiné que se tomaban como prioridad realizar los
recursos educativos digitales a todas aquellas que tuvieran un promedio superior a 8, dejando trece
tematicas por trabajar en nueve recursos educativos digitales, la agrupacion se dio de la siguiente
manera:

Tabla 2. Agrupacion de tematicas para generar los recursos educativos digitales.

. .. Tematicas abordadas en el recurso
Nombre del recurso educativo digital . .
educativo digital

Pendiente de la recta tangente a una curva Pendiente de la recta tangente a una curva
Puntos de inflexion

Criterios de las derivadas Criterio de la primera derivada
Criterio de la segunda derivada

Limites laterales Limites laterales

o e Limites infinitos

Limites que comprenden el infinito . —

Limites al infinito
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Continuidad de una funcién en un punto Continuidad en un punto
Continuidad de una funcién en un intervalo
abierto

Continuidad en un intervalo abierto

Definicion formal de limite
Definicion no formal de limite
Limite de funciones trigonométricas Limite de funciones trigonométricas
Derivada de funciones logaritmicas Derivada de funciones logaritmicas

Definicion de limite

Teniendo claro que se crearian nueve recursos educativos digitales se realizé un boceto de cada uno
de estos sin tener restriccion de herramientas y objetos por utilizar, puesto que este disefio cambiaria
en la marcha. Durante este proceso surgieron inconvenientes de programacion, obligando a indagar
y profundizar en los usos de las herramientas, objetos y comandos del software, y en el trasfondo
matematico requerido para cada una de las tematicas; es necesario resaltar que en ocasiones se optd
por simular acciones que aparentan ser propias del desarrollo de los temas, pero en realidad se
lograron con la manipulacion de contadores. Es necesario resaltar que en el proceso de disefio se tuvo
en cuenta que la presentacion tuviera colores agradables que contribuyeran al desarrollo de la tematica
y fuera de facil manejo, por ejemplo, cuando se requiere que el docente ingrese valores para de algin
tipo siempre aparecera un interrogante.

Los recursos educativos digitales programados cuentan con representaciones matematicas especificas
en cada caso, estas son:

Tabla 3. Justificacion de los sistemas de representacion utilizados en cada recurso
educativo digital.

Recurso . ., .
. - Vista Intencion Representaciones
educativo digital

. - Mostrar la relacion entre €y 6 Gréfico —
Vista gréafica ; e .
izquierda hacm_)r,ldo uso de la gréafica de una carte_srlano de una
funcion. funcion
Se presenta una simbologia netamente
Definicion no formal para facilitar a los estudiantes la
formal de limite Vista grafica comprension de los conceptos dentro Simbdlico —
derecha de si mismos, puesto que el espeg:!flco de una
presentarlos tal cual como se funcion
encuentran en bibliografia favorece en
proceso de ensefianza.
En la parte superior se grafica la
funcion que se ingresa, esto facilita que
se localice el valor del limite de manera
Vistas gréafica. En la parte inferior, se hace Gréfico —
Limites laterales | gréaficas una ampliacion de como se verian las cartesiano de una
izquierda imagenes de los puntos tabulados, funcion
puesto que en forma de recta numérica
se hace mas intuitivo el proceso de
aproximar.
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Vista gréfica

Se utiliza simbologia que permite
diferenciar los procesos realizados,
adicionalmente se tabula la funcion

Simbolico —
especifico de una
funcion.

Limites que
comprenden el
infinito, limites
trigonométricos y
continuidad de
una funcion en un
punto

derecha ingresada para que el tiempo de clase Numérico —
se concentre en aproximar y no en tabular de una
calcular. funcion
Se utiliza como medio para facilitar la
explicacion del ejercicio planteado, -
P J P Gréfico —

Vista gréfica
izquierda

puesto que desde la grafica se pueden
extraer una cantidad considerable de
conclusiones que solo se logran tras un
proceso algebraico.

cartesiano de una
funcion

Vista gréfica
derecha

También se muestra el desarrollo del
gjercicio de manera algebraica, de aqui
que el recurso no sea suficientemente
dinamico.

Simbolico —
especifico de una
funcion.

Algebraico

Continuidad de
una funcion en un

Vista gréfica
izquierda

Observar el comportamiento de un
punto sobre una gracia discontinua.

Grafico —
cartesiano de una
funcion

Vista gréafica
derecha

Al ser un recurso educativo digital que
promueve la extraccion de informacion
solo se presenta lo minimo en letras
utilizando la notacion estandarizada.

Simbolico —
especifico de una
funcion.

Pendiente de la
recta tangente a
la curva, criterios
de las derivadas

Vista gréafica
izquierda

Observar el comportamiento de la
funcion insertada dinamizando los
objetos utilizados en cada tematica.

Grafico —
cartesiano de una
funcion

Vista gréafica
derecha

Al ser un recurso educativo digital que
promueve la extraccion de informacion
solo se presenta lo minimo en letras
utilizando la notacion estandarizada.
Adicionalmente, se evalla la derivada
de la funcidn en el punto insertado.

Simbolico —
especifico de una
funcion.

Algebraico.

Para finalizar este trabajo, se publicaria un cuestionario en Google Forms en la que profesores de
diferentes entidades educativas, edades variables y nivel de formacion oscilante entre pregrado y
maestria, a continuacidn, se enlistan las preguntas realizadas contando la intencionalidad con la que
se crearon:

Pregunta Intencion

Medir la intencidn que los docentes tienen al
entender el funcionamiento del recurso
educativo digital.

Conocer el nivel de cercania que maneja el
procedimiento matematico realizado con el
real, puesto que no se deben aceptar errores en

¢Utilizaria el recurso educativo digital en una
clase?

¢Qué tan fiel es el recurso educativo digital al
concepto tratado?
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la conceptualizacion o ejecucion de un
algoritmo por parte del recurso educativo
digital

¢El instructivo del recurso educativo digital es
claro?

Al ser tanto texto, es necesario conocer si la
redaccion buena, el formato es Util y si se
presenta informacion veras.

¢El disefio del recurso educativo digital es
intuitivo?

Determinar si el recurso educativo digital por si
solo servia como apoyo en una clase o si era
necesario el guion para su comprender su
forma de uso.

¢El disefio del recurso educativo digital es
claro?

Indagar acerca de la calidad del disefio puesto
que si hay errores de escritura o textos no se
solapan el recurso educativo digital no seria
claro

¢Qué opinidn le merece el recurso educativo
digital presentado?

Conocer las impresiones gque cada recurso le
dio a los docentes, para asi saber qué aspectos
del proceso se realizaron satisfactoriamente.

¢Qué mejoraria del recurso educativo digital?

Como todo trabajo, siempre se puede mejorar y
este es el objeto de esta pregunta, conocer qué
otras cosas le implementarian a los recursos
educativos digitales programados mejorarlos.
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RESULTADOS DE LA ENCUESTA?

La poblacion de la muestra tiene entre uno y quince afios de experiencia ensefiando a estudiantes de
grado undécimo, todos con estudios de pregrado, especializacion y /o postgrado. Esto deja claro que
son personas preparadas y académicamente criticas para tomar decisiones pertinentes al qué hacer de
su labor, ademas al haber trabajado al menos un afio orientando las matematicas de grado undécimo
otorga la experiencia de ensefiar las tematicas y opinar con propiedad acerca de la percepcion que su
recorrido le dio en cuanto al uso de recursos educativos digitales para la ensefianza del célculo
diferencial.

Para elegir las puntuaciones que tendria cada tematica, se promediaron las obtenidas en cada una de
las encuestas realizadas, de esta manera, después de organizarlas en orden descendente, las
puntuaciones obtenidas fueron:

Tabla 4. Puntuaciones obtenidas en la encuesta sobre qué teméticas necesitan un recurso
educativo digital para su ensefianza.

TEMATICA PUNTUACION

Pendiente de la tangente a una curva 9,2
Puntos de inflexion 9,1
Limites laterales 91
Limites infinitos 8,9
Limites al infinito 8,9
Continuidad en un punto 8,8
Criterio de la primera derivada 8,8
Criterio de la segunda derivada 8,7
Continuidad en un intervalo abierto 8,5
Definicion formal de limite 8,2
Limites de funciones trigonométricas 8,2
Definicion no formal de limite 8,1
Derivadas de funciones logaritmicas 8,1

2 El soporte de las encuestas se encuentra en la carpeta de URL: https://drive.google.com/drive/folders/1-
VPFI2XnjaH1re3x5pCdZhyK-EaToZBg?usp=sharing . En esta carpeta se encuentran digitalizadas las
encuestas realizadas en fisico, y la hoja de célculo que genera la encuesta en Google que se realizé.
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Célculo la derivada de una funcion. 7,9
Definicion de derivada mediante el limite 7,9
Derivada de las funciones trigonométricas 7,9
Propiedades de los limites 7,8
Derivada de funciones trigonométricas inversas 7,7
Calculo la derivada en un punto por definicion 7,6
Propiedades de derivada 7,6
Derivacion implicita 7,6
Regla de la cadena 7,5
Estrategias para solucionar limites (factorizacién y racionalizacidon) 7,4

Es de resaltar que todas presentan siete 0 mas en su puntaje, lo que deja ver que sin importar que
la experiencia que los docentes tengan, todos entran en concordancia en que las tematicas de célculo
diferencial necesitan de un recurso educativo digital para facilitar su ensefianza dentro del aula en la
educacion media.
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INSTRUCTIVOS

Se disefiaron recursos educativos digitales para aquellas tematicas que obtuvieron una puntuacion
superior a 8, los cuales estan publicados en el portal de GeoGebra en el enlace:
https://www.geogebra.org/m/jvmguen9. Para cada uno de los recursos educativos digitales creados,
se elabor6 una guia que sera el instructivo para los docentes que hagan uso de este. Alli se describe
de manera especifica el recurso educativo digital, y se presenta una sugerencia sobre coémo podria
abordarlo el docente en clase.

En dicho formato primero se escribi6 el tema y el subtema a trabajar a lo largo del recurso educativo
digital, después una pequefia descripcion de la idea principal y del objetivo de este. Después de esto,
se presentd un cuadro: “Estructura de guion”, en el cual se da una sugerencia al docente de como
estructurar la clase para que esta se base en el recurso educativo digital a utilizar; el cuadro consiste

en:

Tabla 5. Explicacion del formato de los instructivos de cada recurso educativo digital

Narracion del Recurso
Educativo Digital,
sonidos o el texto que

diré el personaje
(Libreto)

dira el docente al iniciar el
uso el recurso educativo
digital. De este modo, se
inicia con la presentacion
del tema a tratar en la
animacion.

Introduccion

Escribir literalmente lo que

Descripcion pantalla

Interactividad (elementos

(Acciones que interactan con | que permiten la interaccion

lo que estéa en pantalla)

Describir las vistas de
GeoGebra habilitadas para el
docente, mientras se realiza la
presentacion del programa.
Describir como se activan los
objetos y la finalidad de cada
una de las vistas.

con el usuario)

Describir los elementos que
son interactivos y cdmo esta
accion afecta el
comportamiento de la
animacion.

Narrar el desarrollo y
planteamiento del tema
con argumentos que
puedan comprender los
estudiantes.

Desarrollo de la

el recurso educativo digital disefiad

Ante cada una de las acciones
narradas en el recuadro de la
izquierda, debe asignarse una
accion a realizar en la pantalla,
describiendo la finalidad de
dicho ejercicio.

Conclusién o desenlace

0.

Describir cual es el impacto
de modificar cada una de las
entradas, segun lo narrado, y
cémo funciona la
realimentacién para reforzar
los conceptos.

Describir las conclusiones a las que se pretende que el docente llegue con su clase después de utilizar
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Limite de una Funcion: Definicidon de Limite

Este recurso educativo digital busca facilitar la visualizacion de la definicion del limite de una funcion desde su representacion gréfica, a
través de un tratamiento geométrico que involucra € y § de manera intuitiva.

.

Tres | Cuatro

1
2
3
7

Ilustracion 18. Recurso educativo digital sobre la definicion de limite. Tomado de
https://www.geogebra.org/m/jvmguen9#material/pe2phssr
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Introduccion

Narraciéon

Para hacer uso del recurso el
docente debe realizar un

recuento de temas tales como:

solucion de limites,
tratamiento de funciones a
trozo, analisis de valores en
tablas y analisis gréafico de
funciones.

Tabla 6. Instructivo de Definicion de limite

Descripcion pantalla

El recurso cuenta con dos pantallas:

e Enla pantalla de la derecha, donde
se encuentran los elementos que el
docente puede modificar. Primero si
desea que la funcién sea a trozos o
no.

. f(z) es a trozos? [ s [ Jw
En el caso que la respuesta a esta
pregunta sea “Si”, se mostraran las
casillas de entrada correspondientes
para ingresar la funcion a trozos con
las restricciones respectivas, al igual

que el valor al que tendera el limite.
;Cudntos trozos tiene f(z)? m

f(w) - sii 2

e Al terminar de ingresar la funcién,
esta se graficara en la ventana de la
izquierda.

= 7
ZS 9

"o

Interactividad

Dentro del recurso se encuentran los siguientes
elementos interactivos:
¢ Casillas de control: para seleccionar una se debe
hacer clic sobre el cuadro blanco que se encuentra a
la izquierda de la palabra. La casilla seleccionada se
mostraré asi: 4.
if(x) es atrozos? [ |s [ |w
¢ Botones: determinan la cantidad de trozos que se
desea tenga la funcion, cada vez que el docente
seleccione alguna opcién debera ingresar los trozos
correspondientes de la funcién.

Dos | s | cutro
¢ Casillas de entrada: se ingresan tanto las funciones
como las restricciones necesarias/solicitadas. Esta
funcion se graficara en ventana de la izquierda

? 5E1 7 Sz

¢ Botones siguiente y anterior: con dichos botones
permitiran aumentar o disminuir el valor de delta 6.

180

¢ Botdn de reiniciar: al presionar dicho boton,
aparecera la pantalla principal del recurso digital.
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Al iniciar el uso del recurso el | Para iniciar a utilizar el recurso el
docente debe elegir la funcién | docente debe elegir si la funcion es a

con la que iniciara la trozos o no.
explicacion: puede seronoa | Ejemplo:
trozos. if(x) es atrozos? [ |s [V]w
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Se le recomienda al docente iniciar con una funcion lineal o
cuadréatica para que los estudiantes comprendan la tematica a
tratar. Para este caso el docente debe seleccionar la opcion “No”
a la pregunta que se le hace. Posteriormente debe ingresar la
funcion y el punto al cual tiende el limite, que se graficara en la
ventana de la izquierda, marcando el punto al cual tiende el
limite y las circunferencias correspondientes al
€ (Circunferencia roja) y & (Circunferencia azul) de la
definicion formal del limite. El docente debe aclarar que, a
medida que el § aumenta, el £ también aumenta para que el
limite exista; de lo contrario el limite no existe. Para lograr esto
las circunferencias son quienes indican la relacion puesto que:
o El limite existe siempre y cuando:
o Las dos circunferencias aumenten o disminuyan su tamafio
al mismo tiempo.
o Cuando el punto al que tiende el limite sea 0 y su imagen
sea 0, es decir (0,0), solo se mostrara una circunferencia.
o El limite no existe cuando:
o Una circunferencia aumente su tamafio mientras la otra lo
disminuya
o Unicamente una circunferencia aumente o disminuya su
tamafio mientras la otra no se modifique.
o Cuando en el proceso de aumentar/disminuir alguna de las
circunferencias desaparezca.
Cuando el docente desee puede hacer la misma explicacién con
funciones a trozos, para localizar facilmente limites que no
existan; para esto el docente puede elegir la cantidad de trozos
de la funcion que desee que tenga (se le recomienda al docente
gue inicie de manera progresiva, iniciando por funcion de dos
trozos, luego tres y finalizar con una funcion de cuatro trozos).
Cuando el docente elija los trozos, debe ingresar las funciones,
los intervalos correspondientes que desee que se grafiquen y el
valor al cual tiende el limite e iniciar a aumentar y disminuir el
delta para la explicacion.

Cuando el docente seleccione esta opcion,
aparecera la siguiente pantalla.

if(z) es a trozos? [ s [v]w

f(x)=?

Limite de f(x) cuando x tiende a *

i Existe el lin;(? )?

oo g

Posterior a esto el docente debe ingresar
la funcion y el punto al cual tiende el
limite en las siguientes casillas.

f(x)=?
Con dichos valores registrados en la
ventana de la izquierda se graficara la
funcidn escrita, el punto al cual tiende el
limite, la circunferencia del ¢ (roja) y la
del 6 (azul).

Primero se debe
responder la
pregunta: “;la
funcioén es a trozos?”
marcando la casilla
de control
correspondiente, de
responder “si”
seleccionar la
cantidad de trozos
que desea, completar
las partes de la
funciény el punto al
cual tiende el limite.
Finalmente,
modificar el valor
del & con la ayuda
de los botones
destinados para esto.
De responder “no”,
ingresar la funciony
el valor al que tiende
el limite u modificar
el s.
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Conclusién o desenlace

Si se puede encontrar un nimero § muy cercano al valor al cual tiende el limite, que permita verificar la existencia de un ¢ (relacion con
las circunferencias), entonces el limite existe, de lo contrario no existira.

Limite de una Funcion: Limites Laterales

Este recurso educativo digital busca determinar la existencia del limite de una funcion aplicando limites laterales mostrando los valores que
se deben tener en cuenta en este proceso y su gréafica.
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Reiniciar
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llustracion 19. Recurso educativo digital sobre Limites Laterales. Tomado de:
https://www.geogebra.org/m/jvmquen9#material/nbfebj4j

Tabla 7. Instructivo de Limites laterales

Interactividad

Narracion Descripcion pantalla
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Para hacer uso del
recurso el docente debe
realizar un recuento de
temas tales como:
solucion de limites,
propiedades de los
limites: limite de una
suma lim[f (x) +

X—a
g0 =lim () +
lim g(x), limite de una
x—a
resta lim[f(x) —

X—a
g(x)] = lim fCx) —
lim g(x), limite de un
x—-a
producto lim[f (x) *

X—a

9] = lim f(x) +
lim g(x), limite de un
e )
cociente }g’g[@] =
lim f(x) .
x=a - fynciones a
lim g(x)
trozos; analisis de
valores en tablas;
analisis gréafico de
funciones.

El recurso cuenta con tres pantallas. En la pantalla de la
derecha, se encuentran los elementos que el docente puede
modificar:

Cantidad de trozos de la funcién :
| Dos ” Tres I | Cuatro I

83 ? <=z

A
A

=z

A

9 9
? sii 7 9
? ?
?

f(m)= st 7 cx<
2 sii 7 <z<
Limite cuando f(x) tiende a: ?
? tT<e<? ?T <z ?
1 ? P ? . T T<e<L?
Sl r<x<t liml .y g lazo
?T <<t 7T <<

En la ventana superior izquierda se graficara la funcion que
el docente ingrese.

En la ventana inferior izquierda se graficaran los puntos
correspondientes a los limites sobre la recta.

50 a0 70 80

Dentro del recurso se encuentran los
siguientes elementos interactivos:
Botones para indicar la cantidad de
trozos de la funcion; cada vez que el
docente seleccione alguna opcién
debera ingresar la funcion a trozos.

Dos || Tres Cuatro

En estas casillas de entrada se ingresan
las funciones de los trozos al igual que
las restricciones; cada vez que el
docente ingrese funciones estas se iran
graficando en la ventana superior
izquierda.

? 8i1? <zg?
f(z): ? i <<
? it ? <£<?
? i1 ? <zg?

Casilla de entrada del valor al cual
tiende el limite completara los datos
necesarios para iniciar la explicacion
del tema.

Limite cuando f(x) tiende a: 7

Boton de reiniciar: al seleccionar dicho
botdn, aparecera la primera pantalla del
recurso digital.

Reiniciar
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Al iniciar el uso del recurso el docente debe
elegir la cantidad de trozos de la funcién que
desee que tenga (se le recomienda al docente
que inicie de manera progresiva, iniciando
por funcion de dos trozos, luego tres y
finalizar con una funcion de cuatro trozos).
Cuando el docente elige la funcién de dos
trozos, debe ingresar las funciones y los
intervalos correspondientes que desee que se
grafiquen y el valor al cual tiende el limite;
después de realizar esto en la ventana de la
derecha aparecera una tabla en donde se
muestran los valores de x y f(x), los valores
de x en la tabla son valores muy cercanos al
punto ingresado por el docente; mas abajo, se
muestra la funcién aplicando el limite (en la
parte derecha de esta ventana el limite tiende
al nimero por la derecha y en la parte
izquierda esta la ventana el limite tiende al
namero por la izquierda); con la ayuda de las
vista de la izquierda el docente puede explicar
por qué existe o no el limite. Por otro lado,
en la vista superior izquierda se encuentra la
funcion graficada indicando el punto al cual
tiende el limite.

Por altimo, en la vista inferior izquierda se
encuentran los puntos f(x) graficados sobre
una recta; aqui el docente debe realizar un
analisis grafico sobre cudl es el nimero al que
se aproximan el limite por izquierda y
derecha (se le recomienda al docente utilizar
limites que tengan como resultados nimeros
enteros con el fin de facilitar la aproximacion,
ademas, se le recomienda tender el limite a

Para iniciar el docente debe elegir una opcidn de la
funcién a trozos:

Ejemplo: \

Automaticamente en la pantalla apareceran las siguientes
casillas de entrada, las cuales el docente debe llenar con la
grafica que desee explicar la tematica.

Cantidad de trozos de la funcién :
| Dos || Tres | | Cuatro I

© 8ii 0 <z = 2

sen(x) 8di -2 cx< 2

f(x) =

Limite cuando f(x) tiende a: 1

Cuando el docente llene estas casillas inmediatamente en

esa pantalla aparecera la siguiente tabla.
[ x| 0.9 [1] 11 [ 12 [ 13 ] 1.4 ]|

0.81 7| 1.21 | 1.44 | 1.60 | 1.96 |
De la misma manera en las visitas de la izquierda
apareceran los siguientes graficos
Vista superior.

Vista inferior

- 0—O0—0—0—0—
0.5 1 15 2

El docente debe realizar la explicacion de limites laterales
partiendo de los gréaficos y la tabla. Comprobando la
existencia del limite.

Cada vez que
docente decida
cambiar la cantidad
de trozos de la
funcion el docente
debe ingresar las
diferentes partes de
la funcion al igual
que los intervalos y
el namero al cual
tiende el limite, de
esta manera tanto los
graficos como la
tabla se modificaran.
La realimentacion
que el docente debe
realizar es recalcar
que para que el
limite exista debe ser
el mismo tanto por
la izquierda como
por la derecha
mostrando varios
ejemplos de
existencia y no
existencia (para
finalizar la
explicacion, se
recomienda al
docente plantear una
funcién de cuatro
trozos y solo
modificar el nimero
al que tiende el
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nameros en los cuales las imagenes no sean limite para trabajar
muy lejanas, pues en este caso esta vista no el concepto: de la
ayudara. existencia).

Conclusién o desenlace

Un limite existe Unicamente cuando el limite por derecha es igual al limite por izquierda en el punto indicado.
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Limite de una Funcion: Limites que comprenden el infinito

Este recurso educativo digital busca explicar las técnicas que se utilizan para resolver ciertos tipos de limites que comprenden el infinito
presentando algunos ejemplos acompafiados con una animacion.

-

15

10

-10 4

=15 9

Ilustracion 20. Recurso educativo digital sobre Limites que comprenden el infinito. Tomado de:
https://www.geogebra.org/m/jvmquen9#material/bwvg34wq
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Tabla 8. Instructivo de limites que comprenden el infinito.

Narracion Descripcion pantalla Interactividad
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Para hacer uso
del recurso el
docente debe
recordar temas
como:
propiedades de
los limites: limite
de una suma
lim[f(x) +

X—a

gx)] =

lim g(x), limite
x—a

de una resta
lim[f(x) —

X—a

g_(x)] =

lim g(x), limite

xXx—-a

de un producto
lim[f(x) *
X—a

9()] =

lim g(x), limite

xXx—-a

de un cociente

operaciones entre
polinomios,
propiedades de
potencias.

Al ingresar al recurso el docente se encontrara con dos pantallas:
En la ventana del lado derecho el docente podra elegir el ejemplo
que desee:

Limites que comprenden el infinito

1 1
lim —: lim —

B T 3

lim (3n*+5n + 10)

[ Ejemplo 1 I l Ejemplo 2]

e

[ Ejemplo 3| [ Ejemplo 4|
En la ventana del lado izquierdo se
graficard la funcién correspondiente al 0

ejemplo y aparecera un punto sobre la

funcion el cual se podra animar para

poder ver las coordenadas del punto y

hacia donde tiende el limite (infinito). .

Cuando el docente seleccione el ejercicio, esta ventana quedara en

azul y al oprimir el boton se mostrara la solucion del
gjercicio paso a paso (en cada clic aparecera un paso nuevo).

Al finalizar la explicacién del
gv gjercicio, en la ventana de la
izquierda se mostraré la
funcion, el punto al que tiende

el limite, sus coordenadas v el
5] boton “Animar punto”:
Animar punto . i
Al seleccionar este botdn el
(—22.29,1389.09) .
151 punto sobre la gréafica
comenzara a moverse sobre la funcién.

104

Los elementos interactivos que se

encuentran en el recurso digital son:

¢ Botones con los que puede seleccionar el
ejemplo que se desea ver/explicar.

e Botdn de inicio cuando se selecciona
cualquiera de los ejemplos: Al
seleccionar este bot6n el recurso se
regresa a la pantalla principal

[nico)

¢ Boton de siguiente: El botdn siguiente
permite mostrar el paso a paso del
desarrollo de los ejercicios

¢ Boton animar punto: Con este boton el
docente podra animar el punto sobre la
funcion

Animar punto

¢ Botdn reproducir: este botén puede
aparecer en dos maneras:

o Enlaventana de la izquierda: animara
en y detendré el punto que se muestra, se
recomienda utilizarse para parar el punto
cuando se quieran analizar las
coordenadas.

0JO)

o Enlaventana de la izquierda: este
boton tiene diferentes efectos en esta
pantalla, como reiniciar el recurso
educativo digital, asi que se recomienda
no oprimirlo en ninguna circunstancia.
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El docente ingresaréa al recurso, en la
primera pantalla se encuentra con cuatro
ejemplos que muestran los tipos de
expresiones con los que se trabaja esta
tematica: polinomios, racionales en donde
el grado del polinomio del numerador es
mayor al del denominador y el contrario,

.y . 1
también se presenta el caso general lim =
xX—00 X

En cada uno de los ejemplos primero se
muestra su desarrollo y después se
muestra el botdn “animar punto” que
pretende que de manera grafica el docente
muestre que efectivamente la componente
en y de la coordenada tiende al resultado
encontrado analiticamente, para esto se
debe pausar en diferentes momentos la
animacion y resaltar que el nimero se
acerca al resultado.

En el primer ejercicio se recurre a la
propiedad del limite de una suma para
explicar de manera individual porqué el
resultado de cada uno de los limites es
infinito.

Para el segundo ejercicio el docente debe
animar el punto, al hacer esto aparecera
una tabla, donde aparecen valores que
toma f(x) cuando x se vuelve muy
grande, deduciendo asi que el limite debe
ser 0 pues los valores de f(x) se
aproximan a este nimero, al hacer clic en

Al ingresar al recurso el docente se encontrara con la siguiente
pantalla, donde se muestran los ejemplos propuestos,
organizados de menor a mayor dificultad.

Limites que comprenden el infinito

1
lim (3n® + 5n + 10) lim = ; lim =
T—0a T—o0 I s —ra
Ejemplo 1 Ejemplo 2
2
i 5n? — 8n+ 2 ;’.‘,:mm tz
ai%  2n?—3n L

Cada vez que el docente seleccione un boton con el ejemplo que
desea ver, se presentara la solucién del ejercicio. Ejemplo:

| Ejemplo 1 |

lim (3n* + 5n + 10)

n—oo

Dentro de la pantalla en la cual va a aparecer el desarrollo del

. .| Siguiente -
ejemplo, se encuentra el botén el cual indica el

paso siguiente del desarrollo del ejemplo, este botén se
desaparecera al encontrar el resultado, asi se sabra que el
desarrollo ha terminado:

En este recurso el
docente encontrara
una serie de
ejercicios en los
cuales la interaccién
es limitada al uso de
los botones que se
explica en el
desarrollo de esta
tabla.
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el botdn siguiente se detendra la
animacion y mostrara este resultado; o ,
posteriormente se analizara de la misma = (tim 3n%) + (tim 5n) + (tim 10) = (fim 3n%) + (tim 5n) + (tim 10)
manera el limite cuando x — —oo. Para Seemea

finalizar se generalizara esta propiedad

- 1
para la funcién s
El tercer y cuarto ejercicio se solucionan
de manera similar; inicialmente el

iirg(3nz +5n+10) = o
docente debe recalcar que es importante 8
determinar el grado del polinomio del

. A o . Hlnicio
denominador y dividir entre este toda la | A finalizar cada pantalla se encuentra el botn ’:I el cual

funcion, posteriormente realizar las devolvera el recurso educativo digital a la pantalla principal
operaciones algebraicas necesarias y para

finalizar resolver el limite.

Conclusién o desenlace

Mostrar que existen ciertos limites que comprenden el infinito, que se pueden resolver a través de una secuencia de pasos, con el fin que el
estudiante agrupe los ejercicios segun las técnicas explicadas en los ejemplos.

lim (3n* + 5n + 10) Lim (3n® + 5n + 10)
n—oo

lim 3n® =00 ; limbn=o00; lim10=co
n—so0 n—co 00

Entonces

- e . 1 ;- . . .
Analizar graficamente el lim ~ puesto que es la base tedrica para el desarrollo de los siguientes ejemplos.

X— 00
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Limite de una Funcién: Limites trigonométricos

Este recurso educativo digital busca mostrar diferentes técnicas para la solucién de limites trigonométricos dejando ver la grafica.

lHustracion 21. Recurso educativo digital sobre Limites trigonométricos. Tomado de:
https://www.geogebra.org/m/jvmquen9#material/kg9t2knn
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Tabla 9. Instructivo de limites trigonométricos

Narracion Descripcion pantalla Interactividad
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Para iniciar el
docente debe
hacer un
recuento sobre
algunos temas
como:
identidades
trigonométricas
pitagoricas,
identidades
trigonomeétricas
de angulo dable,
diferencia de
cuadrados y
propiedades de
las
desigualdades.

Al ingresar al recurso el docente se encontrara con dos ventanas:

en la ventana de la izquierda se graficaran las funciones de los

gjercicios.

05

-05

-08

05 1 14

-1

En la ventana de la derecha se encuentran los enunciados de los
ejercicios propuestos, con los botones correspondientes a su

solucién:

Limites trigonométricos

Lim sen(x) _
x—0 ir

xrsen (%) =0

1

lim

x—0

Lim 1 — cos(x) —0
x—0 T

lim 1 — cos(2x) — 9
x—0 x2

Los elementos interactivos con los que
cuenta el recurso son:
e Los botones que indican el ejercicio

| Ejemplo 1] | Ejemplo 2|

Ejemplo 3| | Ejemplo 4|

e El bot6n siguiente aparece en la pantalla
del desarrollo de cada ejercicio, el cual
al ser seleccionado mostraréa el paso

siguiente

o Al seleccionar el boton de inicio este
retrocederd a la pantalla principal.

Inicio
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En el desarrollo de cada ejercicio se mostrara el boton

, con el cual se podra visualizar el paso siguiente del

desarrollo.
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Cuando el docente ingrese al
recurso educativo digital
encontrara los ejercicios
propuestos y los botones que lo
llevaran a ver su solucion. Es
importante resaltar que al finalizar
cada ejercicio (cuando se
desaparezca el boton “Siguiente”)
el docente debe oprimir el boton
“Inicio” para volver a la pagina y
seleccionar otro ejemplo.

En el primer ejercicio se realizara

una explicacidn intuitiva acerca

del porqué el lim 2% = 1, para
x—0 X

esto se recurre a una relacion que
retne lo algebraico y lo
geométrico: paso a paso se genera
una relacion entre las areas de
triangulos estratégicos llegando a
una desigualdad, que después de
un tratamiento algebraico, resulta
generando la respuesta deseada.

En el segundo, tercer y cuarto
gjercicio el docente debe hacer
uso del recuadro que se encuentra
en la parte superior derecha de la
ventana de la derecha, en el cual
apareceran las propiedades que
son necesarias para el desarrollo
del ejercicio; estas iran
apareciendo a medida que sean
necesarias.

Al ingresar al recurso el docente se encontrara con la siguiente pantalla

Limites trigonométricos

et kA tim L= 200(@) _
T @ i ®

0

l Ejemplo 1 I [Ejemplo 2]
L:Ir‘% :l:sen(l) =0 h'ml — cos(2z) —2
= 2 2
[ Ejemplo 3] [ Ejemplo 4]

En la que se visualizan los ejercicios propuestos. Cada vez que el
docente seleccione un botdn el cual este etiquetado como Ejemplo #,
se presentara la solucion del ejercicio en la ventana de la derecha y en
la ventana de la izquierda se graficara la funcién.

Ejemplo:

Propiedades 154

) 1
l,’l,'& msen(;):ﬂ —1< sen(u) <1

Sabemos que 1
—lgsen<;)§1 1

Multiplicames por @ con 2 > 0
1
—x < xzsen (—) <z
= ar

Aplicamos el limite a la desigualdad
lim —x < lim xsen 7) < lima
z—0 = =0 x) w0 1!1
T T T T T T
1 -15 -1 —D.S\ﬁ 05 1 15

l:ﬂz.zsen(;) =0
Inicio

Dentro de la pantalla en la cual aparece el desarrollo del ejercicio, se
encuentra el botdn siguiente el cual indica el paso siguiente.

i

En este recurso el
docente encontrara
una serie de
ejercicios con los
cuales puede
explicar los
diferentes casos de
limites
trigonomeétricos.
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Conclusién o desenlace

Mostrar que hay ejercicios de limites trigonométricos que se pueden resolver con pasos similares, con el fin de que el estudiante agrupe
los ejercicios segun las técnicas explicadas en los ejercicios.

Limite de una Funcién: Continuidad de una funcioén en un punto

Este recurso educativo digital busca ilustrar el proceso que se lleva a cabo para determinar si una funcion es continua en un punto, para esto
de muestran los requisitos y la grafica de esta.
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i

Regresar

Ilustracion 22. Recurso educativo digital sobre Continuidad de una funcion en un punto. Tomado de:
https://www.geogebra.org/m/jvmguen9#material/vecsk95b

Tabla 10. Instructivo de continuidad de una funcién en un punto

Narracion Descripcion pantalla Interactividad
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Para comenzar a
utilizar el recurso el
docente debe hacer
un recuento de
temas como: calculo
de limites, grafica
de funciones, limites
laterales.

El recurso cuenta con dos ventanas: en la ventana de la derecha
se encuentran los ejemplos propuestos, adicionalmente al elegir
un ejemplo, en dicha pantalla aparecera el desarrollo de este.
P et f(z) =2* - 22® — 32
1) Existelim f(x) sLafuncién es continuaen @ = 3 ?
c 1. ¢Existe lin;, J(x)?

lim(x* —2 2% — 32) = (3)% - 2(3)* - 3(3)
el ) 27— 18 — 9
0

2) Existe f(a)
a)Lim f(2) = f(a)

=enol Cenpio2]
BT oy
ool s

2. ;Existe f(a)?
flz)=a*—22" 32

£(8) = (3)" = 2(3)* - 3(8)
=27 — 18 — 9 VV
=10
3. Jlim f(z) = f(a)?
o0 W

f(z) es continua en a =3

UNIVERSIDAD PEDAGOBICA
NACIONAL

- - - - - A
En la vista de la izquierda aparecer la gréafica de la funcion y

el punto en donde se va a hallar la continuidad.
G

Los elementos interactivos con los que
cuenta el recurso educativo digital son
los siguientes:

e Botones de ejemplos:

=

Al seleccionar uno de los botones el
docente elegira el ejemplo del que desea
ver la solucion.

e Boton siguiente:

| Siguiente |

Este botdn aparecera al momento de
estar visualizando un ejemplo y se
mostrara el siguiente paso de la solucién.

e Botdn regresar:

Regresar

El botdn regresar hara que se muestre la
pantalla principal del recurso educativo
digital.
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El docente ingresara al recurso
educativo digital, y encontrara los
ejercicios propuestos y las
condiciones que se deben cumplir
para que la funcidn sea continua en
ese punto, como lo son:

1. Existe lim f(x)

xXx—a

2. Existe f(a)

3. lim f(x) = f(a)
Es importante resaltar que el cudndo
se termine el desarrollo de un ejemplo
(se desaparezca el boton “Siguiente”),
el docente debe oprimir “Regresar”
para volver a la pagina principal.

En el primer y segundo ejemplo se
evidencia que la funcidn en ese punto
es continua, porque cumple cada una
de las condiciones. El docente se debe
encargar de explicar el procedimiento
que se muestra paso a paso para
probar cada una de las condiciones.
En los siguientes ejemplos no se
cumple alguna de las condiciones (en
el ejemplo 3: no se cumple ni 1 ni 3,
ejemplo 4: no se cumpleni2 ni 3yen
el ejemplo 5: no se cumple 3), por
esto se recomienda al docente realizar
la explicacion del procedimiento
algebraico mostrando (por qué se
cumplen o no las condiciones) y
finalizar con un analisis grafico, en el
cual se aclare que mientras podamos

Al ingresar al recurso educativo digital el docente se
encontrara con la siguiente pantalla, donde se visualizan
los ejemplos propuestos:
Continuidad de una funcion en un punto
J () es continua en un punto @ siy solo si:

1) Existelim f ()
2) Existe j'(a]

lim f(x) = f(a)

m Ejemplo 4
UMIVERSIDAD PEDAGOGICA

NACIQNAL
TSI T TV

Cada vez que el docente seleccione un boton el cual este
escrito ejemplo #, se presentara la solucion de dicho

ejemplo

Ejemplo:

En este recurso el docente
encontrara una serie de
ejemplos con los cuales
puede explicar las
condiciones que debe cumplir
la funcion para que sea
continua en un punto.
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dibujar la grafica sin interrupciones

A _ f(z) =2 — 222 — 32
entonces sera continua en el punto.

¢Lafuncién es continuaen @ = 3 7
1. ¢ Existe I-é'rr:: f(x)?
Ir—

lim(x* —2 2% —32) = (3)° — 2(3)" — 3(3)
il ) 27— 18 — 9

2. (Existe f(a)? ’

flz)=2*—-22°-3=z
F(3)=(3)"—2(3)" - 3(3

i27—18—9 W

3. ilim f(x) = f(a)?

0=10 W

f(z) es continua en a =3

.8
Dentro de la pantalla en la cual aparecerd el desarrollo

del ejemplo, se encuentra el boton de siguiente el cual
indicara que se muestra el paso siguiente.

| Siguiente |

Al finalizar de cada pantalla se encuentra el botén
Regresar; el cual al seleccionarlo se devolvera a la
pantalla principal.

| Regresar |

Conclusién o desenlace

Probar las condiciones para que una funcién sea continua en un punto, con el fin que el estudiante logre asimilar con mayor facilidad el
procedimiento que se debe llevar a cabo para comprobar cada una de las condiciones.
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Limite de una Funcion: Continuidad de una funcion en un intervalo

Este recurso educativo digital busca exponer la forma de evaluar algebraica y graficamente si una funcién es continua en un intervalo
abierto.

2 1< ~T y ‘
10 - ~8 1 —-T<x< -3 : Al ‘
Verificar continuidad

ws{z)—6 :—3<x<0

f(x)={ 2*-5 :0<x<3
81 z—4 :3<z<h
-3 t2=8
*x—3 2>86
°‘
4 4

Ilustracion 23. Recurso educativo digital sobre Continuidad de una funcion en un intervalo. Tomado de:
https://www.geogebra.org/m/jvmquen9#material/hn92uhj2
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Introduccion

Narraciéon

Tabla 11. Instructivo de continuidad de una funcién en un intervalo abierto

Descripcion pantalla

Interactividad

Para comenzar
a utilizar el
recurso el
docente debe
hacer un
recuento de
temas como:
propiedades de
los limites,
calculo de
limites por
diferentes
métodos,
calculo de
funciones y
limites
laterales.

Al ingresar al recurso educativo digital se visualiza la gréfica a la
cual se le esta haciendo el andlisis de

)
10 [ 5
] Co 0

En la vista de la derecha aparece el anélisis de la continuidad de
dicha funcion

¢f(x) es continua en el intervalo (75 S 75 )2

| Verificar continuidad |

tim f (x)

S yYYYS
IYYYVYVYY
AAAAAA
FYYYYY
Y YYY VY-
FYYYVYVY
AAAAAA

f(a)

YYVYYYY
YYYYYY
YYYYYY
YYYYYY
YYYYYY
YYYYYY
YYYYYY

lim f (x)

fla)

YYYYYVYYVYYYYY
XYYYYVYYVYYYYY
YYYYYVYYYYYYY

El recurso digital cuenta con los siguientes
elementos interactivos:

Casilla de entrada para el valor de los
intervalos

(-75,75 )2

En estas casillas de entrada el docente debe
ingresar el valor del limite superior y limite
inferior.

Deslizador

a=32
El deslizador corresponde a los niUmeros
que pertenecen al intervalo, se recomienda
moverlo manualmente.
Boton de verificar continuidad

Verificar continuidad

Con este boton se inicia la animacioén del
deslizador con el cual se va a verificar la
continuidad de la funcidn en ese intervalo.
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Para iniciar a utilizar el recurso digital el docente debe
explicar la funcién que esté graficada: que es por partes y
cOmo esta definida.

El docente debe ingresar al lado de la pregunta “; f (x) es
continua en el intervalo?” el valor superior e inferior del
intervalo; posterior a esto el docente debe seleccionar el
botdn “Verificar continuidad” con el cual se activara el
deslizador; en la parte inferior se encuentran las tres
condiciones que se deben cumplir para que la funcion sea
continua, a medida que el deslizador va corriendo se va
mostrando ¥ cuando se cumple dicha condicidn en el punto
que indica el deslizador y % cuando en ese punto del
intervalo no se cumple la condicion que se evalla; a medida
que van saliendo en la ventana de la derecha los simbolos,
en la ventana de la izquierda el punto sobre la grafica se va
moviendo sobre la funcion en el intervalo ingresado.

Cuando el deslizador termine su animacion se debe observar
cada una de las condiciones por separado, y explicar que si
para todos los puntos se cumplen las condiciones (solo hay
triangulos verdes) entonces la funcion es continua, si por el
contrario se hace presente una equis en rojo, la funcion no
es continua en el intervalo ingresado.

En este proceso, se recomienda al docente ingresar un
intervalo en el que sea continua [por ejemplo: (—6, —4)],
continuar con intervalos en donde no se cumpla la primera
condicion [por ejemplo: (=6, —4)], la segunda [por
ejemplo: (—=7.5,—4)] y Unicamente la tercera [por ejemplo:
4,6)].

Para finalizar, tratar la continuidad de un intervalo de
manera grafica, dejandose guiar por la estrategia de: una

El primer paso que el docente debe realizar es
ingresar los valores superiores e inferiores del
intervalo

(-75 75 )

Al ingresar estos valores, determinar entre que
nameros se va a mover el deslizador y asi
mismo los puntos que se van a mostrar para
comprobar si la funcion es continua en dicho
intervalo. El valor minimo por ingresar es
—7.5y el valor méximo 7.5.

a=40
Con el botdn se activaré el deslizador para
observar queé pasa en los puntos del intervalo.
En el caso que desee ingresar otro intervalo, se
debe devolver el deslizador manualmente hasta
su valor minimo (llevarlo hasta el extremo
izquierdo).

Cada vez que el
docente cambie
los valores del
intervalo el
deslizador
cambia el rango
en el que se
mueve, asi
mismo se
modificara la
cantidad de
puntos que
apareceran.

El docente debe
resaltar las
condiciones que
se deben cumplir
para que la
funcion sea
continua en el
intervalo.
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funcidén es continua en un intervalo si al dibujarla no se debe
levantar el lapiz en ningun punto del intervalo.

Conclusién o desenlace

Mostrar de manera analitica la continuidad de funciones en un intervalo para comprender que se debe ser muy riguroso en el momento
de indagar la continuidad de una funcién en un intervalo abierto de manera analitica.

Derivadas: Pendiente de la recta tangente

Este recurso educativo digital busca ejemplificar la definicion de derivada como pendiente de la recta tangente a una curva mediante la
representacion gréfica.
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[lustracion 24. Recurso educativo digital sobre Pendiente de la recta tangente. Tomado de:

Narracién

https://www.geogebra.org/m/jvmguen9#material/n9cbkxwa

Tabla 12. Instructivo de pendiente de la recta tangente

Descripcion pantalla
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Para hacer uso del recurso
digital el docente debe
hacer un recuento de
temas como: pendiente de
una recta, recta secante,
donde debe aclarar que
esta corta la funcién en
dos puntos; recta tangente,
la cual toca a la funcion en
un unico punto, graficas
de funciones, célculo de
limites, continuidad de
una funcion; Los ultimos
temas se pueden reforzar
con recursos digitales
anteriores.

El recurso digital cuenta con dos vistas:

En la vista de la izquierda se encuentra el plano
cartesiano donde se graficara la funcién y la recta
tangente a esa funcion en un punto.

B
8

6
4

2

4 2 o z 4

En la vista de la derecha se encuentran la casilla de
entrada de las funciones, en la cual se ingresan los
datos.

fix)= 7 Distancia entre los puntos
h=3

x=?
e

La pendiente esta definida por:
F(x + h) — F(x)

m=
h

Para nuestro caso tenemos lo siguienie :

@

[hlm]
7]

Borrar

Para ingresar la funcion, el docente debe
ingresar en el siguiente campo:

flx)="7

El punto de tangencia, el cual es el punto
por la cual va a pasar la recta tangente, se
ingresa en el siguiente campo:

= 7

El deslizador h el cual hace funcién de
distancia y se debe mover para mostrar que
cuando la distancia en mayor a cero la recta
es secante

Distancia entre los puntos

®
h=0
Para finalizar el docente, debe mostrar loa

valores que se van generando en la siguiente
tabla:

0.6 ? |
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Antes de iniciar a utilizar el recurso
educativo digital, el docente debe
plantearles a los estudiantes que
tracen una curva conocida e
intenten dibujar una recta tangente
a dicha curva, continuar
comparando y planteando las
diferentes rectas, para que el
recurso educativo institucionalice
la labor que cada estudiante hizo en
su cuaderno.

Para activar el recurso digital el
docente debe interactuar con la
vista de la izquierda, donde
ingresara la funcién y el punto de
tangencia, el docente podra
movilizar el deslizador h el cual
indica la distancia entre los puntos
Ay B,V la pendiente se calcula con
la férmula, por otro lado, el
docente debe explicar la tabla que
aparece en la parte inferior de la
vista, la cual consta del valor de la
distancia h y la pendiente con esa
distancia.

Al ingresar la funcién en la ventana
de la izquierda; esta se graficara en
la ventana gréfica de la derecha; el
docente debe ubicar la vista de tal
manera que se tenga una mejor
vista de la grafica, de la distancia y
de la recta tangente.

Ingresar en las casillas la funcion que desee:
f(x)=x2
x=3
Y al activar el deslizador (manualmente)

Distancia entre los puntos

.

h=28
El punto de la ventana de la izquierda se movera hasta volver la
recta secante en tangente

Cada vez que el
docente ingrese una
nueva funcion o un
nuevo punto de
tangencia debe mover
la vista gréfica de la
izquierda de tal
manera que se pueda
visualizar los puntos
clave del recurso
digital.
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La retroalimentacion que el A
docente se basa en la distancia h, .
cuando la esta es mayor a cero la
recta es secante a la funcion, -
cuando el deslizador es igual a cero
la recta resulta tangente a la curva ol o
en ese punto.

-10

Mientras se publica la pendiente de la recta naranja

Conclusién o desenlace

La pendiente de la recta tangente a una curva se establece como consecuencia de marcar un punto adicional sobre la recta x + h e
intentar reducir la distancia entre los puntos a 0, puesto que, con s6lo un punto, no es posible aplicar la formula que se conoce para la
pendiente de una recta.
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Derivadas: Derivada de funciones logaritmicas

Este recurso educativo digital busca mostrar proceso a seguir en el momento de solucionar derivadas de funciones logaritmicas similares a
las planteadas.

B3 Inicio

lustracion 25. Recurso educativo digital sobre Derivada de funciones logaritmicas. Tomado de:
https://www.geogebra.org/m/jvmquen9#material/swzhtpaj
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Tabla 13. Instructivo de derivada de funciones logaritmicas

Interactividad

Los elementos interactivos con los
que cuenta el recurso son: los
botones que indican el ejercicio a

Narraciéon

Descripcion pantalla

Al ingresar al recurso lo primero que observara el docente son
los ejercicios que se proponen, en esa misma pantalla se

Introduccion

Para comenzar a utilizar
el recurso el docente
debe recordarle a los
estudiantes algunas
propiedades de los
logaritmos, como: el
logaritmo del producto
(logp(MN) = log, M +
log, N), logaritmo del
cociente (logb% =
log, M —log, N),
logaritmo de una
potencia (log, M"™ =
nlog, M); también,
propiedades de las
derivadas, la regla del
cociente, la regla del
producto y regla de la
cadena.

encuentran los botones que llevaran a ver cada una de las
soluciones:

flz) = in|z| f(z) = logs(3z* — 8)*
Ejercicio 1 Ejercicio 2
1+ In|x| _ 1+
J’(nc)—l_mlml fl@) =in /7 ——
Ejercicio 3 Ejercicio 4

Posterior a elegir el ejercicio, este se mostrara otra pantalla en la
cual se desarrollara, para esto el docente debe dar clic sobre la

flecha va a indicar que se debe mostrar el paso siguiente;
de la misma manera cuando se comience a ver el paso a paso

también se puede devolver.
f(x) = logs(32* — 8)*
Sabemos que: .r i 1
f(z) = logU entonces f'(z) = B e
Entonces:

elegir:
Ejercicio 1
Ejercicio 2
Ejercicio 3

Ejercicio 4

las flechas en cada ejercicio, que

B

indica siguiente y

anterior
botdn de inicio.
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El docente ingresara al recurso y en la
primera pantalla se encuentran los
gjercicios propuestos; se le recomienda
al docente que explique los ejercicios
en el orden propuesto debido a que
estos estan organizados de menor a
mayor complejidad. Al terminar de
desarrollar cada uno de los ejercicios el
docente debe oprimir “Inicio” para
volver a la pantalla principal.

En el primer ejercicio se hallara la
derivada de f(x) = In |x|, el docente
debe explicar que e y el In | x| son
funciones inversas y aclarar el por qué
al multiplicar e por f(x) queda e/ ™,
por ultimo, explicar el paso a paso del
gjercicio con ayuda del recurso
educativo digital.

Al ingresar al segundo ejercicio, en el
primer paso el docente debe recordar a
los estudiantes la regla de la derivada
de un logaritmo, seguido debe hacer la
asignacion de los valores segun la
regla, posteriormente debe reemplazar
en la regla y por altimo operar. Dichas
propiedades se mostraran en el
momento indicado de utilizarlas.

El tercer ejercicio tiene mayor
complejidad que los anteriores.
Inicialmente el docente debe aclarar
que la derivada debe hacerse por la
regla del cociente, se debe hallar las

Al ingresar al recurso el docente se encontrara con la
siguiente pantalla:

S(z) = Injz|
Ejercicio 1

Fx) = togs(3a® - 8)"
Ejercicio 2

1+ Injx|
1—Infz|

itz

Itz) = @ =inyi 70

Ejercicio 3 Ejercicio 4

Donde se visualizan los ejercicios propuestos,
organizados de menor a mayor dificultad.

Cada vez que el docente seleccione un boto6n el cual
este escrito ejercicio #, se presentara la solucion del

ejercicio. Ejemplo
Ejercicio 1

f(z) =in|z|

Multipicamos por € a ambos lados y nos queda:
ex f(x) = c*inlz|

Por propiedades de los logaritmos tenemos: el =g

Anara derivamos implicitamente: e/ (x)' = 1
.1
Despejamos f(z) = o

1
Ycomo ') = reemplazamos en )

1
Ytenemos que f'() = =

Dentro de la pantalla en la cual va a aparecer el
desarrollo del ejercicio, se encuentran las siguientes

flechas las cuales indican paso
anterior y siguiente respectivamente.
Al finalizar de cada pantalla se encuentra el botén

Inicio
Inicio

En este recurso el docente
encontrard una serie de
ejercicios con los cuales puede
explicar los diferentes casos de
derivadas.

Para realizar una
retroalimentacion del tema,
principalmente se debe
recordar las reglas de
derivacién y las propiedades de
los logaritmos.

La interactividad del recurso se
basa en oprimir la tecla que
indica siguiente para cambiar
de paso e inicio para volver a
la pantalla principal.
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derivadas tanto del primero como del El cual al seleccionarlo se devolvera a la pantalla

segundo término, posteriormente se principal.

reemplaza en la regla y para finalizar se

organiza algebraicamente. Las propiedades necesarias para el desarrollo se
mostraran en un recuadro.

Para el cuarto ejercicio, al iniciar el 1+ Inja|

docente aclarar ciertas propiedades de @)= 1—infe|

los logaritmos como: propiedades de

una potencia Yy la propiedad dela resta, Hallamos las derivadas de las funcionesh(z) = 1 + Injz|; 9(z) = 1 — in|x|

para aplicarlas en la solucién del W(z) = (1~ tnfal)+ §'(@)=(1+nla)) x>

gjercicio, por otro lado, también se

debe hacer la explicacion de las ) = L inlel Regla del cociente

operaciones algebraicas que se realicen L—lInfe| | =% entonces f(x) = Mﬂ*y’(ﬁ(—ﬁg(ﬂwm
- - -, T

posterior a derivar la funcion para

obtener el resultado Hallamos las derivadas de las funcionesh(z) = 1 + In|z|; g(z) = 1 — In|z|
h’(m)=(1—1n|m|)*i g'(@)=(1+infz))+

_ (L= infz|)= L4+ (L +In|z]) *%

Entonces f'(z) - lnlwl)z

Conclusién o desenlace

Hay casos de ejercicios de derivadas de funciones logaritmicas que se pueden resolver de diferentes maneras, con el fin de que el
estudiante agrupe los ejercicios segun las técnicas explicadas en los ejercicios como, derivada implicita, regla de la cadena y diferentes
propiedades de las derivadas.

69




Derivadas: Criterios de las derivadas

Este recurso educativo digital busca estructurar el procedimiento para aplicar el primer y segundo criterio de las derivadas utilizando el
tratamiento algebraico y grafico.

T+

2

lustracion 26 Recurso educativo digital sobre Criterios de las derivadas. Tomado de:
https://www.geogebra.org/m/jvmquen9#material/whr55ybv
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Introduccion

Narracién

Para utilizar el recurso
digital el docente debe
hacer un recuento a los
estudiantes sobre las
derivadas de orden
superior, como hallar
raices de un polinomio y
puntos de corte de una
funcion con el eje x.

El docente debe aclarar
que el recurso digital
enumerara los pasos
especificos de uno de los
métodos que existen para
aplicar los criterios de la
derivada a una funcion.

Tabla 14. Instructivo de criterios de las derivadas

Descripcion pantalla

El recurso cuenta con dos ventanas: en la ventana de la
izquierda se encuentran todos los elementos con los que el
docente va a interactuar ademas del paso a paso de cada
criterio.

Ingrese una funcién

)= ?

Inicio @

En la vista grafica de la derecha se grafica la funcién y los
puntos correspondientes a los criterios.

8

]

4

Interactividad

En el recurso digital se encuentran
elementos interactivos como: la casilla
de entrada de la funcion f(x), el boton

que indica siguiente, indica
anterior y el cual permite

volver a la pantalla principal para
volver a ingresar la funcion.
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Desarrollo de la idea

Para iniciar el docente debe ingresar la
funcion en la vista gréfica de la
izquierda, de esta manera en la parte
inferior de la pantalla aparecera la
flecha “siguiente”, al hacer clic sobre
esta presentard el criterio de la primera
derivada y su desarrollo (el cual se
puede ver presionando la flecha que
indica siguiente), en paralelo cada punto
gue se vaya mostrando algebraicamente
en la izquierda se ird mostrando en la
vista gréafica de la derecha , seguido de
esto se encuentra el criterio de la
segunda derivada y su desarrollo. Al
final de la explicacion se graficara la
funcién que se ingreso en la primera
pantalla.

Inicialmente el docente debe ingresar
una funcion (se le recomienda al
docente que esta funcion sea de facil de
visualizar), en el siguiente paso se
muestra la primera derivada de la
funcion, seguido de esto se hallan las
raices de f'(x) y su coordenada
correspondiente, después se halla la
segunda derivada para aplicar el criterio
de la segunda derivada y para finalizar,
se establece si es minimo 0 maximo;
para esto el docente debe explicar con
anterioridad bajo qué condiciones un
punto es minimo 0 maximo.

Al ingresar al recurso el docente se encuentra
con lo siguiente en la pantalla

8l

Ingrese una funcion

f(x)="

“ Inicio

21

]

Donde podra ingresar la funcion que desee,
en el siguiente recuadro:

f(x)= 7

Para la explicacion de los criterios de las
derivadas el docente debe seleccionar la

flecha de siguiente para que los pasos
se vayan mostrando, en caso tal que el
docente requiera devolverse a algin paso,
este lo podré hacer con la flecha de anterior

Cuando el docente termine la explicacion del
gjercicio y desee ingresar otra funcién podra

hacer seleccionando el boton de

Conclusién o desenlace
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Al ingresar una nueva funcion el
docente debera hacer la explicacion de
cada uno de los pasos que se
encuentran en el recurso. Para reforzar
los conceptos de los criterios de la
primera y segunda derivada, el docente
debe ser muy enfatico en cada paso
tanto algebraica como graficamente,
con esto los estudiantes tendran mayor
claridad de cada uno de los pasos.




Utilizar el criterio de primera y segunda derivada para describir el comportamiento de una funcion y hacer un dibujo de su grafica sin
necesidad de llegar a evaluar en puntos aleatorios.

Algunas de las aplicaciones se encuentran en la economia, donde se requiere conseguir el valor maximo y minimo de una cantidad que
depende de la variable independiente. Otros campos donde se puede aplicar los criterios son: geometria, fisica, biologia, industria, etc.
Donde se presentan problemas que se resuelven aplicando conceptos de maximos y minimos. De la misma manera se pretende que el
estudiante logre generalizar los pasos que debe realizar los pasos para poder aplicar los criterios de las derivadas
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OPINIONES SOBRE RECURSOS EDUCATIVOS DIGITALES E INSTRUCTIVOS

Como paso final en el proceso del presente trabajo de grado se realizd un cuestionario a través de
Google Forms® en el cual se pregunté a diez docentes que hubieran orientado la clase de célculo en
grado undécimo al menos dos afios escolares, la opinion que les merecian los recursos educativos
digitales e instructivos disefiados.

Al promediar los puntajes finales de cada una de las preguntas, se obtuvieron los siguientes puntajes
para cada una de ellas:

Tabla 15. Promedio de los puntajes obtenidos en el cuestionario sobre opiniones de los
recursos educativos digitales disefiados

¢Utilizaria el recurso educativo digital en una clase? 8,8
¢Queé tan fiel es el recurso educativo digital al concepto tratado? 8,6
¢El instructivo del recurso educativo digital es claro? 8,5
¢El disefio del recurso educativo digital es intuitivo? 8,1
¢El disefio del recurso educativo digital es claro? 8,8

En cuanto a qué mejoraria de los recursos educativos digitales, se sugiere implementar audio en el
desarrollo de cada uno de los materiales, cambio que no se realiza pues agregar audio es reemplazar
totalmente el docente dentro del aula y el objetivo de los recursos educativos digitales disefiados es
apoyar la explicacion del docente, también se sugiere permitir que la vista grafica se pueda mover,
sugerencia que ya fue implementada.

Las apreciaciones que se hicieron de cada recurso educativo digital disefiado son:

e Definicion de Limite: en todos los aspectos los puntajes obtenidos estan por debajo del
promedio lo que deja pensar que es necesario mejorar tanto el recurso educativo digital como
el instructivo para que este en el mismo nivel que los demas, para esto los docentes
propusieron generar videos explicando algunos ejercicios que evidencien el potencial del
material. Es necesario resaltar que los puntajes obtenidos no son malos, puesto que oscilan
entre 7,7 y 8,7 y merecen opiniones como: “es una propuesta innovadora e interesante,
ademas tenemos dos tipos de representaciones: grafica y algebraica que permiten tener un
mejor apropiamiento de los conceptos y procesos abordados”, “es un método que puede
llamar la atencion del estudiante, permitiendo que se acerque a este tema sin dificultad” y
“estd bien presentado, claro y facil de manejar”.

e Limites Laterales: los aspectos que no superan el promedio son los referentes a la fidelidad
con el concepto matematico v si lo utilizarian en clase, con 8,1 y 8,7 respectivamente, los
demas aspectos obtuvieron un puntaje superior al promedio de su categoria. Las opiniones
recolectadas indican que es un buen recurso en el que se pueden trabajar las representaciones:

gréafica, tabular y algebraica.

3 Las respuestas de la encuesta se encuentran alojadas en la carpeta de Google Drive:
https://drive.google.com/drive/folders/1-VPFI2XnjaH1re3x5pCdZhyK-EaToZBg?usp=sharing
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Limites que comprenden el infinito: las opiniones que merece este recurso se sintetizan en
que es un buen material en el que se propone un método que permite abordar el tema de tal
forma que estudiante comprenda dandole otra mirada a esta tematica, logrando asi obtener
buenos resultados en lo referente a su utilizacion dentro del aula, fidelidad al concepto
matematico y disefio, sin embargo, el instructivo se debe mejorar puesto que el puntaje es
menor al promedio de esta pregunta.

Limites Trigonométricos: en este caso se tienen puntajes que oscilan entre 8,1 y 8,6, un
resultado favorable para un material que no goza mucha interactividad, y que cuenta con
opiniones como: “Un recurso que permite asociar los procedimientos y la teoria, con las
graficas, lo cual no siempre se hace”. Sin embargo, se debe continuar trabajando en su mejora
ya que se sugiere ampliar los ejemplos que se muestran.

Continuidad de una funcion en un punto: este recurso educativo digital cuenta con
puntajes superiores a los promedios en todos los ambitos preguntados, lo que nos permite
pensar que tiene menos cosas por mejorar que los demas, en cuanto a la implementacion
dentro del aula obtuvo un 9,1, en fidelidad con el concepto matematico 8,9, en la claridad
del instructivo 9, en el disefio intuitivo 8,5y en la claridad del disefio 9,3. Las opiniones que
se recibieron indican que facilita la manera de abordar el tema por estar relacionado siempre
con las graficas y mostrar ejemplos en los que todos los posibles casos se abordan.
Continuidad de una funcion en un intervalo abierto: el disefio de este material es diferente
a los demas, lo que generé que fuera poco claro y obtuviera un puntaje menor al promedio
establecido, consecuentemente, el instructivo debe mejorarse puesto que la puntuacion
obtenida es baja en comparacion con los demas recursos educativos digitales disefiados. Sin
embargo, este disefio se considera intuitivo y fiel con el concepto matematico. Las opiniones
que se recibieron afirman que es el resultado es entendible para los estudiantes de educacién
media y que es positivo para la ensefianza. Adicionalmente, las mejoras que se plantearon
apuntan a proponer mas ejemplos, que con el botdn se reiniciara el deslizador y dar solucién
a si es continua la funcion; la dltima sugerencia se tomo en cuenta mejorando asi el recurso
educativo digital.

Pendiente de la recta Tangente: en las opiniones recolectadas se obtuvo que este material
permite que se estudien diferentes funciones, haciendo posible que los estudiantes exploren
todo lo que se les ocurra sin llegar a perder la fidelidad con el concepto matematico, de esta
manera se deja ver que si se implementaria en una sesién de clase (el puntaje fue 8,9). En
cuanto a disefio, e instructivo los puntajes resultan ser satisfactorios, es decir mayores a los
promedios correspondientes.

Derivada de funciones logaritmicas: Los docentes estan de acuerdo en que utilizarian este
recurso puesto que obtuvo un puntaje de 8,6, es decir esta por encima del promedio de los
puntajes que se obtuvieron en esta pregunta. En los otros puntajes supera el promedio
planteado, la fidelidad con el concepto matematico con 8,9, la claridad del instructivo con
8,6, y el disefio intuitivo y claro 8,2 y 8,9 respectivamente. En cuanto a este recurso una de
las opiniones es que la explicacion es breve, facil de entender y monétona, ante este Gltimo
comentario se decidi6 agregar una seccion interactiva al finalizar cada uno de los ejemplos,
ahora en el momento de terminar la explicacion la derivada se puede verificar en cualquier
punto, mostrando la recta tangente a la curva en ese punto y el valor de su pendiente.
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lustracion 27. Mejora del recurso educativo digital derivada de funciones logaritmicas

e Criterios de la derivada: se obtuvo que es un muy buen material, ya que permite explorar
con diferentes funciones las derivadas, las puntuaciones superan todos los promedios
planteados lo que genera la sensacién de buscar posibles casos en los que no funcione y
continuar mejorando el recuro educativo digital. Los puntajes obtenidos son:
implementacion en una sesion de clase: 9, fidelidad con el concepto matematico 8,7, claridad
del instructivo 8,7, disefio intuitivo 8,3 y disefio claro 8,9.
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CONCLUSIONES

Las tecnologias educativas facilitan el proceso de ensefianza de las tematicas en la escuela,
particularmente, en las matematicas favorece la comprensién de los conceptos debido a que ayuda en
la visualizacion de representaciones y en la exploracién con simulaciones, sintonizando y dosificando
la informacion.

Las directrices nacionales potencian el desarrollo del pensamiento variacional en la educacion media,
promoviendo la ensefianza de tematicas especificas del célculo numérico, algebraico, diferencial e
integral. Con el fin de mejorar la ensefianza de limites y derivadas, se utilizan algunos sistemas de
referencia que permiten esquematizar la informacion suministrada a los estudiantes y obtener mejores
resultados en los procesos de aprendizaje.

El software GeoGebra permite realizar maltiples recursos educativos digitales que facilitan el proceso
de ensefianza de los conceptos relacionados con el calculo diferencial, puesto que el material que se
encuentra disponible en la red satisface la exploracién, conceptualizacion y evaluacion de la mayoria
de las tematicas que se encuentran dentro del curriculo de Matematicas en las escuelas colombianas.

Al programar un recurso educativo digital se hace necesario establecer un objetivo de ensefianza, las
representaciones necesarias para abordar el concepto y un disefio agradable y funcional para la
visualizacion de los estudiantes, de esta manera el producto sera un material digital que no sature de
informacion y fortalezca la explicacion del docente.

Para finalizar se debe resaltar la importancia que tiene publicar los materiales que se disefien en las
plataformas que unen a la comunidad académica, en este caso GeoGebra permite tener acceso a
diferentes recursos educativos digitales que ayudan a docentes que no tienen conocimiento acerca de
programacion en este software a implementar la tecnologia educativa dentro de sus aulas de clase.
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