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2.Descripcion

Este trabajo surge a partir de una propuesta del profesor Alberto Donado, de generar
conicas utilizando una métrica distinta. Luego de estudiar y trabajar con la métrica del
taxista, nos surge la inquietud de que, si es posible, a partir de esta métrica crear otra
métrica, y si con esta nueva métrica sera posible trazar algunos lugares geométricos. Para
esto se empezo por definir la métrica que se iba a utilizar, acotando la métrica del taxista.

Nos referimos al término métrica puesto que en un principio se pensoé que cumplia todas
las condiciones para que lo fuera, pero en la exploracion con el programa Geogebra se
observé que la desigualdad triangular no se cumplia en algunos puntos del plano, por lo
gue se concluy6 que la funcion no era una meétrica.

Nos enfocamos en explorar con el programa para encontrar en que puntos no se cumplia
la desigualdad triangular. Desde este momento lo que para nosotros era una metrica paso
a ser una funcion a la cual le dimos el nombre de funcién lejania, definida en este trabajo
en el primer capitulo. Se estudiaron las propiedades que cumplia y también se pensé6 en




como seria una circunferencia generada con esta funcion. Luego se le aplicaron nociones
topolégicas a pesar de no ser métrica, para observar que pasaba con los elementos
propios de la topologia cuando se generan a partir de una funcién no métrica. Se trabajo
bastante en generar y describir las circunferencias, para luego partiendo de estasy de la
definicion de bolas, generar y describir bolas con la funcion lejania.

3. Fuentes

Las fuentes consultadas que ayudaron en el desarrollo de esta propuesta fueron:

Neira, C (2011). Topologia general. Bogota, Colombia: Universidad Nacional de
Colombia.

Mufioz, J. (2003). Topologia Basica. Bogota, Colombia: Universidad Nacional de
Colombia.

Mufioz, J. (2002). Introduccion a la teoria de conjuntos. Bogota, Colombia: Universidad
Nacional de Colombia.

Horvath, J. (2005). Introduccion a la topologia general. Callege Park, Md Estados
Unidos: Universidad de Maryland.

Moise, E. (2009). Geometria Moderna. Massachusetts, Estados unidos: Addison Wesley
Iberoamérica.

4.Contenidos

Este trabajo se compone de tres capitulos, descritos a continuacion:

Descripcién de la funcién lejania: En este capitulo trabajamos definiendo la funcion que
se va a trabajar, también se hacen demostraciones sobre las cuatro propiedades que
cumple una métrica, con lo cual se observa que la cuarta propiedad de una métrica que
es la desigualdad triangular no la cumple para algunos puntos. Se observo que algunos
puntos para los cuales no se cumple la desigualdad pertenecen a las bolas generadas con
la métrica del taxista, esto se pudo conjeturar gracias a la exploracion con el programa
Geogebra. También se estudia y se demuestran algunas propiedades que cumple la
funcién lejania, como por ejemplo la mayor lejania entre dos puntos.

Bolas en la funcion lejania: En este capitulo que fue uno de los mas intensos y el que
requiri6 mas tiempo en su elaboracién, se dio caracteristicas a los tipos de bolas que se
encontraban al utilizar la funcion lejania, se comenzé mirando las bolas que tenian como
radio la mayor lejania, para poder graficar este tipo de bolas utilizamos el programa Derive
6, puesto que Geogebra no nos permitia graficar este tipo de ecuaciones. en esta parte
de la exploracién notamos que el programa Derive graficaba siempre el borde de la bola,
puesto que este programa grafica solamente igualdades.




Luego se trabajaron bolas donde el centro estaba ubicado en alguno de los ejes y radio
cualquiera, se observé que este tipo de bolas eran simétricas respecto a los ejes
coordenados, y se profundizé en encontrar las coordenadas para cualquier bola con centro
en el eje y radio cualquiera, observando que la frontera de la bola tenia la apariencia de
un cometa. Surgio la pregunta de como encontrar las coordenadas de cualquier tipo de
bolas, ubicadas con el centro en cualquier parte del plano y con un radio cualquiera,
observando que el borde de las bolas que no tienen centro en los ejes, tienen como forma
un trapecio.

Bolas en la métrica usual y en la funcion lejania: En este capitulo miramos como encerrar
una bola construida con nuestra funcién lejania con una bola construida con la métrica
usual, esto lo podemos realizar ya que en el anterior capitulo encontramos las
coordenadas de los vértices del borde de las bolas generadas con la funcion lejania.

Asi mismo se realiz6 la exploracién para poder encontrar ahora una bola de la métrica
usual contenida en una bola generada con la funcién lejania. También se observé que
siempre que se intersecan dos bolas lejania es posible encontrar una bola contenida en
esa interseccion. Gracias a lo observado se pudo conjeturar que la coleccién de bolas
generadas con la funcidn lejania, son base para una topologia, y que la topologia
generada por la coleccién de B; es mas fina que las generadas por la coleccion de B,.
Entendiendo como B; a las bolas generadas con la funcién lejania y Bja las bolas
generadas con la métrica usual.

5.Metodologia

En la realizacion de este trabajo de grado utilizamos los siguientes pasos para poder
presentar nuestra exploracién a toda la comunidad universitaria.

< Se comenz6 con la exploracion en el programa Geogebra sobre las caracteristicas
que se observaban entre la distancia entre dos puntos utilizando la definicion de la
funcibn que se creia en un principio era una métrica, con esta exploracion
comenzamos a observar algunas caracteristicas que cumplia la funcion.

% Luego surgio la pregunta de si la funcion que estabamos trabajando era una métrica
0 no, y se decidi6 realizar la comprobacion de cada una de las propiedades que
cumple una métrica, cuando llegamos a comprobar la cuarta propiedad de una
métrica que es la desigualdad triangular, se observé que esta se cumplia para
algunos puntos y para otros no. Se pasoé a seguir realizando exploraciones con el
programa Geogebra y a utilizar la geometria dinamica para saber cuéles puntos
podiamos caracterizar para que se cumpliera la desigualdad triangular y con cuales
puntos no funcionaba la desigualdad triangular.




% Utilizando el programa Derive 6 se empez0 a graficar bolas en la funcién que se
habia definido y mirar como se comportaban realizando un cambio el radio. Con
ayuda de Derive 6 se observaron caracteristicas que tenian estas bolas y se pasé
a encontrar las coordenadas de los vértices de las cometas que definen los bordes
de la bola para cualquier punto que tomaramos como centro y con un radio
cualquiera.

% Se realizaron varias graficas para encontrar circunferencias contenidas en la
métrica usual y en nuestra funcion lejania, mirar como realizdbamos una
circunferencia que encerrara una bola de nuestra funcion, y también mirar como
obteniamos una circunferencia que estuviera contenida en una bola construida con
nuestra funcion.

6. Conclusiones

Observamos que siendo mas rigurosos en las exploraciones se obtienen nuevos
resultados, tanto que al principio de las exploraciones se creia que era una métrica y
después se encontraron varios contraejemplos. El trabajo se centra un poco en desarrollar
generalizaciones de las bolas en nuestra funcion lejania para asi poder encontrar si esta
funcién nos sirve como base para una topologia. Dentro de las conclusiones generales,
podemos encontrar las siguientes.

v' La funcién que definimos no es una métrica ya que no cumple la desigualdad
triangular.

v' La mayor lejania entre dos puntos es uno (1).

v Las bolas que tienen como radio la mayor lejania tiene como frontera algun(os)
cuadrantes del plano cartesiano.

v Las bolas centradas en alguno de los ejes tienen como frontera un cuadrilatero el
cual recibe el nombre de cometa.

v Las bolas centradas en un punto diferente al (0,0) y a los ejes, tiene como frontera
la forma de un trapecio.

v" Podemos encerrar una bola construida con la funcién lejania en una circunferencia
construida con la métrica usual.

v' Se conjetura que la coleccién de bolas lejania es base para una topologia.

v' La topologia generada por la coleccion de B; es mas fina que las generadas por la
coleccioén de By,

En cuanto a la tecnologia observamos que la utilizacion de varios programas nos da una
mejor observacion sobre las funciones que se exploraron en este trabajo. El programa
Geogebra nos sirve como ayuda para poder observar en que puntos no se cumple la




desigualdad triangular y el programa Derive 6 nos ayuda a conjeturar varias de
proposiciones que se presentaron.
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INTRODUCCION

En este trabajo definimos una funcion llamada lejania, esta funcidn en principio se
empezd a trabajar como una métrica, pero luego de una larga exploracion en el
programa Geogebra y de verificar las propiedades que debe cumplir, se evidencio
gue esta funcién no cumple la desigualdad triangular en algunos puntos del plano.
A pesar de esto aplicamos nociones topoldgicas para poder ver qué pasa con los
elementos propios de la topologia cuando se definen a partir de una funcién no
métrica.

En el primer capitulo se muestran algunas propiedades que cumple nuestra funcion,
en especial la lejania entre los puntos. Como la funcién es acotada la mayor lejania
que hay entre dos puntos es uno, por lo que nos enfocamos en mostrar
especificamente cuando dos puntos estan a mayor lejania. Primero se hizo una
exploraciéon con los programas Derive 6 y Geogebra, para poder conjeturar cuando
dos puntos estan a mayor lejania, luego a partir de esas conjeturas entramos a
demostrar formalmente lo encontrado.

En el segundo capitulo se procede a definir y describir las bolas abiertas lejania
partiendo de la definicidbn de bolas abiertas en la métrica usual. Se encuentran
diferentes tipos de bolas, estos tipos de bolas se caracterizan segun su forma,
puesto que ésta depende de donde estan centradas y que radio tengan. En esta
parte del trabajo nos centramos en encontrar algunas regularidades, como, por
ejemplo, cuando el borde de la bola define un cuadrilatero y en que coordenadas
estan los vértices del éste, para luego asi poder desarrollar el trabajo que se
pretende en el siguiente capitulo.

En el tercer capitulo luego de definir y caracterizar cada tipo de bolas lejania se
procede a compararlas con las bolas de la métrica usual, la idea en esta parte es
tratar de encerrar cualquier bola usual en una bola lejania y cualquier bola lejania
en una usual, este trabajo se hace utilizando el programa Derive 6 y haciendo uso
de algunos hechos encontrados durante en el primer y segundo capitulo, en esta
parte se conjeturo que para cada bola usual existe una bola lejania contenida en
ella, pero no toda bola lejania contiene una bola usual. Por Gltimo, en la exploracién
realizada en Derive 6, se pudo evidenciar que siempre que se intersequen dos bolas
lejania, para cualquier punto que pertenezca a esa interseccion sera posible
encontrar una bola lejania centrada en él, de tal manera que esa bola esté contenida
en esa interseccion, por lo que se conjeturo que la coleccion de bolas lejania es
base para una topologia.



OBJETIVOS

Objetivo general

Aplicar nociones topolégicas a una funcion asociada a la métrica del taxista y
generar objetos propios de un espacio métrico para luego compararlos con los
generados con la métrica usual.

Objetivos especificos

Definir una funcion asociada a la métrica del taxista.

Mostrar por que la funcion no es métrica.

Mostrar algunas propiedades que cumple la funcién.

Aplicar nociones topologicas a la funcion.

Generar y describir bolas a partir de la funcién.

Utilizar programas de graficacion que faciliten la generacion de conjeturas
con respecto a los objetos a estudiar.

Comparar las bolas generadas a partir de la funcion con las bolas generadas
con la métrica usual.

Realizar un documento escrito en el cual se evidencien los resultados

obtenidos en la exploracién y el trabajo realizado.



CAPITULO No. 1

En este capitulo definiremos una funcion a la cual le vamos a poner el nombre de
funcidn lejania, analizaremos cada una de las propiedades que cumple una métrica
para saber si esta funcion que se va a definir tiene las mismas caracteristicas de
una métrica. Luego de esto se iniciara a calcular lejanias entre dos puntos ubicados
en diferentes partes del plano, para poder encontrar cuanto es la mayor lejania entre
dos puntos.

Se mostraran también algunas propiedades que cumple la funcion lejania estas
propiedades las llamaremos teoremas y se haré la demostracion de cada una de
ellas.

Utilizaremos el programa Geogebra para que nos ayude hacer una mejor
visualizacion y una mejor exploracién para cualquier punto ubicado en el plano
cartesiano, también se trabajara un poco con el programa Derive 6 para poder
realizar algunos graficos donde se muestren todos los puntos que cumple una
condicion especifica.

DESCRIPCION DE LA FUNCION

Dada una funcién sobre R?, llamada lejania entre dos puntos, ésta es definida como:

d.(4, B)
1(A,B) =1d.(4,(0,0) + d.(B, (0,0))
0 siA=(0,0)y B =(0,0)

siA# (0,0)y B # (0,0)

Donde:

[(A,B) = lejania entre el punto A y el punto B.
d; = distancia del taxista.
d;(A, B) = distancia del taxista entre el punto A y el punto B.

d;(4,(0,0)) = distancia entre el punto Ay el punto (0,0) u origen .



d:(B,(0,0)) = distancia entre el punto B y el punto (0,0) u origen.

De una manera mas clara, si A(xy,y1) Y B(x3,y5)

|x, — x| + |y2 — y4l
L(A,B) = §|xq| + [yl + 2] + vzl
0 st x,=0,x;=0,y,=0,y, =0

Six, #0,x1 #0,y, #0,y; # 0

PROPIEDADES DE UNA METRICA

Definicién No. 1.

Sea X un conjunto. Se dice que d: X X X - R define una métrica en Xsi se cumple
que:

d(4,B) =0

d(A4B)=0 o A=B

d(A,B) =d(B,A)

d(A,B) <d(A,C) +d(B,C) (Desigualdad triangular)

hrwbdpE

Podemos trabajar la funcion lejaniacomo una funcién muy cercana a una métrica
puesto que cumple algunas condiciones que cumple una métrica.

1. PROPIEDAD No. 1
Si A(xq,y1) y B(x,,y,), entonces:
I(A,B) =0

Puesto que todos los términos estan dentro de valor absoluto esta funcion siempre
sera positiva.

2. PROPIEDAD No.2

Dados A(xy,y1) Y B(xz,y,) la lejania entre los puntos A y B es cero, es
decir,(I(A,B) = 0)sisolosi A=B



(A, B)=0 & A=B
Parte uno

Dados A(xy,y1) Y B(x,,y,) la lejania entre los puntos A y B es cero, es decir,
(l(A,B)=0)si A=B

Demostracion:

Si x| + |y1] + |x2] + |y2| # 0 entonces suponemos que:

|, — x1| + [y2 — 4l

|21 | + lya | + [x2] + 2]

Entonces |x, — x| + |y, —y1l =0

Como |[x;—x/=0 y |y,—y;/ =0 entonces la Unica manera para que
lx; = x|+ |y, —y1l =0 es que |x; —x;| =0y |y, —y,| =0 por lo que x, =x; y
Yy, = y; en consecuencia A =B

Parte dos

Dados A(xy,y,) Y B(x,,y,) Si A =B entonces la lejania entre los puntos Ay B es
cero, es decir,(I(4,B) = 0)

Ahora si A = B entonces
X, =YY, =y
Por lo que

lxy =21l + lyy =yl 0
ler |+ Iyal + [xa |+ yal o leal 4 [yal + Beal + [yl

Ahora

|2 — x1| + [y1 — ¥4l

|1 | + [yal + [x1] + |yl

En consecuencia



I(4,B) = 0

3. PROPIEDAD No.3

Dados A(x;1,y1) Y B(x2,v,) lalejania entre Ay B es la misma lejania que existe entre
ByA.

l(A,B) =1l(B,A)

Si la lejania entre dos puntos Ay B es:

|, — x1| + ¥z — y1l
|21 | + [y1l + |x2] + |y2l

Por propiedades del valor absoluto |x;, — x| =[xy — x3| Y |y2 — ¥1| = |y1 — val.
Por la conmutatividad de la suma |x;| + |y1| + 1x2| + 1y2] = |x2] + |y2| + 1x1] + |yl
Por lo que

lxz =21l +1ya =l lyz —yil + |x — x4
ler |+ Iyal + 12| + 1yl el + 1ol + x| + [yl

Por lo tanto I[(4,B) = I(B, A)

4. PROPIEDAD No. 4

Desigualdad triangular d(4,B) < d(4,C) + d(B, ()

La funcion lejania no cumple la desigualdad triangular (ver imagen 1), pero se define
como una funcién cercana a una métrica puesto que en la mayoria de los puntos
del plano se cumple esta propiedad. En un principio se penso que esta funcion era
una meétrica, pues al utilizar el programa Geogebra y tomar tres puntos y moverlos
por varias partes del plano se cumplia la desigualdad triangular. Pero al ser un poco
MAas rigurosos nos dimos cuenta que en algunos puntos del plano no se cumple esta
desigualdad.



Algunos de esos puntos son todos los puntos (x,y) € B.(4,a), donde A es el punto
(a,a) y B; es una bola en la métrica del taxista.

Nota: recordemos la notacion que se utiliza en un espacio métrico cuando uno se
refiere a las bolas.

Las bolas se definen como:

Bola centrada en A, con A(x,y) y de radio r, r € R*, B(A4,r) ={(mn) €
R%:d((m,n),A) <r}.

En nuestra notacion
e Punto A4, con coordenadas A(x,y).

e B, como bola del taxista.
e B;(A,a), bola del taxista centrada en A(x,y) y radio r = a.

Ejemplo No 1:

Esta parte se evidencié al hacer la desigualdad triangular con los puntos
A(1,0),B(0,1) y €(1,1), puesto que al hacer los calculos esta desigualdad no se
cumplia.

En la siguiente imagen observamos los puntos ubicados en el plano cartesiano, asi
como se nombra en la parte anterior. En la parte superior derecha observamos la
lejania de cada uno de los puntos.
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1. Imagen

Desigualdad triangular dados los puntos A(1,0),B(0,1) y C(1,1) parte analitica

1-0[+]0—-1 14+1 2

14, B) = (L0, (O = o3 jor+ 1) " 1412

1A, C) = 1((L0), (1.1)) = 1-1/+0—-1]  1+0 1
€)= 11,0, (4, )_|1|+|0|+|1|+|1|_1+1+1_3

|1—0|+|1—1] 140 1
I(B,C) =1((0,1),(1,1)) = = =_
(B,C) = (01, (1,1) [1] + 1]+ 0]+ 1] 1+1+1 3

0<I(4C)+1(B,C) —I(4B)

0 < |11—-1]+]0—-1] 4 [1—-0[+[1-1] |1—0]+]0—-1]
1ol + 11+ 11 [+ 1+ [0l + (1] [1] + [0l + o] + [1]

19



o
IA

|
W[ =

En este caso se llega a una contradiccion entonces:

1((1,0),(0,1) = 1((1,0), (1,1) + 1((1,1),(0,1)

I(A,B) = I(4,C) + I(B,C)

por lo que no se cumple la desigualdad triangular.

PUNTOS DONDE NO SE CUMPLE LA DESIGUALDAD TRIANGULAR

Ejemplo No. 1

Miremos que para cualquier trio de puntos que sean de la forma A(a,0),
B(0,a)y C(a, a) no se cumple la desigualdad triangular.

En la imagen 2 se observa un ejemplo de la ubicacién del punto C donde no se
cumple la desigualdad triangular.

¥ metrica tesis.ggb — a X
| [N — Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesién
. = irs B _2
v iSifc) =) PN = Bl
> Vista Algebraica ista Grafica X] | * Hoja de Célculo X
[~ fow - - v | filw BB E =~ O~

J=(5.82,-5.03) ~
K=(1.89,-1.11)
L=(-1.11,1.89)

M =(2.82,2.03)
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fx=3
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1,:5.03x + 2,82y = 15

m:y=0
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TEOREMA A.

Si tenemos puntos A(a,0), B(0,a)y C(a,a), tal que a € R — {0}, entoncesl(4,B) <
I(4,C) + (B, ().

DEMOSTRACION.

la—0[+[0—al la|l+]|-al 2|a|

(A B) =1 ) ) ) = - - -
(4.B) = 1((a,0.00.0) = G oo+ 1al ~ Jal+1al _ 2lal

1

la—al+10—a|l |-a|l la] 1
la| + 0] + |a| + |a| ~ 3la] ~ 3lal 3

l(A,C) =1((a,0),(a,a) =

la—0l+la—al la| 1
lal + |al + 10| + lal ~ 3lal 3

I(B,C) =1((0,a),(a,a) =

0<1(4,C)+1(B,C)—1(4B)

la —al +1]0—al la — 0] + |a — a la — 0] + |0 — al
~lal +10] + |al + lal * la| + la| + 10| + |al la| + 0] + |0] + |a]

En este caso se llega a una contradiccion entonces

[((a,0),(0,a) = 1((a,0),(a,a) +((a,a),(0,a)

1(A,B) = 1(4,C) + (B, C) O



Por lo que no se cumple la desigualdad triangular entre puntos con estas
coordenadas.

Ejemplo No. 2

Ahora probaremos que al comparar los puntos A(a,0), B(0,a)y C(a, k) de tal
manera que k sean todos los puntos que estan en una diagonal de las bolas en la
métrica del taxista con centro en E (a, a) y radio a, tampoco se cumple la desigualdad
triangular.

En la imagen 3 se presenta el lugar donde pueden ir ubicado el punto C (segmento
BN), donde no se cumple la desigualdad triangular.
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E=(0,0) g
F=(2,0) 9
6=(1.99,0) 3 i
H=(1.89,0) c 10
1=(1.99,2) L}
J=(5.82, 5.03) A 12
K=(1.39, 0.61) 2 ]
L=(-0.61,1.39) 13
W =(3.82,-3.03) 14
® N=(24) | =
2=(2,2) L=
Recta 16
O ax=0 17
bix=2 o 5 ETE
cy=2 K] K] Kl o 7 3 3 s 1 7 1 5 1o
fpxry=-2 19
g xey=2 20
' 120
Ex=1.08 21
Ky 2x+ 2y =157 22 |
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< > < >
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3 Imagen

TEOREMA B.

Si A(a,0), B(0,a) yC(a, k) tal que 0<k <2ay aeR-{0}, entoncesl(4,B) >
I(A,C) +1(B,0).



DEMOSTRACION
Tenemos que:

la—01+10—al _lal+|=al 2]a|] _
lal + [0 +[0] + |al  lal+lal  2|al

l(A,B) =1((a,0),(0,a) =

Entonces suponemos la siguiente desigualdad
I(A,B) <I(A,C)+ (B, 0)
0<I(AC)+1(B,C)—1(AB)

0 < la —al + |k — 0] la—0| + |k —al la — 0] + |0 —a

~lal+ 0l +lal+ k| " lal+ 0] + [kl +lal lal +1[0] + 0] + |a

0 < la —al + |k — 0] N la —0| + |k — al
~lal + 10| + lal + k| * |a| + 0] + |k| + |al

|k lal + |k — al
< + =
2lal + k| = 2lal + |k

|kl + lal + |k —al
2|al + |k

|kl +lal + |k —al  2|al + |k|
2|al + |k| 2|al + |k|

0<

—lal + |k — a
2|al| + |k|

la| — |k — al
0 —|———m—
2|al + ||




Como 0 < k < 2a entonces:
0—a<k—a<2a—a

—a<k—a<a

Por definicién de valor absoluto en desigualdades tenemos que:
|k —a|<a
|k —al < al

0<lal—|k—-al

la|-|k—al
2]al+|k|

comolal — |k — a| = 0 entonces — ( ) < 0, lo que contradice la hipétesis, por

tanto:

1(A,B) = 1(4,C) + (B, () O

NOTA: Cuando hablamos del punto C(a,2a) estamos hablando de uno de los
vérticesdel rombo que definen el borde de la bola en métrica del taxista por lo que
todos los puntos C(a, k) con 2a = k estan dentro de la bola y pertenecen a esa
diagonal.

Ejemplo No. 3

Ahora probaremos que al comparar los puntos A(a,0), B(0,a)y C(k,a) de tal
manera que k sean todos los puntos que estan en una diagonal de las bolas en la
métrica del taxista con centro en E(a,a) y radio a.

En la imagen 4 se presenta el lugar donde pueden ir ubicado el punto C (segmento
AN), donde no se cumple la desigualdad triangular.
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TEOREMA C

Si A(a,0), B(0,a) yC(k,a) tal que 0 <k <2a y a€R-{0}, entoncesl(4,B) =
1(A4,C) +1(B,0).

DEMOSTRACION

Dado que

la—0l+10—al _lal+|-al 2lal _

= = =1
lal + 101 + [0] + |al  lal+]al  2]al

[((a,0),(0,a) =

Ademas, tenemos que:
0<k<2ay A(a0);B(0,a);C(k,a)
Entonces suponemos la siguiente desigualdad:

l(A,B) <I(A,C)+ (B, 0)

0<I(A,C)+1(B,C) — (4 B)
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0 < |k —al + |a — 0] N |k — 0| + |a — al |0 —a| + |a — 0]
~ |kl + la|l +lal +10] * |k| + 10| + |a| + |al [O] + |a| + |a| + |O]

lk—al+]al = Ikl _l=al+]al
— kI +2]al k| +2]al 2|al

|k —al + |al + |k

< 1
|k| + 2]al

|k —al +lal + |k| k] + 2]a
|kl +2]al |kl + 2|al

|k —al| —|al
<
|k| + 2]al

|k| + 2|al = 0 ya que los valores de a y k estan en valores absolutos.

tenemos que se tiene que cumplir que:

. k—a|-
Para se cumpla la desigualdad 0 < lIkI:l-|2|:|l|

0<|k—al—|al
De la inecuacion anterior obtenemos:
la| < |k — a
Como |a| es positivo entonces k — a también es positivo.
la| <k —a
—(k—a)<a<k-a
—(k—-a)+k—a<a+k—-a<k—-a+k—a
0<k<2k—2a

Tomando una parte de la desigualdad (k < 2k — 2a), obtenemos:



k—2k <2k —2a -2k
k = 2a

Lo cual contradice la hipotesis

Por tanto I(4,B) = I(A,C) + (B, C). n

Cuando hablamos del punto C(2a, a) estamos hablando de uno de los horizontales
de la bola en métrica del taxista por lo que todos los puntos C(k,a) con 2a > k estan
dentro de la bola y pertenecen a esa diagonal.

En la imagen 5 observamos que en los segmentos que son diagonales a nuestra
bola en la métrica del taxista no se cumple la desigualdad triangular. En la parte
resaltada podemos observar el valor que se obtienen al realizar I(4,C) + [(B,C) —
l(A,B).
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MAS PUNTOS DONDE NO SE CUMPLE LA DESIGUALDAD TRIANGULAR

Con la exploracién que se realizé en el programa Geogebra se encontraron unos
puntos en los cuales la desigualdad triangular no se cumplia. Vamos a caracterizar
estos puntos y mostrar algunos ejemplos graficos.

PRIMER REGULARIDAD DONDE NO SE CUMPLE LA DESIGUALDAD
TRIANGULAR

Cuando tenemos los puntos A(x4,0), B(0,y,) y el punto C(x3,y3), de tal forma que
x; = y,, podemos encontrar una gran cantidad de puntos € donde la desigualdad
triangular no se cumple.

Vamos a tomar el siguiente ejemplo: A(3,0), B(0,3)
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Enfrada:

6. Imagen

En el anterior ejemplo observando la parte gréfica la desigualdad triangular no se
cumple para el punto C ubicado en este lugar. Seguimos moviendo el punto C y
encontramos que la desigualdad triangular no se cumple para ninguno de los puntos
que se encuentran ubicados en el rombo de coordenadas (4,B,B;,A;). En la
siguiente imagen podemos observar el punto C ubicado en otro lugar dentro del
rombo donde tampoco se cumple la desigualdad triangular.
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Si ubicamos los puntos de la siguiente manera tampoco se cumplira la desigualdad

triangular. A(—=5,0), B(0,-5)

€7 metrica tesis.ggb

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Vista Algebraica
[“lv fiv
Cénica
CXT+y +5) =50
d,:fx +5F +y =50
Nimero
distanciaAD = 0
distanciaBF = 5
distanciaBZ = 5
distanciaDE = 5
distanciakF = 0
distanciaZA =5

H=(-
1={-7.66, 0}
Z=(0,0)

Recta

Enfrada

>

~ Vista Grafica

MW~ e~ o~ |

A PO, L N ) )

8. Imagen

29

£

~ Hoja de Clculo

v BEEI

A |8

- x

Abrir sesion.

LEJANIA

PUNTOS | AB

1




Con lo anterior podemos concluir que la desigualdad triangular no se cumple para dentro
de las circunferencias con métrica del taxista centradas en el punto (a,a),a € R,a # 0.

Si tenemos los puntos A(a, 0), B(0, b) y el punto C(x3,y3), de tal forma que |a| = |b|,
donde a € Ry b € R, entonces la desigualdad triangular no se cumple para los
puntos que pertenecen a la bola en la métrica del taxista centrada en (a, b).

SEGUNDA REGULARIDAD DONDE NO SE CUMPLE LA DESIGUALDAD
TRIANGULAR

Cuando exploramos un poco mas, lo que se realizé fue mirar los puntos Ay B con
otro tipo de coordenadas, estas coordenadas son las siguientes: A(a, b), B(c,d) de
tal forma que a,b,c,d € Ry |a| = |d|y |b| = |c]|

Un ejemplo es: A(1,4), B(4,1)
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9. Imagen

Observamos que la desigualdad triangular no se cumple para los puntos que estan
en el interior del trapecio isésceles (AMJB). Tomamos otro ejemplo con las
caracteristicas de las coordenadas para los puntos A y B, estos puntos son los
siguientes: A(2,5), B(5,2).
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10. Imagen

En el ejemplo anterior también observamos que la desigualdad triangular no se
cumple para los puntos C que estan en el interior del trapecio isdsceles (AMJB).

Tomando otro tipo de coordenadas A(2,—-5), B(5,—2).
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11. Imagen

En el ejemplo anterior observamos que la desigualdad triangular no se cumple para
los puntos C que estan en el interior del trapecio (AMJB).
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Concluimos que teniendo un punto A(a,b) y un punto B(c,d), de tal forma que
a,b,c,d eRYy |a|l =|d| y |b| =|c|, se forma la bola en la métrica del taxista con
centro en (b,b) y radio ¢ —a, en esta bola que obtenemos no se cumple la
desigualdad triangular en unos trapecios que estan contenidos en la bola con la
métrica del taxista donde la base mayor del trapecio es el segmento AB.

Para estos trapecios no se pudo encontrar una regla general donde pudiéramos
descubrirlas coordenadas del trapecio, o que relacidn tenian los vértices del trapecio
con los puntos Ay B.

ACOTACION DE LA FUNCION LEJANIA

Deseamos saber entre cuales valores estd acotada nuestra funcion lejania, para
esto tenemos que por la propiedad No. 1 la funcion lejania esta definida de la
siguiente forma.

0<1I(4,B)

Como la funcién lejania esta relacionada con la métrica del taxista y esta definida
de la siguiente forma:

d.(A,B)

l(A,B) = d:(4,(0,0)) + d.(B,(0,0))

siAyB + (0,0)

En la métrica del taxista se cumple la desigualdad triangular, por tanto:
d.(4,B) < d.(4,(0,0)) + d.(B, (0,0))

Cdmo las distancias en la métrica del taxista son positivas, podemos reescribir la
desigualdad anterior, multiplicandola a ambos lados de la desigualdad por

1 . .
la siguiente forma:
d¢(4,00,0))+d¢(B,(0,0))’ de la siguiente forma

d.(4,B) - d:(4,(0,0)) + d.(B,(0,0))
d:(4,(0,0)) + d.(B,(0,0)) ~ d.(4,(0,0)) + d.(B, (0,0))

Por tanto:



d.(A,B) <1
d:(4,(0,0)) + d.(B,(0,0)) ~

I(A,B) <1

Con lo anterior podemos decir que la funcion lejania esta acotada de la siguiente
forma:

0<I4,B)<1

PROPIEDADES DE LA FUNCION LEJANIA
¢, COMO SE CALCULA LEJANIA ENTRE DOS PUNTOS?

En la exploracidon que se realizo en el programa Geogebra se encontraron algunas
caracteristicas que cumplia la funcion cuando se cambiaban las coordenadas de los
puntos a los cuales se les quiere hallar la distancia. Esta caracteristica se enuncia
a continuacion.

Para hallar la lejania entre dos puntos vamos a ayudarnos del siguiente grafico (ver
imagen 12).

4 I= nax
& x= 25T
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cy=0E2

4 d=149
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distanciaBT - 2.42 29 -
distancialE = 257 ! Lo
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4 w=242

& =257 1
o= 0

i h=148

4 i=33
Fr=-588
= S0
I=432 - 2 . . . .
my s L4 3 L i o i E 1 1
A=A T

p=148a
Ey=0ED
r=213

& Enbada - 8 Comanadn

12. Imagen
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La lejania entre dos puntos la tomamos de la siguiente forma:

dt(A)B) _ e+d
d¢(4,(0,0)) +d(B,(0,0))  (i+h)+(g+f)

Lejania (A,B) =

Observemos con un ejemplo donde se utilice las longitudes de cada segmento.

En la siguiente imagen (ver imagen 13) tenemos los puntos A y B ubicados en el
plano cartesiano y las distancias de cada uno de los respectivos segmentos,
también tenemos el punto (0,0) que lo nombramos E.
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13. Imagen

BZ =12,3
ZA=24

distancia taxista AB = d;(A,B) =BZ+ZA=23+24=4,7

AD = 2,52
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DE = 3,83
Distancia taxista AE = d;(A, (0,0)) = AD + DE = 2,52 + 3,83 = 6,35

BF = 4,82
FE = 1,43

Distancia taxista BE = d.;(B,(0,0)) = BF + FE = 4,82 + 1,43 = 6,25

d.(A,B) 47
d,(4,(0,0)) + d.(B,(0,0)) 6,35+6,25

Lejania (A,B) = 0,37

LEJANIAS GENERALES ENTRE DOS PUNTOS

PRIMERA LEJANIA: LEJANIA ENTRE (0,0)Y CUALQUIER PUNTO (x,y)

Si tenemos A punto ubicado en (0,0) y un B punto ubicado en cualquier parte del
plano (x,y) con x = 0y y # 0, entonces la lejania entre Ay B es siempre uno (1).

Lo que se pretende demostrar en esta parte es que la lejania entre el origen en el
plano cartesiano y cualquier punto que tomemos siempre va a ser uno, realizando
la excepcion de que los dos puntos no pueden ser iguales.

En la siguiente imagen (imagen 14) podemos observar los puntos Ay B, el punto A
ubicado en (0,0) y el punto B ubicado en otra parte del plano. En la parte superior
derecha de la imagen podemos ver la lejania que hay entre los puntos Ay B.
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14. Imagen

Cémo se muestra (imagen 14), se cumple para cualquier punto B ubicado en el
plano diferente (0,0).

TEOREMA No. 1
Sitenemos A(0,0) yB(x,y) entonces la mayor lejania entre Ay B es 1.

DEMOSTRACION

x—0|+|y—0 x| +
k=0l ly =0l _ll+bl_, g
lx| + 0] + |yl +[0]  [x| + [yl

I(A,B) =

SEGUNDA LEJANIA: LEJANIA ENTRE PUNTOS UBICADOS EN EL PRIMER Y
TERCER CUADRANTE

Si tenemos A punto con coordenadas (x;,y;) donde x; E Ry y; € R7, B punto
con coordenadas (x,,y,) donde x, € R* y y, € R*, entonces la mayor lejania que
hay entre Ay B es siempre uno (1).

En la siguiente imagen (imagen 15) observamos el punto A ubicado en el tercer
cuadrante del plano cartesiano y al punto B ubicado en el primer cuadrante del plano
cartesiano. En la parte superior derecha de a imagen observamos la lejania que hay
entre los puntos Ay B.
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15. Imagen

TEOREMA No. 2

Si tenemos A(a, b) tal que a,b € R~y B(c,d) tal que ¢,d € R* entonces la mayor
lejania entre Ay B es 1.

DEMOSTRACION

lc —al +|d — b
lel + lal + |d] + |b]

I(A,B) =

Realizaremos el siguiente cambio de variable:
h>0;h=—a
k>0;k=-b

De tal forma que:

lc+ h| +|d + k|
lcl + 1Al + |d| + |k|

I(A,B) =

Cémoc,d e R*yh >0, k > 0tenemos:

37



|lcl + |hl +[d] + [k| _

A B) = =
WA B) = R+ 1 + k] O

TERCERA LEJANIA: LEJANIA ENTRE PUNTOS UBICADOS EN EL SEGUNDO
Y CUARTO CUADRANTE

Si tenemos A punto con coordenadas (x;,y;) donde x; € R* y y, € R™ (cuarto
cuadrante), B punto con coordenadas (x,,y,) donde x, € R"y y, € RT (segundo
cuadrante) entonces la mayor lejania que hay entre Ay B es siempre uno (1).

En la siguiente imagen (imagen 16) observamos el punto A ubicado en el cuarto
cuadrante del plano cartesiano y al punto B ubicado en el segundo cuadrante del
plano cartesiano. En la parte superior derecha de la imagen 13 observamos la
distancia que hay entre los puntos Ay B.
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16 Imagen

TEOREMA No. 3

Sitenemos A(a,b) y B(c,d) talque b,c € R"y a,d € R* entonces la mayor lejania
entre AyBes 1.
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DEMOSTRACION

lc —al| + |d — b|

l(A,B) =
AB) = o Tal + 1 + 5]

Realizaremos el siguiente cambio de variable:

h>0;h=c
k>0;k=-b
|-h —a| + |d + k| _|—(h+a)|+|d+k|

l(A,B) =

|kl + lal + |d] + k|~ [kl +lal + |d| + |k|

Por propiedades del valor absoluto tenemos:

|h + al + |d| + ||
|hl + lal + |d] + ||

I(A,B) =

Cémo tenemosy a,d € Rty h > 0,k > 0, entonces:

|hl + lal + |d] + k| 0

l(A4,B) = =
A B) = e lal + 1 + Tl

CUARTA LEJANIA: LEJANIA ENTRE PUNTO A4(0,y,) Y PUNTO B(x, ¥,)
UBICADO POR DEBAJO AL EJE X © SOBRE EL EJE X

Si tenemos A punto con coordenadas (0,y,) donde y, € R* U {0}, B punto con
coordenadas (x,,y,) donde x, e R* U {0}y y, e R U {0}y (0,y,), (x2,¥,) # (0,0),
entonces la mayor lejania que hay entre Ay B es siempre uno (1).

En la siguiente imagen (imagen 17) observamos el punto A en el eje y, con la
cordenada de y un numero real positivo y tambien al punto B ubicado en el tercer
cuadrante.(este punto B puede estar ubicado en el tercer cadrante o en cuarto
cuadrante). En la parte superior derecha encontramos la lejania entre los puntos A
y B.
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17. Imagen

En la siguiente imagen (imagen 18) observamos el punto A en el eje y, con la
cordenada de "'y " un numero real positivo y tambien al punto B ubicado en el eje x
(este punto B puede estar ubicado en cualquier parte del eje x o por debajo del eje
X), la zona donde puede estar ubicado el punto B es la que esta sobreada.

110

oA
)0 20 30 Ll 20 1
L)
B
10
15
18. Imagen

TEOREMA No. 4

Si tenemos A(0,b) y B(c,d) talquec € R,d <0 y b € RT U {0} entonces la
mayor lejania entre Ay B es 1.
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DEMOSTRACION

|0 —c|+|b—d]|

l(A4,B) =
AB) = o el + 16T 1d]

Realizaremos el siguiente cambio de variable:

h>0;h=—-d
por tanto, obtenemos:
lc| + |b + h|
l(ALB) = ————
AB) = ¥ BT+ 1l
Como b € Rty h >0 tenemos:
el + bl + d]
(A B) =———=1
AB) =1 eI+ 1dl O

A continuacién, evidenciamos 3 teoremas analogos al teorema No 4, no
presentamos su demostracion pues es esencialmente igual a la de éste teorema.

TEOREMA No. 5

Si tenemos dos puntos B(a,b) y A(0,d) talquea € R,b >0 y d € R~ entonces
la mayor lejania entre Ay B es 1.

TEOREMA No. 6

Si tenemos dos puntos A(a,b) y B(c,0) talque b € R,a > 0,c < 0 entonces la
mayor lejania entre AyBes 1

TEOREMA No. 7

Si tenemos dos puntosA(a,b) y B(0,d) talque b € R,a < 0,d = 0 entonces la
mayor lejania entre Ay B es 1.



CONCLUSIONES DEL PRIMER CAPITULO

En este capitulo se realizd la descripcion de la funcién lejania ademas se
comprobaron cada una de las propiedades que tiene que cumplir una métrica, de
esta comprobacion resultd que nuestra funcion lejania no cumplia la cuarta
propiedad que es la desigualdad triangular. Nos centramos en mirar en qué casos
no se cumplia la desigualdad triangular moviendo los puntos por todo el plano
cartesiano, se encontraron regularidades para algunos puntos en especifico y se
generalizo para cuando tenemos los puntos ubicados sobre los ejes.

Se encontrdé que la desigualdad triangular no se cumplia en algunas bolas en la
métrica del taxista y tampoco en algunos paralelogramos que se encontraron dentro
de las bolas en la métrica del taxista.

Por ultimo, se mostraron algunas propiedades que cumplia la funcién lejania, como
la distancia entre dos puntos, la maxima distancia que hay entre dos puntos y
algunas distancias de cuando moviamos los puntos por el plano cartesiano. Estas
propiedades se enunciaron como teoremas que fueron demostrados de forma
general para cualquier punto en el plano cartesiano.

Se llegaron a dos conclusiones generales en este primer capitulo que son las
siguientes:

v Lafuncion lejania no la podemos definir como una métrica ya que no cumple
la desigualdad triangular en algunos puntos del plano cartesiano.

v' La maxima distancia que hay entre dos puntos utilizando nuestra funcion
lejania es uno.



CAPITULO No. 2

Luego de definir la funcion lejania y a pesar de que en algunos puntos no se cumple
la desigualdad triangular, le aplicamos a ésta funcion las nociones topoloégicas como
si fuera una métrica. Para ello lo primero que se hizo fue tomar la definicion de bola
en un espacio métrico y adaptarla a esta funcion.

Para realizar las exploraciones que se trabajaran en este capitulo, dejaremos a un
lado el programa Geogebra y vamos a utilizar el programa Derive 6, y que en este
programa podemos realizar las graficas de las bolas en la funcidn lejania y en
Geogebra es un poco mas complejo trabajar este tipo de funciones.

Definicion de bola en un espacio métrico: Si (X, d) es un espacio métrico, se llama
bola abierta centrada en x € X y de radio € > 0 al conjunto:

B(x,e) ={yeX:d(x,y) < &}

Ahora adaptaremos esta definicion para nuestra funcién lejania.

Definicion: Sea R? el conjunto y I(4, B) la funcién lejania, se llama bola abierta
lejania centradaen A € R? yde radio 0 < € < 1 al conjunto:

B;(4,s) ={BER?:1(4,B) < &}

Donde A(xy, 1) Y B(x2,¥2)

En otras palabras, podriamos definir este conjunto como:

|, — 21| + [y2 — 4l
B(A,e)z{x, € R?: < €
: (2 y2) € R L T T+ 1l + 1yl

FRONTERAS E INTERIOR DE UNA BOLA

Para poder analizar mejor las gréaficas que resultan al intercambiar las coordenadas
de los centros y el radio de las bolas, tenemos que referirnos a dos términos en
general para poder ver este capitulo:

Interior de una bola abierta lejania: Sea M una bola abierta lejania. P Es un punto
interior de M, si existe una bola B abierta de la topologia usual en R?, tal que B S
M.
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En la funcion lejania hay varios tipos de bolas por lo que vamos a caracterizar cada

frontera de W, si toda bola abierta de la topologia usual que contenga a P contiene
una de ellas para luego tratar de encontrar algunas propiedades.

puntos de W y del complemento de W'.

TIPOS DE BOLAS

Bola tipo 1

illa, puesto

as sencl

7

Bola centrada en el punto A(0,0) y radio € = 1, esta bolaes lam

gue como ya demostramos en el teorema 1, todos los puntos del plano estan a una
lejania de 1 respecto al punto (0,0), entonces el Unico punto que perteneceria a esta

ia del punto A a el mismo es 0.

Bl(Arg) = {(x2iy2) EX: l(A' (XZ'yZ)) < g}
En la imagen 19 podemos observar que el programa Derive 6 presenta de forma

ion la lejan

Inicion

bola seria el punto A, porque por def

A 5845
NI
AN TAGRENGS

A I AT

bt
7

19 Imagen

I
o

sombreada la grafica de la frontera de la bola centrada en (0,0) y de radio 1, el

interior de esta bola es el punto (0,0).

Bolas tipo 2

-

I

W

o w

2V

— —
Cl+
~|
2=
+ |+
==
<A
1+
[a\]
8|
B Rad

.

= {(xz')’z) € R?

Bola centrada en el punto A(x,,y;) donde x; #0e y; # 0,
Bl(A, S)

Vx;#0,Vy; #0
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Ejemplo No. 1

Para este tipo de bolas tenemos que utilizar el teorema 2, que dice que la distancia
entre los puntos ubicados en los cuadrantes | y Il estan a una distancia de 1.

En la imagen 20 se observa que la parte sombreada del plano es la frontera de la
bola lejania centrada en el punto A que pertenece al primer cuadrante y de radio 1,
también se evidencia que el interior de esta bola son los demés puntos del plano.
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20 Imagen

En la imagen 21 se observa que la parte sombreada del plano es la frontera de la
bola lejania centrada en el punto A que pertenece al tercer cuadrante y de radio 1,
también se evidencia que el interior de esta bola son los demés puntos del plano.
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21. Imagen

Para obtener otro tipo de bolas, tenemos que utilizar el teorema 3, que dice que la
distancia entre los puntos ubicados en los cuadrantes Il y IV estan a una distancia

Ejemplo No. 2
de 1.

10

trada en el punto A gque pertenece al segundo cuadrante y de rad

1, también se evidencia que el interior de esta bola son los demas puntos del plano.

s

jania cen

En la imagen 22 se observa que la parte sombreada del plano es la frontera de la

bola le
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En la imagen 23 se observa que la parte sombreada del plano es la frontera de la
bola lejania centrada en el punto A que pertenece al cuarto cuadrante y de radio 1,
también se evidencia que el interior de esta bola son los demés puntos del plano.
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-15

23. Imagen

Bola centrada en el punto A(0,y;) donde y; #0 vy radio e = 1.

Bolas tipo 3

I< s}, Vy,#0

|, — x1] + [y2 — yal
|22 | + [y2] + |x1| + ¥4

= {(leyz) € R?

B;(4,¢€)

punto ubicado en cualquiera de los ejes, nos da como resultado que la lejania esta

en dos cuadrantes.
En la imagen 24 observamos el, punto A ubicado en el eje Y negativo y la parte

En este tipo de bolas utilizamos el teorema 4, donde dice que la distancia de un
sombreada que es la frontera de la bola lejania.

Ejemplo No. 1
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24. Imagen

Ejemplo No. 2

En la imagen 25 observamos el, punto A ubicado en el eje Y positivo y la parte
sombreada que es la frontera de la bola lejania.
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25. Imagen

Ejemplo No. 3

En la imagen 26 observamos el, punto A ubicado en el eje X positivo y la parte
sombreada que es la frontera de la bola lejania.
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26. Imagen
Ejemplo No. 4

En la imagen 27 observamos el, punto A ubicado en el eje X negativo y la parte
sombreada que es la frontera de la bola lejania.

%é%%%%?
vt
-%%&%w%%ﬂav%%uﬁ%%%uﬁ%%6%#%%6%&%%&%&%&%@%%%@9

+ B T e PR
:%ﬁ%%E%s%é%?%%%@&ﬁ%ﬁ%ﬁ?ﬁ%ﬁ%?%%@?&%%ﬁ&?
e5??%%@%iaQ?%kSg?%é??iﬂﬁ??%%?%&i??%é@iﬂ&%

B I I
-10 = 0::::::0::::::;::::::::::0:::’:0::::::0’: 0:::’::0:::40:
G A0S
T I P P I R S S AL,

S S S S S S SN S SN SN 5S050S
L A T a st a e et a e et
e oo oo

B TO T T UL OO O RN TR N ITUTITUTI T TITO O R O R TITR NI IR

G S S L
3%aa5&&&%&5&ﬂﬁﬁé@gﬁﬂﬁﬁﬁ#&&gaéﬁggggg%

LSRR 505 Fetetetele!

27. Imagen

Bolas tipo 4
Bola centrada en el punto A(0,y,) donde y; #0 y radio e<1.

e =l + ly, =l
lx2| + |y2l + |xq | + |yl

Bi(4,¢€) =14(x3,y,) € R? <e&r, Vy#0.



Estas bolas son simétricas respecto al eje y, el borde de la bola tiene la apariencia
de una cometa. Si se traza la recta y = y; esta recta intersecta la cometa en los
vértices simétricos al eje y(ver imagen 28).

Bolas centradas en el punto $(0,y,) donde y; #0 y radio €= %, Vp€EN.

A continuacion, se caracterizaran este tipo de bolas, primero dando ejemplos
concretos, para luego llegar a una conjetura.

Bolas centradas en el punto $(0,y,) donde y; #0 y radio €= %

1 |2y — 21| + |y2 — yl
B(S,—)z{x, € R?:
1\5:3) =22 Tl + ol + 1l + s

1
<=0 v 0.

e Bola centrada en el punto §(0,1) y radioe = % (ver imagen 28).

y:l

-2 2

-1
28 Imagen

Los vértices de la cometa que estan sobre el eje y estan en las coordenadas B(0,3)
y D(0, g), y los vértices que son simétricos respecto al ejey estan en las
coordenadas A(—2,1)y C(2,1).

e Bola centrada en el punto §(0,2) y radioe = % (ver imagen 29).



B(0.6)
6

A(-4,2) 2 cC4,2)

+
D(0,1/6) x
-6 -4 -2 2 4 6

29 Imagen

Vértices B(0,6) y D (0,5), A(-4,2) y C(4,2).

Por lo anterior y también por mas exploraciones realizadas con el programa Derive
6, se puede concluir que para cualquier bola centrada en el punto S(0,y) Yy radio

€= % los vértices de la cometa que define el borde de la bola estan situados en los
puntos A(-2|yl,), B(0,3y), C2Iyl.y) y D (0.%).

Bolas centradas en el punto $(0,y;) donde y; #0 y radio € = %
|x2 — x| + |y2 — ¥l 1

1
B(S,—)={x, € R?: <—}, Yy, # 0.
1($3) =¥z y2) PAE AR R y1

e Bola centrada en el punto S$(0,1) y radio € = % (ver imagen 30).



AC0,-1) 1,1

.5
D(0,1/2)

30 Imagen

Vértices B(0,2) y D (0, %) A(-1,1)y C(1,1).

e Bola centrada en el punto S(0,—2) y radio € = % (ver imagen 31).

Y 14B(0,4)

A(-2,2) 2 C(2,2)

DCo,1)

-3 -2 -1 1 2 3

31 Imagen

VérticesB(0,4) y D(0,1),A(~2,2) y C(2,2).

Por lo anterior y realizando mas exploraciones con el programa Derive 6, se puede
. . . 1

concluir que para cualquier bola centrada en el punto S(0,y) vy radio € = o los

vértices de la cometa que define el borde de la bola estan situados en los puntos

A(=Iy.y), BO.2y), C(yl.y) y D (0.3):



Bolas centradas en el punto $(0,y,) donde y; #0 y radio &= i.

Bi(s, }) - {(xz.m € R?

|x2 — 24| + |y2 — ¥4l

Cxal + 1yl + lxg| + |yl

<1
4

}, Vy1¢0

e Bola centrada en el punto $(0,1) y radio € = i (ver imagen 32).

2
+

B(0,5/3)

1.

1 C(2/3,1)
A(-2/3,1)
-1 -0.5 0.5 1

-N_5

32 Imagen

VérticesA (— § 1) ,B (0,

5

3

) <

2
5;

Dyo(0)




e Bola centrada en el punto S(0,—1) y radio € = i (ver imagen 33).

-1.5 1 -0.5 0.5 1 1.5
D(0,-3/5) 1-0.5

AC=2/3,-1) C(2/3,-1)

33 Imagen

Vértices de la cometa estan en los puntos A(—%,—l),B(O,—E), C(E,—l) y

p(0,-3).

Por lo anterior se puede concluir que para cualquier bola centrada en el punto S(0, y)
. 1 s . 7 .
yradio € = " los vértices de la cometa que define el borde de la bola estan situados

en los puntos A (—E |y|,y), B (0'23’)' C (g |y|,y) yD (O,gy).
Generalidad

Luego de ver algunos ejemplos y explorar otros mas, ahora vamos a encontrar una
regularidad para las coordenadas de cada uno de los vértices de la cometa que
determina el borde de la bola.

En la siguiente tabla se mostraran las coordenadas de los vértices de las cometas
gue determinan el borde de las bolas centradas en S(0,y) y de radio € = %



€ Coordenada Coordenada | Coordenada | Coordenada
del punto A del punto B | del punto C | del punto D

1 (—2lyl,y) (0,3y) Clyl,y) (01 )

2 '3

1 (=lylLy) (0,2y) (yl,») (01 )

5y

3 2

i | (5h) | (039) | Goy) | (03)

Z By,y (»53’) 3)")’ F5y

2| () | () | Goly) | (og)

g 4 y ’y '4y 4 y 'y ’6y

1 ( 2 1yl ) .(0n+1> ( 2 1yl ) .<On—1>

n n—ly'y 'n—ly n—ly'y 'n+1y

Luego de encontrar estas formulas generales para las bolas con centro en S(0,y) y
. 1 . . . .
de radio ¢ = ~ lo que se hizo para comprobar si esta conjetura era cierta fue tomar

una bola centrada en cualquier punto S(0,y), donde y € R — {0} y de radio ¢ = % y

verificar las coordenadas de los vértices del cometa que determinaba la frontera de
la bola lejania con las formulas encontradas, obteniendo resultados correctos a las
coordenadas de dichos veértices.

Bolas centradas en el punto $(0,y,;) donde y; #0 vy radio € = %, VpeN.

A continuacion, se caracterizaran este tipo de bolas, primero dando ejemplos
concretos, para luego llegar a una conjetura y una generalizacion.

Bolas centradas en el punto $(0,y,) donde y; #0 y radio € =-.

X, — Xq| + - 2
| %, 1+ lyz =yl <§}, Yy, # 0.

2
B (S;_>:{xi EIRZ:
1($:3) = (232) ol + Dol + %l + ]



e Bola centrada en el punto S(0,1)yradio € = % (ver imagen 34).

y
15
10
(0,52
Cl4,1) *
6 _4 2 DCO.1/53 4 6
-5
34 Imagen

Vértices (—4,1), B(0,5), C(4,1), D (o, %)

e Bola centrada en el punto $(0,2) y radio € = % (ver imagen 35).

¥
+15
B(D,10)

0

15
C(8,2)
-15 -10 -5 D(0,1/10) g 10 15
+

C

35 Imagen

Vértices A(—8,2), B(0,10), C(8,2), D (o, %)

56



Por lo anterior se puede concluir que para cualquier bola centrada en el punto S(0, y)
yradio € = g los vértices de la cometa que define el borde de la bola estan situados

en los puntos A(—4lyl.), B(0,59), C(4lyl.y) y D (0,3y).
Bolas centradas en el punto $(0,y,;) donde y; #0 y radio € = %

2 |2y — 21| + |y2 — yal 2
B<S,—)={x, € R?: <=t, vy, #0.
t\$3)= 10272 PAEETAEIRE ”

e Bola centrada en el punto S(0,1) y radio € = E(ver imagen 36).

y13

2.5
B(0,7/3)

3 .
C(4/3,1)

D(0,3/7)

36 Imagen

Vértices A (—g 1), B (o,g), C (g 1), D (0,3).



e Bola centrada en el punto S(0,—1) y radio € = % (ver imagen 37).

Dco,-3/7) 1 2 3

B(D.-7/3)

1-3

37 Imagen

Vértices A (—%, 1), B (0,—2), C G,—l), D (O,—%).

Por lo anterior se puede concluir que para cualquier bola centrada en el punto S(0, y)
2

yradio € = o los vértices de la cometa que define el borde de la bola estan situados

en los puntos A (—% |y|,y), B (0,531), c G |y|,y), D (0,%31).
Generalidad

Luego de ver algunos ejemplos, ahora vamos a encontrar una regularidad para las
coordenadas de cada uno de los vértices de la cometa que determina el borde de
la bola.

En la siguiente tabla se mostraran las coordenadas de los vértices de las cometas
gue determinan el borde de las bolas centradas en S(0,y) y de radio € = %

£ Coordenada del | Coordenada | Coordenada Coordenada
punto A del punto B del punto C del punto D

2 — 1

2 A(—4lyl,y) B(0,5y) C(4lyl,y) D(O,—y)

3 5

2| a(-3m) | oe(egy) | clGmy) | p(ogy)

5 3 y ’y 4 3y 3 y ’y ) 7y




Luego de encontrar estas formulas generales para las bolas con centro en S(0,y) y
. 2 . . . .
de radio ¢ = -~ lo que se hizo para comprobar si esta conjetura era cierta fue tomar

una bola centrada en cualquier punto S(0,y), donde y € R — {0} y de radio ¢ = % y

verificar las coordenadas de los vértices del cometa que determinaba la frontera de
la bola lejania con las férmulas encontradas, obteniendo resultados correctos a las
coordenadas de dichos veértices.

Bolas centradas en el punto $(0,y,) donde y; #0 y radio €=

Bolas centradas en el punto $(0,y,;) donde y; #0 y radio € =

1

4

S’E) = {(leyz) € R*:

| — 1| + [y2 — y1l

gl + vl F g | + [yy

, Vp eN.

Blw W Iw

3
<-=r, Vy, #0.



e Bolas centradas en el punto S(0,y) y radio € = %(ver imagen 38).

¥

BCO,7y)

Celyl,yd

e

38 Imagen
2 4= 1
Vértices A(=6lyl,y), B(0,7y), C(6lyl.y), D (0,2y)-
Bolas centradas en el punto $(0,y,) donde y; #0 y radio &€= g
lx, — x| + |y2 — ¥4l

3 3
B(S,—)={x, € R?: <—}, Yy, # 0.
\S5) =020 ol ¥ ol + 1l + al =5 ”

e Bolas centradas en el punto S(0,y) y radio € = % (ver imagen 39).

B(O,4y)

A(-3 IyIR‘Y CGElyl,y)
X

PN W )

39 Imagen

7z . L
Vértices A(—3|yl,y), B(0,4y), C(3lyl,y), D (O'Zy)'



Bolas centradas en el punto $(0,y;) donde y; #0 y radio € = %

Xy — Xq| + — 3
| x; 1+ lyz =yl <7}, vy, # 0.

3
B(S,—)z{x, € R?:
!\$7) =G y2) PAEAEAEA

e Bolas centradas en el punto S(0,y) y radio € = %(ver imagen 40).

B(0,10/4 y)

AC-8/4 lyl.y)

C(4/10 |yl.y)

D(0,6/4 y)

40 Imagen

Vértices A (—Zlyl,y), B (0,?3/), C (Zlyl,y), D (0,%31).

Bolas centradas en el punto $(0,y,) donde y; #0 y radio &€=-.

X, — Xq| + — 3
| %, 1+ lyz2 =yl <§}, vy, # 0.

3
B(S,—)={x, ER?:
1(5g) = | G2y2) ol + Dol + %l + ]



e Bolas centradas en el punto S(0,y) y radio € = %(ver imagen 41).

B(0,21/5 )

Ce/5 Iyl.yd

D({0.5/11 v)

41 Imagen

Vértices A (—glyl,y), B (0,%y), C (g |y|,y),D (0,%31).

Generalidad

Luego de ver algunos ejemplos, ahora vamos a encontrar una regularidad para las
coordenadas de cada uno de los vértices de la cometa que determina el borde de
la bola.

En la siguiente tabla se mostraran las coordenadas de los vértices de las cometas
gue determinan el borde de las bolas centradas en S(0,y) y de radio € = %

£ Coordenada del | Coordenada | Coordenada Coordenada
punto A del punto B del punto C del punto D

3 — 1

3 A(=6lyl,y) B(0,7y) c(6lyl.y) D(O,—y)

4 7

S| a(-gmy) | (0gy) | cGiiy) | o(og)

7 3 Yy e 3 Yy 107

5 | al-smy) | s(05) | cGy) | o(og)

10 7}’,37 ,737 7}’,}’ ,133’




13

Luego de buscar los vértices de la cometa que define el borde de la bola centrada
en S(0,y) pararadios € = % €= % €= % Se encontrd una regularidad y se definio

una féormula para hallar los vértices para cualquier borde de la bola centrada en
5(0,y) y radio € < 0. Miremos la siguiente tabla:

k | € | Coordenada del | Coordenada del | Coordenada del | Coordenada del
punto A punto B punto C punto D

1|1 ( 2 vl ) <0n+1) (2 Iyl > <0n—1>
n n—ly'y 'n—1y n—1y'y 'n+1y

2 |2 A( 4 vl ) B<0n+2) C( 4 Iyl > D<0n—2>
n n—2y'y 'n—Zy n—2y'y 'n+2y

313 A( 6 vl ) B( n+3) C( 4 Iyl > D<0n—3>
n n_3y,y 'n—3y n_3y,y 'n+3y

4 | 4 A( 8 vl ) B( n+4) C( 8 Iyl > D<0n—4>
n n—4y'y 'n—4y n—4y'y 'n+4y

k| k A( 2k 1yl ) B( n+k> c 2k 1yl > D(()n—k)
n n—k’"Y "n—k” (n—k)y'y "n+k”




Bolas tipo 5

Bola centrada en el punto A(x4,0) donde x; #0 y radioe<1.

B,(A,€) :{(xz y,) € R? : lxz = 21| + |y2 =yl

: < e}, Vx; #0.
|2 | + [y2| + [x1] + [y1l

Estas bolas son simétricas respecto al eje x, el borde de la bola tiene la apariencia
de una cometa. Si se traza larecta x = x; esta recta intersecta el trapecio isésceles
en los vértices simétricos al eje x.

Bolas centradas en el punto S(x4,0) donde x; #0 y radio € = %, Vp€eN.

A continuacion, se caracterizaran este tipo de bolas, primero dando ejemplos
concretos, para luego llegar a una conjetura.

Bolas centradas en el punto S(x4,0) donde x; #0 y radio € = %

1 Xy — x| + -
Bl<S,E>={(x2,y2)E]R2‘ |, 1l +1y2 —

1
: <=, VY x; # 0.
lca| + 1y2| + 1] + |4 2} !

Para la bola centrada en el punto §(1,0) y radio ¢ = % el borde es la cometa que
se ve en la Imagen 42.

-1

-2
D(1,-2)

42 Imagen



Los vértices de la cometa que estan sobre el eje x estan en las coordenadas C(3,0)
y A G 0), y los vértices que son simétricos respecto al ejey estan en las
coordenadas D(—2,1) y B(2,1).

Para la bola centrada en el punto S(0,2) y radio € = % el borde es la cometa que se
ve en la Imagen 9.

C(6,0)

43 Imagen
Como se puede ver en la imagen los vértices estan situados de la siguiente manera:

Los vértices que estan sobre el eje y estan en las coordenadas C(6,0) y A(%, 0y

los vértices que son simétricos respecto al eje y estan en las coordenadas D (2, —4)
y B(2,4).

Por lo anterior se puede concluir que para cualquier bola centrada en el punto S(x, 0)
yradio € = % los vértices de la cometa que define el borde de la bola estan situados

en los puntos B(x,2|x|), C(3x,0), D(x,~2|x]) y AG,0).

Bolas centradas en el punto S(x,0) donde y; #0 y radio €= %

1 X, —Xx1| + - 1
Bl<S,—>:{(x2,y2)€[R{2‘ Xz — il *1yz =yl } Vx; # 0.

3 ol + 1yl + |xg + 1yal 3



e Bola centrada en el punto §(1,0) y radioe¢ = g (ver imagen 44).

ci2,0)

-1

44 Imagen

Los vértices de la cometa que estan sobre el eje y estan en las coordenadas C(2,0)
y A G 0) y los vértices que son simétricos respecto al ejey estan en las
coordenadas B(1,1) y D(1,-1).

e Bola centrada en el punto §(0,2) y radioe = § (ver imagen 45).

3 B(2,4)
2
1 4,0)
A(L,0)
1 2 3 4
-1
-2
D(2,-4)

45 Imagen



Los vértices de la cometa que estan sobre el eje y estan en las coordenadas A(1,0)
y C(4,0) y los vértices que son simétricos respecto al eje y estan en las coordenadas
B(2,4) y C(2,—4).

Por lo anterior se puede concluir que para cualquier bola centrada en el punto S(x, 0)
yradio € = % los vértices de la cometa que define el borde de la bola estan situados

en los puntos D(x, —|x|), C(2x,0), B(x,|x])y A (g 0).
Vistas las exploraciones anteriores observamos que las bolas que estas con el

centro sobre el eje x se comportan de la misma manera que las bolas que tienen su
centro sobre el eje y, asi podemos generalizar un poco mas.

Generalidad

Luego de ver algunos ejemplos, ahora vamos a encontrar una regularidad para las
coordenadas de cada uno de los vértices de la cometa que determina el borde de
la bola.

En la siguiente tabla se mostraran las coordenadas de los vértices de las cometas
. . 1
que determinan el borde de las bolas centradas en S(x,0) y de radio € = ~

£ Coordenada Coordenada | Coordenada | Coordenada
del punto D del punto C | del punto B | del punto A

2 3’

1 — 1

1 (x, —x]) (2x,0) (x, 1xD) (_x’ 0)

3 2

i | (em3k) | Gmo) | (vm) | (Gx0)

4 XT3 (§x' ) g lx 5%

1 < 2 | |) -(n+1 O) ( 2 | |) (n—l 0)

n © n—1x n—1x' x'n—lx n+1x’

Las bolas que resultan de ubicar el centro en el eje x, resultan de forma analoga a
las bolas que se forman cuando se centra en el eje y, por tal motivo vamos a
generalizar para cualquier bola centrada en el eje x y con un radio cualquiera.



Luego de buscar los vértices del trapecio isdsceles que define el borde de la bola
. 1 2 3 7 .
centrada en S(x,0) para radios € = —E=— = Se encontro una regularidad y

se defini6 una férmula para hallar los vértices para cualquier borde de la bola
centrada en S(x,0) y radio € < 1. Los resultados los observamos en la siguiente
tabla:

k . ., . .
Recordemos que S son los radios de las bolas en la funcién lejania

k £ Coordenada del | Coordenada del | Coordenada del | Coordenada
punto D punto C punto B del punto A

1 1 ( 2 | |) (n+1 O) ( 2 | |> (n—l 0)
n X n—1x n—1x' x'n—lx n+1x'

2 2 ( 4 | |) (n+2 O) ( 4 | |) (n—z 0)
n X n—Zx n—2x' x'n—Zx n+2x'

3 3 ( 6 | |) (n+3 O) ( 4 | |) (n—3 0)
n X n—3x n—3x' x'n—3x n+3x'

4 4 ( 8 | |) (n+4 O) ( 8 | |) (n—4 0)
n X n—4x n—4x' x,n_4x n+4x'

k k < 2k | |) (n+k O) ( 2k | |) (n—k 0)
n x n—kx n—kx' x'n—kx n+kx'

Con los procedimientos anteriores encontramos las coordenadas de los vértices que
determina la figura de la frontera de la bola lejania. Para verificar lo encontrado,
tomabamos un radio cualquiera y un punto sobre el eje X para ser centrada nuestra
bola lejania, aplicabamos las férmulas que se encontraron y comparabamos estos
resultados con los obtenidos por las graficas que realizaba el programa Derive 6.

Bolas tipo 6

Bola centrada en el punto A(x4,y1) donde x; #0,y; #0 vy radio e<1.

B,(A€) = {(xz y,) € R? : lx; — %1 | + |y2 — w4

: < €¢, Vxg#0,y;, #0.
lc2| + || + 1x1] + Iyl } ! !



En este tipo de bolas podemos observar que la frontera de la bola tiene la apariencia
de un trapecio. Se van a trabajar bolas donde al parecer no se deforman al tocar el
eje y, estas bolas tienen un comportamiento general y estas son las que vamos a
explorar en esta parte del trabajo.

Caso No. 1: bolas centradas en S(a, b) tal que a = b.

Para este tipo de casos lo que se comenz0 hacer fue observar las bolas con el
centro en el punto S(1,1) e ir variando los radios ()

e Bolacentradaen $(1,1) radio € = % (ver imagen 46).

46 Imagen

Vértices del cuadrilatero formado son: A(0,1), B(1,3),€(3,1),D(1,0)



e Bolacentradaen $(1,1) radio € = % (ver imagen 47).

y

3
2.5 -
2
1.5
L c
0.5

D

1 2
-0.5

47 Imagen

Vértices del cuadrilatero formado son: A (12—0 1) ,B (1, g) ,C (g 1) ,D (1%)

e Bolacentradaen $(1,1) radio € = ; (ver imagen 48).

-0.5

48. Imagen



Vértices del cuadrilatero formado son: A G 1) ,B(1,2),€(2,1),D (1, &)

En la siguiente tabla se arrojan los resultados de os vértices de las bolas centradas

en (1,1) y radios diferentes.

£ Coordenada | Coordenada | Coordenada | Coordenada
A B C D

l A(0,1) B(1,3), C(3,1) D(1,0)

3

Lol | ed) | ela) | o)

411 110’ "3 3’ ’110

1 1 B(1,2) C(2,1) ( _)

s | 43y p(13

1 “<n—3 1) m<1n+3) “<n+3 1) ”'(1n—3>

n n+1’ 'n—1 n—1’ n+1

Ya realizamos tres casos en donde se tenia el centro en el punto S(1,1), ahora lo
gue haremos es cambiar el centro al de coordenadas S(2,2) e ir variando la medida

de los radios.

e Bolacentradaen $(2,2) radio € = % (ver imagen 49).

49 Imagen




En la bola anterior
A(0,2),B(2,6),€(6,2),D(2,0)

los

vértices

del

cuadrilatero

formado

e Bolacentradaen §(2,2) radio € = % (ver imagen 50).

Vértices del cuadrilatero formado son: A (E 2) ,B (Z,E) ,C (13—4 2) ,D (2,3)

50 Imagen

3

5

son:

En la siguiente tabla se arrojan los resultados de os vértices de las bolas centradas

en (2,2) y radios diferentes.

£ Coordenada | Coordenada | Coordenada | Coordenada
A B C D

1 A(0,2) B(2,6), €(6,2) D(2,0)

3

! A(Z 2) B(Z 14) C 14 2) D2 2)
4 5’ '3 (3 ’ ( '5

1 '('é(n —3) 2) (2 2(n+ 3)> '('z'(n +3) 2) (2 2(n — 3)>
n n+1 '’ "n-—1 n—1" " n+1

Observamos otra serie de ejemplos donde el centro tiene coordenadas S(a,b),

2 . . 1
donde a = b y a # 0, ademas de esto se fueron cambiando los radios de la forma -
donde n € N, con esta exploracién se lograron los siguientes resultados:



Centro | Radio | Coordenadas | Coordenadas | Coordenadas | Coordenadas
(a,b) (¢) A B C D
(1,1) 1 (n—3 ) ( n+3> <n+3 > ( n—3>
n n+1'1 1’n—l n—l'1 1'n+1
(2,2) 1 2(n—3) 2(n+3) 2(n+3) 2(n—3)
G | o) | G | o)
n n+1 n—1 n—1 n+1
@a) | 1 '(}'z(n —3) ) ( an + 3)> .<.c.l(n +3) ) ( a(n = 3)>
— —_—,a a,— ,a a,
n n+1 n—1 n—1 n+1

Bola centrada en el punto A(1,b) y radio e < 1.

Después de realizar esto nos dimos a la tarea de encontrar una regularidad para las

bolas que tienen centro en S(1,b), b € N y radio % conn €N

e Bolacentradaen $(1,2) radio € = ; (ver imagen 51).

¥

51 Imagen

Vértices del cuadrilatero formado son: A(0,2), B (1, %) ,C (170 2) ,D(1,1)




e Bolacentradaen $(1,2) radio € = % (ver imagen 52).

1 2

52 Imagen

Vértices del cuadrilatero formado son: A (; 2),B (1%) ,C (% 2),D (1, §)

Realizamos otras exploraciones y llegamos a una generalizacion de las bolas con
.1 . .
centro en (1,2) y radio —, que se presenta en la siguiente tabla:

€ Coordenada | Coordenada | Coordenada | Coordenada
A B C D
1 A(0,2) ( 14) (10 ) D(1,1)
1

_ A=, 2 _ _ e

: G2 | s(ug) | c(z2) | o(13)

1 (n “ 5k 2) (2 2(n + 2k)) (n T 5Kk 2) (2 2(n — Zk))
n n+1’ " n—1 n—1"~ " n+1

Generalizacion

Después de esto se hicieron varias exploraciones donde las coordenadas del centro
. . k ) )
tenian la forma (1, b) y con radios que estaban de la forma ~, se llegé a una férmula



general para encontrar los vértices del trapecio isGsceles que resulta, la informacion
recolectada se presenta en la siguiente tabla:

Centro | ¢ Coordenada A Coordenada B Coordenada C Coordenada D
(a,b)
(1,2) | 1 n — 5k 2(n+ 2k) n + 5k 2(n —2k)
Gl | ) | Gerd) | e
n n+1 n—1 n—1 n+1
(1,2) | k (n—k)—4k 2(n+ k) + 2k (n+ k) + 4k 2(n—k) — 2k
— <—,2) 1, , 2 1,
n n+k n—=k n—=k n+k
(1,3) | 1 n—7k 3n + 5k) n+7k 3n — 5k)
o Gerd) L ) | Geed) | o)
n n+1 n—1 n—1 n+1
(13) | k ((n—k)—6k 3) 13(n+k)+2k (n+k)+6k3 13(n—k)—2k
n n+k ’ n—k n—-k '’ ’ n+k
(1,b) | k (n—k)—2bk b(n+k)+ 2k (n+ k) + 2bk b(n—k)— 2k
- ( lb) 1, ,b 1,
n n+k n—=k n—=k n+k

Bola centrada en el punto A(a,1) y radio € < 1.

Después de realizar esto nos dimos a la tarea de encontrar una regularidad para las
. .01
bolas que tienen centro en S(a, 1), b € N y radio ~conne€ N.

Bola centrada en §(2,1) radio € = § (ver imagen 53).

53 Imagen




Vértices del cuadrilatero formado son: A(1,1), B (

2

2,5),0(2,1),0(2,0)

Realizamos otras exploraciones y llegamos a una generalizacion de las bolas con
.1 . .
centro en (2,1) y radio —, que se presenta en la siguiente tabla:

£ Coordenada | Coordenada | Coordenada | Coordenada
A B C D
1 A(1,1) 5 (7 ) D(2,0)
? ’ (2)121) : 136'1 ' 1
8

- A=, 1 - _ -

6 (7 ) 3(2’5) C<5‘1> D(2’7>
1 '('z'(n —2k) 1) ( nt 5k)) '<'2'(n T 2k) 1) (2 . 5k)>
n n+1 ’ "n-—1 n—1 " "n+1

Generalizacién

Después de esto se hicieron varias exploraciones donde las coordenadas del centro
. . k - P
tenian la forma (a, 1) y con radios que estaban de la forma ~ se llegd a una férmula

general para encontrar los vértices del trapecio isdsceles que resulta, la informacion
recolectada se presenta en la siguiente tabla:

Centro | ¢ Coordenada A Coordenada B Coordenada C Coordenada D
(a,b)
21D |1 (2(n — 2k) 1) (2 n+ 5k)) <Z(n + 2k) 1) (2 n-— Sk))
n n+1 '’ "n-—1 n—1 " "n+1
21) |k (Z(n—k)—Zk 1) 2(n+k)+4k 2(n+k)+2k1 2(n—k)—4k
n n+k ’ " n—k n—k ’ " n+k
(a,1) | k | ;fa(n—k) =2k (n+k) + 2ak a(n+ k) + 2k (n—k) — 2ak
— ( ,1) a, it a,
n n+k n—=k n—k n+k

Observando las regularidades que se cumplian para las bolas centradas en
. k . -

(1,b) y(a,1), con radios ~ observamos una regularidad que se cumplia para

encontrar las coordenadas del trapecio is6sceles que graficaba el Derive 6, como




fronteras de nuestras bolas para cualquier centro con cualquier radio, las formulas

para

hallar cada coordenada estan presentadas a continuacion:

Coordenadas para el punto A

osnom )

Coordenadas para el punto B

< b(n+k)+ 2ak>
a,

n—k

Coordenadas para el punto C

(a(n+k) + 2bk >
,b
n—k

Coordenadas para el punto D

< b(n—k)— Zak)
a,

n+k

Con un poco mas de exploracion encontramos que estas coordenadas también nos
sirven para cuando los centros de las bolas estan ubicados en cualquier cuadrante
del plano cartesiano y con cualquier radio que tomemos, lo Unico que hay que hacer
es agregar valores absolutos de la siguiente forma:

Coordenadas para el punto A

(Ial(n— k) —2|blk )
,b
n+k

Coordenadas para el punto B

< |b|(n + k) + 2|a|k>
a,
n—k



e Coordenadas para el punto C

(Ial(n+ k) + 2|blk )
,b
n—k

e Coordenadas para el punto D

< |[b|(n — k) — 2|a|k>
a,
n+k

CONCLUSIONES DEL SEGUNDO CAPITULO

En este capitulo, a pesar de que nuestra funcibn no cumplia la desigualdad
triangular en algunos puntos, y aplicando las nociones topolégicas a nuestra
funcién, se generaban un tipo de bolas en las cuales sus bordes tenian la forma de
cometas y trapecios isésceles, mirando también las bolas formadas por los
cuadrantes del plano cartesiano. Para cada uno de los tipos de bolas se encontré
una regla general de como encontrar las coordenadas de la frontera de la bola
generada con nuestra funcion, esto anterior en miras al tercer capitulo donde se
necesitaban estas coordenadas para poder encerrar las bolas de la funcion lejania
en las bolas de la métrica usual y viceversa.

Como conclusiones generales podemos decir lo siguiente:

v Las fronteras de algunas bolas definidas con nuestra funciéon en algunos
casos son cuadrantes del plano cartesiano.

v' Los vértices de la frontera de la bola generada con nuestra funcion los
podemos encontrar aplicando las formulas encontradas.



CAPITULO No. 3

Como la funcién lejania la estamos trabajando como una métrica, en el capitulo 2
nos dedicamos a caracterizar todos los tipos de bolas que se definen a partir de esta
funcion, encontramos varios tipos de bolas, para cada tipo de bola que encontramos
se dieron algunas generalidades. En este capitulo utilizaremos esas generalidades
para ver si las bolas generadas en el capitulo anterior, son base para una topologia,
y si esa topologia generada guarda alguna relacion con la topologia generada por
la métrica usual en R?.

En el capitulo dos encontramos las coordenadas de los vértices del cuadrilatero que
define el borde de la bola, estos vértices nos sirven de alguna manera para hallar el
radio de una bola usual que esté contenida en la bola definida por nuestra funcion.
A partir de ahora se notaran B; a las bolas definidas por la funcién lejania, y B, a las
bolas de la métrica usual en R2.

Bolas B; contenidas en bolas B,

Para la primera parte de este capitulo lo que se hara es que a partir de una bola B;
se encontrara una bola B, que la contenga.

¥

18]
=]

x ]
[ a

x ]

He
[ a

He

[+=]
i

52 imagen

En la imagen anterior (imagen 52) se puede observar que, como ya se definié en el
capitulo dos, los vértices Ay D estan a la misma distancia del centro de la bola. Por
otra parte, estos dos vértices estan a menor distancia del centro que los vértices B
y C.



En esta imagen (imagen 52) podemos ver una bola centrada en (1,2) y radio € =

1

7!
se puede observar que los vértices B y C estan a la misma distancia del centro, y
que estan a mayor distancia del centro que Ay D.

Al tener la coordenada de uno de los vértices del cuadrilatero que define la frontera
de la bola B;, podemos encontrar una bola B; que contenga a B;, puesto que
hallando la distancia del centro de B; a los vértices B o C encontramos el radio de
esta.

Ejemplo 1: Para el caso de la bola B; centrada en (1,2) y radio ¢ =% , podemos

observar en laimagen 53 que las coordenadas de los vértices By C son (1,3) y (2,2)
respectivamente, entonces el radio de la bola B; que contiene a B, y esta centrada
en (1,1) es 1.

0.5

53 Imagen

En esta misma imagen se puede ver que los vértices B y C los cuales son puntos
de la frontera de B; también son puntos de la frontera de la bola B;.

A continuacion, veremos algunos ejemplos donde es necesario utilizar la formula
para hallar los vértices del cuadrilatero que define la frontera de la bola B,.

Ejemplo 2: Para la bola centrada en (4,2) y radio € = % (imagen 54) a simple vista
no es claro cuales son las coordenadas de los vértices del cuadrilatero, por lo que

b|(n+k)+2k , .
M) encontrada en el capitulo anterior.

vamos a utilizar la formula B (a, —

Para este casoa =4,b =2,n =9y k =1 reemplazando en la formula tendriamos

B (4 ’|2|(9+2)_—+12(1)|4|) entonces B (4 g)



JB(4,T,’2)

+

iy}

HJ
=
[1a]

H

54 Imagen

Ahora, como ya tenemos la coordenada del punto B, podemos hallar el radio r de
la bola B, la cual contenga a la bola B, ((4,2) é) . Para hallar este radio basta hallar

la distancia entre la ordenada del centro de la bola y la ordenada del punto B,
. 7 3

entonces el radio de labolaB; es r = |2 - 5| entonces r =~ por lo que la bola B,

gue contiene a la bola B; es:

B, ((4,2),%) = {(x, y) € R®: d((4,2), (%,y)) < ;}

[* al

o+

+ (4.7/2)

W

M

Pl N
N

He

T

55 Imagen

En laimagen 55 podemos apreciar que los puntos B y D que pertenecen a la frontera
de B; ((4,2) %) también son puntos de la frontera de la bola B, ((4,2),2).

81



Ejemplo 3: Para la bola centradaen (—5,—4) yradio ¢ = % imagen 56, se hallara
|b|(n+k)+2k|a|))
n-k
encontrada en el capitulo anterior, en este casoa = —5,b = —4,n =11y k = 2 por
|—4|(11+2)+2(2)|—5|))
11-2

el vértice B del cuadrilatero utilizando la férmula B(a,—(

lo que reemplazando en la formula tenemos B(—S ,—(

entonces B (—5 ,— %)

¥
2
X
-12 -10 -8 -6 -4 2
A D
N -2
/ N
- .
C « (-5,-4) » A 4
N, /
\ _,-/ -6
“
"/
v B(=5,-72/9) -8
-10
56 Imagen

Ahora, como ya tenemos la coordenada del punto B, podemos hallar el radio r de

una bola B, la cual contenga a la bola B; ((—5, —4),e = i). Para hallar este radio

11
hallamos la distancia entre la ordenada del centro de la bola B, y la ordenada del
punto B, por lo tanto el radio de la bola B, es r = |—4 — (- %2)| entonces r = 4
por lo que la bola B; que contiene a la bola B; es By((—5,—4)4) =
{(x,y) € R? : d((—5,—4), (x,y)) < 4} (imagen 57).
En esta imagen (imagen 57) podemos apreciar que los puntos B y D que pertenecen
a la frontera de B; ((—5,—4),%) también son puntos de la frontera de la bola

B;((—5,—4),4).

57 Imagen
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Gracias a la exploracion que se hizo con el programa Derive y a las regularidades
encontradas en el capitulo 2 para hallar las coordenadas de los vértices del
cuadrilatero que definen la frontera de la bola B;, fue posible conjeturar que para
cualquier bola B; podemos encontrar una bola B; que la contenga.

A partir de la bola B; encontrar una bola B; que esté contenida en ella

Teniendo la coordenada del centro de la bola B; y su radio, podemos obtener las
coordenadas del vértice B del cuadrilatero que define la frontera de la bola B;. Luego
el radio de B, se obtiene de hallar la lejania entre las abscisas del centro de B, vy el
punto B. Como los puntos B y C de la frontera de B; estan a la misma distancia del
centro, y esos puntos son los que tienen mayor distancia respecto a este, podemos
afirmar que toda la bola B, esta contenida en la bola B; (Imagen 58).



I=
m

Imagen 58

Ejemplo 1: Dada la bola Bd((3,4), 2). Para hallar la coordenada del punto B, se

suma a la abscisa de la coordenada del centro, el radio de la bola By, por lo que el
punto B esta en la coordenada (3,6). Ahora para encontrar el radio de B; hallamos
la lejania entre el centro de la bola B, y el punto B.

Lejania entre el centro de la bola B, y el punto B:

Recordemos que la funcion lejania esté definida como:

|2, — 21| + [y2 — ¥4l

L1, ¥1), (X2, ¥2)) =1 14| + 1yl + 1o + |y
0 St X2,%1,Y.ey1 =0

SL Xy, X1,Y2ey, #0

La lejania entre los puntos (3,4) y (3,6) es:
[3—3]+|6—4|
13] + [4] + 3] + 6]
1

1(34),36)) = 3

1((34),(36)) =

Como la lejania entre (3,4) y (3,6) es é, entonces la bola Bl((3,4),%) esta contenida
en la bola B; (imagen 59).



4 D(5.4)

59 Imagen

Gracias a la exploracion que se hizo con el programa Derive y a las regularidades
encontradas en el capitulo 2 para hallar las coordenadas de los vértices del
cuadrilatero que definen la frontera de la bola B,, fue posible conjeturar que para
cualquier bola B; podemos encontrar una bola B; que este contenida en ella.



Bolas B, contenidas en bolas B;

Dada una bola B; centrada en (a,b) y radio &, la bola B; que esta contenida en B,
y tiene como centro el punto (a, b), debe tener como radio la distancia del centro al
punto medio de los puntos Ay D (Imagen 60).

Punto medio

D

60 Imagen

De una manera mas formal:

Dada la bola B;(A(a,b),e) cuyas coordenadas de los vértices A y D de la frontera
son (M, b) y (a, M) respectivamente y la coordenada del punto

n+k n+k
medio entre estos dos puntos es ('al(n_k)_2k|b|+a(n+k) , 'bl("_k)_2k|a|+b(n+k)), si el radio
2(n+k) 2(n+k)
de la bola B, centrada en (a,b) esr =

la|(n—k)—2k|b|+a(n+k))? Ibl(n—k)—2kl|al+b(n+k)\?
\/(a— TS ) + (b— 2t ) Entonces Bd((a, b),r) c

B,((a,b),¢).

Ejemplo 1. Dada la bola B, centrada en (4,2) y radio € = % los vértices Ay D de la
frontera son (? 2) y (4, g) respectivamente. Hallaremos primero las coordenadas
del punto medio entre Ay D.

Comoa=4, b=2, n=9yk =1 reemplazando en:



la|(n — k) — 2k|b| + a(n + k) |b|(n—k) — 2k|a| + b(n + k)
( 2(n+ k) ’ 2(n+ k) )

Entonces:

14109 = 1) = 2(D)|2] +4(9 + 1) [2](9 = 1) — 2(D)|4] + 2(9 + 1)
< 209+ 1) ’ 209+ 1) )

Por lo que la coordenada del punto medio entre Ay D es (%g)
Ahora para encontrar el radio r de la bola B; que este contenida en la bola
B, ((4,2),3 = 1), hallamos la distancian entre el centro de la bola y el punto medio

9
de AyD.

Teniendo el radio y el centro de la bola B; en la imagen 61 se puede observar que

By ((4,2), \E) c B, ((4,2),s = %)

P(17/5,7/5)

61 Imagen



Ejemplo 2: Dada la bola B; centrada en (3,5) y radio ¢ = % los vértices Ay D de la
frontera son (5 5) y (S,E) respectivamente. Hallaremos primero las coordenadas
del punto medio entre Ay D.

Comoa =3, b=5, n=13y k = 2 reemplazamos en:

la|(n — k) — 2k|b| + a(n + k) |b|(n— k) — 2k|a| + b(n + k)
( 2(n+k) ' 2(n+k) )

Entonces

<|3|(13 —2)=2(2)I5] +3(13+2) |5/(13 —2) — 2(2)I3] + 5(13 + 2))

2(13 + 2) ’ 2(13 + 2)
. 29 59
Por lo que la coordenada del punto medio entre Ay D es (E’E)'

Ahora para encontrar el radio r de la bola B,; que este contenida en la bola
B, ((3,5), €= 133) hallamos la distancian entre el centro de la bola y el punto medio
de AyD.

- o -3

512
"= 1225

Teniendo el radio y el centro de la bola B; podemos decir By ((3,5), %) c

B, <(3,5), £ = 113)

Conclusion

Gracias a la exploracion que se hizo con el programa Derive y a las regularidades
encontradas en el capitulo 2 para hallar las coordenadas de los vértices del
cuadrilatero que definen la frontera de la bola B;, fue posible conjeturar que para
cualquier bola B; podemos encontrar una bola B; que este contenida en ella.



Las bolas B; como base para una topologia sobre R?

En esta parte del trabajo trataremos de mostrar que dada la funcion lejania podemos
definir una base para una topologia.

Recordemos que para mostrar que una coleccion de bolas forma una base para una
topologia, se requiere demostrar que cualquier punto de la interseccion de dos bolas
es centro de una bola que esta contenida en esta interseccion.

Por lo que para mostrar que las bolas B; forman una base para una topologia se
debe demostrar que si (x,¥) €B;((x1,y1), 1) N Bi((x,¥2), &) existe un By((x,y), &)
tal que (x,y) € Bl((x' J’):53) c Bl((x1:J’1):€1) N Bl((leyz), 32)

Empezaremos por mostrar algunos ejemplos donde se evidencia que esto se
cumple.

Ejemplo 1: En la imagen 62 se puede observar que dada la bola B, ((4,4),%) y la
bola Bl<(8,2),%> para el punto (8,4) € B; ((4,4),%) N B, ((8,2),%) existe la bola

B, ((8,4),317) tal que B, ((8,4),3—17) c B, ((4,4),%) n Bl((8,2),§).

10 1eslabola B; ((4,4)&)

2eslabola B ((8,2),%)

3eslabola B, <(8,4),3—17>

62 Imagen



En la imagen 63 se puede observar que dadas las mismas bolas B; ((4,4),%) y
B, ((8,2),§)y dado el punto (7,3) € B, ((4,4)&) N B; ((8,2),%) existe otra bola
B, ((7,3),51—0) tal que B, ((7,3),5—10) c B, ((4,4),%) n Bl((8,2),§).

leslabola B ((4,4)&)

2 eslabola B; ((8,2),%)

3eslabola B ((7,3),%)

1.5693 3.1385 4.7078 6.2771 ?.8%3 9.4156 10.

63 Imagen

Luego de explorar con derive conjeturamos que para cada (x,y) €B;((x1,y1),&) N

Bi((x2,¥2), £2) existe un By((x, y), &) tal que (x,y) € B,((x, ), &3) © By((x1,y1), &) N
Bl((xz,yz), 82), por lo que la coleccion de bolas B; es base para una topologia.

Ahora como para cada Bd((xl,yl), e) y para cada punto (x,,y,) € Bd((xl,yl), e)
existe Bl((xz,yz),r) c Bd((xl,yl),e), se tiene que si T,es la topologia generada por
la base formada por la coleccién de bolas B;, y T,es la topologia usual del plano,
entonces T; € T;.

A pesar de que se cumple lo anterior las topologias no son equivalentes puesto que
para cada B;((xy,y1),€) y para cada punto (x,,¥,) € B((x1,y1),€) existe
By((x2,¥2),7) € Bg((x1,¥1),€) excepto para las bolas Tipo 1 por esta razén
podemos decir que la topologia T; es mas fina que la topologia T.

CONCLUSION DEL TERCER CAPITULO

En este capitulo nos dedicamos a estudiar si es posible encontrar una bola lejania
contenida en la interseccion de dos bolas lejania, a partir de la exploracion y
utilizando algunos hechos definidos en el capitulo dos, se pudo conjeturar que la
coleccion de bolas es base para una topologia, puesto que para cada punto que



pertenece a la interseccion de dos bolas B;, se puede hallar una bola B; que esté
contenida en esta interseccion.

En este capitulo también nos dedicamos a comparar las bolas generadas con la
métrica usual y las bolas generadas con la funcién lejania, lo que se hizo fue que a
partir de una bola B; encontramos una bola B, que este contenida en B,, y a partir
de de una bola B; encontramos una bola B; que este contenida en B;. Luego lo
gue se hizo fue que a partir de una bola B; encontramos una bola B; que contiene
a B, y a partir de de una bola B, encontramos una bola B, que contiene a Bj.
Como para toda bola B; fue posible encontrar una bola B; contenida en ella, pero
no para toda B; fue posible encontrar una bola B; contenida en ella, entonces se
conjetura que la topologia generada por la coleccién de bolas B; es mas fina que la
topologia generada por la coleccion de bolas B;.
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