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CAPITULO 1. INTRODUCCION

El programa de Licenciatura en Matematicas (LM) de la Universidad Pedagdgica Nacional (UPN)
considera el conocimiento didactico-matematico como un elemento fundamental en la preparacion de los
futuros profesores de matematicas (FPM). No obstante, los investigadores y formadores (IF) del grupo
Research on Mathematics Teacher Education de la UPN han notado que esta formacion no esta
generando el efecto esperado en los FPM. A pesar de abordar temas relacionados con la ensefianza y el
aprendizaje de las matemaéticas, las précticas educativas de los FPM siguen dominadas por métodos
tradicionales de ensefianza y el rol del profesor como mero transmisor de conocimiento. Se atribuye esta
falta de impacto, en parte, a que la formacién de los FPM ha estado enfocada en aspectos tedricos, sin
suficiente referencia a la practica docente ni a los Gltimos resultados de investigaciones en el campo de la
formacidn de profesores.

A partir de estas reflexiones, los investigadores-formadores estan reorientando sus acciones formativas
para mejorar los procesos de ensefianza de las matematicas en las escuelas. Se centran en las tareas que
proponen a los futuros profesores de matematicas, lo que ha generado discusiones sobre el significado y la
importancia de estas tareas en la formacion docente. De igual forma, este enfoque profesional, que se
refiere a la preparacion y formacion especializada de los educadores en el ambito de la ensefianza de las
matemaéticas, incluye situaciones préacticas basadas en la teoria de la Educacion Matematica, con el
objetivo principal de fomentar el desarrollo de los conocimientos, competencias y habilidades necesarias
para ensefiar matematicas de manera efectiva. Esto implica integrar estrategias pedagdgicas avanzadas, el
uso de recursos tecnoldgicos, y la adaptacion a diferentes estilos de aprendizaje, preparando a los
educadores para enfrentar los desafios del aula contemporanea y mejorar la comprensién matematica de
sus estudiantes.

Por esta razén, algunos profesores del grupo de investigacion anteriormente nombrado, durante el
proyecto de investigacion Tareas con sentido para profesores que ensefiaran matematicas, un ejemplo
desde la Did4ctica de la Aritmética y el Algebra (DMA-629-23), han caracterizado las Tareas con sentido
profesional para los futuros profesores de matematicas; con las cuales se busca brindar oportunidades de
aprendizaje estructuradas y contextualizadas que preparen a los FPM para los desafios y problemas reales
que encontraran en su labor docente.

Asimismo, el grupo de investigacion durante esta caracterizacion ha establecido quince caracteristicas que
aluden a una Tareas con sentido profesional para los futuros profesores de matematicas, entre ellas se
pueden destacar algunas (Rendén et al., 2023), tales como:

a. Vincular la préactica del profesor de matematicas con desarrollos tedrico-investigativos de la
Didéctica de las Matematicas.

b. Abordar -posibles- practicas o problemas profesionales del profesor de matematicas.

c. Poner en juego las creencias, concepciones (v.g. en relacion con lo que significa ensefiar o
aprender matematicas) y conocimientos (v.g. matematico, didactico, curricular, pedagdgico) de
los futuros profesores de matematicas.

d. Permitir exhibir el conocimiento (v.g. matematico, didactico, curricular, pedagdgico) de los
futuros profesores de matematicas, en torno a los asuntos (v.g. objetos, procesos, procedimientos)
matematicos escolares inmersos y sus conexiones e importancia.

Adicionalmente, en algunas sesiones de reunion del equipo de investigacion, en torno a las posibles
estrategias metodoldgicas para llevar a cabo la validaciéon de las tareas, se situd la estrategia cambio
conceptual, entendida esta a partir de los siguientes referentes:

¢ Vosniadou y Verschaffel (2004) utilizan la estrategia cambio conceptual para caracterizar el tipo
de aprendizaje requerido cuando la nueva informacion que se va a aprender entra en conflicto con



el conocimiento previo de los estudiantes, generalmente adquirido sobre la base de las
experiencias cotidianas. A su vez, Vosniadou (2001) expone que los profesores deben construir
sobre las ideas preexistentes y poco a poco guiar a los estudiantes hacia conocimientos mas
maduros, pues los conceptos erroneos pueden formarse al ignorar las creencias previas, por ello,
proporcionar a los estudiantes observaciones y experimentos que comprueben que algunas de sus
creencias son equivocadas, permiten reestructurar ideas previas.

o Appleton (1997) establece que durante el cambio conceptual se contrastan las concepciones que
posee un estudiante y la concepcion que resulta luego de controvertir nueva informacion. Tal
contraste puede identificarse en el ajuste idéntico, cuando la concepcién del sujeto se mantiene
incluso en disposicion de la nueva informacion, pues esta refuerza tales concepciones; el ajuste
aproximado, cuando el estudiante asimila la nueva informacién, pero a su vez, persiste en sus
nuevas concepciones, incluso sin evidenciar la incompatibilidad entre estas; y el ajuste
incompleto, cuando se evidencia un cambio en la concepcion inicial, al hallar evidencias de un
conflicto cognitivo entre esta y la nueva evidencia.

De esta forma, se pretende contribuir al proceso de validacion de la tarea propuesta “Ensefianza de los
nameros reales en libros de texto y su aprendizaje” como una Tarea con sentido profesional para los
futuros profesores de matematicas por medio de la estrategia cambio conceptual.

Por todo lo anterior, en el contenido, se encuentran cuatro capitulos, los cuales se especifican en el orden
en que se desarrolla el documento, asi:

Durante el primer capitulo, se presentan la introduccién y la justificacion del documento, las cuales estan
basadas en las reflexiones y acciones formativas que buscan mejorar los procesos de ensefianza de las
matematicas, con el programa denominado tarea con sentido profesional en la formacién de profesores de
matematicas.

El segundo capitulo constituye un componente fundamental en la investigacién, ya que proporciona el
sustento conceptual y la base tedrica necesaria para abordar el tema de estudio. Se exploraran las
principales teorias y enfoques sobre el cambio conceptual, asi como la conceptualizacion de una tarea con
sentido profesional en la formacion de profesores de matematicas.

En el desarrollo del tercer capitulo, se encuentra una descripcion detallada de los aspectos metodoldgicos
para tener en cuenta en la investigacion y asi validar si la tarea “Ensefianza de los nimeros reales en libros
de texto y su aprendizaje” es una tarea con sentido profesional en la formacion de profesores de
matematicas. En esta misma, se desarrolla la herramienta analitica propuesta, para comprender la
estructura y su relacién con el objetivo del trabajo de investigacion.

Para el capitulo cuarto, se presenta un analisis de estudiantes en el proceso de aprendizaje sobre los
nameros reales y sus propiedades, buscando identificar y comprender como progresan en su comprension
de los conceptos matematicos fundamentales.

Asi pues, esta investigacion busca contribuir a la comprension del cambio conceptual en la formacion de
futuros profesores de matematicas y a la mejora de sus practicas de ensefianza, proporcionando algunas
reflexiones para el disefio y la implementacion de Tareas con sentido profesional en la formacion de
profesores de matematicas.



JUSTIFICACION

En Colombia, diversas instituciones de educacion superior han asumido este reto y estan ofreciendo
programas de formacion de profesores que integran estos enfoques innovadores. Entre ellas, destacan la
Universidad Nacional de Colombia, la Universidad Pedagdgica Nacional, la Universidad de Antioquia, la
Universidad del Valle, la Universidad del Atlantico, la Universidad de los Andes, la Pontificia
Universidad Javeriana y la Universidad de La Sabana. Estas universidades estan impulsando programas
gue combinan la teoria pedagdgica con préacticas docentes en entornos reales, preparando a los futuros
docentes para enfrentar los desafios del siglo XXI con un enfoque que prioriza la reflexion critica, la
adaptabilidad y el compromiso con la educacion de calidad.

En el contexto del nuevo milenio, se reconoce la urgencia de reformar la educacién y transformar la
formacion de los futuros profesores, buscando una integracién mas estrecha entre la teoria y la préactica.
Esto implica un cambio significativo en las instituciones educativas, que tradicionalmente se han centrado
en la teoria y la abstraccion. Ahora se enfrentan al desafio de formar profesionales que sean tanto
practicos como teoricos, lo que implica una nueva forma de relacionarse con el conocimiento, fomentando
una colaboracién continua y contextualizada.

Disefiar tareas con sentido profesional que realmente impacten el proceso de ensefianza-aprendizaje no
esta exento de dificultades. La principal de ellas radica en equilibrar la profundidad conceptual y el
enfoque practico, de modo que estas tareas no solo sean académicamente rigurosas, sino también
accesibles y relevantes para los estudiantes. Ademas, a menudo se presenta la dificultad de prever las
diversas interpretaciones y enfoques que los estudiantes pueden adoptar al resolver dichas tareas, lo que
puede generar una distancia entre los objetivos previstos por el profesor y las realidades que enfrentan los
estudiantes durante su aplicacion.

Otro desafio importante es que, en muchos casos, el profesor formador termina gestionando tareas
tradicionales. Esto se debe a varios factores, como la presion del curriculo oficial, la falta de tiempo para
desarrollar e implementar propuestas innovadoras, y la necesidad de cumplir con expectativas
institucionales que a menudo privilegian el seguimiento de métodos mas convencionales. Ademas, el
profesor formador puede verse limitado por su propia concepcién de lo que constituye una tarea adecuada,
que puede estar influenciada por su formacion previa y por un sistema educativo que histéricamente ha
promovido enfoques tradicionales.

En este contexto, la concepcion de tarea para el profesor formador y los FPM adquiere un significado
crucial. Para el profesor formador, una tarea no es simplemente un conjunto de ejercicios, sino una
oportunidad para promover el desarrollo de competencias pedagégicas y matematicas en sus estudiantes.
Sin embargo, los FPM pueden tener una vision més limitada, percibiendo las tareas como simples
herramientas para evaluar el conocimiento adquirido, sin necesariamente considerar su potencial
formativo y reflexivo. Esta discrepancia en la concepcion de la tarea subraya la importancia de disefiar
actividades que no solo evallen conocimientos, sino que también fomenten la reflexion critica y la
aplicacion préactica de conceptos en contextos reales de ensefianza.

Asi, el presente trabajo busca validar la tarea “Ensefianza de los nimeros reales en libros de texto y su
aprendizaje” propuesta como Tarea con sentido profesional en la formacion de profesores de
matematicas, por el grupo de investigacion RE-MATE de la UPN y disefiada por la profesora Lyda Mora
Mendieta. Esta tarea fue elegida precisamente por haber sido construida desde una rigurosa
caracterizacion de las necesidades y desafios que enfrentan los futuros docentes en su proceso de
formacion. Se considerd que dicha tarea refleja de manera integral los aspectos teéricos y practicos
esenciales para la ensefianza de los nimeros reales, y se adapta a las realidades pedagdgicas que estos
profesores encontraran en su ejercicio profesional. Ademas, la tarea permite un analisis profundo de su
impacto en el proceso de aprendizaje de los estudiantes del curso Ensefianza y Aprendizaje de la



Aritmética y el Algebra, durante su aplicacion en el semestre 2023-I1, bajo la direccién de la profesora
Natalia Morales Rozo. De este modo, la eleccion de la tarea no solo responde a su pertinencia teorica, sino
también a su potencial para generar reflexiones criticas y constructivas en torno a las practicas
pedagdgicas actuales en la formacion de docentes.

En la primera fase del proyecto, el equipo de investigacion constituy6, a partir de la revision de literatura
especializada en Didactica de las Matemaéticas y en Formacion de profesores de matematicas, el constructo
Tarea con sentido en/para la formacién profesional inicial del profesor de matematicas, ast:

Una tarea en/para la formacién profesional inicial del profesor de matematicas es una demanda
estructurada, mediante la cual el formador brinda oportunidades de aprendizaje a los futuros
profesores de matematicas, con un contenido (conocimiento) y propdsito de aprendizaje.
Asimismo, estas tareas deben incluir elementos como: formulacion, materiales y recursos, formas
de agrupar a los estudiantes, estrategias de interaccion entre los estudiantes y con el profesor, y su
temporalidad (Gomez, Mora y Velasco, 2018; da Ponte, 2004).

En cuanto al sentido en/para la formacidn profesional inicial del profesor de matemaéticas, este
precisa involucrar situaciones vinculadas a la practica o futura préactica profesional (Garcia, 2005;
Monereo, 2013) y estar guiado tedricamente por los resultados de las investigaciones, para
promover el desarrollo de sus conocimientos, competencias y destrezas necesarias para educar en
matematicas (Aké y Lopez-Mojica, 2020).

Ahora, atendiendo al objetivo general del proyecto de investigacion que es:
Proveer tareas para la formacion inicial de profesores de matematicas que den sentido a su
formacion profesional, alrededor de la ensefianza y el aprendizaje de la Aritmética y el Algebra; a
través de la consolidacion de material predisefiado por formadores de profesores de la
Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional y con el fin de poner en
evidencia tipos de tareas que promuevan las competencias profesionales necesarias en los futuros
profesores de matematicas (Mora, Morales y Rendon, 2023, p.8).

Se plantearon algunos objetivos especificos, uno de ellos centra su interés en “validar las tareas con
sentido seleccionadas (...) a través de fuentes de opinion” (Mora et al., 2023, p.9). En relacion con dichas
fuentes, una, refiere a los estudiantes del espacio académico Ensefianza y Aprendizaje de la Aritmética y
el Algebra o quienes lo han cursado; y otra, a algunos expertos de los campos de la Didactica de las
Matematicas o de la Formacion de profesores de matematicas.

En esta linea, debido a que la decision reciente del grupo de investigacion fue atender solo a la segunda
fuente de opinion como mecanismo de validacién, esta propuesta se enfocara en contribuir a la validacion
de una de las tareas con sentido que previamente ha sido implementada, en relacion con la primera fuente
considerada, la de los estudiantes del curso. Para ello, se analizaran las producciones escritas y verbales
recopiladas en el momento en que resolvieron la tarea con sentido; es importante sefialar que estas
producciones se recolectaron en el transcurso del semestre 2023-2, en el marco del proyecto de
investigacion.

Este estudio, al enfocarse en explorar el cambio conceptual en los estudiantes de la Licenciatura en
Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional a quienes se les aplico dicha tarea, busca comprender
las experiencias, percepciones y significados construidos por tales participantes durante el desarrollo de la
Tarea con sentido profesional en la formacion de profesores de matematicas. De esta manera, se espera no
solo contribuir a la validacion de la tarea, sino también a la reflexion sobre como las concepciones y
practicas de los profesores formadores y FPM pueden evolucionar hacia enfoques mas innovadores y
efectivos en la ensefianza de las matematicas.



OBJETIVOS

General

Validar la tarea "Ensefianza de los numeros reales en libros de texto y su aprendizaje” en el marco del
proyecto de investigacion "Tareas con sentido para profesores que ensefiardn matematicas, un ejemplo
desde la Didéctica de la Aritmética y el Algebra", para determinar si es una tarea con sentido profesional
en la formacidn de profesores de matematicas, utilizando la estrategia de cambio conceptual.

Especificos

1.

Establecer la conceptualizacion a usar sobre la estrategia metodoldgica de cambio conceptual en el
contexto de la formacion de profesores de matematicas, a partir del estudio de referentes tedricos
de la literatura especializada.

Disefiar la herramienta metodoldgica de validacion a usar, que integre los principios de una tarea
con sentido profesional en la formacién de profesores de matematicas y del cambio conceptual.

Aplicar la herramienta de validacion disefiada a las evidencias verbales y escritas generadas por
los estudiantes durante la aplicacion de la tarea "Ensefianza de los nimeros reales en libros de
texto y su aprendizaje".

Identificar los modelos mentales y los patrones de cambio conceptual en cada uno de los
estudiantes que realizaron la tarea "Ensefianza de los nimeros reales en libros de texto y su
aprendizaje", tras la aplicacion de la herramienta de validacion.

Analizar los patrones de cambio conceptual y los modelos mentales identificados para la
validacion de la tarea "Ensefianza de los nimeros reales en libros de texto y su aprendizaje” como
una tarea con sentido profesional en la formacion de profesores de matematicas.



CAPITULO 2. MARCO DE REFERENCIA

El presente capitulo constituye un componente fundamental en la investigacion, ya que proporciona el
sustento conceptual y la base tedrica necesaria para abordar el tema de estudio. Se exploraran las
principales teorias y enfoques sobre el cambio conceptual, asi como la conceptualizacién de una tarea con
sentido profesional en la formacidn de profesores de matematicas.

CAMBIO CONCEPTUAL

El cambio conceptual en la ensefianza y aprendizaje de las ciencias es un proceso complejo que involucra
la interaccion de diversas teorias y modelos educativos. En esta seccidn, se explorara como la estructura
tedrica nativa de los estudiantes y el conflicto conceptual contribuyen a la reestructuracion de los
conocimientos previos hacia una comprensién mas cientifica.

Estructura teorica nativa

Uno de los principales desafios en la ensefianza de las ciencias es la presencia de concepciones
alternativas firmemente arraigadas en los estudiantes, las cuales tienden a ser dificiles de modificar y, en
algunos casos, persisten incluso después de muchos afios de instruccion cientifica.

Por ello, las investigaciones relacionadas con las ideas previas, también conocidas como concepciones
alternativas, (Flores et al., 2002, citado por Bello, 2004), preconceptos o conocimientos previos (Viennot,
1976; Novak, 1979; Driver et al., 1978; citados por del Puerto, 2010) datan de los afios setenta y han
puesto un relieve ampliamente importante en la ensefianza y el aprendizaje de las ciencias, ya que al
considerarlas como un mecanismo de adaptacion al medio (Bello y Valdez, 2002) estas deben reconocerse
en cualquier &mbito del conocimiento pues son construcciones que dan respuesta a la necesidad de
interpretar fendmenos naturales o conceptos cientificos, brindando explicaciones, descripciones o
predicciones. Por lo que estas ideas son construcciones personales, muy resistentes al cambio, pues
muchas veces se mantienen al pasar los afios de instruccion escolarizada (Bello, 2004).

Ante ello, algunos autores consideran que pueden existir ideas previas relativamente aisladas, Mortimer
(1995, citado por Bello, 2004) piensa que no son aisladas, sino que implican la formacion de una red
conceptual, red semantica o esquema de pensamiento, conocido entre los investigadores como esquema
representacional. Si bien, los estudiantes encuentran informacion que contradice sus esquemas
representacionales y les obliga a revisarlos, es dificil para ellos aceptarla, porque les parece errénea
(Mulford y Robinson, 2002, citados por Bello 2004). En estas condiciones actlan de diversas maneras,
desde ignorarla hasta rechazarla, incluso llegan a aceptarla haciendo s6lo pequefios cambios en sus
concepciones o ideas previas.

Bajo esta perspectiva, un conjunto de conocimientos en las que "las cosas son como parecen ser", es
decir, lo que se ve es y por ende es lo que se debe entender, estd ligado a un referente ontoldgico de
materialidad, en donde el mundo fisico se constituye por cosas consistentes, estables y organizadas en un
microcosmos (Lombana, 1998).

Basado en lo anterior, la conformacion de una estructura teérica nativa sobre el mundo fisico seria el
primer paso que el individuo da culturalmente y que define su manera de actuar y pensar. Es decir que la
estructura tedrica nativa, actua como referente en la manera como los individuos interpretan la
informacidn proveniente de la cultura y el mundo fisico. (Lombana, 1998)

Para Vosniadou (citada por Lombana, 1998) una estructura teérica nativa posee una légica, unas reglas de
produccién, unos compromisos epistemoldgicos y ontolégicos y, por ende, se trata de un pensamiento



independiente y autébnomo con respecto a cualquier otro, de ahi que esta estructura no se asimila con lo
referido previamente en la literatura como errores conceptuales (misconceptions).

Segun lo citado, Lombana (1998) menciona que:

“dependiendo del nivel de la revision, en la "estructura tedrica nativa", se constituyen diferentes tipos
de cambio conceptual. Por lo general, una revision a nivel de la "estructura teodrica nativa", se
considera como el tipo de cambio mas radical y dificil y es aqui donde con mayor fuerza emergen la
"misconceptions”. En esta perspectiva las "misconceptions™ son vistas como explicaciones alternativas
que elaboran los estudiantes para explicar o interpretar la informacién cientifica dentro de su
"estructura tedrica nativa ". (p.57)

Conflicto conceptual y Conflicto cognitivo

El conflicto conceptual es un aspecto crucial en la ensefianza y aprendizaje de las ciencias que surge
cuando los estudiantes se encuentran con informacion nueva que desafia sus ideas previas. Este
fendmeno, junto con el conflicto cognitivo, puede ser utilizado estratégicamente en el aula para fomentar
el aprendizaje y la comprensién profunda de los conceptos cientificos. Con respecto al conflicto cognitivo,
este se refiere a la disonancia que los estudiantes experimentan cuando sus creencias y conocimientos
previos son cuestionados por nuevas evidencias o explicaciones.

Para Nussbaum (1989, citado por Moreira, 2003) la estrategia de conflicto cognitivo recuerda la vision de
Popper (1987) que mantiene que las teorias son falseadas y entonces rechazadas en base a un experimento
crucial. Sin embargo, otros fildsofos de la ciencia argumentan que hay otros mecanismos para rechazar
teorias, pues el conflicto entre la teoria vigente y la contra-evidencia generada por el experimento crucial,
no es suficiente para rechazar la teoria (Moreira, 2003).

De igual manera, el conflicto cognitivo, por mas crucial que sea, no parece ser suficiente para rechazar
definitivamente una concepcion alternativa, pues los estudiantes pueden siempre proponer hipdtesis
auxiliares (consideradas ‘“misconceptions”) para salvar sus teorias implicitas (Pozo, 1992, citado por
Moreira, 2003).

Por otra parte, el conflicto conceptual esta ligado a las disciplinas cientificas y a la racionalidad implicada
en el aprendizaje de estas, las cuales estan contenidas en los contextos definidos por la naturaleza de los
objetos de estudio (Lombana, 1998). Al hablar desde este contexto, resulta mas conveniente hablar de
conflicto conceptual en lugar de conflicto cognitivo.

Uno de los modelos -o enfoque tedrico- que permite realizar una analogia respecto a lo que es el conflicto
conceptual, es el de Kuhn (citado por del Puerto, 2010). En este se explica el mecanismo de la evolucion
de la ciencia, describiendo como el estado de crisis en determinado momento permite construir nuevas
concepciones, cuando lo existente es incapaz de explicar un problema particular identificado por la
comunidad.

Silvia del Puerto (2010) explica que, en ese momento, puede surgir una revolucién cuando el paradigma
es sustituido por un modelo alternativo que promete ofrecer la explicacion o la solucion deseada. Alli se
adopta un nuevo marco de pensamiento que permanecera valido hasta que ocurra otra revolucion.

De otro modo, durante el proceso de adquisicion de conocimientos, el estudiante posee un conjunto de
ideas previas de diversas fuentes: conocimientos intuitivos derivados de la experiencia cotidiana, que
constituyen una teoria ingenua de la realidad; y conocimientos académicos previos. Si estos
conocimientos son coherentes con los nuevos adquiridos de su experiencia educativa, no hay conflicto y la
nueva informacion se afiade simplemente a la anterior.



El estudiante conserva su estructura tedrica nativa y la aplica sin modificaciones a la nueva situacién. Sin
embargo, en varias ocasiones, la nueva informacion es de alguna manera incompatible con la preexistente,
generando un conflicto conceptual. Si este conflicto se resuelve de manera adecuada, se produce una
reorganizacion de los conocimientos en la mente del estudiante, dando lugar a un cambio conceptual
(Vosniadou y Vamvakoussi, 2006, citados por del Puerto, 2010).

No obstante, a veces, a pesar de plantearse el conflicto conceptual, no se produce un cambio conceptual o
este ocurre de manera parcial. En estos casos, surgen modelos sintéticos intermedios, ya que los
estudiantes intentan adaptar la nueva informaciébn a su marco preexistente, a pesar de las
incompatibilidades o incoherencias presentes (Biza, Souyoul y Zachariades, 2005, citados por del Puerto,
2010); estos modelos sintéticos intermedios son evidentes cuando los estudiantes cometen errores
(Vosniadou y Verschaffel, 2004).

Ahora bien, respecto a los términos conflicto cognitivo y conflicto conceptual, existe una diferencia
importante sobre su uso dependiendo del contexto en el cual se esteé.

Para el caso del término conflicto cognitivo conviene usarlo en la medida en que se esté abordando el
problema de la estructuracion cognitiva ligada a los procesos de madurez intelectual de los sujetos,
independientemente de los contenidos que se manejen (Lombana, 1998). Luego, en una situacion de
ensefianza, la estrategia para que el profesor genere un conflicto conceptual implicaria que establezca una
disonancia cognitiva! en el estudiante lo suficientemente grande para llevar a una acomodacién?, pero no
tan grande que no le permita continuar con la tarea propuesta. El resultado de esa acomodacidon seria un
cambio conceptual.

Silveira (1991, citado por Moreira, 2003), por ejemplo, ha propuesto una estrategia en la cual el profesor
empezaria la clase como si las ideas previas de los estudiantes, que hacen parte de la estructura tedrica
nativa de los mismos, fueran correctas, usandolas para desarrollar el asunto de interés con total acuerdo de
los estudiantes. Luego, el uso continuo de tales concepciones puede llevar a conclusiones erroneas,
errores conceptuales o misconceptions.

Modelos de Cambio conceptual

Con respecto a lo dicho anteriormente se hace mas Util y esclarecedor abordar el modelo de cambio
conceptual (MCC) y los problemas relacionados con la educacion en ciencias desde una perspectiva
epistemoldgica (Lombana, 1998), teniendo en cuenta la estructura tedrica nativa y el conflicto conceptual.

Un importante aporte a la interpretacion del MCC es realizado por Strike y Posner (1985), quienes ven el
aprendizaje como una actividad racional e investigan de qué manera se incorporan las nuevas
concepciones a las estructuras cognitivas de los estudiantes y como o cudndo, se vuelven disfuncionales
esas ideas previas (estructura tedrica nativa), para ser reemplazadas (citados por Bello, 2004). Estos
autores siguiendo la linea de Posner et al. (1982, citado por Lombana, 1998), plantean la idea de que

1 Se entiende por disonancia cognitiva a un estado de incomodidad o tension psicolégica que experimenta una
persona cuando tiene dos creencias, actitudes o ideas que entran en conflicto entre si, 0 cuando sus acciones no estan
alineadas con sus creencias o valores.

2 Se entiende por acomodacion como el proceso cognitivo en el que se reestructuran los esquemas mentales
existentes para integrar nueva informacién que no encaja con el conocimiento previo, implicando un cambio
profundo en la comprensién del concepto.



muchas concepciones estan entretejidas entre si, de tal forma que el cambio de una concepcion a/por otra,
desencadena el cambio o modificacién de muchas otras concepciones; por ello, es necesario plantear que
el aprendizaje envuelve dos patrones de reestructuracion.

El primero tiene que ver con la captura conceptual o asimilacién, en donde la nueva concepcion es
adicionada a, o reconciliada con, lo que el estudiante ya conoce, en el que no se requiere una revision
conceptual mayor. El segundo patrén estd asociado con el proceso a traveés del cual una concepcion
reemplaza el uso de otra, dando lugar a lo que se denomina intercambio conceptual o acomodacion, el cual
implica una reestructuracion, aunque también puede ser vista como una competicion entre concepciones.

Adicionalmente, existe evidencia sobre la posibilidad de efectuar cambios radicales que involucren todas
las concepciones, y en su extremo opuesto, también presentarse cambios parciales que involucren un
numero reducido de nociones (Lombana, 1998). Lo anterior, da pie para entender el cambio conceptual
como un proceso que involucra cambios integrales, asi como un proceso gradual, o por etapas (Lombana,
1998).

Moreira (2003), presenta un MCC popularizado en la década de ochenta que sigue el modelo kuhniano?,
propuesto por Posner et al. (1982) en el que a pesar de que existan varias condiciones para el cambio
conceptual, hay cuatro que parecen ser comunes en la mayoria de los casos (op. cit. p. 214):

1. Debe existir una insatisfaccién con las concepciones existentes: Es improbable que cientificos y
estudiantes hagan cambios radicales en sus conceptos, a menos que perciban que pequefios
movimientos no funcionan mas.

2. Una nueva concepcion debe ser inteligible: El individuo debe ser capaz de entender el nuevo
concepto lo suficiente para explorar sus posibilidades.

3. Una nueva concepcidn debe parecer inicialmente plausible: Cualquier nuevo concepto adoptado,
debe por lo menos parecer tener la capacidad de resolver los problemas generados por sus
predecesores.

4. Una nueva concepcion debe sugerir la posibilidad de un programa de investigacion fructifero: El
nuevo concepto debe tener el potencial de ser extendido a otras areas, de abrir nuevas
posibilidades.

Estos requerimientos hacen aparecer el proceso dentro de un contexto de extremada racionalidad; sin
embargo, la tension entre los cambios globales y graduales permite ver este punto con una Optica
diferente, ligado a las caracteristicas particulares de cada individuo, pues puede deducir que lo que se ha
dado en llamar cambio racional, no es mas que el uso de los distintivos propios de los elementos,
correspondientes a cada ecologia conceptual (Lombana, 1998).

Esta ecologia conceptual propone interdependencia entre las ideas; es decir, los conceptos que posee el
individuo determinan qué nuevas concepciones estd en condiciones de aceptar y, a la vez, éstas al ser
incorporadas en la red conceptual existente, la modifican (Bello, 2004, citando a Posner et al.). Bello
(2004) también comenta que:

$ Modelo de Kuhn: de cambio de paradigma para explicar el cambio conceptual desde el &mbito de la psicologia
cognitiva.



“La direccion de una acomodacion estd determinada por: anomalias frente a las expectativas del
individuo; su experiencia previa;, sus compromisos epistemoldgicos y creencias metafisicas, y el
conocimiento que tenga de otras areas. Todo ello dard como consecuencia una competicién entre
concepciones cuyo resultado generara el cambio conceptual (p.211)”.

En la linea de esta proposicién, - y continuando con el modelo de Thomas Kuhn (1978) - segin Carey
(1985, 1991, citada por Moreira, 2003), los seres humanos nacen con sistemas de conocimientos en
algunos dominios, como el del lenguaje, el de los objetos fisicos y el de los nimeros, que permiten
organizar los estimulos del mundo exterior.

Carey (1985, 1991, citada por Moreira, 2003), comenta que

“Este conjunto de conocimientos se constituye en teorias a partir de las cuales los conceptos son
explicados, estas teorias permiten que se pueda percibir ciertas cosas pertenecientes a un dominio y por
lo tanto se razone sobre ellas a partir de los principios que regulan el dominio en cuestion. [Ademas],
supone que, estas teorias pueden sufrir modificaciones estructurales a lo largo de la vida, lo que le
permite postular que los conceptos pueden evolucionar o aprenderse a partir de lo que llama cambio
conceptual (p. 304)”.

Carey (citada por Bello, 2004) reconoce dos tipos de cambio en la red conceptual del estudiante: el débil y
el fuerte. En el estudiante — o aprendiz -, el débil corresponde a modificaciones pequefias en los conceptos,
gue no implican cambios profundos en su red conceptual, pues no requieren un cambio de paradigma. A
diferencia de, el fuerte, el cual corresponde a aquellos cambios en los que se realizan modificaciones
profundas en las concepciones, provocando una revolucion en el conocimiento cientifico (Bello, 2004).

Ademas, Carey (1991, p. 258, citada por Moreira, 2003) plantea que el proceso de “enriquecimiento” se
da a partir de la adquisicion de nuevos conceptos, al ser contrastados con unos iniciales que son opuestos;
ya que la posicion del cambio conceptual permite la alternativa de que los nuevos conceptos adquiridos
puedan no ser definibles en los términos de los conceptos que ya se poseen.

Por lo tanto, la propuesta de MCC que presenta, implica modificaciones en los “core principles”
(principios centrales) que gobiernan las formas de razonar, dando lugar a nuevos principios que son
inconmensurables con los antiguos. Estos cambios pueden manifestarse en diferenciaciones conceptuales,
la unificacion de conceptos previamente considerados como distintos, 0 nuevos analisis que convierten
ciertos conceptos de simples propiedades en relaciones fundamentales. Estos cambios pueden resultar en
mudanzas, tanto en la posicion que los conceptos ocupan en las teorias como en su reubicacién en nuevas
categorias ontoldgicas.

Por otro lado, diSessa y Sherin (1998, citados en Bello, 2004) cuestionan la relevancia del enfoque
centrado en el modelo estandar para el cambio conceptual, planteando el interrogante principal: ";Qué
implica realmente el cambio conceptual?”. Argumentan que los conceptos son esenciales en este proceso,
pero su definicion no ha sido clara para los investigadores. Por ello, introducen la nocién de "constructos
tedricos” y proponen la "coordinacion de clase” como una categoria de conceptos, sefialando que
diferentes aprendizajes conllevan exigencias intelectuales diversas.

En relacion con lo dicho por diSessa y Sherin, Vosniadou (1994, citada por Moreira, 2003, Lombana,
1998 y Bello, 2004) considera que el cambio conceptual ocurre mediante ajustes graduales en el modelo
mental del mundo fisico, pues el enriquecimiento implica la adicion de informacion a las estructuras
conceptuales existentes, mientras que la revision puede implicar modificaciones en creencias,
suposiciones o0 en la estructura relacional de una teoria. Cuando el enriquecimiento consiste en agregar
nueva informacién a una estructura conceptual existente, se trata de un cambio conceptual simple,
mientras que la revision se hace necesaria cuando la nueva informacién es incompatible con creencias o
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suposiciones preexistentes. Aun asi, los fracasos en el aprendizaje suelen ocurrir cuando la adquisicion de
conocimiento demanda la revision de suposiciones arraigadas en el marco teorico, en estos casos, pueden
surgir inconsistencias, conocimiento inerte (memoristico) o la formacion de ideas preconcebidas (Bello,
2004).

Modelos mentales

Vosniadou (1994; Vosniadou y Brewer, 1994, citada por Moreira, 2003) utiliza el término de los modelos
mentales para explicar las dificultades de los estudiantes para la comprension de los conceptos cientificos.

Ademas, Moreira (2003) resalta que:

“Seguln esta autora, las representaciones que los estudiantes generan para comprender una situacion
estan determinadas por las teorias de dominio que los sujetos tienen sobre un determinado conjunto de
fendmenos, que, a su vez, adoptarian, de forma implicita, la estructura de ciertos principios o supuestos
epistemologicos y ontolégicos impuestos por las “teorias-marco” o teorias implicitas (Pozo y Goémez
Crespo, 1999, citados por Moreira, 2003)” (p. 310).

Estos supuestos implicitos se constituirian en los primeros afios de vida del sujeto, adn sin ser —
necesariamente — compatibles con los presupuestos de las teorias cientificas (modelos cientificos como
Vosniadou describié (1994, citada por Lombana, 1998)), convirtiéndose en el principal obstaculo para el
aprendizaje de conceptos cientificos.

Gutiérrez (2000, citado por Moreira, 2003), propone que la necesidad del individuo de construir modelos
mentales coherentes, robustos y consistentes que permitan tener una concordancia entre su pensamiento y
los datos del mundo, seria el agente responsable del proceso de cambio conceptual. Por ello, la relacion
entre modelos mentales y estructuras mentales -como la estructura tedrica nativa- podria describirse como
una relacion dialéctica, pues la lectura de la realidad a partir del conocimiento-en-accion* del sujeto
influenciaria los modelos mentales, pero el proceso de comparacion entre los resultados de esos modelos
mentales y el resultado efectivo de la situacion en si puede llevar a modificaciones en los invariantes del
sujeto por causa de las inconsistencias entre el modelo mental y la situacién nueva, o en la bisqueda de
coherencia entre su pensamiento y los datos del mundo externo (Moreira, 2003).

Sin embargo, Caravita (2001, citado por Moreira, 2003) subraya que:

“mas que observarse un proceso de construccion del conocimiento a partir de un cambio de
conceptualizaciones, 1o que se observa es que los estudiantes toman de la intervencion didactica
informacion de la que no eran conscientes y la aceptan y la creen. Lo revolucionario se observaria en
las consecuencias de esta aceptacion, que permitiria a los estudiantes, a partir del nuevo conocimiento
tener nuevas perspectivas sobre los hechos que potencialmente les pueden posibilitar nuevas formas de
procesar la informacion” (p. 310).

En esta linea, para promover un cambio conceptual, se sugiere abordar directamente las creencias
epistemoldgicas (definidas por Vosniadou como modelo mental inicial) en lugar de tratar solo las ideas
previas, por lo que es necesario tener en cuenta el contacto con los invariantes conceptuales de cada uno,
asi como lo resultante durante el proceso de aprendizaje. Los procesos que conducen al desarrollo de
modelos sintéticos (definidas por Vosniadou, 1994) pueden manifestarse de dos formas. En primer lugar,

4 Descrito por Greca y Moreira (2002, citado por Moreira, 2003) como un invariante conceptual.
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como un proceso de enriguecimiento conceptual, que implica simplemente agregar nuevo conocimiento a
la estructura conceptual existente. En segundo lugar, mediante la revision de la estructura teorica, lo que
puede implicar cambios en las creencias o0 supuestos, y esto a su vez se traduce en modificaciones en la
estructura logica de la teoria.

Asi pues, continuando con desde el punto de vista de Vosniadou (1994, citada por Lombana, 1998), el
cambio conceptual estaria relacionado con el proceso a través del cual las teorias especificas (o estructura
tedrica nativa, definida en el apartado que lleva su nombre) de los estudiantes entran en "contacto” con las
teorias y conceptos del area de estudio. En este proceso de "contacto” emergen tres tipos de modelos
mentales, a saber:

Modelos mentales iniciales

Modelos sintéticos

Modelos cientificos

Son construidos por el individuo
haciendo uso de su “estructura teorica
nativa" sobre el mundo fisico. En ella
se conjugan las creencias
epistemoldgicas y ontolégicas que
permiten  constituir un  modelo
coherente del mundo fisico. Este tipo
de conocimiento es consistente, 16gico
y fundamental para el individuo.

Son producto del "contacto"
entre la “estructura teorica
nativa" y los conceptos y teorias
de la ciencia. Estos se generan
en el intento de reconciliar estos
dos tipos de conocimientos. ES
aqui en donde emergen la
"misconceptions” y se inicia el
proceso de cambio conceptual.

Son construidos y
aceptados por la
Comunidad Cientifica.

Estos tipos de modelos son
descritos por los sistemas
tedricos que interpretan la
naturaleza desde una
perspectiva cientifica.

Tablal.-  Tipos de modelos mentales en el cambio conceptual propuesto por VVosniadou (1994, citada por

Lombana, 1998). Elaboracién propia.

Con lo dicho anteriormente, al establecer una relacién entre lo declarado por Vosniadou, Gutiérrez y
demas autores, se pueden establecer relaciones entre la estructura teérica nativa, modelo mental inicial,
conflicto conceptual y modelos mentales sintéticos. Estos se pueden visualizar en el siguiente diagrama,
en el que se ubican de izquierda a derecha a modo de proceso:

ESTRUCTURA
TEORICA NATIVA

Se refiere al conjunto de
conocimientos, creencias y

concepciones previas gue una CONFLICTO
persona posee sobre un tema CONCEPTUAL MODELQMENTAL
especifico antes de adquirir SINTETICO

nuevos aprendizajes o
informacion. Esta estructura esta
influenciada por la experiencia
previa, la educacion recibida, las
interacciones sociales y
culturales, entre otros factores.

El modelo mental sintético se
refiere a la representacion
cognitiva que se formaen la
mente de un individuo, como
resultade del proceso de
integracion y sintesis de
informacion nueva con sus

Se refiere a la discrepancia o
incompatibilidad que surge enla
mente de un individuo, cuando se
enfrenta a informacion nueva que
contradice sus concepciones previas
sobre un tema especifico. Este puede
surgir durante el proceso de

conocimientos previos. Este
MODELO MENTAL aprendizaje, cuando la nueva modelo mental sintético, surge
INICIAL informacién entra en conflicto con las cuando elindividuo logra

ideas preexistentes del estudiante,
generando una tensién cognitiva que
requiere ser resuelta.

reconciliar y unificar la nueva
informacion con sus
concepciones existentes,
creando una comprension mas
completa y coherente del tema
en estudio

El modelo mental inicial se refiere
alarepresentacion mental que
una persona tiene sobre un
concepto o tema especifico, antes
de adquirir nuevos conocimientos
o experiencias. Este modelo
mental inicial esta influenciado por
la estructura tedrica nativa dela
persona, es decir, por sus
conocimientos previes, creencias
y concepciones sobre el temaen
cuestion.
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Figural.- Diagrama de relacion entre modelos mentales durante el cambio conceptual. Elaboracion propia.

PERSPECTIVA ASUMIDA SOBRE CAMBIO CONCEPTUAL

Al respecto, algunos autores gque se tomaran en cuenta para esta investigacion proponen los siguientes
patrones de cambio conceptual:

1. Cambio Conceptual en Cascada (Posner et al, 1982, citado por Lombana, 1998): Se reconoce la
interrelacion entre una concepcion particular y otras relacionadas, lo que permite replantear la
estructura conceptual del estudiante. Identificar la nocién central que puede desencadenar cambios
en otras nociones es fundamental. Aungue la secuencia exacta de estos cambios es dificil de
determinar debido a su rapida sucesion, resulta interesante explorar mecanismos para prolongar y
ampliar este proceso, adaptandolo a la idiosincrasia del aprendizaje individual.

Modelo Mental
Inicial

Conflicto Estructura Conflicto
conceptual — TedricaNativa —— conceptual

Modelo Modelo
Mental Mental

/ Inicial \ / Inicial \
Modelo Modelo Modelo Modelo
Sintético Sintético sintético Sintético
Figura2.- Diagrama de Cambio Conceptual en Cascada. Elaboracidn propia.
2. Cambio Conceptual Masivo (Posner et al,1982): Este patron considera el cambio conceptual como

un proceso que reemplaza un conjunto de nociones por otro sin mediacion intermedia. Se basa en
el escrutinio racional de las concepciones contrastantes.
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Modeo mental

inicial
\\ Fase
Estructura - Conflicto

TeéricaNativa : conceptual

5
A

A

3

S
/Fase .

Modelo Mental
Inicial

Figura 3.- Diagrama de Cambio Conceptual Masivo. Elaboracidn propia.

3. Cambio Conceptual Incremental (Nussbaum 1989; Metz 1991; Carey 1985; Clough & Driver

4.

1986): Se refiere al proceso gradual de introduccion de nuevas ideas que forman la base para una
transformacion conceptual. Este enfoque permite cambios graduales donde nuevas ideas, con su
aplicacion a lo largo del tiempo, generan nuevas relaciones y significados.

Fase Fase Fase

Estructura
Teodrica nativa

Modelo Mental Inicial Modelo Sintético | Modelo Sintético Il

Figura4.- Diagrama de Cambio Conceptual Incremental. Elaboracion propia.

Cambio Conceptual de Construccion Dual (Nussbaum 1989; Metz 1991; Carey 1985; Clough &
Driver 1986): A veces, los estudiantes manejan dos explicaciones completamente diferentes y
contrapuestas sin dificultad aparente. Esto sugiere que el aprendizaje de un nuevo paradigma no
siempre implica un cambio completo en las concepciones existentes. En algunos casos, los sujetos
emplean maltiples formas de razonamiento sin que esto represente necesariamente un problema.



cODIGO

Estructura Conflicto
tedrica mental conceptual
Modelo mental Modelo
inicial sintético

Figura5.- Diagrama de Cambio Conceptual de Construccion Dual. Elaboracion propia.

Durante estos procesos de cambio conceptual, pueden surgir contratiempos como inconsistencias,
conocimiento inerte y malentendidos. Ademas, diversos motivos pueden dificultar el cambio conceptual
(segln Pruneau et al., 2005 y Vosniadou, 1994, citado por Bar6n 2009), como la falta de creencia en la
nueva teoria, la terquedad en mantener la concepcion inicial, el desinterés por el tema o la influencia de
concepciones arraigadas en la comunidad del estudiante.

TAREA CON SENTIDO PROFESIONAL EN LA FORMACION DE PROFESORES
DE MATEMATICAS

Segln la revision documental realizada en el proyecto de investigacion mencionado sobre “tareas con
sentido en/para la formacion profesional inicial del profesor de matematicas” se analiza el concepto de
tarea desde varios angulos, destacando la importancia de que las tareas propuestas en la formacion de
profesores de matematicas sean relevantes y estén disefiadas para fomentar competencias especificas en
los futuros profesores (Morales, et al., 2023).

Tras la revision documental, se propone una definicién de tarea con sentido profesional en la formacion
de profesores de matematicas como:

una demanda estructurada que brinda oportunidades de aprendizaje a los futuros profesores de
matematicas, con un contenido (matematico o didactico) y un propdsito de aprendizaje, involucrando
situaciones vinculadas a la practica o futura practica profesional y guiada por resultados de la
investigacion en Educacion Matematica; para promover el desarrollo de conocimientos, competencias
y destrezas necesarias en el futuro profesor de matematicas (Rendodn, et. al, 2023).

Ademas, se destaca que las tareas:

deben fomentar la creacion de nuevos conocimientos, estimular un rol activo por parte de los futuros
profesores, desafiar sus creencias y conocimientos, identificar y reconocer las limitaciones de su
experiencia actual, abordar las practicas y problemas profesionales del docente y permitir la exhibicion
y modificacion del conocimiento profesional, entre otros aspectos (Morales, N., et al. 2023).

Fases de Aké

Esta tarea se plantea siguiendo las fases propuestas por Aké, un enfoque metodoldgico que promueve un
analisis detallado y estructurado en el proceso de ensefianza y aprendizaje. Las fases propuestas por Aké
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proporcionan un marco sélido para abordar la complejidad de la ensefianza de los nimeros reales, guiando
a los estudiantes a traves de un proceso reflexivo y metodico.

La primera fase, que involucra el trabajo individual fuera del aula, permite a los estudiantes explorar los
conceptos fundamentales de los nimeros reales a través del analisis de libros de texto. Esto les brinda la
oportunidad de desarrollar una comprensién inicial de los temas clave y comenzar a reflexionar sobre los
desafios y las estrategias potenciales para la ensefianza de este tema.

La segunda fase, que implica el trabajo en equipo durante la sesion de clase, fomenta la interaccion y el
intercambio de ideas entre los estudiantes. Al discutir y comparar sus hallazgos individuales, los
estudiantes pueden identificar patrones comunes, asi como discrepancias y puntos de vista diversos. Esta
fase promueve el desarrollo de habilidades colaborativas y la construccion colectiva de conocimiento.

La tercera fase, centrada en la lectura y el analisis de documentos especializados, ofrece a los estudiantes
la oportunidad de profundizar en aspectos especificos de la ensefianza de los nimeros reales. Al examinar
investigaciones previas y perspectivas tedricas, los estudiantes pueden enriquecer su comprension y tomar
postura informada sobre los enfoques pedagdgicos mas efectivos.

La fase de reajuste, que sigue a la lectura de documentos, permite a los estudiantes revisar y ajustar sus
conclusiones iniciales a la luz de nueva informacién y perspectivas adquiridas. Este proceso de
retroalimentacion facilita un andlisis mas riguroso y matizado, mejorando la calidad de los resultados
finales.

Finalmente, la fase de institucionalizacion proporciona un espacio para consolidar los hallazgos y
reflexiones de los estudiantes en un marco mas amplio de la préctica educativa. Al compartir y discutir sus
conclusiones con el grupo, los estudiantes pueden contribuir al desarrollo de un conocimiento compartido
y generar ideas para futuras investigaciones y précticas pedagogicas.

Tarea implementada y a analizar

En este proyecto de investigacion, se busca validar la tarea “Ensefianza de los nimeros reales en libros de
texto y su aprendizaje” propuesta como Tarea con sentido profesional en la formacion de profesores de
matematicas, por el grupo de investigacién RE-MATE de la UPN y disefiada por la profesora Lyda Mora
Mendieta.

A lo largo de esta tarea, se explora la complejidad de los nimeros reales y se aborda su ensefianza y
aprendizaje, especialmente en el contexto de libros de texto utilizados en la educacién secundaria y media
en Colombia. Esta tarea tiene como objetivo principal que los futuros profesores de matematicas
reconozcan la complejidad en la ensefianza y el aprendizaje de los nimeros reales; asi mismo, busca que
no solo adquieran conocimientos tedricos sobre este conjunto numérico, sino que también desarrollen
habilidades précticas para ensefiar este objeto de manera efectiva en el aula.

Esta tarea se desarrolla en varias fases, que incluyen trabajo individual y grupal, lectura de documentos,
una fase de ajustes y una de institucionalizacion. Se fomenta la interaccion entre los estudiantes, la
discusion de sus ideas y la reflexion sobre las similitudes y diferencias en sus enfoques.

Los objetivos de esta tarea incluyen:

1. Reconocer distintos tipos de representaciones de los numeros reales a partir de su revision
historica y la literatura especializada en Educacion Matematica.
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2. Reconocer la complejidad en la conceptualizacién y aprendizaje de los nimeros reales mediante la
metacognicién y la revision de aspectos histéricos y errores frecuentes en la transposicion
didactica.

3. Tomar postura acerca de los aspectos esenciales de los nimeros reales que se deben abordar en su
ensefianza, a partir del estudio de documentos producidos en Educacion Matematica y la revision
de libros de texto.

Para lograr estos objetivos, se plantea un proceso estructurado [proyecto de investigacion] que involucra
diversas etapas y actividades, como se detalla en el anexo B del documento:

1. Fase Individual: En esta fase, los estudiantes realizan un trabajo individual extraclase donde
reciben un libro de texto escolar de 8° grado y analizan cémo se introducen los nimeros reales
en el texto, asi como las caracteristicas fundamentales que se destacan. Se espera que
identifiquen las representaciones propias de los numeros reales presentes en el libro y
reflexionen sobre la forma en que se aborda este concepto en el material educativo.

2. Fase Grupal: Posteriormente, los estudiantes se retnen en equipos en una sesion de clase para
compartir y discutir sus analisis individuales. Comparten sus conclusiones preliminares y
plantean reflexiones conjuntas sobre los aspectos abordados en los libros de texto
seleccionados. En esta fase, los equipos colaboran para plasmar de forma creativa en un pliego
de papel o diapositiva, sus conclusiones sobre los nimeros reales segln lo expuesto en los
textos escolares, respondiendo a preguntas orientadoras especificas.

3. Fase Tedrica: Despues de la fase grupal, los estudiantes se sumergen en una fase tedrica donde se
les asigna la lectura analitica de cinco documentos relacionados con los nimeros reales. Cada
grupo de estudiantes responde estas preguntas sobre los documentos, profundizando en
aspectos clave como la introduccion de los numeros reales en los textos, las caracteristicas
fundamentales que los conceptualizan y las representaciones propias de los nimeros reales.

Esta fase proporciona a los estudiantes la oportunidad de ampliar su comprension de los
nameros reales a través de la revision de fuentes académicas y especializadas. Les permite
contrastar y complementar la informacion encontrada en los libros de texto escolares con
perspectivas tedricas mas profundas y detalladas. Ademas, les brinda la base para reajustar y
enriquecer las conclusiones establecidas en las fases anteriores, preparandolos para la fase de
reajuste y la institucionalizacion de las ideas principales sobre los nimeros reales.

4. Fase de Reajuste: Despueés de la fase tedrica, los estudiantes se organizan en equipos Yy, revisan y
complementan las conclusiones establecidas inicialmente en base a la informacion teorica
adquirida. Cada equipo modifica su trabajo original para reflejar un mayor entendimiento de
los nimeros reales y sus representaciones. Posteriormente, se lleva a cabo una exposicion de
las conclusiones revisadas.

5. Fase de Institucionalizacion: Esta fase inicia con la exposicién de carteleras que presentan las
ideas principales sobre los nimeros reales, seguida de una seleccién de las ideas mas
relevantes por parte del profesor. Se destaca la complejidad de los nimeros reales y se
enfatiza la importancia de caracteristicas como la completitud y la cardinalidad en su estudio.
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Caracteristicas de tarea con sentido profesional

Esta tarea fue propuesta desde la conceptualizacion de Tarea con sentido profesional en la formacion de
profesores de matematicas, por lo que fue propuesta respondiendo a unas caracteristicas dadas por el
proyecto de investigacién y por su autora, Lyda Costanza Mora. Estas son:
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Propiciar un rol activo por parte de los futuros profesores.

Potenciar el desarrollo personal de los futuros profesores a partir de las interacciones (v.g.
discusiones, trabajo grupal) con otros.

Abordar [posibles] practicas o problemas profesionales del profesor de matematicas.

Poner en juego las creencias, concepciones (v.g. en relacion con lo que significa ensefiar o
aprender matematicas) y conocimientos (v.g. matematico, didactico, curricular) de los futuros
profesores.

Permitir exhibir el conocimiento (v.g. matematico, didactico, curricular) de los futuros profesores
en torno a los asuntos (v.g. objetos, procesos, procedimientos) matematicos escolares inmersos.
Permitir a los futuros profesores modificar (transformar, descubrir, replantear, reaprender,
profundizar) su conocimiento.

Vincular la préctica del profesor de matematicas con desarrollos tedricos-investigativos de la
Didactica de las Matematicas.

Permitir que surjan nuevos cuestionamientos que potencien la perspectiva profesional del futuro
profesor de matematicas

Promover la comprension de conceptos didacticos y matematicos

Permitir a los futuros profesores reconocer caracteristicas del desarrollo (de tipo
cognitivo/epistémico) del pensamiento matematico, en pertinencia con lo que plantea el curriculo
escolar colombiano

Tener una estructura en relacion con su intencionalidad



CAPITULO 3. MARCO METODOLOGICO

Este capitulo contiene una descripcién detallada de los aspectos metodoldgicos para tener en cuenta en la
investigacion para validar si la tarea “Ensefianza de los nimeros reales en libros de texto y su aprendizaje”
es una tarea con sentido profesional en la formacién de profesores de matematicas. En esta misma, se
desarrollard la herramienta analitica propuesta, para asi comprender su estructura y su relacion con el
objetivo de este trabajo de investigacion.

ASPECTOS GENERALES

Participantes

La poblacién que se observo en esta investigacion corresponde a un grupo de estudiantes del programa de
Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagégica Nacional, especificamente el grupo del
espacio académico Ensefianza y Aprendizaje de la Aritmética y el Algebra que se desarrollé durante el
semestre lectivo 2023-2 y que orient6 la profesora Natalia Morales Rozo.

La seleccidn de los estudiantes a considerar como muestra se fundamento en criterios, tales como:
e Asistencia completa durante la realizacion de la tarea
e Entrega de los documentos solicitados en la fase | y la fase Ill

La aplicacion de los criterios mencionados anteriormente, hizo que de los 19 estudiantes inscritos en el
espacio académico se tuvieran en cuenta para la investigacion 12 estudiantes (ver, Anexo A), ya que los
participantes incluidos en el estudio fueron aquellos que completaron satisfactoriamente las tres sesiones
de la tarea propuesta, lo que implicaba su compromiso y dedicacion al proceso de aprendizaje. Ademas,
los documentos entregados proporcionaron informacion adicional y detallada sobre el proceso de
aprendizaje y la comprension de los conceptos abordados en el contexto de la tarea propuesta.

Estrategia y enfoque investigativo

La estrategia investigativa empleada en este estudio se baso en la observacion participante y el anlisis
documental como principales métodos de recoleccion de datos. Este enfoque permitié sumergirse en el
entorno del aula de Ensefianza y Aprendizaje de aritmética y algebra, asi como en las interacciones y
dinamicas del grupo estudiantil, objeto de estudio. La observacion participante implico la presencia activa
del investigador en las sesiones de clase, lo que posibilité recopilar informacién sobre el progreso de la
tarea asignada, las interacciones entre los alumnos y la docente, y los procesos de aprendizaje en marcha.
Esta metodologia ofrecié una vision directa y detallada de los sucesos y situaciones en el aula, capturando
aspectos significativos del proceso educativo.

Adicionalmente, se realiz6 un analisis documental de los materiales producidos por los estudiantes durante
la ejecucién de la tarea. Estos documentos comprendieron carteles, registros de conclusiones grupales y
cualquier material pertinente a la actividad. La evaluacion de estos documentos proporcion6 informacion
adicional sobre el rendimiento de los estudiantes, su comprension de los conceptos tratados y la evolucion
de la tarea en sus distintas etapas. De manera conjunta, la combinacion de la observacion participante y el
andlisis documental facilité la comprension profunda de los fenémenos educativos estudiados y la
obtencion de descubrimientos relevantes para la validacion de la tarea Ensefianza y Aprendizaje de la
Aritmética y el Algebra.
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La aproximacion y el enfoque investigativo utilizado en este estudio se fundament6 en una perspectiva
cualitativa y fenomenoldgica. Desde una perspectiva cualitativa, se prioriz6 la comprensién de los
procesos subyacentes y las interacciones sociales que influyen en la construccion del conocimiento
matematico. Se buscé capturar la riqueza y la complejidad de los fendmenos estudiados a través de la
observacion detallada, el andlisis reflexivo y la interpretacion contextualizada de los datos recopilados. El
enfoque fenomenoldgico, por su parte, implicé la exploracion de las vivencias y perspectivas de los
participantes en relacién con la tarea propuesta y el proceso de aprendizaje. Se prest6 especial atencion a
los significados atribuidos por los estudiantes y la profesora a las fases realizadas, asi como a los factores
que influyen en su comprension y apropiacion de los conceptos matematicos.

Fases de la investigacion

Con la intencion de validar la tarea "Ensefianza de los nimeros reales en libros de texto y su aprendizaje”
para determinar si es una tarea con sentido profesional en la formacion de profesores de matematicas,
utilizando la estrategia de cambio conceptual, durante esta investigacion, se siguieron las siguientes fases,
a saber:

Fase exploratoria

En esta fase, se llevd a cabo una aproximacion al fenémeno u objeto de estudio utilizando diversos
recursos y herramientas, como la observacion directa y la participacion. Posteriormente, se define el
cambio conceptual como estrategia metodoldgica para la validacion de las tareas, lo que implica
comprender claramente su alcance y aplicacion en este contexto particular:

En esta se tuvo en cuenta lo siguiente:

o Marco de referencia sobre tarea con sentido profesional en la formacion de profesores de
matematicas: Se exploraron las conceptualizaciones previas establecidas en el proyecto Tareas
con sentido para profesores que ensefiaran matematicas, un ejemplo desde la Didactica de la
Aritmética y el Algebra (Morales et al., 2022).

o Definiciéon de cambio conceptual como estrategia metodoldgica para la validacion de tareas: Se
establecid una comprension clara de lo que se entiende por cambio conceptual, asi como se
concentra informacion sobre los posibles modelos de cambio conceptual propuestos por diferentes
autores.

o  Construccion de la herramienta de validacion: Se disefié una herramienta especifica para evaluar
el “sentido” de las tareas. Ademas, se describié como se utilizaria esta herramienta para validar las
tareas.

Fase analitica

Esta fase implico el estudio y andlisis de la informacidn recopilada u observada. Para ello, se realizé una
revision exhaustiva del material, su clasificacion, la identificacion de problemas u objetivos, y la
integracion de la informacion, transformandola en un lenguaje cientifico.

o Seleccion de evidencias: Se examinan las evidencias recopiladas sobre la tarea que se desea
validar y se depuran las evidencias teniendo en cuenta el proposito de la investigacion sin excluir
muestras. Finalmente, se organizan aquellas que permitan evidenciar el proceso de cada
estudiante.

o Aplicacion de la herramienta de validacién: Se utilizara la herramienta construida para evaluar las
tareas seleccionadas para la que posteriormente se registraran los resultados obtenidos.
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o Anédlisis de los resultados: Se realiza un andlisis de los datos recopilados en los que se considera
coémo los resultados se relacionan con la conceptualizacion de tareas con sentido y el cambio
conceptual.

Fase de discusion y conclusiones

En esta fase se revisa la informacién obtenida, contrastandola con datos de otros investigadores o estudios
previos. El objetivo es alcanzar un nuevo nivel de conocimiento a través del andlisis critico de los datos
recopilados.

o Resultados y conclusiones: Se documentaran los hallazgos y conclusiones, respondiendo al
objetivo propuesto, destacando los aspectos clave de la validacion y su relevancia para la
formacion de profesores de matematicas.

EVIDENCIAS

Teniendo en cuenta lo llevado a cabo durante las 3 sesiones de clase en las que se desarroll6 la tarea
Ensefianza y Aprendizaje de la Aritmética y el Algebra descrita en el apartado tarea implementada y a
analizar del Capitulo I, que a su vez se cohesiona con las fases para la implementacion de tareas
propuestas por Aké y Lopez-Mojica (2020) referidas en el marco de referencia.

Por ello fue necesario usar evidencias grupales organizadas de la siguiente manera:

Cddigo de grupo Estudiantes del grupo
1 HV,JRyJV
GVylJG
VZ, LBy AM
DDy JF
MB y SG
Tabla2.-  Organizacion de los grupos por nimero

g lwiN

Con ello se codificaron las evidencias para llevar a cabo el analisis propuesto en este estudio, las cuales
son:

Transcripciones de clase

Las transcripciones de clase se realizaron a partir de los videos grabados durante las sesiones en las que se
abordé la tarea sobre la Ensefianza de los nimeros reales en los textos escolares (Anexo D — Videos de
clase). Estas transcripciones se generaron tanto a partir de los videos recopilados como evidencia para el
proyecto de investigacion Tareas con sentido profesional para la formacion de profesores de
matematicas, como de los audios grabados por los estudiantes durante las fases correspondientes al trabajo
grupal.

En necesario resaltar que no todos los estudiantes proporcionaron esta evidencia, ya que algunos no la
compartieron en el grupo de Teams conformado por todos los estudiantes del curso “Ensefianza y
aprendizaje de la aritmética y el algebra™ del semestre 2023-2 (los recopilados se encuentran en el anexo 1
como audio).

Los codigos usados para estas evidencias fueron:

o Videos de transcripciones de clase: Numero de video_ tiempo del fragmento
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o Audios grupales: GNumero del grupo_AudNumero de audio

Posteriormente, estas transcripciones fueron depuradas para cada estudiante, conservando informacion
relevante como definiciones, conceptos y objetos matematicos, en los que fuese posible evidenciar un
proceso relacionado al objetivo de esta investigacion.

Producciones de los estudiantes

La produccion de los estudiantes se encontraba recopilada en los archivos del Grupo de Teams
"Ensefianza y Aprendizaje de la Aritmética y el Algebra" del semestre 2023-2, proporcionada como
evidencia para el proyecto de investigacion Tareas con Sentido Profesional para la Formacion de
Profesores de Matematicas.

Esta produccion se divide en cuatro fases:

1. Fase I: Corresponde a la tarea enviada por los en la que se les pidid diligenciar una tabla con las
instrucciones correspondientes (Anexo E). Esta se codificd: Iniciales del nombre y apellido_tarl

2. Fase II: Corresponde a la elaboracion de la cartelera durante la primera sesion de clase (Anexo F).
Esta se codifico: Iniciales del nombre y apellido_carl

3. Fase Ill: Corresponde a la fase tedrica en la que los estudiantes trabajaron en grupo (Anexo G).
Esta se codificd: Iniciales del nombre y apellido_teo

4. Fase IV: Corresponde a los ajustes realizados por los estudiantes a sus carteles durante la fase de
reajuste (Anexo F). Esta se codifico: Iniciales del nombre y apellido_car2

HERRAMIENTA ANALITICA

Con el fin de organizar, depurar y analizar las evidencias con las que se cuenta, se construyen 3 tablas, en
las que se tienen en cuenta los objetivos de esta investigacion, el marco de referencia constituido y la
justificacion para la validacion de la tarea Ensefianza y Aprendizaje de la Aritmética y el Algebra.

En este sentido, para el caso de las evidencias que se encuentran en los anexos y que hacen sus veces de
las producciones escritas y grabadas, se utiliza la siguiente tabla para depurar y organizar el proceso
realizado por cada estudiante durante la tarea implementada:

Cdbdigo del estudiante

FASE INDIVIDUAL | Cédigo de la evidencia

Aqui se encuentra la depuracion del anexo E correspondiente a la Fase Individual, en la que se
encuentran términos que permiten evidenciar las ideas previas de cada estudiante.

FASE GRUPAL | Cédigo de la evidencia

Aqui se encuentra la transcripcion del anexo F correspondiente al producto de la Fase Grupal,
en la que se puede visualizar lo escrito en las carteleras por cada grupo.

Tiempos de grabacion en la | Aqui se encuentra la depuracién del anexo C correspondiente
que se encuentra el fragmento | a los audios de la Fase Grupal, en las que se tiene en cuenta
los fragmentos relacionados con la realizacion de la fase.
FASE TEORICA Codigo de la evidencia

Aqui se encuentra la depuracién del anexo G correspondiente a la Fase Tedrica, en la que se
encuentran términos que permiten evidenciar las conceptualizaciones de cada grupo sobre los
modelos cientificos propuestos.
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FASE DE REAJUSTE

| Cédigo de la evidencia

Aqui se encuentra la transcripcion del anexo F correspondiente al producto de la Fase de
Reajuste en la que se puede visualizar lo escrito en papeles de otro color (tal y como se dio en

las instrucciones de la tarea implementada) en las carteleras por cada grupo.

Tiempos de grabacion en la que
se encuentra el fragmento

Aqui se encuentra la depuracion del anexo C correspondiente
a los audios de la Fase de Reajuste, en las que se tiene en
cuenta los fragmentos relacionados con la realizacion de la
fase.

FASE

INSTITUCIONALIZACION

DE

Codigo de la evidencia

Tiempos de grabacion

Aqui se encuentra la depuracion del anexo D correspondiente
a los audios de la Fase de Institucionalizacion, en las que se
tiene en cuenta los fragmentos relacionados con la realizacion
de la fase, en la exposicion de cada estudiante.

Tabla 3.-

A estudiante, el cual consiste en las inciales del

giendo su idenidad,

e fin de diferenciar el proceso

individual

Herramienta 1 para la depuracion de evidencias de cada estudiante.

De igual forma, fue necesario nombrar cada proceso por estudiante, por lo que se contaran con varios,
codificados de la siguiente manera: cddigo del estudiante y nimero del proceso. Este nimero se refiere a
cada una de las estructuras evidenciadas durante el proceso de la tarea implementada.

Esta informacién se organizara en una tabla (ver Tabla 4), que permitira evidenciar el proceso de cada
estudiante con respecto a los diferentes modelos cientificos trabajados durante la tarea propuesta (Anexo
1). Asi mismo, tendréd una estructura que permita evidenciar la relacion entre la Estructura Teérica Nativa
y los conflictos conceptuales que pudieron presentarse, por medio de fragmentos de transcripciones y
estructuras evidenciadas en la depuracion de la Tabla 3. Alli mismo, se encontrara una conclusion que
hara referencia al proceso de cada estudiante durante la realizacion de la tarea. Estos se encuentran
organizados en una herramienta constituida de la siguiente manera:

Cdd. Fase | Fase Il Fase IlI Fase IV Fase V Conclusién
Cadigo Fragmentos | Fragmentos de | Fragmentos de | Fragmentos de | Fragmentos de | Descripcion
del de la| la depuracion | la depuracion | la  depuracion | la  depuracion | del  proceso
proceso depuracion correspondient | correspondient | correspondiente | correspondient | en general.
del correspondie | es a la | es a la|s a la | es a la
estudiante | ntes a la | transcripcion produccién de | transcripcion de | transcripcion

produccién de los audios | esta fase. los audios | de los audios

de esta fase.

grupales  de
esta fase. Asi
como
fragmentos de
la
transcripcion

de las
carteleras
realizadas
durante  esta
fase.

grupales de esta
fase. Asi como
fragmentos de la
transcripcion de
las  carteleras
reajustadas
durante
fase.

esta

grupales  de
esta fase.
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Tabla 4.-

Herramienta 2 para organizacion de los procesos y las fases llevadas a cabo durante cada uno.




Luego, para resaltar la relacion entre los modelos mentales de cada estudiante; y deducir el patrén que
caracteriza el cambio conceptual de dicho estudiante se utiliza la siguiente tabla:

Cad. Fase de Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
la tarea®
Cadigo del | Fase | Modelo Mental Inicial evidenciado | Modelo  Sintético  Inicial
e del en lafase | evidenciado en la fase |
Fase Il Modelo Mental Inicial evidenciado | Modelo  Sintético  Inicial
en la fase Il evidenciado en la fase Il
Fase Il Modelo Mental Inicial evidenciado | Modelo  Sintético  Inicial
en la fase Il evidenciado en la fase Il
Fase IV Modelo Mental Inicial evidenciado | Modelo  Sintético  Inicial
en la fase IV evidenciado en la fase IV
Fase V Modelo Mental Inicial evidenciado | Modelo  Sintético  Inicial
en la fase V evidenciado en la fase V
Tabla5.-  Herramienta 3 para organizar los modelos mentales en cada fase.

Finalmente, el anélisis de las tres herramientas mencionadas previamente junto con los objetivos y las
caracteristicas de la tarea Ensefianza y Aprendizaje de la Aritmética y el Algebra descritos previamente en
el apartado Caracteristicas de tarea con sentido profesional del Capitulo | permitira validar la tarea como
una tarea con sentido profesional en la formacion de profesores de matematicas segun el cambio
conceptual obtenido por cada estudiante.

Ejemplo del uso de la herramienta analitica

En este apartado se realizara un ejemplo de aplicacion de las herramientas para que asi pueda ser de
utilidad durante la busqueda de anexos.

En la herramienta analitica 2, es posible evidenciar varios procesos organizados de la siguiente manera:

5 En el caso de que no sea posible encontrar modelos mentales en alguna fase, no sera necesario tener todas las fases.
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Fase |

Fase 11

Fase I11

Fase IV

Fase V

Conclusién

HB3

Su representacion en la recta
numérica, mediante
intervalos acotados y no
acotados, y por expresiones
decimales. Se destaca la
utilizacion de herramientas
geométricas como el
teorema de Pitagoras para
la representacion de
ndmeros irracionales en la
recta numérica.

Explican lo de los intervalos
acotados con respecto a los
segmentos se hace una
anotacion, bueno, durante todos
los nimeros reales nos dice que
siempre hay un punto en la
recta numérica que va a
significar un namero real.

Representaciones como la
recta numérica, biyeccion
punto-nimero, y fracciones
continuas.

Recta numérica

Representacion en la recta
numérica, que son los
irracionales. Y ahora a esa
representacion de la recta
numérica se le puede adicionar
una representacion geométrica
por el Teorema de Pitagoras

Representaciones
geométricas.

La recta numérica y otras
representaciones geométricas
proporcionan una
visualizacion intuitiva de los
nUmeros reales y ayudan a los
estudiantes a relacionar
conceptos abstractos con
situaciones concretas.

Aun asf, se define la
diferencia entre decimal
infinito, decimal periédico
puro, decimal periddico,
expresion decimal

Bueno, a uno no le dicen
como...es decimal y ya, sino
explicar decimal periddico,
decimal periédico puro,
decimal

Hay representaciones
simbolicas que son: decimal,
decimal exacto, decimal
periédica pura y decimal no
periédica

Sistema de representacion
simbolica, Sistema de
notacion decimal, notacion
operatoria habitual. Notacion
decimal y fraccionaria.
Expresiones algebraicas y
analiticas.

Representacion de:
expresiones algebraicas,
magnitudes geométricas,
expresiones decimales -
Notacion decimal (finita,
periédica, no periddica).
Radicales

HB: bueno, el segundo tema que
es los irracionales, bueno hace la
representacion en la recta
numérica y de forma geométrica.
Esos, pues por el teorema de
Pitagoras.

y la logaritmacion, bueno, los
radicales como una
representacion y la
logaritmacion como una
operacion. Y, ya clasificandolas,
no hay representaciones y ni
expresiones algebraicas.

En la primera fase, el estudiante sefiala que en el
libro se aborda la representacion de los nimeros
reales a través de la recta numérica, utilizando
intervalos acotados y no acotados, asi como
expresiones decimales. Se hace hincapié en la
utilizacion de herramientas geométricas, como el
teorema de Pitagoras, para representar los nimeros
irracionales en la recta numérica. Ademas, se define
la distincion entre decimales infinitos, decimales
periédicos puros, decimales periddicos y
expresiones decimales.

En la segunda fase, se reitera la explicacion sobre los
intervalos acotados en relacién con los segmentos en
la recta numérica, resaltando que en todos los
nUmeros reales siempre existe un punto en la recta
numérica que representa un nimero real. Se
menciona nuevamente la representacion de
irracionales en la recta numérica, agregando la
posibilidad de una representacién geométrica a
través del Teorema de Pitagoras. Asimismo, se
detalla que los decimales exactos, decimales
periddicos puros y decimales no periédicos son
representaciones de nimeros reales.

En la tercera fase, el estudiante identifica en los
referentes tedricos varias representaciones, como la
recta numérica, la biyeccién punto-nimero y las
fracciones continuas, asi como representaciones
geomeétricas que ofrecen una visualizacion intuitiva
de los nimeros reales y ayudan a relacionar
conceptos abstractos con situaciones concretas.
Ademés, se menciona el sistema de representacion
simbolica, el Sistema de notacion decimal, la
notacion operatoria habitual, la notacion decimal y
fraccionaria, y las expresiones algebraicas y
analiticas como representaciones de los nimeros
reales basadas en los referentes dados.

En la cuarta fase, se concluye que las
representaciones de los nimeros reales incluyen la
recta numérica, la representacion de expresiones
algebraicas, magnitudes geométricas, expresiones
decimales (notacién decimal finita, periédica, no
periddica), radicales, y la representacion de los
nUmeros irracionales en la recta numérica y de forma
geométrica mediante el teorema de Pitagoras.

En la dltima fase, se detalla una representacion
simbolica dividida en notacion decimal finita e
infinita, asi como no periédica, y se menciona la
logaritmacion, los radicales como representacion y
la logaritmacién como operacion. Se aclara que no
se encuentran representaciones ni expresiones
algebraicas en el libro inicialmente asignado.
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Tabla 6.-

Ejemplo de organizacion de las estructuras tedricas nativas y los conflictos conceptuales de cada estudiante




Para la herramienta 3, esta tendra las fases correspondientes a las propuestas para la realizacion de la tarea,
teniendo en cuenta aquellas en las que se evidencio el uso de estructuras teéricas y modelos cientificos
relacionados entre si, tal y como se puede observar en la Tabla 7.

Observacion de la ausencia de
representaciones algebraicas en el libro.

Cod. | Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Identificacion de la representacion de
los numeros reales a través de la recta I .
g . Entendimiento de las representaciones
numerica, intervalos acotados y no|. . : .
Fase | . . iniciales de los numeros reales y sus
acotados, y expresiones decimales.| . : .
e - diversas expresiones decimales.
Utilizacién del teorema de Pitdgoras
para representar nimeros irracionales.
Reiteracion de la explicacion sobre
intervalos acotados y representacion | Refuerzo del conocimiento sobre la
Fase I geométrica de los irracionales. | representacion de los nimeros reales y la
Reconocimiento de la representacion de | inclusion de més detalles sobre sus formas
decimales exactos, periddicos puros, y | decimales y geométricas.
no periddicos como nlmeros reales.
Identificacion de diversas
representaciones de los nimeros reales:
recta numérica, biyeccion punto- | Ampliacion de la comprension de las
HB3 Fase Il |namero, fracciones continuas, Y |representaciones de los nimeros reales y
representaciones geomeétricas. | su visualizacion intuitiva.
Conexidén de conceptos abstractos con
situaciones concretas.
Conclusion sobre la variedad de
representaciones de los nimeros reales:
recta numeérica, expresiones | Consolidacion de una vision amplia y
Fase IV |algebraicas, magnitudes geométricas, | multifacética de las representaciones de los
notacion  decimal, radicales, Yy |numeros reales.
representacion geométrica de
irracionales.
Detalle de la representacion simbdlica, o L
. g . L Reconocimiento de las limitaciones del
incluyendo notacién decimal finita e . . "
P . . .| material estudiado y comprension detallada
Fase VV |infinita, radicales, y logaritmacion.

de las representaciones simbdlicas y
operacionales de los nimeros reales.
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Tabla 7.-

Ejemplo de la herramienta analitica aplicada al proceso HB3




CAPITULO 4. ANALISIS

En este capitulo se muestran los patrones de cambio conceptual identificados en cada uno de los
estudiantes de la muestra seleccionada empleando la herramienta analitica mencionada y ejemplificada
previamente, por lo que la herramienta 2 no serd necesaria, ya que esta fue analizada para construir la
herramienta 3.

El objetivo principal es identificar y comprender como los estudiantes progresan en su comprension de los
conceptos matematicos fundamentales y como estos conceptos se consolidan y reestructuran a lo largo de
la tarea implementada.

Luego, con tales patrones y lo descrito en el apartado de tarea implementada y a analizar se hace la
validacién de la tarea Ensefianza de los nimeros reales en libros de texto y su aprendizaje como tarea con
sentido profesional en la formacion de profesores de matematicas.

ESTUDIANTE HB
Patron de Cambio Conceptual HB1
Cod. | Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Presentacion de los conjuntos numéricos S .
) Definicion de los nimeros reales como la
(naturales, enteros, racionales e ., . h
Fasel |: , . unién de los conjuntos de numeros
irracionales) a través de representaciones . N
g N, racionales e irracionales.
por extensién y comprension.
Relacion de la definicion de los nimeros | Comprensién inicial de los ndmeros
Fase Il |reales mediante la representacion por |reales a través de una representacion mas
comprension de los conjuntos Q U | abstracta.
HB1 —
Reconocimiento de la  estructura
Reconocimiento de la importancia de | didactica mas clara para la definicion de
presentar primero el conjunto de nimeros | los nameros reales. Se nota una posible
Fase V |racionales, seguido por el conjunto de | confusién sobre la nocién de infinito y el
irracionales, 'y luego unirlos vy |diagrama del libro sugiere
representarlos por comprension. incorrectamente que los racionales son un
conjunto mas extenso.

Tabla 8.- Modelos mentales de HB1

En la fase I, presenta los conjuntos numéricos (naturales, enteros, racionales e irracionales) a través de
representaciones por extension y comprension, y define los nimeros reales como la unién de los conjuntos
de numeros racionales e irracionales. En la fase 11, relaciona la definicion de los nimeros reales mediante
la representacién por comprension de los conjuntos Q e I, logrando una comprension inicial de los
nameros reales a través de una representacion mas abstracta.

En la fase V, reconoce la importancia de presentar primero el conjunto de nimeros racionales, seguido por
el conjunto de irracionales, para luego unirlos y representarlos por comprension. Este reconocimiento de
una estructura didactica mas clara en la definicion de los numeros reales muestra una mejora progresiva en
su entendimiento. Sin embargo, sefiala una posible confusion sobre la nocidn de infinito y la interpretacion
de los diagramas del libro, el cual sugiere incorrectamente que los racionales son un conjunto mas
extenso, lo que indica que estd comenzando a cuestionar y mejorar su comprension, de forma gradual y no
dréstica.
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El estudiante introduce la definicion de los nimeros reales a través de distintas representaciones, en un
proceso de cambio conceptual incremental; pues las nuevas ideas se van incorporando de manera gradual,
integrando y consolidando la informacién de forma continua. Asi mismo, la falta de conflictos
conceptuales indica que el estudiante estd asimilando la nueva informacion de forma fluida, sin alterar
significativamente su estructura nativa teorica.

Patron de Cambio Conceptual HB2

Cod. | Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Representacion de los ndmeros reales
mediante la letra "R™ y definicion como | Entendimiento inicial de los numeros
todos los numeros decimales. Uso de |reales y su representacion, asi como las
diagramas para ilustrar las relaciones de | relaciones  entre  distintos  conjuntos
contenencia y no contenencia entre los | numéricos.
HB2 conjuntos NUMEricos.
Observacion de la falta de relacion con
otros sistemas numéricos, como los
Fase Il |ndmeros naturales, y ausencia de
menciones a sistemas numéricos
adicionales (binario, sexagesimal).
Tabla9.-  Modelos mentales de HB2

Fase |

Conclusion de que no existe una relacién
entre diferentes sistemas numéricos en el
material estudiado, aungue si se reconoce
la relacion entre conjuntos numeéricos.

El estudiante adquiere una comprension inicial de los numeros reales y su interrelacién con otros
conjuntos numéricos, representandolos mediante diagramas, pues con este proceso, evidencia una
construccion inicial del conocimiento. En la fase I, se aborda la representacién de los nimeros reales
mediante la letra "R" y su definicidn como todos los nimeros decimales. Se utilizan diagramas para
ilustrar las relaciones de contencidén y no contencion entre los conjuntos numéricos, lo que permite al
estudiante entender las relaciones entre distintos conjuntos numéricos desde una perspectiva gréafica y
conceptual.

A lo largo de su proceso de aprendizaje, el estudiante experimenta un patron de cambio conceptual de
construccion dual, donde explora la comprension de los nimeros reales y sus interacciones dentro del
sistema numérico, al mismo tiempo que reconoce la falta de integracion con otros sistemas numéricos. En
la fase Il, observa la falta de relacién de los nimeros reales con otros sistemas numéricos, como los
nameros naturales, y nota la ausencia de menciones a sistemas numéricos adicionales (por ejemplo,
binario y sexagesimal). De igual forma, al identificar la carencia de vinculacion con otros sistemas
numéricos y la omisién de mencionar sistemas como el binario o sexagesimal, el estudiante se enfrenta a
una perspectiva dual. Por un lado, comprende adecuadamente las relaciones entre los diferentes conjuntos
numéricos; por otro lado, reconoce la falta de integracion con otros sistemas numéricos.

La habilidad para gestionar dos explicaciones o perspectivas distintas sin que una invalide por completo a
la otra constituye un aspecto distintivo del cambio conceptual de construccion dual. Esta comprensién
permite al estudiante concluir que, aunque no existe una relacién directa entre diferentes sistemas
numericos, se puede reconocer la relacion entre estos conjuntos, lo cual es fundamental para un
aprendizaje profundo y adaptativo en matematicas.

Patron de Cambio Conceptual HB3

Cod. | Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
HB3 | Fase | Identificacion de la representacion de | Entendimiento de las representaciones
los nimeros reales a través de la recta | iniciales de los nimeros reales y sus
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numeérica, intervalos acotados y no |diversas expresiones decimales.
acotados, y expresiones decimales.
Utilizacién del teorema de Pitagoras
para representar numeros irracionales.

Reiteracion de la explicacion sobre
intervalos acotados y representacion | Refuerzo del conocimiento sobre la
geométrica de los irracionales. | representacion de los nimeros reales y la

Fesil Reconocimiento de la representacion de | inclusion de mas detalles sobre sus formas
decimales exactos, periédicos puros, y | decimales y geométricas.
no periddicos como numeros reales.
Identificacion de diversas
representaciones de los nimeros reales:
recta numérica, biyeccion punto- | Ampliacién de la comprension de las
Fase Il |namero, fracciones continuas, Y |representaciones de los nimeros reales y

representaciones geométricas. | su visualizacion intuitiva.
Conexion de conceptos abstractos con
situaciones concretas.
Conclusiéon sobre la variedad de
representaciones de los nimeros reales:
recta numérica, expresiones | Consolidacién de una visiébn amplia y
Fase IV |algebraicas, magnitudes geométricas, | multifacética de las representaciones de los
notacion  decimal, radicales, y |numeros reales.
representacion geométrica de
irracionales.
Detalle de la representacién simbdlica,
incluyendo notacion decimal finita e
Fase VV |infinita, radicales, y logaritmacion.
Observacion de la ausencia de
representaciones algebraicas en el libro.
Tabla 10.- Modelos mentales de HB3

Reconocimiento de las limitaciones del
material estudiado y comprension detallada
de las representaciones simbdlicas y
operacionales de los nimeros reales.

El estudiante HB3 comienza con el entendimiento de la recta numérica y la aplicacion del teorema de
Pitagoras para representar nimeros irracionales, iniciando asi un proceso de cambio conceptual. En este
proceso, se introducen nuevas ideas y representaciones de los nimeros reales. A medida que avanza a
través de las fases propuestas, su comprension se amplia y profundiza al integrar progresivamente
diferentes formas de representacion y establecer conexiones entre conceptos abstractos y situaciones
concretas.

En la primera fase, se familiariza con las representaciones basicas y las herramientas geométricas. En la
segunda fase, refuerza y profundiza en estos conocimientos iniciales. Posteriormente, en la tercera fase,
amplia su comprension y comienza a visualizar intuitivamente las relaciones entre las distintas
representaciones. Durante la cuarta fase, consolida su conocimiento y adquiere una vision mas amplia y
detallada de los nimeros reales, incorporando nuevas formas de representacion como las fracciones
continuas y la biyeccién punto-nimero.

En la quinta fase, detalla las representaciones simbdlicas y operacionales, lo que refleja el conocimiento
adquirido. A través de este proceso, no solo repasa las representaciones iniciales, sino que afiade detalles
sobre las representaciones geométricas y decimales, estableciendo conexiones entre conceptos y
situaciones concretas, mejorando asi, su comprension del tema.
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El proceso de aprendizaje de HB3 demuestra un progreso gradual y sistematico en la comprensién de los
nameros reales, desde la familiarizacidon inicial hasta la consolidacién y aplicacion de conceptos
avanzados. Esto permite evidenciar que el estudiante HB3 sigue un patrén de Cambio Conceptual
Incremental. Este patron se caracteriza por la introduccion gradual de nuevas ideas y representaciones, asi
como por la profundizacion progresiva del conocimiento a medida que se avanza en las fases del proceso
de aprendizaje.

Patron de Cambio Conceptual HB4

Cod. | Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Identificacion de las propiedades de los
ndmeros reales en el libro,
especificamente la reflexividad, | Comprension inicial de las propiedades y
Fase | |antisimetria y transitividad. | la relacién de completitud en los ndmeros

Reconocimiento de la presencia de |reales.
cotas en intervalos acotados y la
relacién de completitud.

Contraste de las premisas iniciales con
las conclusiones del grupo. Discusion | Ampliacion del entendimiento sobre las
sobre la no exclusividad de la densidad, | propiedades de los nUmeros reales vy
Fase Il | numerabilidad y completitud para los | reconocimiento de la complejidad de
nimeros reales. Mencion de las|conceptos como la densidad y la
secciones de Dedekind para demostrar | cardinalidad.

la cardinalidad de los numeros reales.
HB4 Presentacion de definiciones clave:
conmensurabilidad,
inconmensurabilidad, densidad y

Profundizacién en la comprension de las
propiedades de los numeros reales,

Fase Il A S : ..> | destacando conmensurabilidad e
continuidad. Explicacion de la inclusion | . - -
, ! Lo inconmensurabilidad, la densidad y la
de numeros racionales e irracionales en -
) . continuidad.
las secciones de Dedekind.
Debate sobre la idea de completitud y | Refinamiento del entendimiento de la
Fase IV | Y relacion con la continuidad. | continuidad y completitud, y como estas
Discusion sobre la densidad como | propiedades interrelacionan con la
representacion geométrica. densidad y la no-numerabilidad.
Conclusion de que la continuidad | Consolidacion de una comprension
Fase \V/ abarca tanto la densidad como la|integrada y coherente de las propiedades

completitud, junto con la no-|de los numeros reales, destacando su
numerabilidad de los nimeros reales. continuidad, densidad y completitud.

Tabla 11.- Modelos mentales de HB4

El proceso HB4 inicia en la primera fase, al mencionar las propiedades iniciales de los nimeros reales,
especificamente la reflexividad, antisimetria y transitividad, y reconoce la presencia de intervalos acotados
y la relacion de completitud. Esto establece una comprension inicial de las propiedades de los nimeros
reales. En la segunda fase, contrasta estos conceptos iniciales con nuevas ideas debatidas en grupo,
abordando la no exclusividad de la densidad, numerabilidad y completitud para los ndmeros reales. Alli,
se mencionan las cortaduras de Dedekind para demostrar la cardinalidad de los nimeros reales. Esto
sugiere tanto un proceso incremental como una posible cascada de cambios en la comprension de
conceptos interrelacionados, ampliando el entendimiento sobre las propiedades de los nimeros reales y
reconociendo la complejidad de conceptos como la densidad y la cardinalidad.
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En la tercera fase, la introduccién de nuevas definiciones clave como conmensurabilidad,
inconmensurabilidad, densidad y continuidad refleja un proceso incremental de aprendizaje. La
explicacion de la inclusion de nimeros racionales e irracionales en las cortaduras de Dedekind profundiza
en la comprension de las propiedades de los numeros reales, destacando la conmensurabilidad y la
continuidad. En la cuarta fase, el analisis de la relacion entre completitud y continuidad representa una
revision y refinamiento incremental de las ideas, pues el debate sobre la idea de completitud y su relacion
con la continuidad, junto con la discusién sobre la densidad como representacion geométrica, sugiere
cambios en la comprensién de las propiedades interrelacionadas.

Por ultimo, en la quinta fase, la conclusién de que la continuidad abarca tanto la densidad como la
completitud, junto con la no-numerabilidad de los nimeros reales, evidencia una integracion progresiva de
los conocimientos. Esta fase subraya la interdependencia de estos conceptos y sugiere cambios,
consolidando una comprension de las propiedades de los nimeros reales, destacando las propiedades de
continuidad, densidad y completitud.

El patrén de cambio conceptual seguido por el estudiante HB combina un cambio conceptual incremental,
a través del cual se amplian y profundizan progresivamente las ideas, y un cambio conceptual en cascada,
donde las nuevas ideas provocan una reestructuracion significativa de la comprensién del estudiante. Este
enfoque dual permite una comprension profunda y multifacética de las propiedades de los nimeros reales,
integrando de manera coherente y progresiva diversos conceptos y sus conexiones.

Patron de Cambio Conceptual HB5

Cod. | Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Referencia a la descripcion del libro
Fase | |sobre la relacion de orden entre los
nlmeros reales positivos y negativos.
Enfatiza que los numeros reales
HBS5 positivos son mayores que cero y los|Conclusion de que la relacion de orden es
negativos son menores que cero. Esta|una caracteristica fundamental de los
etapa resalta la importancia de la|ndmeros reales, completando el analisis
relacién de orden para comprender los | propuesto.

numeros reales.

Reconocimiento inicial de la relacion de
orden en los nUmeros reales.

Fase I1

Tabla12.- Modelos mentales de HB5

El estudiante HB comienza su analisis identificando la relacién de orden entre los nimeros reales
positivos y negativos, segln se detalla en el libro, lo que se puede considerar como su estructura tedrica
nativa.

Durante la fase I, hace referencia a la descripcion del libro sobre esta relacion, reconociendo su existencia
inicialmente. En la fase Il, se enfoca en que los nimeros reales positivos son mayores que cero y los
negativos son menores que cero, destacando la importancia de esta relacion para entender los nimeros
reales. Se concluye que esta relacion es una caracteristica fundamental de los nimeros reales, cerrando asi
el analisis propuesto.

En el proceso de cambio conceptual experimentado por el estudiante sigue un patron de cambio
conceptual dual, pues principalmente se introduce de forma gradual la idea de la relacién de orden entre
los nameros reales, partiendo de la descripcion inicial del libro y luego ampliando la comprension de esta
relacion. A lo largo de las dos fases, se perfecciona la comprensién de la relaciéon de orden entre los
nimeros reales positivos y negativos, sin necesidad de modificar drasticamente la estructura tedrica
nativa.
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Validacion de la tarea a partir del estudiante HB

En HB1 se cumplié con el primer objetivo al utilizar la revisién histérica y los diagramas de libros de
texto para entender las representaciones de los nimeros reales. En cuanto al segundo objetivo, aunque
HB1 reconocid ciertos errores en la transposicion didactica, como la confusion sobre la nocién de infinito,
no se menciond un uso explicito de la metacognicion, por lo que este objetivo se cumpli6 parcialmente. El
tercer objetivo se cumplié plenamente, ya que en HB1 se tomo postura sobre cémo deben presentarse los
nameros reales y cuestiond la didactica presentada en los libros de texto. Las caracteristicas cumplidas
incluyeron propiciar un rol activo, abordar problemas profesionales, modificar el conocimiento, promover
la comprension de conceptos didacticos y matematicos, y reconocer caracteristicas del desarrollo
cognitivo/epistémico.

El estudiante HB2 cumplio con el primer objetivo al utilizar la revision historica y los diagramas de libros
de texto para entender las representaciones de los nimeros reales. En cuanto al segundo objetivo, aunque
HB2 reconocio ciertos errores en la transposicion didactica, como la confusion sobre la nocion de infinito,
no se menciond un uso explicito de la metacognicion, por lo que este objetivo se cumplié parcialmente. El
tercer objetivo se cumplié plenamente, ya que HB2 tomd postura sobre cdmo deben presentarse los
nameros reales y cuestiond la didactica presentada en los libros de texto. Las caracteristicas cumplidas
incluyeron propiciar un rol activo, abordar problemas profesionales, modificar el conocimiento, promover
la comprensién de conceptos didacticos y matematicos, y reconocer caracteristicas del desarrollo
cognitivo/epistémico.

El estudiante HB3 también cumplié con los tres objetivos planteados. Reconocid distintos tipos de
representaciones y herramientas geométricas para los nimeros reales, abordando asi el primer objetivo. En
el segundo objetivo, utiliz6 la metacognicion para reconocer la complejidad del aprendizaje de los
nameros reales y profundiz6 su comprension a lo largo del proceso. Para el tercer objetivo, HB3 tomo
postura sobre como ensefiar los nimeros reales a través de distintas representaciones y procesos de
aprendizaje. Las caracteristicas cumplidas fueron propiciar un rol activo, abordar problemas profesionales,
modificar el conocimiento, promover la comprension de conceptos didacticos y matematicos, y reconocer
caracteristicas del desarrollo cognitivo/epistémico.

En el caso del estudiante HB4, todos los objetivos se cumplieron. HB4 menciond propiedades y
caracteristicas de los nimeros reales y su representacion, cumpliendo con el primer objetivo. Utilizo la
metacognicién para contrastar conceptos iniciales con nuevas ideas y profundizar su comprension,
cumpliendo con el segundo objetivo. Para el tercer objetivo, HB4 tomé postura sobre la relacion entre
conceptos como completitud, densidad y continuidad en la ensefianza de los numeros reales. Las
caracteristicas cumplidas incluyeron propiciar un rol activo, abordar problemas profesionales, modificar el
conocimiento, promover la comprension de conceptos didacticos y matematicos, y reconocer
caracteristicas del desarrollo cognitivo/epistémico.

El estudiante HB5, por otro lado, mostr6 un cumplimiento parcial de los objetivos y caracteristicas.
Cumpli6 con el primer objetivo al analizar la relacion de orden entre nimeros reales positivos y negativos,
basado en representaciones del libro. Sin embargo, no se menciona el uso de la metacognicion ni la
revision histérica en la comprensién del tema, por lo que no cumplié con el segundo objetivo. Tampoco
cumplid con el tercer objetivo, ya que el enfoque se mantuvo en la relacion de orden sin un andlisis amplio
de los aspectos esenciales de los nimeros reales. Las caracteristicas cumplidas fueron propiciar un rol
activo, modificar el conocimiento y promover la comprensién de conceptos didacticos y matematicos. Las
caracteristicas no cumplidas incluyen potenciar el desarrollo personal a partir de interacciones, vincular la
practica docente con desarrollos tedricos e investigativos, permitir que surjan nuevos cuestionamientos y
reconocer caracteristicas del desarrollo cognitivo/epistémico en relacion con el curriculo escolar
colombiano.
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En conclusidn, durante los procesos HB1, HB2, HB3 y HB4 se cumplieron con los objetivos planteados y
varias caracteristicas de una tarea con sentido profesional en la formacidn de profesores de matematicas.

En HB5, aunque se cumplid parcialmente los objetivos y caracteristicas, mostrd limitaciones en el uso de
la metacognicion y en tomar postura sobre los aspectos esenciales de la ensefianza de los nimeros reales.
Las caracteristicas no cumplidas, especialmente en el caso de HB5, incluyen la falta de interaccion y
trabajo grupal, la vinculacion con desarrollos tedricos e investigativos, y el surgimiento de nuevos
cuestionamientos que potencien la perspectiva profesional.

ESTUDIANTE KD
Patron de Cambio Conceptual KD1
Cad Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Identifica que el libro presenta a los
nimeros reales como un conjunto S ,
- . Comprension inicial de los nimeros reales
numérico y establece conexiones con . . X
Fase | . ) o como un conjunto amplio que incluye
nameros racionales, irracionales, | . . ,
. . diversas categorias de nimeros.
enteros, naturales, decimales finitos,
periodicos y fracciones.
Menciona la introduccion de los
nimeros reales a través de la e L, ,
L . L Clarificacion de la definicion de ndmeros
combinacion de conjuntos numeéricos, X o
Fase Il ~ . - ) racionales y  visualizacion de la
acompafiado de un diagrama ilustrativo. T .
. . i combinacion de conjuntos.
Define un ndmero racional como el
cociente de dos enteros.
KD1 Detalla las representaciones especificas
de los numeros reales, incluyendo | Expansion de la comprension mediante
Fase Il notacién decimal, fraccionaria y grafica | diversas representaciones de los nimeros
en la recta numérica. Resalta la|reales y la importancia de los ndmeros
aparicion de numeros irracionales para | irracionales.
medir magnitudes.
Presenta la ubicacion de los numeros
enteros en la recta numérica, seguida
por los nameros fraccionarios Yy |Consolidacion de la comprension de los
Fase V/ culminando con la integracion de los | nimeros reales y sus subcategorias en la
nimeros reales al identificar los|recta numérica y a través de distintas
espacios vacios. Subraya la | representaciones.
comprension de la escritura decimal y
la representacion de nimeros radicales.

Tabla 13.- Modelos mentales de KD1

En el proceso KD1, el estudiante establece una comprensién inicial amplia de los nimeros reales y sus
conexiones con otros conjuntos numeéricos, continuando con un cambio conceptual incremental, en la
introduccion y comprension de los nimeros reales y sus subcategorias a lo largo de las fases. Esto se
puede evidenciar desde la fase I, pues el estudiante identifica que el libro presenta los nimeros reales
como un conjunto amplio que incluye diversas categorias de nimeros, como racionales, irracionales,
enteros, naturales, decimales, infinitos periddicos y fraccionarios lo cual establece una comprension inicial
de los nimeros reales y sus conexiones con otros conjuntos numéricos. En la fase Il, se clarifica la
definicion de nimeros racionales y se menciona la introduccién de los nimeros reales a través de la
combinacion de conjuntos numéricos, acompafiada de un diagrama ilustrativo. Asi mismo, define un
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namero racional como el cociente de dos enteros y visualiza la combinacion de conjuntos, mostrando un
incremento en la comprension del tema.

En la fase Ill, detalla cdmo los ndmeros reales pueden representarse de diferentes maneras, incluyendo
notacién decimal y fraccionaria, su representacion grafica en la recta numérica y resalta la aparicion de
nameros irracionales para medir magnitudes. Esta fase refuerza las multiples formas de representacion,
expandiendo la comprension del estudiante mediante diversas representaciones de los nimeros reales y la
importancia de los numeros irracionales. En la fase V, presenta la ubicacion de los nimeros enteros en la
recta numérica, seguido por los nimeros fraccionarios y culmina con la integracién de los nimeros reales
al identificar los espacios vacios. Subraya la comprension de la escritura decimal y la representacion de
nameros radicales. Esta fase consolida la comprensién de los nimeros reales y sus subcategorias en la
recta numérica y a traves de distintas representaciones

El patron de cambio conceptual de estudiante se puede identificar como cambio conceptual incremental y
cambio conceptual de construccion dual. ElI cambio conceptual incremental se evidencia en la
introduccion gradual de nuevas ideas y la transformacion progresiva del conocimiento. Introduce
gradualmente conceptos relacionados con los nimeros reales y sus representaciones. Maneja multiples
formas de representacion de los numeros reales (decimal, fraccionaria, grafica) y comprende la
coexistencia de estas representaciones.

Patron de Cambio Conceptual KD2

Cad Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Reconoce que el libro asigna a los
nimeros reales la propiedad de
correspondencia biunivoca entre los
puntos de la recta y los nimeros reales.
Postula la Propiedad de Completitud
como principio de correspondencia, | Profundizacion en la comprension de la
Fase Il |estableciendo que cada punto de la recta | correspondencia biunivoca y la nocion de
corresponde a un numero real Yy |completitud de los nimeros reales.
viceversa.
Retoma propiedades fundamentales
como la continuidad, el orden y la|Ampliacion del conocimiento  sobre
Fase Ill | densidad para comprender el concepto | propiedades clave de los nimeros reales y
de infinito y la integralidad del conjunto | su relacion con el concepto de infinito.
de nmeros reales.
Destaca que los nOmeros reales
cumplen con la Densidad, Continuidad
y Completitud. Reconoce que la|ldentificacion de posibles puntos de
propiedad de completitud puede generar | confusion en la comprensién de las
confusiones, al igual que la|propiedades de los numeros reales y su
continuidad, debido a la | relacion con la recta numérica.
correspondencia entre los nlmeros
reales y la recta.

Tabla 14.- Modelos mentales de KD2

Adquisicion de la nocion inicial de
correspondencia entre los nimeros reales y
la recta numérica.

Fase |

KD2

Fase IV

En el proceso KD2, el estudiante adquiere una comprension inicial de la correspondencia entre los
nameros reales y la recta numérica. Experimenta un proceso de cambio conceptual incremental, donde
avanza desde una comprension basica de la correspondencia entre los numeros reales y la recta hacia una
comprension mas profunda de propiedades como la completitud y la densidad. Ademas, se observa un
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replanteamiento de su estructura conceptual inicial a medida que revisa y amplia su comprension de las
propiedades de los nimeros reales.

En la fase I, reconoce que el libro asigna a los nimeros reales la propiedad de correspondencia biunivoca
entre los puntos de la recta y los nimeros reales. Esta fase marca la nocién inicial de correspondencia
entre los nameros reales y la recta numérica. En la fase Il, postula la propiedad de Completitud como
principio de correspondencia, estableciendo que cada punto de la recta corresponde a un nimero real y
viceversa. Este avance indica una profundizacion en la comprensién de la correspondencia biunivoca y la
nocion de completitud de los nimeros reales.

Durante la fase Ill, retoma propiedades fundamentales como la continuidad, el orden y la densidad para
comprender el concepto de infinito y la integralidad del conjunto de nimeros reales. Esta fase supone una
ampliacion del conocimiento sobre propiedades clave de los nimeros reales y su relacién con el concepto
de infinito. En la fase IV, destaca que los numeros reales cumplen con la Densidad, Continuidad y
Completitud, y reconoce que la propiedad de completitud puede generar confusiones, al igual que la
continuidad, debido a la correspondencia entre los nimeros reales y la recta. Esta etapa refleja la
identificacion de posibles puntos de confusion en la comprension de las propiedades de los nimeros reales
y su relacién con la recta numérica.

Finalmente, profundiza la comprension de completitud en los nimeros reales y su relacion de
correspondencia biunivoca. A medida que amplia su conocimiento sobre propiedades fundamentales de
los nimeros reales, como la continuidad y la densidad, logra una comprension mas profunda del concepto
de infinito. Reconoce posibles puntos de confusion relacionados con la completitud y la continuidad de los
nameros reales, lo que indica un proceso de revision y ajuste de su estructura conceptual.

Patron de Cambio Conceptual KD3

Cod Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético

Sefiala continuamente la ambigliedad al | No es posible crear un modelo sintético

presentar los nimeros reales tanto como | ya que no es posible evidenciar un

conjunto numérico como sistema conflicto conceptual durante la realizacion

numérico. de la tarea respecto a estas ideas previas.
Tabla 15.- Modelos mentales de KD3

KD3 Fase |

En KD3, no es posible evidenciar un cambio conceptual pues el estudiante sefiala continuamente la
ambigliedad al presentar los nimeros reales tanto como conjunto como sistema numérico, pero no
extiende esta comprension a las demas estructuras tedricas usadas. No hubo indicios de una revision o
ajuste de su estructura conceptual inicial en funcion de nueva informacion o reflexion critica.

Patron de Cambio Conceptual KD4

Cod Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético

No es posible crear un modelo sintético
Concluye en la segunda fase que el texto | ya que no es posible evidenciar un

KD4 | Fase Il |escribe fracciones cuando se trata conflicto conceptual durante la
realmente de nimeros fraccionarios realizacion de la tarea respecto a estas
ideas previas.

Tabla 16.- Modelos mentales de KD4
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En KD4, no es posible evidenciar un cambio conceptual pues el estudiante concluye en la segunda fase
que el texto escribe fracciones cuando se trata realmente de nimeros fraccionarios, pero no modela esta
estructura tedrica nativa frente a las demas representaciones de los nimeros reales.

Patron de Cambio Conceptual KD5

Cod Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético

No es posible crear un modelo sintético ya
gue no es posible evidenciar un conflicto
conceptual durante la realizacion de la
tarea respecto a estas ideas previas.

Tabla 17.- Modelos mentales de KD5

Nombra en la fase de reajuste que el
Fase . ,
KD5 v conjunto de los nimeros reales
cuenta con cardinalidad.

En KD5 no se evidencié un cambio conceptual, ya que menciond la cardinalidad del conjunto de nimeros
reales, pero no extendié este modelo mental ni surgi6 conflicto o sintesis con otras representaciones. No
hubo indicios de una revision profunda o ajuste de su estructura conceptual en funcion de nueva
informacion.

Validacion de la tarea a partir del estudiante KD

En los procesos KD1 y KD2 se cumplieron con los objetivos planteados al establecer una comprensién
amplia y profunda de los nimeros reales, asi como de sus conexiones con otros conjuntos numéricos, a
través de un proceso de cambio conceptual incremental y de construccion dual. En ambos procesos se
utilizaron multiples representaciones y una reflexion critica para avanzar en su comprension y tomar
postura sobre la presentacion de los nimeros reales en el libro. En cuanto a las caracteristicas de una tarea
con sentido profesional en la formacién de profesores de matematicas, propiciaron un rol activo,
abordaron problemas profesionales, modificaron su conocimiento y promovieron la comprension de
conceptos didacticos y matematicos.

Por otro lado, en KD3, KD4 y KD5 no se cumplieron plenamente con los objetivos ni con las
caracteristicas de una tarea con sentido profesional en la formacion de profesores de matematicas. No se
evidencié un cambio conceptual significativo en sus procesos de comprension de los nimeros reales, ni
mostraron una comprension profunda de las propiedades y relaciones de este conjunto numérico. Ademas,
no se tomo postura sobre aspectos esenciales de la ensefianza de los nimeros reales ni se evidencia que se
ha propiciado un rol activo en su aprendizaje.

ESTUDIANTE JR
Patron de Cambio Conceptual JR1

Cod | Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Destaca que los nlmeros reales se
introducen a través de la teoria de
Fase | |conjuntos, utilizando diagramas de Venn
para visualizar las relaciones entre los
diversos conjuntos numericos.

Mencion sobre el tema en cuestion no ha
sido ensefiado desde 1998, lo que
Fase Il |plantea la interrogante sobre la
viabilidad de utilizar la teoria de
conjuntos para abordar este tema.

Inicio del proceso de comprension de los
nimeros reales mediante la teoria de
conjuntos y la visualizacion de relaciones
entre conjuntos nNUMEricos.

JR1
Reconocimiento de la falta de familiaridad
con el tema y cuestionamiento sobre la
idoneidad del enfoque pedagdgico basado
en la teoria de conjuntos.
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Reconocimiento de la necesidad de
comprender y diferenciar los diferentes
sistemas de numeracion para un mejor
entendimiento de los nUmeros reales.

Tabla 18.- Modelos mentales de JR1

Destaca, a través de una observacion, la
importancia de diferenciar la relacion
entre los Sistemas de Numeracién

Fase
AV

El estudiante JR comienza su proceso de comprension de los ndmeros reales a través de la teoria de
conjuntos, lo que indica un primer paso hacia la asimilacion de conceptos bésicos. Durante este proceso,
sigue un patron de cambio conceptual incremental, desde una introduccion béasica de los nimeros reales
mediante la teoria de conjuntos, hacia una comprensién mas profunda que incluye reflexion critica y
diferenciacion de conceptos relacionados con los sistemas de numeracion.

En la fase I, destaca que los nimeros reales se introducen a través de la teoria de conjuntos, utilizando
diagramas de Venn para visualizar las relaciones entre los diversos conjuntos numeéricos. Esto marca el
inicio del proceso de comprension de los nimeros reales mediante la teoria de conjuntos y las relaciones
entre conjuntos numeéricos. En la fase Il, menciona que el tema en cuestion no ha sido ensefiado desde
1998, lo que plantea la interrogante sobre la viabilidad de utilizar la teoria de conjuntos y se cuestiona la
idoneidad del enfoque pedagdgico basado en la teoria de conjuntos. En la fase 1V, destaca a través de una
observacion, la importancia de comprender y diferenciar la relacion entre los sistemas de numeracion,
para un mejor entendimiento de los nimeros reales.

El anlisis del proceso de aprendizaje evidencia una reflexién sobre el método de ensefianza utilizado, lo
que sugiere una adaptacion gradual del enfoque pedagdgico. El avance en el proceso se demuestra al
reconocer la importancia de diferenciar los sistemas de numeracion, indicando una comprensién mas
profunda del tema.

Patrén de Cambio Conceptual JR2

Cad Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
. Reconocimiento inicial de la relacion de
Resalta la relacion de orden entre los .
Fase | . orden como una propiedad fundamental de
nameros reales. .
los nimeros reales.
Profundizacién en la comprensién de la
Menciona la relacion de orden desde la | relacion de orden, relacionandola con la
IJR2 Fase Il |recta numérica y reconoce las nocién de completitud y reconociendo su
relaciones de orden y completitud. importancia en la estructura de los
nUmeros reales.
Retoma la completitud de los nimeros | Consolidacion del entendimiento sobre la
Fase 111 reales, destacando que esta incluye completitud de los nimeros reales y su
tanto nimeros racionales como composicién que abarca tanto los nimeros
irracionales. racionales como los irracionales.

Tabla 19.- Modelos mentales de JR2

El estudiante JR comienza reconociendo una propiedad basica de los nimeros reales, la relacion de orden,
lo que indica un primer paso hacia la comprensién del tema. En la fase |, resalta la relacion de orden entre
los numeros reales, marcando el reconocimiento inicial de esta relacién como una propiedad fundamental
de los numeros reales. En la fase Il, menciona la relacion de orden desde la recta numérica y reconoce las
relaciones de orden y completitud, profundizando asi en la comprension de la relacion de orden y
relacionandola con la nocion de completitud, subrayando la importancia de estas propiedades en la
estructura de los nimeros reales. Durante la fase Ill, retoma la completitud de los nimeros reales,
destacando que esta incluye tanto nimeros racionales como irracionales. Este momento representa la
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consolidacion del entendimiento sobre la completitud de los nimeros reales y su composicién que abarca
tanto los nimeros racionales como los irracionales.

El proceso JR2 muestra progreso al determinar la relacién de orden y la nocion de completitud y
comprender su relevancia desde la perspectiva de la representacion grafica en la recta numérica. Se
alcanza una comprension mas profunda al reconocer que la completitud de los nimeros reales abarca tanto
los nimeros racionales como los irracionales, lo que demuestra una ampliacion del conocimiento sobre la
estructura del conjunto de los nimeros reales.

El patron de cambio conceptual que sigue el estudiante parece alinearse con el cambio conceptual
incremental, ya que el avance muestra el reconocimiento de la relacion de orden y una comprension mas
profunda de la completitud de los nimeros reales. En cada fase, amplia su comprension, desde entender la
relacion de orden hasta relacionarla con la completitud de los nimeros reales, construyendo significados y
aplicaciones mas complejas de los conceptos aprendidos.

Patron de Cambio Conceptual JR3

Ccod | Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Incorpora los numerales, | Reconocimiento inicial de diferentes
representaciones geomeétricas y la recta | representaciones de los ndmeros reales,
numérica para ilustrar los ndmeros | incluyendo tanto aspectos simbélicos como
reales. geometricos.
Destaca la importancia de | Ampliacion del entendimiento de las
JR3 representaciones simbélicas y en la|representaciones de los ndmeros reales,
recta numérica, e introdujo otras |incluyendo tanto representaciones
Fase Il | representaciones como la biyeccion | simbolicas como geométricas, asi como la
punto-nimero y las  fracciones | introduccién de nuevas representaciones
continuas, resaltando también las|como la biyeccion punto-nimero y las
representaciones geomeétricas. fracciones continuas.

Tabla 20.- Modelos mentales de JR3

Fase |

El proceso de aprendizaje del estudiante en relacion con la comprension de los nimeros reales revela un
enfogue que combina tanto el cambio conceptual incremental como el cambio conceptual de construccion
dual. En la fase I, comienza con un reconocimiento inicial de diferentes representaciones de los nimeros
reales, lo que indica un proceso de avance, al introducir gradualmente nuevas ideas.

Sin embargo, es en la fase 111 donde este proceso se intensifica. Aqui, no solo amplia su entendimiento de
las representaciones de los nimeros reales, incorporando tanto aspectos simbélicos como geométricos,
sino que también se introducen nuevas representaciones como la biyeccion punto-nimero y las fracciones
continuas. Este paso hacia la incorporacion de multiples representaciones sugiere una construccion de
conceptos, donde el estudiante maneja explicaciones contrapuestas sobre la representacion de los nimeros
reales.

La ausencia de informacion sobre el proceso en la fase Il dificulta determinar con precision el patron de
cambio conceptual seguido por el estudiante en esa etapa especifica. Sin embargo, la introduccion de
nuevas representaciones y multiples explicaciones indican que el proceso de aprendizaje puede implicar
tanto un cambio incremental como la construccidn de conceptos duales en diferentes momentos.

Patrén de Cambio Conceptual JR4

| cod | Fases | Modelo Mental Inicial | Modelo Sintético
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Nombra la densidad y hace referencia a | Comienza a explorar el concepto de
la biyeccion. También debate sobre si la | densidad en relacion con los niumeros reales
densidad y la completitud son|y discute su relacion con la completitud.

il diferentes. Ademas, define la densidad | También proporciona una definicién inicial

JR4 como: los numeros reales son infinitos [de densidad en términos de infinitud y
y continuos en la recta numeérica. continuidad en la recta numérica.

Reflexiona sobre el concepto de densidad, lo

Fase IV | Vuelve a mencionar la densidad. que indica una persistencia en la exploracion

de este tema.
Tabla21.- Modelos mentales de JR4

El estudiante JR comienza su analisis reconociendo el concepto de densidad y su exploracion a lo largo de
las fases proporcionadas, lo cual revela un enfoque consistente con el cambio conceptual incremental
pues, en la fase Il, menciona el concepto de densidad y discute su relacién con la completitud. Ademas,
proporciona una definicion inicial de densidad en términos de infinitud y continuidad en la recta numérica.

Este proceso de aprendizaje continGa en la fase IV, donde vuelve a mencionar la densidad y sigue
reflexionando sobre este concepto. Esta persistencia en la exploracion de la densidad indica una
progresion en la comprensién de este concepto, lo que sugiere un proceso de aprendizaje incremental.
Inicialmente, comienza explorando este concepto y discutiendo su relacion con la completitud,
proporcionando una definicidon inicial. Posteriormente, continda reflexionando sobre la densidad en fases
posteriores, lo que indica una evolucidn en su entendimiento.

Asi mismo, refleja una estrategia efectiva para construir conocimiento de manera soélida y coherente, ya

gue amplia y profundiza su comprension en los conceptos relacionados con los nimeros reales, desde la
densidad hasta la completitud del conjunto.

Patron de Cambio Conceptual JR5

Cad Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético

Introduccién del concepto de cardinalidad en
relacion con los ndmeros  reales,
identificando Xo como su cardinalidad.

Reconoce que la cardinalidad de los
Fase Il | nimeros reales seria Ko

JRS

Profundizaciéon en la comprension del
concepto de cardinalidad al asociarlo con la
cantidad de elementos en un conjunto.

Menciona que la cardinalidad es el

Fase IV | . .
namero del conjunto

Tabla 22.- Modelos mentales de JR5

El proceso JR5 en relacidon con el concepto de cardinalidad y su evolucion a lo largo de las fases
proporcionadas muestra un enfogue consistente con el cambio conceptual incremental. En la fase II,
comienza a familiarizarse con el concepto al mencionar que la cardinalidad de los nimeros reales seria Xo,
identificando asi la cardinalidad del conjunto.

Este proceso de aprendizaje continda en la fase IV, donde profundiza en su comprension del concepto de
cardinalidad al asociarlo con la cantidad de elementos en un conjunto. Al mencionar que la cardinalidad es
el nimero del conjunto, el estudiante demuestra una mayor claridad de este concepto.

A lo largo de las fases, se observa un avance gradual en la comprensién del concepto de cardinalidad por
parte del estudiante. Inicialmente, el estudiante identifica X como la cardinalidad de los nimeros reales.
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En fases posteriores, profundiza en su comprension al asociar la cardinalidad con la cantidad de elementos
en un conjunto.

Este proceso de aprendizaje refleja un enfoque efectivo para construir conocimiento de manera gradual y
solida. Por medio del cambio conceptual incremental, amplia y profundiza su comprensién de los
conceptos relacionados con la cardinalidad y los nimeros reales. Este enfoque de aprendizaje continuo y
reflexivo le permite al estudiante integrar nuevas ideas y desarrollar una comprension mas completa y
precisa del tema.

Patron de Cambio Conceptual JR6

Cad Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Introduccién de la importancia de la
Fase | |Resalta la notacidn cientifica. notacion cientifica en su comprensién de
los nimeros.
JR6 Comprension para incluir los numeros
Fase II Me_n,cipna la representacion de nimeros peri_édicos, aﬁ:fu’jiendo gue la notacién
periddicos. decimal también es wuna forma de
representacion.

Tabla 23.- Modelos mentales de JR6

El estudiante comienza su analisis, relacionando las diversas notaciones y representaciones de numeros,
mostrando un enfoque coherente con el cambio conceptual incremental. En la fase I, enfatiza la
importancia de la notacion cientifica para la comprension de los nimeros, lo que indica un primer paso en
la exploracion de diferentes formas de representacion numérica.

Este proceso evoluciona en la fase I, donde expande su comprension al mencionar las representaciones de
naimeros periodicos y también reconoce que la notacién decimal es una forma de representacion. Esta
ampliacion de la comprension indica una progresion en la exploracion y comprension de las diferentes
formas de representar nimeros.

A lo largo de las fases, se observa una progresion gradual en la comprension de las diversas notaciones y
representaciones de nimeros por parte del estudiante. Comienza con un enfoque en la notacion cientifica y
luego afiade las representaciones de numeros periédicos y decimales. Esta progresion refleja un proceso de
aprendizaje continuo y reflexivo, donde construye sobre su conocimiento previo de manera coherente,
integrando nuevas formas de representacion numérica a medida que avanza.

Patron de Cambio Conceptual JR7

Cod Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Lo de los sistemas, que viene | No es posible crear un modelo sintético ya que no es
siendo digamos, las posible evidenciar un conflicto conceptual durante la
IR7 Fase I operaciones realizacion de la tarea respecto a estas ideas previas.

No es posible crear un modelo sintético ya que no es
posible evidenciar un conflicto conceptual durante la
realizacion de la tarea respecto a estas ideas previas.
Tabla 24.- Modelos mentales de JR7

En las propiedades de las
operaciones

En la fase Il debate sobre los sistemas numéricos, los cuales relaciond con las propiedades de las
operaciones entre numeros reales, pero no profundizé in gener6 algin modelo mental sintético.
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Patrén de Cambio Conceptual JR8

Cod Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
No es posible crear un modelo sintético
El valor absoluto como caracteristicas ya que no es posible evidenciar un
JR8 Fase |l |. conflicto conceptual durante la

importantes que se abordan .

realizacion de la tarea respecto a estas

ideas previas.
Tabla 25.- Modelos mentales de JR8

En la primera fase nombra el valor absoluto como una caracteristica importante, abordada en el libro, pero
no realiza conclusiones ni lo afiade a ninguna concepcion.

Patron de Cambio Conceptual JR9

Cod Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético

No es posible crear un modelo sintético
ya gue no es posible evidenciar un
conflicto conceptual durante la
realizacion de la tarea respecto a estas
ideas previas.

Tabla 26.- Modelos mentales de JR9

Reconoce que el libro comienza con una
introduccion a los nimeros racionales,
definiéndolos y mostrando cémo se
ubican en la recta numérica

JRY Fase |

En la primera fase reconoce que el libro comienza con una introduccién a los nameros racionales,
definiéndolos y mostrando como se ubican en la recta numérica. Esta idea no sufre ningun cambio durante
la realizacion de la tarea.

Patron de Cambio Conceptual JR10

Cod Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Conmensurabilidad e
inconmensurabilidad: Evolucién

Fase Il |, . " . . -, . .
historica hacia la creacion del conjunto | No es posible crear un modelo
de los nimeros reales. sintético ya que no es posible
JR10 Continuidad: No hay espacios vacios evidenciar un conflicto conceptual

entre los nimeros reales, lo que los hace | durante la realizacion de la tarea
Fase 111 | continuos. Destaca la completitud de los | respecto a estas ideas previas.
nameros reales. Resaltan los nimeros
irracionales en Dedekind.

Tabla 27.- Modelos mentales de JR10

En la tercera fase, define la conmensurabilidad e inconmensurabilidad desde la evolucidn historica hacia
la creacion del conjunto de los numeros reales, asi mismo, define la continuidad como que no hay espacios
vacios entre los numeros reales, 1o que los hace continuos. Esta idea no sufre ningin cambio conceptual.

Validacion de la tarea a partir del estudiante JR

En los procesos JR1 y JR2, el estudiante muestra un cumplimiento efectivo y pleno de los objetivos
respectivos. En JR1, demuestra un cambio conceptual incremental hacia una comprensién méas profunda
de los nimeros reales, mientras que en JR2, se evidencia un cambio similar en la comprension de la
relacion de orden y la completitud de los nimeros reales. En ambos casos, se destacan caracteristicas
como propiciar un rol activo y promover la comprensién de conceptos didacticos y matematicos.
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Sin embargo, el proceso JR3 muestra un cumplimiento parcial de los objetivos, ya que, aungque hay una
introduccion gradual de nuevas ideas sobre los nimeros reales, la falta de informacion en la fase Il
dificulta el seguimiento del cambio conceptual. A pesar de ello, en la fase 11l se observa una construccion
de conceptos significativa, indicando un avance en la comprension del estudiante.

Por otro lado, en JR4 y JR6, el estudiante demuestra un cumplimiento pleno de los objetivos, pues en
ambos casos, se evidencia un cambio conceptual incremental en la comprensién de los numeros reales,
destacando la persistencia en la exploracion y reflexion sobre los conceptos presentados.

En contraste, en JR5, JR7, JR8, JR9 y JR10, el cumplimiento de los objetivos es parcial. Aunque hay una
progresion gradual en la comprension de diversos conceptos matematicos, la falta de profundizacién en
ciertas fases limita el alcance del cambio conceptual. A pesar de ello, se observa un avance en la
comprension del estudiante en etapas posteriores, lo que sugiere un proceso de aprendizaje continuo.

ESTUDIANTE JV
Patron de Cambio Conceptual JV1

Cdd Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético

Enfatiza que los niUmeros reales surgen de
Establece las relaciones de contencidn y | las interrelaciones entre los conjuntos
no contencién para introducir los | numéricos, abordando la conexion entre
Fase | |numeros como la amalgama de los|nUmeros naturales, enteros, racionales
conjuntos de nudmeros racionales e|(decimales exactos y periodicos) y
irracionales. numeros irracionales (decimales infinitos
no periodicos).

Ofrece una breve explicacion sobre los
numeros racionales e irracionales, la unién
de conjuntos y la escritura por
comprension.

Reitera que los nameros reales se|Reafirma la idea de que los nimeros reales
Fase Il |introducen a través de los conjuntos|se entienden a través de los conjuntos
NUMEricos. NUMEricos.

Evidencia diferencias de magnitud entre
los conjuntos numéricos, resaltando la
complejidad en su representacion.

Tabla 28.- Modelos mentales de JV1

Introduce el sistema de nimeros reales
V1 Fase 11 y se comienzan a presentar los
conjuntos.

Menciona la complejidad de representar

Fase V , . ]
los nimeros reales mediante conjuntos.

El proceso de aprendizaje del estudiante en relacion con la comprension de los nimeros reales muestra un
enfoque coherente con el cambio conceptual incremental. Desde la fase I, establece las relaciones de
contencion y no contencion para introducir los nimeros como la amalgama de los conjuntos de nimeros
racionales e irracionales, enfatizando la conexién entre diferentes conjuntos numeéricos.

Este proceso evoluciona en las fases posteriores. En la fase Il, introduce el sistema de nimeros reales y
comienza a presentar los conjuntos, ofreciendo una explicacion sobre los numeros racionales e
irracionales y la union de conjuntos. En la fase Ill, se reafirma la idea de que los nimeros reales se
entienden a través de los conjuntos numéricos. La progresién continla en la fase V, donde menciona la
complejidad de representar los nimeros reales mediante conjuntos, resaltando las diferencias de magnitud
entre los conjuntos numéricos y la complejidad en su representacion.
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A lo largo de las fases, se observa una evolucion progresiva en la comprension de los nimeros reales por
parte del estudiante. Comienza con la idea béasica de contencidn y no contencion, y gradualmente afiade
detalles sobre la naturaleza de los numeros racionales e irracionales, asi como la complejidad de su
representacion. Esta construccion gradual del conocimiento refleja un proceso de aprendizaje
caracterizado por el cambio conceptual incremental.

Patron de Cambio Conceptual JV2

Cad Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético

Se destaca que las propiedades de adicién y
Aborda las operaciones aritméticas en | multiplicacién en el conjunto de los nimeros

Fase | |los nameros reales, incluyendo la suma, | reales cumplen con las mismas
resta, multiplicacion y division. caracteristicas que en el conjunto de los
nimeros.
. . Se afiaden detalles sobre las propiedades de
JV2 Profundiza en propiedades como . prop -
. - ., las relaciones, mostrando una comprension
Fase Il | reflexividad, antisimetria y

mas avanzada de las estructuras subyacentes

transitividad. ,
en los niUmeros reales.

Reitera que las propiedades de la|No se realiza modificacion alguna en las
Fase V' |relacion son reflexivas, antisimétricas y | propiedades mencionadas, lo que sugiere
transitivas. una consolidacién de estos conceptos.

Tabla29.- Modelos mentales de JV2

El estudiante comienza su analisis, relacionando las operaciones aritméticas y las propiedades de las
relaciones en los nimeros reales, mostrando un enfoque consistente con el cambio conceptual incremental.

Desde la fase I, aborda las operaciones basicas como la suma, resta, multiplicacion y division en los
nameros reales, destacando que las propiedades de adicion y multiplicacion en este conjunto cumplen con
las mismas caracteristicas que en el conjunto de los nimeros.

En la fase I, profundiza en propiedades mas abstractas como la reflexividad, antisimetria y transitividad,
mostrando una comprension méas avanzada de las estructuras subyacentes en los nimeros reales.

La progresion continda en la fase V, donde reitera las propiedades de la relacién como reflexivas,
antisimétricas y transitivas, sin realizar modificaciones adicionales. Esto sugiere una consolidacion de
estos conceptos, donde el estudiante afirma y fortalece su comprensién sin necesidad de cambios
adicionales.

A lo largo de las fases, se observa un proceso gradual y progresivo en la comprension de los nimeros

reales por parte del estudiante. Comienza con operaciones aritméticas basicas y avanza hacia propiedades
maés abstractas de las relaciones, consolidando su conocimiento en las fases posteriores.

Patron de Cambio Conceptual JV3

Cod Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Aborda la representacion de los . .,

JV3 |Fasel , P L. No se realiza conclusion.
numeros reales en la recta numérica.
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Trata nuevamente las representaciones
en la recta numérica, incluyendo la
Fase Il |perspectiva geométrica mediante el
Teorema de Pitigoras y la
representacion simbdlica.

Surge la pregunta sobre la necesidad de la
notacion cientifica.

Se enfoca en la biyectividad de Ia
correspondencia  numeros-puntos  y la
continuidad. Ademaés, aborda el sistema de
representacion grafica, la notacion decimal,
la notacion operatoria habitual, la notacion
decimal y fraccionaria, asi como las
expresiones algebraicas y analiticas.

Explora diversas representaciones,
como la recta numérica, la biyeccion
punto-nimero y las  fracciones
continuas.

Fase 111

Se destaca que los subconjuntos de los
nimeros reales se emplean para su
representacion numérica y se menciona la
representacion simbolica y las expresiones
algebraicas.

Discute la representacion geométrica de

Fase IV T
la recta numérica.

Tabla 30.- Modelos mentales de JV3

El proceso de aprendizaje del estudiante en relacion con las representaciones de los nimeros reales
muestra un enfoque coherente con el cambio conceptual incremental. Desde la fase I, aborda la
representacion de los nimeros reales en la recta numérica, lo que constituye un punto de partida para su
comprension.

Este proceso evoluciona en las fases posteriores. En la fase 11, trata nuevamente las representaciones en la
recta numérica, agregando una perspectiva geométrica mediante el Teorema de Pitdgoras y la
representacion simbolica, y plantea la pregunta sobre la necesidad de la notacion cientifica. En la fase 11l
explora diversas representaciones, como la biyeccién punto-nimero y las fracciones continuas, y se enfoca
en la biyectividad de la correspondencia nimeros-puntos y la continuidad, ademas de abordar diferentes
sistemas de representacion grafica y notacional.

La progresién continda en la fase 1V, donde discute la representacion geométrica de la recta numérica y
destaca que los subconjuntos de los numeros reales se emplean para su representacion numeérica,
mencionando también la representacion simbolica y las expresiones algebraicas.

A lo largo de las fases, se observa un proceso continuo y progresivo en la comprension del estudiante,
sobre las representaciones de los nimeros reales. Comienza con conceptos basicos y se adentra en
diversas formas de representacion, lo que caracteriza un enfoque incremental. La introduccion vy
exploracion de nuevas representaciones, asi como la discusion sobre su necesidad y utilidad, indican un
proceso de enriquecimiento conceptual mas que de reemplazo.

Patron de Cambio Conceptual JV4

Cad Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético

Analiza la relacion de orden en los ndmeros
reales, diferenciando entre valores positivos y
negativos, y clasificando las desigualdades | Comprensién de la clasificacion
JVv4 Fase | |entre ellos. Ademas, estudia la representacion | basica de los numeros reales y su
geométrica mediante intervalos acotados | representacion geométrica inicial.

(segmentos) y no acotados (semirrecta vy
recta), utilizando la relacion de orden para
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definir un subconjunto de puntos

Aborda las relaciones de orden como la
completitud, los intervalos acotados y los
segmentos, afirmando la existencia de la
completitud.

Comprension de las relaciones de
orden para incluir la noci6n de
completitud en los nUmeros reales.

Fase 11

Sefiala que la completitud abarca tanto los
nimeros racionales como los irracionales,
conformando un conjunto completo. Destaca
la densidad de los nimeros reales, afirmando
Fase Ill [que son infinitos y continuos en la recta
numérica, y menciona la evolucién histérica
hacia la creacion del conjunto de los nimeros
reales en cuanto a conmensurabilidad e
inconmensurabilidad.

Integracion de las nociones de
densidad y continuidad, entendiendo
gue los numeros reales forman un
conjunto continuo y completo.

Profundiza en relaciones de igualdad,
especificando que la completitud implica que
entre dos numeros existe otro en medio. | Comprension de la completitud y las
Fase IV | Explora la igualdad en el contexto de mas de | relaciones de igualdad, considerando
dos ndmeros, discutiendo las implicaciones | escenarios mas complejos.

cuando un tercer nimero (X) se encuentra
entre dos numeros (A y B).

Comprension de la completitud y la
relacion de orden en los nUmeros
reales, aplicando estos conceptos a
situaciones de desigualdad.

Delibera acerca de la completitud a través de
Fase V |las relaciones de orden, fundamentandose en
la desigualdad.

Tabla31.- Modelos mentales de JV4

Este proceso sigue un patron de cambio conceptual incremental, pues inicia con la relacion de orden y su
representacion geométrica, la cual se amplia gradualmente para incluir conceptos mas complejos como
completitud, densidad y continuidad, integrandolos en una comprensiéon mas profunda de los nimeros
reales.

Con respecto a la comprension de las relaciones de orden en los nimeros reales, muestra un enfoque
coherente con el cambio conceptual incremental. Desde la fase I, analiza la relacion de orden,
diferenciando entre valores positivos y negativos, y clasificando las desigualdades entre ellos, ademas de
estudiar su representacion geométrica mediante intervalos acotados y no acotados.

Posteriormente, el proceso evoluciona en las fases siguientes. En la fase 1, aborda las relaciones de orden
como la completitud y los intervalos acotados y los segmentos, afirmando la existencia de la completitud y
profundizando en la comprensién de estas relaciones.

La progresion continda en la fase 111, donde sefiala que la completitud abarca tanto los nimeros racionales
como los irracionales, destacando la densidad de los nimeros reales y mencionando la evolucion histérica
hacia la creacion del conjunto de los numeros reales en cuanto a conmensurabilidad e
inconmensurabilidad.

En la fase 1V, profundiza en relaciones de igualdad, especificando que la completitud implica que entre

dos nimeros existe otro en medio y explora la igualdad en el contexto de mas de dos nimeros, discutiendo
las implicaciones cuando un tercer nimero se encuentra entre dos nimeros.
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El proceso culmina en la fase V, donde delibera acerca de la completitud a través de las relaciones de
orden, fundamentandose en la desigualdad y aplicando estos conceptos a situaciones mas complejas.

Patron de Cambio Conceptual JV5

Cod

Fases

Modelo Mental Inicial

Modelo Sintético

JV5

Fase |

la relacion de orden entre los
nameros reales, diferenciando entre los
nimeros  positivos y  negativos, 'y
clasificando las desigualdades entre ellos. Se
introducen las propiedades inherentes a esta
relacion.

Analiza

Clasificacion béasica de los numeros
reales y las propiedades fundamentales
de las desigualdades.

Fase 11

Profundiza en las
destacando  su

desigualdades.

relaciones de orden,
interpretacion ~ como

Comprension mas profunda de las
relaciones de orden y cOmo estas se
manifiestan como desigualdades entre
los nimeros reales.

Fase Il

Se centra en la biyectividad de la
correspondencia entre nimeros y puntos en
la recta numérica, asi como en la nocién de
continuidad lineal.

Comprension de como cada namero
real se corresponde con un punto en la
recta numérica y como la continuidad
lineal proporciona ldgica y propiedades
al conjunto numérico.

Fase IV

Establece una relacion entre las propiedades
previamente mencionadas y las relaciones de
igualdad.

Integracion de las propiedades de las
desigualdades y la continuidad con las
relaciones de igualdad, consolidando su
comprension de la estructura y
propiedades de los ndmeros reales.

Tabla 32.-

Modelos mentales de JV5

El proceso de aprendizaje del estudiante en cuanto a las relaciones de orden entre los nimeros reales
muestra un enfoque coherente con el cambio conceptual incremental. Desde la fase I, analiza la relacion
de orden, diferenciando entre nimeros positivos y negativos, y clasificando las desigualdades entre ellos,
introduciendo ademas las propiedades inherentes a esta relacion.

Este proceso evoluciona en las fases posteriores. En la fase Il, profundiza en las relaciones de orden,
destacando su interpretacion como desigualdades, lo que muestra una comprension mas profunda de coémo
estas se manifiestan en los numeros reales.

La progresion continda en la fase Ill, donde el estudiante se centra en la biyectividad de la
correspondencia entre nimeros y puntos en la recta numérica, asi como en la nocion de continuidad lineal,
lo que amplia su comprensidn sobre la representacion geométrica de los numeros reales. En la fase 1V,
establece una relacion entre las propiedades previamente mencionadas y las relaciones de igualdad,
integrando las propiedades de las desigualdades y la continuidad con las relaciones de igualdad,
consolidando asi su comprension de la estructura y propiedades de los nimeros reales.

Patrén de Cambio Conceptual JV6

Caod Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Resalta la importancia de precisar la|ldentifica la relevancia de las fracciones
V6 | Fase regresenta_cic’m en fracciones continuas y de | continuas y establece una dis;incién
sefialar diferencias fundamentales con los|clara entre estas y los numeros
nimeros racionales para una comprension |racionales, lo cual enriquece su
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maés profunda. comprension de los nimeros reales.

Critica la falta de discusion sobre

. . cardinalidad y fracciones continuas,
Menciona la ausencia de elementos como la

Fase Il o . . mostrando una consciencia critica de
cardinalidad y las fracciones continuas. .
los elementos necesarios para una
comprension completa.
Reafirma su critica sobre la omision de
Fase \/ Subraya la falta de cardinalidad y fracciones | cardinalidad y fracciones continuas,

continuas, aspectos acordados previamente. |mostrando  consistencia en  su
evaluacion y comprension del tema.

Tabla 33.- Modelos mentales de JV6

El estudiante comienza su analisis en relacion con las fracciones continuas y los nimeros racionales,
donde muestra un patrén de cambio conceptual de construccion dual. Desde la fase I, resalta la
importancia de precisar la representacion en fracciones continuas y sefiala las diferencias fundamentales
con los nimeros racionales para una comprension mas profunda.

En la fase Il, menciona la ausencia de elementos como la cardinalidad y las fracciones continuas,
mostrando una consciencia critica de los elementos necesarios para una comprension completa. Esta
critica persiste en la fase V, donde el estudiante subraya nuevamente la falta de cardinalidad y fracciones
continuas, reafirmando su evaluacion y comprensién del tema.

A lo largo de las fases, muestra una capacidad para manejar multiples formas de razonamiento y critica,
incluso cuando algunos elementos importantes no estan presentes en el material de estudio. Esta capacidad
sugiere que el estudiante mantiene dos niveles de comprension: uno basado en la informacion disponible y
otro basado en su conocimiento previo y la critica constructiva de lo que falta.

Este proceso de aprendizaje caracterizado por una construccion dual del conocimiento permite al
estudiante manejar diferentes niveles de comprension y razonamiento, incluso en presencia de
informacidén incompleta. La capacidad para criticar y evaluar la falta de elementos clave a lo largo de las
fases, sugiere una profundidad de pensamiento y una capacidad critica que son esenciales para el cambio
conceptual en matematicas y otros campos.

Validacion de la tarea a partir del estudiante JV

En JV1, JV2, V3, JV4, JV5 y JV6 se observa un cumplimiento variado de los objetivos planteados y de
las caracteristicas de una tarea con sentido profesional en la formacién de profesores de matemaéticas. En
JV1, V2, JV3 y JV4, el estudiante logra reconocer distintas representaciones de los nimeros reales y
toma postura sobre su ensefianza, lo que indica un cumplimiento satisfactorio de los objetivos. Ademas,
demostrd habilidades como maodificar su conocimiento y promover la comprension de conceptos
didacticos y matematicos. En estos procesos también se evidencié las caracteristicas del desarrollo
cognitivo/epistémico en relacion con el curriculo escolar colombiano.

Por otro lado, JV5 y JV6 mostraron un cumplimiento parcial de los objetivos. Si bien ambos estudiantes
abordaron aspectos de las representaciones de los nimeros reales, JV5 se centré Gnicamente en la relacion
de orden entre nimeros positivos y negativos, mientras que JV6 analizé especificamente las fracciones
continuas y los nimeros racionales. Sin embargo, en ninguno de los dos se menciond una revision
histdrica en su comprension del tema, lo que limité su cumplimiento del segundo objetivo. Ademas, JV5 y
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JV6 no discutieron ampliamente sobre como deben presentarse los nimeros reales ni cuestionaron la
didactica presentada en los libros de texto, lo que indica un cumplimiento parcial del tercer objetivo.

En conclusion, mientras que en JV1, JV2, JV3 y JV4 se demostré un cumplimiento més completo de los
objetivos y caracteristicas de una tarea con sentido profesional en la formacién de profesores de
matematicas, JV5 y JV6 mostraron un cumplimiento parcial, especialmente en relacion con el uso de la
metacognicion y la reflexion sobre la ensefianza de los numeros reales. Sin embargo, se evidencia un
compromiso con el analisis y la comprensién de los conceptos matematicos, lo que sugiere un progreso en
su desarrollo profesional como futuro profesor de matematicas.

ESTUDIANTE LC
Patron de Cambio Conceptual LC1

Cad Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Comprende que los nameros reales
Se introduce al estudiante en el concepto |abarcan tanto nimeros racionales como
Fase | de los nimeros reales como un conjunto | irracionales, estableciendo una base inicial
numérico esencial en operaciones |sobre la naturaleza y la importancia del
algebraicas. conjunto de  numeros reales en
matematicas
Se familiariza con la estructura del
conjunto de nameros reales,
Se explora la unién de dos conjuntos|comprendiendo como los  ndmeros
Fase I numeéricos y su relaciébn con otros|racionales e irracionales se unen para
conjuntos en funcion de los elementos |formar este conjunto. Esto refuerza su
que comparten. comprension de la composicion y las
relaciones internas entre  diferentes
LC1 subconjuntos numéricos.
Aprende sobre la magnitud del conjunto de
nameros reales en comparacion con otros
Fase [V Se discute la cardinalidad del conjunto de | conjuntos numéricos, adquiriendo una
nameros reales. nocion avanzada sobre la "tamafio" del
conjunto de nameros reales en términos de
cardinalidad.
Consolida su comprension sobre la
. . distincion entre nimeros reales racionales
Se profundiza en las relaciones| . . ; .
. ; e irracionales, y como estos se relacionan
mencionadas con  otros  conjuntos . "
Fase V - . con otros conjuntos numéricos. Esto
numericos, considerando los elementos - o .
. proporciona una visibn mas completa y
compartidos. ; i
detallada de las interrelaciones y las
propiedades de los conjuntos numéricos.

Tabla 34.- Modelos mentales de LC1

El proceso LC1 sigue un patrén de cambio conceptual incremental, ya que, a lo largo de las diferentes
fases, va desarrollando gradualmente su comprension sobre los nimeros reales y su importancia en las
operaciones algebraicas.

Desde la fase I, comprende que los nimeros reales incluyen tanto nimeros racionales como irracionales,

lo que establece una base inicial sobre la naturaleza y la importancia del conjunto de ndmeros reales en
matematicas. Por lo que en la fase Il se familiariza con la estructura del conjunto de nimeros reales y
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comprende cdmo los nimeros racionales e irracionales se unen para formar este conjunto. Esto refuerza su
comprension de la composicion y las relaciones internas entre diferentes subconjuntos numéricos.

Para la fase IV, aprende sobre la cardinalidad del conjunto de numeros reales, lo que le permite entender
la magnitud de este conjunto en comparacion con otros conjuntos numéricos, por tanto, esta adquisicion
de nociones avanzadas amplia su comprension del tema.

Finalmente, en la fase V, profundiza en las relaciones del conjunto de niumeros reales con otros conjuntos

numéricos, consolidando su comprension sobre la distincidn entre nimeros reales racionales e irracionales
y cdmo se relacionan con otros conjuntos.

Patron de Cambio Conceptual LC2

Cad Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético

Observa que la presentacion de los
Fase | |nUmeros reales como un sistema
numérico.

Se enfatizan las operaciones y conceptos
matematicos asociados.

LC2 Comprende que e_I conjunto de nL’J_meros Re,(:(_)noce la importancia de,un esquema
reales no se define como un sistema | grafico para representar 1os nimeros reales
Fase Il | unicamente por sus elementos, sino por | como un sistema numérico, lo que sugiere
las operaciones que pueden realizarse |[una necesidad de visualizacion para
con ellos. clarificar esta ambigliedad.

Tabla 35.- Modelos mentales de LC2

El proceso LC2 se caracteriza por la coexistencia de dos enfoques distintos en la comprension del
concepto de nuimeros reales. En primer lugar, el reconocimiento de la ambigiiedad inicial indica una
conciencia critica, sobre la presentacion de los numeros reales como un sistema numérico. En segundo
lugar, la diferenciacion entre conjunto y sistema demuestra una comprensién méas profunda de la
naturaleza estructural de los nimeros reales.

En la fase I, observa que la presentacion de los nimeros reales como un sistema numérico no es explicita,
lo que genera ambigiiedad en su comprension inicial. Esta observacién resalta la importancia de una
presentacién clara y estructurada de los conceptos matematicos para facilitar su comprension.

En la fase I, reconoce que el conjunto de nimeros reales no se define Unicamente por sus elementos, sino
por las operaciones que pueden realizarse con ellos. Esta diferenciacién entre conjunto y sistema muestra
una profundizacion, reconociendo que la naturaleza de los nimeros reales va mas alla de su existencia
como elementos individuales.

Ademas, se destaca la importancia de la representacion gréafica para clarificar esta ambigliedad y facilitar
la comprensién del sistema numérico de los nimeros reales. Este enfoque dual, que combina tanto la
comprension abstracta de las operaciones y conceptos matematicos como la visualizacion a través de
representaciones graficas, permite al estudiante tener un concepto mas completo y multifacético del tema.

Patrén de Cambio Conceptual LC3

Cod Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético

Analiza las propiedades de los nimeros | Adquiere una comprensién sélida de las
LC3 Fase | reales en operaciones alg(_abr_aica_s, como propigdades operacionales y algebraicas de
la suma y la multiplicacion, y|los nimeros reales, estableciendo una base
propiedades algebraicas como la|tedrica fundamental.
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asociativa, conmutativa y distributiva.

Se aborda la propiedad de completitud
o el postulado de correspondencia, | Entiende el concepto de completitud y como
Fase Il |destacando que a cada punto de la recta | los nimeros reales corresponden de manera
le corresponde un ndmero real y |biunivoca a puntos en la recta numérica.

viceversa.

Se identifican diversas caracteristicas | Amplia su comprension de los ndmeros
Fase 111 fundamentales.de- los nimeros reales, | reales, reconociendo caracteristicas

como la continuidad, el orden y la|importantes que definen su comportamiento

densidad. y estructura.

Reafirma su conocimiento sobre la
continuidad y la densidad de los ndmeros
reales, integrando estas propiedades en su
comprension general del sistema numérico.

Se enfatiza que los nameros reales
Fase IV |cumplen con la densidad y la
continuidad.

Se hace referencia a la propiedad de
completitud de los nimeros reales con
la recta numérica y se afiade la nocion
de cardinalidad en el conjunto de los
ndmeros reales, destacando  su
continuidad.

Consolida su comprension  sobre la
completitud, la continuidad y la cardinalidad
de los nUmeros reales, desarrollando una
vision integral de estos conceptos en el
contexto de la recta numérica.

Fase V

Tabla 36.- Modelos mentales de LC3

El estudiante LC comienza su analisis siguiendo un patron de cambio conceptual incremental, lo que
implica una introduccion de nuevas ideas en la estructura conceptual del estudiante. A través de las
diferentes fases, profundiza y amplia su comprension de los nimeros reales de manera acumulativa.

En la fase I, establece una base sélida al comprender las propiedades operacionales y algebraicas de los
nameros reales. Esto proporciona el fundamento necesario para construir una comprension mas profunda
en las fases siguientes.

En la fase I, se introduce el concepto de completitud, afiadiendo una nueva dimension a la comprensién
del estudiante. Entiende como los numeros reales corresponden biunivocamente a puntos en la recta
numeérica, lo que amplia su perspectiva sobre la naturaleza de estos nimeros.

En la fase I11, identifica y afiade caracteristicas fundamentales como la continuidad, el orden y la densidad,
lo que amplia alin mas su conocimiento sobre los nimeros reales y su comportamiento.

En las fases IV y V, reafirma y consolida su conocimiento sobre la continuidad y la densidad de los
nameros reales, y, ademas, afiade la nocion de cardinalidad, integrando todos estos conceptos en una
comprension holistica de los nimeros reales. Esto refuerza su entendimiento sobre la completitud del
conjunto de nameros reales y su relacion con la recta numérica.

Patron de Cambio Conceptual LC4

Cod Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Identifica una ambigiiedad en la
definicion de los ndmeros racionales,
sefialando que describirlos simplemente
como el resultado de la divisién de dos
nameros enteros puede ser confuso para
otros estudiantes.

Desarrolla una sensibilidad hacia las
posibles dificultades y confusiones que las
definiciones matematicas ambiguas pueden
causar, especialmente en el contexto
educativo.

LC4 Fase |
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Toma conciencia de la importancia de
precisién en las definiciones matematicas,
reconociendo que describir los numeros
racionales de manera inexacta puede llevar
malentendidos y errores conceptuales.
Tabla 37.- Modelos mentales de LC4

Se destaca un error comun al definir un
namero racional como aquel que puede
expresarse como el cociente de dos
nlimeros enteros.

Fase 11

El proceso de aprendizaje del estudiante en LC4 sigue un patrén de cambio conceptual incremental, donde
a través de una secuencia de identificacion y correccion de conceptos, mejora su capacidad para
comunicar ideas matematicas con claridad y va desarrollando gradualmente su comprension sobre los
nameros reales y su importancia en las operaciones algebraicas.

En la fase I, identifica una ambigiedad en la definicion de los nimeros racionales al sefialar que
describirlos simplemente como el resultado de la division de dos nimeros enteros puede ser confuso para
otros estudiantes. Esta etapa muestra una sensibilizacion inicial hacia las posibles dificultades y
confusiones que las definiciones matematicas ambiguas pueden causar, especialmente en el contexto
educativo. En la fase Il, destaca un error comdn al definir un nimero racional como aquel que puede
expresarse como el cociente de dos nimeros enteros. Aqui, toma conciencia de la importancia de la
precisién en las definiciones matematicas, reconociendo que describir los nimeros racionales de manera
inexacta puede llevar a malentendidos y errores conceptuales.

Patrén de Cambio Conceptual LC5

Cad Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Aborda las representaciones de los
nimeros  reales, destacando las
expresiones decimales y fraccionarias, e

Establece una comprensién inicial de las
diversas formas en las que los nimeros

Fase | |. . reales pueden  ser  representados,
incluye las raices cuadradas de los|.
. . . incluyendo tanto formas exactas como
ndmeros primos como parte de dichas .
. radicales.
representaciones.
Comienza a relacionar como diferentes
Se explora la relacién de los diversos | conjuntos numéricos (racionales,
Fase Il |conjuntos numéricos en sus respectivas | irracionales) se representan de manera
representaciones. distinta y como estos se integran en el

LCS sistema de los nimeros reales.

Se detallan las disparidades entre la|Profundiza en la comprensién de las
representacion  simbolica  (notacion | diferencias entre las representaciones
Fase 11l | decimal, fraccionaria, entre otras) y la|simbdlicas y graficas, clarificando como se
representacion grafica en la recta|visualizan y se manipulan en distintos
numérica. contextos matematicos.

Se discute que la escritura decimal | Reconoce la variedad de formas en que las
puede presentarse de manera exacta, en | expresiones decimales pueden
forma de periodo puro o no periddica, e | manifestarse, incluyendo identificacion de
incluso en forma de radicales. diferentes tipos de decimales y radicales.

Fase IV

51



Se concluye que tanto la estimacion
como los numeros reales, racionales e
irracionales, decimales, fracciones, no
se refieren a ndmeros en si, sino a
fracciones. Se destaca que los nimeros
irracionales con raices dentro de los
nameros primos son lo que se alude en
la representacion de los nudmeros
radicales. Se identifica esta etapa como
la representacion operatoria.

Tabla 38.- Modelos mentales de LC5

Integra  su  comprension  de las
representaciones  numericas con  un
enfoque en las fracciones y radicales,
reconociendo la naturaleza fraccionaria de
muchas representaciones numéricas Yy
destacando la importancia de la
representacion operatoria.

Fase V

El estudiante LC5 comienza su analisis siguiendo un patron de cambio conceptual incremental, donde a
través de cada fase se desarrolla una comprension més profunda y detallada de las representaciones de los
nameros reales.

En la fase I, establece una comprension inicial de las diversas formas en las que los nimeros reales pueden
ser representados, incluyendo expresiones decimales, fraccionarias y radicales. En la fase Il, comienza a
explorar la relacion entre los diversos conjuntos numéricos y sus representaciones, profundizando en las
conexiones y diferencias entre ellos.

En la fase Il, se detallan las diferencias entre la representacion simbélica y grafica de los nameros reales,
lo que permite una mejor comprension de cdmo se visualizan en distintos contextos matematicos. En la
fase 1V, se discute la variedad de formas en que las expresiones decimales pueden manifestarse,
enriqueciendo la comprension de su diversidad.

Finalmente, en la fase V, se integran todas las comprensiones adquiridas, enfocandose en la naturaleza

fraccionaria de las representaciones numéricas y estableciendo la representacion operatoria como un
marco importante para entender los nimeros reales.

Patron de Cambio Conceptual LC6

Cod Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético

No es posible crear un modelo sintético ya
gue no es posible evidenciar un conflicto
conceptual durante la realizacion de la
tarea respecto a estas ideas previas.

Tabla 39.- Modelos Mentales de LC6

LC6 Fase IV | La necesidad de medir magnitudes

En LC6 durante la fase I11 habla de cémo la necesidad de medir magnitudes permiti6 el surgimiento de los
nameros reales, pero no se evidencid conflictos conceptuales que pudiesen derivar en un cambio
conceptual, por lo que no es posible analizar los modelos mentales construidos durante la tarea.

Validacion de la tarea a partir del estudiante LC

El proceso de aprendizaje de LC1 destaca por su cumplimiento efectivo del primer objetivo al comprender
gradualmente la importancia de los nimeros reales en las operaciones algebraicas. Este logro se relaciona
con un cambio conceptual incremental, donde el estudiante desarrolla progresivamente su comprension a
lo largo de las diferentes fases. Ademas, logra tomar postura sobre la ensefianza de los nimeros reales,
indicando un cumplimiento pleno del tercer objetivo. Las caracteristicas cumplidas incluyen propiciar un
rol activo, abordar problemas profesionales y promover la comprension de conceptos didacticos y
matematicos, asi como reconocer caracteristicas del desarrollo cognitivo/epistémico.
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En contraste, en LC2 se observa un cumplimiento parcial de los objetivos. Aunque el estudiante reconoce
la ambiguedad inicial en la presentacion de los nimeros reales y profundiza en la diferenciacion entre
conjunto y sistema, no aborda explicitamente el uso de la metacognicion ni la revisién historica en su
comprension del tema, lo que limita su cumplimiento del segundo objetivo. Sin embargo, demuestra una
comprension mas profunda de la estructura de los nimeros reales y la importancia de la representacion
gréfica, sugiriendo un cumplimiento parcial del tercer objetivo. Las caracteristicas cumplidas incluyen
propiciar un rol activo y promover la comprension de conceptos didacticos y matematicos.

Por otro lado, el proceso de aprendizaje de LC3 refleja un cumplimiento efectivo de los objetivos
planteados. Aqui, el estudiante demuestra un cambio conceptual incremental al introducir nuevas ideas en
su estructura conceptual y profundizar su comprension a lo largo de las fases. Ademas, logra tomar
postura sobre la ensefianza de los numeros reales, lo que indica un cumplimiento pleno del tercer objetivo.
Las caracteristicas cumplidas incluyen propiciar un rol activo, abordar problemas profesionales, modificar
el conocimiento, promover la comprensién de conceptos didacticos y matematicos, y reconocer
caracteristicas del desarrollo cognitivo/epistémico.

Similarmente, en LC4, se muestra un cumplimiento efectivo de los objetivos y caracteristicas de una tarea
con sentido profesional en la formacion de profesores de mateméticas. Aqui, el estudiante identifica
ambiguedades y errores en la definicion de los nimeros racionales, lo que refleja una sensibilizacion hacia
las dificultades conceptuales en el aprendizaje de matematicas. Este proceso se relaciona con un cambio
conceptual incremental, donde el estudiante mejora gradualmente su capacidad para comunicar ideas
matemaéticas con claridad. Ademas, logra tomar postura sobre la ensefianza de los nimeros reales, lo que
indica un cumplimiento pleno del tercer objetivo. Las caracteristicas cumplidas incluyen propiciar un rol
activo, abordar problemas profesionales, modificar el conocimiento, promover la comprension de
conceptos didacticos y matematicos, y reconocer caracteristicas del desarrollo cognitivo/epistémico.

En LCS5, el estudiante manifiesta el cumplimiento de los objetivos planteados al desarrollar una
comprension més profunda y detallada de las representaciones de los nimeros reales a lo largo de cada
fase. Ademas, logra tomar postura sobre la ensefianza de los numeros reales, lo que indica un
cumplimiento pleno del tercer objetivo. Las caracteristicas cumplidas incluyen propiciar un rol activo,
abordar problemas profesionales, modificar el conocimiento, promover la comprension de conceptos
didacticos y matematicos, y reconocer caracteristicas del desarrollo cognitivo/epistémico.

Finalmente, en LC6, aunque se reconoce la necesidad de medir magnitudes como un contexto importante
para el surgimiento de los nimeros reales, no se evidencian conflictos conceptuales que puedan derivar en
un cambio conceptual, lo que limita el analisis de los modelos mentales construidos durante la tarea,
sugiriendo un cumplimiento parcial de los objetivos. Las caracteristicas cumplidas incluyen propiciar un
rol activo y promover la comprensién de conceptos didacticos y matematicos.

ESTUDIANTE AM
Patron de Cambio Conceptual AM1

Cad Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético

Introduce la nocidon de los nudmeros | Establece una comprension basica de los
reales partiendo de los conjuntos de|nameros reales como la combinacion de
AM1 |Fasel |nUmeros racionales e irracionales, |ndmeros racionales e irracionales,
resaltando su union como el conjunto | proporcionando un marco inicial para
de ndmeros reales. entender el sistema numérico completo.
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Refuerza y valida su comprensién inicial

Se refiere al contenido del libro que . .
mediante la referencia a la fuente

describe la composicion de los nimeros

Fase Il . , X bibliogréfica, consolidando su
reales a partir de los nimeros racionales e S
oo conocimiento sobre la composicion de los
e irracionales. .
numeros reales.
Se aborda la distincion entre la . L
o X S Profundiza en su comprension de las
irracionalidad y racionalidad, - . .
. caracteristicas  diferenciadoras  entre
destacando que los nameros | ~ . . R
S . e nimeros  racionales e irracionales,
Fase Il | irracionales poseen decimales infinitos

clarificando como se representan 'y
distinguen estos dos tipos de numeros
dentro del conjunto de los nimeros reales.

no periddicos, a diferencia de los
nimeros  racionales que pueden
expresarse como fracciones.

Tabla 40.- Modelos Mentales de AM1

El proceso de aprendizaje del estudiante en AM1 sigue un patrén de cambio conceptual incremental,
donde cada fase contribuye gradualmente a la construccién de una comprension mas profunda y detallada
del concepto de los nimeros reales.

En la fase I, comienza con una introduccidn basica sobre la nocion de los nimeros reales, destacando la
unién de los conjuntos de nameros racionales e irracionales. En la fase Il, a través de la referencia al
contenido del libro, refuerza su concepto inicial, consolidando su conocimiento sobre la composicion de
los nimeros reales.

Finalmente, en la fase 11, profundiza en la distincion entre nimeros racionales e irracionales, entendiendo
las caracteristicas de cada uno, especialmente en términos de su representacion decimal.

Este enfoque incremental permite al estudiante desarrollar una comprension sistematica del conjunto de

los nimeros reales, comenzando con una visién general y progresando hacia un conocimiento mas preciso
entre los diferentes tipos de nimeros que lo componen.

Patron de Cambio Conceptual AM2

Cod Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético

Menciona las propiedades de
reflexividad, simetria, y transitividad, asi
Fase | |como la propiedad de densidad, aunque
esta Ultima no esta claramente definida
AM2 en el libro.

Inicia su comprension de los ndmeros
reales identificando sus propiedades
fundamentales, aunque con una definicion
incompleta de la densidad.

Se discute sobre las propiedades de los|Profundiza su comprension de las
nimeros reales, especificamente las | propiedades basicas de los nimeros reales,
propiedades: transitiva, simétrica, Yy |reafirmando y ampliando su conocimiento
reflexiva. inicial.

Fase 11

Tabla41.- Modelos Mentales de AM2
El estudiante durante el proceso AM2 comienza su analisis siguiendo un patrén de cambio conceptual
incremental, donde cada fase contribuye gradualmente a una comprensién mas profunda y estructurada de
las propiedades de los nimeros reales.

En la fase I, comienza por identificar varias propiedades fundamentales de los numeros reales, incluyendo
la reflexividad, simetria, transitividad, y densidad, aunque con una comprension inicial incompleta de la

54



densidad. En la fase Il, profundiza su comprension de estas propiedades, discutiéndolas de manera mas
detallada y reforzando su conocimiento inicial.

Este enfoque incremental permite al estudiante desarrollar una comprension mas completa y precisa de las
propiedades de los numeros reales, comenzando con una identificacion bésica y progresando hacia una
discusion mas detallada y estructurada.

Patron de Cambio Conceptual AM3

Cdad Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Identifica que el libro no abarca|Reconoce lagunas en la cobertura del libro
Fase | propiedades de los nimeros reales como | respecto a propiedades cruciales de los
la no exclusividad, la no numerabilidad y | ntmeros reales, sefialando &reas no
la completitud. abordadas.
Se explica que la completitud implica . .
P q P _!mp Comprende la propiedad de completitud y
gue no debe haber espacios vacios en la .
. . reconoce que la densidad se aborda en el
Fase Il |recta numérica y se menciona que el . ,
: . - texto, aunque la numerabilidad no esta
texto no evidencia la numerabilidad, pero .
. X Lo claramente cubierta.
si la densidad en algunos ejercicios.
Se aborda el concepto de | Adquiere un entendimiento profundo de
inconmensurabilidad, explicando que dos | conceptos avanzados como
magnitudes son inconmensurables si no | inconmensurabilidad, continuidad,
Fase 111 existen dos numeros que las relacionen |completitud, y no  numerabilidad,
de manera proporcional. Se discute la|reconociendo que los ndmeros reales
AM3 continuidad, completitud y no|forman una linea continua sin puntos
numerabilidad de los numeros reales, | vacios y que su cardinalidad es distinta de
resaltando la densidad del conjunto. la de los nimeros racionales.
Profundiza en la continuidad e
inconmensurabilidad, mencionando que L -
y Refuerza su comprension de la continuidad
algunos nimeros no pueden expresarse . - .
. y la inconmensurabilidad, enfatizando la
Fase IV |como racionales, destacando la no o ,
- ; no numerabilidad de los nimeros reales y
numerabilidad de los numeros reales y la Lo .
i : su implicacion en la densidad.
relacion con la densidad en la recta
numeérica.
Se compara la inconmensurabilidad con
la representacion de segmentos y se|Sintetiza su aprendizaje, integrando los
Fase \/ menciona la continuidad, concluyendo | conceptos de inconmensurabilidad,
que los numeros reales estan presentes, lo | continuidad y densidad, y aplicAndolos a la
gue lleva a la discusion sobre relaciones | comprensidn de la recta numérica.
y la densidad en la recta numérica.

Tabla 42.-

Modelos Mentales de AM3

El proceso de aprendizaje del estudiante en AM3, sigue un patron de cambio conceptual incremental, que
se caracteriza por un progreso gradual desde una comprension inicial hasta una comprension mas
profunda y detallada de los conceptos relacionados con los nimeros reales.

En la fase I, comienza identificando lagunas en el material de estudio, sefialando que el libro no cubre
propiedades esenciales de los nimeros reales, como la no exclusividad, la no numerabilidad y la
completitud. Para la fase Il, el estudiante profundiza su comprension al abordar la propiedad de
completitud y reconocer que, aunque la densidad se trata en el texto, la numerabilidad no esta claramente
cubierta. Esta fase muestra un avance en la comprension, donde el estudiante no solo identifica vacios,
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sino que también comienza a relacionar conceptos y a reflexionar sobre la informacion presentada en el
material de estudio.

En la fase Ill, adquiere un entendimiento mas profundo de conceptos avanzados como la
inconmensurabilidad, la continuidad, la completitud y la no numerabilidad. Este proceso implica no solo
comprender estas propiedades individualmente, sino también reconocer cémo se interrelacionan y
contribuyen a la comprension general de los nimeros reales. El estudiante llega a comprender que los
nameros reales forman una linea continua sin puntos vacios, lo que contrasta con los nimeros racionales,
y reconoce la importancia de estas propiedades en la caracterizacion del conjunto de los nimeros reales.

En la fase 1V, refuerza su comprensién de la continuidad y la inconmensurabilidad, profundizando en la
no numerabilidad de los nimeros reales y su implicacion en la densidad. Esta etapa muestra una capacidad
para aplicar los conceptos aprendidos, lo que indica un progreso significativo en su comprensién del tema.

Finalmente, en la fase V, sintetiza su aprendizaje, integrando los conceptos de inconmensurabilidad,
continuidad y densidad, y aplicandolos a la comprension de la recta numérica. Esta fase representa la
culminacion del proceso de aprendizaje, donde el estudiante demuestra una comprension completa y
multifacética de los conceptos relacionados con los nimeros reales y su representacion en la recta
numeérica.

Patrén de Cambio Conceptual AM4

Cod Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético

Incluye las propiedades de las
operaciones de los numeros reales|Aplica las propiedades operacionales de
(adicion, multiplicacion, potenciacion, | los nimeros reales en diversos contextos,

Fase | S . . ; - i .
radicacion, y logaritmacion) mediante | lo que facilita una comprension practica y
situaciones problema en contextos | contextualizada de estas operaciones.

AM4 matematicos y cotidianos.
. . Destaca la necesidad de un enfoque
Se subraya la importancia de tener un| . e . .
. . sistematico que integra  conjuntos,
sistema compuesto por  conjuntos, . . ;
Fase Il relaciones y operaciones, lo que permite

relaciones y operaciones para abordar las

. ! una visién mas estructurada y holistica de
propiedades de los nimeros reales.

las propiedades de los nimeros reales.

Tabla 43.- Modelos Mentales de AM4

El estudiante AM comienza su analisis siguiendo un patron de cambio conceptual incremental, en el cual
cada fase afiade un nivel adicional de comprension y estructura al conocimiento del estudiante sobre los
nameros reales.

En la primera fase, se enfoca en la aplicacion de propiedades operacionales en contextos practicos, lo cual
es crucial para que el estudiante vea la relevancia y utilidad de estas propiedades en situaciones reales. Al
abordar situaciones problema tanto en contextos matematicos como cotidianos, el estudiante desarrolla
una comprension concreta de las operaciones de los nimeros reales.

En la segunda fase, avanza hacia una comprension mas sistematica, subrayando la importancia de integrar

conjuntos, relaciones y operaciones para abordar de manera efectiva las propiedades de los nimeros
reales.
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Destaca la necesidad de una visiébn mas estructurada y coherente del sistema numérico, ya que, al
reconocer la importancia de un sistema compuesto por conjuntos, relaciones y operaciones, desarrolla una
comprension mas profunda de la estructura que sustenta las propiedades de los nimeros reales.

Patron de Cambio Conceptual AM5

Caod Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
. L , Se establece una comprension inicial de
Discute la representacion de los nimeros | ~, .
- ) cOmo se representan los nimeros reales en
reales en la recta numérica y menciona i .
Fase | . . la recta numeérica, lo que sienta las bases
las representaciones numéricas o
. para entender su estructura y relacion con
equivalentes. . L
otras representaciones numéricas.
Amplia su comprensién sobre las
Se detalla sobre las representaciones en | representaciones numéricas en la recta
Fase Il |la recta numérica, incluyendo la|numérica, lo que le permite visualizar
expresion decimal y fraccionaria. cémo se expresan los nimeros reales tanto
en forma decimal como fraccionaria.
Profundiza en las representaciones | Adquiere una comprension mas amplia y
simbdlicas y graficas de los numeros | detallada de las formas en que se pueden
reales, incluyendo diversas notaciones |representar los ndmeros reales, tanto
AM5 Fase Ill [como la decimal, fracciones continuas, | simbélica como graficamente, lo que le
expresiones  algebraicas, radicales, | permite explorar la relacion entre tipos de
aproximaciones en series y numeros |representaciones y entender la naturaleza
trascendentes de los nimeros reales y su estructura.
Profundiza en conceptos avanzados
. . |relacionados con la representacion de los
Se aborda sobre aproximaciones en series | .
Fase IV . nameros reales, lo que le permite
y nimeros trascendentes. . .
comprender aspectos mas complejos de su
estructura y comportamiento.
Identifica y reconoce un error especifico en
. .. | una representacion numérica, lo que indica
Se menciona un error en la expresion : !
Fase V . . L una capacidad para detectar y corregir
decimal relacionado con la periodicidad. . . . .
posibles malentendidos o imprecisiones en
el proceso de aprendizaje.

Tabla 44.-

Modelos Mentales de AM5

El proceso de aprendizaje del estudiante en AM5 sigue un patron de cambio conceptual incremental, en el
cual cada fase agrega una capa adicional de comprension y profundizacién sobre la representacion y
naturaleza de los nimeros reales.

En la primera fase, establece una comprension inicial de cémo se representan los nimeros reales en la
recta numérica, lo que sienta las bases para entender su estructura y su relacién con otras representaciones
numeéricas. Al discutir las representaciones numéricas equivalentes, el estudiante comienza a visualizar la
conexion entre los nimeros reales y su ubicacién en la recta numérica.

En la segunda fase, amplia su comprension al detallar sobre las representaciones en la recta numérica,
incluyendo tanto la expresion decimal como fraccionaria. Esto le permite visualizar con mayor claridad
coémo se expresan los nimeros reales en diferentes formas y como estas formas se relacionan entre si en el
contexto de la recta numérica.
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En la tercera fase, profundiza en las representaciones simbdlicas y graficas de los nimeros reales,
explorando notaciones como la decimal, fracciones continuas, expresiones algebraicas, radicales,
aproximaciones en series y nimeros trascendentes. Esta exploracion le permite al estudiante adquirir una
comprension mas completa y detallada de los nimeros reales y su estructura, asi como de la relacion entre
diferentes tipos de representaciones.

En la cuarta fase, avanza hacia conceptos mas avanzados al abordar aproximaciones en series y nimeros
trascendentes, lo que le permite comprender aspectos mas complejos de la estructura y el comportamiento
de los nimeros reales.

Finalmente, en la quinta fase identifica y reconoce errores en una representacion numérica, demostrando
una capacidad para detectar y corregir imprecisiones en el proceso de aprendizaje.

Patrén de Cambio Conceptual AM6

Cod Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético

Se reconoce una deficiencia en la
presentacion del sistema numérico, lo que
indica una conciencia de la necesidad de
una definicion mas explicita y completa
para comprender el conjunto de ndmeros
reales.

Identifica una falta de claridad en la
definicion del sistema numérico,

Fase | |sefialando que solo se hace referencia al
conjunto de nimeros racionales e
irracionales.

AUE Profundiza en la comprensién del sistema

Establece una analogia entre el sistema|numérico al relacionarlo con otros
de numeracion y los conjuntos de|conjuntos numéricos y sistemas de
Fase Il |decimales, racionales y  reales, | numeracion, lo que permite una visién mas
comparandolos  con  sistemas  de | holistica y contextualizada de los numeros
numeracion como los nimeros naturales. |reales y su lugar dentro del espectro
numérico.

Tabla 45.- Modelos Mentales de AM6

El estudiante comienza su analisis siguiendo un patron de cambio conceptual incremental, donde se van
identificando y abordando gradualmente las lagunas en la comprensién del sistema numérico y su relacion
con otros conjuntos.

En la primera fase, reconoce una falta de claridad en la definicion del sistema numeérico, lo que indica una
conciencia de las deficiencias en su comprension inicial. Al sefialar esta falta de claridad, el estudiante
muestra una sensibilidad hacia la importancia de tener una definicion explicita y completa del sistema
numeérico para comprender adecuadamente el conjunto de nimeros reales.

En la segunda fase, profundiza en su comprension al establecer analogias entre el sistema numérico, otros
conjuntos numéricos y sistemas de numeracion como los numeros naturales. Esta comparacion le permite
contextualizar la naturaleza de los nimeros reales. Al relacionar el sistema de numeracién con conjuntos
como los decimales, racionales y reales, el estudiante amplia su comprension y obtiene una vision mas
contextualizada de los nimeros reales.

A través de este proceso, avanza en su comprension del sistema numérico y los ndmeros reales,
construyendo gradualmente una vision mas completa de su estructura y su funcidén en matematicas.
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Patron de Cambio Conceptual AM7

Cod Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético

No es posible crear un modelo sintético
ya que no es posible evidenciar un
conflicto conceptual durante la
realizacion de la tarea respecto a estas
ideas previas.

Tabla 46.- Modelos mentales de AM7

Se observa una omision en la definicion

AM7 Fase | L ! ; .
explicita de la expresion fraccionaria

En la primera fase se observa una omision en la definicion explicita de la expresion fraccionaria, pero esta
no produce ningun cambio o conflicto conceptual.

Validacion de la tarea a partir del estudiante AM

En el caso de AM1, el estudiante demuestra un cumplimiento efectivo del objetivo de construir una
comprension mas profunda del concepto de ndmeros reales. A lo largo de cada fase, logra desarrollar
progresivamente su comprension, reflejando asi el cumplimiento de los objetivos establecidos. Aungue no
se menciona explicitamente el uso de la metacognicidn o la revisién historica, se destacan caracteristicas
como propiciar un rol activo y promover la comprensién de conceptos didacticos y matematicos.

En contraste, en AM2, el estudiante muestra un cumplimiento parcial de los objetivos. Aunque identifica
varias propiedades fundamentales de los nlmeros reales y profundiza en su comprension, no se evidencia
el uso explicito de la metacognicion o la revision histérica. No obstante, se cumplen caracteristicas como
abordar problemas profesionales, modificar el conocimiento y promover la comprension de conceptos
didacticos y matematicos.

Por otro lado, el proceso AM3 refleja un cumplimiento efectivo de los objetivos planteados. Aqui, el
estudiante muestra un cambio conceptual incremental y logra tomar posicion sobre la ensefianza de los
nameros reales, indicando un cumplimiento pleno de los objetivos establecidos, asi como de las
caracteristicas mencionadas.

En cuanto a AM4, el estudiante muestra un cumplimiento efectivo de los objetivos y caracteristicas de una
tarea con sentido profesional en la formacion de profesores de mateméticas. Agrega un nivel adicional de
comprension y estructura al conocimiento sobre los nimeros reales, al mismo tiempo que toma posicién
sobre su ensefianza.

En el anélisis de AM5, muestra un cumplimiento efectivo de los objetivos planteados y logra tomar
posicion sobre la ensefianza de los nimeros reales, lo que indica un cumplimiento pleno de los objetivos y
caracteristicas mencionadas.

Finalmente, en AMS6, refleja un cumplimiento parcial de los objetivos. Aunque identifica lagunas en la
comprension del sistema numérico y profundiza gradualmente su conocimiento, no se evidencia el uso
explicito de la metacognicion o la revision historica. Aun asi, se cumplen caracteristicas como propiciar
un rol activo y promover la comprension de conceptos didacticos y matematicos.

ESTUDIANTE MB
Patron de Cambio Conceptual MB1

Caod. Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético

MB1 |Fasel |Sefala que el libro aborda los nimeros | Reconoce la definicion béasica de los
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reales como la fusion entre los nimeros
racionales e irracionales.

nimeros reales como la combinacion de
nameros racionales e irracionales. Esta
comprension inicial es crucial para
entender la naturaleza y la estructura de los
nimeros reales como un conjunto
completo y continuo.

Fase 11

Se detalla la definicion de los nimeros
decimales periddicos y no periodicos,
representados en el conjunto R.

Profundiza en su comprension al discutir
las caracteristicas de los numeros
decimales, tanto periédicos como no
periodicos, y como estan representados en
el conjunto de ndmeros reales. Esta fase
indica una mayor familiaridad con las
representaciones numeéricas y propiedades
especificas de los nimeros reales.

Fase V

Se destaca la ausencia de una definicion
precisa de los nimeros reales en el libro.
Mas bien, se describen de manera
abstracta, casi como conjuntos.

Reconoce una deficiencia en la
presentacion de los nimeros reales en el
material de estudio, sefialando que la
descripcion es abstracta y carece de una
definicion precisa. [Esto sugiere una
conciencia critica por parte del estudiante
sobre la calidad del contenido presentado y
su capacidad para identificar lagunas en la
explicacion.

Tabla 47.-

Modelos Mentales de MB1

El estudiante en MB1 sigue un patron de cambio conceptual incremental a lo largo de su proceso de
aprendizaje sobre los numeros reales. En la primera fase, demuestra una comprension inicial al reconocer
gue los nimeros reales son una combinacion de ndmeros racionales e irracionales. Esta comprension
béasica establece una base fundamental para cualquier estudio posterior sobre los nimeros reales.

En la segunda fase, profundiza su comprensién al discutir las propiedades especificas de los nimeros
reales, como los numeros decimales periédicos y no periodicos. Este avance indica una mayor
familiaridad con las representaciones numéricas y las caracteristicas especificas de los nimeros reales.

Finalmente, en la quinta fase, muestra una capacidad critica al identificar la falta de una definicién precisa
de los nimeros reales en el material de estudio. Esta capacidad para cuestionar y evaluar el contenido
demuestra un desarrollo en su pensamiento critico y su comprension de los conceptos matematicos.

Patron de Cambio Conceptual MB2

Cod

Fases

Modelo Mental Inicial

Modelo Sintético

MB2

Fase

Resalta la utilizacién de representaciones
geométricas para esquematizar la
secuencia de los nUmeros reales e
introduce los conceptos de "ndmeros
reales positivos" y "ndmeros reales
negativos".

Comienza a familiarizarse con la
representaciéon visual de los nudmeros
reales, diferenciando entre  ndmeros
positivos y negativos. Esto establece una
base para comprender cémo se distribuyen
los nimeros reales en la recta numérica.

Fase Il

Se hace hincapié en la representacion
gréfica a través de la recta numérica y en
la representacién simbdlica. Se observa
la ausencia de ejemplos relacionados con

Profundiza en la representacion gréafica y
simbdlica de los ndmeros reales, pero
identifica una carencia en la cobertura de
otros conjuntos numéricos importantes
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los conjuntos numéricos enteros y

como los enteros y naturales. Esto indica

Fase 111

naturales. una comprensién mas amplia de la
representacion numeérica, aunque con
algunas lagunas.
Amplia su comprension de las diversas
Se mencionan las representaciones | formas simbdlicas en que se pueden

simbdlicas como la notacion decimal,
fracciones y radicales, junto con su
representacion grafica mediante la recta
numérica.

representar los nudmeros reales y su
relacion con la representacion grafica. Esto
refuerza su capacidad de visualizar y
simbolizar diferentes tipos de nlmeros
reales.

Fase IV

Se reconoce la representacion decimal y
sus multiples formas (fracciones, raices,
entre otros), destacando que estas varian
segin la teoria aplicada (Cantor con
intervalos, Dedekind con cortaduras, y
Cauchy con sucesiones).

Adquiere una comprension mas profunda
de las diferentes teorias y métodos de
representacion de los numeros reales,
apreciando la diversidad de enfoques
matematicos para describir los ndmeros.
Esto indica un avance significativo en su
comprension conceptual.

Fase V

Se precisa que las representaciones en la
recta numérica y en el texto se centran en
los nimeros periddicos y no periddicos,
asi como en la representacion
geométrica. Se menciona cémo se
definen  los  ndmeros  decimales
periddicos y no periddicos en el texto y
se alude a la posibilidad de abordar la

Consolida su comprensiéon de las diferentes
formas de representacion de los nimeros
reales, tanto periédicos como no
periddicos, y su representacion geomeétrica.
Ademas, muestra un interés en explorar la
igualdad desde una perspectiva tedrica mas
avanzada, como la teoria de conjuntos, lo
que denota un alto nivel de comprensién y

igualdad a través de la teoria de
conjuntos.

capacidad de abstraccién.

Tabla 48.- Modelos Mentales de MB2

En MB2, se revela un proceso de construccion gradual y acumulativa de conceptos. Cada fase amplia la
comprension sobre las representaciones numéricas y las teorias matematicas subyacentes.

En la primera fase, comienza a familiarizarse con la representacién visual de los nimeros reales,
diferenciando entre nimeros positivos y negativos. Esta etapa establece una base fundamental para
comprender cémo se distribuyen los nimeros reales en la recta numérica. En la segunda fase, se
profundiza en la representacion grafica y simbdlica de los nimeros reales, aungque se identifica una
carencia en la cobertura de otros conjuntos numéricos importantes como los enteros y naturales. A pesar
de esta laguna, muestra una comprensién mas amplia de la representacion numérica.

La tercera fase amplia ain mas la comprension del estudiante al abordar las diversas formas simbdlicas en
gue se pueden representar los nimeros reales, asi como su relacién con la representacion grafica. Esto
refuerza su capacidad de visualizar y simbolizar diferentes tipos de nimeros reales. En la cuarta fase,
adquiere una comprensiéon méas profunda de las diferentes teorias y métodos de representacion de los
numeros reales.

Finalmente, en la quinta fase, consolida su comprension de las diferentes formas de representacion de los
nameros reales, tanto periddicos como no periddicos, y su representacion geométrica. Ademas, muestra un
interés en explorar la igualdad desde una perspectiva teérica mas avanzada, lo que denota un alto nivel de
comprension y capacidad de abstraccion.
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Patron de Cambio Conceptual MB3

estudiante la identificacion de que dichos
conjuntos también forman parte de los
nameros reales.

Cod | Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Esta observacion indica una atencion
especifica del estudiante hacia la falta de
~ . inclusion de ejemplos relacionados con
Sefiala que el texto carece de ejemplos . o
. ) o conjuntos numericos fundamentales, como
Fase Il |relacionados con los conjuntos numéricos .
los enteros y los naturales. La ausencia de
enteros y naturales. . - L
ejemplos puede dificultar la comprension
completa de la relacion entre los diferentes
conjuntos numéricos.
MB3 -
Destaca nuevamente la carencia del texto
Vuelve a mencionar la limitacion del |al no incluir los conjuntos numéricos
texto al abordar solo los sistemas mas | enteros y naturales dentro del contexto de
recientes estudiados, lo cual podria|los numeros reales. Esta observacion
Fase V |considerarse un error ya que no facilita al | indica una comprension mas profunda de

la importancia de abordar todos los
conjuntos numéricos relevantes para una
comprension completa de los ndmeros
reales.

Tabla 49.-

Modelos Mentales de MB3

Al analizar el proceso MB3, se evidencia que sigue un patrén de cambio conceptual incremental a lo largo
de su proceso de aprendizaje sobre los conjuntos numéricos y su relacion con los nimeros reales. Este
comienza en la segunda fase, al mostrar una comprension inicial e identificar la falta de ejemplos
relacionados con los conjuntos numéricos enteros y naturales en el texto. En la quinta fase, profundiza en
su comprension al sefialar como esta limitacion del texto puede dificultar la identificacion de la inclusion
de conjuntos numéricos fundamentales dentro del contexto de los nimeros reales.

Esta observacién muestra un avance en su capacidad para evaluar el contenido del texto y comprender su
impacto en el aprendizaje, lo que indica un desarrollo significativo en su comprension conceptual y su
habilidad para analizar y evaluar informacion matematica.

Patron de Cambio Conceptual MB4

Cod

Fases

Modelo Mental Inicial

Modelo Sintético

MB4

Fase |

Sefiala que el libro trata las propiedades
de los nimeros reales, como la igualdad
y el orden, pero indica que la ausencia de
ejemplos generales de numeros reales
podria restringir el entendimiento de los
estudiantes acerca de este conjunto
nUMerico.

Importancia de los ejemplos generales para
facilitar la comprension de los conceptos
de nameros reales. Al destacar la ausencia
de ejemplos, indica una conciencia de
como esta falta puede limitar el
aprendizaje de los estudiantes.

Fase Il

Se centra en las propiedades de la
operacion de multiplicacion 'y la
operacion aditiva en los nimeros reales,
sefialando  que  estas  operaciones
comparten las mismas propiedades que
en los nimeros racionales.

Comprension de las propiedades de las
operaciones fundamentales en los nimeros
reales y su relacion con los ndmeros
racionales. El estudiante reconoce la
continuidad en las propiedades de estas
operaciones entre diferentes conjuntos
nUMEricos.
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Demuestra comprender las propiedades
. - fundamentales del sistema numérico real,
Se resalta la completitud y la continuidad . -
; g . como su completitud, continuidad y
Fase Ill | del sistema numérico real, ademés de su . . .
. densidad. Estas propiedades son cruciales
densidad. .
para entender la estructura del conjunto de
nameros reales.
Se menciona la densidad y se la vincula | Muestra una comprension mas profunda al
con los puntos de la recta numérica y la | vincular la densidad del sistema numérico
continuidad, argumentando que estas |real con la continuidad y los puntos de la
Fase IV | propiedades se satisfacen debido a la|recta numérica. Esta conexion demuestra
densidad y la completitud del sistema. una apreciacion mas completa de cémo
estas propiedades estan interrelacionadas
en el contexto de los nimeros reales.
Se declara que el sistema numérico real | Manifiesta un entendimiento claro de que
no es enumerable debido a su relacion |el sistema numérico real no puede ser
con los nimeros naturales. enumerado debido a su relacion con los
Fase V nimeros naturales. Esta comprensién
implica una apreciacion mas profunda de
la cardinalidad del conjunto de numeros
reales.

Tabla 50.- Modelos Mentales de MB4

El estudiante en MB4 sigue un patron de cambio conceptual incremental a lo largo de su proceso de
aprendizaje sobre los nimeros reales y sus propiedades. En la primera fase, muestra la importancia de los
ejemplos generales para facilitar la comprension de los conceptos de nimeros reales. Al destacar la
ausencia de ejemplos, indica una conciencia de como esta falta puede limitar el aprendizaje de los
estudiantes.

En la segunda fase, demuestra comprensién de las propiedades de las operaciones fundamentales en los
nameros reales y su relacidon con los nimeros racionales. Reconoce la continuidad en las propiedades de
estas operaciones entre diferentes conjuntos numéricos.

En la tercera fase, se resalta la completitud, la continuidad y la densidad del sistema numérico real. El
estudiante demuestra comprender estas propiedades fundamentales, que son béasicas para entender la
estructura del conjunto de nimeros reales. En la cuarta fase, muestra una comprensién mas profunda al
vincular la densidad del sistema numeérico real con la continuidad y los puntos de la recta numérica. Esta
conexion demuestra una apreciaciéon mas completa de como estas propiedades estan interrelacionadas en
el contexto de los nimeros reales.

Finalmente, en la quinta fase, menciona claramente que el sistema numérico real no es enumerable debido

a su relacion con los nimeros naturales, lo que muestra un entendimiento claro de la cardinalidad del
conjunto de nameros reales.

Patron de Cambio Conceptual MB5

Cod Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Sefiala que el libro no presenta No es posible crear un modelo sintético
MB5 Fase | di,ferentes represeptaciqnes de los yaque no es posible evidenciar un
nameros reales mas alla de su orden y su | conflicto conceptual durante la
uso en ecuaciones realizacion de la tarea respecto a estas
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Fase | | S€ sefiala la ausencia de una definicion ideas previas.
explicita de los numeros reales

Tabla51.- Modelos mentales de MB5

En la fase I, el estudiante comienza su andlisis, sefialando que el libro no presenta diferentes
representaciones de los nimeros reales mas alld de su orden y su uso en ecuaciones, asi mismo sefiala la
ausencia de una definicion explicita de los nimeros reales. Esta idea no es complementada ni produce un
conflicto conceptual durante las siguientes fases.

Patron de Cambio Conceptual MB6

Cod Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
No es posible crear un modelo sintético
. n ible evidenciar un
No menciona nada de estructuras ya que no €s pos ble evidenciar u
MB6 | Fase Il - conflicto conceptual durante la
algebraicas .
realizacion de la tarea respecto a estas
ideas previas.
Tabla52.- Modelos mentales de MB6

Para esta segunda fase, reconoce que el libro no menciona nada de estructuras algebraicas. Pero no
complementa esta observacion durante la tarea.

Validacion de la tarea a partir del estudiante MB

En MBI, el estudiante muestra un cumplimiento efectivo del objetivo al desarrollar una comprension
progresiva de los nimeros reales. A través de las diferentes fases, demuestra un avance gradual en su
comprension, desde una visién béasica hasta una capacidad critica para cuestionar y evaluar el contenido.
Ademas, muestra habilidad para identificar lagunas en el material de estudio, lo que evidencia un rol
activo en su aprendizaje y promueve la comprension de conceptos didacticos y matematicos.

Por otro lado, en MB2, el estudiante exhibe un cumplimiento pleno de los objetivos planteados. Cada fase
contribuye a una comprension mas amplia y detallada de los nimeros reales y sus representaciones.
Ademas, demuestra un interés en explorar conceptos méas avanzados, lo que indica un alto nivel de
comprension y capacidad de abstraccion. Aqui también se observa un rol activo del estudiante, asi como la
capacidad para abordar problemas profesionales y promover la comprensién de conceptos didacticos y
matematicos.

En el caso de MB3, muestra un cumplimiento efectivo del objetivo al desarrollar una comprension
progresiva de los conjuntos numeéricos y su relacidn con los nimeros reales. Aungue el proceso comienza
en la segunda fase, el estudiante demuestra un avance significativo en su capacidad para evaluar el
contenido y comprender su impacto en el aprendizaje. Se resalta nuevamente el rol activo del estudiante,
asi como la capacidad para modificar el conocimiento y promover la comprensién de conceptos didacticos
y matematicos.

Durante el proceso MB4, el estudiante manifiesta un cumplimiento pleno de los objetivos y caracteristicas
de una tarea con sentido profesional en la formacion de profesores de matematicas. A través de las
diferentes fases, demuestra un cambio conceptual incremental y una comprension profunda de las
propiedades de los nimeros reales. Ademas, muestra una capacidad para relacionar conceptos y entender
la estructura del conjunto de nimeros reales, lo que evidencia un enfoque activo en su aprendizaje y la
promocion de la comprension de conceptos didacticos y matematicos.
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Sin embargo, en MB5, muestra un cumplimiento parcial de los objetivos. Aunque identifica la falta de
ejemplos y una definicién explicita de los nimeros reales en el material de estudio, no se evidencia un
desarrollo significativo en la comprension del tema a lo largo de las fases. A pesar de esto, muestra una
conciencia critica sobre el contenido presentado, lo que refleja un reconocimiento de las caracteristicas del
desarrollo cognitivo/epistémico.

Finalmente, en MBG, el estudiante muestra un cumplimiento parcial de los objetivos al reconocer la falta
de mencién sobre estructuras algebraicas en el libro, pero no complementa esta observacion durante la
tarea, lo que limita el avance significativo en la comprension del tema. Aqui también se destacan el rol

activo del estudiante y el reconocimiento de caracteristicas del desarrollo cognitivo/epistémico.

ESTUDIANTE LB
Patrén de Cambio Conceptual LB1

Cod Fases

Modelo Mental Inicial

Modelo Sintético

Fase |

LB1

Resalta la importancia de reconocer que
el conjunto de los nimeros reales se
compone de la unién de los nameros
racionales e irracionales. Ademas,
destaca que el texto presenta los nimeros
reales como un conjunto y establece una
relacion con los numeros racionales e
irracionales.

Adquiere una comprension inicial de la
estructura del conjunto de nimeros reales,
identificando su composicién y la relacion
entre sus subconjuntos. Esto proporciona
una base fundamental para entender la
totalidad del conjunto numérico R.

Fase 11

Se sefiala la falta de diferenciacién entre
el conjunto de los nimeros reales, los
nimeros racionales y los ndmeros
irracionales en el texto, y que el conjunto
numérico R no se define claramente
COMO un sistema numeérico.

Reconoce una deficiencia en la
presentacion del material, observando que
la diferenciacién entre los subconjuntos de
nameros no esta claramente definida. Este
reconocimiento puede llevar al estudiante a
buscar una comprension mas precisa y
diferenciada de los numeros reales y sus

subconjuntos.

Tabla 53.- Modelos Mentales de LB1

El analisis del proceso de aprendizaje del estudiante en el caso de LB1 revela un patréon que combina
elementos de cambio conceptual incremental y cambio conceptual masivo, principalmente debido a la
presentacién del material en el texto.

En la primera fase, adquiere una comprension inicial de la estructura del conjunto de nimeros reales al
identificar su composicion como la unién de los nimeros racionales e irracionales. Este paso es
fundamental para establecer un esquema conceptual claro sobre los nimeros reales y sus subconjuntos.

En la segunda fase, sefiala una deficiencia en la presentacion del material, al observar la falta de
diferenciacion entre los conjuntos de nimeros reales, racionales e irracionales en el texto. Esta critica
demuestra una capacidad para analizar y evaluar la informacién presentada, lo que puede llevar a una
reestructuracién mas profunda de su comprension.

A través de este proceso de critica y reevaluacién, estd en camino de avanzar en su comprension sobre el
conjunto de numeros reales, buscando una diferenciacion mas clara y precisa entre sus subconjuntos. Esta
busqueda de una comprension mas precisa es caracteristica del cambio conceptual incremental, donde el
estudiante continta refinando su comprension a medida que expone nuevas ideas y perspectivas.
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Patron de Cambio Conceptual LB2

Cad Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Demuestra una comprension inicial de las
o . , propiedades basicas de las relaciones de
Sefiala la igualdad entre numeros reales, |: ,
igualdad entre numeros reales. Esto
Fase | |[abordando conceptos como la e
S . p . establece una base sélida para entender
reflexividad, simetria y transitividad. , . .
cémo funcionan estas propiedades en un
LB2 contexto matematico.
Avanza en su comprension al identificar y
discutir las propiedades de las relaciones
. . entre numeros reales, y nota la ausencia de
Se discuten las propiedades de las ; 4 ;
X . la propiedad no exclusiva. Esto sugiere que
Fase Il |relaciones, destacando la ausencia de la . ,
. : el estudiante estd desarrollando una
propiedad no exclusiva. . L
comprension mas critica y detallada de las
caracteristicas de las relaciones
matematicas.

Tabla 54.- Modelos Mentales de LB2
El estudiante en LB2 sigue un patron de cambio conceptual incremental a lo largo de su proceso de
aprendizaje sobre las relaciones entre los niumeros reales.

En la primera fase, demuestra una comprension inicial de las propiedades béasicas de las relaciones de
igualdad entre nimeros reales, abordando conceptos como la reflexividad, simetria y transitividad. Esto
establece una base sélida para entender cdmo funcionan estas propiedades en un contexto matematico. En
la segunda fase, el estudiante avanza en su comprension al identificar y discutir las propiedades de las
relaciones entre nimeros reales, y nota la ausencia de la propiedad no exclusiva. Esto sugiere que esta
desarrollando una comprensién mas critica y detallada de las caracteristicas de las relaciones matematicas.

El analisis muestra que el estudiante comienza con una comprension basica de las propiedades de igualdad
entre los nimeros reales y, en la fase siguiente, amplia su analisis para incluir una discusion sobre las
propiedades de las relaciones, identificando lagunas como la ausencia de la propiedad no exclusiva. Este
enfoque progresivo y detallado indica un desarrollo del conocimiento, caracteristico del cambio
conceptual incremental. Cada fase construye sobre la anterior, mostrando una trayectoria de aprendizaje
estructurada y en constante profundizacion.

Patron de Cambio Conceptual LB3

Cod Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético

Adquiere un conocimiento solido de las
propiedades  fundamentales de las
operaciones aditivas en los nimeros reales,
estableciendo una base para entender como
estas propiedades facilitan  diversas
manipulaciones matematicas.

Identifica las propiedades clausurativa,
asociativa, conmutativa, modulativa e
invertida de la familia aditiva en los
nimeros reales.

Fase |

LB3

Fase Il

Se describe el sistema de numeracion
como un conjunto de simbolos y letras
que posibilitan la representacion de todos
los numeros validos. Se diferencia entre
un sistema numérico y un sistema de
numeracion. Ademds, se abordan

Amplia su comprension al diferenciar
claramente entre un sistema numérico y un
sistema de numeracion, y se familiariza
con las propiedades tanto de la operacion
aditiva como de la multiplicativa. Esto
ayuda a consolidar una visibn mas
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conceptos como sistema numeérico, |completa de cémo los ndmeros reales
propiedades de la operacién aditiva y |operan dentro de estos sistemas.
propiedades de la operacién

multiplicativa.

Fase V

Se destaca que, si bien las operaciones
aditivas comparten algunas propiedades
con la radicacion y la logaritmacion, al
abordar la  potenciacion, no se
proporciona una definicién formal ni se
mencionan propiedades especificas.

Reconoce una laguna en la definicion y
explicacion de las propiedades de la
potenciacion en comparacién con otras
operaciones. Esto indica una necesidad de
profundizar mas en la comprension vy
formalizacion de estas propiedades.

Tabla 55.-

Modelos Mentales de LB3

El analisis del proceso de aprendizaje del estudiante en el caso de LB3 revela un patron de cambio
conceptual incremental, que refleja la progresion en la comprension de las propiedades y operaciones de

los nimeros reales.

En la primera fase, adquiere un conocimiento sélido de las propiedades fundamentales de las operaciones
aditivas en los nimeros reales. Esto sienta una base importante para su comprension posterior de como
estas propiedades facilitan diversas manipulaciones matematicas.

En la segunda fase, amplia su comprensién al diferenciar claramente entre un sistema numérico y un
sistema de numeracion. Ademas, se familiariza con las propiedades tanto de la operacion aditiva como de
la multiplicativa. Esta ampliacion de conocimientos contribuye a una vision més completa de cdmo los
nameros reales operan dentro de estos sistemas.

En la quinta fase, reconoce una laguna en la definicion y explicacion de las propiedades de la potenciacién
en comparacion con otras operaciones. Este reconocimiento muestra una evaluacion critica de su
comprension actual y una motivacion para profundizar mas en la comprension de estas propiedades.

Patron de Cambio Conceptual LB4

diversas representaciones de los numeros
reales, como la notacion decimal
(decimales), las fracciones (fracciones

Cdd Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Expone las representaciones de los|Obtiene una comprension inicial de las
Fase | nimeros reales abordadas en el libro de | distintas formas de representar los nimeros
texto, tales como la recta real y las|reales, sentando las bases para el estudio
expresiones decimales y fraccionarias. mas profundo de estas representaciones.
Se destaca la presencia de la recta
numérica junto a la recta real para asignar . ., .
. . Profundiza su comprension al integrar la
a cada punto un nimero y a cada ndmero L Y
] . representacion geométrica, lo que le
un punto. Ademas, se menciona la . . . . ,
Fase Il AL . .. | permite visualizar y entender mejor como
utilizacién de la construccion geométrica , S
. O se representan los numeros irracionales en
LB4 para representar los nimeros irracionales .
- . la recta numérica.
en la recta numérica, incluyendo
expresiones fraccionarias.
Se aborda detalladamente la
representacion en la recta numérica, | Adquiere una comprension completa y
ejemplificando  las  representaciones | detallada de las diferentes formas de
Fase Ill | simbolicas y graficas. Se mencionan | representar los nimeros reales, asi como la

capacidad de distinguir claramente entre
ndmeros racionales e irracionales.
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continuas), las expresiones algebraicas,
las expresiones con radicales, la
aproximacién en series y los nimeros
trascendentes. Igualmente, se ahonda en
el concepto de irracionalidad vy
racionalidad, diferenciando entre
nlmeros irracionales y racionales.

Fase V

Se aclara que dentro del conjunto de los
numeros reales mencionados en el libro
se incluyen la expresion decimal, la
expresion fraccionaria, la recta numérica
y la construccion geométrica. Asimismo,
se seflala que en las expresiones o
nimeros fraccionarios se identifican
algunos errores, como la colocacion del
signo negativo junto a la fraccién, lo que

Refina su  comprension  de las
representaciones de los ndmeros reales y
toma conciencia de errores comunes en la
notacion de fracciones, mejorando su
precision en el uso de estas
representaciones.

genera confusiones sobre si dicho signo
pertenece al numerador, denominador o0 a
la fraccion en su totalidad.

Tabla56.- Modelos Mentales de LB4

El estudiante en LB4 sigue un proceso de cambio conceptual incremental donde se observa un avance en
su comprensién de las representaciones de los numeros reales. En la fase I, se introduce en las
representaciones basicas de los numeros reales, como la recta numérica y las expresiones decimales y
fraccionarias. Esta etapa establece una base solida al proporcionar una comprension fundamental de cémo
se pueden expresar y visualizar los nimeros reales en diferentes formatos.

En la fase Il, profundiza su comprension al explorar la representacion geométrica de los nimeros reales,
especialmente los irracionales. La inclusion de la construccién geométrica para representar estos nimeros
en la recta numérica amplia su capacidad para comprender conceptos abstractos.

La fase 11l marca un punto crucial en el proceso, donde el estudiante adquiere una comprensién completa
de las diversas formas de representar los nimeros reales, desde la notacién decimal hasta las expresiones
con radicales y los nimeros trascendentes. Ademas, desarrolla la habilidad de distinguir entre nimeros
racionales e irracionales, lo que refuerza su comprension de la estructura del conjunto de nimeros reales.

Finalmente, en la fase V, no solo consolida su comprension de las representaciones de los nimeros reales,
sino que también mejora su precision al identificar y corregir errores comunes en las fracciones.

Patron de Cambio Conceptual LB5

Cod

Fases

Modelo Mental Inicial

Modelo Sintético

LB5

Fase Il

Se esclarecen las representaciones de los
numeros reales abordadas en el texto,
como la recta real y las expresiones
decimales y fraccionarias. Se destaca la
completitud y la no numerabilidad entre
los reales y la completitud, haciendo
hincapié en la ausencia de mencion de la
propiedad de numerabilidad y la falta de
definicion en relacion con la densidad.

Obtiene una comprensién mas clara de las
representaciones de los numeros reales,
enfocandose en conceptos importantes
como la completitud y la no
numerabilidad, aunque nota la falta de
definiciones claras en algunos aspectos
como la densidad.
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Se subraya la continuidad y completitud,
destacando que los numeros reales - L
. . ...~ |Profundiza su comprension de la
forman una linea continua e infinita sin oo . g
. continuidad y completitud de los ndmeros
puntos vacios. Se aborda el concepto de . g
' e reales, entendiendo la naturaleza infinita y
inconmensurabilidad y la no i
Fase IlI P : no numerable de este conjunto, y el
numerabilidad, enfatizando la . g
. , concepto de densidad que elimina la
imposibilidad de contar los ndmeros| . X . .
. existencia de intervalos vacios en la recta
reales y la densidad, que asegura gque numérica
siempre se podra encontrar otro numero
real entre dos nimeros reales.
Se establece que la continuidad se . -, ,
o Refina su comprensiébn de como la
manifiesta cuando se cumplen la . . .
. ; . densidad y completitud contribuyen a la
densidad y la completitud. Se define la L .
. . ~ continuidad de los numeros reales. La
inconmensurabilidad y se afiade que, en S . .
Fase IV - . definicion de inconmensurabilidad se
la no numerabilidad, el conjunto R es ; I
S aclara, consolidando el entendimiento de
infinito y no numerable al no poder ; L . .
. |los numeros irracionales y su diferencia
establecerse una correspondencia ;
s . con los racionales.
biunivoca con los nimeros naturales.
. Logra conectar conceptos abstractos con
Se establece una relacion entre la : "y
. . . representaciones geométricas,
propiedad de densidad en los ndmeros . } i
- comprendiendo como la densidad y la
reales y la recta numérica, concluyendo L i . X
Fase V i o construccion geométrica estan relacionadas
que la construccion geométrica establece . o
g con la inconmensurabilidad, lo que
una conexion con la - -
. o solidifica su entendimiento de las
inconmensurabilidad. . .
propiedades de los nimeros reales.

Tabla57.- Modelos Mentales de LB5

El estudiante en LB5 sigue un patron de cambio conceptual incremental, donde cada fase se construye
gradualmente sobre el conocimiento adquirido en las etapas anteriores, profundizando en la comprension
de las representaciones y propiedades de los nimeros reales.

En la fase Il, adquiere una comprension mas clara de las representaciones de los nimeros reales,
centrandose en conceptos importantes como la completitud y la no numerabilidad. Sin embargo, observa
la falta de definiciones claras en ciertos aspectos como la densidad, lo que indica una conciencia de las
lagunas en su comprension. La fase 1l marca un avance significativo, ya que el estudiante profundiza en
conceptos como la continuidad, la completitud y la no numerabilidad de los nimeros reales. Entiende la
naturaleza infinita y no numerable de este conjunto y la propiedad de densidad, que garantiza que siempre
se pueda encontrar otro namero real entre dos nimeros reales, lo que refuerza su comprensién de la
estructura del conjunto de nimeros reales.

En la fase IV, comprende cdmo la densidad y la completitud contribuyen a la continuidad de los nimeros
reales. Ademas, la definicion de inconmensurabilidad se aclara, consolidando su entendimiento de los
nameros irracionales y su diferencia con los racionales.

Finalmente, en la fase V, logra conectar conceptos con representaciones geométricas, comprendiendo
como la densidad y la construccion geométrica estan relacionadas con la inconmensurabilidad. Esto

demuestra una comprension mas integrada y aplicada de como las propiedades de los nimeros reales se
manifiestan y se relacionan entre si.

Patrén de Cambio Conceptual LB6
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Caod Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético

No es posible crear un modelo sintético ya
gue no es posible evidenciar un conflicto
conceptual durante la realizacion de la
tarea respecto a estas ideas previas.

Tabla 58.- Modelos mentales de LB6

LB6 F&ie Aproximaciones en series

En la cuarta fase el estudiante sefiala el concepto de aproximaciones en series, pero no realiza una
profundizacidn sobre este.

Patron de Cambio Conceptual LB7

Cod Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Magnitud inconmensurable: Aparece No es posible crear un modelo sintético
con la medida de longitudes ya que no es posible evidenciar un

inconmensurables por representaciones | conflicto conceptual durante la

LB7 |Fase Ill | geométricas. Permite entender que no realizacion de la tarea respecto a estas
todos los nimeros pueden expresarse en | ideas previas.

fracciones, es decir que abre paso a los
irracionales.

Tabla59.- Modelos mentales de LB7

Para la fase 111, comprende el concepto de magnitud inconmensurable, la cual reconoce que aparece con la
medida de longitudes inconmensurables por representaciones geométricas. Explica que permite entender
gue no todos los nimeros pueden expresarse en fracciones, es decir que abre paso a los irracionales. Desde
este punto no vuelve a profundizar ni hacer ningin cambio conceptual.

Validacion de la tarea a partir del estudiante LB

Durante LB1, el estudiante demuestra un cumplimiento efectivo del objetivo al desarrollar una
comprension progresiva de los numeros reales. Aunque hay elementos de cambio conceptual masivo
debido a la presentacion del material en el texto, el analisis revela un avance gradual en la comprension,
desde una visién basica hasta una capacidad critica para cuestionar y evaluar el contenido. Se destacan
caracteristicas como propiciar un rol activo, modificar el conocimiento y promover la comprension de
conceptos didacticos y matematicos.

En el caso de LB2, logra un cumplimiento pleno de los objetivos planteados. A lo largo de las fases, se
evidencia un cambio conceptual incremental en su comprension de las relaciones entre los nimeros reales.
Cada fase construye sobre la anterior, mostrando una trayectoria de aprendizaje estructurada y en
constante profundizacion. Aqui también se resaltan caracteristicas como propiciar un rol activo, abordar
problemas profesionales y promover la comprensién de conceptos didacticos y matematicos.

En LB3, el estudiante manifiesta un cumplimiento efectivo del objetivo de desarrollar una comprension
progresiva de las propiedades y operaciones de los nimeros reales. A través de las diferentes fases, se
observa un avance gradual en su comprension, desde una base solida hasta una capacidad critica para
evaluar y profundizar en su conocimiento. Ademas, se cumplen caracteristicas como propiciar un rol
activo, modificar el conocimiento y promover la comprension de conceptos didacticos y matematicos.

Durante LB4, muestra un cumplimiento pleno de los objetivos y caracteristicas de una tarea con sentido
profesional en la formacion de profesores de matematicas. A lo largo de las fases, se demuestra un
cambio conceptual incremental en su comprension de las representaciones de los nimeros reales. Ademas,
se evidencia una habilidad para identificar y corregir errores comunes, lo que indica un nivel avanzado de
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comprension. Aqui también se cumplen caracteristicas como propiciar un rol activo, abordar problemas
profesionales, modificar el conocimiento y promover la comprensién de conceptos didacticos y
matematicos.

En el proceso LB5, el estudiante muestra un cumplimiento parcial de los objetivos. Aunque hay una
progresion gradual en la comprension de las representaciones y propiedades de los nimeros reales, no se
evidencia un desarrollo significativo en todas las fases. Sin embargo, demuestra una conciencia critica
sobre su comprensién actual, lo que refleja un reconocimiento de las caracteristicas del desarrollo
cognitivo/epistémico.

Por otro lado, en LB6, logra un cumplimiento parcial de los objetivos. Aunque identifica el concepto de
aproximaciones en series en la primera fase, no profundiza sobre este en las siguientes etapas, 1o que
limita el avance significativo en la comprensién del tema. Se mantienen caracteristicas como propiciar un
rol activo y reconocer caracteristicas del desarrollo cognitivo/epistémico.

Finalmente, en LB7, muestra un cumplimiento parcial de los objetivos al identificar el concepto de
magnitud inconmensurable en la primera fase, pero no profundiza ni realiza cambios conceptuales
significativos en las fases siguientes, lo que limita el avance sustancial en la comprensién del tema. Se
mantienen caracteristicas como propiciar un rol activo y reconocer caracteristicas del desarrollo
cognitivo/epistémico.

ESTUDIANTE VZ
Patron de Cambio Conceptual VZ1

Cod Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético

Comprende la definicion inicial de los
Identifica la introduccién de los nimeros | ndmeros reales como la uniéon de los

reales como la fusion de los nimeros ndameros racionales e irracionales, pero
Fase | |racionales e irracionales, sefialando reconoce la falta de especificidad en la
ciertas ambigiiedades en la definicion de | descripcién de cada subconjunto, lo que
los nimeros reales. indica un nivel de conciencia sobre la

claridad de la definicion.

Refuerza su comprension al identificar

Menciona el conjunto numérico explicitamente la  composicion  del
Fase I resyltante de_Ia upic’)n de numeros conjuntq de nt]mer_os reales como la unién
VZ1 racionales e irracionales, aclarando su de los numeros racionales e irracionales, lo
composicion. gue muestra una mayor claridad sobre la

definicion de este conjunto numérico.
Profundiza su comprensién al diferenciar
claramente entre los nimeros irracionales
Aborda la distincién entre la y racionales, destacando las caracteristicas
Fase 111 irracionalidgd_yracionalidgd, resaltando espgcificas_qu_e_los distingy,en_, como los
las caracteristicas de los numeros decimales infinitos no periodicos en los
irracionales y racionales nameros irracionales y la representacion
como fracciones en los ndmeros

racionales.

Tabla 60.- Modelos Mentales de VZ1
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El estudiante sigue un patron de cambio conceptual incremental, pues a través de las fases, muestra un
progreso gradual en la comprension de los nimeros reales, desde la identificacion de su definicion inicial
hasta la distincion entre nimeros irracionales y racionales.

En la primera fase, el estudiante comprende la definicién inicial de los niameros reales como la fusion de
los nUmeros racionales e irracionales, pero reconoce la falta de claridad en la descripcidn, lo que indica un
nivel de conciencia sobre la ambigliedad en la definicion.

Para la segunda fase, VZ refuerza su comprension al identificar explicitamente la composicion del
conjunto de numeros reales, lo que muestra una mayor claridad sobre la definicion. Con ello, en la tercera
fase profundiza su comprension al diferenciar claramente entre los nimeros irracionales y racionales,
destacando las caracteristicas especificas que los distinguen. Esto demuestra una progresion en su nivel de
conocimiento y comprension del tema.

Este desarrollo gradual y acumulativo del conocimiento caracteriza un cambio conceptual incremental,
donde el estudiante va integrando y refinando su comprension de manera continua y estructurada.

Patron de Cambio Conceptual VZ2

Cod

Fases

Modelo Mental Inicial

Modelo Sintético

VZ2

Fase |

Identifica  diversas  representaciones
numéricas, incluyendo fraccionarios
decimales, fraccionarios no decimales y
ndmeros decimales, destacando la
importancia de comprender estas formas
de representacion.

Reconoce la importancia de comprender
las distintas formas de representacion
numérica, pero sefiala la insuficiencia de
una clasificaciéon limitada de estas
representaciones, lo que refleja un nivel
inicial de analisis critico sobre Ila
diversidad de representaciones numéricas.

Fase Il

Se menciona la recta numérica y se
enfatiza su construccion mediante
herramientas geométricas, ademas de
abordar la representacion de sistemas
NUMEricos.

Refuerza su comprension al profundizar en
la representacion numérica mediante la
recta numérica y su construccién
geométrica, lo que muestra una ampliacién
del conocimiento sobre como se
representan los nimeros en este contexto.

Fase 111

Se centra en la representacion en la recta
numérica 'y  su  relacion  con
construcciones geométricas, como las
utilizadas por los pitag6ricos, ademas de
mencionar conceptos como
aproximaciones por series y numeros
algebraicos.

Profundiza su comprension al relacionar la
representacion numeérica con
construcciones geométricas y conceptos
matematicos méas avanzados, lo que indica
una  mayor  sofisticacion en el
entendimiento de las diversas formas de
representacion de nimeros reales.

Fase IV

Se aborda el tema de los ndmeros

trascendentes

Amplia su conocimiento al discutir los
nameros trascendentes, lo que muestra una
exploracion de conceptos mas avanzados
dentro del tema de los niimeros reales.

Fase V

Se destaca la deteccion de un error en la
expresion decimal y se aclara que no se
requeria periodicidad en ningan ejercicio.

Demuestra una capacidad para identificar
errores y aclarar conceptos erréneos, lo
que indica un nivel avanzado de analisis y
comprension critica.
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El estudiante sigue un patron de cambio conceptual incremental, comenzando con una comprension basica
de las representaciones numéricas y avanza hacia un entendimiento mas sofisticado que incluye la relacion
entre la representacion numérica y construcciones geométricas, asi como la exploracion de conceptos
matematicos mas avanzados como los nimeros trascendentes y la deteccidon de errores en expresiones
numéricas.

En la fase I, muestra un inicio de andlisis critico al reconocer la importancia de comprender las diversas
formas de representacién numérica, pero sefiala la necesidad de una clasificacion mas amplia para una
comprension completa.

Durante la fase Il, refuerza su comprensién al profundizar en la representacion numérica mediante la recta
numérica y su construccion geométrica, lo que indica una ampliacion del conocimiento sobre como se
representan los nimeros en este contexto.

Con respecto a la fase Ill, se relacionan la representacién numérica con construcciones geométricas y
conceptos matematicos mas avanzados, lo que indica un avance en el entendimiento de las formas de
representacion de nameros reales.

Finalmente, en las fases IV y V, amplia su conocimiento al discutir los nimeros trascendentes, lo que
muestra una exploracion de conceptos mas avanzados dentro del tema de los nimeros reales, para asi
poder demostrar una capacidad para identificar errores y aclarar conceptos erréneos, durante la quinta
fase.

Patron de Cambio Conceptual VZ3

numeérico: la reflexividad, la simetria y la
transitividad.

Cad Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético

Demuestra una comprension solida de los
Hace referencia al sistema numeérico |sistemas numéricos, enfatizando las
como la base del andlisis y a sus|operaciones basicas y las propiedades
Fase I p_ropiedades qsgciadag. Identifica el maten_wéf[icas fundanjgn'_tales como la
sistema numérico junto con sus|reflexividad y la transitividad. Esto sugiere
VZ3 operaciones simples, la reflexividad y la|un conocimiento estructurado y preciso
transitividad. sobre cdmo los nimeros y sus propiedades

se interrelacionan.
Corrige  una  omisiobn  importante,
reafirmando la necesidad de mencionar el
Seflala que no se menciona al sistema | sistema numérico explicitamente. Ademas,
numérico, lo cual constituye un error.|el estudiante reitera las propiedades
Fase V | Identifica como propiedades del sistema | fundamentales del sistema numérico

(reflexividad, simetria y transitividad), lo
gue demuestra una comprension clara y
critica del tema, y la capacidad de
identificar y corregir errores conceptuales.

Tabla 62.-

Modelos Mentales de VZ3

El andlisis del proceso de aprendizaje del estudiante en el caso de VZ3 sigue un patron de cambio
conceptual incremental a lo largo de su proceso de aprendizaje sobre los sistemas numéricos y sus
propiedades.

En la fase I, demuestra una comprensién solida de los sistemas numéricos, enfatizando las operaciones
béasicas y las propiedades matematicas fundamentales como la reflexividad y la transitividad. Esto sugiere
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un conocimiento estructurado y preciso sobre cdmo los nimeros y sus propiedades se interrelacionan. En
la fase V, corrige una omision importante al sefialar que no se menciona explicitamente al sistema
numerico.

Ademés, reafirma y profundiza su comprension de las propiedades del sistema numérico, como la
reflexividad, simetria y transitividad, lo cual indica un desarrollo continuo del conocimiento. Cada fase
construye sobre la anterior, mostrando una trayectoria de aprendizaje estructurada y en constante
profundizacidn.

Patron de Cambio Conceptual VZ4

Cod. Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético

Muestra un entendimiento de como las
propiedades de las operaciones aritméticas
se aplican a diferentes conjuntos
numeéricos. Al comparar las propiedades de
la adicién y la multiplicacion en los
nameros reales y racionales, el estudiante
evidencia una comprension critica de las
similitudes y diferencias entre estos
conjuntos.

Analiza las propiedades de la adicion y
multiplicacion en los nimeros reales y
las contrasta con las propiedades de los
nameros racionales.

Fase |

Demuestra una comprension mas profunda
Vz4 de la estructura y funcionamiento del
sistema numérico. Al distinguir entre el
establecimiento de propiedades en el
conjunto y la ejecucion de operaciones en
el sistema, y al identificar propiedades
clave como la clausurativa, asociativa y
conmutativa, el estudiante refina su
analisis y muestra una comprension mas
detallada vy estructurada de c6mo
funcionan las operaciones dentro de los
sistemas numericos.

Enfatiza que las propiedades se
establecen en el conjunto, mientras que
las operaciones se llevan a cabo en el
Fase Il |sistema. Menciona propiedades
significativas como la clausurativa,
asociativa y conmutativa con relacién a
las operaciones.

Tabla 63.- Modelos Mentales de VZ4

El estudiante en VVZ4 sigue un patrén de cambio conceptual incremental al desarrollar una comprension
méas profunda y detallada de las propiedades de las operaciones aritméticas en los ndmeros reales y
racionales.

En la primera fase, se enfoca en analizar las propiedades de la adicion y multiplicacion en los nimeros
reales y las contrasta con las propiedades de los nimeros racionales. Esto demuestra un entendimiento de
como las propiedades de las operaciones aritméticas se aplican a diferentes conjuntos numéricos. Al
comparar las propiedades de la adicion y la multiplicacion en los nimeros reales y racionales, evidencia
una comprension critica de las similitudes y diferencias entre estos conjuntos. En la segunda fase, enfatiza
gue las propiedades se establecen en el conjunto, mientras que las operaciones se llevan a cabo en el
sistema. Menciona propiedades significativas como la clausurativa, asociativa y conmutativa con relacion
a las operaciones.

Al distinguir entre propiedades en el conjunto y la ejecucion de operaciones en el sistema, y al identificar
propiedades clave como la clausurativa, asociativa y conmutativa, el estudiante refina su analisis y
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muestra una comprensién mas detallada y estructurada de como funcionan las operaciones dentro de los

sistemas numeéricos.

Patrén de Cambio Conceptual VZ5

Caod. Fases

Modelo Mental Inicial

Modelo Sintético

Fase |

VZ5

Identifica la relacion de equivalencia
entre los nimeros reales.

Muestra una comprension bésica pero
fundamental de como se establecen las
relaciones de equivalencia en el conjunto
de los nameros reales. Esto incluye el
reconocimiento de propiedades como la
reflexividad, simetria y transitividad, que
son esenciales para definir una relacion de
equivalencia.

Fase 11

Menciona la relacidn que existe entre los
nameros en relacion con las operaciones
de los ndmeros reales. Establece una
correlacion especifica con los conjuntos,
sefialando que la operacion de un nimero
racional es analoga a la de los nimeros

Profundiza en su analisis al intentar
establecer una conexion especifica entre
los nmeros racionales y reales a través de
sus operaciones. Este intento de
correlacionar operaciones entre diferentes
conjuntos muestra un avance en su

reales. Se considera esta relacién como
derivada de la operacion, aunque queda
por determinar su veracidad.

comprension del tema, aunque aun
reconoce la necesidad de validar esta
correlacion.

Tabla 64.- Modelos Mentales de VZ5

El estudiante en el proceso VZ5 sigue un patrén de cambio conceptual incremental al desarrollar una
comprension mas profunda de las relaciones de equivalencia y las operaciones en los nimeros reales y
racionales.

Pues, en la primera fase, identifica la relacién de equivalencia entre los nimeros reales, mostrando una
comprension basica pero fundamental de cémo se establecen estas relaciones. Esto incluye el
reconocimiento de propiedades esenciales como la reflexividad, simetria y transitividad, que son cruciales
para definir una relacién de equivalencia.

En la segunda fase, menciona la relacion que existe entre los nimeros en relacion con las operaciones de
los nimeros reales. Establece una correlacion especifica con los conjuntos, sefialando que la operacion de
un namero racional es anadloga a la de los nimeros reales.

Este proceso muestra que el enfoque inicial en identificar las relaciones de equivalencia proporciona una
base s6lida para la comprension de como se estructuran los nimeros reales.

Este desarrollo gradual, donde el conocimiento adquirido en la fase inicial se aplica y se expande en fases

posteriores, caracteriza un cambio conceptual incremental; pues el estudiante va integrando y refinando su
comprension de manera continua y estructurada, lo que es tipico de este patron.

Patrén de Cambio Conceptual VZ6

| cod | Fases | Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
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VZ6

Fase |

Identifica la omision de caracteristicas
importantes de los nimeros reales, como
la densidad, la no numerabilidad y la
completitud. Reconoce la relevancia de
los nOmeros irracionales en situaciones
de inconmensurabilidad y establece
conexiones con los numeros racionales.

Se da cuenta de la necesidad de considerar
aspectos mas complejos de los nimeros
reales mas alla de los nimeros racionales,
comenzando a construir una base para una
comprension mas completa de los nimeros
reales.

Fase Il

Aborda en detalle los conceptos de
densidad, no exclusividad de los niUmeros
reales, no numerabilidad y completitud.
Explica céomo la no numerabilidad
implica que dos nlimeros no ocupan la
misma posicion en la recta numérica y
como esto difiere de la numerabilidad.

Profundiza su comprension de las
propiedades fundamentales de los nimeros
reales y como estas propiedades difieren de
las de otros conjuntos numeéricos,
avanzando en su comprension de la
estructura de los nimeros reales.

Fase 11

Se resalta la nocion de continuidad y
completitud de los nOmeros reales,
destacando que estos forman una linea
continua e infinita sin puntos vacios. Se
enfatiza la densidad y la no
numerabilidad, junto con la
inconmensurabilidad.

Adquiere una comprensién mas avanzada
de cémo la continuidad y completitud de
los numeros reales eliminan distancias
"vacias" en la recta numérica, reforzando
su conocimiento sobre la estructura y
propiedades de los nimeros reales.

Fase IV

Se aborda la continuidad como resultado
de la densidad y completitud y su
relacion con la recta numérica. Se
menciona la no numerabilidad del
conjunto de numeros reales y la
inconmensurabilidad como la
imposibilidad de expresar ciertas
magnitudes de forma racional.

Consolida su comprension de cémo la
densidad y completitud conducen a la
continuidad de la recta humérica, y como
la no numerabilidad y la
inconmensurabilidad definen las
propiedades unicas de los nimeros reales.

Fase V

Se subraya que las propiedades de las
operaciones  involucran a  ambos
conjuntos (nUmeros racionales y reales),
lo que influye en el cumplimiento de
dichas propiedades.

Reconoce la influencia de los numeros
racionales en las propiedades operacionales
dentro del conjunto de ndmeros reales,
completando  su  comprensiéon  del
comportamiento de estos ndmeros en
operaciones matematicas.

Tabla 65.-

Modelos Mentales de VZ6

El analisis del proceso de aprendizaje del estudiante en VZ6, sigue un patron de cambio conceptual
incremental, donde cada fase construye sobre la anterior, permitiendo desarrollar gradualmente una
comprension mas completa de los nimeros reales y sus propiedades.

En la primera fase, identifica la omision de caracteristicas importantes de los nimeros reales, como la
densidad, la no numerabilidad y la completitud. Reconoce la relevancia de los nimeros irracionales en
situaciones de inconmensurabilidad y establece conexiones con los nimeros racionales, lo que indica la
complejidad de los nimeros reales.

La segunda fase profundiza en conceptos como la densidad y la no numerabilidad de los nimeros reales.
Se explora cémo la no numerabilidad implica multiples representaciones de un nimero en la recta
numérica y la relacién uno a uno entre numeros racionales y naturales, lo que muestra una comprension
méas marcada de las propiedades de los nimeros reales y su relacién con otras estructuras numeéricas.
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En la tercera fase, se destaca la nocion de continuidad y completitud de los nimeros reales, junto con la
densidad y la no numerabilidad. Se profundiza en la comprension de la relacién entre estos conceptos y su
implicacién en la estructura de los nimeros reales.

La cuarta fase aborda la continuidad como resultado de la densidad y completitud, junto con la no
numerabilidad del conjunto de nimeros reales. Se profundiza en la nocién de inconmensurabilidad y su
relacion con los nameros irracionales, lo que muestra una comprension solida de los conceptos
fundamentales de los niameros reales y su relacion con la geometria de la recta numérica.

Finalmente, en la quinta fase, se subraya que las propiedades de las operaciones involucran a ambos
conjuntos (nimeros racionales y reales), con lo cual concluye que los nimeros racionales influyen en el
cumplimiento de estas propiedades en los numeros reales, completando asi su comprensiéon del
comportamiento de estos himeros en operaciones matematicas.

Patron de Cambio Conceptual VZ7

Magnitud inconmensurable: Aparece
con la medida de longitudes
inconmensurables por representaciones
VZ7 | Fase Il | geométricas. Permite entender que no
todos los nimeros pueden expresarse
en fracciones, es decir que abre paso a
los irracionales.

No es posible crear un modelo sintético ya
que no es posible evidenciar un conflicto
conceptual durante la realizacién de la
tarea respecto a estas ideas previas.

Tabla 66.- Modelos mentales de VZ7

En la fase Il, el estudiante menciona la magnitud inconmensurable, la cual aparece con la medida de
longitudes inconmensurables por representaciones geométricas. No vuelve a profundizar en esto ni tiene
algan conflicto conceptual.

Validacion de la tarea a partir del estudiante VZ

En VZ1, muestra un cumplimiento efectivo del objetivo de comprender los nimeros reales a través de un
cambio conceptual incremental. A lo largo de las fases, el progreso es gradual, desde una definicion inicial
hasta la distincion entre nimeros irracionales y racionales. Destacan caracteristicas como propiciar un rol
activo, modificar el conocimiento y promover la comprension de conceptos didacticos y matematicos.

En contraste, en VZ2, el estudiante muestra un cumplimiento pleno de los objetivos planteados. A través
de las fases, demuestra un cambio conceptual incremental desde una comprension basica de las
representaciones numéricas hacia un entendimiento mas sofisticado que incluye la relacién entre estas
representaciones y conceptos matematicos avanzados. Aqui también se resaltan caracteristicas como
propiciar un rol activo, abordar problemas profesionales y promover la comprension de conceptos
didacticos y matematicos.

Sin embargo, en VZ3, manifiesta un cumplimiento efectivo de los objetivos y caracteristicas de una tarea
con sentido profesional en la formacién de profesores de matematicas. A lo largo de las fases, se
evidencia un cambio conceptual incremental en su comprension de los sistemas numéricos y sus
propiedades. Se destaca una trayectoria de aprendizaje estructurada y en constante profundizacion, asi
como el fomento del rol activo del estudiante y la promocion de la comprension de conceptos didacticos y
matematicos.

En continuidad, en VVZ4, destaca un cumplimiento pleno de los objetivos y caracteristicas de una tarea con
sentido profesional en la formacion de profesores de matematicas. A lo largo de las fases, demuestra un
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cambio conceptual incremental en su comprensién de las propiedades de las operaciones aritméticas en los
nameros reales y racionales. Se observa una comprension mas detallada y estructurada de como funcionan
las operaciones dentro de los sistemas numéricos. Aqui también se cumplen caracteristicas como propiciar
un rol activo, abordar problemas profesionales, modificar el conocimiento y promover la comprension de
conceptos didacticos y matematicos.

A pesar de esto, en VZ5, se evidencia un cumplimiento pleno de los objetivos y caracteristicas de una
tarea con sentido profesional en la formacién de profesores de matematicas. A lo largo de las fases, el
estudiante muestra un cambio conceptual incremental en su comprension de las relaciones de equivalencia
y las operaciones en los nimeros reales y racionales. Se destaca una progresién continua y estructurada en
la comprensiéon del tema, asi como el fomento del rol activo del estudiante y la promocion de la
comprension de conceptos didacticos y matematicos.

Asimismo, en VZ6, manifiesta un cumplimiento pleno de los objetivos y caracteristicas de una tarea con
sentido profesional en la formacion de profesores de matematicas. A lo largo de las fases, el estudiante
muestra un cambio conceptual incremental en su comprension de los nimeros reales y sus propiedades. Se
observa una construccion gradual de una comprension mas completa del tema, asi como el fomento del rol
activo del estudiante y la promocién de la comprension de conceptos didacticos y matematicos.

Sin embargo, en VZ7, el estudiante muestra un cumplimiento parcial de los objetivos al mencionar la
magnitud inconmensurable en la fase I, pero no profundiza en este concepto ni presenta conflictos
conceptuales. Aunque hay un inicio en la comprension del tema, se destaca la necesidad de profundizar
maés en el desarrollo conceptual. Se mantienen caracteristicas como propiciar un rol activo y reconocer
caracteristicas del desarrollo cognitivo/epistémico.

ESTUDIANTE GB
Patron de Cambio Conceptual GB1

Cod Fases

Modelo Mental Inicial

Modelo Sintético

Fase |

Destaca que el libro comienza con una
introduccion histérica sobre los nimeros
irracionales y las contribuciones de
Cantor y Dedekind en la construccion de
los nimeros reales.

Obtiene una base histérica y conceptual
solida sobre la evolucion de los nimeros
reales, comprendiendo las raices
histdricas y las principales contribuciones
al desarrollo de estos conceptos.

Fase Il
GB1

Se presenta el conjunto de ndmeros
reales (R) como la union de ndmeros
racionales (Q) e irracionales (I). Se
explica la construccion de los nimeros
reales por Cantor a partir de sucesiones
infinitas de nUmeros racionales y se
menciona la introduccién de los nimeros
reales con el descubrimiento de los
nlmeros irracionales.

Entiende la composicién del conjunto de
nameros reales y la metodologia utilizada
por Cantor para su construccion, asi
como la relacibn entre ndmeros
racionales e irracionales.

Fase IlI

Se hace referencia a las cortaduras de
Dedekind como un método para
introducir los nimeros reales.

Amplia su comprension sobre la
construccion de los ndmeros reales,
conociendo la técnica de las cortaduras
de Dedekind y su importancia en la teoria
de los nimeros reales.

Fase IV

Se subraya la imposibilidad de garantizar
que los conjuntos numéricos estén

Reflexiona sobre las limitaciones vy
complejidades en la contencién de

78




completamente contenidos unos en otros.
Se discute el papel de Dedekind y se
alude a la nocién de uniéon entre
conjuntos.

conjuntos  numeéricos, apreciando la
profundidad de las contribuciones de
Dedekind y entendiendo mejor la nocion
de unidn de conjuntos.

Fase V

Se establece que los numeros reales se
introducen a través de las cortaduras de
Dedekind, que se definen en el conjunto
de los nimeros racionales y conducen a
la formacion de los numeros reales. Se
menciona nuevamente la construccién de
Cantor mediante sucesiones infinitas de

Consolida su conocimiento sobre las dos
principales metodologias de construccién
de los numeros reales, comprendiendo
tanto la técnica de las cortaduras de
Dedekind como la construccion de
Cantor, y su representacion en la recta

nimeros racionales, asignando a cada | numérica.

nlmero un punto en la recta numérica.

Tabla 67.- Modelos Mentales de GB1

El proceso de aprendizaje del estudiante en GB1 muestra un cambio conceptual incremental y una
conexion entre diferentes metodologias de construccion de los nimeros reales. En la primera fase, obtiene
una base sélida tanto histérica como conceptual sobre la evolucion de los nimeros reales, comprendiendo
las raices histdricas y las principales contribuciones al desarrollo de estos conceptos.

En la segunda fase, se presenta el conjunto de nimeros reales como la unién de los nimeros racionales e
irracionales, explicando la metodologia utilizada por Cantor para su construccion a partir de sucesiones
infinitas de nimeros racionales. Esto le permite entender la composicién del conjunto de nimeros reales y
la relacion entre los nimeros racionales e irracionales. En la tercera fase, se introduce al estudiante en la
técnica de las cortaduras de Dedekind como otro método para introducir los nimeros reales, ampliando su
comprension sobre la construccidn de estos nimeros y reconociendo la importancia de esta técnica en la
teoria de los nimeros reales.

En la cuarta fase, reflexiona sobre las limitaciones y complejidades de conjuntos numéricos, reconociendo
las dificultades en garantizar que los conjuntos estén completamente contenidos unos en otros y
apreciando la profundidad de las contribuciones de Dedekind en este contexto.

Finalmente, en la quinta fase, consolida su conocimiento sobre las dos principales metodologias de
construccion de los nimeros reales: las sucesiones infinitas de Cantor y las cortaduras de Dedekind.
Ademas, comprende como estas metodologias se aplican en la representacion de los nimeros reales en la
recta numérica.

Patron de Cambio Conceptual GB2

Cad Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
. . Adquiere una comprension inicial sobre
Propone la representacion de ndmeros| . g .
. S como los ndmeros racionales e
racionales e irracionales en la recta|. - .
Fase | . . . irracionales se ubican en la recta
numérica, junto con diversas . .
. . numérica y como se pueden representar
representaciones decimales. .
decimalmente.
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Fase 11

Se aborda la recta numérica como un
encajonamiento y se establece una
conexién con el teorema de Pitadgoras. Se
identifican errores en la representacion de
los nimeros reales en un diagrama de
Venn, destacando problemas en la
interpretacion de los conjuntos racionales
e irracionales, y se discute la notacion

Comprende la relacion entre la recta
numérica y el teorema de Pitagoras,
adquiere  habilidades criticas para
identificar errores en diagramas y
entiende la importancia de la notacion
cientifica para representar numeros de
manera precisa.

cientifica.

Profundiza en conceptos avanzados como
los intervalos encajados de Cantor vy
amplia su conocimiento sobre la
representacion decimal de los nameros,
entendiendo su importancia en la teoria
de conjuntos y en la continuidad de la
recta numerica.

Amplia su repertorio de operaciones
matematicas, entendiendo como se
aplican la logaritmacién, radicacion y
exponenciacion en el contexto de los
nameros reales y sus representaciones.
Consolida su comprension de la recta
numérica y las diversas representaciones
de los numeros reales, diferenciando

Se resalta la nocion de intervalos
encajados de Cantor y se hace referencia
a la representacién en notacion decimal.

GB2 Fase 111

Se  mencionan  conceptos  como
logaritmacién, radicacion,
exponenciacion y diversas

representaciones operacionales.

Fase IV

Se explora el modelo de la recta
numérica y se detallan los distintos tipos
de representaciones, como la notacion
decimal, que incluye nimeros decimales | claramente entre ndmeros decimales
finitos e infinitos no periddicos. finitos e infinitos no periddicos.

Tabla 68.- Modelos Mentales de GB2

Fase V

El proceso GB2 muestra un desarrollo conceptual y operacional integral a lo largo de varias fases. En la
primera fase, adquiere una comprension inicial sobre como representar nimeros racionales e irracionales
en la recta numérica, asi como su representacion decimal.

En la segunda fase profundiza en la relacion entre la recta numérica y el teorema de Pitagoras, y adquiere
habilidades criticas para identificar errores en diagramas, ademas de entender la importancia de la
notacién cientifica. En la tercera fase, amplia su conocimiento sobre conceptos avanzados como los
intervalos encajados de Cantor y la representacion en notacion decimal, profundizando en la teoria de
conjuntos y la continuidad de la recta numérica. En la cuarta fase, se introducen conceptos avanzados
como la logaritmacion, radicacion y exponenciacién, comprendiendo su relevancia en el contexto de los
nameros reales y sus representaciones.

Finalmente, en la quinta fase, consolida su comprension del modelo de la recta numérica y las diversas

representaciones de los nimeros reales, diferenciando claramente entre los tipos de notacién decimal y su
significado.

Patron de Cambio Conceptual GB3

Cad Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Estd explorando las relaciones y|Establecimiento de relaciones 'y
operaciones entre numeros reales Yy |operaciones entre numeros reales vy
GB3 Fase | : . . . . .
racionales, asi como las propiedades que | racionales, y abordaje de propiedades
las acomparian
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Parece haber internalizado el concepto de | Incorporacién de  operaciones con
operaciones y sus propiedades en un|propiedades de adicion en un sistema

Fase Il | . . . -

sistema numerico, centrandose | numérico

especificamente en la adicion.

Destaca que las operaciones de adicidn, | Reconocimiento de propiedades comunes
Fase \/ sustraccion, multiplicacion y division |en operaciones en ambos conjuntos

tienen las mismas propiedades en ambos | numéricos
conjuntos nUMericos
Tabla 69.- Modelos Mentales de GB3

El proceso de aprendizaje del estudiante en GB3 muestra un cambio conceptual incremental a lo largo de
varias fases. En la primera fase, esta explorando las relaciones y operaciones entre nimeros reales y
racionales, asi como las propiedades que las acompafian. Esta fase puede considerarse como una
introduccion a la idea de que diferentes conjuntos numéricos tienen operaciones especificas con
propiedades particulares.

En la segunda fase, menciona el concepto de operaciones y sus propiedades en un sistema numeérico,
centrandose especificamente en la adicion. Esto indica una progresion en su comprension de cémo
funcionan las operaciones dentro de un sistema numérico especifico. Finalmente, en la quinta fase,
reconoce que las operaciones de adicién, sustraccion, multiplicacion y division tienen las mismas
propiedades en ambos conjuntos numéricos. Este reconocimiento de propiedades comunes en operaciones
en ambos conjuntos numeéricos indica un avance significativo en su comprension.

Este cambio comenz6 mencionando relaciones y operaciones basicas, luego profundizé en las propiedades
de la adicion y finalmente llegd a reconocer la generalidad de ciertas propiedades en diferentes
operaciones y conjuntos numéricos. Este proceso refleja un desarrollo cognitivo gradual y una
construccion activa del conocimiento, lo que es coherente con el modelo de cambio conceptual
incremental.

Patron de Cambio Conceptual GB4

Cod Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Comprende la importancia de las
propiedades de igualdad en los niUmeros

Aborda el concepto de igualdad al
destacar las propiedades de los nimeros

Fase | : reales como base para el analisis
reales, fundamentadas en las operaciones o o
oo matematico, lo que indica una
aritméticas. A
comprension inicial del tema.
Se profundiza en la nocién de igualdad, | Refuerza su comprension al identificar y
identificando tres propiedades que discutir diversas propiedades y conceptos
Fase || definen la relacion de equivalencia, y se | relacionados con la igualdad y las

discute sobre las relaciones de orden y relaciones de orden en los numeros

GB4 completitud. reales, lo que indica un avance en su
nivel de conocimiento y comprension.
Profundiza su comprensién al explorar en
Se detallan aspectos como el orden, la detalle diferentes aspectos del conjunto
Fase Ill | densidad, la continuidad numérica, la de nameros reales, lo que demuestra una
inconmensurabilidad y la completitud. mayor claridad sobre la estructura y las
propiedades de este conjunto.

Se destaca la ausencia de completitud en | Reconoce las limitaciones de ciertos
Fase IV | los enteros y se vuelve a mencionar la conjuntos huméricos en términos de
enumerabilidad. completitud y refuerza la comprension
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sobre la enumerabilidad en el contexto de
los nimeros reales.
Consolida su comprensién al aclarar y

Se clarifica el concepto de relacion de reforzar conceptos clave relacionados
Fase \/ orden y se subraya la densidad del con el orden y la densidad en el conjunto
conjunto numeérico. de nimeros reales, lo que indica un nivel

avanzado de conocimiento y
comprension del tema.
Tabla 70.- Modelos Mentales de GB4

El estudiante sigue un patron de cambio conceptual incremental a lo largo de varias fases. Progresa
gradualmente desde una comprension rudimentaria de los numeros reales como una combinacion de
nameros racionales e irracionales hacia un conocimiento mas detallado de las distinciones entre estos
conjuntos numericos.

En la primera fase, se introduce al concepto de igualdad y a las propiedades basicas de los nimeros reales,
sentando asi los cimientos esenciales para su comprension futura. En la segunda fase, se profundiza en el
concepto de igualdad al identificar y analizar las propiedades que definen la relacion de equivalencia. Se
discute también sobre las relaciones de orden y se introduce el concepto de completitud, ampliando asi la
comprension del estudiante con conceptos méas avanzados.

En la tercera fase, se exploran aspectos adicionales relacionados con el orden, la densidad, la continuidad
numeérica, la inconmensurabilidad y la completitud. Esta etapa profundiza ain méas en los conceptos
previamente introducidos y brinda al estudiante una comprension mas detallada y completa del tema.

La cuarta fase continlia construyendo sobre el conocimiento previo al abordar la falta de completitud en
los enteros y abordar nuevamente la enumerabilidad en contextos especificos. En la quinta fase, se aclara
la relacion de orden y se enfatiza la densidad del conjunto numérico, consolidando y reafirmando los
conceptos discutidos anteriormente y demostrando la comprension profunda adquirida por el estudiante a
lo largo del proceso.

En sintesis, esto refleja la progresion gradual del estudiante desde un nivel basico hacia una comprensién

maés detallada y sofisticada de los nimeros reales, edificando sobre el conocimiento adquirido en cada fase
previa.

Patron de Cambio Conceptual GB5

Caod Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Sefiala que el texto no presenta
Fase || magnitudes conmensurables, sino | Reconocimiento de _ razones
razones conmensurables entre | conmensurables entre magnitudes
magnitudes.
GB5 Hace referencia a la

inconmensurabilidad. Este término se
Fase IV |refiere a la imposibilidad de expresar la | Mencion de la inconmensurabilidad
relacién entre dos magnitudes como una
razon de nlmeros enteros

Tabla71.- Modelos Mentales de GB5

El proceso de aprendizaje del estudiante en GB5 muestra un cambio conceptual incremental a lo largo de
varias fases. Inicia en la segunda fase, en la que reconoce la ausencia de magnitudes conmensurables y
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sefiala la existencia de razones conmensurables entre magnitudes, lo que sugiere una comprensién mas
profunda de las relaciones numeéricas y una reflexion sobre su naturaleza.

Continua en la cuarta fase, mencionando la inconmensurabilidad, entendida como la imposibilidad de
expresar la relacion entre dos magnitudes como una razén de nimeros enteros. Este reconocimiento indica
una comprensién mas avanzada de las propiedades numéricas y una apreciacion de las limitaciones de la
representacion numeérica.

Este patron de cambio conceptual implica una acumulacion gradual de conocimientos y una refinacion de
la comprension existente sobre las relaciones numéricas, pues, el estudiante avanza desde el
reconocimiento de razones conmensurables hacia la comprension de la inconmensurabilidad, lo que refleja
un proceso de aprendizaje progresivo.

Validacion de la tarea a partir del estudiante GB

El estudiante en GB1 cumpli6 con éxito el objetivo de comprender la construccion de los nimeros reales
mediante diferentes metodologias. A lo largo de las fases, demostré un cambio conceptual incremental al
avanzar desde una comprension inicial hasta una comprensién mas profunda de las metodologias de
Cantor y Dedekind. Esta progresion refleja una participacion en su aprendizaje, lo que sugiere una
caracteristica de compromiso y reflexion.

En el caso de GB2, el estudiante logré desarrollar una comprension conceptual y operacional integral de
los nimeros reales, lo que coincide con el objetivo establecido. Desde una comprension inicial hasta la
diferenciacion entre tipos de notacion decimal y su significado, el estudiante demostr6 un enfoque
coherente con el cambio conceptual incremental. Este enfoque refleja la caracteristica de construccion
gradual del conocimiento y la habilidad para integrar conceptos complejos de manera efectiva.

El estudiante en GB3 exhibié un cambio conceptual incremental, avanzando desde una introduccion
bésica hasta el reconocimiento de propiedades comunes en operaciones entre nimeros reales y racionales.
Este progreso refleja la caracteristica de desarrollo cognitivo gradual y construccion activa del
conocimiento. Ademas, la participacion en la exploracion de nuevas ideas y la reflexién sobre su
significado destaca la caracteristica de compromiso con el aprendizaje.

En GB4, siguié un patron de cambio conceptual incremental, avanzando desde una comprensién
rudimentaria hasta una comprension detallada de los nimeros reales y sus propiedades. Esta progresion
coincide con la caracteristica de construccion gradual del conocimiento, donde cada fase construyd sobre
la anterior para consolidar la comprensién adquirida. Ademas, la participacion en el aprendizaje refleja la
caracteristica de compromiso y reflexion.

Finalmente, en GB5, demostré un cambio conceptual incremental al avanzar desde el reconocimiento de
conceptos basicos hasta la comprension de conceptos mas avanzados como la inconmensurabilidad. Este
progreso refleja la caracteristica de acumulacion gradual de conocimientos y refinamiento de la
comprension existente. Ademas, la participacion en la identificacion y reflexion sobre propiedades
numéricas destaca la caracteristica de compromiso con el aprendizaje.

ESTUDIANTE JG
Patron de Cambio Conceptual JG1

| cod | Fases | Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
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JG1

Fase |

Expone que el libro aborda la nocién de
los nimeros reales como un sistema
numeérico e introduce la utilizacién de los
nimeros reales para  representar
magnitudes inmensurables, incluyendo
tanto  numeros  racionales  como
irracionales en su conjunto

Comprende que los numeros reales
forman un sistema numérico integral que
incluye tanto numeros racionales como
irracionales y que pueden usarse para
representar magnitudes que no pueden
ser medidas con numeros enteros o
fracciones simples

Fase 11

Profundiza en la utilizacion de los
nimeros reales para  magnitudes
inmensurables y sugiere que en la
descripcion del conjunto seria pertinente
especificar que estda compuesto por
nimeros racionales e irracionales.
También hace referencia a la formacion
de cortes en el conjunto de los nimeros
racionales, resultando en nameros reales,
y resalta la importancia de las sucesiones
infinitas, la racionalidad y las sucesiones
de Cauchy.

Amplia su comprension de los numeros
reales al incluir la nocién de cortes
(cortaduras de Dedekind) y las
sucesiones de Cauchy, reconociendo que
estas herramientas matematicas son
esenciales para definir los nimeros reales
y que cada ndmero real tiene una
representacion en la recta numérica.

Fase 111

Plantea la imposibilidad de garantizar
qgue los conjuntos numéricos estén
contenidos unos en otros y discute que
las cortaduras representan un namero real
(cortaduras de Dedekind). También
comenta acerca de los intervalos
encajados de Cantor.

Reconoce la complejidad en la relacién
entre diferentes conjuntos numéricos y
como las cortaduras y los intervalos
encajados ayudan a definir los nimeros
reales y sus propiedades.

Fase V

Aborda nuevamente el tema del conjunto
numérico de los nameros reales,
resaltando su importancia y composicion.

Consolida su comprensién de que los
nameros reales forman un conjunto
numérico esencial en matematicas,
destacando sus propiedades y la inclusién
de nameros racionales e irracionales, y
reafirma la importancia de las cortaduras
y otras herramientas matematicas para
comprender la estructura de los nimeros
reales.

Tabla 72.-

Modelos Mentales de JG1

El andlisis del proceso de aprendizaje del estudiante muestra un cambio conceptual incremental a lo largo
de varias fases. Comienza la primera fase, con una comprension basica de los nimeros reales como un
sistema numérico que incluye tanto nimeros racionales como irracionales. Luego, en fases posteriores,
profundiza su comprension al incluir conceptos avanzados como las cortaduras de Dedekind, las
sucesiones de Cauchy y los intervalos encajados de Cantor.

En la segunda fase, amplia su comprensidn al reconocer la importancia de especificar que el conjunto de
nimeros reales estd compuesto por ndmeros racionales e irracionales. Ademas, se introduce en la
formacion de cortes en el conjunto de los nimeros racionales y se destacan las sucesiones infinitas y las
sucesiones de Cauchy como herramientas esenciales para entender los numeros reales y su
correspondencia con puntos en la recta numérica.

En la tercera fase, profundiza en las propiedades de los conjuntos numéricos al plantear la dificultad de
garantizar la inclusién de unos conjuntos numéricos en otros. Se discuten las cortaduras de Dedekind
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como una representacién de nimeros reales y se mencionan los intervalos encajados de Cantor, lo que
sugiere una comprension mas avanzada de la estructura y las propiedades de los nimeros reales.

Finalmente, en la quinta fase, el estudiante consolida su comprension del conjunto numérico de los
nameros reales, lo que indica un nivel més profundo en la comprension de los conceptos discutidos en las
fases anteriores.

Patron de Cambio Conceptual JG2

Cod

Fases

Modelo Mental Inicial

Modelo Sintético

JG2

Fase |

Explora la representacion de los nimeros
reales, proporcionando ejemplos de
nimeros racionales e irracionales, y
discutiendo  conceptos de nlmeros
fraccionarios, finitos e infinitos no
periddicos. Ademas, se exploran diversas
representaciones como fracciones y
decimales finitos e infinitos, y se aborda
el tema de los intervalos.

Adquiere una comprension inicial de las
diversas formas de representacion de los
nameros reales y de las diferencias béasicas
entre nameros racionales e irracionales.

Fase 11

Identifica errores en un diagrama de
Venn, que sugiere incorrectamente que el
conjunto de numeros racionales es mayor
gue el de irracionales. Discute la
representaciéon de los nUmeros reales
mediante la recta real, relacionandola con
la recta numérica, el encajonamiento y el
teorema de Pitdgoras. También aborda la
notacion cientifica y establece que un
nimero real siempre tiene una
representacion periodica de periodo cero,
decimal infinito o de periodos distintos.

Corrige conceptos erréneos y profundiza
en su comprension de la estructura y la
representacion de los ndmeros reales,
integrando  conocimientos  sobre  su
relacion con otros conceptos matematicos.

Fase IlI

Se enfoca en la representacion de los
nimeros reales mediante notacion
decimal.

Consolida su comprensién de la notacién
decimal como una representacion
fundamental de los numeros reales.

Fase IV

Discute la representacion simbdlica vy
grafica de los nimeros reales en la recta
numeérica, introduciendo conceptos mas
avanzados como logaritmacion,
radicacion, exponenciacién y diversas
representaciones operacionales.

Desarrolla una comprensién mas avanzada
y profunda de las operaciones y las
representaciones graficas de los numeros
reales, ampliando su conocimiento a areas
méas complejas de la matematica.

Fase V

Aborda la representacién gréfica del
modelo grafico.

Sintetiza la informacion aprendida en las
fases anteriores, demostrando  una
comprension completa y la capacidad de
aplicar conceptos de representacion
gréfica en un contexto mas amplio.

Tabla 73.-

Modelos Mentales de JG2

El proceso de aprendizaje del estudiante en JG2 muestra un cambio conceptual incremental a lo largo de
varias fases. Comienza con una exploracién de la representacion de los nameros reales, incluyendo
ejemplos de nimeros racionales e irracionales, asi como diversas formas de representacion como
fracciones y decimales finitos e infinitos.
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En esta primera fase, adquiere una comprensién inicial de las diferencias basicas entre nimeros racionales
e irracionales. En la segunda fase, identifica errores en la representacion del conjunto de numeros reales
en un diagrama de Venn, corrigiendo conceptos erroneos y profundizando en su comprension de la
estructura y la representacion de los numeros reales. Se introducen conceptos como la recta real, el
encajonamiento y el teorema de Pitagoras, ademas de discutir la notacién cientifica y las representaciones
periédicas y no periddicas de los nimeros reales.

La tercera fase se centra en la representacion de los nimeros reales mediante notacion decimal, lo que
indica una consolidacién de los conceptos discutidos en las fases anteriores. En la cuarta fase, aborda la
representacion simbdlica y gréfica de los nimeros reales en la recta numérica, discutiendo conceptos mas
avanzados como logaritmacion, radicacion, exponenciacion y diversas representaciones operacionales.
Esto demuestra una comprension mas avanzada y profunda de las operaciones y las representaciones
gréficas de los nimeros reales.

Finalmente, en la quinta fase, sintetiza la informacion aprendida en las fases anteriores al abordar la

representacion grafica del modelo gréfico. Esta etapa final muestra una comprension completa y la
capacidad de aplicar conceptos de representacion grafica en un contexto méas amplio.

Patron de Cambio Conceptual JG3

Cod | Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético

Establece relaciones entre las operaciones | Comprende como  funcionan  estas
fundamentales (suma, resta, | operaciones en ambos  conjuntos
Fase | multiplicaciér)ydivisién) en los numeros | numéricos y como (?s-tén relacionadas,
reales y los nimeros racionales. formando una base sélida para entender
las propiedades de los sistemas

NUMEricos.
Explora y destaca las propiedades de las | Desarrolla  una  comprension — mas
operaciones de adicion y multiplicacién | profunda de las propiedades que
en los sistemas numéricos, mencionando | subyacen a las operaciones basicas en los
163 Fase Il espef:if_icamente la prop_iedad clausurat!va, numeros_. reales y los nﬂmeros_ racionales,
asociativa, conmutativa, modulativa, | reconociendo que estas propiedades son
invertiva y distributiva fundamentales para la estructura de los

sistemas numericos.

Menciona la exposicion de sistemas|Consolida su comprension de las
numeéricos presentes en el libro, | propiedades fundamentales de las
destacando principalmente las | operaciones en los sistemas numéricos,
Fase V | propiedades de adicidn, sustraccion, |demostrando una vision integrada vy
multiplicacion y division. completa de como estas propiedades se
aplican  en  diferentes  contextos

NUMEricos.

Tabla 74.-

Modelos Mentales de JG3

El estudiante en JG3 avanza de manera gradual desde una comprension basica de las operaciones en los
nimeros reales y racionales hacia una comprension mas profunda y completa de las propiedades
fundamentales que rigen estas operaciones.

En la primera fase, establece relaciones entre las operaciones fundamentales en ambos conjuntos

numéricos, lo que demuestra una comprension inicial de coémo funcionan estas operaciones y coOmo estan
relacionadas.
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En la segunda fase, profundiza en la exploracion de las propiedades de las operaciones de adicién y
multiplicacion, identificando especificamente propiedades como la clausurativa, asociativa, conmutativa,
modulativa, invertiva y distributiva. Esta fase refleja una comprensién mas avanzada de las propiedades
en las operaciones basicas de los nimeros reales y los nimeros racionales.

Finalmente, en la quinta fase, menciona la exposicion de sistemas numéricos presentes en el libro,
destacando principalmente las propiedades de adicion, sustraccién, multiplicacion y division. Esto indica
la comprension de las propiedades fundamentales de las operaciones en los sistemas numéricos,
demostrando una visién completa de cémo estas propiedades se aplican en diferentes contextos
nuUMEricos.

Patron de Cambio Conceptual JG4

Cad Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético

Establece una conexion entre el tema|Demuestra una comprension inicial del
actual y las propiedades de los nimeros | tema al aplicar las propiedades conocidas
reales discutidas anteriormente. de los ndmeros reales, mostrando una
base sélida de conocimiento previo.

Fase |

Explora conceptos relacionados con el
orden y la completitud, incluyendo |Profundiza su comprension de las
relaciones  simétricas, antisimétricas, | propiedades fundamentales de los
Fase Il |reflexivas y transitivas. Define el orden y | nmeros reales, adquiriendo una visién
enfatiza la importancia de la completitud, | mas detallada y estructurada de estos
asi como la inconmensurabilidad de los | conceptos.

numeros reales.

Fortalece su comprension de como las
propiedades de orden, densidad y
continuidad se aplican a los ndmeros
reales, desarrollando una comprensién
integrada de estos conceptos.

Logra una comprension detallada de
céomo la completitud y densidad se
manifiestan en la recta numérica y en el
conjunto de los nameros reales,
mejorando su capacidad para visualizar y
aplicar estos conceptos.

Consolida su comprension de las
Explora las propiedades reflexivas, | propiedades fundamentales de los
simétricas y transitivas en ndmeros | nimeros reales y racionales,
racionales y reales, destacando la|reconociendo la importancia de las
importancia de la relacion de orden. relaciones de orden y su aplicacion en
contextos numericos.

Tabla 75.- Modelos Mentales de JG4

Se enfoca en conceptos de orden,
Fase 111 densidaql, continuidaq numérica y
JG4 completitud, ademas de la
inconmensurabilidad.

Examina la completitud y densidad en
relacion con la recta numérica y los
Fase IV | conjuntos de ndmeros reales,
mencionando  relaciones como la
densidad y la continuidad numérica.

Fase V

En el proceso de aprendizaje del estudiante en JG4 muestra el avance progresivo en la comprension basica
de las propiedades de los nimeros reales hacia una comprension mas profunda y detallada, integrando
conceptos clave a lo largo del proceso.

En la primera fase, establece conexiones entre el tema actual y las propiedades de los nimeros reales

discutidas previamente, mostrando una base sélida de conocimiento previo y una comprension inicial del
tema. En la segunda fase, profundiza en conceptos relacionados con el orden y la completitud, explorando
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relaciones simétricas, antisimétricas, reflexivas y transitivas. Define el orden y resalta la importancia de la
completitud, asi como la inconmensurabilidad de los nimeros reales, lo que demuestra una comprension
avanzada de las propiedades fundamentales de los nimeros reales.

En la tercera fase, se enfoca en conceptos de orden, densidad, continuidad numérica y completitud,
fortaleciendo su comprensién de como estas propiedades se aplican a los nimeros reales y desarrollando
una comprension integrada de estos conceptos.

La cuarta fase examina detalladamente la completitud y densidad en relacién con la recta numérica y los
conjuntos de numeros reales, lo que indica una comprension sélida de cémo estas propiedades se
relacionan entre si y con los nameros reales. Finalmente, en la quinta fase, explora las propiedades
reflexivas, simétricas y transitivas en nimeros reales, destacando la importancia de la relacion de orden y
su aplicacion en contextos numéricos.

Por ello, el estudiante sigue un patron de cambio conceptual incremental, avanzando gradualmente desde

una comprension inicial hasta una comprension méas profunda y detallada de los conceptos relacionados
con los numeros reales.

Patron de Cambio Conceptual JG5

Cod Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Se establece una base soélida al
comprender las caracteristicas

Define las caracteristicas de la igualdad y

. > fundamentales de la igualdad la
la desigualdad entre ndmeros reales, lo g y

Fase | . S desigualdad entre nimeros reales, lo que
que facilita la comprension de las| .
. sienta las bases para comprender las
relaciones de orden. : X
relaciones de orden y otras propiedades
numéricas.
Avanza en su comprension al aplicar las
. . definiciones de igualdad y desigualdad
Se establecen las relaciones de igualdad y ara derivar gentendery 0 gi]edades
JG5 Fase Il |desigualdad, lo que conduce al desarrollo P y prop

numeéricas mas complejas, lo que implica
una internalizacion mas profunda de los
conceptos matematicos.

Se aborda el tema de las relaciones|Profundiza en la comprension de las
comenzando por estas, lo que incluye la |relaciones numéricas al considerar
anotacion de las condiciones a cumplir, | condiciones especificas y aplicarlas en
FaseV [como la igualdad de r a m o la|situaciones de desigualdad, lo que refina
correspondencia de los nimeros y sus|su comprension de cémo las relaciones
expresiones, particularmente en el caso|numéricas se manifiestan en diversas
de las expresiones de desigualdad. expresiones matematicas.

Tabla 76.- Modelos Mentales de JG5

de propiedades.

El estudiante en JG5 progresa en su comprension de las relaciones numéricas y sus propiedades,
desarrollando un concepto més profundo a lo largo del proceso de aprendizaje.

En las primeras dos fases, establece los fundamentos al comprender las caracteristicas bésicas de la

igualdad y la desigualdad entre numeros reales. Esta comprensién inicial sienta las bases solidas para el
desarrollo posterior, proporcionando una base sélida del tema.
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A medida que avanza el proceso, profundiza en su comprensidn al aplicar estas definiciones para derivar
propiedades numéricas mas complejas. Este avance implica un progreso significativo en su comprension
conceptual, ya que internaliza de manera mas profunda los conceptos matematicos fundamentales.

En la quinta fase, aborda el tema de las relaciones y la correspondencia de los nimeros y sus expresiones,
especialmente, en el caso de desigualdad. Aplica conceptos de expresiones matematicas en situaciones
concretas.

Validacion de la tarea a partir del estudiante JG

En este proceso, el estudiante muestra un cumplimiento efectivo del objetivo de desarrollar una
comprension progresiva de los nimeros reales. A través de las diferentes fases, demuestra un avance
gradual desde una comprension bésica hasta una comprension mas profunda de conceptos avanzados
como las cortaduras de Dedekind y los intervalos encajados de Cantor. Las caracteristicas cumplidas
incluyen propiciar un rol activo y promover la comprension de conceptos matematicos y didacticos.

Por otro lado, en JG2, muestra un cumplimiento pleno de los objetivos planteados. Cada fase contribuye a
una comprension mas amplia y detallada de los nimeros reales y sus representaciones. Ademas,
demuestra una capacidad para aplicar conceptos en diferentes contextos, lo que indica un alto nivel de
comprension y habilidad para transferir conocimientos. Las caracteristicas cumplidas incluyen propiciar
un rol activo, abordar problemas profesionales y promover la comprension de conceptos didacticos y
matematicos.

En contraste, en JG3, manifiesta un cumplimiento efectivo del objetivo de desarrollar una comprension
progresiva de las propiedades de los nimeros reales. A través de las diferentes fases, avanza desde una
comprension bésica hasta una comprensién mas profunda de conceptos como el orden, la densidad y la
completitud. Las caracteristicas cumplidas incluyen propiciar un rol activo, promover la comprension de
conceptos matematicos y didacticos, y modificar el conocimiento.

Ademas, en JG4, demuestra un cumplimiento pleno de los objetivos y caracteristicas de una tarea con
sentido profesional en la formacion de profesores de matematicas. A traves de las diferentes fases,
demuestra un cambio conceptual incremental y una comprension profunda de las propiedades de los
nameros reales. Ademas, muestra una capacidad para relacionar conceptos y entender la estructura del
conjunto de numeros reales. Las caracteristicas cumplidas incluyen propiciar un rol activo, abordar
problemas profesionales, modificar el conocimiento y promover la comprension de conceptos didacticos y
matematicos.

Aunque en JG5, manifiesta un cumplimiento parcial de los objetivos. Aunque demuestra un avance en su
comprension de las relaciones numeéricas y sus propiedades a lo largo del proceso, no se evidencia una
progresion clara desde una comprension basica hasta una comprensién mas profunda. Sin embargo,
demuestra una capacidad para aplicar conceptos en situaciones concretas. Las caracteristicas cumplidas
incluyen propiciar un rol activo y reconocer caracteristicas del desarrollo cognitivo/epistémico.

ESTUDIANTE DD
Patron de Cambio Conceptual DD1
Cad Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Establece que la unién de los nimeros | Comprende la estructura jerarquica de los
Fase | racionales e irracionales constituye el | conjuntos numéricos y reconoce que los
DD1 conjunto de los nameros reales, | nUmeros reales extienden a los ndmeros
denotado por R. Ademés, identifica |racionales, que incluyen a los enteros y

89




interconexiones entre distintos

conjuntos huméricos.

naturales.

Fase Il

Define  los  ndmeros  decimales
periodicos y no periddicos, y representa
el conjunto de los nimeros reales como
la union de los racionales e irracionales.

Adquiere  una  comprensién  mas
especifica de la representacion de los
ndmeros reales, destacando su inclusién
en el texto como un conjunto Unico que
abarca tanto  numeros  decimales
periddicos como no periodicos.

Fase IlI

Destaca que los nimeros reales pueden
expresar tanto  fracciones como
ndmeros irracionales.

Desarrolla  una  comprensién  mas
profunda de la versatilidad del conjunto
de los nimeros reales, reconociendo que
incluye tanto los ndmeros racionales
(fracciones) como los irracionales.

Fase V

Menciona que la presentacién de los
nameros reales en el libro como un
conjunto numérico es un error, ya que
no es posible caracterizar los ndmeros
reales mediante la simple combinacion
de dos conjuntos.

Muestra una capacidad critica avanzada,
siendo capaz de identificar y cuestionar
errores conceptuales en el material de
estudio, y adquiere un entendimiento mas
solido de las propiedades y caracteristicas
del conjunto de los nimeros reales.

Tabla 77.- Modelos Mentales de DD1

El proceso de anélisis del estudiante DD1 sigue un patron de cambio conceptual incremental al
desarrollar una comprension cada vez mas matizada del conjunto de los ndmeros reales y su relacién
con otros conjuntos nuMéricos.

En la primera fase, se establece que la unién de los nimeros racionales con los numeros irracionales
constituye el conjunto de los nimeros reales, denotado por R. Aunque el texto no aborda explicitamente
los numeros reales como un sistema numeérico, los considera como un conjunto numérico y revela
interconexiones entre distintos conjuntos numéricos. Se subraya que los nimeros reales extienden los
nameros racionales, que a su vez engloban a los enteros y a los naturales, y se advierte sobre las
relaciones entre conjuntos. Esta fase demuestra una comprension basica pero crucial de la estructura
jerarquica de los conjuntos numeéricos y sus interrelaciones.

En la segunda fase, se definen los nimeros decimales periddicos y no periodicos, representados por R.
Especificamente, se menciona que R=QUI, lo que refiere a la inclusion de los ndmeros reales en el
texto, Unica en su cardcter como conjunto. Este paso representa un avance en la comprensién del
estudiante, ya que introduce una representacién especifica de los numeros reales y subraya su
caracterizacion a través de numeros decimales. En la tercera fase, se destaca que los nimeros reales
pueden expresar tanto fracciones como numeros irracionales. Esto demuestra una comprension mas
profunda y concreta de la amplitud y versatilidad del conjunto de los nimeros reales, ilustrando como
abarcan tanto los numeros racionales (fracciones) como los irracionales

A medida que avanza, en la quinta fase, menciona que, aunque se presenta en el libro a los nimeros
reales como un conjunto numeérico, esto es un error, ya que no es posible caracterizar los nimeros reales
mediante la combinacién de otros dos conjuntos. Esta fase final muestra una capacidad critica
desarrollada del estudiante, quien ahora es capaz de identificar y cuestionar errores conceptuales en el
material de estudio.

El analisis del patron de cambio conceptual indica que el estudiante comienza con una comprension

bésica de la estructura y extension de los nimeros reales y, a través de las fases, profundiza en su
comprension y aplicacion de estos conceptos. La identificacion y correccion de errores en la fase final
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sugiere un avance en su capacidad critica y un entendimiento mas sélido de las propiedades y
caracteristicas del conjunto de los nimeros reales.

Patron de Cambio Conceptual DD2

Cad Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Destaca la asociacion entre cada
namero real y un punto en la recta, asi
como la correspondencia inversa. | Comprende la estructura jerarquica de los
Ademas, menciona otras formas de |conjuntos numéricos y reconoce que los
Fase | representacion, como la notacién | nimeros reales extienden a los nimeros
cientifica, los intervalos y la radicacion, | racionales, que incluyen a los enteros y
y reconoce que el material no aborda | naturales.

explicitamente la diversidad de métodos
de representacion

Desarrolla una comprensién mas precisa
de las diferencias entre representaciones
y operaciones matematicas, distinguiendo
entre  formas de  representacion
geométrica 'y  operaciones  como
logaritmos y exponentes.

Amplia su comprension de los nimeros
reales utilizando diversos sistemas de
representacion, como el sistema decimal,

Alude a la representacién geométrica en
la recta numérica y aclara que la
Fase Il representacion  de  logaritmos vy
exponentes es una operacion, no una
representacion.

Subraya la relevancia de sistemas de
representacion como la notacién
decimal 'y la recta numérica,

DD2 Fase 111 . . la recta numérica, fracciones, notacion
mencionando  las  relaciones y| . " .
. . cientifica, y representaciones formales
correspondencias entre distintos .
) i como las cortaduras de Dedekind vy
sistemas de representacion. .
sucesiones de Cauchy.
Describe la recta numérica y discute la | Identifica lagunas en la representacion
falta de representacion de expresiones | de ciertos tipos de expresiones,
algebraicas, magnitudes geométricasy | demostrando una capacidad critica y un
Fase IV - - o .
expresiones decimales, abarcando entendimiento mas detallado de las
notaciones decimales finitas, periddicas | distintas formas de representacién y sus
y no periodicas. limitaciones en el material.
Reitera la asignacion de un punto en la | Refuerza su  comprension de la
recta a cada nimero real y viceversa, correspondencia entre nimeros reales y
mencionando el encajonamiento vy el puntos en la recta, asi como de las
Fase \/ teorema de Pitagoras. Reconoce la representaciones operacionales. Muestra
existencia de representaciones un entendimiento integral de diversas
operacionales para logaritmacion, representaciones y operaciones,
exponenciacion, radicacion y notacion | consolidando su conocimiento adquirido
cientifica. a lo largo de las fases.

Tabla 78.- Modelos Mentales de DD2
El estudiante sigue un patron de cambio conceptual incremental, pues a lo largo de las fases, se observa un

desarrollo progresivo y acumulativo del conocimiento sobre la representacion de los nimeros reales,
desde una comprensidn béasica hasta una apreciacién mas completa y critica.
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En la fase | comienza identificando la asociacion basica entre los nimeros reales y sus representaciones en
la recta numérica. Nota la correspondencia entre nimeros y puntos, y menciona varias formas de
representacion. Sin embargo, también reconoce una limitacion en el material de estudio, lo que indica una
comprension inicial pero consciente de las posibles deficiencias en la presentacion del tema.

En la fase Il, avanza en su andlisis al diferenciar entre representaciones geométricas y operaciones
matemaéticas, como logaritmos y exponentes. Esta distincion muestra una comprension més precisa de
cémo los numeros reales pueden representarse y manipularse. En la fase 11, profundiza en su comprension
al subrayar la importancia de diversos sistemas de representacién, como la notaciéon decimal y la recta
numérica, y al destacar las relaciones entre diferentes métodos de representacion. Utiliza ejemplos como
las cortaduras de Dedekind y sucesiones de Cauchy para mostrar una comprension avanzada y detallada
de los nimeros reales.

Para la fase IV muestra una capacidad critica al identificar lagunas en la representacion de ciertas
expresiones algebraicas, geométricas y decimales. Esta fase refleja un conocimiento méas completo y la
habilidad para evaluar la suficiencia y claridad de las representaciones proporcionadas en el material de
estudio. Durante la fase V, consolida su comprension al reiterar la correspondencia entre nimeros reales y
puntos en la recta, y al mencionar métodos de representacion operacional, como la logaritmacion y la
exponenciacion. De igual forma, demuestra un entendimiento integral y sofisticado de las diversas formas
de representar y operar con ndmeros reales.

Patron de Cambio Conceptual DD3

Cad Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético

Comprende las propiedades fundamentales de
la clausura, conmutatividad, asociatividad,
modularidad e inversién. Esto establece una
base sélida para el entendimiento de las
operaciones dentro del conjunto de nimeros
reales.

Revisa las propiedades algebraicas
Fase | |relacionadas con la adiciony la
sustraccion en los numeros reales.

== Reconoce que las propiedades algebraicas de

las operaciones en los numeros reales son
analogas a las propiedades en los ndmeros
racionales, lo que muestra una comprension
mas profunda y matizada de estas propiedades
al poder contrastarlas entre diferentes
conjuntos NUMEricos.

Compara las operaciones de adicion
y multiplicacién en los nimeros
reales con las mismas operaciones
en los nimeros racionales.

Fase 11

Tabla 79.- Modelos Mentales de DD3

En el proceso de aprendizaje del estudiante en DD3, se muestra el avance y revisa las propiedades
algebraicas relacionadas con la adiciéon y la sustraccién en los numeros reales, durante la fase |I.
Igualmente comprende las propiedades fundamentales de la clausura, conmutatividad, asociatividad,
modularidad e inversién. Esto establece una base sélida para el entendimiento de las operaciones dentro
del conjunto de nimeros reales.

En la fase Il, compara las operaciones de adicién y multiplicacion en los nimeros reales con las mismas

operaciones en los nimeros racionales. De esta forma, reconoce que las propiedades algebraicas de las
operaciones en los nimeros reales son analogas a las propiedades en los nimeros racionales, lo que
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muestra una comprension mas profunda y matizada de estas propiedades al poder contrastarlas entre
diferentes conjuntos numéricos.

Sigue un patron de cambio conceptual incremental, pues a lo largo de las fases, se observa un desarrollo
del conocimiento sobre las propiedades algebraicas de las operaciones en los nimeros reales, desde una
comprension inicial de las propiedades basicas hasta una comparacion mas avanzada con las operaciones
en los nimeros racionales.

Patron de Cambio Conceptual DD4

Caod Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético

Comprende que los nimeros irracionales,
Menciona la presentacion de los|junto con los racionales, forman el
nameros irracionales en el libro, |conjunto de los ndmeros reales,

e destacando la falta de una definicién | proporcionando una base inicial para
formal. entender la composicién de los nimeros
reales.
Reconoce que el producto de dos
nameros irracionales no siempre es
Analiza las propiedades de los nimeros | racional y que el producto de un nimero
DD4 Fase I irracionales, especialmente en relacidn | irracional con cualquier nimero distinto
con el producto de dos nameros |de cero resulta en un nimero irracional.
irracionales. Esto muestra una comprensién mas

profunda de las propiedades de los
ndmeros irracionales.

Entiende claramente la distincion y la
Establece que no puede haber un |exclusividad entre los nimeros racionales
FaseV [nimero que sea simultineamente|e irracionales, lo que refina su
racional e irracional. comprension de la estructura del conjunto
de los nimeros reales.

Tabla 80.- Modelos Mentales de DD4

El estudiante sigue un patron de cambio conceptual incremental a través de las fases, ya que se presenta un
desarrollo progresivo y acumulativo del conocimiento sobre los nimeros irracionales y su relacion con los
nameros racionales dentro del conjunto de los nimeros reales.

En la primera fase identifica la falta de una definicién formal de los nimeros irracionales en el libro y
comprende la union de los nimeros racionales e irracionales como formadora del conjunto de los nimeros
reales. Esto proporciona una base inicial para entender la estructura de los nimeros reales.

Para la segunda fase, profundiza su comprension al analizar las propiedades del producto de numeros
irracionales, reconociendo que su producto no siempre resulta en un namero racional y que el producto de
un numero irracional siempre es un namero irracional.

Durante la quinta fase, aclara la exclusividad mutua entre los nimeros racionales e irracionales,
demostrando una comprension clara de la distincion entre estos conjuntos. Este desarrollo progresivo,

donde cada fase construye sobre el conocimiento adquirido en la fase anterior, caracteriza un cambio
conceptual incremental.

Patron de Cambio Conceptual DD5
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Cad Fases

Modelo Mental Inicial

Modelo Sintético

Fase |

Identifica implicitamente las
caracteristicas de orden y completitud en
el texto, observando que los nimeros
reales no tienen intervalos vacios y que
siempre hay otro nimero real entre dos
nameros reales dados

Comprende que los nimeros reales son
completos y que, a diferencia de los
nameros racionales, no tienen intervalos
vacios y siempre hay un ndmero real
entre cualquier par de nameros reales.
Esto establece una base sélida para
entender las propiedades fundamentales
de los nimeros reales.

Fase 11

Menciona que la completitud implica la
existencia de otro numero entre dos
nimeros dados, ilustrando este concepto
con el encajonamiento del ndmero pi.
También identifica propiedades
algebraicas  relacionadas con las
operaciones basicas.

Avanza en su comprension de la
completitud y orden de los nameros
reales, utilizando ejemplos especificos
como el encajonamiento del nimero pi.
Reconoce las propiedades algebraicas
gue se aplican a las operaciones basicas.

DD5

Fase 111

Subraya la importancia de la completitud
y la densidad, definiendo el concepto de
orden y reconociendo la estructura de
cuerpo ordenado completo y la no
numerabilidad de los niumeros reales.

Profundiza en su comprensién al definir
y conectar los conceptos de completitud,
densidad y orden en la recta numérica,
asi como al reconocer la importancia de
la no numerabilidad y la estructura de
cuerpo ordenado completo.

Fase IV

Menciona términos como completitud,
densidad y la no biyeccion.

Mantiene y refuerza su comprension de
las propiedades fundamentales de los
nameros reales, asegurandose de recordar
los términos clave y sus implicaciones.

Fase V

Aborda nuevamente el tema del orden y
las propiedades, reconociendo la ausencia
de continuidad, densidad y cardinalidad
en el andlisis realizado.

Refina su andlisis al identificar areas
faltantes en la discusiébn  sobre
continuidad, densidad y cardinalidad,
mostrando una capacidad critica para
evaluar la exhaustividad del contenido
analizado

Tabla 81.-

Modelos Mentales de DD5

El estudiante sigue un patrén de cambio conceptual incremental. A través de las fases, hay un desarrollo
progresivo del conocimiento sobre las propiedades de los numeros reales, especialmente en relacién con el
orden, la completitud y la densidad.

En la primera fase identifica las caracteristicas de orden y completitud, observando que los nimeros reales
no tienen intervalos vacios y que siempre existe otro numero real entre dos nimeros dados. Esto
proporciona una base solida para la comprension de los nimeros reales. Para la segunda fase, avanza en su
comprension al ilustrar la completitud con el encajonamiento del ndmero pi y al identificar las
propiedades algebraicas. Esto muestra un mayor entendimiento de como se manifiestan estas propiedades
en los nimeros reales.

Durante la tercera fase, profundiza su comprensién al definir y conectar los conceptos de completitud,
densidad y orden, reconociendo también la no numerabilidad y la estructura de cuerpo ordenado completo
de los nimeros reales. Esto representa un avance significativo en su conocimiento. En la cuarta fase, el
estudiante mantiene y refuerza su comprension de las propiedades fundamentales, mencionando términos
clave y sus implicaciones. En la quinta fase, el estudiante completa su andlisis critico al reconocer areas
faltantes en la discusion sobre continuidad, densidad y cardinalidad, mostrando una capacidad avanzada
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para evaluar la exhaustividad del contenido. Este desarrollo progresivo, donde cada fase construye sobre
el conocimiento adquirido en la fase anterior, caracteriza un cambio conceptual incremental.

Patron de Cambio Conceptual DD6

Cod Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético
Reconoce la importancia de No es posible crear un modelo sintético ya
actividades précticas que involucren la | que no es posible evidenciar un conflicto
formacion, transformacion, traduccion | conceptual durante la realizacion de la
y coordinacion de representaciones tarea respecto a estas ideas previas.
DD6 | Fase Il | numéricas. Sugiere que estas
actividades ayudarian a los estudiantes
a comprender mejor cdmo diferentes
formas de representacién pueden
relacionarse entre si.

Tabla 82.- Modelos mentales de DD6

En la fase Ill, reconoce la importancia de actividades practicas que involucren la formacion,
transformacion, traduccion y coordinacion de representaciones numéricas. Sugiere que estas actividades
ayudarian a los estudiantes a comprender mejor cdmo diferentes formas de representacion pueden
relacionarse entre si.

Patron de Cambio Conceptual DD7

Cad Fases Modelo Mental Inicial Modelo Sintético

No es posible crear un modelo sintético ya
Comenta que no se menciona nada de | que no es posible evidenciar un conflicto
estructuras algebraicas. conceptual durante la realizacién de la
tarea respecto a estas ideas previas.

Tabla 83.- Modelos mentales de DD7

DD7 Fase I1

En la segunda fase, el estudiante comenta que el texto no menciona nada de estructuras algebraicas sin
indagar o profundizar sobre esto.

Validacion de la tarea a partir del estudiante DD

El estudiante en DD1 muestra un cumplimiento efectivo del objetivo de desarrollar una comprensién
progresiva de los nimeros reales y sus interrelaciones. A traves de las diferentes fases, demuestra un
avance gradual en su comprension, desde una visién basica hasta una capacidad critica para cuestionar y
evaluar el contenido. Ademas, identifica y corrige errores conceptuales en el material de estudio. Las
caracteristicas cumplidas incluyen propiciar un rol activo, modificar el conocimiento y promover la
comprension de conceptos didacticos y matematicos.

Por otro lado, en DD2, mantiene un cumplimiento pleno de los objetivos y caracteristicas de una tarea con
sentido profesional en la formacion de profesores de matematicas. A lo largo de las fases, demuestra un
desarrollo progresivo y acumulativo del conocimiento sobre la representacion de los nimeros reales,
desde una comprension béasica hasta una apreciacion mas completa y critica. Ademas, reconoce las
limitaciones del material de estudio y profundiza en su comprensién a través de ejemplos vy
comparaciones. Las caracteristicas cumplidas incluyen propiciar un rol activo, abordar problemas
profesionales, modificar el conocimiento y promover la comprension de conceptos didacticos y
matematicos.
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En DD3, manifiesta un cumplimiento efectivo del objetivo de desarrollar una comprension progresiva de
las propiedades algebraicas de los nimeros reales. A lo largo de las fases, demuestra un avance gradual en
su comprensién, desde una comprensién inicial de las propiedades basicas hasta una comparacién mas
avanzada con las operaciones en los nimeros racionales. Ademas, demuestra un entendimiento claro de
las operaciones dentro del conjunto de nimeros reales. Las caracteristicas cumplidas incluyen propiciar un
rol activo, modificar el conocimiento y promover la comprensién de conceptos didacticos y matematicos.

En DD4, muestra un cumplimiento pleno de los objetivos y caracteristicas de una tarea con sentido
profesional en la formacién de profesores de matematicas. A través de las fases, demuestra un desarrollo
progresivo y acumulativo del conocimiento sobre los nimeros irracionales y su relacién con los nimeros
racionales dentro del conjunto de los nimeros reales. Ademas, identifica y aclara conceptos clave y sus
implicaciones. Las caracteristicas cumplidas incluyen propiciar un rol activo, modificar el conocimiento y
promover la comprensién de conceptos didacticos y matematicos.

Por otro lado, el estudiante en DD5 muestra un cumplimiento efectivo del objetivo de desarrollar una
comprension progresiva de las propiedades de los nimeros reales. A lo largo de las fases, demuestra un
avance gradual en su comprension, desde una vision basica hasta una apreciacion mas completa y critica
de las propiedades del conjunto de los ndmeros reales. Ademas, reconoce las areas faltantes en la
discusion y demuestra una capacidad avanzada para evaluar el contenido. Las caracteristicas cumplidas
incluyen propiciar un rol activo, modificar el conocimiento y promover la comprensién de conceptos
didacticos y matematicos.

Sin embargo, en DD6, reconoce la importancia de actividades practicas para mejorar la comprension de
las representaciones numéricas. Aunque muestra conciencia sobre la utilidad de las actividades practicas,
no profundiza en como estas actividades pueden ser implementadas o en qué aspectos especificos podrian
ayudar a los estudiantes. Aunque muestra conciencia sobre la utilidad de las actividades practicas, no
desarrolla completamente esta idea.

Del mismo modo, en DD?7, el estudiante identifica una falta de mencidn sobre estructuras algebraicas en el
texto. Aunque muestra conciencia sobre la omision, no profundiza en esta observacion ni investiga mas
sobre el tema. Aungue muestra conciencia sobre la omision, no desarrolla completamente esta idea ni
explora como podria impactar en el aprendizaje de los estudiantes.
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CAPITULO 5. RESULTADOS Y CONCLUSIONES

La presente investigacion se centro en la validacion de una tarea propuesta como tarea con sentido
profesional en la formacion de profesores de matematicas, con el objetivo de determinar su impacto en el
proceso de aprendizaje de los estudiantes y en la preparacién de los futuros profesores para enfrentar los
desafios de la ensefianza de las matematicas. Utilizando una estrategia investigativa cualitativa y
fenomenoldgica, se exploraron las experiencias, percepciones y significados construidos por los
participantes durante el desarrollo de la tarea. La combinacion de la observacién participante y el analisis
documental proporciond una perspectiva detallada de los procesos educativos en curso, capturando
aspectos significativos del aprendizaje y generando hallazgos relevantes para la validacion de la tarea
propuesta.

Aunque la falta de algunas evidencias no permitié un andlisis exhaustivo del proceso de toda la poblacién,
se busco construir una herramienta de andlisis que evidenciara las diferencias entre los procesos de cada
estudiante. Esto permitio identificar modelos mentales y patrones de cambio conceptual en los
participantes, proporcionando una comprension mas profunda del aprendizaje en el contexto de la tarea
implementada. En el analisis de los patrones de cambio conceptual, se observé un panorama amplio y
coherente en el aprendizaje de los estudiantes respecto a los nimeros reales y sus propiedades. En la
mayoria de los casos, surgié un patrén claro de cambio conceptual incremental, indicando que los
estudiantes avanzaron gradualmente desde una comprension inicial hasta una comprension mas profunda
de los conceptos matematicos relacionados con los nimeros reales.

Ademas, se evidencid que los participantes demostraron un cambio conceptual en su comprension de la
aritmética y el algebra, sugiriendo que la tarea contribuy6 al desarrollo de conocimientos, competencias y
destrezas necesarias. Cada patron de cambio conceptual ilustré como los estudiantes progresaron a través
de diversas fases, consolidando y ampliando su comprensién a medida que se exponian a conceptos mas
avanzados y complejos. Desde una comprension basica de los nimeros reales hasta una apreciacion
sofisticada de conceptos como las cortaduras de Dedekind, los estudiantes demostraron una capacidad
para integrar y aplicar su conocimiento en contextos matematicos mas desafiantes.

Sin embargo, se identificaron areas de mejora, ya que, aunque la mayoria de los estudiantes mostraron un
cumplimiento efectivo de los objetivos, algunos podrian profundizar mas en areas identificadas en el
material de estudio. Esto subraya la importancia de fomentar el pensamiento critico y propositivo entre los
estudiantes, animandolos a identificar deficiencias y a sugerir soluciones o enfoques alternativos.

A pesar de estas limitaciones, fue posible validar la tarea "Ensefianza de los nimeros reales en libros de
texto y su aprendizaje”" como una tarea con sentido profesional en la formacién de profesores de
matematicas. La estrategia de cambio conceptual permitio determinar que esta tarea proporciona
oportunidades estructuradas y contextualizadas de aprendizaje, que preparan a los futuros profesores para
enfrentar los desafios reales de la ensefianza de las matematicas.

Asi mismo, cabe resaltar que durante esta investigacion fue crucial estudiar el cambio conceptual en la
ensefianza y aprendizaje de las ciencias como un proceso multifacético para la formacion de una
comprension cientifica mas solida y profunda en los estudiantes. Pues, este proceso implica la interaccion
entre la estructura tedrica nativa de los estudiantes y el conflicto conceptual, fundamentales para la
reestructuracion de los conocimientos previos. Esta estructura tedrica nativa se compone de concepciones
alternativas o preconceptos, que son resistentes al cambio y suelen persistir incluso después de afios de
instruccién cientifica. Por ello, el conflicto conceptual se presenta cuando los estudiantes encuentran
nueva informacion que desafia sus ideas previas, creando una disonancia que puede llevar al aprendizaje
profundo si se maneja adecuadamente.
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En cuanto al Modelo de Cambio Conceptual (MCC), se sugiere que el aprendizaje envuelve patrones de
reestructuracion: asimilacion y acomodacion. Este proceso puede ser gradual o abrupto, dependiendo de la
magnitud de la revision necesaria. Los modelos mentales son representaciones que los estudiantes generan
para comprender situaciones, influenciadas por sus teorias implicitas y su estructura teérica nativa. El
cambio conceptual puede ocurrir mediante el enriquecimiento o la revisién, que modifica creencias y
suposiciones arraigadas.

En conclusidn, se pudo evidenciar que el cambio conceptual es esencial para la educacién en ciencias,
requiriendo un enfoque que considere tanto la estructura tedrica nativa de los estudiantes como los
conflictos conceptuales que surgen durante el aprendizaje. Esta comprensién puede guiar a los educadores
en la implementacion de estrategias pedagégicas que faciliten la reestructuracion del conocimiento y
promuevan el desarrollo de una comprension cientifica robusta y duradera.

Resultados

En cuanto a los resultados, es necesario resaltar que la estrategia de cambio conceptual para la validacién
de una tarea con sentido profesional en la formacién de profesores de matematicas puede ofrecer
reflexiones valiosas sobre el disefio y la implementacion de estas tareas, proporcionando claves para
promover practicas de enseflanza mas efectivas. Pues fue posible evidenciar que el material didactico
proporciond una introduccidn a los nimeros reales y sus representaciones, utilizando una mezcla eficaz de
notacion simbolica y diagramas visuales. Sin embargo, la ausencia de una relacion explicita entre los
nameros reales y otros sistemas numéricos, como los numeros racionales e irracionales, limitd la
comprension del objeto matematico, en la mayoria de los casos analizados. Esta observacién subraya la
necesidad de una perspectiva mas amplia y contextual en el estudio de las matematicas, permitiendo a los
estudiantes ver otras estructuras que amplien sus concepciones.

Asi mismo, la tarea promovié un impacto significativo en el proceso de aprendizaje de los estudiantes
participantes, facilitando un cambio conceptual en su comprension de los numeros reales. Pues, los
estudiantes demostraron una mayor capacidad para entender y aplicar conceptos relacionados con este
conjunto numérico, lo que sugiere que la tarea contribuyd al desarrollo de conocimientos, competencias y
destrezas necesarias para la ensefianza efectiva de las matematicas. Este cambio conceptual es crucial, ya
que refleja una transicion desde una comprension superficial hacia una comprensién mas profunda y
matizada, esencial para la formacién de futuros educadores.

Continuando con lo realizado, fue posible evidenciar que, en todos los estudiantes analizados, se observé
un desarrollo progresivo del conocimiento, donde cada fase del aprendizaje construyd sobre la anterior.
Esta secuencia légica permitié a los estudiantes consolidar y ampliar constantemente su comprension,
facilitando una base sélida para construir conocimientos mas avanzados; esta progresion estructurada fue
fundamental para un aprendizaje efectivo y sostenible a largo plazo, tal y como lo indican los autores en la
linea del estudio del cambio conceptual.

En cuanto a los resultados obtenidos, se logré validar la tarea "Ensefianza de los nimeros reales en libros
de texto y su aprendizaje" en el contexto del proyecto, demostrando que es una tarea significativa para la
formacion inicial de profesores de matematicas. La validacion de la tarea indica que no solo es relevante y
aplicable, sino también eficaz para los objetivos educativos propuestos, asegurando su valor como
herramienta educativa en la formacion de futuros profesores.

Se identificaron patrones de cambio conceptual en los estudiantes, destacando la importancia de la
interaccion, el trabajo grupal, la vinculacion con desarrollos teoricos e investigativos, y el surgimiento de
nuevos cuestionamientos para potenciar la perspectiva profesional. Estos patrones reflejan cdmo los
estudiantes internalizaron y aplicaron los conceptos aprendidos, resaltando el papel crucial de la
colaboracion y la reflexion en el proceso de aprendizaje. La interaccion y el trabajo grupal fomentaron un
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ambiente de aprendizaje dindmico y colaborativo, mientras que la vinculacion con teorias e
investigaciones proporciond un marco solido para el desarrollo conceptual. Los nuevos cuestionamientos
surgidos de este proceso indicaron un nivel de comprensién y reflexién avanzado, esencial para el
crecimiento profesional continuo.

Los resultados de esta investigacién subrayan la importancia de reconocer y abordar las concepciones
alternativas de los estudiantes para facilitar el cambio conceptual, por medio de estrategias pedagdgicas
que fomenten el conflicto conceptual y la acomodacién pueden promover una comprension cientifica mas
profunda. Ademas, los modelos de cambio conceptual proporcionan un marco tedrico valioso para disefiar
intervenciones educativas efectivas, adaptadas a las caracteristicas individuales y contextuales de los
estudiantes.
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ANEXO A - PARTICIPANTES

ANEXOS

Analizado Fase | Fase Il Fase Il Fase IV Fase V
Estudiantes Asistencia Doc gArtgg)l Cartelera | Doc gArﬂg'; Cartelera | Exposicion
AM Si Completa |Si
LB Si Completa |Si Si Si Si No Si Si
vZ Si Completa |Si
HB Si Completa |Si
JR Si Completa |Si Si Si Si Si Si Si
Vv Si Completa |Si
KD Si Completa |Si No Si S No S Si
LC Si Completa |Si
DD Si Completa |Si ) ) . . ]
I No Completa | No Si Si Si No Si Si
GB Si Completa |Si Si Si s S S Si
JG Si Completa |Si
MB Si Completa |Si No Si Si No s S
SG No Completa |Si No
M No No asistio
AD No No asistid
JR No No asistio
JC No No asistio
BG No No asistid

ANEXO B - TAREA IMPLEMENTADA

Tarea 10. Ensefianza de los numeros reales en libros de texto y su aprendizaje
Elaborada por: Lyda Constanza Mora Mendieta

Presentacion

El sistema de los nimeros reales es un objeto matematico crucial en el edificio de las matematicas, es el
Unico campo ordenado completo salvo isomorfismos; sobre él se han construido muchos otros conceptos
matematicos fundamentales del desarrollo de las matematicas como el de limite.

Los numeros reales, entendidos como un conjunto compuesto de elementos, como un conjunto numérico
(que puede citarse como la unién de dos conjuntos disjuntos, los nimeros racionales y los nimeros
irracionales o los numeros reales algebraicos y los nimeros reales trascendentes), y como un sistema
numérico (triada compuesta por el conjunto numérico, sus operaciones y sus relaciones), constituyen uno
de los objetos matematicos — escolares — mas complejos. Por su misma naturaleza, su conceptualizacion
implica una mirada amplia de su historia, su epistemologia y su filosofia; cuestiones que, por obvias
razones, no seran tratadas en esta corta tarea, pero que, se espera, sean abordadas, asi sea someramente, en
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las tres perspectivas antes citadas (compuesto por elementos, como conjunto numérico y como sistema
numérico).

Algunos de los elementos que citamos de los nimeros reales cuando nos piden diferenciarlos de otros

conjuntos son: las tradicionales raices cuadradas V2, v/3, /5, entre otras, gue usualmente se generalizan
como ,/p siendo p nimero entero positivo primo o p nimero no cuadrado perfecto; el famoso nimero
. 1++y5 - . . .
aureo +T‘ = ¢, uno de los nimeros no construibles con regla y compas V2, y los tan conocidos
nameros reales trascendentes  y e, siendo estos los elementos prototipo y que, seguramente, deben ser
ensefiados a los escolares, reconocidos por ellos como nimeros reales no racionales, niameros irracionales,
gue hacen parte de los nimeros reales y que se diferencian de los nimeros racionales, no en su operatoria
pero si en su significado.

No obstante, identificar algunos de los elementos de IR es necesario pero insuficiente en el proceso de
conceptualizacion de este riguroso y complejo objeto matematico. Es fundamental reconocer, por ejemplo,
que si bien el conjunto de los nimeros reales es infinito, este infinito no es equiparable con el infinito de
@, pero no solo esto es complejo, también lo es la misma definicion de IR , este fue un largo y dificultoso
proceso en el desarrollo de las matematicas, precisamente por la naturaleza, ya que al compartir la misma
estructura algebraica y de orden (donde se incluye la densidad) que el de los nimeros racionales, suele
confundirse con este sistema, pasando por alto la propiedad reina de IR , la completitud.

Siendo entonces el objeto nimero real (en sus tres perspectivas) tan estructurado, ¢cémo abordarlo en la
ensefianza de las matematicas escolares?, ;qué de este debe ser aprendido por los jovenes de la educacion
secundaria y media (colombiana)?, ¢qué debe saber un profesor (o futuro) profesor de matematicas para la
ensefianza de este objeto?, ;como se introduce este objeto en la ensefianza?, estas son preguntas que se
han hecho varios investigadores en Educacion Matemaética y que, con esta tarea, pretenden responderse,
asi sea de manera no tan profunda, pero buscando que los maestros en formacion profesional inicial a
quienes va dirigida reconozcan la complejidad de este objeto matematico y cuenten con algunos elementos
que propendan por una ensefianza y aprendizaje mas robusto y vivenciando procesos metacognitivos; esto
basados en que los estudiantes a quienes va dirigida esta tarea, en su proceso formativo en la Licenciatura
en Matematicas de la UPN, han no solo usado los nimeros reales en espacios académicos de la linea de
calculo, por ejemplo, sino que han vivido ese proceso de construccion de R en algunos de los cursos de la
linea de algebra del programa.

Con base en lo anterior, esta tarea tiene como objetivos los siguientes:

e Reconocer distintos tipos de representaciones de los nimeros reales a partir de su revision
historica, la literatura especializada en Educacion Matemaética y la exploracion de libros de texto.

e Reconocer la complejidad en la conceptualizacion y aprendizaje de los nimeros reales, a partir de
la metacognicion y la revision de algunos aspectos histéricos propios de la construccion de los
nameros reales y ciertos errores frecuentes en la transposicién didactica.

e Tomar postura acerca de los aspectos esenciales de los nimeros reales que se deben abordar en su
ensefianza, a partir del estudio de documentos producidos en la Educacién Matematica y la
revision de libros de texto.

Requisitos:

Meta: Esta tarea pretende que los futuros profesores de matematicas reconozcan la complejidad
en la ensefianza y el aprendizaje de los nimeros reales y que se doten de algunas estrategias
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fundamentadas que les permitan hacer una ensefianza idénea de este objeto matematico: uso de
diferentes representaciones (con su potencialidades y limitaciones) y precision de algunas de las
caracteristicas propias de los nimeros reales, como conjunto y sistema numérico. Esto, a través de
la revision de algunos libros de texto.

Materiales: Para el desarrollo de esta tarea los futuros educadores deben contar con libros de
texto de 8° grado (el mismo libro por cada cinco estudiantes) provistos por el formador de
profesores, utilizados en la educacién matematica colombiana, un formato individual (ver fase
individual) para consignar la informacidon sobre el libro de texto analizado, los documentos de las
lecturas propuestas (impresos o digitales), papel periodico, Kraft o trazo (un pliego por equipo),
hojas de papel, tijeras, marcadores de colores y cinta.

Agrupamiento de estudiantes: Para el desarrollo de esta tarea se hace, inicialmente un trabajo
individual y, luego, trabajo en equipos de cinco estudiantes.

Estrategias de interaccion: Después del trabajo individual que se prevé sea extraclase, alrededor
de un breve analisis de un libro de texto de matematicas de grado 8° utilizado en la educacion
escolar colombiana y el diligenciamiento de un formato entregado por el formador, se pasa al
trabajo en equipos (conformados por cinco estudiantes) en el cual lo que prima es la interaccion
entre los estudiantes que analizaron el mismo libro previa instruccion del formador: “A partir de la
informacidn incluida en los formatos diligenciados, plantear conclusiones consensuadas respecto a
los aspectos considerados en el formato, en un pliego de papel, de forma creativa titulando el
cartel con los datos del libro del texto”. Para ello, el formador entrega una guia por grupo (ver fase

grupal).

Mientras los estudiantes, futuros profesores de matematicas, van elaborando sus carteles, el
formador observa de forma participativa las producciones de sus estudiantes.

Terminado lo anterior, el formador asigna a cada grupo la lectura analitica de cinco documentos
(ver fase tedrica) respondiendo a algunas preguntas (ver fase tedrica). Esto se hace de forma
individual y puede ser trabajo extraclase.

Posterior a ello, los estudiantes se vuelven a reunir en equipos para complementar sus carteleras
con mensajes extra que se ubican en hojas, de acuerdo con las lecturas realizadas y la perspectiva
ganada con estas para ajustar el andlisis realizado sobre los libros en relacion con los aspectos
considerados inicialmente en el formato individual. En este momento, prima, de nuevo la
interaccién entre los estudiantes mientras el formador observa participativamente el trabajo
realizado y nota los ajustes que se estan haciendo ademas de “vigilar” que estos se incorporen al
cartel con hojas extra.

Luego, cada equipo pega su cartel en alguna pared del salon (o de algun lugar especifico de la
institucion) y se organiza una “galeria” de tal forma que todos los estudiantes observen el trabajo
de sus compafieros y hallen diferencias y similitudes con lo registrado por ellos en sus propios
carteles de acuerdo con los libros analizados. En este caso, el formador también participa de la
exposicion. Se pueden hacer preguntas a los autores de cada cartel. EL formador también toma
atenta nota de los comentarios que hacen los estudiantes a medida que pasan por la “galeria”.

Para cerrar, el formador toma las ideas en comln expuestas por los estudiantes en los carteles y
aquellas particulares, también, las compara con las que se quieren institucionalizar (ver fase de
institucionalizacion), las organiza y, en forma de plenaria, lleva a cabo la institucionalizacion
correspondiente.



Temporalidad: La tarea se prevé ser desarrollada asi:

Fase individual extraclase: 2 horas aprox.

Fase grupal en sesion de clase: 2 horas aprox.

Lectura de documentos (preferiblemente, extraclase): 2 horas aprox.
Fase de reajuste: % hora aprox.

Fase de institucionalizacion: 1,25 horas aprox.

Descripcion

Fase individual

De manera individual y como trabajo extraclase, cada estudiante elige un libro de texto escolar de 8°
grado (cada cierto nimero de estudiantes tiene el mismo texto)®, en lo posible, publicado en los Gltimos
diez afios (o también podrian ser textos de distintas épocas) y reporta, a partir de sus concepciones y la
revision del texto correspondiente, informacidn referida a los siguientes aspectos:

Introduccion a los nimeros reales: forma como el texto introduce los nimeros reales (con
elementos del conjunto de los ndmeros reales, como conjunto numérico o como sistema de
nameros), diferencias y relaciones con otros conjuntos o sistemas numeéricos y la forma como se
exponen tales relaciones o diferencias.

Caracteristicas de los numeros reales: forma como el texto expone las caracteristicas de los
numeros reales y cuales de estas son explicitas; interesan la densidad (no exclusiva de IR), la no

numerabilidad y completitud de IR.

Representaciones de los nimeros reales: tipos de representaciones para los nimeros reales usadas
en el texto escolar.

Para ello, se pedira a los estudiantes diligenciar una tabla (ver en el préximo recuadro) habiendo dado
ciertas instrucciones que se presentan enseguida.

Con base en texto escolar de grado 8° asignado/elegido, su revisién general, la ubicacion de la
unidad o capitulo correspondiente a nimeros reales y una lectura de esta, completar la siguiente
informacion (por favor, sustituir la instruccion escrita en gris por la solicitada alli y cambiar el
color de la letra a negro):

Breve analisis de un libro de texto alrededor del tratamiento de los nimeros reales’

6 Para esto es ideal que previamente el formador de profesores haya, o bien seleccionado los libros escolares o haya

pedido a los estudiantes traer libros de texto de grado 8° para elegir los que se utilizaran para la tarea.

" Algunos de los elementos incluidos en este cuadro estan tomados de Rico, J. (2012). Algunas diferencias entre
reales y racionales: un aporte a la comprension del concepto de nimero real en la escolaridad [Trabajo de

pregrado, Universidad del Valle]. Funes. http://funes.uniandes.edu.co/10758/
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Datos del libro de texto

Ubicar una foto de la caratula del | Escribir la bibliografia del texto siguiendo las normas
libro de texto. APA 72, Edicion.

Descripciones del libro del texto

En relacion con el concepto: | Escribir aqui una breve descripcion sobre como se
introduccion a los nudmeros | introducen los nimeros reales en el libro. (Se presentan
reales algunos ejemplos prototipo de ? ;Cuales? ;Se presenta

como conjunto numeérico? ;Se establecen relaciones o
diferencias con otros conjuntos numéricos? ;Se presenta
como sistema numérico? ;Se presentan relaciones o
diferencias con otros sistemas numéricos? ¢;Con cuales?
¢Cuales relaciones o diferencias se establecen? ;Como se
presentan tales relaciones o diferencias?

Presentar evidencias.

Caracteristicas de los numeros | Escribir aqui cuéles caracteristicas de los nimeros reales

reales son explicadas en el texto y cdmo las aborda. Presentar
evidencias.

En relacién con las | Exponer los distintos tipos de representaciones de los

representaciones numeros reales que son utilizados para ensefiar este objeto

matematico. Presentar evidencias.

Consideraciones sobre el abordaje de los nimeros reales en el libro de texto

De acuerdo con lo anteriormente diligenciado plantear algunas consideraciones sobre si el
texto presenta de manera suficiente, sin errores ni ambigiedades el objeto nimero real.

Fase grupal

Los estudiantes, con sus tablas diligenciadas, se retnen en equipos, tales que todos sus integrantes hayan
revisado el mismo libro de texto, comparten sus analisis preliminares y plantean algunas conclusiones al
respecto de los aspectos antes mencionados, para ello plasmaran en un pliego de papel (0 en una
diapositiva, segun el tipo de medio de ensefianza), de forma creativa, sus conclusiones alrededor de los
aspectos antes mencionados en el libro de texto correspondiente; con base algunas preguntas orientadoras,
que pueden leerse en el siguiente recuadro.

Reunidos en equipos segln texto escolar, plantear, en un pliego de papel periddico (0 en una
diapositiva), de manera creativa, qué ensefia el texto acerca de los nimeros reales y como lo
hace. Las preguntas que guian la realizacion de la cartelera (o diapositiva) son las siguientes:

¢Hay distintas formas de introducir los nimeros reales en el libro de texto? ; Cuales?

¢Cudles son las caracteristicas de los numeros reales que se resaltan en el libro de texto
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consultado? ;Qué dice el texto acerca de tal(es) caracteristica(s)?

(En el libro de texto se establecen relaciones o diferencias entre los nimeros reales con otros
conjuntos o sistemas numéricos? ¢Con cuales? ;Cuales relaciones o diferencias se establecen?
¢Cbomo se presentan tales relaciones o diferencias? ;Consideran que tales relaciones o diferencias
son apropiadas para la ensefianza de este objeto en los estudiantes de 8° grado?

¢Hay errores o ambigiiedades en la conceptualizacion de los numeros reales presentada en el
libro de texto? Explicar.

¢Cuales son los tipos de representaciones de los nimeros reales utilizados en el libro de texto?
Intentar hacer una tipificacion. ¢ Consideran que falta alguna representacion de los nimeros reales
abordada en el libro o que haya sido poco explorada, en beneficio del aprendizaje de los
estudiantes de 12-15 afios alrededor de este objeto? Explicar.

No olvidar indicar, en la cartelera (o diapositiva), cual es el texto escolar que expone.

Fase teérica

Se entregan a los estudiantes diferentes textos, de manera tal que cada estudiante de un mismo equipo lea
distinto documento, los textos son estos:

Romero, I. & Rico, L. (1999). Representacion y comprension del concepto de nimero real. Una
experiencia didactica en secundaria. Revista Ema, 4(2), 117-151.
http://funes.uniandes.edu.co/1092/

Montoro, V. (2017, del 10 al 14 de julio). El numero real y la recta. Comprensiones de estudiantes
secundarios y universitarios [comunicacion breve]. VIII Congreso Iberoamericano de Educacién
Matematica, Madrid, Espafia. http://funes.uniandes.edu.co/18444/

Secciones 3.2. y 3.3. de Mora, L. C. y Torres, J. A. (2004). Concepciones de estudiantes de
licenciatura en matematicas sobre nimeros reales [Trabajo de maestria, Universidad Pedagdgica
Nacional]. Funes. http://funes.uniandes.edu.co/11142/

Capitulo 1 de Rico, J. (2012). Algunas diferencias entre reales y racionales: un aporte a la
comprension del concepto de nimero real en la escolaridad [Trabajo de pregrado, Universidad
del Valle]. Funes. http://funes.uniandes.edu.co/10758/.

Capitulo 2 de Rico, J. (2012). Algunas diferencias entre reales y racionales: un aporte a la
comprension del concepto de nimero real en la escolaridad [Trabajo de pregrado, Universidad
del Valle]. Funes. http://funes.uniandes.edu.co/10758/.

Y se les pide responder a las siguientes preguntas, siempre que sea posible (depende del texto):

¢Cuéles son las caracteristicas fundamentales de los numeros reales que los conceptualizan?
¢ Cuéles de estas son imprescindibles abordar en la ensefianza secundaria? Explicar.

¢Cudles son las representaciones propias de los numeros reales? ;Cuales de estas son
imprescindibles abordar en la ensefianza secundaria? Explicar.

En suma, la instruccion para los estudiantes se presenta en el siguiente recuadro.
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En el equipo, distribuirse la lectura y estudio de los textos listados abajo, respondiendo, en la
medida de lo posible (ello depende del texto) a las siguientes preguntas:

¢Cuéles son las caracteristicas fundamentales de los nimeros reales que los conceptualizan?
¢ Cuéles de estas son imprescindibles abordar en la ensefianza secundaria? Explicar.

¢Cuales son las representaciones propias de los ndmeros reales? ;Cudles de estas son
imprescindibles abordar en la ensefianza secundaria? Explicar.

Textos a distribuirse:

Romero, I. y Rico, L. (1999). Representacion y comprensién del concepto de nimero real. Una
experiencia didéctica en secundaria. Revista Ema, 4(2), 117-151.

Montoro, V. (2017, del 10 al 14 de julio). El nimero real y la recta. Comprensiones de
estudiantes secundarios y universitarios [comunicacion breve]. VIII Congreso Iberoamericano de
Educacion Matematica, Madrid, Espafa. http://funes.uniandes.edu.co/18444/

Secciones 3.2. y 3.3. de Mora, L. C. y Torres, J. A. (2004). Concepciones de estudiantes de
licenciatura en matematicas sobre nimeros reales [Trabajo de maestria, Universidad Pedagdgica
Nacional]. Funes. http://funes.uniandes.edu.co/11142/ .

Capitulo 1 de Rico, J. (2012). Algunas diferencias entre reales y racionales: un aporte a la
comprension del concepto de nimero real en la escolaridad [Trabajo de pregrado, Universidad
del Valle]. Funes. http://funes.uniandes.edu.co/10758/.

Capitulo 2 de Rico, J. (2012). Algunas diferencias entre reales y racionales: un aporte a la
comprension del concepto de namero real en la escolaridad [Trabajo de pregrado, Universidad
del Valle]. Funes. http://funes.uniandes.edu.co/10758/.

Fase de reajuste

Se les pide a los estudiantes que se vuelvan a organizar en los equipos originales, tomen su cartelera (o
diapositiva) y con hojas/papel complementen o modifiquen las conclusiones que habian establecido
originalmente, de acuerdo con lo leido en la fase tedrica. Terminado este trabajo, cada equipo debe
exponer su cartelera.

En el siguiente recuadro, la precisiéon de la consigna.

A partir de las lecturas realizadas y reunidos en el equipo que produjo la cartelera, revisarla y
complementar lo expuesto alli, con hojas extra (0 con cuadros de texto, si se optd por
diapositiva), de manera tal que la cartelera (o diapositiva) exponga si el libro de texto explicita, y
de qué manera:

La(s) forma(s) como se introducen los nimeros reales (;con elementos particulares, como un
conjunto numérico, como un sistema numérico?) en los textos.

Las caracteristicas fundamentales de los nimeros reales que los conceptualizan.

Las representaciones propias de los nimeros reales.
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Fase de institucionalizacion

Esta fase inicia con la exposicion de los carteles, a manera de “galeria”; es decir, haciendo observacion.
(La) profesor(a) seleccionara las ideas principales expuestas por los estudiantes, buscando precisar que:

Los numeros reales son un objeto matematico de alta complejidad, no en vano, su proceso de
objetificacion tardé mas de 2.000 afios:

El proceso de objetivacion de los numeros reales llega a su etapa trascendental con los trabajos
realizados por Cantor y Dedekind. Al estudiar estas teorias numéricas desarrolladas por estos
autores visualizamos caracteristicas que brindan claras diferenciaciones de los reales con los
racionales. La cardinalidad y la completitud son dos propiedades esenciales que deben
considerarse en cualquier estudio de los numeros reales. La potencia del continuo numeérico,
caracteristica propia de los numeros reales, es clave en la diferenciacién con los nimeros
racionales, pues esta permite una mejor comprension de la continuidad numérica o completez, a
menudo confundida con la densidad o con la continuidad geométrica propia de la recta. A pesar de
este hecho, pudimos evidenciar como los textos escolares no proporcionan algun estudio de estas
caracteristicas numéricas. (Rico, 2012, p. 98).

Los nUmeros reales son una nocion clave en las matematicas y de particular complejidad
epistemoldgica, cognitiva y educativa. (Ferrero y Montoro, 2011, p. 2).

Dada la creciente investigacion en Didactica de las Matematicas sobre los nimeros reales, la
presentacion de los nimeros reales deberia “ir mas alla de sus aproximaciones a expresiones
decimales y se considere a los nimeros reales desde sus propias caracteristicas.” (Rico, 2012, p.

79).

Son dos las caracteristicas principales del conjunto de los nimeros reales que los diferencian de
otros conjuntos, su no numerabilidad y su completitud. En efecto, son objetos de gran complejidad
por lo que es un reto abordarlos en los libros de texto y en general en la ensefianza, por lo que
buscar estrategias como las propuestas por Montoro (2017) para tratar, asi sea de manera informal,
el tema, es vaélido tenerlas presentes, como: proponer marcar (o quitar) infinitos nimeros sobre la
recta (p.ej., marcar todos los nimeros racionales en la recta 0 marcar todas las raices cuadradas de
nameros racionales o pensar en quitar todos los numeros racionales de la recta). Asi como
“solicita imaginar un microscopio (ideal) de gran potencia que enfoca sobre un fragmento de recta
numérica y agranda la imagen, invitando a pensar en un segmento de recta o intervalo de reales,
gue se agranda (primer item) y se pide que se dibuje lo que se ve durante este proceso (segundo
item), por ultimo, se solicita que se describa qué se ve cuando el aumento es “infinito” (tercer
item).” (Montoro, 2017, p. 177).

En relacion con la cardinalidad:
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(...) una presentacion de la cardinalidad permitiria un gran aporte a la comprension de
propiedades de los conjuntos numéricos y a la nocién de infinito. Al mostrar que los ndimeros
racionales poseen la misma cardinalidad que el conjunto de los naturales, puesto que se puede
realizar una correspondencia biunivoca entre los elemento de cada conjunto, mientras que el
conjunto de los nimeros reales consiste en un infinito no numerable, los escolares se apropiarian
de una herramienta (til en la diferenciacion de los racionales con los reales que, a la vez, les
permitiria una mejor comprensién del infinito numérico implicado en la caracterizacién de Q y R.
(Rico, 2012, pp. 93-94).



Modelos de inclusion usuales en los libros de texto como los siguientes son representaciones erradas,
algunas mas que otras; en particular porque de manera estricta conjuntos como el de los nimeros enteros o
el de los nimeros naturales no estan contenidos en los nimeros reales porque las caracteristicas de los
numeros reales difieren totalmente de las de los otros nimeros:

Tomado de Mora'y Torres (2004, p. 257) | Tomado de Mora y Torres (2004, p. 257)

Tomado de Moray Torres (2004, p. 220)
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Es usual decir que los nimeros naturales o los himeros enteros son ndmeros reales, lo cual no es
correcto rigurosamente hablando. Todo nimero natural tiene siguiente o todo nimero entero tiene
antecesor, lo que no pasa en los numeros reales, ni siquiera en los nimeros racionales; esas
propiedades son justamente de esos conjuntos numéricos. Con los nimeros naturales se puede



contar, con los numeros reales no; pero no solamente esto. Si analizamos la relacion de inclusién,
al contrario, también notamos algunas dificultades, esto es, todo nimero real tiene opuesto, asunto
gue no se da en los numeros naturales y eso sin precisar la famosa propiedad de completitud que,
obviamente, no cumplen los nimeros enteros, por ejemplo. Muy seguramente algunos, no tienen
reparo en afirmar que como 2 e Ny 2 € IR, 2 es tanto nimero natural como ndmero real y asi

con todos los numeros naturales, por lo cual N € R ; no obstante, lo que sucede es que en IR hay
un subconjunto isomorfo a N, por lo que se confunde con este, es decir, en el conjunto de los

nameros reales hay un subconjunto de estos que tiene las mismas propiedades que el conjunto de
los numero naturales, por lo que se suele confundir con este; es decir, estrictamente hablando IR

no contiene a M. Un asunto esencial es reconocer que, en términos algebraicos, tanto IR como @

tienen la misma estructura algebraica y de orden, ambos son campos (o cuerpos) ordenados.

Los tipos de representaciones de los nimeros reales podrian tipificarse (a partir de Mora y Torres, 2004)

asi:
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Representaciones geométricas, cuyos registros pueden ser graficos (dibujos) o propios del
lenguaje geomeétrico, a magnitudes o la recta real. Siendo esta Gltima las méas representativa (por
aquello de que a cada namero real le corresponde un punto de la recta, aunque esto sea un axioma,
pues hay nimeros reales no construibles con regla y compas).

La representacion en la recta numérica es cominmente usada como soporte en la introduccion de
los conjuntos numéricos. Se trata de una representacion utilizada con mucha frecuencia en los
textos escolares para que el estudiante aborde e interactlie con el conocimiento de los nimeros,
para que logre una conexién de los objetos mentales con los objetos matematicos, en este caso,
con los conjuntos numéricos. Por tanto, es importante relacionar las caracteristicas de la recta
numérica como representacion de los racionales y los reales.

La atribucién de la continuidad a la recta se basa en axiomas, pero la naturaleza de la recta
numérica es objeto de discusién y dicha naturaleza varia de un autor a otro. La recta se identifica
por medio de una biyeccidn con el conjunto ordenado de los nimeros reales, pero en el caso de los
nameros racionales esta identificacion no es biunivoca pues la recta es mas rica en individuos
punto que los racionales en individuos nimero. La exposicion consistente de la recta numérica
como soporte a la definicion de numero real abre paso a intuiciones sobre la estructura del

continuo lineal vy la correspondencia de esta caracteristica con los conjuntos numéricos. También

permite una mejor comprension de la cardinalidad de los conjuntos infinitos v la correspondencia

con los racionales y los reales (Rico, 2012, p. 80).

(...) La recta numérica se utiliza, como es comun en los textos escolares (...). [Algunos textos]
Parten de la seleccidn de la unidad entera y empleando la regla y el compaés se le asigna a algunos
nlmeros un punto sobre la recta. Este proceso se realiza partiendo del supuesto de que la recta se
compone de puntos. La nocion intuitiva del continuo lineal es fuente de dificultades y hasta
contradicciones donde se ve implicada la nocién de infinito. Dichas dificultades se manifiestan
cuando los escolares, mediante la representacion geométrica, no pueden dar cuenta de las
diferencias entre la densidad y la completitud o continuo numeérico. Si la correspondencia entre los
puntos de la recta y los ndmeros reales, realizada mediante la medida de longitudes, se
conceptualizara como una biyeccion, serviria de medio para mejorar la comprension de esenciales
caracteristicas del conjunto de los nimeros reales tales como, la densidad, el orden y la
completitud. Por ejemplo, el sistema axiomatico sobre el que se fundamenta el continuo lineal de
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la recta atribuye propiedades al conjunto numérico de los reales que resulta muy complicado de
expresar mediante las representaciones numéricas, pero mediante el empleo apropiado de la
representacion en la recta numérica, esta caracteristica del continuo podria ser comprendida mas
ampliamente cuando se trata de estudiar el conjunto de los nimeros reales. Pero en ninguno de los
textos analizados se pone de manifiesto la naturaleza de la recta como apoyo a la construccion del
concepto de namero real. Por tanto, consideramos que es primordial trabajar de modo consistente
en la representacion de la recta, dando mayor atencion al proceso de biyeccion profundizando en
este de manera explicita en los textos escolares. (Rico, 2012, pp. 93-94).

Representaciones verbales, aquellas en las que se usa el lenguaje comun, la forma retérica; por
ejemplo: “raiz cuadrada de dos”.

Representaciones simbdlicas, entre las que se encuentran:
La notacion decimal:

e Expresiones decimales exactas para algunos nimeros reales (los que se corresponden con
los nimeros decimales).

e Expresiones decimales periodicas para algunos nimeros reales (los que se corresponden
con los nimeros racionales).

e Expresiones decimales infinitas no periddicas para algunos nimeros reales (los nimeros
irracionales, en particular los de Liouville, por ejemplo).

La notacion operatoria, entre la que se hallan:
e Las fracciones.
e Las fracciones continuas.
e Las series.
e Los radicales.
o El alfabeto griego para nimeros reales particulares.

Representacion algebraica: cuando se usan letras griegas o del abecedario para generalizar
nameros reales, por ejemplo, x + y es un namero real siendo x y y nimeros reales.

En relacion con las fracciones continuas:

El empleo de fracciones continuas para la presentacién de R permitiria excluir el uso de
expresiones decimales, que sélo son una aproximacion de los reales mediante el uso de los
racionales, o de los simbolos especiales, y expondria una manera diferente y precisa de representar
cada namero real, y en caso de que se requiera, se pueden usar fracciones continuas para
proporcionar un valor aproximado de un ndmero real a un racional, tan aproximado como se
desee. Ademas, las fracciones continuas podrian aplicarse desde el primer grado de secundaria
dado que se requiere sélo los nimeros naturales y el algoritmo de Euclides para su desarrollo.
(Rico, 2012, pp. 94-95).



En algunos textos:

se usa la notacion de conjuntos para definir los reales como la union del conjunto de los nimeros
racionales con el conjunto de los nimeros irracionales. Esta definicion no aporta elementos que
muestren las propiedades que realmente caracterizan el conjunto de los nimeros reales; al usar la
notacion conjuntista para definir los reales podria asumirse que los irracionales son un conjunto
incompleto igual al conjunto de los racionales o que su cardinalidad es la misma, en general, el
uso de la notacion de conjuntos no es suficiente en la conceptualizacion de R. (Rico, 2012, p. 92).

Usualmente “las diferencias tratadas en los textos no van mas alld de sus expresiones decimales,
lo cual no permite una clara caracterizacion del conjunto de los niimeros reales”. (Rico, 2012, p.
92).

En algunas oportunidades:
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se asume de manera implicita el continuo numérico, es decir, la propiedad de la completez de los
nameros reales, cuando describe una biyeccion de los puntos de un segmento con los nimeros
reales. A pesar de este hecho implicito, no se muestra de manera clara esta fundamental propiedad
perteneciente al conjunto de los nimeros reales, la cual suministra una fuerte herramienta para
diferenciarlo del conjunto de los nimeros racionales. (Rico, 2012, p. 92).

Conocer los hechos relacionados con el descubrimiento de magnitudes inconmensurables en la
antigua Grecia y la profunda influencia que tuvo este hecho en la historia del desarrollo de las
matemaéticas, permite comprender de manera mas amplia la naturaleza de los objetos matematicos,
en este caso, los nimeros reales. Comprender que los antiguos griegos descubrieron magnitudes
lineales, es decir, segmentos, los cuales no se podian medir o poner en proporcion con algin otro
segmento, suministra una base para acercarse a la caracterizacion del conjunto de los nimeros
reales. (Rico, 2012, p. 97). Aunque, si bien, el problema de la inconmensurabilidad se resuelve
con la aceptacion de los nimeros reales; esta (la cita de Rico) podria interpretarse como una
conclusion un poco superficial, porque se desconoce todo lo que se dio entre la época de Hipaso
de Metaponto (500 a. C. aprox.) y Dedekind (181-1916).

Segun David Hilbert, las construcciones de los nimeros reales propuestas por Méray, Cantor,
Heine, Weierstrass y Dedekind son construcciones genéticas de IR porque estan basadas en @ vy
esta, a su vez, esta basada en Z (o en N; si se parte de los nimeros naturales para construir los
nameros racionales, se obtienen solo los nimeros racionales positivos 0 no negativos), y Z esta
construido sobre N. La construccion de Z , debida a Hankel, se basa en clases de equivalencia

construidas a partir de parejas de nimeros naturales a través de una relacion de equivalencia.
Similarmente se hace con @, a través de una relacion de equivalencia creada con parejas de

nameros enteros, el segundo elemento de la pareja no cero. Asi las cosas, 10 que sucede es que
clases de equivalencia de, por ejemplo, parejas de nimeros naturales (para el caso de la
construccidn los nimeros enteros) resultan isomorfas a nimeros naturales, como es el caso de, por
ejemplo [(1,0)] €Z y que corresponde al numero entero “uno”, este nimero (que tiene en Z

opuesto, [(0,1)]) resulta “comportarse igual” que el nimero 1 € N.



En el curriculo escolar colombiano determinado por los Estandares basicos de competencias matematicas
(MEN, 2006) se establece que los estudiantes escolares colombianos deben conocer los nimeros reales,
especificamente:

Al terminar noveno grado...[los estudiantes deben estar en capacidad de]
e Utilizar los niUmeros reales en sus diferentes representaciones y en diversos contextos.

e Resolver problemas y simplificar calculos usando propiedades y relaciones de los
nameros reales y de las relaciones y operaciones entre ellos.

e Al terminar undécimo grado...[los estudiantes deben estar en capacidad de]

e Analizar representaciones decimales de los numeros reales para diferenciar entre
racionales e irracionales.

e Reconocer la densidad e incompletitud de los numeros racionales a través de métodos
numéricos, geométricos y algebraicos.

e Comparar y contrastar las propiedades de los numeros (naturales, enteros, racionales y
reales) y las de sus relaciones y operaciones para construir, manejar y utilizar
apropiadamente los distintos sistemas numéricos.

e Establecer relaciones y diferencias entre diferentes notaciones de nimeros reales para
decidir sobre su uso en una situacion dada.

Por lo que es totalmente necesario, por parte de los futuros profesores, tener claras esas diferentes
representaciones de los nimeros reales, algunas de las cuales no aparecen en los libros de texto (como las
fracciones continuas) y que pueden incorporarse en la ensefianza escolar de este objeto matematico. Asi
como comprender que las expresiones decimales son una forma (representacion) de nombrar nimeros
reales que permiten diferenciar los nimeros racionales de los nimeros irracionales aunque muchos de
estos Ultimos (salvo los de Liouville) no puedan representarse de manera concreta con este tipo de
notacion; no obstante, ella nos permite hacer aproximaciones a estos nimeros que contribuyen a acotarlos
y por ende a reconocer algunas de sus propiedades, como que pueden ser aproximados por nimeros
racionales.

Ademas de la importancia de reconocer que la densidad y la incompletitud de los nimeros racionales son
caracteristicas que deben ser aprendidas por los estudiantes de la educacion media colombiana; a través de
distintos métodos, lo que podria constituirse en sendos trabajos de grado a desarrollar en la Licenciatura
en Matematicas.

ANEXO C - TRANSCRIPCIONES DE LOS AUDIOS GRUPALES

Este anexo se encuentra en el documento nombrado como Anexo D - Transcripcién videos.docx.
En cuanto a las evidencias que fueron recopiladas como grabaciones de las clases, estas se encontraran en

la carpeta Grabaciones en videos, a la cual se puede acceder por medio del siguiente vinculo: Grabaciones
en videos
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ANEXO D - TRANSCRIPCIONES DE LOS VIDEOS DE CLASE

Este anexo se encuentra en los documentos nombrados como G1, G2, G3 y G4 en la carpeta hombrada
como Anexo C - Audios Grupales.

En cuanto a las evidencias que fueron recopiladas como grabaciones de audio grupales, estas se
encontraran en la carpeta Grabaciones por grupos, a la cual se puede acceder por medio del siguiente
vinculo: Grabaciones por grupos

ANEXO E - RECOPILACION DE LAS TAREAS DURANTE LA FASE
INDIVIDUAL

Cdod. VZ _tarl

Datos del libro de texto

Artigue, M., y otros. (1995). Ingenieria didactica en educacion
matematica. Grupo Editorial Iberoamérica.

Dikson, L. (1991). El aprendizaje de las matematicas. Editorial Labor, S.
A.

Espinosa, F. (1996). Investigaciones en matematica educativa. Grupo
Editorial Iberoamérica.

Lean, G. A., & Clements, M. A. (1981). Spatial ability, visual imagery,
and mathematics performance.

Lovaglia, F. M., y otros. (1972). Algebra. Harla S. A. de C. V.

MEN. (1998). Lineamientos curriculares para el rea de matematicas.
Colombia.

Mendenhall, W., y otros. (1986). Estadistica matematica con
aplicaciones. Grupo Editorial Iberoamérica.
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Ministerio de Educacion Nacional. (2003). Estandares basicos de
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Moise, E. E., y Downs, F. L. Jr. (1986). Geometria Moderna. Addison-
Wesley Iberoamericana, S. A.

Perkins, D. (1992). La Escuela Inteligente. Editorial Gedisa.

Polya, G. (1980). On solving mathematical problems in high school.
Stephen Krulik.

Universitas, Tomo 10. (1987). La Matemaética. Salvat Editores, S. A.

Descripciones del libro del texto

Aspecto por considerar

Consideraciones

Introduccion a  los
ndmeros reales

(en relacién con el
concepto)

Para iniciar la introduccion de los nimeros reales se presentas en primer lugar
los estandares y procesos que se trabajaran en la unidad. Adicional pone una
pequefia preparacion para que los estudiantes recuerden los nimeros racionales
e irracionales.

Evidencia

Unidad 2
Y Los niumeros reales
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Luego se introducen los nimeros reales como la union de los racionales e
irracionales. Aclarando adicional la importancia de los nimeros irracionales
para la solucion de la inconmensurabilidad que se puede dar entre los
racionales.

Evidencia

@ Los nimeros reales:
igualdad y propiedades

Lagro: reconocer al conjunta de los numeros reales coma la unién d los racanales e
irvacionales

En la vida practica, al realizar mediciones (en la conmensurabilidad), basta con el
manejo de los ndmeros racionales y sus operaciones. Sin embargo, como vimos
en la primera unidad, existen nimeros no racionales, y la inconmensurabilidad
tiene solucion Gnicamente por la existencia de nimeros iracionales.

los nimeros racionales e irracionales conforman los niimeros reales. Un
0 real siempre tiene una representacion decimal periddica, de pe‘ﬂndo 0
ito) o de periodo diferente de cero, © una representacion decimal no

Después se presentan las propiedades clausurativa, asociativa, conmutativa,
modulativa e invertida de la familia aditiva en los nimeros reales teniendo la
relacién de la adicién en los nimeros reales cumple las mismas propiedades que
la adicién en los racionales. Con sus respectivos ejemplos utilizando las
propiedades.

Evidencia

w La familia aditiva en los nimeros reales
Loy aciorisles s it en
. o

Otra relacion entre conjuntos que aparece es que la familia multiplicativa en los
numeros reales cumple las mismas propiedades que en los nimeros racionales
como los son la clausurativa, asociativa, conmutativa, modulativa, invertida y
una propiedad que relaciona la multiplicacion con la adicion la distributiva.
Adicional a parecen sus respectivos ejemplos en donde se cumplen las
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propiedades.

Evidencia

@ La familia multiplicativa en los
nameros reales
5

314 54T 14 (V214 VT V2 )
374242 i
(3+2)+ 342+ 47)
a7 i

ales en 1a adicidn y en la multplicacido,
ctivamente, del ndmero real.

/3~ {5) = =3 + {5, respec-

Para la potenciacion en los numeros reales se identifican que cumplen las
mismas propiedades de los subconjuntos de los nimeros reales, con sus debidos
ejemplos.

Evidencia

QL Pororciacion n oo nmeros reales

Por ultimo podemos mencionar la logaritmacion y radicacién dentro los
numeros reales que aparece a partir de situaciones problemas en donde se ve
necesario la solucion de la ecuacion con la radicacion o la logaritmacion con
sus respectivos ejemplos.

Evidencia
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y logaritmacion

Caracteristicas de los
ndmeros reales

Algunas de las caracteristicas de los nimeros reales es la relacion de

equivalencia para hablar de las propiedades que cumplan cuando existe
igualdad entre los nimeros reales.

Evidencia

Representaciones de los
nameros reales

Se identifica la representacion de los nimeros racionales los representa sobre la
recta mediante divisiones e irracionales con la construccion geométricas. Pero
como anteriormente se menciona que la unidon de ambos conjuntos son los

nameros reales. Cuando en la recta se representan nimeros reales la recta se
[lama recta real.

Evidencia

e representan sobre la recta mediante divisiones de la
{iracionales se representan usando constracciones

pa figura 2.2 se muestra la

Ja punto sobre la recta le

De s modoracace (8 reales, la recta se Hlama
corresponde un ndmero; :
rectaresl os reales iguales pueden

Existen diferentes representaciones numéricas como;

Fraccionario decimal, Fraccionario no decimal y Numero decimal
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Evidencia

recred, T realcs iguales pued
De dos nimeros reales se

tener, sin embargo, diferé

ndmeros reales iguales.

Aunque el texto se encuentra casi completo presenta ambigliedades cuando define el conjunto de los
nameros reales como la unién del conjunto de los irracionales y racionales sin definir alguno de los dos
subconjuntos del conjunto de los reales. Adicional no presenta caracteristicas de la densidad del conjunto
de los reales, la no numerabilidad y la completitud de los R y queda escasa cuando no se clasifica su tipo
de representacion numérica.

Cod. SG_tarl

Castro R., (et al). (2004). Serie de MATEMATICAS para bésica
secundaria y media Espiral 8. Ed. Norma, pp. 10-66.

Aspecto por considerar Consideraciones

El libro introduce los numeros reales como conjunto un conjunto,
haciendo mencion a los nimeros decimales que son dos clases como la
periodica y la no periddica y dice que los reales es la unién de estos
conjuntos. El conjunto de los ndmeros reales se indica con la letra R.
Como el libro hace mencion de los sistemas numéricos trabajados
anteriormente para definir los nimeros reales no muestra ejemplos o
ilustras los nimeros reales sino de una empieza con una tabla donde pides
realizar operaciones con los nimeros reales e ilustra errores que se pueden
cometer al operar los nimeros reales.

Introducciéon a los nimeros
reales

(en relacion con el concepto)
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Cuando realiza los ejemplos anteriores con sus respectivas explicaciones
el libro tiene un espacio donde van ubicando comentarios donde
responden a algunas dudas o preguntas de los lectores. En este apartado
hace alusion de que el producto de dos nimeros irracionales no siempre da
un numero irracional y que el producto de un numero racional distinto de
cero y de un numero irracional siempre es un numero irracional, esta es
una diferencio que hace a los otros conjuntos numéricos porque en las
secciones de los conjuntos no menciona nada de lo mencionado, aunque
no hace referencian a nada anterior sino solo lo menciona tal cual.

El libro no enuncia textualmente alguna caracteristica de los nimeros
reales, una mencion diferente que se encuentra en la seccion de los
nameros reales y lo menciona como tal de que los nimeros reales pueden
compararse de diferentes maneras haciendo alusion a la igualdad y las
propiedades fundamentales.

Caracteristicas de los
numeros reales
Representaciones de los | El libro menciona que los nlmeros reales se pueden representar
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nUmeros reales geométricamente que se puede realizar en una recta que la llama eje
numérico o eje de coordenadas. Esto consiste en lo conocido como la recta
numérica y tomar de referencia el cero y un segmento de longitudde 0 a 1
y esa es la escala para que cada parte de la recta numérica quede de la
misma medida y menciona el opuesto aditivo de un numero cualquiera
como —X.

El libro menciona muchas cosas en las que podia hacer alusién o mencionar una estructura algebraica no
rigurosa, pero si ir asociando esto para no estar mencionandolos en todo momento como conjunto de
numeros reales y poder generar un poco de intriga para que ellos busquen palabras desconocidas o0 cosas
nuevas de su antes con respecto al objeto estudiado. También hacer que seguido de los ejemplos unos
ejercicios para que la lectura sea mas interactiva.

Cdéd. MB_tarl




Castro R., (et al). (2004). Serie de MATEMATICAS para
béasica secundaria y media Espiral 8. Ed. Norma, pp. 10-66.

Aspecto por considerar

Consideraciones

Introduccién a los nimeros reales

(en relacion con el concepto)

En el libro se introduce los numeros reales a través de otros
conjuntos vistos anteriormente en el curso, se establecen como
la unién del conjunto de los nimeros racionales e irracionales.

Se presentan ejemplos basados en los dos conjuntos numéricos
que lo componen (racionales, irracionales)

En general no se presenta una definicion de los nimeros reales
solo se mencionan a través de los dos conjuntos y su relacion
con estos. Por ejemplo, mencionan que los nimeros racionales
en la adiciéon y multiplicacion comparten propiedades.
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No se presentan diferencias entre los diferentes conjuntos
numeéricos, pero si algunas similitudes para definir el conjunto
de los numéricos reales, como sus operaciones y propiedades.

Caracteristicas de los nimeros reales

Ademas de compartir las anteriores propiedades en relacion
con el conjunto de los racionales, nos mencionan que se
pueden presentar como igualdades que cumplen diferentes
propiedades.

También nos presentan el orden que se presentard en este
conjunto numérico a través de una representacion geométrica.
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Representaciones de los nimeros reales

El uso de nimeros de subconjuntos de los nimeros reales

La representacion geométrica

Ademas de los ejemplos anteriormente presentados de la
representacion geometrica anteriormente presentada, se
presentan tareas donde introducen los terminos de “numeros
reales positivos” y “niimeros reales positivos”
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‘las coordenadas de los puntos A, B, C, 0 y E, de la figura 1,30, y dasificaios &
s positivos o nameros reales negativos.

Consideraciones sobre el abordaje de los nimeros reales en el libro de texto

El libro presenta varios errores en presentar el tema, ya que por ejemplo no presenta ejemplos generales
de los nimeros reales y esto no ayuda reconocerlos, ya que solo presenta elementos concretos de los
nameros racionales e irracionales. Con lo que no presentar diferencias entre los diferentes conjuntos hace
un poco dificil el entender la nocion de numero real y sus caracteristicas.

Tampoco presentan diferentes representaciones de los nimeros reales ya que al solo presentar su orden y
su uso en ecuaciones lo que dificulta saber en qué contextos o el uso que se le puede dar a estos, por lo
gue el estudiante no lograra una buena comprensién del objeto.

Aunque se presentan tareas con problemas de la vida cotidiana que ayudan a comprender el objeto
matematico y su uso en un contexto real.

Cod. LB_tarl

Datos del libro de texto

"‘iﬁ % | Artigue, Michéle y otros. Ingenieria didactica en educacion

Lonexiones |
maTematicas

matematica. Grupo Editorial Iberoamérica, México, 1995.

Dikson, Linda. El aprendizaje de las matematicas. Editorial
Labor, S. A., Madrid, 1991.

Espinosa, F. Investigaciones en matematica educativa. Grupo
Editorial Iberoamérica, México, 1996.

Lean, G. A. & Clements, M. A. Spatial ability, visual imagery,
and mathematics peformance. 1981.

Lovaglia, Florence M. y otros. Algebra. Harla S. A. de C. V.,
Meéxico, 1972,

MEN. Lineamientos curriculares para el area de matematicas.
Colombia, 1998.

Mendenhall, William y otros. Estadistica matematica con
aplicaciones. Grupo Editorial Iberoamérica, México, 1986.

Ministerio de Educacién Nacional. Estandares basicos de
matematicas y lenguaje para la educacion basica y media.
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Mayo de 2003.

Moise, Edwin E., Downs, Floyd L. Jr. Geometria Moderna.
Addison-Wesley Iberoamericana, S. A., Estados Unidos,
1986.

Perkins, David. La Escuela Inteligente. Editorial Gedisa,
Barcelona, 1992.

Polya, George. On solving mathematical problems in high
school. Stephen Krulik, 1980.

Universitas, Tomo 10. La Matematica. Salvat Editores, S. A.,
1987.

Volster, Carter, Crown, Warren. Invitacion a las matematicas.
Editorial Norma, Bogota, Colombia.

Descripciones del libro del texto

Aspecto por considerar

Consideraciones

Introduccidn a los nimeros reales

(en relacion con el concepto)

Los nameros reales en el libro se introducen por medio de 5
temas principales que son:

1) Los numeros reales: igualdad y propiedades: en este
tema el objetivo es reconocer al conjunto de los
nameros reales como la unién de los racionales e
irracionales, teniendo en cuenta el objetivo principal
de este tema podemos observar que presentan los
ndmeros reales como un conjunto y se establece una

relacion o unién con los nUumeros racionales e

128




2)

3)

irracionales. Ademas, busca que los estudiantes
repasen un poco la seccion anterior sobre los nimeros
racionales e irracionales, por medio de
representaciones en rectas numéricas donde se trata se
realizar una breve comparacion entre los nimeros
racionales y los nameros irracionales, también
presentan las propiedades que cumple la igualdad
entre numeros reales que son: la propiedad reflexiva,

simétrica y transitiva.

W Los nimeros reales:
igualdad y propiedades

Logro: reconocer al canjunto de los nimeros reales como la union de los racionaies &
irracionales.

figura 2.2 se muestra la

La familia aditiva en los nimeros reales: esta seccién
tiene como objetivo extender las propiedades de la
adicion en nmeros racionales a la adicidn en nimeros
reales, presentando las propiedades clausurativa,
asociativa, conmutativa, modulativa e invertida de la
familia aditiva en los nimeros reales.

La familia aditiva en los nimerog Mea), !

Logro: extender las propiedades de la adicion en nimeros racionaleg g | }
meros reales. ? g

La adicion en el conjunto de los ndmeros reales cumple las mis
\que cumple la adicién en el conjunto de los ndmeros racionales, Poy

. 3 RE - Por
leque para a, by c nimeros reales, las siguientes propiedaces i h\

y

2@+ b) es un nimero real, -

mas pr

Ea+(b+o.

ireal, existe 0, tal quea + 0=ayo tasy
=1

real, existe (~a) también real, talg
el opuesto de a.

La familia multiplicativa en los nimeros reales: tiene
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como objetivo reconocer las propiedades de la
multiplicacion en los nimeros reales, este tema se

centra un poco mas en la propiedad distributiva.

numeros reales

Logro: rucar propiedad

‘

I W La familia multiplicativa en los

4) Potenciacion en los nimeros reales: este tema tiene
como objetivo principal entender las propiedades y el

concepto

W Potenciacion en l0s numer'os reales
2 inter nift cado de pc otencias de n ros reales ¢ expone ey 91

5) Radicacion y logaritmacion en los numeros reales:

tiene como objetivo comprender la relacién en el

conjunto de los nimeros reales

Radicacion y logaritmacion
n los numeros reales

in en el conjunto de los nGME

Caracteristicas de los nUmeros reales

En el primer tema igualdad y propiedades podemos observar
que al cumplirse las propiedades que de los nimeros reales
(reflexiva, simétrica y transitiva) tendremos una relacion de
equivalencia.

La igualdad 3 es un

Representaciones de los nimeros reales

En el libro se habla de diferentes representaciones de los
nameros reales para ensefiar el objeto matematico:

1) Recta real
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2) Expresion decimal y expresion fraccionaria

imal y saca
149 a cada fraccion como undecimaly

ultados.
una conclusion respecto los res

Lo
a.-2-= ‘ b.9

De acuerdo con lo anteriormente diligenciado plantear algunas consideraciones sobre si el texto presenta
de manera suficiente, sin errores, ni ambigiiedades el objeto nimero real.

Caod. LC_tarl




ARSI @0

Aspecto por considerar

Ediciones Maristas. (2011). Juega y construye la matematica
8°. Editorial Kimpres. LTDA.

Consideraciones

Introduccidn a los nimeros reales

(en relacion con el concepto)

En el libro se introducen los nimeros reales como un conjunto
numérico que se utiliza en el desarrollo de procesos
algebraicos. Estos estdn conformados por los numeros
irracionales y racionales. Siendo asi los siguientes ejemplos:

aa, e ¢

32 16
b.16 = ST

c.12,3345 = 12,3345345345345345 .....345 ... ...

El libro especifica los nimeros reales como sistema numérico
del cual se desprende conceptos tales como: operaciones
aritméticas, prioridad de los operadores aritméticos,
propiedades de las operaciones, notacion cientifica,
ecuaciones, variable dependiente e independiente,
proporcionalidad directa, proporcionalidad no directa, ETC.
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En el libro se menciona que el conjunto esta formado por el
conjunto de los racionales y los irracionales ademas de eso se
mencionan sus propiedades cuando se efectilan operaciones y

Caracteristicas de los nimeros reales
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suma y multiplicacion entre ellos, tales como la asociativa, la
conmutativa, distributiva de la multiplicacién respecto a la
suma, la clausurativa de la suma y la multiplicaciéon de dos
nameros reales, el elemento neutro y el inverso.

Representaciones de los nimeros reales

a. El nimero pi © = 3,141592653589793238462643 ...

b. El nmero Euler e = 2,718281828459 ...

c. El nimero de oro ¢ ="' = 161803398875 ...
32 16
d.16 — ?IT

e.12,3345 = 12,3345345345345345 .....345 ... ....

f. Todas las raices cuadradas de los nimeros primos.
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Aunque el texto presenta de forma adecuada a los nimeros reales como un conjunto formado por los
conjuntos: nimeros racionales e irracionales, esta definicion se vuelve ambigua a la hora de definir los
nameros racionales pues dice que son el cociente de dos nimeros enteros.

Cuando habla de los numeros reales como sistema numérico, no los define como tal desde el sistema
numerico sino desde lo que se puede hacer con ellos en el contexto de las matematicas mismas, lo que
hace que sea una presentacién muy ambigua del objeto namero real.

Cod. KD_tarl

Norandina, C. d. (s.f.). Juega y construye la Matematica.
Provincia Norandina, Colombia.
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Aspecto por considerar Consideraciones

En un apartado se presenta R como conjunto numérico que se
utiliza en el desarrollo de procesos algebraicos. No se
establecen relaciones o diferencias con otros conjuntos
nUMericos.

En otro apartado se presenta R como sistema numérico y es
relacionado con algunos conceptos matematicos.

Introduccidn a los nimeros reales

(en relacién con el concepto)

Se presentan relaciones con los sistemas numéricos de los
nimeros Racionales e Irracionales, ya que dicen que los
numeros reales se dividen en nimeros racionales y ndmeros
irracionales. A su vez relacionan ndmeros racionales con los
Enteros, Naturales, decimales finitos, periddicos y fracciones.

Presentan el siguiente grafico:
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Caracteristicas de los nUmeros reales

Una de las caracteristicas que adjudican a los nimeros reales es
que “a cada punto de la recta le corresponde un nimero real y a
cada numero real le corresponde un numero de la recta”.
Ademas, enuncian que se dividen en nUmeros racionales y
numeros irracionales.

se presenta IR como conjunto numérico que se utiliza en el
desarrollo de procesos algebraicos

Representaciones de los nimeros reales

De manera implicita se dice que los numeros reales en su
representacién escrita pueden escribirse en forma decimal,
como decimales finitos o0 como decimales infinitos periodicos.
Alli mismo, se enuncia que 16=32/2=16/1, por lo que “el
nimero 16 que es un numero entero, se puede escribir como un
numero racional, porque se puede escribir como el cociente dos
nimeros enteros”.

Consideraciones sobre el abordaje de los nimeros reales en el libro de texto

mi opinidén, ambiguo.

El hecho de que lo presente a los nimeros Reales como conjunto numérico y también como sistema es en

Cad. JV _tarl

Datos del libro de texto
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Aspecto por considerar

Padilla Chasing, S., Samper, C. & Moreno Gutiérrez, V.
(2008). Delta 8. Bogota D.C.: Grupo Editorial Norma.

Consideraciones

Introduccién a los nimeros reales

(en relacion con el concepto)

Los numeros reales se introducen a partir de las relaciones
entre los conjuntos numeéricos, en donde se da aborda los
conjuntos numéricos de los ndmeros naturales, enteros,
racionales (decimales exactos y periddicos) y numeros
irracionales (decimal infinito no periddico), asimismo se
establecen las relaciones de contenencia y no contenencia. De
este modo introducen los nimeros R como la union de los
conjuntos. R = QUL
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Evidencia 1. — Introduccion a los nimeros reales.

Por otra parte, se tienen en cuenta las operaciones aritméticas tales como
(suma, resta, multiplicacion y divisién) en los nimeros reales.

Adicion y sustraccion de nimeros reales:

Evidencia 2. — Propiedades de la Adicion y sustraccion de nimeros reales.

Multiplicacion y divisién de nimeros reales:
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Multiplicacion

x-yeR —

y-z=x-(ly-2)
X-y=y-X

x-1=1-x=x
Existenca2 de mOdu0 £l nimero 1 s denomina mwutwﬂff—‘mﬂ. i

l
[ mero real
Para cada nimero x € R. x » O, exisle otro numero re ”

Exstenca de mverss IR 3
s lamado inverso multiplicativo de x o reciproco de x, talque X - -

I
Propedsd dstibutva ge g |

x-{y+2l=x-y+x°2
multiplicacion sobre la adicion | 4

Evidencia 3. — Propiedades de la multiplicacién y division de numeros
reales.

En el texto se menciona que las operaciones de adicion y
multiplicacion en el conjunto de los nimeros R cumple las
mismas propiedades de dichas operaciones en el conjunto de
los nimeros Q.

Caracteristicas de los nimeros reales

Caracteristicas de los nimeros reales:

Como primera instancia se trata la relacion de orden, en donde
ubican los nimeros reales positivos y negativos, teniendo en
cuenta el punto de referencia 0.

Para la ubicacion de los nimeros reales empleamos una linea recta que llama-
mos eje numerico o eje de ¢
ta el nimero O, divide a la re
negativo (a la izquierda de . los
para los numeros reales positivos (a > 0) ) los punt | punto O
seran para los nameros reales negativos (a < 0). El rresponde al nimero
neutro.

das; el punto de referencia O, que repre

.....

Evidencia 4. — Relacion de orden, nimeros reales negativos y positivos.
Ejemplo:

El punto A de la figura 1.10 esta a la izquierda del punto B; esta relacién entre
los puntos Ay B podemos interpretarla mediante sus coordenadas -68 y 12,8,
diciendo que —-68 es menor que 12,8, lo cual se representa como 68 < 12,8.

El punto B se encuentra en los puntos Ey D; esta relacion la interpretamos con
sus coordenadas como: —13,5 es menor que 12,8 y 12,8 es menor que 32,1.
Esto lo escribimos asi: -13,5< 12,8 < 32,1.

Evidencia 5. — Ejemplo de como se aborda la relacién de orden.

Continuando clasifican la relacion de orden en los ndmeros
reales, como desigualdades entre los mismos.

o o

,«,\nrﬂk

ra. la relacid SN EDU e =y

na rel

Jacion menor ¢ igual (= J:s u
i Es reflexiva:
Es antisimeé strica:

Es transitiva: si

ybsa uvmncnn -
<
2 s G Lntoncwa <

a<bybs
1= «alacitin dé orden.

Evidencia 5. — Relacion de orden, desigualdades entre nimeros reales.

Con esto también se tienen en cuenta las propiedades de dicha
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relacién de orden, esto con su ejemplo.

NS PrUMIGy ==
ahora algunas

Ejemplo

0. 2<c47+2
68 <47 C.r:nuceivh‘8 -
-68< 4/,

66<49 — |

i "2_‘/\425 y <20, crlunces.
: '41.7.712(45«.:0

2026085 k|
681’.5_)"3:’0 enlonces:
: _g8x3 <47 X 3
204 < 141 (L3 des:gualdad se conserva)
= 68 <47y _3 <0, entorices:
68 x (-3)> 47 % (=3)
—141(La desigualdad cambia de

sentido)
204>

. < 3s0n ejemplos de desigualdadeg
~A L~ _2R5V-2<XS . liamardac inecuacionae

Evidencia 6. — Propiedades de la relacion de orden, desigualdades entre
ndmeros reales.

Representaciones de los nimeros reales

Representacion de los numeros reales en la recta numérica,
teniendo en cuenta el ejemplo en grados Celsius.

A
-—
-80°C { —-60C -40°C 20C 0 20C 40C 60'C
'

Evidencia 6. — Representacion de los nimeros reales en la recta numérica.

Representacion de los nimeros reales, teniendo en cuenta el
conjunto de los @ he L.

Q |

Qal
1z Q

Evidencia 7. — Representacion de los nimeros reales en los conjuntos @

el

La representacion geométrica, como intervalos acotados
(Segmentos) y no acotados (Semirrecta y recta), en donde se
utiliza la relacion de orden para definir un subconjunto de los
puntos.
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El texto presenta una amplia informacidn sobre los nimeros reales, teniendo en cuenta sus propiedades,
las operaciones aritméticas, algunas representaciones, etc. Tratando de llevar a colacion diferentes
ejemplos que ayuden a comprender lo expuesto. No obstante, es necesario especificar la representacion

en fracciones continuas y ademas algunas diferencias con los nimeros racionales.

Coordenagas O¢ Sus exu

Intervalo cerrado

Intervalo abierto

*——'—’I (a5 f (xeR:a<x<b
z b
'_‘—J_-’! 12,0) l [xeR:asx<bl

a

'—_b—*] (@bl I(xeﬁ:a<xsb}

Intervalo semiabierto a derecha

Intervalo semiabierto a izquierda

Tabla 1.2

Evidencia 8. — Representacion de los nimeros reales en intervalos
acotados.

o : =
‘_3_—’ ‘ (3. =) \ X eR: x 22 \\nterva!ocenadonoacmadoaderecm
‘_‘3'_’ \ (a, =) \ [xeR:x>al \ Intervalo ablerto no acotade a derecha
<——'Z_’ \ (—,a \ (x eR: x < al \lntewalocevradcmammualmumda\
<‘—HZ_' ‘ (—,a \ xeR:x<al \ Intervalo ablerto no acotado a izquierda

3

Evidencia 9. — Representacion de los nimeros reales en intervalos no
acotados.

Cdd. JR_tarl

> 1y oues
E ‘En\mms

Padilla Chasing, S., Samper de Caicedo, C. & Moreno
Gutiérrez, V. (2008). Delta 8. Grupo Editorial Norma, Bogota.
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Descripciones del libro del texto

Aspecto por considerar

Consideraciones

Introduccién a los nimeros reales

(en relacion con el concepto)

Los nameros reales, en este libro, son presentados desde la
teoria de conjuntos (diagramas de Venn). En libros anteriores
se han ido presentado los diferentes conjuntos numéricos, este
libro, en la unidad 1, inicia con una introduccién a los
numeros racionales, su definicion y como ubicarlos en la recta

Seguido a esto, pasa a presentar los diferentes conjuntos
numeéricos trabajados hasta el momento, naturales, enteros,
racionales e irracionales, estos por medio de contenencias

\

Caracteristicas de los nUmeros reales

Una de las caracteristicas que muestra es como construir, en la
recta un numero con regla y compas
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Relacién de orden entre los niimeros reales

Valor absoluto

Los numeros reales son representados como numerales, de

Representaciones de los nimeros reales - -
forma geométrica y en la recta numérica

144




Notacién cientifica
-
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Consideraciones sobre el abordaje de los nimeros reales en el libro de texto

No considero que falte algo en el libro, en lo personal, la teoria de conjuntos no es la mejor forma de

mostrar los objetos matematicos a los estudiantes

Cod. JG_tarl

Datos del libro de texto

ALFA
con estandares

Serie de MATEMATICAS

—.

BIBLIOGRAFIiA
Camargo, L., Garcia, G., Leguizamén, C., Samper, C. & Serrano, C

(2005). Alfa 8. Bogota D.C.: Norma
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Descripciones del libro del texto

Aspecto por considerar

Consideraciones

Introduccién a
nameros reales

(en  relacion  con
concepto)

los

el

Los numeros reales son usados para magnitudes inconmensurables para la
construccion de conjuntos y conceptos abstractos. Ademas, los nimeros
reales es el conjunto de todos nimeros racionales e irracionales.

Ejemplos de los prototipos de R:

o Numeros racionales:

Los nimeros racionales se representan sobre la recta, como seguramente lo has

hecho. En la figura 2.5 se representan los racionales ; 3.45 l =03333...

|
alw —
(=]

W= —>
o

w

—

I

Evidencia 2. - Prototipo 1

o NuUmeros irracionales:

Sobre la recta también has representado algunos
nimeros irracionales. En la figura 2.6 se muestra la
representacién sobre la recta del irracional /10.

Evidencia 2. - Prototipo 2

R como conjunto numérico:

Evidencia 3. — Conjunto numérico

Relaciones o diferencias con el conjunto de los nimeros racionales:

A continuacion, se evidencia la relacion de las operaciones basicas (suma,
resta, multiplicacion y division) en los numeros reales con los nimeros
racionales.

e Enlaadicion:
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La adicién en el conjunto de los ndmeros reales cumple las
mismas propiedades que cumple la adicién en el conjunto de
los nimeros racionales.

Evidencia 4. — Relacién 1

e En lasustraccion:

En los ndmeros reales, como en los racionales, la sustraccion
de dos nameros a y b significa realizar la adicién a + (- b),
es decir, para sustraer dos nameros reales se adiciona al
primero el opuesto del segundo.

Evidencia 5. — Relacién 2

e Enlamultiplicacion:

w

Evidencia 6. — Relacién 3

e Enladivision:

Evidencia 7. — Relaciéon 4

Sistema nlmerico de los nimeros reales:

Evidencia 8. — Parte 1 (Sistema numérico)
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Evidencia 9. — Parte 2 (Sistema numérico)

Caracteristicas de los
ndmeros reales

Caracteristicas de los nimeros reales:

» lgualdad: Se da en dos numeros reales que pueden ser iguales, pero

su representacion numérica es diferente.

Evidencia 10. — Igualdad

» Desigualdad: Es una expresion en la cual aparece una relacion de

orden entre ndmeros reales (<, >, =, =).

Si adicionamos miembro a miembro las dos desigualdades, encontramos
que se cumple la misma relacién de orden entre las sumas, porque:

Evidencia 11. — Desigualdad (Primera parte)

2+(-13)<53+43
0.7 < 6.032...

Igualmente, si a la relacion 2 < 5.3 le adicionamos la igualdad -6 =-6,
encontramos que:

2+ (-6)<53+(-6)
-4 <-0.7

El orden en los ndmeros reales se relaciona con la igualdad de ellos
mediante la siguiente propiedad: si a cada miembro de una desigualdad
se adiciona el mismo nimero real, la desigualdad se conserva.

Evidencia 12. — Desigualdad (Segunda parte)

Representaciones de los
nameros reales

Tipos de | Evidencias

representaciones de los
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ndmeros reales

Numero fraccionario 3

Evidencia 13. — Numero fraccionario

NuUmero decimal finito -1.5000.

Evidencia 14. — NUumero decimal finito

Numero decimal infinito | 1.2020020002.
no periédico

Evidencia 15. — Numero decimal infinito
no periédico

Consideraciones sobre el abordaje de los nimeros reales en el libro de texto

El texto no presenta errores ni ambigiiedades del objeto matemadtico “Numero real”. No obstante, podria
mejorar teniendo en cuenta los siguientes aspectos:

v"Incluir ejemplos que ilustren las caracteristicas de los nimeros reales.

v’ Detallar el porqué de la relacion y diferenciacién de los ndmeros irracionales con los nimeros
reales.

v" Relacion entre nimeros reales con los nimeros enteros.

v" Ejemplos de la aplicacion de los nimeros reales cuando comentaba en el apartado de la unidad

“;,Como se aplica?”.

v" Resaltar las diferencias entre los nimeros reales y los nimeros racionales.

Céd. AM tarl

Datos del libro de texto
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exiones .

matematicas

62

Figura 1.- Conexiones matematicas.

Artigue, Michéle y otros. Ingenieria didactica en educacion
matematica. Grupo Editorial Iberoamérica, México, 1995.

Dikson, Linda. El aprendizaje de las matematicas. Editorial
Labor, S. A., Madrid, 1991.

Espinosa, F. Investigaciones en matematica educativa. Grupo
Editorial Iberoamérica, México, 1996.

Lean, G. A. & Clements, M. A. Spatial ability, visual imagery,
and mathematics peformance. 1981.

Lovaglia, Florence M. y otros. Algebra. Harla S. A. de C. V.,
Meéxico, 1972,

MEN. Lineamientos curriculares para el area de matematicas.
Colombia, 1998.

Mendenhall, William y otros. Estadistica matematica con
aplicaciones. Grupo Editorial Iberoamérica, México, 1986.

Ministerio de Educacion Nacional. Estandares bésicos de
matematicas y lenguaje para la educacion basica y media.
Mayo de 2003.

Moise, Edwin E., Downs, Floyd L. Jr. Geometria Moderna.
Addison-Wesley Iberoamericana, S. A., Estados Unidos, 1986.

Perkins, David. La Escuela Inteligente. Editorial Gedisa,
Barcelona, 1992.

Polya, George. On solving mathematical problems in high
school. Stephen Krulik, 1980.

Universitas, Tomo 10. La Matematica. Salvat Editores, S. A.,
1987.

Volster, Carter, Crown, Warren. Invitacion a las matematicas.
Editorial Norma, Bogota, Colombia.

Descripciones del libro del texto

Aspecto por considerar

Consideraciones

Introduccién a los nimeros reales

(en relacion con el concepto)

El libro “Conexiones matematicas” de la profesora Carmen
Samper, para grado octavo, presenta en su tabla de contenido
diez unidades. Cada una de estas unidades se basa en un
concepto en especifico y en un(os) pensamiento(s) que le
corresponda conforme a los Lineamientos Curriculares de
Matematicas; a partir de esta estructura, se abordan unos temas
relacionados con el concepto principal de cada unidad.
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Antes de introducir Los nimeros reales, que corresponden a la
unidad 2 del libro, es importante ensefiar a los estudiantes los
nameros irracionales, que corresponden a la unidad 1 del libro.
La introduccidon de niimeros reales inicia con el tema “igualdad
y propiedades”, donde se destaca y relaciona que el conjunto de
los ndmeros racionales y el conjunto de los ndmeros
irracionales componen en su totalidad al conjunto de ndmeros
reales (ver Figura 2). Es importante sefialar que un numero real
puede tener distintas representaciones numéricas que sean
equivalentes entre si (ver Figura 3).

Por medio de dos rectas numéricas se ensefia la representacion
de un namero racional y un nimero irracional (ver Figura 4); a
partir de esto, se exponen algunas propiedades de los nimeros
reales (ver Figura 5). Se espera que, por medio del taller de
competencias del libro el estudiante sea capaz de reconocer
distintas representaciones numéricas de los nimeros reales que
sean equivalentes. Asimismo, que aplique las propiedades de
transitividad y densidad (asi no se explicite como las otras
propiedades) en contextos matematicos, para fortalecer la
comprension de los numeros reales (ver Figura 6).

Figura 2.- Numeros reales.

Figura 3.- Representaciones numéricas equivalentes.

Figura 4.- Recta numérica de un namero racional y un nimero
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irracional.

Figura 5.- Propiedades de los nimeros reales.

Figura 6.- Taller de competencias de los nimeros reales.

Caracteristicas de los nimeros reales

En la segundad unidad, el tema 1 titulado “igualdad y
propiedades” aborda inicialmente los numeros reales, partiendo
del conjunto de los numeros racionales y el conjunto de los
nameros irracionales. Se explora su representacion en la recta
numeérica, asi como las distintas representaciones numéricas de
un ndmero real que son equivalentes. Posteriormente, se
adentra en exponer las propiedades de los nimeros reales (ver
Figura 5).

Reflexiva: todo nimero real es igual a si mismo, lo que quiere
decir que si ~ €s un namero real, entonces »  ~

Simétrica: si a, b son nimeros reales y a=b, entonces b=a.

Transitividad: si a,b y ¢ son numeros realesy a=by b =c,
entonces a = c.

Por cumplir estas tres propiedades se dice que la igualdad entre
nameros reales es una relacion de equivalencia.

Representaciones de los nimeros reales

En la segundad unidad, el tema 1 titulado “igualdad y
propiedades” se exponen los siguientes tipos de representacion
de los nimeros reales:
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Expresion decimal: Un ndmero real siempre tiene una
representacion decimal periddica, de periodo 0 (decimal finito)
o0 de periodo diferente de cero, 0 una representacién decimal no
periddica (ver Figura 2).

Recta real: a cada R le corresponde un punto sobre la recta 'y a
cada punto sobre la recta le corresponde un R (ver Figura 7).

Figura 7.- Recta real

Expresion fraccionaria: aunque no se define se entiende por
aquella de la forma  7|b =0
(ver Figura 8 y figura 9).

Figura 8.- Ejemplos de expresion fraccionaria

Figura 9.- Mencidn de expresion fraccionaria

La definicion del objeto matematico “ntimero real” en el libro carece de claridad e informacioén, no se
define como un sistema numérico o un sistema de numeracion, solo menciona que esta conformado por el
conjunto de los ndmeros racionales y los nimeros irracionales. Aunque el libro aborda algunas
representaciones de los numeros reales, omite una definicion explicita de “expresion fraccionaria”, por lo
tanto, no se logra comprender si la autora del libro la interpreta como una razén, como un parte-todo, un
cociente u otras interpretaciones. De las propiedades de los numeros reales se menciona la reflexividad,
simetria y transitividad, y en un ejemplo se intenta ilustrar la propiedad densidad, aunque esta Gltima no se
define como las otras propiedades, y hace falta la consideracién de otras propiedades de los nimeros
reales, como la no exclusiva de los nimeros reales, la no numerabilidad y la completitud.

Es importante resaltar que el libro tiene en cuenta las propiedades de las operaciones de los nimeros reales
en la adicién multiplicacion, potenciacion, radicacion y logaritmacién a partir de situaciones problema que
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contemplan el contexto matematico y cotidiano. Teniendo siempre presente el estandar al que se espera
que los estudiantes lleguen.

Cdd. DD _tarl

Breve analisis de un libro de texto alrededor del tratamiento de los niimeros reales

Ediciones SM S.A. (2014). Proyecto conecta mateméticas. SM,
Bogota.

Aspecto por considerar Consideraciones

En el libro se menciona la siguiente introduccion a los numeros reales:

“El conjunto de los nimeros racionales unido con el conjunto de los
nameros irracionales forman el conjunto de los numeros reales, el cual
Introduccién a los numeros | se designa por R”.

reales
Ademas, hacen una asociacion del nimero real con la recta numérica,
(en relacidn con el concepto) indicando que “A cada numero real se le asocia un punto en la recta y,
reciprocamente, a cada punto de la recta se le asocia un niimero real”.
Se destaca que los nimeros reales son una ampliacion de los nimeros
racionales, que a su vez contienen a los enteros y a los naturales y
también se mencionan advertencias sobre la relacion entre conjuntos.

154



-

’f
\ m ; La relacidn ue
Foenste  oentre el |
conunta By Loy
dembs ¢ anjuntos se re
presenta asi

CH

Q

0 Ten en cuenta

No exste un numeros que
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esdecir@ni=0

Al introducir el concepto y considerando la relacién mencionada.

En el libro no se hace una mencion explicita de los nimeros reales
como sistema numeérico sin embargo si como conjunto numérico, pero
la estructura del texto revela relaciones entre diferentes conjuntos
numéricos. Por ejemplo, se destaca que los nimeros naturales estan
incluidos en los reales. Sin embargo, los nimeros reales son infinitos,
a diferencia de los niumeros naturales, que son contables. Ademas, se
menciona que los enteros estan contenidos en los reales y comparten
propiedades algebraicas, pero los reales no son contables. En cuanto a
los nimeros racionales, forman un subconjunto de los nimeros reales.
Aunque los racionales son densos, no son completos como los
nameros reales y son contables. Los nimeros irracionales, definidos
como los nimeros reales que no son racionales, se presentan en el
libro sin una definicion formal, pero se deja claro que la unién de los
irracionales y los racionales constituyen todos los nimeros reales.

Ahora si hablamos de las diferencias entre los nimeros reales y otros
conjuntos mencionados el libro no detalla explicitamente eso. Sin
embargo, al examinar con detalle, se evidencia que las diferencias
principales de los numeros reales con respecto a estos conjuntos
radican en su total ordenamiento. Los ndmeros reales contienen a los
nimeros naturales, enteros y racionales como subconjuntos, se
construyen a partir de la combinacién de irracionales y racionales para
formar la recta numérica completa.

Caracteristicas de los nimeros
reales

El libro menciona algunas caracteristicas importantes a considerar al
trabajar con nimeros reales. Aunque no cubre todas las que se
encuentran en el libro de Rico (2012), destaca algunas como el orden,
la completitud, las propiedades algebraicas y la representacion finita o
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no finita.

Orden.

Para todo nimero real a se cumple una y s6lo una de las siguientes relaciones:
=0,a<06a>0

Si a > 0, se dice que a es positivo,
Si a < 0, se dice que a es negativo.

Ademas:
a<bsia=b<0
a>bsia-bb>0
a=bsia-b=0
Completitud.

Aunque no se menciona explicitamente esta caracteristica, se
evidencia que los nimeros reales no presentan 'huecos'. Siempre hay
otro numero real entre dos nimeros reales dados. Esta observacion se
hace evidente al representar los nimeros reales en la recta numérica,
donde siempre existe un namero entre cualquier par de nimeros en la
recta numerica.

e Entre 3y 4 e : .(3; 4)
« Entre 3,1y 3.2 = (3.1:3.2)

« Entre 3,14y 3,15 I ; #['21:133151:2]

o Entre 3,141y 3,142 3 7 2 S i

Propiedades.

Hablando de las propiedades algebraicas en relacion con la adicion y
sustraccion, se menciona que si a y b son numeros reales, la expresion
a + b es la suma de los sumandos a y b con sus propiedades. La
sustraccion es la operacién que da como resultado la diferencia entre a
y b decir a -b. Ademas a — b es equivalente a la adiccion a + (-b).
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Cuando hablan de la multiplicacion y division se menciona que, si a 'y
b son numeros reales, la expresion a * b es el producto de los factores
a 'y b. Por otro lado, el cociente de dos nimeros reales es equivalente
al producto del primero por el inverso multiplicativo del segundo.

La multiplicacion de nUmeros reales cumple las siguientes
propiedades.

PrRopiEoao GENERALIZACION
Clausurativa Si ay bson nimeros reales, entonces ab es otro nimero real.
Conmutativa Siay b son nimeros reales, entonces ab = ba
| Modulativa Existe el ndmero real 1, tal que para cualquier nimero real a,

secumplequea-1=1-a=3a

Ascciativa Si 3, by cson nimeros reales, entonces (ablc = albel

Para todo nimero real a # 0 existe
Invertiva otro nimero real a~' = —, llamado su inverso multiplicativo,
a

talque a-a' =1

Distributiva de

la multiplicacién
con respecto a la
adicién

Si a, by ¢ son nimeros reales, entonces:
alb+ cl = ab+ ac
[a+ blc=ac+ be

Tabla 1.4

Representaciones
nameros reales

de

los

No hay un unico método para representar todos los infinitos nimeros
reales de manera precisa. Sin embargo, algunas representaciones
presentadas tienen limitaciones, ya que no incluyen todos los nimeros
reales, aunque si abarcan la mayoria de ellos.

Recta numérica.
En el libro, al asociar los nimeros reales con la recta numérica, se
sefiala la existencia de varios métodos para representarlos, aunque

solo se abordan dos, siendo el encajonamiento uno de ellos.

“Este método consiste en realizar aproximaciones sucesivas al nimero
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dado, por la izquierda y por la derecha en la recta real.

Representa el nimero irracional w = 3,141592... por encajonamiento.

Se sabe que el valor de w esta:

e Entre3y 4 ¢ ° -(3: 4]
et ot ot +{34;3,2
« Entre 3,1y 3.2 3 ¢ ]
: +[3,14;3,15)

e« Entre 3,14y 3,15

-—

i (3,141; 3,142)
4 Figura 1.25

E]

« Entre 3,141y 3,142 3

La aproximacién es por defecto si tiene un valor inferior al ndmero, y es por exceso,
si tiene un valor superior.

SENICRE) Representa el nimero irracional @ = 1,618033... por encajonamiento.

El valor de ® esta:
. e[1;2

e Entre 1y 2 . ,: 1;2)

' S iigi—y i +[1,6:1,7)
« Entre 1,6y 1.7 :. (

RS OeT :.[1,61;1,62)

« Entre 1,61y 1,62 E— | :

: i .[1,618;1,619]
o Entre 1,618y 1,619 1 S 2 i

El segundo método, més bien de naturaleza geométrica, implica la
aplicaciéon del teorema de Pitdgoras para representar los ndmeros
reales en la recta numérica.

“Para ello, se traza un segmento perpendicular sobre la recta numérica
y luego con un compas se proyecta la hipotenusa formada por el punto
0 y el extremo superior del segmento trazado.”

por el PUNIy v y Bt wre -

Ejemplo I8) Representa el numer

i m
Se representa Sﬁ aphcando el teore

catetos miden cinco unidades. / N
[ 5

o irracional 5\5-

de Pitagoras a un triangulo rectangulo cuyos
a ge

(5775 =52

5

10 9 Figura 1.27

Por otro lado, si nos basamos en el libro de Rico, J (2012). Algunas
diferencias entre reales y racionales: un aporte a la comprension del
concepto de nimero real en la escolaridad. Nos damos cuenta de que
no existe una forma Unica de representar todos los infinitos nimeros
reales, en el libro Proyecto conecta matematicas no lo muestran como
una representacion si no como “caracteristicas o propiedades”, sin
embargo, estas son representaciones y estas son:

Intervalos.

“En un intervalo se encuentran todos los nimeros comprendidos entre
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dos niumeros llamados extremos”

Luego mencionan los tipos de intervalos.

o s Se representa encerTandd en corchetes sus extremos: [a, bl

£ mremals (a0 8] contiene a todos los nimeros mayores o iguales | o
mate 3 per> menores 0 quales al numero b Matemdticamente se oxp“f
sa como 2 S S b Sy representacidn geométrica se muestra en la ligura 13

Mervals certads
la s

2101 2 3 tenin
[~1. 3 e ~-1sx=s3

Intervalo abierto es aguel conjunto numérico que no contiene a los extre
r:s‘ gel intenvalo. Se representa encerrando entre paréntesis sus extremos
a b

El intervalo [a, bl contiene a todos los nimeros mayores que a pero menores que b
Se escride @ < 1 < b La hgura 1 37 muestra su representacion geométrica.

Plervalo abrerts
la N

-1 0 3
=1, 3 e -1<x<3

Figura 1 37

Los intervales semi-abiertos son aquellos conjuntos numéricos que contienen a unc
de los extremos del intervalo. Pueden ser:

~lenvaad $Des 3 Je™ND Intervato abeerto & wquierda
fad la. 8
-1 0 3 fg: -1 0 3 Fagural 19
[-1.3)=-1=x<3 [-1,3)==-1<x=3

En una semirrecta se encuentran todos los nimeros mayores o menores que un nu-
mero dado. Dependiendo de si el nimero se encuentra incluido o no, existen cuatrc
tipas de semirrectas.

SemmrecTa Noracion Derracion
Abierta positiva la, +=) Nimeros x tales que a < x
Cerrada positiva [a. +=| Numeros x tales que a = x
Abierta negativa |-=, a) Ndameros x tales que x < a
Cerrada negativa ==, a) Nimeros x tales que x < a

Notacién cientifica.
“La notacion cientifica de un nimero real es su expresion como el
producto de un nimero mayor o igual que 1 y menor que 10, por una

potencia de 10”

Una vez explicado que es la notacién cientifica, dicen como
expresarlas

“Para expresar cantidades muy grandes en notacion cientifica, se
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emplean potencias positivas de 10”

Observa como se expresan los nimeros 4000000
y 34000000000 en notacion cientifica.

4000000 = 4 x 10¢
34000000000 = 3,4 x 10"

Para expresar cantidades muy pequefias en notacion cientifica, se emplean potencias
negativas de 10.

m Expresa los nGmeros 0,0005 y 0,000000024 en notacion cientifica !
0,0005 =5 x 10

0,000000024 = 2,4 x 10-*

m Una cienmillonésima de centimetro cuadrado puede escribirse como:
m)

e LN
100000000

Esta expresion equivale a 0,00000001 cm?.
Esta cantidad puede escribirse en forma mas clara y corta con notacién cientifica:
0,00000001 cm? = 1 X 10~* cm?

Radicacion

“La radicacion es una de las operaciones inversas de la potenciacion, y
cumple que para un numero natural n, b es la raiz enésima de a, si
bﬂ — a”

Indice
A b =cC

Radical =>
Radicando Raiz
"ﬂ Calcds \E medigntes pravmacionss, per excese y por defecto

s
Se caindis madorts sorovmacones por exces y por defecte ¥32. La diferencia entre
SIS IS w@orEs &S &l erTor mEadme

Jecma. ITe32 L 3IR=2287% |32 =

e o
S el W S

>
leoesra 3Ty I8 I =3TESE AW =328 308

RN

También mencionan una advertencia que debemos tener en cuenta de
la radicacion
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Sin mencionarlo, pero se evidencia, la representacion decimal,
fracciones continuas, escritura especial (Simbolos como , @, e)

El libro resulta sumamente interesante al abordar los niimeros reales de manera exhaustiva, no se limita
a meras abstracciones. Destaca al tratar los nimeros reales como un todo, explorando sus caracteristicas
y operaciones derivadas de ese todo. A pesar de esto, se observan algunas inconsistencias, como afirmar
que la representacion se limita a dos métodos, cuando en realidad se utilizan multiples enfoques sin
reconocerlo explicitamente.

El libro aborda la potenciacion y logaritmacion como operaciones fundamentales, lo cual es valioso. Sin
embargo, no enfatiza que cuando la operacion se realiza entre dos enteros (base y exponente), el
resultado sera un numero racional. Por otro lado, si la operacion se realiza entre un nimero entero y uno
fraccionario, el resultado sera irracional. Esta aclaracion no se presenta en el texto, y tampoco se destaca
que esta es una operacion y no es una forma de representacion, presentando un malentendido.

La potenciacién de exponente natural es una torma abreviada de escribic uny |,
tiplicactén de factores iguates
F=a-a-3-a.4
oL
nveces
La logaritmacién es otra operacién inversa de la potenciacién. Se utiliza cuando en

S . oS » las siquientes propedades GRS v
La potenciacion de numeros reales cumple quie prog 1z potenciacion se busca el exponente, conociendo la base y la potencia.

RS aa st

Si 2 es un numero real positivo y distinto de 1, el logaritmo en base a de un nimero
b es el exponente al que hay que elevar la base para obtener dicho nimero. Es decir,

log,4 + log,8
+3

:-':"-‘»j“‘“ i 3:5" log,b = n. siy solo st a” = b,
]
aea | 3= Lz logaritmacién de nimeros reales cumple las siguientes propiedades:
aamea “ womtew tog, 10 log,1 =0
I log,a =1 log,5 = 1
2 o s o min | 6 1 log,xy = log,x + log,y log,l4] - (8]
{
|

=2
=5
log.% = log,x — log,y log, % = log,‘?2 = 1:1;9327

Tabla 14 ]

log, x™ = mls 7=
Las p de exp 9 se como: 9, mlog, x log,6? = 2log,6
3. —. wav0 3. A ARY Si la base es 10, los logaritmos se llaman logaritmos decimales y se nombran sin
g 3V &) escribir la base. Es decir log,; b = log b.

Otro aspecto importante es como abarcan las propiedades de cada uno de los conceptos.
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Cdd. GB_tarl

ﬂ rie de MATEMATICAS p:
scundaria y media

Aspecto por considerar

Camargo, L., Garcia, G., Leguizamo6n, C., Samper, C., &

Serrano, C. (1999). Alfa 8 Serie de Matematicas para educacion
basica secundaria y media vocacional. Editorial Norma S. A

Consideraciones

Introduccidn a los nimeros reales

(en relacion con el concepto)

Descripcidn sobre como se introducen los nimeros reales

Los ndmeros reales se introducen descubriendo los ndmeros
irracionales por el griego Hippaso de Metaponte. En el siglo
XIX, dentro del movimiento de la aritmetizacion del andlisis, se
da estatus de nimero a los irracionales y se reconoce que los
ndmeros reales son racionales o irracionales.

Cantor construye los nameros reales a partir de sucesiones
infinitas de racionales (las sucesiones de Cauchy), donde a cada
namero real le corresponde un punto definido en la recta, cuya
coordenada es igual al nimero.

Dedekind en su obra Continuidad y nudmero irracionales,
construye conjuntos de racionales que producen cortaduras
sobre el conjunto de los racionales hechas por racionales o no,
donde una cortadura es un namero real.

Ejemplos de R

- Representacion de los nimeros racionales sobre la recta
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Evidencia 1. Ejemplo 1

- Representacién de los numeros irracionales sobre la
recta

Evidencia 2. Ejemplo 2

¢Se presenta R como conjunto numérico?
- Conjunto de numeros racionales

- Conjunto de nimeros irracionales

Evidencia 3. Como conjunto numérico

¢Se establecen relaciones o diferencias con otros conjuntos
nuMEricos?

Se establecen relaciones entre el conjunto de los nimeros reales
con el conjunto de los ndmeros racionales respecto a las
operaciones adicion, sustraccion, multiplicacion y division,
como se evidencia a continuacion.

- Adicién
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Evidencia 4. Adicién

- Sustraccion

Evidencia 5. Sustraccion

- Multiplicacién

Evidencia 6. Multiplicacion

- Divisién

Evidencia 7. Division

¢ Se presenta como sistema numérico?
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Evidencia 8. Sistéma numérico

Caracteristicas de los nimeros reales

Caracteristicas de los nimeros reales

- lgualdad entre nimeros reales; se aborda con ejemplos.

Evidencia 9. Igualdad entre nimeros reales.

- La igualdad entre numeros reales cumple la propiedad
reflexiva, simétrica y transitiva, que es una relacion de
equivalencia.

Evidencia 10. Relacién de equivalencia
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- La adicion de numeros reales se relaciona con la
igualdad mediante la siguiente propiedad:

Evidencia 11. Adiciéon de nUmeros reales relacionada con la
igualdad.

- Los nimeros reales mayores que 0 se llaman nimeros
reales positivos.

- Los nimeros reales menores que 0 se llaman nimeros
reales negativos.

- Desigualdades:

Si a es menor o igual que b y a#b, a es menor que b se escribe
a<b.

Evidencia 12. Desigualdades

- La suma miembro a miembro de dos desigualdades de
nameros reales es otra desigualdad del mismo sentido.
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Evidencia 13. Ejemplo desigualdades

Representaciones de los nimeros reales

El texto no presenta errores y expresa de manera suficiente el objeto nimero real.

Representaciones de los nimeros reales

- Los numeros racionales e irracionales conforman los
reales.

- Los numeros fraccionarios.

- Los numeros racionales tienen una expresion decimal
finita de periodo cero o periddica de periodo diferente
de cero.

-3- ; .‘Jf
ATt 1004

- Los ndmeros irracionales tiene una representacion
decimal infinita no periddica.

Cod. HB_tarl

Breve analisis de un libro de texto alrededor del tratamiento de los niUmeros reales
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Padilla Chasing, S., Samper de Caicedo, C. & Moreno Gutiérrez, V.
(2008). Delta 8. Grupo Editorial Norma, Bogota.
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Aspecto por considerar Consideraciones

Como se evidencia en la Imagen 1, se muestran los conjuntos de
nimeros naturales y enteros mediante escritura de conjuntos por
Introduccién a los nimeros reales | extensién, en cambio para los racionales e irracionales se utiliza una
escritura de conjuntos por comprension. Se realiza una presentacion
(en relacion con el concepto) gréafica de las relaciones de contenencia y no contenencia entre estos
conjuntos numeéricos. Para finalizar, se define los nimeros reales
como todos los nimeros decimales, es decir R = Q U 1.
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Imagen 1. Presentacion y definicion de los nimeros reales.

Caracteristicas de
reales

los nUmeros

En la Imagen 2 se evidencia como los nimeros reales se denotan con
la letra R, son todos los nimeros decimales, y se establece la unién de
racionales e irracionales.

! { <on todos los niimeros decimales,
[ ; L s con ia let on todos los numeros dec
Los miimeros reales denotados con ia letra R, s l

es decir, R=Q U1
moR
R.— AN Q 3 ‘ r \
= > N -
(Z( Nw\l B - v-3
\k\/ 0872} - 5
- LYY J2 WY
SO 2

Fioura |
Imagen 2. Conjunto numérico de los nimeros reales.

A partir de los conjuntos numéricos salen relaciones deducibles y
establecen relaciones de contenencia y no contenencia por medio de
diagramas en donde NcZ NcZcQ Q& LI& Q@ como se
muestra en la Imagen 3.
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Imagen 3. Conjuntos numéricos y sus relaciones de continencia y no continencia.

Hay una relacion de orden de los nUmeros reales positivos y
negativos mediante una recta numérica. Asi como también, un
ejemplo como la relacién menor o igual (=) en el conjunto de los
Reales porque es reflexiva, antisimétrica y transitiva. En la Imagen 4
se presentan en una tabla con la propiedad en forma de generalizacion
y un ejemplo de esta.

je la relacion de orden
s de la reld

3. _12<20, entonces:
il g= 12<~15+20
2 20<65 - '
i /68 <47y3>0 entonces:
_p8x3<47x 3
(La desngua!dad se conserva)

204 < 141
= 3<0, entonces:

68<47 Y- ]

09158 % (-3)>47 % (-3)
04 >-141 (L2 desigualdad cambia de sentido)
04 >~

- ~lamnl Inc de desigualdades
Imagen 4. Relaciones y propiedades de orden en el conjunto de los nimeros reales.

Las relaciones son ejemplos de desigualdades que se representan en
la recta numeérica a través de semirrectas (intervalos no acotados) o

segmentos (intervalos acotados) como en la Imagen 5.

mplos de desigualdades
llamadas inecuaciones,
numeérica real a través de

mentos) ' o
es nos sirven para represcmav numerica-

= de un segmento de recta. Estos

bles intervalos qué representan al PQ. Las

py@sonayb, respectivamente.

ervalo Definicion por comprension Nombre del intervalo

Representacion geométrica  Notacidn int

Intervalo cerrado

(xeR:a<xsb

i ' ntervalo abierto
(xeR:a<x<bl | Inte:

| Inte semiabierto a derecha
[xeR:a<x<bl | Intervalo semiabierto

‘ Intervalo semiabierto a izquierda |

9 | (a, 0l “ [xeR:a<x%<b

Imagen 5. Intervalos acotados (segmentos).

Asimismo, se presenta la adicién y sustraccion de nimeros reales y
las propiedades con respecto a la adicion en una tabla como se
evidencia en la Imagen 6. La tabla consta de dos columnas con el
nombre de la propiedad y la generalidad. Lo mismo sucede con la
multiplicacion y division de numeros reales, aunque esta vez las
propiedades son con respecto a la multiplicacion.

170




Adicion ]

—T —  x+0=04+x=X
| <@ [lama madulo de la adicién ‘

sencia de mOJuo , £l numero 0

e —— R, existe olro NUMErO reaj - X,

’ Para cada nu SO X €
ard C
) inverso aditivo L to de X, lalq S
0 vo U opues

denominad
X+ {=x) = 0.

encia g inverso

Exist

Imagen 6. Propiedades con respecto a la adicion de los nimeros reales.

No presentan relaciones con otros sistemas numéricos, solo se
menciona el sistema numérico decimal. Aun asi, se define la
diferencia entre decimal infinito, decimal periodico puro, decimal
periédico, expresion decimal.

Representaciones de los nimeros
reales

En la Imagen 7 esta la representacion de los nimeros irracionales en
la recta numérica por el uso del teorema de Pitagoras que requiere
calcular la medida de la diagonal.

%\
) -

in ’ \;‘*
T P

.

e
\5\—.'-

~

o=

Imagen 7. Representacion de nimeros irracionales en la recta numérica con reglay
compas.

Por medio de la geometria como se muestra en la Imagen 8 se utilizan
los segmentos (intervalos acotados), como también semirrecta y recta
(intervalos no acotados) que representan ndmeros reales por los
extremos del intervalo propuestos en la notacion del intervalo.
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Imagen 8. Intervalos acotados (segmentos).

Representacion simbdlica de los numeros reales por expresion
decimal. Se define decimal infinito, decimal periodico puro y decimal
periodico, por lo que se hace la distincion para numero racional e
irracional y su connotacion con los nimeros reales. A continuacion,
en las Imagen 8 y 9 se muestra la evidencia.

Imagen 8. Representacion de nimero racional.
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Glosario

Coordenada

sttt i St g s o e e B

ST i \ya parte decimal tiene un numero infinito de cifrys

Decimal periédico: expresion dy
Exponente: térming de ta pote
Expresién decimal: resuitade
lnlervﬂo' notacién numérica

decimal cuyo periodo comienza después de ka coma

lecimal que contiene un digito 0 un grupo de digitos que s ODIRN CONSacUtesmenis
nciacion que indica el nimero de veces que se mulliplica un factor por 9 mesme

de efectuar la division entre ef numerador y el denominador de una Traccon

corta para representar el conjunto de los nimeros reales o subconuntos INNNos de e

numero d

e infinito no periédico

5 5 d exacto 0 un nimero decimal periddico
Q de signo al del nd dado.

Propi distriby

R en la que actda la multiplicacién sobre la adicion.
alor absoluto: s |a distancia desde cualquier punto de la recta numérica hasta cero

Imagen 9. Glosario de algunos términos de los nimeros reales.

A pesar de estar muy completo el libro con respecto al conjunto numérico de los nimeros reales, hace falta
la representacion de fracciones continuas, ya que, no se recurre a esta representacion. Ademas, no se
presenta la cardinalidad de los nimeros racionales y tampoco se menciona que el conjunto R de los
numeros reales es infinito, pero R es infinito no numerable.

ANEXO F - CARTELERAS DESARROLLADAS EN LAS FASESII Y1V
Grupo 1

HB_carl

JV_carl

JR _carl

Titulo: Sistemas de los nimeros R
Libro: DELTA 8

Transcripcion:

e Introduccion
e Escritura por comprension @, u R, I — Error @, I

¢ Representacion en recta numérica y geométrica
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¢ Representacion simbolica
 Relaciones de orden: Propiedades —Reflexion, antisimétrica, transitiva
e Completitud — Intervalos acotados — Segmento
e No esté la:
* Cardinalidad

* Fracciones continuas

. L9
SRS ool

HB_car?
JV _car2
JR _car2
Recta numérica - No enumerable R @ 1IN . No Biyectivo — Densidad R — Completitud —
Continuidad — No representacion de: expresiones algebraicas, magnitudes geométricas,

expresiones decimales - Notacidn decimal (finita, periddica, no periddica) . Radicales

Grupo 3
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AM_carl

LB _carl

VZ_carl

Titulo: Conjuntos Numeéricos (@, )

Libro: CONEXIONES MATEMATICAS 8
Transcripcion:

e Conjuntos Numeéricos (@, I): No se evidencia la diferencia el conjunto de los nimeros reales con

el conjunto de los nimeros racionales y el conjunto de los nimeros irracionales
e Conjunto Numérico R : No lo define como un sistema numérico

¢ Relaciones: No aparece la propiedad - No exclusiva - No se menciona la propiedad de la
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numerabilidad

- Densidad: No se menciona una definicién. Se pudo evidenciar en una tarea de manera muy
explicita, donde se le pide al estudiante que escriba un nimero decimal entre 6,35 y 6,36

- Completitud: Aparece de manera implicita en la ubicacion de los nimeros reales en la recta
numérica

¢ Representaciones:

- Expresion decimal: Para la expresidn decimal utiliza el punto en vez de la coma — Aparece en
la resolucion de problemas y algunos ejemplos donde se evidencia la expresion decimal — No
hace alusién al simbolo de periocidad en un numero periodico

.y, . . . . . 1
- Expresion fraccionaria: Algunas representaciones de fraccionarios como — 3 no son muy claras

en que parte de la fraccion hace parte el signo negativo - Aparece la representacion en las
tareas de los ejercicios
- Recta numérica: Aparece con la recta real para asignar a cada punto un nimero y a cada
ndmero un punto
- Construccidn geométrica: Aparece para la representacion de los irracionales en la recta
numerica
e Sistema Numérico:
*Qperacion aditiva: Propiedades

- Asociativa: Aparece en la familia aditiva de los nimeros reales. Destaca que son las
propiedades que se cumplen en la adicién de los nimeros racionales
- Conmutativa
- Invertiva
- Modulativa
- Clausurativa
*Radicacion y logaritmacion: Propiedades

No menciona las propiedades de la radicacion y la logaritmacion
*Potenciacion
(ﬂ',. b)m. — {Im' *® bi.‘r‘l

(am)n — am?n

*Qperacion multiplicativa: Propiedades

- Invertiva: Aparece en la familia multiplicativa de los nimeros reales. Destaca que son las
propiedades que se cumplen en la multiplicacion de los nimeros racionales

- Conmutativa

- Modulativa

- Asociativa

- Clausurativa
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- Distributiva
e Caracteristicas: Menciona representaciones de nimeros que son equivalentes y procede a
mencionar que la igualdad entre nimeros reales cumple estas tres propiedades
- Reflexiva
- Simétrica
- Transitiva

AM car2

LB car2

VZ_car2

NUmeros trascendentes - Con la recta numérica se logra relacionar la propiedad de la densidad en
los reales - Aproximaciones en series — Inconmesurable permite entender que no todos pueden
expresarse en representaciones racional por esto habre paso a los irracionales una relacion al
hacerla geométrica como la raiz de 2 — Nimero Algebraico es la solucion de una ecuacion - No-
numerabilidad El conjunto R es infinito, no se puede contar ya que no se puede establecer una
correspondencia biunivoca con N - Continuidad Cuando se cumple la densidad y la complitud
existe una continuidad — Inconmesurabilidad Dado un A y B son inconmesurables si no existen
dos nimeros n, m que satisfagan mA = nB

Grupo 5
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DD _carl

Titulo: NUMEROS REALES

Libro: CONECTA MATEMATICAS 8 SM, Bogotéa. Ediciones SM S.A (2014). Proyecto
Transcripcion:

e Conjunto numéricoR: QU 1

*Caracteristicas:
- Orden: Para todo numero real a se cumple una y solo una de las siguientes relaciones
a=0 ; a< 0, a=0

- Completitud: Propiedades
(+) Clausurativa, Conmutativa, Asociativa, Modulativa, Invertiva

(x) Clausurativa, Conmutativa, Asociativa, Modulativa, Distributiva de la multiplicaciéon con
respecto a la suma, Invertiva

* Representaciones:
- Recta numérica:

a) Encajonamiento n=3.1415

3« —> < > p———
3 E———— P p e p——p3) 34—
< > < > < »3.15
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b) Teorema de Pitagoras: (figura)
- Intervalos: Cerrado [x,y] - Abierto (x,y) - Semi-Abiertos (X,y] 0 [x,y) — Semirrecta +coo , -co
- Notacion Cientifica: 0.0005 =5 x 10-4

* Grafico (RQZNI) La relacion que existe entre el conjunto y los demas conjuntos se representa
asi. No existe un nimero que sea raciona e irracional @ N 1= @

* Errores: La representacion del conjunto de los reales en el diagrama de Venn permite la
interpretacién de: - El conjunto de los racionales es mas grande que el de los irracionales

- Existen nimeros que no son reales ni irracionales

NUMEROS REALES [R Represertac = e : =
Con)m‘} o numénco A\&d’g nuMénca g T
E éma\)ommev\‘\'o N » o
R:QuI =g r |
» o
numero real @ “se Cumple una

na de las ssggm’res ft(auones ) Teotema de Pr\ugo(os

DD_car?2

- Densidad: relacion con la recta numérica y los R - Completitud — LOGARITMACION -
RADICACION — EXPONENCIACION — REPRESENTACIONES OPERACIONALES

- No se puede garantizar que los conjuntos numéricos, estén contenidos dentro de otros

Grupo 2
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JG carl

GB_carl

Titulo: Los NUmeros R
Libro: ALFA 8
Transcripcion:

e Introduccion
* Se introducen con el descubrimiento de los irracionales a partir de

- ? : Razones inconmesurables entre magnitudes
XIX : Se reconoce que los nimeros reales son racionales e irracionales

* Cantor construye los IR a partir de: ? Sucesiones infinitas de racionales
* Por ultimo: ? Las cortaduras hechas en el conjunto de los nimeros racionales son numeros reales

e Caracteristicas
*|gualdad: r= 2,1888 ; m=2,1888= r=m

* Desigualdad: 2+ (-6) < 5.3+ (-6) ; -4 < -0.7

La igualdad entre nimeros reales cumple la propiedad reflexiva, simétrica y transitiva que es una
relacion de equivalencia.

* Conjunto numérico. los numeros reales es el conjunto de todos los ndmeros racionales e
irracionales

o Tipos de representaciones
* Sistemas numéricos: Adicion, Sustraccion, Multiplicacion, Division
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, . - 3
* NUmero fraccionario — >

* NUmero decimal finito — 1,500

* Namero decimal infinito no periédico 1,20200

Rila

N v
lateercszt
(=7 N !

L) “D»’%im, aldad I

JG car?2
GB_car2

Densidad: a cada punto de la recta le corresponde un nimero - Completitud: Existe un nimero
entre dos numeros - Simbdlica - Gréfica

Grupo 4
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KD_carl

LC carl

Titulo: NUMEROS REALES

Libro: JUEGA Y CONSTRUYE LA MATEMATICA 8

Transcripcion:

¢ FORMAS DE INTRODUCIRLOS: Através de
* La unidn de dos conjuntos numéricos

* Sus usos

* Relato historico

* Ejemplos conocidos y no conocidos

* Esquema sinoptico

* Un esquema grafico de su representacion como sistema numérico

¢ CARACTERISTICAS
* Est4 formado por los nimeros racionales e irracionales

* Propiedad de la completitud o el postulado de correspondencia ;,Como lo aborda? A cada punto
de la recta le corresponde un nimero real y a cada nimero real le corresponde un punto de la recta

e RELACIONES

* Se relaciona con otros conjuntos numéricos en sus diferentes representaciones ¢Cémo?
32 16
16 =5=7=16

* Se relaciona con otros conjuntos numéricos en términos de los elementos que contienen ;Cémo?
Porque enuncian que los nimeros reales se dividen en racionales e irracionales

¢ ERRORES
* Se dice que un namero racional es aquel que se puede representar como cociente de dos nimeros

182




enteros 2
b

* Se escribe fracciones cuando se trata realmente de NUmeros Fraccionarios

e REPRESENTACIONES
*  31415.. w é 8,125 —g e

KD_car2
LC car2

La necesidad de medir magnitudes - Su relacion con la recta numérica - Tienen cardinalidad —

Cumplen con Densidad y Continuidad — Escritura decimal: exacta, periodica pura, no periddica -
radicales

Grupo 6
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MB_carl

Titulo: Ntimeros reales segun el libro “Espiral 8”

Libro: ESPIRAL 8

Transcripcion:

e Definicion: Se define como los nimeros decimales periddicos y no periddicos. EI conjunto de
representacon R . EsdecirR=@Q U 1

* Comentarios: el producto de dos nimeros irracionales no siempre es un namero racional
(distinto de 0) y de un irracional siempre es un ndmero irracional. * No menciona nada de
estructuras algebraicas. * No realiza ejemplos con el conjunto numérico Zy N

e Propiedades de la operacion multiplicacion
* Clausurativa Xx+y € R

*Conmutativa x* y = y= x
* Extensionde modulos x+ 1 = 1% x = x
* Asociativa (x = y) = z = xx* (y* z)

. R . 1 , 1
* Existencia de inversos X € R - reciproco X#0 X * - = 1

e Propiedades de la operacion aditiva (+)
* Conmutativa X+y = y+X

* Clausurativa Xx+y€eR
* Existenciade médulo x+0 =0 + x = X
* Asociativa (X+y)+z= X+ (y+2)

* Existencia de inversos X e R -X opuesto X+ (-x)=0

Las operaciones de adicion y multiplicaciéon en el conjunto R, cumple las mismas propiedades
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que las correspondientes operaciones en el conjunto de los nimeros racionales @

. 1
e Representaciones mw 2 3

* Representacion geometrica ( recta numérica)

MB_car?

* Introduccion: Conjuntos, R = @ U I, Recta numérica. * Caracteristicas: Densidad, puntos de la
Recta numerica - Completitud - Continuidad, dado que cumple densidad y la completitud - *
Representacion: Decimal y sus diferentes representaciones (fracciones, raices, etc...), Depende de
la teoria, Cantor con intervalos, Dedekind con cortaduras, Cauchy con sucesiones

ANEXO G - RECOPILACION DE LAS TAREAS DURANTE LA FASE TEORICA

HB_teo
Grupo 1 cad. JV_teo
JR _teo

Para el articulo de Montoro, V. (2017, del 10 al 14 de julio) las caracteristicas fundamentales son:

A. Densidad: Teniendo en cuenta la representacion de los niumeros reales en la recta “numérica”,
entre cada par de nimeros reales, existe otro numero real, por ende, hay infinitos nimeros

reales, ya que la recta es infinita.

B. Completitud: el conjunto de los numeros reales incluye al conjunto de los nimeros
irracionales y al conjunto de los nimeros racionales, en donde se tienen en cuenta las
fracciones, por esta razén el conjunto de los nimeros reales al tener en cuenta su densidad, se
consideran completos.
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C. Continuidad: teniendo en cuenta la completitud, se puede decir que los nimeros reales son

continuos ya que no tienen espacios vacios entre ellos.

Es necesario abordar las tres caracteristicas, ya que, al comprender la nocion de densidad, de tal
forma que los estudiantes identifiquen que el conjunto de los nimeros reales es completo y por estas
razones tienen continuidad, todo esto a la luz de una representacién, como esta ejemplificada en el
texto, con la recta “numérica”.

Para el articulo de Mora, L. C. y Torres, J. A. (2004) las caracteristicas fundamentales son:

A. La continuidad numérica: en donde se busca evidenciar la completitud de los nimeros reales.
B. Expresiones algebraicas y analiticas.
C. Magnitudes.

Es importante abordar la continuidad numérica, ya que con esto se comprende la nocién de infinito y
su densidad, por otra parte, las expresiones algebraicas podrian ayudar a comprender en forma
general los nimeros reales, no obstante, las magnitudes no son necesarias, ya que su comprension
puede ser integrada de forma directa en la representacion con la recta numérica.

Para Romero y Romero (1999) las caracteristicas fundamentales son:

A. Sistema de representacion simbdlica.

a) Sistema de notacion decimal: decimal finito, decimal periddico y decimal no

periédico.

b) Notacion operatoria habitual: notacion de fraccion, irracionales algebraicos (v. g.

irracionales cuadraticos) e irracionales trascendentes (v. g. , ¢, €).

B. Sistema de representacion grafica.

a) Modelo de la recta real en dos niveles: (i) Biyectividad de la correspondencia
nameros-puntos de la recta. (ii) Continuo lineal, ya que, sustenta la interpretacion

geomeétrica e impone una ldgica y unas propiedades al conjunto numeérico.
C. Continuidad.

Los ndmeros reales: toda sucesion infinita de numeros reales, creciente y acotada

superiormente por cierto nimero k, tiene como limite un nimero real a < k, entonces a cada

decimal infinito le corresponde un nimero real. Reciprocamente, cada ndmero real viene

dado mediante un decimal infinito (Ilin y Pozniak, 1991).
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Segun lo mencionado en el articulo las representaciones y la continuidad son necesarias para ensefiar
en la secundaria, aun asi, hay un analisis de cada caracteristica a continuacion. En la representacion
simbolica es importante resaltar el sistema de numeracion decimal posicional y establecer la
diferencia de la notacion decimal (finita, periddica, no periddica), ademas justificar que todo nimero
racional tiene una expresion decimal finita o infinita periddica y viceversa. En la representacion
gréfica para la ensefianza en secundaria solo utilizariamos el primer nivel por el criterio mediante
cualquier nimero racional o irracional puede ser representado a un punto de la recta. Asimismo, se
puede relacionar con la representacién simbdlica y que tienen un caracter complementario estas dos
representaciones debido a que destacan en los aspectos operacionales (simbdlico) y ayudan a intuir
propiedades de continuidad y medida (gréafica).

Para Rico, L. (2012) las caracteristicas fundamentales son:

A. Conmensurabilidad: El concepto de unidad en la antigiedad griega aseguraba la
conmensurabilidad de todo par de segmentos, es decir que siempre se podia medir un

segmento con otro...

B. Inconmensurabilidad: La aparicion de las magnitudes inconmensurables en los trabajos
pitagoricos llevo a un gran problema para esta escuela... Condujo las matematicas por el
rumbo de una fundamentacion que se extendid por mas de veinticinco siglos y que

finalmente condujo a la creacién del conjunto de los nimeros reales (R).

C. Lano-numerabilidad de los reales: Cantor probo que los nimeros racionales son numerables,
es decir, que se pueden contar puesto que se pueden color de forma biunivoca con los
numeros naturales... La prueba de la no-numerabilidad de los nimeros reales. Se dice que

esta prueba la realizo a finales de 1873.

D. Continuidad y numeros irracionales en Dedekind: El limite de sucesiones racionales que

aproximan al real r por defecto y por exceso.

1. ¢Cudéles son las representaciones propias de los numeros reales? ;Cuéles de estas son
imprescindibles abordar en la ensefianza de secundaria? Explicar.

Para el articulo de Montoro, V. (2017, del 10 al 14 de julio) las representaciones propias de los
numeros reales son:

A. Sistema de representacion simbdélica.
a. Notacidn decimal, notacién en forma de fraccion y radical.
B. Representacion en la recta numérica.

Todas son imprescindibles, ya que asi se comprende los nimeros reales desde las diferentes
representaciones y su organizacién en la recta numérica.

Para el articulo de Mora, L. C. y Torres, J. A. (2004) las representaciones propias de los nimeros
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reales son:

A. Sistema de representacion simbdlica.
a. Notacion decimal, notacién en forma de fraccidn, radical, sucesiones y series.
B. Representaciones geométricas.

La representacion simbdlica es importante, no obstante, las sucesiones y series se tornan complejas
para la comprensién en ciertos grados, las representaciones geométricas son una forma de representar
los nimeros reales que posibilita una apropiacion del concepto.

Para Romero y Rico (1999) las representaciones propias de los nimeros reales son:

A. Sistema de representacion simbdlica.

a. Sistema de notacion decimal: decimal finito, decimal periddico y decimal no

periédico.

b. Notacion operatoria habitual: notacion de fraccion, irracionales algebraicos (v. g.

irracionales cuadraticos) e irracionales trascendentes (v. g. , ¢, £).

B. Sistema de representacion grafica.

A. Modelo de la recta real en dos niveles: (i) Biyectividad de la correspondencia
nimeros-puntos de la recta. (ii) Continuo lineal, ya que, sustenta la interpretacion

geomeétrica e impone una ldgica y unas propiedades al conjunto numeérico.

Debido al énfasis que se hace en el anterior punto sobre las representaciones de los nimeros reales.
Este parrafo solo resaltara la dificultad del segundo nivel de representacion grafica y por qué no se
utiliza en la ensefianza en secundaria segun los autores.

entra la consideracién del continuo lineal, que sustenta la interpretacién geométrica del conjunto de
los nimeros reales. El sistema axiomatico sobre el que se fundamenta dicho continuo lineal impone
una légica y unas propiedades al conjunto numérico, dificiles de expresar y argumentar en términos
de simples notaciones numéricas.

Rico, L. (2012) las representaciones propias de los nimeros reales son:

A. La recta numérica: Cantor y Dedekind, por separado, enunciaron que la
correspondencia de cada nimero real con los puntos de la recta era una asuncion que

no podia demostrarse y debia considerarse como un axioma...
B. La biyeccion punto-nimero.

C. Las fracciones continuas en la diferenciacion entre Q y R: Euler demostré que cada
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nimero racional se desarrolla mediante una fraccién continuas finitas, que un
numero racional se desarrolla mediante una fraccion continua infinita y que una

fraccion continua periddica es solucion de una ecuacion cuadratica.

Los imprescindibles son las representaciones, ya que permite a los estudiantes ver con diferentes
representaciones y varias de sus propiedades, otra no tan importante, pero si relevante son
conmensurabilidad ya que desde aqui se pueden mostrar la evolucién entre los diferentes conjuntos
de ndmeros.

. GB _teo
Grupo 2 Céd. JG. teo

2. ¢Cuales son las caracteristicas fundamentales de los nimeros reales que los conceptualizan?
¢ Cuales de estas son imprescindibles abordar en la ensefianza de secundaria? Explicar.

Caracteristicas de los nUmeros reales:

* Orden: Dedekind (1872) afirma que: “Sia > b,y b > c, entonces a > c. siempre que a y ¢
sean dos numeros diferentes, y que b sea mayor que uno y menor que el otro, lo
expresaremos brevemente asi: b esta situado entre los dos niumeros a y ¢” (p.37).

» Densidad: Dedekind (1872) nos dice que: “Si a =b existen infinitos de ntimeros racionales
entre a y b, esta es la propiedad topoldgica de la densidad de los nimeros racionales” (p.37)

= Continuidad numérica o completez: Dedekind (1872) enuncia que: “La llamada continuidad
numeérica o completez es la propiedad fundamental de los reales que se muestra por medio
de la construccion de Dedekind. Esta propiedad de los numeros reales permite
diferenciarlos claramente de los racionales: los nimeros racionales son densos, pero no
completos” (p.38)

= Inconmensurabilidad: Hippasus (s.f) “Dadas dos magnitudes cualesquiera A y B, son
inconmensurables si no existen dos nimeros m y n que satisfagan mA=nB , o lo que es
equivalente, dos magnitudes A y B son inconmensurables si para cualquier nimero m y n,
mA=nB" (p.19).

El orden y la continuidad numérica o completez son imprescindibles en la ensefianza de secundaria
porgue son caracteristicas fundamentales de los nimeros reales, ya que, desarrollan habilidades tales
como el proceso de razonamiento donde los estudiantes aprenden a comparar los nimeros y entender
sus relaciones de orden frente a la resolucién de problemas en conte4xyos matematicos y cotidianos.
Ademas, dicha caracteristica es esencial para la comprensién de otros objetos matematicos como por
ejemplo las desigualdades, resoluciones de ecuaciones y sistemas de ecuaciones. Por otro lado, la
continuidad numérica o completez se requieren para medir lo continto aplicando los algoritmos de
suma, resta, multiplicacion y division donde se tengan siempre resultados en los nimeros reales.

3. ¢Cudles son las representaciones propias de los numeros reales? ¢Cuéles de estas son
imprescindibles abordar en la ensefianza de secundaria? Explicar.

Representaciones propias de los nimeros reales:
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= Representaciones simbodlicas:

v Notacion decimal: Rico y Romero (1999) “es un sistema integrador en el dominio de las
representaciones simbolicas, puesto que toda notacion decimal (finita, periédica o no
periodica) representa un numero real y, reciprocamente, cada numero real puede ser

expresado mediante una notacion decimal” (p.124).

v Notaciones operatorias habituales: Rico y Romero (1999) “(fracciones, raices cuadradas,
etc.), que constituyen un complemento y un apoyo importante para el sistema de notacion
decimal” (p.124)

= Representaciones gréficas:
v" Modelo de la recta:

Rico y Romero (1999) “es un sistema integrador en el dominio de los sistemas de
representacion grafica puesto que la correspondencia entre los puntos de la recta y los
nameros reales, realizada a través de la medida de longitudes, se conceptualiza como una

biyeccion” (p.124).
= QOtras representaciones usadas:

v" Mora y Torres (2004) “En el caso de Dedekind, cortaduras representadas con letras griegas o

como pares de conjuntos y éstos mediante letras del abecedario” (p.119)
v Moray Torres (2004) “Para Cantor, intervalos encajados” (p.119).

La notacion decimal y el modelo de la recta son imprescindibles en la ensefianza de secundaria
porque son representaciones fundamentales de los numeros reales, ya que, los estudiantes necesitan
entender y emplear nimeros reales en dicha notacion porque cada nimero real esta asociado con un
decimal infinito, y viceversa, cada decimal infinito representa un ndmero real. Por otra parte, el
modelo de recta numérica es una herramienta visual que ayuda a los estudiantes a comprender la
relacion entre los nimeros reales, contribuyendo al desarrollo de la intuicion matemaética para
reconocer su concepto.

AM _teo
Grupo 3 Cad. VZ_teo
LB teo

Romero (1999)
Caracteristicas fundamentales de los nimeros reales:
Continuidad: Los nimeros reales forman una linea continua e infinita, sin huecos ni interrupciones.

Esta propiedad es fundamental ya que implica que entre dos nimeros reales siempre hay infinitos
otros numeros reales. La comprension de esta continuidad es esencial para entender la naturaleza
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infinita y sin interrupciones de la recta numérica real.

Densidad: Entre dos nimeros reales siempre se puede encontrar otro nimero real. Esta densidad
implica que no existen distancias "vacias" en la recta numérica. Esta caracteristica es crucial para
comprender la relacién infinita y ordenada de los nimeros reales, y es fundamental para conceptos
matematicos mas avanzados, como limites y calculo integral.

Irracionalidad: Los numeros irracionales, como la raiz cuadrada de 2, tienen decimales infinitos no
periédicos. Esta propiedad muestra la existencia de ndmeros con infinitas cifras decimales no
repetitivas y es esencial para entender la complejidad y diversidad de los nimeros reales.

Racionalidad: Los numeros racionales son aquellos que pueden expresarse como fracciones. Esto
incluye a los enteros y a los decimales que se repiten o terminan. La comprensién de los nimeros
racionales es fundamental para entender la relacion entre las fracciones y los decimales.

Importancia en la ensefianza secundaria:

En la ensefianza secundaria, es crucial abordar la continuidad y la densidad de los nimeros reales.
Estos conceptos sientan las bases para comprender la naturaleza infinita y sin huecos de la recta
numerica, lo cual es esencial para conceptos matematicos posteriores, como limites, derivadas e
integrales en célculo.

La distincidn entre nimeros irracionales y racionales amplia la comprension de los estudiantes sobre
la diversidad de los nimeros reales y cdmo pueden ser representados y utilizados en diferentes
contextos matematicos y cientificos.

Representaciones propias de los nimeros reales:

Representacion simbolica: Incluye la notacion decimal, fracciones y expresiones algebraicas que
representan nimeros reales. La comprension de la relacién entre fracciones y decimales recurrentes e
infinitos es crucial en la ensefianza secundaria.

Representacion grafica: La recta numérica relaciona cada punto en la recta con un ndmero real.
Esta representacion visual ayuda a comprender la continuidad y densidad de los nimeros reales. En
secundaria, entender como se relacionan los nimeros con puntos en la recta numérica es esencial
para comprender las relaciones de orden y magnitud entre ellos.

Importancia en la ensefianza secundaria:

Ensefiar las representaciones simbdlicas y graficas de los nimeros reales en secundaria permite a los
estudiantes comprender cdmo se pueden expresar y visualizar estos nimeros en diferentes contextos
matematicos y del mundo real. La recta numérica es una herramienta fundamental para comprender
el orden y las relaciones entre los nimeros, mientras que la representacion decimal y fraccional
profundiza la comprensién de su diversidad y complejidad.

El énfasis en diferentes representaciones amplia la comprension de los estudiantes sobre la
versatilidad de los nimeros reales y como pueden ser aplicados en diversos campos de estudio.

Montoro (2017)

Caracteristicas fundamentales de los nimeros reales que los conceptualizan y su relevancia en la
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ensefianza secundaria:

Los nimeros reales tienen caracteristicas esenciales que los definen. En la ensefianza secundaria, es
crucial abordar algunas de estas:

Continuidad y completitud: Los nimeros reales forman una linea continua sin puntos vacios. Esta
idea es esencial para comprender la recta numérica como un modelo que contiene todos los nimeros,
incluso aquellos irracionales como 7 o la raiz cuadrada de 2. Ensefar esta continuidad y completitud
ayuda a los estudiantes a entender que no hay lagunas en los nimeros reales, algo que contrasta con
los conjuntos discretos de nimeros que pueden haber aprendido previamente.

Densidad numérica: Los nimeros reales son infinitos y densos. Ensefiar esto implica mostrar la
infinitud entre dos nimeros reales cualesquiera, asi como la existencia de nimeros entre cualquier
par de nimeros reales. Es vital para comprender que siempre hay mas nimeros reales por descubrir,
incluso entre aquellos que ya conocemos.

Representacion grafica: La representacién en la recta numérica es crucial. La habilidad para ubicar
diferentes tipos de numeros reales en la recta, desde enteros hasta irracionales, fracciones y
decimales, ayuda a visualizar su posicion relativa y entender la relacidn entre estos nimeros.

En la ensefianza secundaria: Estos conceptos fundamentales deben presentarse de manera gradual y
comprensible para que los estudiantes puedan asimilarlos. La idea de continuidad y completitud
puede introducirse mostrando que entre cualquier par de nimeros hay otros, mientras que la densidad
numérica se puede ilustrar con ejemplos de nUmeros que se aproximan cada vez mas a otros.

Representaciones propias de los nimeros reales y su importancia en la ensefianza secundaria:

Representacion en la recta numérica: Es crucial para comprender la relacion entre los nimeros
reales y su ubicacién en una linea continua. Ensefiar cbmo ubicar diferentes tipos de nimeros en la
recta (enteros, fracciones, irracionales) ayuda a visualizar su relacion y a entender su continuidad.

Diferenciacion entre densidad y completitud: Esta distincion es importante para que los
estudiantes entiendan que, aunque la recta numérica estd densamente poblada, no hay huecos o
lagunas entre los numeros. Esto implica mostrar que, a pesar de su densidad, la recta es completa y
no deja espacios sin nimeros.

Concepcion de la naturaleza de la recta numérica: Comprender que la recta numérica es una
representacion visual de los nimeros reales y su continuidad es esencial. Los estudiantes deben
entender como la recta modela la infinitud, la densidad y la continuidad de los nimeros reales.

MORA Y TORRES (2004)
Caracteristicas fundamentales de los nUmeros reales y su importancia en la ensefianza:

Magnitud inconmensurable: Aparece con la medida de longitudes inconmensurables por
representaciones geométricas. Permite entender que no todos los ndmeros pueden expresarse en
fracciones, es decir que abre paso a los irracionales y al hacerlo geométricamente como se preciséd
con los pitagoricos con la raiz cuadrada de 2.

Completitud: La continuidad de la recta permite asociar el termino de completez. Decir que ya no
existen huecos en la recta numeérica lo que puede ayudar a comprender que, entre cualquier par de
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ndmeros, existe al menos un nimero real.
Continuidad: Se interpreto a través de la continuacion geométrica de la recta. Permite explicar la
secuencia ininterrumpida de los nimeros reales por lo que se facilitaria en la escuela el cambio de los
numeros racionales a los nimeros reales.
Expresiones algebraicas y analiticas: Permite la expansién del nimero real y la facilitacién de los
nimeros reales y la formalizacion de la axiomatizacion. Permite la manipulacion de los nimeros
pensando en la resolucién de ecuaciones.
Representaciones propias de los nimeros reales y su importancia en la ensefianza secundaria:
e Sistema de representacidn simbolica que corresponde a la notacién operatoria:

1. Decimales
Las representaciones decimales son fundamentales para entender el nimero real ademas de que
permite la solucién de problemas cotidiano y que es fundamental para el desarrollo de conceptos
matematicos mas avanzados.

2. Fracciones continuas, Fraccion (unitaria, sexagesimal y comun)
la fraccion son importantes para el desarrollo de las habilidades de matematicas por que sientan las
bases para el desarrollo de un algebra mucho mas avanzadas. Ademas se encuentran en situaciones
de la vida real y ayuda con la relacién entre los nimeros racionales e irracionales.

3. Expresiones con radicales

4. Aproximaciones en series

5. Numeros trascendentes (11, e)
Son fundamentales para el uso en otras ciencias como geometria y fisica.

e Representaciones verbales y geométricas

Es crucial tanto para comprender el por qué los nimeros racionales no son suficiente y permite una
relacién geométrica en la recta numérica para el manejo de los irracionales.

RICO (2012)

Caracteristicas fundamentales de los nimeros reales que los conceptualizan y su relevancia en la
ensefianza secundaria:

Inconmensurabilidad: Dadas dos magnitudes cualesquiera A y B, son inconmensurables si no
existen dos numeros m y n que satisfagan mA=nB, lo cual tampoco proporcionaria la relacion de

alencia 4 = ™
equivalencia > = —.

No-numerabilidad: El conjunto de los nimeros reales es infinito, su cardinalidad es distinta al
conjunto de los numeros racionales. No se puede contar puesto que no se puede establecer una
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correspondencia biunivoca con los naturales.
Densidad: Si a # b existen infinitos de los nimeros reales entre a y b.

Completitud: en la recta numérica se puede establecer una correspondencia numérica con cada punto
(a cada magnitud lineal se le puede asignar una cantidad numérica).

Representaciones propias de los nimeros reales y su importancia en la ensefianza secundaria:

Representacion en la recta numérica: Es una herramienta con la cual se facilita la introduccion de
los conjuntos numéricos. Sin embargo, presenta algunas limitaciones en cuanto a representar de
manera exacta a cada elemento del conjunto numérico de los reales. En el momento de ubicar
longitudes en la recta, no se puede realizar mediante medicion directa la asignacién de los
irracionales. Por lo tanto, para el &mbito escolar, la recta numérica no debe considerarse como el
medio principal para el estudio de las propiedades de los nimeros reales.

Las fracciones continuas: Todo numero racional puede ser desarrollado en una fraccién continua
infinita, todo ndmero irracional puede ser desarrollado mediante una fraccion continua infinita, y que
una fraccién continua periddica es solucién de una ecuacion cuadratica.

Las fracciones continuas son necesarias para el ambito escolar ya que permiten representar los
numeros reales de forma precisa, ademas que su acercamiento al objeto matematico nimero real
permite hallar diferencias con el conjunto de los nimeros racionales.

a KD _teo
Grupo 4 Cad. LC teo0

Romero, I. y Rico, L. (1999). Representacion y comprension del concepto de nimero real. Una experiencia
didactica en secundaria. Revista Ema, 4(2), 117-151.
1. ¢Cudles son las caracteristicas fundamentales de los nimeros reales que los conceptualizan?
e La correspondencia entre los nimeros reales y los puntos de una recta.
e Lacompletitud que tienen los nimeros reales con los nmeros racionales e irracionales.
e Lacapacidad para representar estos nimeros de diferentes maneras y usos.
¢Cuales de estas son imprescindibles abordar en la ensefianza de secundaria? Explicar.
Se cree necesario abordar en la ensefianza de secundaria estas caracteristicas pues consideramos que
es importante que los estudiantes entiendan las diferentes representaciones de los nimeros tanto
racionales como irracionales y que todas estas representaciones conforman los nimeros reales con un
orden y una densidad en correspondencia de la recta numérica.
2. ¢Cuales son las representaciones propias de los nimeros reales?
e La representacion simbdlica tales como el sistema de notacion decimal.

e Larepresentacion gréfica en la recta numérica a través de medidas de longitudes.

¢Cuales de estas son imprescindibles abordar en la ensefianza de secundaria? Explicar.
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Se considera que ambas formas de representacion son importantes en la ensefianza de los nimeros
reales en la secundaria pues como dice el texto “Ademas, ambos sistemas de representacion tienen
un caracter complementario ya que, mientras que las representaciones simbolicas destacan aspectos
operacionales y discretos de los reales, las representaciones graficas ayudan a intuir propiedades de
continuidad y medida”.

Montoro, V. (2017, del 10 al 14 de julio). EI nimero real y la recta. Comprensiones de estudiantes secundarios
y universitarios [comunicacion breve]. VIII Congreso Iberoamericano de Educacion Matematica,
Madrid, Espafia.

1. ¢Cudles son las caracteristicas fundamentales de los nimeros reales que los conceptualizan?
e Continuidad.
e Orden.
e Densidad

Pues para Montoro la representacion de los nameros reales en la recta numérica ayuda a intuir el

orden continuo y total del conjunto de nimeros reales y la continuidad de la recta permite visualizar

la completitud de este conjunto.

¢ Cuales de estas son imprescindibles abordar en la ensefianza de secundaria? Explicar.

Se cree necesario que estas caracteristicas estén presentes en la ensefianza de secundaria pues es

importante que los estudiantes entiendan la continuidad de los ndmeros reales pues esto es

indispensable para hablar del infinito, su orden es importante para considerar los nimeros reales

como una estructura, que conozcan su densidad también es importante para hablar de infinito y

considerar siempre que entre dos nimeros reales hay otro nimero real.

2. ¢Cuales son las representaciones propias de los nimeros reales?
e Representacion de los nimeros reales en la recta numérica con escala decimal.
e Larecta numérica como representacién de los nimeros reales

¢ Cuéles de estas son imprescindibles abordar en la ensefianza de secundaria? Explicar.

Se considera que ambas representaciones son indispensables en la ensefianza de los nimeros reales
en la secundaria pues es importante que se entienda la biyeccion entre los nimeros reales y la recta.

Mora, L. C. y Torres, J. A. (2004). Concepciones de estudiantes de licenciatura en matematicas
sobre nimeros reales. Secciones 3.2. y 3.3. [Trabajo de maestria, Universidad Pedag6gica Nacional].
Funes.

1. ¢Cudles son las caracteristicas fundamentales de los nimeros reales que los conceptualizan?

La continuidad de la recta como modelo para expresar la completez de los nimeros reales.

Herramienta en diversos desarrollos analiticos en el desarrollo del calculo.

Magnitud geométrica.
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¢Cudles de estas son imprescindibles abordar en la ensefianza de secundaria? Explicar.
Se cree que es imprescindible abordar los nimeros reales con una continuidad en la recta numeérica,
pues esto acercaria a los estudiantes a comprender el infinito, quizds no se abordaria como una
herramienta simplemente para desarrollos analiticos del célculo, esto porque los nimeros reales son
una estructura que tiene su estudio propio. No se cree que sea indispensable que sea una magnitud
geomeétrica, pues esta caracteristica la cumplen los nimeros racionales e irracionales por si solos.
2. ¢Cuales son las representaciones propias de los nimeros reales?
e Representaciones del tipo simbolico:
- Expresiones en forma de fraccion (unitaria, sexagesimal, continua y comun).
- Expresiones con radicales.
- Notacion decimal
- Series.
- Sucesiones.
-Caracteres especiales para nominar algunos nimeros.
e Representaciones verbales.
e Representaciones geométricas.
¢Cudles de estas son imprescindibles abordar en la ensefianza de secundaria? Explicar.
Se considera que todas estas representaciones son indispensables en la ensefianza de los ndmeros
reales en secundaria porque con estas distintas representaciones se les daria a los estudiantes una
vision mas amplia de lo que son los nimeros enteros.
Rico, J. (2012). Algunas diferencias entre reales y racionales: un aporte a la comprension del concepto de
ntmero real en la escolaridad. Capitulo 1. [Trabajo de pregrado, Universidad del Valle]. Funes.
¢Cuales son las caracteristicas fundamentales de los nimeros reales que los conceptualizan? ;Cuales
de estas son imprescindibles abordar en la ensefianza de secundaria? Explicar.

e Lainconmensurabilidad condujo a la creacion de los nimeros reales.

e La inconmensurabilidad da paso a un proceso infinito y de imposible corroboracién,
de esta manera se da paso a la irracionalidad o la “no razon”.

e La necesidad de medir magnitudes ha dado origen a los numeros racionales e
irracionales.

e Los racionales no son suficientes para medir, ya que medir consiste en asignar a cada
magnitud una cantidad numérica y existen magnitudes a las que no se les puede
asignar una cantidad racional.
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e Cantor probo que los nimeros racionales son numerables y los nimeros reales son no
numerables.

e Dedekind que el conjunto de los numeros reales es continuo.
e La continuidad numérica o completez es la propiedad fundamental de los reales.
Creo que en la ensefianza de secundaria es imprescindible abordar caracteristicas como la necesidad
de medir magnitudes y la imposibilidad de esta accion si no se introducen nimeros irracionales,
ademas creo gque es muy importante abordar la propiedad de la completez.
Rico, J. (2012). Algunas diferencias entre reales y racionales: un aporte a la comprension del concepto de
ntmero real en la escolaridad. Capitulo 2. [Trabajo de pregrado, Universidad del Valle]. Funes.
¢ Cuales son las representaciones propias de los nimeros reales? ;Cudles de estas son imprescindibles
abordar en la ensefianza de secundaria? Explicar.
e Simbolicas
v’ Escritura decimal
v’ Escritura decimal exacta
v’ Escritura decimal periddica pura
v’ Escritura decimal no periédica
v’ Escritura fraccionara
e Numeracion de posicion
e Escritura especial
e En larecta numérica
Me parece imprescindible el abordaje de los reales en su representacion en la recta numérica, ya que
esta permite ir incorporando poco a poco los conjuntos numéricos, para al final situar los nimeros

reales y dejarla “sin huecos”. Ademas, me parecen importantes las representaciones simbolicas ya
que dicho abordaje permite relacionar a los nimeros reales con otros conjuntos humericos.

Grupo 5 | Cod. | DD teo

Pregunta Texto

1. Romero, I. y Rico, L. (1999). Representacion y
comprension del concepto de ndmero real. Una

¢Cudles son las caracteristicas experiencia didactica en secundaria.
fundamentales de los numeros
reales que los conceptualizan? 1. Los sistemas de representacion simbolica y gréfica:

e El sistema de notacién decimal.
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e El modelo de la recta numérica.

2. Las relaciones y correspondencias entre los elementos
de los distintos sistemas de representacion (decimal,
gréafico, notaciones operatorias etc.)

3. Las actividades de formacion, transformacion,
traduccion 'y coordinacién de  representaciones
asociadas a estos sistemas.

4. La capacidad de los nimeros reales para representar
tanto racionales como irracionales.

5. La completitud.

2. Montoro, V. (2017, del 10 al 14 de julio). EI namero
real y la recta. Comprensiones de estudiantes
secundarios y universitarios [comunicacion breve]. VIII
Congreso Iberoamericano de Educacion Matematica

Completitud: Los nameros reales incluyen a los ndmeros
racionales (fracciones) e irracionales. El conjunto de los
nameros reales se considera "completo” en el sentido que no
hay nimeros que le "falten".

Continuidad: La recta numérica representa de manera continua
a los nimeros reales, sin "agujeros™ o interrupciones.

Densidad: Entre cualquier par de numeros reales existe otro
namero real. Esto implica que hay infinitos numeros en
cualquier intervalo.

Cardinalidad: A pesar de que los nimeros reales son infinitos,
su cantidad es mayor a la de los nimeros naturales. Es decir, el
infinito no es Unico.

3. Mora, L. C. y Torres, J. A. (2004). Concepciones de
estudiantes de licenciatura en matematicas sobre
ndmeros reales.

Continuidad: Los numeros reales forman un conjunto con la
propiedad de ser continuo, es decir, entre dos numeros reales
cualesquiera siempre existen otro nimero real. Esta propiedad
refleja la continuidad de la recta numérica.

Orden: Existe una relaciéon de orden entre los nimeros reales.
Dados dos numeros reales, uno es menor, mayor o igual que el
otro.

Densidad: El conjunto de los numeros reales es denso, significa
gue entre dos nimeros reales distintos siempre hay otro nimero
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real. No existen "huecos" entre los nimeros reales.

Completitud: Contiene a los numeros racionales y también a
todos los irracionales.

Propiedades algebraicas: Cierre bajo las operaciones de adicion,
sustraccion, multiplicacién y division.

Estructura de cuerpo ordenado completo: Forman un cuerpo con
las operaciones aritméticas, cumplen los axiomas de orden y
ademas son completos respecto a las propiedades anteriores.

4. Rico, J. (2012). Algunas diferencias entre reales y
racionales: un aporte a la comprension del concepto de
ntmero real en la escolaridad.

Completitud: Los nimeros reales no dejan "huecos" en la recta
numérica. Entre dos nimeros reales siempre existe otro nimero
real.

No numerabilidad: EI conjunto de los nimeros reales posee una
cardinalidad mayor a la de los nimeros naturales. No se puede
establecer una correspondencia biunivoca entre los naturales y
los reales.

Densidad: Entre dos numeros reales cualesquiera, siempre
existe otro nimero real. Al igual que los racionales, los reales
son densos, pero a diferencia de aquellos también son
completos.

Estructura de cuerpo ordenado completo: Los nimeros reales
conforman un cuerpo con las operaciones algebraicas usuales de
adicion, multiplicacion, division. Ademas, tienen definida una
relacion de orden total que permite siempre comparar y ordenar
dos nimeros reales.

Propiedades topoldgicas: Derivadas de la completitud y el
orden, como la propiedad de los supremos (todo subconjunto no
vacio acotado superiormente posee supremo), la propiedad de la
biseccién (todo intervalo contiene un punto que lo divide en dos
subintervalos de igual longitud) y la propiedad del maximo
(toda funcidn continta definida en un intervalo cerrado alcanza
valores maximo y minimo).

Pregunta

Texto

¢Cuales de estas son
imprescindibles abordar en la
ensefianza de secundaria?

1. Romero, I. y Rico, L. (1999). Representacion y
comprension del concepto de numero real. Una
experiencia didactica en secundaria.
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Consideramos que los sistemas decimal y gréafico son
herramientas importantes. Ayudan a entender la notacion
decimal infinita y como representar nimeros en fracciones y en
la recta numérica. Es crucial diferenciar nimeros racionales e
irracionales usando estas representaciones. Practicar traducir
entre ellas refuerza la idea de que distintas formas pueden
representar el mismo nimero real

2. Montoro, V. (2017, del 10 al 14 de julio). El numero
real y la recta. Comprensiones de estudiantes
secundarios y universitarios [comunicacion breve]. VIII
Congreso Iberoamericano de Educacion Matematica

Se deberian tratar:

La densidad es una nocion intuitiva cercana, que puede
trabajarse identificando ndmeros entre otros dados, o viendo
gue siempre se pueden encontrar decimales entre dos nimeros.

La completitud, si bien es méas abstracta, da el marco global de
gue no faltan nameros reales en la recta numérica. Permite
diferenciar que los racionales "no alcanzan™ para llenar la recta,
introduciendo sutilmente la existencia de irracionales.

En cambio, las nociones de continuidad y cardinalidad son muy
abstractas para el nivel secundario o eso considero.

3. Mora, L. C. y Torres, J. A. (2004). Concepciones de
estudiantes de licenciatura en matematicas sobre
ndmeros reales.

Orden: Es fundamental que los estudiantes puedan ordenar
nameros reales, compararlos y representarlos sobre la recta
numeérica. Esto es basico y fundamental para el aprendizaje de
desigualdades, intervalos, valor absoluto, etc.

Densidad: La idea de que entre dos nlimeros reales siempre hay
otro es importante para construir la nocién de continuidad. Se
puede intuir con ejemplos entre enteros, racionales e
irracionales.

Completitud: Explicar que los reales incluyen a los racionales
(fraccionarios) y también a los irracionales da una visién mas
completa del sistema numérico.

Operaciones y propiedades algebraicas: Las operaciones con
nimeros reales y sus propiedades (conmutativa, asociativa,
distributiva, etc.) son indispensables para algebra y célculos.

4. Rico, J. (2012). Algunas diferencias entre reales y
racionales: un aporte a la comprension del concepto de
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numero real en la escolaridad.

Esta nocion (completitud) subraya la continuidad de los
nameros y su distribucién en la recta y se introduce la idea de
no numerabilidad para mostrar que la cantidad de ndmeros
reales supera a la de los nimeros naturales, ofreciendo una
primera vision de la infinitud de los ndmeros reales en
comparacion con los naturales.

Destacariamos también la estructura de cuerpo ordenado
completo de los nimeros reales, destacando su capacidad para
formar un cuerpo con operaciones como suma, multiplicacion y
division. Ademas, se enfatiza la existencia de una relacion de
orden total entre ellos, permitiendo comparar y operar con estos
nameros en diversos contextos matematicos.

Grupo 6 | Cod. | MB_teo

Romero, I. y Rico, L. (1999). Representacion y comprension del concepto de nimero real. Una experiencia
didactica en secundaria. Revista Ema, 4(2), 117-151.
1. ¢Cudles son las caracteristicas fundamentales de los nimeros reales que los conceptualizan?
¢Cuéles de estas son imprescindibles abordar en la ensefianza de secundaria? Explicar.

e Se presentan la completitud que se tiene al tener el sistema numérico de los
racionales e irracionales.

e Se presenta la capacidad de representarse (nimeros racionales e irracionales) de
diferente manera dependiendo de su uso. Lo que funciona para explicar la relacion
entre diferentes representaciones (por ejemplo, fraccion y decimal).

e La continuidad de los nimeros al representarse como una recta.

En este texto mencionan una caracteristica que se me hace esencial abordar en la ensefianza, la
relacion entre diferentes representaciones de un mismo objeto matematico, en este caso de un
namero. Lo que permite que el estudiante conecte ideas y que estas representaciones no queden
aisladas, sino que le dé un sentido a su representacién con respecto a su uso y practicidad.

2. ¢Cudéles son las representaciones propias de los nimeros reales? ;Cuéles de estas son
imprescindibles abordar en la ensefianza de secundaria? Explicar.

e Durante el texto nos menciona el tipo de representacién simbélica que denotan como la notacion
decimal (también incluye fracciones, raices y expresiones algebraicas)

e Durante el texto nos menciona el tipo de representacion grafica que notan como la denotan como
el uso de la recta numérica (Estable una relacion uno a uno entre cada punto y numero del sistema
a través de longitudes de la recta).

Me parece importante abordar las dos representaciones durante la ensefianza en la secundaria ya que nos dan
relaciones entre representaciones (simbdlica) y permiten una mayor comprension del objeto
matematico al presentarse de otra manera (Grafica). Su uso es complementario para entender el objeto
matematico con mayor facilidad.

Montoro, V. (2017, del 10 al 14 de julio). EI nimero real y la recta. Comprensiones de estudiantes secundarios
y universitarios [comunicacion breve]. VIII Congreso Iberoamericano de Educacion Matematica,

Madrid, Espafa. http://funes.uniandes.edu.co/18444/

1. ¢Cuéles son las caracteristicas fundamentales de los nimeros reales que los conceptualizan?
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¢Cudles de estas son imprescindibles abordar en la ensefianza de secundaria? Explicar.

e En el texto nos menciona el termino completitud y continuidad al trabajar las tareas
con rectas se refiere al que en esta no falten elementos, es decir no es a trozos la recta
sino continua por lo tanto los reales cumplen estas caracteristicas.

e Durante la tarea 3 diferentes estudiantes nos hablan de que siempre entre dos
nameros habrd un nimero de elementos (algunos estudiantes dicen que son nimeros
finitos otros afirman que son infinitos), lo que se le atribuye la caracteristica de la
densidad.

En general son imprescindibles tareas que contribuyan a la identificacion de estas dos caracteristicas
en el sistema numérico, ya que son elementos que los puedes diferenciar de los anteriores, y que
contindan con la linea de lo que se ha aprendido con los anteriores sistemas numéricos.

2. ¢Cuales son las representaciones propias de los numeros reales? ¢Cuéles de estas son
imprescindibles abordar en la ensefianza de secundaria? Explicar.

e Como primer momento es importante usar la representacion decimal de los nimeros
para encontrar un flujo l6gico al conectarlo con los numeros racionales e
irracionales, lo que permite al estudiante identificar los nimeros reales al ya
reconocerlos con anterioridad.

e Es importante conectar con otras representaciones de los nimeros, es decir fracciones
raices, etc. Lo que permite entender al estudiante que pertenecen al mismo sistema
numeérico y lograr su completitud.

e En las tareas que se proponen es muy usada la recta numérica, en la cual es realmente
intuitiva para ver las caracteristicas nombradas anteriormente. También es un elemento que
ya es conocido por el estudiante lo que permite que se pueda familiarizar mas con el objeto
matematico.

Mora, L. C. y Torres, J. A. (2004). Concepciones de estudiantes de licenciatura en matematicas sobre ndmeros
reales. Secciones 3.2. y 3.3.[Trabajo de maestria, Universidad Pedagogica Nacional]. Funes.
http://funes.uniandes.edu.co/11142/ .

1. ¢Cudles son las caracteristicas fundamentales de los nimeros reales que los conceptualizan?
¢ Cuéles de estas son imprescindibles abordar en la ensefianza de secundaria? Explicar.

e En el texto nos mencionan que para Cantor y Dedekind la recta era un modelo
adecuado para representar tanto la continuidad y a su vez la completitud de los
nameros reales. La cual permitia diferenciarlos de los demas sistemas numéricos.

e Al tratarse de la representacion de la recta también nos habla sobre la densidad de los
ndmeros reales, al tratarse de una recta continua no existiran vacios entre esta.

e Dedekind afirma que en los nimeros reales esta la tricotomia que proporciona un
orden al sistema numérico.

En este caso se introduce el orden que no me parece tan imprescindible a la hora de crear tareas con
relacién a este, ya que es un concepto que se ha manejado con los sistemas numéricos anteriores por
lo que puede transcender a este con facilidad, lo que se deberia tener en cuenta es su completitud que
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puede cambiar términos de este.

2. ¢Cudles son las representaciones propias de los numeros reales? ¢Cuéles de estas son
imprescindibles abordar en la ensefianza de secundaria? Explicar.

e Durante los siglos VI a.C hasta XIX se mantuvo la representacién geométrica que
mantenia diferentes problematicas por los matematicos que la usaban en la época.

e Se presentan representaciones de tipo simbdlico como las expresiones en forma de
fraccion y radicales.

e Los nimeros reales varian segln la teoria, como para Dedekind son cortaduras,
Cauchiy sucesiones, Cantor intervalos, etc. Pero todas simbolicas.

Se abordaria la representacion geométrica para mostrarle al estudiante una parte de historia de donde surge el
objeto matematico y para tener otra vision de este, pero en general no se tomaria en cuenta las de los
autores por el nivel de dificultad y el interés de los estudiantes.

Rico, J. (2012). Algunas diferencias entre reales y racionales: un aporte a la comprension del concepto de
ntmero real en la escolaridad. Capitulo 1y 2. [Trabajo de pregrado, Universidad del Valle]. Funes.
http://funes.uniandes.edu.co/10758/.

1. ¢Cuéles son las caracteristicas fundamentales de los nimeros reales que los conceptualizan?
¢ Cuéles de estas son imprescindibles abordar en la ensefianza de secundaria? Explicar.

e En el texto nos menciona el termino completitud y continuidad (En este texto
mencionan que Dedekind lo demuestra) al trabajar las tareas con rectas se refiere al
gue en esta no falten elementos, es decir no es a trozos la recta sino continua por lo
tanto los reales cumplen estas caracteristicas.

e Se presenta la no numeralidad donde Cantor demuestra que su cardinalidad es
distinta a los nimeros racionales y tampoco se puede establecer una relacién de
conteo con los nimeros naturales.

e Nos establece la relacion de que entre dos numeros reales siempre habra otros
nameros reales, que era algo que aln no se podia establecer entre los otros sistemas
numericos. Se le denomina la densidad.

La no numeralidad me parece una caracteristica importante sobre el sistema de los nimeros reales,
pero no sabria la forma de ensefiarlo en secundaria da tal forma que se mas comprensible y llena de
significado para los estudiantes, por lo que no sabria si es acertado ensefiarlo o no durante la
secundaria.

2. ¢Cudles son las representaciones propias de los nimeros reales? ;Cuales de estas son
imprescindibles abordar en la ensefianza de secundaria? Explicar.

e Se presentan representaciones de tipo simbodlico como las expresiones en forma
decimal (periddica y no periédica) como fraccion y radicales.

e La recta numérica, en la cual es realmente intuitiva para ver las caracteristicas nombradas
anteriormente. También es un elemento que ya es conocido por el estudiante lo que permite
que se pueda familiarizar mas con el objeto matemaético. En este caso ya introduce intervalos.

Las dos representaciones van en concordancia y al tiempo para entender el objeto matematico, en
este caso mencionan intervalos que va a facilitar el proceso de aproximacién lo que puede llegar a
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entender de mejor manera la recta numérica y sus divisiones.

ANEXO H - HERRAMIENTA ANALITICA 1

Este anexo se encuentra en los documentos nombrados como los codigos de cada estudiante en la carpeta
nombrada como Anexo H — Depuracion.

ANEXO I - HERRAMIENTA ANALITICA 2 Y 3

Este anexo se encuentra en el documento Anexo | - Herramienta para analisis.xIsx, el cual cuenta con una

hoja de célculo para cada estudiante (nombrado con el cédigo dado) y una hoja nombrada Herramienta, en
donde se podré encontrar la Herramienta 3.
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