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2. Descripcion

Trabajo de grado de tipo exploratorio que busca mostrar la contribucion conceptual generada por
el uso del software matematico Matlab como herramienta de apoyo y mediador en el proceso de
comprension y aprendizaje de sistemas lineales invariantes en el tiempo (LTI). En este sentido, la
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utilizacion de herramientas computacionales en la ensefianza de las matematicas es una alternativa
que permiten dinamizar los procesos de aprendizaje. La interaccion del estudiante con el software
ofrece un sinfin de posibilidades que enriquecen su actividad cognitiva. Estos recursos explotados
por el maestro y el estudiante como estrategia educativa, favorecen la construccién de
conocimiento y la reflexion constante sobre la forma en que se aprende y se piensa.

En consecuencia, se disefian laboratorios virtuales como instrumento de analisis, abarcando
ejercicios de sistemas lineales con unos propdsitos de aprendizaje previamente establecidos. En el
proceso de elaboracion, cabe resaltar que se generd un aprendizaje significativo y una fase
metacognitiva por parte de los autores, ya que en todo el trascurso del trabajo se aprendieron
conceptos nuevos y se reforzaron conocimientos previos en el campo de la matematica y la
electrénica, modificando constantemente sus estructuras conceptuales.
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4, Contenidos

El disefio de las actividades relacionadas con los sistemas LTI se fundamenta en la indagacion de
las tematicas a trabajar, la estructuracion y secuenciacion de distintos ejercicios que son
presentados en forma de laboratorio virtual como instrumento para el anlisis de tipo analitico,
gréfico y simbolico. El nivel de comprension que se examinara en los estudiantes parte de los
criterios que expone Ronald Barnett (2001) en su libro “Los limites de la competencia”, en
relacién con las respuestas y conclusiones de cada ejercicio, atendiendo a sus pre saberes y
combinandolos con el nuevo conocimiento derivado de las experiencias que le puede generar el
uso del software matematico.

Objetivos de la investigacion:

e Profundizar conceptos articuladores de los Sistemas LTI para la formulacion de estrategias
con contenido grafico y computacional que propicien la comprension de dichos sistemas.

e Desarrollar actividades introductorias al concepto de linealidad y al abordaje: dominio del
tiempo y de la frecuencia, en ecuaciones diferenciales ordinarias invariantes en el tiempo.

e Analizar las estrategias propuestas desde perspectivas de metacognicion y de comprension.

A continuacion se enuncian otros capitulos del texto que podrian presentar interés al lector:

e Marco teorico: en él se describen bases tedricas acerca de: sistemas LTI, metacognicion,
criterios de comprension de Barnett y el software matematico utilizado.

e Desarrollo de los laboratorios: se mencionan los propositos de aprendizaje y el proceso en
general llevado a cabo para la elaboracién de los laboratorios.
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5. Metodologia

Esta investigacion se inscribe en un enfoque exploratorio, debido a que brinda una vision general,
de tipo aproximativo respecto al aporte de las herramientas computacionales para comprender
aspectos matematicos, ademas, identifica relaciones potenciales entre las representaciones
utilizadas explotando las caracteristicas mas importantes de cada una. Dentro de la investigacion
hubo una fase experimental con una poblacion especifica, necesaria para poder abarcar los
laboratorios virtuales y su analisis respectivamente.

El tipo de poblacion y muestra del presente trabajo de investigacion fue desarrollado en la
Universidad Pedagogica Nacional, con estudiantes de la asignatura de Matematicas 11 de la
licenciatura en Electrénica en el primer periodo del afio 2017. El andlisis poblacional se les realizo
a catorce estudiantes. Donde el 72% de los estudiantes estaban cursando la asignatura por primera
vez, el 14% de los estudiantes la veian por segunda vez y el 14% restante la cursaban por tercera
vez.

Los Instrumentos utilizados en la investigacion para el analisis de recoleccién de datos, los
instrumentos que se utilizaron fueron: Laboratorio virtual disefiado por los autores, cuestionario de
percepcion del trabajo, entrevista a unos estudiantes. Para la implementacién y desarrollo del
trabajo fueron necesarias algunas sesiones de familiarizacién con el software.

En el documento también se fundamenta las sesiones de trabajo que fueron pertinentes en la
familiarizacion con el software matematico Matlab, y los parametros que se tuvieron en cuenta
para el andlisis de los resultados del material recibido por parte de los estudiantes, teniendo como
base los criterios de comprension que expone Barnett y el proceso metacognitivo generado en los
autores.

6. Conclusiones

A partir de la exploracion generada en esta investigacion, se puede concluir lo siguiente:
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La habilidad para formular preguntas es un componente fundamental en el adecuado proceso de
aprender a aprender. En este sentido, la reflexion metacognitiva generada en los autores, toma
importancia en la medida en que constantemente se vieron enfrentados a distintas experiencias que
les fueron novedosas, pasando por un proceso de interpretacion, organizacion y evaluacion que
condujo a un cambio en sus estructuras conceptuales para dar solucion a situaciones especificas.
Este proceso se evidencid especificamente en la construccion y elaboracién de los laboratorios
virtuales.

El uso del software matematico Matlab como instrumento de apoyo en el proceso de ensefianza-
aprendizaje, fue una alternativa que permitié afianzar y profundizar conceptos matematicos
referentes a los sistemas LTI, las ventajas que este ofrecia como la respuesta rapida en ejecucion y
alta precision de calculos extendidos, asi como la posibilidad de variar pardmetros en repetidas
ocasiones, facilitaron la comprensién de comportamientos graficos y validaron respuestas
generadas inductivamente.

Respecto a las relaciones existentes, el horizonte brindado por las distintas representaciones para
modelar un sistema fisico y los abordajes en el dominio y el tiempo proporcionan un campo fértil
para desarrollar ejercicios especificos que promuevan los distintos aspectos de la comprension
analizados.

El analisis de los resultados se realiz6 teniendo en cuenta los diferentes criterios de comprension
que expone Barnett. Aunque los ejercicios propuestos tenian la posibilidad de ser explorados
empleando cada uno de los criterios, fue necesaria una clasificacion de las respuestas que ayudo a
los autores a determinar en qué instancia los estudiantes habian sido abarcativos, profundos,
criticos, sindpticos. Estas respuestas también permitieron afirmar que la interaccion con el
software matematico Matlab contribuy6 al proceso de aprendizaje y a la comprensién de sistemas
LTI desde las cuatro representaciones de trabajo.

En la indagacion y consulta sobre sistemas LTI, asi como de las cuatro representaciones: tiempo,
frecuencia, entrada salida (I/O) y espacio de estados, fue necesario delimitar los temas que se iban
a trabajar, puesto que el marco conceptual que cada uno tiene es muy amplio. De esta forma se
pudo hacer una descripcion general de la parte matematica, pertinente para el disefio y elaboracion
de cada uno de los ejercicios del laboratorio virtual.
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Capitulo I: Introduccién

1.1 Introduccién

El presente trabajo exploratorio muestra la contribucion conceptual generada por el uso del
software matematico Matlab como herramienta de apoyo y mediador en el proceso de
comprension y aprendizaje de sistemas lineales invariantes en el tiempo (LTI). Las herramientas
computacionales en la ensefianza de las matematicas son una alternativa que permiten dinamizar
los procesos de aprendizaje. La interaccion del estudiante con el software ofrece un sinfin de
posibilidades que enriquecen su actividad cognitiva. Estos recursos explotados por el maestro y
el estudiante como estrategia educativa, favorecen la construccion de conocimiento y la reflexion

constante sobre la forma en que se aprende y se piensa.

El disefio de las actividades relacionadas con los sistemas LTI se fundamenta en la
indagacion de las temaéticas a trabajar, la estructuracién y secuenciacién de distintos ejercicios
que son presentados en forma de laboratorio virtual como instrumento para el analisis de tipo
analitico, grafico y simbdlico. El nivel de comprensidn gue se examinara en los estudiantes parte
de los criterios que expone Ronald Barnett (2001) en su libro “Los limites de la competencia”, en
relacidn con las respuestas y conclusiones de cada ejercicio, atendiendo a sus pre saberes y
combinandolos con el nuevo conocimiento derivado de las experiencias que le puede generar el

uso del software matematico.



1.2 Planteamiento del problema

Uno de los problemas percibidos en espacios academicos referentes a matematicas, es la
dificultad que presentan algunos estudiantes de la licenciatura en Electronica para la resolucion
de ejercicios de indole analitico y grafico como también el poder establecer relaciones entre las
distintas formas de esquematizarlos. Aunque la fundamentacion teérica expuesta en algunas
asignaturas desarrolla ciertas habilidades de pensamiento, es pertinente profundizar el
componente experimental. Segin Dormido (2004) existe un gran nimero de estudios de
psicologia cognitiva que demuestran que las personas adquieren mejor conocimiento

experimentando y reflexionando sobre las consecuencias de sus acciones.

La vision de los autores como maestros en formacién es que todo proceso en educacion
siempre puede ser mejorado, y una de las posibilidades es haciendo uso de software matematicos
como herramienta de apoyo para resolver problemas en el aula, acompafiado de un enfoque

pedagdgico que oriente el proceso de ensefianza-aprendizaje.

A partir de lo anterior podemos preguntar:
¢Como la utilizacion de un software matematico contribuye conceptualmente a la comprension

de sistemas LTI?



1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo General:

e Explorar la contribucién de una herramienta computacional para la comprension de
Sistemas LTI en el horizonte brindado por los dominios del tiempo y de la frecuencia y

las diversas representaciones de estos sistemas.

1.3.2 Objetivos especificos:

e Profundizar conceptos articuladores de los Sistemas LTI para la formulacién de
estrategias con contenido grafico y computacional que propicien la comprension de
dichos sistemas.

e Desarrollar actividades introductorias al concepto de linealidad y al abordaje: dominio
del tiempo y de la frecuencia, en ecuaciones diferenciales ordinarias invariantes en el
tiempo.

e Analizar las estrategias propuestas desde perspectivas de metacognicion y de

comprension.



1.4 Justificacién

La comprensién de conceptos matematicos requiere el dominio de un lenguaje formal por
parte del estudiante, y aunque este tenga un marco referencial, no deja de estar regido por
métodos que en muchos casos son tediosos. La ensefianza en educacion matematica en algunas
ocasiones se basa en la consolidacion de una serie de reglas aplicables a ejercicios rutinarios y
sin conexion interdisciplinar. Segun Marti (2006) esta separacion entre la aplicacion de
procedimientos particulares en situaciones especificas y la comprensién de su significado puede
Ilevar a ser nefasto para la formacion matematica, debido a que los estudiantes se acostumbran a
pensar que en matematicas no es necesario comprender, pero si saber el procedimiento adecuado

para resolver un ejercicio.

En una actitud estratégica orientada a la obtencion de resultados para los esquemas de
evaluacion, es frecuente que en la practica escolar se adopten actitudes frente al aprendizaje en
los que prevalecen la adquisicion de competencias procedimentales soportadas en memoria de
corto plazo. Esto no necesariamente se traduce en posibilidad de evidenciar conocimientos

significativos y decantados cuando el tiempo y contexto propio del examen han desaparecido.

Para los autores esta es una situacion que puede verse reflejada en varias de las asignaturas de
la Licenciatura en Electronica, el estudiante en diferentes ocasiones aprende a transcribir
formulas en un papel y a memorizar un procedimiento, esto no quiere decir que este mal, pues la
memoria hace parte de los procesos mentales referentes a la cognicion y al funcionamiento
intelectual de la mente humana®, el problema es cuando no se genera una comprension que lleve

a una reflexion del asusto. Es por esta razdn que se pretende realizar una exploracion de los

! La memoria y la percepcién juegan un importante rol entre los procesos cognitivos béasicos de la mente humana.



aportes conceptuales sobre sistemas LTI cuando se interactta con herramientas computacionales.
En este marco, inicialmente se habia pensado en la estructuracion de pruebas objetivas tipo Test
presentadas en una plataforma, donde se ilustrarian preguntas tanto analiticas como graficas de
las cuatro representaciones a trabajar, pero se descartd porque en la implementacién no se
cumplia el objetivo general, asimismo, aunque el estudiante tiene una interaccion con el
instrumento, esta es minima y la comprension que se busca analizar no se podria determinar
facilmente.

En consecuencia, se disefian laboratorios virtuales que abarcan ejercicios de sistemas lineales
con unos propasitos de aprendizaje previamente establecidos. En este proceso de elaboracion,
cabe resaltar que se generd un aprendizaje significativo y una fase metacognitiva por parte de los
autores, ya que en todo el trascurso del trabajo se aprendieron conceptos nuevos y se reforzaron
conocimientos previos en el campo de la matematica y la electronica, modificando
constantemente sus estructuras conceptuales.

El uso de laboratorios virtuales se presenta como una alternativa a las problematicas que se
encuentran al momento de desarrollar actividades de experimentacién, sumado a las ventajas que

se obtienen al usar Matlab, permiten obtener los siguientes beneficios:

e Respuesta rapida en ejecucion y precision;

e Amplio soporte matematico para el uso de célculos extendidos;

e Repetir ejercicios o explorar variaciones segun las preguntas abiertas que surjan en un
analisis particular.

e Desarrollo de habilidades en uso de la computadora.



Para el abordaje de los ejercicios los autores consideraron pertinente utilizar una plataforma
que fuese de carécter universal, de amplio conocimiento, como es el software matematico Matlab
(debido a que este software no es de libre acceso, se utilizo la licencia que tiene la Universidad

Pedagogica Nacional).

Ademas, el manejo de herramientas computacionales se manifiesta como una opcion para
activar y dinamizar los procesos de aprendizaje de los estudiantes, en este sentido, cada uno de
los ejercicios propuestos en los laboratorios se pretenden analizar por medio de los criterios de
comprension que expone Barnett (2001) en su libro “los limites de la competencia”, desde una
vision instrumental y conceptual. Los criterios de comprension se refieren a la manifestacion de
un estado de conciencia que puede servir para orientar el proceso de ensefianza-aprendizaje

(Rivera, 2007).



1.5 Antecedentes

En el marco de elaboracion y desarrollo del trabajo, los autores tuvieron en cuenta una serie
de antecedentes referentes al uso de herramientas computacionales como mediadores para
dinamizar los procesos de aprendizaje en el contexto matematico y electrénico. Ademas, de
algunos articulos en el campo de la tecnologia y pedagogia.

A groso modo, se puede destacar un trabajo realizado en la Universidad de Atlantico (2016),
en el cual hacen uso de Matlab como herramienta computacional para apoyar la ensefianza y el
aprendizaje del algebra lineal, abordando temas como trasformaciones lineales y matriciales. La
utilizacion de este software dejé como resultado una motivacién en los estudiantes ya que
afianzaron sus conocimientos y los introdujo al manejo del instrumento para profundizar su
aprendizaje. Otro proyecto muy interesante fue el desarrollado en el Centro de Investigacion y de
Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional. México, D.F. (2009) en el que se elabor6 un
ambiente computacional para apoyar la ensefianza de la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, su
implementacion ayudo a los estudiantes en su formacion conceptual y promovié la comprension de los
elementos matematicos relevantes por medio de la interaccién constante que se desarrolla en el proceso.

Otra proyecto que toma importancia en este trabajo fue la investigacion realizada por Michéle
Artigue (2006. Paris, Francia), Directora del Instituto de Investigacién de Educacion Matematica
(IREM), dicha investigacion muestra la importancia que tienen los Sistemas de Ecuaciones Lineales en
el desarrollo tecnoldgico y cientifico. Ademas, muestra una reflexion entre el trabajo conceptual y el
trabajo técnico en matematicas y la estrecha relacion con el manejo de instrumento y los medios
computacionales que mejoran el aprendizaje.

Fue necesaria la consulta de diferentes proyectos de investigacion para darle mas peso y

validez a este trabajo. La referencia de algunos de ellos est& expuesta en la bibliografia.



Capitulo I1: Marco Tedrico

2 Marco Tedrico

Con el prop6sito de fundamentar el trabajo de investigacion se plantea el marco tedrico, el
cual permite tejer relaciones de los referentes conceptuales relevantes para la construccion de
este trabajo. Para ello, se muestran de forma individual de los siguientes items: Descripcion
matematica de Sistema Lineal Invariante en el Tiempo (LTI), proceso metacognitivo, criterios de
compresion de Barnett y software mateméatico como herramienta para el desarrollo de
pensamiento, en el cual se exponen los aspectos mas significativos de cada uno sumado a las

apreciaciones de los autores.

2.1 Descripcién matematica de Sistema Lineal Invariante en el Tiempo (LTI)
A continuacion se presenta un cuadro sinoptico que muestra un panorama de aspectos

bésicos de sistemas LTI, resaltando tres:

1. Ladescripcion de la realidad fisica a partir de ecuaciones diferenciales usualmente
formuladas por medio del conocimiento de las leyes fisicas que rigen los fenébmenos, y la
equivalencia de sus soluciones en el dominio del tiempo o en el de la frecuencia a través
de la transformada de Laplace, lo que se percibe como métodos alternativos. Aqui las
ecuaciones diferenciales son normalmente de orden mayor a uno o son sistemas
acoplados de ecuaciones, que se reducen a una ecuacion de orden mayor a uno, Como
ocurriria en circuitos de varias mallas con inductores y condensadores. Se trata de
encontrar la solucion de la ecuacion en el sentido de la descripcion del comportamiento

de una o varias variables del sistema.



2. Ladescripcion de la realidad fisica por un sistema de ecuaciones diferenciales, todas de
primer orden, que describen la dindmica de cada una de las variables involucradas. Estas
variables se definen por la caracteristica de que la funcién que las describe no esta
relacionada con la de otra por una combinacion lineal. Coloquialmente, la solucién de
una no es un multiplo de otra ni es una suma ponderada de otras, esta es la llamada
representacion de estado.

3. Ladescripcion del sistema, entrada/ salida (1/0) de forma tal que pueda conocerse la
respuesta dada la excitacion. Aqui el sistema, en el dominio del tiempo, se conoce por su
respuesta a una entrada muy especifica, la funcion impulso. O por su transformada de
Laplace, en el dominio de la frecuencia. La propiedad particular de que la funcién
impulso contiene todas las frecuencias con la misma amplitud, junto con el conocimiento
de la respuesta de régimen permanente sinusoidal de un sistema LTI conduce al resultado
de que el sistema también se podria conocer a partir de los diagramas de Bode. El cuadro

pretende ser suficientemente ilustrativo.

Inicialmente los autores parten de la definicion de linealidad mostrando sus propiedades:
aditividad y homogeneidad. Después se describe la representacion de ecuaciones diferenciales
ordinarias en el dominio del tiempo y de la frecuencia utilizando la transformada de Laplace para
encontrar la funcién de transferencia de un sistema, definida como la relacion entre la entrada y
la salida?, con condiciones iniciales cero. Seguido de esto, se analiza la respuesta de régimen
permanente ante una excitacion sinusoidal que en el tiempo se puede estudiar por medio de
graficas de magnitud y de fase y en la frecuencia evaluando la funcion de transferencia en w.

Finalmente se abarcan las representaciones de (1/0) y espacio de estados en los dos dominios.

? Una relacion entre entrada y salida solo es biunfvoca si el sistema se encuentra relajado, esto es, sin energia inicial



SISTEMAS LINEALES INVARIANTES EN EL TIEMPO
REPRESENTACION POR ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES ORDINARIAS
DOMINIOS: TIEMPO Y FRECUENCIA
REPRESENTACIONES: ENTRADA SALIDA (1/0) Y ESPACIO DE ESTADOS

LINEALIDAD L(uq + uy) = L(uy) + L(uy) aditividad
*L: operador entre dos espacios vectoriales. L(Ku) = KL(u) Homogeneidad
L oo
La relacién entre las funciones en el dominio del tiempo y en el dominio f(t) > F(s) F(s) = fo e St f(t)dt
de la frecuencia se establecen a través de una transformacion integral. R = C
l:_l joco
(Transformada de Laplace) f(t) —F(s) ft) = % f:‘fj]oo F(s)eStds
TIEMPO Laplace FRECUENCIA
L es lineal:
Pri den: & = 0) = Primer orden:
rimer orden: —+ay =r(t) y(0) =y, L (af, + bfy) = aLf, + bLf,
Y(s)[S +a] —y(0) =R(s
Solucion: ¢ L de una derivada: © 1=y )
t) = yoe % + f e~ =D r(D)daA y R(s)
DESCRIPCION YO = 0 @ SILf() =F(s) . i) = S-: S
: DESCRIPCION a sSta
ECUACION , ECUACION
DIFERENCIAL | Donde el primer término hace referencia a | entonces: L f'(t) = SF(s) f(0) DIFERENGIAL y(t) = LY (s)
DOMINIO la respuesta a excitacion cero y el segundo DOMINIO
TIEMPO corresponde a la respuesta a condiciones Lf"(t) =S*F(s) —Sf(0) — f'(0) FRECUENCIA
iniciales nulas. Segundo orden:
: Funcién f(t) F(s) ,
Segundo orden Y(s)[S2 + as + bl - (o + ¥) — Syo
, Impulso 6(t) 1 = R(s)
d d L
—Z + a—y + by = r(t) unitario
dt dt 5 T Y(s) = (Vo + ¥0) — S¥o R(s)
aso w® - T S*+aS+b  S2+aS+b
unitario $
y(@) = LY (s)
Solucion: y(t) = yp + yp°

3 . .z .. . d? d;
Respuesta homogénea (yy): es la solucién de la ecuacidn de segundo orden, igualado a cero. d—tf + ad—f +by=0




1

Rampa t
ﬂ/ ﬁ
. Exponencial e~ 1 Funcién de transferencia
Solucion sin Integral S+a
excitacion particular . o 1 Y(s)
solucion de la (asociada con la Seno sin wt - F(s) = T O] Cl=0
ecuacion funcion) S$tw
homoaénea. excitatriz.
Coseno cos wt S
S2 + w?
Exp.seno | e %sinwt @
S+ a)? + w?
EXp. coseno | e~%cos wt Sta
S+ a)? + w?
RESPUESTA REGIMEN PERMANENTE SINUSOIDAL SISTEMA LTI
d"y dn1y dy _ . d%y dy 2. ,
anﬁ+an_1m+---+alz+a0y—Asmwt e ﬁ+2(woz+w0y—Awosmwt

Aplicando método coeficientes indeterminados se llega a que la respuesta de

régimen permanente es:

y(t) = M sin(wt + @)

donde
M(w;ag ... )

¢(w;ag ... a,)

}son funciones de w con parametros ay ... a,

r(t) = Asinwt

La respuesta a una excitacion sinusoidal de frecuencia w se obtiene evaluando la funcién de
transferencia F(s)en S = jw.

—> y(¢)

—> F(s)

y(t) = M(w) sin((ut + ga(a)))

En la ecuacién de segundo orden la solucién homogénea tiene dos partes: y, = K;y;(t) + K,y,(t), Donde ¥,y ¥, son funciones linealmente independientes de tipo et , donde 1 es raiz del

polinomio caracteristico: 12+ al+ b =0

-Respuesta particular (y,): integral particular, respuesta forzada o respuesta de régimen permanente sinusoidal (cuando la excitacién es una funcién sinusoidal). Si r(t) es funcién polinomial,
sinusoidal, exponencial 0 suma o producto de estas funciones, y, es del mismo tipo de la excitacién. Conocido este hecho queda por determinar las amplitudes de estas funciones, lo que conduce
al método de los coeficientes Indeterminados. Esto se aplica a una ecuacién de cualquier orden n (incluido orden n = 1).




En el caso de segundo orden la ecuacidn escrita como:

d’y dy , Y(s) = F($)R(s) = F(5)
—5 + 2{wo—- + wgy = A wysin wt (s) = F(s)R(s) = F(s) SZ 1+ 2
dt dt
Se llega a las gréaficas de magnitud relativa y angulo de fase: K1
Y = 0.T*
& H " ! j j ; [ —— T R, A (S) S+](I) +S—](J) ¥
o S AR
Al zita=0.707 (IR [N [T
H Tita=1 [ I RN [ RRN [ RN
Hat R Desarrollando los dos primeros términos de la expresién que corresponden a la respuesta
S5 L %o il | forzada, se concluye que:
\ ~ i NS F(jw) = IF(jw)l2p(w) tal que
O&E-s S o= 1= 1 rrre=====r==r=1- - o et el ol il Bl Al e e
e S SR N D W [F(jw)| = M(w)
DEl EI.IQ I]!nl EI.IB EIIB 1‘ I.‘E 1!11 I.‘B 1.8 2 : : : : :H:‘ T I : H:::
L
TIEMPO - FRECUENCIA
L_l
H
Si:
s&)—> LTI }— r@© Si L h(t) = H(s) R(s)—>| F S Y(s)
Lr(t) =R(s)
Entonces

r)—> m p>y@®=hr@*y@®

“La salida es igual a la convolucion de la entrada con
la respuesta a la funcion impulso.”

“Con la respuesta a la funcion impulso se conoce el
sistema.”

Lé) =1

= L h(t) xr(t) = H(s)R(s) Y(s) = F(s)R(s)

Y(s) = H(s)R(s) Con la funcién de transferencia se conoce el sistema.

F(s) = H(s)

La funcion de transferencia es la transformada de Laplace de la
respuesta del sistema a la funcién impulso.

Integral de convolucion

4 o .
Otros términos que dependen de los polos de F(s), esto es que se asocian a la respuesta natural.




(O = (0 F(s) = H(s) = Lh(t)
ENTRADA ¢
/ SALIDA i) = fo fit = ) = f,(D)dA \L
(1/0) - éffl(/l) x f,(t — D)dA

2 @) = f1(®)

t

0 0

La funcién impulso unitaria contiene funciones

La convolucién es conmutativa.

sinusoidales de amplitud uno a todas las frecuencias.

Los diagramas de Bode muestran la respuesta a
entradas sinusoidales de todas las frecuencias.

|

Excitar con la funcién impulso equivale a

realizar un experimento con excitacion
sinusoidal en todas las frecuencias.

!

<— “Conociendo Bode se <«—
Conoce el sistema.”

Descripcion grafica de F(s) se obtiene facilmente para
cualquier funcion de transferencia racional (Bode)

F(jw) = |F (jw)|2¢(jw)

ol
BN
e ©

Ganancia (dB)

Fase (grados)

A partir de los diagramas de Bode se pueden determinar por
aproximacion asintotica los polos y los ceros de F(s).

TIEMPO FRECUENCIA
d’y dy
— —+by=r(t 1
Si x12y
X2 2y
Aplicando Laplace a la ecuacion 2b
- (x1, x2) variables de estado: conjunto de funciones linealmente
independientes (una no puede inferirse en la otra) que describen la (sI — A) x(s) = Bu(s)




ESPACIO
ESTADOS

dinamica del sistema.
-y, y setoman como las salidas del sistema.

(1) Puede escribirse como:

=10, LR+ llo
y=tr o]

Que es ejemplo de una representacién de estado en el que X € R"™ es el vector
de estado.

En general:

x=Ax+Bu (2a); A=]a;]

n*n

= Anxl

€ =[C;..Clin

y=CTx 2b); B=

2a. Es un conjunto de n ecuaciones diferenciales de primer orden.
Su solucién es:

tkak

x(6) = eM Xy + [ P Bu()dd 1 et 2 FR S

x(t) = e4tX, + e4B = u(t)

x(s) = (sl — A)~! Bu(s)

y(s) = CTx(s)

x(t) =LY [(s] —A) T Bu(s)] ; x(t) eR"

y®) =C"L7'x(s) ; y(@®€ER

Tabla 1: Descripcion sinoptica de sistemas LTI.
Recuperado: Elaboracion propia.




2.2 Metacognicion.

El acapite anterior esta relacionado a la fundamentacion matematica implicita en el desarrollo
del trabajo. En este marco, es también importante mencionar un componente fundamental: la
metacognicion. La cognicidn se puede concebir como el conocimiento que el individuo adquiere
mediante el ejercicio de sus capacidades mentales; en este sentido, “la cognicion esta ligada al
aprendizaje, dado que el individuo se enfrenta constantemente a distintas experiencias que le
ofrecen estimulos, datos, informaciones que le son novedosas, las cuales tiene que analizar
interpretar, codificar y organizar” (Gomez y Santiago, 2013). Esto conlleva un proceso de
aprendizaje mediante el cual el individuo para dar respuesta a diferentes situaciones necesita
modificar sus estructuras conceptuales.

Para Gomez y Santiago (2013) en este proceso de aprendizaje, es necesario un refinamiento y
enriquecimiento constante de la estructura cognitiva, como también de las estrategias de
aprendizaje que se empleen. Siguiendo esta linea, la formacién de un individuo no solo supone el
hecho de aprender a adquirir nuevas informaciones, sino, ademas, aprender a aprender y
aprender a conocer. Es en este punto, que la metacognicion adquiere un valor relevante.

Segun Buron (1993) “la metacognicion es el conocimiento del proceso cognitivo y mental que
se genera cuando el individuo emplea operaciones mentales, en términos de: qué son, como se
hacen, que factores ayudan o interfieren en su eficacia”. Ahora, siguiendo con la idea de Gomez
y Santiago (2013) ellos sintetizan que para que se desarrolle una verdadera actividad

metacognitiva, es necesario tener en cuenta dos aspectos importantes:



1. Saber qué se quiere conseguir (definir objetivos);

2. Saber cdmo conseguirlos (determinar estrategias).

En la medida en que el individuo tenga claro los objetivos que quiere alcanzar (qué), la
planificacion de su trabajo tendré una estructuracion y secuenciacion definida. Para ello, necesita
reflexionar sobre sus procesos mentales y determinar por si mismo que estrategias son las que

debe usar para entender y remediar diferentes situaciones. (como).

2.2.1 Descripcion del proceso Metacognitivo en los autores.

Proponer, regular y evaluar el desarrollo de una actividad cognitiva, en términos de
interpretar graficas, textos, expresiones algebraicas y formular preguntas relevantes, enfrenté a
los autores con dificultades, exigencias y compromisos no usuales en su trayectoria escolar e
indujo a una reflexién metacognitiva. Esa experiencia de aprender a aprender generd la
posibilidad de pasar progresivamente del “hacer”, al “pensar” y posteriormente el “comunicar”,
por medio de cuestionamientos sobre los niveles de comprension adquiridos en los temas
tratados. En este sentido, fue pertinente la revision de estrategias personales y métodos
alternativos de trabajo para abordar distintas situaciones, como también la misma motivacion y
actitud frente al propio aprendizaje.

El proceso de aprendizaje que se logro en los autores durante la planificacion, estructuracion
y evaluacion de este trabajo parte de las dos premisas expuestas anteriormente:

1. Definicién del objetivo (Qué): El objetivo principal del trabajo es la indagacion y

exploracion de las contribuciones conceptuales que se generan a partir de la interaccion

con una herramienta computacional, especificamente en la comprension de algunos



topicos de sistemas LTI que se desarrollan en un curso introductorio de matematicas
ubicado en el ciclo de fundamentacion del programa.

2. Determinar estrategias (CoOmo): Teniendo el objetivo ya establecido, el siguiente paso era
definir el instrumento de trabajo con el cual se pretendia hacer el anélisis. Cuando se
habla de instrumento, se hace referencia a las diferentes estrategias y actividades que se
podian utilizar para abarcar ejercicios referentes a linealidad por medio de un software

matematico.

Teniendo como referencia estos dos puntos, se penso en la realizacion de pruebas objetivas
tipo Test como posible instrumento de analisis, el esquema de trabajo consistia en la
presentacion de una informacion detallada de lo que trataba el ejercicio, seguido de una gréafica y
posteriormente preguntas de opcion maltiple que el estudiante debia responder de acuerdo a su
conocimiento. Para la elaboracién de las preguntas y disefio de los ejercicios era necesario saber
qué se queria preguntar -en el contexto definido por la comprension global del tema que tenian
los autores en ese momento- y coOmo estas preguntas se podian representar en un ambiente
computacional. En primera instancia, se penso en realizar pruebas objetivas tipo Test presentadas
en una plataforma virtual con contenido analitico y también gréafico, en relacion a sistemas
lineales.

Siguiendo esta idea, los primeros ejercicios que se elaboraron estaban directamente
involucrados con el dominio del tiempo y la frecuencia, por lo que fue necesaria la indagacion
sobre aspectos teoricos y conceptuales que se manifestaron deficientes o inconexos en la
estructura cognitiva de los autores. En efecto, una vez formuladas las preguntas, de escogencia

multiple, esto se puso en evidencia para muchos items cuando, a partir de un examen conjunto



con el profesor de la asignatura, se concluia que no existia un camino l6gico que condujera al
estudiante eventualmente examinado a la respuesta que se consideraba correcta. No se trataba
solo de falta de claridad en la formulacion de la pregunta, atribuible a deficiencias de redaccion,
sino a niveles de apropiacién de conocimientos que podrian calificarse como de poca
significacion (en el sentido de Ausubel) y de caracter mas memoristico en el sentido de “saber”
la respuesta sin poderla sustentar adecuadamente; o de muy limitada comprension (en el sentido
de Barnett) en tanto que una exploracion de los enunciados presentados en la pregunta no
resistian indagaciones que contemplaran una perspectiva, por ejemplo, “abarcadora”, de
“verdad” o de “profundidad”. A partir de esta premisa, se resaltan tres ejercicios significativos
en el proceso metacognitivo de los autores, ya que en su transcurso de elaboracién se vieron

expuestos a diferentes cambios. Estos ejercicios son los siguientes:
1. Ejercicio de series de Fourier

El enunciado de las series de Fourier dice que -bajo condiciones matematicas especificas-
cualquier funcién periddica de periodo T, se puede representar como la suma de un conjunto
discreto de infinitas funciones sinusoidales con amplitud a establecer de acuerdo con la funcion,

y con frecuencias que son multiplos enteros de la primera w,, llamada frecuencia fundamental y
. . .. 2
determinada por el periodo T de la funcién como w, = = En este proceso aunque los autores
07 r

ya habian tenido algin tipo de contacto con este tema, se vieron enfrentados constantemente con
nuevas experiencias e informaciones que fueron relevantes para su comprension. Relacionados

todos con conceptos, que aunque basicos, exigieron revision: el periodo y la frecuencia de una



funcion, convergencia de funciones, periodicidad de funciones, y el mismo concepto de
linealidad.

El primer ejercicio planteado para entender el tema fue realizar graficamente, en una hoja de
papel cuadriculado y sin ayuda de calculadora, la suma de dos funciones seno con amplitudes
diferentes y frecuencias de valores multiplos entre si, con el fin de relacionar el conocimiento

previo con el que se buscaba introducir. Se grafico la funcion:

_1 . 1.
f(t)—;smt+§sm3t Q)

Formada por los dos primeros términos de un tren de pulsos. Cabe destacar que el momento de
presentar el ejercicio, no se habia mencionado la existencia de las series de Fourier, de modo que
podria interpretarse como un recordatorio de topicos de Matematicas | y como un pretexto para
introducir de modo facil a instrucciones elementales del software mateméatico Matlab.

Para realizar graficamente esta suma los autores tuvieron en cuenta varias consideraciones: la
primera fue identificar el periodo y amplitud de cada funcion sinusoidal, luego de esto era
necesario entender la relacion entre los dos periodos, que para este caso es de uno a tres. Para
obtener un bosquejo aproximado, se dibujaron las dos funciones seno en el mismo plano
cartesiano y se tomaron los puntos mas relevantes (podian ser los valores picos o cuando una de
las funciones es cero). Finalmente se calculé El periodo (T) y frecuencia (w) resultante: T = 2x
yow=1.

Al poder sumar dos funciones, los autores ya estaban en la capacidad de sumar mas términos
aplicando el mismo principio que se emple6 en el parrafo anterior; légicamente entre mas
funciones se sumen, la realizacién del bosquejo grafico correspondiente se torna mas

dispendioso. Es alli donde el manejo de un software matematico toma importancia, en el sentido



de que facilita procesos de calculos extendidos y brindan un soporte rapido para la exploracion
inductiva. La figura 1 muestra las sumas, que los estudiantes (y los autores previamente)

realizaron sucesivamente en Matlab con los primeros 2, 4, 6 y 10 términos de la serie.

Sumatoria primeros 2 tenmings de la sene Surmatoria primeros 4 termings de la sere

()

Tty

Figura 1: Sumatoria de los primeros 2,4,6,10 términos de la serie.
Recuperado: Elaboracion propia.

Con el resultado de la primera suma se gana confianza sobre el procedimiento rapido en el
que se realiza la suma manualmente a partir de la consideracion de solo unos pocos puntos
relevantes en la variable independiente (sin hacer una extensa tabla de valores); con los otros
resultados se va percibiendo que a medida que se introducen mas términos en la serie, su suma se

“va pareciendo cada vez mas a un tren de pulsos”, con lo que la idea de convergencia se hace



muy intuitiva y comparable con la imagen grafica del limite a la circunferencia del perimetro de
poligonos regulares concéntricos, a medida que se aumenta el nimero de sus lados.

De este modo se logra explicar intuitivamente (con ajustes de mayor nivel de precision)
porqué la amplitud de las funciones sinusoidales es cada vez menor a medida que su frecuencia
aumenta. Cabe resaltar que se realiz6 el mismo procedimiento con otras funciones, tales como la
funcidn diente de sierra y la triangular buscando generalizacion para la nocion de convergencia.
El uso de la herramienta computacional se revelé como recurso indispensable de exploracion,
pues realizar esta actividad de manera manual seria muy dispendioso y perderia la sensacion de

pregunta espontanea susceptible de rapida respuesta.

2. Ejercicio de Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden

El desarrollo de ejercicios de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes se
hace visible en la mayoria de las asignaturas de la Licenciatura en Electronica, ya que sus
diferentes métodos de solucion permiten dar respuesta aproximada a muchos fenémenos fisicos,
y son el lenguaje natural de las areas de control y comunicaciones. Este tipo de ejercicios se
pueden abordar en términos de tiempo y/o de frecuencia. En el primer caso se emplea el método
de coeficientes indeterminados para encontrar la respuesta de régimen permanente ante
funciones excitatrices cuyas derivadas son del mismo tipo como es el caso de las funciones
polinomiales, exponenciales y sinusoidales (éstas miradas como caso particular de las
exponenciales con variable compleja), y la solucion del polinomio caracteristico para la ecuacion
homogénea. La perspectiva de frecuencia derivada de la aplicacion de una transformacion

integral, la transformada de Laplace, a las ecuaciones diferenciales en el tiempo, no son solo otro



método de solucidn que se extiende a funciones cuyas derivadas no corresponden al mismo tipo,
y a las que no se les puede aplicar el método de coeficientes indeterminados (periddicas con
discontinuidades por ejemplo), sino que constituyen el lenguaje en el que se realiza analisis y
disefio como, por ejemplo, en el control cléasico en el que las especificaciones de disefio descritas
en el dominio del tiempo se “traducen” y resuelven en el dominio de la frecuencia. La resolucion
del proyecto de control clésico, ademas, usa extensivamente herramientas graficas como el lugar
de las raices y los diagramas de Bode.

Junto con la solucion para primer orden, el anlisis de la respuesta de frecuencias del sistema
canénico de segundo orden:

Ly

dc2 + ZE(UO % + (Uozy = A(UOZ sin wt (2)

que conduce a los graficos de magnitud de la salida relativa a la entrada y de angulo de fase en
funcidn de la frecuencia (tomando como valor de variable independiente el valor de frecuencia

relativa a la frecuencia natural de resonancia w,) para diferentes valores del amortiguamiento ¢ a

modo de parametro,M (wi ;)Y (,o(wi ; €), en los que ademas se pueden mostrar “las regiones”
0 0

en las que suceden los tres tipos de amortiguamiento, es fundamental para el analisis de
frecuencia de funciones de transferencia racionales de cualquier orden y que son evaluados
rapidamente por analisis de asintotas en los diagramas de Bode, puede hacerse (aunque demande
un notable detalle, novedoso para el nivel del curso) con una matematica simple que exige solo
el conocimiento de derivacién de funciones sinusoidales para la aplicacion del método de
coeficientes indeterminados y la derivacion de funciones que involucran raiz cuadrada para la

evaluacion de maximos.



Los ejercicios formulados insistieron en el significado de estas familias de curvas, lo cual
exige tanto una competencia operacional de lectura de graficos muy usual en la tecnologia como
una posibilidad de sintesis conceptual. La elaboracion de las preguntas de tipo grafico y
analitico, también exigi6 a los autores la modificacion profunda de sus estructuras conceptuales.

Puede considerarse que hubo cambios hacia perspectivas mas abarcadoras y profundas.

En la idea de conjugar los recursos de la comprension grafica con el potencial
computacional, en el sentido de facilidad de exploracion “simple e inmediata” de construccion de
respuestas a las ecuaciones diferenciales lineales fueron propuestos ejercicios que consideraban
en el mismo problema diferentes conjuntos de condiciones iniciales. Asi se muestra que éstas no
constituyen solo el dato necesario para particularizar la solucién general de la ecuacion, esto es
“evaluar las constantes”, sino que proporcionan informacion especifica sobre la dinamica del
sistema, que ademas, una vez comprendida puede ser parafraseada en términos coloquiales e
interpretativos. Por ejemplo, si en un sistema de segundo orden excitado por una funcién paso
unitario la condicion inicial de la funcién es nula y su derivada es negativa puede asegurarse que
habra un punto de la variable independiente en el que la funcion es nula. Si el polinomio
caracteristico tiene raices reales y la ecuacion describe fisicamente el sistema mecanico tipico de
segundo orden constituido por una masa sobre una superficie horizontal con friccién, atada a un
resorte, puede decirse, con solo los datos dados de las condiciones iniciales que la “masa partid
de su posicion de equilibrio en direccién a la izquierda con una energia cinética no nula, par6 en
algin punto (que sera el minimo de la funcion de desplazamiento) y se devolvid; paso de nuevo
por la posicién de equilibrio y se dirigié cada vez méas lentamente a un punto final a la derecha

de su posicion inicial de equilibrio y alli permanecio indefinidamente”.



“Jugar” a hacer enunciados como este con diferentes conjuntos de condiciones iniciales,
disponiendo también del recurso computacional para hacer “cualquier ensayo instantdineamente”
involucra muchos de los elementos descritos por Barnett como caracteristicas de la comprension.
Para los autores constituy6 un ejemplo de aprendizaje inducido por la necesidad de programar un
material y una experiencia para la ensefianza y motivo, por supuesto, modificaciones en su
estructura conceptual. La explicacion de la carga de un condensador en un circuito RLC por una
fuente de tension constante, que no tiene la posibilidad del apoyo intuitivo de la “experiencia
directa” de un sistema mecanico puede hacerse por analogia una vez identificada la equivalencia

en el tipo de descripcion matematica.

3. Ejercicio de Principio de Superposicién

El principio de superposicion puede ser expresado coloquialmente como “el efecto total de
una suma de causas en un proceso lineal, es la suma de los efectos de cada una”. “El proceso”
presentado después a los estudiantes fue una ecuacion diferencial lineal de primer orden con
coeficientes constantes (descriptivo de la carga de un condensador, para relacionarlo con una
informacion que en el momento, o bien debia ser familiar para el grupo de estudiantes por las
explicaciones de los cursos de circuitos o, con seguridad, por el mismo curso de matematicas).
Las entradas fueron los primeros xxx términos de la serie de Fourier de un tren de pulso y el
sistema fue descrito como una ecuacion diferencial de primero orden (definida por una constante
de tiempo) simulada en el software Matlab-Simulink con integradores, y también como una
funcion de transferencia racional de primer orden (definida, en este lenguaje, por el valor del
polo) representada por diagrama de bloques. La constante de tiempo y el periodo del pulso

fueron escogidos de tal forma que se pudiera visualizar el transitorio y la respuesta forzada de la



“carga y descarga” del condensador, respectivamente cuando el pulso tomaba el valor de 1,
“fuente D.C conectada”, o de 0, “desconectada”.

Dos sensaciones, sentidas por los autores como satisfaccion por el disfrute de la fuerza de la
prevision asociada a la teoria y como “sorpresa” previsible por parte de los estudiantes, se
derivan de los siguientes hechos; primero, que de la suma de funciones sinusoidales, generara
una funcion rectangular, con “esquinas” muy definidas®, lo que es propio de la serie de Fourier®;
y segundo, que a la entrada y a la salida no se tenian funciones sinusoidales sino,
respectivamente, un tren de pulsos y la funcion f(t) = 1- e** . Esto solo se puede explicar por el
principio de superposicion y por la convergencia de la suma tanto a la entrada como a la salida.
Adicionalmente, considerado que la excitacion del sistema no se hizo con infinitas funciones
sino con unos pocos términos, es razonable concluir que los términos faltantes a la entrada no
influyeron para la forma del tren de pulsos resultante, lo que se explica porque las amplitudes de
eso0s términos son comparativamente menores; y que a la salida tampoco influyeron lo que se
explica con el mismo argumento anterior reforzado ademas por el hecho de que los
correspondientes términos faltantes a la salida tienen alin menor importancia relativa dado que su
amplitud es disminuida por el sistema, por tratarse éste de un filtro pasabaja.

La figura 2 muestra el montaje realizado en Matlab-Simulink y la figura 3 muestra la grafica de

las entradas y salidas sinusoidales y sus respectivas sumas.

> Lo que pensado en términos de fasores usuales en circuitos tiene “algo que ver” con suma de rotaciones de
movimientos circulares que dan por resultado un “fasor inmévil”, imagen que es un excelente inicio de la forma
exponencial de la serie; ft) = Y"=*% a,e/™!en la que por cada término rotando en el plano complejo a la
derecha hay un término rotando a la izquierda a la misma velocidad, lo que da por resultado una funcién de
variable real.

® De hecho, un estudiante destacado, que “habia oido hablar” de la series de Fourier pero sin conocerlas manifesté su
sensacion de “revelacion” cuando percibid, en desarrollo de su actividad de clase, a medida que iba realizando el ejercicio

indicado con sumas sucesivas que lo que se le estaba presentando como una actividad rutinaria de suma de funciones eran las
muy mencionadas series.
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Figura 2: Montaje realizado en Matlab-Simulink, entradas y salidas sinusoidales.

Recuperado: Elaboracion propia.

Figura 3: Sumatoria entradas sinusoidales vs sumatoria salidas.

Recuperado: Elaboracion propia.

En la formacidn propia de los autores, se conocia la respuesta al escalon a este tipo de

circuitos y ademas se sabia que al ser el voltaje en el condensador la funcidn de salida, el sistema



se comportaba como filtro pasabajo. Sin embargo, no se habian enfrentado este tipo de ejercicios
que involucrara una excitacion representada como la suma de diferentes fuentes sinusoidales, lo
que generd una sensacion de intriga en cual podria ser la respuesta del sistema.

Cabe sefialar en esta parte, que aunque el tema de filtros no es propio de los cursos de
matematicas y es tratado ampliamente en el “ciclo de profundizaciéon”, si puede explorarse, pues
las gréaficas de magnitud y angulo de fase de la respuesta de régimen permanente ante funciones
sinusoidales de sistemas de primero y segundo orden solo requiere el conocimiento elemental de
algebra y calculo.

Para las primeras versiones del ejercicio se mencionaban palabras como: voltaje,
condensador, filtro pasa bajas, funcion de transferencia. En este sentido, el ejercicio se
relacionara méas con circuitos electrénicos que con matematicas y ecuaciones diferenciales. Por
esta razon se modificd el enfoque del punto para trabajarlo sobre la linea de ecuaciones
diferenciales de primer orden y combinarlo con el concepto de la sumatoria de Fourier. Ademas,
el hecho de representar el mismo ejercicio de diferentes formas (en el dominio del tiempo por
medio de la ecuacion diferencial del sistema, y en el dominio de la frecuencia utilizando la
funcion de transferencia como representacion de la respuesta en frecuencia para el sistema)
enriquecia mas el conocimiento de los autores.

Un proceso de evolucion del aprendizaje de los autores, se manifestd claramente en el
desarrollo de las gréficas de magnitud y de fase para un sistema de primer orden, en primera
instancia habian elaborado las gréaficas a partir de un calculo largo y tedioso que implicaba
resolver fasorialmente el circuito para cada valor de frecuencia enunciado en una tabla, pero
estas presentaban algunos errores en cuanto a forma. Debido a esto, fue necesario la consulta de

distintos referentes sobre el tema de respuesta en frecuencia llegando a otra solucion: se escribid



la ecuacion diferencial del sistema como funcion de trasferencia para después usar el hecho de
que la respuesta de régimen permanente a una excitacion sinusoidal de una determinada
frecuencia esté definida por la evaluacion de la magnitud y &ngulo de la funcion de transferencia
en esa frecuencia. Realizando una simulacion en el software Matlab se “verificé” que las graficas
son las correspondientes a los valores de magnitud y de fase del sistema para cada frecuencia.
Esta reflexion resulta muy significativa desde el punto de vista metacognitivo, pues fue
sorprendente que después de haber usado teoremas de redes en circuitos de corriente alterna,
como equivalentes Thevening y Norton y de usar ampliamente diagramas de Bode no se hubiese

percibido esta conclusion integradora.

Teniendo una retroalimentacion teorica de algunos temas en relacion a las dimensiones de
trabajo, se realizaron tres pruebas tipo Test: la primera prueba que se realizo fue respecto a la
frecuencia, en ella se abarcaron los siguientes temas: respuesta en frecuencia, fasores, plano S,
diagramas de bode, funcidn de transferencia. La segunda prueba involucraba la dimensién en el
tiempo, los temas abordados fueron: ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales,
respuesta natural, respuesta forzada, resonancia. La ultima prueba hace referencia a uno de los
ejercicios mencionados anteriormente: series de Fourier, en esta se plantearon ejercicios de suma

de funciones, filtros, transformada de Fourier.

Una vez formuladas las preguntas, de escogencia multiple, los autores deciden cambiar el
instrumento de analisis, puesto que en el momento de ser aplicadas las pruebas no se podria
evaluar la comprensién que desenvolverian los estudiantes al responder las preguntas. Es por esta
razon que se elaboran laboratorios virtuales, a fin de generar una “aproximacion” mas cercana

con el software matematico y asi realizar la exploracion respectiva del objetivo principal.



En la elaboracién del primer laboratorio virtual se conjugaron la mayoria de los ejercicios de
cada una de las pruebas tipo test, generando una secuencialidad y también una relacion entre las
dimensiones de trabajo, es decir, si se presentaba un ejercicio en términos de la frecuencia, este
también podia ser analizado en el tiempo. Para llegar a la version final del laboratorio, fue
necesario modificar constantemente los ejercicios propuestos y la estructura del laboratorio en si;
en la medida en que se presentara un buen material de trabajo con una ilacion definida de los
ejercicios, el estudiante lograria identificar facilmente el objetivo del mismo. Esta reflexion
metacognitiva favorecio a los autores en la medida en que se vieron en la necesidad de
comprender los temas propuestos, generando un cambio positivo en sus estructuras conceptuales

y teniendo una actitud diferente frente al conocimiento.

A modo de resumen el proceso metacognitivo que se genero en los autores, involucro los

siguientes puntos:

e Indagacion de aspectos tedricos y conceptuales que no se tenian inicialmente;

e Relacion de los conocimientos previos al estar expuestos a informacion nueva;

e Disefio y elaboracidn de ejercicios analiticos y graficos pertinentes para la aplicacion;
e Familiarizacién con la herramienta computacional;

e Modificacion constante de los ejercicios propuestos.



2.3 Criterios de comprension en la perspectiva de Ronald Barnett (2001)

Barnett (2001) en su libro “Los limites de la competencia” expone una serie de criterios y
caracteristicas que permiten establecer si una persona tiene una comprension bien desarrollada.
Dichos criterios, son lo que emplearan los autores para analizar en qué medida el manejo de la
herramienta computacional contribuye conceptualmente a la comprension de sistemas LTI.

Para Barnett (2001), la comprension describe un estado mental, un estado de conciencia, es
decir, la captacion y postura que tiene una persona de lo que esta sucediendo. No podemos
comprender si nos limitamos a tomar la idea de otra persona, no se puede afirmar que un
estudiante comprende una teoria con cierta “complejidad” si solamente es capaz de repetir las
formulaciones de los referentes que ha visto. El estudiante tiene que incorporar lo que ha
aprendido y llevar a cabo un acto mental en el cual la informacion adquirida se vuelve una
habilidad para el abordaje de diferentes tareas. De esta manera, es importante reconocer que
existen modos alternativos para solucionar problemas, como por ejemplo, la utilizacion de
software como herramienta de apoyo que facilita procesos de calculos extendidos con una
respuesta rapida en ejecucioén y alta precision.

A continuacion se exponen algunos de los criterios de comprension que plantea Barnett; dado
que no hay un abordaje méas exhaustivo de los criterios, los autores toman como referencia las
definiciones del libro para describir cada uno de ellos desde una perspectiva procedimental, es
decir, las contribuciones conceptuales generadas a partir de la interaccion con un software

matematico, y como esta puede ayudar al estudiante a comprender los ejercicios propuestos:



1. Debe ser Verdadera: “Debe tener una idea verdadera al respecto”.
Para el desarrollo de un ejercicio, el estudiante puede partir de un conjunto de pardmetros o
axiomas considerados como bases teéricas, para llegar al resultado y juzgarlo como verdadero o
falso. En este sentido, las habilidades en el uso del software, podran validar los resultados

obtenidos.
2. Debe ser Profundo: “Debe llegar a los principios fundamentales y las

presuposiciones”
El estudiante puede llegar a los principios fundamentales, cuando logra entender un tema y sus
caracteristicas principales dentro de una estructura especifica. De esta forma, en la medida en
que su conocimiento sea profundo puede utilizar todas las posibilidades que le brinda el software
para conseguir argumentos de juicio de verdad y al mismo tiempo adquiere conocimientos y
destrezas en los temas relacionados
3. Debe ser Abarcartiva: “No debe dejar de lado ningun aspecto significativo”.
El estudiante busca apoyarse en distintos aspectos significativos del problema, y abarca todas las
posibilidades para llegar a la solucion del mismo. Este criterio puede desarrollarse a partir del
uso de las diferentes herramientas que le ofrece el software, para el andlisis de un tema desde
distintos métodos. El estudiante adquiere una comprension abarcativa cuando relaciona los
conceptos y la forma de aplicarlos.
4. Debe ser Critico: “Debe visualizar los alcances sobre un asunto y aceptar la posibilidad
de descripciones o explicaciones alternativas”
Este criterio se puede abarcar desde dos puntos: el primero es cuando el estudiante necesita de
otras percepciones sobre el tema tratado y genera una discusion analitica sobre las conclusiones

que ha obtenido. Bajo esta premisa las ayudas del software son necesarias para comparar los



resultados. En segunda instancia es cuando reconoce los limites y los alcances de los métodos
utilizados para empezar a tratar un tema especifico, la utilizacion del software toma importancia
cuando este le brinda la posibilidad de variar los pardmetros para observar los cambios

posteriores.

5. Debe ser Sensible: “Sensible a significados ocultos, a los sutiles cambios de énfasis y
matices de expresion”.

El estudiante puede ser perceptivo a significados ocultos, y a los sutiles cambios que se presenten
en el proceso cuando las minimas variaciones que realice sobre el software Matlab, le ayuden a
describir significados que no estaban tan claros.

6. Debe ser Sindptico: “Debe permitir una vision de la totalidad del asunto” .
El estudiante procura tener una vision en su totalidad de los conceptos a trabajar para descartar
errores futuros. Para ello es necesario que reconozca, interprete y relacione aspectos
significativos en el proceso. EI manejo del software le ayudara a afirmar los resultados que

mentalmente ya sabia y podra tener una vision mas general del asunto tratado.

Es importante aclarar que todos los criterios tienen una relacion entre si y que dependiendo del
tipo de ejercicio propuesto, unos criterios serdn mas notorios que otros. Asimismo, no es posible
predecir exactamente cuales seran los cambios en la comprension que surgirén a partir de las
experiencias de aprendizaje en los estudiantes, pero si determinar que el trabajo tuvo frutos en la
medida que este manifieste, que la interaccion con el software le ayudo a clarificar y entender

conceptos que no estaban claros y que gener6 un cambio de actitud en su aprendizaje.



2.4 Software matematico como herramienta para el desarrollo de pensamiento

Las herramientas computacionales en la educacion matematica se han convertido en una
alternativa para dinamizar y activar los procesos de aprendizaje que involucran una rapida
respuesta de pensamiento matematico por parte del individuo. En este trabajo se hace uso del
software matematico Matlab con el objetivo de explorar la contribucién conceptual generada por
la misma para la comprension significativa de distintas representaciones.

De acuerdo con las teorias actuales de la psicologia cognitiva, la informacion por si misma no
propicia conocimiento, es necesario proveer una serie de condiciones que favorezcan el proceso
de aprendizaje. No se trata simplemente de entregar informacion para que el aprendizaje se
produzca, segun Fainholc (1999) “las transacciones didacticas fundamentales que se presentan
entre docentes y estudiantes o estudiantes entre si, contribuyen a la circularidad comunicativa
indiscutible en la construccion de los saberes” (pp. 64-65).

En este sentido, el ideal de los autores se enfoca en que el estudiante explore la mayoria de las
posibilidades de interaccion que ofrece el software matematico Matlab, identifique la
secuencialidad y relacione los ejercicios propuestos, obtenga conclusiones de los resultados
gréaficos y analiticos a partir de la variacion de parametros. Todo esto es posible gracias a que
cada laboratorio virtual tiene el soporte tedrico de algunos temas abordados en el curso de
Matematicas I11, con el fin de que cuando el estudiante se enfrente al tipo de preguntas

planteadas, emplee los conocimientos previos y genere un aprendizaje significativo.

Cuando el estudiante interactta con estas herramientas computacionales no solo agiliza el
proceso de calculo de cada uno de los problemas planteados, sino que adquiere una vision global

del proceso que se esté llevando a cabo de una manera interactiva, por medio del entorno gréfico



que le ofrece el software (Rivera, 2007). El estudiante puede repetir los ejercicios de la
simulaciones que esté realizando cuantas veces quiera, y variar pardmetros obteniendo una
respuesta de cambio casi instantdneamente que ayudaran en cierta forma a comprender el

comportamiento de cualquier sistema.

De acuerdo a Angel y Bautista (2001), y el rol de los autores como futuro docentes, es
generar en el estudiante habilidades de pensamiento, con capacidad de raciocinio, sentido critico,
intuicion y recursos matematicos que les puedan ser Utiles. Por lo tanto, se hace necesario buscar
herramientas que permitan la utilizacion de tecnologias para crear y proporcionar un ambiente de

trabajo dindmico e interactivo.



Capitulo I11: Desarrollo de laboratorios

3. Desarrollo de los laboratorios

3.1 Propositos de Aprendizaje

El instrumento de analisis se muestra en forma de Laboratorio Virtual a fin de que los
estudiantes se vean enfrentados a una serie de ejercicios y estén en la capacidad de solucionarlos,
ya sea por métodos analiticos o con el uso del software matematico Matlab. Esté laboratorio

desenvuelve unos propositos de aprendizaje:

N° | Propdsito de Aprendizaje

1 El estudiante se apoya en la estructura cognitiva que posee para abarcar problemas de
indole analitico y grafico por medio de diferentes estrategias.

2 El estudiante expande su campo de conocimiento por medio de la experimentacion
con el software matematico.

3 En el transcurso del laboratorio, el estudiante tiene mas autonomia para decidir como
resolver un ejercicio, porque se le brinda la posibilidad de adquirir una habilidad en la
conjugacion de su conocimiento matematico y su habilidad instrumental (los dos
procesos los estd haciendo simultdneamente).

4 El estudiante puede entablar relaciones de diferentes conceptos a partir de la
experimentacién y ejecucion de cada ejercicio, esto contribuira a fortalecer su proceso
de aprendizaje.

5 A partir del desarrollo de los ejercicios en la practica de laboratorio, el estudiante
puede generar mas preguntas que no estaban implicitas en los temas trabajados, esto
permite identificar que tiene una comprension de lo que esté haciendo (Mirar
preguntas abiertas que pueden explorarse con la herramienta computacional).




6 El manejo de una herramienta computacional puede mejorar su proceso de aprendizaje
en la medida en que tiene la posibilidad de variar parametros para interpretar el
comportamiento de un fenémeno.

Tabla 2: Propositos de Aprendizaje.
Recuperado: Elaboracion propia.

Dichos propositos son fundamentales en el proceso de analisis que se hara a partir de las
respuestas de los estudiantes de cada uno de los ejercicios y la exploracion referente a la

comprension de los sistemas LTI.

3.2 Proceso de elaboracion de los laboratorios.
En el proceso de elaboracion se exponen tres puntos importantes que se tuvieron en cuenta para

el desarrollo de los laboratorios virtuales:

1. Definicion de tematica de los laboratorios.
2. Definicion de alcances.

3. Estructura de Laboratorio.

3.2.1. Definicion de Tematica de los laboratorios

El laboratorio virtual abarca ejercicios de sistemas LTI vistos desde el abordaje de
entrada/salida. El laboratorio consta de ocho puntos en los que se abordan temas como: la suma
de funciones, la convergencia de una serie, el analisis de paridad de funciones, el principio de
superposicién, la respuesta forzada de los sistemas de segundo orden y el fendémeno de los
batimientos. Cada punto tiene explicito una serie de ejercicios que los estudiantes deberan
solucionar de forma analitica y después utilizando el software matematico Matlab. Estos
ejercicios contienen elementos que pueden ser abarcados a partir de algunos de los criterios de

comprension que expone Barnett, con el fin de generar un aprendizaje significativo.



3.2.2 Definicion de los alcances.

Para la elaboracion del laboratorio los autores debian tener presente los siguientes puntos:

e Tipo de poblacion para desarrollar el trabajo;

e Tipo de preguntas a realizar;

e Determinar si los estudiantes habian tenido alguna experiencia con el software
matematico Matlab;

e Como el software con el que se iba a trabajar no es de uso libre, se trabajé con la licencia
que tiene la Universidad Pedagdgica Nacional, para este caso era necesario contar con el
espacio de la sala B-222 (Sala de computadores).

e Sesiones de familiarizacion con el software.

Los laboratorios fueron pensados para los estudiantes de la asignatura de Matematicas |11 de
la licenciatura en Electrénica, como esta se encuentra dentro del ciclo de fundamentacion de la
carrera, fue necesario saber qué tipo de preguntas se podian realizar tomando como referencia
temas del plan de estudios de Matematicas I, Il y IlI; y asi, generar una familiarizacién de
conceptos con los que ellos ya habian estado relacionados. La secuenciacién de los temas
propuestos también juega un papel muy importante, en la medida en que si se le presenta un
material organizado y estructurado, los estudiantes podran determinar facilmente el objetivo del

laboratorio.

Asimismo, antes de implementar el laboratorio, era importante establecer si los estudiantes
ya habian tenido algun tipo de interaccion con el software matematico, esto beneficiaria el
trabajo en: numero de sesiones y el tiempo necesario para abarcar en su totalidad los ejercicios

propuestos.



3.2.3 Estructura del laboratorio.
A continuacion se realiza la descripcion del disefio de cada punto del laboratorio teniendo en

cuenta la pertinencia que pueda tener a la comprension del estudiante:
1. Primer punto: Suma de Funciones.

El primer punto hace referencia a conceptos basicos sobre la suma de funciones, en primera

instancia se muestra la expresion (3) que representa la suma de dos funciones seno:
F®) =2 sint+ =sin3t (3
b4 3

Se solicita al estudiante realizar la suma de forma manual (con lapiz y papel) y después que
corrobore el eshozo elaborado con la grafica generada en Matlab. La figura 4 representa la

grafica de la suma de la expresion (3).

Suma de funciones sinusoidales
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Figura 4: Grafica de la expresion (3).
Recuperado: Elaboracion propia.

De esta grafica se pueden explorar conceptos tales como el periodo, la frecuencia y

relaciones de periodicidad de una funcidn, es por ello que se pregunta que si la funcion sigue



siendo periddica cuando las relaciones de los periodos que componen la suma es un nimero no
entero. Si bien, la respuesta se puede dar de forma analitica, se busca que el estudiante
experimente con el software Matlab, variando los pardmetros de la funcion, y asi llegué a
conclusiones pertinentes que le permitiran més adelante entender el concepto de convergencia’,

es decir, la suma de multiples funciones seno da como resultado una funcion periddica.
2. Segundo punto: Convergencia de serie de funciones.

En el segundo se busca comprobar la convergencia de una funcion, la siguiente expresion (4)

representa varios términos sinusoidales de una sumatoria:

2A
n(2n—-1)

f@®) =2+ T, aysin@n—1)t  ConA=lya, = (4)

El estudiante debe encontrar los primeros tres términos de la sumatoria reemplazando valores,
después los primeros seis y finalmente los diez términos y siguiendo esta secuencia los debe
graficar utilizando la herramienta computacional (esta grafica se puede realizar de dos formas:
utilizando una linea de codigo en Matlab o por medio de bloques senos en Simulink). Con este
ejercicio se pretende que el estudiante observe que entre mas términos seno sume, la gréafica
resultante se parecera a un tren de pulsos. Ahora, si el estudiante tiene conocimientos previos

sobre las serie de Fourier le resultara familiar el concepto de convergencia.

La figura (5) muestra la grafica de los primeros 3, 6 y 10 términos de la funcion:

’ La convergencia hace referencia a la propiedad que tienen los elementos de una sucesion cuando se aproximan
infinitesimalmente al valor limite.
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Figura 5: Sumatoria de los primeros 3, 6 y 10 términos de la funcion (5)
Recuperado: Elaboracion propia.

3. Tercer punto: Simetria par e impar.

Al analizar una funcion es necesario también conocer su simetria, es decir, como la funcion
esta reflejada sobre sus ejes. Para este punto se utiliza una expresion matematica que cumple el
mismo principio del punto anterior, solo que con un pequefio cambio, en primera instancia se
nota que la gréficas obtenidas son muy parecidas, salvo que presenta un desfase de un cuarto de
periodo, es decir, la gréafica de este punto presenta un retraso de T/4, haciendo que el tren de
pulsos tenga una simetria par, a diferencia de la grafica del segundo punto que no tenia simetria

par ni impar.
4. Cuarto punto: Andlisis paridad de funciones.

En la figura 6 se muestran tres graficas de diferentes funciones donde el estudiante debe

identificar a qué tipo de simetria corresponde cada una haciendo un analisis analitico y grafico



respectivamente, esto le ayudara a los autores a determinar si se comprendié el concepto de

simetrias y sus propiedades.

Grifical Grdfica2 Grdfica3

Figura 6: Analisis de paridad de funciones.
Recuperado: Elaboracion propia.

5. Quinto punto: Principio de superposicion. Respuesta de régimen sinusoidal

La estructura inicial del laboratorio presentaba una secuenciacion punto a punto para que el
estudiante se familiarizara con temas que quizas habia visto en algin momento y lograra
responder facilmente los ejercicios posteriores. Este quinto es la introduccion al principio de
superposicion. El primer ejercicio que se abarca es la lectura de dos graficas, una de magnitud y
otra de fase (Figura 7 y Figura 8 respectivamente), donde el estudiante debe completar una tabla
con las respuestas de salida teniendo en cuenta diferentes funciones que dependen de la
frecuencia de entrada, para ello si se tiene la ganancia y conociendo la entrada, se puede
determinar la amplitud de la sefial de salida a una determinada frecuencia, esto es simplemente
multiplicando la amplitud de la sefial de entrada por la ganancia y asi se obtiene la amplitud de la

sefal de salida.



09

Ganancia
o o o o
o o ~ @

(=1
-

0 | [ | | | | i | | | | | | | | | | | | | | i | ]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 13 ¥ B ®© 7 8B 190 N 2 B AU B
Frecuencia (Rad/seq)

Figura 7: Gréfica de Magnitud.
Recuperado: Elaboracion propia.
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Figura 8: Grafica de Fase.
Recuperado: Elaboracion propia.

Es importante que se haga una correcta lectura de las gréficas, porque a partir de la respuesta,

el comportamiento del sistema puede variar significativamente. Cuando el estudiante finalice



este punto, debera obtener la funcién de transferencia® de una ecuacion diferencial escribiendo de
forma explicita la magnitud y &ngulo de fase como funcion de la frecuencia y después utilizar la
herramienta computacional Matlab-Simulink para comprobar si las respuestas encontradas

corresponden a las gréficas iniciales.

Después se solicita sumar todas las funciones de entrada de la tabla y conectarlas al bloque
de la funcion de transferencia utilizando Matlab-Simulink como se muestra en la Figura 9, para
observar la sefial de salida de la figura 10. Con respecto al resultado obtenido se busca que el
estudiante identifique que la sefial de entrada corresponde a un tren de pulsos y que la respuesta
grafica observada es la respuesta transitoria del sistema haciendo relacion por ejemplo, con el
proceso de carga y descarga de un condensador al aplicar entre sus terminales una sefial cuadrada

de voltaje.
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Figura 9: Montaje, términos de la entrada conectado a la entrada de la funcion de transferencia.
Recuperado: Elaboracion propia.
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Una funcion de transferencia es la relacion que se hace entre la salida y la entrada de un sistema aplicando la transformada de
Laplace.



Figura 10: Respuesta de la funcion de transferencia.
Recuperado: Elaboracion propia.

Ahora, utilizando Matlab- Simulink se pide que se sumen las funciones de salida encontradas
inicialmente, la sefial de salida es la gréfica de la figura 3. La idea es que el estudiante vaya
sumando sucesivamente los términos encontrados de la tabla, observando y demostrando que la
sefial de salida es también una suma infinita de sefiales senoidales que para este caso da como

resultado la carga y descarga de un condensador.

Este quinto punto es fundamental para relacionar conceptos de los sistemas lineales como la
respuesta en funcion del tiempo, respuesta en frecuencia y entrada-salida puesto que el ejercicio
se puede analizar de diferentes formas, asimismo, las posibles variaciones que se pueden ejecutar
utilizando la herramienta computacional Matlab-Simulink permiten comprender mejor el tema

desde una parte abarcartiva y profunda.

6. Sexto punto: Representacion de Ecuaciones Diferenciales

El sexto hace referencia a la respuesta en el tiempo de los sistemas LTI. Para lo cual se

presentaron tres ecuaciones diferenciales de segundo orden con cuatro condiciones iniciales



diferentes. Por lo general cuando se resuelve una ecuacion diferencial el proceso analitico
empleado siempre es el mismo, volviéndose asi, una tarea de caracter memoristico. En este
marco, la utilizacién de la herramienta computacional Matlab-Simulink (Figura 11) juega un
papel importante, porque le brinda la posibilidad al estudiante de cambiar pardmetros al instante
y ver los distintos comportamientos graficos que este genera, asimismo, el estudiante pone a
trabajar su estructura cognitiva y después la compara con su trabajo instrumental, logrando
comprender que significa cada coeficiente de la ecuacion, como afectan las condiciones iniciales
en determinado ejercicio y a qué tipo de amortiguamiento corresponde, como se observa en la

figura 11.
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Figura 11: Representacidn en blogues de una ecuacion diferencial con cuatro condiciones
iniciales diferentes. Recuperado: Elaboracion propia.
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Figura 12: Respuesta de una ecuacion diferencial con cuatro condiciones iniciales diferentes.
Recuperado: Elaboracion propia.

7. Séptimo punto: Respuesta forzada de sistemas de segundo orden.

El séptimo punto es muy similar al quinto; primero se pide graficar en Matlab la de magnitud
de la expresion caracteristica de una funcion de transferencia, empleando diferentes valores de
¢ = zita. (La grafica de fase se muestra en el punto). A partir de estas dos graficas (magnitud y
fase), el estudiante debe obtener la respuesta en el tiempo de cuatro ecuaciones diferenciales
diferentes. Para ello, debe hacer el respectivo analisis de las graficas teniendo en cuenta el factor
de amortiguamiento y las frecuencias de cada ecuacion. La utilizacion de la herramienta
computacional permitira encontrar la respuesta forzada a una ecuacién de segundo orden de una

forma diferente a los métodos analiticos comUnmente usados.

8. Octavo punto: Fenémeno de los batimientos.

El octavo punto del laboratorio virtual cierra con el tema de fendmeno de batimentos.

Inicialmente se muestra la respuesta en el tiempo de un sistema de segundo orden sin friccion



(5), para la cual se pide al estudiante encontrar la ecuacion diferencial respectiva y después
utilizando identidades trigonomeétricas, observe que la respuesta en el tiempo del sistema es el

producto de funciones seno y coseno y pueda trazar un bosquejo de la ecuacion.

y(t) = % + ¢y sinwyt + ¢, coswet  (5)
wo

Luego el estudiante debe plasmar un codigo en software Matlab para visualizar graficamente
la respuesta del sistema (Figura 13). Variando un parametro especifico podra detallar en que
cambia el periodo de la sefial envolvente. Finalmente se le presenta un diagrama de bloques en
Simulink en donde tiene que variar la frecuencia de la funcion de entrada en determinados

rangos y observar la grafica correspondiente a los batimentos.

Fenomeno de los batimentos
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Figura 13: Fendmeno de los batimentos.
Recuperado: Elaboracion propia.



Capitulo 1V: Metodologia

4. Metodologia

En este capitulo se procede a analizar la contribucién conceptual generada en los
estudiantes a partir de la interaccion con el software matematico Matlab para la comprension de
los sistemas LTI. Los capitulos anteriores justifican la esencia del trabajo y el aporte

significativo de aprendizaje que se desenvolvio en el mismo.

4.1 Tipo de investigacion

Esta investigacion se inscribe en un enfoque exploratorio, debido a que brinda una visién
general, de tipo aproximativo respecto al aporte de las herramientas computacionales para
comprender aspectos matematicos, ademas, identifica relaciones potenciales entre las
representaciones utilizadas explotando las caracteristicas mas importantes de cada una. Dentro
de la investigacion hubo una fase experimental con una poblacion especifica, necesaria para

poder abarcar los laboratorios virtuales y su analisis respectivamente.

4.2 Tipo de poblacién y muestra.

El presente trabajo de investigacion fue desarrollado en la Universidad Pedagdgica
Nacional, con estudiantes de la asignatura de Matematicas 1l de la licenciatura en Electrénica
en el primer periodo del afio 2017. El andlisis poblacional se les realizo a catorce estudiantes.
Donde el 72% de los estudiantes estaban cursando la asignatura por primera vez, el 14% de los

estudiantes la veian por segunda vez y el 14% restante la cursaban por tercera vez.



4.3 Instrumentos utilizados en la investigacion

Para el andlisis de recoleccién de datos, los instrumentos que se utilizaron fueron: Laboratorio
virtual disefiado por los autores, cuestionario de percepcion del trabajo, entrevista a unos
estudiantes. Para la implementacion y desarrollo del trabajo fueron necesarias algunas sesiones

de familiarizacién con el software.

4.3.1 Desarrollo sesion 1: Familiarizacion con el software matematico Matlab.

Se desarroll6 una clase que tenia la intencion de familiarizar a los estudiantes con el
software matematico Matlab. La sesion tomo 120 minutos y se realizd con catorce estudiantes de
Matematicas Il (la mayoria de los presentes nunca habia tenido una interaccién con la
herramienta, para algunos era desconocida. Los restantes ya habian trabajado alguna vez en
Matlab). Se pretendia mostrar la representacion de graficas mediante el lenguaje escrito y
algunas caracteristicas relevantes que tiene Matlab, también dar a conocer el entorno de

simulacién grafico y dindamico Simulink®.

En esta primera intervencion se abarcaron tres ejercicios sencillos teniendo como base la
fundamentacion tedrica desarrollada hasta el momento por el profesor de esta asignatura, con el
fin de que los estudiantes pudieran relacionar los conceptos teoricos vistos en clase con la parte

practica:

e El primer ejercicio era simular la suma de dos funciones por medio de instrucciones de
cddigo, posteriormente se afiadieron mas términos a la sumatoria.
e El segundo ejercicio consistia en simular una ecuacion diferencial en Simulink mediante

bloques integradores para visualizar el comportamiento graficamente.

® Simulink: programa incluido dentro del paquete para el disefio de diferentes sistemas mediante la representacion
en bloques



e En el tercer ejercicio, se planteaban tres ecuaciones diferenciales a una entrada escalon,
los estudiantes debian utilizar el mismo diagrama del ejercicio dos e identificar mediante
la simulacion los tres tipos de amortiguamiento (sub amortiguado, criticamente

amortiguado y sobre amortiguado).

A partir de estos ejercicios, el estudiante hizo el analisis respectivo de las gréaficas resultantes
y que pudo observar los distintos comportamientos del sistema al variar los parametros. Se

mostr6é a modo general la barra de ayudas incluidas en el paquete de software Matlab.

4.3.2 Sesion 2 y 3: Solucién de dudas del laboratorio.

Estas se sesiones se llevaron a cabo con el fin de poder solucionar las dudas referentes a los
puntos del laboratorio, la intervencion por parte de los autores como del profesor fueron
bastante pertinentes en la medida en que se aclararon conceptos tedricos, como también el
manejo del software Matlab y algunas instrucciones sobre los cddigos que se debian emplear
para poder visualizar las graficas. El desarrollo de estas sesiones se ejecutd en la sala B-222

(Sala de computadores) con una duracion de 120 minutos cada una.

Nota: En varios de los ejercicios propuestos en el laboratorio, se mostraba el cédigo y las
instrucciones correspondientes, el estudiante solo debia transcribirlo en el software Matlab para

poder ver el comportamiento grafico con la posibilidad de variar sus parametros.

4.4 Anélisis de resultados
Se solicito a los estudiantes entregar un informe en grupos de dos personas que recopilara la
informacidn obtenida (graficas, célculos, resultados) donde se viera reflejado el analisis,

descripcion general de cada punto y conclusiones referentes a como la aproximacion a la



herramienta computacional dificult6 o favoreci6 la comprension de los diferentes conceptos

matematicos involucrados en la actividad propuesta.

Para hacer el analisis de los resultados se tuvieron en cuenta: el informe de laboratorio
presentado por los estudiantes y una entrevista de percepcion realizada a algunos de ellos. De los
informes recibidos, se tomaron tres de ellos que cumplian con la estructura general planteada

desde un principio, los cuales denominaremos: Informe A (IA), informe B (IB), informe C (IC).

A continuacion se muestra el analisis de las respuestas de los estudiantes de cada punto del
laboratorio virtual, teniendo como referencia los diferentes criterios de comprension de Barnett y

los propositos de aprendizaje planteados en un principio:

1. Ejercicio 1: Suma de funciones.

En este punto, el estudiante debia estar en capacidad de sumar funciones de cualquier tipo, la
idea era reforzar esos conocimientos previos con ayuda del software y asi darle solucion al
problema. Siguiendo esta linea, los tres informes revisados cumplen con la solucion del primer
punto, cada grupo emplea una forma diferente para resolver el ejercicio. En primera instancia se
solicitaba hacer un bosquejo de la suma de dos funciones, se toma como referencia la respuesta

del IB:

“El procedimiento utilizado fue sumar los puntos importantes de cada funcion, es decir
no tener en cuenta cada punto, sino los valores donde ellas se hacian cero y uno. Asi se
obtiene un bosquejo aproximado del resultado™

Se evidencia que los estudiantes son criticos en la medida en que utilizan una determinada

estrategia para llegar al resultado, apoyandose de los conocimientos que ya poseian. La



utilizacion de la herramienta fue util para ellos, debido a que esta les permitié comparar el

resultado grafico con el esbozo realizado.

Asimismo, uno de los ejercicios planteados en este punto, era determinar si una suma de
funciones sigue siendo periodica cuando los periodos de las funciones que la componen son
numeros no enteros. Los comentarios manifestados por el estudiante del IA en la entrevista
realizada, muestra como la utilizacién del software matematico Matlab fue importante en su

proceso de aprendizaje y comprension para llegar a la solucion del ejercicio:

“Para obtener el periodo de la suma de sinusoidales que tienen periodos diferentes,
Matlab fue fundamental. Digamos, uno no puede generar esas graficas asi como asi, no
las puede hacer manualmente. Entonces, por lo menos lo que yo hice fue tratar de
encontrar periodos de funciones que fueran faciles, que fueran un periodo de dos o de
tres y ver al realizar la suma que periodo daba en Matlab. Entonces, hice tres casos, y en
los tres casos pude observar también con la ayuda de un documento, de un articulo que
lefi, que el periodo de la suma se trataba del Minino Comun Mdltiplo de los periodos que
conformaban la suma. Entonces fue como un conjunto de varias cosas: uno la utilizacion
de Matlab para la visualizacion y encontrarlo graficamente, y el otro pues ya seria la
investigacion, la investigacion que uno hace para cualquier problema”

Dichos comentarios muestran que el estudiante emplea el criterio de profundidad en la
medida en que indaga otros métodos que ayudaran a determinar la respuesta, después hace una
postulacion de tres casos sencillos que comprueban que el periodo de la funciédn resultante es el
Minimo Comun Multiplo de los periodos de las funciones que componen dicha sumay
finalmente utiliza el software para realizar graficas que son complejas de hacer manualmente,

llegando a la siguiente conclusion:

“Se observa que si las funciones cumplen la condicion establecida anteriormente, la
funcion resultante es también periddica y su periodo se puede encontrar a partir de los
periodos de las funciones que conforman la suma ya que el periodo T cumple la
condicion de ser el minimo comun multiplo de T1 y T2.”



2. Ejercicio 2: Convergencia de serie de funciones.

El proposito para este segundo punto, era que los estudiantes lograran interpretar que la
convergencia generada con la suma de funciones se relacionaba con el principio de las series de
Fourier y que entre mas términos senos se sumaran, la grafica resultante tendria la forma de una
funcidn tren de pulsos. Inicialmente debian completar una tabla reemplazando un valor en una
expresion matematica, para después graficar los valores obtenidos con ayuda del software
Matlab y observar la funcidn resultante al sumar determinados términos. Los estudiantes del IC
realizaron el procedimiento como lo requeria el ejercicio, primero sumando los tres primeros

términos, después los seis primeros y finalmente los diez términos de la tabla concluyendo:

“Se observa que al graficar seis y diez de los valores obtenidos en la tabla no varia el
periodo de la funcion resultante y que los valores de menor frecuencia empiezan a hacer
que tienda a una linea recta los picos del resultado. De modo que la grafica obtenida se
parece cada vez mas a una funcion cuadrada o un tren de pulsos”.

De este modo se puede ver gque los estudiantes utilizan el criterio de Sensibilidad en el momento
en que identifican los sutiles cambios que se presentan en la grafica cuando hacen minimas
variaciones con ayuda de la herramienta computacional. Los otros dos grupos llegan a la misma
conclusion. En este marco, los autores ven pertinente citar nuevamente las palabras del
estudiante del 1A porque en su interaccion con la herramienta, logra identificar el proposito de

este punto mencionado anteriormente:

“[...] utilizando Matlab uno se da cuenta que la gréafica se va pareciendo cada vez mas a
un tren de pulsos, 6sea, se va haciendo cada vez mas cuadrada. Digamos eso a mi me
sorprendid, porque yo habia escuchado el teorema de Fourier, eso de las series de
Fourier que decia que cualquier funcién periddica se puede describir como la suma de
infinitas sinusoidales. Entonces, digamos yo cuando vi esto, lo primero que se me vino a
la mente, claro dije: esto es Fourier. Y me parecio genial porque es muy interesante ver



como de funciones sinusoidales uno puede conseguir otras funciones, incluso la funcion
cuadrada que pues, se ve tan compleja de encontrar, dsea, de realizarla”.

3. Ejercicio 3: Simetria Par e Impar.

Para esta instancia el estudiante puede interpretar expresiones algebraicas (sin dejar de lado
ningun aspecto significativo) y definir si una funcion tiene simetria par e impar. Este punto
presentaba caracteristicas muy similares al punto anterior pues el proceso para la solucién del
ejercicio es el mismo, por ende la gréafica resultante mostraba un comportamiento parecido, pero
con una sutil diferencia. En la revision de los informes, dos de los tres, hicieron el respectivo
analisis del punto y puntualizaron la diferencia existente con el anterior, como se lee en el

siguiente comentario:

“En primera instancia se nota que la grdfica obtenida es muy parecida a las obtenidas
en la seccion B, salvo que presenta un desfase de un cuarto de periodo, es decir la
gréafica 9 presenta un retraso de T/4. Ademas se puede notar que la figura 9 es una
funcién par, mientras que las graficas de la seccién B no son funciones pares ni
funciones impares”.

Esto refleja que los estudiantes comprenden las distintas caracteristicas de las simetrias e
identifican que sin importar los terminos que se quieran sumar da como resultado el mismo tren
de pulsos pero desfasado en el eje ordenadas. Ademas, establecen relaciones de diferentes
conceptos a partir de la experimentacion y ejecucion de cada ejercicio, fortaleciendo su proceso

de aprendizaje.



4. Ejercicio 4: Analisis de paridad de funciones.

Siguiendo el tema de paridad de funciones, el punto cuatro del laboratorio buscaba que el
estudiante analizara diferentes graficas de funciones hechas en Matlab. Para este punto se abarca
el criterio de comprension de verdad, en el sentido de identificar si es clara la definicion de
cuando una funcion es par o impar. Dos de los tres informes permitieron determinar que aunque
acertaron con la respuesta, los estudiantes tienen falencias al momento de definir los rangos de
una funcidn, dichas falencias no fueron generadas por el curso actual, sino que es consecuencia
de cursos anteriores. Por ende cuando se solicita definir la funcion triangular con simetria par
(Figura 6) respuesta es errada. El informe restante, resalta que la grafica 3 de la Figura 6
corresponde a una funcion periddica con un periodo de T= 2 y define la funcion correctamente
para que esta tenga simetria par, el estudiante evidentemente tenia los conceptos claros y los

puso en préctica para llegar a la respuesta verdadera.

5. Ejercicio 5: Principio de Superposicion, Respuesta de régimen sinusoidal

En el quinto punto se realizan una serie de ejercicios en relacion a tres representaciones
importantes en este trabajo: Entrada/Salida, Tiempo y Frecuencia. Inicialmente se muestran dos
graficas que indicaban la respuesta de magnitud y fase de una funcion de transferencia en el que
los estudiantes debian determinar las funciones de salida a diferentes frecuencias. En los tres
informes revisados se hallaron los valores correctamente. Para el punto se pedia también hallar
valores de magnitud y fase a frecuencias muy grandes, en las graficas estos valores no eran
visibles, por lo que el estudiante a partir de sus conocimientos, debia concluir la forma para

determinarlos, una de las respuestas fue la siguiente:

“Se nota que a medida que la frecuencia aumenta, el valor de amplitud de la sefial de
salida tiende a disminuirse, por lo tanto podria decirse que cuando la frecuencia de



entrada es muy grande (257 y 2573 por ejemplo) la sefial de salida tiende a ser cero o en
su defecto es muy pequefia. Cabe resaltar que, debido a que el procedimiento para
encontrar la ganancia involucra la lectura de una grafica, las respuestas encontradas
por este método no son muy precisas, ya que se hacen aproximaciones de los valores de
la gréfica”.

Después de este ejercicio, se pidid encontrar la funcién de transferencia de una ecuacién
diferencial con el proposito de relacionar las variables mencionadas anteriormente, en los
informes se presentaron falencias al momento de hallarla, debido a que la respuesta encontrada
por los estudiantes estaba errada. Solo el estudiante del 1A aplicando la transformada de Laplace
obtuvo la respuesta correcta, y comprobo utilizando Simulink que los valores obtenidos para
completar la tabla eran muy aproximados, manifestando que obtener las funciones de salida con
valores exactos es complejo, porque las graficas no estaban bien definidas y que por ende tocaria
mejorar la escala de las mismas.

De acuerdo a la sefial de salida obtenida en Simulink, se plante6 la siguiente cuestion: si el
sistema es lineal y por tanto se aplica el principio de superposicion, y que la respuesta a cada
entrada sinusoidal es también sinusoidal, la salida deberia ser una sinusoide y no la funcion que
aparece en la grafica a la salida de la funcién de transferencia. Por lo tanto hay un error, a lo que
respondieron:

“No se trata de un error, ya que la respuesta observada es la correcta. El error se encuentra
en no considerar que, como la respuesta a cada entrada sinusoidal es también una
sinusoidal, la suma de entradas de funciones senoidales, no va a provocar una sola
respuesta senoidal, sino una suma de funciones de este tipo con diferente frecuencia y
amplitud, el hecho esta en que las amplitudes y frecuencias son las adecuadas para que la
suma de las respuestas den lugar a la sefial observada ™.

Finalmente, se solicité sumar por medio de blogues Sine Wane en Simulink las funciones de

salida encontradas y hacer una comparacion con la salida de la funcion de transferencia, los



estudiantes del IC concluyeron que las dos graficas eran muy similares comprobando que la
sefial de salida es también una suma de infinitas sefiales senoidales. Fueron criticos en la medida

en que asocian el comportamiento del sistema como la carga y descarga de un condensador.

6. Ejercicio 6: Representacion de ecuaciones diferenciales.

Uno de los principales temas que se abarcan en el curso de Matematicas 111 son ecuaciones
diferenciales de primer y segundo orden. La forma mas comdn para resolver distintos problemas
de este indole es utilizando el método de polinomio caracteristico y la ecuaciéon homogénea. En
este sexto punto se pretende utilizar Matlab-Simulink para que los estudiantes representen y
simulen diferentes ecuaciones diferenciales mediante el uso de bloques integradores, esto con el
fin de mejorar su proceso de aprendizaje en la medida en que tiene la posibilidad de variar
parametros, como por ejemplo: las condiciones iniciales para interpretar el comportamiento del

sistema y el tipo de amortiguamiento al que corresponde.

En el andlisis de los informes, el estudiante del IA desarroll6 dos posibles formas de obtener
la respuesta, una es utilizando los métodos anteriormente mencionados, y la otra forma de
analizar el amortiguamiento es trabajar con el siguiente formato estandar de presentacién de una

ecuacion diferencial y encontrar el valor de C.

d
+ ZEde_J: + wely=r() (6)

d%y
dt2

Al comparar las ecuaciones con el anterior formato se observa que el valor de

wocorresponde, para las tres ecuaciones diferenciales, a v2. Ahora ya conociendo este valor, se

puede encontrar el valor de (.

-Para la primera ecuacion (=1/v/2



-Para la segunda (=1

-Para la tercera (=2

Este estudiante fue abarcativo y profundo cuando realiz6 otro tipo de analisis para llegar al
resultado, la interaccion con el software matematico clarifico los conceptos previos que ya tenia,

por lo que €l concluye:

“En cuanto a la respuesta de los tres sistemas (ecuaciones diferenciales) a las diferentes
condiciones iniciales, se puede apreciar que son estas Ultimas las que dan el
comportamiento de la respuesta transitoria del circuito. La respuesta forzada viene dada
por la fuente excitatriz y en este caso es constante e igual a dos. También puede inferirse
a partir de las gréficas el tipo de amortiguamiento que corresponde a cada sistema, por
ejemplo, el primer sistema se corresponde con una ecuacion diferencial

subamortiguada”.

En este trabajo también es importante mencionar las sensaciones que puede dejar el uso de la
herramienta computacional, sensaciones que pueden ser positivas o negativas. En la entrevista
hecha al mismo estudiante, él manifestd que la representacion de una ecuacién diferencial por
medio de bloques integradores le pareci6 bastante interesante, pues al momento de integrar cada
punto del sistema, pudo obtener la primera derivada y finalmente la funcién resultante, y que el
uso de Simulink le brind6 la posibilidad de incluir las condiciones iniciales directamente, siendo
importantes para determinar el tipo de amortiguamiento, es decir, si es sub, sobre o criticamente

amortiguado.

Siguiendo esta linea, es pertinente también mencionar las conclusiones expuestas por los

estudiantes del IB para este punto, conclusiones que surgen a partir de la utilizacion de Simulink:
“La representacion de las ecuaciones diferenciales en forma de bloques para la

simulacion es una manera efectiva y facil de conocer su amortiguamiento y de ingresar
las condiciones iniciales, de un circuito RLC o de un sistema masa resorte.”



7. Ejercicio 7: Respuesta forzada de sistemas de segundo orden

En este ejercicio se pretende analizar las graficas la magnitud y la fase a diferentes valores de
zita, con el fin de obtener la respuesta en el tiempo de ciertas ecuaciones diferenciales. Si bien la
interpretacion de la grafica permite obtener diferentes datos, como el angulo de desfase, y la
frecuencia, también es necesario utilizar la siguiente expresion de un sistema de segundo orden
F(s) = w,?/s? + 28w,s + w,?2. Y asi determinar el valor de la ganancia y la fase. Para la
realizacion de este punto, la intervencion de uno de los autores fue relevante para entender como
es el comportamiento del factor de amortiguamiento cuando este es £ <1, =1, &> 1y asi poder
obtener la respuesta en el tiempo. En las entrevistas realizadas, se pregunté el grado de dificulta

para la realizacién de este punto, el estudiante del 1A respondié:

“No, no le vi mayor dificultad, osea, es cuestion de saber leer una grafica y tener en
claro que significa, eso es muy importante. Porque si uno no sabe que significa el zita,
que es la frecuencia, dificilmente va a encontrar la solucion de lo que le estan
preguntando. Entonces, es mas bien tener en cuenta eso, saber que significa cada grafica
y después que significa la informacién que yo le estoy sacando a cada grafica”.

Esto que menciono el estudiante corrobora uno de los propdsitos de aprendizaje planteados,
pues sus palabras reflejan que se apoya de la estructura cognitiva que posee para abarcar
problemas de indole grafico, asimismo, es importante recalcar algo mas y es que si se tienen los
conceptos claros y se comprende lo que se esta preguntando, facilmente encontrara la respuesta
verdadera. Los estudiantes del IC, expresaron que les parecio complejo ese punto y por ende no

lo habian terminado en su totalidad.



8. Ejercicio 8: Fendmeno de Batimentos

Con el fin de ampliar los conceptos vistos en clase, el tltimo punto del laboratorio virtual es
del fenémeno fisico de los batimentos. En él, se pretendia ilustrar por medio de la simulacion
gréafica que pasaba cuando las frecuencias de excitacion y la frecuencia propia del sistema son
muy similares. En los informes se denotd que los estudiantes presentan vacios en este tema, lo
que no les permitio desarrollar completamente los ejercicios que habia para este punto. Aun asi,
se exponen conclusiones interesantes relacionadas con el periodo de la funcién envolvente y

responde a uno de los objetivos de aprendizaje planteados:

“Al variar el valor de Epson puede notar que para el mismo tiempo, hay mas funciones
senoidales (envolventes) completas, es decir el periodo de las envolventes se disminuye ”.

“El fenomeno de los batimientos hace que su excitacion tienda a infinito, por lo tanto
mucho antes de que llegue a su pico de bajada el sistema ha superado los limites fisicos,
para un sistema masa-resorte ya se pudo haber roto o en un circuito RLC pudo el
circuito entrar en corto ”.

Estas conclusiones hacen parte de lo escrito por los estudiantes del IB, en el informe de
laboratorio, se refleja que tienen un cierto grado de comprension del ejercicio cuando al hacer
ciertas variaciones, la funcion sinusoidal cambia en su periodo, frecuencia y amplitud, esto se
traduce en los fendmenos fisicos como una oscilacion que tiene un gran pico y después

desciende. También compararon el comportamiento del fendmeno con circuitos RLC.

El estudiante del 1A en la entrevista manifesto su sensacion frente a este punto, siendo totalmente

sincero:

“Bueno la verdad en el taller ese punto no lo desarrolle muy a fondo, no puedo ponerme
a inventar, sino, simplemente decir que no lo desarrolle muy a fondo y que pues la
verdad lo unico que hice fue la utilizacion de las ecuaciones que me presentaban ahi y



encontrar la gréafica en Matlab, que hasta ese entonces ya con todas las gréaficas que uno
habia hecho, ya mas o menos uno tenia como hacer la grafica. La verdad en este punto si
tengo un poquito de vacio y mi intencion es tratar de solventarlo. Cuando el profe explico
el fendmeno de batimientos, yo lamentablemente no pude asistir a clase y por eso tengo
ese vacio, digamos, ese seria un reto ya personal, tratar de solucionarlo y comprender ya
en si lo que se pedia. La verdad en este si me senti muy flojo y solo respondi lo que

>

entendi un poquito nada mas.’

De este comentario se pueden extraer puntos importantes tales como:

Para esta instancia, el estudiante ya presentaba un manejo adecuado de la herramienta,
sabia que lineas de cddigo podia utilizar para resolver el ejercicio, fruto de su constante
interaccion para resolver los puntos anteriores.

El estudiante manifiesta que tiene vacios en este punto, pero su intencion es tratar de
solventarlos. Estas palabras reflejan su cambio de actitud frente al conocimiento, es decir,
el hecho de no haber realizado en su totalidad el ejercicio, no implica que ya no tenga
interés por hacerlo. Si no por el contrario se siente obligado en cierta medida a realizarlo
para poder comprender lo que se pedia y el comportamiento del fenémeno como tal,

siendo un reto personal.



Capitulo V: Conclusiones

5. Conclusiones

A partir de la exploracion generada en esta investigacion, se puede concluir lo siguiente:

La habilidad para formular preguntas es un componente fundamental en el adecuado proceso
de aprender a aprender. En este sentido, la reflexion metacognitiva generada en los autores, toma
importancia en la medida en que constantemente se vieron enfrentados a distintas experiencias
que les fueron novedosas, pasando por un proceso de interpretacion, organizacién y evaluacién
que condujo a un cambio en sus estructuras conceptuales para dar solucion a situaciones
especificas. Este proceso se evidencio especificamente en la construccién y elaboracion de los

laboratorios virtuales.

El uso del software matematico Matlab como instrumento de apoyo en el proceso de
ensefianza-aprendizaje, fue una alternativa que permitio¢ afianzar y profundizar conceptos
matematicos referentes a los sistemas LTI, las ventajas que este ofrecia como la respuesta rapida
en ejecucion y alta precision de calculos extendidos, asi como la posibilidad de variar parametros
en repetidas ocasiones, facilitaron la comprension de comportamientos graficos y validaron

respuestas generadas inductivamente.

Respecto a las relaciones existentes El horizonte brindado por las distintas representaciones
para modelar un sistema fisico y los abordajes en el dominio y el tiempo proporcionan un campo
fértil para desarrollar ejercicios especificos que promuevan los distintos aspectos de la

comprension analizados.



El andlisis de los resultados se realiz6 teniendo en cuenta los diferentes criterios de
comprension que expone Barnett. Aunque los ejercicios propuestos tenian la posibilidad de ser
explorados empleando cada uno de los criterios, fue necesaria una clasificacion de las respuestas
que ayudd a los autores a determinar en qué instancia los estudiantes habian sido abarcativos,
profundos, criticos, sindpticos. Estas respuestas también permitieron afirmar que la interaccion
con el software matemético Matlab contribuyd al proceso de aprendizaje y a la comprension de

sistemas LTI desde las cuatro representaciones de trabajo.

En la indagacion y consulta sobre sistemas LTI, asi como de las cuatro representaciones:
tiempo, frecuencia, entrada salida (1/0) y espacio de estados, fue necesario delimitar los temas
que se iban a trabajar, puesto que el marco conceptual que cada uno tiene es muy amplio. De esta
forma se pudo hacer una descripcion general de la parte matematica, pertinente para el disefio y

elaboracion de cada uno de los ejercicios del laboratorio virtual.



6. Trabajo Futuro

En la perspectiva del trabajo, en términos del objetivo principal, se elabord un segundo
laboratorio virtual que cumple con los principios generales del primer laboratorio, es decir,
presentar un instrumento con una estructura y secuencialidad de elementos matematicos que
puedan ser analizados analitica y graficamente, para posteriormente ser comprobados utilizando

diferentes instrucciones en el software mateméatico Matlab.

El segundo laboratorio abarca ejercicios de representacion de espacio de estados siendo
analizado desde la dimension del tiempo y frecuencia. Por cuestiones de tiempo y del desarrollo
del curso, no se implemento, pero se deja propuesto para trabajos futuros. Este se encuentra en el

apéndice # con una descripcion detallada del desarrollo de los ejercicios.

Los autores como miembros de una institucion educativa son conscientes que cualquier
iniciativa encaminada a apoyar el aprendizaje puede ser siempre mejorada, es por este motivo
que se deja abierta la opcion a que cualquier estudiante interesada en seguir con el proceso

investigativo, aportando su conocimiento para explorar nuevos rumbos en el trabajo.



Bibliografia
Angel, J., & Bautista, G. (2001). Didacticas de las matematicas en ensefianza superior: La
utilizacion de software especializado. Obtenido de http://

www.uoc.edu/web/esp/art/uoc/0107030/mates.html
Apostol, T. (1969). Calculus (2 ed., Vol. 2). Pasadena, Estados Unidos: Xerox corporation.

Artigue, M. (2002). Aprendiendo matematicas en un ambiente CAS: la génesis de una reflexion
sobre la instrumentacion y la dialéctica entre el trabajo técnico y el conceptual.

Obtenido de http://www. mat. uson. mx/calculadora/artigue. htm.

Bain, K. (2007). Lo que hacen los mejores profesores universitarios. Valencia, Espafa:

Publicacions de la Universitat de VValéncia (PUV).

Barnett, R. (2001). Los limites de la competencia. El conocimiento, la educacion superior y la

sociedad. Barcelona, Espafa: GEDISA.

Betancourt, Y. (2009). Ambiente computacional para apoyar la ensefianza de la resolucion de
sistemas de ecuaciones lineales en la educacidn superior. (Tesis de maestria). Obtenido
de
https://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=1&ved=0ahUKE
wj_4ZK4zbbVAhWDQYY KHahvAMIQFggIMAA&url=http%3A%2F%2Feducmath.ens
-lyon.fr%2FEducmath%2Frecherche%2Fapproche_documentaire%2Fmaster-

betancourt&usg=AFQJCNHvIXS1WqCh6QnlyTj_zhsjiVihRQ

Burdn, J. (1996). Ensefiar a aprender: Introduccion a la metacognicion. Bilbao: Mensajero.



Chen, C. (2006). Control System Design. Nueva York, Estados Unidos: Sounders College

Publishing.

Dormido, S. (2004). Control Learning: Present and Future. Annual Reviews in Control, volumen

28(1), 115-136.
Fainholc, B. (1999). La interactividad en la educacién. Buenos Aires, Argentina: Paidos.

Gobmez, L., & Santiago, A. (2013). Consideraciones en torno a la tecnologia y su didactica.

Tecné, Episteme y Didaxis: TED(n.33), 123-145.
Kemmerly, J. (1993). Analisis de circuitos en ingenieria (5 ed.). México: MCGRAW-HILL S.A.
Marti, E. (2000). Educacion en matematica. Barcelona, Espafa: Grafiquer S.A.
Moreira, M. (2000). Aprendizaje significativo: teoria y practica. Madrid, Espafia: VISOR.

Ogata, K. (2003). Ingenieria de control moderna (4 ed.). Madrid, Espafia: PEARSON

EDUCACION. S.A.

Rivera, D., & Uribe, P. (2007). Entornos de apoyo conceptual para el disefio en

electrénica.(Tesis de pregrado). Universidad Pedagdgica Nacional: Bogota - Colombia.

Vergara, G., Avilés, A., & Romero, J. (2016). Uso de Matlab como herramienta computacional
para apoyar la ensefianza y el aprendizaje del algebra lineal. Matua Revista Del

Programa De Matematicas, volumen I11(1), 84-91.

Zill, D. (2007). Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado (6 ed.). México:

Intemational Thomson Editores.



AnNexos

Anexo 1: Laboratorio virtual 1

FACULTAD DE CIENCIA Y TECNOLOGIA
::;‘:;':f::‘“ FERAGRGIEA DEPARTAMENTO DE TECNOLOGIA
ko PROGRAMA DE LICENCIATURA EN ELECTRONICA

LABORATORIO VIRTUAL

1. Suma de Funciones
La expresion f(t) corresponde a la suma de dos funciones sinusoidales periddicas:

f(t)=% sint + i sin3t  Ec.1.1

1.1 Sume de forma gréfica las dos funciones sinusoidales en una hoja de papel. Describa el procedimiento que
utilizé para llegar al resultado.

1.2 Emplee el siguiente cddigo en Matlab para realizar la gréfica de la ecuacion Ec. 1.1.

%Codigo Matlab

t = linspace(0,10,100); %genera un vector 100 puntos regularmente espaciados desde 0 hasta 10;
y=(2/pi)*sin (t) + 2/(3*pi)*sin (3*t); %suma las funciones seno descritas;

plot(t,y) %grafica; el orden de los términos define los ejes horizontal y vertical respectivamente;
grid on %Introduce cuadricula en la gréafica;

1.3 Observe que la funcién resultante de la suma de las dos funciones periddicas también es una funcion
periddica. ¢Cudl es su periodo y frecuencia?;Cual es la relacién numérica entre el periodo de la funcién
resultante y cada uno de los periodos de las funciones que componen la suma?

1.4 Si larelacion entre los periodos de las funciones que componen la suma es un nimero no entero ¢la funcién
resultante es periddica? ¢Si fuese el caso, podria establecer cual es el periodo T de la funcién resultante de
dos funciones sinusoidales de igual amplitud y periodos T1y T2? Experimente con Matlab.

2. Convergencia de serie de funciones

Complete la tablal reemplazando los valores para cada n, entero, segln la siguiente expresion:

f@®) =2+ %oy apsin@n-1t  ConA=lya,=—— Ec21

n(2n-1)



Términos de la sumatoria

N )

—sint
b4

2 i 3t
37tsm

2 5t
= sin

10

Tablal. Términos de la funcion f(t). Recuperado: Elaboracion propia

2.1 Utilice Matlab para realizar la suma de los primeros tres términos de la tablal, después de los primeros 6
términos, y después los 10 términos de la tabla, y comente sus observaciones sobre cada una de estas sumas
en relacion con la figural.
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figural. Tren de pulsos funcién cuadrada. Recuperado: Elaboracion propia.



2.2 Escriba la funcion descrita por la figural (La que llamaremos Ec. 2.2)
3. Simetria par e impar

Complete la tabla 2 reemplazando los valores de n en la siguiente expresion:

Términos de la sumatoria
N f(t)
! E cost
T
2 0
3 - % cos 3t
4 0
5
6
7
8
9
10

Tabla2. Términos de la funcién f(t) Recuperado: Elaboracion propia.

3.1 Utilice Matlab y grafique la suma de los términos obtenidos en la tabla 2. ¢ Qué simetria presenta la funcion
resultante?
3.2 Qué cambios perceptibles presenta la anterior grafica con respecto a la del punto 2?

4. Anélisis paridad de funciones

De acuerdo a las siguientes gréaficas:
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4.2

5.1

5.2

5.3

54

5.5

Grdfical Grdfica2 Grdfica3

¢La funcidn f(t) es par, impar, o ninguno de los dos?, Justifique la respuesta.
Grafical:
Grafica2:
Grafica3:
Si se desea que la funcidn triangular tenga simetria par ¢Cémo se definiria la funcién?

Principio de superposicion. Respuesta de régimen sinusoidal

La figura2 y la figura3 muestran la respuesta de Magnitud y Fase de una funcién de transferencia ¢Por qué
el eje y se describe  como “ganancia”?

Complete la columna de funciones de salida de la tabla3 teniendo en cuenta las funciones a distinta
frecuencia que entran al sistema descrito por las figuras 2y 3.

La lectura de las gréficas se dificulta a medida que la frecuencia es mayor. ¢(Cémo solucionaria esta
dificultad para la lectura grafica de la salida de los términos 23 y 25? ;COmo encontraria gréfica y
analiticamente la salida para la entrada de los términos 257 y 25737

Halle la funcion de transferencia F(s) (que Ilamaremos Ec. 5.2) de la siguiente ecuacion diferencial.

dy _
“Z+y=1 Ec51

Escriba de forma explicita la magnitud y angulo de fase como funcién de la frecuencia (Ec 5-2a, 5-2b). ¢Las
Figuras 2 y 3 representan estas funciones?

Represente en Simulink uno a uno los valores de entrada de la tabla 3 utilizando el bloque “Sine Wane” y
conéctelo a la entrada de un bloque “Transfer Fcn” en el que transcribira la funcion de transferencia F(s)
obtenida (Ec.5.2). Observe si los valores de magnitud y de angulo obtenidos son los mismos que los
hallados para cada salida de la tabla 3

Utilice el bloque “Sum” en Simulink para sumar todos los valores de entrada de la tabla 3 y conéctelo al
bloque de la funcidn de transferencia. Observe y comente la funcidn de salida.



5.6

5.7

En relacion con esta funcion de salida analice si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

5.5.1 Dado que el sistema es lineal y por tanto se aplica el principio de superposicion, y que la respuesta a
cada entrada sinusoidal es también sinusoidal, la salida deberia ser una sinusoide y no la funcién que
aparece en la grafica a la salida de la funcidn de transferencia. Por lo tanto hay un error. Si la afirmacién
es verdadera diga cudl es el error.

5.5.2 La respuesta de una ecuacion diferencial lineal esta constituida por dos partes: la solucién de la
homogénea y la integral particular (o respuesta forzada, o respuesta de régimen estacionario en
terminologia de circuitos).. La solucién de la ecuacion homogénea no se ve en la simulacién porque la
funcion de transferencia se define con condiciones iniciales nulas.

Aplicando el principio de superposicion escriba la expresion analitica de la respuesta completa de la
ecuacion diferencial d—’f' + y = r(t) con condiciones iniciales nulas y la entrada dada por la suma de las
infinitas entradas que se pueden inferir de primera columna de la tabla 3.

Aplique la funcion descrita en la Figura 1 ( Ec 2,2) a la funcidn de transferencia obtenida en 5.3 Observe
la funcién de salida, que llamaremos y(s) y comente los resultados

5.8 Usando bloques “Sine Wane” y un sumador obtenga la suma de los términos de las salidas de la tabla 3
tomando sucesivamente los primeros términos desde el segundo hasta el décimo. (A cada una de estas
funciones las Ilamaremos y; con i = 2,3,..10. Compare cada suma resultante con la salida del sistema
cuando la entrada es dada por la Ec. 2.2. en el punto 5.7 Esta comparacién la puede efectuar restando de
la funcion de salida cada uno de las sumas realizadas y la puede visualizar con un blogue scope. Describa
la diferencia para cada caso en la tabla 3.1 . Comente los resultados

Numero i de términos de la suma Descripcion de la diferencia (Ys-Yi)
en las salida en la tabla3.1
2
3
Tabla3.1 4
5
6
10
Todos
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Figura2: Magnitud.  Recuperado: Elaboracién propia.
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Figura3: Angulo de fase. Recuperado: Elaboracion propia.



N Funcién entrada Funcién salida
0 1
2
1 —sint
T
2
3 gsin 3t
2
> gsin 5t
2
/ ﬁsin 7t
2
9 %sin 9t
2 ; _ 3
11 % siniit 5.23 *sin(11t — 84.80°)mV
11n
2 : — o
13 —“ sin13t 3.75 * sin(13t — 85.6°)mV
13w
2 : _ o
15 % «iniSt 2.82 * sin(15t — 86.18°)mV
157
2 : _ o
17 % sin17t 2.19 * sin(17t — 86.63°)mV
17n
2 i _g7°
19 £ in19¢ 1.76 * sin(19t — 87°)mV
197
2 : _ o
21 % din 21t 1.44 * sin(19t — 87.26°)mV
21w
23 ——sin 23t
T
2
S ——sin 25t
257 2
———sin 2
257nsm 57t
2573 .
2573n_sm 2573t

Tabla3. Entrada vs Salida. ~ Recuperado: Elaboracién propia.

6. Representacion de Ecuaciones Diferenciales

6.1 Represente y simule mediante un diagrama de bloques en Simulink las siguientes ecuaciones diferenciales
utilizando integradores. Para cada ecuacion utilice cuatro condiciones iniciales: y(0) =0, y'(0) =

0; y(0)=2,y'(0)=0; y(0)=2, y'(0) =-2; y(0) =2, y'(0) =-2.



d%y dy .
(] F+2;+2y—4,

d%y dy .
(] F+2\/§E+2y—4,

d%y dy .
[ F+4\/§E+2y—4,

6.2 Encuentre a qué tipo de amortiguamiento corresponde cada ejercicio e indique en cada caso el valor de ¢
utilizando la nomenclatura de la funcion de transferencia F(s) = w,%/s? + 2éw,s + w,2. Compare, en primer
término, el comportamiento de cada ecuacién para las cuatro condiciones iniciales y, también, el
comportamiento de las tres ecuaciones para una misma condicidn inicial. Para este efecto, dibuje sobre el
mismo plano cartesiano las salidas de la misma ecuacién con las cuatro condiciones iniciales (tres graficas con
cuatro funciones cada una); y sobre el mismo plano cartesiano el comportamiento de la salida de las tres
ecuaciones para cada una de las cuatro condiciones iniciales (cuatro graficas con tres funciones cada una). (En
total se requieren 7 graficas)

7. Respuesta forzada de sistemas de segundo orden

Utilice el siguiente codigo en Matlab para representar la gréfica de magnitud de
F(s) = w,?/s? + 28w,s + w,2.con €= 0.25. Aqui x = w/w,, Y & es escrito como Z.

%% Cddigo Matlab

x = linspace(0,2,200); %genera un vector 200 puntos regularmente espaciados desde 0 hasta 2;
2=0.25; %valor zita

yzital=1./sqrt(((1-(x."2)).~2)+((2*z*x)."2)); %Ecuacion Magnitud

plot(x,yp) %plot grafica el valor de X y yp

7.1 Obtenga la funcion de magnitud para los siguientes valores de &: 0.25, 0.4, 0.707, 1, 5; Para mostrar en
una sola grafica las funciones para los distintos valores de & debe escribir las lineas yzita2, yzita3 ..etc,
tantas veces como valores de € diferentes quiera dibujar, en este caso 5 veces. En la instruccion “plot”
deben escribirse los diferentes nombres dados para cada funcion. Ejemplo: plot (x, yzital, x, yzita2 ..... X,
yzita5).

7.2 Cuando obtenga la gréfica de magnitud con los diferentes valores de &, utilicela junto con la gréafica de la
figura 4 (fase) para determinar la respuesta en el tiempo de las siguientes ecuaciones diferenciales:

or = &Y 4 1930
o 47336 sin20t = wt 1232+ 236.68y
71072 sin8t = 2+ 189 + 178.68y
e 500 sin10t =22 +20%2 + 100
sin - ar? dt y
0208 = Y 4 gD
e 7500 sin20t = =¥+ 252 + 236.68y
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Figura4: Fase. Recuperado: Elaboracion propia.

7.3 Utilice el diagrama de bloques del punto 6 para simular cada ecuacion diferencial y comprobar que los
valores hallados sean correctos.

Fendmeno de los batimientos

En un sistema de segundo orden sin friccion y con frecuencia natural w,, la salida y(t) de ante una entrada

sinusoidal r(t) = A sinwt ,con w = w, y condiciones iniciales nulas, puede escribirse como

sin et

y(t) = Aw cos wt—— con € = |[(w — wp)l- Ec. 8.1,

8.1 Escriba la ecuacion diferencial que rige el sistema descrito y muestre que la solucién general para
cualquier conjunto de condiciones iniciales es
Asin wt
y() =

1-()?

+ ¢y sinwyt + ¢, cos wyt Ec. 8.2

8.2 Considerando las condiciones iniciales nulas encuentre, a partir de 8.2, la funcion 8.1 . Ayuda:
Considere que si w = w,, entonces wi ~ 1
0
8.3 Leyendo la ecuacién como el producto de dos funciones sinusoidales de periodos muy diferentes haga

un bosquejo de la grafica descrita por Ec 8.1
8.4 Grafique la 8.1 con el siguiente cddigo Matlab



%% Cadigo Matlab - batimentos

t = linspace(0,40,2000); %pgenera un vector 2000 puntos regularmente espaciados desde 0
hasta 40;

A=5; %amplitud

wW=2*pi; %frecuencia

e=0.5; %Epson

yl=A*w*cos(w*t).*(sin(e*t/2)/e);  %funcidn de salida

bl=A*w*sin(e*t/2)/e; %envolvente

b2=-A*w*sin(e*t/2)/e; %envolvente

plot(t, y1,t,b1,'r' t,b2,'r") %grafica la salida de y1 junto con las envolventes

grid on %Introduce cuadricula en la gréfica;

Indique razones que permitan explicar por qué quien escribi6 el codigo escogio, e = 0,5, w = 2w y el
intervalo de tiempo entre 0 y 40. Por qué introdujo en las graficas dos lineas (iguales salvo el signo) que
Ilamo envolventes. Qué queria mostrar? Cuél es el periodo de la funcion seno y cudl el periodo de la
funcidn coseno que se describen arriba en el cddigo Matlab?

8.5 Varie eenunintervalo 0.5 < € < 1, y observe qué cambios presenta la grafica.

851 ¢(Cbébmo debe ser la relacién entre el intervalo de t y el valor de &, mara mostrar
comportamientos significativos en la gréafica?

8.5.2  Teniendo un € de 0.7 ¢ Qué valor deberia colocar en la linea de codigo t para que en la
grafica se observen 4 periodos de la funcién resultante?

8.6 Realice una simulacidn con el siguiente diagrama de bloques y varie la frecuencia de la funcién de
entrada: 5 sen 3t en unrango de 3 < w < 3.15. Luego haga lo mismo en el rango 2.95 < w < 3.
emplee un tiempo de simulacién >100.

) R T
W/ =248
Sine Wavel Transfer Fond Scope5

8.6.1  ¢Qué sucede cuando w = w,? Justifique su respuesta.

8.6.2  ¢Qué sucede cuando w = w,? Justifique su respuesta. Solucione analiticamente este
caso, encuentre la solucién general y comparela con la solucion 8.2

8.6.3  Cambie el bloque de entrada “Sine Wave” por un bloque “Constant”, con un valor de 5.
Responda ¢ por qué con una entrada constante la salida es una funcién seno?

8.7 Consulte el fenémeno llamado batimientos e indique qué relacion tiene con los ejercicios propuestos
en este numeral.
8.8
INFORME DE LA PRACTICA.
Cada equipo de trabajo, conformado por dos estudiantes, debera hacer un informe del laboratorio virtual,

preferiblemente en formato IEEE, anexando: graficas y simulaciones realizadas, analisis de los resultados
de cada punto y conclusiones finales.



Anexo 2: Cédigo Matlab, Laboratorio 1

1. Suma de Funciones

%Codigo Matlab, Suma de Funciones

t = linspace(0,10,100); 9%genera un vector 100 puntos regularmente espaciados desde 0 hasta

y=(2/pi)*sin (t) + 2/(3*pi)*sin (3*t); %suma las funciones seno descritas;

plot(t,y) %grafica; el orden de los términos define los ejes horizontal y vertical respectivamente;
grid on %Introduce cuadricula en la gréafica;

%Cadigo Matlab, Minimo Comun Multiplo

t = linspace(0,50,100); %genera un vector 100 puntos regularmente espaciados desde 0 hasta 50;

f1=sin((pi/3)*t); %Periodo T=3;

2= sin((pi/4)*t); %Periodo T=4

ft= f1+f2 ; %suma las funciones seno, con un periodo T=24;
plot(t,f1,t,f2,t,ft) %grafica FT

grid on %Introduce cuadricula en la gréfica;

2. Convergencia serie de funciones

%Caddigo Matlab, Suma de los 3 primeros términos de la tabla

t = linspace(0,10,100); %genera un vector 100 puntos regularmente espaciados desde 0 hasta

y=(2/pi)*sin (t) + 2/(3*pi)*sin (3*t) + 2/(5*pi)*sin (5*t) %suma las funciones seno descritas;

plot(t,y) %grafica; el orden de los términos define los ejes horizontal y vertical respectivamente;
grid on %Introduce cuadricula en la gréfica;

%Caddigo Matlab, Suma de los 6 primeros términos de la tabla

t = linspace(0,10,100); %genera un vector 100 puntos regularmente espaciados desde 0 hasta

y=(2/pi)*sin (t) + 2/(3*pi)*sin (3*t) + 2/(5*pi)*sin (5*t) + 2/(7*pi)*sin (7*t) + 2/(9*pi)*sin (9*t) + 2/(11*pi)*sin
(12*t) %suma las funciones seno descritas;

plot(t,y) %grafica; el orden de los términos define los ejes horizontal y vertical respectivamente;
grid on %Introduce cuadricula en la gréfica;

%Caodigo Matlab, Suma de los 10 primeros términos de la tabla

t = linspace(0,10,100); %genera un vector 100 puntos regularmente espaciados desde 0 hasta

y=(2/pi)*sin (t) + 2/(3*pi)*sin (3*t) + 2/(5*pi)*sin (5*t) + 2/(7*pi)*sin (7*t) + 2/(9*pi)*sin (9*t) + 2/(11*pi)*sin
(11*t) + 2/(13*pi)*sin (13*t) + 2/(15*pi)*sin (15*t) + 2/(17*pi)*sin (17*t) + 2/(19*pi)*sin (19*t); %suma las
funciones seno descritas;

plot(t,y) %grafica; el orden de los términos define los ejes horizontal y vertical respectivamente;
grid on %Introduce cuadricula en la gréfica;



3. Simetria Par e Impar
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Figura 1: Representacion mediante bloques en Matlab.
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“u Source Block Parameters: Sine Wave Funchn_

Mumber of offset samples = Phase * Samples per period / (2%pi)

Use the sample-based sine type if numerical problems due to running
for large times (e.g. overflow in absolute time) occur.

Parameters

Sine type: [Time based

Time (t): [Use simulation time

Amplitude:

-2/(37pi)
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Frequency (rad/sec):
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4. Paridad de funciones

#Grafica 1

t=-12:1/1e3: 12; %genera un vector

f=[(3*1)-4] %Funcion

plot(t,f) %Grafica funcion f

grid on %Cuadricula en la grafica
#Grafica 2

t=-12:1/1e3:12; %genera un vector

f=sin(t) %Funcion

plot(t,f) %Grafica funcion f

grid on %Cuadricula en la grafica

#Grafica 3

t = -10 : 1/1e3 : 10; % vector tiempo

d=-10 : 10 : 10;
y = 2* (pulstran(t-2.5,d, "tripuls',10,0))-1;%funcidén triangular

plot (t,vy) %Grafica funcidn triangular
xlabel 'Tiempo (s)', ylabel funcion
grid on %Genera cuadricula

5. Principio de superposicion. Respuesta de régimen sinusoidal

%Caodigo, grafica de Magnitud

f=[01 3 57911131517 19212325] %vector de frecuencia

vsal=[1 0.707 0.3162 0.1884 0.1407 0.1104 0.0903 0.0765 0.0664 0.0584 0.0525 0.0475 0.0433 0.0066]
%Vector Ganancia

plot(f, vsal) %grafica de f vs vsal

grid on %genera cuadricula

%Cadigo, grafica de Fase

f=[01 35791113151719212325] %vector frecuencia

g=[0 -45 -71.56 -78.69 -82.4 -83.65 -84.80 -85.6 -86.18 -86.63 -87 -87.26 -87.50 -87.69] %vector valor grados
plot(f,g)  %graficafvsg

grid on %genera cuadricula
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6. Representacion de ecuaciones diferenciales
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Figura 11: Representacion en bloques: Esquema general de una ecuacion diferencial en bloques
utilizando integradores y diferentes condiciones iniciales.
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7. Respuesta forzada de sistemas de segundo orden.

% Cdbdigo Matlab, genera la grafica de magnitud

x = linspace(0,2,200); %genera un vector 200 puntos regularmente espaciados desde 0 hasta 2;
2=0.25; %valor zita

yzital=1./sqrt(((1-(x."2))."2)+((2*z*x)."2)); %Ecuacion Magnitud

plot(x,yp) %plot gréfica el valor de x y yp

grid on %cuadricula

% Cddigo Matlab, genera la grafica de Fase

x = linspace(-1,1,1000); % vector de tiempo
z=0.05; %valor de zita
a=(2*z*x); Y%parte imaginaria
b=1-(x."2); %parte real

yp= -atand(a./b); %funcidn de fase
plot(x,yp) %Grafica yp

grid on %cuadricula

8. Fendmeno de los batimentos

%Codigo Matlab, batimentos.

t = linspace(0,40,2000); %genera un vector 2000 puntos regularmente espaciados desde 0 hasta 40;
A=5; %amplitud

w=2*pi; %frecuencia

e=0.5; %Epson

yl=A*w*cos(w*t).*(sin(e*t/2)/e);  %funcion de salida

b1=A*w*sin(e*t/2)/e; %envolvente

b2=-A*w*sin(e*t/2)/e; %envolvente

plot(t, y1,t,b1,'r't,b2,'r") %grafica la salida de y1 junto con las envolventes

grid on %Introduce cuadricula en la gréfica;
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Figura 13: Representacion en bloques: Funcion de transferencia con diferente entrada.




Anexo 3: Informe (1A)

Laboratorio virtual de Matematicas III: Uso de
Matlab.

Adrian Arturo Chuquizan Cuaspa
Departamento de Tecnologia
Universidad Pedagdgica Nacional
aachuquizanc@upn.edu.co

Resumen- Este documento presenta los resultados v
conclusiones que se obtuvieron del desarrollo del laboratorio
virtual de Ia asignatura Matematicas III, enfocado al estudio de
ecuaciones diferenciales ¥ al uso de la herramienta Matlab,
tanto para generar graficas, como para representar sistemas que
se pueden modelar v analizar con ecuaciones diferenciales de
primer o segundo orden v para obtener un acercamiento grafico
a los fenémenos que se representan a la hora de solucionar una
ecuacion de este tipo.

Palabras Clave- Batimientos, convergencia, ecuaciones
diferenciales, funciones senoidales, DMatlab, simetria de
funciones, sistemas de segundo orden, superposicion.

I. INTRODUCCION

El laboratorio consta de ocho puntos en los que se
abordan temas como la suma de funciones. la convergencia
de una serie, el andlisis de paridad de funciones, el principio
de superposicion, la respuesta forzada de los sistemas de
segundo orden v el fenémeno de los batimientos.

En cada uno de los anteriores puntos se pide realizar una
serte de ejercicios (va sea con un desarrollo analitico o con
Matlab) v responder los cuestionamientos pertinentes para
generar un aprendizaje significativo.

A continuacidn se presenta el desarrollo de cada punto
con sus enunciados, respuestas, observaciones y comentarios
necesarios para un desarrollo adecuado del laboratorio.

II. DESARROLLO
A. Suma de funciones.

Se pidié en primera instancia que se enconfrara la suma
grafica, de forma manual. de la funcion fit) dada por la Ec.
1.1

fo= 2 sm(t) +isin(3t) (1.1)
T 3T

El resultado se presenta en el Anexo 1. Para llegar a este
resultado se procedid a graficar cada funcidén que compone la
suma por separado (en el mismo plano) v luego a sumar
puntos relevantes (como maximos o cuande una de las
funciones es cero) para obtener un bosquejo bastante bueno.
Cabe resaltar que en cuanto a la amplitud de las funciones
senoidales que componen la suma, una es tres veces la otra v

en cuanto a la frecuencia, se cumple la misma relacién, una es
tres veces la otra, es decir en donde una cumple un periodo la
otra va habri cumplido tres.

También se pidid realizar la grafica uwsando Matlab, el
resultado se presenta a contimnuacion.

fit)

Fig. 1. Grifica obtenida para laEc. 1.1

Se observa que la funcién resultante es peniddica con
pertodo v frecuencia:

I'=2m
1
= =016
I 27
=21 =1

Los periodos de las funciones que componen la suma son:
2.
—si(?) =1, =27
T

2 sin(3) > T, = 23_”

A

La relacion entre el periodo de la funcion resultante y
cada una de las funciones que componen la suma es.

T 27

— = T =1

T 2T
T 27
T 3
T, 27/3

Se pidié analizar la siguiente cuestion: Si la relacion entre
los periodos de las funciones que componen la suma es un
nimero no entero jla funcidn resultante es periodica? ;Si
fuese el caso, podria establecer cudl es el periodo T de la



Juncien resnltante de des fimciones sinuszeidalez de igual
amplitud y periedos T1 y T27?

Para resolver esta pregunta, se fiene gue precizar lo
siguente:

Se fiene una fimcion smusoidal con penede T a la que s=
la sumaz otra funcidn simusordal con pertodo T, ze debe
cumplir gue T1/Tz 0 T2T| sea un mimero no entero.

Para saber =1 la fimcion resultante es también una funcion
simusordal con periodo T e experniments con tres casos, que
cumplieran la condicion anferior, para esto se propuso las
funciones y se graficaron en Matlab para encontrar el periodo
de la resultante. Los resultados fueron:

Casol:
fi=sin{a) =T, =2
. 2t
5 =5"1{T} —+T,=3
. . 2at
f=sm{;r}+sm{T‘)—}r=ﬁ
2 —
15 —
9 - . . : . H —
s
ok
05
-1
15
g 7 ¥ B B 10
Fig. 2. Grafica casol
Casol:

_ﬂ=sin(%r}—>]’1=ﬁ
s =sin(G) - T, =8

. T .t
f =sin(S0)+sin(2) =T =24

Fig. 3. Grafica casol

Caszold:
2
fimsint) =T =5
. 2m
o =sin( 3 1= I, =3
- .t
[ =sin(Z1)+sin(T) > T =15
2 T ! T 3
15F i,
] —
ns -
0
05
Ak 1
45k 4
2 EI, |::| |i_'-, 0

Fig. 4. Grafica caso3

S5e observa que =1 las funciones cumplen la condicion
establecida antenormente, la fimeion resultante es también
penodica ¥ su periodo se puede encontrar a paroir de los
periodos de las funciones que conforman la suma ya que el
penodo T cumple la condicion de ser el munmmo comun

mltiple de T v Ts.
B. Comvergencia de serie de fumciones

Se pidio completar la tabla 1 con los valores, para cada o,
de la sipmente expresion:

fi= 1 +3 a,_ sin(2n -1y 2.5
2 =
24
ConA=1 ¥ =
&= -1
Términos de la sumatoria
n fit)
1 2 .
= sin(t)
2
%siﬂﬁf}
3 2 .
TS
3 sta(31)




4 7
2 sin(7t
Tx (70
5 ¥
= sin(0F
ngsm{ )
& ¥
o1
i
%mﬂm
2 2.
——sinf15¢F
157 (s
? %smﬂ?ﬁ:
1 2 in(198)
— =&
197

Takbla 1. Terpunos de la Ec. 2.1

Se uso Matlab para sumar v graficar los primeros tres
sarmmos de la Ee. 2.1, luego los seis primeros térmumos ¥ por
dltmo los diez témunos. Las graficas se mmestran a
sonhnuacion:

15 _ _ . :

it

Fig. 5. Grafica obtenids para n=3

Fit)

-0.8
0

Fig. 6. Grafica obitenida para n=5

15 ;

o5 i : ; :
0

Fig 7. Grafica obtenids para n=10

Se observa que la tendencia de la grafica, a medida que n
aumenta, @5 a parecerse cada ver mas 3 un tren de pulsos
como el que se muesta a conhnuacion:

o=

oe

Mgl

o4

Fiz 8. Tren de pulsos.

Por lo tanto un tren de pulsos pude ser representado por la
funcion dada per la Ee. 2.1, cuande o tiende al infinito, pero
tambien puede ser representado por la sipmente ecuacion:

1 0=¢<T/2
fo= t

()
[0 T/25¢<T

Funcion peniddica con periodo T

C. Simetria par e impar
Se pidid completar 1a tabla 2 con los valores de la fancion
descrita a continuacion:

fin= L. i ET &iﬂ[r;—;:}cos(nm,,rj (3.1)

Con mp=1

Términos de lo sumatorio

n fit)

E_ms(.r)

2 o




3 —% cos(3F)
4 0

® S-cos(5D)
& 0

7 - i,._ cos( 1)
E 0

? —=—cos(9)
1o 0

Tabla 2. Térmumos de la funcion 3.1

Se procedio graficar la Ec. 3.1 con todos los datos de la
tabla 2, es decir para n=110.

12
1 per

nat-

et}
o4

Fi1

02
a

03 i

Fiz. @ Grafica obtenida para n=10Ec. 3.1
En primera mstancia se nota gue la grafica obtemida es
muy parecida a las obtemidas la seccion B, salvo que
presenta un desfase de un cuarto de periode, es deciwr la
grafica 9 presents un retraso de T/d. Ademas =e puede notar
que la fipura 9 es una funcion par, moentras que las graficas
de la seccion B no son funciones pares m funciones mpares.

D. Analizsiz de paridad de funciones.
5e pide analizar la pandad de las sigwentes fanciones:

X

Torgn Jig

Fig 11. Grafica 2

Fig 12. Grafica 3

En cuanto a la grafica 1, no es una funcion par m es impar,
esto se puede notar al aphicar los crterios de pamdad:

fit) = f(—t) — Par
fi=t) =—=f(#) — impar

La grafica 2 es una funcwon impar al 1gual que la grafica
3, va que las dos cumplen el critenio de las finciones impares,
gue puede verse como una simetrla con respecto al ongen de
coordenadas.

Para hacer que la grafica 3 sea par, se deberia defimr de la
sigmiente manera, ademas de resaltar que ez una funciom
penddica v que en cada pertodo esta dada por:

1 —;t 0=t=« % s
fi)y=- L Con I =27
| e
T 2
E. Principic de superposicion. Respuezta de régimen

simusoidal

Las figuras 13 v 14, representan la respuesta en Magmitud
v Faze de una fimeion de transferencia.



Fig. 14 Fase

En la figura 13 el gje y de la grafica se descnbe como
ganancia debido a2 gue representa una relacion entre salida v
entrada, es decir para uma sefial de entrada con amplitud
determinada, el sistema responde con una sefial de salida con
una determinada amphtud v el nomerc resultante de la
drzion de la amphted de la sefial =a salida entre 1z de la
entrada, es lo que se grafica en la fizwra 10, Ademas se puede
observar que la ganancia depende de la frecuencia de la serial
de entrada

Una cosa moportante de resaltar es que temendo la grafica
de ganancia v conociendo la entrada, se puede comocer la
amphitud de la sefial de zahda a una determinada frecuencia,
esto es simplemente mmltiphcando la amplitud de la sefial de
entrada por la ganancia v azi se obtene 12 amplited de 1a sefial
de salida

Uszande &l método desento anteriorments, v también la
grafica del angulo de fase, se procedic a completar la
sigwente tabla para diferentes sefiales de entrada.

3 2.
3, 30 68.97 *sin(3 — T2.22°)mV’
= 2
3500 22 92 *sin(St — 78.89°)m 1’
7 2
=7 sm(7r) 12.73 % sin(7¢ — 8278 )ym 1’
s 7
9, ) 7.78*sin(0f — 83 33°)m I’
1 2
T =D 5 3 sindl 1 - 84.80° Im P
13 a * o _ ] -r
2 2ia30 3.75%sin(13 — 85.6)m]
(E 7
57530 | 2 g2 *5in(15¢ - 86.18")mV
17 2
728070 5 0% sin(1 7t —86.63°)m ¥’
¥ 2_in(10
o5 sy 1.76* sin(19¢ — 87°)m¥’
i 7
317 1) | g 4% sinQ1r - 8726%)mV
23 2. -
23,230 g 3gsin(23 — 8778 ImV
23 2
2
555 (250 0.32 *5in(25¢ — 88%)m 1"
o in(257
2577 Om?”
T 2 _sins7
2573 R0 Omy’

n Funcicn enirada Funcicn salida
1]
1 1,
2 2
1 2.
—sin(f) 445.63*sin(t — 45" )m 1

Tabla 3. Funciones de entrada v salida para la funcion de
transferancia nzando graficas de Magnetud v Angulo.

Se notz que a medida que la frecuencia aumenta, el valor
de amplitud de la sefial de salida tlende a dismumuirse, por lo
tanto podria decirse gue cnando la frecuencia de enfrada es
muy grande (2537 v 2573 por ejemplo) la sefial de salida
fiende a ser cero o en su defecto es muy pequeda.

Cabe resaltar que, debido a gue el procedmmento para
encontrar la ganancia mvelocra la lectura de una grafica, las




respuestas encontradas por este metodo no son muy precisas,
va que s5e bacen aproxmmaciones de los valores de la grafica.

Por otro lado se prdid hallar la funcion de transferencia de
la sipmente ecuacion diferencial:

dy
dt

Usando transformada de Laplace.

sFis)+ Y(s) =R(s)

Y(5)[s+1]=Ri(5)

¥is) 1
=F(5sl=—1— 52
Ris) ) 5+1 e
F(jw)=—
Jer+1
(5.22)

1
F( jor)|=
PO
ZF) Um}=—taﬂ_1[c’a} (3.21)

Se grafico las funciones 5.2a v 52b, con el fin de
compararlas con las fipuras 13 v 14.

oAt E
OB B
R
= gal. \ e ]
|:|'2 L. . . "\_.M._\- . . - -
-H__‘——u\_\__\_\_
I:||:I 5I- 1:21 1I5 :‘JI:I =
Fraciantia (w)
Fiz.15. Magmired (Ec. 5.25).
1]

Gradas

1] § n 16 20 28
Frecusre s iwh

Fig. 16. Fase (BEc. 5.2b).

Al realizar la comparacion entre la figuras 13 v 13, al
igual que entre las fipwras 14 v 16, no se encuentran
diferencias perceptibles por lo que se infiere que representan
la pusma funeion.

Para comprobar lo anterior, se utliza una herramienta de
Matlab, llamada Simubink, este programa se puede aphcar
una sefal de entrada dwectamente a la funcion de
transferencia v observar la sahida. Esta salida luego se puede
comparar con los datos obtemdos en la tabla 3.

Se procedis a realizar la simmlacién, cuye mentaje se
mmesira a confimuacion, hiego e iIngraso tre:s sefiales (una por
vez) de la enfrada de la tabla 3 v los resultados se presentan
en la tabla 4.

[ - ;zl—'
1 v

#*1 Soope
Sine Viaws Transfer Fon

F

Fiz. 17 Montaje en simulink.

Es de resaltar que se hace necesano el uso del blogue Mux
{mmltiplexor) para la visualizacidn de la sefial de entrada ¥
zalidz en el mizmo plano.

n Furncicn enirada Funcion salida
0 1 o
3 2"
1 2 .
?sm{f} 480 * zin(f — 41 8 ImT”
9 2 .
or sin(91) 13.5%sm(% — 75.3%)mV”
19 .
19;:_51:1{191‘} 3.25*s5in{197 — 81.6")ym]”

Tzablz 4 Fesultados de la sommlacidn.

La amplitud de la funcion de sabhda se encuentra
directamente de la lectura de la grafica que presenta la
simulacion. Pero para encontrar el angulo de desfaze, = debe
proceder de la sizmente manera:

Fig 18. Besultado de 1z sinmlacion para entrada n=1.



Ya temendo sl resultade de la simulzcion en donde 1z
sefial de mavor amplitud comesponde a la entrada v la de
mener amplitud a la sahda, se sabe que la sefial de entrada
(Mmzin(t) para el caso n=1) fieme un penodo T=2n gque
corresponde a 360°, luego se encuentra el fempo por el cual
la salida adelanta a la entrada gue lamaremeos AT, que para
este caso es de 0.73s, v se plantea una regla de fres para
enconirar el angulo de desfase.

2r— 3607
0.73 — &
De donde =418

De esta manera se encontraron los angulos de desfaze para
las enttadaz o= 9 v 1%.

En general los resultados obtemidos por simulacion (Tabla
4} ¥ mediante el analisis de las graficas de magmitud ¥ fasze
(Tablz 3), fienden a ser diferentes, esto se debe a2 que la
forma de obtener la respuesta mo es preciza, puesto que se
infroduce errores de medicion por parte del observador.

Se pudid sumar todas las funciones de entrada de la Tabla
3 v conectarlas al blogque de la funcion de transferencia, para
luego observar la sefial de salida.

El montaje de simmlacion fue:

LT

e W E el

LTk |

e Aaeni 1
e WD

Fiz. 19 Montaje en simulink para la suma de las finciones de
entrada de la tabla 3.

Larespuesta que s& obtuvo de la simulacion foe:

Fig_ 20. Respuesta de la simulacion

Con respecto al resultado obtemido =e puede conmiderar la
sefial de entrada como un tren de pulsos ¥ la respuesta
observada comesponderia a la respuesta transitoria del
zisterna. Se podna comresponder, por ejemplo, con el proceso
de carga v descarga de un condensador al aplicar entre sus
terminzles una sefizl cnadrada de voltaje.

Die acuerde a la sefial de salida se plantea la sigwente
cueston: 51 el sistema es lmeal v por tamto se aphca el
prmcipic de superposiclon, v que la respuesta a cada enfrada
sinusoidal es tambisn simmseidal la salida deberia ser uma
sinuzoide v no la funcidn que aparece en la grafica a la salida
de la funcion de transferencia. Por lo tanto hay un error.

Mo se trata de un error, va gque la respuesta chservada es la
correcta. El emor se encuentra en no considerar que, como la
respuesta a cada enfrada smusoidal es tambisn una simuscadal,
la suma de entradas de funciones sencadales, no va a provecar
una sola respuesta senoidal, smo una suma de funciones de
este fipo con difevente frecuencia v amplitud, el hecho esta
que las amplitudes ¥ frecuencias son las adecuadas para que la
suma de las respuestas den lugar a la sefial observada.

Para comprobar que la sefial de salida es la suma de las
respuestas @ cada sefial sencidal de enfrada, como se dyo
anteriormente, se plantea encentrar la solucion analitica para
la ecuacion diferencial gque tieme como fimcion  de
transferencia la mostrada en la ecunacion 3.2, Estz ecuacion
diferencizl, de marera general puede representarse como:

l'-'tl-'

—+v=rif
dar - ®

Dionde o) representa la entrada, que para este caso es la
sumatoria de todas las funciones de la columna de entrada de
la Tabla 3.

Para encontrar a solucion de la antenor ecuzcion diferencial
se aplica el principio de superposicién v se encuentra la salida
para cada entrada haciendo uso de las ecuaciones 5. 2a v 53.2b.

Se procedic a tabular la magmitud v angulo de desfaze (de
la funcion de transferencia) parz frecuencias apropradas.

Frecuencia (w) Magnitud Fase
o 1,000 0,0
1 0,707 -45,0
3 0,316 -7LE
5 0,196 78,7
7 0,141 -§1,9
g 0,110 -83,7

11 0,091 -34.8
13 0,077 -85,5
15 0,067 -86,2
17 0,055 -86.,5
19 0,053 -87,0
71 0,048 -87,3
23 0,043 -87,5
25 0,040 -87,7

Tabla 5 Magmitud v fase de F{=)



Una vez temiendo los valores de la Tabla 3, queda facl
encontrar la respuesta del sisterna 2 una entrada senocedal de
frecuencia determimada. La salida es una funcion sinusoidal
con amplitnd dada per la multiplicacion de la amplitud de
entrada por el valor de gamancia (Mapmtud de Fi(s)) v el
angulo de fase corresponde a la fase de F(s) a la frecuencia de
la sefial de enirada.

Con lo anterior se procedio a encontrar la solucion de la
ecuzcron diferencial a cada sefial de entrada.

Funcion enfrada Funcion salida
1 1
2 2
3
P 450.158% sin(t — 45 )m
2 .
3, om0 67.106*sin(3 —71.6%)m
7
555000 24.97*sin(5¢ — 78.7°)m
2 .
77 12,862 *5in(7¢—81.9%)m
2 in(0
[raetel 7.811%sin(9r—83.7°)m
3
R0 | 5240%sin( 1:-84.80°)m
imﬂm 3.756*smn(13¢ —85.6°)m
137
2 sin(150)
[ET 2.823%s5in(15t—86.2%)m
2 cin(17
75 a7 2.199*sin(17¢ —86.6°)m
2_in(1o
o5 Smd9n) 1.761*sin(19¢—87%)m
2 in(219)
e 1.442* i1t —87.F)m¥"
2 cin(23
53 SB0 | 202%5in(23r-87.5)m
2 -
5552250 |1 018%5in(25 ~87.7)m

Tabla 6. 5clucion de 1a E D). a cada entrada.

Se uwso simulink para sumar todas las funciones de la
columna de salida de la tabla & para contrastarla com la
obtemida en la figura 20, lo que se obhrvo fue:

Fiz. 21. S5uma de las funciones de salida.

Se observa que la grafica de la sefial de salida tanto en la
fimuwra 21 como en la fizura 20, son iguales. Con esto se
comprueba que la sefial de sabda es también una suma de
infimitas sefiales senondales.

Se cambio la sefial de entrada por la defimda por la Ec 2.2
{tren de pulsos), apheandosze a la funcion de tasferencia v lo
que se obtuvo fue:

Fiz 12 Fespuesta 3 una entrada de tren de pulsos.

Como se puede observar la respuesta tanto al tren de
pulsos como a la funcion compuestz por la sumatoria (Fig.
197, s la misma, v esto se debe a que la fimcion de entrada
para cada case e5 la mwsma (solo que escnta de forma
duferente). Puesto que muentras mas términos de la sumatoria
se tomen para conformar la funcion, mas se parece a un fren
de pulsos, siendo 1guales cuando n es infimita.

F. Representacion de ecuaciones diferenciales.

Se pidio representar v solucionar las simmentes ecuaciones
diferenciales por medio de la herramienta simulink.

Y 2@ 3,4
ar dr

:a'ly dy
2 220y =4
dr? a7

1.




d’y dy
3. —— 442 52y=4
dt’ it )

Cada una para cuatro condiciones imiciales:

Jr@=0 _[y@=2
=0 "|y@=-2

LJ¥m=2 [30)=2

Tly@m=0 T[y=2

S5e pudio analizar el tipo de amortguammento que cada una
de las tres ecuaciones diferenciales presentaba, para este fin
se uso el metodo de solucion de la ecuacion homogenea v del
polinomuo caracteriztico.

Para el caso de la primera ecuacion,
caracteristico ¥ sus raices son:

AA+24+2=0

el polmemic

Ay =-1%j
Como las raices del polinonwe caracteristico son complejas
conjugadas, la  ecuacidn presemta  uma  respuesis
subamortguada

Para la segunda ecuacion diferencial se tiene:
A2 42=0

Las raices son reales e iguales, commespondiente a uma
respuesta criicamente amortiznada.

Por altimo para la tercera ecuacion:
A +422+2=0

A,=-22+.6

Las raices son reales v diferentes, por lo tanto se presenta
una respuesta sobreamortignada.

Otra forma de analizar el amortiguamiento de las
anteriores ecuaciones es wabajar con el sigmente formato
estandar de presentacion de una ecunacion diferencial v
encontrar el valor de C.

d’y _dy 2
‘.]f +28m, ——+ ey =r(t)

(6.1
di* dt

Al comparar las ecuaciones con el anterior formato se
observa gue el wvalor de o), comesponde, para las fres
ecuaciones diferenciales, a .7 Ahora va concciendo este

valor, s& puede encontrar el valor de L.

Para la pnimerz ecuacion J = ll.l'rﬁ
Para la segunda ~ =1

Y para la tercera =2

52 obtuvoe un resultade destacable v es gque um
amortiguamiento crifico comresponde con un valor de £ =1, un
subamortiguado con [ < 1 ¥ un sobre amortguammento con
|
L=l

Por otto lade para la selucion de las ecuaciones en
simulink, se procedid a reahrzar el montaje, que para la
promera ecuacion diferencial, la representacion es:

Conaant —
Ini=grabor

Gan

@_

Gainl
Fig 23. Representacion de la primers ecnacion diferencisl
Para las restantes ecuaciones diferenciales la representacion
ez la misma de la prnmera salve que los blogues de ganancia

del primer integrador (de la izguierda) cambian por 247 ¥
4J7 respectivamente.

Laz respuestas a las distintas condiciones imaciales para las
tres ecuaciones diferenciales se presentan a confnuacion:

Fiz. 24. Fespuesta de la primera E. D. 3 las coatroe condiciones
imiciales.

Fiz 15. Bespuesia de la sepunda E. D). a las coatro condiciones
imiciales.



Fig. 26. Fespuesta de la tercera E. D). a las muatro condiciones
iniciales.

En cuanto a la respuesta de los tres sistemas (scuaciones
diferenciales) a las diferentes condiciones miciales, se puede
apreciar que son estas tltimas las que dan el compeortanuento
de la respuesta transitona del circumfo. La respuesta forzada
viene dada por la fuente excitatriz ¥ en este caso es constante
e 1gual a dos. Tambien puede mfenrse a partir de las graficas
el fipo de amoriguamiento que comesponde a cada sistema,
por ejemplo, el primer sistema se comesponde con una
ecuacion diferencial subamortiguada.

Por otro lado, con el animo de comparar las respuestas que
los sistemas presentan a una misma condicion mmcial, se
realizaron las sipmentes graficas con la ayveda de Matlab.

Fig. 27. Fespuesta de las tes E. . a la primera condicion

Fig. 28. Respussta de las tres E. D. a 1a sepunda condicion

Fig. 30. Bespuesta de 1zs tres E. D, 2 13 cusrta condicion inicial.

Se observa que las respuestas después de que el transitono
ha pasado son iguales a dos, la condicidn micial para w(0) da
la posicion mucial v su derivada en cero da la pendiente . Para
el caso particular de la figura 28, el sistema no fiene respuesta
tramsitoria porque la condicion imcial tanfo para v como para
¥', asi lo propician, esto es, el sistema se encuentra en el
estado a donde debe legar.

. Respuesta forzada de siztemas de segunde orden.

Se pidid wsar Matlab para representar la grafica de

magmitud de F(z) = wg®/s% 4 2wugs 4+ g con
x = /iy, v para diferentes valores de § El resultade fie:
25 : : : T : . . : ;
kw025
: cie=0.4
. L0
2 SR AR R _' ste=l |
;" \\, . =5
P T
1E} : ; :
3 £
a
=
DEL--
o 1 i 1 i _I
a a2 0.4 0Eg 08 1

el
Fiz. 31. Magnimd



Wil

Fig 32_ Faze

Una vez obtenida la grafica de magnitud (Fig. 31) del
sistema de segundo orden en forma general, v con la avuda de
la grafica de fase (Fiz. 32). se pude encontrar la sohucidn de
las sizmentes ecuaciones diferenciales:

;]

j : _ “’-"’ — 473 36 5in(20¢)
2 dt 2.+ 178.68y = T10.72sin(81)
; 4y u"t‘ +100y = 500sin(10)
da dr
dE}. ﬂt'p _
3 LY 25 536 68y = T500(20¢
dt” dt ! 00200

Para dar solucion a la pnimera ecuacion diferencial se
procedio de la sigwente manera:

5e compara la E.D. con la ecuacion 7.1 termuno a termuno

con el fin de encontrar los valores de @ .o, , 4 ¥ oo, -
d*y . ) -
F{—Lmn > = Ao, sin(c) (D)

Se encuentra que:

a@=20 @) =236.68 = m =15.38

1 i
AR =4T33654=2538_5 2 0 _
736.68 o 1538

123

—=04

2ey

Una vez hallade estos walores se observa la grafica para
obtener el valor de ganancia v el angulo de desfase. Se tene
que:

2, =123 3 5=

(- ,-II‘
o)

A4

_ i{' N _os —|ki(13,04)|=2008) =16

ZK(1.3.04)=-122°=¢

Entonces la respuesta a la E.I:
d’y dy
dr*
Viene dada por:
vt = |k|sin{:-_f +&)
W) =16sm(20f —122°)
Para la solucion de las otras ecuaciones diferenciales ante
una repuesta sencidal, se procede de la musma manera que
para la primera, temendo en cuenta los valores adecumados

para encontrar la gamancia v la fase. A continuacion se
resumen en la tabla los valores destacables de cada ecuacion.

= 473 36 5mn(20¢)

L kg A g 4 E[wywn ) K []

B 134 4,0 0.6 0,707 0,94 37 -332
10 10,0 5.0 10 1.0 05 25 o2
20 154 31,7 13 0.5 15 473 | -1102

Por lo tanto las soluciones son:

2 y(f) =3.7sin(8t - 53°)
3 () = 2.55in(10¢ — 90°)
4 () = 47.5sin(20t —110°)

H. Fenomeno de los batimienies

En un sistema de segunde orden sin fiecion ¥ con
frecuencia natural gy, l2 salida pif)de ante una entrada
simusoidal ?‘{f}=z&[5iﬂ.{ﬂ}, com @Eay ¥ condiciones
immciales mulas, puede escribirse como -

sin(2)

W(£) = Amrcos(ax) con £=|o—a

La ecuacion diferencial que rige el sistema descrito es:

r';; + o'y = Asinlet) (8.1)
Esta ecuacion comesponde a la Ee.
s=0.

La zolucion de 8.1 a condiciones imciales no mulas viens dada
por:

7.1 con un valor de

Wri=4 —smI:ﬁJt) + ¢, cos(ax) + o, s Er)
[
-1
'\-\.&J” £

Se prde hacer un bosquejo de la grafica de la sclucion al
sistermna con condiclones Iniciales nulas,
presenta en el anexo 2.
La grafica obtemda en Matlab es:

el desamrolle =a



=]

[=]
—=

i

N -

g & ¥

[x] 5 1 15 0 = 0 - 40

]

Fig.33. Grafica dela respuesta del sistema a condiciones iniciales
nulas.

Al vanar el valor de £ se pusde notar que parz el nusmo

tiempo, hay mas funciones senoidales (envolventes)

completas, es decir el penodo de as envolventes se dismunuye.

REFERENCIAS
[1] hrpwww ilopez. es/provectos matematicas PerFunComp POF




Anexo 4: Propuesta de laboratorio virtual 2

FACULTAD DE CIENCIA Y TECNOLOGIA
::L‘:;‘:ﬂf‘" FEBAGOGICA DEPARTAMENTO DE TECNOLOGIA
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LABORATORIO VIRTUAL 2

1. Operaciones con matrices.

La siguiente representacion corresponde a un sistema dibujado como una matriz de nxn elementos:
x1] _ [%11 Q2] [x1
[x'Z] a [az1 azz] [xz] Ec.11

Como se observa el tamafio de la matriz depende del nimero de filas y columnas, para cada una de ellas
corresponde un elemento. Teniendo en cuenta la anterior representacion realice las siguientes operaciones
matriciales:

1.1 Utilice el software matematico Matlab para realizar las siguientes operacién con matrices:
4 5cos3t 2 [ 1 0 ] 2 6 3 1 0
[3ef 2 ] [4] C=lvz a, [3 1 7] [0 1
A+C; B+C; A * B; BxA; AxD; (AxC)=1

1.2 A partir de su interaccion con el software, es correcto afirmar que ¢A*I es igual a I*A?
1.3 ¢Qué propiedades de la aritmética cumplen las representaciones matriciales? Experimente con Matlab.
1.4 Encuentre la matriz D~! para que se cumplaD * D™ =]

2. Series de Taylor

2.1 Complete la tablal reemplazando los valores para cada k, entero, segun siguiente expresion:

w atk
f(t) = ZK=OF Ec.2.1



Términos de la sumatoria

k f(t)
0 1
1 at
2 at?
2!

3

4

5

6

7

8

9
10

Tablal. Términos de la funcion f(t)

2.1 Tomando a=1 utilice Matlab para realizar la suma de los primeros tres términos de la tablal, después de
los primeros 6 términos, y después los 10 términos de la tabla, y comente sus observaciones sobre cada una
de estas sumas con respecto a la figural.

100 -

Amglitud

figural. Funcion exponencial.

2.2 Utilice el siguiente cédigo en Matlab para hallar la serie de Taylor de las siguientes funciones:

syms x

taylor(exp(x) , "Order*, 10)
taylor(sin(x) , *Order’, 10)
taylor(cos(x) , ‘Order’, 10)



e Compare la serie de Taylor de las funciones sin(x) y cos(x) con la serie de la funcion exponencial.
Que cambios nota y a que cree usted que se debe esa serie de cambios.

3. Ecuaciones diferenciales mediante representacion de variables de estado.

Represente y simule mediante un diagrama de blogues en Simulink las siguientes ecuaciones diferenciales:

d?t

St22+2y=4

d
d
d?t

dt2+2x/7‘;—f+2y=4

3.1 ;Cudl es la funcion de transferencia de cada sistema? Después de obtenerla ¢ represéntela en Simulink para
observar su comportamiento grafico?, comente.

3.2 Utilice el siguiente cédigo en Matlab para pasar cada funcion de transferencia hallada en el punto anterior a
representacion en espacio de estados:

%% codigo para pasar de funcion de transferencia a espacio de estados.

H=b/a

b = [1];%numerador de la funcion de trasnferencia

a = [15 6];%denominador

[A,B,C,D] = tf2ss(b,a)%convertir a espacio de estados

clear all

3.3 Con la representacion de espacio de estados de cada ecuacion diferencial realice una simulacion en Simulink
con integradores siguiendo como ejemplo la figura2:

EIj . 2 w1
s2+25+2
Stepl Transfer Fon Scope

E—’[:}“ > = rE r{b—b@

at Intedtator

Scope

Figura2. Esquema Simulink espacio de estados vs funcion de transferencia.

3.4 Compare las tres graficas y comente los resultados.



4. Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas del tipo x=Ax

4.1 Simule en Matlab sistemas de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas del tipo x=Ax, con:
Ae [/11 0] [ 0 q] [P q] o [AM kK
- 0 lz _q 0 ! _q p ’ 0 11

Que corresponden a ecuaciones de segundo orden con raices reales diferentes, repetidas y complejas

respectivamente.

4.2 Utilice el siguiente cddigo en Matlab para encontrar la respuesta de la forma e4t, de las ecuaciones

diferenciales del punto anterior.

oe
oe

solucion del sistema

syms al a2 s x10 x20 %variables simbolicas

=[al 0; 0 a2]%matriz A

=[1 0;0 1]1% matriz identidad

Rl=inv ((s*I)-A);% (sI-A)"-1.

R2=ilaplace (R1l) %$solucion del sistema, Exponente elevado a una matriz A.

4.3 Ahora emplee el siguiente en el c6digo anterior para determinar las ecuaciones paramétricas de cada matriz

%% solucion del sistema

syms al a2 s x10 x20 %variables simbolicas
=[al 0; 0 a2]%matriz A
=[1 0;0 1]1% matriz identidad

Rl=inv ((s*I)-A);% (sI-A)"-1.

R2=ilaplace (R1l) $solucion del sistema, Exponente elevado a una matriz A
=[x10; x20];%condiciones iniciales

R3=ilaplace (R1l) *X%Curvas parametricas

5. Retratos de fase y campos de velocidades.

5.1 Para cada una de las siguientes matrices evalle el codigo reemplazando la matriz A en cada caso para hallar
las graficas retratos de fase. Dele valores a cada variable de las matrices A, y cambie los valores de K para
observar los distintos cambios.

[ 1 ] [ Q] [P q 11 k
0 A ‘l-q o] 0 A



o\°
o\

hold on
syms S
A=[al O;
k = 2;

for m =
inicial;

for
inicial;

end

al a2 %variables simbolicas
0 a2];%matriz A
$Numeto de ciclos

-k:k %Crea una matriz de -k a k, donde m es la primera condicion

n = -k:k %Crea una matriz de -k a k, donde n es la segunda condicion
X = [m;n];%condiciones iniciales

B=s*eye (2) ; %e"At

C=B-A;

F=C.'/det (C);

G=ilaplace (F); %e”At

H=G*X; %multiplica e”At por las condiciones iniciales.
H1=H(1,1); % Valor ecuaciones parametricas

H2=H(2,1); % Valor ecuaciones parametricas

ezplot (H1,H2) %grafica las ecuaciones

grid on

%$fin del ciclo

end $fin del ciclo
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Descripeion Laboratorio IT

Resumen:

En el siguiente informe presenta la descripeidn del laboratorio
virtual II que abarca ejercicios del abordaje de espacio de
estados para ser analizados desde la dimension del tiempo v
frecuencia. Referente al tiempo se exponen sistema de
ecuaciones diferenciales representadas en forma matricial La
importancia de solucionar este tipo de sistemas consiste en que
por medio de esta representacion se pueden resolver: a). un
sistema de ecwaciones diferenciales acopladas o b). Una
ecunacidon diferencial de segundo orden escrito en forma de
sistema con la ayuda de wvariables de estado. La solucidn
general a la que se llega es una funcion descrita por dos
funciones paramétricas. cuya grafica en el espacio para
diferentes valores de condiciones miciales genera lo que se
conoce como el retrato de fase y también el campo de
velocidades. Referente a la frecuencia el método es la funcién
de transferencia.

Introduccion

El laboraterie virtual IT consta de cinco puntos los cuales son:
operaciones con matrices, series de Taylor, ecuaciones
diferenciales mediante representacion de espacios de estado,
Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas y
retratos de fase v campo de velocidades, a contmuacion se
muestra una descripcidn breve de cada punto v lo que se
pretende con el desarrollo de cada uno. La representacion de
espacio de estados se da en forma matricial, para ello es
mmportante exponer una secuenciacion y relacion de los
£JercICIos.

1. Operaciones con Matrices.

El primer punto hace referencia a conceptos basicos de
matrices, se pretende que el estudiante reconozca una matriz,
los elementos que la componen y las propiedades artméticas
del algebra lineal con el fin de poder realizar operaciones con
las matrices. Las caracteristicas que debera identificar en una
matriz es el tamafio, el nimero de filas de columnas. Los
elementos que componen una matriz son las cantidades
numéricas que corresponden a cada fila v columna, por
ejemplo:

_ [@11 al?.]

T laz az

El primer numero de cada subindice denota el nimero de la
fila en que se encuentra cada término. el segundo nimero hace
referencia a las columnas correspondientes.

En cuanto a las propiedades artméticas el estudiante se
enfrentard a algunos cambios en las operaciones con respecto
a las que se trabajan con escalares, para lo cual debe utilizar
los conceptos previamente mencionados. S1 bien, los ejercicios
pueden desarrollarse analiticamente, la iferaccion con el

software Matlab, facilitara su respuesta v por medio de la
variacion de pardametros podrd comprender como funcionan
las propiedades aritméticas en las matrices (conmutativa,
clavsurativa, asociativa).

2. Series de potencias v series de Tavlor.

Es importante realizar una clase mtroductoria sobre estos dos
temas con el fin de mostrar que por medio de las series se
llega a una exponente elevada a una matriz (e*%). la serie de
potencias se representa de la siguzente forma

z ay(x —c)" =ag+a,(x —c)* +az(x—c)* ..
n=0

La series estd alrededor de x=c v los térmmos a,
comresponden con los térmunos de una sucesidn que
usualmente es la serie de Taylor de una funcion conocida. La
serte de Taylor es una aproximacion de funciones mediante
una serie de potencias que se calcula a partir de las derivadas
de la funcion para entorno a un determinado valor a.

A partir de lo anterior, se utilizan las sertes de potencias para
abordar la solucidn del siguiente problema:

x=kx

Donde x es trayectoria v X velocidad v k es una constante.

Se planted una manera de solucionar el problema por medio
de serie de potencias, para ello se mici6 con la suposicion de
que la respuesta se puede expresar como una serie de
potencias, asi:

x = ag+agt+axt® +aztd+-
Se dertva:
i = a; + 2at + 3azt? + -
Ahora se relacionan las expresiones:

a; + 2ast + 3ast® ... = k(ag + ait + ast® + azt®)

Igualando los polinomios se obtiene que:
a, = kag
_kay klag
2= T

a, Kkag

Es decir
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Que reemplazando en la funcién x origmal se tiene:
oo
i kntn
x= ag+ot+axt-= aoz—l
n!
n=0

= age’

Donde 1a sumatoria queda definida al conocer a, que es la
condicidon micial

Con un método similar se encontrd la solucidn al sistema de
ecuaciones diferenciales descrito a contimnuacion:

Campae vectorial

A
/ |
Xy _ [@11 alz] . [1'1]

iz_ Gz daz Xz

Iy = apxytagpx;
Tz = @z Xy Hagsxs

En donde las incégnitas son: x, (), x5(t)
Se encontrd que la solucidn es:
X =g
Entonces se hace necesario comprender el significado v la

forma de calcular e*® donde A es una matriz. Porque en los
ejercicios posteriores se trabajara sobre este tipo de solucion.

I N0

n!
n=0

Ya teniendo la parte tedrica. este punto pretende que los
estudiantes reconozcan la expresion de una serie de Tavlor
para encontrar los diez primeros términos de la sumatoria y
posteriormente con avuda del software Matlab, observe que la
grafica resultante de la sumatora. es muy aproximada a una
funcion exponencial Si bien este punto es muy similar al
punto del laboratorio virtual I, el estudiante puede determinar
que nuentras la serie de Fourter reconstruve una funcién con
términos smusoidales, la serie de Taylor lo hace con
polinomios. En ese momento se genera un aprendizaje
significativo al relacionar el conocimiento previo con la
mformacidn nueva.

En el segundo ejercicio se le pide al estudiante que realice la
serie de Taylor en Matlab para la funcion exponencial, la
funcion seno vy la funcion coseno. Esto con el fin de que el
pueda establecer relaciones de varias funciones. asi como
sutiles diferencias graficas.

3. Ecuaciones diferenciales mediante representacion
de espacios de estado

Los puntos anteriores eran el preimbulo para la representacion
en espacio de estados. En este punto es mmportante que el
estudiante ponga en prictica los conocimientos adquiridos v

(=]

las habilidades en el manejo del software. El primer ejercicio
solicita representar dos ecuaciones diferenciales por medio de
bloques mtegradores en Matlab-Simulink con el fin de
observar la grifica de salida, identificar el tipo de
amortiguamiento v obtener la funcidn de transferencia de cada
ecuacion.
Teniendo la funcién de transferencia, se puede obtener la
representacidn en espacio de estados de cada ecuacién, para
ello, se presenta un codigo en Matlab en el que los estudiantes
deben reemplazar los valores obtenidos v llegar a la siguiente
expresion:

% =Ax+ Bu

y=Cx+Du

Donde A se denomina como la matriz de estado, B la matriz
de entrada, C la matriz de salida v D la matriz de transmision
directa. Dependiendo de las raices del sistema se pueden
escribir cuatro tipos de representaciones en el espacio de

estados:
a=lo 2[5 % 3 [7 2l

Luego de identificar cada matriz el estudiante debera
representar cada ecuacion de estado en Simulink siguiendo un
modelo propuesto por los autores. La idea principal de este
ejercicio es que se realice una comparacion de la respuesta del
sistema por medio de: ecuaciones diferenciales, funcion de
transferencia v espacio de estados, observando que aunque son
diferentes formas de representar un sistema la respuesta para
cada caso es la misma.

4. Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

homogéneas

Para el cuarto punto se trata se solucionar ecuaciones
diferenciales lineales homogéneas para distintos valores a;; en

las matrices A del punto anterior. Estas ecuaciones
diferenciales estan representadas de la forma:

X =AX.
x| [ﬂu ﬂlz] E;H]
Xy az; Gzzllxs
Xy = ap ¥ +agax;

Az = A%y + QazXa
La solucidn esta dada

Que representa:

Es decir

X =e¥X,

Donde los vectores X, representan las condiciones miciales de
las variables x,(0) = x5 v x,(0) = x5, asi:

Fol]

Y la matriz e’ se calcula con la transformada inversa de
Laplace de la siguiente manera:

et = L7H(sI - A)7"}
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Donde s representa la variable de Laplace e I es la matriz
identidad
1 0
I'= [0 1

Teniendo esta primera parte se procede a solucionar el sistema
anteriormente descrito para las diferentes matrices A, cabe
resaltar que las matrices A son muy importantes va que
cualquier ecuacion diferencial de segundo orden se puede
llevar a una de las denomuadas Formas canénicas de Jordan.
Y aunque este tema no es tratado en este mforme. cabe resaltar
que dando solucidn a estas matrices, de una u otra manera, se
estan solucionando todos los sistemas que representan una
ecuacion diferencial de segundo orden. La matriz A que se
desarrollara es la del tercer caso:

Matriz A: Tercer Caso

A= [—pq g]

Procedemos a calcular la matriz e4’ teniendo en cuenta los
pasos anteriormente expuestos:

s-a=[ A=l Bl=T0" <5l

(= 2

(s1—4) = — =L
Det ([ q  s- pD
= <2
1 L-a s-p
R Py
s—p q
(Sf — A)_l — (S - p_);—l_ qz (.S' _Splzp-l— qz‘
G-p)?+d* (c-p)P+4?)
s—p q
A _ -1 J|5=pP+a? (s-p)P+ 4 }
’ —-q s-p
(s—p)+a* (s—p)?+ a3l
oy S7F ] =y 9 ]
w_| -»7t+d? s - »)2+ q%)
-1 4 Al s7P )
. (s-p)P+ qz] £ (s —p)2+ q¥)
A [ e’fcos(qt) eptsen[qt)]
T |—ePlzen(qt) ePfcos(qt)

Después de calcular la matriz ef, se procede a determinar las
ecuaciones paramétricas de la matriz A, incluyendo las
condiciones miciales

eP* cos(qt)

ePrsin(qt)] [*10
_ LAty _ .
X=eho= [—e?’r sin(gt) szo]

eP* cos(qt)

x0efcos(qt) +  xg0e" sin(gt)
X= - £
—x0e"sin(gt) + x.0eF" cos(gt)

Entonces la ecuaciones

paramétricas:

solucion estd dada por las

x,(t) = xy0eP" cos(qt) + x50eP" sin(gt)
x5(t) = —x,0eP" sin(qt) + x,0e"" cos(qgt)

Si bien la respuesta de una matriz elevada a un exponente e#*
se puede obtener de forma analitica, este cuarto punto se
presenta un codigo en Matlab que facilita el proceso de
calculo para  deternunar  la  diferenfes matrices A
comrespondientes a las raices de una ecuacion diferencial de
segundo orden homogénea, el estudiante solo debe identificar
la funcion de cada una de las instrucciones de codigo v
reemplazar valores, asimismo, se expone el codigo para
encontrar las ecuaciones paramétricas de cada caso.

Para este punfo también se solicita al estudiante que asigne
valores a cada variable de la matriz A_ esto con el fin de que a
partir de la grifica obtenida en la simulacién. pueda
determinar a qué tipo de amortiguamiento comresponde la
ecuacion diferencial presentada en forma de matriz. Cabe
resaltar que dependiendo las raices de la ecuacion. la matrz
estard definida.

5. Reftratos de fase y campo de velocidades

Como se menciond micialmente, la solucion general a la que
se llega es una funcidn descrita por dos funciones
paramétricas, cuya grafica en el espacio para diferentes
valores de condiciones iniciales genera lo que se conoce como
el retrato de fase v también el campo de velocidades. S1 se
toma como ejemplo la respuesta del tercer caso de ecuaciones
diferenciales homogéneas obtenida en el punto anterior, para
observar el retrato de fase solo se tienen que dar valores a las
variables p, g, xyg, Xop. Se tomaran unos valores cualesquiera:
p=—lig=4xp=2lxp=3;

3

180
1}
AT

b ey
sk i

Ak

15f-

24 1 0 1 2 3

Figural: retrato de fase, Tercer caso
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Una manera de visualizar la forma de la respuesta al sistema,
sin saber la respuesta, esta dada por el campo de velocidades
que representa el sistema en si Es decir. al solucionar el
sistema lo que se hace basicamente es: conociendo como es la
velocidad en cada punto del campo, encontrar la trayectoria
que seguiria una particula sometida a dicho campo.

Para entender mejor el concepto se toma el primer caso de la
matriz A como ejemplo. Este se plantea de la siguiente

MAanera:
X =Ax.
Que representa:
X1 _[A&r 0%
[2l=[c 2k
Es decir
Xy =A%
Xz = Aaxz

Si tomamos un plano cartesiano con X en las abscisas v X3 en
las ordenadas, la mformacion que nos brinda el sistema es que
en cada punto (x;,x; ) hay un vector con componentes
Ayx97+ Azx2f dadas por las derivadas de las variables en dicho
punto. Es decir que se puede ver como una funcién velocidad
que depende del punto en que se ubique:

Blrp ) = Agx i+ daxaf

Para el tercer caso aplicando esta propiedad, el campo de
velocidades es el siguiente:

Figura2: campo de velocidades. Tercer caso

Tentendo el campo de velocidades v el retrato de fase para
determinadas condiciones iniciales, se puede tener las dos
graficas en un mismo plano cartesiano para corroborar que las
soluciones encontradas para los sistemas son las adecuadas.

A contimuacion se muestra las graficas obtemidas del campo de
velocidades y el retrato de fase:

:;“r......

2
-

Ll
(e
=
(=18
u

kS

Figura3: campo de velocidades vs retrato de fase. Tercer caso.

Se puede observar, que tanto las trayectorias del campo de
velocidades como el retrato de fase levan a la misma
respuesta para un deternunado par de condiciones imiciales.
Por otra parte se nota que los vectores del campo de
velocidades son tangentes a la trayectoria de la solucion.

Para el quinto punto se pretende que el estudiante realice estas
graficas para cada una de las matrices A, para ello se presenta
un cédigo en Matlab de retratos de fase y otro del campo de
velocidades, en el que se deben reemplazar los wvalores
obteidos del punto anterior a defernunadas condiciones
miciales. la posibilidad que se le presenta al estudiante es que
puede variar los parametros del codigo cuantas veces quiera v
asi observar los diferentes comporiamuentos generados en la
grafica.

Es mmportante aclarar que es necesaria una clase mtroductoria
de cada tema, con el fin de que el estudiante conozca el
proceso analitico y posteriormente lo pueda representar
graficamente utilizando el software matemdtico. Ademads, a
partir de la experiencia generada en el primer laboratorio
respecto a la interaccion con la herramuenta computacional. el
estudiante tendrd mas posibilidades de abarcar de cada uno de
los ejercicios propuestos.

Los dos laboratorios cumplen los mismos principios generales:
estructura ¥ secuenciacidén para la comprensién de sistemas
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