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Introduccion

La fisica en su buisqueda por comprender la naturaleza fundamental de los fenémenos, ha transi-
tado por diversas etapas, desde la descripcion de leyes deterministas hasta la incorporacién de la
probabilidad y la estadistica para abordar la complejidad inherente a muchos sistemas. A lo largo
de esta evolucion la variable aleatoria, definida a partir de una distribucion de probabilidades, se
presenta relevante con respecto a los modelos fisicos después de una larga y rica discusién a lo
largo del siglo XIX y a inicios del siglo XX, en contraposicion a la trayectoria propuesta desde
las ecuaciones de movimiento deterministas de la mecanica clasica, o la linea de universo en la
relatividad especial, ya que la presencia de fluctuaciones definidas como desviaciones espontianeas
en un sistema con respecto al valor esperado de una cantidad, amplia el panorama desde la causali-
dad de los procesos fisicos; ya que la dependencia entre dos variables no necesariamente significa
causalidad al interior del modelo, involucrando conexiones no lineales y la identificacién de una
multiplicidad de causas que derivan en una consecuencia.

Por ello, la fluctuacion térmica constituye una herramienta que define el universo a partir de la
reinterpretacion de hechos empiricos que constituyen la fisica a partir de un puente que conecta
los individuos que conforman el sistema y el todo que conocemos como sistema a partir de los
momentos estadisticos, tal como se observa en la termodindmica. Asi, queda en evidencia que es-
tas variaciones, lejos de ser meras perturbaciones, permiten revelar informacién crucial sobre la
estructura y la dindmica subyacente en las constituyentes de un sistema.

De acuerdo a lo anterior, es posible la inclusiéon de modelos fisicos para un sistema bajo condi-
ciones donde las fluctuaciones son dominantes (también conocido como ruido), siendo necesario
considerar sus efectos en la descripcion. Dichos sistemas como el movimiento browniano y el
ruido térmico, producto de las colisiones irregulares inherentes en cualquier sistema, a pesar de
considerarse como hitos cientificos, no encuentran lugar en la ensefianza de la fisica facilmente
debido a su complejidad frente al tratamiento matematico e interpretacion a nivel conceptual de
sus cantidades. Tal como expresa Gillespie:

Dos logros significativos de la fisica en la primera mitad de este siglo fueron las elu-
cidaciones tedricas del movimiento browniano y del ruido de Johnson. A pesar de los
extensos avances tedricos en nuestra comprension realizados desde esos trabajos cla-
sicos, la presentacion de estos temas a los estudiantes siempre ha representado un de-
safio. Las exposiciones tipicas suelen involucrar alguna combinacién de una ecuacién
diferencial parcial no intuitiva y complicada llamada Fokker—Planck, y una ecuacion
diferencial mdas plausible pero inquietantemente no tan ordinaria llamada Langevin.
(Gillespie, 1996)



La descripcion de estos sistemas se considera un hito cientifico debido a que son consecuencia de
introducir una hipétesis cinético-molecular, la cual requiere de discretizar la materia, en las des-
cripciones fisicas. Ademads, el movimiento browniano y el ruido electrénico fundamental debido a
su relacidn directa con las fluctuaciones en las caracteristicas del material debido al cambio espon-
taneo en las configuraciones de las constituyentes de la materia, permiten considerar una validacion
a nivel experimental y a la comunidad cientifica aceptar estds notables ideas con més seguridad.
Tal como afirma Cohen al iniciar su articulo titulado the history of noise frente a la influencia de
las condiciones propiciadas por las fluctuaciones en un sistemas, o ruido:

El “ruido”, como idea, tema, campo e instrumento, irrumpio en escena con una fuerza
y rapidez que transformaron toda la ciencia y nuestra vision de la naturaleza de la
materia. En su nacimiento, resolvié la cuestion principal de su época, quiza la idea
mads grande de todas: la existencia de los dtomos. El debate sobre la realidad de los
atomos habia alcanzado su punto culminante. Quienes debatian eran los mas grandes

cientificos; no habia un punto intermedio: los 4tomos existen o no existen (Cohen,
2005).

Teniendo en cuenta este contexto, el presente trabajo de grado se adentra en el estudio de las fluc-
tuaciones térmicas a través de un acercamiento historico-practico, en el cual se busca profundizar
en la comprension fisica de las fluctuaciones y reflexionar sobre su importancia en la ensefianza
de la fisica. Al explorar la evolucion histérica de las ideas, el desarrollo de modelos tedricos y sus
aplicaciones concretas, se pretende ofrecer una perspectiva que enriquezca la formacién de futuros
docentes, proporcionando herramientas para abordar conceptos complejos como la irreversibili-
dad, la naturaleza estadistica de la termodindmica y la conexién entre los niveles microscépico y
macroscépico de la materia.

La estructura de esta investigacion se organiza en tres capitulos principales:

= En el primer capitulo se traza la trayectoria histérica y conceptual desde la teoria cinético-
molecular y el segundo principio de la termodindmica hasta el surgimiento de la fisica es-
tadistica. Se explorard como estas ideas convergieron, especialmente a través de las con-
cepciones de Boltzmann, para sentar las bases tedricas que inevitablemente conducirian a la
prediccion y comprension de las fluctuaciones térmicas en los sistemas fisicos. Este recorrido
establecerd el marco fundamental para entender la naturaleza estadistica de los fenémenos
térmicos y la aparicion inherente de variaciones a nivel macroscopico.

= En el segundo capitulo se adentra en el andlisis de como las investigaciones de Einstein
sobre las fluctuaciones en sistemas fisicos marcaron un hito en el desarrollo de una teoria
formal de las fluctuaciones. Se explorard como su estudio del movimiento browniano y las
fluctuaciones energéticas sentd las bases para la comprension de sistemas dominados por
el ruido. Finalmente, se introducird el concepto de procesos estocdsticos como el marco
matematico fundamental para modelar y analizar la dindmica probabilistica inherente a estos
sistemas fluctuantes.

= En el tercer capitulo se explora como las condiciones de ruido, inherentes a los sistemas fi-
sicos, permiten una descripcion mas precisa de circuitos lineales. Se establece el ruido como
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una consecuencia de fluctuaciones térmicas y la naturaleza discreta de la carga, introducien-
do las perspectivas de Schottky y Johnson-Nyquist. Mediante la aplicacion de las ecuaciones
de Langevin, se modela el comportamiento estocdstico de circuitos RC y RLC, demostran-
do cémo el ruido influye en su dindmica y converge a resultados cldsicos en el equilibrio,
ejemplificando asi su andlisis desde la fisica estadistica.

Finalmente, las conclusiones recapitulardn los hallazgos principales y resaltardn las implicaciones
para la ensefianza de la fisica. Todo ello, junto a los anexos que permiten identificar la solucién de
estos sistemas con mayor detalle.

Planteamiento del problema

Desde un marco pedagdgico la construccion de este acercamiento histérico-préctico, definido co-
mo un acercamiento donde se buscan replicar ciertos resultados histéricos a través de los modelos
matematicos propuestos haciendo énfasis en el desarrollo conceptual que provee el andlisis alrede-
dor de los eventos histdricos, al estudio de las fluctuaciones térmicas reposa sus fundamentos frente
a varias necesidades expresadas en la literatura, ademds de la dificultad propia en la ensefianza de
estds temdticas comentada por Gillespie, debido a la dificultad encontrada en los modelos mate-
maticos. En primera estancia, nuevamente se hace el llamado a la importancia a nivel conceptual
e histérico que representa la deduccién del movimiento browniano a partir de un hecho predicho
afios antes por medio del universo fluctuante de Boltzmann, y de manera general la introduccion
de sistemas bajo fluctuaciones relevantes en su dindmica, tal como afirma Cohen:

Einstein, [...], vio que el ruido podia ser el instrumento para establecer una de las ideas
mads grandes de todos los tiempos: la existencia de los &tomos. (Cohen, 2005)

Siendo esto un hecho de gran relevancia para la construccion de la Fisica Moderna. Que debido
a la narrativa distorsionada y reduccionista de su trayectoria, es opacado el importante logro y la
importancia de las fluctuaciones en su conclusién, suprimiendo procesos relevantes en la historia
de la fisica que desprestigia culturalmente el concepto de ruido, tal como lo hace expreso:

Pero el ruido, considerado por muchos como algo no deseado, y erréneamente defi-
nido asi por algunos, tiene poca respetabilidad.[...] Sin embargo, es una idea que ha
servido a la humanidad de las formas mas profundas. En verdad, seria un mundo gris
y aburrido sin el ruido. (Cohen, 2005)

En segundo lugar tal como afirma Koerfer, la ensefianza de la fisica estadistica es uno de los cam-
pos menos investigados debido a su complejidad frente al lugar que ocupa en los programas, sin
embargo, en el dltimo decenio se han generado diferentes estudios exploratorios que permiten la
deteccién de problemdticas al momento de abordar temadticas al interior de la fisica estadistica,
de los cuales suele concluirse que los problemas comprenden su dificultad para interpretar los de-
sarrollos mateméticos propuestos, junto a los resultados obtenidos y su aplicacion en sistemas no
ideales (Koerfer, 2022). Desde este punto de partida se resalta una nueva corriente que ha adquirido
la investigacién sobre la educacion en fisica, en inglés Physics Education Research (PER), con-
siderada una pionera en la investigacion educativa basada en disciplinas, siendo la evolucién del
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razonamiento desde la iniciacion a la experticia de los profesionales frente a temas avanzados de
fisica uno de sus objetos de estudio; en esta corriente se promueve competencias de razonamiento
con alto nivel y el entendimiento conceptual profundo, que requiere de organizar el conocimiento
de los principios bdsicos de la fisica, de manera tal que orienten la resolucién de problemas, desa-
rrollando conexiones entre distintos 4&mbitos, y situaciones no familiares (Bao y Koenig, 2019).

En tercer lugar, desde esta corriente antes nombrada, el reto de profesores e investigadores edu-
cativos de una disciplina es definir los objetivos especificos de cada una de las disciplinas. Parti-
cularmente desde la PER, se resaltan los siguientes objetivos articulados de forma general (Bao y
Koenig, 2019):

= Aprendizaje profundo de la disciplina especifica.

= Fomentar el razonamiento cientifico para la transferencia entre las disciplinas ciencia, tec-
nologia, ingenieria y matemadticas (en sus siglas en inglés STEM).

= [nvestigacion, desarrollo, evaluacion y difusién de enfoques educativos eficaces.

Siendo plausibles a partir del acercamiento histérico-practico hacia los sistemas fluctuantes. En
este caso, el primer objetivo general propuesto por la PER es explicito en el trabajo, debido a que
se busca construir un marco donde se ahonde frente a la construccion conceptual de la fisica esta-
distica; esto dinamizando su campo de accidn con base a su aplicacion en circuitos eléctronicos.
Por ello, los razonamientos propuestos y el camino construido para dilucidar las consecuencias
que tiene el movimiento irregular de los portadores de carga al interior de un material a lo largo
de todo sistema de amplificacion de alta ganancia, ampliamente utilizado en sistemas de teleco-
municaciones o metrologia, permite fomentar un razonamiento cientifico que sea transferible entre
disciplinas, ya que el entendimiento del ruido electrénico fundamental permite la comprension en
las limitaciones de cada dispositivo electrénico y el una mejor comprension de sus fichas técnicas.
Por ultimo, el enfoque proporcionado por los sistemas ruidosos erigido desde la fisica estadistica,
permiten la construcciéon de propuestas de ensefianza frente al rol de las fluctuaciones en otros
sistemas como la difusion o las turbulencias. A modo de ejemplo se encuentra el siguiente articu-
lo titulado: turbulent dispersion of breath by the wind (2021), donde el problema propuesto a los
estudiantes se encuentra dentro del contexto de la pandemia del COVID-19, el cual busca cons-
truir un modelo de transmisién de patégenos en el aire a partir de una distribucién de probabilidad
que evoluciona temporalmente, tal que el estudio permitiera formular recomendaciones sobre las
politicas de salud publica (Poydenot y cols., 2022), los cuales son temadticas relevantes dentro del
contexto contemporaneo.

Asi, se define la pregunta problema de la siguiente manera: ;c6mo la introduccién de condiciones
de ruido permite ampliar la descripcién de los fendmenos fisicos ofreciendo un mayor significa-
do a los conceptos y procedimientos de la fisica estadistica a partir del segundo principio de la
termodindmica como ley estadistica?
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Antecedentes

= The mathematics of Brownian motion and Johnson noise, por Daniel T. Gillespie (1996)
es un trabajo del cual se deriva la problematica frente a la ensefianza de sistemas bajo con-
diciones donde las fluctuaciones son dominantes, particularmente el movimiento browniano
y el ruido térmico (también conocido como ruido de Johnson-Nyquist). En este trabajo se
construye un marco teérico de los modelos matemaéticos usados en la derivacion de estos
sistemas, puntualmente desde la aproximacion heuristica de Langevin. Ademads, presenta las
bases sobre la importancia del abordaje de situaciones relacionadas con las fluctuaciones en
entornos de educacion superior.

= The History of Noise: On the 100th anniversary of its birth, por Leon Cohen (2005) es un
trabajo del cual se deriva la problematica frente a la relevancia del ruido en la fisica y otros
contextos, donde el autor pretende redignificar el concepto a través de la historia relatando
de forma breve y general los diferentes acontecimientos que permitieron el surgimiento del
concepto y su posterior aplicaciéon a modo de linea de tiempo. Este trabajo proporciona un
hilo conductor que permite dilucidar los focos de interés frente al acercamiento historico-
préctico de las fluctuaciones en fisica.

= Anadlisis del ruido: Desde lo clasico a lo cuantico por David S. Castillo (2022) en formato
de monografia en pregrado, es una investigacion exploratoria acerca del ruido electromag-
nético, haciendo énfasis en la caracterizacion del mismo, a partir de una breve definicion de
cada fuente, la descripcion de sus técnicas de medicion, el desarrollo experimental y las con-
secuencias directas. Ya que a lo largo del documento se presenta un marco general del ruido
electronico, el cual permite ser un apoyo en la descripcién de cada uno de los procedimientos
realizados y delimitar las fuentes de ruido propuestas.

= Explicaciéon del movimiento browniano: un abordaje para el estudio de sistemas mi-
croscopicos en fisica estadistica por Pefiuela, J. D. (2023) es un trabajo de pregrado en-
focado en la descripcion del desarrollo histérico y conceptual del movimiento browniano
a partir de las diferentes propuestas constituidas desde la termodindmica cldsica hasta la
aproximacion heuristica de Langevin, creando una guia did4ctica que permita la conceptua-
lizacién de herramientas probabilisticas en el aula. Para el documento en general, representa
un posible punto de partida, ya que no solo expone el desarrollo de uno de los sistemas tra-
bajados a lo largo del documento, sino que, en si mismo, el autor propone una exploracion
de la ecuacion de Langevin para la ensefianza en la educacién superior.

Metodologia

Debido a la naturaleza de la investigacion, esta se enmarca en una metodologia cualitativa que
tiene foco en la investigacion documental con un alcance exploratorio, debido a que el documento
pretende ser una base tedrica para otro tipo de investigaciones. Esto entendido bajo el contexto que
enmarca Koerfer, en el cudl la documentacion acerca de la ensefianza en la fisica estadistica y ain
mads baja, si estd tiene como objetivo la introduccién de fluctuaciones de aporte considerable con
respecto a la dindmica del sistema. Con una investigacién documental se buscé la construccién de
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una sintesis, la cual represente un contenido y sus documentos de forma diferente como premisa
fundamental dando uso al contexto histérico y los ejemplos précticos a lo largo del texto.

Las fases realizadas en la investigacion propuesta son:

1. Se realiz6 un andlisis exhaustivo de fuentes primarias y secundarias para trazar la evolucién
de la fisica estadistica desde sus fundamentos en la teoria cinético-molecular y el segundo
principio de la termodindmica, hasta la emergencia del concepto de fluctuaciones térmicas.
Se prest6 especial atencion a las contribuciones de Boltzmann y como sus ideas sentaron
las bases para comprender la naturaleza estadistica de los fenémenos térmicos y la aparicion
inherente de variaciones a nivel macroscépico.

2. Se estudiaron las investigaciones clave de Einstein sobre las fluctuaciones en sistemas fisi-
cos, particularmente su trabajo sobre el movimiento browniano, para comprender como estas
investigaciones marcaron un hito en el desarrollo de una teoria formal de las fluctuaciones y
como introdujeron la necesidad de modelar sistemas bajo condiciones de ruido. Se analizé
la instauracién de los procesos estocdsticos como el marco matemdtico fundamental para
describir la dindmica probabilistica inherente a estos sistemas.

3. Se investigé como las condiciones de ruido, inherentes a los sistemas fisicos, permitieron
una descripcion mds precisa de un sistema caracteristico como los circuitos lineales. Se
analizaron las perspectivas de Schottky y Johnson-Nyquist sobre el ruido electrénico como
una consecuencia de las fluctuaciones térmicas y la naturaleza discreta de la carga. Se explor6
la modelizacién de estos sistemas mediante las ecuaciones de Langevin como un ejemplo
aplicativo en fisica estadistica que demostré como las fluctuaciones influyeron en la dindmica
de un sistema fisico especifico.

Objetivos

Objetivo general

Describir la evolucién que lleva al establecimiento de la fisica estadistica desde sus fundamentos
en la teoria cinético-molecular y la termodindmica, hasta su aplicacién contemporanea en la des-
cripcién de sistemas fisicos bajo condiciones de ruido, con el fin de ampliar la marco conceptual
de los procedimientos establecidos dentro de la fisica estadistica.

Objetivos especificos

1. Realizar una revision histérica y conceptual respecto a la evolucion de la teoria cinético-
molecular, el segundo principio de la termodindmica y el establecimiento de la fisica esta-
distica que llevan a la idea de fluctuaciones térmicas, principalmente desde las concepciones
de Boltzmann.

2. Analizar cémo el estudio de las fluctuaciones en fisica a través de las descripciones de Eins-
tein permiti6 el establecimiento de una teoria de fluctuaciones y la exploracién de sistemas
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fisicos bajo condiciones de ruido los cuales instauran la modelacion mediante el anélisis de
procesos estocasticos.

3. Establecer como las condiciones de ruido pueden generar un acercamiento mds preciso a la
descripcion de un sistema caracteristico de circuitos lineales, como ejemplo aplicativo en
fisica estadistica mediante la modelacién por medio de las ecuaciones de Langevin.



Capitulo 1

De la teoria cinético-molecular a las
fluctuaciones térmicas

La fisica estadistica es una ciencia que tiene como objeto de estudio el comportamiento de siste-
mas complejos' con poca informacién de sus condiciones iniciales, a partir del uso de colecciones
o ensambles construidos con base en las variables que caracterizan dicho sistema, los cuales son
distribuidos en un rango de estados precisos con el fin de maximizar el conocimiento tedrico y
realizar predicciones de orden estadistico (Tolman, 1938). A partir de esto, la descripcion del com-
portamiento de sistemas fisicos, generalmente entendidos en términos de un continuo, se construye
mediante argumentos probabilisticos relacionados con los elementos microscopicos discontinuos
que lo constituyen, permitiendo conectar descripciones de un mismo fendmeno dadas desde dife-
rentes ciencias, donde la diferencia entre las dimensiones de los objetos de estudio es andloga a la
relacién entre individuo y poblacién (Cervera y Guzman, 2006).

Para poder realizar una descripcion probabilistica desde la fisica, se hace pertinente considerar de
base la hip6tesis atdmica, la cual se abria camino desde principios del siglo XIX debido a la cre-
ciente matematizacion de diferentes fendmenos relacionados con el calor, las reacciones quimicas,
la electricidad y el magnetismo, que incorporaban una idea de base para su modelacion: la materia
se compone de elementos discretos con un estado de movimiento definido. A partir de esto, se ge-
neran explicaciones consistentes con la mecdnica clasica para la descripcion de dichos fenémenos.

Por ejemplo, se tienen dos descripciones que hacen uso de la introduccion de la hip6tesis atdmica
en la explicacion de fendmenos fisicos en el siglo XIX: primero se tiene la corriente molecular pro-
puesta por André Marie Ampere (1775 - 1836), la cual busca, bajo el argumento de la existencia de
pequeiias corrientes independientes entre si y cada una describiendo una trayectoria cerrada, dar
explicacién a la existencia de los imanes permanentes, y como segunda se tiene la teoria cinético-
molecular de los gases, en contraposicion a la teoria del calorico, propuesta donde se hipotetizan
particulas con un estado de movimiento bien definido que permitiera explicar los fenémenos de

'En este caso, el concepto de complejidad hace alusién a la imposibilidad frente al procesamiento de informacién y
dificultad en la descripcién de un sistema con una gran cantidad de cuerpos que siguen una o mas leyes bien definidas
que caracterizan la interaccion a pequefa escala entre estos.

15
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transferencia y las variables termodindmicas de los gases.

En el presente capitulo se hard una descripciéon mds amplia sobre la historia de la teorfa cinético-
molecular, inicialmente desde los gases, ya que su desarrollo permite un acercamiento a la descrip-
cidn estadistica de los fendmenos térmicos y por lo tanto a los tres principios fenomenolégicos de
la termodindmica, a partir del estado de movimiento e interacciones entre los elementos discretos
que componen la materia. Esta desemboca finalmente en un desarrollo ampliamente criticado en el
siglo XIX que permite colocar el entendimiento establecido sobre la irreversibilidad de los proce-
sos fisicos generado desde nuestra experiencia diaria en duda, concibiendo una primera prediccién
tedrica debido a este nuevo razonamiento: la aparicion de fluctuaciones térmicas en un sistema
fisico.

1.1. Desarrollo de la Teoria Cinético-Molecular

En relacion con la teoria cinético-molecular de los gases, su historia se encuentra estrechamente
relacionada con la fisica estadistica, debido a que su origen y consolidacion parte de la descripcion
de las propiedades y estados termodindmicos de un gas, el cual se describe como un conjunto de
muchas particulas, cada una con un estado de movimiento bien definido.

Inicialmente, la teoria cinético-molecular de los gases, en la ciencia moderna?, proviene de uno de
los planteamientos propuestos por Robert Boyle (1627 - 1691), descrito en un libro para Lord Vis-
count de Dungarvan, acerca de la estructura de los gases y la explicacion de su propiedad eléstica.
En este documento, Boyle establece dos alternativas para el tratamiento de los gases: la primera
tiene como premisa que los gases estdn compuestos de particulas que se repelen entre si visuali-
zadas como muelles, y la segunda propone que los gases se encuentran compuestos de particulas
arremolinadas que chocan entre ellas (Boyle, 1660). Para poder establecer estas afirmaciones, Boy-
le parte de la observacion que realiza sobre un gas, el cual estd contenido en un recipiente con una
pared movil llamada émbolo, que le permite ser comprimido. En este sistema, al comprimir el gas
este llega a un volumen menor que el inicial y al liberarlo de la compresion retoma su volumen
inicial. Esta forma en la que se comporta el gas, especialmente al quitar la accién compresora,
donde por si mismo vuelve a su estado inicial, es la que lleva a Boyle a plantearse la idea de c6-
mo explicar bajo qué mecanismo el gas tendria ese comportamiento. Sus dos afirmaciones van en
relacién con mostrar un mecanismo microscopico responsable de que el gas tenga dicha propie-
dad elastica: uno pensando en una repulsion por la accion directa de fuerzas restauradoras y otro
en relacion con la interaccidn de las particulas y los efectos de tener mayor cercania unas con otras.

Estas observaciones son consecuencia de diversos estudios y discusiones epistolares por parte de
Boyle con sus pares académicos acerca de la existencia del vacio; un lugar del espacio sin materia,
como componente del universo fisico, elemento presente en la corriente filos6fica atomista del cual

2E] término ciencia moderna, desde la visién de Thomas Kuhn, se encuentra ligada a la revolucién cientifica del
siglo XVII, ya que se caracteriza por el estudio de la realidad fisica a partir de una componente analitica y otra
empirica, la cual se encuentra formalizada por instituciones como la Royal Society y la comunicacién de resultados
que puedan ser replicables desde el experimento mediado por el instrumento de medida.
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era defensor, donde los argumentos de mayor valor proporcionados por el filésofo natural inglés
son construidos a partir de una serie de experimentos con aire sometido a diferencias de presion
con respecto a la presion atmosférica, que a su vez dan origen a las leyes experimentales de Boyle
(Conesa, 2003).

(a)

(b) (c)
1’
l T

vdlvula tapon | .

Figura 1.1: Maquina Neumdtica de Robert Boyle (Elaboracion propia).

Particularmente para poder dar forma a estas leyes experimentales Boyle, en 1662, realiza multi-
ples experiencias con ayuda de una novedosa miquina neumatica que permite variar la presion al
interior de una campana. De acuerdo a la figura 1.1, la mdquina neumética funciona de la siguiente
forma: (a) En primer lugar, se ingresa a la campana un gas de densidad pg, cerrando al final la
vdlvula, (b) Si abre la vdlvula y se baja el émbolo con una manivela, el gas se distribuye a lo largo
de todo el nuevo volumen dado por el cilindro, disminuyendo la densidad del gas a po(1 — k),
donde k se encuentra entre 0 y 1, debido a la disminucién de masa al interior de la campana, toda
esta accion sin quitar el tapon que sella el camino al exterior del sistema, y (c) Se cierra la vélvula
y luego se quita el tapdn, tal que sea posible retirar todo el aire al interior del cilindro subiendo el
émbolo, dejando el gas al interior de la campana con densidad po(1 — k) (Andrade, s.f.).

Boyle nota que, a pesar de hacer una diferenciacion entre la dilatacién y la compresion de un gas,
ambas acciones sobre el gas son proporcionales a la densidad del gas confinado si este no se en-
cuentra sometido a ninguna transformacion quimica (Conesa, 2003). Por lo cual, si la masa de gas
es constante a lo largo del proceso, en esencia, se tiene una relacién inversamente proporcional
entre la presion que es ejercida sobre un gas confinado en un recipiente y el volumen que ocupa
dicho gas al interior del recipiente, siempre que se cumpla una condicién adicional: que el gas se
encuentre a una temperatura aproximadamente constante.
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Los planteamientos acerca de la propiedad eldstica de los gases y las leyes experimentales, ambas
propuestas por Boyle, tienen una importancia fundamental frente al desarrollo posterior en la cien-
cia, especialmente la teoria cinético-molecular, debido a que se generan dos hipétesis frente a la
composicién de los gases a partir de la observacion sistemética de su propiedad eldstica mediada a
partir de un aparato, la bomba neumética. Por lo tanto, la validacion de uno de estos planteamien-
tos seria posible de acuerdo con su capacidad explicativa y predictiva frente a los eventos fisicos
observables, esto a su vez hizo mds compleja la aceptacion de las propuestas de constitucién mo-
lecular frente a la comunidad cientifica de la época, ya que, esta validacién se encontraba sujeta a
los desarrollos técnicos de los instrumentos de medida y la habilidad técnica de los investigadores
de los siglos anteriores al siglo XX, lo cual no fue posible.

Pasando a revisar la segunda afirmacion que Boyle presenta en su libro, esta se encuentra aleja-
da de los intereses de la comunidad cientifica de los siglos XVII, XVIII y la primera mitad del
siglo XIX. Aun asi, seria considerada por varios matemadticos de la época, que especulaban con
diferentes modelos de constitucion molecular que permitieran dar cuenta de forma cuantitativa,
una relacion entre las variables dindmicas de las moléculas que conforman el gas y las variables
macroscopicas del mismo, como la presién y la temperatura (Vazquez, 1999). Entre estos inves-
tigadores se destaca el matemadtico y cientifico Daniel Bernoulli (1700 - 1782), quien define un
gas como un fluido eldstico, considerando tres caracteristicas: (1) Los gases tienen un peso, (2)
Los gases se expanden en todas direcciones a menos que exista una restriccion, como las paredes
de un recipiente, y (3) Los gases pueden ser comprimidos a medida que la fuerza de compresion
aumenta. Este fluido eldstico para Bernoulli se encuentra constituido de un conjunto infinito de
esferas con un estado de movimiento de traslacion perpetuo a altas velocidades.

A -~ B
E F
=z -/
m - - n
C D

Figura 1.2: Sistema propuesto por Daniel Bernoulli. Basado en la figura LVI del libro Hydrodina-
micae. (Elaboracién propia)

Bernoulli en su libro Hydrodynamica (1738) construye una linea argumentativa acerca de la ter-
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cera caracteristica que define para los fluidos eldsticos. Esto lo realiza a través de la biisqueda de
un peso que permita comprimir un gas a una distancia definida en un sistema compuesto por un
recipiente cilindrico con un embolo, en este caso, representando el gas al interior con un nimero
N de particulas, todas desplazandose con la misma rapidez v (Bernoulli, 2014). Bernoulli toma
como hipétesis que la presion del gas es la consecuencia de multiples choques de las particulas
contra las paredes del recipiente, si se aplica una fuerza sobre el émbolo del piston, tal que dismi-
nuya su volumen al interior, la densidad del gas aumentaria, por lo tanto, la densidad de choques
con respecto a la que se tiene antes de ser comprimido también aumentaria y este razonamiento es
correspondiente con las leyes experimentales obtenidas por Boyle. En la Figura 1.2 se muestra un
esquema realizado por este autor para establecer la verificacion a su hipétesis.

Ademas, Bernoulli a partir de esta hipdtesis y con ayuda de las observaciones que se tenian en la
época acerca de la existente relacion entre el cambio de presion y el cambio de temperatura en un
gas, enuncia la siguiente proposicidn acerca del calor en relacién con la composicién molecular de
los gases:

Como es bien conocido, el calor es intensificado cuando el movimiento interno de
las particulas incrementa, esto seguido de cualquier incremento en la presion del aire
donde no cambia su volumen, indicando una mayor intensidad del movimiento interno
de estds particulas, [...] (Bernoulli, 2014, p. 393).

En este fragmento es notorio que Bernoulli establece que, el aumento en el movimiento interno de
las esferas que conforman el gas dentro del recipiente, también es responsable de que la presion
varie, ya que incrementa la cantidad e intensidad de los choques, por lo tanto, el aumento de la
temperatura en el gas se encontraria relacionado con un aumento en la velocidad de las constitu-
yentes del gas. Mds adelante en este mismo documento, Bernoulli deduce que dicho aumento en
la presién estaria en relacion con el cuadrado de la rapidez de las esferas que conforman el gas.
Teniendo en cuenta esto, se requiere de un mayor peso sobre el sistema, en términos del problema
de Bernoulli, para contrarrestar el aumento del movimiento interno de las particulas para que el
volumen se mantenga constante, debido a que el piston asciende cuando el gas es calentado por
una fuente externa, tal que la diferencia de presiones entre las caras de la superficie mévil sea nula.

A pesar de que la propuesta de Bernoulli permite una construccién alterna de las propiedades de
los gases que iba en correspondencia con la evidencia experimental, fue marginada debido al es-
tablecimiento de la representacion newtoniana fundamentada en la primera alternativa de Boyle,
donde cada particula ejerce acciones repelentes en sus vecindades y su magnitud es proporcional
al inverso de la distancia entre ellas, que ademads, era compatible con la Teoria del Caldrico (Brush,
2004).

Para entender un poco mejor la diferencia que se tenia entre las posturas de los cientificos acer-
ca de los fendmenos térmicos en esta €poca, es necesario revisar brevemente lo que propone la
Teoria del Caldrico. Esta define el calor como una substancia o fluido incoercible compuesto de
particulas que se repelen entre si y se atraen a las particulas que conforman la materia ordinaria.
Segun esta teoria, la temperatura se consideraba un indicador de la densidad de caldrico al inte-
rior de un cuerpo y era causa de las acciones repelentes entre las particulas de un gas, propias
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de la representacion Newtoniana, segiin Simon Pierre Laplace (1749 - 1827), quien demuestra a
partir del caldrico una relacion entre la presion, la densidad y la temperatura de un gas (Brush,
2003). Ademas, esta teoria aumentaria su credibilidad en la comunidad cientifica con ayuda de La-
place, al conseguir una prediccion de orden experimental frente a la velocidad del sonido en el aire.

Pese a su amplia aceptacion, es de sefialar que el establecimiento de la Teoria del Caldrico se encon-
traba con dos situaciones donde no era coherente su modelo tedrico con los hechos experimentales:
(1) la expansion libre de un gas y (2) el calentamiento de superficies debido a la friccion. Frente
a la primera situacion, si tenemos un gas que se encuentra confinado en un recipiente conectado
a otro completamente vacio con una vélvula intermedio, al abrirse dicha conexidn, la expansion
libre es un proceso en el cual dicho gas comienza a extenderse a lo largo del recipiente vacio. En un
contexto ya propuesto como la maquina neumética de Boyle, se tiene un gas confinado en la cam-
pana, teniendo en cuenta que el tapdn esta colocado y la vélvula cerrada, si se desplaza el piston,
se formara un vaci6 a lo largo del cilindro de latén, por lo tanto, cuando se abre la valvula, dicho
gas comenzara a extenderse a lo largo del espacio vacio. Este proceso conlleva a una disminucién
de la densidad del gas, y visto desde la Teoria del Caldrico, dicho decrecimiento conlleva a una
disminucién de la densidad de caldrico, ya que al expandirse el gas, esta substancia que permea el
gas se extenderia a lo largo de dicho espacio, por lo tanto, decrece la temperatura del gas, hecho
que no sucede, o en el mejor de los casos, cuando sucede la variacion de temperatura no se corres-
ponderia con los modelos propuestos.

Frente al estudio generado respecto a la segunda situacion, donde se presenta el aumento de tempe-
ratura en los cuerpos a causa del rozamiento, se encuentra que es un problema no resoluble desde
la Teoria del Caldrico, debido a que, por ejemplo, el movimiento de un taladro a lo largo de una
superficie metédlica produce un aumento de temperatura, el cual, no requiere de un reservorio o
fuente de calor, por lo tanto, este hecho promueve la biisqueda de una relacion entre el movimiento
y el calor. A partir de estas problemadticas, surge una Teoria Mecdnica del Calor, propuesta de
manera independiente por Julius Robert Mayer (1814 - 1878) y James Prescott Joule (1818 -1889)
entre los afios 1842 y 1847. Asi, Joule a través de varios experimentos, demostré la equivalencia
entre el calor y el trabajo mecédnico, denominados como transferencias de energia.

Esto permite la definicion del principio de conservacion de la energia generalizado a los sistemas
térmicos y conforma una idea coherente de calor, fundamentada en la teoria cinético-molecular
(Bustos y Sotelo, 2008), debido a que la variacién de temperatura no se encuentra relacionado con
un cambio en la densidad de calérico en el cuerpo, sino con la variacién de la velocidad en las
constituyentes de dicho cuerpo debido a las trasferencias de energia de un sistema a otro. Esta idea
es coherente para construir una explicacion frente a la baja variacion de temperatura cuando un gas
se expande libremente a lo largo de un espacio vacio, debido a que las constituyentes no aumentan
su velocidad al abrir la valvula, simplemente la densidad de choques disminuye y por ende la pre-
sion del gas, esto a causa de que tienen mayor extension en la cual desplazarse sin chocar contra
las paredes del recipiente.

Previamente, varios cientificos amateur en la primera mitad del siglo XIX sugeririan el uso de la
teorfa cinético-molecular, basadas en la propuesta de Daniel Bernoulli, para la explicacion de los
fendmenos térmicos. Este es el caso de John Herapath (1790 - 1868) quien en 1816, se destaca
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por la resolucion de la paradoja acerca del tipo de choque entre dtomos, y John James Waterson
(1811 - 1883) el cual en 1843 llegé a establecer el teorema de equiparticion de la energia, los dos
interesados, en principio, en el desarrollo de una teorfa cinética de la gravedad, conocida como la
teoria gravitatoria de LeSage (Brush, 2004). Sin embargo, el trabajo de estos cientificos fue igno-
rado por la comunidad cientifica debido a las preconcepciones establecidas, particularmente por
los revisores de las revistas cientificas reconocidas de la época, lo cual impidi6 la publicacioén de
sus ideas, principalmente en Inglaterra y Escocia (Vazquez, 1999).

Estas propuestas acerca de la teoria cinético-molecular de los gases serian retomadas posterior-
mente por August Kronig (1822 - 1879) quien impulsé a Rudolf Clausius (1822 - 1888) en su
estudio. Estos dos destacados cientificos de la academia alemana promovieron su desarrollo frente
a la construccién de modelos explicativos coherentes con los hechos experimentales y principios
de la termodindmica trabajados en esta época, ademads, difundieron sus ideas en la comunidad cien-
tifica europea con un prestigio considerable.

Particularmente Clausius en 1857 en el trabajo titulado: “Sobre la naturaleza del movimiento al
que llamamos calor” establece un modelo cinético-molecular, donde las moléculas que constitu-
yen a un cuerpo son esferas rigidas que pueden encontrarse en un estado de movimiento con un
componente traslacional, rotacional y oscilatorio, caracterizado de acuerdo al estado de agregacion
de la materia. Por ejemplo, en el caso del estado sélido, el autor austriaco propone que las molé-
culas se mueven a lo largo de trayectorias muy cercanas a sus posiciones de equilibrio debido a
las fuerzas intermoleculares, siendo predominante el tipo de movimiento de orden oscilatorio, a
diferencia del estado gaseoso, en el cual el tipo de movimiento predominante de las moléculas es
la traslacién, realizando trayectorias rectilineas debido a la poca influencia que tienen las fuerzas
intermoleculares en su movimiento ya que se encuentran a una distancia considerable una de otra,
sin embargo, debido a las colisiones, en menor medida su movimiento puede tener a su vez una
componente rotacional y oscilatoria (Clausius, 1857).

En el caso de los gases perfectos o ideales, plantea que las trayectorias realizadas por las molécu-
las es esencialmente rectilinea y establece tres condiciones para su estudio: (1) El espacio entre las
moléculas del gas debe ser infinitesimal en comparacién al gas mismo, (2) la duracién del impac-
to, o tiempo requerido para que se produzca un cambio de movimiento, entre dos moléculas debe
ser infinitesimal en comparacion con el intervalo de tiempo entre dos colisiones sucesivas, y (3)
La influencia de las fuerzas intermoleculares debe ser infinitesimal. Como consecuencia, un gas
ideal tiene un comportamiento que puede ser descrito de forma aproximada a partir de las leyes de
Boyle-Marriote y Gay-Lussac, debido a que las fuerzas intermoleculares son despreciables sobre
las moléculas en movimiento y por lo tanto, la razén entre la energia cinética E,. de las constituyen-
tes y el calor () suministrado al gas en un proceso termodindmico es constante, en otras palabras,
la dnica manera de cambiar la velocidad de las constituyentes es suministrar calor al sistema, lo
cual permite afirmar desde dicho marco tedrico que las calores especificos a volumen constante ¢
y a presion constante ¢/, son invariantes en un gas ideal (Clausius, 1857).

Esta conclusion es construida con ayuda del primer principio de la termodindmica y la teoria
cinético-molecular de los gases, hallando el valor de la presiéon P ejercida por un gas sobre las
paredes de un recipiente a partir de un problema mecdnico en el que define una fuerza F', a través
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del cambio momento lineal Ap de una particula de masa m en el eje perpendicular un area deter-
minada A y el nimero de choques por segundo que se producen en dicha area, donde las moléculas
se comportan como una particula libre.

Es importante resaltar que en un gas no ideal, debido a las fuerzas intermoleculares y las colisiones
en esferas con un volumen definido, la energia interna del sistema se repartird entre las compo-
nentes de movimiento rotacional y oscilante, ademds del movimiento de traslacién, lo cual hard
que dicha razén no sea proporcional, una problemadtica ya observada en diferentes tipos de gases
propios de la maquinaria de vapor, donde sus calores especificos ¢’ y ¢ no son constantes.

En este mismo articulo, Clausius también deduce una expresion para la velocidad media de las
particulas en un gas ideal en términos de magnitudes medibles en la época, y calcula de acuerdo
al volumen ocupado por un gas a condiciones termodindmicas estidndar, la velocidad media de las
moléculas para casos particulares como el oxigeno, hidrégeno y nitrégeno, las cuales son mayores
a 450 m/s. Estos valores, junto a los modelos simplificados del gas ideal, fueron el blanco de cri-
ticas y dio pie a la creacion de situaciones problema propuestos desde los fendmenos de transporte.

Tal que dos anos después, publica: “Sobre las distancias medias de los caminos descritos por
las moléculas separadas de cuerpos gaseosos” a modo de respuesta a varias objeciones frente al
modelo construido, especialmente interesado por una situacion propuesta: la mezcla entre dos ga-
ses, ya que si las moléculas describen trayectorias rectilineas y se comportan como una particula
libre, segtin Buijs-Ballot dos volumenes de gases se mezclarian muy rdpido, hecho que no suce-
de (Clausius, 1859), asi, por ejemplo, el humo de una hoguera o de un cigarrillo se dispersaria
instantdneamente, siendo imposible observar la caracteristica estela de estas situaciones. Para dar
respuesta a estas objeciones, calculd la densidad de probabilidad f(x) que permite asignar una
probabilidad a una molécula de que atraviese en linea recta a través de una capa de espesor entre
x 'y « + dz sin chocar con alguna otra molécula:

f(z) de = ae™ " dx (1.1)

Esta constante « se deduce a partir de una razén entre el drea ocupada por las esferas de accion de
cada molécula, asumiendo que se encuentran en reposo, y el drea construida a partir de un cuadrado
que tiene sus vértices en el centro de cada esfera de accion. Dicha constante permite la definicion
del camino libre medio de una molécula, o distancia media que recorre una particula antes de cho-
car con otra molécula, la cual suele ser una distancia muy pequeiia. Por lo tanto, la mezcla entre
dos volimenes de gases serd dada en un tiempo prolongado a pesar de que la velocidad promedio
de las moléculas sea tan alta, debido a que los multiples choques con las constituyentes del otro gas
hacen poco probable encontrar una molécula de forma casi instantdnea en una region del espacio
lejana a su origen, razon por la cual solo una parte del humo de una hoguera o un cigarrillo se
difunde a lo largo del entorno en un corto intervalo de tiempo.

Los resultados obtenidos por Clausius tienen una gran relevancia en el desarrollo posterior de la
fisica estadistica, ya que sintetiza el desarrollo de la teoria cinético-molecular ampliamente igno-
rada a lo largo de dos siglos, construye un primer argumento de orden probabilistico que permite
dar explicacion a un hecho fisico haciendo uso del efecto de las colisiones entre las constituyentes
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de la materia, en este caso para una observacion propia de la mezcla entre dos gases: la evolucion
temporal prolongada de este proceso a pesar de las altas velocidades de sus constituyentes, y plan-
tea la mayoria de las condiciones del sistema estudiado por James Clerk Maxwell (1831 - 1879) y
Ludwig Eduard Boltzmann (1844 - 1906), que permiten la construccién de sus propias preguntas
orientadoras, paradojas conceptuales y principios epistemoldgicos, llevando su sintesis més alld
del sistema propuesto.
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(a) Esquema para hallar la probabilidad de una (b) Esquema para hallar la constante «, donde r es
particula al atravesar una capa de distancia x. En el radio de las esferas de accidn de las moléculas
una distancia d se postula que tiene una probabili- y A la arista del cuadrado construido.

dad a de atravesar (0 < a < 1).

Figura 1.3: Esquemas basados en la descripcion de Rudolf Clausius en su articulo de 1859 (Elabo-
racion propia).

1.2. El Legado Estadistico de James Clerk Maxwell en la Fisica

A pesar del interesante argumento de orden probabilistico que provee Clausius frente a la causa
del intervalo de tiempo prolongado requerido para que se realice una mezcla uniforme entre dos
gases desde la teoria cinético-molecular, el modelo propuesto no es dindmico, por lo tanto no per-
mite visualizar la evolucién temporal de un proceso de difusion. Ademads, este modelo contiene
demasiados reduccionismos, los cuales deben ser eliminados con el fin de aproximarse a un siste-
ma descrito que permita deducir las ecuaciones que modelan los fendmenos de transporte desde la
teoria cinético-molecular.

James Clerk Maxwell es un fisico escocés con una amplia lista de investigaciones en diversos
campos como la teoria electromagnética, la Optica fisica, la mecédnica de sdlidos deformables y la
mecdnica celeste. Particularmente basado en la propuesta de Clausius y su interés por los fendme-
nos de transporte, publica en 1860 “llustraciones de la teoria dindmica de los gases”, articulo que
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se subdivide en tres partes, donde construye una serie de 23 proposiciones que explica las leyes del
movimiento para un conjunto de N cuerpos rigidos, perfectamente eldsticos, actuando uno sobre
otro solo durante el impacto, en otras palabras que permitan describir de forma general el compor-
tamiento de las constituyentes en un fluido eléstico, y su aplicacién en el estudio de la conduccién
y la conveccion de calor, y la viscosidad en los gases.

Figura 1.4: James Clerk Maxwell en formato de grabado (OpenAl, 2025). Imagen generada con
GPT-40 mini (Gratis)

La primera parte del articulo plantea una descripcion acerca de un sistema compuesto de un nu-
mero N de esferas rigidas, las cuales chocan en pares eldsticamente de tal modo que no exista un
intercambio de momento lineal entre esferas. Dichas condiciones del choque son descritas a partir
de las primeras tres proposiciones estableciendo en principio, a través de la proposicién I, que la
velocidad de las esferas es inversamente proporcional a su masa, lo cual permite que no exista un
intercambio de momento lineal, por ende, las magnitudes de la velocidad en las esferas no varié
debido a los choques, y a través de la proposicion 11, a causa de la imposibilidad de conocer en
su totalidad la direccion tomada en el espacio por una esfera después de la colision introduce la
primera condicién de orden probabilistico: “Todas las direcciones de salida son equiprobables”,
tal que, calcula la probabilidad de que una esfera seguida a la colisién salga con un angulo de
salida ¢ a partir de un pardmetro de impacto b entre unos limites establecidos b y b + db. Dicho
parametro de impacto se distribuye a lo largo de un circulo que contiene todos los posibles puntos
donde pueden colisionar ambos cuerpos, y a partir de €l se define una esfera unitaria que contiene



25

todas las direcciones posibles de salida tras el choque. Por tltimo, en la proposicién III propone
un colisién general con unas condiciones iniciales dadas en la cual aplica las dos anteriores pro-
posiciones. Seguido a ello, Maxwell, al iniciar la descripcién de un sistema con /N esferas rigidas,
explica que:

Si un gran nimero de particulas esféricas iguales estdn en movimiento al interior de
un recipiente perfectamente eldstico, cuando chocan una contra otra cambian sus ve-
locidades, de modo que después de cierto tiempo, la energia cinética debe ser dividida
a lo largo de todas las esferas a partir de una ley regular, que permita hallar el ni-
mero medio de particulas cuya velocidad se encuentra entre ciertos limites, aunque la
velocidad de cada particula cambie en cada colision.(Maxwell, 2010, p 380)

Es importante resaltar las dos condiciones propuestas por Maxwell en este parrafo que le permite
desarrollar la proposicion IV, quizds la mds importante de todo el articulo. La primera condicion,
es el efecto de los choques sobre el sistema, ya que las velocidades de las particulas en un pri-
mer instante pueden encontrarse distribuidas de forma arbitraria en el espacio y debido a ello, esta
encontrara variaciones en el tiempo localmente, sin embargo, después de un intervalo prolongado
a causa de los sucesivos choques, de acuerdo a la segunda condicion: la existencia de una distri-
bucion estacionaria de velocidades cuando se encuentra en un estado uniformemente distribuido
en el espacio (Gyenis, 2017), es posible construir una ley de naturaleza estadistica que permita
describirlo, al menos en su estado estacionario o de equilibrio.

Para construir la ley de naturaleza estadistica, en otras palabras una funcion de distribucion que
describa el sistema, segtn las condiciones dadas por Maxwell se propone un espacio de fase, si-
milar al presentado en la imagen (a) de la figura 1.5 que se compone de dos ejes: el primero, la
posicion relativa al origen r de cada esfera, y el segundo la magnitud de la velocidad v, asumien-
do que la masa m de todas las esferas es idéntica, y este es segmentado en cuadriculas de drea
|Ar||Awv|. En este espacio de fase, como se ha comentado anteriormente se propone en un instante
de tiempo que no es posible observar variaciones y donde el nimero de esferas se encuentra distri-
buido de forma homogénea en el espacio, por lo tanto a lo largo de cada intervalo Ar la suma de
todas las esferas que se encuentran en su interior sin importar su velocidad individual es la misma,
mads no en los intervalos Awv, tal que si contamos el nimero de esferas AN en cada intervalo Av
a lo largo de todo el espacio y se organiza en una grafica similar al proporcionado en la imagen
(b) de la figura 1.5, es posible obtener la probabilidad W (Auwy) de que una esfera se encuentre
en el intervalo Awvy, a partir de la division entre el nimero de esferas ANy y el nimero total de
esferas N y una funcion de distribucion discreta (Awvy) que se define a partir de la suma de las
probabilidades desde el primer intervalo hasta el intervalo k, la cual define el porcentaje de esferas
del nimero total desde una magnitud de la velocidad nula hasta el extremo superior del intervalo
propuesto.

Sin embargo, aunque el método es sencillo, contar el nimero de esferas al interior de un recipiente
una a una no es en si misma una accién conmensurable, por lo tanto, se asume un nimero muy
grande de esferas, en el limite donde NN tiende a infinito, y se reduce el intervalo Av a uno muy
pequeiio, tal que se pueda considerar un infinitesimal dv, que permita la deduccién de una expre-
sion continua de la funcion de distribucion ®(v) y aplicarla en un nimero finito de esferas.
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(a) Espacio de fase v vs r con 140 esferas en su (b) Diagrama AN vs v asumiendo que cada intervalo de veloci-
interior. dad es de 20/7 m/s.

Figura 1.5: Ejemplo con un nimero finito de esferas e intervalos Ar y Av del razonamiento pro-
puesto por Maxwell para la construccion de la distribucion estacionaria (Elaboracién propia).

Puntualmente en la proposicion IV, Maxwell desarrolla una distribucion estadistica estacionaria
(conocida como la distribucién de velocidades de Maxwell) para las velocidades de las particulas
al interior de un recipiente partiendo de un espacio de fase de seis dimensiones, tres coordenadas
espaciales x, y y 2 y tres componentes de la velocidad v,, v, y v., segmentada en pequefios “vo-
limenes” dxdydzdv,dv,dv., en los cuales hay un mismo nimero de esferas, al igual que el caso
anterior en los intervalos Ar, en los volimenes dxdydz, variando unicamente el nimero de esfe-
ras en los volimenes dv,dv,dv,, como sucede en los intervalos Awv, sin embargo, a diferencia del
método mostrado, en vez de contar el nimero de esferas en cada uno de los volimenes, Maxwell
proporciona de unas caracteristicas especiales a la densidad de probabilidad f(v,, v,,v,) asociada
ala funcion de distribucion continua ® (v, v, v,) que se define de la siguiente manera:

d®(vy, vy, v;) = f(Va, vy, v;)dvdv,du, (1.2)

Esta densidad de probabilidad f(v,,v,, v,) que permite asignar un valor de probabilidad a una es-
fera que encuentra su estado de movimiento determinado entre un intervalo de velocidad (v,, vy, v;)
y (vy+dvg, vy +dvy, v, +dv,), debido a que las componentes de la velocidad son ortogonales, pro-
pone que las densidades de probabilidad individuales f(v,), f(v,) y f(v.) son estadisticamente
independientes entre si y se puede expresar como el producto f(v,) f(v,)f(v.), ya que, al igual que
la probabilidad W (a, b) en un conjunto de dos dados (a, b) después de su lanzamiento, si presentan
el siguiente arreglo (3, 4), la probabilidad individual W (a) de que un dado a saque el nimero tres
no afecta la probabilidad individual W (b) de que el dado b saque el niimero cuatro, lo cual per-
mite que la probabilidad de que ambos eventos se presenten después del lanzamiento W (a, b) se
exprese como el producto de sus probabilidades individuales W (a)W (b). Ademas, condiciona que
la densidad de probabilidad f(v,,v,,v,) es simétrica bajo transformaciones de rotacién (Gyenis,
2017), por ende f(vq, vy, v.) = II(vZ + v, 4 vZ), ya que sin importar el dngulo 6 rotado por el sis-
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tema coordenado (v,, vy, v, ), su norma es invariante, en consecuencia la densidad de probabilidad
es igual en todos los pequefios volimenes dv,dv,dv, a una “distancia” v = /v + v + v2 del
origen.

Al resolver la ecuacién funcional f(v,)f(v,) f(v.) = I(v2 + v 4 v?) y normalizar cada una de las
densidades de probabilidad individuales, encontramos que el nimero esferas con una velocidad
entre el intervalo v, y v, + dv, , v, y vy, + dv, y v, y vy + dv, es definido de la siguiente manera:

1 v2 1 vy 1 o2
dN =N| —=e o2 ——e o? ——e o? 1.
(g, Uy, V) (aﬁe dvx) <aﬁe dvy) (aﬁe dvz) (1.3)

Ahora si el intervalo de velocidades es definido a través de la norma, el ndmero de moléculas
entre los limites v y v 4 dv, recordando que todas las direcciones de la velocidad debido a la pro-
posicion II se encuentran dadas por una cascardn esférico unitario y son equiprobables, entonces
dvgdvydv, = 4mv2dv, siendo la expresion anterior igual a su versién mas extendida en la literatura,
donde « es una cantidad proporcional a la magnitud de la velocidad cuadrética promedio (v?):

1 o2

dN (v) = 4Na3—ﬁu2e—ﬁ dv (1.4)

(a) Densidad de probabilidad f(v). (b) Funcién de distribucién @ (v).

Figura 1.6: La distribucion estacionaria de Maxwell para diferentes tipos de gas y condiciones
termodindmicas. (Elaboracién propia).

Maxwell al finalizar la demostracién observa frente al modelo establecido: “ [...] que este se des-
cribe de la misma manera como los errores distribuidos a lo largo de un niimero de observaciones
en la teoria de los métodos de minimos cuadrados” (Maxwell, 2010). Como se observa en la figura
1.6, la funcion de distribucion continua ®(v), definida a partir del drea bajo la curva de la densi-
dad de probabilidad f(v), se comprime mds cuando la densidad del gas estudiado es mayor y/o la
temperatura disminuye, por lo tanto, la gran mayoria de las esferas probablemente se encontraran
en un intervalo menor de velocidad. Ademads, al igual que la funcion error erf(v) con una des-
viacion nula frente al valor promedio de una medida, si consideramos una densidad infinita o una
temperatura igual al cero absoluto, no se encontrarian desviaciones a la velocidad media, que en el
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caso supuesto es nula, sin embargo, esto es una imposibilidad fisica debido a su caricter asintético.

Otra consideracion de interés se encuentra en la comparacion de resultados a partir de la técnica
por conteo de esferas en intervalos discretos Av y el cdlculo del nimero esferas en un intervalo Av
a través distribucion continua derivada a partir de las propiedades de la densidad de probabilidad,
como se muestra en la figura 1.7 y 1.8, donde ambos métodos convergen a un mismo resultado
siempre, tal como se comento con anterioridad, el nimero total de moléculas /N sea cada vez ma-
yor y los intervalos Av sean cada vez mds pequefios.

(@) N =105y Av =200 (m/s). (b) N =10° y Av = 80 (m/s).

(c) N =10%y Av =20 (m/s). (d) N =10°y Av =10 (m/s).

Figura 1.7: Comparacion entre el método de conteo variando el intervalo Av y la curva generada
con ayuda de la densidad de probabilidad continua (Construccién propia).

Ademads, establece que la energia cinética total del sistema puede ser entendida bajo dos contribu-
ciones, una por un movimiento de traslacion de todo el sistema o centro de masa, y el otro, debido
a la composicién del movimiento relativo entre particulas, llamado movimiento de agitacion o
interno U,,;,.
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(@) N =10%y Av =80 (m/s). (b) N =5x10%y Av =80 (m/s).

(c) N=5x10%y Av =80 (m/s). (d) N =5x10y Av =80 (m/s).

Figura 1.8: Comparacién entre el método de conteo variando el nimero total de esferas N y la
curva generada con ayuda de la densidad de probabilidad continua (Elaboracién propia).

E, = %MU%M + % Z %(@ — ;) = %MU%M + Usng (1.5)
1>]

Esto dltimo es una conclusién importante, ya que no todas las particulas al interior del recipiente
se pueden encontrar a la misma velocidad de acuerdo a la distribucién estacionaria, por lo tanto,
el movimiento de agitacién nulo tampoco es posible en un gas compuesto por un nimero N de
esferas. También, si se realiza una variacion de energia cinética en el sistema, obtenemos que el
trabajo W realizado sobre el gas correspondera a una variacion del movimiento de agitacion del
sistema y de la velocidad asociada a su centro de masa, junto a la masa total del sistema:

1
AE. =W = AUt + éAM’U%M (1.6)

La proposicién V establece una relacion entre dos sistemas compuestos de N y N’ esferas rigidas
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que siguen la distribucion de velocidades, la cual permita encontrar el nimero de pares de par-
ticulas que tengan una velocidad relativa entre ellas en unos limites establecidos. Esta relacion,
andloga a las transformaciones de Galileo, permite establecer la proposicién VI, fundamental para
la explicacion acerca del origen de una distribucion estacionaria. Esta relacion se describe como:

11.2.
dn(ug) = N]V'Q;e_fﬁijﬂ2 du, donde: Uy = V) — Uy (1.7)
Va?+ /T
Abhora, para la proposicion VI se colocan dos sistemas de particulas en un mismo recipiente, Max-
well prueba que la diferencia de energia cinética media entre cada una de las esferas serd igual en
ambos sistemas después de varios choques. Para ello, demuestra inicialmente que después de un
choque, la diferencia de energia cinética media entre sistemas serd igual a:

my; — My
m1+m2

mafo? = mafun)? = )2<m1<u1>2 — maus)?) (18)

Ahora, si se efectian un nimero n de choques y se calcula dicha diferencia después de un niimero
de choques casi infinitos, es posible afirmar que la energia cinética media de ambos sistemas sera
nulo, debido a que por cada choque su diferencia de energia cinética se reduce en la misma propor-
cidn, por lo tanto, demuestra la existencia de un estado estacionario después de una gran cantidad
de tiempo, ya que ambos sistemas se encontraran en equilibrio sin importar si ambos tipos de par-
ticulas no son iguales y siendo ademads un resultado generalizable a una cantidad n’ de sistemas de
particulas:

2n
o ? = maf? = lin (P22 ) () - mafua) =0 (19)

A partir de la proposiciéon 1V, V y VI, reconstruye diferentes conclusiones y conceptos como el
recorrido medio libre, la presion por unidad de drea de un gas confinado y la friccién interna en
un sistema de particulas mdviles, mejorando en algunos casos las expresiones encontradas por
investigadores previos y ademds, en la segunda parte se introduce en la explicacion de procesos
de difusion, conduccién y la viscosidad en los gases a partir de la descripcion del movimiento de
agitacién o interno nombrado anteriormente.

Sin embargo, Clausius encontraria un error de Maxwell en esta segunda parte debido a que asume
mal la proporcion de moléculas que se mueven en una direccion con unos limites establecidos p y
i+ dp alo largo de un conducto con un gradiente de temperatura entre dos gases, que llevaria a
replantear siete aflos después lo construido en el articulo “Sobre la teoria dindmica de los gases”,
en el cual también mejora su modelo frente a la colision entre pares de moléculas considerando la
presencia de potenciales intermoleculares que redefinen el pardmetro de impacto b.

Por dltimo, en la tercera parte de su articulo presenta una generalizacion de los primeros postulados
presentados para cualquier cuerpo rigido perfectamente eldstico, en un complejo apartado mate-
matico, donde tiene en cuenta no solo tres grados de libertad traslacionales, sino, a su vez, otros
tres grados de libertad, en este caso rotacionales. Esta seccion se presenta con el fin de calcular los
calores especificos de gases diatdmicos como el oxigeno o el hidrégeno, sin embargo, sus calculos
no coinciden con los datos experimentales debido a que existe un grado de libertad restringido en
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ellos, el cual seria sugerido por Boltzmann afios después (Brush, 2004).

Frente al trabajo realizado en 1860 por Maxwell es importante resaltar la importancia de la propo-
sicion II frente al desarrollo de orden estocdstico del modelo matematico presente para un sistema
de particulas, y su planteamiento acerca de una regularidad en el sistema que permite definir una
distribucion estacionaria de las velocidades en las particulas, demostrando de acuerdo a la ecua-
cién 1.9, que en intervalos discretos de sucesos, en este caso de un nimero altisimo de choques,
sin importar la cantidad de sistemas de particulas presentes con energia cinética media diferente,
se llega a un estado estacionario, representando un estado de equilibrio termodindmico del sistema
macroscopico del gas. Por lo tanto, este suceso, representa que las componentes de movimiento de
translacion y movimiento de agitacion en las particulas, se encontrarian directamente relacionadas
con la temperatura del gas, en este caso, como demuestra en la proposicién XII.

Ademads, vale la pena preguntar: ; Es posible hallar una distribucion que describa de forma continua
la mezcla, inicialmente entre dos gases o sistemas de particulas, a lo largo del tiempo y el espa-
cio, momentos previos antes de encontrarse en un estado de equilibrio descrito por la distribucion
estacionaria hallada por J. C. Maxwell?, y ;(Es la distribucion estacionaria hallada por J. C. Max-
well el dnico modelo para los estados estacionarios de sistemas de particulas?, las cuales no son
preguntas vacias, sino que se encuentran en correspondencia con la necesidad de hallar un modelo
propio desde la teoria mecdnica del calor que permita la explicacion de fendmenos de transporte
complejos, como la difusion de dos gases, y que concuerde con sus leyes experimentales, como es
el caso de la Ley de difusion de Graham definida en 1848, una relacion inversamente proporcional
entre la velocidad de difusion de un gas y la raiz de su densidad o las leyes fenomenolégicas de
Adolf Fick (1829 - 1901) en 1955, un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales que describe
la difusién de un gas a través de una membrana a partir del cambio de concentracion ¢ de dicha
sustancia en una region.
0p >

== V(DY) (1.10)

1.3. Ludwig Boltzmann: El Pionero de las Fluctuaciones en la
Fisica

A pesar del notable desarrollo establecido por Maxwell, no seria hasta la llegada del fisico aus-
triaco Ludwig Eduard Boltzmann, que la fisica estadistica se concibe mds alld de una extension
tedrica de la termodindmica basada en una visiéon atomista (Cervera y Guzman, 2006), ya que,
como se comento anteriormente, €l construiria sus propios principios epistemoldgicos y gran parte
de su vida los defenderia de distintos experimentos mentales propuestos a mediados del siglo XIX,
que siguen en vigencia hasta nuestros dias. Todo esto debido al objetivo en las investigaciones de
Boltzmann que consistié en derivar el segundo principio de la termodindmica a partir de las propo-
siciones de naturaleza estadistica construidas por Maxwell y las leyes provenientes de la Mecénica
Clasica, mas no de hechos fenomenoldgicos.

En principio, los sistemas termo-mecédnicos como las maquinas térmicas cuyo objetivo es la trans-
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formacion de energia térmica a energia mecdnica, basicamente convirtiendo una transferencia de
calor entre dos cuerpos en trabajo con ayuda de las propiedades de un fluido como lo es la propie-
dad elastica de los gases, termina presentando una caracteristica respecto a la forma de aprovechar
este cambio y es que no son muy eficientes, ya que no se transforma toda la energia térmica a
energia mecdnica, a diferencia de otros sistemas termo-mecdnicos como lo es un cuerpo movil
sobre una superficie con friccion, el cual convierte toda la energia mecdnica en energia térmica,
ya que, a medida que frena el cuerpo mévil, aumenta la temperatura de ambos sistemas.

Esto se debe a que no es una transformacién espontdnea en la naturaleza, en palabras de Vittorio
Silvestrini, una constatacion fenomenoldgica o afirmacién a través de los hechos fisicos frente a
los sistemas termo-mecanicos es que “la energia tiende a degradarse” (Silvestrini, 1998), ya que
de forma espontdnea la energia mecdnica naturalmente tiende a convertirse en energia térmica,
esto se considera una degradacion de la energia debido a que los sistemas dindmicos, en este caso,
evolucionan inexorablemente a un estado de equilibrio dindmico o estdtico debido a la friccién.
Ademads, si volvemos a las maquinas térmicas, su funcionamiento requiere de una transferencia de
energia en forma de calor que espontdneamente se produce desde un cuerpo de mayor temperatura
a un cuerpo de menor temperatura, que igualmente evoluciona a un estado de equilibrio térmico,
donde ambos cuerpos se encuentran a la misma temperatura, siendo la eficiencia de la miquina
térmica cada vez menor al acercarse a dicho estado.

Por lo tanto, el segundo principio de la termodindmica suele encontrar su definicion a través de
los sistemas, ligado a la medida de degradacion energética en un sistema desde un punto de vista
fenomenoldgico. Entonces, para definir cuantitativamente la evolucién de un sistema, como una
madquina térmica, Clausius inicialmente hizo uso de los procesos ciclicos propios de su funciona-
miento, los cuales se encuentran divididos de acuerdo a diferentes cambios de estado dindmico y
térmico que sufre el gas de trabajo, mas especificamente del andlisis del Ciclo de Carnot. Para
ello, observé que dos transformaciones en un sistema son equivalentes si ambas son de la mis-
ma naturaleza y son intercambiables entre ellas. Asi, Clausius define el Aequinvalenzwerth como
una medida que permite distinguir la equivalencia entre dos transformaciones, en el contexto de
los procesos ciclicos de una maquina térmica, esta debe ser proporcional a una transferencia de
energia en forma de calor (), donde su factor de proporcionalidad es una funcién que depende
tinicamente de la temperatura f(7") (Clausius, 1867).

Después de hallar la funcién f(7°), en este caso el inverso de la temperatura, finalmente concluye
que un proceso ciclico es reversible, cuando la suma de todas las medidas de equivalencia de cada
una de las transformaciones que lo componen se anulan. Como contraparte, un proceso ciclico es
irreversible si la suma de todas las transformaciones es positiva, siendo consistente con los hechos
fenomenoldgicos, debido a que los valores negativos aluden a transformaciones en las cuales la
energia térmica se transforma en energia mecdnica.

%# >0 (1.11)

Sin embargo, el término Aequinvalenzwerth fue reemplazado por el concepto de entropia por el
mismo Clausius, debido a que extiende la medida de degradacion energética como una condicion
propia de todo sistema fisico, en principio demostrando que la idea de reversibilidad e irreversi-
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bilidad es aplicable a un proceso no ciclico, como un cambio de fase, “compensando” con una
transformacion externa que le permita ser entendido como un proceso ciclico y realizar un desa-
rrollo similar al construido a partir de la ecuacién 1.11, llevando Clausius a afirmar lo siguiente:

La segunda proposicion principal, en la forma que le he dado, afirma que todas las
transformaciones que se producen en la naturaleza en un determinado sentido, que he
supuesto positivo, pueden producirse por si mismas, es decir, sin compensacion, pero
que solo pueden producirse en sentido contrario, es decir, negativo, de tal manera que
sean compensadas por transformaciones positivas que se producen simultineamente.
(Clausius, 1865, p 398)

Aqui, Clausius propone un criterio de espontaneidad, el cual define que si la transformacién es-
pontédnea de un sistema repercute en un cambio de entropia del universo, este sistema se considera
irreversible, el cual exhibe una asimetria temporal frente a su evolucidn, a diferencia de los siste-
mas reversibles, en los cuales su transformacidn espontdnea no repercute en un cambio de entropia
del universo, particularmente Clausius lo presenta como se encuentra en la ecuacion 1.12.

d
A'S’universo = ASentoww + ASszlsterna > 0 donde Assistema = / ?Q (112)

En este contexto surge una pregunta, que incluso sugiere Clausius: ;como se relaciona el segundo
principio de la termodindmica, que encuentra su construccion en el estudio de los procesos ciclicos
y la equivalencia de transformaciones que hacen parte del proceso, con la imagen construida pre-
viamente, donde un gas se compone de pequefias particulas en movimiento perpetuo? Acd, como
se comentd anteriormente, es donde Boltzmann encontraria la motivacioén de sus investigaciones
por mds de 40 anos.

Entre 1866 y 1871, Boltzmann publicé alrededor de seis articulos en los que profundizé en el
modelo matematico desarrollado por Maxwell. En estos trabajos, no solo extendi6 la distribucion
estacionaria a situaciones mas realistas, sino que también promovio el uso de la combinatoria en
la organizacion de sistemas de particulas. Ademds, formulé argumentos esenciales para derivar
una expresion de la entropia e interpretacion del segundo principio de la termodindmica basdndose
en la teoria de colisiones, en lugar de apoyarse en observaciones fenomenoldgicas. Algo que se
destaca en los articulos es el avance en el estudio de la teoria de colisiones, ya que gran parte de
su contenido se centra en el desarrollo de esta a partir del espacio de fases, junto a su intima co-
nexion con la teoria general de las ecuaciones diferenciales, y en establecer diferentes condiciones
de inferencia légica frente a los sistemas planteados. A partir de dichas condiciones, es posible ar-
gumentar como la distribucion de velocidades estacionaria propuesta anteriormente por Maxwell
es el unico estado final posible de una distribucion de velocidades inicialmente arbitraria en un
sistema de particulas, debido al efecto de las colisiones en su evolucién temporal (Badino, 2011).

Fundamentalmente se resalta la mencion de estos argumentos esenciales en el articulo de 1868
“Estudios sobre el equilibrio de la fuerza viva entre puntos materiales en movimiento”, donde se
establece el siguiente escenario que serd utilizado ampliamente en sus posteriores publicaciones:
considere un espacio donde ocurre una cantidad determinada de colisiones binarias definiendo dos
tipos de colisiones, las primeras se denominan directos, donde las particulas tienen una velocidad
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inicial v; y vy, y después de la colisién v] y v5, y el segundo que se denominan como choques
inversos, son aquellos choques donde las particulas inicialmente tienen una velocidad v} y v}, y
después de la colisién vy y v5. Ahora se calcula la densidad de choques directos e inversos a partir
de una hipétesis conocida como Stosszahlansatz *, 1a cual asume que el nimero de colisiones por
unidad de volumen que involucra las particulas con velocidades v; y v, depende solo del producto
de sus probabilidades independientes en una pequefia porciéon del espacio, por lo tanto, de sus
distribuciones f(vy) dvy y f(vg) dvy (Badino, 2011); aqui los estados de movimiento inicial en
las particulas no se encuentran correlacionadas, pero si su estado de movimiento posterior a la
colisidn, tal que, la densidad de choques directos es: 1 f (v1) f(v2) dvidvs y 1a densidad de choques
inversos es: ¢ f (v]) f (vh) dv’dv). Las funciones 1) y ¢’ son constantes asociadas a la geometria del
choque. Asi, si queremos hallar una condicion de equilibrio, ambas densidades de choques deben
ser iguales:

Y f(vr)f(ve) dvrdvg — ' f(v7) f(vh) dvydvy =0 (1.13)

Esta no correlacion dada por la hipétesis Stosszahlansatz, asume que los estados de movimiento
entre las particulas iniciales no se ve influenciada entre ellas antes del choque o, dicho en otras
palabras son independientes los valores entre v; y v9, sin embargo, después de la colision si se en-
cuentra correlacion entre los estados de movimiento finales de las particulas (Parker, 2009), debido
a que existe una dependencia entre las velocidades finales v} y v5, condicionada por la conservacién
de la energia mecdnica en el sistema. Esto involucra a su vez, una condicion de asimetria temporal
(Uffink, 2022; Parker, 2009).

En este sentido es posible afirmar que la propuesta de Boltzmann lleva a establecer una distincién
entre un momento previo, dado por la no correlacion de los estados de movimiento de las particulas
antes de la colisién, y un momento posterior, debido a la correlacion de los estados de movimiento
de las particulas después de la colision. En este acercamiento inicial de Boltzmann mediante sus
articulos al problema de la relacién entre el segundo principio de la termodindmica y la imagen
construida de un gas compuesto de particulas, se encuentra que encamina sus esfuerzos a mostrar a
través de una andlisis matemadtico la asimetria presente en los hechos fenomenolégicos, buscando
responder la pregunta planteada por Clausius. Sin embargo, para Boltzmann la condicién de equili-
brio presentada en la ecuacion de 1.13, es resultado de una herencia de los trabajos de Maxwell en
los cuales no se demuestra que dicha condicion sea unica en los sistemas de particulas, por ende no
seria el Unico resultado propio de la tendencia natural del sistema debido a la asimetria encontrada,
lo cual se trabajard ampliamente en la siguiente seccion.

1.3.1. La Ecuacion de Transporte de Boltzmann y el Teorema-H

Boltzmann en 1872 publica uno de sus articulos mas importantes: “Estudios adicionales sobre el
equilibrio térmico de las moléculas de gas”, donde se plantea inicialmente las preguntas abiertas
frente a la investigacion de Maxwell, debido a que segin Boltzmann, Maxwell presenta una falsa

3El término Stosszahlansatz (En espaiiol: “Aproximacién al nimero de choque”) fue acufiado por Paul Ehrenfest
en 1912, ya que Ludwig Boltzmann nunca utilizo dicho término. Estds condiciones, el autor austriaco no las introdujo
como una hipétesis, sino como una propiedad que se supone en el sistema evidente para él.
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inferencia, debido que establece que la distribucion estacionaria de un gas siempre sigue la ecua-
cioén 1.4, hecho que no tenia una prueba que partiera de un punto diferente al limite establecido, por
ende, se encontraba abierta a la busqueda de limites diferentes que permitieran otras distribuciones
estacionarias alternas a la propuesta por Maxwell (Cercignani, 1998).

Para responder a estas cuestiones, primero Boltzmann define un sistema de /N particulas confina-
das en un recipiente, las cuales tienen una distribucion arbitraria de velocidades y posiciones en
el interior conocidas en un instante de tiempo (¢t = 0), estds particulas se mueven en linea recta a
velocidad constante, no asume ninguna restriccion frente a la ley que siguen las fuerzas intermo-
leculares y considera que los choques entre particulas son perfectamente elasticos. En este caso,
Boltzmann pretende modelar como este sistema evoluciona a lo largo de un intervalo de tiempo, a
partir de la definicion de una ecuacién de movimiento que permita encontrar una distribucion no
estacionaria de la energia cinética de sus particulas, donde el nimero de particulas f(E,t) dF,
en un tiempo ¢ y seccion del espacio, tienen una velocidad que les permite establecerse entre los
limites de energia cinética £'y F/ + dF.

De acuerdo a ello, €l tiene en cuenta dos consideraciones pertinentes en la solucién del proble-
ma que permiten su tratamiento a partir de un caso especial. Las consideraciones son: (1) Toda
direccién de la velocidad en una molécula después de un largo intervalo de tiempo es igualmen-
te probable y (2) La distribucién de velocidades debe ya ser uniforme inicialmente (Boltzmann,
2003a).

Esta segunda consideracion hace alusion a una condicion de homogeneidad en el sistema, ya que si
tomamos una seccién cualquiera del espacio que encierra el recipiente, de forma andloga a tomar
una muestra de la poblacién a estudiar, las moléculas con diferente energia cinética se encuentran
mezcladas uniformemente a pesar de cambiar en el tiempo individualmente, por lo tanto, una si-
tuacion inicial donde gran parte de las moléculas a altas velocidades se encuentran en un lado del
recipiente y las moléculas a bajas velocidades en el lado contrario del recipiente, no se encontraria
contemplada dentro de este caso especial. Asi, la distribucién f(E,t) se encuentra tinicamente de-
pendiente del tiempo, y no el espacio.

A partir de este punto, Boltzmann establece que la razén de cambio en el tiempo de la distribucion
f(E,t) se debe solo a las colisiones entre particulas, tal que, en un pequefio intervalo de tiempo
At se debe encontrar una densidad de colisiones por unidad de volumen a lo largo de una muestra.
Esta densidad de colisiones por unidad de volumen, se construye a partir de un modelo en el cual
solo se consideran colisiones entre pares, estableciendo que la energia cinética de ambas molé-
culas, antes y después del choque, se encuentran dentro de unos limites establecidos que ademas
respetan el principio de conservacion de la energia mecénica.

La densidad de colisiones por unidad de volumen consta de dos términos: dn y dv, de acuerdo a
la energia cinética inicial y final de las moléculas en la colisién. Si queremos hallar el nimero de
moléculas f(E,t) dE que tienen una energia cinética entre £'y E + dE, después de las colisiones,
se observan dos efectos: una disminucién y un aumento en el nimero de particulas dentro de ese
rango de energfa. La disminucién, indicada por Boltzmann como [ dn, ocurre porque algunas
particulas experimentan un cambio tan grande en su energia cinética tras la colisién, que quedan
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fuera del rango considerado. Por otro lado, el aumento, sefialado por Boltzmann como [ dv, se
debe a que la energia cinética final de ciertas particulas cae dentro del rango tras la colisién. De
esta manera, el nimero de particulas f(F,t) dE con energia entre £y E + dE después de un
intervalo de tiempo At sera:

F(E,t+ At) dE = f(E,t) dE+/dV—/dn (1.14)

Luego de una serie de complejos cambios de variable realizados en el articulo por Boltzmann, la
deduccién de los términos dn y dv, el uso de series de Taylor frente al término f(E,t + At) y
finalmente la demostracién y derivacién de dos igualdades acerca de la funcién ¢ (E, E', U) pro-
porcional a los términos de la densidad de colisiones por unidad de volumen, la cual se encuentra
relacionada con la expresién que sigue la geometria de las colisiones, Boltzmann deduce la ecua-
cién integro-diferencial no lineal conocida como la Ecuacion de transporte de Boltzmann:

of(B,t)  [> [PV [f<U,t>f(E+E’—U,t>_f(E,t>f<E’,t> o , ,
ot _/0/0 VU VE+E-U JVE VE EEWE’E’U)d(lEldg

En esta ecuacién E’ es la energia cinética de la segunda molécula antes del choque, el cual pue-
de encontrarse dentro de cualquier valor positivo [0, 00), y U es la energia cinética de la primera
molécula después del choque, que segtn el principio de conservacién de la energia mecanica, su
rango se debe encontrar dentro del intervalo [0, £ + E'] (Boltzmann, 2003a).

La Ecuacion de transporte de Boltzmann en principio es de naturaleza determinista, ya que su
deduccion, como Boltzmann muestra en su articulo, se hace a partir de la mecénica clasica. Sin
embargo, debido a que los términos asociados con la densidad de colisiones por unidad de volu-
men dn y dv encuentran su derivacién apoyada de consideraciones de orden estocdstico construido
desde el articulo de 1868 (Badino, 2011), la ecuacion 1.15 define la distribucion que evoluciona
temporalmente del nimero de moléculas que tienen una energia cinética entre los limites £y
E + dE (Marcos, 2021).

Ademas, es necesario tener en cuenta que el Boltzmann hace dos afirmaciones relevantes frente a
la importancia del cdlculo de probabilidades al interior de la fisica y su contraposicién frente a los
seguidores del determinismo, como condicién necesaria en la construccion de un modelo fisico:

[...] EI hecho de que, a pesar de todo, observemos leyes completamente definitivas
acerca del comportamiento de los cuerpos calientes debe atribuirse a la circunstancia
de que los sucesos aleatorios, cuando se producen en las mismas proporciones, dan los
mismos valores. [...] Por eso, los problemas de la teoria mecénica del calor son también
problemas de la teoria de la probabilidad. Seria, sin embargo, erréneo creer que la
teoria mecénica del calor es por lo tanto afligida con algunas incertidumbres porque
los principios de la probabilidad son usados. Uno no debe confundir una ley que se
conoce como incompleta, cuya validez se encuentra por lo tanto en duda, con una
ley completamente conocida del calculo de probabilidades; [...] (Boltzmann, 2003a,
p 264)
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Estas dos afirmaciones pretenden justificar el procedimiento empleado donde la construccién del
conocimiento a partir del uso de una distribucion y el cdlculo de probabilidades, o estocdstico, en
un problema donde su mds profundo entendimiento se basa en una teoria determinista debe ser
considerado, debido a la imposibilidad practica de su resolucién desde los procedimientos de la
mecdnica cldsica, considerando incluso que un problema con tres cuerpos, como €l mismo afirma,
es muy complejo de resolver. Ademds, la explicacion, en este caso, de un gas en equilibrio termo-
dindmico que es entendido bajo el sistema de particulas antes descrito, busca hallar una solucién a
partir de una serie de premisas que se correspondan con los principios de la termodindmica.

Después de definir el modelo que permite la descripcidon microscépica del gas, Boltzmann deriva un
teorema acerca de una cantidad denominada H* (en su articulo se muestra como E), propuesta por
el autor, que se encuentra estrechamente relacionada con la entropia de un sistema, esta cantidad
no puede incrementar cuando la funcion f(FE,t) satisface la ecuacién 1.15, por tanto, H se define

de la siguiente manera:
o0 f(E,t)) }
H = Et)|1 — | - 1| dE 1.16
/o 4 ){ Og( VE (10

Esta cantidad, como es posible observar en la ecuacién 1.16 no tiene un rango establecido frente
a la energia cinética de las particulas, por lo tanto, este solo depende del tiempo. Cuando la razén
de cambio de la cantidad H con respecto al tiempo es nulo, se establece que se encuentra en su
estado de equilibrio. En la ecuacion 1.17 Boltzmann reafirma que dicho cambio en el funcional A
solamente tiene una tendencia negativa o igual a cero.

dH °°1 f(E )\ Of(E,t)
i~ Jo " ( VE ) ot

Asi Boltzmann, en este articulo sin necesidad del uso de métodos numéricos, deriva la distribucion
estacionaria (misma que halla Maxwell en 1860) a partir de la ecuacion 1.15, la cual se presenta
cuando el término de densidad de colisiones por unidad de volumen sea nulo, en otras palabras
[ dn = [ dv, debido a que no hay variacién de la energia cinética en el nimero de moléculas des-
pués de la colision, con respecto al rango en el que se encuentran establecidas en el tiempo; aqui
se resalta que la cantidad H tnicamente decae como consecuencia del movimiento molecular, o
se mantiene constante en un caso limite, el cual es una representacion completamente diferente
del segundo principio de la termodindmica segin Boltzmann, resolviendo finalmente las preguntas
abiertas en sus investigaciones de forma “rigurosa”. Por tanto es posible hallar la distribucion esta-
cionaria a partir de la ecuacién 1.17, asumiendo como caso limite la nula variacién de la cantidad

dE <0 (1.17)

“Frente a la cantidad o el funcional H y su respectivo teorema, continuamente se debate su origen por parte de
diferentes historiadores de la ciencia, ya que se introduce por Boltzmann en el articulo de 1872 como un elemento
de trivial entendimiento. Para algunos historiadores, como Stephen Brush y Jos Uffink (Uffink, 2022), el funcional H
se deriva debido a un acto milagroso proveniente de la prueba y error, promoviendo una imagen de la evolucién en
el pensamiento de Ludwig Boltzmann en palabras de Massimiliano Badino como un “letargo mecanicista”, donde el
cientifico austriaco abandonaria completamente su lenguaje mecanicista por una terminologia estadistica afios después.
Sin embargo, Massimiliano Badino argumentarfa que esto puede deberse a una mala lectura creativa en la cual no se
contemplan los trabajos previos al mismo articulo de 1872, ya que él conjetura que su expresion discreta habria sido
derivada a partir de argumentos estadisticos afios antes. (Badino, 2011)
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H, dotando de un cardcter mds profundo a su demostracion.

Recordando que este primer tratamiento realizado por Boltzmann era un caso especial, en el mo-
mento que el autor austriaco pretende modelar la difusion, la viscosidad y la conduccién de calor
en un gas, generaliza su resultado a una situacién donde las dos condiciones expresadas anterior-
mente no se cumplen, siendo ahora la distribucion no estacionaria dependiente de las coordenadas
espaciales 77 = (x,y,2), y en consecuencia f(v,7,t) du, donde du = dv, dv, dv,, y debido
a fuerzas externas F, la direccién de la velocidad en las particulas tendréd algunas orientaciones
privilegiadas. Por lo tanto, la Ecuacion de transporte de Boltzmann toma la siguiente forma:

of(w,rit) . of(u,rt) . of(@rt)  (9f(,r¢t)
o U T YT e T\ T a ),

Donde el término a la derecha de la igualdad, hace alusion al término de densidad de colisiones
por unidad de volumen. De hecho, si el gas se encuentra encerrado en un recipiente, la cantidad,
como se nombré anteriormente solo decrece debido al movimiento molecular, representada en la
ecuacion 1.19 donde dV = dx dy dz, y es proporcional a la entropia del gas (Boltzmann, 2003a).

(1.18)

H:/‘/Lf(ﬁ,F,t)log[f(U,F,t)] du dV (1.19)

Esta cantidad H también es representada a partir del uso de estados finitos de energia en un sistema.
Boltzmann, propone que si reemplaza la doble integral que se presenta en la ecuacién 1.15 por una
suma, seria mucho mas sencillo su entendimiento. Para ello, de acuerdo a la definicién de integral
dada por Bernhard Riemman (1826-1866), el nimero de moléculas que se encuentran dentro de un
rango de energia, se puede describir de forma discreta de acuerdo a la distribucion:

o0 P
/ F(E,t)dE = lime > flket) (1.20)
0 €— o

Siendo posible reemplazar la variable continua £ por una serie de valores discretos e, 2¢, - - -,
pe, recordando que desde la postura de Boltzmann, este procedimiento es una manera de reducir
la dificultad en el cdlculo de las cantidades que describen los eventos fisicos, por lo tanto, no
interviene esta discretizacion de la energia en el evento fisico real, como enuncia a continuacion:

Podria ser dificil imaginar un mecanismo que pueda regular las colisiones de dos cuer-
pos que permita que las energias después de una colision sea siempre multiplo de e.
Esta no es la pregunta aqui. En cualquier caso nosotros somos libres a estudiar las
consecuencias matematicas de esta suposicion, la cual no es méds que un artificio que
nos ayuda a calcular procesos fisicos. (Boltzmann, 2003a, p 293)

Para hallar el ndmero de moléculas N* que efectian un cambio entre la energia cinética inicial

(ke, le) y la energia cinética final (ke, Ae) en una colision binaria, este serd igual al producto entre

un instante de tiempo At, el nimero de moléculas wy y w; con energia cinética ke y le por unidad

de volumen respectivamente, y un factor de proporcionalidad debido a la naturaleza de la colision
kl

A%

NH = wpw AP At (1.21)
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Para ejemplificar la ecuacién anterior considere dos moléculas con energia cinética inicial 3e€ y
2¢, que tras la colisidn, su energia cinética serd 4e y e respectivamente. En este caso, el nimero
de moléculas que siguen esta regla, denotadas como N2, se encontrara dada por la relacién 1.21,
donde la constante de proporcional serd A% y el nimero de moléculas iniciales wy y ws.

De acuerdo con este cambio, la Ecuacion de Transporte de Boltzmann es reducida a una infinita
suma de términos que representan como cambia el nimero de moléculas wy, que tienen una ener-
gia cinética establecida ke, debido a las colisiones binarias, donde después de la colisién algunas
moléculas que tenian esta misma energia cinética cambiardn a una diferente, o en el caso contrario,
algunas particulas que tenian una energia cinética diferente a la establecida en el estudio, después
de la colision la tendrédn. Asi, se establece el siguiente modelo andlogo a la ecuacién 1.14:

wy(t + At) = wy(t) — Noy — Nag — Ngg — No2 - + N2+ NB + N2+ N - (1.22)

Redefiniendo nuevamente el funcional H, propio de esta version discreta de la Ecuacion de Trans-
porte de Boltzmann, la cual también es siempre decreciente en el tiempo y en su caso limite, donde
su razén de cambio en el tiempo es igual a cero y el nimero de n de niveles discretos de energia
se hacen infinitos, es posible deducir la distribucion estacionaria de Maxwell.

H=" wlog (ﬂ) (1.23)

Frente al articulo de Boltzmann es importante resaltar el papel que tiene la hipétesis Stosszahlan-
satz, por ende el uso de la idea de correlacion estadistica entre dos variables, tanto en la derivacion
de la Ecuacion de Transporte de Boltzmann, como en la obtencién de la distribucion estacionaria,
ya que permite finalmente a partir de la evolucién temporal del funcional H encontrar un argumen-
to més allad de la constatacion fenomenoldgica. Esta hip6tesis a su vez, al introducir un elemento
de asimetria temporal, permite que se exhiba en el funcional A dicha caracteristica de orden fe-
nomenoldgico encontrada en el segundo principio de la termodindmica, permitiendo construir en
principio una relacién con la entropia en un sistema macroscopico (Parker, 2009).

Pero, como advierte Jos Uffink, el sistema estudiado por el autor austriaco es un sistema aislado:
un sistema que no tiene intercambios de energia y materia con el entorno, donde d@) = 0, por
lo tanto, las afirmaciones hechas por Ludwig Boltzmann donde relaciona el funcional H con la
expresion dada por Clausius, ASg;semq €0 la ecuacion 1.12, sean incoherentes, sin embargo, si que
construye una definicioén con una relacion indirecta frente al segundo principio de la termodindmi-
ca para los estados de no-equilibrio en un sistema, los cuales a pesar de estar aislados presentan
una tendencia espontdnea a una configuracion estacionaria, o en equilibrio (Uffink, 2022).

No solamente Jos Uffink, sino otros historiadores encuentran un elemento en el teorema-H que le
permite a Boltzmann ampliar la relaciones entre la evolucion del sistema y la entropia, asumiendo
desde la mirada microscdpica un tercer elemento de “degradacion’ en el sistema, la tendencia de la
no-uniformidad a la uniformidad al interior de los sistemas. Sin embargo, establecer una relacion
entre la tendencia de los sistemas microscopicos que llevan de la no-uniformidad a la uniformidad
y los efectos macroscopicos visualizados en los sistemas termodindmicos, es un punto que ha sido
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criticado sobre los trabajos de Boltzmann y que generan una ruptura en el entendimiento de los
fendmenos macroscopicos a través del tratamiento de sus constituyentes a nivel microscopico.

1.3.2. Las Paradojas sobre la Irreversibilidad de los Procesos

Las ideas de Boltzmann confrontaban fuertemente a la comunidad cientifica del siglo XIX, debido
a la construccion de argumentos a partir del cdlculo de probabilidades y el modelo de “entropia”
propuesto, lo cual permiti6 la construccion de diferentes experimentos mentales por parte de otros
cientificos como: el “Demonio de Maxwell” (1869), la “Paradoja de Loschmidt” (1876) y la “Para-
doja de la Recurrencia” (1896), donde el segundo principio de la termodindmica desde la propuesta
de Boltzmann se encontraria en duda debido a la interpretacion del término de densidad de coli-
siones por unidad de volumen, al uso del Stosszahlansatz, y el significado del funcional H.

Profundizando acerca de los experimentos mentales propuestos, en inicio, Joseph Loschmidt (1821-
1895) un fisico alemén defensor de la teoria cinético-molecular y amigo de Boltzmann, construye
un argumento que pretende erradicar una consecuencia del segundo principio de la termodindmi-
ca: “la muerte térmica del universo”, propuesta por Clausius afios antes. Para ello, considera la
construccion de un dispositivo, donde la interaccidn gravitatoria podria ser utilizada para generar
un gradiente de temperatura de forma espontdnea al interior de un recipiente (Darrigol, 2021).

Loschmidt propone que en un instante de tiempo (¢ = 0), al interior de un recipiente que se en-
cuentra bajo la accién de un campo gravitatorio constante, una particula se encuentra en la parte
superior del recipiente, por lo tanto, su energia potencial gravitatoria es muy alta, a comparacion
de las demds que se encuentran en la parte inferior del recipiente. Esta particula cae y colisiona
eldsticamente con las demds particulas, de modo que, transmite parte de la energia cinética adqui-
rida debido al cambio de su altura a las demds, tal que al transcurrir un cierto intervalo de tiempo
At, se encontraran todas siguiendo una distribucion estacionaria de velocidades que es uniforme
en el espacio. Sin embargo, €l considera que si transcurre un intervalo —At desde este preciso
instante, en el cual invierte la velocidad de todos los elementos del sistema, se encontraria con una
distribucion no uniforme de velocidades a partir de la distribucion estacionaria uniforme.

Por lo tanto, la irreversibilidad de los procesos derivada del segundo principio de la termodindmi-
ca, no seria plausible dentro del marco construido a partir de una teoria de procesos reversibles
temporalmente, como lo es la Mecanica Clésica. Siendo esto un ataque en mayor medida a di-
cho segundo principio de la termodindmica y la existencia de una flecha del tiempo que en inicio
se construye de forma fenomenoldgica. Este argumento, por lo tanto, para Loschmidt, le permite
considerar que “la muerte térmica del universo” podria ser evitada si se invierten simultineamente
todas las velocidades de los dtomos del universo (Darrigol, 2021).

Debido a ello, Ludwig Boltzmann en una serie de articulos pretende dar respuesta a este experi-
mento mental, en el cual defiende la relacion entre el segundo principio de la termodindmica y la
teoria cinético-molecular, haciendo alusién a las posibles organizaciones de las constituyentes de
un gas, y el estado del gas, como ente macroscopico.
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Esto lo lleva a refinar sus argumentos construyendo toda una serie de conceptos que permitan ha-
cer més simple el entendimiento de su propuesta, que tiene su esencia en la combinatoria. Entre
estos conceptos la introduccién de tres niveles de jerarquia en la descripcion de un sistema: (1)
El macroestado, que es una variable de estado macroscopica, usualmente medible, como lo es la
presion o la temperatura de un gas, (2) “Komplexion”, el cual es un nivel en que se definen las
variables asociadas al estado de movimiento de las moléculas se encuentran especificados y (3)
“Zustandeverteilung” o “distribucion de estados”, el cual es un nivel intermedio donde especifica
un grupo de moléculas con un estado de movimiento determinado, siendo estos tltimos dos desde
la interpretacion moderna de la fisica estadistica los microestados del sistema, o configuraciones
de los componentes de acuerdo a sus estados microscopicos, en el caso del estado de movimiento
de las particulas que componen un gas (Sharp y Matschinsky, 2015).

En el articulo de Bolztmann de 1877 titulado “Sobre la relacion entre el segundo teorema funda-
mental de la Teoria Mecdnica del Calor y cdlculos de probabilidad sobre las condiciones para el
equilibrio térmico”, el autor en principio busca hacer evidente la relacioén entre el segundo prin-
cipio de la termodindmica y el célculo de probabilidades, los cuales se encuentran estrechamente
relacionados a partir de las posibles organizaciones de las constituyentes de un sistema, como un
gas, dejando de lado la explicacion acerca del mecanismo de transicion entre niveles dada por las
constituyentes del sistema, como el efecto de las colisiones, ya que asume, que este ha sido cons-
truido en articulos previos.

Por lo tanto, parte desde una situacion, donde tiene un sistema con una energia total U y un nimero
N de particulas, las cuales se distribuyen dicha energia total en niveles discretos de energia 0, €, 2¢,
-+ -, pe, el autor austriaco calcula la probabilidad de que un nimero de moléculas se encuentren en
un nivel de energia determinado en un sistema en equilibrio, hallando en principio una condicién
que permita encontrar el maximo nimero de microestados (Komplexiones) P, ya que este evi-
dencia el macroestado més probable, de acuerdo a las condiciones establecidas en los sistemas, la
energia total U y el niumero de particulas N. El nimero de microestados P asociados a un mismo
macroestado se encuentra definido por Boltzmann de la siguiente manera:

N!
73_

—wplwylwa! -+ wy!

p p
donde U =€\, A=) kw, y N=) wy (1.24)
k=0 k=0

Donde wy, son el niimero de moléculas con una energia ke definida (Zustandeverteilung). Para de-
terminar dicho nimero maximo de microestados, Boltzmann hace uso de la definicion del factorial
en términos de la funciéon gamma wy! = I'(wy + 1) y diferentes aproximaciones del factorial, una
a partir de series ¢(wy,) ~ In[l'(wy + 1)] — wy[In(wy — 1)] — 1 In(27), y la funcién de Stirling
para nimeros muy grandes w;! ~ /27 (“&)™k, que le permita derivar el minimo valor de wy, ya
que, como se observa en la ecuacion 1.24, si se minimiza el valor de cada una de estas cantidades,
hallaremos el méximo valor de los microestados P. El valor minino de wy, serd igual a:

N2 A\
w’“_A+N<N+A) (1.25)

Si se considera que la energia total U del sistema es muy alta en comparacion con el ndmero de
moléculas, se define ;1 como la energia media de las moléculas y se utiliza la siguiente aproxi-
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. _N
macion: 1 — % ~ e

sistema en equilibrio:

, mediante la cual es posible definir la distribucion de Boltzmann para un

w e H

u = (1.26)
Sheowe ek

k=0 “k k=0 € "

Esta misma idea, la llevaria a cabo para sistemas continuos, donde el nimero de moléculas con
una energia entre un rango establecido de energia F'y F/ + dFE, puede ser definida en una funcién
de las posibles organizaciones de las componentes de la velocidad (v,, vy, v,) en cada una de las
moléculas, la cual permite a la molécula encontrarse al interior del rango establecido de energia.
En este caso, v,, v, y v, se encuentran entre el rango aC'y (e + 1), bny (b+1)n,y,cyy (c+ 1)y
respectivamente, donde 7, ¢ y 7y son cantidades de valores muy pequefios. Con los cudl el nimero
de moléculas con una velocidad v = (a, b, ¢) es:

Wabe = C77’Yf(a§, bnv Cﬁ)/) (127)

En este caso, el nimero de permutaciones P de un macroestado es ahora una frecuencia relativa
de ocurrencia en el cual es posible afirmar que en el rango establecido de energia F'y E + dF,
hay un porcentaje frente al nimero total de organizaciones en las componentes vectoriales de la
velocidad asociada a cada una de las moléculas que cumplen dicha restriccion del rango, siempre
que cumpla las condiciones del sistema en conjunto: la energia total del sistema U y el nimero de
moléculas N, serd igual a:

N!
= a=p b=q c=r I
Ha:—p b=—q HC:—T‘ Wape-
Asi, la cantidad asociada que se requiere minimizar al igual que en el caso discontinuo es el de-
nominador, que puede ser reescrito con la aproximacién de Stirling para nimeros grandes de la

funcidn factorial y tomando el logaritmo de P, se describe de la siguiente manera al despreciar las
constantes, equivalente a la constituida en su articulo de 1872:

. (1.28)

a=p b:q c=r

Q=Px-> > > (nyfa¢,bn,cy)log|f(al, by, cy)] (1.29)

a=—pb=—qc=—r

En este punto, como explicita Kuhn frente al articulo de Boltzmann de 1877, los pequefios valores
71, ( 'y v representan las dimensiones de un pequefio cubo o celdas que contienen una gran canti-
dad de particulas en el espacio de fases, y que pueden ser reducidas hasta ser tomadas como un
infinitesimal, debido a una hipétesis fisica tomada por el investigador austriaco, no como un limite
matematico, siendo efectivamente una condicién que no nombra (Kuhn, 1980).

Q - /OO /Oo /OO f(vmvyvvz) IOg [f(UwJUZJ?UZ)] deE de dUZ (130)

Esta cantidad (2 es denominada por Boltzmann como Permutabilitatmass, o medida de permutabi-
lidad, ya que, si su valor se aproxima cada vez més a cero, el nimero de microestados P aumenta,
por lo tanto, el estado de equilibrio termodindmico de un sistema se encuentra cuando su valor es
aproximadamente igual a cero, un comportamiento que evidencia el funcional H antes descrito, el
cual incluso, Boltzmann relaciono directamente en su trabajo. Esta nueva variable () solo difiere
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del logaritmo del nimero de microestados P por la adicién de una constante (conocida como la
constante de Boltzmann kp), el cual es quizas uno de los resultados mas conocidos de Boltzmann
>y ha sido malinterpretado en varias ocasiones, asumiendo que P es la probabilidad de encontrar
un macroestado, sin embargo, esta cantidad no en todos los casos representa un valor dentro del
intervalo [0, 1], como sucede con la distribucién de Boltzmann.

Haciendo uso de esta definicién, Boltzmann calcula para una distribucion estacionaria que sigue
la ecuacién 1.4 la medida de permutabilidad y compara el resultado obtenido con el valor de la
entropia que se halla por medio de los principios de la termodindmica en un gas ideal al cual se ha
suplido un diferencial de calor d@, el cual le permite enunciar el siguiente teorema:

Consideramos cualquier sistema de cuerpos que experimenta algunos cambios de es-
tado, sin requerir que los estados inicial y final estén en equilibrio térmico. Entonces
la medida de permutabilidad total de los cuerpos aumenta continuamente durante los
cambios de estado, y s6lo puede permanecer constante mientras todos los cuerpos du-
rante el cambio de estado permanezcan infinitamente préximos al equilibrio térmico
(cambios de estado reversibles.) (Sharp y Matschinsky, 2015, p 2005).

En este apartado, Boltzmann a partir de argumentos propios de la probabilidad, entabla una rela-
cién entre la entropia de un sistema y la medida de permutabilidad de acuerdo al estado del gas,
o el sistema de cuerpos, siendo cada uno de los eventos independientes entre ellos. Es importante
recalcar que en este enunciado, es posible visualizar que la entropia tiende a un maximo cuando
la medida de permutabilidad y por ende el niimero de permutaciones, es maximo, dotando de una
naturaleza estocdstica a la variable macroscopica.

Sin embargo, al finalizar esta demostracién en el articulo, surge una incoherencia ya que, el
teorema-H parece tener dos contrapartes: una mecdnica y otra probabilistica. Dicha discusion se
seguirfa a lo largo del siglo XIX, siendo un punto de inflexién en 1895, donde Boltzmann a modo
de respuesta respecto a diferentes criticas sobre la dicotomia al interior del teorema-H, en su ar-
ticulo “Sobre ciertas cuestiones de la teoria de los gases ”” hace uso de dos elementos: la curva-H 'y
las fluctuaciones de temperatura, junto al cuestionamiento de las teorfas fisicas °, los cuales serdn
utilizados para buscar un punto en comun entre ambas contrapartes del teorema-H (Boltzmann,
1895), que seran definidos en este documento en la siguiente discusion propiciada afios después
por el autor austriaco.

En 1896, es formulada la paradoja de recurrencia por un joven ayudante de Max Planck (1858 -
1947), Ernst Zermelo (1871 - 1953), con base en un teorema deducido por Henri Poincaré (1854
- 1912) en su articulo “Sobre el problema de los tres cuerpos y las ecuaciones de su dindmica”
(1890), en el cual establece que si el volumen de un espacio de fases es un invariante integral,

3La descripcién que se presenta en la ecuacién 1.29, se conoce en términos actuales como la ecuacién de la entropia
de Boltzmann: S = kg InP.

®Particularmente Boltzmann propone las siguientes preguntas alrededor de la relevancia y el impacto de la teorfa
mecdnica del calor en la investigacién cientifica: ;es la teoria mecdanica de los gases una teoria fisica verdadera tan
valiosa como cualquier otra teoria fisica? y ;qué podemos demandar de cualquier teorfa fisica?. (Boltzmann, 1895)
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un sistema mecdnico conservativo después de un intervalo de tiempo lo suficientemente largo, es
posible hallarlo varias veces en un mismo punto P de dicho espacio de fases, donde inicialmente
se encontraba (N.Nufiez-Yepez, 2013). Este teorema formulado por Poincaré, demuestra que los
procesos irreversibles no son posibles en un sistema mecanico, como expone Zermelo en su articulo
de 1896 “Sobre el Teorema de la Dindmica y la Teoria Mecdnica del Calor”, donde gran parte de
su argumento surge a partir de la siguiente afirmacion:

En un sistema de un nimero arbitrario de centros de masa, donde las aceleraciones
dependen solo de su posicién en el espacio, esté no puede ser un proceso irreversi-
ble para todos los estados iniciales que ocupan cualquier region de extension finita,
sin importar que tan pequefia sea, requiere que las coordenadas y velocidades de los
puntos nunca puede exceder limites finitos. (Zermelo, 2003a, p 382)

Respecto a esta afirmacion que describe Zermelo, es posible deducir que toda funcién dependiente
de las coordenadas espaciales de las componentes o cuerpos que componen un gas en la teoria
mecdnica del calor, como la definicion de la entropia de un sistema térmico concebida por Boltz-
mann a partir del funcional H, no puede llevar a cambios permanentes en un sistema, que es una
constatacion fenomenoldgica de base en la formulacion del segundo principio de la termodindmi-
ca, expuesta como una maxima que sigue la ecuacién 1.12. Si una distribucion arbitraria inicial
de velocidades en un sistema de moléculas, a pesar de evolucionar en el tiempo a una distribucion
estacionaria, segin Zermelo, si esta se deja un tiempo lo suficientemente largo, podrd volver a
exhibir una organizacién idéntica a la inicial, por lo tanto, la distribucion estacionaria no es un
resultado propio debido a un tiempo de relajacion infinito, sino que es una condicidén temporal, que
podria cambiar en cualquier momento, exhibiendo una disminucién de entropia en el sistema.

Particularmente estas afirmaciones de Zermelo, generan una inconformidad en la teoria propuesta
por Boltzmann, a lo cudl responde en 1896 mediante su articulo titulado “Respuesta a los comen-
tarios de Zermelo sobre la teoria del calor”, recordando en principio que los teoremas expuestos
por la teoria mecénica del calor, son caracteres de verdad estadistica, tal como escribe al inicio de
su articulo:

[...] la ley de distribucién de velocidades de Maxwell entre las moléculas de un gas
no es de ninguna manera un teorema de la mecénica ordinaria, la cual puede ser pro-
bada solamente de las ecuaciones de movimiento; por el contrario, en esta solo puede
ser probada que tiene una gran probabilidad, y que para un gran nimero de molécu-
las todos los otros estados tienen en comparacion una pequefia probabilidad que para
propuestas practicas pueden ser ignoradas. [...] la segunda ley de la termodindmica es
desde un punto de vista molecular meramente una ley estadistica. (Boltzmann, 2003c,
p 393)

Para ello, Boltzmann argumenta sobre la base de dos conceptos propios de la estadistica, la rela-
cion existente entre el segundo principio de la termodindmica y la Teoria Mecdnica del Calor: (1)
Las desviaciones estdndar de la curva—H o del funcional H para un sistema en equilibrio, en el
cual las constituyentes de un gas siguen la distribucion estacionaria de Maxwell y (2) La relacién
entre el nimero de permutaciones en un sistema compuesto de un gran nimero de moléculas y el
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tiempo de recurrencia entre sus estados de movimiento.

Como se ha nombrado anteriormente, el funcional A decrece su valor en el tiempo para un siste-
ma de moléculas definido inicialmente por una distribucion arbitraria y se mantiene constante en
el tiempo cuando llega al estado de equilibrio de dicha distribucién, sin embargo, es importante
resaltar que este comportamiento es propio del valor medio o esperado del funcional H, ya que,
esta curva se define de acuerdo la evolucion temporal de una distribucion, por lo tanto, todo punto
se encuentra ligado a las desviaciones estdndar propias de la distribucion que se hardn presentes
en la curva, aumentando o disminuyendo su valor, incluso si el valor medio de H es constante.
Este hecho hace plausible que la distribucion estacionaria evolucione en el tiempo a una distri-
bucion arbitraria, visto desde la curva-H como un pico, sin embargo, este estado de movimiento
en conjunto de las moléculas es tan poco probable, que rdpidamente decrecerd el funcional H, en
tendencia a un estado mds cercano a la distribucion estacionaria, €l cual es més probable.

Ho

0 X

Figura 1.9: Curva-H propuesta por Ludwig Boltzmann en "Sobre la explicaciéon mecanica de los
Procesos Irreversibles (1896)".

Frente al segundo argumento en relacién con el tiempo de recurrencia para un sistema bajo las
condiciones establecidas por Poincaré en el mismo articulo de 1896, Boltzmann calcula el periodo
con que se presenta una permutacion inicial por lo menos una vez mds, donde todos los cuerpos
presentan un mismo estado de movimiento, en un sistema con una gran cantidad de particulas
(aproximadamente un trillén), el cual resulta ser un nimero muy grande, de aproximadamente 50
digitos segun el autor, debido a la gran cantidad de permutaciones que tienen las componentes del
sistema.

Sin embargo, Boltzmann dota de unas extrafias propiedades a la curva-H: como la diferenciacion
de una curva con diferentes picos incluso en su estado de equilibrio, el cual localmente tendria una
infinidad de méximos y minimos, adicionalmente existe una razén de cambio negativa en el pro-
medio del funcional H a lo largo del tiempo, lo cual lleva a Zermelo a concluir que el Teorema-H
proporcionado desde los articulos al inicio de la carrera cientifica de Boltzmann, es un sinsentido.
Esto lo expone en su pequefio articulo: “Sobre la explicacion mecdnica de los Procesos Irrever-
sibles”, donde hace evidente que cualquier pico arbitrario de la funcién H podria ser un estado
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inicial, por lo tanto, es necesario asumir una nueva condicion, la cual define el universo en un esta-
do altamente improbable, desde el cual sea comprensible el origen fisico de un estado inicial y sea
plausible la observacion de procesos irreversibles en el mismo (Zermelo, 2003b).

Ante esto, la respuesta de Boltzmann apela a que el estado inicial de un sistema, en otras palabras
el valor inicial del funcional /, se debe encontrar en un intervalo de tiempo desde el cual siempre
este decrece, tal que los estados iniciales y finales no sean intercambiables (Boltzmann, 2003b), lo
cual, aunque Zermelo observa como una contradiccién frente a los comentarios de autor austriaco,
realmente se encuentra en concordancia con lo que este asume, para hallar una relacién entre el
Teorema—H Yy el universo mismo. Esta condicion de un universo en un estado altamente improba-
ble en principio resulta necesaria para hacer compatible las observaciones de los eventos fisicos y
la vision atomistica de base en la Teoria Mecanica del Calor, ya que, al comparar un gas confinado
con el universo mismo, Boltzmann afirma que:

Uno puede asumir que el universo entero se encuentra en si mismo en la actualidad
en un estado muy improbable. Sin embargo, uno puede suponer que los eones duran-
te el cual este estado improbable ha transcurrido, y la distancia de aqui a Sirius, son
minutos comparados con la edad y tamafo del universo. Entonces debe haber en el
universo, que en su conjunto estd en equilibrio térmico y, por tanto, muerto, aqui y alld
regiones relativamente pequefias del tamafio de nuestro universo (que llamamos mun-
dos), que durante el tiempo relativamente corto de eones se desvian significativamente
de equilibrio térmico. Entre estos mundos, la probabilidad de estado aumenta con la
misma frecuencia que disminuye. Para el universo en su conjunto, las dos direcciones
del tiempo son indistinguibles, del mismo modo que en el espacio no hay arriba ni
abajo. (Boltzmann, 2003b, p 416)

Alejandose de una visién fenomenoldgica del segundo principio de la termodindmica, donde la
irreversibilidad de los procesos observada en los sistemas es la caracteristica mas importante en su
definicidn, para Boltzmann la irreversibilidad es una construccion propia de nuestra condicion hu-
mana, seres infinitamente pequefios en comparacion con la extension del universo, y una existencia
efimera frente a la edad del universo. Tal es esta diferencia, que para Boltzmann somos producto
de una desviacion estadistica en una pequeia region de un universo en equilibrio térmico, la cual
se encuentra en un estado muy improbable, permitiendo, asi desde nuestro sistema de referencia,
el centro del planeta Tierra, hablar de arriba y abajo gracias a una diferenciacion propiciada por la
caida de los cuerpos, aunque universalmente el término caida tiene una direccion arbitraria depen-
diendo de la ubicacion del observador. Afirmar la existencia y diferenciacién de un pasado y un
futuro debido a los procesos irreversibles, solo se debe a la evolucion desde un estado, u organiza-
cién de los dtomos, improbable a un estado mas probable en esta pequefia regién del universo.

Estas tultimas replicas propiciadas por Zermelo frente a la relacion entre los procesos irreversibles
y el teorema de recurrencia, evidencian la importancia que tiene la desviacion estdndar de una
magnitud, especialmente del funcional /1 estrictamente relacionado con la entropia de un sistema,
en la construccion conceptual de la fisica estadistica que proporciona Boltzmann y su bisqueda
en la reconciliacion de las situaciones propuestas en los experimentos mentales que construyen
eventos que contradicen la observacion, relacionando el comportamiento de las constituyentes de
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Figura 1.10: Curva-H de un sistema en equilibrio termodindmico que previamente tuvo un com-
portamiento determinado (Elaboracién propia). Como se puede observar, la presencia de picos en
la cantidad H estardn relacionados con instantes donde el sistema conservativo aproximadamente
vuelve a su posicién inicial. Sin embargo, las lineas punteadas azules delimitan el 95 % de los
sucesos, y encontrarse tan alejado de estds lineas es un evento increiblemente dificil de observar
debido a su baja probabilidad.

un sistema con los eventos fisicos observados, siempre recordando que las leyes proporcionadas
son construidas bajo argumentos probabilisticos, y llevando la consecuencia de dichas condiciones
a construir afirmaciones sobre el inicio y el estado del universo en si mismo. Ademds, frente a
la experiencia y la atomistica, propia de la teoria cinético-molecular, Boltzmann en su primera
respuesta a dichas réplicas afirma lo siguiente:

Cuando los cuerpos en cuestion contienen muchas moléculas, deben ocurrir muchas
pequeiias desviaciones de este teorema, ya que el nimero de moléculas no es infini-
to. Sin embargo, estas desviaciones solo pueden afiadirse a una cantidad observable
en un larguisimo periodo de tiempo, de modo que esta consecuencia de la atomis-
tica no puede ser testeada por el experimento. Es ain mds cierto dado que la teoria
-cinético-molecular- del gas pretende dar solo una descripcidn aproximada de la reali-
dad. (Boltzmann, 2003c, p 399)
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De esta discusion establecida entre Boltzmann y Zermelo es importante resaltar que estds des-
viaciones de una magnitud macroscépica, en principio la temperatura, en un fluido serian conse-
cuencia directa de la presencia de una componente aleatoria debido a la agitacién molecular, o en
otros términos, el cambio espontdneo de los microestados en un sistema a organizaciones menos
probables. Por lo tanto, a pesar de ser una condicién del sistema que segtin Boltzmann (en su épo-
ca) es de imposible deteccion experimental, si su medida fuese posible, esta seria una prediccion
tedrica que constituye un argumento valioso frente a la aceptacion de la hipétesis molecular y sus
desarrollos consecuentes. Hasta este punto la teoria cinético-molecular atin permanece a la espera
de una prueba de mayor peso a nivel experimental con el fin de confirmar los comportamientos de
las constituyentes microscopicas de un sistema que evoluciona bajo la descripcion del teorema-H
a nivel macroscopico, sin embargo, estas pruebas necesarias serian desarrolladas 10 afios después,
a pesar de que Boltzmann no estaria presente para observarlas.

Figura 1.11: Grabado de Ludwig Boltzmann sumergido en fluctuaciones (OpenAl, 2025). Imagen
generada con GPT-40 mini (Gratis)

Como andlisis final de este primer capitulo, para dar paso a la idea de fluctuaciones se a construi-
do una herramienta meta-cognitiva que permite a través de una linea de tiempo denotar como el
concepto de fluctuacion es producto de un desarrollo profundo en la teoria cinético molecular.
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Figura 1.12: Diagrama final del capitulo (Elaboracién propia).



Capitulo 2

Modelos probabilisticos de un sistema
fluctuante

De acuerdo a la propuesta de Boltzmann en 1897, sin importar la escala del sistema fisico, este no
se encuentra exento de fluctuaciones, ya que incluso el universo mismo al encontrarse representa-
do a partir de variables modeladas con base a una distribucién de probabilidad, derivadas de las
diversas configuraciones de sus microestados, hace necesaria su inclusion e interpretacion. A pesar
de su conviccion frente a la imposibilidad de su medidas, Boltzmann entiende que las fluctuacio-
nes permiten en el sistema, incluso en equilibrio termodindmico, hallar variaciones de entropia
AS que sugieren la evolucién de un sistema a estados menos probables de forma espontanea. Sin
embargo, pasaria menos de una década para realizarse las primeras medidas en sistemas fisicos
susceptibles a la amplitud de las fluctuaciones propias al interior de un fluido a través del mo-
vimiento espontaneo de pequefios cuerpos observados con microscopios muy potentes, conocido
como movimiento browniano. Un sistema cldsico que permite observar este hecho es descrito a
continuacion: un grupo de amiloplastos, células que almacenan almid6n y conforman un grano de
polen, sumergidas en una gota de agua, evidencian un movimiento erratico de forma espontanea
(del Mazo Vivar, 2018). Dicho sistema es susceptible al movimiento de agitacion molecular descri-
to por Maxwell en 1860, donde el estado de movimiento en cada uno de los constituyentes del gas
o fluido al ser diferente entre ellos, pueden intercambiarse su velocidad y por ende, al colisionar
de forma irregular con los aminoplastos presentes en el fluido, permiten su movimiento gracias a
instantes donde se evidencian fluctuaciones en la presion ejercida a lo largo de la superficie, que
como consecuencia generan una fuerza neta diferente a cero sobre los aminoplastos. Debido a la
naturaleza aleatoria de las colisiones inherente en cualquier sistema fisico, se hace necesaria la
implementacién de modelos probabilisticos que permitan describir y comprender adecuadamente
estos sistemas susceptibles.

Como se ha descrito, la aceptaciéon de modelos probabilisticos para la descripcion de fendmenos
térmicos en el siglo XIX encontraba una barrera debido a la imposibilidad experimental de verifi-
car la contribucion directa del movimiento de agitacion en las moléculas que conforman un fluido,
y en consecuencia limitando la prediccion de eventos. Es por esto que la observacién del movi-
miento errdtico en los amiloplastos debido a la manifestacién macroscépica de las fluctuaciones en
su dindmica como consecuencia de las colisiones irregulares que presentan las moléculas, se revela
crucial frente a la consolidacion de la teoria cinético-molecular y los modelos de orden estocéstico

50
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al interior de la fisica.

Es posible afirmar que ningtin sistema fisico macroscopico se encuentra totalmente determinado
por las leyes de la mecénica cldsica donde la trayectoria se presenta como una certeza absoluta de
su evolucion. De manera similar, la irreversibilidad de los procesos propia de nuestra experiencia,
generalmente en contraposicion de la reversibilidad exhibida por los sistemas mecdnicos, no es
mds que una caracteristica que se dota a un universo de naturaleza estadistica que proviene de las
relaciones causales entre los individuos y su conjunto. Aunque no es un tema que se pretenda dis-
cutir a profundidad, es importante resaltar como las fluctuaciones permiten replantear el segundo
principio de la termodindmica derivado desde la irreversibilidad de los procesos, ya que la entro-
pia S en un sistema es una variable definida a partir de la configuracién de los elementos de un
sistema, que incluso en el equilibrio termodindmico no es estacionaria en su totalidad, lo cual per-
mite desde las localidades del sistema encontrar secciones donde el macroestado exhibido es poco
probable; configurdndose el segundo principio de la termodindmica como una ley estadistica en la
cual si se aumenta el nimero de particulas se aproxima a dicha evolucién inexorable en todo el
sistema que se observa desde la experiencia pero que presenta violaciones espaciales y temporales
en sus localidades. Entre estas situaciones poco probables como consecuencia de la interpretacion
estadistica del segundo principio de la termodindmica, ya que debido a las fluctuaciones térmicas
en el universo es posible construir la siguiente situacidn: si las componentes de una localidad del
universo presentan una configuracién improbable, tal que permitan la creacion espontanea de una
entidad consciente con todos los recuerdos que tendria una persona a lo largo de su vida, hecho
conocido como el cerebro de Boltzmann, no se encuentra restringida por esta interpretacion del
segundo principio de la termodindmica (Marcos, 2021).

Por lo tanto, en este capitulo se pretende explicar en principio como las fluctuaciones en los siste-
mas fisicos toman un papel relevante de la mano de Albert Einstein (1879 - 1955) en la evolucion
de la fisica, a través del estudio del movimiento browniano y las fluctuaciones energéticas en un
sistema en equilibrio termodindmico, dando como resultado la construcciéon de modelos cada vez
mds robustos que permitan la caracterizacion de sistemas susceptibles a las fluctuaciones de su en-
torno, como lo son los procesos estocdsticos y la aproximacion heuristica de Paul Langevin (1872
- 1946), ahondando en su significado, construccién como modelos fisicos y su extension a otros
sistemas para su aplicacion.

2.1. Einstein y su Modelo de Fluctuaciones

Un modelo matematico que permite definir el valor medio de las fluctuaciones variables macroscé-
picas en un sistema fisicos fue construido independiente por Josiah Willard Gibbs (1839 - 1903) y
Einstein, con formulaciones en gran proporcion equivalentes, sin embargo, con propdsitos comple-
tamente diferentes (Peliti y Rechtman, 2016). Esto se debe en mayor medida, a que Gibbs propone
una construccién axiomatica de la fisica estadistica donde las fluctuaciones son producto del for-
malismo efectuado, a diferencia de la propuesta de Einstein donde las fluctuaciones en un sistema
fisico permiten un entendimiento mas fundamental de los principios termodindmicos sin requerir
de argumentos propios de la teoria cinética como el Teorema-H propuesto por Boltzmann, co-
nectando sus resultados con hechos que puedan ser observados experimentalmente, permitiendo
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Figura 2.1: Einstein investigando en la oficina de patentes (OpenAl, 2025). Imagen generada con
GPT-40 mini (Gratis)

incluso la medida de algunas constantes experimentales que aparecen en diversos sistemas fisi-
cos. Particularmente, se realizara el anélisis frente a la construccién conceptual de Einstein en su
desarrollo acerca de las fluctuaciones energéticas y el movimiento browniano.

2.1.1. Las Fluctuaciones Energéticas y la Estabilidad Térmica de los Siste-
mas

Einstein se encontraba motivado por el entendimiento del segundo principio de la termodindmica
en los fendmenos de transporte, considerando la interpretacion de dichos fenémenos a partir de la
discretizacion de la materia. En 1904 publica su articulo Sobre la teoria molecular del calor; en
este trabajo partia de una expresion derivada el afio inmediatamente anterior por €l para la entropia
S de un sistema cerrado en funcién de las variables de estado instantdneo de sus constituyentes
J1,J2, - Jn, la cual tiene una estructura similar a la propuesta por Boltzmann en 1877, con el fin
de elucidar el significado de la constante k£ y su importancia en la descripcion de fendmenos
incluso fuera de la teoria cinética:

FE __E_
S = %+k‘gln [/e ’“Bdel---djn] 2.1)

Expresion que puede ser reducida para un sistema que solo tiene transferencias de energia en forma



53

de calor, asumiendo que la energia transferida en promedio (E) es igual a cero debido a que se
encuentra en equilibrio termodindmico, entonces la entropia del sistema es igual a:

E+SE
S =kgln|w(FE)] donde: w(E)oE = / djy - - djy, (2.2)
E
Afirma en principio sobre un sistema termodindmico que se encuentra en contacto con un entorno
muy grande a comparacion del mismo a lo largo de un gran intervalo de tiempo que solamente
puede transferir energia en forma de calor que:

Si un sistema esta localizado en un entorno que se encuentra a temperatura constante
T', y esta en interaccion térmica con el ambiente, la experiencia muestra que este tiene
una temperatura 7’, y se mantiene a dicha temperatura a lo largo del tiempo. Sin em-
bargo, de acuerdo a la teoria molecular del calor, esta ley no se cumple estrictamente,
pero si con una cierta aproximacion [...] (Einstein y Beck, 1989, p 69)

De acuerdo a esto define una funcion de distribucion ®(E) para los posibles valores de energia
que puede tener un sistema con las caracteristicas anteriormente nombradas, llamado por Eintein
“reservorio de calor”, entre /'y E + 1 en los cuales es igual a la energia del entorno con una
temperatura 7. Asi la probabilidad de encontrar el sistema en dicho intervalo de energia es igual a:

O(E +1) — O(E) = Ce BTw(E) (2.3)

De modo que si se despeja de la ecuacion 2.2 la funcién w(FE), y se reemplaza en la expresion
anterior obtenemos:

O(E+1) — ®(E) = CenS™ P 2.4)

En el cual es posible observar que un estado del sistema es mds probable que otro si el valor de la
entropia S es mayor, por lo tanto, los estados mas probables en que dicho sistema se encuentre con
la misma energia £ que el entorno, serdn los valores de maxima entropia S.

Es importante aclarar que esta afirmacién no es precisamente novedosa frente a la propuesta de
Boltzmann en 1897, pero reafirma el camino tomado por Einstein en la bisqueda de sistemas sus-
ceptibles a las fluctuaciones (Mayorga, 2020). Sin embargo, a diferencia de Boltzmann, en vez de
preocuparse por las desviacion en el nimero de moléculas que siguen la distribucion estacionaria
de Maxwell, Einstein observa que un sistema termodindmico desde una perspectiva macroscopi-
ca presenta cambios espontdneos de su temperatura en comparacion al entorno asi se encuentren
ambos sistemas en contacto cercanos al equilibrio termodindmico. Por ello, estas desviaciones se
encontrarian en relacion directa con las variaciones espontaneas de entropia en correspondencia
con la desviacion en el nimero de moléculas que siguen la distribucion estacionaria de Maxwell.

Considerando ahora un intervalo infinitesimal £'y £'+dE en el cual un sistema en contacto térmico
con un entorno a temperatura 7', la funcion de distribucion ®(E) dada que permite hallar densidad
de probabilidad de que el sistema se encuentre en un instante con la misma energia del entorno es
igual a:
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d®(E) = Ce BT w(E) dE 2.5)

Es posible deducir el valor medio de la energia (F) del sistema a través de la siguiente expresion:

I ECe_’“bLToJ(E) dE

<E> - - ~ E_
Jy  Ce »Tw(E)dE

(2.6)

Sin embargo, teniendo en cuenta que (£) es una constante, podemos reescribir la definicién ante-
rior de la siguiente forma:

/OO(<E) _E)Ce RTWw(E)dE =0 2.7)

El siguiente factor ¢ = (E) — F, se conoce como la desviacién con respecto a la energia media del
sistema, o como lo llamara Einstein “fluctuacion de energia”, tal que, esta expresion 2.7 representa
el promedio de todas las posibles desviaciones, el cual es igual a cero. Con el fin de ejemplificar
la raz6n del resultado nulo para el promedio de las desviaciones, consideremos la siguiente si-
tuacion: si tenemos un conjunto de cuarenta lentejas, sabemos a primera vista que no son iguales
estrictamente, sin embargo, queremos saber que tan diferentes son entre ellas.

Figura 2.2: Medida del didmetro en mm de 40 lentejas. En rojo se encuentra la media o valor
esperado y en azul las desviaciones a la media de cada una de las medidas. (Elaboracion propia)

Si organizamos las medidas tomadas con un calibre en milimetros como se muestra en la figura
2.2, podemos observar que muy pocas lentejas realmente tienen un didmetro que coincida con la
media, denotada con la linea roja, y ademds, cada una de estas medidas se encontrara alejada un
cierto valor del promedio, al cual llamamos desviacion. Aunque la desviacién en principio no se
encuentra restringida matemdticamente, si lo esta debido a las condiciones fisicas y limites propios
del sistema, en este caso, si al medir una lenteja se encuentra con un didmetro equivalente al de
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una bola de billar, esta tendria una condicion inusual y probablemente desde nuestra experiencia
argumentariamos que la medida es errada o ha sido manipulada, tanto la informacién como la len-
teja en cuestion, en caso de ser cierta la medida.

Para saber que tan diferente es una lenteja de otra y en dado caso, ser conscientes de que una me-
dida se encuentra alterada, en principio se podria pensar que comparando la desviacion de dicha
medida con la media de las desviaciones. Sin embargo, la suma de las desviaciones al hacerse de-
notard que es igual a cero, por lo tanto, no ofrece ninguna informacion frente a lo que requerimos.
Ahora, si tomamos los cuadrados de las desviaciones, encontramos que su sumatoria es diferente
de cero, ya que todos los valores son mayores a cero, por lo tanto, el promedio del cuadrado de
las desviaciones sera un valor con el cual comparar en inicio cualquier medida y dar cuenta de su
fiabilidad, y segundo, permitir que tan diferentes son los individuos que componen la muestra.

En nuestra situacién, el promedio del cuadrado de las desviaciones, denotado como la varianza o,
es igual a 0.402 mm?. En consecuencia, la desviacion estdndar (o simplemente desviacion tipica)
es |o| = 0.634 mm. Este valor de |o| nos permite proponer un rango heuristico para comparar las
medidas tomadas y detectar posibles valores atipicos o hallazgos significativos.

Por ejemplo, en contextos industriales o de mercado, si una observacion se encuentra fuera del in-
tervalo =+ 30, suele considerarse un punto fuera de control y, por tanto, se descarta por no ser opti-
mo para el proceso de manufactura. En fisica de particulas, se utiliza un criterio atin més estricto: el
de los cinco sigmas (50). Este establece que, si los resultados de dos experimentos independientes
estan separados por al menos 5o con respecto a lo predicho por la hipotesis nula, se considera que
el resultado es estadisticamente significativo y constituye un descubrimiento (CERN, 2025). La hi-
potesis nula representa el punto de partida de toda investigacion estadistica; es una afirmacién que
generalmente niega el efecto que se desea probar. Por ejemplo, si se quiere evaluar la efectividad
de un fertilizante para mejorar el crecimiento del maiz en condiciones poco favorables, se podria
establecer un grupo de control sin fertilizante y varios grupos experimentales que si lo reciban. Si
el criterio evaluado es la altura alcanzada por las plantas sobrevivientes en las distintas etapas de
su desarrollo, se pueden comparar las distribuciones de altura entre grupos. Utilizando el criterio
de los cinco sigmas, se considerard que el fertilizante ha sido un éxito si la distribucién del grupo
tratado difiere de la del grupo de control por méas de 50, de tal forma que la probabilidad de que tal
diferencia haya ocurrido por azar (bajo la hipétesis nula) sea extremadamente baja —del orden de
1 en 3.5 millones. Cabe destacar que este criterio debe aplicarse con precaucion, especialmente si
se comparan multiples poblaciones, para evitar errores por pruebas multiples o sesgos de seleccion.

De manera andloga, Einstein aplicé este concepto de la varianza a las fluctuaciones de energia
en un sistema termodindmico. Si suma todas las desviaciones a la media, como se observa en la
situacion anterior ¢ = (F) — E, encontrard que dicho valor es igual a cero. Sin embargo, si se
toma el valor cuadrdtico de cada desviacion a la media €* = ((E) — E)?, debido a que todo valor
€2 > 0, la suma de todos estos valores no serd igual a cero, por lo tanto, si divide el valor de
esta suma sobre el nimero de medidas, encontrard un promedio de los valores cuadréticos de las
desviaciones (¢?), el cudl cambiara con respecto a la magnitud de las desviaciones a la media, ya
que si el experimento realizado se encuentra con valores muy alejados de la media nos permiten

denotar que posiblemente hay un fallo en el disefio experimental.
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Como se ha evidenciado, el valor promedio de las desviaciones (¢) no nos ofrece una informacién
relevante del sistema, sin embargo, el promedio de los valores cuadraticos de las desviaciones (€?)
nos permite visualizar que tan lejos en promedio se encuentran los datos de la media (Hamming,
1991). Einstein noto que si derivaba la expresion 2.7 con respecto a la temperatura del sistema,
obtenia una relacién que cuantificaba la magnitud de las fluctuaciones de energia, dada por::

O(E)
oT

Esta ecuacion corresponde con (e2), el promedio del valor cuadrético de las fluctuaciones de ener-
gia, que permite determinar para Einstein la estabilidad térmica de un sistema. Asi, un sistema
tiende a encontrarse aproximadamente en equilibrio térmico con su entorno si la energia promedio
del sistema no es susceptible a los cambios de temperatura. Ademds afirma lo siguiente frente a la
constante de Boltzmann y la relacion obtenida:

(E?) — (E)? = kg (2.8)

De este modo, la constante kp determina la estabilidad térmica de un sistema. La rela-
cién que acabamos de encontrar es interesante porque ya no contiene ninguna cantidad
que recuerde a los supuestos en los que se basa la teorfa. (Einstein y Beck, 1989, p 75)

De acuerdo a la propuesta de Einstein, la estabilidad térmica de un sistema aunque en principio
depende de la magnitud de las variaciones en la entropia definida desde el cambio en el estado de
movimiento de sus constituyentes. Sin embargo, la expresion 2.8 no depende de estas variables de
cambio instantaneo en dicho conjunto de cuerpos. Esto permite a partir de las variables macrosco-
picas, dar cuenta de una condicién propia del movimiento molecular en los sistemas fisicos que en
principio propician las variaciones espontaneas de energia '.

2.1.2. Movimiento Browniano: El Paradigma de los Sistemas Fluctuantes

A pesar de la interesante propuesta en el cual enmarca las fluctuaciones de energia presentada en la
seccion anterior, en 1905, Einstein presenta en su tesis de doctorado titulada Sobre el movimiento
de pequerias particulas suspendidas en un liquido estacionario que se rige por la teoria cinético-
molecular del calor la descripcién del movimiento browniano a través del movimiento irregular
de las moléculas del fluido en el cual se encuentran inmersos un conjunto de pequefos cuerpos
con un tamafio considerable a comparacion de las moléculas, por ejemplo los aminoplastos que
componen un grano de polen. El éxito de esta descripcion se encuentra en la prediccion de valores
medios en magnitudes macroscopicas asociados a sistemas susceptibles al movimiento molecular
que permiten validar la teoria cinético-molecular, como la distancia media recorrida por un nimero
N de particulas brownianas (Einstein, 1926).

IEste estudio es muy importante, ya que el tinico sistema fisico conocido en el cual se visualizaban fluctuaciones
de energia, por extrafio que parezca, es en una cantidad dada de radiacion electromagnética confinada en un espacio sin
materia, el cual tenia inconsistencias cuando se describia dicho sistema desde la termodindmica y la electrodindmica.
Dichas incosistencias, serfan el punto de partida para el estudio acerca de diferentes fenémenos por Einstein en 1905
en su articulo: “Acerca de un punto de vista heuristico sobre la emision y transformacion de la luz”.
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Figura 2.3: Difusién de colorante en un liquido (Tomado de: https://www.yubrain.com/wp-content/
uploads/2021/05/Difusion-portada.jpg).

Einstein establecié una analogia entre un nimero de moles n de una sustancia no i6nica que se
encuentra separada de un solvente debido a una membrana semipermeable y un grupo de N par-
ticulas susceptibles al movimiento molecular, ya que ambos sistemas requieren de una presién P*
que permita un flujo neto de solvente al interior del volumen V' * en el cudl se encuentran confinados
o disueltos, conocida como presion osmética (Penuela, 2023). A partir de la ecuacién 2.1, Einstein
definié una expresion andloga a la presiéon osmoética P* requerida por un sistema de particulas,
caracterizado como un gas ideal, para mantener un volumen fijo V*.

P = EI/ donde: v= N

Ny V=

En la expresion anterior R es la constante de los gases ideales, N4 el nimero de Avogadro y v la
densidad de cuerpos suspendidos. Con base en esta analogia, se considera un recipiente de drea A
y longitud [, en el cual se encuentra un solvente con una viscosidad 7 y un soluto compuesto de
N particulas esféricas lo suficientemente grandes frente a las moléculas de solvente en un extremo
del recipiente, representadas a partir de una densidad de esferas inicial v de radio 7. Estos cuerpos
debido al movimiento molecular se comenzaran a difundir a lo largo del recipiente de la misma
forma que lo hace la estela de humo en una hoguera al entorno estudiado por Clausius casi 50
afios atrés, sin embargo, a diferencia de la propuesta de Clausius, como las esferas son mucho mas

(2.9)


https://www.yubrain.com/wp-content/uploads/2021/05/Difusion-portada.jpg
https://www.yubrain.com/wp-content/uploads/2021/05/Difusion-portada.jpg
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grandes que las moléculas que componen el solvente, estds se encontraran bajo la influencia de
una fuerza K proveniente de la interaccion entre el solvente y la esfera que se opone al cambio
de presion ejercido sobre la membrana semipermeable debido a la variacion del volumen V'* en el
cual se encuentran confinadas, de manera que el sistema se encuentre en equilibrio dindmico, en
otras palabras que las esferas se muevan a velocidad constante, ya que no hay un trabajo efectuado
sobre el solvente por parte de las esferas.

a
=

Figura 2.4: Sistema propuesto por Einstein (Elaboracion propia)

Esta fuerza K solo varia con respecto a la posiciéon, més no en el tiempo, ya que su magnitud
dependerd unicamente de la variacién del volumen V' *. Para construir un caso sencillo matemati-
camente de expresar, Einstein asume una difusion de esferas inicamente en el eje perpendicular
al area A, puntualmente en el eje x, y con el fin de hallar la magnitud y variacion de la fuerza K,
hace uso de un desplazamiento virtual arbitrario dz en las esferas. Teniendo en cuenta que no hay
un trabajo efectuado por el sistema de esferas sobre el fluido, la variacion virtual de energia libre
del sistema 0 F', es igual a cero:

§F =0FE —T68S =0 (2.10)

Donde la variacion virtual de energia d E' en el sistema se define como la suma de todos los trabajos
virtuales realizados por cada esfera debido a una fuerza de reacciéon — Ky el desplazamiento virtual
dx que se encuentra a lo largo del recipiente:

!
0FE = —/ KvéxzAdx (2.11)
0
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Mientras la variacién virtual de la entropia .S en el sistema, estard dado por la suma en los cambios
del volumen V* debido a las variaciones virtuales de volumen d(§V*) en el cual se encuentran
confinadas las esferas, y teniendo en cuenta que el producto vdx es constante en el tiempo, ya que
el ndmero de esferas a lo largo de cualquier desplazamiento virtual dx es el mismo en todo punto
del recipiente, tal que:

l
R 0
05 =— | =26y Ade  donde: V" = Adx (2.12)
0 NA aCL’
Que al ser reemplazados dichos valores, es posible deducir la siguiente relacion:
RT ov
-K —— =0 2.13
v+ N, or (2.13)

El cudl ademds de describir la relacion propuesta anteriormente, permite evidenciar que la difusion
de estas esferas presenta una expresion similar a la primera ley de Fick. Tal que, por andlogia
Einstein propone:

Podemos observar sobre las condiciones de equilibrio dindmico como una superpo-
sicién de dos procesos orientados en el sentido contrario: (1) Un movimiento de la
sustancia suspendida bajo la influencia de la fuerza K actuando sobre cada particula
suspendida individualmente y (2) Un proceso de difusion, el cual puede ser visto co-
mo un movimiento irregular de las particulas producidas por un movimiento molecular
térmico (Einstein, 1926, p 10-11)

T

e

B
Figura 2.5: Representacion acerca de la primera ley de Fick (Elaboracion propia)

Por lo tanto, teniendo en cuenta que un flujo mésico que atraviesa por unidad de drea en este caso

puntual se describe de la siguiente forma: J = p(¥'- €,,) y la concentracién de soluto como: ¢ = p,
definimos la densidad de masa como el producto entre la densidad de cuerpos suspendidos v con
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la masa de uno solo de los cuerpos m, tal que nos permita reescribir la primera ley de Fick de la
siguiente manera:

mvK d(mv) K
- D =0 donde: U-€,) = 2.14
6mnr Ox onde (- €a) 6mnr 214)

Finalmente usando la relacién encontrada por Einstein entre la fuerza /K con la variacién en la
presion osmotica 2.13, y su deduccion a través de la andlogia con la primera ley de Fick 2.14, halla
una relacion entre el radio r de la particula browniana y el coeficiente propio de la difusion de las
particulas brownianas a lo largo del recipiente:

RT

D=— 2.15
6mNrN 4 ( )
Con este coeficiente de difusion derivado a partir de consideraciones macroscopicas y la resistencia
del fluido, Einstein se propuso deducir la ecuacién de difusién, también conocida como la segunda
ley de Fick, directamente a partir del movimiento irregular de las particulas suspendidas. Para ello,
Einstein propone que dicho sistema de NV esferas se rige bajo las siguientes dos condiciones, las

cuales explicitamente describe de la siguiente forma:

Se debe asumir que cada particula ejecuta un movimiento independiente del movi-
miento de todas las particulas; los movimientos de una y las misma particula después
de diferentes intervalos de tiempo deben ser consideradas como procesos independien-
tes, mientras asumamos que los intervalos de tiempo son lo suficientemente pequeiios.
[...] Se introduce un intervalo 7 el cual es muy pequefio a comparacion del intervalo
de tiempo observado, pero no de la magnitud de los movimientos ejecutados por la
particula a lo largo de dos intervalos 7 que son considerados como dos fenémenos
independientes. (Einstein, 1926, p 12-13)

Estas condiciones son importantes frente a la formulacién de un sistema susceptible a este movi-
miento de agitacion, debido a que Einstein propone unas condiciones que aunque no son estric-
tamente similares a la propuesta de Boltzmann, si tienen un mismo objetivo: permitir el uso de
artilugios de orden estadistico a través de condiciones fisicas y colocar en consideracién una inde-
pendencia estadistica entre eventos caracterizados por las particulas constituyentes. A su vez, estds
condiciones son importantes frente al modelo propuesto debido a que permite ignorar las condi-
ciones de las colisiones y centrarse inicamente en las trayectorias generadas por las particulas. Es
asi como, el desplazamiento A de las particulas al interior del liquido es caracterizado a través
de una densidad de probabilidad ®(A) par debido a que no existe una direccion privilegiada y
normalizada, ya que esta evidencia un cierto nimero de particulas se desplazaran a una distancia
entre Ay A + dA:

N = NO(A)dA  donde / B(A) dA = 1 2.16)
Si en vez de utilizar un nimero de esferas N, consideramos la densidad de esferas a lo largo del
espacio, en este caso en una dimension espacial z, y el tiempo ¢ dado por una funcién v = f(x,t),
serd posible considerar que toda variacién de la densidad f(x,t) pasado un intervalo 7 de tiempo
se corresponde con una una variacién en la posicion desplazada de las particulas A, por lo tanto,
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una variacion de la densidad definida a lo largo de cada punto en el espacio. Dicha consideracion,
se hace a partir de las condiciones propuestas anteriormente, debido a que los desplazamientos A
unicamente pueden son ejecutados en cada tiempo 7 el cual es mucho menor que el tiempo ¢, y se
define de la siguiente manera:

df(z,t+71) = f(x + A, t)P(A) dA (2.17)

Con ayuda de las series de Taylor, es posible convertir los términos f(x,t + 7)y f(z + A,t),
en funcién de las variables x y ¢, tal que, de nuevo las consideraciones de los choques no sean
relevantes frente a la observacion del proceso de difusion. Tal que si:

T Of(x,t)  T2O*f(x,t) T3P f(x,t)
1 ot IR 30 o

2 92 393
f(x+A,t):f($,t)+éaf(x’t) A f(x,t) AP f(a,t)
11 ox 21 Ox? 3l 0x3
Los términos 7% donde k es mayor a uno debido a su pequefio valor en comparacién con el tiempo
t, pueden ser despreciados. A su vez, como se explico anteriormente frente a las desviaciones, estos
desplazamientos A corresponden a una desviacion al desplazamiento medio de las particulas que
en este caso es igual a cero debido a que en principio como las colisiones dadas por las moléculas
que componen el fluido no tienen una direccion privilegiada sobre las particulas de soluto, lo més
probable es que en todas las direcciones se anulen los choques entre multiples particulas, por lo
tanto, las integrales serdn iguales a:

T (2.18)

(2.19)

/ AFFTIH(A) dA =0 / A*D(A)dA #0  donde:  k=0,1,2,--- (2.20)
Ademds, considerando que los valores A%, A®, ... son despreciables debido a que los desplaza-

mientos son valores muy pequeios, en consecuencia la ecuacion 2.17 es reescrita de la siguiente
manera:

Tf(w,t)  Pf(x,t) /“ A_2¢(A> JA 2.21)

oot 022 o 2!

La expresion anterior tiene la misma forma y unidades que la ecuacién de difusién propuesta en
la segunda ley de Fick, tal que podemos definir la constante de difusién a partir de la varianza
estadistica o promedio de las desviaciones al cuadrado de la media por unidad de tiempo 7 en el
cual ocurren las colisiones:

D=L / A2D(A) dA (2.22)

2T
Esto significa que la facilidad de difusién de un conjunto de particulas en un fluido dependera de
la densidad de probabilidad ®(A), ya que la magnitud de sus desviaciones a la media dadas por
la relacién entre soluto, en este caso el conjunto de particulas, y el solvente, el fluido, son las que
permiten caracterizar el evento macroscopico de acuerdo a la constante de difusién D, teniendo en

cuenta que este proceso de difusion es consecuencia de las fluctuaciones en el impulso efectuado

—00
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sobre las particulas, y construir relaciones con otras constantes fundamentales como el nimero de
Avogadro N 4.

Asi, si resolvemos la ecuacion diferencial 2.21 en el cual la distribucidn inicial es un punto con
“densidad infinita”, obtenemos la siguiente distribucion de densidad de esferas a lo largo del espa-

cio, en el eje x y el tiempo ¢:

22

N 4D
fla,t) = ‘ v (2.23)

g
3
T

Figura 2.6: Distribucién de probabilidad de un nimero N de esferas a lo largo del espacio con un
coeficiente de difusién D = 10~° [m?/s] (Elaboracién propia)

Asf el desplazamiento cuadratico medio de la esferas (z?), se encontrara determinado por la den-
sidad de esferas f(z,t) alo largo de todo el espacio, que a su vez puede ser interpretado como una
densidad de probabilidad ya que permite hallar el nimero de esferas que se han desplazado desde
el origen a un intervalo entre x y x + dx, tal que:

2
0 Ng? efﬁiD
X
(2?) = Joxe iz S =Dt (2.24)
o Ay d
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Asi, finalmente relacionando las ecuaciones 2.15 y 2.24 se halla una nueva relacion con la cudl es
posible medir la constante de Avogadro /N4 a partir del promedio del cuadrado de los desplaza-
mientos efectuados por las diferentes esferas a lo largo de un intervalo de tiempo:

RT't
A= (2.25)
3mnr(z?)

Esta ultima relacion es de interés, ya que permite construir un puente entre las fluctuaciones térmi-
cas propuestas por Boltzmann en 1897, y en el primer acercamiento formal por parte de Einstein
en 1904 de sus efectos en sistemas cerrados, las cuales permiten evidenciar la naturaleza discreta
de la materia y un fenémeno macroscépico desde el cual es posible la medicién de sus efectos.
Ademas, la deduccion de las ecuaciones fenomenoldgicas de difusion, aunque con ciertas restric-
ciones, permite ampliar el panorama frente a una posible deduccion general en comparacion a las
ecuaciones de transporte propuestas por Maxwell y Boltzmann para gases enrarecidos en el cual
las colisiones son binarias.

Figura 2.7: Difusion de esferas en un liquido observado desde las trayectorias individuales de los
cuerpos (Elaboracion propia).

Este posicion propuesta en los siguientes afios seria alimentada por diversos articulos, ampliando
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su campo de accidn, las condiciones frente a las cuales se encuentra el sistema y su posterior apli-
cacion, como la descripcion frente a la sedimentacion de los materiales. Sin embargo se hard un
ultimo comentario frente al trabajo de Einstein, particularmente en 1906 publico el articulo titulado
Sobre la teoria del movimiento browniano donde ampliaria su propuesta para esferas con movi-
mientos de rotacion y traslacion, incluyendo fuerzas externas como el propiciado por encontrarse
bajo un campo magnético aproximadamente constante o una fuerza restauradora. Sin embargo,
existe un particular interés por un caso especifico:

Tenemos un cuerpo cuyo centro de gravedad se pude mover a lo largo de una linea
recta. [...] Supongamos que el cuerpo en cuestion lleva una carga eléctrica distribuida
en un espacio muy pequefio, y el gas que rodea al cuerpo es tan tenue que el cuerpo
emite vibraciones de forma sinusoidal s6lo ligeramente modificada en el gas circun-
dante. Entonces el cuerpo irradiard ondas electromagnéticas al espacio, y absorbera
energia de la radiacion del espacio circundante; se produce por tanto, un intercambio
de energia entre la radiacion y el gas. Podemos deducir la ley limite de la radiacion de
temperatura, que parece ser vdlida para longitudes de onda largas y para temperaturas
elevadas, si establecemos la condicion de que el cuerpo en cuestién emita por término
medio tanta radiacién como la que absorbe. (Einstein, 1926, p 24)

Donde se presenta la necesidad de encontrar correspondencia entre las fluctuaciones energéticas
aplicadas en un sistema compuesto por un densidad de radiacion dada, y las expresiones halladas
para el movimiento browniano, en un oscilador eléctrico en equilibrio termodindmico, ya que de-
duce expresiones restringidas. Ademads, presenta un caso, mds trivial el cual serd estudiado con
mayor detenimiento en el siguiente capitulo, donde se considera el movimiento browniano de los
portadores de carga a través de un conductor:

La formula derivada para /(AZ2) ? puede ser aplicada para otros casos. Por ejemplo,
si para B es insertada el reciproco de una resistencia eléctrica en un circuito cerrado,
los formula indica cuanta electricidad puede fluir sobre un promedio durante el tiempo
t a través de cualquier seccion transversal del conductor, el cual se relaciona de nuevo
esta conectada con la ley limitada para la radiacion de cuerpo negro para extensas
longitudes de onda y altas temperaturas. [p 33](Einstein, 1926).

Ya que estd prediccion tedrica, que en principio para Einstein se consideraba fuera del alcance de
la capacidad experimental y de poco provecho, seria relevante en el desarrollo de la electrénica y
sus diversas aplicaciones en metrologia y telecomunicaciones. Ambos casos de interés permitieron
el avance frente a la fisica estadistica, ya que, como expresa Einstein, de acuerdo a la propuesta
construida a través de las fluctuaciones térmicas no es posible deducir la formula para la radiacién
de Planck, sino una de sus versiones condicionadas a extensas longitudes de onda y altas tempera-
turas, problema que se encuentra estrechamente relacionado con el movimiento browniano de los

2El término /(A2) es la desviacién estdndar de un variable macroscépica medible debido a las fluctuaciones
térmicas del fluido en el cual se encuentra inmerso.

3El término B es un factor que representa “la movilidad de un sistema con respecto a una variable macroscépica”,
por ejemplo 2, la cual cambia de acuerdo a los procesos térmicos irregulares.
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portadores de carga a través de un conductor, en otras palabras, ambos problemas se encuentran
conectados por la deduccién de un modelo que permita describir el equilibrio térmico de un cuerpo
que emite y absorbe radiacion electromagnética con otro sistema.

Las fluctuaciones térmicas no solo tendrian €xito de la mano de Einstein con el estudio del mo-
vimiento browniano, también lo encontrarian con otros fendmenos, como la relacion entre las
fluctuaciones de densidad y el color del cielo, la opalescencia critica y el estudio de los calores
especificos.

2.2. Procesos Estocasticos

Las variables macroscopicas de un gas como la presion y la densidad, entendidas desde la teoria
cinético-molecular estdn condicionadas a un valor esperado o promedio. Sin embargo, tal como
afirmo Einstein, la evolucién temporal de su valor es aleatoria y se encontrara condicionada por
la estabilidad térmica del sistema, ya que la varianza de la variable macroscopica esta ligada a la
caracterizacion del sistema a nivel microscopico (Einstein y Beck, 1989).

Esta variable macroscopica al estar ligada por una caracterizacion del sistema a nivel microscépico
se concibe como una variable aleatoria X, la cual puede tomar un valor determinado = de acuerdo
a la probabilidad W (z) si es discreta o densidad de probabilidad f(x) si es continua, que tenga el
sistema de adquirir dicho valor determinado (van Kampen, 2007). Sin embargo, aunque la presion
P de un gas en toda su extension no es constante, los valores en intervalos muy cercanos al valor
esperado (P) serdn sucesos que poseen una probabilidad abrumadora de ser tomados por el siste-
ma frente a los més lejanos del valor esperado.

(a) Griéfica entre la presién interna del recipiente P en (b) Promedio de los datos (P) y sus respectivas desvia-
hPa vs el tiempo ¢. ciones al promedio.

Figura 2.8: Sefial visualizada del sensor BMP280 al interior del recipiente. (Elaboracién propia).

Para ilustrar esta idea, considere un sistema compuesto por un gas en equilibrio termodindmico al
interior de un recipiente, el cudl se encuentra en contacto con un sensor de presion. Este sensor



66

de presion tiene ciclos de lectura con intervalos temporales A7 muy pequefios, cominmente en
el rango de milisegundos, en comparacién a ¢, un tiempo dado en segundos, como es el caso del
sensor BMP280 (Bosch Sensortec, 2015). El valor medido de la presién P en un tiempo ¢ = 1 [s]
son dados por la gréfica 2.8 (b), en la cual es posible observar un comportamiento erratico a lo
largo del tiempo de la presion P, nuestra variable aleatoria, debido a las condiciones ambientales
y el cambio espontaneo de la configuracion por parte de las constituyentes del gas. En este caso,
cada uno de los posibles “valores determinados” de presion que puede ser medido por el sensor se
denotara como p y se encuentran sujetos a una densidad de probabilidad f(p), la cual puede variar
en el tiempo.

La observacion de este comportamiento erratico en la presion nos lleva a la definicién de los pro-
cesos estocdsticos como modelos dindmicos que permiten describir la evolucion de una variable
aleatoria bajo un parametro, generalmente en el tiempo Yp(t) = ¢g(P,t) (van Kampen, 2007,
Lemons, 2002), asi de acuerdo al ejemplo, si hemos tomado una gran cantidad de datos desde di-
ferentes sensores al interior del recipiente, la organizacién de los mismos nos proporcionaria una
funcion de distribucion que nos permitiria caracterizar el sistema. Sin embargo, dicha funcion de
distribucion no es la unica informacion con la cudl es caracterizado este sistema, también es de
interés como varia la dependencia frente a un pardmetro entre los sucesos medidos a partir de la
funcion de autocorrelacion, en este caso el tiempo. Dicha funcion de autocorrelacion se define de
la siguiente forma:

(Y(t1)Y (t2))) = (Y ()Y (t2)) — (Y (£2))(Y(£2)) (2.26)

(Y (t) - Y (t) = /”ml)---wn)f(p)dp donde  Yy(t)=g(p.t)  (227)

Para entender mejor la importancia y significado de la funcion de autocorrelacion, primero se
explicard acerca de la funcion de correlacion entre dos variables aleatorias X e Y. La correlacion
entre dos variables aleatorias X e Y es un valor que cuantifica la proporcionalidad entre ambas
variables a partir de la definicién de unas cantidades conocidas como momentos, los cuales son
unos parametros propios de cada distribucion de datos definidos a partir de la ecuacion 2.27, entre
los cuales el mas famoso es el valor esperado o promedio (X). La funcion de correlacion se define
como:

(XY) — (X)(Y)
VX2 = (X2 V(Y?) = (Y)?
La funcion de correlacién corr(.X, Y') arroja valores en el intervalo [—1, 1]. Un valor de corr(X, Y)
cercano a 1 indica una fuerte tendencia lineal positiva entre las variables X e Y, lo que implica
que a medida que una variable aumenta, la otra también tiende a aumentar de manera aproximada-
mente lineal. Reciprocamente, un valor cercano a —1 sugiere una fuerte tendencia lineal negativa,
donde el aumento de una variable se asocia con la disminucién de la otra, también de forma apro-
ximadamente lineal. Cuando corr(X,Y’) se aproxima a 0, indica una ausencia de relacién lineal
significativa entre las variables. En el caso especifico donde corr(X,Y) = 0, y si ademds las varia-

bles siguen una distribucién normal multivariada, podemos inferir independencia estadistica entre
X e Y. Es crucial enfatizar que la correlacion cuantifica la covariacion lineal entre variables, pero

(2.28)

corr(X,Y) =
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no implica causalidad. La correlaciéon no establece una direcciéon de influencia ni revela si una
variable es la causa de la otra (Vara Rey, 2015).

A modo de ejemplo considere un péndulo simple. Experimentalmente, se observa una correlacion
positiva entre el periodo de oscilaciéon 7'y la raiz cuadrada de la longitud de la cuerda /, dada
por T' = 27 \/7 , donde g es la aceleracion gravitatoria. Existe una correlacién inversa entre
el periodo de oscilacién 7'y la raiz cuadrada de la aceleracion gravitatoria g. Notablemente, no
se observa una correlacion significativa entre el periodo de oscilacién 7"y la masa m del objeto
suspendido, al menos dentro del modelo idealizado del péndulo simple para pequeias oscilaciones.

Volviendo a la funcion de autocorrelacion, denotaremos que se evalda la correlacién de una varia-
ble aleatoria consigo misma en diferentes instantes de tiempo. Formalmente, se analiza la corre-
lacién entre los valores Y(¢) y Y (¢ 4+ 7), donde 7 representa un desfase temporal. En esencia, se
cuantifica la persistencia de la variable a mantenerse por encima o por debajo de su valor esperado
a lo largo del tiempo. Un valor alto de autocorrelacion para un desfase 7 indica que los valores
de la variable en instantes separados por 7 tienden a ser similares. En contraposicion, una auto-
correlacion baja sugiere una menor dependencia entre los valores separados por ese intervalo de
tiempo. La autocorrelacion es una herramienta fundamental para identificar patrones temporales,
dependencias seriales y la "memoria"de un proceso estocdstico (van Kampen, 2007).

Para ilustrar la autocorrelacion en un sistema fisico se presenta un sistema adaptado al propues-
to por Einstein en 1906 para el movimiento browniano. Considere un cuerpo esférico sin carga
eléctrica que esta sujeto a una fuerza restauradora a lo largo del eje y externa al interior de una
caja con dimensiones muy grandes en comparacion a la esfera. Dicho cuerpo en un entorno sin
contacto con un fluido tendrd un movimiento oscilatorio a sin(wt + x) con una amplitud a y fase z,
sin embargo, debido al movimiento térmico propiciado por las constituyentes del fluido en el cudl
se encuentra inmerso, su posicion a lo largo de la caja serd modelada como un oscilador arménico
simple con una variacién aleatoria de su fase y su amplitud Y () = Asin(wt + X), donde X y
A siguen cierta densidad de probabilidad f(x)y f(a) respectivamente. Con el fin de hacer mas
sencillo el modelo, consideraremos que las variaciones aleatorias en la amplitud del oscilador son
despreciables frente a las variaciones aleatorias de la fase y asumiremos que (A) = 1.

De esta forma, el modelo del sistema es: Y (t) = sin(wt + X), donde f(z) es una densidad de
probabilidad dada por una distribucién constante con un rango de [0, 27]. Ahora definimos la
funcion de autocorrelacion entre el valor de Y en el tiempo ¢ y el tiempo ¢ + 7, teniendo en cuenta
que (Y (t)) = 0, de la siguiente manera:

(Y (Y (t+ 7)) = /O " sin(wt + 2) sin(w(t + 7) + ) (QL) da (2.29)

™

(Y)Y (t+71))) = %COS (wT) (2.30)

Si asumimos la funcion de autocorrelacion entre un el valor inicial ¢ = 0 y un valor después de
que ha pasado un tiempo 7, podemos construir un gréfico entre el valor ((Y'(0)Y(7))) y el tiempo
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Figura 2.9: Oscilador bajo un ruido de fase con una distribucién uniforme. (Elaboracién propia)

T como se muestra en la imagen:

Es posible observar, que a pesar de la poca informacién que parecen proveer los datos en la gréfica,
cuando se genera un estudio a partir de la funcion de autocorrelacion, esta muestra que el sistema
contiene una relacién oscilante, en otras palabras, que existe todo valor a pesar de la condicién
aleatoria presente, conserva una fase determinada que se repite cada cierto tiempo, lo cudl en caso
de unicamente tener los datos en bruto, como se ha mencionado, permite hallar comportamientos
determinados en el sistema de naturaleza externa en nuestro ejemplo bajo la envoltura de una fuer-
za aleatoria producto de la agitacion térmica.

Esta fuerza aleatoria en la medida puede estar definida por cualquier densidad de probabilidad o
probabilidades, en caso de tener valores discretos, y debido a la manera en que envuelve compor-
tamientos del sistema determinados por expresiones analiticas, se le suele conocer como ruido.
Como se ha comentado, las fuerzas aleatorias estudiadas provienen en sistemas susceptibles a
las variaciones aleatorias de densidad y presion en un fluido debido a la composicién molecular
de la materia, sin embargo, algunas fuerzas con comportamientos “estocdsticos” pueden prove-
nir de relaciones complejas del entorno sobre dicho sistema sin necesidad de requerir de la teoria
cinético-molecular, como la presencia de turbulencias en un fluido debido a las configuraciones de
las paredes en un recipiente en conjunto con la velocidad del fluido o la presencia de osciladores
no lineales con comportamientos cadticos que interactien con el cuerpo.
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2.3. La Aproximacion Heuristica de Langevin

Aunque han sido descritas algunas caracteristicas de los modelos utilizados en sistemas fluctuan-
tes, generalmente no se tiene definido el proceso estocdstico de dicho sistema, sino un conjunto de
datos provenientes de un experimento y del seguimiento de un sistema, o por el contrario, tenemos
conocimiento de las condiciones con comportamientos determinados en el cudl se encuentra dicho
sistema y algunas caracteristicas que se asumen de la fuerza aleatoria propuesta. En la fisica existe
un método que nos permite hallar de forma aproximada una funcién que describa nuestra variable
aleatoria, como la posicién de una particula browniana a partir del conocimiento de algunos com-
portamientos determinados conocida como la ecuacion de Langevin (Penuela, 2023), y que fue la
semilla del estudio de un campo de las matemadticas con amplias aplicaciones en sectores como
economia, biologia o el control de senales.

La ecuacion de Langevin es propuesta en 1908 por el fisico Paul Langevin (1872 - 1946), en el cudl
describe, segin €l, un método mucho mds “sencillo” para derivar las relaciones encontradas por
Einstein en 1905. En su caso, parte de las ecuaciones diferenciales propias de un estudio cldsico de
un cuerpo que pueden ser halladas a partir de la segunda ley de Newton, por ejemplo, un sistema
constituido por una esfera que se mueve en un fluido, la cudl esta bajo una fuerza de arrastre, y le
afiade un nuevo término, conocido como fuerza estocdstica F.s (Lemons y Gythiel, 1997), que en
si misma es una variable aleatoria, convirtiendo el modelo matematico del sistema en una ecuacion
diferencial estocdstica.

dv(t)
dt

Para ello, él asume las siguientes condiciones frente a un proceso estocastico dado: Primero, tene-
mos que el valor esperado de la variable aleatoria, en este caso la fuerza ejercida sobre la particula
(Fest(t)) es igual a cero, y segundo, la autocorrelacion entre dos eventos propios del movimiento
browniano, como la fuerza ejercida sobre la particula, es igual a cero si se dan en dos momentos
del tiempo diferentes ((F.q(t)F.q(t'))) = T'd(t — t'), donde T" es una constante (Martin Sierra,
2017). Por lo tanto, la fuerza aleatoria serd ruido, sin ningin comportamiento determinista en su
descripcion.

= —6rmnu(t) + Feg(t) (2.31)

2.3.1. Ecuacion de Langevin para una particula bajo una fuerza disipativa

Ahora, se realizara la solucidn de la ecuacion 2.31 teniendo en cuenta lo anterior a modo de mues-
tra frente a como los razonamientos propuestos permiten llegar a los resultados hallados por Eins-
tein unos afios antes, y el poder de las ideas en la propuesta del cientifico francés. Sin embargo,
usar la aproximacion propia de Langevin para su solucién no es una técnica utilizada en la actuali-
dad debido a sus fallas en tiempos muy cortos (Genthon, 2020; Contreras-Vergara, Lucero-Azuara,
Sanchez-Salas, y Jiménez-Aquino, 2021), para ello se hace uso del proceso de Ornstein-Uhlenbeck
desarrollado entre 1930 y 1940, en el cudl es posible proponer un tiempo arbitrario en su solucién
(Genthon, 2020; Gillespie, 1996).
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Primero, aunque la derivada se encuentre expresada en la ecuacion 2.31, se debe aclarar, que es un
error atender de esta manera el modelo, debido a que el cambio en la variable aleatoria expresada,
a pesar de ser continua, no es derivable en el tiempo, ya que se encontrard con un comportamiento
que no es suave (LLemons, 2002; Gillespie, 1996), por lo tanto, la manera apropiada de expresar el
modelo sera:

o(t + At) —v(t) = — Lk

b (2.32)
m

()At+FeSt( N
m

Con el fin de hacer mds sencillo el cdlculo y ser un poco mds formales frente a la solucién de la

ecuacion diferencial, definiremos la fuerza estocastica como un Proceso de Weiner, una variable

aleatoria sin ninguna direccion definida la cual es estadisticamente independiente entre dos instan-

tes de tiempo y sigue una distribucién normal, que se expresa a partir de un modelo llamado el
Propagador de Markov (IL.emons, 2002; Gillespie, 1996):

Fest g — VB2 AENIHAYH0,1) (2.33)

Donde 32 At serd la varianza propia la distribucion, que se reconoce como la amplitud promedio
de las variaciones en el sistema, y N 72%(0, 1) es una distribucién normal con valor esperado 0 y
varianza 1, a lo largo de un intervalo (¢, ¢ + At).

Debido a que cada nuevo desplazamiento o cambio en la velocidad en un tiempo ¢ se define a partir
de una gran cantidad de muy pequefios pasos que se realizan a lo largo de un tiempo At cada uno
como se observa en el apéndice B.1. Estos pequefios pasos son producto de la variable aleatoria
propuesta en la ecuacion diferencial: Fg;, que representa la influencia del movimiento de agitacion
del fluido y como se ha comentado anteriormente se define a partir de una distribucién gaussiana.
Por lo tanto, los pequefios pasos son en si mismos una variable aleatoria que a su vez, que a causa
de su autocorrelacién nula en tiempos diferentes, no son dependientes estadisticamente entre ellos.

Todas estas condiciones permiten hacer uso del feorema del limite central, el cudl define que si una
variable X es construida como la suma de un niimero muy grande de variables aleatorias, cada una
con media y varianza finitas, la variable aleatoria X serd descrita por una distribucién gaussiana,
sin importar la naturaleza de cada una las variables individuales (Filmus, 2010). En este caso, se
asume que la densidad de probabilidad propia de la velocidad v(t) serd una distribucién normal o
gaussiana con un valor esperado (v(t)) y una varianza ((v*(t))).

Ahora, ;son el valor esperado y la varianza de una variable aleatoria, variables aleatorias en si?,
dichos valores no lo son, ya que si la densidad de probabilidad esta bien definida, su cdlculo resul-
ta ser proporcionado por ecuaciones establecidas, como es el caso de la distribucién normal, por
lo tanto, definir una ecuacion diferencial ordinaria es posible siempre y cuando estemos trabajan-
do con estos valores que hemos mencionado anteriormente como momentos de una distribucién®

“Es importante aclarar, que los momentos deben existir en la distribucién, ya que casos como la distribucién de
Cauchy-Lorentz no es posible su célculo.
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(Lemons, 2002).

Considere el valor esperado de (v(t + At) — v(t)), teniendo en cuenta que: (F.q(t)) = 0y la
propiedad del promedio en variables aleatorias que se suman o restan (v(t + At) — v(t)) = (v(t +
At)) — (v(t)), obtenemos el siguiente resultado:

(v(t+ At)) — (v(t)) = —v(v(t)) At (2.34)

El cudl como se ha comentado con anterioridad, al tratarse de un promedio, es posible re-expresarlo
como une ecuacion diferencial ordinaria que permite hallar la velocidad promedio en funcién del
tiempo, asumiendo que v(0) = vy cuando ¢ = 0 como condicién inicial:

d%(f»:il;% <v<t+A21_<“(t)>=—v<v<t>> S W) =we ™ (235)

Figura 2.10: Velocidad promedio con valores vy = 1 [m/s], y v = 0.1,0.3,0.5, 1.0. (Elaboracién
propia)

La varianza se encuentra definida por la siguiente relacion: ((v?(t))) = (v*(t)) — (v(t))?, la cual ha
sido trabajada a lo largo del capitulo. En este caso, se propone una pequeia diferencia del cuadrado:
Alv(t)]? = [v(t + At)]? — [v(t)]?, tal que después de ciertas manipulaciones algebraicas > en el
cual se asume que [Af]? y [At]% son iguales a cero debido a que son intervalos muy pequefios:

5Se recomienda revisar el anexo B.1.
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A[(W2(1))] = =2y (W% (1)) At + 24/ 2 At{v(t)NITAH0,1)) + B[N0, 1))%) At (2.36)

Teniendo en cuenta que la distribucion propia de la fuerza aleatoria F ., es estadisticamente inde-
pendiente de la velocidad v(¢), entonces es posible afirmar que:

(NS0, 1)) = (N0, 1)) = 0 (2.37)

Y de acuerdo a la definicién de varianza, aplicada sobre la distribucion normal unitaria, obtenemos
que el segundo término propuesto es igual a:

(N0, D)) = (N0, D) — (N340, 1)) = 1 (2.38)

Tal que, el modelo que permite encontrar una ecuacién diferencial ordinaria cuando At — 0 para
el valor esperado del cuadrado de la velocidad, o segundo momento de la distribucién, que antes
de ser tomado el limite serd igual a:

A2 (t)) = —2v(v%(t)) At + B2AL (2.39)

Que al ser resuelta tenemos:

52
2y

d(v?(t))
dt

= —2y(v*(t)) + B° — (V2 (t)) = vge " + ( )( — e 2 (2.40)

Finalmente para hallar la varianza, utilizamos la relacién nombrada y los resultados de la ecuacion
2.35y 2.40, siendo igual a:

(o) = s+ (5 ) - e - e = (L )a—e @an

Siendo finalmente la distribucién de probabilidad p(v,t) de la variable aleatoria v en funcién del
tiempo igual a:

1 —(v — vge )2
— \/QW(g)(l 2 exp (2(§)(1 - ez»ﬂ)) (2.42)

Acé puede surgir una pregunta de interés: ;qué significado tiene la velocidad en un movimien-
to browniano?, ya que, como se ha comentado con anterioridad, las derivadas de las cantidades
aleatorias que dependen del propagador de Markov no son posibles, y la velocidad instantidnea se
define como la razoén de cambio de la posicidn, una variable aleatoria, con respecto al tiempo a
partir de una derivada.

Esta incdgnita es un tema de controversia, y depende del autor que trata el problema, ya que a sim-
ple vista, la velocidad como variable aleatoria es una representacion en base a un tiempo 7 mucho
mas pequefio que el At en el que sucede cada uno de los eventos aleatorios propios del sistema, y
solamente tenemos la informacién del punto inicial y final de dicho At cuando se realiza la obser-
vacion en los experimentos. Este concepto entonces queda relegado a las construcciones tedricas
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Figura 2.11: Varianzas de la velocidad con valores vy = 1 [m/s], § = 0.1,0.3,0.5,1.0 y v =
0.1,0.3,0.5, 1.0. (Elaboracién propia)

donde se asume a lo largo de tiempos muy pequefios pero finitos promediando una variable esto-
castica (Genthon, 2020).

Ademads, como se evidencia en la distribucion de probabilidad, cuando ha pasado un tiempo muy
largo, o en otros término ¢ — oco, es posible observar que la velocidad promedio tiende a cero y
la varianza a un méiximo, ;Si se gréfica estos resultados, como se entienden desde los procesos
termodindmicos?

Si se observan las figuras 2.13 y 2.14, es posible evidenciar que la velocidad promedio tiende a
cero, sin embargo la varianza de la velocidad al tender a un valor fijo, por lo tanto, es posible
deducir que la energia del sistema cuando ¢ — o0, se halla como energia cinética, recordando
que el sistema no se encuentra bajo ningin potencial. Dicha energia potencial, si el sistema en
un tiempo infinito se encuentra en equilibrio termodindmico, entonces, se aplica el teorema de
la equiparticion de la energia, el cual establece que cada grado de libertad del sistema posee, en
promedio, la misma cantidad de energia (Catedra de Fisica II, 2020). En consecuencia:
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Figura 2.12: Griéfica 3D de la distribucién de probabilidad p(v, t) con los valores 5 = 1.0y v =
0.1. (Elaboracién propia)

m ; 2 . 77162 B k’BT
o L o] = = 43
Siendo la amplitud de las fluctuaciones igual a:
2v2kpT
g2 = 2B (2.44)
m

En principio, puede parecer extrafio que la amplitud de las fluctuaciones se sean directamente pro-
porcionales al factor disipativo, sin embargo, en el equilibrio termodindmico, la energia que es
cedida por el sistema debido al carécter disipativo del medio, a su vez es absorbida por el sistema
a causa de la agitacién térmica del fluido. Por lo tanto, ambas cantidades deben ser proporcionales
para que el sistema se encuentre en equilibrio termodindmico (Gillespie, 1996; Lemons, 2002).

Ahora, si queremos hallar la distribucion de probabilidad para la posicién z de la particula, se hard
una “integracién” de las ecuaciones anteriormente deducidas. Para ello, al igual que en el caso
anterior, se propone una ecuacion diferencial, en este caso, a partir de la relacion entre la velocidad
vy la posicién x:

z(t + At) — z(t) = v(t) At (2.45)

Al igual que la velocidad v(t), el modelo de la posicion x(t) se encuentra definido por una distri-
bucién gaussiana, debido a que en un tiempo ¢, cada uno de los pequefios desplazamientos son una
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Figura 2.13: Distribucién de probabilidad p(v,t) vs v con tiempos fijos y los valores 5 = 1.0 y
~v = 0.1 (Elaboracién propia)

variable aleatoria, que sumados siguen el Teorema del limite central. Por lo tanto, el problema se
reduce en hallar el valor esperado de la posicion (x(t)) y su varianza ((z*(t))).

Considere el valor esperado de (x(t + At) — z(t)), para hallar el valor esperado (z(¢)):

(x(t+ At)) — (z(t)) = (v(t))At (2.46)

Esta expresion puede ser re-escrita de modo que sea posible establecer una ecuacion diferencial,
con resultados hallados anteriormente como el valor esperado de la velocidad (v(t)) en la expresion
2.35, asumiendo que v(0) = vy y 2(0) = x cuando ¢t = 0 como condiciones iniciales:

da()) . (et AD) — (x(t) e
at Al}tr—I}O At = (v(t)) - ((t)) = 7(1 —e ")+ (2.47)

Para la varianza, definida de la siguiente manera: ((z%(t))) = (2(t)) — (x(t))?, no solo se requiere
el segundo momento (z*(t)), sino la covarianza entre x(t) y v(t), cov {z(t),v(t)}, debido a que la
razon de cambio de la varianza se encontrara definida por dicha cantidad. Primero se define una
pequeiia diferencia del cuadrado de la posicién:

Alz?(t)] = [x(t + At)]? — [x(1)]? (2.48)

Si se realiza el respectivo reemplazo de x(¢ + At) y se considera el valor esperado de la expresion
anterior:
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Figura 2.14: Distribucién de probabilidad p(v, t) vs ¢ con velocidades fijos y los valores 3 = 1.0y
~v = 0.1 (Elaboracion propia)

A(z?(t)) = 2(x(t)v(t)) At (2.49)
Que al ser tomado el limite At — 0, se halla la siguiente ecuacién diferencial:
di*(t)) . [zt + AP — [z
= lim
dt At—0 At
Como no es posible hallar en principio el valor (x(t)v(t)), se propone hallar la derivada de la
varianza ((2?(t))) aplicando la definicién anterior:

= 2(x(t)v(t)) (2.50)

d<<x2(t)>> _ %[<x2(t)> . <£L‘(t)>2] — 2¢cov {x(t),v(t)} (2.51)

Nuevamente, debido a que no conocemos la covarianza entre z(¢) y v(¢) y ademas esta varia en el
tiempo, por lo tanto el nivel de dependencia estadistica a lo largo de la trayectoria entre estas dos
variables, se propone una pequeia diferencia de la covarianza:

Alcov {x(t),v(t)}] = (2(t+At)v(t+ At)) — (x(t+ At) (vt + At)) — [(z(t)v(t)) — (z(£)) (v(1))]

(2.52)
La cudl después de un nada trivial proceso algebraico, que puede ser observado con més detalle en
el anexo B.1, se obtiene:

Alcov{z(t),v(t)}] = ((v*(t))) At — v cov {x(t), v(t) } At (2.53)
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Figura 2.15: Posicién promedio con valores vy = 1 [m/s], zg = 1 [m], y v = 0.1,0.3,0.5, 1.0.
(Elaboracion propia)

Que al ser tomado el limite At — 0, se obtiene la siguiente ecuacion diferencial, que debido a las
condiciones iniciales del ejercicio cov {z(0),v(0)} = 0:

52
:2—72

d cov {xd(;)w(t)} = ((V2(1))) =y cov {z(t), v(t)} — cov{z(t),v(t)}

(1—2e " 4 e 27

(2.54)
Resultado que es utilizado para hallar el valor de la varianza ((x?(t))), en la ecuacién diferencial
2.51, tomando ({(x?(0))) = 0. La varianza hallada finalmente es:

ia ( 200y oyt )
=—=(t——10—-e")+ —(1—-e" (2.55)
o e R )
Siendo finalmente la distribucién de probabilidad p(z, t) de la variable aleatoria = en funcién del
tiempo igual a:

1 —(z = [2(1— ™) + x0))?
plat) = ———— 1 xp (s g
V2B - 21— e + £ -y 22— ) g (1)
(2.56)
Finalmente, al observar las figuras 2.17 y 2.18 es posible deducir que la posicion de la particula se

desplaza debido a que, como se observa en la figura 2.16, la varianza diverge, mientras la posicion
promedio si converge a un valor como se observa en la figura 2.15. Por lo tanto, cuando ¢ — oo el
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Figura 2.16: Varianzas de la posicién con valores vg = 1 [m/s], o = 1 [m], v = 0.1,0.3,0.5,1.0
y 5 =0.1,0.3,0.5, 1.0. (Elaboracién propia)

valor de la varianza serd mucho mayor que la posicion promedio, tal que, Gnicamente este momen-
to de la distribucion es relevante.

En ese caso, el desplazamiento en un tiempo ¢ muy grande donde los factores e~ 7' y e=2"* tienden
a cero, serd igual a:

2y = &
(a"(0)) = 5t

Al multiplicar y dividir por dos, se obtiene una expresion similar a la hallada por Einstein, ecuacion
2.24, en 1905, como se observa a continuacién:

(2.57)

(1)) = 2(5—2) 2.58)

22

Por lo tanto, si se define kg = R/Nay v = (6mrn)/m, es posible hallar la constante de difusion
en los mismos términos que Einstein la dedujo en 1905, como se observa en la ecuacién 2.15:
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Figura 2.17: Distribucién de probabilidad p(z, ) vs = con tiempos fijos y los valores § = 1.0 y
~v = 0.1 (Elaboracién propia)

(2 RT

2_72 © 6mnrNy
Estos resultados muestran que para tiempos muy cortos, podemos observar variaciones determi-
nistas en el sistema, sin embargo, cuando asumimos tiempos mds cercanos a los experimentos,
donde el sistema se encuentra en equilibrio termodindmico, los resultados obtenidos por Einstein
son plausibles, y dicha observacidn es ruido en su mejor expresion. Sin embargo ;en todos lo siste-
mas este estado transitorio es posible de suprimir?, como advierte Arthur Genthon, si el cuerpo se
encuentra sometido a una fuerza restauradora, el sistema tendrd un comportamiento transitorio mas
relevante en su descripcion que puede incluso ser descrito experimentalmente (Genthon, 2020).

(2.59)

Como andlisis adicional frente a las gréficas, si observamos la tendencia en 2.18, a medida que el
tiempo incrementa, se evidencia que la densidad de probabilidad asociada a cada uno de los posi-
bles posiciones en el que se puede encontrar la particula browniana es igual para todas, lo cudl se
debe al amortiguamiento de la distribucidn, como se observa en 2.17. Ademads, algunas posiciones
en 2.18 y velocidades en 2.14 tienen un mayor pico, y esto se debe a que se encuentra la condicién
inicial vy = 1 [m/s] y xg = 1 [m].

Para finalizar, los modelos aqui propuestos nos presentan un panorama de la fisica en la cual, las
fluctuaciones derivadas de un sistema fisico en relacion con las colisiones irregulares de las molé-
culas con un cuerpo esférico, tal como lo muestra Einstein deja de ser un tratamiento meramente



80

Figura 2.18: Distribucién de probabilidad p(z, t) vs ¢ con velocidades fijos y los valores 5 = 1.0y
~v = 0.1 (Elaboracién propia)

tedrico a convertirse en una propuesta que modela situaciones reales con evidencias experimen-
tales. Como consecuencia se derivan modelos mas generales, los cuales permiten un estudio de
los regimenes transitorios y estacionarios en un sistema bajo las condiciones de ruido, que puede
ser evidenciado a través del andlisis grafico propuesto. Este tratamiento sobre las fluctuaciones se
enriquecerd al colocarlo dentro de una situacién particular en circuitos.



Capitulo 3

Acerca del ruido electronico

Las condiciones de ruido son inherentes en cualquier sistema fisico en contacto con un fluido debi-
do a la agitacion de las moléculas que lo componen y las fluctuaciones térmicas presentes, tienen
como consecuencia sobre las variables macroscopicas que caracterizan dicho fluido la aparicién de
variaciones aleatorias, dotando de una caracterizacion estadistica de las mismas. Esta descripcion
de un sistema fisico a partir de variables aleatorias propiciadas por este movimiento de agitacion,
siempre presente, conlleva a situaciones como la propuesta por Einstein en 1906.

Para iniciar el estudio de las condiciones de ruido, se considera el siguiente modelo para un mate-
rial conductor propuesto por Paul Drude (1863 - 1906), un arreglo regular de iones positivos que se
encuentran estaticos y un grupo de cargas negativas libres al interior del conductor en los espacios
vacios entre iones. Las cargas negativas libres se encuentran lo suficientemente lejos de los iones
por lo que no deberian de sufrir cambios en su estado de movimiento a menos de que exista un
campo eléctrico externo (Sanchez, 2024). Sin embargo, los iones en su interior no son estaticos,
las moléculas se encuentran en constante movimiento, por lo tanto, dicho conjunto de cargas serdn
susceptibles a una gran cantidad de colisiones con los iones que constituyen la estructura del ma-
terial y entre las mismas cargas negativas, experimentando desplazamientos aleatorios y oscilando
erraticamente con respecto a una seccion transversal de dicho material conductor. Est4 situacion en
la cudl se mueven las cargas sin la presencia de un campo eléctrico externo, generando un flujo de
cargas o variaciones aleatorias de densidad de carga en el material, tiene como resultado un hecho
bastante importante para la fisica aplicada: la presencia de corrientes eléctricas aleatorias como
consecuencia del movimiento browniano de los portadores de carga -moléculas- en cualquier cir-
cuito eléctrico.

Para llevar a cabo un estudio de las condiciones de ruido en un circuito eléctrico y sus consecuen-
cias en las diferentes dreas de la fisica, sea tedrica o aplicada, a partir de las herramientas anterior-
mente nombradas, se contextualizara el problema y su desarrollo a lo largo del primer cuarto del
siglo XX en el lugar menos esperado por Einstein, una aplicacién o problema practico. Puntual-
mente se centrard la discusion en la descripcion desde dos propuestas de solucion construidas por
diversos autores como Walter Schottky (1886 -1976) andloga a la aproximacién de Einstein o la
propuesta de los cientificos John B. Johnson (1887 - 1970) y Harry Nyquist (1889 - 1976) donde
se modela como un sistema en equilibrio termodindmico en el cual conviven radiacién y materia.
Por ultimo, se hara uso del acercamiento de Langevin con el fin de construir un andlisis sobre la

81



82

relacion entre los componentes de un oscilador eléctrico: capacitor e inductor, sobre dicho ruido
producto de las fluctuaciones térmicas.

3.1. Cuantizacion de la carga eléctrica

La carga eléctrica es un concepto que ha sido definido desde los griegos hasta nuestros dias a partir
de la interpretacion de los fendmenos electromagnéticos y ligado a los cuerpos. Sin embargo, exis-
ten dos eventos experimentales que permitieron caracterizar de manera discreta su valor a través
de una naturaleza corpuscular: las leyes empiricas de Faraday para la electrolisis y la naturaleza de
los rayos catédicos (Sanchez Ron, 1997).

Catodo Anodo

Gy

W 50
H

H

H,0 + NaCl

Figura 3.1: Electrolisis del agua. (Elaboracién propia)

Primero, la electrolisis es un fendmeno electroquimico en el cual dos electrodos conectados a una
bateria junto a una solucién acuosa ionizada, como se muestra en la figura ??, genera la conduccién
eléctrica a través de ella conformando un circuito cerrado, en el cual dicha solucién acuosa ioni-
zada es descompuesta en sus componentes o iones, debido a una reaccion de oxido-reduccién a lo
largo del tiempo cuando el circuito se encuentra cerrado. Un ejemplo de solucién acuosa ionizada
puede ser agua salada, en cuyo proceso las moléculas de hidrégeno y oxigeno se desplazan a cada
uno de los electrodos, de acuerdo a su afinidad quimica. Este fenémeno fue ampliamente trabajado
de manera experimental por Michael Faraday (1791 - 1867). Asi, las leyes empiricas de Faraday
para la electrolisis enuncian la existencia de una relacién directa entre la carga () utilizada por la
reaccion oxido-reduccién y la masa m de uno de los componentes separados, dicha masa también
directamente proporcional al peso equivalente M/ /z del componente (Gamburg, 2023).

F
% _ MZ 3.1)
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En este caso, la relacion carga-masa de los iones que se encuentra expresado en la ecuacion 3.1
donde es proporcional a la razén entre z, el nimero de valencia de una sustancia como i6ny M la
masa molar de la sustancia dada en [g/mol], siendo F' la constante de proporcionalidad, conocida
como la constante de Faraday (Gamburg, 2023). En este caso, dicha razén entre () y m debe ser
una constante, debido a que todos los valores nombrados son contantes propias de la sustancia. Es
importante aclarar que las reacciones quimicas presentes en la electrolisis no se encuentran ligadas
directamente con la magnitud de la diferencia de potencial, sino con el nimero de cargas eléctricas
involucradas en la reaccion. Tal como comenta Faraday:

Cuando la descomposicién electroquimica tiene lugar, hay grandes razones para creer
que la cantidad de materia descompuesta no es proporcional a la intensidad -diferencia
de potencial-, sino a la cantidad de electricidad -carga- presente. (Guralnick, 1979,

p6l)

Lo cudl llevo a considerar una posible equivalencia entre lo que Faraday define como la accién
quimica y la electricidad, sin embargo, Faraday no quiso dotarle de una naturaleza atomista debido
a su rechazo frente a las fuerzas atémicas propuestas por el quimico John Dalton (1766 - 1844),
el cudl asociaba una fuerzas inherentes a la interaccion entre los diferentes atomos, el cual seria
precursor del concepto de enlace quimico (Laidler, 1997). A pesar de ello, como se ha comentado
con anterioridad, la emergente comprension de los principios de la termodindmica a partir de una
hipétesis cinético-molecular a finales del siglo XIX, llevarian a reconsiderar nuevamente estas re-
laciones desde una perspectiva en la cudl la materia tiene una constitucion discreta.

Dichas relaciones, desde las concepciones de Hermman Von Helmholtz (1821 - 1894) enunciadas
en la conferencia Faraday en 1881, describen que este fendmeno electroquimico permite visualizar
una equivalencia entre los movimientos eléctricos y quimicos a partir de una constante de carga
eléctrica discreta, donde sefiala la inconsistencia del concepto de corriente eléctrica a partir de una
visién mecanicista propuesta en su momento, debido a que la imagen andloga construida a partir de
un fluido o continuo que se desplaza a través de una seccion transversal de un conducto no permitia
construir una relacién entre las cantidades discretas de carga que se requeria para conseguir cierta
masa de una sustancia y a su vez, entender la conversion energética entre potenciales eléctricos y
quimicos (Sanchez Ron, 1997).

Por otro lado, la emision de rayos catddicos es un fendmeno debido a grandes descargas eléctri-
cas gracias a dos electrodos en el interior de un tubo de vidrio conectado a una alta diferencia
de potencial con un gas enrarecido o a presiones cercanas al vacio absoluto, donde es visible a
medida que la presion al interior del tubo desciende en el cdtodo un halo brillante que lo rodea a
una distancia muy pequefia junto a una porcién del tubo de vidrio iluminada si el catodo tiene una
forma sutilmente concava. La problemdtica frente a esta emision de rayos catddicos se encontraba
en la naturaleza misma de esta radiacion tomada como ondulatoria o corpuscular. Por ello, en la
ultima cuarta parte del siglo XIX los cientificos, especialmente alemanes y britdnicos, disefiaron di-
ferentes experimentos donde sometian la naturaleza de los rayos catddicos para que fuese exhibida.

Entre ellos se destaca William Crookes (1832 - 1919) que define esta emision como un nuevo esta-
do de fase, denominado materia radiante, el cual de acuerdo con una serie de experimentos dados
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Figura 3.2: Tubo de Crookes con una disposicion de placas paralelas. (Elaboracion propia)

por una mejora al tubo de Geissler, el arreglo anteriormente descrito, incorporando un catodo extra
conectado en un punto intermedio del trayecto de la emision del dnodo al catodo principal con la
forma de una Cruz de Malta hecha de Zinc conocido como tubo de Crookes. A partir de dicho arre-
glo, demostré que la emision de rayos catddicos sigue una linea recta debido a que no es capaz de
atravesar la Cruz de Malta de Zinc y generandose una sombra en una pantalla al final del tubo, de
modo que era un argumento bajo el cual la naturaleza corpuscular era sustentable. Adicionalmente,
esta materia radiante era desviada con ayuda de imanes permanentes, por lo tanto, se teorizaba que
esta materia radiante se componia de cuerpos cargados eléctricamente y puede interactuar bajo la
presencia de campos eléctricos y magnéticos.

En contraposicion, Heinrich Hertz (1857 - 1894), consideraba que los rayos catddicos eran una
combinacién de dos fenémenos independientes, una descarga eléctrica similar a un rayo, y una
luz emitida por el cétodo, en el cudl se destacan dos montajes donde se revisa la influencia de
los rayos catédicos para generar efectos electrostiticos y magnéticos como su mayor argumento;
particularmente la primera relacién no fue confirmada en los experimentos con el tubo de Crookes
con una disposicion de placas paralelas en su interior y en el caso de los efectos magnéticos, él
observé que las lineas de corriente medidas con ayuda de un imédn en una disposicion rectangular
no corresponden con la trayectoria tomada por la luz emitida desde el ciatodo (Sanchez Ron, 1997).

De acuerdo con estos antecedentes, Joseph John Thomson (1856 - 1940), un cientifico inglés con
un amplio trabajo tedrico acerca del movimiento de cargas en campos electromagnéticos y director
del laboratorio Cavendish, proporcionaria una prueba experimental frente a la presencia de cargas
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eléctricas en los rayos catodicos en un montaje similar a la disposicién propuesta para los estudios
de efectos electrostaticos propuesto por Hertz, sin embargo, a diferencia de Hertz, él seria més
cuidadoso frente a las condiciones de presion al interior del tubo y ademads, considera colimar la
radiacion emitida. Thomson observaria que hay una desviacion en la trayectoria del haz colimado,
frente a la presencia de campos electrostiticos y magnéticos, idéntica a la que un cuerpo de masa
m y carga negativa |Q)| lo harfa bajo la mismas condiciones, resaltando especialmente el resultado
contrario frente a la susceptibilidad de los rayos catddicos a efectos electrostaticos y, junto a la pre-
sencia de campos magnéticos, proporciona un valor constante que relaciona ambas caracteristicas
del cuerpo cargado que componen dichos rayos catddicos, conocido como la relacién carga-masa

Q/m.

Esta relacion carga-masa ya habia sido medida para iones en la descomposicion de sustancias a
través de la electrolisis, sin embargo, esté valor con tres ordenes de magnitud de diferencia frente
a los iones de hidrégeno sugiere que los “corpisculos” que componen los rayos catédicos son aun
mads pequefos y se comportan como cargas libres. Estos corpisculos permitirian construir un mo-
delo de conduccion eléctrica en los metales, en el cual los “corpusculos” se difunden a través de
un arreglo regular de iones estaticos debido a la presencia de un campo eléctrico externo (Robotti,
1995; Guzman, 2020).

En si mismo, el valor discreto de la carga seria validado por Robert A. Millikan (1868 - 1953)
con un experimento en el cudl a través de la caida de gotas de aceite cargadas en un recipiente
cilindrico con dos compartimientos que se conectan a través de un pequefio orificio y uno de ellos
tiene dos placas paralelas que generan un campo eléctrico constante. Dicho valor seria calculado
a partir de un anélisis estadistico en un gran conjunto de gotas cargadas, donde el minimo comiin
muiltiplo dado entre todas las gotas era siempre el mismo valor |e| = 1.602 x 107! [C]. Un valor
que coincidia con gran cantidad de fendmenos en los cuales se requeria de un valor discreto de
la carga y cuya entidad se dio a conocer como electrén, un concepto que seguiria desarrolldndose
a lo largo de la primera mitad del siglo XX desligdndose de su dic6toma ondulatoria-corpuscular
(Guzman, 2020).

3.2. Emision termoionica y el surgimiento de la electrénica a
partir de los tubos de vacio

Este nuevo entendimiento acerca de la conductividad eléctrica no seria solo importante en el desa-
rrollo de la ciencia, lo fue también para la tecnologia, mas especificamente permitiria el desarrollo
de una rama en la fisica aplicada conocida como la electronica. Dicha rama se encarga de la mani-
pulacién de un flujo de electrones de nuestro interés, que es denominado como una sefial eléctrica
a través de su emision, amplificacion, transformacion y rectificacién mediante dispositivos o com-
ponentes para una aplicacion especifica como la metrologia o las telecomunicaciones.

Aunque parezca curioso, la electrénica no habria encontrado su nacimiento sin la bombilla incan-
descente, la cual consiste de un bulbo de vidrio con un gas enrarecido en su interior y dos soportes
conductores aislados que se encuentran conectados a un filamento muy delgado de carbén el cudl
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Figura 3.3: Disposicion al interior de un bulbo de vidrio ideada por Edison. (Elaboracién propia)

brillaba cuando una gran diferencia de potencial era conectada, debido a que el filamento adquiria
una temperatura muy alta como consecuencia del Efecto Joule y gracias a la baja presencia de
oxigeno, tardaba en fracturarse dicho filamento. Al interior un fendmeno conocido como “Emision
termoidnica” ! fue observado por el inventor estadounidense Thomas Alva Edison (1847-1931)
mientras realizaba pruebas acerca de la vida util en sus filamentos (Floriani, 2006). Este fendmeno
se visualizaba debido al oscurecimiento progresivo en un sector de las bombillas, cercano al lado
positivo del filamento, en el cudl Edison asume que existe una eyeccion de particulas cargadas
negativamente del lado negativo del filamento que se desplazaban al lado positivo. En 1882 Edi-
son observod, que si colocaba un segundo conductor que no estaba en contacto con el filamento al
interior conectado con el polo positivo de la fuente, se visualizaba la conduccién de corriente eléc-
trica a través del conductor introducido en el bulbo, mds no cuando es conectado al polo negativo
(Okamura, 1994). Todos estos hechos a pesar de que no los comprendia el inventor estadounidense
st los utilizo en el disefio de un indicador de voltaje.

Sin embargo, fue el fisico e ingeniero eléctrico John Ambrose Fleming (1849 - 1945), interesado en
la emision termoionica visualizada por Edison quien llevaria a cabo una investigacién desde 1890
con el fin de dar explicacién al fendmeno observado y ademds, construiria el primer dispositivo
electronico conocido como la vélvula de Fleming o diodo termoionico, el cudl era un dispositi-
vo que debido a su caracteristica particular: cuando una corriente alterna es transportada por la
véalvula todo el comportamiento oscilante era restringido a la seccidn positiva, seria utilizado en
la creacién de un rectificador, motivado por el creciente mercado de las telecomunicaciones. Tal
como especifica Fleming en su patente:

ITambién es llamado Efecto Edison
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He descubierto que si dos conductores estan encerrados en un recipiente en el que se
crea un buen vacio, calentdndose uno a una temperatura alta, el espacio entre los con-
ductores caliente y frio poseen una conductividad eléctrica unilateral, y la electricidad
negativa puede pasar del conductor caliente al conductor frio, pero no en la direccién
inversa. (Fleming, 1904, p 2)

Esto se debe a que la emision electronica en los metales es un fenémeno que sucede de forma
espontanea debido a que los electrones propios de la conduccién eléctrica en dichos materiales
se encuentran ligados a potenciales muy bajos, denominados funcion trabajo ¢ (Halas, 2006),
por lo tanto, si se les provee o consiguen debido a sus interacciones la suficiente energia cinética
se convertirdn en electrones libres capaces de ser expulsados del material. Si la temperatura de un
cuerpo es el indicador macroscépico de la velocidad media de sus constituyentes, es posible afirmar
que a mayor temperatura, la velocidad de estas serd mayor y por ende la energia cinética adquirida
por los electrones debido a las multiples colisiones, de aqui se deduce que en estas condiciones
los electrones tendrdn una mayor probabilidad de ser emitidos. La densidad de corriente eléctrica
J que es emitida en direccion perpendicular a una placa o superficie, estd dada por la ecuacion
3.2 deducida por Owen W. Richardson (1879 - 1959) en 1901, y mejorada en 1911 (Richardson,
1929):

4rle|m k%
73
Donde A\ es una constante que depende del material y h es la constante de Planck. Pensando la
situacion desde la naturaleza estocdstica del fendmeno, la probabilidad de que un electron sea
emitido por el filamento caliente en direccidn a la placa serd mucho mayor que la probabilidad de
que un electrén sea emitido por la placa a temperatura ambiente hacia el filamento, por lo tanto,
el fendmeno observado sera una intensidad de corriente circulando a través del vacid, teniendo en
cuenta que es mds dificil que un electrén en las diferentes configuraciones debido a las colisiones
consiga un valor de energia cinética capaz de superar la funcién trabajo. Ahora, cuando conectamos
una diferencia de potencial entre la placa metélica en la parte superior y el polo negativo del
filamento, es posible observar que la nube electrénica producto de la emisién termoidnica, también
conocido como espacio cargado, tiende a dirigirse hacia la placa si esta tiene carga positiva, debido
a que los electrones (abusando del reduccionismo con fines de la explicacion) son cargas negativas,
por lo tanto, en el caso contrario si la placa tiene carga negativa tienden a ser repelidos. Este flujo
de electrones J. serd modelado a través de la ley de Child-Langimur, asumiendo que la velocidad

inicial de los electrones es igual a cero (Floriani, 2006):

J = MT2 %7  donde A= (3.2)

460 2‘6’ 3
= —y|—V2 33
C 9d2 me ( )
Donde d representa la distancia entre el filamento y la placa, y ¢, la permitividad eléctrica en el va-
ci6. La relacion medida de corriente al interior del bulbo serd la suma de estos dos contribuciones,
lo cual convierte dicho dispositivo en un elemento no 6hmico debido a que no sigue una relacién
proporcional entre la intensidad de corriente eléctrica y la diferencia de potencial.

Para entender el funcionamiento del rectificador de Fleming, patentado en 1904, primero se hara
una explicacién detallada del diodo termoionico. Este dispositivo, como se muestra en la figura
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Figura 3.4: Sistema descrito por la ley de Child-Langimur. (Elaboracién propia)

3.5, se compone de un bulbo de vidrio el cudl tiene un filamento similar al que se utiliza en las
bombillas incandescentes y es rodeado por un cilindro de aluminio soportado por unos cables de
platino aislados por el mismo vidrio del bulbo. Ahora, el bulbo tiene tres cables de salida, los pri-
meros dos estardn conectados a una fuente de corriente continua que permite calentar el filamento
y un cable que conecta el cilindro de aluminio con un inductor, el cudl a su vez se encuentra co-
nectado en el mismo nodo que el polo negativo de la fuente (Fleming, 1904). Ahora, frente a su
funcionamiento, considere un segundo inductor en el que pasa una corriente eléctrica alterna, el
cudl induce una fuerza electromotriz en el primer inductor conectado al diodo termoiénico, que
debido a las propiedad comentada por Fleming anteriormente, si se coloca un galvanémetro entre
el polo negativo de la fuente y el primer inductor, se observara una onda que unicamente oscila
cuando la sefial tiene valores positivos, ya que es nula cuando los valores de la oscilacién eléctrica
son negativos.

Ahora, con la configuracion basica entendida si se disponen dos diodos termoidnicos cruzados co-
nectando el conductor caliente de cada bulbo con el conductor frio de su contraparte, y con ayuda
de un dinamémetro diferencial compuesto por dos bobinas y un puente en comtn con el inductor
en el cudl es recibida la sefal eléctrica, serd posible una mejor rectificacion de dicha oscilacidn,
aprovechando toda la onda en vez de la mitad.

Aunque rectificar la sefal es todo un hito, no es la tnica aplicacién prictica que tendrian estos
diodos termoionicos, también han sido utilizados para duplicar la diferencia de potencial de sa-
lida a cambio de una reduccién en la intensidad de corriente eléctrica. Adicionalmente existia un
reto mds grande, el cudl era amplificar sehales de baja amplitud provenientes de la conversion de
una onda sonora a una sefial eléctrica gracias a un material piezoeléctrico, con el fin de hacer més
perceptible su escucha por parte del receptor. Para ello existieron tres lineas independientes de in-
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Figura 3.5: Diodo de Fleming. Adapatado de la figura 1 en la patente US803684 A (https://patents
.google.com/patent/US803684A/en)

vestigacion, la primera en Inglaterra por Fleming con sus configuraciones de diodos termoionicos,
la segunda desde 1904 en Alemania por el cientifico Robert von Lieben (1878 - 1913), que disefio
un amplificador en el cudl su principio de funcionamiento se centraba en la deflexion de los rayos
catddicos, sin embargo, era un dispositivo complejo de fabricar en serie, y en 1906 Lee De Forest
(1873 - 1961), un inventor estadounidense de dudoso renombre que se topo con la solucién a través
del disefio de un detector de llama (Gambau, s.f.).

El detector Audion surgié como respuesta a un caso de plagio de modelos en otros detectores de
llama, por lo tanto su investigacién en principio se centro en las propiedades eléctricas de una lla-
ma, y a partir del comportamiento observado, disefiar dicho detector de llama. Para ello, DeForest
disefiaria un detector de llama que convergeria a un dispositivo muy similar al diodo termoionico
de Fleming, el cual se encontraba conectado a unos auriculares que permitian escuchar la sefal
asociada a la presencia de una llama, y con el fin de no caer de nuevo en problemas de plagio,
afiadi6 un tercer filamento en zig-zag proveniente de la antena en el espacio intermedio entre el
cilindro de aluminio y el filamento de la bombilla, el cudl ademds mejoro la calidad de la onda
sonora, que le dio el nombre de triodo.

Aunque la solucidn al problema asociado con la amplificacion de sefales de baja amplitud a través
de una modificacion en el diodo termoiénico de Fleming que fuese viable a nivel industrial no fue


https://patents.google.com/patent/US803684A/en
https://patents.google.com/patent/US803684A/en

90

bateria

galvanometro

o diferencial

=

diodos

]

B

bateria

a1k
bobina de

induccion

Figura 3.6: Diodo de Fleming. Adapatado de la figura 2 en la patente US803684 A (https://patents
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descrita directamente por DeForest, se encuentra el trabajo de Irving Langmuir (1881 - 1957) en
1913 2 que a partir de la configuracién propuesta se le pudo dar solucién al problema. Para entender
un poco mejor como funciona el sistema de amplificacion a nivel fisico, se describird con mayor
detalle el circuito amplificador de vélvula.

Este circuitoe s muy similar al propuesto por Fleming, sin embargo existe una modificacién en el
cudl se le anade una terminal extra que se conecta desde el inductor que ha recibido la sefial hasta
el filamento en forma de zig-zag, que también puede ser una rejilla coloidal (Forest, 1907, 1908).
En este mismo circuito se encuentra una salida de dicha sefial en el cdtodo como un parlante, en
vez del galvanémetro.

Ahora, considere la siguiente situacién: dos placas paralelas, una con carga positiva () y otra con
carga negativa —(), de extension infinita separadas a una distancia d, las cuales debido a su dis-
posicién producen un campo eléctrico constante || en su espacio intermedio, a su vez, una carga
negativa e se encuentra muy cerca a la placa negativa y una carga de magnitud ¢ se encuentra a
una distancia d/2 de cada una de las placas y en una linea paralela a la carga e, ;cudl debe ser el

Dicha investigacién fue financiada por la compaiifa General Electric. Aunque parezca un dato irrelevante, es
necesario recordar que la mayoria de las investigaciones de fisica aplicada dejaron de ser procesos aislados en centros
universitarios y se convirtieron en grandes proyectos supervisados por la industria a finales del siglo XIX, en este caso,
las compaiiias de telecomunicaciones, y seria una tendencia que llegarfa hasta nuestros dia.
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Figura 3.7: Circuito amplificador. Adapatado de la figura 1 en la patente US879532A (https://
patents.google.com/patent/US879532)

valor del campo E y la velocidad inicial de la carga negativa e para que sea capaz de desplazarse
desde la placa negativa a la placa positiva?, o en otras palabras, ;qué condiciones requiere la carga
negativa e para que sin importar la deflexién de su trayectoria recorra la distancia d?. Este mismo
comportamiento puede ser pensado para un nimero /N de cargas negativas con diferentes condi-
ciones iniciales, como es el caso de la nube electrénica como producto de la emisioén termoidnica,
y las placas paralelas serdn, el filamento (dnodo) y el cilindro de aluminio (catodo).

Especificamente en la situacion propuesta, la carga ¢ dispuesta en una linea paralela a la carga e
representara la diferencia de potencial dada por la rejilla. Puntualmente, en el triodo, consideremos
que la sefial eléctrica captada por la antena es sinusoidal que se encuentra en un rango muy peque-
fio de amplitud, por ejemplo los milivoltios °, cuando dicha sefial se encuentra dentro del circuito,
la diferencia de potencial que se provee a la rejilla creard trampas de electrones que de acuerdo a
su magnitud en el tiempo limitara el nimero de electrones que cumplen con las condiciones para
llegar al catodo, replicando la sefial con una amplitud mayor gracias a la diferencia de potencial
entre dnodo y cédtodo (Rider, 1945).

Esta tecnologia tuvo una amplia adopcion durante el siglo XX, notablemente en la construccion de
las primeras computadoras basadas en tubos de vacio. No obstante, surgi6é un desafio significativo
con la amplificacién de la sefial, especificamente la introduccién de ruido, particularmente cuando

3Estos valores tan bajos pueden encontrarse en diferentes dispositivos, uno de ellos son las galgas extensiométricas,
las cuales a través de un puente de Wheatstone los pequefios cambios en su resistencia eléctrica debido a deformaciones
mecdnicas son correspondidos con una diferencia de potencial que suele encontrarse en esos ordenes de magnitud, y
por ende, requieren de un dispositivo que amplifique dicha sefial para ser visualizada.


https://patents.google.com/patent/US879532
https://patents.google.com/patent/US879532
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Figura 3.8: Sistema propuesto para ejemplificar como una espira afecta en la trayectoria del elec-
tron a diferentes velocidades iniciales. La intensidad de campo eléctrico denotada en la barra de
color es la razén entre la intensidad en cada punto y la de intensidad de mayor magnitud en todo
el espacio. (Elaboracién propia)

se requeria una alta ganancia, en otras palabras, que la amplitud sea magnificada en gran medida.

3.3. Problema del ruido electronico de caracter fundamental:
La aproximacion de Schottky

La calidad de los amplificadores de valvula fueron mejorando con el paso del tiempo, como a su
vez lo hacian las exigencias del mercado, llevando a cabo la adicion de nuevas rejillas con el fin de
filtrar ciertos efectos indeseados. Uno los investigadores mds reconocidos frente a la investigacion
de dichas mejoras en las valvulas termoidnicas seria el fisico Walter Schottky (1886 - 1976), el
cudl era un renombrado investigador de fenémenos de emisioén que se encontraba trabajando en la
empresa Siemens.

Schottky al intentar aislar gran cantidad de los ruidos al interior del mecanismo, noto que a pesar de
usar arreglos con amplificadores de vélvula recién fabricados y con un control de calidad exhaus-
tivo, en un ambiente libre de vibraciones mecdnicas y oscilaciones electromagnéticas provenientes
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de fuentes externas, seguia existiendo la presencia de una fuente de ruido en los amplificadores
imposible de suprimir (Johnson, 1971). Dicha fuente, Schottky la doto de un caracter fundamental
concebido desde la naturaleza discreta de la materia, como lo asegura al inicio de su articulo en
1918, “Sobre las fluctuaciones de corriente espontaneas en varios conductores eléctricos”:

La intencion del siguiente texto es demostrar ciertos limites infranqueables para la
amplificacion mediante tubos de catodo caliente y de descarga gaseosa. El primer obs-
taculo infranqueable viene dado curiosamente por el tamafio del cuanto elemental de
electricidad. El movimiento térmico de la electricidad constituye otro limite, que en la
mayoria de los casos parece situarse por encima del primero. (Schottky, 2018, p 1)

Fueron identificadas dos fuentes de sefiales estocdsticas: la primera como se ha comentado con
anterioridad, se encontraria en el movimiento aleatorio de los portadores de carga y su influencia
sobre los electrones de conduccion en los materiales, al cudl llamaremos ruido térmico, y el segun-
do, denominado como ruido de disparo, se encontraria en la emision termidnica entre el filamento
y el cilindro de aluminio, debido a que la velocidad inicial y el primer instante de su movimiento
en los electrones que hacen parte de la nube electrénica son variables aleatorias, ya que nos es
imposible por lo tanto, definir las condiciones iniciales de cada uno de los electrones, siendo uni-
camente previsible la probabilidad de que un conjunto N de electrones se desplacen entre los dos
conductores al interior del bulbo de vidrio a lo largo de un intervalo de tiempo At.

Schottky en el articulo de 1918, genera un estudio acerca de los osciladores eléctricos o circuitos
LC, los cuales se encuentran compuestos de un capacitor C' y un inductor L, bajo estds sefiales
eléctricas con un comportamiento aleatorio. El caso del ruido térmico parte de la comparacion
entre el movimiento browniano y el comportamiento de la sefial eléctrica bajo las condiciones pro-
piciadas por el movimiento de agitacion en los portadores de carga; en esta situacién la particula
se encuentra bajo la accién de una fuerza restauradora al interior del fluido, teniendo en cuenta que
la fuerza de arrastre en la particula es andloga a la accidn disipativa de la resistencia eléctrica R
propia de cualquier conductor eléctrico en un oscilador eléctrico y los impulsos aleatorios de las
moléculas que componen el fluido sobre la particula son pequefios impulsos que experimentan los
cuerpos cargados del conductor cuando estos cambian su configuracidn, o en palabras de Schottky
“las energias alternantes de las particulas eléctricas elementales”, provenientes de un intercambio
de energia con el resto del sistema. Dado este andlisis se debe tener en cuenta que el circuito se
encuentra a su vez inmerso en un entorno con unas condiciones termodindmicas establecidas. Es-
tos dos intercambios de energia permiten construir un escenario de equilibrio termodindmico entre
entorno-circuito, donde el caso mds probable se encuentra cuando ambas variaciones energéticas
son equivalentes (Schottky, 2018).

Este sistema tal como construye la descripcion Schottky, tiene variaciones solamente en su fase de-
bido a que aunque existan aportes significativos, en promedio, la energia es constante en el circuito
debido a la presencia de un fendmeno de resonancia entre las fluctuaciones y la disipacién propia
de la resistencia. Sin embargo, esta analogia propuesta solo funciona para oscilaciones eléctricas
de frecuencias bajas, donde es posible utilizar el teorema de equiparticién de la energia para los
grados de libertad del sistema, en este caso electromagnéticos, y hallar la potencia esperada del
mismo bajo dichas condiciones de ruido.
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En este caso, la energia de un circuito LC' esta dado por la siguiente expresion:

L Q*(t)
E==I*(t)+ 2=~ 34
RORE T G4
Dado que cada término de la expresion es un grado de libertad del circuito, se puede considerar
que se encuentran ligados a potenciales que permiten el movimiento de los cuerpos cargados al

interior del material. Asi, si se calcula el valor esperado en la expresion anterior:

kT = L{I*(t)) (3.5)

El término del lado izquierdo de la anterior expresion hace referencia a la energia térmica del
circuito LC, asi, este es el aporte energético proveniente de las fluctuaciones (La corriente eléctrica
(I%(t))) después de un tiempo significativamente extenso. Debido a que el sistema se encuentra en
equilibrio termodindmico, la potencia esperada que es disipada por el circuito (P,), debe ser igual
a la potencia esperada de la fuente ruidosa (Pg), de modo que el intercambio de energia entre
sistema y entorno sean coherentes con la condicién termodindmica entre ellos. Por lo tanto:

(Pr) = R(I*(t)) (3.6)

Y finalmente, el valor final hallado por Schottky de la potencia esperada del ruido es la siguiente:
RkpT

(Pr) = — (3.7)

Donde la razén entre L y R definido como el tiempo de decaimiento 7, el cudl se encuentra direc-
tamente relacionado con las frecuencias audibles del sistema. Puntualmente Schottky especifica
el rango de potencia audible en el cudl podria encontrarse el ruido térmico en caso de hacer la
amplificacién adecuada:

Una potencia de 1077 [WW] es facilmente audible para frecuencias adecuadas en un
teléfono, y una 10000 x amplificacion lineal, es decir, una amplificacion de potencia
108 veces no es nada extraordinario, por lo que se puede observar facilmente con
una potencia inicial de 1071° [W].[...] Un movimiento térmico de electricidad el cudl
corresponde a una potencia inicial de 1077 [IW] se encuentra relativamente cerca al
limite observable. (Schottky, 2018, p 2)

En este caso es importante comentar que antes del circuito amplificador, esta resistencia 2 e in-
ductancia L serdn propios del circuito oscilante desde el cudl ingresa la sefial al amplificador, los
cuales cambian las frecuencias de dicha sefial, por lo tanto, si se cambia la disposicion del circuito
o el entorno se encuentra a temperaturas mayores, esté tipo de ruido se hard ain més presente. Sin
embargo, como comenta Schottky en el articulo, por si solo el ruido térmico se encuentra en un
limite observable y requiere de una segunda fuente de ruido para que sea audible en los sistemas
telefénicos que como se ha comentado anteriormente es el ruido de disparo.

Este ruido de disparo es propio de los fendémenos de emision, donde los cuerpos cargados se en-
cuentran bajo la presencia de una diferencia de potencial externa lo suficientemente alta, el cual
aumenta el camino libre medio de dichos cuerpos hasta tal punto que logran atravesar gran parte
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de la regién intermedia donde se encuentra aplicado el campo eléctrico externo sin colisionar con
otro cuerpo cargado. Este caso se encuentra al interior de las valvulas de vacio, como se ha expli-
cado anteriormente, donde los dos electrodos tienen una gran diferencia de potencial entre ellos
(Schottky, 2018).

Para modelar el fendémeno se realiza el conteo de cargas que llegan del catodo al &nodo en un
intervalo de tiempo At fijo. De acuerdo a ello, se tiene en cuenta que el nimero de cargas es una
variable aleatoria discreta positiva, que al darse en intervalos fijos de tiempo, sigue la distribucion
de Poisson (ICAP, 2023), donde la probabilidad p(n) de contar un ndimero n de cargas en un
tiempo At se expresa de la siguiente manera:
—-A\n
pln) = 2 (3.8)

n!

Siendo A para la distribucién, su valor promedio y varianza. Por lo tanto, si se halla el valor de
A = (n) en el dispositivo, es posible determinar la corriente eléctrica promedio (I), teniendo en
cuenta que la corriente eléctrica I estara definida por el nimero de cargas n, con magnitud |e/,
atraviesan la regién mencionada en un tiempo At:

<D=<%>=%§ (3.9)

Asi, si se tiene en cuenta que el promedio del cuadrado de la corriente eléctrica I
2,2 2/,,2
2y /et el () 3,10
0= (o) = i 10

Es posible hallar las varianza de la corriente eléctrica ((I1?)), serd directamente proporcional a la
varianza del ndmero de cargas ((n?)), como se observa a continuacion:

lef? [el*((n*))

W) = (ageltr) — ) = =g (3.11)

Finalmente, si se tiene en cuenta que el nimero de cargas contadas n sigue la distribucion de
Poisson, entonces: ((n?)) = (n):

2

12y = leltn) 3.12

() = 5 (.12)

Tal que, es posible evidenciar que la varianza de la corriente eléctrica ((I?)) sera proporcional al
promedio de la corriente eléctrica (1) (van Rijn, 2019; Salamanca, s.f.):

e

I*)) = ——(I 3.13
() = 5 (D (3.13)
Este resultado, permite a Schottky al finalizar su articulo realizar la siguiente afirmacion:

En este grupo de fendmenos, que se resumen bajo el nombre de efecto de disparo,
las fluctuaciones promedio de la corriente estdn determinadas por el nimero de car-
gas elementales mutuamente independientes, en el caso mds simple por el tamafio del
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cuanto elemental de electricidad. Para un periodo At, determinamos por célculo apro-
ximado la amplitud de una corriente /((/?)) que varia con el tiempo con periodo At
que estd contenida en una corriente de descarga promedio (/) como +/e(l)At, don-
de e significa la carga transportada de un electrodo al otro por un proceso elemental
independiente. (Schottky, 2018, p 10)

A partir del enunciado y la demostracion realizada, es posible afirmar entonces, que las variaciones
arbitrarias experimentadas son consecuencia directa del cardcter discreto de la carga, ya que per-
mite definir la corriente eléctrica a partir del conteo de cuerpos en vez de hacer uso de la analogia
clasica expresada desde la mecanica del medio continuo, que puntualmente en el ruido de disparo
serd proporcional a la amplitud de dichas variaciones de la corriente eléctrica promedio medida.
La anterior afirmacion significa que entre mayor sea el valor de la corriente eléctrica serd mas pro-
bable observar fluctuaciones en la medida de nuestra sefial eléctrica después del paso a través de
un triodo. Ademas, considerando que n toma valores bastante grandes, y por el contrario At tendra
un valor muy pequefio, es posible aproximar el comportamiento de la Distribucion de Poisson a
una Distribucion normal bajo la condicion de tener un promedio con un valor significativamente
grande, para los valores hallados de la amplitud de las fluctuaciones en la corriente eléctrica debi-
do a dicho aporte (Filmus, 2010). Este cambio se realiza recordando que en el teorema del limite
central, como hace evidente Filmus, hay una dependencia en la convergencia basada en la relacion
entre las colas de la distribucion y la magnitud de su promedio:

La forma exacta de convergencia no es solo una sutileza técnica: las sumas normali-
zadas no convergen uniformemente a una distribucién normal. Esto significa que las
colas de la distribucién convergen mds lentamente que su centro. (Filmus, 2010)

Teniendo en cuenta esta consideracion, en el caso particular del ruido de disparo se realiza este
cambio, ya que el nimero de electrones involucrados en este fendmeno es muy alto, y permite que
las colas de la distribucién en ambos sentidos sean aproximadamente equivalentes, la cudl es una
situacion particular que no se puede aplicar a todos los fendmenos.

Estas dos descripciones influyen en la comunidad cientifica (al menos desde una perspectiva apli-
cada), ya que lleva a varias empresas construir experimentos en los cuales sea medido de forma
sistemdtica cada uno de estos ruidos al interior de los circuitos, y de esta manera corroborar los
resultados obtenidos, generalizando las expresiones dadas, ya que la potencia calculada solo se en-
cuentra restringida a un circuito RLC'. Entre estos investigadores, resaltan al interior de la empresa
American Telephone and Telegraph Company (AT&T), los fisicos e ingenieros John B. Johnson y
Harry Nyquist frente a la investigacion del ruido térmico. Puntualmente, Johnson por el disefio de
experimentos precisos que definieron una ley experimental para el ruido térmico, y Nyquist por el
posterior desarrollo a partir del andlisis de una linea de transmision y los experimentos de Johnson.

3.4. Acercamiento del ruido térmico por John B. Johnson y
Harry Nyquist

Johnson llevo a cabo una gran cantidad de pruebas que, aunque consideradas “sencillas”, permitie-
ron definir las variables y las cantidades proporcionales a la amplitud del ruido térmico generado
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por un elemento resistivo (Johnson, 1971). En particular, tras caracterizar la ganancia de cien trio-
dos de distintos tipos desde 1925, en 1928 disefi6 una disposicion experimental compuesta por una
impedancia Z(w) en funcién de la frecuencia angular w * —es decir la razén entre la diferencia de
potencial y la corriente eléctrica al interior de una configuracion, generalmente un circuito lineal
formado por capacitores, resistencias e inductores que actian como filtros— conectada a un ampli-
ficador de triodo A, cuya ganancia habia sido previamente caracterizada mediante su admitancia
transferida Y (w). Este amplificador, a su vez, estaba conectado a un amperimetro de termopar
J, un dispositivo que, gracias a una unién bimetdlica sometida a una diferencia de temperatura,
permite generar una diferencia de potencial medible (Johnson, 1928).

i

4 A

3\ |

Figura 3.9: Diagrama simplificado del circuito por John B. Johnson en Agitacién térmica de la
electricidad en conductores (1928)

Desde el principio de su articulo publicado en 1928 y titulado “Agitacion térmica de la electrici-
dad en conductores”, Johnson comenta los aspectos ya conocidos frente al ruido por parte de los
técnicos especializados en la construcciéon de amplificadores, como el incremento de su amplitud
a medida que la resistencia R de entrada o la temperatura absoluta 7' del conductor aumentaba.
Sin embargo, dicha amplitud, resulta ser independiente del tamafo, forma o material del conductor
(Johnson, 1928). Asi, a partir del andlisis del circuito, Johnson define en su articulo el promedio la
corriente eléctrica cuadrética (7?) medido en el termopar J, debido a la diferencia de potencial de
ingreso proveniente del movimiento de agitacion por parte de los portadores de carga en la parte
real R(w) de la impedancia Z(w):

(1?) = (%BT) /0 " R@)Y (@) dw (3.14)

T

Retomando el montaje propuesto, el amplificador A se encuentra compuesto por seis triodos aco-
plados con transformadores o por bobinas de choque y condensadores, a excepcioén de una etapa
intermedia que se encuentra conectado por medio de un circuito resonante o un filtro pasa-bajas
que permite limitar el rango de frecuencias por amplificar, o en otras palabras definir un ancho de
banda A f. Ademas, este sistema se encuentra encerrado por una cabina metélica elaborada para

“Recuerde que la relacion entre la frecuencia angular y la frecuencia esta dada por la siguiente relacién: w = 27 f
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evitar perturbaciones electromagnéticas y mecdnicas, y dicho amplificador al final se encuentra
acoplado con el termopar J por medio de un transformador (Johnson, 1928).

En principio, mide el promedio del potencial cuadratico de entrada (V2) de entrada al amplificador,
en otra palabras, de la diferencia de potencial producto de la parte real de la impedancia R(w) con
diferentes materiales, variando el valor de la resistencia eléctrica [ que no debe ser confundido
con la resistividad de un material. Entre estos materiales uso resistencias electroliticas hechas de
soluciones acuosas, a partir de sales como NaCl, CuSOy, K,CrO,4 y Ca(NO3),, o filamentos sélidos
de carbono, metales y cerdmicas (Johnson, 1928, 1971).
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Figura 3.10: Voltaje cuadratico (V2) [V'] vs resistencia eléctrica R [©2] en diferentes conductores
por John B. Johnson en Agitacién térmica de la electricidad en conductores (1928)

Como se puede observar en la grifica 3.10 obtenida por Johnson, finalmente vuelve a confirmar que
la amplitud del ruido no se encuentra ligado a la forma o la resistividad del material directamente,
sino de la resistencia eléctrica R, por lo tanto, si tengo dos materiales diferentes, por ejemplo car-
bono y cobre, si las dimensiones del material permiten que ambas resistencias eléctricas R en el
circuito sean equivalentes, la amplitud del ruido térmico seré indistinguible en ambos casos.

Este estudio se realizo también con una impedancia Z(w) propia de un filtro RC, donde dicho
circuito se encuentra en paralelo y con una frecuencia fija f,, obteniendo comportamientos propor-
cionales a la parte real R(wy) de dicha impedancia (Johnson, 1928), descrita en la ecuacién 3.15,
como se observa en la figura 3.11.

Ry
1+ wiC2R?
Asi, finalmente Johnson determina el valor de la potencia aparente P, proporcional a la razon entre
la diferencia de potencial cuadrdtica (V?) y la parte real de la impedancia R(w) con respecto a la

R(wp) = (3.15)



99

wy
=
(]
= =1
o a Vies R 2
> « OBSERVED V
— CALC KR
% ' & T et

RESISTANCE, OHMS

Figura 3.11: Voltaje cuadratico (V2) [V'] vs la componente real de la impedancia R(w) [©2] en un
circuito RC' paralelo con una capacitancia C' = 577 [uC]y fo = 635 [Hz] por John B. Johnson en
Agitacion térmica de la electricidad en conductores (1928)

temperatura de las resistencias, en un rango desde los 93.15° K a 363.15° K, se obtiene una relacion
lineal que corresponde con los resultados obtenidos por Schottky una década antes. Resultado que
le permite desarrollar un método alternativo para hallar el valor de la constante kg con bastante
exactitud (Johnson, 1928).

12 |16 /:/
10 /A“
-
wI
E 81— A
k3 . /
3 g
3
> 6 //
/ Vi vs. TEMPERATURE
) ADVANCE WIRE o
L~ ® R =15 x 0%
o R=,29210%
4 R= 44 x10@ |
H -~
0
0 50 100 150 200 250 300 350 200

TEMPERATURE, DEG.K

Figura 3.12: Potencia aparente P [I/] vs la temperatura de la resistencia 7' [°K] por John B.
Johnson en Agitacién térmica de la electricidad en conductores (1928)

Esto permite a Johnson definir una expresién para la potencia aparente en el circuito debido al
ruido térmico, si la admitancia Y (w) y la impedancia Z(w) a una frecuencia fija, en funcién de la
temperatura del conductor y el ancho de banda A f, que nuevamente corresponde con los valores
hallados por Schottky, en el cudl su valor es independiente de la impedancia Z(w).
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P = 4kgTAf (3.16)

Estos resultados dados por Johnson convergen en una serie de sugerencias para la construccion de
dispositivos donde se requieren impedancias previas a un amplificador, los cuales a su vez revelan
las tres cantidades que son relevantes en el calculo de la amplitud del ruido térmico (Dorfel, 2012),
tal como expresa Johnson:

Hacia el problema de reducir el ruido en los amplificadores causado por la agitacion
térmica, la teoria hace tres sugerencias. La primera es el uso de una baja resistencia
de entrada. Este factor, sin embargo, no suele estar enteramente a nuestra disposi-
cion, estando influenciado por el aparato que suministra el pequefio voltaje que se va a
amplificar. En segundo lugar, la resistencia de entrada puede mantenerse a baja tempe-
ratura. Este expediente, también, tiene limitaciones précticas ya que los elementos que
componen la resistencia de entrada no siempre pueden confinarse convenientemente
en un espacio pequefio. La tercera forma posible de reducir el ruido consiste en ha-
cer que el rango de frecuencia del sistema no sea mayor de lo que es esencial para la
transmision adecuada del voltaje de entrada aplicado. (Johnson, 1928, p 107)

Asi con este arduo trabajo experimental de fondo, Nyquist realiza el andlisis termodindmico de
una linea telefénica con el fin de deducir las relaciones encontradas por Johnson en su articulo
publicado en 1928 y titulado “Agitacion térmica de cargas eléctricas en conductores”.

Para ello, Nyquist considera dos conductores, 1y 2, con la misma resistencia eléctrica R y a la mis-
ma temperatura 7" a una distancia [ entre ellos. De acuerdo a este esquema, el conductor 1 debido a
la agitacion térmica en los portadores de carga se produce una corriente eléctrica que es equivalen-
te a lo largo de ambas resistencias y a su vez, transfiere una potencia al conductor 2, calentdndola.
Este proceso se genera de la misma forma en el sentido contrario (Nyquist, 1928). Sin embargo, el
segundo principio de la termodindmica no permite que se calienten indefinidamente los dos con-
ductores debido a que se encuentran en equilibrio térmico, y por ende, la potencia transferida del
conductor 1 al conductor 2 es equivalente a la potencia transferida del conductor 2 al conductor 1, y
por ende no existe un aumento de temperatura, en promedio, de ambos conductores (Dorfel, 2012).

Ahora, dicha condicion de equilibrio se debe cumplir para la energia transferida en cualquier rango
de frecuencias, ya que, como advierte Nyquist, si el sistema se encuentran en equilibrio térmico,
mas sin embargo se tiene un conductor que opera a un mayor rango de frecuencias A f tal que
transfiere mds energia de la que recibe por ejemplo el conductor 1 con respecto al conductor 2, si
se afiade un circuito oscilante LC' que entra en resonancia dentro del rango de frecuencias propio
del conductor 1 en medio de ambos conductores, la energia transferida del conductor 2 al conduc-
tor 1 serd mayor, debido a que si el circuito oscilante entra en resonancia, la potencia transferida
al sistema LC' serd mayor por parte del conductor 1 que el conductor 2, por lo tanto, el equilibrio
inicialmente propuesto se quebraria, y no es posible ya que ambos conductores se encuentran a la
misma temperatura (Nyquist, 1928).

Ahora, ya que al interior del conductor propuesto inicialmente los portadores de carga, que pue-
den ser entendidos como osciladores eléctricos, al vibrar emiten ondas electromagnéticas que se
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encuentran confinadas a lo largo de la linea de transmision. Dichas ondas electromagnéticas que
se encuentran al interior de la linea de transmisién al estar confinadas, podran ser estudiadas co-
mo una onda estacionaria de forma anédloga a una un onda al interior de un tubo cerrado. Debido
a ello, se propone una frecuencia fundamental f(1) de la cual se definen un nimero infinito de
frecuencias naturales f(n) propias de una onda estacionarias (Nyquist, 1928):
fo) =5
2l
En la anterior expresion v es la velocidad de fase de la onda estacionaria. Ahora, si se considera un
rango de frecuencias A f, es posible hallar el nimero de modos vibracion en el sistema:

(3.17)

2IAf
v
Segun Nyquist, si la linea de transmision es lo suficientemente larga es posible definir una energia
promedio (E;) a través del teorema de equiparticién de la energia para cada una de las ondas
electromagnéticas confinadas, ya que An seria un nimero muy grande de modos vibracién que
podria ser representado a partir de sus grados de libertad. En este caso, se toman dos grados de
libertad electromagnéticos de la onda electromagnética (Dorfel, 2012), tal que la energia total
promedio de las vibraciones es igual a:

An

(3.18)

b
(E) = <ZE> = (E))An ~ HkpTAT (3.19)

v

De esta manera, si el tiempo de transmisién a lo largo de la linea como: ¢ = v/, entonces la
potencia promedio en una sola linea serd igual a:

(P) = kgTAf (3.20)

Por lo tanto, si la potencia promedio en ambas lineas es igual a 2kgTAf, se puede definir la
diferencia de potencial cuadratica promedio debido a la agitacion térmica de los portadores de
carga en cada una de las resistencias en el sistema, recordando que la impedancia del sistema es
igual a 2R:

(V?) = 4RkpTAf (3.21)

Por lo tanto, la potencia disipada por cada una de las resistencias serd igual a la expresion 3.16
hallada por Johnson, el mismo resultado hallado por Johnson a partir de la caracterizacién del
circuito con un amplificador, y comprobado experimentalmente. Este resultado es generalizable a
cualquier impedancia Z(w) conectada a una resistencia, siendo proporcional a la parte real de la
impedancia R(w) la diferencia de potencial cuadratica promedio (Nyquist, 1928):

™

(V) = (%BT) R(w)Aw (3.22)

Recordando que la admitancia de cualquier configuracién Y (w) es el inverso de la impedancia,
entonces es posible definir: (7?) = (V?)|Y (w)|?. Tomando muy pequefios valores de frecuencia
angular e integrando de 0 a co, obtenemos la misma expresion 3.14 hallada por Johnson (Nyquist,
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1928).

La diferencia de potencial cuadratico dada por la ecuacion 3.23 es resultado de asumir el sistema
como un conjunto de osciladores eléctricos, por lo tanto, lo define como un cuerpo negro descrito a
partir de un gas de fotones en equilibrio termodindmico que sigue la distribucion de Bose-Einstein
y por ende, cambia el valor de la energia promedio de acuerdo al valor esperado del nimero de
fotones en un estado dado (Rochin, 2015), especialmente frente a frecuencias muy altas o tempe-
raturas muy bajas (Nyquist, 1928). Asi, dicha diferencia de potencial cuadratico puede definirse de
la siguiente manera:

hAf

exp (k};—fT) —1

La anterior expresion derivada por el mismo Nyquist ofrece un entendimiento més profundo del
ruido térmico, ya que la relacién entre radiacién y materia, asumiendo niveles discretos y una
imagen discreta de la materia, permite definir al interior del conductor un gas de fotones pro-
ducto de dichos osciladores eléctricos,y que constantemente cambia su nimero debido a que los
fotones emitidos interactdan con las moléculas, siendo absorbidos nuevamente. Este proceso de
absorcion-emision cuando se encuentra en equilibrio termodindmico el sistema, significa que la
cantidad energia electromagnética por unidad de volumen es idéntica a lo largo del espacio y es
independiente de su polarizacion (Rochin, 2015). Por lo tanto, desde esta vision se podria definir
la diferencia de potencial cuadratico a partir de las fluctuaciones energéticas del gas de fotones
al interior del material conductor debido a su interaccién con las moléculas que lo componen y a
efectos cudnticos que alteran dicho equilibrio.

(V?) = 4R(f) (3.23)

A modo de epilogo del recorrido histérico, Las ideas de Nyquist junto al riguroso trabajo experi-
mental de Johnson, permitirian construir mejores caracterizaciones en sistemas fluctuantes, espe-
cialmente cuando estos se encuentra en equilibrio termodindmico, con aplicaciones en la biologia,
especialmente en la descripcion de la dindmica de proteinas y sus mecanismos de conversion de
energia (G., 2019). Paralelamente, la investigacion del ruido térmico a bajas temperaturas serd una
construccion de interés, ya que, permitiria la medicion de la potencia proveniente de la radiacion
del fondo cosmico de microondas a partir de un parametro fisico en las antenas conocido como tem-
peratura de antena. Ya que, primero se teorizo la medida de radiacion térmica a unas frecuencias
determinadas por R. H Dicke en 1946 a partir de la conexidn entre el ruido térmico y la descripcion
del cuerpo negro, y en 1964, es medido directamente la potencia asociada a la radiacion del fondo
cdsmico de microondas de un manera no intencionada por los investigadores Arno Penzias y Ro-
bert Woodrow Wilson (Wilson, 1978). Todo esto sin olvidar la influencia de estas contribuciones
en la fisica experimental que requiere amplificar sefales eléctricas con una energia muy pequefia
provenientes de diferentes fuentes, como puede ser la deteccion de ondas gravitacionales, recor-
dando que el ruido térmico no es la tinica fuente de error en las medidas (Cella, 2017).

Retomando los resultados propios de la descripcion del ruido térmico, estos pueden ser deducidos
también a partir del uso de ecuaciones diferenciales estocdsticas, permitiendo describir incluso en
tiempos muy cortos el sistema, ampliando su rango de estudio a regimenes transitorios, y ofre-
ciendo una perspectiva mds detallada de su dindmica influenciada por las fluctuaciones aleatorias.
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Dichos tratamientos en la teoria serdn realizados a lo largo de la siguiente seccion.

3.5. Dos ejemplo practicos del ruido térmico en circuitos linea-
les

Dado el contexto historico acerca de la idea de ruido, especificamente en los circuitos eléctricos.
Se hard una revision de dos sistemas cldsicos en el andlisis de circuitos: el circuito RC'y RLC bajo
las condiciones de ruido térmico explicitados. Sin embargo, para ello se hard uso de las ecuaciones
de Langevin y el proceso de Ornstein-Uhlenbeck, tal que el anélisis cuando se toma tiempos muy
grandes, o t — oo, converga a los resultados de los autores en el primer tercio del siglo XX.

3.5.1. El circuito RC con ruido térmico

Un circuito RC' es un circuito compuesto por una resitencia 2 y un capacitor C, que suele ser
utilizado en la creacion de filtros pasa-bajas, filtros pasa-altas y con ayuda de interruptores, sean
mecdnicos o electrénicos, osciladores a partir de su caracteristica curva (Salamanca, s.t.).

Con una resistencia ideal R, o en otras palabras una resistencia sin presencia de ruido térmico, la
ecuacion diferencial que sigue el circuito con una capacitancia C, junto a una fuente V' (¢), y es
igual a:

dQ(t) | Q(t)

R=24 =50 =V () (3.24)

Sin embargo, si se afade el ruido térmico, o diferencia de potencial estocdstica V4 (t), debido a la
inclusién de una resistencia R no ideal, y desconectamos la fuente V' (¢), la carga eléctrica Q(t) se
convierte en una variable aleatoria, y por lo tanto, se obtiene una ecuacién diferencial estocdstica,
recordando que debe ser descrita a partir de un muy pequefio At.

1 ‘/;st (t>
t+ At) —Q(t) = ——=Q(t) At
QU+ Ab) = Q) = ~ 5= QAL + =%
Debido a que el flujo de cargas al interior de la resistencia en promedio serd igual a cero, por lo
tanto, (V.s;/R) = 0, y como consecuencia de que ninguna medida de flujo en un tiempo ¢ afecta a

las demds medidas t', es posible introducir el propagador de Markov en la ecuacién diferencial:

At (3.25)

Qt + AL — Q(t) = —1Q()At + /B MNFA(0 1) — _ Rl—c (3.26)

Al igual que la particula browniana analizada en el capitulo 2, el modelo que rige a la carga eléc-
trica en el sistema serd una distribucion gaussiana, debido a los mismos argumentos: (1) En un
tiempo t, la carga eléctrica almacenada en el capacitor C, serd producto de la suma de una gran
cantidad de variables aleatorias, los pequefios aumentos o disminuciones en un tiempo At, y (2)
La independencia estadistica entre estos pasos, que permiten aplicar el Teorema central del limite.

Con el fin de no extender el documento con los calculos realizados el calculo detallado se encon-
trara en el anexo B.2. Con esta aclaracion realizada, se procede a realizar el andlisis de acuerdo
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Figura 3.13: Aplicaciones del circuito RC'. (Elaboracién propia)

a los resultados hallados. En principio, se exponen la funcién para el valor esperado de la carga
eléctrica hallada con la ecuacion diferencial anteriormente descrita, asumiendo como condicién

inicial Q(0) = Qy:

(Q(t)) = Qoe™ (3.27)
La varianza de la carga eléctrica almacenada en el capacitor:
B2
(@) = 51 =) (3.28)
Por tltimo, la distribucién de probabilidad asociada a la carga eléctrica
1 —(Q — Qpet)?
p(Q.t) = - exp ( (ﬁ? e -~ 2 ) (3.29)
\/QW(%)(l et 2(55)(1 — e=1)

Como se puede denotar, las ecuaciones del sistema, por ende sus gréficas, para el valor esperado
(Q(1)), 1a varianza ((Q?(t))) y la distribucién de probabilidad p(Q, t), son similares a las descritas
para la velocidad de la particula browniana (Observe: 2.35, 2.41 y 2.42). Sin embargo, debido a
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Fuente

ruidosa —
Vest (f)

Figura 3.14: Circuito RC con una fuente ruidosa. (Elaboracién propia)

que existe un cambio en el factor -, los valores propios de la amplitud de las fluctuaciones [ y las
condiciones sobre cada uno de los elementos del circuito si serd particularizado.

En principio de forma anéloga, se puede utilizar el teorema de equiparticién de la energia para
hallar el valor de la energia almacenada por el capacitor. Esto teniendo en cuenta que la varianza
converge a un valor maximo ((Q?(t))), mientras el valor esperado {Q)(¢)) disminuye a cero cuando
t — 0. Asi, el grado de libertad propio del circuito, dado por el potencial eléctrico al interior del
condensador, reemplazando v = 1/RC' serd igual a:

1|, 9 PR kT
5o | @ = 2 =2 (330)
Tal que, la amplitud de las fluctuaciones es igual a:
_ 2kgT

2
B I (3.31)
En este caso, la amplitud de las fluctuaciones es inversamente proporcional a la resistencia R del
circuito. En principio esto se debe a que entre mayor es la resistencia, la curva caracteristica del
decaimiento o crecimiento de la corriente eléctrica I(¢) serd mds pronunciada si la resistencia
eléctrica es mayor. De esta manera, es posible definir la siguiente cantidad como:

P — kyTC (3.32)

Si se realiza un analisis de la potencia del circuito, es posible deducir que la potencia suministrada
por el capacitor y la potencia disipada por la resistencia, deben ser iguales a la potencia propia de
la fuente ruidosa:

Po(t) + Pr(t) = Py, (1) (3.33)

Sin embargo, en el analisis, el valor tomado seréd su promedio, en el cudl es posible deducir que:
(Py...(t)) = 0, debido a que la fuente ruidosa no suministra aumentos o descensos de energia en
promedio. En consecuencia, la potencia promedio disipada por la resistencia ( Pg(t)) debe ser igual
a la potencia suministrada por el capacitor (Pc(t)). Por lo tanto, si se tiene en cuenta la siguiente
expresion:

(Q*(1)) = kpTC(1 — e 70) 4 Q2e 7o (3.34)
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Debido que el capacitor suministra corriente eléctrica a medida que cambia la diferencia de poten-
cial al interior de sus placas, su potencia serd positiva, por lo tanto, la funcién de potencia promedio
estard dada por la siguiente expresion:

2 2
(Po(t)) = %g)) = 1235(1 — e o) + Do -4 (3.35)

Dicha potencia promedio (Pc(t)), si se toma un tiempo t — oo, en otras palabras cuando el
sistema se encuentra en equilibrio termodindmico, entonces, su valor serd igual a:

, kT
lm (Po(t)) = RO

En este caso, se puede obtener la varianza de la diferencia de potencial ((V)) en el capacitor
C, por ende, la varianza de la diferencia de potencial ((VZ)) que permite el flujo de electrones
al interior de la resistencia R, teniendo en cuenta, primero que la carga promedio tiende a cero
cuando t — oo, por lo tanto, su contribucion es nula, segundo, al ser un circuito en serie es posible
deducir que la corriente eléctrica que fluye en todos los componentes de la malla tiene el mismo
valor, y tercero la relacion entre las potencias promedio de cada uno de los elementos del circuito:

(3.36)

(vVe) = Rnggo <Pc(t)>} = % (3.37)

Dada la potencia del sistema en equilibrio termodindmico, es posible afirmar que la potencia disi-
pada por la resistencia, cuando ¢ — oo serd igual a:

i (Pe(0) = A i (22001 | = i () 639)

t—o00 {t—)oo

La corriente eléctrica a lo largo del circuito RC, cuando el sistema se encuentra en equilibrio
termodindmico es igual a:

() = rel

(3.39)

Abhora, si se quiere avanzar en el andlisis propuesto se hard uso de un resultado propio del circuito
RC en el régimen de las frecuencias, utilizado generalmente para el cdlculo de las frecuencias que
permiten el paso al interior del circuito los filtros, o los desfases que permiten construir una senal
senoidal en los osciladores RC', denominado como el ancho de banda A f, ya nombrado anterior-
mente. El ancho de banda A f es un intervalo de frecuencias que se catalogan como relevantes
dentro de un sistema electronico, debido a que se encuentran relacionados con una potencia de
salida de interés en la medida. Para calcular dicho ancho de banda A f, se realiza en principio el
célculo de la funcién de ganancia |H (w)|* (Lundeberg, 2002), donde w es la frecuencia angular
en la sefial eléctrica debido a su paso en el circuito RC, se define a partir del modulo al cuadrado
de la raz6n entre dos fasores que representan magnitudes al interior de un circuito. Puntualmente
para este caso, el cociente esta dado entre la amplitud de la sefial de entrada Vj,,,:(w) y de salida
Voutput (w) (Edminister, 1965; Salamanca, s.1.). En el caso puntual del circuito RC, la funcién de
ganancia es:

1 1
H 2 _ H 2 _

(3.40)
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Al integrar la funcién ganancia con respecto a la frecuencia desde 0 a oo, se halla el ancho de
banda:

Y TR I 1 1
Af= 27r/0 HFdf = 27r/0 1+ 42 f2R2C2 i = 4RC 34D

Si se reemplaza el valor (C')~! = 4RA f en las ecuaciones 3.37 y 3.39, se obtienen las ecuaciones
halladas por Nyquist en 1928:

((V3)) = 4kgTRAf (3.42)
() = S (343)

Desde el andlisis del circuito partiendo desde su régimen transitorio nos permite observar el de-
caimiento exponencial del promedio en tiempos cortos, lo cudl conlleva a una répida visualizacién
del régimen estacionario, en el cudl el valor de la energia al interior del circuito es constante.

C
|
Fuente | |
ruidosa
() X
Vest (O
L

Figura 3.15: Circuito RLC. (Elaboracién propia)

3.5.2. El oscilador electrénico amortiguado con ruido térmico

Por el contrario, un circuito RLC compuesto por una resistencia R, un capacitor C'y un inductor L,
ampliamente utilizado para la creacion de filtros, osciladores de alta frecuencia y sintonizar sefnales
a partir del fenémeno de resonancia. Dicha configuracion sin la presencia de una diferencial de
potencial, sea estocdstica o determinista, se puede modelar a partir de las siguientes ecuaciones
diferenciales:

Q)

LAl (

S L RIG) +

= 44
7 0 (3.44)

[ =—-+ (3.45)
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En este caso, al igual que en el montaje anterior se propone una resistencia no ideal, que propor-
ciona una diferencia de potencial estocéstica V. (t) debido al movimiento de agitacion. Tal que
las ecuaciones diferenciales que modelan el sistema serdn iguales a:

I(t+ At — I(t) = —%I(t)At _ %Q(t}At +

Vest
L

At (3.46)

Qt + At) — Q(t) = I(t)At (3.47)

Donde (V,;/L) = 0, debido a que en el circuito anterior el flujo de electrones neto es igual a cero
en promedio y la autocorrelacion de la diferencia de potencial estocdstica es nula entre dos instantes
de tiempo diferentes ¢ y t/, se introduce el propagador de Markov en la ecuacién diferencial:

T(t+AL) —I(t) = —yI () At —w?Q(t) At ++/B2 ALNITAH(0,1) — v = % w? = R_lc (3.48)
A diferencia de los modelos de los sistemas anteriores, en este tenemos dos ecuaciones diferencia-
les acopladas. Sin embargo, al igual que los anteriores casos, cada una de las variables Q(t) e I(t)
se encuentran compuestos por la suma de una gran cantidad de pasos, cada uno realizado en un
tiempo At, los cuales en si mismos son una variable aleatoria, permitiendo modelar las soluciones
de ambas variables como una distribucién gaussiana teniendo en cuenta el teorema del limite cen-
tral.

Dicho esto con el fin de no extender el documento, al igual que en el circuito RC, se coloca a
disposicion del lector el célculo detallado en el anexo B.3, y se describen las solucion del sistema,
dando cuenta de los aspectos mas relevantes en ella. En este caso se hace uso de la siguiente
condicion: 7 < 2w, el cudl define el sistema como un oscilador subamortiguado. En principio, los
valores esperados de la carga () y la corriente eléctrica () se expresan de la siguiente manera:

i t
(Q(t)) = exp ( - % - ) [QO cos (at) + (10 + VTQO) Sméo‘ )} (3.49)
I in (ot
(I(t)) = exp ( - % . t) [[0 cos (at) — (Q0w2 + 077) W] (3.50)
Las varianzas de dichas cantidades se encuentran definidos por las siguientes expresiones:
B B
(@0 =5 (swaz)e‘”[—w +1%cos (2at) — 2yasin(2at)]  (3.5D)
2 | B 2 2 ’
=e "|—=|[-4 — i — :
(I*(t))) = e {87@2] [—4w® + ~v* cos (2at) — 2ary sin (2at)] + > (3.52)

Por altimo, la correlacién entre ambas variables aleatorias es igual a:

526—715
42

cov{Q(t),I(t)} = ( )[1 — cos (2at)] (3.53)
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Figura 3.16: Carga promedio con valores Qo = 1 [C], [y = 1 [A] y R = 1 [?]. (Elaboraci6n propia)

Siendo en todas las expresiones o = y/4w? — 2/2. Como se puede visualizar en las figuras 3.16
y 3.17 se denota la tendencia de los valores esperados o promedio a cero. Mientras, en las figuras
3.18 y 3.19, se marca la tendencia de las varianzas a un valor fijo a medida que el tiempo aumenta.
Ademads, las varianzas tendrdn un intervalo de tiempo con un régimen transitorio que depende de
la magnitud en los elementos pasivos que componen el circuito. De acuerdo a estas observaciones,
si tomamos un circuito compuesto por R = 1 [Q], L = 2 [H], C' = 1/3 [F] >, se puede observar en
la grafica que la energia almacenada en forma de campos eléctricos y magnéticos —en el capacitor
y el inductor, respectivamente— tiende a estabilizarse en un valor minimo constante. La expresion
que sigue la energia promedio serd igual a:

(B(0) = 5(Q70) + 5 LT (D) (3.54
De acuerdo a la definicién de varianza, es posible re-expresar la ecuacién anterior como:
1 1
() = 55[QM)° + (@@ + 5 LI{I(1)" + ()] (3.55)

Que al tomar el limite ¢ — oo donde se asume el sistema en equilibrio termodindmico es se
halla la siguiente expresion que describe el valor de la energia en dicho estado, el cual puede ser
igualado gracias al teorema de equiparticion de la energia recordando los dos grados de libertad
electromagnéticos del sistema con el producto k7"

Es importante aclarar que los valores del capacitor y el inductor son muy grandes a comparacién de las referencias
mds utilizadas en el mercado. Estos valores son dados con el fin de hacer mds notorio el estado transitorio del circuito
a causa de las fluctuaciones de la diferencia de potencial V.
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Figura 3.17: Corriente eléctrica promedio con valores Qg = 1 [C], [y = 1 [A]y R = 1 [Q].
(Elaboracion propia)

) B Lg*
Y (EW) = - + 7 = keT (3.56)

Finalmente, a partir de la igualdad anterior se deduce el valor de /3%, la amplitud de las oscilaciones
estocdsticas, recordando que vy = R/Ly w? = 1/LC":

2RET

2 _
e
Dado que la potencia promedio disipada por la resistencia es igual a la potencia suministrada por el
inductor y el capacitor, en consecuencia es posible deducir que la relacién entre la amplitud de las
fluctuaciones 32, y la potencia promedio disipada por la, permitiendo deducir la relacién hallada
por Schottky en 1918, como se puede observar en la ecuacion 3.7:

(3.57)

_ RkgT
L

Finalmente se hace un comentario frente a la covarianza entre Q)(t) e I(t), que es representada en
la grafica 3.20, el cudl disminuye a saltos a medida que transcurre el tiempo con una tendencia a
cero. Dicha covarianza exhibe el nivel de dependencia estadistica entre ambas variables, siendo en
el equilibrio termodindmico igual a cero. Esto se debe a que en un tiempo lo suficientemente largo,
la magnitud de la corriente eléctrica y la carga eléctrica son tinicamente ruido que debido a su nula
correlacion temporal, denota dicha independencia estadistica entre ambas cantidades.

lfm (P(t)) = R{ Ifm 1%)1 (3.58)

t—o00 t—o00
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Figura 3.18: Varianza de la cargacon valores )y = 1 [C], [y = 1 [A], R=1[Q]y 5 =[1,2,3,4,5].
(Elaboracién propia)

Como se puede observar en las gréficas, si el circuito ofrece las condiciones necesarias: como la
temperatura 7" del conductor y los componentes del circuito pueden generar regimenes transitorios,
los cuales, de acuerdo con el rango de frecuencias en el cudl se halla la sefial eléctrica, es posible
deducir si dicho régimen transitorio que llega a ser relevante en su analisis.

Hallados estos resultados a partir de las ecuaciones diferenciales estocdsticas que permite ejempli-
ficar el uso de los modelos propios en sistemas fluctuantes y su buen funcionamiento en sistemas
cercanos al equilibrio termodindmico. Todo esto es la consecuencia de una trayectoria de mas de 50
afios de trabajo alrededor de una teoria que inicialmente parecia establecerse desde una perspectiva
meramente tedrica, pero que el mismo desarrollo tecnoldgico llevo a la realidad y a la instauracion
de modelos que no solo permiten su explicacion, sino su manipulacion para el mejoramiento de la
tecnologia basada en la electricidad.
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Figura 3.19: Varianza de la corriente eléctrica con valores Qy = 1 [C], Iy = 1 [A], R=1[Q] y
p =11,2,3,4,5]. (Elaboracién propia)

Figura 3.20: Covarianza entre la corriente eléctrica y la carga con valores Qy = 1 [C], [y = 1 [4],
R=1[Q]yp=1[1,2,3,4,5]. (Elaboracién propia)
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Figura 3.21: Energia almacenada en los componentes C'y L con valores Qy = 1 [C], I, = 1 [4],
R=1[Q),L=2[H],C=1/3[F]yp = 1. (Elaboracién propia)



Conclusiones

= A partir del andlisis historico se evidencia la relevancia que tiene la idea de fluctuacién en
fisica al permitir ampliar la mirada de los hitos cientificos, el planteamiento de las proble-
madticas que guiaron la discretizacion de la materia y su posterior triunfo en la actualidad
a través de pruebas empiricas. La fluctuacion en fisica es consecuencia de la introduccion
de modelos estadisticos en problemas que no son resolubles debido a su alta complejidad o
inconmensurabilidad de célculo a través de las leyes que definen los estados individuales de
una gran cantidad de cuerpos; sin embargo, si se dota de una interpretacion al interior de los
fendmenos fisicos para el valor esperado o la varianza, esto permite a la fluctuacién tomar un
papel relevante en la construccion de modelos y ser usada en la interpretacion de resultados
en diferentes dreas como la electrénica. Desde una perspectiva pedagdgica, su comprension
permite construir un marco conceptual mas solido frente a la interpretacion de los fenéme-
nos fisicos partiendo de la discretizacion de la materia debido a que la inclusion de estas
condiciones en un sistema nos ofrece informacién de las configuraciones que lo compone y
su amplitud hace evidente si el modelo utilizado para el sistema requiere de una construccion
estocdstica para su descripcion o puede ser simplificado a uno determinista donde el valor
esperado predomina con respecto a las desviaciones a las cuales ningtn sistema es inherente.

= De acuerdo a los diferentes sistemas analizados como el movimiento browniano y el ruido
electrénico fundamental, se puede afirmar que la construccién de modelos en fisica que
hacen uso de la discretizaciéon de la materia, requieren de construir un puente entre dos
niveles de formalizacién: el primero, las leyes que definen los estados en los elementos que
constituyen el sistema, como las ecuaciones de movimiento de cada molécula en un gas
descritas a partir de la mecdnica cldsica, y segundo, el estado macroscépico exhibido por el
sistema a través de cantidades sensibles a la medida. Este puente se obtiene a través de la
construccion de una distribucion de probabilidad para los estados a nivel microscopico y la
interpretacion de los diferentes momentos estadisticos, como la varianza y el valor esperado,
en las mediciones realizadas sobre un sistema que exhibe un estado macroscépico. Este
puente es fundamental en la interpretacion de los principios de la termodindmica, ya que
la introduccién de una hipdtesis molecular en la explicacion de los fendmenos térmicos
conlleva a la construccion de paradojas, como la paradoja de Loschmidt y la paradoja de
recurrencia, donde situaciones como la creacién de gradientes de temperatura a partir del
un sistema en equilibrio térmico de forma espontanea exhibiendo una disminucién de la
entropia en el sistema son posibles bajo las leyes descritas a nivel microscopico, pero no se
exhiben a nivel macroscépico. Estas paradojas en la ensefianza de la fisica permiten abrir el
debate frente a la naturaleza estadistica de los principios de la termodindmica y definir una
relacién coherente de un sistema entre el estado que exhibe en la medida macroscépica y los
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estados microscopicos de sus constituyentes a través de la interpretacion estadistica.

La discusion Zermelo-Boltzmann a finales del siglo XIX acerca de la cantidad H propuesta
por Boltzmann en 1872, tiene como consecuencia la construcciéon de un universo macros-
copico bajo la influencia de las fluctuaciones. En este universo, la variable aleatoria es un
concepto fundamental para definir la irreversibilidad espontanea de los procesos, ya que,
esta se define a partir de una distribucién de probabilidad que en consecuencia, define la
irreversibilidad con base a una ley estadistica. Asi, los estados espontdneos observados des-
de nuestra experiencia son macroestados que exhibe el sistema debido a que tienen asociado
un numero muy grande de configuraciones frente al ntimero total de arreglos en los microes-
tados de las constituyentes del sistema, en comparacién con el nimero de macroestados que
exhibe el sistema si de forma espontanea exhibe situaciones bizarras, como la descrita en el
anterior punto. Sin embargo, las explicaciones de fenOmenos macroscopicos se encuentran
ligados a una variable aleatoria debido al movimiento de agitacion en las moléculas, por lo
tanto, el establecimiento de la teoria de fluctuaciones a partir de las investigaciones reali-
zadas por Einstein entre 1904 y 1906, donde la descripcion de las desviaciones energéticas
en un sistema en equilibrio termodindmico y el movimiento browniano, permiten hacer evi-
dente esos eventos que segin Boltzmann eran imposibles de observar experimentalmente,
se hizo realidad. En la ensefianza de la fisica, esta consideracion de orden histérico permite
hacer evidente la profundidad que tiene la inclusién de la variable aleatoria en la descripcion
de los sistemas, y gracias a los aportes de Einstein, es posible colocar a disposicion sistemas
susceptibles al movimiento de agitacion, desde los cuales sea posible la discusion fuera de
un terreno meramente tedrico, especialmente frente a la medida del nimero de Avogadro a
partir del desplazamiento cuadratico medio de un gran nimero de esferas al interior de un
fluido.

De acuerdo a la breve reconstruccion histérica de la problematica, que conlleva al estudio
del ruido electrénico fundamental debido al movimiento de agitacion por parte de los por-
tadores de carga bajo diferentes condiciones, caracterizado en sistemas de amplificacion a
través de tubos de vacio, es posible colocar en evidencia la importancia que tiene el esta-
blecimiento de la teoria de fluctuaciones al interior de sistemas en equilibrio termodindmico
como los circuitos eléctricos, ya que la prediccion, caracterizacion y medicion del ruido de
disparo y el ruido térmico, presentes en todo sistema electronico permite la mejora en la
construccién de dispositivos que hacen parte de nuestro dia a dia, donde la alta ganancia de
los amplificadores es necesaria. Ademas, se observa como la construccién de conocimiento
desde la tecnologia y la ciencia son procesos que a pesar de encontrar cierta independencia
uno del otro, su convergencia a una tecnificacion cientifica, donde la tecnologia encuentra su
descripcion fundamental a partir de razonamientos cientificos y no de proposiciones prag-
maticas. Asi, frente a la ensefanza de la fisica y la electrénica, las fluctuaciones presentes en
un circuito debido a la discretizacion de la materia y el valor de la carga, permite caracteri-
zar los dispositivos electrénicos a partir de esta premisa, donde la analogia con un continuo
presente en la corriente eléctrica se queda corta frente a la explicacion de fendmenos y la
construccidn de dispositivos, haciendo uso del puente antes descrito.

La introduccién de modelos dindmicos como la ecuacién de Langevin definida a partir de un
proceso estocdstico, o variable aleatoria que depende del tiempo, tiene como consecuencia
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la descripcion del fendmeno incluso en situaciones de no-equilibrio donde las fluctuaciones
predominan en la dindmica del sistema. Las distribuciones de probabilidad en funcién del
tiempo como resultado de la solucidn de la ecuacion de Langevin, permiten definir regime-
nes transitorios y estacionarios de un sistema fisico bajo condiciones de ruido de diferente
amplitud, en los cuales se observa que incluso en régimen estacionario o estado de equili-
brio termodinamico, el sistema no se encuentra realmente en una situacion estatica, siendo
la autocorrelacion entre cada uno de los eventos que componen la descripcion del sistema
la herramienta que define la tendencia del mismo. Este tipo de modelos son de alta com-
plejidad, no por los procesos realizados sino por la necesidad de interpretar bajo la mirada
estadistica el sistema fisico, donde la solucién no es una trayectoria cldsica sino una distribu-
cién de probabilidad en la cual sus momentos varian en el tiempo, siendo desde la ensefianza
de la fisica el uso de estos modelos en sistemas que han sido descritos histéricamente como
le movimiento browniano o el ruido térmico, los que permiten su acercamiento al encontrar
las conexiones ya predichas desde la discretizacién de la materia, con el fin de extrapolar
la idea de ruido o fluctuacién a sistemas en los cuales las perturbaciones no necesariamente
provienen de dicha fuente.
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Apéndice A

Demostraciones en los articulos de Clausius
y Maxwell

A.1. Sobre la naturaleza del movimiento al que llamamos calor
por Rudolf Clausius (1857)

A.1.1. Relacion entre la presion ejercida por un gas sobre las paredes de un
recipiente y la velocidad de las moléculas que lo conforman

Para hallar una relacién entre la presion ejercida por un gas sobre las paredes de un recipiente en
funcion de la velocidad de las constituyentes es importante tener en cuenta el contexto propuesto
por Clausius. En principio, las moléculas no tienen un volumen definido, las fuerzas intermolecu-
lares son despreciables en un gas ideal y estds presentan un movimiento rectilineo uniforme, por
ende, dichas moléculas se comportan como una particula libre hasta chocar contra alguna pared.

De acuerdo a esto, en principio €l busca hallar el numero de choques por segundo que se genera
sobre una pared, primero, hallando la frecuencia con la cual choca una particula en funcién de su
angulo de incidencia y después, el nimero de moléculas que se encuentran a lo largo de un area
determinada, teniendo en cuenta que la colisién es perfectamente eldsticas entre la molécula y la
pared.

Teniendo en cuenta la figura A.1, ;jcuanto tiempo tarda en recorrer la trayectoria sefialada en rojo
por una particula a velocidad constante v?

Sea:

cos (0) = % Por lo tanto l= $h(9) (A.1)

Tal que, si se tiene en cuenta que la velocidad v es constante, entonces:

21 2h
= —  Porlo tant At =
At or o tanto v cos (0)

v (A.2)
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Figura A.1: Colision entre molécula y pared del recipiente. (Elaboracion propia)

Por lo tanto, la frecuencia del choque viene dada por (At)~!. Ahora, teniendo en cuenta la figura
(tal2), se define una semiesfera de radio R arbitrario, con centro en el punto donde se genera la
colisién, un drea delimitado por los radios 7, = Rsen (0) y ro = Rsen (6 + Af). Esta semiesfera,
nos permite definir una el nimero de moléculas a lo largo del espacio con respecto a su dngulo de
incidencia, recordando que ninguna direccidn se encuentra privilegiada.

Dicha drea sombreada puede ser calculada a partir de la siguiente integral:
27 0+A0
AS = / / R?sin (0')d0' d¢ = 2w R*[cos (0) — cos (6 + A0)] (A.3)
o Jo

De acuerdo a la definicién de derivada, construiremos la siguiente aproximacion:

d[cos(6)] - o8 (0 + Ab) — cos (0)

do A6 A4
Asi el drea requerida es reescrita de la siguiente manera:
d 0
AS = —2WRQ%A9 — 27 R? sin () Af (A.5)

Si la densidad de moléculas a lo largo del espacio es uniforme, debido a que ninguna direccidn es
privilegiada, se define la siguiente raz6n entre el nimero de moléculas NV a lo largo de la superficie
toda la semiesfera S y el numero de moléculas AN en la superficie AS:

AN AS 2w R? sin (0) A6
N S 27 R?

= sin (#) A (A.6)
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ry r

Figura A.2: Area delimitada por los radios. (Elaboracién propia)

De esta manera el nimero de choques por segundo definido para un intervalo del dngulo de in-
cidencia 6 y 6 + A6 sera igual al producto entre el nimero de moléculas AN y la frecuencia de
colision:

AN oN

A = o o8 (0) sin (0)A0 (A.7)

Seguido a la deduccién de este valor, se procede a hallar la fuerza sobre una pared de drea A, con
el cual sea posible deducir la presion sobre la pared del recipiente:

AF = Ap(AA—]Z) = (Ap)% cos (0) sin (0) A6 (A.8)

De acuerdo a la figura (tal), la diferencia de momento lineal debido a una molécula de masa m, en
la direccion perpendicular al drea A es igual a:

Ap = ps — p; = mvcos (0) — [-mu cos (0)] = 2muv cos () (A.9)

Asi, introduciendo el valor de la ecuacion A.9 en A.8, tomamos un AF' muy pequeilo, tal que se
comporte como un diferencial, se integra el dngulo ¢ desde 0 hasta 7:

2 v>mN mN
F :/ T cos? (6) sin (0) df = - (A.10)
0 h 3h
Ya con este ultimo dato, es posible a partir de la definicién de presion, hallar dicha magnitud,
teniendo en cuenta que el volumen del recipiente es el de un prisma V' = Ah :
v*'mN _ v*mN

P = SAh - 3V (A.11)
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Ademads, teniendo en cuenta la definicion de energia cinética E. de un sistema de particulas, es
posible deducir la siguiente relacion:

§PV: v’mN _
2 2

E,. (A.12)

A.1.2. Razén entre la energia cinética . y el calor () suministrado en un
proceso termodinamico

Enunciado: Formular que si el calor especifico c es constante, es equivalente a definir que la ra-

z6n entre la vis viva del gas y la vis viva del movimiento de traslacion el cual sirve para medir la
temperatura también lo es (Clausius, 1857).

Demostracion: Recordando el primer principio de la termodindmica en su forma diferencial:

dU = dQ + dW (A.13)

Definimos el calor suministrado d() a lo largo de un proceso isocérico, un proceso termodindmico
en el cual un gas aumenta su temperatura a volumen constante 1/, en este caso aumenta la presion
desde P a P + dP, e isobdrico, por el contrario, es un proceso termodindmico en el cual un gas
aumenta su temperatura a presion constante P, en este caso aumentade V a V' + dV.

dQ = medT (A.14)

dQ) = medT + PdV (A.15)

En este caso, de acuerdo a la ley de Charles, es posible definir:

v
dV = —dT A.16
V=r (A.16)

Por lo tanto, teniendo en cuenta que los diferenciales de calor d() son cantidades muy pequeiias,
en un proceso isobdrico como d@) = mc'dT, A.15, teniendo en cuenta que A.16 se introduce en
A.15:

PV
mcdT = medT + TdT (A.17)
Construyendo la siguiente relacion:
m(c — )T = PV (A.18)

Si integramos en ambos lados la ecuacién A.14, definimos que ) = mcT, es posible reescribir la
relacién anterior como:

(¢ —¢)

Por lo tanto, si usamos la anterior expresion y reemplazamos PV por la relaciéon A.12, obtenemos
la raz6n buscada:

Q= PV (A.19)
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% _ g(% _ 1) (A.20)

A.2. Deduccion del camino libre medio de una particula por
Rudolf Clausius (1859)

Enunciado: Hallar el desplazamiento libre medio de una molécula en un gas, que tiene una den-
sidad de moléculas homogénea a lo largo del espacio, dividido por celdas ctbicas de longitud .
Esta arista A se define como la distancia promedio entre el centro de dos esferas de accién con
radio r (Donde A > 2r). [Nota: Tanto la molécula de prueba como las moléculas del gas en que se
difunde, tienen la misma velocidad promedio.]

Demostracion: De acuerdo a la figura 1.3, se propone que la probabilidad de que una molécula
atraviese una distancia d sin chocar contra otra molécula que hace parte del otro gas es: a, un
nimero que se encuentra entre 0 y 1. Por lo tanto, asi como la probabilidad de que una moneda
caiga tres veces en cara es igual a:

() -()

La probabilidad de que atraviese la molécula una distancia 3d sin chocar con otra molécula que
hace parte del otro gas, es:

Ws = (a)(a)(a) = a’

Resultado que se debe a la densidad de moléculas homogénea del gas en que se desplaza la molé-
cula, ya que, no existe ningtn lugar del espacio privilegiado en el cual la probabilidad de que una
molécula atraviese dicha distancia d sin colisionar sea diferente de a. Generalizando el resultado
anterior al continuo, tenemos que:

flx)=a" (A.21)

De acuerdo a las propiedades de los exponentes —« = In(a), la expresion anterior puede ser
descrita desde la funcidn exponencial que es mucho maés sencilla de emplear:

flz)=e"" (A.22)

Para hallar el valor de la constante «, se hace uso de una situacién: la molécula se desplaza una
distancia 6 muy pequeiia, de modo que las moléculas del gas se encuentren en una posicion fija
a lo largo del movimiento. En esta situacidn, se colocara una esfera de accién en cada uno de los
vértices de la celda con arista A, como se muestra en la figura 1.3.

En primer lugar, la probabilidad de hallar la molécula a una distancia J se puede aproximar a partir
de la serie de Taylor correspondiente a la funcién exponencial:

f()=e®x~1—-ad (A.23)
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Ahora, la probabilidad de dicha molécula se encuentre al interior de una celda de arista A\, depende
del volumen que puede ser ocupado por la molécula desplazandose en linea recta sin colisionar, en
otras palabras que no es bloqueado por las esferas de accion:

A3 —7r2h r
Teniendo en cuenta que la probabilidad de que no ingrese la molécula en la celda es igual a la
razon entre el drea efectiva al interior de la celda proporcionada por cuatro circulos de radio r y el

area de una cara de la celda. Si comparamos la expresion A.23 y A.24, es posible deducir que:

7T’I"2

Ahora, para encontrar un nimero N’ de moléculas que componen un gas, el cual se difunde en un
segundo gas, que se desplazaron desde la posicion inicial hasta una distancia x sin colisionar, a

partir de la siguiente expresion:

N'(z) = Ne~(Ga)e (A.26)

Acto seguido, estableceremos el nimero de moléculas que se encuentran en un intervalo definido
desde una distancia arbitraria x a x + dx, donde dx = 9, sin colisionar es igual a:

AN’ = N'(z) = N'(z + dz) = Ne” G _ Ne=(5r)e

Sacando factor comun:

AN’ = Ne~(55)e [1 - e(%)dw]

Realizando una sustitucién a partir de la serie de Taylor propia de la funcién exponencial:
2
) [1 -1+ (%)dz]

2 2
AN’ = Ne~(55)= <ﬂ> dr (A.27)

dN' = Ne~ 5

Deducimos la siguiente expresion:

Ahora, teniendo en cuenta que el intervalo de distancias entre x y z+dx es muy pequefio, podemos
asociar a todo el nimero de moléculas al interior de dicho intervalo, que la distancia recorrida desde
el origen sin colisionar es igual a x, por lo tanto, la distancia media recorrida por una molécula de
un gas que se difunde en otro, es igual a:

=¥ / zdN' = v / Ne Gs )$(/\—)xdx (A.28)
o0 Tr 2 2 )\3 oo A3
(=Yg [ TT _ (™ )z _
A & e RO G

Integrando:
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Finalmente obtenemos la expresion del recorrido libre medio, o la distancia recorrida en linea recta
que en promedio realiza una molécula en un proceso de difusién sin colisionar con otra.

/\3

2

(1) = (A.29)

A.3. Deduccion de las proposiciones de James Clerk Maxwell
(1860)

Proposicion 4

o
N
v

Figura A.3: Espacio de velocidades. (Elaboracién propia)

El nimero de particulas con una velocidad entre:

vyov+dv, — N f(v,)dv, (A.30)
vy v+ dv, — N f(v,)dv, (A.31)
vyv+dv, — N f(v,)dv, (A.32)

La existencia de la velocidad v, no afecta las velocidades v, y v., ya que las tres componentes de
la velocidad son independientes debido a la ortogonalidad de los ejes coordenados. Por lo tanto, la
probabilidad de encontrar una particula con velocidades en los intervalos [v,, v, + dv,|, [vy, v, +
dv,] y v, v, + dv,] estd dada por el producto de las probabilidades individuales:

N f(vg) f(vy) f(v,) dv, dvy dov, (A.33)
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Donde dv,dv,dv, representa un elemento de volumen en el espacio de velocidades. La densidad
de probabilidad de encontrar una molécula con velocidades v,, vy, v, por unidad de volumen en el
espacio de velocidades es:

Nf(vx)f(vy>f(vz) (A34)

Dado que las direcciones de las coordenadas son arbitrarias, esta densidad de probabilidad solo
puede depender de la magnitud de la velocidad, es decir, de la distancia al origen en el espacio de
velocidades:

(v +v* + v?) (A.35)

Por lo tanto, podemos igualar las dos expresiones para la densidad de probabilidad (absorbiendo
la constante NV en ® para simplificar la notacion):

f0a) f(vy) f(v.) = CP(v? + v* + 0?) (A.36)
Tomando el gradiente de ambos lados con respecto a las componentes de la velocidad, obtenemos:
V(f(ve) f(vy)f(v2)) = V(0 +v* + 0% (A.37)
Esto nos lleva a las siguientes ecuaciones para las derivadas parciales:
Of (vy) _0P(u)
a0, 1 W) f(v:) = =5 =(2v,) (A.38)
Of (vy) 0P (u)
Q. =—(2 A.
o, Floa)f(v:) = =5 =(20,) (A.39)
of (v,) _0(u)
3o, 1 () f(vy) = —5 —(2v:) (A.40)

donde u = v} + v + v?. Dividiendo la primera ecuacion por 2v, f (v.) f (v,) f (v.), la segunda por
20, f (vy) f(vy) f(v,) y la tercera por 2v, f(v,) f(vy) f (v, ), obtenemos:

v, v,  2v, Ov,  2v, Ov.  Ou f(v.)f(vy)f(v.) '
Sustituyendo aq(;;“) = 8;22%:;2?;}22)) , podemos reescribir la igualdad como:
Fle) _ f) _ fe) @) a2
20 f(va) 20, f(vy)  20:f(ve)  fa)f(vy)f(vs) '
Cada uno de estos términos debe ser igual a una constante, que denotaremos como —é:
1 of (v, 1 od(v?) 1 1
20, f(vy) Ouy a? v o(v2) a?
Esto nos lleva al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:
Of(vy)  2v,
L f(v,) = I
ov, + o? (ve) =0 M
0P o
(5) L 20) _ an

0s o?
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donde s = v2. Resolviendo la ecuacién (1) por separacion de variables:

df(v.)  2v,
flo) a2

Integrando ambos lados:

(Y
Inf(u)] = =% +Cy

Exponenciando ambos lados, obtenemos la forma de la funcién f (v, ):

f(vg) = Coe™ a2
De manera andloga, se obtienen las funciones para v, y v,:

v

f(vy) = Cse a2, f(v,) = Cge”

<N

Yz
«

2

Q
N

(A.44)

(A.45)

(A.46)

(A47)

Sustituyendo v, = v, = 0 en la relacién implicita entre f y ®, y considerando las constantes de
integracion, se llega a una forma consistente para . Resolviendo la ecuacion (II) con s = v?:

1
=——d
D(s) az®

Integrando:

Por lo tanto:

Combinando las funciones de distribucion para las tres componentes de la velocidad:

(v§+v§+v§)

fuo) foy)f(v:) = Cle” ™ a2

Para determinar la constante C’, utilizamos la condicién de normalizacidn:

[ ron) ) dudny do =1

Sustituyendo la expresion para la funcién de distribucion:

C’ (/ e_zvgdvx> (/ e_zzdvy) (/ e_%dvz

. . . 2
Utilizando la integral gaussiana [*° e™*"dz = /T, cona = _s:

1

C'lavm)(avm)(avm) =1 = C'= 7

37203

(A.48)

(A.49)

(A.50)

(A.51)

(A.52)

(A.53)

(A.54)
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Por lo tanto, la funcién de distribucion de la velocidad en tres dimensiones es:

1 _ WEHvgfv2)

O, v, + ;) = e o (A.55)

Y las funciones de distribucidn para cada componente individual son:

1 2
f(va;):a—ﬁ@ o (A.56)
1 _»
flv) = goze (A57)
fv.) = Lo (A.58)

ay/m

Siendo v* = v} + v + vZ, el nimero de moléculas con velocidad entre v y v + dv se obtiene
integrando la funcién de distribucién en coordenadas esféricas. El elemento de volumen en coor-
denadas esféricas es dv,, = v?sin § dv df) d¢. Por lo tanto, el nimero de moléculas dn con rapidez

d — N > € « 4” d — N (& ‘/U)‘ d A 5

Para hallar la velocidad media T y el valor medio del cuadrado de la velocidad v2, se utilizan las
siguientes definiciones:

1 [ d — 1 [* ,d
T=— v gy y v?= —/ 2?2 (A.60)
N

Finalmente, la velocidad mds probable se encuentra derivando la distribucién de velocidades Z—Z
con respecto a v e igualando a cero:

d (dn

—|—1=0 A.61

dv < dv > ( )
Proposicion 5

Consideremos dos grupos de particulas con distribuciones de velocidad en la direccién x dadas
por:

N o2
dn, = “aZdv, A.62
n a\/7_re ) ( )
y
/ /2
dn/ e 7 dv, (A.63)

T BVT
Aplicamos la transformacion galileana de velocidades para relacionar las velocidades en los dos
sistemas de referencia:

— Uy — U; = Uy + Uy (A.64)
du, = dv!, — dv, — dv!, = du, + dv, (A.65)
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Dado que las distribuciones de velocidad de cada grupo de particulas son independientes, la dis-
tribucion conjunta del nimero de pares de particulas con velocidades v, y v/, en los respectivos
rangos dv, y dv’, es el producto de las distribuciones individuales:

/ vf U%
d(ngnl,) = dngdnl, = e #7e a2dvlduv, (A.66)
afm
Sustituyendo v, = u, + v, y dvl, = du, + dv,:
NN’ _(uotve)? »f
dndn! = e 2 o (duy + dvg)du, (A.67)

apTm

Para hallar el nimero de pares con una velocidad relativa entre u, y u, + du,, sin restricciones en
la velocidad v, integramos sobre todos los valores posibles de v,:

NN’ o (uptv)? 02
ANy, = Tdux/ e 2 o? dv, (A.68)

apfm o

Realizando la integral (como se detall6 en la respuesta anterior), obtenemos:

NN’ up

704277)2
—ﬁ\/me +8% du,, (A.69)

ANy, =



Apéndice B
Solucion a las ecuaciones de Langevin

Las siguientes soluciones estdn basadas en los libros y articulos citados (LLemons, 2002; Gillespie,
1996; Martin Sierra, 2017; Contreras-Vergara y cols., 2021; van Kampen, 2007).

B.1. Particula de Raylegth

Enunciado:Considere un cuerpo esférico de radio r que se mueve a lo largo de un fluido de vis-
cosidad n. Dicho cuerpo se encuentra sometido a una fuerza estocdstica .4 con las propiedades
mencionadas a lo largo de la seccién 4.3. Ademads se asume como condiciones iniciales v(0) = vy

y z(0) = x.

Solucién: Dicho, esto las ecuaciones propuestas para el sistema serdn iguales a:

v(t + At) —v(t) = —yu(t) At + /BEALNITAH0,1) (B.1)
x(t+ At) — x(t) = v(t)At (B.2)

Donde / 52Ath+At(O, 1) es el propagador de Markov. Si reemplazamos ¢t = 0, obtenemos:

v(At) — v(0) = —yv(0)At + /B2AtNS(0,1) (B.3)

Y seguido reemplazamos en la expresion B.1 ¢ = At:

v(2At) — v(At) = —yu(A) AL + 1/ B2ALNZ(0,1) (B.4)
Abhora, si se despeja v(At) de B.3 y sustituye en B.4:

v(2At) = v(0)(1 — yAL)? + (1 — YA/ B2ALNSH0,1) + / B2ALNZ(0,1) (B.5)

Podremos observar, que los valores: v(At), v(2At), v(3At), - -+, v(t) estan compuestas por dis-
tribuciones normales, por lo tanto, si v(¢) se compone de la suma de todos sus intervalos v(At),
v(2At), v(3At), - - -, debido al teorema del limite central, es posible asegurar que si el nimero de
intervalos tiende a oo la distribucién final serd una normal:

134
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v(t) = No((v(®)), ((v*()))) (B.6)

Esto reduce el problema, ya que solamente se requiere hallar el valor esperado y la varianza, dos
cantidades que no son variables aleatorias. Si queremos hallar el valor esperado, lo aplicamos
directamente en la ecuacién B.1:

(0(t+ At) — v(t)) = (—yv(t) At + /BEALNTFAL(0, 1)) (B.7)
(0(t + A)) — (v(t)) = (=yo(H)AL) + (/ B2ALN2(0, 1))

(w(t+ At)) — (v(1)) = —y(v(t)) At + /B2ALN; (0, 1))
Como el valor esperado de la distribucién normal N/™2(0,1) es cero, entonces el término :
(N/T2(0,1)) serd igual a 0.

(ot + A1) = (v(t)) = =7 {v(t) At (B.8)

Si la expresion es dividida sobre At y se aplica el 1imite, donde At — 0, entonces:

(ot + At)) = (v(t))

AL = —y(v(?)) (B.9)
Jim, S = im0t
A — ot (B.10)

Si se resuelve la ecuacidn diferencial B.10, se encuentra que:
d(v(t
(v(1))
In|(v(t))| = =yt + ¢

(v(t) = Ce ™

Considerando la condicion inicial, entonces:

vy = Ce O = ¢

(v(t)) = voe™ " (B.11)

Ahora, para hallar la varianza se recuerda la definicion de su valor:

(W (1) = (v (1)) — (v(1))* (B.12)
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Sin embargo, como se puede observar requiere del momento (v?(t)). Para ello, definiremos la
siguiente cantidad:

Af*(t)] = [v(t + A — [o(t)]? (B.13)

El primer término de la diferencia puede ser despejado de la ecuacion B.1:

v(t + At) = v(t) — yu(t) At + \/B2ALNITAYH0, 1)

Tal que al ser reemplazado en la expresiéon B.13

A[p*(t)] = [v(t) — Yo () At + /BEAENITAH(0,1))2 — [v(t)]? (B.14)

Si se expanden los términos obtenemos:

AR?(t)] = v ()(1 = YA = 20(t)(1 — yAL)V/BALNTEH0,1) + B2 ALN(0, 1)) — v*()

Al ()] = v3t) — 2902 (1) At 4+ V2[AL? — 2u(t)y/ B2ALNITAH0, 1)
+ 2790(t)V/B2[AL 2 NFFAL(0,1) + B2ALINLTAH0, 1)) — v264)

Los valores [At]? y [At]% al ser tan pequefos, directamente se asumen como cero, lo que permite
definir:

A2 ()] = —2902(t) At — 20(t)\/F2AENITAYH0, 1) + B2ALHNITTAY0,1)]? (B.15)

Si se realiza el promedio en la expresion anterior:

A2 (1)) = (=292 (t) At — 20(t)/ B2ALNITAY0, 1) + BZAL[NIT2H0,1)]%) (B.16)

A(v*(t)) = (=2y0*(t)At) — (20(8)/ BAEN]TE4(0, 1)) + (B> AN/ (0, 1))

AW (1)) = =2y (0 (1) Al — 2/ BPAL ()N (0, 1)) + BALNSAH0, D)) (BT

En la expresion anterior se puede denotar dos expresiones nuevas: (v(¢) N/ T2(0,1)) y ([N/T21(0,1)]2),
las cuales pueden ser halladas facilmente. Para la primera se debe tener en cuenta que: v(t) y
N[F2%(0,1) son estadisticamente independientes, por lo tanto:

(WENFF2(0,1)) = (()NFE(0,1)) = 0 (B.18)
En la segunda, si la varianza de la distribucién N/ T2%(0, 1) es igual a 1, entonces:
(V20 D)) = (INFF240, D) = (INA2HETT)7 = (N0, D)) =1 (B.19)

Reemplazando B.18 y B.19 en B.17, se obtiene:
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A@A(t)) = —2v(v?(t)) At 4 f*At (B.20)
Al igual que en el caso anterior, se pasa a dividir At y realiza el limite At — 0:
SO oy ey + 7
Jim, 5 = e 0) + 1
WD — o)) + 52 ®21)

Ahora, al resolver la ecuacion diferencial B.21:

A
l/QWﬂm+m/ﬁ
1

—3, - 2y(v* (1) + B =t +ec

—2(R(0) + 0 = Ce

) = 2 — e

Teniendo en cuenta la condicién inicial v(0) = vy, se halla finalmente la expresién que requerimos:

6_2 — ge—%(o) - 5_2 ¢

(B.22)

vE = - —
07 2y 24 2y 2y
C = p*—2yv]
2 2 _ 902
<"U2(t)> _ 6_ . (6 7”0)6—2715
2y 2y
62
(W2 (t)) = 2_(1 — e ") +vje (B.23)
v

Ahora, se reemplaza B.23 y B.11 en B.12, se obtiene la varianza requerida:
B - _ _
((v* (1)) = 5(1 — ) +uge " — (e

w%m—g

Ya con ambos valores, se define la distribucién normal que permite modelar la “velocidad” en una
particula de Raylegth:

(1—e™ 1 (B.24)
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2
v(t) = N} (vge_7t7 %(1 — 6_2“)) (B.25)

Siendo la densidad de probabilidad asociada a la variable aleatoria v(t):

1 —(v — voe )?
v,t) = ex 5 B.26
O rE e p(2<%><1—e—2vt>> B0

Abhora, para hallar la “posicién” z(t) de la particula se utiliza la expresion B.2, esta tiene la misma
condicién que la “velocidad” v(t) frente a su definicién. Por lo tanto:

x(t) = Ny((=(t)), {(=*(1)))) (B.27)

Para ello, primero se halla su promedio:

(@(t+ At) — 2(t)) = (v(t)At) (B.28)

Si la expresion se divide At y ademads, toma el limite At — 0, entonces:
(z(t + At)) — (z(t)) = (v(t)) At

{x(t + At)) — (x(t))

A = (v(t)
oy St AY) —{a(t)
T A = Al
dal0)) _
= ) (B.29)

Asi, se puede hallar el valor esperado de la posicién integrando el valor esperado de la velocidad
que hallado anteriormente:

(1)) = / (o(t)) di (B.30)

(z(t)) = —UO(;_% +e (B.31)

Si tenemos en cuenta las condiciones iniciales z(0) = z,, entonces:

erf’Y(O)

Vo
+c=——+4c
Y Y

Ty —

Yo
cC=29+ —
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Vo vt
(z(t)) = 7(1—6 ") + o (B.32)
Ahora, para hallar la varianza se hace uso de su definicion:

((*(t))) = (2*(1)) — (=(1))* (B.33)

Sin embargo, al igual que la velocidad es necesario hallar en principio el momento (x?(t)). Si
definimos:

Alz*(t)] = [z(t + A))* — [z(1)]? (B.34)
Si se despeja z(t + At) de la ecuacién B.2:

z(t + At) = x(t) + v(t) At

Y posteriormente se reemplaza en:
Al2()] = [2(t) + v(B) AL — [a(t)] (B.35)
Ala?(t)] = 2260) + 2x()v(t) At + v* (1) [At]* — 2]
Teniendo en cuenta que [At]? es un valor tan pequefio que tiende a cero:

Alz?(t)] = 22(t)v(t) At (B.36)

Ahora, se halla el valor esperado:

([2(t + A1) = [2(1)]") = (2z(H)v(t) At) (B.37)

Ademas, se dividen ambos lados de la ecuacién sobre At, y este tiende a cero:
([x(t + A0)%) = ([x(t)]*) = 2(x(t)v(t)) At

([t + AP — ([=(0)]*)

A = 2{a(t)o(r)
an (2 S0P = () _
A% At = dim e
d{z*(t)) _
= 2a(t)u(b)) (B.38)

Como no se conoce el valor de (z(t)v(t)), se propone hallar la razén de cambio en la varianza con
respecto al tiempo:

—— 5 = —[(@*(1) — (=(1))’] (B.39)
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dt dt dt
d{(z*(t))) _ d{z*(t)) d{z(t))
@ a2 —g
Si se utiliza las definiciones B.38 y B.29, obtenemos:
WD) — aafeyofs)) - 26e) (1) (B.40
WD — affa(e)o(®) — (2(6) (1)

Teniendo en cuenta que la definicién de covarianza es igual a: cov {z(t),v(t)} = (z(t)v(t)) —
(x(t))(v(t)), entonces

d(z*())) _
o = 2cov{z(t),v(t)} (B.41)

De igual manera, no conocemos el valor de la covarianza cov {z(t), v(t)}, por lo tanto, se define
un pequeiio cambio de covarianza Afcov {x(t), v(t)}]:

Alcov {z(t),v(t)}] = [cov {z(t + At),v(t + At)}] — [cov {x(t),v(t)}] (B.42)

Alcov {z(t),v(t)}] = (z(t+ At)o(t + At)) — (2t + A (v(t+ At)) = [{z(t)v(t)) — (x(1)) (v(1))]

Alcov {z(t),v(t)}] = ([z(t) + v(t) At][v(t) — yo(t) At + /B2ALNITAY0,1)])
— ([z(t) + o) At])([v(t) — yo(t) At + /BEALNITAH0,1)]) — [(z(t)o(t)) — (z(t))(v(t))]

Alcov {a(t), v(t)}] = (w(t)o(t)+v* () At—a()v(t) At—yv® (1)[At]*+a(t) \/ BALN; (0, 1)
+ (A2 VBNTAH0, 1)) = (2(t) + v(t) AL (u(t) = yo(t) At + /BAINFA(0, 1))
= [(2(t)v(t)) = (2 (@) {v(1))]

Recordando que los valores [A#]2 y [At]? tienden a cero:

Alcov {z(t) H = (a@ft)y + (V2 (1)) At — y(x( WAL+ v/ B2ALx(t)NITAH0 1)>
= [(=(1)) + (v ( ))At]K (t)) —’Y<U(t)> + VAL < (¢ —WJF v(t))
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A[Cov{x(f) ()} = (0°(8)) At—y{a(t)o(t)) At/ B2 At (t) N{ (0, 1)) — {a(BHo(E]) — (v(t)) * At
— (@ () (v (1)) At— oy 5T~ \/6“’A (1)) (N;24(0, 1)> VB2AKu () (N0, 1)) +{z(BHo(E])

Teniendo en cuenta que: (N;T4%(0,1)) = 0, y que la variable aleatoria z(¢) y la distribucién
N/T2%(0, 1) son independientes estadisticamente, entonces:

(@(t)NFF2(0,1)) = (a(8))(N/72(0,1)) = 0 (B.43)

Finalmente, esto permite reducir la anterior expresion:

Alcov {x(t), v(t)}] = (" (1) At — y{a(t)o(t)) At — (v(t))* At —y{z(t))(v(t)) At
Alcov {a(t), v(t)}] = [(v* (1)) — (v(t))*)]At — y[{(t)v(t)) — (x(t))(v(t))] At

Alcov {z(t),v(t)}] = ((v*(t))) At — v cov {z(t), v(t) } At (B.44)

Se divide ambos términos de la ecuacion por At. Después, se toma el limite At — 0:

Alcov {x(t), v(t)}] _ ((v*(t))) — ycov {z(t),v(t)}

At
Jim SOOIy (020 ycov (o). v(e)]
dcov {‘”d(f)’ VY _ 28 — v cov {a(t), v(t)} (B.45)
Si resolvemos la ecuacidn diferencial B.45, obtenemos la covarianza:
d cov {xd(f),v(t)} +yoov {2(t), v(t)} = 57( _ e
’ytdCOV {z(t),v(t)} vt 3 —29t\ Ayt
e o +ve’ cov{z(t),v(t)} = 27( —e Me
d[e? cov {z(t),v(t)}] 52

(e

dt 2y

e’ cov{z(t),v(t)} +c= / %(ew —e M) dt
cov{z(t),v(t)} = B—(6_7t) (e_vt + 6—w) —(e7)ec

cov{z(t),v(t)} = —(1+e ") — (e7)e (B.46)
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La covarianza cuando ¢ = 0 es nula, debido a que los valores estdn completamente determinados
y no se encuentran relacién en principio:

cov{z(0),v(0)} = —(1 + 672%0)) — (677(0))0

La expresion final de la covarianza sera:

cov{z(t),v(t)} = 25_72

Teniendo en cuenta el resultado obtenido anteriormente, se reemplaza en la definicién B.41 para
hallar finalmente la varianza de z(t):

A((2(1))) QPﬁ

dt - 22

(1 —2e77 + e (B.47)

(1 -2+ 6_2”)} (B.48)

/d<<x2(t)>> :/5—2(1 _9e 4 e gt

_ B2 26—'yt e—2’yt
<<x2(t)>>—¥<t+ o >+c (B.49)

Recordando que la varianza inicial es igual cero, debido a que las cantidades iniciales son fijas y
no se encuentran relacionadas entre ellas:

) B 5_2 2¢—7(0) B e—27(0) .
(o = (04 2= ) ¢

0 62(2 1)Jr
=—|-—=— c
Y\ 27
g2 2 1
C:—2 ——+2—
gl v 2y

wion =5 (+ 20 -0+ (=24 1)

7 gl 2y 7\ v 2y

2 _B_Q _2 —e i — et
(en =55 (1= 20— e 4 - o) (850

Asi, finalmente obtenemos que la distribucién normal que permite modelar la “posicién” en una
particula de Raylegth:

2 2 1
x(t) = N} (%(1 — e ™) + 20, ? (t — ;(1 —e ) + %(1 — e—w))) (B.51)

Siendo la densidad de probabilidad asociada con la variable aleatoria x(¢) dependiente del tiempo:
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p(e,t) = ! ( —(& = [2(1 = ) + mo])?
- R - e E- e NGRS 4 g1 - )
(B.52)

B.1.1. Analisis en el limite ¢ — oo

En el infinito, las cuatro cantidades: (v(t)) , ((v%(t))), (z(t)) y {{x*(t))) se comportan de diferentes
maneras y de acuerdo a ello podemos entender como se comportan en un sistema que se encuentra
en equilibrio termodindmico. Si realizamos el limite ¢ — oo en cada una, obtenemos:

lim (v(t)) = lim vee ™" =0 (B.53)
t—o00 t—o00
2 B 2ty _ B
) B B
Jin(20)) = fim 20— = B354
lfm (z(t)) = lfm —2(1 — e ") + 2 = - + (B.55)
t—o00 t—o00 Y Y
2 2
1 2 _/g_g_—vti_—%t —ﬁ_’
i (a0) = i % (- 20 - e - = Dgmg @30

Como podemos observar, en el infinito, la varianza de la posicion diverge, por lo tanto, si solamente
tomamos un tiempo muy grande, sin tender al infinito, obtenemos que la varianza del sistema serd
igual a:
2 2
2 B (B

((27())) 100 = ?t = 2(2—72>t (B.57)
Dicha relacion lineal ya ha sido encontrada por Eintein en 1905, por lo tanto, podemos asegurar
que:

2
p-

22

Para hallar la amplitud de las fluctuaciones /3%, se hace uso del teorema de equiparticién de la

energia. En este caso, el unico grado de libertad del sistema es de traslacion cuando ¢ — oo, por lo
tanto:

(B.58)

5 L (o] =57 (B.59
m 52 . kBT
5{5} 2

Despejando la amplitud de las fluctuaciones 3%
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29kpT
g2 = Z1EB (B.60)
m
Si se reemplaza el resultado anterior en la ecuacién B.58:
ZyEm
kgT
D=5~ (B.61)
ym

Finalmente, si reemplazamos kg = R/N4y v = (67rn)/m, obtenemos la primera relacién de
Einstein hallada en 1905:

_ RT
© 6mrnNy4

(B.62)

B.2. Circuito RC con ruido térmico

Enunciado: Considere un circuito compuesto por una resistencia eléctrica 2 no ideal y un capa-
citor C'. Como la resistencia es no ideal, los portadores de carga en su interior se mueven de forma
erratica y generan una diferencia de potencial estocdstica V. (). Ademds, se considera como con-
diciones iniciales: Q(0) = Qo.

dQ(t) | Q) _
7 + O Vest(t)
Solucién: La ecuacién diferencial asociada, donde v = 1/(RC') sera:
Q(t + At) — Q(t) = —yQ(t) At + /BEALNTAH(0,1) (B.63)
I()At = Q(t + At) — Q(t) (B.64)

Donde +/ ﬁZAtNﬁAt(O, 1) es el propagador de Markov. Teniendo en cuenta lo visto con la parti-
cula de Raylegth, proponemos para el sistema una solucién basada en la distribucién normal para
la carga eléctrica Q(1):

Q(t) = Ng((Q(1), ({@*(1)))) (B.65)

En principio, al igual que en el ejercicio anterior, se propone el valor esperado de la expresion
inicial, B.63:

(Q(t+ At) — Q(t)) = (—1Q(t) At + /B2ALN (0, 1)) (B.66)
(Q(t+ At)) — (Q(t)) = (—yQ(t)At) + (\/B2ALN{T24(0,1))

(Qt + At) —(Q(1)) = —7(Q()At + /BAHN{T2(0, 1))
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Recordando que el valor esperado de Ntt+At(0, 1) es cero, entonces:

(Q(t+ At)) = {Q(1)) = —(Q(1)) At (B.67)
Si se dividen ambos términos por At y utilizamos el limite At — 0:
QU+ A1) = Q) _ 0,
A, Rt (00
M) — iy (B.68)

Al resolver la ecuacion diferencial B.68 obtenemos:

458

I (QU)] +c= 1

(Q(t)) = Ce™ (B.69)

Considerando la condicién inicial Q(0) = @)y, hallamos la constante:

(Q(0)) = Ce®
Qo=C

(Q(t)) = Qoe™ " (B.70)

Ahora, vamos para hallar la varianza, de igual manera se define el momento: (Q*(t)). Para ello se
propone:

AlQ* ()] = [Q(t + At)J* — [Q(1))* (B.71)

Se despeja de la expresion B.63 el término (¢ + At) y se reemplaza en la definicion B.71:

A[Q*(1)] = [Q(t) — YQ()AL + /B2ALNKA(0,1)]° — [Q(1))

AlQ*(1)] = (1 = vA)?Q*(t) + FALNK (0, D] + (1 — A)Q(t) v/ B2ALNK (0, 1) — Q*(1)

A[Q?(t)] = QAT) — 27AtQ*(t) + Y [AH2Q%(t) + B*At[NKAH(0,1))?
+ Q1) BEAINEA(0, 1) — Q(1) /B2 AL 2 NEA(0, 1) — Q%)
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Ahora, teniendo en cuenta que [At]2 y [At]? tienden a cero debido a que son cantidades muy
pequeias:

A[Q*(1)] = —2yAtQ(t) + YAPPQP(D) + B2 ALNKA(0,1))2
+ Q) BEAINGA0,1) — Q1) /BUMENT™0,1)

AlQ*(1)] = =27 AtQ*(t) + B AtIN(0, D] + Q(t) v/ B2 AN (0, 1) (B.72)

Ahora, en la expresion anterior aplicaremos el valor esperado:

([Q(t + AN — [Q)]*) = (~2yAtQ*(¢) + B> At[NKA(0, )] + Q() v/ B*ALN (0, 1))
([QUt+ A1) = ([QUP) = (=29 AtQ* (1)) + (B2ALNL (0, 1)]) + (Q(1)  B2AENLGA (0, 1))

A(Q (1)) = —2yAHQ (1)) + BAAH{NLAY (0, 1)) + V/B2AHQ(H)NKAH(0,1))  (B.73)

Teniendo en cuenta que la carga Q(t) y la distribucién N5F2(0, 1) son independientes estadistica-
mente:

(QEE)NLA(0,1)) = (Q(1))(NL(0,1)) =0 (B.74)

Ademds, si la varianza de ((N572%(0,1))) = 1, entonces la expresién B.73:

A(Q*(1)) = —2yAHQ (1)) + B*At (B.75)
Acto seguido, se divide la expresién anterior sobre A¢ y aplicamos el lfmite At — 0:
BE) _ i + 7
Jim AP i (0020 + 2
U — i) + 5° (B.76)

Al resolver la ecuacién diferencial B.76 obtenemos la varianza de Q(t):

>R
/ Q)+ / at

—3-In = 2(QO) + 7 = t+ ¢
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~29(@3(1)) + F* = Ce 2

2
2 6 C —2vt
— B.77
(@)=~ 5 B.77)
Teniendo en cuenta la condicién inicial Q(0) = )y, obtenemos:
B2 _C o
Q? — L2020
@00 =5 5
p_C
Q="
vy
C =" —2Q;

Reemplazando dicho valor:

5_2 o (52 B 2’7@%) e—2’yt

2
1)) =
@) =5
62
(@) = 5o (L=e™) + Qg™ (B.78)
Y
Ahora, si reemplazamos en la definicién de varianza las expresiones B.78 y B.69, obtenemos:
(Q*(1) = (@*(1)) — (Q(1))? (B.79)

(0)) = Qe+ (1= ) — Qo

2
(@O = 51— (B.80)
Por lo tanto, la distribucién normal final serd igual a:
52
Q(t) = Nt (Qoe—%, 2—(1 — e—”)) (B.81)
v
Siendo su densidad de probabilidad asociada con la variable )(¢) dependiente del tiempo:

SCRUIEES
X > (B.82)
T <2<%><1 — e
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B.2.1. Analisis en el limite ¢ — oo

En el infinito, las dos cantidades: (v(t)) y {((v%(t))) representaran el comportamiento del circuito
RC si se encuentra en equilibrio termodindmico. Si realizamos el limite ¢ — oo en cada una,
obtenemos:

1im (Q(1)) = lim Qoe™™ =0 (B.83)
1tm ((Q%(t))) = lim 5—2<1 — e = g (B.84)
t—o0 N t—o0 27 N 2’)/ '

El circuito consta de un grado de libertad electromagnético, el cudl se encuentra ligado a la energia
almacenada por el capacitor. En ese caso, podemos hallar la amplitud 32 de sus fluctuaciones:

1l o1 kT
5 [}ggo(@ (t>>>} = (B.85)
g
2~vC = kT
Despejando 3% y reemplazando v = (RC) ™%
2kgT
2 B
= B.
5 I (B.86)

Sin embargo, si queremos hallar la potencia disipada del circuito, asociada al ruido producido por
la resistencia, haremos uso de del efecto Joule:

P=I1V(t) (B.87)

Primero hallamos la potencia del capacitor: en principio reemplazando a partir de la ley de Ohm
I(t)R = V() la corriente eléctrica en la expresion anterior, teniendo en cuenta que la corriente
eléctrica en un circuito en serie tiene el mismo valor en todos sus componentes. Luego la diferencia
de potencial V/(t) al interior de un capacitor se define a partir de la siguiente expresién V' (t)C =

Q(t). Tal que:

_ Q%)
~ RC?
Ahora, si la carga al interior del capacitor cuando ¢ — oo unicamente depende de las variaciones
aleatorias debido al movimiento aleatorio de los portadores de carga, la expresion anterior es igual
a:

Pc

(B.88)

P 1fm<<@2<t>>>] _ kel (B.89)

~ RC2 L%@ " RC
En este caso, la varianza de la diferencia de potencial V- al interior del capacitor, cuando el circuito
se encuentra en equilibrio termodindmico, serd igual a:

kT
lim ((V2(t))) = PoR = 2~ (B.90)

t—o00 C



149

Ahora, siendo que el sistema se encuentra en equilibrio termodindmico, la potencia “suministrada”
por el capacitor debe ser disipada por la resistencia, por lo tanto: P~ = Pgr. Ahora, para hallar
la corriente que circula al interior de la resistencia, hacemos uso de la definicién B.87 y la ley de
Ohm.

kT
o ’ 2 B
Pr =R lm(P(1)) = 25 (B.91)
Hallando que la corriente que pasa a través de la resistencia es igual a:
kT
, 2 o
lim ((12(1))) = 22 (B.92)

En un circuito RC clésico se puede hallar un ancho de banda A f, propio de la solucién en términos
de la frecuencia, el cual se encuentra definido como:

b
ARC

Si se reemplaza B.93 en B.92, obtenemos la corriente eléctrica que circula en la resistencia debido
a las fluctuaciones eléctricas:

Af = (B.93)

lim ((2(1)) = P2TE (B.94)

t—00
Por dltimo, teniendo en cuenta que la potencia disipada por la resistencia es igual a la potencia
“suministrada” por el capacitor, es posible deducir las diferencias de potencial en ambos elementos
es la misma: Vo = V. Por lo tanto, si usamos B.93 en B.90, hallaremos la diferencia de potencial
en la resistencia:

lim ((V3(t))) = 4kpTRAf (B.95)

t—o00

B.3. Circuito RLC con ruido térmico

Enunciado: Considere un circuito RLC', compuesto por una inductancia L, un capacitor C' y una
resistencia no ideal R, la cual genera fluctuaciones térmicas, una diferencia de potencial estocéstica
Vest(t), que se encuentran presentes en el sistema. Ademads, tiene como condiciones iniciales una
corriente eléctrica inicial 1(0) = Iy, y una carga Q(0) = Qo.

dI(t) Q) _
L——+ RI(t) + - = Vest(t)
Solucion: Las ecuaciones diferenciales que se encuentran asociadas son:
I(t+ At) — I(t) = —yI(t)At — W2 Q(t) At + /B2ALNITA1(0,1) (B.96)
Q(t + At) — Q(t) = I(t) At (B.97)

Donde /B2AtN/T2%(0,1) es el propagador de Markov. Al igual que el caso anterior, proponemos
para la corriente eléctrica /(t) y la carga ()(¢) una solucién en torno a una distribucién normal.
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I(t) = No({I(2)), ((I*(1)))) (B.98)

Q(t) = Ny((Q(1)), ((Q*(t)))) (B.99)

Si se halla el valor esperado de las ecuaciones B.96 y B.97, podemos obtener dos relaciones que
permiten desacoplar las expresiones:

(I(t + At) — I(t)) = (—yI(t)At — W*Q(t)At + /B2ALNITAH(0, 1))

(1t + Af)) — {I(1)) = {—T() ) — (PQU)AR) + (v/FZAINI(0,1))
A(L(D) = —{1(0) At — w? Q1) At + /BEAHNA(0, 1)) (B.100)
(Q(t + At) - Q1)) = (I(DAL)
(Q(t + A1) — Q1)) = (I(1) At
A(Q) = (I(1)At (B.101)

Si en las ecuaciones B.100 y B.101 dividimos ambos extremos sobre At y usamos el limite At —
0. Ademds, se debe recordar que (N/"2%(0,1)) = 0. Entonces:

A(I(t)) = = (I(1) At — wX{(Q(t)) At

S ) - wttQuy
tim 2S00y - Qo)
B — s 4re) - w@() (B.102
2O 1y
1, =5 - M
Q) _ () (B.103)

dt
Si reemplazamos B.103 en B.102, obtenemos:
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£QO) _ Q)
dt? dt
Para resolver la ecuacién diferencial B.104, se propone una solucién: (Q(t)) = e, la cual permite
hallar la siguiente ecuacion caracteristica:

) —w*(Q(1)) (B.104)

M EyA+w? =0 (B.105)

Con raices:

f'er\/m

2

A= (B.106)
2

Las cuales dependen del determinante: A = 7> — 4w?. Ya que el valor que tenga proporciona una
naturaleza diferente al promedio de la distribucidn:

v —4w? >0 Sobreamortiguado
A={~2— 4w =0 Criticamente amortiguado (B.107)
v —4w? <0 Subamortiguado

En este caso, primero asumiremos el caso subamortiguado, por lo tanto:

—v+j\/4w2—72't) - —J 4”2_72-15)
2

5 (B.108)

@wzmm(

Teniendo en cuenta que j es la cantidad imaginaria, podemos utilizar la formula de Euler: exp(j6) =
cos # + j sin 6, para reescribir la expresion anterior:

1/ 4w? — 2 i A2 — A2
Qt = c1 exp _Zt exp ‘ut ‘I’CQeXp _l/t exp ) W 7 ot
2 2 2 2

(Q(t)) = exp ( - % -t) [cl cos (# : t) + jep sin (y : t)

4 2 _ A2 4 2 _ A2
+ ¢y co8 (# - t) — jeysin (# t)] (B.109)

+ cg exXp (

2 2

Si asumimos que:

42_
o= VT (B.110)
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Entonces la anterior expresion puede ser reescrita

(Q(t)) = exp < — % : t) [(c1 4 ¢2) cos (at) + j(c1 — o) sin (at)] (B.111)

Donde k1 = ¢; + oy ko = j(cg — ¢a):

(Q(t)) = exp ( - % : t) (k1 cos (at) + ko sin (at)] (B.112)

Ahora, si derivamos la expresion anterior, como ya se ha demostrado anteriormente, se halla el
valor esperado de la corriente eléctrica:

(I(t)) = d<c§it>> = %{ exp ( — % : t) k1 cos (at) + kg sin (ozt)]} (B.113)

(I(t)) = —% exp ( — % : t) (k1 cos (at)+ka sin (at)]+aexp < — % : t) [—F sin (at)+Fko cos (at)]

B2

(I(t)) = exp ( - -t) cos (at) {a/@ - %’“1] — exp (— % : t) sin (at) {Oz/ﬁ + %’“2] (B.114)

Si reemplazamos las condiciones iniciales en B.112 y B.114, obtenemos los valores de k; y ko.

(Q(0)) = exp ( - % . (0)) (k1 cos (a(0)) + ko sin («(0))]

Qo = k1 (B.115)

(1(0)) = exp < - % (0)> cos (o(0)) {a/@ - 77’“1] — exp <_ % (0)> sin ((0)) [akl N kaQ]
Iy = ak, — 2
k2:%+% (B.116)

Ahora, si reemplazamos los valores k; y ko en las ecuaciones B.112 y B.114, obtenemos las si-
guientes expresiones:

(Q(t)) = exp ( - % : t) [Qo cos (at) + (Io v %QO) sin W)} (B.117)

«

k I

Q 2a 2
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Si:

Entonces:

aky ~ T2 o (A= b Qe ad
! 2 0 4o 2a o 2x
I )
(I(t)) = exp < — % . t) {IO cos (at) — <Q0w2 + %) Smaﬂ} (B.118)

Para hallar ambas varianzas: ((I*(t))) y ((Q?)), se requieren los momentos: (I%(t)) y (Q?). Pri-
mero se halla (I2(t)):

AP =t + AP =T (B.119)
Despejamos de la ecuacién B.96 la expresion [ (t + At):

I(t + At) = I(t) — yI(H) At — W*Q(t) At 4 v/ B2ALNITAH0, 1)
Tal que:

AIP)] = [I(t) = v ()AL = Q)AL + /BALN 0, 1)) — [1(1)]

A1) = (1 — A2 (1) + 2(1 — yADI (£)(—w?Q(¢) At + /BZAENITAH(0, 1))
+ [~W2Q(t) At + /BEALNITAY0,1)]? — I2(t)

Recordando que [At]? y [At]? tienden a cero:

AT2(1)] = I246] = 29 AU (1) + LI - 20 (P Q)AL + 21 (1)y/ AN, 1(0
W+W+W+ﬁww 0l

A[I2(1)] = —29ALI(t) — 21 ()W Q(t) At 4 21 (t)\/ BEALNITAY0,1) + BZAL[N/T2(0, 1))

Ahora, se busca el valor esperado de la anterior expresion:
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(AT* (1)) = (=29yALI2(t) — 21 () Q(t) WAt 4 21 (t)+/ BEALNITAY0,1) + BZAL[N/T2(0,1)]%)

A(PP(t)) = =2y A1 (1)) ~2(I()Q(t))w At+2+/ BEALI (£) N30, 1)) +52 At [Ny 2(0, 1))

Debido a que 7(t) y N/*2%(0, 1) son estadisticamente independientes, el valor esperado: (I(t)N;t4(0,1)) =
0y de acuerdo a la definicién de varianza: ([N;T2%(0,1)]?) = 1. Por lo tanto, la anterior expresién
es igual a:

A(I*(t)) = =2yAL{I2(t)) — 2(1(H)Q(t))w? At + B2At (B.120)
Si se divide la expresion B.120 sobre At y se aplica el limite At — 0:
AN _ i) - 2@ + 57
g BTN i (o200 —210Q() +
WOyt - 2000w + 5 ®.121)
Ahora, se hallara (Q*(t)):
A[Q*()] = [Q(t + At — [Q(1)]? (B.122)

Despejamos de la ecuacién B.97 la expresion Q(t + At):

Q(t + At) = Q(t) + I(t)At
Tal que:

AlQ* ()] = [Q(t) + I(t)AL]* — Q*(t)

— QXY + 2Q(1)I(t) At + TR — Q2]

Se aplica el valor esperado en la anterior expresion:
(A[Q* (1)) = 2QM)I(H)AL)

A(Q*(t)) = 2(Q(t)I(t)) At (B.123)

Si se divide la expresion B.123 sobre At y se aplica el limite At — 0:

A{Q*(1))
At

= 2(Q)1(1))
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M) _ oo

A = = Am [2Q@1E)]
d@;(t)) — 2Q(0) (1)) (B.124)

Para hallar el valor que corresponde al producto: (Q(t)1(t)), deduciremos la variacién temporal en
la varianza de cada una de las variables aleatorias ()(t) e I(t). Primero con la raz6n de cambio en
la varianza de I(¢):

d((I*(t))) _ d

T E[UQ(W — (1(1))?] (B.125)
d{(I*(t)))  d{I*(t)) d{I(t))
a dt () dt

Si en la ecuacion anterior reemplazamos los valores por los dados en las definiciones: B.102 y
B.123, se obtiene:

WEO g (2) ~ 210)Q) + 5~ 2N (T Q) B126
WL — _on(tr2(0)) - (10)7] - 24U OQW) ~ (QUN U + 57
WL — o (12(0)) - 2 cov Q1) 11} + 7 (B.127)
Para la razén de cambio en la varianza de Q(1):
MWD _ 412y — ooy (B.128
QWY _ Uy, 400D

Si en la ecuacién anterior reemplazamos los valores por los dados en las definiciones: B.103 y
B.124, se obtiene:

WD 5010y — 2@y (B.129)
WL _ spiqm1m) - (@uyi)
WL _ s cov {rt). 1(0)) (B.130)

Por tltimo, se halla la raz6n de cambio de la covarianza cov {Q(t), I(¢)} con respecto al tiempo,
con el fin de hallar una expresion para esta incognita. Primero definimos:
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Alcov{Q(t), I(t)}] = [cov{Q(t + At), I(t + At)}] — [cov{Q(t), I(t)}] (B.131)

Aleov{Q(1), 1) }] = (QUE+ANI(1+AL)) —(Q(t+A)) (L (t+At) —[{(Q) (1)) —(Q())(L(1))]

Alcov{Q(t), I(t)}] = ([I(t) — vI(t) At — w*Q(t) At + / BZALN{ (0, 1)][Q(E) + I(1)At))
— (I(t) — I (t)At — W*Q(t) At + /BEALNITAH0, D)NQ(t) + (1) AL)
— [{Q)I(2)) — (Q())(L(1))]

Alcov {Q(t), I(t)}] = (IHQ) — (v (H)Q(t) At) — (w*Q*(t) (t)V/B2ALN/ A0, 1))+
w W T+ W
— ({I(t)) = (VI (t)AL) — (w? + (VBPALNTAH0, 1) ((Q(1) + (I (1) At))
— (QWHTT) +(Q(1))(I(1))
Alcov {Q(1), I(1)}] = —v{I(H)Q(t)) At — At+\/ﬁ2—A (t)NIFAH0, 1))
— {LHHEAT)) + 1 (L(1)){Q (t)>At+w<Q()> \/62—A<Nf+“(0,1)><62(t)>
(t)>2At+W+W—M+W

Teniendo en cuenta que (N/T24(0, 1))(Q(t)) = 0y (Q(t) NFT21(0,1)) = 0:

Aleov {Q(t), 1()}] = =y [(I(H)Q(1)) — (LN Q)AL — W [(Q%(1)) — (Q(1))*] At
+[(I2(1)) — (1(1))*]At + v/ B2A 7(0,1)) — VB2AUNSAHO T Q)

Siendo finalmente la expresion:

Aleov {Q(t), I(t)}] = —vcov {Q(t), I(t) }At — w?{({Q*(1))) At + ((I*(1))) At (B.132)

Si se divide la expresion B.132 sobre At y se aplica el limite At — 0:

RLeov QO TN cov {0, 1)) — w2(Q20N) + (12(0)

i, SOOI i [ cov (Q00), 1) — (@ 0)) + (70
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PV QU IO} _ o cov QU 1))~ P((Q°0) + () (B.133)

Si despejamos la cov {Q(t), I(t)} de la expresion B.130 y se reemplaza en la ecuacién anterior :

%Ed“i 1}“”] 2D eqron + (o)

PO ML a0y sy (B.134)

Ahora, derivamos la expresion anterior:

i{d2<<Q2(t)>> d((Q*(1)))

| P D | gy@roon| -G
d3<<Q2(t)>> +7d2<(Q2(t))> +2w2d<<@2(t)>> - 2d<<12(t)>)

= B.1
dt3 dt? dt dt (B.135)

En la ecuacion anterior reemplazamos la expresion B.127:

LU | UL o AP o] g2y - LD,

FUQ* () | Q1) 2d((Q%(1))) 2
oTE +v oTE + 4w —a 26 = —4y((I*(t))) (B.136)
En la ecuacién anterior reemplazamos por la expresion hallada en B.134:

ALO) | PUPO) oM@ 5, [d2<<§;<t>>>+yd<<i@>> +2w2(<Q2(t))>}

GO PPN | 2y WLOD | ey =29 @13
Si realizamos el siguiente cambio de variable:
y = 4w’ {(Q*(1))) — 267 (B.138)

La ecuacién diferencial B.137 cambiara su forma de la siguiente manera:

[y B [y B 2] Y B
= 3y— 292 + dw?) = =0
dt3 [47w2 * Z'Vw?] * T [4%)2 - 27@)2} T2+ )dt [47w2 * 2%02] Ty

1 Py 3y Py | (2 +4P)dy

bl e -0
dyw? dt3 * dyw? dt? * dyw?  dt Ty
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d3y d*y dy
3v—= 4+ (274% + 4 4yw?y = 0 B.139
dt3+vdt2+(’y+w)dt+wy ( )

Si se propone una solucién exponencial y = e, obtenemos la siguiente ecuacién caracteristica:
N 43927 4 (292 + 4PN + 4w =0 (B.140)
La ecuacion caracteristica puede ser reescrita de la siguiente manera:

(W% 43927 + 29%0) + 4w (A +7) =0

Si nos fijamos en el segundo término, si A es igual a —y obtenemos que dicho termino es igual a
cero. Ahora, si reemplazamos dicho valor en el término de la izquierda, hallamos que también se
hace cero. Por lo tanto, una raiz de la ecuacién caracteristica es —.

Ahora, si realizamos la division sintética:

A3 +37\? +(292 + 4w A +4yw? | A+1
-\? —fy_)\Q —A% — 29\ — 4w?
2v\? +(292 + 4w?) A +4yw?
—29\? —272)\
0 4w\ +4yw?
4w\ —dyw?
0 0

Tal que:

A+ 7)) (=A% = 29\ — 4w?) =0

Para hallar las demas raices, se resuelve la ecuacion cuadratica:
A+ A +7 =72 —4w?)( A+ 7+ V72 — 4w?)

A+ A +7+2ja)( A+ —2ja) =0

Entonces:

Y= cre M 4 coeTIFH g p(mrm et (B.141)

4yw?({Q*(t))) — 2B8% = e [y + ca(cos (2at) + jsin (2at)) + cs(cos (2at) — jsin (2at))]

Q) - o = [ o, (*) cos (2at) 1 (u) in (zat>]

2yw? 4yw? 4yw? 4yw?




159

(Q*(1))) — 2522 = e "[cy + c5cos (2at) + ¢ sin (2at)] (B.142)

Teniendo en cuenta que la varianza de la carga eléctrica y sus derivadas son iguales a cero debido
a que los valores iniciales estdn bien definidos. Entonces, obtenemos:

52

_ 3 — 0 [c4 + c5cos (2a(0)) + ¢ sin (2a(0))]

((Q*(0)))

2

2yw?

=y + cs (B.143)

% {(Q*®)) - 2fw2] = % [6_7t [c4 + ¢5 cos (2at) + cgsin (2at)]

d((@Q*(1)))

o = —ve ey + 5 cos (2at) + cgsin (2at)] + 2ae ™" e cos (2at) — c5 sin (2at)]

(B.144)

w = —ve 7 V[cy4¢5 cos (2a(0))+cg sin (20(0))]+2ae 7O [¢g cos (2a(0)) —c5 sin (2a(0))]

0= —vcy — ves + 2acq (B.145)

w = % — ve Meq + e5 cos (2at) + cgsin (2at)] + 2ae” " [cg cos (2at) — c5 sin (2at)]

*{{Q*(1)))

= ~v%e "¢y + c5 cos (2at) + cgsin (2at)] — daye " [cg cos (2at) — cs sin (2at)]

dt?
— 4a*e™"[c5 cos (2at) + cgsin (2at)]  (B.146)
w = 72770 4-¢5 cos (2a(0))+cg sin (20(0)) ] —4arye ™D [eq cos (2a(0))—c5 sin (2a(0))]

— 4ae " e5 cos (2a(0)) + g sin (20(0))]

0 =7%cs + (v* — 4a?)cs — 4vya’cs (B.147)

Con las ecuaciones B.143, B.145 y B.147 es posible crear un sistema lineal como se observa a
continuacion:
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e 1 1 0 -Z
Cs —ry —7 2a = 0 (B.148)
] [ (v —4a?) —dya? 0

A partir del método de Kramers, se definen los siguientes determinantes:

2

D=1 0 — 2a | = (— 5 a2) (8aw?) (B.149)
0 (v*—4a?) —4vya? 7
ﬂ2
1 —Z 0 52
,)/2 O _470[2 Y
_B
1 1 2 32 ,
2 2 2 2y
7 (P —4a%) 0
£ 1 0
™
D=0 — 20 | =8a" (B.152)
0 (72 —4a?) —4vya?
Con los cuales se calcula las constantes ¢y, ¢5 Yy Cg:
D, B 2
I —4, B.153
“=D (8'yw2042)( ') ( )
D, 3 2
_ 22 _ B.154
“~D (Sfyw?oﬂ) ) ( )
D 3
_ 3 —9 B.155
“=D (87w20z2) (=2ye) ( )
Si en B.142 se reemplazan los valores B.153, B.154 y B.155, entonces se halla:
{(Q*(1))) = g 62 e "—4w? + 4% cos (2at) — 2yasin (2at)] (B.156)
2yw? 8yw2a?

Y la derivada de la expresion anterior:

d((@Q*(1))) ( p?

o = ) [—ve " [—4w? + +? cos (2at) — 2yarsin (2at)]

— 20" " [y? sin (2at) + 2ay cos (2at)]]

pr _ (/82@7t> [4@2 - (72 + 4a2> CcoS (20ét) —M+M
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d{(Q*(1))) _ (526_”) Meo? — de? cos (2at)]

dt Suw2q?
d((CQC;(t») _ (BZZ:t)[l — cos (2at)] (B.157)

AL reemplazar B.157 en B.130, se obtiene la expresion para cov {Q(t), I(t)}:

ﬁQe—"/t
42

cov (0.1} = (
Por ltimo, para hallar la varianza de I(t), se hace uso del resultado B.158 en la ecuacién B.127:

WD o) - 22 (2L - cosan) + 2 @59

Al solucionar la ecuacion diferencial:

) [1 — cos (2at)] (B.158)

e%ﬁ—d“jdt(t)>> = —2y((I*(t)))e*" — 2uw? (5460;75) [1 — cos (2at)]e™ + g2
e w(fé Gl _ _ (wfazew> [ — cos (2at)] + S22
e 7t<;§ W) - (w fafvt) [1 — cos (2at)] + B

[ i) - (‘;f) [t —coszan) 457 [

w?2B2e] [4w?e’ — y2eM[cos (2at) + (2a/7)] sin (2at) 62
202 4dw?y 27

) = | -

Se llega a la expresion que permite describir la varianza de la corriente eléctrica en el circuito
RLC, tal que:

2
/6 (B.160)

e

8 2] [—4w? + ~? cos (2at) — 2arysin (2at)] +
Yo

((I*(t))) =

Asi, finalmente las distribuciones de probabilidad para ambas variables aleatorias, tal que sea po-
sible el estudio de regimenes transitorios a partir de dichas ecuaciones.
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