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1. Informacién General
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no estandar.

2. Descripcion

Trabajo de grado que se propone con el fin de estudiar estructuras algebraicas en productos
reducidos. Con este fin se ha expuesto minuciosamente su mecanismo de construccion, la cual
congsiste en debilitar la nocién de igual en los productos cartesianos arbitrarios, estableciendo
asi la relacién que existe entre las familias de estructuras que definen el producto cartesiano
con el producto reducido. Luego de esto, se caracterizan a los elementos del producto reducido
entre nameros estandar y no estandar, basdndonos en las ideas encontradas principalmente en
Robinson y Takeuchi. Por ultimo, se hace un estudio de los ntimeros cuadrados y la relaciéon
de divisibilidad, llegando al estudio de ecuaciones de primer y segundo orden.

3. Fuentes
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4. Contenidos

El capitulo 1 el cual se titula "Filtros y productos reducidos ” surgié en la etapa de indagacién
la cual se propone exponer los conceptos previos para el estudio de los productos reducidos.
El segundo capitulo surge en la etapa de contextualizacion, el cual se titula "estructuras
algebraicas en productos reducidos y en ultraproductos” , proponiéndose asi como objetivo,
dotar tal construccién de una estructura algebraica y estudiar la relacién que tienen cada
estructura de la familia que definen al producto cartesiano con la estructura del producto
reducido. En el tercer capitulo se titula "La familia de los Z,, y sus productos reducidos” el cual
pretende copiar en esta estructura algunos conceptos como el de nimeros no estandar y otros
encontrados en las anteriores etapas; esta etapa se caracteriza por clasificar los ntimeros del
producto reducido. Por ultimo, se realiza un estudio aritmético en la estructura obtenida en
el capitulo cuarto se considera como una aplicacién de lo obtenido en los anteriores capitulos.

5. Metodologia

No aplica.

6. Conclusiones

Sobre el desarrollo del trabajo

= Al indagar y estudiar acerca de la construccién y andlisis de los niimeros reales no
estandar, encontramos que las fuentes bibliograficas consultadas en general, hacen un
fuerte énfasis desde el campo de la teoria de modelos, y no desde una construccién de
productos reducidos.

Sobre filtros

= Los filtros sobre un conjunto dado, pueden ser clasificados al considerar la interseccion
de todos los elementos que pertenece al filtro; si esta intersecciéon pertenece al filtro,
llegamos a lo que se denomina filtro principal, si esta interseccidn es vacia, se obtienen
filtros libres, de lo contrario se obtiene un filtro no libre y no principal.
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= Es posible identificar el tipo de filtro por medio de la cardinalidad del conjunto del

cual se genera el filtro y por medio de la cardinalidad de sus elementos, asi, si el
conjunto base es finito o alguno de sus elementos es finito, el filtro necesariamente es
principal. En consecuencia, si se quiere obtener filtros no principales, se debe partir de
un conjunto infinito y ademdas se debe tener que todo elemento del filtro contenga a
otro propiamente.

= Por medio del filtro maximal de una cadena ordenada de filtros, se llega al concepto de

ultrafiltro. Este orden se define por medio de la contenencia entre filtros.

Sobre productos reducidos

= La relaciéon que guarda las propiedades algebraicas de la familia de estructuras base

con el producto reducido se puede enunciar de la siguiente manera: Si una propiedad
algebraica que cumple ser formulada con un enunciado simple que se puede expresar
sin variables libres, que tiene solo cuantificadores, simbolos de operaciéon vélidos en las
estructuras y la igualdad para casi todas las estructuras de la familia base entonces
esta propiedad es transferida al producto reducido. En este sentido, la expresiéon "para
casi todo” lo determina el filtro que genera al producto reducido.

las propiedades que cumplen casi todas las estructuras de la familia base, tienen una
excepcién y esta excepcién se quiere transferir o por otra parte se quiere obtener una
relacion de orden total en el producto reducido, este debe ser generado a partir de un
ultrafiltro, en otras palabras un ultraproducto.

Elaborado por Roger Alexander Mayorga, Camilo Andrés Rodriguez

Revisado por Yeison Alexander Sanchez Rubio

Fecha de elaboracion del resumen | 26 | 01 | 2015
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INTRODUCCION

Nuestra formacién como licenciados en matemaéticas se ha visto influenciada por dos componentes
principales, uno de caricter pedagdgico y el otro disciplinar, siendo este ultimo el que nos motiva a
la realizacion de este trabajo. El objetivo principal es realizar un estudio algebraico de los productos
reducidos, los cuales se pueden definir como particiones sobre un producto de conjuntos arbitrarios,
en otras palabras, por medio de la nocién de filtro se debilita la relacién de igualdad en los producto
cartesianos arbitrarios. Esto con el fin de buscar una estructura que cumpla algunas de las propieda-
des de los niimero estudiados en la licenciatura como lo son los naturales, enteros etc, como también

encaminandonos en la bisqueda de nuevas propiedades.

En el primer capitulo se expone el mecanismo de construccién para obtener tal particién. Este consis-
te en construir mediante el concepto de filtro una relacién de equivalencia, la cual define en ultimas
nuestra particiéon. Por tal motivo este capitulo se ha destinado en primera instancia, al estudio de
filtros obteniendo una clasificaciéon que nos permitirdn caracterizar a los productos reducidos. Lue-
go, basados en lo anterior, se definen los productos reducidos obteniendo algunos resultados sobre

equipoténcia.

Como el interés es de tipo algebraico, en el segundo capitulo se define la operacién canénica de los
productos arbitrarios a los productos reducidos, estudiando asi, en qué condiciones las propiedades
algebraicas son transferidas. Ademas se brinda un resumen de algunos productos reducidos clésicos
que han sido estudiados por otros autores, tales como los naturales y reales no estandar. Por ultimo,
se hacen algunas observaciones sobre la relacién de orden inducida en estos productos.

Con los insumos del primer y segundo capitulo se toma el producto reducido generado a partir de la
familia de estructuras de los Z,. Aprovechando la clasificacion de nimeros estdndar y no estandar,
los cuales ha sido definidos en los ejemplos clasicos estudiados en el capitulo dos, se han obtenido
algunos resultados tales como en qué condiciones los niimeros estandar de estos producto reducido
resultan ser cerrados bajo la operacion inducida. Luego, se obtienen en este contexto una represen-
tacion de lo que habitualmente conocemos como niimeros naturales, ntimeros negativos, nameros
enteros y a partir de esto se termina de clasificar a todo el producto reducido por medio de lo que se
denominard como Ramas", la cual nos generard una nueva particiéon. Por ultimo se haran algunas

observaciones sobre la relacién de orden inducida.
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En el cuarto y ultimo capitulo se hard un estudio aritmético de la estructura que se estudio en el
tercer capitulo, copiandonos de lo realizado en los cursos de aritmética. Este estudio empieza por
caracterizar en este contexto a los ntimeros cuadrados y realizar un estudio de la divisibilidad, como
los conceptos de divisores de cero, unidades, asociados numero irreductibles y niimeros primos. Todo

lo anterior nos servird de base para estudiar la solucién de ecuaciones.

Se ha dejado claro desde el principio que no es de nuestro interés reflexionar sobre la parte pedagégica,
sin embargo se debe tener presente que estamos totalmente convencidos que el profundizar en el
estudio de las matematicas aporta en gran medida, a la forma en que ensenaremos matematicas a
nuestros estudiantes. Por ejemplo, el concepto de numero primo ha sido ampliado por medio de este

trabajo, el cual es primordial cuando se ensena el conjunto de los ntimeros naturales.



Capitulo 1

FILTROS Y PRODUCTOS
REDUCIDOS

Desde el punto de vista topolégico es de interés el estudio de estructuras formadas por colecciones de
conjuntos que son cerradas bajo algunas operaciones como la unién, la interseccién entre otras, y que
cumplen condiciones de existencia; por ejemplo, un espacio topolégico se define como una coleccion
de conjuntos cerrada bajo la intersecciéon finitas y las uniones arbitrarias, una sigma-algebra como
una familia no vacia de subconjuntos, cerrada bajo complementos, uniones e intersecciones contables.
De manera analoga a estas estructuras, aparece la nocion de filtro que se describe como una coleccioén
de conjuntos, la cual cumple ser cerrada bajo las intersecciones finitas y tiene a los stiperconjuntos
de cada uno de sus elementos. Este concepto, es utilizado en diferentes ramas de la matematica
como la teorfa de modelos, topologia, &lgebra combinatoria, teoria de conjuntos, légica entre otras.
Por ejemplo, "en topologia los filtros aparecieron por el interés de algunos mateméaticos, como Henri
Cartan de ampliar y formalizar ideas como la de convergencia” dado que las sucesiones solo son de
utilidad para la convergencia de algunos espacios. Ademads, han sido ampliamente utilizados como
un mecanismo para establecer nuevas relaciones de equivalencia como sucede en este documento.
Por otro lado, los filtros han sido utilizados desde la légica para la construcciéon de modelos no
estandar de estructuras conocidas, en las cuales se pueden observar nuevas propiedades o dejar de
tener algunas de las usuales. El primero en crear un universo no estdndar que sirviera de base para
la aritmética fue Skolem, basando su estudio de la aritmética a partir de la operaciéon multiplicacién.
Los infinitesimales de Leibniz fueron inspiracién para el matematico estadounidense Abraham Rob-
binson (1966) el cual a partir de los ultraproductos generados por ultrafiltros obtiene un universo
no estandar, y de esta forma da una fundamentacién légica rigurosa a este nuevo universo.

Ahora bien, ya que los autores no estan familiarizados con el conocimiento necesario para hacer
un estudio formal desde la teoria de modelos, se ha decidido realizar una descripciéon mas intuitiva
del asunto,mostrando el fundamento de las herramientas empleadas y tratando de ejemplificar los

resultados encontrados esta alternativa se ha encontrado en la Teoria de sucesiones [12].
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1.1 Generalidades y ejemplos de filtros

Definiciéon 1.1.1. Se dice que F' C P(X) es un filtro sobre un conjunto X si cumple las siguientes

condiciones:
i) 0¢FyF#0
(ii) Si A,B € F entonces ANB € F

(iii) Si A€ Fy AC B entonces B€ F

Debe observase que por la condicion 4 de la definicion de filtros si X = () entonces no hay filtros , si se
permite que () € F el filtro resulta ser P(X), denominado el filtro impropio [10]. Sin embargo, para
los objetivos del presente trabajo no se toma como posible filtro. Ademads, notese la gran similitud
que esta definicion tiene con la dada para una topologia, y atin mas, si un filtro dado es unido con el
conjunto vacio, obtenemos una topologia llamada filtrosa. En cuanto a la condicién i y ¢ se tienen,

respectivamente, las siguientes propiedades para todo filtro:
Teorema 1.1.1. 5i F' es un filtro sobre X, entonces

(i) Dado Ay, As, ..., A, € F entonces ();_, A; € F.

(i) X € F.

Demostracion.

(i) Por la propiedad ii de filtros se tiene A3 N Az € F luego es cierto para k = 2, se supone cierto

para k = n y se demostrara para k =n + 1, como:
A17A27 -'-7An7An+1 er y 0?21 Al er

por la propiedad ii de filtro se tiene que

(N Ai) N Apq1 € F es decir ﬂ?jll A, eF

(ii) Por la condicion i de la definicion de filtros se tiene que existe A € F', esto implica que A € P(x)
luego A C X por la propiedad i de la definicion de filtro X € F.
0

A continuacién se muestran ejemplos de filtros sobre un conjunto X finito:

Ejemplo 1.1.1. Si X = {1, 2} los tnicos filtros sobre X son los siguientes:

Fy = {{1}’ {L 2}}a Fy = {{2}7 {1’2}}5 F1,2 = {{172}}
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La notacién utilizada para nombrar los filtros, consiste en escribir un subindice en el que deben
aparecer los elementos que pertenecen a la intersecciéon de todos los elementos del filtro, por ejemplo,
como se puede observar los elementos de la interseccion de todos los elementos del filtro F7 o es 1, 2.

Ademas, se aprovecha y se miran los cardinales de estos filtros:
[Fi| =[F| =2y [Fiql=1

Puede observarse que Fy1 2 C F1 y F12 C Fy, la siguiente grafica representa estas contenencias donde

la flechas indican la relacion de contenencia entre dos filtros .

F, F, 2 F,
o o .o
Grafica 1
Ejemplo 1.1.2. Si X = {1,2,3} los tnicos filtros sobre X son los siguientes:
Py = {{1}7 {17 2}7 {17 3}7 {17 2, 3}}, Fy, = {{2}7 {17 2}7 {27 3}; {17 2, 3}};
F3 = {{3}7 {173}’ {27 3}7 {1’ 2, 3}}7 Fip = {{17 2}7 {17 2, 3}}7
F1,3 = {{173}7 {17273}}7 F2,3 = {{273}7 {17273}} Yy F1,2,3 = {{17273}}
Con
[Fi| = |F2| = |F5| =4, [Fia| = |Fig|=[Fos| =2y [Figs[=1
Representacion geométrica
£ F5
Grafica 2

Ejemplo 1.1.3. Si X = {1,2,3,4} los tnicos filtros sobre X son los siguientes:
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Fy = {{1},{1,2},{1,3},{1,4},{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{1,2,3,4}}
Fy = {{2}, {1, 2}, {2, 3}, {2, 4}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {2, 3, 4}, {1, 2,3, 4}}
Fs ={{3},{3,2},{1,3},{3,4},{1,2,3},{3,2,4},{1,3,4},{1,2,3,4}}
Fy={{4},{4,2},{4,3},{1,4},{4,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{1,2,3,4}}
Fro={{1,2},{1,2,3},{1,2,4},{1,2,3,4}}

Fi3= {{1,3},{1,2,3},{1,3,4},{1,2,3,4}}
Fra={{1,4},{1,2,4},{1,3,4},{1,2,3,4}}
Fy3=1{{2,3},{1,2,3},{2,3,4},{1,2,3,4}}

Fyy = {{1, 2}, {1, 2, 3}, {1, 2, 3}, {1, 2,3, 4}}

Fs 4 ={{1,2},{1,2,3},{1,2,3},{1,2,3,4}}
Fio3=1{{1,2,3},{1,2,3,4}}

Fio4= {{1, 2, 4}, {1, 2,3, 4}}

Fisa=1{{1,3,4},{1,2,3,4}}

Frs4=1{{2,4,3},{1,2,3,4}}

Fio34=1{{1,2,3,4}}

Con

|[F1| = |Fp| = [F3| = |Fy| =8

[Fio| = [F13| = |[F1,4]| = |Fo3| = [Fou| = |F34| = 4
[Fio3| = [Flo4| = [Fa34| = [FL34] =2

=1

|F1.2.3.4

Representacién geométrica

Grafica 3

De manera natural puede continuarse el proceso, construyendo los posibles filtros sobre conjuntos

finitos, por ejemplo si el conjunto X tiene 5 elementos tendra 31 filtros asociados, con 6 tendré 63,
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., podra determinarse una férmula para la cantidad de filtros 7

Ejemplo 1.1.4. si X es un conjunto infinito, se denomina filtro de Fréchet al filtro determinado

por:
Fr = {AD| A° es finito}

Se puede crear una topologia a partir de este filtro y se denomina topologia de complementos finitos.

se Probara que es un filtro:
(i) 0¢ Fry Fr#10

Se Supondra que () € F'r entonces su complemento es finito pero su complemento es X y por hipdtesis
no es finito por lo tanto () ¢ F'r, Fr # () dado que X € F'r.

(ii) Si A, B € Fr entonces ANB € Fr

Si A, B € Fr entonces A° y B¢ son finitos por lo tanto A° U B¢ es finito por definicién de filtro
(A°U B°)° € Fr que es lo mismo que AN B € Fr

(iii) Si A€ Fry AC B entonces B € Fr

Si A € F'r entonces A¢ es finito, como A C B entonces B¢ C A¢ luego B¢ es finito, es decir B € F'r

Por ¢, i1 y iit se concluye que F'r es un filtro sobre X

lo permite hacer algunas consideraciones acerca de los filtros en general, los cuales serdn base para

continuar el estudio de filtros:

¢ En los ejemplos de filtros sobre conjunto finitos, se ha observado que existe un elemento del
filtro que esta contenido en los demés elementos de este. 77; Sera que esto siempre sucede en

filtros sobre conjuntos finitos y de ser asi se cumplird para conjuntos infinitos 7

¢ Del teorema 1.1.1 se concluye que las intersecciones finitas de elementos de un filtro siempre

pertenecen a este. Pero esta se tendra en intersecciones arbitrarias?.
¢ Dado que los filtros son conjuntos, ; seran las operaciones conjuntistas cerradas?.

¢ Ademas al parecer los filtros se pueden ordenar mediante la contenencia.

1.2 Filtros principales

Observando los filtros construidos en los ejemplos 1.1.1 al 1.1.3 se puede notar que una forma para

generar un filtro consiste en tomar un conjunto no vacifo y todos los conjuntos que lo contienen.
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Definicién 1.2.1. Dado X y A C X donde A # () se llama filtro principal (denotando por Fjy)

generado por A al conjunto que contiene a todos los subconjuntos de X que contienen a A, es decir:

Fy={BCX| ACB}
Teorema 1.2.1. F4 es un filtro sobre X.

Demostracion. se probara que F4 cumple las tres condiciones para ser filtro.

1) 0 Fay Fa#0

Como A # () y A € Fy, por construccion A es subconjunto de todos los elementos de F4 entonces

V¢ FyF#0.

(ii) Si C,B € F4 entonces CNB € Fy
SiC,B € Fqentonces ACCy AC Bluego ACCNB,esdecir CNBE Fyu.
(i) SiC € F4 y C C B entonces B € Fy

Si C € Fapy C C B por definicion de filtro principal A C C entonces se tiene que A C B por
definicion del filtro se tiene que B € Fly.

Por i, i1 y iii F4 es filtro sobre X.

O

Dada la definicién de filtro principal se obtiene que la interseccién de todos los elemento de F4 sobre

X es A, es decir que

Si AC Xy A# () entonces (\gcp, B=A.
Las siguientes propiedades se tienen como consecuencia de la definicién:
Teorema 1.2.2. Sea A y B subconjuntos de X mno vacios entonces:

(i) AC B siy solo si Fp C Fu

p(X)]

(i) Si X es finito entonces |F4| = o1l

Demostracion.

(i) =) Sea C € Fp, entonces B C C, dado que A C B , se tiene que A C C, por definicion de Fy,
C € F4 y por consiguiente Fp C Fju.
<) Como B € Fp y dado Fg C F4 entonces B € Fy, por definicion de Fy, A C B
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(ii) Para todo B € Fj4, se denota D = B — A, donde D € P(X — A), se puede establecer una
correspondencia biunivoca entre los elementos de Fq y P(X — A), para todo B € Fy se tiene que
B — A estaen P(X — A) y para todo C' € P(X — A) se tiene que C'U A esta en Fjy; Por lo tanto
|Fa| = |P(X — A)|. Ahora, se tiene que:

9lX]| X
IP(X - 4)] = 2%l = 2X1-141 = 2 ";&R‘
por lo tanto
_ [p(X)]
‘FA‘ - 2|A|

El siguiente teorema garantiza que sobre todo conjunto finito solo existen filtros principales.
Teorema 1.2.3. Sea X finito y F' un filtro sobre X entonces existe un A C X tal que F = Fy

Demostracion. Como X es finito entonces P(X) es finito y por lo tanto todo filtro F es finito, por el
teorema 1.2.1 se puede deducir que la interseccién de todos los elementos de un filtro finito pertenece

a este, sea A= (\gep B .

Como A € F por la tercera propiedad de los filtros todo conjunto que contenga a A debe estar en
F entonces Fy C F. Dado que A = (\gcp B como B € F se cumple que A C B y por definicién de
F4 se concluye que B € F4, por lo tanto F' C F4.

Como Fq C Fy F C Fy entonces F' = Fly, es decir que todo filtro sobre un conjunto finito es
principal
O

Ahora se estudiara el comportamiento de los filtros con respecto a las operaciones conjuntistas:

Ejemplo 1.2.1. Si Fy y F5 son los filtros de ejemplo 1.1.3 entonces se puede observar que:

FUF, = { {1, {28 {2y {13} (L4},  {2,8}, }

{2,4}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4}, {2,3,4}, {1,2,3,4}

No es un filtro pues {1} € F1 U Fy y {2} € F; U F5, no cumpliéndose la segunda condicion de
los filtros, pues {1} N {2} = 0 y 0 ¢ Fy U F». Sin embargo, se puede obtener una nueva forma de

construccién con la unién de la siguiente manera:

Dado un filtro F} sobre X = {1,2,3,4}, se toma un subconjunto B = {2,3} y se genera el conjunto
F'={CUB | C € Fi}, obsérvese que:

Fr={{110{2,3}, {1, 2}u{2, 3}, {1, 3}0{2, 3}, {1,4}U{2, 3}, {1, 2, 3}u{2, 3}, {1,2,4}U{2, 3}, {1, 3,4}U
{2,3},{1,2,3,4} U {2,3}}, Simplificando F' = {{1,2,3},{1,2,3,4}} = Fi 23, resultando de nuevo

un filtro.
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Teorema 1.2.4. Sea Y y D subconjuntos no vacios de X si F es filtro sobre Y y F' = {C U D |
C € F'} entonces:

(i) S1Y = X entonces F' es un filtro sobre X.
(1)) S1Y =X y F = Fg entonces F' = Fgyp.

(i1i) Si D =Y entonces F' es un filtro sobre X.

Demostracion.

(i) SiY = X entonces F’ es un filtro sobre X
(a) D¢ F'y F' #10

SiC e Fsecumple D£CUD € F' yporlo tanto 0 ¢ F' y F' # 0
(b) Si A, B € F' entonces ANB € F’

Si A,B € F’ entonces existe C1,Co € F tal que A = DUC; y B = DUC luegop ANB =
(DUC))N(DUCy) = DU (CyNCq) por la propiedad #ii de filtros (Ch N Cy) € F y por lo tanto
ANBeF.

(¢) SiAe F'y AC B entonces B € F'

Como A € F’ entonces existe C' € F tal que A= D UC, como A C B entonces D UC C B por lo
tanto C' C B por la propiedad i de filtros B € F', luego DUB = B € F’

Por 1, i1 y 77 se concluye que F” es un filtro sobre X.

(i) SiY = X y F = Fg entonces F' = Fg_p.
Si A € F' entonces existe C' € Fg tal que A =C U D, luego C C A es decir A € Fg lo que implica
E C Ay por lo tanto EU D C A por la propiedad 11 A € Fgyp es decir F/ C Fgup, Si A € Fgup
entonces EUD C A, como F € F entonces EU D € F’ por la propiedad tres de filtros se tiene que

A€ I’ es decir Fgup C F'.

Como F' C Fgup y Frup C F' entonces F' = Fpup

(iii) Si D =Y* entonces F’ es un filtro sobre X.

La propiedad ¢ y 42 son andlogas al primer item de este teorema. Probemos la tercera propiedad. Sea
A€ F y AC B;como A € F' entonces existe C € F tal que A =Y°“UC, como A C B entonces
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YeuU C C B por lo tanto C C B por la propiedad i de los filtros BNY € F dado que Y°¢ C B se
tiene que YU (BNY) =B € F’

Por i, i1 y 71 se concluye que F’ es un filtro sobre X.

O]

A diferencia de la unién, se puede ver que la interseccién de dos filtros sobre X es un filtro sobre
X puesto que si tienen un elemento en comin contendran a sus superconjuntos y ademas nunca es

vacio puesto que contienen a X, por ejemplo:
Ejemplo 1.2.2. Sea X = {1,2,3,4}, obsérvese que
Finks=1{{1,2,3}{1,2,3,4}}

es de nuevo un filtro, el cual es F 2 3. De forma general se obtiene el siguiente teorema:
Teorema 1.2.5. Sea F y F' un filtro sobre X y (0 #Y C X entonces

(i) FNF" esun filtro sobre el conjunto X.

(i) Si F = Fo F' = Fp entonces Fo N Fp = Foup
(111) La coleccion F" = {ANY |Ae Fy ANY # 0} es un filtro sobre Y.

Demostracion.

(i) Se probara que F'N F’ es un filtro sobre el conjunto X.
(a) D¢ FNF yFNF #0

Como F y F’ son filtros sobre X entonces 0 ¢ F, 0 ¢ F', X € F 'y X € F' por lo tanto ) ¢ F N F’
y FNF #£0.

(b) Si A,B € FNF entonces ANB € FNF'

Dado A,B € FNF entonces A,B € F y A, B € F' por la propiedad ii de los filtros ANB € Fy
ANB e F', esdecirque ANBe FNEF’

(¢c) SSAe FNF' y AC Bentonces Be FNF'

Por la definicién de interseccion A € F'y A € F', ademés como A C B, por la propiedad iii de los
filtros se tiene que B € F'y B € F’, por lo tanto B € FN F'.

Por 1, i1 y 71 se concluye que F' N F’ es un filtro sobre X.
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(ii) Se probara que si F' = Fo y F' = Fp entonces Fo N Fp = Foup.

Si A € Fo N Fp por definicion de filtro principal C C Ay D C A, por consiguiente C U D C A,
por lo tanto A € Foup luego Fe N Fp C Feoup. Si A € Foup entonces CUD C Aluego D C Ay
C C Aporlotanto A € Foy A € Fp lo que implica que A € FocNFp es decir que Foup C FoNFp.

Como Foup C FecNFpy FocNFp C Foyup entonces Foe N Fp = Foup

(iii) Se probara que la coleccion F”" = {ANY | A€ Fy ANY # (0} es un filtro sobre Y.
(a) 0¢ F"y F"#10
Por construccion ANY # () entonces ) ¢ F”. Por lo otro lado como X € F entonces Y € F” es
decir F” # ().
(b) Si A,B € F” entonces ANB € F”.

Dado A, B € F” entonces por la definicion del conjunto existe C,D € F tal que A = CNY y
B=DnNY. Ahora, ANB=(CNY)N(DNY) por propiedades de la interseccién entre conjuntos
se tiene que AN B = (CND)NY, por la propiedad ii de los filtros se tiene que (C'N D) € F y por
lo tanto AN B € F”.

(¢c) SiAe F"y AC B entonces B € F”.

Si A € F” entonces existe un C' € F tal que A =CNY. como A)B U C, Por la propiedad iii de los
filtros se tiene que CUB € F, como A C B se tiene que B = (CUB)NY y por lo tanto B € F”. [

Se puede observar que la unién y la interseccién de filtros brindan mecanismos para obtener nuevo
filtros a partir de los ya obtenidos, por lo tanto es natural preguntarse si ademas los productos
cartesianos usuales permiten crear nuevos filtros. Si se tiene un conjunto X, F4 v Fp filtros sobre
X se puede notar que C = {4; x Bj | A; € F4 y Bj € Fp} es un filtro sobre X x X y ademas
C = FaxB-

Teorema 1.2.6. Dado un conjunto X, Fa y Fp filtros sobre X entonces F' = {A; x B; | A; € Fq y
B; € Fp} es un filtro sobre X x X.

Demostracidn. se probara las tres condiciones para que F sea filtro
i) 0¢FyF#0

Como F={A; x B; | A; € Fay B; € Fg} y dado que A; #( y B; # () entonces ) ¢ F, como Fa y

Fp tienen elementos entonces F # ().

(ii) Si Cj,Cj € F entonces C; N C; € F



§1.2 18

Dado C;,C; € F entonces existe A;, A; € Fay B;, Bj € Fp tales que C; = A; x B, Cj = Aj x B;
como A;NAj € Fuy B;NBj € Fp entonces ((A;iNA;)x(B;NBj)) € F como ((A;NA;)x(B;iNBy)) =
((AZ X Bl) N (AJ X BJ)) entonces C; N Cj el
(iii) Si C; € F'y C; C Cj entonces C; € F
Dado que C; € X x X entonces existe D, E' € X talque C; = D x E'y ademés como C; € I entonces
existe A; € Fu y B; € Fp talque C; = A; x B; como C; C Cj entonces B; C E'y A; C D es decir
que D € Fy y E € Fp Por lo tanto C; € F.
O

Notese que F' = F{ 44 p) este teorema se puede ampliar y hablar de filtro sobre X™ para n € Ny su

demostracion es aniloga.

Para caracterizar mejor los filtros principales se mostrara filtros principales sobre conjuntos infinitos:

Ejemplo 1.2.3. Si X = N por el teorema 1.1.1 el unico filtro con un elemento serad Fy = {N}. Por
el teorema 1.2.1, para cada subconjunto A no vacio de N se puede construir un filtro, a continuaciéon

se analizan filtros principales cuando A es finito ¢ infinito.
(i) Si A es finito , F4 tendra que ser infinito, por ejemplo:

Si A = {1} el filtro generado por A es F; = {{1},{1,2},{1,3},....,{1,2,3},..,N} = {{1} C A C N},
se puede ver que si A es finito tendré infinitos conjuntos que lo contengan, por lo tanto el filtro sera

infinito.
(ii) Si A es infinito, el cardinal de F4 puede ser finito o infinito.

Se puede notar que para Fiy = {N} | A es infinito y filtro es finito. Un ejemplo en donde A y F4 son

infinitos, sucede cuando A = 2N, pues se observa que el filtro es?:

Foy = {2N,2N U {1},2NU{1,3},..} = {A C N | 2N C A}

En la siguiente tabla se muestran colecciones de filtros principales sobre N teniendo en cuenta que

a; €N

Forma del filtros | Cardinalidad del filtro | Cardinalidad de los elementos del filtro
3N 1 N

FN_{a1} 2 Ro

FN_{a;,02} 4 No

FN_{a1,a2,a3,..an} 2n Ng

N 1,6 % Ng 61,2,..., 8

Fay,az,...an Ny n,n+1,..,Ng

Fa, a Ny 2,3,...,8g

Fo, Ny 1,2,...,Ng

29N simboliza los nimeros pares. En general se denota nN, al conjunto de los miltiplos de n.
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Tabla 1

el siguiente teorema garantiza cuando un filtro es principal:

Teorema 1.2.7. Sea F' un filtro sobre X y D = ﬂAieF A; se tiene que
D e F siysolosi F=Fp

Demostracion. =) Se probara que F C Fp, sea A € F por definicion de interseccion se puede
concluir que D C A por definicion de filtro principal A € Fp luego FF C Fp. sea A € Fp por
definicién de filtro principal se tiene que D C A, como D € F, por propiedad iii de filtros A € F.
Como FFC Fpy Fp C F entonces F = Fp.
<) Dado que F = Fp por definicién de filtro principal D € F.

O

Una pregunta natural que surge es si todos los filtros cumplen las condiciones del anterior teorema,
y de ser asi todos los filtros serian principales, sin embargo el ejemplo 1.1.4 (el filtro de Fréchet)
no cumple esta propiedad, es decir es el primer ejemplo que se tiene de un filtro no principal. Para
probar que F'r no es principal basta comprobar que existe una coleccion C' = {A; € Fr} de tal
forma que (.. Ai = 0. Obsérvese que para X — {i} = A; € F parai € X, [,y X — {i} = 0 por
lo tanto no existe un A C X tal que Fq = F'r.

Observece que los elementos del filtro de Fréchet son infinitos, una pregunta que surge es si un filtro
no principal tienen elementos finitos la respuesta es no, el siguiente teorema garantiza que todo filtro

que tenga un elemento finito sera principal

Teorema 1.2.8. Dado F un filtro sobre X y A un subconjunto finito de X, si A € F entonces F

es principal.

Demostracion. Sea C = {B | B= AN D donde D € F}, La coleccion C es finita, dado que A es
finito. Notese que por la propiedad dos de los filtros todos los elementos de la coleccién C' pertenecen
al filtro. Ademas por el teorema 1.1.1 se tiene que (e B € F' es decir que (pep D € F, por el
Teorema 1.2.7 F es principal.

O

1.3 Filtros libres

En la anterior seccién se ha comprobado que el filtro de Fréchet es no principal, puesto que la

inteleccién de todos sus elementos no pertenece al filtro, esto se debe a que su interseccién es vacia.

Definiciéon 1.3.1. Se denomina filtro libre a aquellos en donde la interseccién de todos sus elementos

es vacia.
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es decir que el filtro de Fréchet es libre, y claramente todo principal es no libre, la pregunta que
surge es si todo no principal es libre, el siguiente ejemplo muestra que esto no es cierto.

Ejemplo 1.3.1. En este ejemplo se intersecard un filtro principal y el filtro de Fréchet. Dado un

conjunto X y A un subconjunto entonces:
FanFr={B CX | B¢es finito y A C B} es un filtro.

Analizando este ejemplo se concluye que si:

(i) A es finito, sea C' = {X —{i} | i € A°} observece que todo elelemnto de C' esta en Fy N Fr = por
lo tanto ﬂAie(FAﬂFr) A; = A. Sin embargo A ¢ F4 N Fr, por lo tanto este filtro no es principal ni
libre.

(ii) A es infinito ya se sabe que ﬂAie(FAmFr) A; = A. Ahora si A¢ es infinito, pasaria lo mismo que

en el anterior caso. Pero si A€ es finito entonces )4 N Fr = F4, pues A € FuN Fr.

A continuacién, se muestra una coleccion C en la cual a partir de esta se puede obtener diferentes

tipos de filtros, utilizando tnicamente filtros principal.

Teorema 1.3.1. Dada una coleccion C = {A; C X | i € L} no vacia, donde L es un conjunto de

indices. Si la coleccion cumple:
Si A;,Aj € C entonces AiNA; #0y AinA;eC
Entonces U 4,cc Fa; es un filtro sobre X.

Demostracion. Sea I'=|J4.cc Fa, se demostrard que F es un filtro

i)0gFyF#0

Como A; N Aj # () entonces A; # () de lo cual se concluye que () ¢ F, ahora como C' es no vacia
entonces ' # ()

(ii) Si A, B € F entonces ANB € F

Sea E,D € F existe A;; Aj € C tal que E € Fa, y D € Fy,; por definicion de los filtros se tiene
que A; C Ey A; C D esdecir que A;NA; C END, como A;,Aj € C entonces A; N A; € C luego
A; N Aj € F por la propiedad 77 de filtros END € F

(iii) Si A€ Fy AC B entonces B € F

dado A € F entonces existe A; tal que A € Fy,, por la definicién del filtro, A; C A C B por la
propiedad i B € F.
O

El siguiente ejemplo muestra un filtro no principal construido a partir del anterior teorema, con la

condicion adicional de ser un filtro libre:
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Ejemplo 1.3.2. Dada C' = {2iN} donde 2iN son los multiplos de 2i sin el 0. Entonces por el teorema
anterior se tiene que F' = (J;cn_ {0} Fyiy es un filtro. Es inmediato comprobar que es un filtro libre,

puesto que la interseccién de todos sus elementos es vacié.

El siguiente ejemplo muestra un filtro no principal construido a partir del anterior teorema, con la

condicion adicional de ser un filtro no libre:

Ejemplo 1.3.3. Dada C = {2iN} donde 2iN son los multiplos de 2i con el 0. Entonces por el
teorema anterior se tiene que F' = UieN—{O} Foin es un filtro. Obsérvese que la interseccion de todo
los elementos del filtro es {0} y este no pertenece a ningun filtro de la unioén. por lo tanto es no

principal y no libre.

Un teorema que se deduce de los ejemplos anteriores teniendo en cuenta las caracteristicas de los

filtro es el siguiente:

Teorema 1.3.2. Sea F' = UAZEC Fy, un filtro sobre X, donde C' es la coleccion del teorema 1.3.1

Se tiene que:
(i) Na,ec Ai € F siy solo si F es principal.
(1) Si(Na,ec Ai =0 siy solo si F es libre.
(i1i) SiNa,ec Ai # 0y Na,ec Ai  F siy solo si F no es libre ni principal.

Teniendo en cuenta las definiciones de los diferentes tipos de filtros. Este teorema, permite aplicar
la nocién de filtro principal, filtro libre y filtro no libre y no principal a una colecciéon C' la cual no

necesariamente es filtro, y a partir de ella obtener los respectivos filtros.

Existe otra caracteristica de los filtros no principales, la cual se corresponderia con el teorema 1.2.8

pues a partir de los elementos del filtro se puede caracterizar si este es o no principal.

Teorema 1.3.3. Dado un filtro F' sobre X. Todo elemento del filtro, contiene propiamente un nuevo

elemento de este, si y solo st F' es no principal.

Demostracion. =) Supongamos que F' es principal por definicién de filtros principales, existe un A
tal que todo elemento del filtro contiene a A. Como A pertenece al filtro, y ademés no existe un
elemento del filtro que este contenido propiamente en A, se genera una contradiccion dado que por
hipétesis todo elemento del filtro esta contenida propiamente en otro, por lo tanto F es no principal.
<) Supongamos que existe un elemento A del filtro tal que no contiene un nuevo elemento del filtro.
Témese un elemento B del filtro, dado que A N B debe pertenecer al filtro, y ademas AN B C A,
entonces (|gcp B = A. Por el teorema 1.2.7 F es principal, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto

todo elemento del filtro, contiene propiamente un nuevo elemento de este.
O

El siguiente teorema se deduce del teorema anterior y del teorema 1.1.1
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Teorema 1.3.4. Si F es un filtro libre sobre X entonces F, C F

Demostracion. dado A € Fr como A€ es finito y (\gep B = 0 entonces existe C' € F tal que
C N A€ = () es decir que C C A, por la propiedad tres de filtros A € F luego F. C F
O

Como se ha observado anteriormente los filtros se puede relacionar entre si, por medio de la conte-
nencia, estableciendo asi una relacion de orden parcial. Como lo muestran los ejemplos 1.1.1, 1.1.2
y 1.1.3 se puede observar que existe un filtro minimo a todos los filtros sobre un conjunto X, sin
importar si es finito o infinito, este es Fx. Esto no sucede con el maximo, pero si existe un maximal,
pues en los filtros generados a partir de un conjunto finito, toda cadena ordenada tiene un maximal,
el cual es de la forma F,, donde a es un elemento del conjunto X. A continuacién se demuestra que
para los filtros generados a partir de un conjunto infinito, también existen filtros méximos, claro

estd, para toda cadena ordenada. A estos filtros maximos se les denomina ultrafiltros.

1.4 Ultrafiltros

Se ha dicho que un ultrafiltro sobre un conjunto X es un filtro maximal, otra forma de caracterizarlos
es si dado subconjunto de X este o su complemento pertenecen al filtro pero esta ultima se enunciara

COomo un teorema.

Definicion 1.4.1. Si F es un filtro sobre un conjunto X y no existe un filtro F’ tal que F’ D F, se

dice que F es un ultrafiltro.

Ejemplo 1.4.1. Los filtros principales generados por A tal que contiene un solo elemento sobre

un conjunto X son ultrafiltros. Esto es consecuencia del teorema 1.1.1. y la definicién de filtro
p(X))]

en la topologia discreta la coleccion de las vencidas de un elemento [9]

principal. Ademés, cuando X es finito se tiene que |Fy4| =

, estos ultra filtros son llamados

Teorema 1.4.1. Dada una cadena de filtros sobre un conjunto X siempre existe un ultrafiltro que

contiene los filtros de la cadena.

Demostracion. Sea una cadena de filtros ordenados y B la coleccion de estos filtros.Sea C' = {A |
A € F} donde F € B por el teorema 1.3.1 [J o Fa es un filtro y ademas por construcciéon es una
cota superior de B. Utilizando el lema de Zorn [15] existe un elemento maximo en B, por lo tanto
existe un ultrafiltro que contiene a los filtros de la cadena.

O

Una definicién equivalente de ultrafiltro, la cual es de gran importancia y se encuentra en la mayoria

de la bibliografia es:

Teorema 1.4.2. Dado un ultrafiltro F sobre un conjunto X y A un subconjunto de X si y solo si
AeF o6 A°eF.
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Demostracion. =) Se supondra que A, A° ¢ F entonces para todo B € F se cumple que AN B # ()
y ANB#0.Sea F' ={C | ANB C C donde B € F} luego F' D F, como F’ es un filtro se tiene
que F' no es un ultrafiltro lo que contradice la hipo6tesis por lo tanto A € F' o bien A¢ € F.

<) se supondréa que F no es ultra filtro por lo tanto existe F’ un filtro tal que F' C F’ es decir existe
un B C X tal que B € F' y B ¢ F y por lo tanto por la hipotesis se debe tener que B¢ € F esto
implica que B¢ € F’ y por lo tanto BN B¢ € F’ lo cual contradice la condicién 4 de filtro y por lo

tanto F es un ultrafiltro. O

Teniendo en cuenta el teorema anterior y el teorema 1.2.8 se puede concluir que todo ultrafiltro no

principal contiene al filtro de Frechet. A partir de este resultado, se deduce el siguiente teorema:
Teorema 1.4.3. Todo ultrafiltro no principal es libre

Demostracion. Dado F un ultrafiltro no principal sea A = ﬂAieF A;, por el teorema 1.4.2 se tiene
que A€ F 6 A°€ F,si A€ F por el teorema 1.2.7 F sera principal por lo cual contradice nuestra
hipétesis por lo tanto A° € F, esto implica ([ 4,cp 4i) N A° = (), es decir F es libre.

O

Para dar por terminado esta seccién, se enuncia el siguiente teorema el cual permite obtener ultra-

filtros sobre subconjuntos de un conjunto a partir de ultrafiltros sobre el conjunto dado.

Teorema 1.4.4. Si F' es un ultrafiltro sobre X, entonces el filtro F" obtenido en el teorema 1.2.5

es un ultrafiltro sobre Y .

Demostracion. Por el teorema teorema 1.2.5 se sabe que F” es un filtro, ahora solo basta con probar
que F” es un ultrafiltro, para esto se utilizara el teorema, 1.4.2.
Tomese un conjunto A C'Y de tal forma que A ¢ F” entonces demostremos que necesariamente A°
en Y pertenece a F”. Como A ¢ F” entonces para ningtin C' € F se tiene que A = C NY, como
Y C X en particular se tiene que A ¢ F pues de lo contrario se tendria que A € F”. Como F es
ultrafiltro entonces A° en X pertenece a F' y utilizando la definicion F” se tiene que A°NY € F" y
como A°NY = A®en Y entonces A en Y pertenece a F”.

O

1.5 Productos reducidos

Con el objetivo de construir algunas estructuras algebraicas, y ademaés utilizar el concepto de filtro
como herramienta de construccién, se retoma los productos cartesianos en los cuales la nocién de
igualad entre elementos del producto es debilitada por medio de los filtros. Esta discusion se ha
observado en el libro "Métodos analiticos del andlisis no estandar” del profesor Yutakeuchi, en los
cuales de una manera logica intuitiva, define lo que entiende por "para casi todo”. Aunque este "para
casi todo” no se va profundizar explicitamente, se explicara lo que se entiende cuando se habla de
dos elementos de un producto son "iguales”. A partir de ello, se pueden obtener productos arbitrarios

reducidos.
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Definicién 1.5.1. Sea {A4;};cr una familia de conjuntos. El producto cartesiano arbitrario de esta

familia se denota como [[;c; A; y es el conjunto de todas las funciones
Tal que f(i) € A; para cada i € L

Si todos los A; son iguales este producto cartesiano se llama potencia. A continuacién se muestran

algunos ejemplos de productos cartesianos:
Ejemplo 1.5.1. Si A; = () entonces la potencia [[,.; A; = 0.

Ejemplo 1.5.2. Sea A; = N para L = {1,2} entonces [[,.; Ai = {f | f(1), f(2) € N}

Por ejemplo, una de estas funciones es cuando

f) =2y f(2)=3

Otra forma para denotar la anterior funcion es por medio de n-duplas resultando (f(1), f(2)) = (2, 3).

Sin embargo esta notacion solo es posible cuando L es numerable.

Solamente se han dado ejemplos de potencia, pero como se ha dicho en la definicién, se pueden dar

ejemplos de productos que no son potencias, por ejemplo.

Ejemplo 1.5.3. A partir de Z, Z3 y Z4, se puede obtener el producto Zg x Zz x Zy = [[;c; Zi
donde L = {2,3,4}. Obsérvese que un elemento de este producto es (0,2,3). En cambio (1,+/2,3)
no lo es pues f(2) ¢ Zo téngase en cuenta que f(2) = /2 .

Habitualmente se dice que dos elementos de un producto son iguales si son iguales componente a
componente. Es evidente que si se define de esta manera esta resulta ser una relacion de equivalencia,
pues la particion resulta ser el producto original. Sin embargo esta equivalencia puede ser “debilitada”,
pues se puede decir que dos elementos de un producto son iguales si y solamente si tienen algunos

componentes iguales. Es aqui donde el concepto de filtro se introduce.

Ejemplo 1.5.4. Sea A = {Zy,7Z5,73}, se construye la potencia, es decir Zg X Zg X Z3 obsérvese que

la definicion de igualdad esta definida como:
f=gsiysolosi f(1) = g(1), f(2) = 9(2) y f(3) = 9(3)
Como la idea es debilitar esta nocién entonces se define la igualdad como:

f~gsiysolosi f(1)=g(1), f(2) # g(2) y f(3) # (3)

Utilizando representacion cartesiana las funciones que son iguales en el producto cartesiano a partir

de la nueva definicion son:

(1,0,0) ~ (1,1,0) ~ (1,0,1) ~ (1,1,1) ~ (1,0,2) ~ (1,1,2)
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(0,0,0) ~ (0,1,0) ~ (0,0,1) ~ (0,1,1) ~ (0,0,2) ~ (0,1,2)

obsérvese que esta no es una relacién de equivalencia puesto que no se cumple la propiedad reflexiva.
Esta relacion se puede re-definir por medio de los filtros sobre {1, 2,3} para que resulte una relacion

de equivalencia de la siguiente manera:
R; esta definida como f ~gsiysolosi {i e L| f(i)=g(i)} € Fy

Esta es una relacién de equivalencia, por lo tanto generando la particién respectiva se obtiene las

siguientes clases de equivalencias.

((1,1,1)) = {(1,1,0),(1,0,1),(1,0,0),(1,0,2), (1,1,1), (1,1,2)}

((0,0,0)) ={(0,1,0),(0,0,1),(0,0,0),(0,0,2),(0,1,1),(0,1,2)}
Notese que Ry y R3 son casos andlogos a Rj. Rj 2 esta definida como:
f~gsiysolosi{ie L| f(i)=g(i)} € Fi2

Sus clases son:

((1,1,1)) ={(1,1,0),(1,1,1),(1,1,2), }

((0,0,0)) =4(0,0,0),(0,0,1),(0,0,2),(0,0,2),(0,1,1),(0,1,2)}

((0,1,0)) ={(0,1,0),(0,1,1),(0,1,2)}

((1,0,0)) = {(1,0,0),(1,0,1),(1,0,2)}
Notese que Ry 3y Ra 3, son casos andlogos a Ry 2. 123 esta definida como:
f~gsiysolosi{ie L|f(i)=g¢(i)} € Fia23
Esta es la relacion de equivalencia usual.

El anterior ejemplo muestra que el filtro adecuado, que define una relaciéon de equivalencia debe ser
sobre el conjunto de indices que determina la familia que genera el producto cartesiano, pues si esto

no se llega a tener en cuenta el filtro no genera una relacién.

Teorema 1.5.1. Sea [[,.; Ai y F un filtro sobre L, para f,g € [[,c; Ai se tiene:
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f~gsiysolosi{ieL| f(i)=g(i)}eF
Es una relacion de equivalencia

Demostracion. Para demostrar que es una relacién de equivalencia se debe probar que la relacién es

reflexiva, simétrica y transitiva.
(i) Reflexiva: se debe probar que f ~ f

Como F' es un filtro sobre L entonces Por el teorema 1.1.1 L € F'. Esto implica que f ~ f.
(ii) Simétrica: se debe probar que si f ~ g entonces g ~ f

Como f ~ g entonces {i € L | f(i) = g(i)} € F por la propiedad simétrica de la igualdad entonces
{ie L|g(i)= f(i)} € F por lo tanto g ~ f.

(iii) Transitiva: se debe probar que si f ~ gy g ~ h entonces f ~ h.

Como f ~ gy g~ h por la propiedad 7 y iii de los filtros f ~ h

Como la relacién es reflexiva, simétrica y transitiva entonces es una relacién de equivalencia.

O]

El teorema anterior muestra las condiciones para obtener una relacién de equivalencia por medio
de un filtro sobre un conjunto adecuado (conjunto de indices). Ahora, a partir de esta relacion

equivalencia, se obtiene la correspondiente particién.

Definiciéon 1.5.2. Dado el producto [[;c.; A; y F un filtro sobre L la particién generada por la

relacion de equivalencia dada en el Teorema 1.16. se llama un producto reducido y se denota como
[licr Ai/ F.

Las clases generadas por la relacion se denotaran como (f) r donde f pertenece al producto cartesiano
v F' es el filtro que genera la relacién, si no se entra en confusiones al hablar de las clases generadas

por la relaciéon de equivalencia simplemente se denotara a la clase como (f).

1.6 Productos reducidos sobre filtros principales

En el siguiente ejemplo se toma una potencia finita, y por ende el conjunto indices serid también
finito. Utilizando el teorema 1.2.3 se deduce que si se parte de una potencia finita el filtro debe ser

principal.

Ejemplo 1.6.1. Sea X un conjunto, se tomara el producto X* en donde se obtiene los productos
reducidos a partir de los filtro generados sobre L = {1,2,3,4} dado que la potencia es 4 observese

que no se puede generar las clase pero se puede comprobar que:
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X*/F es equipotente a X
X*/F1 2 es equipotente a X2
X*/F1 23 es equipotente a X3
X4/F1727374 es equipotente a X*

Se concluye que si se hace la particion sobre una potencia finita, se obtiene un conjunto equipotente
a una potencia de igual o menor grado, sin embargo este resultado se puede generalizar, por medio
del siguiente teorema, pues no necesariamente la potencia debe ser finita, ademas, se pueden tomar

productos cartesianos arbitrarios.No obstante, el filtro si debe ser principal.
Teorema 1.6.1. Sea [[;c; Ai y Fp un filtro sobre L entonces [[;c; Ai/Fp es equipotente a [, 5 As

Demostracion. La demostracion se reduce a construir una funcién biyectiva entre estos dos conjuntos,

Sea la funcion
H : [liep Ai — [licr Ai/F
[ )
Donde f'(i) = f(i) para toda i € B

para probar que es biyectiva se probara que es inyectiva y sobreyectiva
= Se probara que H es inyectiva.

Sea f,g € [licpAi tal que H(f) = H(g) es decir que (f') = (¢’) por lo tanto f' ~ ¢ entonces
{i e L| f(i)=4(i)} € Fg, Como Fp es un filtro principal B C {i € L | f'(i) = ¢'(:)} por lo
tanto para todo i € B sucede que f'(i) = ¢'(i) y como f'(i) = f(i) y ¢'(i) = g(i) para los i € B
por propiedad transitiva f(i) = g(i) para toda i € B por lo tanto f = g concluyéndose que H es

inyectiva.
= Ahora se probara que H es sobreyectiva.

Sea (g9) € [[,cr, Ai/FB, se define f € [[,c5 Ai tal que f(i) = g(i) dado que B C L por definicién de
H se tiene que H(f) = (g) es decir H es sobreyectiva.

como H es biyectiva entonces [[;.; Ai/Fp es equipotente a [[;c 5 Ai
O

Por el anterior teorema se sabe la cardinalidad del producto reducido, puesto que es equipotente
a un producto cartesiano. El siguiente corolario muestra que la cardinalidad del producto reducido

serd igual a un A;, cuando se hace a partir de un ultrafiltro.

Corolario 1.6.1. Sea B = {b} donde b € L, entones [[,c; Ai/Fp es equipotente Ay. En otras

palabras st Fp es un ultrafiltro principal la particion serd equipotente a uno de los Aj;.
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En los ejemplos anteriores se trabajé con productos cartesianos finitos, a continuacién se muestra

ejemplos con productos cartesianos infinitos

Ejemplo 1.6.2. Sea X = Ny la potencia [ [, N utilizando el teorema 1,16 entonces si B es finito
la [[,cy N/Fp es equipotente a [, 5 N y este a su vez es equipotente a N,

Por ejemplo si B = {3,4} entonces [,y N/Fp es equipotente N? que a su ves es equipotente a N.
Si B es infinito por ejemplo B = 2N se sabe que éste es equipotente a N entonces [ [,y N/Foy es

equipolente a [[,.y N/Fi que a su vez es equipotente a [[,.y N

Corolario 1.6.2. Dado A un conjunto, se tiene que [[,o; A/Fp es equipotente a [[,.; A/Fc donde
B = |C].

En consecuencia al anterior corolario si se tiene un filtro Fp donde |B| = |L| entonces [[,.; A/Fp
es equipotente a [[;c; A. En conclusién, los productos reducidos generados a partir de los filtros

principales son equipotente a un producto cartesiano de algunos conjuntos de la coleccién.

1.7 Productos reducidos sobre filtros no principales

De partida, por el teorema 1.2.3 se debe trabajar con productos infinitos, pues de lo contrario, si
partimos de un conjunto finito de indices L, todo filtro generado a partir de L es principal. Como

anteriormente se ha mencionado.

Ejemplo 1.7.1 (no libres). Recuérdese el filtro del ejemplo 1.3.3 el cual es F' = Usen—{o} F2in, que

es no principal y ademads no libre. Analizando el producto reducido

[lien N/F

Se observa que todos los elementos del filtro contienen al elemento cero. Por esta razon, si dos
elementos del producto tienen diferente esta componente, de entrada ya resultan ser clases de equi-
valencia diferentes. Como existen Ny combinaciones para esta componente, entonces se concluye que
por lo menos existen Ng clases de equivalencia. Sin embargo este ejemplo no permite identificar la

cardinalidad con exactitud.

Se construye un producto reducido, en el cual se observa que su cardinalidad es N;. Este se hace a
partir del filtro Fox N Fr:

Obsérvese que todos los elementos del filtro contienen al conjunto de los ntimeros pares. Por esta
razon, si dos elementos del producto son diferentes en este conjunto, de entrada ya resultan ser clases
de equivalencia diferentes. Dado que la cardinalidad del conjunto de los ntimeros pares es Ny, y se
pueden realizar Ny combinaciones en cada competente, por lo tanto hay N; combinaciones en total.
Ademas de entrada se sabe que esta cardinalidad no puede ser mayor a Ny, dado que la cardinalidad

del producto es esta. Por consecuencia la cardinalidad de HieN N/Fon N Froes Ry.
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Ejemplo 1.7.2 (libres). Sea el filtro del ejemplo 1.3.4, es decir el filtro llamado de frechet (Fr) y

la potencia infinita del conjunto de los niimeros N, se genera la siguiente particion:

[LenN/Fr

Para esclarecer mejor el resultado de esta particién se miran algunas clases de equivalencia:

Por ejemplo, se analiza la clase de equivalencia del (f) si g € [[;cy N y estd en la clase del (f) existe
n € N tal que para todo i > n se tiene que f(i) = g(i). En otras palabras, para todo elemento que
pertenece (f), sus términos se corresponderan en una cola a derecha. No se debe entender que se
puede sustituir el filtro de frechet por la coleccién a colas a derecha, pues esta coleccién no cumple
ser filtro por la propiedad #ii de los filtros. Ademads, si para dos elementos de la misma clase, sus
términos se corresponden a partir de una cola a derecha, no quiere decir que antes no se hayan

correspondido.

Se hara algunas observaciones respecto a la cardinalidad: Se sabe que [[,cyN tiene cardinalidad
N;.Se obtiene que la cardinalidad de cada clase de equivalencia de [[;. N/F'r es menor o igual Ny,

y ademads se sabe que cada elemento del filtro de F'r define Ny clages.

El siguiente teorema hace referencia a la cardinalidad de un producto reducido generado a partir
de un filtro no principal. Este teorema es deducido a partir del teorema 1.6.1, pues este permite

determinar la cardinalidad de productos reducidos a partir de filtros principales.

Teorema 1.7.1. Sea [[;c; Xi/F, F un filtro no principal y C el conjunto de los cardinales de las
clases de equivalencia generadas por cada elemento del filtro® | entonces el cardinal [Licy Xi/F serd

menor o igual al minimo del conjunto C.

Demostracion. Primero hay que demostrar que C tiene un elemento minimo. Pero como C es un
conjunto de cardinales, se sabe que este conjunto es acotado inferiormente por cero, por lo tanto el
conjunto C' tiene un minimo. Ahora se toma un elemento A € F' de tal forma que la cardinalidad
del conjunto B de las clases de equivalencia generadas por Fl4 sea el elemento minimo del conjunto
C.

La cardinalidad [[;c;

elementos que estan relacionados por F4 no estan relacionado en el [[..; X;/F pero dado que

X;/F no es mayor que la cardinalidad de B puesto que implica que dos

A € F esto es imposible y por lo tanto la cardinalidad del producto reducido es igual o menor al

minimo del conjunto C. O

La anterior caracterizacién solamente permite acotar superiormente el cardinal de los productos

reducido, sin embargo cuando se trata de ultraproductos se tiene el siguiente resultado:

30bsérvese que cuando se habla, que cada elemento B del filtro F' define clases de equivalencia, estan resultan de

hacer el producto reducido a parir del filtro Fz.
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Ejemplo 1.7.3 (cardinalidad de ultraproductos). si se toma X = {a,b} y (f) € [[;c; X/F donde
F un ultrafiltro se estudiara cual es la cardinalidad del producto reducido si se toma ha A = {i €
L | f(i) = a donde a; € X} Por el teorema 1.4.2 A€ F o A°€ F. Si A € F entonces f ~ f' donde
f'(i) = a para toda i € L, Por el contrario si A° € F entonces f ~ f” donde f”(i) = b para toda
i € L, por lo tanto [[,.; X/F = {f', f"}.

Teorema 1.7.2. Si X es un conjunto finito y F' un ultrafiltro entonces [[,c; X/F es equipotente a
X.

Demostracion. Sea f € [[,.; X/F, se define ha A, como:
Ao={iel|f(i)=ayae X}

Por el teorema 1.4.2 A, € F o A € F, si A, € F para un a € X entonces f ~ f’ donde
f'(i) = a para toda i € L, por el contrario si A, ¢ F para toda a € X entonces AS € F para

toda a € X, como X es finito entonces () Ag € F sin embargo, nétese que |J,cy Aa = L por lo

aceX
tanto (U,ex 4a)® = Naex A5 = 0 1o que es una contradiccion, de lo cual se concluye que para todo
[ €1licr X/F existe a € X tal que f ~ f' por ende [[;.; X/F es equipotente a X.

O



Capitulo 2

ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS EN
PRODUCTOS REDUCIDOS Y EN
ULTRAPRODUCTOS

En el capitulo anterior se utilizaron filtros como herramientas para definir relaciones de equivalencia
v por ende particiones sobre productos cartesianos arbitrarios, obteniendo asi los llamados productos
reducidos, y cambiando el filtro por un ultrafiltro se obtiene un ultraproducto. En este capitulo nos
interesa dotar a tales productos reducidos (o ultraproductos) de una estructura algebraica o de
orden, entre otras cosas, para identificar las relaciones que se dan entre la estructura que tiene cada
elemento de la familia y la estructura que tiene el producto reducido. Para ello trabajaremos familias

de estructuras algebraicas con una operacion.

2.1 Propiedades algebraicas en los productos reducidos

Para comenzar este estudio, se empieza por definir las operaciones en el producto cartesiano para

luego extenderlas a los productos reducidos.

Definiciéon 2.1.1. Dada la familia {(A;, +;)}icr de grupoides, se define en [[;.p A; la operacion

-+ como:
ieL i€eL i€l
(fr9)— f+g
donde

f+g:L—>UA,—
i€L

(f +9)(@) = f(i) +ig(i),Vie L
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Teorema 2.1.1. La operacion dada en la definicion 2.1.1 estd bien definida.

Demostracion. Veamos que f+g € [[,c; Ai. Como f € [],c; Ai entonces f(i) € A; de igual manera
g(i) € A; y como (A;,+;) es un grupoide entonces para todo ¢ se tienen que f(i) +; g(i) € A; es

decir que

f+9€HAi

€L
O

Definiciéon 2.1.2. Sea F' un filtro sobre L y [[;c; Ai/F el producto reducido. Si (f) y (g) son
elementos de [],.; A;/F entonces:

(f)+9)={f+9)

Teorema 2.1.2. La operacion dada en la definicion 2.1.2 estd bien definida.

Demostracion. Si (f) y (g9) € [, Ai/F entonces fy g € [[;cr, Ai luego f+g € [[;c; Ai, por tanto
(f +9) € Ilier Ai/F es decir (f) +(g) € [Licp Ai/F

Ahora, como la operacion se definié sobre una particion, se debe comprobar que si (f) ~ (g) y (h) ~
(€) entonces (f + g) ~ (g +e)
Por definicién

A={ieL/f(i)=gli)} € F
B={icL/h(i)=e(i)} € F

Sea

C={ieL/f(i)+ih(i) = g(i) +ie(i)} € F

Por la propiedad i de los filtros se tiene que AU B € F.Ademas AU B C C, por la propiedad #ii de
los filtros C' € F'. Por lo tanto:

(f+g)~(g+e)

Ejemplo 2.1.1. Sea el conjunto A = {0, 1,2}, se define las siguientes operaciones como:

+1]10]1]2 *1|0]1]2
0 [1]10]0 0 12]11]0

0jojo 110]2
2 ]10]0]2 2 101211
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Sea la estructura (] [;cn Ai/F, +), definida como: si i es par entonces f(i) € (A, +1) de lo contrario

f(@) € (A, *1). Observese como se operan dos elementos de este producto reducido:
(0,1,2,0,1,2,0,1,2...) % (0,2,0,0,2,0,0,0,2...) = (1,2,0,2,0,0,1...)

Notese que los nimeros que estan en negrilla pertenecen a (A, *;), por lo tanto:

2*10:0

Aprovechando el ejemplo, se puede ver que los elementos de la familia son homomorfos dos a dos,
pues una estructura es homomorfa consigo misma, y ademés existe un homomorfismo de (A4, %) a

(A, +1) definido por la siguiente funcién:

G (A, *1) — (A,+1)
a+— 2
Se comprueba que es un homomorfismo, puesto que G(a) +1 G(b) =2y G(a 1 b) = 2 y por lo tanto
G(a *1 b) = G(a) +1 G(b).

Ahora, obervese que existe un homorfimo de (A, *1) en (J[;cy A, +): Sea A donde k no es par.
Se define la funcion H : Ay — [];c; As, donde

2 st 1noespar
H(a)u) = {

a St 1espar

Por ejemplo 1 — (2,1,2,1,2,1...).

Falta comprobar que H(a *; b) = H(a) + H(b) para mostrar que es un homomorfismo.
e Sii es par, entonces H(a *1 b)) =2 = H(a)y) +1 H(b)j)
e Siimo es par, entonces H(a)qy *1 H(b);) = a*1 b= H(axb)
Por lo tanto se tiene que H(a +x b) = H(a) + H(b) comprobando asi el homomorfismo de (A, *1)

en (HieN Ai, +)~

Ademés, por medio del homomorfismo canénico se obtiene el homomorfismo de (][;cp Ai, +) en
(ILien Ai/F,+) y por medio de la composicién de funciones se obtiene finalmente que existe un
homomorfismo de (Ag,*1) en (J],cn Ai/F,+)-

El anterior ejemplo da pie al siguiente teorema:

Teorema 2.1.3. Si {(A;, +i)}er) s una familia de estructuras algebraicas homomorfas dos a dos

entonces cada elemento de la familia es homomorfa a ([[;c; Ai/F,+).
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Demostracion. Se probard que existe un homomorfismo entre cada elemento de la familia con el
producto cartesiano. Luego, por medio del homomorfismo canénico, se relaciona la estructura del
producto cartesiano con la del producto reducido. Por composicién de funciones se finaliza la de-

mostracién.

e Cada elemento {(A;, +:)}(ier) es homomorfo al producto:

Sea (Ag,+x) un elemento de la familia y {(fi)icr} la familia de funciones de homomorfis-

mo entre (Ag, +%) v (A;, +;). Definamos la funcion:

H: Ay — H A; dondeH (a) ;) = fi(a)
€L

Debemos comprobar que H(a+x b) = H(a)+ H(b). Se tiene que H(a+x b)) = fila+xb) =
fila) +i fi(b) = H(a)u) +i H(b)) = (H(a) + H(b))() y por lo tanto

H(a+kb)=H(a)+ H(b)
Por lo tanto cada elemento de la familia es homomorfa a ([[;c; As, +)
e Se tiene que existe un homomorfismo canénico de [[,.; A; en [[,.; Ai/F definido como:
H' : [ A — [ Ai/F tal que H'(f) = (f)

€L €L

Por la definicién de H'

H(f+9) =(f+9)

Por la definicién 2.1.2
(f+9) =+

como f,g € [[;c Asi. Por definicién de H se tiene que:

H'(f) = (f)
H'(g) = (g)

Por lo tanto
H'(f+g)=H'(f)+ H'(g)

e Por ultimo, por medio de la composicién de funciones se tiene que cada elemento de la familia
es homomorfo a ([ [;c; Ai/F,+).

El siguiente grafico muestra el camino que se uso para la demostracion.
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H
A | P ¥

HoH
[lieLAi/F

O]

Observemos que en la demostraciéon anterior se probé que el producto y el producto reducido siempre
son homomorfos, gracias al homomorfismo canénico. Sin embargo, debe tenerse presente que dos
estructuras algebraicas con propiedades en comun, no necesariamente son homomorfas, y aun asi

estas propiedades pueden ser trasferidas al producto reducido:

Ejemplo 2.1.2. Sea el conjunto A = {0, 1,2}, se define las siguientes operaciones como:

+110]1]2 x110]1]2
0 |1]10]0 0 12]11]0

0010 1 ]110]2
2 101010 2 10]2(1

Se puede comprobar que (A,+) vy (A,*) son conmutativas. Primero se probard que no existe un
homomorfismo de (A, +) en (A, *). Supongamos que existe un homomorfismo dado por f, entonces

se tiene que si a = 0 o b = 0 entonces

En particular

Luego

Luego f es una funcién constante, supongamos que f(z) =k
f(0+0) = £(0) = f(0)

k=kxk

Por lo tanto k es un elemento idempotente de (A,*) pero en esta estructura no hay elementos

idempotentes, lo cual es una contradiccién y por la tanto f no es una funcién de homomorfismo.
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Ahora se probard que no existe un homomorfismo de (A, *) en (A, +). Supongamos que existe un

homomorfismo dado por f, entonces se tiene que si f(a) # 0 o f(b) # 0 entonces

fla)+ f(b) = flaxb) =0

En particular

Luego

Como
f(0x0) = f(0)+ f(0)
f(1) = f(0) + f(0)
Pero como f(1) = f(0) entonces

f(0) = £(0) + f(0)

Lo cual es una contradiccion y por la tanto f no es una funciéon de homomorfismo. Sin embargo si
se mira el producto reducido con su estructura, éste resulta conmutativo sin importar el filtro. Es
decir, que la transferencia de la propiedad conmutativa no depende la funcién de homomorfismo, lo

que da lugar al siguiente teorema:

Ejemplo 2.1.3. Si los elementos de {(A;,+;)}icr cumplen la propiedad conmutativa, entonces
(ILics, Ai/F,+) también es conmutativo sin importar el filtro.
Sean (f), (g) elementos del producto reducido. Primero que todo se comprobara que f+¢g =g+ f,

es decir que el producto es conmutativo, para ello basta probar que sus imé4genes son las mismas:
(f +9)(i) = f(i) +ig(i) = g(i) +i f(i) = (9 + f)(2)
Y por lo tanto f 4+ g = g + f ahora:
N+ ={+9 =g+ 1=+
Es decir (][;c;, Ai/F,+) es conmutativo sin importar el filtro.

Ahorasi ([[;c;, Ai/F, +) es conmutativo para un filtro ;cada elemento de la familia lo es? La respues-
ta es no (ver ejemplo 2.1.4). Sin embargo, si el producto es conmutativo para todo filtro entonces,
se puede probar que los {(A4;, +;) }icr, también son conmutativos. La prueba de tal hecho seria asi:

Para k € L se supondra (A, +1) no es conmutativo por lo tanto existen a,b € Ay tal que

a+b#b+a
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Sea Fj, un ultrafiltro principal. Por lo anterior existen:
(fYy g e (] Ai/Fr.+)
i€l

Tal que f(k) =ay g(k) = b obteniéndose que:

(f) +4{g) # {g) + ()

Puesto que son diferentes en la componente k, lo que es una contradiccién puesto que ([ [,c; Ai/Fi, +)

por hipotesis es conmutativo para todo filtro. Por lo tanto {(A;, +;) }icr, son conmutativos.

En el ejemplo anterior se trabaj6é con una propiedad, la conmutatividad, que se describe formal-
mente de una forma especial en la que solo se utiliza el cuantificador para todo pues ella se escribe
como:

Se dice que una operacién + cumple la propiedad conmutativa en A si
(Vx,y,z€ A)(z+y=y+x)

Una rapida mirada a la forma légica de tal enunciado nos lleva a preguntarnos si la trasferencia
de propiedades de los elementos de la familia al producto reducido o viceversa depende de la forma
légica de enunciarla. Veamos otro ejemplo en el que se aborda una propiedad que se describe también

con cuantificadores universales.

Ejemplo 2.1.4. (Identidad de Tarski) Se dice que una operacion + cumple la propiedad de Tarski
en A si
(Vo,y,z € A)(w+ (y+ (2 +2)) =2 +y)

Silos elementos de {(A;, +;) }iez cumplen la identidad de Tarski se puede observar que ([ [;c; Ai/F, +)

también cumple la identidad de Tarski sin importar el filtro. Sea

(£)(9)y (h) € {(Ai,+i)}ier

Como todo (A;,+;) cumple la identidad de Tarski entonces para i € L se tiene que

f(@) + (g(@) + (h(i) + f(3))) = (i) + g(i)

Y por lo tanto
fH@+(+[f)=h+g

Luego
() +Ug) +(h) + (M) ={f+(g+ (h+ ) = (h+g) = (h) +(9)

De los anteriores ejemplos se puede conjeturar que si (A;, +;) cumple una propiedad algebraica que
cumple ser formulada con un enunciado simple que se puede expresar sin variables libres, que tiene
solo cuantificadores, simbolos de operaciéon validos en las estructuras y la igualdad para cada i € L,

entonces ([ [,c; A:/F,+) cumple la propiedad.
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Teorema 2.1.4. Si los elementos de {(A;, +;)}ier cumple una de las siguientes propiedades alge-
braicas entonces el producto reducido generado por estas y cualquier filtro sobre el conjunto de indices

también la cumple:

Conmutativa: (Vx,y € Ai)(z +iy =y +i )

Asociativa: (Vz,y,z € Aj)(x+; (y+i 2) = (x4 y) +i 2)
Elemento neutro : (Je € A;))(Vx € A;j)(z +ie=x+;e =¢)
Inverso (Vx € A;)(Jy € A))(x +;y =y +ix =€) con e elemento neutro
Cancelativa : (Vx,y,z € A;)(x +; y = x +; z entonces y = z)
Idempotencia:(Vx € A;)(x +;z = x)

Unipotencia:(Vz,y € A;))(x +; 2 =y +; y)

Absorbente a izquierda:(Vz,y € A;)(z 45 (x +iy) = )
Absorbente a derecha: (Vx,y € Ai)((z+iy) +iy =vy)
Seudoabsorbente a izquierda: (Vz,y € A;)(x 45 (v +iy) = y)
Seudoabsorbente a derecha: (Vr,y € A;)((z +iy) +iy = x)
Semisimetrica a izquierda I: (Vz,y € A;)(x +; (y +: ) = x)
Semisimetrica a izquierda II: (Vz,y € A;)(x 45 (y +i x) = y)
Semisimetrica a derecha: (Vx,y € A;))((x +iy) +ix =vy)
Identidad de Pierce: (Vx,y € A;)((x +;y) +ix = x)

Identidad I de Stein:(Vx,y € A;)(z+; (y +iz) =z +;y)
Identidad II de Stein: (Vx,y € A))(x +; (y+iz) = (y +i ) +i y)
Identidad IIT de Stein: (Vx,y € A;)((z+iy) +i (y +ix) =)
Identidad de Tarski: (Vx,y,z € A;))(z+; (y+i (z+i2)) =2+ y)
FElasticidad: (Vx,y € Aj)(z +; (y +ix) = (x +5 y) +i x)
Asociativa Ciclica I: (Vr,y,z € Aj)(z+i (y+i2) =z +i (z +iy))
Asociativa Ciclica I: (Va,y € A;)(x+; (y+i2) = (2 +i ) +iy)

Demostracion. La demostracion de que el producto reducido cumple cada una de las propiedades
enunciadas, cuando los elementos de la familia la cumplen, es anéloga a la elaborada en los ejemplos
2.1.3 y 2.1.4 a excepcion de la propiedad de elemento neutro y propiedad del inverso. A continuaciéon
se muestra la demostracién para la propiedad del elemento neutro. Primero que todo se denotara al
elemento neutro de (A;,+;) como e;, ahora probaremos que existe elemento neutro en el producto
reducido. Sea:
e: L — U A;
1€l
1> e

Como e; € A; entonces

(e) € [J4i/F

€L
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Dado que e; € A; es elemento neutro entonces para ¢ € L se tiene que
e(i) +i g(i) = g(i) +ie(i) = g(7)

Por lo tanto

et+g=gt+te=g

Luego
(e) +(g9)=(e+g)=(9) vy (9 +{e)=(g+e) =(g9)

Por lo tanto (e) es el elemento neutro de ([ [;c;, Ai/F,+). Ademas este es tnico, pues toda estructura
que cumple la propiedad del elemento neutro, cumple ademaés esta propiedad. La demostracion de

la propiedad de inversos es andloga a la propiedad del elemento neutro. ]

Teniendo en cuenta los ejemplos revisados y otros revisados pero no expuestos en el presente do-
cumento, se puede observar que existe una propiedad débil de transferencia de propiedades, en el
sentido de que si todos los elementos de la familia cumplen una propiedad, también la cumple el
producto reducido.

Se han estudiado familias de estructuras algebraicas en la cuales sus elementos cumplen cierta pro-
piedad, ahora, si no todos los elementos de la familia cumplen la propiedad ;el producto reducido
la cumple? A continuacién se muestra que para que el producto reducido la cumpla, se debe escoger

un filtro adecuado.

Ejemplo 2.1.5. (Propiedad de idempotencia) Esta propiedad dice: sea A un conjunto con una ope-
racion * tal que (Vo € A) se tiene que (z*x) = x. Dada {(4;, +i)}ick), cuyos elementos cumplen la
propiedad de idempotencia donde K C L, para F un filtro sobre L tal que K € F o algin subconjun-

to de K, entonces (][, Ai/F,+) es idempotente. Su prueba se puede realizar de la siguiente manera:

Sea
(fye[Ai/F
i€l
Por hipétesis se tiene que
f(i) +i f(i) = f(i) Vie K
Es decir que

K C{ieL|f)+; f(i)=f@i)}

Por la propiedad 3 de filtros se tiene
{ieL|f@)+if))=f@)}eF

Y por lo tanto
fof+f
luego

N+ =G+H=
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Y asi el producto reducido resulta idempotente. En el ejemplo anterior los elementos de un subcon-
junto de la familia cumple una propiedad algebraica, de las ya descritas, entonces para un filtro que
contiene al conjunto cuyos elementos son los subindices del subconjunto de la familia que cumplen

con la propiedad entonces el producto reducido generado por este filtro cumple con la propiedad.

Teorema 2.1.5. Sea {(Ai, +:) }icr para la cual se tiene un K C L tal que los elementos {(Ai, +i) }iek
cumplen con una propiedad de las enunciadas en el teorema 2.1.4. St K € F entonces el producto

reducido generado por F' cumple la propiedad.

Cabe anotar que si K no esta en F'y ademas se tiene que para todo G € K tal que G C L y cuyos
elementos {(A;,+;)}icx no cumplen con una propiedad enunciadas en el teorema 2.1.4 entonces el
producto reducido no cumple la propiedad. El siguiente teorema garantiza este hecho, puesto que es

su contra reciproco.

Teorema 2.1.6. Si ([[,.; Ai/F,+) cumple una de las propiedades enunciadas en el teorema 2.1.4
entonces existe K € F tal que los elementos de {(A;, +:)}icx cumplen la propiedad.

Demostracion. Se demostrara para la Identidad de Pierce. Sea
K ={ie L| (A, +;) cumplen la propiedad de pierce}
Por lo tanto
K¢ ={ie€ L| (A4, +i) no cumplen la propiedad de pierce}
Es decir que para todo i € K¢ da;, b; € A; tal que
(a; 44 b;) 44 a; # a;

Sean f,g € [[;c; Ai tales que

f@i)=a; Yie K y g(i)=0b; Vie K¢
Luego

((f(0) +i g(i)) +i (@) # f(i) Vie K*

Ahora, como f,g € [[,c; A; entonces
(), (o) € [ A/ F
i€l

Por hipétesis se tiene que

Entonces

A={ie L/((f(i)+g(i) + f(1)) = f(i)} € F
Como ((f(i) 44 g(i)) +; f(4)) # f(i) Vi € K¢ entonces K°U A = () luego A C K por tanto por
la propiedad tres de los filtros se tiene K € F. Las demostraciones de las otras propiedades son

analogas a la anterior.

O
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Ahora, si ningtn elemento de la familia cumple alguna propiedad enunciada en el teorema 2.1.4,
entonces sin importar el filtro escogido el producto reducido no cumple la propiedad. Esto se tiene

por consecuencia del teorema anterior.

Se ha estudiado familias de estructuras con propiedades que tienen caracteristicas particulares, estas
propiedades terminan transfiriéndose a los productos reducidos. Ahora, cuando se habla del produc-
to reducido no es més que debilitar la nocién de igualdad de un producto cartesiano. El siguiente
teorema garantiza que si un producto reducido es generado a partir de un filtro principal este resulta

ser isomorfo a un producto cartesiano.
Teorema 2.1.7. Dado Fp sobre L, (I];c; Ai/Fp,+") es isomorfo a ([[;cp Ai, +)

Demostracion. Sea la funcion

i€B i€l
F = {f)
Donde f' € [;c; Ai y f'(i) = f(i) Vi € B.
Se probara que H cumple la condiciones de una funcién de isomorfismo

(i) Los conjuntos son equipotentes.

Esto se garantiza gracias al teorema 1.6.1

(ii) La propiedad de homomorfismo:

Sean f y g dos elementos de [],.5 A; , entonces se debe probar que

H(f+g9)=H(f)+" H(g)

Por definicién de H se tiene que

H(f+9)=(f+9))

Donde
(f+9) €[[Aav(f+9) () =(f+9)0) VieB

i€l
Por definicién 2.1.1 se tiene que

(f+9)(@) = f(i) +g(i) Vie B
Es decir que

(f +9) () = f()) + (i) Vie B
Por lo tanto

(f+9)) =)+
Lo que implica que
H(f+9)=H(f)+" H(g)

Por I y IT se concluye que ([];c; Ai/Fp,+") es isomorfo a ([];c5 Ai, +)
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O

Las estructuras algebraicas que se conocen habitualmente tienen excepciones con sus propiedades,
por ejemplo: N, Z, Q, R y otros cumplen la propiedad cancelativa a excepcién del elemento neutro
de la suma en la operacién producto. En el siguiente ejemplo se estudia que productos reducidos

tienen las mimas excepciones que la familias.

Ejemplo 2.1.6. Se observa la estructura (A,+), en la cual se puede notar que el elemento neutro

es a y todos tienen inverso a excepcién de c.

+lalb]c
alalblc
b alc
cle c

Si se analiza la potencia de A entonces se tiene que para [[“ A este tiene méas de un elemento sin

+ (a,a)|(a,b) | (a,c)| (b,b) | (b,a)|(c,c)|(c,a)](b,c)] (c,b)
@o) [@a] @) @] G.a |60 ]| to]ea] @] o
(a,b) | (a,b) | (a,a)[(a,c) | (ba) | (b;]) | (c,c) | (c,b) | (bc)[(c;a)
(@0 | (@0 | @) [@ | 0.0 | .0 [ @o | @o | o] @)
0.0 [ 6.0 0.0 |60 @a) [ @h) | @] @h ] @]
0.0 [ 0.0] 0.0 (0.0 @0 [@a)] @] @] @b
(c,e) | (c,e) | (c,b) | (e,e) | (b,0) | (b,c) | (e )] (c,e)| (b,e)| (c,b)
(c,a) | (c,a) | (c,b) | (c,a) ]| (b,0) | (b,a)](c,c)|(c,a)| (b,e)| (c,b)
(bye) | (b,c) | (b,b) | (b,c) ] (a,b)] (a,c)]|(c,c)|(c,a)](a,c)] (c,b)
(c,b) | (¢,b) | (c,a) | (e,e) | (bya)] (b,b) | (c,c)| (c,b)] (b,c)|(c,a)

En la tabla anterior se muestra que (a,a) es el elemento neutro y en total hay 5 elementos del
producto que no tienen inverso. Obsérvese que con los filtros sobre el conjunto de indices (que en
este caso es L = {1,2}) se tienen los filtros Fy, Fy y F1 2, si utilizamos a F; o Fy para generar la
particion esta resulta ser isomorfa a A y si se utiliza a Fj 2 no se estd haciendo ninguna particién
pues todo elemento de H2 A termina siendo una clase. Esto se debe a que el conjunto de indices
es finito y por lo tanto todo filtro generado es principal. Ahora, jse puede encontrar un producto

reducido en el cual las mismas excepciones sean transferidas?
Para empezar a dar respuesta, se formula el siguiente teorema:

Teorema 2.1.8. Silos {(Ai,+i)}icr, cumplen cierta propiedad a excepcion de un elemento para cada

{(As,+:)}, entonces existe mds de un elemento en ([[,c; Ai,+) que no cumple con la propiedad.
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Demostracion. Sea a; € (A;,+;) tal que a; no cumple alguna propiedad del teorema 2.14 y f €
(ILicr, As, +) tal que el conjunto E cumple:

DcE={i|f(i)=a}CL
Entonces f no cumple con la propiedad puesto que existe una componente que no la cumple. Ahora,
noétese que por cada subconjunto de L se puede obtener un funcién que cumpla con la condicién
dada, como es un producto cartesiano entonces | L |> 1 y por lo tanto existe més de un f que no

cumple la propiedad. ]

Por el teorema 2.1.7, se sabe que todo producto reducido obtenido a partir de un filtro principal es
isomorfo a un producto cartesiano. Debe tenerse presente que por el teorema 1.2.3 todos los filtros
construidos a partir de un conjunto finito son principales, es por ello que surge la necesidad de
utilizar productos infinitos para construir un producto reducido, pues la idea principal es construir
un producto reducido que no resulte isomorfo a alguno de los elementos de la familia, y en el caso
de una potencia que esta no sea isomorfa a la estructura de partida, para lo cual, segtin lo visto se

necesita de un filtro no principal.

Ejemplo 2.1.7. Sea {(A;,+, X)}ier con A; = N = L y +, x las operaciones usuales definidas en
los N. La potencia se denota como NN = [Licr Ai

Las propiedades como la conmutatividad de la suma y el producto, la existencia de elemento neutro
con respecto a estas operaciones, asi como la cancelativa con respecto a la suma se transfieren de la
estructura base a la potencia. Sin embargo eso no sucede con la propiedad cancelativa con respecto

al producto, puesto que para € NV tal que
E={i|a;=0conz=(a1,a2,a3,...)} CN
Se obtiene un y € NN tal que
{i|bi=0cony=(b1,b2,b3,...)} = E°

Se tiene que x x y = 0. Como la idea es que la estructura no tenga divisores de cero, entonces se
debe cumplir que y = 0 o z = 0. No puede suceder que y = 0 y x = 0, ya que esto implicarfa que F
vy E°¢ pertenezcan al filtro, lo cual es imposible por la propiedad ¢ de los filtros. Por lo tanto y = 0

6x=0,esdecir que E € F 6 E¢ € F, por el teorema 1.4.3 F es un ultrafiltro.

Teorema 2.1.9. Si los elementos {(A;, +i)}ier cumplen cierta propiedad a excepcion de un ele-
mento para cada {(A;,+i)} entonces si F' es un ultrafiliro se tiene que existe un tinico elemento de

(ILicr, Ai/F,+) que no cumple con la propiedad.

Demostracion. Sea fr € [[,.; Ai la cual no cumple la propiedad, donde

€L
E ={i| fr(i) no cumplen la propiedad}
Como F es un ultrafiltro entonces se tiene que £ € F 6 E° € F, Si E € F entonces fg «~ fr por

lo tanto (f7) es el unico elemento que no cumple la propiedad. Puesto que si E¢ € F entonces (fg)

cumple la propiedad. O



§2.1 44

Terminando la secciéon de propiedades algebraicas se enunciard un teorema que ayuda al estudio de

las estructuras algebraicas en productos reducidos.

Teorema 2.1.10. Dado ) # K C L, para F' sobre K ewiste F sobre L tal que ([L;cpc Ai/F ,+) es
isomorfo a ([L;cp Ai/F, +%)

Demostracion. Sea F' = |Jpcp Fp es un filtro sobre L por el teorema 1.3.1, se define la funcion H

como:

H: ] A/F — []A/F

€K i€l
(fYrr — (f)r

Donde f'(i) = f(i) para todo i € K Se probara que H es una funcion de isomorfismos
(i) H es biyectiva

Se prueba que H es uno a uno:

Sea (f'),(¢') € [Liex Ai/F', si H((f")) = H({g}), entonces (f) = (g) es decir,
{i| fli)=g(i)} e F

Ademas por definicion de H se tiene que

(i £6)=fG)} € Fy{i| gG) = g(i)} € F

Como F’ C F entonces

(il ffy=f@)}eFylild()=g()}eF
Por la propiedad i y 47 de filtros se tiene que
{i|g'(i) =g(i), f'(i) = f(i) y f(i) = g(i)} € F
Es decir que
{ilg(@)=f)}eF
Como ¢'(i) y f'(i) estan definido sobre Ky F' = |Jpcp Fp entonces
{i|g(0)=f(i)}eF

Es decir que

Y por lo tanto H es uno a uno.
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Ahora se prueba que H es sobreyectiva:

dado (f) € [lier Ai/F entonces Vieg (f(i) = f'(i)) como f" esta definida en K entonces f' €

[Licx Ai luego se tienen que

Por lo tanto H es sobreyectiva.

Como H es uno a uno y sobre entonces H es biyectiva.
(ii) propiedad de homomorfismo:

Sea (f'),(¢") € [l,cx Ai/F" se debe probar que

Por definicién 2.1.2 se tiene que

H((f") + () =H{f +4))

Por definicién de H
H({f'+4) =f+"9g
Por otro lado se tiene que
H{(fN)+ H{g)=f+"g
Es decir que
H((f") + () = H{(f") +" H({g)
Por i y ii se concluye que ([],cx Ai/F’,+) es isomorfo a ([[;c; Ai/F,+%)

2.2 Propiedades de orden en los productos reducidos

Hasta el momento se ha trabajado la relacién de equivalencia que se define por medio de los filtros,
obteniendo la respectiva particion que se denomina producto reducido. Esta construcciéon recoge la
idea de igualdad entre dos elementos del producto. Ahora se define similarmente una relacién de

orden, sobre el producto reducido.

Definicion 2.2.1. Dado (f), (9) € [[;c; Ai/F , para (A;, <) se dice que:
(fy<(g)siysolosi{ie L| f(i)<g(i)} e F

Teorema 2.2.1. La definicion 2.1.1 es una relacion de orden.

Demostracion. Se comprueba las tres propiedades para ser relacion de orden.
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» Reflexiva :Se debe probar que (f) < (f).
Dado que {i € L | f(i) < f(i)} = Ly L € F entonces (f) < (f)
» Anti simétrica : Se debe probar que si (f) # (g) entonces (f) £ (g) o (g) £ ([)

Si (f) # (g) entonces A = {i € L | f(i) = g(i)} ¢ F. Supongamos que (f) < (g) entonces
B={ieL| f1) <gi)} € F.Si (g) < (f) entonces C = {i € L | g(i) < f(i)} € F, por la
propiedad dos de los filtros se tiene que BNC = {i € L | f(i) < g(i) y g(i) < f(i)} € F, y
por la propiedad antisimentrica de cada A; se tiene que {i € L | f(i) = g(i)} € F, lo cual es una

contradiccion. Por lo tanto es decir (f) £ (¢g) da manera analoga se muestra que .
» Transitiva : Se debe probar que (f) < (g9) v (g) < (h) entonces (f) < (h)

Si () < (g) y (g) < (h) entonces {i € L | £5) < g(i)} € F y {i € L | g(i) < h(i)} € F por la
propiedad éi de los filtros se tiene que {i € L | g(i) < h(i) y f(i) < g(i)} € F y por la propiedad
transitiva en cada A; se tiene que {i € L | f(i) < h(i)} € F entonces (f) < (h). Por lo tanto la
definicién 2.1.1 define una relacién de orden sobre el producto reducido.

O

Al demostrar la propiedad antisimentrica se trabaj6 con la contra reciproca de la propiedad habitual,
esto con el objetivo de mostrar el conflicto que resulta de trabajar con la negacién de la definicién
de la clase de equivalencia para los productos reducidos. Ademés nétese que no siempre esta relaciéon

define un orden total.

Ejemplo 2.2.1. Sea B = {0,1}, L = Ny 0 < 1. Obsérvese que BY /F} 5 define una relacién de
orden parcial:

Si f=1(0,1,0,1,0...) y g = (1,0,1,0,1...) entonces se tiene que A = {i € N/f(i) < g(i)} € Fi2
y ademas A° = {i € N/g(i) < f(i)} € Fig, por lo tanto f no estd relacionado g. Para poder
establecer una relacion de orden total, se debe agregar a A o A°. Si se agrega a A se obtiene un
producto reducido generado por Fy, por el contrario si se agrega a A se obtiene un producto reducido

generado por Fj.

Con el anterior ejemplo se puede observar que se debe escoger entre A 0 A° |y por el teorema 1.4.3

se obtiene un ultrafiltro.

Teorema 2.2.2. Sea [[;c; Ai/F donde cada A; tiene una relacion de orden total y F un ultrafiltro

entonces ([[;c; Ai/F,<) es una relacion de orden total.

Demostracion. Por el teorema 2.2.1 se tiene que es una relacion de orden. Ahora, solo basta probar
que para cualquier (f) y (g) que pertenezcan al producto reducido estos deben estar relacionados.
Sea (f) y (9) € [l;cr, Ai/F donde F es un ultrafiltro. Sea A = {i € L | f(i) < g(i)}, si suponemos
que A ¢ F entonces por el teorema 1.4.3 y teniendo en cuenta que todos los A; tienen un orden
total se tiene que A°={i € L/g(i) < f(i)} € F, por lo tanto (g) < (f). O
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Notese que la demostracién del teorema 2.2.1, la cual muestra que el producto reducido con la
relacién dada por la definicién 2.2.1 es una relacion de orden, si partimos en que F es un ultrafiltro,

se obtiene una demostracion directa, pues se pude utilizar el siguiente hecho:

Si (f) £ (g) entonces A={i € L| f(i) £ g(i)} € F.

Téngase en cuenta que esto no se podia decir cuando F' no era un ultrafiltro pues el hecho de que
(f) £ (g) solamente se podia concluir que {i € L | f(i) < g(i)} ¢ F yrespectoa{i € L | f(i) < g(i)}
pude o no pertenecer a F'. Esta eleccién lo permite hacer el ultrafiltro. El siguiente ejemplo ilustra
la forma de razonamiento, cuando se puede utilizar el anterior hecho, es decir cuando se parte un

ultraproducto.

Ejemplo 2.2.2. Sea [[,.; A;/F donde F es un ultrafiltro, se debe probar que si (f) # (g) entonces
(f) £ (9) olg) £ (f). Si{f) # (g9) entonces A = {i € L | f(i) # g(i)} ¢ F. Supongamos que
(f) £ (q) entonces B = {i € L/f(i) £ g(i)} ¢ F. Por la propiedad dos de los filtros se tiene que
ANB={ie L/f(i) # g(i)y f(i) £ g(i)} € F, y por la propiedad antisimentrica de cada A4; se
tiene que C' = {i € L | g(i) £ f(i)} € F, por lo tanto (g) £ (f).

Se ha visto que las propiedades que cumplen ’casi todos’ los elementos de una familia de estructuras
algebraicas, se trasfieren a los productos reducidos, por medio de un filtro no principal (téngase pre-
sente que los filtros principales también copian la estructura a los productos reducidos, sin embargo
por razones expuestas anteriormente, de aqui en adelante no se tomaran en cuenta), que en ultima
dara sentido a la expresion ’casi todos’. Existen algunas propiedades algebraicas y de orden que no

se enuncian a continuacién se enuncian algunas de ellas:

Ejemplo 2.2.3. Se toma la familia {Z;12,+, <};en y se estudia los productos reducidos que se
generan con filtros no principales sobre N. Cada elemento de la familia es ciclico de orden finito, la

pregunta que surge es ;, Cuando [ [,y Ziy2/F es ciclico de orden finito?

Tomese f, € [[;en Zit2 tal que f(i) = n para toda i > n € N. Como F' es no principal enton-
ces para cualquier K € F' éste resulta ser infinito y por ende f; » fr para [ # k. Por lo tanto por
cada n € N existe por lo menos una clase diferente determinada por f,,. De lo cual se puede concluir
que [[;en Ziv2/F no es ciclico de orden finito. Sin embargo si se toma una familia de estructuras con
orden finito tales que el conjunto de todos los érdenes de cada elemento de la familia, es acotado,
entonces el producto reducido a partir de un ultrafiltro (es decir un ultraproducto) tiene un orden
finito.

Aqui daremos por terminado el estudio de las propiedades de orden de los productos reducidos.

Ahora para dar por terminado este capitulo, se muestran algunos ejemplos clasicos.

2.3 Algunos Productos reducidos clasicos

A continuacion se presentan dos ejemplos clasicos de productos reducidos,sin la demostracion de

varias de las afirmaciones que se realizaran, estas pueden ser consultadas en la bibliografia.
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Ejemplo 2.3.1. (Naturales no estandar)

En el ejempl6 2.1.6 se ha hablado sobre las propiedades de NV y se concluye que no todas las pro-
piedades de N se cumplen en el producto cartesiano, como la idea es buscar un producto reducido,
en particular que sea un dominio de integridad, por el teorema 2.1.9 se obtiene que NY/F debe ser
una ultrapotencia. Una de las propiedades que se quiere obtener con esta nueva estructura, es poder
encontrar un subconjunto propio isomorfo a los naturales, es decir, una extensiéon de los naturales.
Ademiés, por el teorema 2.1.8 la ultrapotencia a debe ser generada a partir un ultrafiltro libre. Dicho
lo anterior, la primera clasificacion de esta estructura, se hace a partir de los nimeros estandar y no

estandar, donde:

Se denomina a (f) € NY/F estandar si y solo si {i € N| f(i) = n} € F para algin n € N; a (f) se
denota como (n); de lo contrario se dice que es no estandar.

Noétese que los nimeros estandar, terminan siendo clases de equivalencia de sucesiones casi constan-
tes de ntmeros naturales. Ademaés, los nimeros no estandar, existen tnicamente en ultrapotencias
generadas a partir de ultrafiltros no principales.

A continuacién se analiza algunas propiedades de los naturales no estéandar:
= Las sucesiones consecutivas son nimeros no estandar

Obsérvese que la expresion casi constante depende del filtro, por lo tanto una sucesiéon consecutiva
como (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,...) € N¥/F puede ser tanto estandar como no estdndar. Sin embargo
como se ha dicho anteriormente se debe trabajar con ultrafiltros no principales, es decir que en este

sentido, todas las sucesiones consecutivas terminan siendo nimeros no estandar
= Todo ntimero estdndar es menor a un nimero no estandar.

Se supondrd que existe al menos un nfmero no estdndar que es menor a un ntmero estandar
es decir que para (a) no estandar existe un (n) estandar tal que (a) # (n), sean los conjuntos

E;={i|a;=j}. para j £ n donde j,a; € N.

Como {a} < (n) entonces {J; ., E;j € F, como F es un ultrafiltro por el teorema 1.4.2 E; € F 6
E;¢ € F.Si Ej € F entonces {a} es estandar lo que contradice la hipotesis por lo tanto E;¢ € F, por
el teorema 1.1.1 ﬂj#n E;¢ € F, en otras palabras, (U#n E;)¢ € F por la propiedad ¢ de los filtros
esto contradice la primera propiedad de filtros, por lo tanto todo ntmero no estandar es mayor a
todo ntmero estdndar. En este sentido los nlimeros no estdndar, se podrian denominar como nimeros
infinitos. Otros teoremas que se cumplen en los naturales no estdndar y que también se cumplen en
NY/F son:

» La suma de dos elementos N/ F es estandar si y solo si los dos sumandos son estandar.
» El producto de dos elementos NV /F / Fes estandar si y solo si los dos factores son estandar.

Obsérvese que el conjunto de los nimeros naturales es ciclico de orden infinito, y como se puede

notar por lo desarrollado anteriormente, los naturales no estandar no son ciclicos.
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Ejemplo 2.3.2. (Reales no estandar)
Este ejemplo resume algunas propiedades de los reales no estidndar. La idea es que siga siendo un
cuerpo y esto implica que no haya divisores de cero, entonces se sigue trabajando con las ultrapo-

tencias. Se denota como RN/F.

Primero que todo se definen tres conjuntos que caracterizan a los demés:
= Se denomina a (f) € RY/F estandar si y solo si {i € N| f(i) = a} € F para algin a € R.

= Si (f) € RN/F es menor a todo nimero estandar diferente a (0) si y solo si (a) es un ntmero

infinitesimal.
» Si (a) € RN/F es mayor a todo ntiimero estandar si y solo si (a) es un ntimero infinito.

Dos nameros estan infinitamente cerca si (a —b) es un infinitesimal y se representan como (a) ~ (b).

Las siguientes propiedades pueden verificarse:

w Si(r) =~ (s) y (ro) = (so) entonces (r +r9) =~ (s + s0)

Q

» Si(r)

(s) v (ro) = (so) todos no infinitos entonces (r * r¢) ~ (s * sg)
» Si (r) = (rg) no son infinitesimales, entonces (1/r) ~ (1/rg).
= Si(r) & (s), (ro) = (s0), (r) < (ro) y (r) = (ro), entonces (s) < (so).
Se denomina halo de (x) al conjunto E = {(r) | (x) = (r)}

s Todo namero real finito esta infinitamente proximo a un namero real estandar, el cual se

denomina la parte estandar.

= Todo subconjunto de RN/F no vacio y acotado superiormente (inferiormente) tiene supremo

(infimo).

Ademas notese que el conjunto de los nimeros reales cumple la propiedad arquimediana, sin embargo
en el paso al ultraproducto esta propiedad se pierde, dado que existen ntimeros no estandar mayores
a todo numero estandar, y este ultimo al ser multiplicado por un nimero natural estandar nunca
serd mayor al numero real no estandar. No obstante, si se modifica la propiedad arquimediana para
nimeros naturales no estandar, se tiene obtiene una propiedad ’aquimediana no estandar’ en los

reales no estandar.



Capitulo 3

LA FAMILIA DE LOS Z,, Y SUS
PRODUCTOS REDUCIDOS

En este capitulo se estudian algunos productos reducidos generados a partir de familias de los Z,.

El producto reducido sera denotado de la siguiente forma:

[Licn Ziv2/ F

Sabemos que si p es primo entonces Zj, es un campo bajo la suma y multiplicacién. Por el contrario, si
g no es primo, los Z, no resultan ser un campo, puesto que hay elementos que no tienen inversos bajo
la multiplicacion, estos son aquellos que no son primos relativos con ¢. Utilizando el teorema 2.1.11
no es necesario tomar dos productos cartesianos diferentes, pues por medio del filtro se pueden
analizar estas estructuras. Para no incluir a Zg y Z1, en el producto reducido indexaremos a los
Zy, con Ziio asi si ¢ = 0 el primer elemento de la familia serd Zo. Sea la familia de estructuras
{(Zis2,+i,*i) }ica donde las operaciones +; y *; , son la suma y multiplicacién usuales en cada
Ziyo. Tomese la estructura ([[,cyZig2/F,+,*) obtenida por la definicion 2.1.2. Por el teorema

2.1.5, se tiene que esta estructura cumple las siguientes propiedades, sin importar el filtro escogido:

Con una operaciéon

(ILien Ziv2/F, +) es un grupo abeliano

(ILieny Ziy2/F, ) tiene elemento idéntico

(ILien Zis2/ F, *) es asociativa

(ILien Zit2/F, %) es conmutativa
Con dos operaciones

» ([[;enZiv2/F,+,*) es un anillo en donde la multiplicacion cumple la propiedad distributiva

con respecto a la suma
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Ahora bien, el objetivo consiste en estudiar el anillo generado para tratar de identificar si se transfie-
ren algunas u otras propiedades de los elementos de la familia o si por el contrario aparecen nuevas

propiedades ademaés, se quiere caracterizar los elementos de los producto reducido.

3.1 Numeros estandar

Al copiarse de los naturales vy reales no estandar, se puede identificar que en este nuevo mundo

también existen dos tipos basicos de ntimeros, los estdndar y los no estandar, a saber:

Definicién 3.1.1 (Numeros estandar). Se dice que (f) es un ntimero estandar en ([ [,y Zit2/F, +, *)

siysolosi A={ieN| f(i)=nyi+2>n} € F para algin n € N, en este caso se denota por (n)

El conjunto de todas (n) se denotara como ST. El siguiente teorema demuestra que este conjunto

estd bien definido:
Teorema 3.1.1. Dado f € (n)
(i) si g € [[;enZiv2/F y g(i) = n para todo i 42 > n entonces f ~ g.
(i1) si g ~ f entonces {i e N| g(i) =n} e F
Demostracion. Como f € (n) entonces
A={ieN|f(i)=nyi+2>n}€eF
(i) Como A C {i e N| f(i) = g(4)}, por la propiedad iii de filtro, se tiene que f ~ g.
(ii) Si g ~ f por definiciéon de la relacion se tiene que
B={ieN|g()=f()}eF
Por la propiedad ii de los filtros se tiene que
ANBeF,ademas ANBC{ieN|g(i)=nyi+2>n}
Por la propiedad ¢ de filtro, se tiene que
{ieN|g(i)=nyi+2>n}eF
O

En el teorema anterior se puede tomar a g como una sucesién convergente puesto que una sucesion
convergente en los enteros es aquella que a partir de un numero n sus términos son iguales, esto nos
sugiere un nuevo camino para poder caracterizar los elementos del producto reducidos generados por
filtros que se generan sobre un conjunto de indices numerable, este camino se hace por medio de las
sucesiones de niimeros naturales. Los elementos del producto reducido HieN Ziy2/ F se relacionaran

con las sucesiones de nimeros naturales por medio de una correspondencia dada de la siguiente formas:
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Dada una sucesion {a;}ien y un f € [[;cn Ziy2 se dice que f = {a;}ien si a; € f(i) para todo i. Por
lo tanto para el [[,cyZit2/F se tiene que {a;}ien € (f).

Obsérvese que si f = {a;}ien v para {b; }ien tal que a; ~ b; en Z; 1o, por el mecanismo anteriormente
descrito se tiene que a; € f(i) para todo i, como se tiene que a; ~ b; entonces b; € f(i), se concluye
que b; € f(i) para todo i, es decir que f = {b;};en. Esto quiere decir que {a;}ien = {b;i}icn en
HiEN Liya.

Ahora, cabe preguntarse qué relaciéon tienen las sucesiones con respecto a la clase de equivalencia
definida a partir de los filtros. Una consecuencia de tomar filtros libres y en particular tomar el
filtro de Fréchet es que toda sucesién que converge al mismo ntimero pertenece a la misma clase de

equivalencia del producto reducido.

Teorema 3.1.2. Dado [[;cy Ziy2/F, donde F es libre si {a;}ien y {bi}ien convergen a r entonces

({ai}ien) = ({bi}ien)

Demostracion. Dado {a;}ien v {bi}ien que convergen a r, se tiene que a partir de un n y un m,
a; =r y b; = r respectivamente, y por lo tanto {a;}ien ~ {bi}ien Es decir ({a;}ien) = ({bi}ien)
OJ

No solo sucesiones que convergen a un mismo nimero definiran clase de equivalencias iguales si no
que esto depende del filtro, puesto que para algunas sucesiones oscilantes estas determinan las mimas

clases, por ejemplo

1 si mnoespar
an =1y b, = ]
0 st mnespar

Se tiene que ({a;}ien) = ({bi}ien) si los ntimeros pares pertenecen al filtro que define el producto
reducido. Se tiende a pensar que las sucesiones estrictamente crecientes deberfan generar clase dis-
tintas a aquellas que generan las sucesiones convergentes, sin embargo esto no siempre sucede. Se

puede ver que el siguiente ejemplo.

Definicién 3.1.2. una sucesion {a;}ieny donde a; € Z es consecutiva si dado ap = m entonces

aj:m—i—j.

Como se pretende estudiar cuando una sucesion consecutiva genera la mimas clase de equivalencia
que una sucesion convergente en [ [, .y Ziy2/F , se tomara el siguiente ejemplo, en cual se analizara

si depende o no del filtro escogido.

Ejemplo 3.1.1. Dada la sucesién convergente a,, = 5 se buscard encontrar una sucesién consecutiva
que genere la misma clase de equivalencia en el producto reducido, es decir se construye una sucesiéon

consecutiva {b; };en tal que {b; }ien ~ {a;}ien por lo tanto se debe tener que para ¢ > 3
bi = 5 mod(i + 2)

Es decir que
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by =n(i+2)+5
De manera que
bo+i=n(i+2)+5
Como {b;}icn €s una sucesion consecutiva entonces
bo+i+1=n(i+3)+5
Es decir que

n(i+2)+5=n(i+3)+4

Luego
n=1
Por lo tanto
bp =7
De esta forma
bi=T+1

Ademés, puede notarse que la anterior construcciéon no depende del filtro en términos generales se

puede enunciar de la siguiente manera
Teorema 3.1.3. Sia, =c y b, =n+c+2 entonces {a;}ien = {bi}tien en [[;en Zig2
Demostracion. Si f € [[;cn Zig2 tal que a; € f(i) entonces

f(@) =2 cmod(i+2)
En otras palabras

f(i) = c+i+2mod(i+ 2)
Es decir
bi € f(1)
Y por lo tanto
f={bitien

Lo que implica que

{ai}ien = {bi}ien
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Hecho estas observaciones sobre sucesiones, retomamos el estudio algebraico dotando con sentido
preguntas como ;Toda sucesién de ntimeros enteros convergente pertenecen o representan a un
ntimero estandar?, si es as{ ;Toda sucesiéon de ntmeros enteros que converge a un mismo nimero,
pertenece o representa al mismo nimero estandar? De aqui en adelante cuando se hable de sucesion,
se sobrentiende que se estd hablando de sucesiones de ntmeros enteros, las cuales se han hecho
corresponder por medio del mecanismo anteriormente descrito. A continuacién se estudia el conjunto

de los ST, haciendo algunas observaciones acerca de las sucesiones convergentes.

Ejemplo 3.1.2 (ST a partir de filtros principales). En este ejemplo se tomara dos productos redu-

cidos para analizar qué sucede con los ST

» Si se toma Fj el filtro principal generado por el conjunto {0} para establecer la relacién de

equivalencia

El producto reducido resultante es isomorfo a Zsy es decir:

[Lien Zivo/Fo = Zo

Para caracterizar los ST solo es necesario analizar a f(0), puesto que dados f y ¢g dos funciones del
producto cartesiano en donde f(0) = ¢g(0) entonces f ~ g. Notese que dos sucesiones que convergen
al mismo nimero pueden tener diferentes imagenes en 0 y por lo tanto pueden pertenecer a diferentes

clases. A continuacién se prueba que

ST = [lien Zit2/Fo

Si (f) € ST, por la definicion 3.1.1 se tiene que:
{i| f(i)=0}e Foo{i| f1) =1} € Fy

Asi mismo, por la definicion del producto reducido se tiene respectivamente:

A continuacion se prueba que ST es cerrado bajo la suma. Sea (f), (g) € ST tal que:

{i]f(i) =0} € Foy{i|g(i) =1} € Fo

En particular se tiene que:

f(0)=0yg(0) =1

Por la definicion 2.1.1 se obtiene:

(f+9)0)=f0)+g(0)=0+1=1

Por lo tanto

{0y S {i [ (f +9)(0) =1}
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Como {0} € Fy por definicion, y por la propiedad iii de los filtros se tiene que:
{i|(f+9)0) =1} e Fy
Finalmente

{F}+{g} € ST.

Para los otros casos es anédlogo obteniéndose

+10]1
010]1
0

De igual modo se obtiene la siguiente tabla para la operacion *:

*|0]1
0]0]0
11011

Efectivamente se tiene que ST = [ [,y Zit2/Fo.

= Sise toma Fb 3 para establecer la relacion de equivalencia el producto reducido resulta ser

[Lien Ziv2/Fo3

Por el teorema 2.1.8 el producto reducido es isomorfo a (Zs4 X Zs,+23,*23), es decir que tiene 20

elementos de los cuales solo 4 pertenecen a ST. Se puede comprobar que

ST = {(0), (1), (2),(3)}

Notese que (ST, +, *) no es cerrado. Puesto que si f € (1) y g € (3), entonces en particular se tiene

que:

(f+9)(2)=f(2) +29(2)=1+3=0

(f+9)3)=f(3)+39(3)=1+3=4
Es decir que

(f+9)2) # (f+9)3)

Por la definicién de F3 3 se tiene que:

{teN|(f+9)(i)=nyi+2>n}¢Fa3
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Por lo tanto se concluye que (1) + (3) ¢ ST. Analogamente se comprueba que ST no es cerrado
bajo la multiplicacion. Finalmente se puede observar que ST en un producto reducido a partir de
un filtro principal resulta ser finito y su cardinalidad sera el minimo del conjunto que genera al filtro

mas dos unidades.
Teorema 3.1.4. Si F' es un ultrafillro no libre entonces ST = [ [;cry Ziv2/F

Demostracion. Por el teorema 1.4.3 todo ultrafiltro no principal es libre, por lo tanto todo ultrafiltro
no libre es principal, es decir existe algin {a} C N tal que F' = F,. Con esta aclaracién se debe

probar que
ST = HieN Ziv2/Fy

= Como ST - HiEN ZH_Q/FQ

Solo basta probar que
* [LienZiv2/Fu € ST

Si (f) € [Lien Ziv2/Fa como f(a) € Zay2 existe un m € Zqy2 tal que f(a) = m. Luego

{a} CHeN|fi)=mya+2>m}
Por lo tanto

{ieN|fi)=mya+2>m}€eF,
Es decir

(f) e ST
Ahora, como
ST CIlienZiv2/Fa y Iien Ziva/Fu € ST
Entonces
ST = [lien Zit2/Fa
O

Dando por terminado el estudio de (ST, +, %), a partir de filtros principales, se concluye que si el filtro
es un ultrafiltro esta estructura es cerrada y ademas, es igual al producto reducido. A continuacién

se realiza el mismo estudio anterior, pero ahora con filtros no principales y no libres.

Ejemplo 3.1.3 (ST a partir de filtros no principales y no libres). En este ejemplo se toma el filtro
del ejemplo 1.3.3 que es

F =Uien—qoy F2in

Se ha comprobado que
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Nacr A ={0}

Por lo tanto

ST = {(0), (1)}

De forma analoga al caso del producto reducido generado a partir de F33 se tiene que ST no es
cerrado. Se puede observar que ST no es igual al producto reducido puesto que para f € [ [,y Zit2/F
tal que f(i) = 2 para todo i > 0 se tiene que f ¢ (0), f ¢ (1) puesto que si fuera igual a una de las
dos clases entonces {0} € F' lo que implica que F sea un filtro principal. El siguiente teorema es una

conclusién obtenida a partir del anélisis hecho para los filtros no libres.

Teorema 3.1.5. Dado [[;cyZiy2/F, si F' es no libre entonces

(i) ST = {(0), (1), ..., ((minNyep A) + 1)}
(i1) Si (ST, +,*) es cerrado para las operaciones entonces F' es un ultrafiltro principal

Demostracion.

(i) ST ={{0), (1), - ((minNyep A) + 1)}

Por la definicién 3.1.1 para un ndmero estandar (n) , existe algan f tal que
{ieN|f(i)=nyi+2>n}eF.
Dado que F no es libre, entonces
MacrAC{ieN| f(i)=nyi+2>n}

Sea m,l € (cp A tal que m < [ entonces n < m + 2y n < [+ 2 para que se cumplan las dos

condiciones a la vez es necesario que
n<m+2
Sim = min () cp A entonces n < min () cp A+ 2. Con lo cual se demuestra que

ST = {(0),(1), ..., (minyep A+ 1)}

(ii) Si (ST, +,*) es cerrado para las operaciones entonces F' es un ultrafiltro principal

Por la parte i de este teorema se tiene que ST = {(0),(1),..., (n)} para n = min(\ycp A+ 1 Sea
fr9 € Iien Zit2

Tal que
fe)ygen

Por hipotesis se tiene que (f + g) € ST por lo tanto existe m € N donde 0 < m < ny {i |
f(@)+g(i)=myi+2>n}eF como

{n—1}CAparaAcFy f(n—1)+g(n—1)=0

Es decir m = 0 Pero para todo i > n — 1 f(i) + ¢g(¢) = n + 1 Luego necesariamente
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{n—-1} e F

y por lo tanto F' es un ultrafiltro. Ya se garantizo que si (ST,+) es cerrado entonces F' es un
ultrafiltro, de forma anéloga se concluye que (ST, %) es cerrado si F' es un ultrafiltro, por lo tanto

se puede enunciar finalmente que si (ST, +, *) es cerrado entonces F es un ultrafiltro.
O

Obsérvese que no se ha demostrado que el min(),.p A exista, sin embargo como los nimeros
naturales son totalmente ordenados y son inferiormente acotados, por el lema de Zorn se garantiza
su existencia. El siguiente ejemplo ilustra el comportamiento de los ST en productos reducidos a

partir de filtros libres.

Ejemplo 3.1.4 (ST a partir de filtros libres). Se analiza el conjunto ST cuando el producto reducido
a partir de filtros no libres es cerrado bajo las dos operaciones, ademés se estudia si las sucesiones
convergentes representan un tipo particular de ntmero estidndar, para esto se toma el producto

reducido generado por el filtro de Fréchet, el producto resultante se denota de la siguiente manera:

HieN Zi+2/FT

Obsérvese que la definicién 1.5.2 en la cual se establece la relacién de equivalencia, se puede enunciar

en este contexto como:
f~gsiysolosi f(i) = g(i) para todo i > n para algin n € N

Esta definicién es valida puesto que el conjunto de i < n es finito, se puede observar que si dos
sucesiones convergen al mismo namero entonces estas dos sucesiones pertenecen a la mimas clase de
equivalencia y ademds se tendra que toda sucesién convergente representa a un elemento ST

Sea f y g que convergen a un nimero a entonces existe n, m € N tal que
f(i) = a para todo i > m y g(i) = a para todo i > n
Por la propiedad de la tricotomia de la relacién de orden en N se supondra que m > n. Por lo tanto
f(i) = g(i) = a para todo i > m
Es decir
f~y
notese que:
{i| f(i) =aparatodoi>m} C{i| f(i)=ayi+2>a}
Por la propiedad #ii de los filtros se tiene que

{i|fi))=ayi+2>a}€F,
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Por lo tanto

frg €{a)

Se aprobado que en el filtro de Fréchet toda sucesiéon convergente representa un nimero estandar de

manera mas general se puede enunciar como

Teorema 3.1.6. Dado [[;cry Ziy2/F, si F es libre

» (1) Toda sucesion convergente representa a un elemento de ST

w (1) Toda sucesion que converge al mismo niumero representa a la misma clase de equivalencia.

La demostracién de este teorema es analoga a la demostrada en el ejemplo anterior debido a que todo
filtro libre contiene al filtro de Fréchet, Una de las implicaciones de que toda sucesion convergente
representa a un elemento de ST es que este sea cerrado bajo las operaciones de suma y multiplicacién,

puesto que la suma de dos sucesiones convergentes es convergente
Teorema 3.1.7. Si F' es un filtro libre entonces (ST, +, *) es cerrado bajo las operaciones definidas.

Demostracion. Dado que la suma y multiplicacién de sucesiones convergentes es cerrada, y toda
sucesién convergente representa a un niimero estandar, basta con probar que todo ntmero estandar
contiene un sucesion convergente. Dado (a) € ST, por la definicién 3.1.1 se tiene que existe un f tal

que
{ieN|f(i)=ayi+2>a}€F
Sea g € [[;en Zit2 tal que para todo i + 2 > a, g(i) = a se tiene que
[eN|fG) =g} S eN|f()=ayi+2>a)
Entonces se concluye que g € (a). Como ¢ es una sucesiéon convergente se obtiene que (ST, +, *) es

cerrado para los operaciones. O

Recuérdese que el conjunto ST a partir de filtros no libres, es isomorfo a un subconjunto de los
nimeros naturales, de tal forma que estian contenidos todos los nimeros menores a un nidmero
natural dado. Cabe esperarse que al pasar a los filtros no libres ST resulta ser isomorfo al conjunto

de los nimeros naturales.

Teorema 3.1.8. (ST, +,*) de un producto reducido generado a partir de un filtro libre es isomorfo
a (N, +, %)

Demostracion. Se define H como
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(i) H es biyectiva

se probara que H es uno a uno:

Sea (a),(b) € ST, si H({(a)) = H((b)) entonces a = b y por lo tanto se tiene que (a) = (b).
Obteniéndose que H es uno a uno.

Ahora veamos que H que es sobreyectiva:

Sea a € Ny g € [[;cnZit2 tal que g(i) = a para i + 2 > a entonces g es una sucesién convergente,
por el teorema 3.1.6 se tiene que (a) € ST es decir que H({(a)) = a y por lo tanto H es sobreyectiva.

Como H es uno a uno y sobreyectiva entonces H es biyectiva.
(ii) H({a)+ (b)) = H({a)) + H((b))
Por definicién de la operacién en el producto reducido
H((a) + (b)) = H((a + b))
Por definiciéon de H se tiene que

H((a+b)=a+b
Como H({a) = ay H({b)) = b entonces

Por i y 44 se comprueba el isomorfismo.

Con el anterior teorema se termina el estudio de los niimeros estdndar.

3.2 Numeros no estandar

En los ejemplos anteriores no todos los ntimeros del producto reducido resultaban ser estandar es

oportuno para su estudio darles un nombre.

Definicién 3.2.1 (nimeros no estandar). Los niimeros no estandar son aquellos que no cumplen la

definicién 3.1.1 Al conjunto de niimeros no estandar se denota como ST°.

Obsérvese que ST = () si el F' es un ultrafiltro principal por lo tanto de aqui en adelante cuando
se hable de niimeros no estandar, se tiene que el producto reducido no es generado a partir de un
ultrafiltro principal.

Los numeros no estandar se han definido como la negacién de los ntiimeros estdndar, por lo tanto un

nimero (a) no es estandar, si se tiene que:

(VA € F)(3a,b € A)(f(a) # f(b))
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Sin embargo, no es necesario garantizar que toda A € F cumpla lo anterior, como se muestra en el
siguiente teorema:

Teorema 3.2.1. Sea (f) € [[;cy Zite/F. Si existe un A € F tal que para todo i,j € A , i # jy
f(@) # f(j) entonces (f) € ST¢

Demostracion. Supongamos que (f) € ST. Por lo tanto
B={ieN|f(i)=ayi+2>a}€F

Por hipoétesis se tiene que A € F, por lo tanto AN B € F. Lo que es una contradiccion, puesto que
ANB =00 AN B = {a}. Es decir que (f) € ST°. O

El anterior teorema brinda un método para construir ntimeros no estdndar, sin embargo ;todo
numero no estandar es de la forma del teorema 3.2.17 Para esto se hacen algunas observaciones de
los ndmeros no estandar con respecté a los tipos de filtros que se utilizan para generar el producto
reducido teniendo en cuenta los ejemplos anteriores.

El siguiente ejemplo ilustra como los niimeros no estandar en un producto reducido generado a partir

de un filtro principal no son cerrados bajo la multiplicaciéon y suma.

Ejemplo 3.2.1 ( ST¢ a partir de filtros principales). Dado el producto reducido del ejemplo 3.1.2,
el cual contiene 20 elementos de los cuales hay 16 elementos no estandar. Se analiza si la suma o

multiplicacién de dos elementos no estandar es cerrada. Sea:

(f),49) € Ilien Ziv2/Fo3

Como se ha tomado Fy3 solo es importate los f(i) y g(i) para ¢ € {2,3} entonces si f(2) =0y
f(3) =1 se busca g(2) y ¢g(3) tal que (g) sea no estandar

f2)+9(2)=0y f(3)+9(3)=0
Esto garantiza que la suma sea estdndar y no cerrada en ST, por lo tanto tenemos que
04+¢9(2)=0y1+4+¢(3)=0
Es decir que ¢(2) =0y g(3) = 2 y por lo tanto se tiene que
(f) +(g9) = (0)

Luego la suma de dos ntimeros no estandar no es cerrada bajo la suma. Obsérvese que si se toma a
f(2)=1, f(3) =2, g(2) =1y g(3) = 3 entonces se tiene que

(f) = (g) = (1)
Por lo tanto ST° tampoco es cerrado bajo la multiplicacién. De igual manera se hubiese podido
conseguir que la suma o multiplicacién en ST sea nuevamente un elemento de este. La pregunta
que surge es: ; Fxiste un producto reducido para el cual ST es cerrado bajo la suma y multiplicacién?
Observe que si el producto reducido es generado a partir de un ultrafiltro principal, ST¢ = () y por
ende es cerrado bajo las operaciones definidas. Por el contrario, para los demas filtros principales,

STC no es cerrado para las operaciones.
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Ejemplo 3.2.2 (ST° a partir de filtros no principales). En este ejemplo se toma el producto reducido
que se estudié en el ejemplo 3.1.3, es decir, el producto reducido obtenido a partir del filtro F' =
Uien— (0} Fonv . En tal ejemplo se ha enunciado una manera de encontrar ntmeros no estandar, la
cual de manera general se puede expresar como: dado f € [[,cyZit2/F tal que f(i) = n para todo
i>n—2yn > 1 entonces (f) es no estandar. Su prueba es analoga a la que se desarrollé en el
ejemplo 3.1.3.

Otra forma de encontrar nimeros no estandar es garantizar que para i # j se tenga que f(i) # f(j),
en particular: Si ¢ < j implica f(i) < f(j) entonces f pertenece a un nimero no estandar. La suma

vy producto de nimeros no estandar puede ser estandar, por ejemplo si

i+2
2 St 1 No €es par
fi) =
i+1
S 17 €es pCLT‘
2
i+ 2 o
2 St 1 Nno es par
g(i) =
i+ 1

+1 st 1espar

Es decir que

Entonces

Resultando un numero estandar, lo que implica que la suma en ST no es cerrada. Para mostrar

que la multiplicaciéon en ST° no es cerrada, se toma el niimero no estdndar:
((1,2,3,4,5,6,))
Obsérvese que
(VieN)(f(i)=i+1)
Por lo tanto basta probar que
(i+1)2 =1 mod (i +2)
Se tiene que

(1+2)=0mod (i +2)
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Por lo tanto
P2 +2i+121mod (i +2)
Es decir
(i+1)2 = 1 mod (i + 2)

Luego ha quedado probado que (f) % (f) = (1) es decir que la multiplicacién de dos nameros no

estandar no siempre es no estandar.

Lo que se ha dicho en el anterior ejemplo se puede generalizar para todos los filtros no principales,
por lo tanto no es necesario hacer un ejemplo de filtro libre como se hizo en el estudio de los ST.
Una de las conclusiones generales es que para cualquier producto reducido generado por un filtro
-no ultrafiltro principal- los nimeros no estandar no son cerrados bajo la suma y multiplicacion.
Se desea que ST sea cerrado bajo la suma y multiplicacién es por ello que de aqui en
adelante cuando se hable de un filtro se debe entender que este es libre a no ser que se

diga lo contrario.

3.3 Numeros negativos

Por el teorema 2.4 se garantiza que existen inversos aditivos, esto es debido a que todo elemento Z,
tiene inversos. La siguiente definicién caracteriza un conjunto de elementos del producto reducido el

cual se llamarad ntmeros negativos.

Definiciéon 3.3.1. (Numeros negativos)

(f) € Ilieny Ziv2/F es un ntmero negativo si existe(a) € ST tal que:

A (f) se denota como —(a) y al conjunto de estos como ST ~. Cabe recalcar que (0) es el elemento
idéntico aditivo del producto reducido. De la misma manera, (1) es el elemento idéntico multiplicati-
vo. En otras palabras, se tiene que el inverso aditivo de un niimero estandar es un ntimero negativo.

El siguiente teorema caracterizara a esta conjunto.
Teorema 3.3.1. Todo nimero negativo es no estdndar.

Demostracion. Por la definicidn, un nimero negativo depende de la existencia de un ntimero estan-
dar. Por lo tanto se toma un ndmero (a) estandar, y se analiza las caracteristicas que debe cumplir

cualquier (f) para que:

Es decir

A={ieN|a+; f(i)=0} € F
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Si i € A entonces

a+iyo f(i) =i+ 2mod(i +2)
Entonces para j € A, j # i se debe tener que

a+jr2 f() = j+2mod (j+2)

Es decir que f(i) # f(j) y por el teorema 3.2.1 se tiene que (f) no es estandar.
O

El teorema anterior garantiza que el inverso aditivo de todo nimero estandar es no estandar. Ade-
mas, la demostraciéon permite ver una representacién de los nimeros negativos, como lo muestra el

siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.3.1. Se puede observar que —(5) se puede representar como:
((0,0,0,0,1,2,3,4,5,6,7,8...))

En general, existe f € —(n) tal que:

. 0 si 1+2<i4+2-—n
0=

1+2—n st 1+2>n

Obsérvese que la forma general enunciada en el ejemplo anterior termina probando que —(n) = (—n).
Obsérvese que la unién de los nimeros negativos y estdndar con la suma y multiplicacién es cerrada

es decir

Teorema 3.3.2. (ST UST™,+,x*) es cerrado

Demostracion. Su demostracién se divide en tres casos:
= Dado (n) y (m)

Como son dos numeros estandar son cerrados bajo la suma y multiplicacién por el teorema 3.1.7
» Dado —(n) y (m)

Dado —(n) Se sabe que —(n) = (—n) luego

(=) + (m) = (m — n)

(=n) * (m) = —(m *n)
» Dado —(n) y —(m)

Se sabe que —(n) = (—n) y —(m) = (—m) luego
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O

Cabe preguntarse si ;jel inverso aditivo de un ntmero no estandar es estandar? el siguiente ejemplo

muestra un nimero no estandar cuyo inverso aditivo dependiendo del filtro podria ser él mismo.

Ejemplo 3.3.2. Témese a (f) un ntimero no estandar tal que

t+2
5 st 1espar
f@@) =
t+3
5 st 1 esimpar

Es decir que

(f)=1((1,2,2,3,3,4,...))

Se tiene que

f(i):{o szj 1 es par

1 st 1esimpar

Si el conjunto de los ntimeros pares pertenece al filtro que genera al producto reducido, entonces
el inverso de (f) es (f). Es decir que el inverso de un nimero no estandar no necesariamente es
estdndar. Notese que esto depende del filtro escogido. En términos de sucesiones, se obtiene el

siguiente teorema, el cual relaciona a ST U ST~ con las sucesiones consecutivas.

Teorema 3.3.3. Toda sucesion consecutiva representa a un elemento de ST U ST™, ademds todo

elemento de ST U ST~ contiene una sucesion consecutiva.

Demostracion. Sea la sucesion consecutiva {a; }ien tal que ag =m
(i) Toda sucesion consecutiva representa a un elemento de ST U ST~
Por la definicién de sucesion consecutiva se tiene que a,,—1 = 2m — 1 Notese que 2m — 1 = (m +
1) + (m — 2) por lo tanto
m—1 = m —2mod(m + 1)
Luego
Umyj = m — 2 mod(m + j + 2)
Ya que
Am4j = 2m + ]

Se obtiene que
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2m+j=(m+j+2)+ (m—2)
Y por lo tanto
{aitien € (m —2)

(ii) Todo elemento de ST U ST~ contiene una sucesién consecutiva.

Sea f € (a) entonces existe un n tal que f(i) = a donde ¢ > n, dado que
24+i4+a=amod(i+2)
Entonces se construye {a; };en consecutiva, donde a; =244+ a Y por lo tanto
{ai}ien € (a)
O]
Obsérvese que en la anterior demostracion (a) denota a un elemento de ST U ST~. Cuando sea
el necesario diferenciar si es estandar o no, se utilizara la anterior notacion ((n) y (—n)). Se ha
encontrado que la estructura (ST, +,#*) en los productos reducidos generados por filtros libres es

isomorfo a los nameros naturales, la pregunta que surge es jsi (ST U ST, +, %) es isomorfo algin

conjunto conocido?

Teorema 3.3.4. El subanillo (ST U ST~ ,+,%) de un producto reducido generado a partir de un
filtro libre es isomorfo a (Z,+,*)

Demostracion. Sea H : ST U ST~ — Z definida como H({a)) = a
= H es biyectiva

Se prueba que H es uno a uno: Sea (a), (b) € ST U ST, si H({(a)) = H({b)) es decir a = b y por lo
tanto se tiene que (a) = (b) Obteniéndose que H es uno a uno.

Ahora se prueba que H es sobreyectiva: dado a € Z , sea g € [[;cnZiy2 tal que g(i) =2 +i+a
Como g es una sucesion consecutiva, por el teorema 3.3.3 se tiene que(a) € ST U ST es decir que
H({a)) = a. Por lo tanto H es sobreyectiva.

Como H es uno a uno y sobre entonces H es biyectiva.
= H((a) + (b)) = H({a)) + H((b))
Por definicién de la operacién en el producto reducido se tiene que
H({a) + (5)) = H({a +1))
Por definicion de H
H({(a+b)=a+b
Como H({(a)) = ay H({(b)) = b entonces
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H({(a+b)) =a+b= H({a)) + H((b))

Por i y 44 se comprueba el isomorfismo.
O

Una definiciéon que caracteriza algunos conjuntos del producto reducido a partir de ST U ST~ son
las que (Svejdar, 2011) denomina ramas, estos conjuntos se caracterizan por que todos sus elementos

se pueden escribir como la suma de uno de ellos y de un niimero estandar o un negativo.

3.4 Ramas

Definicién 3.4.1 (Ramas). Una rama R es un subconjunto del producto reducido que cumple

(i) Si (f) € R para todo (g) € R existe (a) € ST UST~ tal que (9) = (f) + (a)

(ii) Si(f) € Ry (a) € STUST™ entonces (f) + (a) € R

Notese que de forma similar a como se definen los filtros principales se puede generar una rama,

mediante la propiedad dos.

Teorema 3.4.1. Sea (f) € [[;cn Zit2/F entonces R = {(g) | (9) = (f)+ (a)} para (a) € STUST~

€s una rama.

Demostracion. (i) Si (f) € R para todo (g9) € R existe (a) € ST U ST~ tal que (9) = (f) + (a)
Sea (g), (h) € R entonces existe (b),(a) € ST U ST~ tal que (g) = (f) + (a) y (h) = (f) + (b) es

decir que (h) se puede expresar en términos de (g) de la siguiente manera
(h) = (f) + (0) = (f) + (@) + (=a) + (b)
Si (¢) = (—a) + (b) entonces

Y por lo tanto R cumple la propiedad 1
(ii) Si (f) € Ry (a) € ST UST™ entonces (f) + (a) € R

La propiedad 2 se tiene por construccién. Por lo tanto R es una Rama.
O

Ejemplo 3.4.1. Un ejemplo de rama es ST U ST, la cual se denomina rama principal. Una rama
diferente es la generada por (1,1,2,2,3,3,4,4,5,5,6,6,...), obsérvese que los términos se repiten dos
veces. Todo elemento del producto reducido cuyos elementos consecutivos se repiten n veces y es
creciente genera una rama nueva por cada n, y as{ se puede concluir que existen infinitas ramas. Sin

embargo, no son las unicas ramas que existen, por ejemplo sea (f) tal que:
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f<i>={9 ey

i st 1=2"
y {i|i=2"} € F entonces (f) genera una nueva rama.
Una de las caracteristicas de las Ramas que se obtiene como consecuencia de la definicién, es que

dadas dos Ramas diferentes estas resultan ser disyuntas, pues de lo contrario son iguales. Es decir

que generan una particién y por tanto una relacién de equivalencia.
Teorema 3.4.2. Si R y R’ son Ramas diferentes entonces RN R = ()

Demostracion. Supongamos que RN R # () entonces existe (f) € RN R/, sea (h) € R, (g) € R’ tal
que (h) ¢ R', (g) ¢ R. Como (f) € RN R existe (a) y (b) tal que

(9) = (f) +{a) y (h) = (f) + (b)
Es decir que
(hy e R',(g) € R

Los cual es una contradiccion dado que se habfa supuesto que (h) ¢ R', (g) ¢ Ry por lo tanto Si R
y R’ son diferentes entonces RN R’ =)
O

Una consecuencia el teorema 3.4.2 es que toda rama es construible a partir del teorema 3.4.1. A

continuacién se estudia si cada rama es cerrada bajo la suma y multiplicacion.

Ejemplo 3.4.2. Sea (g),(¢') € R, por el teorema 3.4.1, existe (f) € R tal que (9) = (f) + (a) y
(¢") = (f) + (b) donde (a), (b) € ST U ST~. Obteniéndose que:

Si 2(f) = (f) + (c) para algin (c) € ST U ST~ se obtiene que R es cerrado. Como Se tiene que el
producto reducido es un grupo con la suma entonces (f) = (b). Por lo tanto la tinica Rama cerrada
bajo la suma es la principal. Siguiendo el mismo razonamiento pero ahora con el producto, se obtiene

que:

(9) +{g") = ({f) + (@) () + (b)) = {f)* + (f){b+a) + (ab)

Luego para que sea cerrado se tiene que cumplir que:

(N2 +(Hb+a) =(f) +(c)

Obsérvese que esto nos lleva al estudio de ecuaciones cuadraticas, sin embargo no se cuenta con bases
aritméticas para tal estudio, por lo tanto se hace necesario introducirnos al estudio de los nameros
cuadrados y de la divisibilidad. Sin embargo antes de esto, para dar continuidad a lo estudiado en
el capitulo dos, y como esto se refleja en este producto reducido en particular, se estudia la relacion

de orden inducida en los productos reducidos.
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3.5 Relacion de orden en ultrafiltros libres

Se estudiaran los productos reducidos generados por los ultrafiltros libres puesto que por teorema
2.2.1 se garantiza que el producto reducido sea de orden total, primero que todo se probara que todo

nimero estdndar es menor a un nimero no estandar.
Teorema 3.5.1. Todo nidmero no estandar es mayor que un nimero estdndar

No se hara la demostraciéon, puesto que es analoga a la realizada en el ejemplo 2.3.1 para el conjunto
de los naturales no estandar.

Una consecuencia del teorema anterior y el ejemplo 3.2.2 es que el orden del producto reducido no
respeta las operaciones, esta es una propiedad que se trasfieren de los z, pues el orden en estos
tampoco respeta las operaciones. Aunque esto no significa que no exista un subconjunto que si las

respeta.

Teorema 3.5.2. Si a,b,c y d son nimeros estindar y a < b y ¢ < d entonces
(i) a+c<b+d
(ii) axc<bxd

Se ha garantizado que los enteros son un subconjunto de los productos reducido, observe que el

orden en el subconjunto no estandar que resulto ser isomorfo a los enteros no es el mismo.



Capitulo 4

ARITMETICA EN LOS PRODUCTOS
REDUCIDOS GENERADOS POR LA
FAMILIA DE LOS Z,, Y FILTROS
LIBRES

Continuando con nuestra linea de estudio se obtiene en el presente capitulo algunos resultados que
se han obtenido en los cursos usuales de aritmética, tales como el estudio de los niimeros cuadrados y
la relacién de orden; ésta ultima abarca conceptos como el de unidades, divisores de cero, asociados,
elemento irreductibles y nimeros primos. Todo lo anterior nos servira de base para llegar a algunos

resultados sobre la solucion de ecuaciones.

4.1 Numeros cuadrados

Por el teorema 3.3.4 se tiene los cuadrado de (ST U ST, +, %) es decir

(n) +(n) = (n+n) = (2n)

Téngase en cuenta que (2n) = (2)(n) hace parte del estudio de la divisibilidad, por lo tanto a partir

de ahora se entendera como ntimero cuadrado a los nimeros que dan solucién a:

Algunas preguntas que surgen son jtodo nimero tiene raiz cuadrada? Si no lo es entonces ;Qué
numeros son cuadrados? Y si son cuadrados jde cuantos nimeros son cuadrado? para responder a

estas preguntas se estudiard algunos ejemplos buscando generalizar.
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Ejemplo 4.1.1. Se buscara encontrar los ntmeros (z) tales que (x)2 = (1). Tal ecuacién tiene
solucion puesto que para (x) = (1) y (z) = —(1) se cumple la ecuacion, la pregunta que surge es si

existen mas soluciones, de ser asi es porque existe un (f) tal que (z) = (f) de manera que:

Es decir que
{ieN|fi) =1}eF
En otras palabras se debe tener que
f(i)? =2 1 mod(i + 2)
Por lo tanto
(f(3) — 1) * (f(i) +1) =2 0 mod(i + 2)
Luego existe a € N tal que
(f@) =D *(f(@) +1) =ax(i+2)
Si a =0 entonces f(i) =10 f(i) = —1 =i+ 1. Por lo tanto para este caso si F no es un ultrafiltro
se puede conseguir al menos un (f) distinto de (1) y (—1) tal que (f)? = (1), de lo contrario solo se
tiene a (1) y (—1). Si a # 0, sea b = f(i¢) — 1 teniéndose asi que:
b(b+2)=(i+2)a
b +2b—(i+2)a=0
Obsérvese que si a = by a tiene inverso entonces (f) = —(1), dado que f(i) =i+ 1. Ahora, sia # b

b=—-1+ 1+ (i+2)a

Para que esto tenga solucién en los naturales entonces 1 + (i + 2)a = n? para algin n € N, como

a # 0 entonces b = —1 £ n es decir f(i) = £n y por lo tanto (f) cumple ser nimero cuadrado de
(1) si:
2
—1
0 si it 2
fli) =
2
—1
dn si i=—— -2
a
n?—1

parane Ny {ieN|i=

-2} eF

En particular si se toma a a = 1 se obtiene que:
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0 si i#n?—3

+n si i=n?-—3
Es decir

f=1(0,2,0,0,0,0,3,0,0,0,0,0,0,4,0,...))

f=1(0,1,0,0,0,0,5,0,0,0,0,0,0,11...))

ademads, se puede tener una combinacion entre los f(i), es decir que no necesariamente todos f(i)
deben ser positivo o negativos, si no pueden tener ambos a la vez.
De lo anterior se puede concluir que dependiendo del filtro existe por lo menos otro niimero diferente

a (1) y (—1) tal que su cuadrado es (1).

Teorema 4.1.1. Un nimero (a) es cuadrado de (f) si:

0 si i#j2—a—2
fi) =
+j si i=j"—a—2

para jENy{ieN|i=j2—a—-2}€F
Demostracion. Se debe probar que
{ieN| f(i)’=a}eF
Pero esto se tiene puesto que
j% = a mod(j% — a)
O

Lo que se ha demostrado en el anterior teorema es que dependiendo del filtro un ntmero estdndar

o negativo tiene raiz cuadrada.

Definicion 4.1.1. Los (f) que cumplen la condiciones del teorema anterior se llamaran raices

cuadradas de un niimero n y se denotaran por +/(n).

Un teorema que se deduce del anterior teorema es que si dos niimeros tienen raices entonces el

producto también tendra raices.

Teorema 4.1.2. Si en un producto reducido se tiene \/(n) entonces (m) * \/(n) = \/(n)(m)?
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Siguiendo con el estudio de niimeros cuadrados dada una sucesién donde sus términos se repiten dos
veces y es creciente a partir de un niimero, su cuadrado es igual un nimero estandar dependiendo

del filtro, por ejemplo:

Ejemplo 4.1.2. Se tomara una sucesion como la que se indicé anteriormente y se mirara que existe

un filtro tal que el cuadrado de este es un ntmero estandar, sea:

(f) =1(0,0,1,1,2,2,3,3,4,4,5,...))

Entonces
(f)*(f) ={((0,0,1,1,4,4,1,0,6,5,1,...))
Si
{i|li=4j-2yjeN-{0}} eF
Entonces

Es decir que si en una sucesién sus términos se repiten a veces y ademas es creciente a partir de un

numero, se puede encontrar que su cuadrado es igual un nimero estandar dependiendo del filtro.
Teorema 4.1.3. Dado (f) tal que
fl@)=n+1+4j
Dondei=k+aj, 0 <k <a ya es el numero de repeticiones, ademds se debe cumplir que
{ieN|i=a*(n+1)—2an+1) yi>n}eF

FEntonces

Demostracion. Se probara que f(i) * f(i) = n? para
i=a’(n+1)—2(an+1)yi>n?
Como f(i) =n + 1+ j entonces
t=k+aj
Es decir que
a’(n+1)—2(an+1)=k+aj
Luego

a’(n+1)—2an=k+aj +2
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Como k + aj + 2 tiene que ser miltiplo de a entonces
k=a—2
Es decir
a’(n+1) —2an = a + aj

Ahora para probar que f(i) * f(i) = n? se probara que (n 4+ 1+ j)? = n? mod(a®(n + 1) — 2an) A

continuacién se hara su prueba
a(n+ 1) = 0 mod(a)

Sumando cero se tiene que

a(n+1)+1—-142n—2n =0 mod(a)
Es decir

Jj+14+2n=0mod(a)

Por propiedades de la congruencia

(G+1+2n)(1+7) =20mod((1+j)a)
Luego

(5 +1+2n)(1+j)+n?=n? mod((1+ j)a)
Que es igual a
(n+1+35)2=n2mod((1+j)a)

Y como (1 + j)a = a?(n + 1) — 2an entonces

(n+1+ )2 =n?mod(a®(n+1) — 2an)
Y por lo tanto se concluye que

{ieN|f@)xfGi)=n?yi>n?}eF

O

Se acaba de observar que dado un elemento del producto reducido este puede tener o no raiz cuadrada

dependiendo del filtro. Otra forma que surge para estudiar la existencia de raices cuadradas en el
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producto reducido se da a partir de la conocida ley de reciprocidad cuadratica® un ejemplo seria el

siguiente:

Ejemplo 4.1.3. Se quiere construir un producto reducido en el cual (3) tenga raiz cuadrada, que

es lo mismo que preguntarse para cuales p se tiene que
22 2 3 mod(p)

Se busca encontrar los ¢ para los cuales la congruencia tenga solucién o no tenga solucion, por el

teorema de reciprocidad cuadratica:

B-D-1)

Luego
p—1
(-1 2 =1
Es decir que para algtin n € N se tiene
-1
P—2_ 2n
2
Luego
p=4n+1

Es decir que si existe r tal que
72 = p mod(3)

Entonces

SLa conocida ley de reciprocidad cuadratica relaciona la solubilidad de dos congruencias de segundo grado relacio-

nadas de la siguiente forma:
2% & p mod(q)

2~

y* = q mod(p)

donde p y ¢ son ndmeros primos impares, utilizando el simbolo de Legendre:

(p) ] 1 sipesun cuadrado mod g,
—1 en otro caso,

entonces el enunciado del teorema puede resumirse de la siguiente forma:

(2) (2) = (o=
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22 2 3mod (p) tiene solucion
Luego si se tiene que
{ieN|i+2esprimoyi=12n—1} € F

Entonces existe (f) que pertenece al producto reducido generado por F' tal que

De forma general se tiene el siguiente teorema

Teorema 4.1.4. Si {i € N|i+2 yp son primos y i = 4pk — 1} € F entonces I(f) € [[;cn Ziv2/F
tal que (f)* = (p)

Demostracion. Por hipotesis se tiene que
{i|i+2y psonprimosyi=4pk —1parak € N} € F

Es decir que
i+ 22 1mod(p) para i = 4pk — 1

Como 7+ 2 v p son primos y se tiene que

<zﬁ2> (Z;2> -

Por el teorema de la reciprocidad cuadrética existe y tal que

y? = pmod(i + 2) parai=4p — 1
Luego si f(i) = y entonces
{i| f(i)? 2 pmod(i+2)} € F
Por lo tanto (f)? = (p) -

Se puede ver que una condicién del teorema anterior es que 1 = i + 2 mod(p), el siguiente teorema

tiene como condicion que r? 2 a mod(p) tenga solucién, por el lema de Hensel para entero-adic* Se

“sea f(z) un polinomio con coeficientes enteros (o p entero-adic), y m, k nimeros enteros positivos tales que m < k.

Si r es un ndmero entero tal que

f(r) = 0mod(p*) y f'(r) # 0 mod(p)
Entonces existe un niimero entero s tal que

f(s) 220 mod(p*™™) y r = s mod(p*).

El s se puede calcular explicitamente como

f(r)
fr(r)

donde f'(r) es la derivada de la funcién f(r)

S=7T—
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puede garantizar que r2 = a modp® tiene solucion, por ejemplo en el caso en que p = 11 se tiene

que:

Ejemplo 4.1.4. Se quiere saber cuando 72 = a mod(11) tiene soluciéon. Es decir que a debe ser 0,
2,3,4,5 69, los casos triviales son cuando a es 0, 1, 4, 9 puesto que son cuadrado de nimeros
enteros entonces se estudia cuando a = 3, es decir cuando 72 = 3 mod(11) luego r; = 6. Se tiene
que f(r1) = r? — 3 aplicando el lema de Hensel se tiene que

ro X1y — f(r) mod(11?)

f'(r1)

Es decir que

33
ro 26— T mod(112)

Luego

13
ro = Y mod(112)

Que es lo mismo que
79 = 94 mod(11?)
Es decir que
942 2 3 mod(112)
En general se tiene que 7,2 = 3 mod(llk) para rp = rp — s donde

~ —f0w)
EGH)

S

mod(11F)
Por lo tanto si
{ieN|i=11"-2}eF

Y ademas se tiene que Irq tal que r? 2 3 mod(11).

En conclusion: si (f) un elemento del producto reducido generado por F tal que

The1 Sioi=11F -2

{0 si i 11k —2

Entonces

Utilizando el lema de Hensel de manera general se tiene que si 72 2 a mod(p)entonces existe x talque

2 ~

T =a mod(pk) en consecuencia con esta proposicién surge el siguiente teorema
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2~

Teorema 4.1.5. Si se tiene que r° = a mod(p), 2r 2 0 mod(p) y ademds se tiene que {i € N | i =
p" —2} € F entonces (f) € [[ien Ziv2/F tal que (f)* = (a)

A continuaciéon se enunciard una generalizacion de los teoremas 4.1.1 y 4.1.5, estos se pueden gene-

ralizar de la siguiente manera

Teorema 4.1.6. Un nidmero (n) es la k_esima potencia de (f) si:

, 0 si i#j"—n—2
ﬂwz{i. T
j st 1i=3"—n—2

Para jeNy{ieN|i=j*—-(n+2)}eF.

Su demostracién es andloga a la del teorema 4.1.1

Teorema 4.1.7. Si se tiene que r* = a mod(p), kr¥=! 2 0 mod(p), y ademds se tiene que {i |
i+2=p" paran € N} € F entonces 3(f) € [[;en Zit2/F tal que (f)F = (a)

Demostracién. Por hipotesis se tiene que r* 2 a mod(p) y kr¥~! 2 0 mod(p) utilizando el teorema
de Helsel existe un entero s,, tal que

(3m)" = a mod(p**™)

Es decir que si f(i) = sy, y como {i | i + 2 = p" para n € N} € F entonces

{i| {(f@)" =(a)} e F

Por lo tanto

4.2 Relacion de divisibilidad

Ahora nuestro interés consiste en tratar de estudiar algunas nociones de teoria de niimeros de forma
anédloga a como se hace en los enteros, es decir definiendo una relacion de divisibilidad y tratando
de responder preguntas como por ejemplo qué nameros dividen a los otros. En tal sentido primero

se define la relacién de divisibilidad:

Definiciéon 4.2.1. (f) divide a (g) si existe un (h) tal que (f) * (h) = (g), en este sentido se diara
que (f) es un divisor de (g) y (g) es un multiplo de (f) y se denota como (f)/(g)

Obsérvese que si (f) * (h) = (g) se debe tiene que:

{i € L| ()i % h(i) = g(i)} € F

Lo que implica el siguiente teorema:
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Teorema 4.2.1. Si{i€ L | f(i)/g(i)} € F entonces (f) divide a (g)

su demostracién es un implicacion de la definicion 4.2.1. El siguiente ejemplo muestra algunos nu-

meros que son divisores de otros:

Ejemplo 4.2.1. Para (f) que pertenece al producto reducido, (2) es divisor de (2 * f). En general
para (g) y (f) que pertenecen al producto reducido se tiene que (g) divide a (g * f).

una pregunta que surge es si tal relacion es de orden o no, sin embargo dado que hay un subconjunto
del producto reducido isomorfo a los enteros y en estos la relacion de divisibilidad usual no cumple ser
relacién de orden, se concluye que la relaciéon de divisibilidad definida en los productos no cumplen
ser una relacion de orden. Por ejemplo, (1) divide a (—1) y (—1) divide a (1), pero para ningtn filtro
se tiene que (1) = (—1). No obstante, esto ocurre cuando el filtro es libre, pues en los principales
especificamente cuando {0} € F, se puede comprobar que (1) = (—1), pero de igual manera no
se cumple la relacién de orden, pues ninguno es divisor del otro. En general se puede observar que
(1) divide a cualquier nimero, sin importar el filtro. Estos nimeros en los enteros, asi como en los
anillos de polinomios, se denominan unidades. Dadas las propiedades de los Z;+2, puede brindarse
una definicion equivalente a la usual (la cual se ha acabado de mencionar), para esto considérese
inicialmente lo siguiente: Si m.c.d.(a,i + 2) = 1 para algiun a € Z; 2 entonces a es una unidad en
Ziyo de lo contrario es un divisor de cero. Partiendo de lo anterior se introducen las definiciones de

unidades y de divisores de cero.

Unidades y divisores de cero
Definicion 4.2.2. Un elemento (f) € [[;cy Zit2/F es una unidad si

(i e N|med(fi)i+2) =1} e F

La definicion usual nos garantiza que exista un (g) tal que (f) * (g) = (1) esta afirmacion es valida
puesto que son definiciones equivalentes. Ademas, (g) también resulta ser unidad. La definicion

alternativa que se dara de divisor de cero sera la siguiente:

Definicién 4.2.3. Un elemento (f) € [[;cry Ziv2/F es un divisor de cero si

(i e N|med(f(i),i+2) £1} € F

La definicién equivalente a ésta implica que exista un (g) tal que (f)*(g) = (0) y (g) # (0) y al igual
que la definiciéon de unidad (g) también termina siendo un divisor de cero. Como primer resultado
se tiene que (1) siempre es unidad de [[;cyZiq2/F sin importar el filtro. Caso contrario a lo que
sucede con (0), pues este nunca serd unidad, ni divisor de cero. Por las definiciones se tiene que si
(f) es una unidad entonces no es divisor de cero. Sin embargo debe tenerse cuidado con el reciproco,

el cual se analizara mas adelante.
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Teorema 4.2.2.

(i) Si (f)*(g) = (1) entonces (f) y (g) son unidades.
(i) Si (f) * (g) = (0) entonces (f) y (g) son divisores de cero.

Demostracion.

(1) Si (f) * (g) = (1) por definicién se tiene que
{ie N|f(i)xg(i)=1} e F
Como se tiene que f(i) es unidad en Z; 9 cuando (f(i),7 4+ 2) = 1, entonces
{ieN| f(i)xg(i) =1} Cc{t e N|m.c.d.(f(z),i+2) =1}
Por la propiedad #ii de los filtros se tiene que
{i eN|m.cd.(f(i),i+2)=1} € F

Por lo tanto (f) es unidad. Analogamente se llega a que (g) es unidad.

(ii) Andalogamente al item i se llega a que (f) y (g) son divisores de cero. O

Obsérvese que (—1)(—1) = (1) sin importar el filtro, por lo tanto (—1) es unidad en cualquier
producto reducido. Para caracterizar las demés unidades se estudiara para que filtros (2) es una

unidad o un divisor de (0).

Ejemplo 4.2.2. Respectivamente (2) es una unidad o un divisor de (0), cuando A € F', donde
AC{ieN|m.ed(2,i+2)=1}

o
AC{ieN|mcd(2,i+2)#1}

De otra forma A debe estar contenido en el conjunto de los numeros impares para que (2) sea unidad y
si se quiere que (2) sea divisor de cero A deber estar contenido en el conjunto de los niimeros impares.
Notese que un filtro que contenga a A no necesariamente debe contener al conjunto de los ntimeros
primos. Esto se tendra en cuenta més adelante. Como se mencioné anteriormente, si (2) es una

unidad entonces existe (g) tal que (2) * (g) = (1), donde (g) también termina siendo unidad, donde:

n+2 st 1=2n
g(i) =
n+2 s 1=2n+1
Notese que (g) = (2,2,3,3,4,4,5,5,6,6,7,7.....) es no estandar. Es decir que por cada unidad

estdndar que se tenga, por la definicién usual se tienen otra unidad no estdndar.
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Analogamente si (2) es divisor de cero entonces existe (g) tal que (2) x (g) = (0), donde (g) también

termina siendo divisor de cero, donde:

n+1 st 1=2n
g(i) =
n+1l st 1=2n+1
Notese que (g) = (1,1,2,2,3,3,4,4,5,5,6,6, .....) es no estandar. Andlogamente a como sucede con
las unidades, cada divisor de cero estandar que se tenga, por la definicién usual se tiene un divisor

de cero no estandar.

Teorema 4.2.3.
(i) Si (n) # (1) es una unidad entonces existe una unidad (f) no esténdar tal que (n) x (f) = (1)

(ii) Si(n) esun divisor de cero entonces existe un divisor de cero (f) no estandar tal que (n)*(f) = (0)

Demostracion.

(i) Si (n) es una unidad entonces por la definicion usual existe (f) tal que (n) x (f) = (1). Lo unico
que falta demostrar es que (f) es no estandar. Supongamos que (f) es estandar. Si esto sucede es
por que (f) = (m). Ahora, realicemos la multiplicacion (n) * (m), por la definiciéon 2. 1.2 se tiene
que (n) *x (m) = (n*m) y por lo tanto (n) x (m) # (1), lo cual contradice nuestra hipotesis. Por lo
tanto (f) es no estandar.

(ii) Anélogamente que i.

O

El anterior teorema implica que el conjunto de las unidades (o divisores de cero) no estandar tenga
por lo menos igual cardinal que el conjunto de las unidades (o divisores de cero) estandar. Sin

embargo, este conjunto puede tener mayor cardinal.

Ejemplo 4.2.3. Tomese el producto reducido generado a partir del filtro de Fréchet. la tinica unidad
estdndar es (1) y no hay divisores de cero estandares. Para comprobar que (1) es la tinica unidad

estandar supongamos que hay otra unidad estandar (m) # (1). Por definicién se tiene que:

{ieN|m.cd.(m,i+2)=1} € Fr

Por ser al filtro de Fréchet existe un ¥ € Ntal que {i e N | i >k} € Fry{i e N|i >k} C
{i € N | m.cd.(m,i+2) =1} Es decir que para todo i > k se tiene que i no es multiplo de m lo
que es una contradiccion y por lo tanto no existe una unidad estdndar diferente de (1). Obsérvese
que ((1,2,1,2,1,2,...)) es una unidad y ademés no estandar, puesto que 2 es primo relativo con los
impares y 1 siempre es primo relativo. Ademas véase que ((1,2,1,2,1,2,...)) no es una representacion
de (1) ni de (2) puesto que esto implicaria que los pares o los impares pertenezcan al filtro y esto
significa que el filtro no es el de Fréchet. Ahora para comprobar que no hay divisores de cero

supongamos que existe un (m} tal que

{i e N|m.cd.(m,i+2)#1} € Fr
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Por ser al filtro de Fréchet existe un k € Ntal que {i e N|i >k} € Fry
{ieN|i>k} C{ieN|m.cd(m,i+2)#1}

Es decir que para todo ¢ > k no existen niimeros primos, pero esto es una contradiccién y por lo
tanto no existen divisores de cero estandares Esto no implica que no existan divisores de cero, ya
que por ejemplo ((0,2,0,2,0,2,...)) es un divisor de cero pero es no estandar, es decir que todos los

divisores de cero son no estandar para el producto reducido generado por el filtro de Fréchet.

El anterior ejemplo muestra que existen productos reducidos en los cuales el cardinal del conjunto
de las unidades (o divisores de cero) estandar es menor al cardinal de la unidades (o divisores de
cero) no estandar. Con el objetivo de la notacion, al conjunto de todas las unidades de un producto

reducido se denotara como:

Ulllien Zis2/F)
De aqui en adelante si no hay confusiéon respecto al conjunto de unidades del producto reducido
entonces se denota como U. Si se desea hacer énfasis en el filtro utilizado se denotara como Up. Al

conjunto de los divisores de cero, se denota como Dp e igualmente si no hay necesidad de especificar

el filtro se denota como D. Si (f) € U consecuentemente por la definicion se tiene que:

m.c.d.(f(i) — (i+2),i+2) = 1 para los i tales que m.c.d.(f(i),i+2) =1
Y por lo tanto
{ieN|med(f(i)—(i+2),i+2)=1} € F

Es decir que (—f) € U. Por este resultado, se llega a que (—1) siempre es unidad de [ [,y Zit2/F
sin importar el filtro, sin necesidad de utilizar la definicién usual, como anteriormente se hizo.

Analogamente se obtiene que si (f) € D entonces (—f) € D.

Teorema 4.2.4.

(i) Si (f) € U entonces (—f) € U.

(ii) Si (f) € D entonces (—f) € D.

Como las unidades (o divisores de cero) dependen del filtro generador, para buscar generalizar cuando

(n) es unidad (o divisor de cero) se estudia un ejemplo en el cual n es compuesto, puesto que en el

ejemplo 4.2.1 se estudié cuando era primo.

Ejemplo 4.2.4. Se construye un filtro adecuado de tal forma que (12) sea una unidad este tiene
que cumplir:
{ie N/m.c.d.(12,i+2) =1} € F

Los i para los cuales m.c.d.(12,7 + 2) = 1 son aquellos para los cuales ¢ + 2 no es multiplo de algin

divisor (diferente de 1) de 12. T6émese el conjunto

A ={k |k =pq} donde py q son primos diferentes de 2 y 3
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Notese que k£ no es multiplo de algin divisor de 12, por lo tanto
AC{ieN|m.cd.(12,i+2) =1}

Es decir que si A € F entonces (12) es una unidad. Ademés, en particular se tiene que k no es
multiplo de ningan divisor de 4. Por lo tanto (4) es una unidad. Ahora construyamos un filtro

adecuado de tal forma que (12) sea un divisor de (0). Si esto ocurre es porque:
{ie N|m.cd.(12,i+2) #1} € F

Los ¢ para los cuales m.c.d.(12,i + 2) # 1 son aquellos para los cuales i + 2 es multiplo de algin

divisor (diferente de 1) de 12. Témese el conjunto
A={k|k=npq}donde2/pyqeN
A" ={k |k =pq} donde3/pyqeN

Notese que k es multiplo de algin divisor de 12, por lo tanto
AC{ieN|m.cd.(12,i+2) # 1}

A ClieN|med(12,i+2) #1}

Es decir que si A € F o A € F entonces (12) es un divisor de cero. Notese que A y A’ pueden
pertencer al mismo tiempo a un filtro. Ademas, en particular se tiene que k € Ao k € A" es multiplo
de algun divisor de (6) y (18). Por lo tanto (6) y (18) son divisores de (0). Sin embargo, debe tenerse

presente que (4) no necesariamente es divisor de (0), este es el caso cuando A' € Fy A" ¢ F.

A partir del anterior ejemplo se puede concluir que:

(i) Si (n) es unidad, entonces esto implicaria que un niumero (n’) es unidad, siempre y cuando la
descomposicién factorial (n') tenga unicamente (no necesariamente todos, ni con las mismas

potencias) los primos de la descomposicion factorial de n.

(ii) Si (n) es un divisor de (0), entonces esto implicaria que un ntumero (n') es un divisor de
(0), siempre y cuando la descomposicion factorial (n') tenga a todos (no Gnicamente y no

necesariamente con las mismas potencias) los primos de la descomposicién factorial de n.

Teorema 4.2.5.
(i) Sea (n) e U y P={p|p/nypesprimo} entonces <Hf:1pf”> € U para a;,k € N yp; € P.

(it) Sea (n) € Dy P={p|p/nypesprimo} entonces ([],,cpp;*) € D para a;,k € N y p; € P

Demostracion.
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(i) Si (n) € U por definicion se tiene que:

A={ieN|m.cd(n,i+2)=1} € F

o
,7'7a+

)

Supéngase que <Hf:1 p;') ¢ U, por lo tanto en particular debe existir a € A tal que 77"L.c.d(]_[f:1 D
2) # 1, y por lo tanto existe un i € P tal que p;/(a+2). Por hipotesis se tiene que p;/n, obteniéndose
que m.c.d(n,a + 2) # 1, lo cual es una contradiccién, por lo tanto (Hle pity e U.

(ii) Si (n) € D por definicién se tiene que:
A={ieN|m.cdn,i+2)#1} € F

Supongase que (Hpiepp?i> ¢ D, por lo tanto en particular debe existir a € A tal que m.c.d(Hpiep P, at
2) = 1, y por lo tanto para toda p; € P se tiene que m.c.d(p;,a + 2) = 1. Como p; € P, entonces
m.c.d(n,a+2) =1, lo cual es una contradiccion, por lo tanto ([[,,cppi*) € D.

O

Una consecuencia del anterior teorema es que si existen mas unidades que (—1) y (1) el cardinal de

la U es infinito. Obsérvese que el cardinal de D es cero o infinito.

Corolario 4.2.1.
(i) Si(n) € U y m/n para m € N entonces (m) € U
(i) Si (n) € D yn/m para m € N entonces (m) € D

Por ultimo, se sabe que si p es primo entonces para todo a € Z, se tiene que a es una unidad en Z,.
Entonces, si el conjunto de los ntimeros primos pertenece al filtro se tiene que no hay divisores de
cero, por lo tanto se obtiene un dominio entero. Ademas, todo elemento del producto recudido (a

excepcion del cero) es unidad, por lo tanto el dominio entero termina siendo un campo.

Teorema 4.2.6. ([[;cnZiv2/F,+,%) es un campo si y si {i | i + 2 es primo} € F y F es un
ultrafiltro

Demostracion. = por ser campo todos los elementos (f) del producto reducido a excepcion del
elemento neutro aditivo tienen inversos multiplicativos, para que esto suceda se debe cumplir que
{i | m.c.d(i+ 2, f(i)) = 1} € F y esto solo sucede si {i | iesprimo} € F y ademas por el teorema
2.1.8 y 2.1.9 F debe ser ultrafiltro

< la tnica propiedad que no se tiene para todo ([;cyZit2/F,+,*) se campo es el inverso mul-
tiplicativo para que esta se cumpla por teorema 2.1.8 y 2.1.9 F debe ser un ultrafiltro y ademas
la familia debe terne una tnica excepcién como estas condiciones se tiene por hipétesis entonces

(ILiex Ziv2/F, +, %) es un campo -

Notese que el anterior teorema es consecuencia del teorema 2.1.8, 2.1.9 y 2.1.9.

Ahora por medio del estudio que se hizo sobre niimeros cuadrados, se puede observar algunas formas

directas de obtener unidades no estandar.
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Ejemplo 4.2.5. Por el teorema 4.1.1 se sabe que los siguientes ntimeros son unidades:
f=1(0,2,0,0,0,0,3,0,0,0,0,0,0,4,0,...)

' =1(0,1,0,0,0,0,5,0,0,0,0,0,0,11,...)

Con la condicién de que A = {i € N | i = j2 — 3 para j € N} € F. Puesto que (f) * (f) = (1) y
(f") = (f") = (1). Ademas, se obtiene que las combinaciones entre las imagenes de f y f’ también
son unidades. Ademas, lo anterior sugiere un método para construir unidades (o divisores de cero)no
estdndar combinando las imégenes de dos unidades (o divisores de cero) estandar.

Ahora, retomese el ejemplo 4.2.3: Sea Hi|€N Ziy2/F donde F no es principal tal que
A={k|k=pq} € F donde py q son primos diferentes de 2 y 3

Se sabe que si A € F, entonces {12} es una unidad. Ademas, por el teorema 4.2.4 se pude obtener

un conjunto infinito de unidades positivas del producto reducido dado:

{(2),(3), (4),(6),(8), (9), (12), (16), (18)...}

Ahora, se indexa en el conjunto de los niimeros naturales al anterior conjunto:

{{m)m tmen

Constrayase una funcién f en la cual

fi) =

(f) no es estandar, pues de lo contrario F seria principal. Ademés, obsérvese la forma en que se
indexa este conjunto no es dnica, por lo tanto se han obtenido infinitos nimeros no estandar que

son unidades en el producto reducido.

Ahora jtoda unidad no estandar de un producto reducido, es obtenida a partir de la combinaciéon de
unidades estdndar, siguiendo el método del anterior ejemplo? De forma similar se puede construir
un método para encontrar divisores de cero. Notese, que m.c.d(a,b) = 1 6 m.c.d(a,b) # 1, por lo
tanto esto nos sugiere que al utilizar un ultrafiltro adecuado, el cual por el teorema 4.2.5, de partida

no debe contener al conjunto de los ntimeros primos, se puede obtener:
Teorema 4.2.7. Sea [ [,y Ziy2/F donde F es un ultrafiltro entonces U¢ = D.

Notese que este teorema es constructivo, de tal manera que se puede escoger a conveniencia, que un
niamero (f) sea unidad 6 divisor de cero. Ya obtenido algunos resultados sobre las unidades se da

paso al estudio del conjunto de asociados de un nimero (f) del producto reducido.

Definicién 4.2.4. Dos elementos (f), (9) € [[;cn Zit2/F son asociados si (f) = (g)(u) donde (u)

es una unidad.
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Este conjunto se denota como As. Si se desea especificar el elemento del cual son asociados se denota

como Asy .

El primer resultado que se examinaré son los asociados de las unidades, el cual queda condensado
en el siguiente teorema:

Teorema 4.2.8. El conjunto de asociados de las unidades es U

Demostracion. Sea (f) una unidad del producto reducido, como las unidades son divisores de todos
los elementos del producto reducido, entonces para cualquier unidad (g) existe otra unidad (u) tal
que (f) = (u) % (g), por lo tanto toda unidad es asociado de (f). Ahora basta probar que todo
elemento (h) que no sea unidad no es asociado de (f), suponemos que (h) es asociado, por definicion
se tendria que existe una unidad (u) tal que (f) = (u) * (g) pero por definicién de unidad se tiene

que (g) resulta ser unidad. Por lo tanto el conjunto de los asociados de la unidades es U. O
Teniendo este resultado, solo basta caracterizar los asociados de un elemento que no sea unidad
Ejemplo 4.2.6. Témese las unidades estandar obtenidas en el ejemplo tal

{-(=2), (=1),(1),(2), (3), (4), (6), (8), (9), (12), (16), (18)...}

Se puede obtener infinitos asociados de un elemento del producto reducido si las unidades son

infinitas, a saber:

As(g) = {.., (—10), (=5), (5), (10), (15), (20), (30), (40}, ...}

En esencia los asociados de un ntimero se obtienen al multiplicar este niimero con cada una de las

unidades. Obsérvese que la relacién asociado es una relacién de equivalencia.
Teorema 4.2.9. La relacidn asociado es una relacion de equivalencia

Demostracion.

(i) (f) es asociado de (f).

Como (f) = (f) * (1) entonces (f) es asociado de (f).

(i) Si (f) es asociado de (g) entonces (g) es asociado de (f).

Si (f) es asociado de (g) entonces existe un (u) unidad tal que

1 1
Como (u) es unidad entonces existe (—) unidad tal que (u) * (=) = (1), por lo tanto
u u
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1
() (2) = o)
Y por lo tanto (g) es asociado de (f).
(iii) Si (f) es asociado de (g) y (g) es asociado de (h) entonces (f) es asociado de (h)

Si (f) es asociado de (g) y (g) es asociado de (h) entonces existe las unidades (u) y (u’) tal que

Reemplazando se tiene que

Como la multiplicacién de unidades es nuevamente una unidad entonces (f) es asociado de (h).

Por i,ii y iii se tiene que la relacién asociado es una relacién de equivalencia ]

Siguiendo con la idea inicial, la cual es copiar lo hecho en el estudio de la relacion de divisibilidad, se
debe ahora analizar para este contexto quienes resultan ser los elementos irreductibles y en paralelo
que numeros de estos resultan ser primos, para asf, dar respuesta a preguntas como ; Todo irreductible

es un primo?pues sabemos que esto no se cumple en general

Numeros irreductibles y primos

Para empezar este estudio se dard la definicién usual de elemento irreductible y elemento primo, sin
embargo hay que aclararse que la definicion usual parte de los dominios enteros (anillos sin divisores
de cero) pero en este contexto, el tnico producto reducido que cumple ser dominio entero es aquel

del teorema 4.2.5, que ademés cumple ser campo, por lo tanto se opta por alterar esta definicion.
Definicion 4.2.5. Sea (g) € [[;cy Ziv2/F no unidad es un irreductible, si en cualquier factorizacion
(g9) = (a)(b), (a) o (b) es unidad.

En esencia los elementos irreductibles terminan siendo aquellos cuyos tnicos divisores son las uni-

dades y sus asociados ademas .

Definicién 4.2.6. Un elemento (f) se dice primo si no es unidad ni cero y si (f) | (h)* (g) entonces
(N1 o (F)(g)-

Una caracteristica de los nimeros primos en general en cualquier estructura, es que necesariamen-
te son elementos irreductibles. Sin embargo, hay que tenerse cuidado pues el reciproco no se tiene

siempre. En los producto reducidos, si se tiene en ambas direcciones.
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Teorema 4.2.10. Un elemento de un producto reducido es irreductible si y solo si es primo.

Demostracion. = Sea (f) un elemento irreductible, observese que si (f) | (g9) * (h) entonces para

toda factorizacion (f) = (j) * (k), se tiene que (i) | (g) v (k) | (g) 0 G} | (B} y (k) | (k) , como
(f) es irreductible entonces (j) o (k) es unidad.Supongamos (j) | (g) v (k) | (g9) y ademas que (j)
es unidad, como (k) | (g) por definicion existe (a) tal que (a) * (k) = (g) se tiene que como (j) es
(

unidad entonces (j) * <1> x (a) x (k) = (g) es decir que (f) * (=) * (a) = (g) es decir que (f) | (9) vy

1
) J
por lo tanto (f) es primo .

< esta implicacién siempre se tiene en toda estructura

O

De aqui en adelante hablaremos de primos si un elemento del producto reducido es irreductible,
se empezard por estudiar el producto reducido el cual resulta ser campo, recuérdese que esto solo
sucede si {i | i + 2 es primo} € F. En este producto reducido (y en general en cualquier campo)
no existen elementos primos, pues como se puede notar en la definicién los elementos irreducti-
bles son no unidades, lo cual es imposible para esta estructura. Por lo tanto de aqui en adelante

se trabajara con filtros que ademas de ser libres no deben contener al conjunto de los nimeros primos.

Dado que ya se tiene una caracterizaciéon de las unidades y divisores de cero del producto reducido

generado por el filtro de Fréchet, se empezara por este ejemplo:

Ejemplo 4.2.7. Sea [[,cyZit2/Fr el producto reducido generado por el filtro de Fréchet. Recuér-
dese que no hay unidades estandar diferentes a (1) y (—1) ni divisores de cero estandar. Por lo tanto
cabe preguntarse qué ntmeros estdndar resultan ser primos. Por el teorema 3.3.4 sabemos que el
conjunto ST'U ST~ es isomorfo a los enteros, por lo tanto para cualquier (n) € [[;cy Ziq2/F donde
n no es primo, puede descomponerse en factores primos donde cada factor es nuevamente un namero
que pertenece al conjunto ST U ST°¢. Por lo tanto se puede sospechar que los dnicos que pueden
ser irreductibles estindar son de la forma (p) € [[;cnZiy2/Fr tales que p es primo, pueden ser

irreductible, pero si esto sucede es porque para cualquier

Entonces (f) o (¢g) es unidad y ademas (f) y (¢9) no pertenecen a ST U ST ™.

Supongamos que (p) = (7), resultando asi (f) * (g) = (7). Se sabe que (7) * (1) = (7) por lo tanto se

puede construir (f) y (g) de la siguiente manera:

1 st iespar

7 si 1esimpar
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7 st iespar

1 st 1esimpar

Se puede comprobar que tanto (f) como (g) no son unidades. Pues si por ejemplo (f) fuese unidad,

por definicién se debe tener que:

A={ieN|m.cd.(f(i),i+2) =1} € Fr

Obsérvese que para algunos ¢ = 7n — 2 donde n es un numero impar que pertenece a los niimeros
naturales, se tiene que m.c.d.(f(i),i+2) = 7. Como el conjunto de los n con estas caracteristicas es
infinito , se puede concluir que A€ no es finito y por lo tanto A ¢ Fr. Igualmente se comprueba que

(g9) no es unidad, concluyendo asi que (7) no es primo.

Por lo tanto se concluye que si [ [, oy Zit2/Fr tiene primos entonces deben ser no estandar.
Ahora se mira si se puede obtener un elemento irreductible no estandar en el producto reducido

generado por el filtro de Fréchet.
Ejemplo 4.2.8. Se busca construir un namero (g) de tal forma que este resulte ser irreductible.
Por la definicién y el resultado anterior se debe tener que:

A={ieN|m.cd(g(i),i+2)=1} ¢ Fr

Por lo tanto se debe tener que A€ es infinito. De esta forma construyase los siguientes elementos del
producto reducido generado por el filtro de Fréchet. En primera instancia, se indexard al conjunto
A€ que se ha acabado de definir, tomando como conjunto de indices a los nimeros naturales, es

decir:

{ak}ken

donde a; € A°.

Esto con el fin de definir a (h) y (j) generado por las funciones:

1 st 1 = ag donde k es par

g(i) en otro caso

g() st i = ay, donde k es par

1 en otro caso
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Obsérvese que:

(h) * (G) = (9)

Por construcciéon se comprueba que tanto (h) como(j) no son unidades, puesto que cada funciéon
que genera a las clases de equivalencia, se corresponden con la funcién g en un conjunto infinito del

conjunto A€y por lo tanto

{i e N|m.cd.(h(i),i+2) =10m.cd.(j(i),i+2)=1} ¢ Fr
Concluyéndose que (g) no es primo .
Generalizando y en base a los anteriores ejemplos se enuncia el siguiente teorema:

Teorema 4.2.11. Si F' es un filtro libre no ultrafiltro entonces todo divisor de cero no es primo en
HieN Zi+2/F~

Demostracion. dado (f) divisor de cero como F no es un ultrafiltro existe A tal que ni este ni su

complemento pertenecen al filtro , asi si:

1 si 1€A
g(i) =

) si i¢ A

f) si i€A
h(i) =

1 si i¢A

Se probara que (g) no es unidad, como (f) es divisor de cero entonces B = {i | m.c.d.(f(i),i +2) #
1} € F, si se supone que (g) es unidad entonces C' = {i | m.c.d.(¢(i),i +2) = 1} € F es decir
que BN C € F, y por la propiedad tres de filtros se tiene que A € F lo cual contradice nuestra
hipotesis y por lo tanto se concluye que (g) no es unidad. De forma analoga se comprueba que (h)

no es unidad. Como se tiene que (g) * (h) = (f) entonces (f) no es primo
O

Ahora, si (f) no es divisor de cero ni es unidad entonces dependiendo del filtro se puede encontrar

que este es primo o no por ejemplo:

Ejemplo 4.2.9. Sea [[;cyZit2/F de tal forma que ni los pares ni los impares pertenecen a I,

entonces se construye (f) generada por:

1 st ©esimpar
fli) =

2 st 1espar

De esta forma (f) no es ni divisor de cero ni unidad. Construyase (g) como:
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1 st 1=2n—101t=0

n+1l si i=2n—20i#0

Obteniéndose asi que
(g) = (f) = {f)

Como de antemano se sabe que (f) no es unidad, entonces (g) no debe ser unidad, para esto se
estudiard cuando n + 1 es divisor de cero en Z; o para ¢ = 2n — 2, esto sucede si existe un ¢ < i+ 2

tal que
(n+1)*xc=0mod(i+2)

es decir, existe un m € N tal que

(n+1)xc=(2n)m

como n + 1 y n son primos relativos entonces ¢ = a * n para algin a € N como ¢ < 7 + 2 entonces

axn < 2n es decir que a = 1 y por lo tanto ¢ = n y reemplazando c se tiene que

(n+1)xn=(2n)m
luego
n+1

2
concluyente que n + 1 tiene que ser par y por lo tanto n = 2k + 1 para algtn k£ € N de aqui se tiene

que si
{i|i+2=4k+20i=2k+1} € F

entonces se tiene que (g) no es unidad ni divisor de cero, concluyéndose asi que (f) no es primo.

Ahora, como se quiere que (f) sea primo entonces

{i|i+2=4dkoi=2k+1}€F

Sin embargo esto no garantiza que (f) sea primo, puesto que se pueden encontrar infinitas factori-
zaciones (f) = (g) % (h), para A C {i | i = 4k donde k € N} y ademas A infinito, de la siguiente

forma:
( 1 si i€ A

fl) si i¢A
F@) si icA

1 si i¢A
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Por la definicion de elemento irreductible, se debe tener que (g) o (h) es unidad. Escojase un filtro
adecuado para que (g) sea unidad, es decir, que A € F. Obsérvese que si se continua el procedimiento
en ultimas se debe escoger entre entre B y A — B para todo B C A, obteniéndose asi, que en toda
factorizacion definida de la anterior forma (g) es unidad, por lo tanto de esta forma se construye un
elemento primo en este producto reducido.

Ahora, se pude observar que si se toma el filtro F' que genera el producto reducido del anterior

ejemplo y se define el conjunto:

F'={BNA|BeF}
Se obtiene un ultrafiltro sobre A.

Generalizando el ejemplo anterior se tiene que

Lema 4.2.1. Dado (f) € [[,cn Ziv2/F tal que no es unidad, sea A = {i | m.c.d.(f(i),i+2) =1},
A ={i | m.c.d.(f(i),i+2) = a} donde f(i) =axc, C = {i|m.cd(i+2,¢) =1y aesprimo}, si
CUA ¢ F entonces (f) no es primo

Demostracion. sea (g) y (h) tal que

(1 si ieCUA

g(i) =<3 ¢ si (i+2,¢)=d

arxc si (1+2,¢c)=1lya=a*a

[ f(i) si icCUA

h(i) =< a si (i+2,¢c)=d

ay st (i+2,¢c)=1ya=aj*ay

téngase en cuenta que se construyeron d # 1, a1 # 1 y ag # 1, luego

{i|(g9(i),i+2)=1}=CUA

(i (h(i),i+2)=1} CCUA

como C'U A ¢ F entonces (g) y (h) no son unidades y como

entonces (f) no es irreductible y por lo tanto no es primo O

El siguiente teorema se enunciaré para saber en que productos reducidos se tiene que (f) es primo:
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Teorema 4.2.12. Dado (f) € [[,cy Ziy2/F tal que no es unidad y F' = {CND |D e F}, (f) es

primo si y solo si F' es un ultrafiltro libre sobre C' donde A y C son los conjuntos del lema anterior.

Demostracion. = Si (f) es primo por el lema 4.2.1 CUA € F y por el teorema 1.2.5 F” es un filtro
sobre C, supongamos que F’ no es ultrafiltro entonces existe £ C C tal que E ¢ F' y E°ncC ¢ F’
sea (g) y (h) tal que

f(i) si i¢F

fG@) si i€eE
h(i) =

1 si 1¢FE

como

por ser (f) primo (g) o (h) es unidad,supongamos que (g) es unidad entonces
{il(g9(@),i+2)=1}eF

es decir que
{i|(g(i),i+2)=1}NCeF

como (f(i),7+2) = a para i € C entonces

{i(g(i),i+2)=1}NC=E

v por lo tanto
EeF

lo cual es una contradiccion por lo tanto (g) no es unidad de forma anéloga se demuestra que (h)
no es unidad y por lo tanto (f) no es primo lo que contradice nuestra hipotesis y por lo tanto F’ es
un ultrafiltro sobre C

Ahora probemos que F’ es un ultrafiltro libre, supongamos que es un ultra filtro principal por lo
tanto existe a tal que F' = F!. Por definicién de filtro principal se tiene que: {a} € C' N D para
D € F es decir que {a} C D paratodo D € F' y por lo tanto F' no es libre lo que es una contradiccion
puesto que se ha partido de que F es libre, y por lo tanto F’ es un ultrafiltro libre sobre C.

<Supongamos que (f) no es primo por lo tanto existe (g) y (h) no unidades tal que

Si esto sucede es por que

{i| m.cd.(g9(i),i+2)=d}UA€F
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{i | m.cd.(h(i),i+2)=e}UA € F

Donde d # 1 y e # 1 Ahora, por la propiedad ii de los filtro se tiene que
{i| m.cd.(g9(i),i +2) =aym.cd.(h(i),i +2) =a} UAEF

Como F’ es un ultrafiltro entonces

{i | m.cd.(g(i),i+2)=dym.cd.(h(i),i+2)=a} € F

dado que {i | m.c.d.(9(i),i+2) = d y m.c.d.(h(i),i+2) = a} N C = ) entonces
DeF

lo que es una contradicciéon y por lo tanto (f) es primo O

Con el anterior teorema se ha garantizado que en productos reducidos existen infinitos primos los
cuales no son unidades ni divisores de cero peros si F es un ultrafiltro entonces los ntimeros primos

son divisores de cero dado que por el teorema 4.2.6 se tiene que U¢ = D.

Corolario 4.2.2. Dado F un ultrafiltro y (f) € [icyy Zit2/F un divisor de cero, (f) es primo si y
solo st C' € F donde C es el conjunto definido en el lema 4.2.1

De los anteriores teorema se deduce que todo asociado de un numero primo es primo, y por lo tanto
todo numero compuesto que en su factorizacién tenga un numero primo también se podré facto
rizar de tal forma que su factorizacion tenga asociado del numero primo. Terminado esta seccién se
estudia si en el producto reducido de los elementos que no son unidades tiene factorizacion tnica,
es decir se pueden expresar como producto de primos de manera tnica salvo orden y asociados. si

el elemento no es unidad ni primo entonces se denomina compuesto.

Teorema 4.2.13. Dado (f),(9) € [Lieny Zit2/F y (f) primo, si (g) no es unidad entonces (g) tiene

factorizacion inica

Demostracion. Si (g) es primo entonces su factorizacion es unica.
Si (g) es compuesto, sea Ay = {i | m.c.d.(g(7),i + 2) = 1}, A = {i | m.c.d.(g(i),i + 2) = a} donde
9(i) = a* c sean By = {p; primos | (i) =[]y Pjaj} y By = {pj € B1 | m.c.d(p;,i +2) =1}

HjeNp?j S 1€ A€ Y pj I~ B2
ho(i) =

1 en otro caso

HjeNp?j si i€ A°yp; ¢ B
hi(i) =

g(7) en otro caso
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Obsérvese que (g) = (hg) * (h1) donde (hgy) es unidad y se tiene que

m.c.d(hi(i),i+2) =10m.cd(hi(i),i +2) = hy(3)

Ahora los hq(i) tales que (hi(i),7 + 2) = h1(i) se puede descomponer como

h(i) =[] P

jEN

Sean las hy, (i) tal que p; es un factor de hy(7)

hpj (Z) =

Sea

Obsérvese que

(h1) = [ [ (hp,) * (ha)
JEN

como (hg) es unidad entonces solo queda estudiar los (k).
Se estudiara cuando (h,;) no es unidad de lo contrario ya seria de la forma de factor de (g) buscado.
Se puede re-definir Ay = {i | hy, (i) = 1} y A7 = {i | m.c.d(i + 2,p;) = p;}. Como (f) es primo
entonces A = {i | m.c.d.(f(i),i +2) =1}, A° = {i | m.c.d.(f(i),i+2) =a
rbrace, donde f(i) =axc,C ={i| m.c.d(i+2,¢) =1y aesprimo} porellemad21 CUAEFy
F’ es un ultrafiltro sobre C.
Dado Chp]. = A€ entonces C’hpj UA € Fy F’ es un ultrafiltro sobre C, por la propiedad dos y tres de
filtros se puede concluir que F; I{ij es ultafiltro sobre C'hpj y por lo tanto por el teorema 4.2.12 (hy,)
es primo.
Sea probado que (g) tiene una descomposicion, esta es inica dado que si no es unica se niega el

teorema fundamental del aritmética en los ntimeros naturales. O

con este teorema sea finalizado esta seccién, la ultima seccién hard un estudio sobre las ecuaciéon de

primer y segundo orden en los productos reducidos.

4.3 Ecuaciones en los productos reducidos

Por el teorema 4.2.5 se toman dos caminos que guiaran el estudio de ecuaciones de primero y segundo

orden. Estos caminos dependen del filtro escogido: si este contiene al conjunto de lo niimeros primos
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entonces el producto reducido resulta ser campo por el contrario tendra divisores de cero, ademas si

este no es generado a partir de un ultrafiltro, tendra ntimeros que no son divisores ni unidades.

Ecuaciones de primer orden

Las ecuaciones de primer orden son de la forma

Donde (f),(g),(h) y (z) pertenecen al producto reducido; (f),(g) y (h) son contantes y (x) es la
incognita. La pregunta que surge es si la ecuacion tienen solucién y de ser asi cuantas soluciones
tiene.

Si (f) = (0) entonces necesariamente para que tenga solucién (g) = (h) y sus soluciones son todos
los elementos del producto reducido. Si (f) = (1) como el producto reducido es un cuerpo respeto a

la suma entonces

Donde (—g) es el inverso aditivo de (g), obteniéndose que la ecuacion tiene una soluciéon tnica. Esto

nos lleva a enunciar el siguiente teorema.

Teorema 4.3.1. Dada la solucion (z) = (h) + (—g) donde (h) y (g) son estindar

I Si (h) < (g) entonces (x) es no estindar.

IT Si (h) > (g) entonces (x) es estdndar.

Obsérvese que si (h) < (g) entonces (h) —(g) es un ntmero negativo y por lo tanto () es no estandar,
y si (h) > (g) entonces (h) — (g) es un ntumero estandar y por lo tanto (x) es estandar. El siguiente

ejemplo muestra ecuaciones que no cumplen las condiciones de los teoremas.

Ejemplo 4.3.1.

1 (g) es no estandar y (h) es estandar
(x) +((1,2,3,4,...)) = (0)

Se puede observar que (z) = (1) es decir (x) es estandar en cambio con la siguiente ecuacion x

resulta ser no estandar
c+((1,2,2,3,3,4,4,...)) = (0)

Se puede observar que (z) = (1,1,2,2,3,3,4,4,...) que es no estandar

2 (g) y (h) son no son estandar

() + ((1,2,2,3,3,4,4,..)) = {(1,2,3,4,...))
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Se puede comprobar que x = ((0,0,1,1,2,2,3,3,...)) que es no estandar
() +((1,2,3,4,..)) = ((2,3,4,5,6,7,8, ...))
Entonces (z) = (1) que es estandar.

Ahora si se toma (f) > (1) de la ecuacion (f)(x)+(¢’) = (h) se estudiara cuando esta ecuacion tiene
solucion, que es lo mismo que estudiar cuando (f){x) = (g) tiene solucion para (g) = (h) + (—¢’).

Aqui se abren los dos caminos mencionados anteriormente:

» Si los primos pertenecen al filtro entonces (f)(x) = (g) Siempre tiene solucién tnica, puesto

que (f) tendria inverso multiplicativos, Por ejemplo si (f) = (2) entonces (z) = (h)(g) donde

n+ 2 st t=2n+1
h(i) =
0 en otro caso
De forma mas general podemos obtener el siguiente algoritmo:

Notese que (x) = (h)(g) es una solucion de (b)z = (g), donde:

n+nk+m st i+2=0bn+a, i+ 2esprimoy es mayor b
h(i) =

0 en otro caso

Paraa+14+ak=m,0<a<by0<k <.
Obsérvese que el algoritmo no solo sirve para hallar los ntimeros estdndar si no cualquier nimero del
producto reducido aunque en la préctica es imposible, ademés esta ecuacién tiene solucién tnica,

puesto que los inversos son Gnicos.
» Ahora si no es un campo entonces (f)x = (g).

Esta ecuacion no siempre tiene solucion, si (f) es unidad tiene solucién, por ejemplo, si (f) = (2)
entonces para que sea unidad es necesario que los ntimeros impares pertenezcan al producto reducido,
particular se tiene que (f) = (n) es unidad si {i | i =an + 1} € F. Si (f) no es unidad no significa
(f)x = (g) no tenga solucion puesto que si (f)/(g) la ecuacion tiene solucién por ejemplo si (f) = (3)

entonces si (g) = (3n) se tiene que la ecuacion siempre tendra solucién en general se tiene que

Teorema 4.3.2. Dado (f),(9) € [[;cn Zit2/F, si {i | g(i) = b; * f(i)} € F entonces (f)x = (g)
tiene solucion

Obsérvese que si se tiene que (f) no es unidad y (g) es unidad entonces la ecuacion no tiene solucion,

Teorema 4.3.3. Si (f) no es unidad y (g) es unidad entonces (f)x = (g) no tiene solucion. por

esto mismo si (f) y (g) son asociados entonces la solucion es unidad.

(f) no divide a (g) por definicién de divisibilidad se tendra que la ecuacién no tiene solucion, con

esto se acaba el estudio de ecuaciones lineales y se da paso al estudio de ecuaciones cuadraticas.
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Ecuaciones cuadraticas en productos reducidos

Continuando con los dos caminos se estudiara las ecuaciones de la forma

()2 + (g)z + (e) = ()
Si (h) = (k') — (e) entonces solo hay que estudiar

(fa® + (ghz = (h)

Se podréan condiciones a las constantes es decir a (f), (¢) y (h), una condicion que plantean (Luque,
Mora, Torres, 2006) en su libro (ver pag. 62) es que (f) sea divisor de cero, en este caso existe (f’)

tal que (f') % (f) = (0), si se multiplica ambos lados por cero se tendra que:

(f')  (g)z = (f')(R)

Si la anterior ecuacién tiene solucién entonces, sus soluciones son una posible solucion a la ecuacion

cuadratica por ejemplo:

Ejemplo 4.3.2. Dada la ecuacion (2)2? + (g)z = (h) como se pretende que (2) sea un divisor de

cero entonces los numero pares deben pertenecer al filtro, se puede verificar que (f’) serd igual a

n+1 st 1=2n+a
f(i) =

0 en otro caso

Donde 0 <a <2

Multiplicando la ecuacion cuadratica por (f’) se obtiene
(f'xglw=(f"xh)

Obsérvese que si (g) = (h) entonces z = (1) entonces

Es decir
(9) =(h—2)

Lo que es una contradiccion es decir que = (1) no es una solucién de la ecuacién cuadratica.

En general se tiene que para (f'*g) # 0y (f'*h) # 0 la ecuacion lineal tiene solucion si (f’ x g) es
invertible o (f’ % g) divide a (f’ % h), pero (f’ % g) no es invertible por como se construye [’y por lo

tanto solo tiene solucion si (f’ x g) divide a (f’ * h) es decir existe (g')

(f'a)lg’) = (f' = h)

Donde
=g
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Seria una posible solucion. Si (g) = (3) y (h) = (14) entonces se tiene que (f’) * (14) = 0 luego
(f"x3){(g’) = (0) Se tiene que
{g') = (2¢)

Si (e) = (1) reemplazado en la ecuacion cuadrética se tiene que

(2)(2))* + (3)((2) = (14)

Es decir
(8) + (6) = (14)

En general si {e) es estandar solo es solucion si (h) = (8) ((e))? + (6)({e))? y si no una de las cosas
que se pueden decir con seguridad es que si (f’) es un divisor de cero y (f’) * (g)x = (f’)(h) no tiene

solucion entonces (f)2? + (g)z = (h) no tiene soluciéon

Teorema 4.3.4. Dada la ecuacion (f)x? + (g)x = (h), (f'){f) = 0 entonces si (f') x (g)x = (f')(h)

no tiene solucion entonces (f)x? + (g)x = (h) no tiene solucion.

Una consecuencia del teorema anterior es que si (f) es divisor de cero y (f)/(g) entonces para que

la ecuacion cuadrética tenga solucion (f')(h) = (0)

Hasta el momento se ha trabajado con unidades y divisores de cero pero existen otros que no son ni
unidades ni divisores de cero. Con la intencién de quitar estos dltimos se trabajara con ultrafiltros
y por lo tanto solo existen divisores de cero y unidades. Ahora miremos como seria la soluciones de

las ecuacién cuadraticas en los ultraproductos.

Se empezara por el lado opuesto en que se inicié el estudio en los productos reducidos, es decir que
para {f)x? + (g)x = (h) se supondra que (2) y (f) son unidades, de esta forma se utiliza la formula

cuadrética es decir:

Estudiemos un caso particular

Ejemplo 4.3.3. Dada la ecuacién cuadratica (2)z? 4 (4)z = (3), Como las contantes no son inver-

tibles entonces {i | i = 2n} ¢ F, ahora reemplacemos las constantes en la formula cuadratica.

Es decir que

La sqrt(10) existe y es igual a (f) si
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0 si i#j52—12
f'() =
+j si i=7j%—-12
Donde {i € N/i = j2 — (a+2)} € F.
Entonces se debe tener que 2n = j2 — 12 es decir que

{ieNJi=3j?—(a+2yi=2n}€F

Y luego de estas consideraciones entonces

Seria solucion de la ecuacion.

100



Capitulo 5

CONCLUSIONES

Sobre el desarrollo del trabajo

= Al indagar y estudiar acerca de la construccion y andlisis de los niimeros reales no estéandar,
encontramos que las fuentes bibliograficas consultadas en general, hacen un fuerte énfasis desde

el campo de la teoria de modelos, y no desde una construccién de productos reducidos.
Sobre filtros

= Los filtros sobre un conjunto dado, pueden ser clasificados al considerar la interseccion de todos
los elementos que pertenece al filtro; si esta intersecciéon pertenece al filtro, llegamos a lo que se
denomina filtro principal, si esta interseccién es vacia, se obtienen filtros libres, de lo contrario

se obtiene un filtro no libre y no principal.

= Un filtro principal puede caracterizarse por medio de uno de sus elementos, especificamente,

la interseccion de todos los elementos del filtro.

= Es posible identificar el tipo de filtro por medio de la cardinalidad del conjunto del cual se
genera el filtro y por medio de la cardinalidad de sus elementos, asi, si el conjunto base es finito
o alguno de sus elementos es finito, el filtro necesariamente es principal. En consecuencia, si se
quiere obtener filtros no principales, se debe partir de un conjunto infinito y ademas se debe

tener que todo el elemento del filtro contenga a otro propiamente.
= El filtro de Fréchet esta contenido en todo filtro libre.

= Por medio del filtro maximal de una cadena ordenada de filtros, se llega al concepto de ultra-

filtro. Este orden se define por medio de la contenencia entre filtro.
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Sobre productos reducidos

= La relacién que guarda las propiedades algebraicas de la familia de estructuras base con el
producto reducido se puede enunciar de la siguiente manera: Si una propiedad algebraica que
cumple ser formulada con un enunciado simple que se puede expresar sin variables libres, que
tiene solo cuantificadores, simbolos de operacién vilidos en las estructuras y la igualdad para
casi todas las estructuras de la familia base entonces esta propiedad es transferida al producto
reducido. En este sentido, la expresiéon para casi todo lo determina el filtro que genera al

producto reducido.

= Si las propiedades que cumplen casi todas las estructuras de la familia base, tienen una excep-
cién v esta excepcién se quiere transferir o por otra parte se quiere obtener una relaciéon de
orden total en el producto reducido, este debe ser generado a partir de un ultrafiltro, en otras

palabras un ultraproducto.

Sobre productos reducidos en la familia de los Z, generado por filtros libre

= El conjunto de los niimeros estandar son isomorfos a los nimeros naturales.

= Existe un subconjunto del producto reducido isomorfo a los niimeros enteros.

= Los Ginicos niameros cuadrados que no dependen del filtro son los cuadrados de los niameros

estandar.

= En los productos reducidos, cualquier elemento puede ser unidad, divisor de cero o ninguno de

los dos a conveniencia, esto resulta de escoger un filtro adecuado.

= La definicién de elemento irreductible y numero primo en los productos reducidos debe alterarse

a estructuras que no sean dominio de integridad necesariamente sin divisores de cero.

= Si el producto reducido no contiene divisores de cero, no existen niimeros primos.

Recomendaciones

= En general, se puede decir que no se ha obtenido un documento final, pues no se ha tratado a
profundidad la trasferencia de propiedades, pues en tltimas se logré obtener una caracterizacion
de la forma que deben tener las propiedades para poder ser transferidas al producto reducido,

sin embargo, no se obtuvo un resultado general. Se intuye que el problema de la trasferencia



§5.0 103

v la necesidad de utilizar ultrafiltros, se debe a cuestiones de orden y el concepto de conjunto
numerable en las propiedades. Se sugiere realizar un estudio a la trasferencia de propiedades

desde la teoria de modelos.
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