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RESUMEN

Este trabajo se enfoca en la integracion de la geometria y la trigonometria en la ensefianza de la
astronomia, utilizando el método de Eratdstenes para medir la circunferencia de la Tierra. El estu-
dio destaca la importancia de la articulacion de objetos de tales 4reas de las matematicas, propo-
niendo una secuencia de tareas que apunta a promover la modelacion y argumentacion del método

a través de material concreto y herramientas digitales.

Con la secuencia disefiada se pretende abordar una problematica que se presenta en el ambito
educativo la cual se enmarca en un estudio de la trigonometria desarticulado de la geometria y de
fendmenos o situaciones que han interesado a la humanidad (para este caso, relativo a un asunto
de la astronomia como el célculo de grandes longitudes). Presentamos un marco conceptual basado
en el enfoque Onto-Semiotico del conocimiento matematico, describiendo los principales objetos
matematicos involucrados en el método de Eratostenes, entre los cuales se destacan las razones

trigonométricas, las leyes de seno y coseno, el teorema de Pitdgoras y la relacion de paralelismo.

Para llevar a cabo el disefio, hemos utilizado la propuesta de Gémez et al. (2018), ya que esta
metodologia ofrece un marco tedrico robusto y detallado que fundamenta de manera sélida la es-
tructuracion de secuencias didacticas en matematicas. La propuesta se destaca por su capacidad
para describir minuciosamente los elementos necesarios de una tarea, como las expectativas de
aprendizaje, los requisitos, el agrupamiento, los recursos, la interaccion y la formulacion de enun-
ciados, lo que garantiza que las tareas sean claras y bien definidas. Ademas, el enfoque de Gémez
et al. (2018) es adaptable a diferentes contextos educativos, lo que permite personalizar las se-
cuencias didécticas segln las caracteristicas del microespacio del estudiante y los recursos dispo-
nibles. La propuesta también integra un enfoque multimodal, utilizando material concreto, Geo-
Gebra y aplicativos digitales, enriqueciendo el proceso de ensefianza-aprendizaje con multiples
herramientas y perspectivas. Finalmente, su metodologia permite evaluar la eficacia del procedi-
miento mediante experimentaciones con materiales y datos reales, proporcionando tanto un sus-
tento tedrico como practico que favorece una comprension profunda y aplicada de los conceptos

matematicos. Por estas razones, la propuesta de Gomez et al. (2018) es una eleccion adecuada
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para el disefio de las tres secuencias, cada una con propositos especificos como verificar la efica-
cia del procedimiento, modelar en GeoGebra y desarrollar procedimientos con herramientas digi-

tales y datos reales.
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ABSTRACT

This work focuses on integrating geometry and trigonometry into the teaching of astronomy,
using the method of Eratosthenes to measure the circumference of the Earth. The study emphasizes
the importance of connecting concepts from these areas of mathematics, proposing a sequence of
tasks aimed at promoting modeling and argumentation of the procedure through concrete materials

and digital tools.

The designed sequence aims to address an educational issue where trigonometry is often taught
disjointedly from geometry and from phenomena or situations that have interested humanity (in
this case, related to an astronomical matter such as calculating large distances). A conceptual frame-
work based on the Onto-Semiotic approach to mathematical knowledge is presented, describing
the principal mathematical objects involved in Eratosthenes' method, including trigonometric ra-

tios, the laws of sine and cosine, the Pythagorean theorem, and the concept of parallelism.

To carry out the design, Gomez et al.'s (2018) proposal is used, as this methodology offers a
robust and detailed theoretical framework that solidly underpins the structuring of didactic sequen-
ces in mathematics. The proposal is distinguished by its ability to thoroughly describe the necessary
elements of a task, such as learning expectations, requirements, grouping, resources, interaction,
and problem formulation, ensuring that tasks are clear and well-defined. Furthermore, Gomez et
al.'s (2018) approach is adaptable to different educational contexts, allowing for the customization
of didactic sequences according to the specific characteristics of the student's microspace and avai-
lable resources. The proposal also integrates a multimodal approach, using concrete materials, Geo-
Gebra, and digital applications, enriching the teaching and learning process with multiple tools and
perspectives. Finally, its methodology allows for evaluating the effectiveness of the procedure
through experiments with real materials and data, providing both theoretical and practical support
that fosters a deep and applied understanding of mathematical concepts. For these reasons, Gomez
et al.'s (2018) proposal is an appropriate choice for designing the three sequences, each with spe-
cific purposes such as verifying the effectiveness of the procedure, modeling in GeoGebra, and

developing procedures with digital tools and real data.
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INTRODUCCION

Este trabajo de grado se fundamenta en el potencial de la articulacion de algunos aspectos de la
geometria y la trigonometria en el ambito escolar. Cada vez mas aspectos relativos a la trigonome-
tria se ven excluidos del curriculo implementado o se abordan de una manera tradicional que no
contempla el estudio de situaciones de la astronomia y su relacion con aspectos basicos de la geo-
metria y trigonometria. Entre los aspectos trigonométricos que suelen estar excluidos o abordados
de manera superficial en el curriculo escolar se encuentran: el estudio de las funciones trigonomé-
tricas en contextos no lineales, como las aplicaciones astrondmicas; la integracion de la trigono-
metria esférica para comprender fendmenos astrondmicos como el célculo de distancias y d&ngulos
en el cielo; la relacion entre las coordenadas esféricas y la trigonometria aplicada a la observacion
de cuerpos celestes; y la utilizacion de modelos trigonométricos avanzados para analizar la forma
y el movimiento de los planetas y estrellas. Ademas, se observa una tendencia a reducir el enfoque
en problemas de trigonometria relacionados con la medicion de grandes distancias y dimensiones
en el espacio, lo que limita la aplicacion practica de la trigonometria en el estudio de fendémenos

astrondmicos y su relevancia en el aprendizaje de conceptos matematicos avanzados.

Destacamos la necesidad de ensefiar trigonometria desde una perspectiva astrondmica para re-
saltar su importancia en la exploracion y comprension de nuestro universo. Este enfoque no solo
subraya la relevancia de nuestro trabajo de grado, sino que también se alinea con uno de los pro-
positos fundamentales de la educacion en Colombia: ofrecer una educacion equitativa y de calidad
que fomente el desarrollo cultural, cientifico y tecnologico de todos los colombianos. En este con-
texto, los Estandares Basicos de Competencia en Matematicas (MEN, 2006) establecen que la en-
seflanza de las matematicas debe considerar el conocimiento matematico informal de los estudian-
tes, integrando factores afectivos, sociales y cientificos, y adaptandose a los contextos de aprendi-

zaje especificos.

Procurar una ensefianza con las caracteristicas citadas implica retos maytsculos desde los pro-
cesos de disefio y gestion por parte de los profesores de matematicas al momento de disefiar tareas.
La ensenanza y el aprendizaje de la matematica en los niveles de educacion primaria y secundaria
se ha enfocado en la repeticion y la memorizacion de reglas y algoritmos durante el desarrollo de
las clases, dejando de lado procesos y herramientas que induzcan al razonamiento de los estudian-
tes. Tal metodologia algoritmica, en la que se usan graficas, modelos, formulas y representaciones
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sin mayor sentido, no es ajena al caso de la trigonometria. Este hecho genera una significacion
limitada de los objetos matematicos, por cuanto estos se “ven” solo como un juego procedimental
para establecer resultados determinados, pero no como objetos que permiten modelar situaciones

o fendmenos cuyo estudio ha interesado a la humanidad para procurar interpretar al mundo.

Este trabajo de grado asume el reto mencionado y expone la descripcion de tres secuencias de
tareas que apunta a promover el estudio del procedimiento de Eratostenes para calcular la circun-
ferencia de la Tierra (problema de la astronomia que intereso a la humanidad en la antigiiedad y la
Edad Media). Para llevar a cabo el disefio de las secuencias hemos utilizado la propuesta de Goémez
et al. (2018); en consecuencia, para cada secuencia hacemos una descripcion de los elementos que
componen una tarea (e.g., expectativas de aprendizaje o metas, requisitos, agrupamiento, recursos,
interaccion, formulacion de enunciados). Para dar cuenta y razén de las expectativas de aprendizaje
y requisitos hemos procurado exaltar los principales objetos de la geometria y trigonometria si-

guiendo la clasificacion de tipos de objetos primarios propuesta por el Enfoque Onto-Semidtico.

El documento esta compuesto de cinco capitulos: el primero expone la inquietud pedagdgica
que motivo su realizacion (desarrollando las ideas dichas al inicio de esta seccion) y los objetivos
generales y especificos. El segundo, presenta el marco conceptual que fundamenté el estudio, entre
los cuales destacamos la propuesta de Goméz et al. (2018) para disefiar tareas, la propuesta del
Enfoque Onto-Semidtico para los tipos de objetos matematicos de las practicas matematicas y el
potencial del uso de diversos recursos (concretos y digitales) para aprender geometria. El tercero
incluye el marco metodoldgico del estudio, dividido en tres fases; en €l describimos la manera
mediante la cual se disefiaron las secuencias tomando en cuenta las ideas de Gomez y sus colegas;
ademas, precisamos como se presenta la descripcion de cada una de las secuencias en el capitulo
4. El capitulo cuatro es la esencia del trabajo de grado, en €l se presenta cada una de las secuencias
con su respectiva descripcion. La primera secuencia tiene el proposito de verificar la eficacia del
procedimiento usando material concreto del microespacio del estudiante; la segunda, de modelar
el procedimiento en GeoGebra y promover un sustento teorico del mismo; y la tercera, de desarro-
llar el procedimiento haciendo uso de aplicativos digitales y con experimentaciones en tiempo y
datos “reales”. El objetivo de la tercera fase es aplicar y evaluar el procedimiento en condiciones
mas cercanas a las reales, utilizando aplicativos digitales avanzados y experimentaciones con datos

en tiempo real para observar como el procedimiento se comporta en situaciones practicas. Esta fase
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busca no solo validar el modelo tedrico desarrollado en las fases anteriores, sino también identificar
posibles ajustes y mejoras basadas en la implementacion practica y la interaccion con datos actua-
les. Finalmente, el capitulo cinco sintetiza las conclusiones del estudio en tres apartados: cumpli-
miento de los objetivos, aprendizajes que dejo su desarrollo, y horizonte y limitaciones de las se-

cuencias disefladas.
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CAPITULO I. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Este capitulo se dedica a profundizar en las deficiencias observadas en la ensefianza de la trigo-
nometria dentro del curriculo escolar, particularmente en como se han excluido o tratado de manera
convencional algunos conceptos clave. En lugar de abordar estos temas de manera innovadora y
contextualizada, el curriculo vigente frecuentemente omite el estudio de la trigonometria aplicada
a la astronomia, limitando asi la integracién de conocimientos geométricos y trigonométricos en
situaciones reales. En este contexto, se examina como estas lagunas educativas impulsaron el desa-
rrollo del presente trabajo de grado. Se expone detalladamente la motivacion pedagogica detras de
la investigacion y se definen los objetivos que orientan la creacion de secuencias didacticas dise-
nadas para superar estas limitaciones y mejorar la comprension de la trigonometria en el &mbito

escolar.

En ese marco, destacamos la necesidad de ensefiar trigonometria desde una perspectiva astro-
ndémica, subrayando su importancia en la exploracién y comprension de nuestro universo. De este

modo, procuramos resaltar la relevancia de este trabajo de grado.
1.1 Inquietud pedagogica

En el contexto de avanzar hacia una formacion integral y equitativa, los Estdndares Bésicos de
Competencia en Matematicas (MEN, 2006) establecen que la ensefianza de las matematicas debe
reconocer y construir sobre el conocimiento previo de los estudiantes, que estd moldeado por sus
experiencias personales y su entorno. Este enfoque demanda la integracion de aspectos emociona-
les, sociales y cientificos en el proceso educativo, adaptando los contenidos a contextos especificos
de aprendizaje. Ademas, se resalta la necesidad de considerar la evolucion historica de los concep-
tos matematicos, ya que ofrece una perspectiva que facilita la comprension y el desarrollo concep-

tual en el ambito de las matematicas.

Como apreciacion personal, considero que buscar una ensefianza con las caracteristicas men-
cionadas representa un desafio significativo para los profesores de matematicas en términos de
disefio y gestion. Muchas veces, las experiencias de formadores y profesores de matematicas reve-

lan que este desafio no se aborda de manera explicita en la ensefanza de la trigonometria en la
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escuela secundaria. Esto puede llevar a que el contenido no se trate adecuadamente o, cuando se
trata, se haga utilizando métodos tradicionales que limitan la conceptualizacion de los objetos ma-
tematicos y se enfocan en la aplicacion de algoritmos a problemas rutinarios. Un claro ejemplo esta
en lo que indica Montiel (2013) aunque la razén trigonométrica puede resolver problemas especi-
ficos como calcular la altura de un edificio como usualmente se ensefia en esta area (logrando asi
el objetivo educativo de seleccionar la razon trigonométrica adecuada, como la tangente, y calcular
el valor necesario), esto no garantiza un verdadero entendimiento del pensamiento trigonométrico
en relacidon con el manejo de triangulos, sus elementos y las interrelaciones entre ellos. Pero si se

ensefa en la practica.

La ensefanza y el aprendizaje de la matematica, en los niveles de educacion primaria y secun-
daria, tiende a la repeticion y la memorizacion de reglas y algoritmos durante el desarrollo de las
clases, dejando de lado procesos y herramientas que induzcan al razonamiento de los estudiantes.
Tal metodologia algoritmica, en la que se usan graficas, modelos, férmulas y representaciones sin
mayor sentido, no es ajena al caso de la trigonometria. Este hecho genera una significacion limitada
de los objetos matematicos, ya que estos se “ven” solo como un juego procedimental para estable-
cer resultados determinados, pero no como objetos que permiten modelar situaciones o fenomenos
cuyo estudio ha interesado a la humanidad para interpretar el mundo. En contraste con esta vision
tradicional sobre el aprendizaje de la razén y la funcion, Montiel (2011) propone una construccion
basada en précticas y no solo en conceptos, poniendo énfasis en la construccion de la relacion y
funcionalidad trigonométricas que implica modelar una realidad no manipulable (realidad macro)
y sus respectivos desarrollos del pensamiento geométrico-proporcional y analitico-funcional. Esta
perspectiva sugiere que sea de interés reconstruir o reinterpretar estos modelos, no solo para exa-
minar los objetos matematicos en si mismos, sino también para explorar su dimensién conceptual.
Este enfoque permite comprender mejor como estos objetos sirven como herramientas legitimas,

y como se detallard mas adelante, fomenta el desarrollo de actividades matematicas.

Tal idea sigue los planteamientos de Freudenthal (1983), quien advierte que los objetos mate-
maticos son medios de organizacidon de objetos del mundo, de sus propiedades, de las acciones que
se realizan sobre ellos o de las propiedades de esas acciones. Estos elementos se edifican a través
de la aplicacion practica de la matematica. Los conceptos e ideas matematicas contribuyen a orga-

nizar tanto los fenémenos del mundo real como aquellos inherentes a las matematicas.
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Para solventar ese panorama, en este trabajo de grado se toma en cuenta lo que menciona Mon-
tiel (2013) en que los principios para la construccion de las relaciones trigonométricas serian muy
apropiados el uso de la astronomia para introducir el estudio de aspectos de la geometria, la trigo-
nometria y el célculo, usando situaciones del contexto propio de dicha disciplina. En suma, se
considera que los fendmenos o contextos astronomicos pueden favorecer el disefio de una variedad
de situaciones para la introduccion de tales areas del conocimiento matematico en clase. Esto por-
que, por un lado, desata el estudio de asuntos que han sido de interés para la humanidad a lo largo
de la historia; por otro, favorece la introduccion de modelos o simulaciones (con diferentes tipos
de artefactos) en procesos de ensefianza con el sentido de suscitar procesos de exploracion, conju-
racion y matematizacion. También la construccion de “modelos a escala” de una entidad real no
manipulable, como la inmensidad celeste, representa una transicion de lo macro a lo micro. En este
proceso, la proporcion entre la realidad representada y la realidad presente influye en la precision

del modelo.

El abordaje de la astronomia para estudiar asuntos de la trigonometria no solo favorece procesos
de ensefnanza, también promueve el desarrollo del pensamiento cientifico de los estudiantes por
cuanto produce la observacion y exploracion de fendémenos, la adaptacion de un lenguaje a uno
cientifico riguroso y la modelacidn de situaciones con objetos que implican el uso y conceptuali-

zacion de objetos trigonométricos.

Por otro lado, la trigonometria es una rama esencial de las matematicas que desempefia un papel
crucial en el estudio de la astronomia. Esta disciplina, que se centra en el andlisis de los cuerpos
celestes y los fenomenos que ocurren fuera de la atmosfera terrestre, requiere una comprension
solida de conceptos matematicos, incluyendo la trigonometria (Ballesteros, 2019). La geometria y
la trigonometria son herramientas fundamentales para los astronomos al calcular distancias, tama-
nos y formas en el universo, lo cual es crucial para la comprension y exploracion del cosmos. La
trigonometria permite a los astronomos medir dngulos y distancias a partir de observaciones teles-
copicas, lo que facilita la determinacion de la ubicacion de los objetos celestes y el calculo de sus
dimensiones. Por ejemplo, el método de paralaje utiliza principios trigonométricos para estimar la
distancia a las estrellas cercanas, y la geometria es esencial para interpretar la estructura de los
sistemas planetarios y las galaxias (Chaisson & McMillan, 2019). Ademas, la teoria de la relativi-

dad general de Einstein, que tiene profundas implicaciones en la cosmologia moderna, se basa en
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conceptos geométricos avanzados para describir la curvatura del espacio-tiempo y su impacto en
la trayectoria de los objetos astrondmicos (Weinberg, 2008). Estas aplicaciones ilustran cémo los
conceptos matematicos no solo son esenciales para la investigacion astrondmica, sino que también

forman la base de numerosos avances en la comprension del universo.

La falta de recursos didacticos adecuados, evidenciada en la realizacion de este estudio, puede
tener consecuencias significativas al desmotivar a los estudiantes a seguir carreras en ciencias fisi-
cas y limitar su capacidad para contribuir a este campo en el futuro. Ademas, esta carencia puede
restringir nuestra capacidad colectiva para explorar y comprender el universo. Por lo tanto, es cru-
cial desarrollar mas materiales didacticos que muestren la aplicacion de la trigonometria en la as-
tronomia y su conexion con aspectos de la geometria. Estos materiales deben ser accesibles y com-
prensibles para estudiantes de todos los niveles e incluir ejemplos practicos y ejercicios que de-

muestren claramente estas aplicaciones.

Por esta razon, el presente trabajo de grado propone el disefio de una secuencia de tareas como
material didactico dirigido a profesores interesados en ensefar trigonometria de manera innova-
dora. Esta secuencia se basa en el método de Eratostenes para calcular la circunferencia maxima
de la Tierra, también conocida como la longitud o perimetro de la Tierra, término que a veces se
encuentra en la literatura. El objetivo es utilizar este enfoque histdrico para ilustrar como la trigo-
nometria se aplica en estudios astrondmicos, reflejando el interés humano en explorar las dimen-
siones del universo. La integracion de estos métodos proporciona un contexto historico que facilita
la organizacion de contenidos geométricos y trigonométricos con un enfoque especifico. Siguiendo
las recomendaciones de Gomez et al. (2018) sobre la descripcion de tareas, se pretende desarrollar

una secuencia que aborde estos temas en detalle, como se explora en el Capitulo 2.

Para desarrollar esa descripcion de la secuencia de tareas utilizamos, ademas, herramientas del
Enfoque Onto-Semiotico (EOS) sobre el conocimiento e instruccion matematicos (Font et al.,
2010; Breda et al., 2017). En el marco del EOS, el disefio de procesos de estudio de los contenidos
parte de la seleccion de situaciones —problemas cuya resolucion permita dar significado o razon de
ser a dichos contenidos y promover el aprendizaje de estos—. Si bien, varios de los aspectos que el
EOS contempla, también los sugiere Gomez et al. (2018), lo que mas nos interesa de la propuesta
del EOS es la clasificacion de objetos matematicos primarios, claves para hacer operativos los otros

elementos propuestos por Gomez y sus colegas.
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En este contexto, el estudio de la historia constituye una fuente valiosa para construir y desarro-
llar el conocimiento del profesor. En este contexto, una de las estrategias para disefar las tareas es
realizar una indagacion historica que permita aprovechar aspectos relevantes de la astronomia y
explorar diversos aspectos de la trigonometria, como el método de Eratostenes para medir la cir-
cunferencia de la Tierra. Ademas, consideraremos el uso de recursos mediacionales como softwares
especializados, aplicaciones especificas y material manipulable. Reconocemos que la integracion
de estos recursos facilita un enfoque que simula las experiencias de los autores historicos al propo-
ner sus soluciones, al tiempo que proporciona datos mas precisos gracias a herramientas contem-

poraneas.

Dicho lo anterior, presentamos los objetivos generales y especificos de este trabajo de grado.
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1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo general

Disefiar una secuencia de tareas que involucra el uso de la trigonometria y algunos objetos de la

geometria escolar, a partir del procedimiento de Eratdstenes para calcular el perimetro de la Tierra.

1.2.2 Objetivos especificos

OE1. Describir el método de Eratostenes para hallar el perimetro de la Tierra, decantando los

objetos de la geometria y trigonometria presentes en €l.

OE2. Disenar secuencias de tareas que promueva el estudio del método de Eratdstenes y, en ese
marco, el estudio del uso de algunos objetos de la geometria y la trigonometria (e.g., razones tri-

gonométricas, ley de senos y de cosenos).

OE3. Hacer una descripcion de las secuencias de tareas disefiadas, de forma tal que se logre
identificar su potencial para precisar maneras de articulacion entre la trigonometria, la geometria y

la astronomia.
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CAPITULO II. MARCO CONCEPTUAL

Este capitulo se organiza en dos secciones principales. La primera seccion aborda el marco ma-
tematico y destaca dos aspectos fundamentales para el desarrollo de este trabajo. Primero, las si-
tuaciones, marco en el cual se describen el método de Eratdstenes en relacion con la medida de la
longitud de la de Tierra, alli mismo se presentan los sustentos de orden geométrico y trigonométrico
de cada uno de los pasos de los procedimientos del estudio. Segundo, el lenguaje, marco en el cual
describimos el tipo de representaciones utilizado para desarrollar este trabajo. En suma, para la
organizacion de este capitulo, se adopto la clasificacion propuesta por el enfoque Onto-Semiotico
de los tipos de objetos primarios, con el fin de estructurar el contenido mateméatico empleado en

las secuencias de tareas.

La segunda seccidn se centra en una conceptualizacion de indole didactica, la cual se divide en
dos partes: la primera, explora la nocion de tarea y secuencia de tareas segun Gomez et al., (2018);
la segunda, subraya la importancia del uso de diferentes tipos de recursos (material concreto y
artefactos digitales) como herramientas para promover aprendizaje de asuntos de la geometria y la

trigonometria.

2.1 Marco matematico

El Enfoque Onto-Semidtico del conocimiento y la instruccion matematica (EOS), desarrollado
por Godino et al. (2007), establece una ontologia de objetos matematicos que considera las mate-
maticas desde tres dimensiones esenciales: como una actividad social de resolucion de problemas,
como un lenguaje simbdlico y como un sistema conceptual organizado l6gicamente. A partir de la
nocion primitiva de la situacién problema, se definen tres conceptos tedricos fundamentales: la
practica, el objeto y el significado (tanto personal como institucional). Estos conceptos buscan re-
saltar los tres aspectos mencionados de las matematicas y establecer los fundamentos del conoci-

miento matematico.

Para Godino et al. (2007), los objetos matematicos primarios surgen de un sistema de practicas
que incluye elementos como el lenguaje, situaciones, procedimientos, conceptos, propiedades y
argumentos. En primer lugar, estos autores consideran una practica matematica como la accion que

una persona realiza al resolver problemas matematicos y comunicar sus soluciones a otros. En el
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estudio de las matematicas, se destacan los sistemas de practicas mas que una practica especifica
para resolver un problema en particular. Estos sistemas engloban practicas operativas y discursivas
realizadas dentro de una institucion por varias personas que comparten practicas sociales comunes,

asi como el uso de instrumentos y herramientas especificas.

Asi, los objetos matematicos o entidades primarias se definen como todo aquello que puede ser
indicado, todo lo que puede sefalarse o a lo cual puede hacerse referencia durante la actividad
matematica. Esto incluye la creacion, comunicacion y aprendizaje de conceptos matematicos y se

entienden como emergentes de un sistema de practicas.

Baséandose en los diversos roles y funciones que desempenan las entidades primarias en un sis-
tema de practicas, se identifican los tipos de objetos que se incluyen en cada categoria y se descri-

ben sus funciones especificas en el trabajo matematico (Godino et al., 2007):

Situaciones: Se refieren a las tareas que inducen la actividad matematica, como problemas mas

0 menos abiertos, aplicaciones inter o intramatematicas, ejercicios, etc.

Procedimientos: Son las acciones que el individuo realiza al enfrentar tareas matematicas, como

operaciones, algoritmos, técnicas, etc.

Conceptos (reglas): Se expresan mediante definiciones o descripciones e incluyen términos

como nuimero, puntos, recta, media, funcion, etc.

Propiedades o atributos: Se enuncian como proposiciones o enunciados y se refieren a caracte-

risticas de los objetos mencionados.

Argumentos: Pueden ser deductivos u otros tipos y se emplean para validar y explicar procedi-

mientos y proposiciones.

Lenguaje: Engloba términos, expresiones, notaciones, graficos, etc., que pueden manifestarse

de forma escrita, grafica, oral o gestual durante el trabajo matematico.

Esta clasificacion de objetos es Util para describir los requisitos y las metas en el disefio de tareas
en cada secuencia. Debido a que permite considerar aspectos fundamentales (objetos primarios)
presentes en un sistema de précticas y anticipar lo que podria surgir durante la implementacion de

una tarea. A continuacidn, se presenta el marco matematico organizado a partir de los tipos de
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objetos primarios mencionados anteriormente con énfasis en dos procedimientos para medir la lon-

gitud de la Tierra: el propuesto por Eratostenes.

2.1.1 Situaciones protagonistas del estudio

Para los fines de este estudio, nos centraremos en un problema histdrico que ha sido de interés
en diversas épocas: el calculo de medidas de longitud en el macro espacio, como el perimetro o
los radios de los astros del Sistema Solar y las distancias entre ellos. En particular, este trabajo de
grado se enfocard en el método propuesto por Eratostenes (276-194 a.C.) para calcular la circun-
ferencia maxima de la Tierra. Eratostenes, quien realiz6 significativas contribuciones al campo de
la astronomia, utiliz6 principios basicos de geometria y trigonometria para abordar este problema.
En la siguiente seccidn, se presentara un breve contexto historico que sitia el problema en cues-

tion.
2.1.1.1 Breve relato de la relacion astronémica — trigonométrica

Linton (2004) explora la evolucion de la trigonometria desde sus inicios en la antigua Babilonia
hasta su desarrollo en India y China. El autor detalla cémo los babilonios iniciaron la medicion de
angulos utilizando un sistema de division del circulo en 360 grados. Esta practica primitiva sentd
las bases para avances posteriores en trigonometria. Los griegos, particularmente Hiparco y Pto-
lomeo, perfeccionaron estas técnicas mediante la creacion de tablas de cuerdas que resultaron fun-
damentales para la astronomia. Posteriormente, los astronomos hinduies desarrollaron tablas de se-

nos, ampliando y refinando atn mas el uso de la trigonometria en célculos astronomicos.

Como lo menciona Diaz (2021), la astronomia surgi6 de la necesidad de comprender las dinamicas
ciclicas del cosmos y su impacto en la vida humana. Desde aproximadamente el 1200 a.C. hasta el 400
a.C., observaciones detalladas revelaron fenomenos astronomicos como los ciclos de las fases de la
Luna, los eclipses solares y lunares, y los periodos de los movimientos planetarios. Estos fenémenos
periddicos y prolongados impulsaron a la humanidad a buscar un entendimiento mas profundo del uni-
verso. Las matematicas se convirtieron en un recurso esencial, introduciendo conceptos como espacio
y cantidad en el pensamiento astronémico, lo que permitié establecer conexiones y discernir patrones

en las secuencias celestiales.
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La trigonometria se convirtié en una herramienta invaluable en astronomia, inicialmente utili-
zada para lo que, usualmente, se conoce como resolucion de triangulos (calcular la medida de lon-
gitud de lados o de amplitud angular a partir de otras medidas dadas del triangulo) y, con ello, el
calculo de distancias inaccesibles, como las distancias entre puntos geograficos o astros. Los egip-
cios, alrededor del 2750 A.C., dependian de la agricultura y entendian que fendmenos celestiales
como la lluvia y la luz solar influian en sus cosechas, lo que los llevo a interpretar las sefiales

celestes y a utilizar obeliscos como relojes solares.

Los babilonios, a partir del 1800 A.C., se destacaron por su habilidad numérica y su precision
en la observacion astronomica. Desarrollaron un calendario detallado basado en sus observaciones
nocturnas de las estrellas, lo que los llevo a establecer un sistema para medir angulos, subdivi-
diendo el circulo en 360 grados, lo que conocemos hoy como el sistema sexagesimal en trigono-

metria.

La astronomia griega, a partir del 330 A.C., incorpor6 elementos matematicos de las civiliza-
ciones babildnica y egipcia, concibiendo el cosmos como una esfera en la que el sol y la luna
giraban alrededor de la Tierra, lo que requeria un estudio matematico riguroso de los movimientos

celestiales. Algunos conocimientos postulados por aquella época se exponen en la Tabla 1:

Tabla 1. Los descubrimientos astronomicos griegos

Tales de Mileto Anaximandro Anaxagoras Pitagoras Filolao
(639 a.C.) (610 a.C.) (500 a.C.) (569-470 a.C.) (450 a.C.)
Afirmo6 que la Tie-

Imaginaba un uni-
verso con la Tierra
plana y descan-
sando sobre agua.

Platon
(429 a.C.)

Afirmo que la Tie-
rra era esférica y es-
taba en el centro del
universo.

Propuso una astrono-
mia geocéntrica (cen-
tro del cosmos es La
Tierra).

Eudoxo
(409 a.C.)

Introdujo las mate-
maticas en la astro-
nomia, explicando
los movimientos pla-
netarios mediante un
sistema de esferas.

Explico las fases de
la luna como un re-
flejo de la luz solar.

Aristoteles
(384 a.C.)

Amplio el sistema
planetario a 56 esfe-
ras, sosteniendo que
la Tierra era esférica
y estacionaria.

rra era esférica e in-
movil, con los as-
tros orbitando en
trayectorias circula-
res alrededor de
ella.

Dicearco

(350 a.C.)

Introdujo las coor-
denadas esféricas

Sostuvo que la Tie-
rra giraba mientras
la boveda estelar
permanecia fija.

Euclides
(325 a.C))

Formulo las leyes
del movimiento
diurno y defini6 el
circulo.

Contrarrestando las teorias aristotélicas que sostenian que la Tierra era una esfera estacionaria,

surgieron las revolucionarias ideas de Aristarco de Samos (310-230 a.C.). Aristarco propuso por
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primera vez una hipotesis heliocéntrica del sistema planetario, admitiendo la esfericidad de la Tie-
rra y argumentando que esta orbitaba alrededor del Sol en una orbita circular. Debido a esta audaz

proposicion, fue llevado a juicio alrededor del afio 270 a.C.

Eratostenes (276 a.C.), matematico destacado, se propuso determinar el tamafio de la Tierra para
refutar objeciones previas sobre su esfericidad. Hiparco (190 a.C.), astronomo eminente, aplicd
métodos aritméticos a modelos geométricos en los cuales los dngulos eran un elemento recurrente,
inventando la trigonometria en su esfuerzo por vincular estos angulos con sus observaciones astro-
némicas. Construyd una tabla de cuerdas, marcando un hito en la trigonometria. Las tablas de
cuerdas son un antiguo sistema que relaciona los dngulos con las longitudes de cuerdas correspon-
dientes dentro de un circulo. Funcionaban como una version temprana de las tablas trigonométri-
cas, es decir, una tabla de senos y cosenos permitiendo calcular los lados y dngulos de tridngulos

usando la longitud de la cuerda que subtendia un arco dado.

En su obra "Almagesto" del siglo II d.C., Claudio Ptolomeo establecio las bases de la trigono-
metria y utilizé6 métodos matemadticos para resolver problemas astrondmicos, proponiendo un mo-
delo geocéntrico que dominoé el entendimiento del cosmos durante casi mil quinientos afios. Para-
lelamente, en la antigua India, destacados matematicos como Aryabhata I, en el afio 476 d.C., avan-
zaron en el desarrollo de la trigonometria, especialmente en lo que respecta a la funcién seno,

aplicandola de manera innovadora en el calculo de la posicion de los planetas para la astronomia.

Al-Biruni, un erudito persa del siglo XI, también jug6 un papel fundamental en la evolucion de
la trigonometria. Su meticuloso trabajo en la medicidén de angulos y la aplicacion de tablas de
cuerdas permitié mejoras significativas en la precision de los calculos astronémicos, fortaleciendo

el puente entre las matematicas y la observacion del cielo.

En la Edad Media, matematicos arabes continuaron desarrollando la trigonometria, introdu-
ciendo nuevas funciones como la tangente y la cotangente, asi como perfeccionando el teorema del
seno. Al combinar conocimientos de Grecia, India y Arabia, la trigonometria se enriquecio y se
utiliz6 en la astronomia. Durante el Renacimiento, se crearon tablas trigonométricas mas precisas

y se realizaron predicciones astronémicas basadas en céalculos trigonométricos.

Nicolas Copérnico introdujo el modelo heliocéntrico, desafiando la vision geocéntrica y reto-

mando ideas similares a las propuestas por Aristarco de Samos (310-230 a.C.). Johannes Kepler
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desarrollo sus leyes del movimiento planetario basdndose en observaciones empiricas y calculos
matematicos. Galileo Galilei, utilizando su telescopio, hizo descubrimientos astronémicos funda-
mentales que incluyeron la observacion de las lunas de Jupiter, las fases de Venus y las manchas
solares. Estos hallazgos desafiaron las creencias tradicionales y marcaron el inicio de una revolu-

cion cientifica centrada en la observacion y la evidencia empirica.

Hecho este breve recuento, nos concentramos en un asunto especifico: procedimientos para dar
cuenta y razon del tamafo de la tierra. En el marco de estos procedimientos, resaltamos los princi-
pales objetos y sus relaciones usadas en estos, y los argumentos que sustentan resultados parciales

y el producto final.

En relacion con la ley de senos y cosenos en la antigua Grecia, la ley de senos y la ley de cosenos
tienen sus raices en la trigonometria desarrollada por los matematicos y astronomos griegos. Aun-
que las formulaciones exactas de estas leyes no estaban completamente establecidas, las ideas fun-
damentales sobre las relaciones en triangulos y la trigonometria se discutian en el trabajo de Hi-
parco (190-120 a.C.) y Claudio Ptolomeo (c. 100-170 d.C.). Hiparco fue pionero en el uso de
tablas trigonométricas para resolver problemas astronémicos, mientras que Ptolomeo sistematizd
el conocimiento trigonométrico en su obra A/magesto, estableciendo principios clave que influirian

en la trigonometria futura.

Sin embargo, en la India el desarrollo de la trigonometria en la India se destaca con el matema-
tico Brahmagupta (628 d.C.), quien elabor6 reglas para resolver triangulos en su obra Brahmas-
phutasiddhanta. Estas reglas incluian aspectos tempranos de lo que hoy conocemos como la ley de
senos. Mas tarde, Bhaskara II (1114-1185) avanz¢ significativamente en la trigonometria con su
obra Siddhanta Shiromani, donde abord6 problemas relacionados con la resolucion de tridngulos y
proporciono6 una comprension mas profunda de las relaciones trigonométricas. Y en el en el mundo
Arabe los matematicos arabes también hicieron importantes contribuciones a la trigonometria. Al-
Khwarizmi (c. 780-850) y Al-Battani (c. 858-929) jugaron roles cruciales en el desarrollo de esta
disciplina. Al-Khwarizmi escribi6 sobre la resolucion de ecuaciones y problemas trigonométricos,
mientras que Al-Battani produjo tablas trigonométricas precisas y sistematizo el conocimiento en
su obra Kitab al-Zij. La tabla de senos de Al-Battani fue particularmente influyente, proporcio-
nando una base sistematica para la trigonometria que seria utilizada y ampliada en siglos posterio-

Ics.
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2.1.1.2 El procedimiento protagonista: método de Eratdstenes

Eratostenes (276 - 194 a. C.) es una figura historica que hizo importantes contribuciones a la
medicion del tamafio de la Tierra en la antigiiedad (mas precisamente, la medida del perimetro de
la circunferencia maxima de la tierra). Abordé el problema de medir la esfera terrestre, pero efi-
ciente en relacion con los recursos de su €poca y eficaz con respecto a lo que conocemos actual-

mente.

Eratostenes abordé el desafio observando las diferencias en las sombras proyectadas en dos
puntos geograficos distintos. A pesar de las restricciones tecnoldgicas de su tiempo, consiguid apro-
ximaciones sorprendentemente precisas. A continuacion, presentamos en la Tabla 2 los conceptos

matematicos derivados por su método, siguiendo una descripcion detallada.

Este método es elegido por su significativa importancia histérica y su ingeniosa aplicacion de
principios matematicos y astrondmicos que han sido fundamentales en el campo de la geografia.
Estos métodos no solo demostraron la esfericidad de la Tierra, sino que también establecieron un
precedente para la utilizacion de la geometria y la trigonometria en la solucion de problemas reales.
Estos procedimientos, sera el horizonte de las secuencias de tareas que se disefian en este trabajo.
El marco de la presentacion de estos procedimientos esta principalmente basado en los textos de
Ballesteros (2019), Guevara y Puig (2017) y Estrabon (1991). Los objetos matematicos subyacen-
tes se resaltan en cursiva; estos pretenden ser también los estudiados en el marco de las secuencias.
Para efectos de este documento, los anexos muestran un sistema axiomatico con las definiciones y
enunciados de teoremas, propiedades o de objetos que comienzan a emerger en la presentacion de

estos procedimientos.

Eratdstenes de Cirene, destacado como administrador del Museo de Alejandria y la célebre Bi-
blioteca de Alejandria, fue nombrado en estas funciones por Ptolomeo II. Esta institucion habia
sido fundada alrededor del afio 300 a. C. por Ptolomeo I, el primer faradn del periodo helenistico
de Egipto, y su legado fue continuado por su nieto, quien reconoci6 en Eratostenes un lider capaz

para estas eminentes instituciones del saber.

Durante su gestion, Eratostenes emprendid la ambiciosa tarea de medir la circunferencia ma-
xima de la Tierra, apoyandose en la cosmologia geocéntrica, una teoria bien arraigada desde la

antigiiedad y formalmente propuesta por Aristételes (384-322 a. C.). Segun Aristoteles, el universo
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estaba centrado en la Tierra, un concepto que apoyaba con observaciones empiricas y razonamien-
tos deductivos. Uno de los pilares de su argumentacion, tal como lo menciona Ballesteros (2019),
era la forma esférica de la Tierra, evidenciada por fendmenos naturales como la curvatura del ho-

rizonte y la forma circular de la sombra terrestre durante los eclipses lunares.

Basado en estas observaciones y utilizando métodos geométricos y herramientas de la trigono-
metria simples pero ingeniosos, Eratostenes no solo confirmo la redondez de la Tierra, sino que
también realizd una de las primeras estimaciones precisas de su tamafo, un logro que marcé un
hito en la historia de la ciencia y demostr6 el poder de la observacion y el razonamiento matematico

en el entendimiento del mundo natural.

Guevara y Puig (2017) afirman que como Eratostenes era responsable de la Biblioteca de Ale-
jandria, pudo acceder a muchos documentos de papiros, y con ellos, a informacion clave para pro-
poner su método. A continuacion, presentamos la idea general de este método de Eratdstenes para
medir la Tierra. Especificamente, en la Tabla 2 mostramos los pasos del método en la columna
izquierda, muestras que en la segunda se exponen los objetos que matematizan el procedimiento,
asi como y los hechos geométricos y trigonométricos que sustentan tal procedimiento. En ese sen-
tido, en la Tabla 2 exponemos varios tipos de objetos primarios: un procedimiento (método de
Eratostenes), reglas o conceptos que lo matematizan y argumentos que incluyen sustento de cada

paso del procedimiento.
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Tabla 2. Pasos del método de Eratostenes

PASOS DEL METODO

MATEMATIZACION

Observacion inicial

Eratdstenes, no fue el primero en suponer que la Tie-
rra era esférica, pero si utilizo este supuesto para rea-
lizar una de las primeras mediciones conocidas de la

Considere ® T,- como una esfera que representa la Tierra.

Paso 1 | circunferencia de la Tierra con notable precision.
Toma la idea de Pitagoras que fue uno de los prime-
ros en argumentar a favor de una Tierra esférica
(aproximadamente 570-495 a.C.)
Sean A y S los puntos que representan Alejandria y Siena respectivamente sobre la esfera
® T,.. Se asume que las ciudades estan en el mismo meridiano, esto es en una de las circun-
Determin6 dos ciudades que estuvieran en el mismo | ferencias maximas de La Tierra (geométricamente se puede establecer como la interseccion
meridiano. Escogid, entonces a Siena y Alejandria del plano que contiene a eje de la tierra y alguno de los puntos 4 o0 S). Se establece la dis-
(ahora sabemos que, en realidad, Siena esta a 3° al tancia entre estos dos puntos de tal manera que estos pertenezcan a la circunferencia que
Este del dicho meridiano). representa la Tierra ( 4, S € © Trs) (medida del AS). Eratostenes establecio la distancia en-
Establecio la distancia entre Siena y Alejandria tre S y A como 5,000 estadios (Figura 1).
siendo asi de 5.000 estadios (en aquella época, era
usual usar el estadio como unidad de medida para
distancias grandes; un estadio equivale a 184,8 m,
aproximadamente, si el estadio es tipo atico-italiano;
Paso 2

o un estadio equivale a 157,5 m, aproximadamente, si
se usa el estadio egipcio)

En realidad, no hay certeza de como se establecid
esta medida; algunos indican que ese dato ya repo-
saba en la Biblioteca de Alejandria; otros, que se va-
1i6 de un soldado (o grupo de soldados) que diera pa-
sos de tamafio uniforme entre ambas ciudades y los
contara para luego hacer su conversion a Estadios.

Figura 1. Construccion geométrica del ME*

1 ME: Método de Eratdstenes

30




Medicion de las sombras

Paso 3

Eratdstenes se percatd que, durante un momento del
afo (solsticio de verano del hemisferio norte, entre 20
y 21 de junio), en la Ciudad Siena los rayos de Sol no
generaban sombra para los objetos (esto ocurre para
todo lugar que se encuentra en el paralelo denomi-
nado Troépico de Cancer), lo que implica ver el fondo
de un pozo con agua.

El rayo que coincide con TS se modela con una recta [; normal a la esfera que modela La
Tierra (es decir, perpendicular a la superficie de la tierra por S, razon por la cual contiene a
T (Figura 2).

Figura 2. Construccion geométrica de rayos solares del ME

Paso 4

En Alejandria, Eratostenes utiliz6 un gnomon (una
varilla alta perpendicular a la superficie de la tierra)
para medir la longitud de su sombra en el momento
exacto cuando el Sol estaba en su punto mas alto en
el cielo durante el solsticio de verano. A partir de la
longitud de la sombra y la altura del gnomon, pudo
calcular el angulo de la sombra respecto a la vertical.

El AH representa el gnomon usado por Eratdstenes. Dicho segmento es perpendicular a la
superficie de la tierra y genera una sombra, sobre la superficie de la Tierra, generado por el
rayo de sol modelado por la recta l,; mas precisamente sobre el meridiano donde estan los
puntos S y A o en la circunferencia © Trg. La sombra se representa como KA. Se asume
que l; y L, son paralelos, siendo [; el rayo que contiene a S (Figura 3).
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Al momento de realizar la medicion, Eratostenes no
solo conocia la teoria de Aristoteles que la Tierra es

esférica, sabia que la distancia de la Tierra al Sol era
lo suficientemente grande como para considerar que
sus rayos son paralelos entre si.

Figura 3. Construccion geométrica del gnomon del ME

Paso 5

Establece una recta determinada entre el centro y Ale-
jandria que intersecan a las rectas paralelas para de-
terminar el angulo con vértice el centro de la tierra y
Alejandria y Siena.

Construye la AH para determinar que se intersecan en el punto 7. Hecho que se garantiza,
como se ilustro antes, por cuanto tales objetos son perpendiculares a la superficie de la tie-
rra (son rectas normales a la circunferencia-meridiano base). Asi, los ZAHK y £ATS son
congruentes, debido a que son angulos alternos internos entre rectas paralelas l; y I, (T.
PAI)? (Figuras 4). Asi las cosas, si se conoce la media del angulo ZAHK, se conoce enton-
ces la medida del £ATS (angulo central en cuestion).

2 Todas las definiciones, postulados y teoremas del método de Eratéstenes se encuentran en anexos de este documento
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Figura 4. Construccion geométrica de angulos alternos internos del ME

Calculo del angulo de inclinacion del Sol

Eratostenes indico que lam £AHK = m£ATS = 7°12". De hecho, que % = 7°12".
La relacion entre la longitud de la sombra y la altura
del gnomon le permitié calcular el angulo formado
por la luz del Sol en Alejandria en comparacion con
el pozo en Siena, donde el Sol estaba directamente
encima. Este angulo resulto ser aproximadamente

Las tres hipotesis para hallar la medida de este angulo son:

1) Mediante el uso de razones trigonométrica: dado que el AAHK es rectangulo en A
y conocida AH (altura de gnomon) y AK (la medida de la sombra del gnomon), se

1 usa el Teorema de Pitagoras para hallar KH,
7°12", que es - de la circunferencia total de un

Paso 6 | ¢irculo (360°). No es claro como Eratostenes estable- KH? = AH? + AK?
cié esa medida; tres hipdtesis son las mas posibles: KH = \/m
mediante el uso de razones trigonométricas, mediante
el uso de las leyes de seno y coseno mediante el uso Luego se usa la razon trigonométrica de seno:

de algin instrumento de la época.

(mzAHK) = AK
senm = KH
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2) Mediante la ley de senos, conocidos AK y KH:

LAHK -1 (AK)

m =sen " (——
KH

Otra manera puede basarse en el uso la razon trigonométrica del coseno:

(ms£AHK) = —
—
cos(m

AH
2AHK = -1 (—)
m cos™ oy

Ahora bien, si no se usa el Teorema de Pitdgoras para hallar HK, la medida del an-
gulo en cuestion se podria establecer con la razén trigonométrica de tangente:

tan( LAHK)—AK
an{(m _AH

AK
¢AHK = tan™? <—>
m an”

sen(mzAHK)  sen(mcsA)
AK ~ KH

Dado que el 4AHK es rectangulo en A, entonces

sen(m£AHK)  sen(90°)

AK KH
(mzAHK) = AK
sen{m. = KH
¢LAHK = -1 (AK)
m = Ssen KH

Mediante la ley de coseno, conocidas las medidas de los lados del 4AHK:
KA%? = AH? + HK? — 2(AH)(KH)cos(m£AHK)
KA? — (AH? + HK?)
—2(AH)(KH)

cos(m2AHK) =
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Lo cual es equivalente a cos(m£AHK) = % dado que el 4AHK es rectangulo en

K
A. Asi,
_ _, (AH
m£AHK = cos (ﬁ)
3) Mediante el uso de una herramienta que pudiera medir el angulo ZAHK directa-
mente, por ejemplo, un astrolabio.

Para efectos de este trabajo de grado, nos centramos en herramientas intelectuales (primera
y segunda manera) mas que la basada en una herramienta concreta (tercera manera). Notese
que las maneras 1 y 2 son equivalentes al final de cuentas, dado que el triangulo protago-
nista es rectangulo.

Determinacion de la longitud terrestre

Paso 7

Conociendo la distancia aproximada entre Alejandria
y Siena (aproximadamente 800 km) y entendiendo

que este angulo de 7°12" representaba % de la circun-

ferencia total de la Tierra, multiplico esta distancia por
50.

La circunferencia de la Tierra calculada por Eratoste-
nes fue sorprendentemente precisa para su tiempo.
Aunque las cifras exactas varian segln las fuentes, se
cree que estimo la circunferencia de la Tierra en torno
a los 40.000 km, muy cerca del valor actual aceptado
de aproximadamente 40.075 km para la circunferen-
cia ecuatorial.

Eratdstenes utilizo la relacion proporcional que existe en un circulo entre el angulo central y
la longitud de su arco correspondiente para determinar la circunferencia total de la Tierra.

Esta relacion se expresa con la formula:

b o 360
or = MAS T VATS

Sustituyendo los valores medidos y estimados anteriormente, se concluye que:
360°

7°12"

Por = 5000 estadios -

Por = 5000 estadios - 50
Por = 250.000 estadios

Un estadio egipcio equivale a, aproximadamente, 157,5 m. Con lo cual,

Por = 250.000 estadios - 157,5m

Poc = 39.375 km
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La Tabla 3 proporciona un resumen organizado y detallado de conceptos o reglas geométricos
y trigonométricos del método utilizado por Eratdstenes para medir la longitud de la Tierra. Eratos-
tenes, a través de su método, se enfoca en elementos de geometria plana y del espacio, destacando
conceptos como la relacion de paralelismo, el perimetro y el &ngulo central en la circunferencia, y
el arco subtendido por un dngulo central. Esto culmina en la aplicacion de trigonometria para de-

terminar la circunferencia maxima de una esfera.

Tabla 3. Objetos matematicos del método de Eratostenes

Principales contenidos matematicos asociados
Método de Eratostenes

- Circunferencias maximas de una esfera (meridianos
PASO1-4 de La Tierra
- Rectas normales a la superficie de la tierra

PASO 5 - Relacién de paralelismo (T. PAI)
- Angulo central en circunferencia
PASO 6 - Teorema de Pitagoras

- Para establecer la medida de un angulo:
o Relaciones trigonométricas en triangulo rec-
tangulo
o Ley de seno y ley de coseno
- Arco subtendido por un angulo central

PASO 7 - Relacion perimetro de circunferencia con arco sub-
tendido por un angulo central

2.1.2 Lenguaje

Este trabajo tiene la intencion de utilizar diversas formas de representacion para facilitar la com-
prension de cada procedimiento y el uso de objetos geométricos y trigonométricos en ellos. En las
Tablas de la seccidon anterior, explicitamos representaciones graficas y simbolicas de los objetos.
Por supuesto, el impacto de estas representaciones se podria dar principalmente al comunicar las
ideas matematicas que subyacen a los enunciados de las tareas que se disefian en este trabajo de

grado.

Aunado a lo anterior, en el marco de este estudio, usamos otros tipos de representaciones basa-
dos en el uso de material concreto, software de geometria dinamica y aplicativos de internet. Estas
herramientas se seleccionan cuidadosamente para enriquecer las tareas que disefiamos en el pre-

sente trabajo.
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Siguiendo las observaciones de Peralta y Rodriguez (2008), este trabajo también incorpora el
lenguaje natural como un medio esencial para el aprendizaje profundo de las matematicas. A través
de este enfoque, se resalta la importancia de comprender tanto los términos matematicos como los
no matematicos dentro de un problema, subrayando cémo esta comprension es crucial para que los
estudiantes disefien estrategias de solucion y planteen nuevas situaciones problematicas. Este pro-
ceso no solo fomenta el aprendizaje, sino que también promueve el desarrollo del razonamiento y
la comunicacion matematica. Los estudiantes, al utilizar signos, manipulables, graficos y escritos,
se expresan en un lenguaje matematico que evidencia la relevancia de la trigonometria en la solu-
cioén de problemas del mundo real, demostrando asi la aplicabilidad y la importancia de estas re-
presentaciones en el &mbito educativo. Més adelante, precisamos los tipos de representaciones pro-
tagonistas en nuestra secuencia. Por supuesto, la segunda columna de la Tabla 2, alude a los prin-

cipales desde un punto de vista geométrico (diagramatico y simbélico).

Mas adelante, en las secciones 2.2.2 y 2.2.3 aludimos a representaciones dinamicas y basadas

en materiales manipulables que extienden esta descripcion.

2.2 Marco didactico

El marco didactico del presente trabajo se sustenta en dos asuntos. En primer lugar, se conside-
ran las aportaciones de Gémez et al. (2018), quienes ofrecen una conceptualizacion de tarea y
secuencia de tareas. Este enfoque proporciona una estructura fundamental para el disefio de activi-
dades que fomenten la comprension y aplicacion de conceptos matematicos. En segundo lugar, se
menciona la importancia de la tecnologia y de uso de software para la ensefianza de la trigonometria

en relacion con algunos asuntos de la astronomia.

2.2.1 Conceptualizacion sobre tarea y secuencia de tareas

En el marco de este trabajo, se persigue la propuesta y disefio de secuencias de tareas educativas.
Para lograrlo, es esencial establecer una conceptualizacion de los objetos tarea y secuencia de ta-
reas, asi como identificar los elementos cruciales para disefar una tarea. En este contexto, nos
apoyamos en la propuesta de Gémez et al. (2018). Siguiendo la orientacion de estos autores, con-

sideramos que los estudiantes realmente internalizan conceptos matematicos cuando se enfrentan
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a tareas complejas que involucran problemas desafiantes. Durante este proceso, aplican sus cono-
cimientos y habilidades existentes, interactiian y colaboran con otros compafieros y el docente,
negocian significados, llegan a acuerdos en la resolucion de la tarea y, finalmente, comunican y

justifican sus soluciones.

Esta concepcion del aprendizaje implica una postura clara respecto a la ensefianza. El profesor
debe facilitar oportunidades de aprendizaje que permitan a los estudiantes alcanzar las expectativas
y superar las limitaciones. Desde esta perspectiva, entendemos tarea de aprendizaje como medio
por el cual el profesor brinda a los estudiantes las oportunidades para cumplir con las expectativas

de aprendizaje establecidas y superar las limitaciones anticipadas.

En este contexto, una secuencia de tareas se define como una estructura organizada de tareas,
que puede comprender una o varias tareas interconectadas. Siguiendo la propuesta de Goémez y sus
colegas, describimos siete elementos para disefar una tarea: requisitos, metas, formulacion, mate-
riales y recursos, tipos de agrupamiento, formas de interaccion y temporalidad. A continuacion,

detallamos cada uno de estos elementos:

Requisitos: Los requisitos se adecuan al nivel educativo y comprenden los conocimientos y
habilidades previos necesarios para abordar la tarea de manera efectiva y productiva. Estos ci-
mientos son esenciales, ya que proporcionan la base para la comprension y el afrontamiento

exitoso de la tarea en cuestion.

Metas: Las metas reflejan los conocimientos y habilidades que se aspira desarrollar al abordar
la tarea. Durante la ejecucion de la tarea, es fundamental tener presentes estos objetivos, los
cuales deben contribuir al logro de expectativas de aprendizaje y al fortalecimiento de aspectos

afectivos, permitiendo superar desafios y errores que puedan surgir.

Formulacion de la tarea: La formulacion de la tarea corresponde a la instruccion que el profesor
brinda a los estudiantes, ya sea de forma oral o escrita, y debe estar contextualizada en un en-
torno, ya sea matematico u otro. Esta instruccion proporciona a los estudiantes la informacion

inicial necesaria para que puedan generar y presentar una solucion final a la tarea planteada.
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Materiales y recursos: Estos elementos engloban todas las herramientas a disposicion de los
estudiantes para abordar la tarea. Al disefiar tareas, se requiere un andlisis minucioso para de-
terminar la pertinencia y eficiencia de los materiales y recursos, teniendo en cuenta tanto su

disponibilidad como su efectividad en contribuir al logro de los objetivos de la tarea.

Agrupamiento: Se refiere a la manera en que se organizan los estudiantes para abordar la tarea,
ya sea de forma individual, en parejas o en pequefios grupos. Esta organizacion impacta en la

interaccion y colaboracion entre los estudiantes durante la resolucion de la tarea.

Interaccion: La interaccion contempla las formas en que se espera que los estudiantes y el pro-
fesor se comuniquen y colaboren al abordar la tarea. La tarea debe fomentar la interaccion entre
los estudiantes, permitiéndoles exhibir sus habilidades para proponer soluciones, comunicarlas,
defenderlas, evaluar las propuestas de sus compafieros y alcanzar una solucion consensuada.
También implica el rol del profesor, ya sea como guia instructiva o facilitador, adaptandose a

las necesidades de los estudiantes.

Temporalidad: Hace referencia a la organizacion temporal de la tarea, incluyendo sus fases,
etapas y la asignacion de tiempos especificos para su desarrollo. Es esencial describir el orden
de cada etapa, especificar los materiales y recursos a utilizar, definir el tipo de agrupamiento e
interaccion, y asignar el tiempo dedicado a cada parte de la tarea, garantizando una ejecucion

efectiva y eficiente.

Esta descripcion detallada de los elementos del disefio de una tarea contribuye a una compren-

sion mas precisa y completa de como abordar de manera efectiva la planificacion y ejecucion de

actividades educativas.

2.2.2 Laimportancia de la tecnologia para la ensenanza de la geometria y la trigo-

nometria

Las secuencias de tareas disefiadas para este estudio, destaca la integracion de diversas tecnolo-

gias digitales como herramientas esenciales para el aprendizaje y la ensefianza. Relevante es el uso

de software especializado en el ambito de la ensenanza de la trigonometria aplicada a la astronomia.

La adopcion de metodologias que hagan uso de tales recursos se justifica por la capacidad de dichas

herramientas para simplificar tareas complejas que son fundamentales para el trabajo presentado.
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Segun Sanchez y Borja (2022), el software de geometria dindmica constituye una plataforma
innovadora que brinda multiples funcionalidades y un potencial significativo para el desarrollo de
habilidades matematicas en la resolucion de problemas geométricos. Este tipo de software fomenta
procesos cognitivos y pedagogicos cruciales como la argumentacion, la visualizacion, la explora-
cion, la sistematizacion y la conjetura, aspectos ampliamente reconocidos y valorados por el MEN

(2004).

En este trabajo usamos GeoGebra, un software que incluye herramientas avanzadas esenciales
para un aprendizaje efectivo, facilitando el desarrollo del pensamiento geométrico y superando
obstaculos comunes en la ensefianza de la matematica, tales como la comprension abstracta de
conceptos geométricos, la visualizacion de propiedades y relaciones espaciales, y la dificultad para
conectar conceptos tedricos con aplicaciones practicas. Herramientas como el arrastre, que permite
modificar la posicion de un punto y, por ende, la forma de una figura geométrica, promueven la
exploracion y el descubrimiento de nuevas propiedades y relaciones geométricas. Ademas, funcio-
nes como el lugar geométrico y el rastro, asi como la animacién y la ventana de comandos, ofrecen
oportunidades sin precedentes para la visualizacion, la exploracion y la conceptualizacion mate-
matica. En suma, posibilita representaciones “dinamicas” de objetos matematicos que se son tan-

gibles virtualmente para manipularlos deliberadamente con propositos especificos.

Las secuencias didacticas propuestas se centran en problemas de construccion, donde el uso del
software de geometria dindmica juega un papel crucial en el fomento de practicas matematicas
significativas. La posibilidad de interactuar directamente con las construcciones geométricas (re-
presentaciones de objetos) y de aplicar conocimientos previos en conjunto con las capacidades del
software contribuye a una comprension mas profunda de los conceptos matematicos, resultando en
aprendizajes robustos y duraderos. En este sentido, el trabajo se alinea con las perspectivas de
Molina y Samper (2019), quienes enfatizan la importancia de integrar tecnologias digitales en la
ensefianza de la matematica para enriquecer los procesos de aprendizaje mediante la conjeturacion

y verificacion de hechos.

En la elaboracion de nuestras secuencias didacticas, ademds de incorporar un software de geo-
metria dinamica como GeoGebra, hemos incorporado herramientas digitales como el Global Mo-

nitoring Laboratory y Earth System Research Laboratories. Estos aplicativos de internet ofrecen
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funcionalidades robustas para simular modelos virtuales del planeta Tierra. A través de estas plata-
formas, es posible establecer con precision las distancias y las posiciones exactas de la Tierra res-
pecto al Sol en fechas especificas, asi como acceder a modelados avanzados de mapas satelitales.
Como lo menciona Paupitz (2022) estos simuladores proporcionan un entorno virtual interactivo
que permite la manipulacién de objetos del macroespacio como si fueran del micro o mesoespacio.
Esta integracion tecnoldgica facilita una comprension mas profunda y dinamica de conceptos geo-

graficos y astrondmicos, enriqueciendo significativamente el proceso educativo.

2.2.3 La importancia del uso del material concreto para la ensefianza de la trigono-

metria y la geometria

El uso de materiales concretos en la ensefianza de la trigonometria aplicada a la astronomia es
fundamental para facilitar la comprension de conceptos abstractos y complejos. Los materiales
manipulables son recursos didacticos concretos que los estudiantes pueden manejar fisicamente
para explorar y comprender conceptos matematicos. Estos materiales incluyen objetos como blo-
ques geométricos, modelos de figuras tridimensionales, y kits de construccion que permiten a los
alumnos interactuar directamente con los elementos matematicos. Al manipular estos materiales,
los estudiantes pueden visualizar relaciones espaciales y propiedades geométricas de manera mas
intuitiva y tangible. Como resalta Flores (2011) sobre la importancia de que los estudiantes "hagan"
para aprender, promoviendo el uso de materiales y recursos que faciliten la accion directa sobre los
conceptos matematicos, se enfatiza que el aprendizaje activo y la experimentacion practica son
cruciales para la comprension profunda de los conceptos matematicos. Flores argumenta que al
involucrar a los estudiantes en actividades practicas y manipulativas, se fomenta una mejor inter-
nalizacion de las ideas abstractas, se facilita la construccion de conexiones significativas entre con-
ceptos y se desarrolla una mayor capacidad para aplicar los conocimientos en diferentes contextos.
De este modo, los materiales y recursos educativos se convierten en herramientas esenciales para
transformar el aprendizaje de la matematica en una experiencia mas interactiva y significativa. Esta
metodologia permite a los estudiantes interiorizar y organizar el conocimiento a través de la mani-
pulacion fisica, lo cual es crucial en el aprendizaje de conceptos abstractos como los encontrados

en la geometria y trigonometria.
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Egues (2020), menciona que el uso de materiales manipulables en la ensefianza de la geometria

ofrece multiples beneficios educativos, incluyendo:

Visualizacion y comprension espacial: Los materiales manipulables ayudan a los estudiantes a
desarrollar habilidades de visualizacion espacial al permitirles construir y deconstruir figuras
geométricas. Este proceso concreto facilita una mejor comprension de conceptos abstractos,

como las propiedades de las formas y las relaciones entre diferentes elementos geométricos.

Experimentacion activa: Al trabajar con materiales concretos, los estudiantes pueden experi-
mentar activamente con formas y volimenes, lo cual es esencial para entender conceptos geo-
métricos complejos. Esta experimentacion activa promueve un aprendizaje experiencial donde

el conocimiento se construye a través de la interaccion directa con los objetos.

Apoyo a la diversidad de estilos de aprendizaje.: Los materiales manipulables son especialmente
valiosos para apoyar diversos estilos de aprendizaje. Facilitan el aprendizaje kinestésico y vi-
sual, proporcionando medios para que los estudiantes exploren matematicas de maneras que se

alinean mejor con sus preferencias personales de aprendizaje.

Fomento de la motivacion y el interés: La manipulacion de objetos fisicos puede aumentar el
interés y la motivacion de los estudiantes, haciendo que el proceso de aprendizaje sea mas atrac-
tivo y menos intimidante. Esta interaccion puede transformar la percepcion de la geometria de

una materia abstracta y desafiante a una mas accesible y entretenida.

El uso del material concreto-manipulable es especialmente pertinente en la ensefianza de la tri-
gonometria en contextos aplicados como la astronomia, por cuanto promueve, mediante la mani-
pulacién de modelos concretos de objetos astronémicos la comprension de algunos fenomenos o
contextos (o métodos para estudiarlos), la identificacion de relaciones espaciales que la represen-
taciones planas o virtuales no permiten ver (por ejemplo, la proyeccion de una sombra segin la
posicion especifica de un rayo de luz, o la verificacién empirica de procedimientos tedricos). De
alguna manera, estos objetos manipulables son representaciones de objetos del macroespacio me-

diante los cuales se hace mas accesible la matematizacion de situaciones o fenomenos.

42



CAPITULO III. METODOLOGIA

La metodologia seguida para este estudio se fundamenta en el Andlisis de Instruccion que su-
gieren Goémez et al. (2018), aunque no se desarrolla en su totalidad. Especificamente, en este tra-
bajo de grado nos concentramos en el disefio (descripcion) de tareas (o secuencia de tareas). En tal
sentido, las fases del estudio se determinaron con base en estos aspectos, teniendo en cuenta, claro
estd, que una primera fase consiste en la elaboracion del marco referencial. A continuacion, descri-

bimos las fases llevadas a cabo para el desarrollo del estudio.

Fase 1. Construccion del marco conceptual. Hacemos énfasis a cuatro aspectos fundamentales,
los cuales especificamos en el Capitulo II, que dan fundamento al desarrollo del disefio de las
secuencias de tareas. Para ello, en un primero momento hicimos una indagacion que llevo a precisar
la situacion protagonista del estudio relativa al asunto de la astronomia y su relacion con objetos
geométricos y trigonométricos cercanos al curriculo escolar colombiano; en ese marco, decantamos
el problema de hallar el perimetro de La Tierra como situacion eje del estudio y el método de
Eratostenes para solventarlo —Seccion 2.1—. En un segundo momento, tomando de base la tipifica-
cion de objetos matematicos primarios del Enfoque Onto-Semidtico (EOS) propuesta por Godino
et al. (2007) —Seccion 2.1.1—, tuvimos lentes para precisar los tipos de objetos protagonistas de
procedimientos para establecer la longitud de la tierra (e.g., situaciones, procedimientos, argumen-
tos y propiedades). En un tercer momento, siguiendo la propuesta de Gémez et al. (2018), no solo
determinamos las fases para desarrollar el presente trabajo, sino que nos proveyo6 una conceptuali-
zacion sobre los componentes esenciales para el estudio: tarea, secuencia de tareas y los elementos
que describen una tarea (Seccion 2.2.1). Finalmente, el cuarto momento consistio en una referencia
sobre la importancia de la tecnologia y el material concreto para la ensefianza de la geometria y la
trigonometria; esto nos permitié tener una base con la cual reconocer el potencial del uso de tales
recursos para abordar las situaciones problemas (Seccidon 2.2.2 y Seccion 2.2.3). Vale indicar que

dicho potencial se explicita durante la descripcion de las secuencias de tareas disefiadas.

Fase 2. Diserio de secuencias de tareas. Atendiendo a los antecedentes descritos en la Seccion
1.1.2 del Capitulo 1 (planteamiento del problema), determinamos tres grandes secuencias, cada una
con un proposito diferente en relacion con el método de Eratdstenes: la primera, procura que los
estudiantes conozcan los pasos del procedimiento haciendo una modelacién del mismo con mate-
rial concreto; la idea es que los estudiantes verifiquen con objetos del microespacio (una bola de
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icopor, palillos, linterna, etc.) que el método si lleva a establecer una aproximacion de la medida
de un meridiano de una esfera dada. La segunda, pretende que los estudiantes justifiquen los pasos
del procedimiento a partir de conocer como se usan ciertos elementos de la geometria y la trigono-
metria para ello, en algin momento, hay sugerencias para que los estudiantes conjeturen ciertos
hechos o especulen sobre propiedades de la trigonometria que pudo haber usado Eratostenes para
establecer la medida de un angulo clave. La tercera, pretende que los estudiantes desarrollen los
pasos del procedimiento usando herramientas digitales que permiten calcular, en tiempo real, el
perimetro de la tierra usado aplicaciones como Global Monitoring Laboratory y Earth System Re-

search Laboratories.. En la tabla 4, resumimos el asunto central de cada secuencia.

Precisados los asuntos centrales relativos a las secuencias, nos basamos en los siete elementos
sugeridos por Gomez y sus colegas (véase Seccion 2.2.1, Capitulo II) para describir a cada una.
Estos elementos incluyen los objetivos de aprendizaje, la estructura didéctica, las estrategias de
ensefanza, los recursos utilizados, las actividades propuestas, los criterios de evaluacion y los as-
pectos contextuales que influyen en la implementacion de la secuencia. Al considerar cada uno de
estos componentes, buscamos proporcionar una vision integral de como las secuencias educativas
estan disefiadas y como contribuyen a facilitar el proceso de ensefanza-aprendizaje. Este enfoque
nos permite identificar fortalezas y areas de mejora en el disefio de las secuencias y su alineacion

con los objetivos educativos establecidos.

Concretamente, cada elemento se transformo en una subfase del estudio, las cuales son: formu-
lacion de la tarea, requisitos necesarios, metas a alcanzar, los materiales y recursos utilizados, una
sugerencia de configuracion del agrupamiento, sugerencias de gestion por parte del profesor y al-
gunos aspectos de indole temporal. Algunos de tales aspectos se desarrollaron de forma general

para todas las secuencias o especificamente para cada secuencia en particular.

En cuanto a las subfases relativas a los requisitos y las metas, adaptamos como herramienta
analitica la metodologia del Enfoque Onto-Semiotico respecto a los objetos matematicos primarios,
propuesta por Godino y colegas en 2007 (ver la Seccion 2.1, Capitulo II). Este marco teorico faci-
lit6 la identificacion de los objetos que son esenciales para abordar las tareas y los objetivos espe-
cificos de cada secuencia de tareas. La Tabla 4 presenta un resumen de los objetos geométricos

claves asociados a cada secuencia.
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Tipo de problema

Situacion que implica el
uso de elementos de la
geometria y la trigonome-
tria para calcular grandes
distancias en la Tierra, es-
pecificamente calcular la
circunferencia maxima de
este planeta.

Tabla 4. Contenido de las secuencias

Tema sobre el que versa la secuencia
Secuencia 1. Esta secuencia se enfoca en ve-
rificar el método de Eratdstenes para deter-
minar medidas de interés utilizando una
sombra proyectada por un gnomon colocado
en una posicion adecuada. El proceso in-
cluye la modelacién de la situacion matema-
tica en la que el triangulo desempefia un pa-
pel crucial para establecer la medida
deseada.

Secuencia 2. Estudio del método de Eratds-
tenes: justificar teéricamente los pasos del
procedimiento usando elementos de la geo-
metria y la trigonometria escolar (teorema
de Pitagoras, relaciones trigonomeétricas, ley
de senos y ley de cosenos).

Secuencia 3. Simulacién del método de Era-
tostenes usando las aplicaciones digitales
para calcular, en tiempo real, el perimetro de
la tierra, sin importa el lugar de la Tierra en
el uno se encuentre.

Objetos geométricos claves

Circunferencias maximas de una
esfera (meridianos de La Tierra
Rectas normales a la superficie
de la tierra

Relacion de paralelismo (T. PAI)
Angulo central en circunferencia
Teorema de Pitagoras
Relaciones trigonométricas en
triangulo rectangulo (para esta-
blecer la medida de un angulo)
Ley de seno y ley de coseno
Arco subtendido por un angulo
central

Relacion perimetro de circunfe-
rencia con arco subtendido por
un angulo central.

Para la subfase que concierne a la descripcion de los materiales y recursos, consideramos los

aspectos enumerados por Gomez et al. (2018), en el uso del software y material manipulable:

Acceso: (Estan disponibles los recursos para profesores y estudiantes dentro de la institucion

educativa?, ;funcionan adecuadamente?

Capacitacion del profesor: ;Esté el profesor capacitado para utilizar estos recursos?, y si no,

(merece la pena la capacitacion?

Preparacion de los estudiantes: |Estan los estudiantes listos para emplear estos recursos?, y si

no, ¢seria beneficioso prepararlos?

Tiempo adicional: ;Cuanto tiempo extra se requiere para usar estos recursos en la tarea?, ;com-

pensa el tiempo invertido?

Objetivos: ;Como y en qué medida contribuyen estos recursos al cumplimiento de los objetivos

y expectativas de la tarea?, ;son esenciales?
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Demandas cognitivas: ;Facilita el material la conexion entre el conocimiento previo del estu-

diante y el conocimiento que se busca desarrollar?
Desafio: ;Anade el material o recurso un nivel de desafio para los estudiantes?
Errores: ;Ayuda el recurso a que los estudiantes identifiquen y superen sus errores?

Investigacion: (Promueve el recurso el analisis de informacion, formulacion de preguntas, bus-

queda de estrategias, descubrimiento de propiedades y relaciones y el analisis de resultados?
Interaccion: ;Fomenta el recurso la interaccion entre estudiantes y profesores?

Relevancia e interés: (Incrementa el recurso el interés y la curiosidad de los estudiantes en la

resolucion de la tarea?

En la subfase relacionada con la descripcion de la interaccion, detallamos las soluciones desea-
bles para cada tarea de la secuencia y actividades potenciales que los estudiantes podrian realizar.
Ademas, se expusieron los desafios que podrian enfrentar los estudiantes al abordar las tareas y

como el profesor puede ayudar a superarlos.

Fase 3. Escritura del reporte del diseiio de las secuencias de las tareas. Si bien, los elementos
propuestos por Gémez y sus colegas nos permitieron hacer el disefio de las secuencias, pretendimos
dejar un reporte de este disefio para que un profesor interesado en aplicar las secuencias tenga
suficientes insumos para su implementacion. En el Capitulo IV presentamos el producto del desa-
rrollo de las subfases citadas antes. Esto es, hacemos una descripcion de cada elemento sugerido

por los autores referenciados para cada secuencia.

La manera en que presentamos el reporte es la siguiente: presentamos los elementos de las se-
cuencias que puede ser comunes a las tres secuencias. Luego, los elementos de las secuencias es-
pecificas a cada una y mediante tablas, presentamos los enunciados de cada tarea de cada secuencia.
En la misma tabla, ilustramos soluciones deseables de los estudiantes, destacando posibles errores

y dificultades y sugerencias de gestion.

Fase 4. Sintesis de resultados. En el capitulo V, se formularon las conclusiones referidas a la expe-
riencia obtenida al desarrollar este trabajo, teniendo en cuenta varios aspectos: primero, se realiza

un informe final en el que comentamos sobre el nivel de logro de los objetivos del documento, los
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aprendizajes que me dejd este trabajo como futura profesora de matematicas y, por tltimo, comen-

tamos sobre algunas limitaciones que se presentaron al llevar a cabo este trabajo y sus horizontes.
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CAPITULO IV. SECUENCIAS DE TAREAS

Este capitulo detalla las Fases 2 y 3, tal como se especificaron en la metodologia del Capitulo
III. Se presentan las secuencias de tareas disefiadas para abordar los tres tipos de problemas pre-
viamente mencionados. Cada secuencia se describe en términos de sus subfases o componentes, ya

sea de forma general o especifica.

En las secciones siguientes, presentamos un analisis exhaustivo de tres secuencias clave. La
primera secuencia se dedica a la modelacion con material concreto en un entorno controlado, con
el fin de verificar el método de Eratdstenes para calcular la longitud de la Tierra. La segunda se-
cuencia se enfoca en sustentar y justificar el método a través de un enfoque tedrico, utilizando
geometria y trigonometria, con el apoyo de GeoGebra. Por ultimo, la tercera secuencia emplea
software de simulacion para reproducir el método de Eratostenes, facilitando su generalizacion y

aplicacion en distintos contextos.

La presentacion de la informacion sobre las secuencias se organiza de la siguiente manera: pri-
mero, se ofrece una descripcion general de cada secuencia. A continuacidn, se presenta un cuadro
con las tareas de cada secuencia, donde se muestra lo que se espera que los estudiantes realicen y
la posible interaccion del profesor. Finalmente, se abordan las posibles respuestas y dificultades

que los estudiantes puedan encontrar, junto con la orientacion correspondiente del profesor.

4.1 Descripcion de las secuencias de tareas

Esta seccion desarrolla la Fase 3 de la metodologia, presentando la descripcion de cada subfase
para cada una de las secuencias de tareas disefadas. Inicialmente, se proporciona una descripcion
de los elementos comunes que componen las tareas de las secuencias (siguiendo la propuesta de
Gomez y sus colegas). Posteriormente, se realiza una descripcion especifica, considerando los as-

pectos particulares de los elementos presentes en cada tarea individual de la secuencia.

4.1.1 Descripcion de elementos comunes de las secuencias

Descripcion general de los requisitos: para el desarrollo de cada secuencia, consideramos que los

estudiantes deben contar con los siguientes objetos matematicos primarios:
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Lenguaje: Es esencial que los estudiantes posean un conocimiento previo sobre la notacion
especifica de la geometria y de la trigonometria, asi como estar familiarizados con las repre-
sentaciones graficas objetos geométricos que se exploraran en cada secuencia. La Tabla 2 in-
dica aquellas representaciones y notaciones consideradas como requisitos.

Conceptos y proposiciones: Los estudiantes debe tener un conocimiento base sobre el objeto
circunferencia de orden conceptual (su definicion, su perimetro, radios, tangente a una circun-
ferencia, circunferencias maximas de una esfera -medianos de La Tierra-, arco de circunferen-
cia, angulo central de circunferencia); asi mismo, conocer los atributos de un triangulo rectan-
gulo, el T. Pitagoras (aproximacion por longitud de lados, no por areas de superficies), de la

nocion de paralelismo de rectas, y la relacion entre el perimetro de una circunferencia con un

360
MLATS

arco subtendido por un angulo central de la circunferencia (Po; = m4S ). Ahora bien, otras

propiedades mas especificas pueden ser requisito o expectativas de aprendizaje dependiendo
de la intencion del profesor. Por ejemplo, si lo que se pretende es que las secuencias permitan
la aplicacion de los hechos razones trigonométricas, la ley de senos, la ley de cosenos, el teo-
rema 180, el T. PAI, para establecer la medida de un angulo clave en el procedimiento (ver
paso 6 de la Tabla 2) entonces estos temas se consideran requisitos. Por otro lado, si lo que se
quiere es que estos hechos sean parte de las expectativas de aprendizaje (generar una necesidad
de contar con ellos para usarlos), estos no seran requisitos; mas bien, objetos que emergen del
estudio del procedimiento. En este caso, el profesor debe pensar en como gestionar la intro-
duccion de estos hechos cuando se aborde el estudio del procedimiento (nuestra secuencia 2
da algunas ideas para hacerlo).

Procedimientos. Los estudiantes deben estar capacitados en diversos procedimientos matema-
ticos para abordar problemas y aplicaciones de manera efectiva. Esto incluye la habilidad para
realizar inferencias geométricas y trigonométricas, asi como la inferencia en la aplicacion del
teorema de Pitdgoras. También es fundamental que sepan despejar ecuaciones algebraicas y
simplificar expresiones trigonométricas con cierta fluidez. Ademas, deben familiarizarse con
métodos de construccion y exploracion en programas especializados. Por ejemplo, debe cono-
cer herramientas bésicas de GeoGebra, que incluyen funciones como el arrastre, la medida de
angulos, trazo de paralelas. Estas habilidades permiten a los estudiantes manipular objetos
matematicos de manera interactiva, facilitando una visualizacion de ciertas propiedades para

conjeturar hechos. Asi mismo, se espera que los estudiantes hayan tenido contacto con Google
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Earth y conozcan alguna manera para establecer distancia entre dos posiciones deliberada-
mente escogidas. Dado el caso en el que se conciba que las razones trigonométricas y las leyes
de coseno y seno sean prerrequisitos, seria deseable que los estudiantes conozcan maneras de
usarlos para establecer medidas de dngulos a partir de ser proporcionados ciertos datos. Si no
es asi, seria deseable que los estudiantes conozcan propiedades de la semejanza de triangulos
para que puedan comprender de mejor manera sustentos de la validez de tales hechos; por lo
menos, tengan elementos conceptuales que les permita interpretar los enunciados de cada he-
cho geométrico, y dar cuenta y razén de la relacion entre estos hechos (e.g., que el T. Pitagoras
es un caso particular de la Ley de Cosenos).

e Argumentos: Es deseable que los estudiantes tengan habilidades en usar hechos para sustentar
resultados. En particular, seria deseable que los estudiantes puedan decantar los datos que se
deben tener para poder usar las definiciones de razones trigonométricas y las leyes de coseno
y seno para poder inferir la medida de un dngulo determinado. En suma, seria deseable que los
estudiantes reconozcan en qué casos pueden usar como garantia tales hechos para poder sus-

tentar resultados solicitados.

Con lo dicho previamente, consideramos que la secuencia se puede aplicar en estudiantes de grado
noveno o décimo en Colombia, niveles en los que se presume que se cuenta con estos prerrequisitos

y en los que aspectos de la trigonometria se introducen o se conocen.

Descripcion general de las metas: Presentamos las metas en relacion con cada una de las secuen-

cias, procurando resaltar (en letra cursiva) los tipos de objetos primarios involucrados en ellas.

En relacion con la secuencia 1. Esta tiene el proposito de que los estudiantes conozcan el proce-
dimiento de Eratdstenes para determinar la medida del perimetro de una circunferencia maxima de
La Tierra (a lo que usualmente se refiere como longitud de la tierra o perimetro de La Tierra); en

ese marco, procedimientos mas especificos que se suscitan son: medir &ngulos con un trasportador,

360

medir arcos de circunferencia con una cinta métrica, usar la expresion para calcular Por = mAS —

el perimetro de la circunferencia méxima de una esfera. O reconocer la relacion proporcional que
existe en un circulo entre el dangulo central y la longitud de su arco correspondiente. Asi mismo,
que verifique de manera empirica, que este procedimiento efectivamente permite establecer el “pe-
rimetro de una esfera” sin medirlo directamente. Para ello, se propone el uso de material concreto

del microespacio del estudiante (en la seccion 4.2 se presenta en detalle el material concreto) para
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modelar la situacion. Se busca que los estudiantes coordinen adecuadamente registros de represen-
tacion (basado en el material concreto y en el leguaje natural) que permita comprender el sentido
del procedimiento en estudio. En relacion con los conceptos, se busca que identifiquen la relacion
“meridianos de la tierra” con “circunferencias méximas de una circunferencia que se intersecan en
dos puntos (que serian matematizan los polos de La Tierra)”. Asi mismo, que se percaten que es
posible asumir (matematizar) que, al estar tan lejos El Sol de La Tierra, los rayos del primero se
pueden suponer paralelos entre si al “tocar” la superficie de la segunda; de igual manera, que es
posible suponer que uno de tales rayos es perpendicular a la superficie de La Tierra en algun lugar
que esta en una época del afio a una hora especifica (e.g., tropico de Céancer en el solsticio de verano

del hemisferio norte —21 de junio al medio dia—).

En relacion con la secuencia 2. Esta tiene el propdsito de que los estudiantes hagan un procedi-
miento de construccion en GeoGebra que lleve a una representacion grafica dinamica til para
matematizar el procedimiento de Eratdstenes. Asi mismo, en ese marco, la secuencia tiene el pro-
posito de argumentar teoricamente (no verificar empiricamente) que el método es eficaz. En ese
marco se podria presentar dos expectativas diferentes de orden conceptual, dependiendo de las pre-
tensiones del profesor (tal como se dijo anteriormente): (i) usar conceptos ya conocidos tanto de la
trigonometria (leyes de seno y coseno, o razones trigonométricas) como de la geometria plana (T.
PAI, T. Pitagoras) para establecer la medida de un angulo clave en el procedimiento —ver pasos 5
y 6 de la Tabla 2—, o (ii) introducir esos hechos con miras a determinar su pertinencia para determi-
nar la medida de tal angulo. En cualquiera de las dos opciones se busca que los estudiantes expli-
citen, dependiendo del hecho de la trigonometria que se escoja, los datos de un tridngulo que se

deberia tener para poder calcular la medida del angulo en cuestion.

De igual manera que en la secuencia 1, se busca que los estudiantes coordinen adecuadamente
registros de representacion, esta vez basados en las representaciones dindmicas de GeoGebra, le-
guaje natural y representaciones simbolicas (ver paso 6 de la Tabla 2) para llevar a cabo y presentar

los argumentos respectivos.

En relacion con la secuencia 3. Esta tiene el propdsito de que los estudiantes, utilizando aplicativos
digitales que representan La Tierra, desarrollen el procedimiento de Eratdstenes para establecer la

medida del perimetro de este planeta en tiempo real y con datos considerados como “exactos”.
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Mediante esta secuencia, a diferencia de las anteriores, si se pueden tener datos “reales” para esta-
blecer una medida aproximada “real” para el perimetro de La Tierra. Conceptualmente hablando,
no hay grandes expectativas: solo que es posible llevar a cabo el procedimiento en cualquier dia del
afo, sin esperar al medio dia del solsticio de verano; esto, a partir de un ajuste de horario dado por
los datos de una Tabla que se construye a través de la ecuacion del tiempo. No se pretende que los
estudiantes sepan el intringulis de esta ecuacion, solo que existe este objeto y que su estudio permite
construir la tabla que se utiliza en la secuencia 3. En suma, es deseable que, para este momento, los
estudiantes ya tengan apropiado el procedimiento de forma tal que lo puedan replicar usando ma-
terial concreto (empleado para establecer la medida del angulo clave; —el material concreto se es-

pecifica en la seccion 4.4—) y datos “reales” dados por los aplicativos digitales.

Descripcion general de la formulacion de las tareas: Los enunciados de las tareas contienen ins-
trucciones genéricas aplicables a todas ellas. Estas son: (i) Planteamiento de la situacion proble-
matica; (i1) Solicitud de descripcion del procedimiento de construccion; (iii) Solicitud de descrip-
cion del proceso exploratorio (qué se mide, qué se arrastra, qué construccion auxiliar se hace y para
qué se llevan a cabo tales acciones); (iv) Solicitud de la formulacion de las soluciones (conjeturas)
y (v) Eventualmente, una validacion de estas. Estas instrucciones se adaptan para cada secuencia
de tareas, y dichas adaptaciones se presentan en la descripcion de cada secuencia. A lo largo de
cada secuencia, el estudiante realiza tareas propuestas que le permiten construir gradualmente el

método de Eratostenes para medir la Tierra.

Descripcion general del agrupamiento e interaccion: Todas las secuencias estan disefiadas para
que los estudiantes trabajen en grupos de tres, fomentando la interaccion entre ellos y con el pro-
fesor, lo que facilita la negociacion y presentacion de las soluciones a toda la clase. La interaccion
se estructura de la siguiente manera: primero, los estudiantes abordan la tarea de manera colabora-
tiva, proponiendo y formulando una solucién. El profesor acttia como orientador, circulando entre
los grupos para observar los avances y, ocasionalmente, interviene para aclarar dudas o guiar a los

estudiantes hacia la solucidn correcta.

Una vez que cada grupo ha concretado y formulado su propuesta de solucion, se procede a la so-
cializacion. En esta etapa, se genera una conversacion instruccional dirigida por el profesor, quien

guia a la comunidad en la construccion de significados compartidos y la organizacion colectiva de
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ideas. El profesor también actua como moderador, gestionando las propuestas de los estudiantes,

controlando el uso adecuado de argumentos y formalizando el conocimiento.

En la descripcion de cada secuencia, precisamos algunas sugerencias de gestion por parte del pro-
fesor que podria tomar en cuenta dependiendo de ciertas acciones de los estudiantes al responder a

las tareas.

Descripcion general de la temporalidad: Para el desarrollo de las secuencias de tareas, y basandose
en la descripcion general de la interaccion mencionada anteriormente, es fundamental asignar tiem-
pos especificos a cada una de las siguientes tres etapas: (i) actividad autonoma de los grupos de
estudiantes para abordar cada secuencia, (i1) socializacion o puesta en comun de las distintas pro-
puestas frente al grupo completo, y (iii) validacidn o institucionalizacion de la solucion de las tareas
y de los contenidos geométricos-trigonométricos involucrados. Generalmente, cada una de estas
fases requiere al menos 30 minutos; de manera mas concreta, sugerimos que, para cada secuencia,
lo relativo a la actividad auténoma de los grupos sea de 60 minutos, mientras que lo correspon-
diente a la puesta en comun e institucionalizacion sea de 45 minutos. Si las expectativas de apren-
dizaje apuntan no solo a la aplicacion de los hechos de la trigonometria, sino a su introduccion, en
las tres etapas podria tomar mas tiempo (el que implique conocer tales hechos; en la seccion 4.3,

relativa a la secuencia 2, damos ideas de como hacerlo).

4.2 Primera secuencia: Modelacion con material concreto en el microespacio del

método de Eratdstenes

En esta seccion, se presenta una secuencia de tareas mediate la cual se busca modelar el método
de Eratostenes usando material concreto del microespacio. Este enfoque busca que los estudiantes
se acerquen a dicho procedimiento a partir de materiales tangibles y accesibles que les permitiria
verificar su eficacia. La secuencia de tareas estd disefiada para guiar a los estudiantes en la cons-
truccion de modelos concretos que ilustran la técnica de Eratostenes para medir la circunferencia
de la Tierra, promoviendo asi una mayor retencion de los aspectos centrales y de algunos objetos
geométricos involucrados. En lo que sigue, precisamos los materiales y recursos; luego, mediante
la Tabla 5, presentamos los enunciados de las tareas, respuestas deseables (lo ideal) o esperadas (lo
que podrian hacer) de los estudiantes y las respectivas sugerencias de gestion con relacion a tales

posibles respuestas.
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Descripcion de los materiales y recursos: Cada grupo de trabajo deberia contar con:

o Una bola de icopor de 10 cm de radio: Este material permite a los estudiantes visualizar
y manipular conceptos geométricos tridimensionales, facilitando la comprension de esferas
y circunferencias méaximas.

o Dos pinchos: Los pinchos se utilizan para marcar y medir puntos especificos en la bola de
icopor, ayudando en la identificacion de relaciones geométricas.

o Cintaadhesiva: Es util para fijar la bola de icopor, asegurando precision en las mediciones
y construcciones geométricas.

o Un metro: El metro es esencial para medir distancias y longitudes con exactitud, propor-
cionando datos concretos que respaldan la comprension de las relaciones geométricas.

o Un compas: Permite a los estudiantes trazar circunferencias y arcos, facilitando la explo-
racion de propiedades geomeétricas en un contexto tridimensional.

o Un transportador: Es necesario para medir y construir angulos, tanto en planos bidimen-
sionales como tridimensionales, asegurando que los estudiantes comprendan las relaciones

angulares.

Estos materiales como se muestra en la Figura 5, son fundamentales para la secuencia de tareas, ya
gue proporcionan una experiencia practica y tangible. Permiten a los estudiantes interactuar direc-
tamente con los conceptos geométricos y trigonométricos, lo que fortalece su comprension y faci-

lita el aprendizaje activo y participativo.

Figura 5. Materiales concretos
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Tabla 5. Primera secuencia de tareas

Modelacion del método con materiales concretos

EXPECTATIVA DE APENDIZAJE:
Conocer el procedimiento llevado a cabo por Eratostenes para calcular el perimetro de La Tierra.
Verificar la eficacia del procedimiento a partir de hacer una modelacion de este con material concreto del microespacio.

SECUENCIA DE TAREA: ;COMO MEDIR EL PRIMETRO DE LA TIERRA? LA RESPUESTA DE ERATOSTES

Eratostenes de Cirene (Cirene, 276 a. C.1-Alejandria, 194 a. C.) fue un matematico, astronomo y gedgrafo griego de origen cirenaico. Concibid por primera
vez la geografia como una disciplina sistematica, desarrollando una terminologia que todavia se usa en la actualidad. Es conocido, principalmente, por ser la
primera persona en calcular la circunferencia de la Tierra, esto es, el perimetro de una circunferencia maxima de la Tierra (si esta se considera idealmente
como una esfera). El procedimiento desarrollado por Eratostenes, en resumen, se puede describir como sigue:

1. Se establece la distancia (esférica) entre los puntos A y S (medida del AS), A y S puntos de una circunferencia
maxima de la esfera de la Tierra (un meridiano).

2. Se establece la medida del LATS, donde T es centro de la circunferencia.
360

mZLATS

@

3. Se sustituye mAS y m LATS en la expresion Por = mAS para determinar el Py, esto es, el peri-

metro de la circunferencia.

Con esto en mente, Eratdstenes, necesitd establecer dos puntos sobre una circunferencia maxima de la tierra
(para este caso, sobre un mismo meridiano) y, a partir de ellos, establecer mAS y m £ATS, tal como se ilustra
en la Figura 6. Pero ;cuales puntos sobre la tierra escogio? ;Coémo establecio mAS y m £LATS? Los “puntos”
escogidos fueron dos ciudades, Siena (punto §) —actualmente Asuan, Egipto— y Alejandria, Egipto (punto A),
las cuales se consideraban ubicadas en un mismo meridiano. La historia cuenta que Eratostenes determind que

Figura 6. Representacion de apoyo para

_ ) ) ) ] ] ; ) hallar el perimetro de una circunferencia
mAS era 5000 estadios (en aquella época, era usual usar el estadio como unidad de medida para distancias gran-

des; un estadio equivale a 184,8 m, aproximadamente, si el estadio es tipo atico-italiano; o un estadio equivale a

157,5 m si se usa el estadio egipcio); no hay certeza de como se establecio la mAS; algunos indican que ese dato ya reposaba en la biblioteca de alejandria;
otros, que se valid de un regimiento de soldados que diera pasos de tamafio uniforme entre ambas ciudades y los contara —para luego hacer su conversion a
estadios—.

Para calcular la m £LATS, us6 un procedimiento muy ingenioso.

Las tareas de esta secuencia permiten conocer ese procedimiento. Para ello, vamos a replicar su método usando una esfera de icopor. Si bien, es posible medir
directamente el perimetro de esa esfera de icopor, lo que se pretende con estas tareas es verificar que el método de Eratostenes es eficaz para calcular
(indirectamente) ese perimetro.

Tarea 1: Preparativos para la medicion del angulo central de la esfera de La Tierra que contiene las dos ciudades, Siena y Alejandria.
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Eratdstenes se percatd que, durante un momento del afio (solsticio de verano del hemisferio norte —entre 20 y 21 de junio—), en la ciudad Siena (S) los rayos
del Sol no generaban sombra para los objetos (esto ocurre para todo lugar que se encuentra en el paralelo denominado trépico de cancer), lo que implica que
se deja ver el fondo de un pozo con agua; con esta evidencia, Eratdstenes supuso entonces que los rayos del Sol en ese lugar cruzan el centro de La Tierra
(punto T), es decir, los rayos solares son perpendiculares con la superficie de la Tierra. Ademas, que, para ese mismo instante, en la ciudad de Alejandria
(punto A) un gnomon (una estaca perpendicular a la superficie de la tierra) si generaba una sombra (sea este el AR). Con estas condiciones, pudo determinar
unos datos claves para calcular la m£ATS. Mediante las siguientes tareas, vamos a simular la situacion con el material solicitado, ademas, a replicar el
método llevado a cabo por Eratdstenes usando ese material:

Figura 7. Método de Eratistenes

RESPUESTAS DESEABLES O ESPERA- .
ENUNCIADO DE TAREAS DAS DE LOS ESTUDIANTES SUGERENCIAS DE GESTION DEL PROFESOR

Para asegurar que los estudiantes realicen correcta-
mente el paso " Identificacion de la circunferencia
maxima cuyo perimetro vamos a calcular" y obtener
Los estudiantes ubican la bola de icopor en la super- | resultados 6ptimos, el profesor puede implementar las
ficie de trabajo, alineandola con la linea de relieve y | Siguientes estrategias de gestion para no cometer los
asegurandola con cinta adhesiva para que no se | errores enumerados en la columna dos:

mueva.

Paso 1. Identificacion de la circunferencia
maxima cuyo perimetro vamos a calcular.

Para comenzar el proceso, es fundamental
identificar el trazo particular de cada bola de
icopor de radio 10 cm. Utiliza como referencia
el disefio de la esfera de icopor, observando
detenidamente su estructura. Encontraras un
relieve que divide la esfera justo por la mitad
(este hara las veces del meridiano de La Tierra

1. Demostracion inicial detallada. Realice una de-
mostracion detallada del proceso de fijacion de la
bola de icopor, mostrando claramente cémo iden-
tificar la linea de relieve y cémo aplicar la cinta
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donde estarian ubicadas las ciudades Alejan-
dria y Siena). Antes de proceder, utiliza cinta
adhesiva para fijar la bola de icopor a la su-
perficie de trabajo, asegurandote de que no se
mueva durante el siguiente paso.

Figura 8. Ubicacion de la bola de icopor

Los posibles errores o dificultades de resultados de
los estudiantes al realizar el Paso 1 son:

—_—

Bola de icopor incorrectamente fijada

2. Dificultad para identificar la linea de re-

lieve

Uso excesivo de cinta adhesiva

4. Bola de icopor mal alineada con respecto a
la superficie de trabajo

5. Daiio alabola de icopor durante la fijacion

(08

adhesiva correctamente. Una demostracion prac-
tica ayuda a los estudiantes a visualizar y com-
prender mejor los pasos necesarios.

2. Proveer materiales de referencia. Entregue a los
estudiantes materiales de referencia, como image-
nes o diagramas que muestren claramente la linea
de relieve y la correcta fijacion de la bola de ico-
por. Los materiales visuales pueden servir como
guia durante el proceso y reducir errores.

3. Monitoreo y Asistencia Activa. Mientras los estu-
diantes trabajan, circule por el aula observando y
ofreciendo asistencia cuando sea necesario. Co-
rrija de inmediato cualquier error en la fijacion o
alineacion de la bola de icopor. La intervencion
oportuna puede prevenir problemas mayores y
asegurar que los estudiantes avancen correcta-
mente.

4. Feedback Inmediato y Constructivo. Proporcione
retroalimentacion inmediata y constructiva a los
estudiantes, elogiando los aspectos que han reali-
zado correctamente y sugiriendo mejoras donde
sea necesario. El feedback inmediato refuerza el
aprendizaje y permite a los estudiantes corregir
errores al instante.

Paso 2. Simulacion de gnomon y pozo de
agua: Marcacion con palillos de madera

1. Toma los palillos; cada uno debe tener una
medida de longitud de 6 cm; estos deben ser
previamente marcados con un esfero o lapiz a
3 c¢m (justo en la mitad).

Los estudiantes marcan cada palillo a 3 cm desde
uno de los extremos.

Los estudiantes pueden tener dificultades al usar el
metro o la regla para marcar los palillos. Verificar que
los estudiantes realicen las marcas a la mitad (3 cm)
de manera precisa. Mostrar ejemplos claros y corregir
marcas incorrectas.

Para abordar los posibles errores de los estudiantes
durante el paso de "Marcacion de palillos" enumera-
dos en la columna dos, el profesor puede implementar
las siguientes estrategias de gestion:
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Figura 9. Marcacion de palillos

Los posibles errores o dificultades de resultados de
los estudiantes al realizar el Paso 2 son:

Marcacion desigual o incorrecta

Uso de herramientas de marcacion inadecuadas
Palillos danados durante la marcacion
Variabilidad en la longitud de los palillos

b e

Proporcione una plantilla o guia de marcacion que
los estudiantes puedan usar para asegurar que to-
das las marcas estén a exactamente 3 cm. La plan-
tilla garantiza que todas las marcas sean unifor-
mes y precisas, reduciendo errores y mejorando la
consistencia.

Reparta herramientas de marcacion adecuadas y
asegurese de que todos los estudiantes las usen.
Usar las herramientas correctas garantiza marcas
consistentes y visibles.

Muestre a los estudiantes cdmo aplicar una pre-
sion adecuada al marcar para evitar romper o asti-
llar los palillos. La técnica adecuada de marcacion
previene dafios a los palillos, asegurando que to-
dos estén en buen estado para el proyecto.
Verifique que todos los palillos tengan la longitud
correcta de 6 cm antes de comenzar la marcacion.
Asegurar la longitud uniforme de los palillos evita
problemas durante la insercion y garantiza una es-
tructura equilibrada.

2. Ubica un punto S en la circunferencia (este
punto simula la ciudad de Siena). Para ubicar
el primer palillo (palillo s), insértalo en la bola
de icopor perpendicularmente hasta alcanzar
la linea marcada. Asegurate de que el palillo s
esté bien alineado y firmemente colocado, so-
bre la linea de relieve en la esfera como guia
para asegurar que el otro palillo se inserte de
manera uniforme y precisa. Este palillo simula
el gnomon puesto en la ciudad de Siena (punto
S).

Insertan el palillo s perpendicularmente en la bola
de icopor hasta la marca de 3 cm, siguiendo la linea
de relieve de la esfera.

I

Figura 10. Ubicacion del palillo s

Asegurarse de que los estudiantes inserten el palillo s
perpendicularmente y alineado con la linea de relieve.
Ofrecer asistencia y correcciones si el palillo no esta
bien colocado.

Para abordar estos posibles errores enumerados en la
columna dos, el profesor puede implementar las si-
guientes estrategias de gestion:

1.

Realice una demostracion clara de coémo insertar
el palillo perpendicularmente a la superficie de la
bola de icopor, utilizando una regla o un nivel si
es necesario. La demostracion visual ayuda a los
estudiantes a comprender la importancia de la
perpendicularidad y como lograrla.

Supervise la insercion inicial de los palillos para
asegurarse de que los estudiantes se detengan en
la marca de 3 cm. La supervision directa permite
correcciones inmediatas, asegurando una inser-
cién a la profundidad correcta.
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Los posibles errores o dificultades de resultados de
los estudiantes al realizar el Paso 3 son:

1. Insercion en angulo incorrecto

2. Insercion demasiado profunda o superfi-
cial

Palillo no alineado con la linea de relieve
4. Palillo flojo o mal colocado

W

3. Proporcione guias visuales adicionales, como

cintas o marcadores en la bola de icopor, para
ayudar a los estudiantes a alinear el palillo con la
linea de relieve. Las guias visuales adicionales fa-
cilitan una alineacién precisa y correcta de los pa-
lillos.

4. Enséfieles a los estudiantes a aplicar la presion

adecuada para insertar firmemente el palillo sin
dafar la bola de icopor. La técnica adecuada de
insercion asegura que los palillos se mantengan
firmemente en su lugar, contribuyendo a la esta-
bilidad de la estructura.

3. A partir del punto S, mide con el metro de
costura 5 cm sobre la linea de relieve, ya sea
hacia la derecha o hacia la izquierda y marca
un nuevo punto A (que simula la ciudad de
Alejandria). En ese punto, inserta el otro pali-
llo (palillo a) perpendicularmente hasta alcan-
zar la marca de 3 cm que realizaste previa-
mente. Asegurate de que el palillo a esté bien
alineado y colocado de manera precisa, si-
guiendo la misma técnica utilizada para el pa-
lillo s.

Los estudiantes insertan el palillo a perpendicular-
mente en la bola de icopor hasta la marca de 3 cm,
siguiendo la linea de relieve de la esfera.

Figura 11. Medida de para ubicar palillo a

Los estudiantes pueden cometer dos errores cruciales
en este paso, el primero es al medir con el metro no lo
usen de manera adecuada u determinen esta distancia
entre S'y A diferente a Scm.

La segunda es que no inserte el palillo en el relieve de
la bola de icopor. Estos errores afectarian el resultado
final de esta modelacion. Para ello el profesor debe
verificar que los estudiantes midan correctamente 5
cm desde el palillo s y coloquen el palillo a de manera
precisa, asegurarse de que los estudiantes inserten el
palillo perpendicularmente y alineado con la linea de
relieve. Guiar en la medicidn y correccion si es nece-
sario. Ofrecer asistencia y correcciones si el palillo no
esta bien colocado.
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Figura 12. Ubicacion del palillo a
Los posibles errores o dificultades de resultados de
los estudiantes al realizar el Paso 4 son:
1. Medicidén incorrecta de la distancia
2. Palillo no alineado con la linea de relieve

Paso 3. Simulacion de los rayos de Sol: Ubi-
cacion de la linterna.

Sobre el palillo s, coloca la linterna a una al-
tura que proyecte una sombra en el palillo a'y
no proyecte sombra en el palillo s (puede ser
auna de 78 cm aproximadamente desde la su-
perficie en la que se encuentra la bola de ico-
por. Ajusta la posicion de la linterna cuidado-
samente para que la luz se proyecte de manera
directa y no genere ninguna sombra en el pa-
lillo s. Asegurate de que la linterna est¢ estable
y bien alineada, permitiendo una iluminacion
uniforme y sin obstrucciones sobre la bola de
icopor.

Este palillo s va a simular el pozo de agua.
Esto es, no debera generar sombra bajo cierto
rayo de luz, asunto que es equivalente a la si-
tuacion de que ese mismo rayo de luz deja ver
el fondo del pozo de agua, atravesando el cen-
tro de La Tierra (centro de la esfera).

Los estudiantes colocan la linterna a una altura de
78 cm sobre el palillo s y ajustan para que la luz no
genere sombra de ese palillo.

Figura 13. Ubicacion de la linterna

Ayudar a los estudiantes a ajustar la linterna para que
la luz se proyecte sin sombra sobre el palillo s. Verifi-
car la altura y el angulo de la linterna, corrigiendo
cualquier desalineacion.

Para abordar estos posibles errores enumerados en la

columna dos, el profesor puede implementar las si-

guientes estrategias de gestion:

1. Proporcione una regla o cinta métrica y realice
una demostracion de cémo medir y ajustar la al-
tura de la linterna exactamente a 78 cm desde la
superficie. Hay que asegurar que la linterna esté a
la altura correcta mejora la calidad de la ilumina-
cién y facilita el trabajo preciso en la bola de ico-
por.

2. Realice una demostracion de cdmo alinear correc-
tamente la linterna para que la luz se proyecte de
manera directa y sin sombras sobre el palillo s. La
alineacion adecuada de la linterna asegura una ilu-
minacion uniforme, mejorando la visibilidad y
precision en el trabajo.

3. Muestre a los estudiantes como fijar la linterna de
manera segura utilizando soportes o bases adecua-
das, asegurandose de que no se mueva durante el
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Los posibles errores o dificultades de resultados de
los estudiantes al realizar el Paso 5 son:

Altura incorrecta de la linterna

Posicion desalineada de la linterna
Linterna inestable o mal fijada
Proyeccion de sombras sobre el palillo s

AW O~

trabajo. Una linterna estable mantiene la direccion
de la luz constante, evitando interrupciones y me-
jorando la eficiencia del trabajo.

4. Asegulrese de que los estudiantes comprendan la
importancia de ajustar la posicién de la linterna
para evitar sombras, mostrando como hacer ajus-
tes finos si es necesario. Evitar sombras asegura
que los estudiantes puedan ver claramente el pali-
llos.

Paso 4. Generacion de sombra en el palillo a

Con el paso anterior ya establecido y asegu-
randote de que no se genere sombra en el pa-
lillo s, date cuenta de que el palillo a si genera
una sombra. Traza con un lapiz o esfero dicha
sombra.
O  /Cuanto mide esta sombra?

Una vez que hayas obtenido la medida con el
metro, andtala en una hoja o en tu cuaderno.

Los estudiantes miden la longitud de la sombra del
palillo a y anotan la medida.

Si realizan correctamente todas las indicaciones, la
medida de la sombra es 1,5 cm.

Figura 14. La sombra proyectada por A

Los posibles errores o dificultades de resultados de
los estudiantes al realizar el Paso 6 son:

Guiar a los estudiantes en la medicion precisa de la
sombra del palillo a. Asegurarse de que anoten correc-
tamente la medida. Proporcionar ayuda con la medi-
cion si es necesario.

Para abordar estos posibles errores enumerados en la
columna dos, el profesor puede implementar las si-
guientes estrategias de gestion:

1. Realice una demostracién clara de cémo tra-
zar y medir la sombra utilizando el metro de
costura, asegurandose de que la técnica sea
precisa. La demostracion visual ayuda a los
estudiantes a comprender la técnica correcta y
a evitar errores de medicion.

2. Ajuste la posicion de la linterna y el palillo a
para obtener una sombra mas definida y visi-
ble antes de que los estudiantes comiencen a
medir. Una sombra clara y definida facilita
una medicioén precisa y reduce la confusion.

3. Proporcione a los estudiantes un formato es-
tandar para registrar las medidas y supervise
la anotacién para evitar errores. Un formato
estandar y la supervision directa reducen la
probabilidad de errores al anotar las medidas.
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1. Medicidn incorrecta de la sombra
2.  Sombra no visible o difusa
3. Error al anotar la medida

Tarea 2. Revela el secreto de Eratéstenes para medir el 4ngulo central clave

Paso 1. Medicion del angulo clave

Dada la proyeccion de la sombra, imagina un
triangulo proyectado con el extremo del pali-
llo a y el extremo de la sombra. Puedes ayu-
darte con esta visualizacion colocando otro
palillo uniendo estos dos extremos. La figura
siguiente te puede orientar:

O  Con un transportador mide el angulo
determinado por el “palillo a” y el
palillo que “une” el extremo del pa-
lillo a y extremo de la sombra.
(2ADR)

Escribe en la hoja o en el cuaderno la
medida de ese angulo.

Este dado sera clave para medir el angulo cen-
tral que contiene los puntos Ay S.

Visualizan el triangulo formado por el palillo a y su
sombra, y miden el angulo entre el palillo y la som-
bra usando un transportador. Esta medida deberia
ser 28° aproximadamente.

Figura 15. Medicion del angulo clave

Los posibles errores o dificultades de resultados de
los estudiantes al realizar el Paso 1 son:

1. Medicidn incorrecta del angulo

2. Dificultad para visualizar el tridngulo pro-
yectado

Error al registrar las medidas

4. Uso inadecuado del transportador

et

Asistir a los estudiantes en la visualizacion del trian-
gulo y en la correcta medicion del angulo. Verificar la
precision de la medicion y corregir si es necesario.
Para abordar estos posibles errores enumerados en la
columna dos, el profesor puede implementar las si-
guientes estrategias de gestion:

1. Realice una demostracién detallada de como
medir el angulo utilizando el compas vy el
transportador, destacando la importancia de la
precision. La demostracion visual ayuda a los
estudiantes a comprender la técnica correcta y
a evitar errores de medicion.

2. Proporcione diagramas y ejemplos visuales
del tridngulo proyectado y como colocar el
palillo adicional correctamente. Los ejemplos
visuales ayudan a los estudiantes a visualizar
mejor el triangulo, facilitando la medicion
precisa del angulo.

3. Proporcione a los estudiantes un formato es-
tandar para registrar las medidas y supervise
la anotacién para evitar errores. Un formato
estandar y la supervision directa reducen la
probabilidad de errores al registrar las medi-
das.

4. Ofrezca una sesidn practica sobre como utili-
zar el compas y el transportador correcta-
mente antes de que los estudiantes comiencen
a medir el angulo. La practica con las herra-
mientas de medicién asegura que los estu-
diantes las utilicen correctamente, mejorando
la precision.
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Paso 2. Perforacion hacia el centro

Conociendo la medida del angulo del paso an-
terior, procede, con cuidado, a perforar con un
cuter o bisturi perpendicularmente desde los
puntos S'y 4 de la superficie de la esfera de
icopor directamente hacia su centro (7). A
continuacion, realiza perforaciones a lo largo
de las lineas trazadas desde A y S hacia el cen-
tro de la esfera. El objetivo es retirar una frac-
cion de la esfera de icopor para ilustrar visual-
mente el angulo formado entre 4, Sy el centro
del icopor (T). La siguiente figura ilustra lo
deseado:

O (/Cuanto mide £ATS? Usa el
transportador para medir ese an-
gulo.

O  /Encuentras alguna relacion en-
tre la medida de este dngulo y el
angulo del paso 1? ;Cual?

Perforan desde el punto 4 hacia el centro de la esfera
y miden £ATS. Comparan este angulo con el me-
dido en el paso anterior. De igual manera este angulo
debe medir 28° aproximadamente, con lo cual los
estudiantes podrian conjeturar que ese angulo cen-
tral (£ATS) mide igual que el angulo medido en el
paso 1.

Figura 16. Perforacion hacia el centro del icopor

Supervisar las perforaciones y la medicion del angulo
ZATS. Asegurar precision en la perforacion y en la
medicion. Guiar en la comparacion de angulos y en la
identificacion de la relacion geométrica deseada.
Para abordar estos posibles errores enumerados en la
columna dos, el profesor puede implementar las si-
guientes estrategias de gestion:

1. Realice una ejemplificacion detallada de
como perforar perpendicularmente utilizando
la segueta, asegurandose de que la técnica sea
precisa. La demostracion visual ayuda a los
estudiantes a comprender la técnica correctay
a evitar errores de perforacion.

2. Proporcione consejos y técnicas para perforar
el icopor de manera efectiva, como aplicar
presion constante y movimientos suaves. La
técnica adecuada reduce la resistencia y faci-
lita una perforacion mas precisa y uniforme.

3. Muestre cOmo manejar y cortar el icopor con
cuidado para evitar dafios, utilizando herra-
mientas adecuadas y movimientos controla-
dos. EI manejo cuidadoso del icopor asegura
que el segmento permanezca intacto, permi-
tiendo una ilustracion clara del &ngulo.

4. Institucionalice el resultado deseable, a partir
de las respuestas de sus estudiantes. Esto es
que lamzATS = m£RDA.

En esta institucionalizacién, el profesor debe
advertir que ac esté lo ingenioso del método
de Eratostenes: para medir el angulo central
mzATS clave, claramente él no podia hacer
un corte como lo hicimos en el icopor. Enton-
ces, ¢l tomo la medida del angulo m2RDA 'y
sabiendo que ese angulo mide lo mismo que
m«ATS, pudo saber la medida de este ultimo.
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Figura 17. Medici al centro del icopor
Los posibles errores o dificultades de resultados de
los estudiantes al realizar el Paso 2 son:

Perforacion incorrecta o desviada
Dificultad para perforar el icopor
Segmento dafiado o desmoronado
Errores al relacionar los dngulos

el S

El profesor, en este punto podria hacer propo-
ner la siguiente pregunta de indagacion (la se-
gunda secuencia de tareas abordard este
asunto):

Si Eratostenes no podia medir directamente el
angulo central clave (claro, no podia romper
un fragmento de la tierra) jcomo pudo justi-
ficar que la medida de ese angulo era igual a
la medida del £ZRDA?

Tarea 3: Calcular la medida del perimetro d

e la superficie de la bola de icopor, sin medirla directamente

Paso 1: Medida del perimetro de la superficie
de la esfera con la formula

Con todos los datos que obtuviste en la tarea
2:
¢ Conoces alguna formula para hallar
el perimetro con solo los datos que
tienes en este momento?

Es deseable que los estudiantes aludan a la si-
guiente formula para establecer el perimetro de la
bola de icopor:
. 360
For =mAS: ats

Esto, sabiendo que cuenta con los siguientes datos:

o mAS=5cm

o msLATS = 28°

Los posibles errores o dificultades de resultados de
los estudiantes al realizar el Paso 1 son:

1. No recuerdo de la formula

Pregunte por maneras estudiadas en los cursos para
calcular el perimetro de una circunferencia, o sobre
expresiones que relacionen el angulo central de una
circunferencia con el perimetro de una circunferencia.
Los estudiantes pueden presentar dos casos diferen-
tes: primero, que reconozcan la relacion proporcional
existente en un circulo entre el angulo central y la lon-
gitud de su arco correspondiente, o que ya tengan pre-
sentes estos conceptos en sus conocimientos previos.
Asegurese de que los estudiantes comprendan y apli-
quen correctamente la formula para calcular el peri-
metro, considerando ambos enfoques en la resolucion
del problema.
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360

Por = mAS ————
or =mAS TS

2. Por ende, consideracion de la falta de datos

necesarios.

Para abordar estos posibles errores enumerados en la
columna dos, el profesor puede implementar las si-
guientes estrategias de gestion:

1. Asegurese de que los estudiantes recopilen
todos los datos necesarios antes de proceder
con el célculo del perimetro, proporcionando
una lista de verificacion de los datos requeri-
dos. La lista de verificacion garantiza que los
estudiantes tengan todos los datos necesarios
para realizar el calculo correctamente.

2. Proporcione explicaciones claras y materia-
les de apoyo sobre el procedimiento y la for-
mula a utilizar para calcular el perimetro de
la esfera. Las explicaciones claras y los ma-
teriales de apoyo ayudan a los estudiantes a
comprender mejor el procedimiento y la for-
mula, reduciendo la confusion.

Paso 2. Aplicacion de la formula

Con el angulo determinado en la tarea 2 (paso
2), puedes estimar el perimetro de la bola de
icopor a parir de tu respuesta a la tarea previa:

¢ Cuanto te da el perimetro usando los datos?

Sustituyen los datos en la formula y obtienen el pe-
rimetro de la esfera. Usa respuesta podria ser simi-
lar a la siguiente:

b o 360
or = MAS L ZATS
b e 360°
T =2Cm 28°

Por = 64,28 cm

Los posibles errores o dificultades de resultados de
los estudiantes al realizar el Paso 2 son:

1.
2.
3.

Calculo incorrecto del perimetro
Errores en la sustitucion de datos
Confusidn sobre la féormula o los datos

El profesor debe asegurar que los estudiantes entien-
dan y apliquen correctamente la formula para obtener
el perimetro. Verificar los calculos y corregir errores.
Para abordar estos posibles errores enumerados en la
columna dos, el profesor puede implementar las si-
guientes estrategias de gestion:

1. Exponga con detallada de cémo aplicar la
férmula correctamente, sustituyendo todos
los datos obtenidos en la tarea 2. La demos-
tracion visual ayuda a los estudiantes a com-
prender la aplicacion correcta de la férmula
y a evitar errores en el calculo.

2. Proporcione una guia o lista de verificacion
para que los estudiantes puedan revisar los
datos antes de sustituirlos en la formula. La
guia o lista de verificacion garantiza que los
estudiantes sustituyan correctamente los da-
tos, mejorando la precision del calculo.

65



3. Proporcione explicaciones claras y materia-
les de apoyo sobre la férmula y los datos ne-
cesarios, asegurandose de que los estudian-
tes comprendan bien cémo utilizarlos. Las
explicaciones claras y los materiales de
apoyo ayudan a los estudiantes a comprender
mejor la formula y los datos, reduciendo la
confusion.

Paso 3. Medir la bola de icopor con el metro
para verificar

Ahora, mide con el metro el perimetro de
nuestra bola de icopor. ;Qué resultado obtie-
nes?

Miden el perimetro de la esfera con el metro y ano-
tan la medida. Esta medida debe ser aproximada-
mente 63,5 cm.

0

|
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Figura 18. Medir la bola de icopor con el metro

Los posibles errores o dificultades de resultados de
los estudiantes al realizar el Paso 3 son:
1.  Medicién incorrecta del perimetro
2. Dificultad para usar el metro correctamente
3. Medicion inconsistente del perimetro

Verificar que los estudiantes midan correctamente el
perimetro con el metro. Comparar las medidas obte-
nidas con las calculadas anteriormente.

Para abordar estos posibles errores enumerados en la
columna dos, el profesor puede implementar las si-
guientes estrategias de gestion:

1. Muestre como medir el perimetro de la bola
de icopor utilizando el metro, asegurandose
de que la técnica sea precisa y adecuada. La
demostracidn visual ayuda a los estudiantes a
comprender la técnica correcta y a evitar erro-
res en la medicidn.

2. Ofrezca una sesion practica sobre como utili-
zar el metro de manera efectiva antes de que
los estudiantes realicen la medicion del peri-
metro. La practica con el metro garantiza que
los estudiantes adquieran las habilidades ne-
cesarias para realizar una medicion precisa.

3. Proporcione instrucciones claras sobre como
mantener una técnica de medicion consis-
tente, midiendo siempre en la misma parte de
la bola de icopor. La consistencia en la técnica
de medicion asegura resultados méas precisos
y confiables.

Paso 4. Andlisis de resultados

Analizan y comparan los resultados de ambas medi-
ciones, discutiendo la precision del método y su
aplicabilidad.

Facilitar la discusion y analisis de resultados. Guiar a
los estudiantes en la evaluacion de la precision del
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¢Los resultados obtenidos en el paso
2 y el paso 3 estuvieron cercanos?

¢ Consideras que el método para ha-
llar el perimetro de la bola de icopor
en la tarea 1, 2 y 3 sin usar el metro
funciona?

¢ Crees que se puede usar con esferas
mas grandes y seguiria funcio-
nando?

Los posibles errores o dificultades de resultados de
los estudiantes al realizar el Paso 4 son:

1. Resultados de los pasos 2 y 3 esta lejanos.
2. Los estudiantes creen que al no ser iguales
los resultados, el método no es eficaz.

método utilizado y en la exploracion de su aplicabili-
dad en diferentes contextos.

Para abordar estos posibles errores enumerados en la
columna dos, el profesor puede implementar las si-
guientes estrategias de gestion:

1. Realice una revisién detallada de los pasos de
calculo y medicion con los estudiantes para iden-
tificar y corregir posibles errores. La revision de-
tallada ayuda a identificar y corregir errores, me-
jorando la precision de los resultados y la com-
prension del método.

2. Proporcione una guia para el andlisis de resulta-
dos, destacando los puntos clave a discutir, como
la precision del método y su aplicabilidad a esfe-
ras mas grandes.

El profesor deberia hacer una reflexion sobre el hecho
de lo que implica una modelacion y sobre los posibles
errores que casi siempre, un proceso de modelacion
implica. En este caso hay varias cosas que podrian lle-
var a la imprecisién que, en cualquier caso, no son tan
sustanciales: No precision en el establecimiento de la
sombra del palillo a (que simula el gnomon) y no pre-
cisién en la medicién directa de los &ngulos, por ejem-
plo.
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4.3 Segunda secuencia: Modelacion del método de Eratostenes en GeoGebra

En esta seccion se presenta una secuencia de tareas centradas en la modelacion del procedi-
miento de Eratdstenes utilizando GeoGebra. Este enfoque didactico busca facilitar la comprension
de conceptos geométricos y trigonométricos abstractos a través de herramientas digitales, permi-
tiendo a los estudiantes experimentar de manera interactiva y visual los principios subyacentes y
verificar el método de Eratdstenes. La secuencia de tareas estd disefiada para guiar a los estudiantes
en la construccion de una representacion dindmica que modela el procedimiento. Por otro lado,
busca promover la justificacion teorica de la eficacia del método utilizando elementos de la geo-
metria y la trigonometria escolar, tales como el T. PAI, el teorema de Pitagoras, relaciones trigono-
meétricas, la ley de senos y la ley de cosenos. Estas herramientas matematicas permiten a los estu-
diantes comprender y validar cada etapa del método de Eratostenes de manera rigurosa y funda-

mentada.

Descripcion de los materiales y recursos: Para llevar a cabo la secuencia de tareas utilizando
GeoGebra en el estudio del método de Eratostenes, se necesitaran los siguientes materiales y re-

Cursos:

o Computadoras o tabletas con acceso a GeoGebra: Dispositivos con suficiente capa-
cidad de procesamiento y memoria para ejecutar GeoGebra de manera eficiente.

o Acceso a internet: Conexion estable y rapida para garantizar el acceso continuo a Geo-
Gebra, videos educativos y recursos en linea. Facilitar la visualizacion de videos expli-
cativos y la bisqueda de informacién adicional necesaria para las tareas.

o Proyector o pantalla: Equipo audiovisual con buena resolucion y tamafio adecuado
para que todos los estudiantes o profesor puedan ver sus producciones escritas o en Geo-
Gebra.

o Materiales de referencia sobre geometria y trigonometria: Libros de texto, apuntes
de clase, y recursos en linea que cubran temas como el teorema de Pitdgoras, relaciones
trigonométricas, ley de senos y cosenos. Brindar a los estudiantes el fundamento teorico
necesario para comprender y aplicar los conceptos geométricos y trigonométricos en las

tareas.
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Estos recursos son fundamentales para la secuencia de tareas, ya que permiten a los estudiantes
interactuar directamente con los conceptos matematicos de manera digital y visual, facilitando una
comprension mas profunda y aplicada de los mismos. La combinacion de herramientas tecnoldgi-
cas y materiales educativos asegura que los estudiantes puedan experimentar de manera practica y

colaborativa, lo que fortalece su aprendizaje y retencion de los conceptos.

A continuacion, presentamos la Tabla 6 donde describe los enunciados, respuestas deseables o
esperados de los estudiantes y sus respectivas sugerencias de gestion del profesor de la primera

secuencia.
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Modelacion del método en GeoGebra

EXPECTATIVA DE APENDIZAJE:
Modelar el procedimiento de Eratostenes para medir el perimetro de la tierra, usando el software GeoGebra.
Construir argumentos tedricos que sustenten pasos del procedimiento de Eratostenes para medir el perimetro de la tierra.

Tarea 1. Contextualizacion del método

A partir de la secuencia de tareas que abordaste anteriormente, conociste el método Eratostenes para medir el perimetro de la tierra. Mediante esa secuencia,
todo lo hicimos con mediciones directas verificando que ¢l método “funciona” empiricamente. Ahora, ha llegado el momento de sustentar tedricamente que
ese método funciona. ;Qué datos pudo haber necesitado Eratdstenes para establecer la medida del ZRDA? ;Por qué la medida del ZRDA es igual a la medida
del angulo central ZSTA? En la secuencia de tareas siguiente tienen oportunidad de construir respuestas para estas preguntas. Para ello, vamos a modelar la
situacion en un software de geometria dinamica como GeoGebra. jIniciemos, entonces!

Figura 19. Método de Eratdstenes
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Figura 20. Representacion de apoyo para
hallar el perimetro de una circunferencia

Recordemos las ideas claves del procedimiento:

de la circunferencia.

Se establece la distancia (esférica) entre los puntos A y S (medida del AS), A y S puntos de una circunferencia
maxima de la esfera de la Tierra (un meridiano).

2. Se establece la medida del LATS, donde T es centro de la circunferencia.

3. Se sustituye mAS y m LATS en la expresion Por = mAS % para determinar el P oy, esto es, el perimtero

Tarea 1. Preliminares de la modelacion: Sobre la circunferencia maxima de una esfera

ENUNCIADOS DE LA TAREA

RESPUESTAS DESEABLES O ESPERADAS
DE LOS ESTUDIANTES

SUGERENCIAS DE GESTION DEL
PROFESOR

Recordemos que el procedimiento de Eratostenes
supone que la tierra en una esfera y alude a dos
ciudades (Siena y Alejandria) ubicadas en el
mismo meridiano. Ahora bien, cdmo simulamos
un meridiano en una esfera. Las siguientes pregun-
tas, te permiten concluir respuestas al respecto:

Paso 1. Circunferencia maxima de la Tierra

O Dada una esfera, plantee un procedimiento
para construir una circunferencia que perte-
nezcan a la esfera.

O  Selecciones ahora las circunferencias mdxi-
mas de una esfera.

O ¢Cuantas circunferencias madximas tiene una
esfera?

Se espera que los estudiantes propongan como procedi-
miento: construir un plano que contenga el centro de la
esfera y determinar la circunferencia de interseccion en-
tre le plano y la esfera. Se tienen en cuenta los siguientes
conceptos de la Geometria del Espacio:

La interseccién de un plano que contiene el centro de
una esfera con la esfera es una circunferencia ma-
xima.

Una esfera tiene infinitas circunferencias maximas.
Los meridianos de la Tierra son circunferencias ma-
ximas de la Tierra.

Si un plano tiene un punto en el interior de una es-
fera, la interseccion del plano con la esfera es una
circunferencia. Ademas, su centro es el punto de in-
terseccion entre el plano y la recta perpendicular a
este por el centro de la esfera.

Las circunferencias méximas de una esfera son las
que tienen el mayor perimetro posible de las circun-
ferencias contenidas en la esfera. (Esfera se entiende

Para ser mas especificos en la gestion de la
ensefanza sobre las circunferencias maximas
de una esfera, el profesor puede seguir estos
pasos detallados:

- Usar GeoGebra o similar para modelar
una esfera y mostrar como se pueden tra-
zar diferentes circunferencias maximas.
Mostrar visualmente que no importa
cuantas circunferencias se tracen, todas
pueden ser circulos maximos si cumplen
con las condiciones.

- Pedir a los estudiantes que expliquen
como verificaron que las circunferencias
trazadas son maximas y que expliquen
por qué hay infinitas circunferencias ma-
ximas en una esfera.

- Realizar una retroalimentacion focali-
zada, corregir errores conceptuales en el
momento, enfocandose en la necesidad
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¢ Como garantizas que el resultado del proce-
dimiento indicado en la anterior pregunta es
correcto?

como todos los puntos del espacio tridimensional
que equidistan de un punto dado en ese espacio).

de que la circunferencia divida la esfera
en dos hemisferios iguales y tenga el ra-
dio de la esfera.

Paso 2. Establecer el perimetro de la circunferen-

cia

(Mediante cual procedimiento se puede esta-
blecer el perimetro de una circunferencia si
no se conoce su radio?

(Qué datos son necesarios tener en cuenta
para poder usar ese procedimiento?

Para establecer el perimetro de una circunferencia
cuando no se conoce el radio, los estudiantes deberia alu-
dir a la siguiente expresion.

- Dada una OT, entonces el perimetro Por =

— 360
mAS
MLATS
En ese marco, los estudiantes deberian hacer alusion a los

siguientes conceptos:

- Definicion de angulo central en circunferencia

- Definicion de arco de circunferencia

- Definicion de arco subtendido por angulo cen-
tral

- La suma de medida de angulos centrales de una
circunferencia es 360

El rol del profesor en un proceso de aprendi-

zaje donde los estudiantes estan destinados a

descubrir por si mismos la formula para cal-

cular el perimetro de una circunferencia
usando la longitud de un arco y el angulo cen-

tral es fundamentalmente de facilitador y

guia. el profesor debe asumir algunas funcio-

nes clave:

- Establecer un ambiente de clase que fo-
mente la curiosidad, la exploracion y el
respeto por las ideas de los demas. Esto
incluye organizar el espacio fisico de ma-
nera que promueva la colaboracion y la
comunicacion entre los estudiantes.

- Instrucciones claras: Dar instrucciones
claras y concisas sobre la tarea y asegu-
rarse de que todos los estudiantes entien-
dan los objetivos y los pasos del proceso
de descubrimiento.

- Estimular la indagacion: Hacer preguntas
abiertas que promuevan el pensamiento
critico y la reflexion. Estas preguntas de-
ben ayudar a los estudiantes a pensar en
las relaciones matematicas y sus implica-
ciones. Por ejemplo:

o (Cbémo se relaciona el angulo cen-
tral con la longitud del arco en una
circunferencia?

o (Qué informacion te proporciona el
angulo central sobre la longitud del
arco si conoces el angulo en grados
y el perimetro total de la circunfe-
rencia?

o (Coémo puedes usar el d&ngulo central
para determinar la longitud de un
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arco si conoces su proporcion res-
pecto al perimetro total de la circun-
ferencia?

o Sitienes el valor de un arco y el an-
gulo central que lo subtiende, ;como
podrias encontrar el perimetro de la
circunferencia?

o (Qué otras formas conoces para en-
contrar el perimetro de una circunfe-
rencia utilizando diferentes medidas
como el didmetro o el arco?

o Site dan la longitud de un arco y el
angulo central correspondiente,
({,como podrias calcular el radio de la
circunferencia?

o (Cbémo puedes usar el diametro para
encontrar el perimetro si te han pro-
porcionado informacién sobre el
arco o el angulo central?

o Si conoces una proporcion entre la
longitud de un arco y el perimetro de
la circunferencia, ;como puedes cal-
cular el perimetro total?

o (Coémo se puede aplicar la relacion
entre el angulo central y el arco para
deducir el wvalor del perimetro
cuando solo se conocen ciertos valo-
res parciales?

Observar y escuchar: Monitorear activa-
mente los progresos de los estudiantes, es-
cuchando sus discusiones y observando
cémo abordan el problema. Esto es clave
para entender sus procesos de pensa-
miento y donde pueden necesitar guia adi-
cional.
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Tarea 2. Procedimiento de construccion en GeoGebra: una representacion dinimica del método de Eratostenes

Paso 1. Ingresa a GeoGebra

Abre la aplicacion GeoGebra 3D en tu compu-
tador, en tu celular o en la tableta. Si es desde un
computador alli se partira la pantalla en dos ven-
tanas; la ventana de la parte derecha corresponde
a las construcciones visualizadas en 3D y la ven-
tana de la parte izquierda corresponde a las repre-
sentaciones en 2D.

El plano que se encuentra en la vista 3D se lo re-
presentaremos simbolicamente como a.

Los estudiantes abren correctamente la aplicacion Geo-
Gebra 3D en sus dispositivos, visualizando las dos ven-
tanas: una para construcciones en 3D (parte derecha) y
otra para representaciones en 2D (parte izquierda).

La correcta apertura de GeoGebra permite a los estudian-
tes seguir las instrucciones y realizar las construcciones
geométricas necesarias, facilitando el aprendizaje y la
comprension de los conceptos.

Figura 21. Aplicacion GeoGebra

Los posibles errores o dificultades de resultados de los

estudiantes al realizar el Paso 1 son:

1. Los estudiantes experimentan dificultades técnicas
al intentar abrir GeoGebra 3D, como problemas de
instalacion, incompatibilidad de dispositivos o erro-
res de ejecucion.

2. Los estudiantes estan confundidos sobre como nave-

gar y utilizar la interfaz de GeoGebra, especialmente
en la diferenciacion entre las ventanas 3D y 2D.

3. Los estudiantes tienen dificultades para identificar o

representar simbodlicamente el plano o en la vista 3D
de GeoGebra.

Para abordar estos posibles errores, el profe-
sor puede implementar las siguientes estrate-
gias de gestion:

1.

Proporcione una guia paso a paso para la
instalacion y apertura de GeoGebra 3D
en diferentes dispositivos, y ofrezca solu-
ciones a problemas técnicos comunes.
Una guia detallada ayuda a los estudian-
tes a superar problemas técnicos, asegu-
rando que todos puedan acceder a la apli-
cacion y realizar las actividades.

Realice una demostracion de la interfaz
de GeoGebra, explicando como navegar
entre las ventanas 3D y 2D y coémo utili-
zar las herramientas basicas. La demos-
tracion de la interfaz facilita la familiari-
zacion con la aplicacion y permite a los
estudiantes utilizarla de manera efectiva.
Explique claramente como identificar y
representar el plano o en la vista 3D de
GeoGebra, utilizando ejemplos visuales
y ejercicios practicos. La explicacion
clara y los ejemplos visuales ayudan a los
estudiantes a comprender como represen-
tar simbolicamente el plano o y a apli-
carlo en sus construcciones geométricas.

Paso 2. Construccion de la esfera de la Tierra

Construye una esfera ® T, tal que T € a.

Los estudiantes construyen correctamente una esfera &
T, en GeoGebra 3D, asegurando que el punto T (punto
central de la esfera) se encuentre en el plano a.

Para abordar estos posibles errores, el profe-
sor puede implementar las siguientes estrate-
gias de gestion:
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Figura 22. Construccion de la esfera de la Tierra

Los posibles errores o dificultades de resultados de los

estudiantes al realizar el Paso 2 son:

1. Los estudiantes experimentan dificultades técnicas
al intentar construir la esfera en GeoGebra 3D, como
problemas para definir el radio o ubicar el punto T
en el plano a

2. Los estudiantes estan confundidos sobre como ase-
gurar que el punto T se encuentre en el plano « du-
rante la construccion de la esfera.

3. Los estudiantes definen incorrectamente el radio de
la esfera, lo que resulta en una construccion impre-
cisa.

Indique la construir de una esfera en Geo-
Gebra 3D, incluyendo como definir el ra-
dio y ubicar el punto T en el plano a.
Explique una demostracion de como ase-
gurar que el punto T se encuentre en el
plano a durante la construccion de la es-
fera, utilizando ejemplos visuales en
GeoGebra. La demostracion visual faci-
lita la comprension de la ubicacion co-
rrecta del punto T y su relacion con el
plano a.

Aclare como definir el radio de la esfera
en GeoGebra 3D y como verificar que la
definicion sea correcta, utilizando ejerci-
cios practicos. La explicacion clara y los
egjercicios practicos aseguran que los es-
tudiantes definan correctamente el radio
de la esfera, mejorando la precision de la
construccion.

Paso 3. Representacion de una circunferencia ma-
xima de la Tierra

Usando el procedimiento del paso 1 de la tarea 1,
construye una circunferencia maxima de la esfera.
Verifica que tu método funciona, esto es, que si
genera circunferencias maximas.

Se espera que los estudiantes usen el procedimiento es-
tablecido en el paso 1 de la tarea 1 para determinar cir-
cunferencias maximas de la esfera. Podrian, simple-
mente, determinar la interseccion entre dos superficies
en GeoGebra, en este caso entre ® T, y el plano a. En
ese caso, el lugar geométrico representado en la vista 2D
es una circunferencia.

A A DD e A @ LN, e b

o X

) Vista Algebraica
® T=(0,0,0)

Interseccion de dos superficies
Selecciona dos superficies

Para abordar estos posibles errores, el profe-
sor puede implementar las siguientes estrate-
gias de gestion:

1.

Proporcione una guia paso a paso sobre
como usar la herramienta de Interseccion
de dos superficies en GeoGebra, inclu-
yendo cdmo seleccionar correctamente
las superficies. Una guia detallada ayuda
a los estudiantes a superar problemas téc-
nicos y a usar correctamente la herra-
mienta para representar la circunferencia
maxima.

Realice una demostracion de cémo apli-
car la herramienta de Interseccion de dos
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¥ Vieta Gratea

Figura 23. Representacion de una circunferencia maxima
de la Tierra
Para verificar que las circunferencias asi construidas son
maximas, los estudiantes podrian construir planos que no
contienen el centro de la esfera para determinar circun-
ferencias de interseccion entre dichos planos y la esfera.
Luego, comparar el perimetro de estas ultimas circunfe-
rencias (usando la herramienta distancia o longitud) con
aquellas construidas con el plano que contiene el centro
de la esfera.

Los posibles errores o dificultades de resultados de los
estudiantes al realizar el Paso 3 son:

1. Los estudiantes encuentran problemas técnicos al in-
tentar usar la herramienta de Interseccion de dos su-
perficies en GeoGebra, como dificultades para selec-
cionar correctamente las superficies.

2. Los estudiantes no tienen claro qué lugar geométrico
se obtiene al aplicar la herramienta de Interseccion
de dos superficies, o como interpretarlo en la vista
2D

3. La circunferencia maxima no se representa correcta-
mente en la vista 2D, ya sea por problemas de confi-
guracion o por un mal uso de las herramientas de
GeoGebra.

4. Los estudiantes usan planos que no contienen el cen-
tro de la esfera para determinar circunferencias de
interseccion entre dichos planos y la esfera.

superficies y explique qué lugar geomé-
trico se determina (una circunferencia) y
sus caracteristicas. La demostracion vi-
sual facilita la comprension de la relacion
entre la esfera y el plano, y como la inter-
seccion determina una circunferencia
maxima.

3. Explique claramente como interpretar la
circunferencia maxima en la vista 2D de
GeoGebra, utilizando ejemplos visuales
y ejercicios practicos.

4. Asegurese que los estudiantes represen-
ten la circunferencia como © T,

Paso 4. Ubicacion de Siena y Alejandria

Los estudiantes deben ubicar los puntos Siena (S) y Ale-
jandria (A) tal como se muestra en la Figura 24 sobre una

Para abordar estos posibles errores, el profe-
sor puede implementar las siguientes estrate-
gias de gestion:
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Para hallar el perimetro de la Tierra Eratostenes,
necesitaba establecer dos puntos sobre una circun-
ferencia maxima de la tierra Siena (S) y Alejandria
(A) (para este caso, sobre un mismo meridiano) y,
a partir de ellos, establecer mSA y m£ATS tal
como se muestra en la figura. Entendido ello,
ubica los dos puntos Sy Atalque S,4 € O T,

circunferencia que represente una circunferencia ma-
xima de la Tierra, en este caso, sobre un mismo meri-
diano.

Figura 24. Ubicacion de Siena y Alejandria

Los posibles errores o dificultades de resultados de los

estudiantes al realizar el Paso 4 son:

1. Errores de ubicacion, los estudiantes podrian colocar
Sy A4 en posiciones incorrectas que no correspondan
a la misma circunferencia maxima o meridiano.

2. Problemas de escala, al manejar una representacion

a escala de la Tierra, los estudiantes podrian tener di-
ficultades para estimar las posiciones relativas co-
rrectas de Siena y Alejandria.

3. Uso de herramientas, dificultades en el uso eficiente

de las herramientas de GeoGebra para realizar las
construcciones y mediciones necesarias.

—_—

Instruccion clara sobre ubicacion: Asegu-
rarse de que los estudiantes comprendan
la geografia implicada y la razén por la
cual Siena y Alejandria deben estar sobre
el mismo meridiano. Proporcionar una
mini-leccion sobre meridianos y la es-
tructura de la Tierra podria ser util.
Practicas guiadas: Permitir que los estu-
diantes practiquen en clase bajo supervi-
sion, haciendo correcciones en tiempo
real y dando feedback especifico.
Recursos adicionales: Proporcionar tuto-
riales en video o hojas de instrucciones
sobre como usar GeoGebra para este tipo
de tareas.

Paso 4. Representacion del rayo solar en el solsti-
cio de verano

Eratostenes se percatd que, durante un momento
del afio (solsticio de verano del hemisferio norte —
entre 20 y 21 de junio—), en la Ciudad Siena (S)

Los estudiantes deben trazar una linea recta que simbo-
lice el rayo solar llegando verticalmente a Siena (S) en el
solsticio de verano, representando que el Sol esta direc-
tamente sobre el Tropico de Cancer.

Los estudiantes por la anterior secuencia deberan enten-
der por qué en Siena, en este dia especifico, no se gene-
ran sombras para los objetos verticales.

Para abordar estos posibles errores, el profe-
sor puede implementar las siguientes estrate-
gias de gestion:

1

El profesor debe asegurarse de explicar el
fendmeno del solsticio de verano, enfo-
candose en cOmo y por qué en ciertos lu-
gares del Tropico de Cancer, como Siena,
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los rayos de Sol no generaban sombra para los ob-
jetos (esto ocurre para todo lugar que se encuentra
en el paralelo denominado Trépico de Cancer), lo
que implica también que el fondo de un pozo con
agua se deja ver.

Para representar este rayo en nuestra construccion,
use la herramienta “recta” para construir la recta

TS.

Figura 25. Representacion del rayo solar en el sols-
ticio de verano

Los posibles errores o dificultades de resultados de los
estudiantes al realizar el Paso 4 son:

1. Puede que los estudiantes no comprendan com-
pletamente el significado astronémico y geo-
gréafico del solsticio de verano y como afecta la
incidencia de los rayos solares.

2. Los estudiantes podrian tener problemas utili-
zando la herramienta “recta” de manera CO-
rrecta, posiblemente trazando lineas que no re-
presenten adecuadamente la verticalidad del
rayo solar en Siena.

3. Dificultades para visualizar y representar la di-
reccion exacta del rayo solar como una linea
que no produce sombra.

el Sol se encuentra en el cenit al medio-
dia.

2. Mostrar en GeoGebra como trazar la li-

nea representativa del rayo solar, desta-
cando la importancia de que esta debe ser
vertical en el modelo para simular la au-
sencia de sombra.

3. Organizar actividades practicas donde los

estudiantes practiquen el trazado de la li-
nea usando GeoGebra, con supervision y
correcciones en tiempo real.

4. Proporcionar material adicional, como

videos educativos o simulaciones que
muestren el movimiento solar y su im-
pacto en diferentes latitudes durante el
solsticio.

Paso 5. Construccion del gnomon

Ademas del descubrimiento de Eratdstenes en el
paso 4 (no generacion de sombra en S), que, para
ese mismo instante, en la ciudad de Alejandria (4)
un gnomon (una estaca perpendicular a la superfi-
cie de la tierra) si generaba una sombra. Con estas

Los estudiantes deben representar un gnomon en Alejan-
dria (4) como una linea perpendicular a la superficie te-
rrestre simulada en la construccion.

Para abordar estos posibles errores, el profe-
sor puede implementar las siguientes estrate-
gias de gestion:

1. El profesor debe explicar claramente la
funcion de un gnomon y cédmo la inclina-
cién del sol afecta la generacion de som-
bras en diferentes latitudes.
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condiciones, pudo determinar unos datos claves
para calcular la m£ATB.

cComo representarias este gnomon en nuestra
construccion? ;Qué condiciones geométricas
debe tener esta representacion?

Para ello, pueden construir la AT o, quienes tienen cono-

cimiento sobre tangentes a una circunferencia, usar la

recta tangente a O T por A y construir la recta perpendi-
cular a dicha tangente por A (i.e., la normal a O T por

A); por su puesto, las construcciones son equivalentes.

Los posibles errores o dificultades de resultados de los

estudiantes al realizar el Paso 5 son:

1. Perpendicularidad incorrecta: Puede ser comin que
los estudiantes no tracen la linea perpendicular co-
rrectamente, lo cual afectaria la precision de la som-
bra simulada.

2. Confusién sobre el proposito del gnomon: Los estu-
diantes podrian no entender por qué el gnomon en
Alejandria genera una sombra y en Siena no, espe-
cialmente si no se comprende la geometria solar sub-
yacente.

2. Demostracion en GeoGebra: Realizar
una demostracién sobre cémo dibujar un
gnomon utilizando la herramienta de li-
nea perpendicular en GeoGebra, asegu-
rando que los estudiantes entiendan como
verificar la perpendicularidad en su cons-
truccion.

3. Visualizacion 'y Modelado: Mostrar
ejemplos de cémo el angulo del sol crea
diferentes longitudes de sombras en dife-
rentes latitudes durante el solsticio.

4. Guias Practicas: Proporcionar instruccio-
nes paso a paso o guias visuales que los
estudiantes puedan seguir durante la
construccién para asegurar que la linea
del gnomon esté correctamente represen-
tada.

5. Es primordial indicar a los estudiantes
que deben nombrar el extremo del gno-
mon con un punto D.

Paso 6. Representacion de la sombra del gnomon

Estableciendo en el paso 5, que el extremo del
gnomon es el punto D, retoma el procedimiento
que estudiaste en la secuencia de tarea 1 con el ma-

Los estudiantes deben trazar una recta que contenga el
punto D (extremo del gnomon). Al retomar el procedi-
miento estudiado en la Secuencia 1, dicha recta es para-

lelaala TS por D.

Para abordar estos posibles errores, el profe-

sor puede implementar las siguientes estrate-
gias de gestion:

1. El profesor debe contextualizar a

los estudiantes y llevarlos a precisar
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terial concreto y construye la recta correspon-
diente al rayo del Sol en D, de tal manera que ge-
nere sombra en © T,..

Figura 26. Representacion de la sombra del gnomon
Los posibles errores o dificultades de resultados de los
estudiantes al realizar el Paso 6 son:

1.

Incorrecta inclinacion de la recta: Los estudian-
tes pueden trazar la recta sin la inclinacion co-
rrecta, es decir, construirlo de tal manera que no
sea paralela con y TS, 1o que implica resultando
en una representacion inexacta de la sombra.
Confusién en la relacion entre rectas: Puede ha-
ber confusion al relacionar la linea vertical y
ﬁy la recta inclinada del rayo solar en D, es-
pecialmente en como estas representan diferen-
tes posiciones del sol.

que Eratostenes asumioé que los ra-
yos de Sol llegan paralelos entre si
a la superficie de la Tierra, dado lo
alejado que esta el Sol de la Tierra.
Asi las cosas, que la relacion de pa-
ralelismo es una manera conve-
niente que permite construir la recta
[ deseada como simulacién del rayo
de Sol que “atraviesa” a D.

2. Establecer junto con los estudiantes,
que{R}=1InQOT,

Paso 7. Relacion de angulos

Teniendo claro que en el paso 6,

{R}=INOT,.

Explorando con todas las herramientas de esta
aplicacion:

Los estudiantes deben identificar y construir los angulos
+/ATS y £RDA correctamente dentro de GeoGebra.
£ ATS es un angulo en Siena relacionado con la recta que
representa los rayos del sol, y ZADR es un &ngulo for-
mado en Alejandria por el rayo de sol y AR que es la
sombra del gnomon sobre la circunferencia terrestre.

Para abordar estos posibles errores, el profe-
sor puede implementar las siguientes estrate-
gias de gestion:

1. Proporcionar una explicacion clara de
cémo se forman estos angulos y sugerir
tomar su medida. Decirles que muevan
los puntos A y S con miras a establecer
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¢ Queé relacion tienen los £ATS y ZRDA? ;Como
te percatas de esa relacion?

Construye una conjetura ante lo encontrado en esta
relacion.

Por otro lado, deberan explorar y determinar como se re-
lacionan estos dos &ngulos; esto es, que son congruentes
gracias Teorema PAI.

Tarea opcional: si los estudiantes tienen experiencia en
sustentar conjeturas en el marco de un sistema tedrico lo-
cal, se puede solicitar que justifique la conjetura con pos-
tulados, definiciones o teoremas geométricos, esto es,
que sustente el T. PAL Lo podrian hacer usando el T. An-
gulos opuestos por el vértice y T. PAC si estos hacen parte
del cuerpo tedrico de los estudiantes. Si los estudiantes
conocen el T. PAL se espera que ellos lo usen para sus-
tentar que los angulos son congruentes.

%ADR = 26.16°

Los posibles errores o dificultades de resultados de los
estudiantes al realizar el Paso 7 son:

1. Confusion de angulos: Puede ser facil confundir los
angulos o construirlos incorrectamente si no se en-
tiende claramente la geometria subyacente o si se uti-
lizan de manera incorrecta las herramientas de Geo-
Gebra.

2. Mal interpretacion de la relacion: Los estudiantes
pueden no ver la relacidén geométrica inicialmente o

invariantes; esto es, que los angulos son
congruentes.

2. Animar a los estudiantes a formular posi-
bles sustentos de relacién entre los a&ngu-
los, que trascienda de los datos empiricos
arrojados por el software.

3. Incentivar al uso del cuerpo de conoci-
miento como las propiedades de los an-
gulos alternos internos, para justificar
tedricamente sus conjeturas.
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pueden interpretar mal como los angulos se reflejan
uno al otro en términos de medidas y propiedades.

Paso 8. Determinacion del triangulo

Eratostenes uso el ARDA indirectamente,
para establecer la m£ATS. Segln las con-
diciones dadas:

Jqué tipo de triangulo es ARDA? ;Qué da-
tos del ARDA podria necesitar Eratostenes
para calcular la m£ATS? Explica tu res-
puesta.

Se espera que los estudiantes digan que el AADR es rec-
tangulo, dadas las condiciones impuestas por Eratdste-
nes. Ahora bien, dado que £ATS y ZADR son congruen-
tes, se espera que los estudiantes se percaten que traba-
jando en el AADR y estableciendo la medida de ZADR,,
indirectamente tenga la medida del 2ATS.

Respecto a como trabajar con dicho triangulo para esta-
blecer la m£ADR, surgen, por lo menos, las siguientes
dos hipotesis:

1) Mediante el uso de razones trigonométrica: dado que
el 4ADR es rectangulo en A y conocida AD (altura
de gnomon) y AR (la medida de la sombra del gno-
mon), se usa el Teorema de Pitdgoras para hallar RD,,

RD? = AR? + AD?

RD =+/AR? + AD?

Luego se usa la razon trigonométrica de seno:

(m+£ADR) =
-
sen(m R

AR)
RD
Otra manera puede basarse en el uso la razon trigo-
nométrica del coseno:

msADR = sen™?! (

(mzADR) =
_4p
coS RD

2ADR = cos™! (AD>

m =cos™ |\ zp
Ahora bien, sino se usa el Teorema de Pitdgoras para
hallar HK, la medida del 4ngulo en cuestion se po-
dria establecer con la razon trigonométrica de tan-

gente:
AR
tan(m<ADR) = D
msADR = tan™! (£>
AD

Para abordar estos posibles errores, el profe-
sor puede implementar las siguientes estra-
tegias de gestion:

1. Revisar los conceptos del Teorema de
Pitagoras, las razones trigonomeétricas y
sus aplicaciones, asi como la ley de se-
nos y cosenos. Si los estudiantes no han
tenido un proceso educativo relativo a
estos aspectos, el profesor podria sugerir
que consulten recursos en la web como
el siguiente: https://brianstiffcha-
con.wixsite.com/fcm-matematicas En
ese link se encuentra una pagina web
que presenta los objetos protagonistas,
mostrando su aplicacion y sustento de su
validez. En el marco del estudio corres-
pondiente de dicha pagina web, el profe-
sor puede orientar ciertos aspectos, enfo-
cados particularmente en el uso de tal
hecho para el calculo de la medida de un
angulo.

2. Realizar ilustraciones, paso a paso, sobre
cémo aplicar correctamente cada meé-
todo en GeoGebra. Mostrar ejemplos
claros de cada técnica para calcular an-
gulos y lados.

3. Permitir a los estudiantes realizar ejerci-
cios en GeoGebra bajo supervision,
donde puedan aplicar cada una de las
técnicas trigonométricas discutidas y re-
cibir retroalimentacion inmediata.

4. Proporcionar hojas de trabajo, videos tu-
toriales o enlaces a simulaciones que ex-
pliquen el uso de trigonometria en trian-
gulos rectangulos. Esto puede ayudar es-
pecialmente a aquellos estudiantes que
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2) Mediante la ley de senos, conocidos AK y KH:
sen(msADR) sen(m4RAD)
AR B RD
Dado que el 4ADR es rectangulo en A, entonces
sen(msADR) sen(90°)

AR RD
(m+£ADR) = AR
sen(m = 2D
2ADR = -1 (AR>
m =sen™ (25

Mediante la ley de coseno, conocidas las medidas de
los lados del 4ADR:

AR? = AD? + RD? — 2(AD)(RD)cos(mADR)
AR? — (AD? + RD?)
—2(AD)(RD)

Lo cual es equivalente a cos(m£AHK) = % dado

cos(ms2ADR) =

que el 4ADR es rectangulo en A. Asi,

AD
2ADR = -1 (—)
m coS RD

AADR = 26.16°

Figura 27. Determinacion del triangulo

necesitan un repaso adicional o diferen-
tes enfoques para entender los concep-
tos.
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Los conceptos matematicos se le logran utilizar en este
paso son:

- Definicion de triangulo rectangulo

- HG “Teorema” Pitagoras

- Definicion de relaciones trigonométricas
- Leydeseno

- Ley de coseno

Los posibles errores o dificultades de resultados de los
estudiantes al realizar el Paso 8 son:

1.

Los estudiantes pueden cometer errores al aplicar el
teorema, por ejemplo, sumando en lugar de restar los
cuadrados de los lados o confundiendo los lados del
triangulo al asignar sus valores.

Usar seno, coseno o tangente incorrectamente basan-
dose en los lados conocidos o el angulo que desean
encontrar.

Errores al calcular la inversa trigonométrica, en la
confusién sobre cuando y como usar funciones in-
versas como sen™?, cos™! o tan™1.

Aplicacion incorrecta de la ley de senos o cosenos en
un triangulo rectangulo, especificamente, la ley de
cosenos raramente se necesita en un triangulo rectan-
gulo, ya que el Teorema de Pitagoras es mas directo
y Menos propenso a errores.

Medicion incorrecta de lados y angulos en GeoGe-
bra, los estudiantes pueden no medir correctamente
las distancias o angulos utilizando las herramientas
de GeoGebra, o podrian no ajustar correctamente la
escala del dibujo para sus calculos.

Paso 9. Determinacion del angulo y el perimetro
de la Tierra segun Eratostenes

La historia cuenta que Eratostenes deter-
mind que la m£ATS = 7°12'. Si se toma
dicho dato como verdadero, y sabiendo que
mAS era 5000 estadios,

Se espera que los estudiantes utilizando la m£ATS =
7°12'. y la distancia entre Siena (S) y Alejandria (A) de
5000 estadios, los estudiantes puedan aplicar la relacién
proporcional entre el angulo subtendido y el &ngulo total
de un circulo (360 grados) para encontrar el perimetro de
la Tierra. A partir del perimetro, los estudiantes deberan
utilizar la férmula;

Para abordar estos posibles errores, el profe-
sor puede implementar las siguientes estrate-
gias de gestion:

1. Antes de comenzar los calculos, asegu-
rarse de que todos los estudiantes entien-
dan como convertir minutos a grados de-
cimales y viceversa.
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(Cual es el perimetro de la circunferencia
de la Tierra? | Cudl es la medida del radio
de la Tierra? Explique [sugerencia: use
toda la informacion provista a lo largo de
la Secuencia de tareas].

Dada una © T,., entonces
360
mcsATS
Sustituyendo los valores medidos y estimados anterior-
mente, puedan concluir que:

PC)TT = mg.\s‘

360°
7°12"
Por, = 5000 estadios - 50
Por, = 25000 estadios

Los posibles errores o dificultades de resultados de los

estudiantes al realizar el Paso 9 son:

1. Los estudiantes pueden cometer errores al convertir
minutos a grados decimales, lo cual es crucial para
la correcta proporcion en el célculo del perimetro.

2. Errores al establecer la proporcion correcta entre el
angulo subtendido y los grados totales de un circulo,
o errores aritméticos al multiplicar por 360.

3. Confusién al manejar unidades como en este caso los
estadios.

Por, = 5000 estadios -

2. Mostrar ejemplos detallados de como es-

tablecer y resolver la proporcion para cal-
cular el perimetro, utilizando tanto la pi-
zarra como software como GeoGebra.

Discutir en clase la importancia de la pre-
cisién en el uso de unidades y constantes,
especialmente en contextos historicos y
cientificos.

Paso 10. Unidades de medida para hallar el peri-
metro de la Tierra.

Establezca el perimetro de la circunferencia de la

Tierra y la medida del radio de la Tierra usando

como unidad de medida el kilometro suponiendo

que:

o  Eratostenes uso como unidad de medida un
estadio dtico-italiano

o Eratostenes uso como unidad de medida un
estadio egipcio

(Cudl de los dos resultados se acerca mas a las

medidas conocidas actualmente tanto para el pe-

rimetro como para el radio de la tierra?

[haga una consulta para conocer tales medidas
actuales].

Los estudiantes deberan usar la regla de tres di-
recta para determinar las equivalencias.

La medida del estadio que uso Eratdstenes equi-
vale, aproximadamente, 157,5 m. Con lo cual,

Por = 250000 estadios - 157,5m
Poc =39.375km

Para convertir las medidas del perimetro y radio de la
Tierra de estadios a kilémetros, primero necesitamos sa-
ber las conversiones especificas para cada tipo de estadio
que Eratostenes podria haber usado: el estadio atico-ita-
liano y el estadio egipcio.

Usando estas conversiones para calcular el perimetro y
el radio de la Tierra en kilémetros para cada tipo de es-
tadio. Luego comparando los resultados con las medidas
modernas del perimetro y el radio de la Tierra.

Los posibles errores o dificultades de resultados de los
estudiantes al realizar el Paso 10 son:

Para abordar estos posibles errores, el profe-
sor puede implementar las siguientes estrate-
gias de gestion:

1.

Proporcionar una leccién o material de
referencia sobre las conversiones de uni-
dades especificas para cada tipo de esta-
dio, asegurandose de que los estudiantes
comprendan las diferencias.

Proponer ejercicios practicos de conver-
sion de unidades antes de proceder con
los célculos del perimetro y el radio.
Demostraciones en clase sobre como
aplicar las férmulas para calcular el peri-
metro y el radio, usando ejemplos claros
y resolucién paso a paso.

Sesiones de préctica en clase donde los
estudiantes puedan calcular estos valores
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Recuerde que un estadio Atico-italiano se estima
que mide aproximadamente 184,8 m, mientras que
un estadio egipcio en aproximadamente 157,5 m.

1.

Errores de conversion: Puede haber errores en la
conversion de estadios a kilémetros si los estudiantes
usan valores incorrectos 0 malinterpretan las unida-
des.

Célculos incorrectos: Errores en el uso de formulas
para calcular el perimetro y el radio pueden llevar a
resultados incorrectos.

Comparacidn incorrecta: Los estudiantes pueden te-
ner dificultades para contextualizar sus resultados
frente a los datos modernos, especialmente si no en-
tienden como comparar las magnitudes o no tienen
acceso a los datos actuales.

bajo supervision, permitiendo la correc-
cion inmediata de errores.

Emplear herramientas como calculadoras
en linea o software como GeoGebra para
ayudar en los calculos y visualizaciones.
Acceso a bases de datos o recursos edu-
cativos que provean las medidas moder-
nas de la Tierra para facilitar comparacio-
nes precisas.

Organizar discusiones sobre cémo las
mediciones de EratOstenes se comparan
con las modernas y lo que esto implica
sobre el desarrollo de la ciencia geogra-
fica y astrondmica.

Reflexionar sobre la precision y los mé-
todos antiguos frente a los modernos, fo-
mentando una apreciacion de los avances
en la medicion y el entendimiento de
nuestro planeta.

86



4.4 Tercera secuencia: Modelacion del método de Eratostenes con simuladores

en tiempo real

En esta seccion, se presenta una secuencia de tareas centrada en la simulacion del método de
Eratdstenes utilizando aplicaciones digitales. En esta secuencia se simulard el método usando datos
“reales” provistos por los aplicativos y experimentaciones con objetos reales como la sombra de
un palo generada por el Sol que el estudiante mismo debe gestionar. Si bien, con la secuencia previa
se ha generado una sustentacion del método y con la primera se ha verificado la eficacia del mismo,
con esta secuencia se podra desarrollar el método y verificarlo con datos que si corresponden con

la realidad.

A lo largo de esta secuencia, los estudiantes trabajaran en actividades grupales, compartiran sus
propuestas y validaran colectivamente las soluciones, siguiendo indicaciones que asegura una in-

mersion profunda y un aprendizaje colaborativo.

Descripcion de los materiales y recursos: Para llevar a cabo la secuencia de tareas utilizando
simuladores digitales en el estudio del método de Eratostenes, se necesitaran los siguientes mate-

riales y recursos:

o Computadoras o tabletas con acceso a aplicaciones digitales: Dispositivos a través de los
cuales se pueda ejecutar aplicaciones como Google Earth.

o Acceso a internet: Conexion estable y rapida para garantizar el acceso continuo a los aplica-
tivos, videos educativos y recursos en linea. Facilitar la visualizacion de videos explicativos y
la busqueda de informacion adicional necesaria para las tareas, en este caso, centrada en la
tabla de ecuacion del tiempo.

o Proyector o pantalla: Equipo audiovisual con buena resolucion y tamafio adecuado para que
todos los estudiantes puedan ver claramente las presentaciones y demostraciones. Utilizarlo en
presentaciones grupales y demostraciones en vivo de las tareas realizadas en las aplicaciones.

o Material manipulable: Un palo de escoba o un recogedor que se puedan mantener estable

sobre la superficie del suelo, perpendicular a este.

A continuacion, presentamos la Tabla 7 donde describe los enunciados, respuestas deseables o
esperados de los estudiantes y sus respectivas sugerencias de gestion del profesor de la primera

secuencia.
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Modelacion del método con simuladores en tiempo real

Expectativa de aprendizaje:
Simular el método de Eratdstenes para calcular el perimetro de la tierra en tiempo real y con datos reales del macro espacio usando recursos digitales disponibles en la red.

En las secuencias anteriores has tenido la oportunidad de conocer el método de Eratdstenes para calcular el perimetro de la Tierra y sustentar razonabilidad. Sin embargo,
no has tenido oportunidad de hacer exactamente lo que ¢l hizo, con datos “reales” (desde tu ubicacion al punto de interseccion entre el tropico de cancer y el meridiano de
tu ubicacion) y siguiendo las indicaciones de tiempo llevada a cabo por él (tomar unas medidas especificas al medio dia del solsticio de verano del hemisferio norte). Por
supuesto, hacerlo implica conocer esos datos y tener solo una oportunidad en el afio (aquel dia del solsticio de verano). Sin embargo, con recursos digitales actuales y un
ajuste de caracter temporal es posible desarrollar el método en tiempo real y con datos reales, dados por simuladores virtuales de La Tierra. ; Como hacerlo? Mediante la
siguiente secuencia tendras respuestas a esta pregunta. Necesitards tener un dispositivo con acceso a internet y Google Earth. Ademads, debe contar con una varilla que

simule un gnomon; un recogedor doméstico podria ser suficiente. Veamos:

Tarea 1. Ubicacion en el espacio

ENUNCIADOS DE LA TAREA

RESPUESTAS DESEABLES O ESPERADAS DE LOS ES-
TUDIANTES

SUGERENCIAS DE GESTION DEL PRO-
FESOR

Paso 1. Establece tu ubicacion en coordenadas

Abre Google Earth en tu dispositivo. Esto puede
ser a través de la aplicacion movil en tu celular o
Tablet, o utilizando un navegador web en tu
computadora.

Busca el boton “mostrar tu ubicacién”, usual-
mente representado por un icono de punto o cruz
ubicado en la parte inferior derecha de la panta-
lla. Este botén puede variar ligeramente en di-
sefio entre la version de escritorio y la movil,
pero su funcion es la misma.

Haz clic o toca este botéon. Automaticamente
centrara el mapa en tu ubicacion actual, marcan-
dola claramente en el mapa. Este punto lo repre-
sentaremos intuitivamente como A.Una vez
centrado el mapa en tu ubicacion, puedes visua-
lizar una ventana de tus coordenadas exactas
tanto de la longitud y latitud.

Los estudiantes logran centrar el mapa en su ubicacion actual, obte-
niendo las coordenadas de latitud y longitud exactas de donde se en-
cuentran. Ademas, aprenden a identificar y entender la representa-
cién de las coordenadas geograficas en términos de latitud (N/S) y
longitud (E/O). Mejoran sus habilidades en el manejo de herramien-
tas tecnoldgicas y aplicaciones de mapeo.

) 9w @ v (]

2000m | Camers: 154 2407

Google © 100 Data riuisn

Figura 28. Ubicacion en coordenadas en Google Earth

Los posibles errores o dificultades de resultados de los estudiantes al
realizar el Paso 1 son:

1. Los estudiantes pueden tener dificultades para acceder a Google
Earth debido a conexiones a internet inestables o lentas.

2. EI GPS o la localizacion por red puede no ser precisa, especial-
mente en interiores o areas urbanas densamente pobladas.

3. Algunos estudiantes pueden no encontrar facilmente el botdn de
ubicacién debido a diferencias en la interfaz entre dispositivos
méviles y de escritorio.

Para abordar estos posibles errores, el profesor
puede implementar las siguientes estrategias de
gestion:

1. Asegurarse de que todos los estudiantes
tengan acceso a una conexion de internet
estable antes de la actividad.

2. Tener listos dispositivos alternativos o una
ubicacion con buena sefial de GPS.

3. Proporcionar instrucciones claras y detalla-
das, posiblemente con imagenes o un video
demostrativo, sobre como usar Google
Earth y encontrar el boton de ubicacion.

4. Ensefar previamente sobre latitud y longi-
tud para asegurar la comprension de estos
conceptos.

5. Caminar por el aula para ayudar a los estu-
diantes que luchen con la tecnologia o la ta-
rea especifica.
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4. Puede haber confusidn sobre qué representan las coordenadas y
coémo se leen o interpretan.

Paso 2. Encontrar las coordenadas exactas en el
tropico de cancer

Después de identificar tu longitud y latitud, uti-
liza el control de zoom de Google Earth para ale-
jar la vista y visualizar el globo terrdqueo. Luego
en la aplicacion en la parte superior en las herra-
mientas habilita “Show gridlines” para poder vi-
sualizar el tropico de céancer.

Ahora, ubica un punto de referencia en el tropico
de cancer de tal modo que lo ubiques con el bus-
cador de la aplicacion; la latitud 23°26"14” (tr6-
pico de cancer) y coincida con tu longitud. Este
punto lo representaremos como B.

¢ Qué coordenadas tendria este punto?

Los estudiantes deberian ser capaces de alejar la vista en Google
Earth para ver todo el globo terraqueo. Deberan poder habilitar la
opcion "Show Gridlines" como se ilustra en la Figura 27, para visua-
lizar las lineas de longitud y latitud, incluyendo la linea ecuatorial.
Ubicaran correctamente un punto en el trépico de cancer que tenga
la misma longitud que su ubicacion original (Punto A).

File View Add Tools Help
Show gridlines Ctrl+G |
>z |
Layers Ctrl+B
Hide menu bar Ctrl+Shift+B

Figura 29. Herramienta para visualizar la linea ecuatorial
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Figura 29. Busqueda del punto B

Para abordar estos posibles errores, el profesor
puede implementar las siguientes estrategias de
gestion:

1. Mostrar en una pantalla grande o mediante
un proyector como realizar cada paso, in-
cluyendo cémo alejar la vista, activar las
lineas de cuadricula y encontrar el punto
B.

2. Proporcionar capturas de pantalla o folle-
tos que ilustren donde y como activar las
opciones necesarias en Google Earth.

3. Antes de la actividad, explicar qué es la li-
nea ecuatorial y cémo se relaciona con las
coordenadas de latitud y longitud.

4. Reforzar coémo leer y entender las coorde-
nadas en un mapa o globo.

5. Se puede explicar este paso 2 con el si-
guiente video, aunque alli se utiliza la apli-
cacién Google Maps en vez de Google
Earth pero es el mismo procedimiento:
https://www.youtube.com/watch?v=H4ci0

uPc9XQ
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https://www.youtube.com/watch?v=H4ci0uPc9XQ
https://www.youtube.com/watch?v=H4ci0uPc9XQ
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Figura 31. Ubicacion del punto B

Los posibles errores o dificultades de resultados de los estudiantes al
realizar el Paso 2 son:

1. Dificultad en el uso de herramientas: Algunos estudiantes po-
drian tener problemas para encontrar y activar la opcién "Show
Gridlines".

2. Comprension del tropico de cancer: Puede haber confusién so-
bre qué representa el trépico de cancer y cémo encontrarla.

3. Navegacion y zoom: Problemas para controlar el zoom y nave-
gar por el mapa para alinear correctamente la longitud con la
linea ecuatorial.

4. ldentificacion de coordenadas exactas: Dificultad para leer o in-
terpretar las coordenadas exactas del punto B una vez ubicado.

Paso 3. Hallar la distancia entre estas dos ubi-
caciones

Debes medir la distancia entre tu ubicacion ac-
tual y el punto en el trépico de cancer que coin-
cide con tu longitud, con la herramienta
“Measure distance and area”. Explora.

¢Cudl es la distancia entre estos dos puntos de
referencia?

Los estudiantes aprenderan a utilizar la herramienta “Measure dis-
tance and area” en Google Earth para medir la distancia entre dos
puntos. Entenderan como se mide la distancia en linea recta sobre la
superficie terrestre entre dos puntos de coordenadas diferentes. Apli-
caran sus conocimientos de latitud y longitud en una tarea practica
que involucra el calculo de distancias.
Q  0°N 74% Q w |(E) -
Measure distance and area

Figura 32. Herramienta para hallar distancias en Google Earth

Para abordar estos posibles errores, el profesor
puede implementar las siguientes estrategias de
gestion:

1. Realizar una demostracion en vivo de
cémo acceder y usar la herramienta
“Measure distance and area”. Mostrar tam-
bién como seleccionar correctamente los
puntos de inicio y fin para la medicion.

2. Proporcionar instrucciones visuales o
guias paso a paso que los estudiantes pue-
dan seguir durante la actividad.

3. Asegurarse de que cada estudiante o grupo
de estudiantes reciba atencion individual
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Los posibles errores o dificultades de resultados de los estudiantes al
realizar el Paso 1 son:

1. Algunos estudiantes pueden tener problemas para encontrar o
usar correctamente la herramienta de medicidn en Google Earth.

2. Puede haber imprecisiones al seleccionar el punto de ubicacion
actual o el punto en la linea ecuatorial, afectando la medicién de
la distancia.

3. Los estudiantes podrian tener dificultades para entender o inter-
pretar las unidades de medida (kilometros, millas) mostradas por
la herramienta.

4. Navegar y manejar la aplicacion puede ser desafiante para algu-
nos, especialmente si no estan familiarizados con herramientas
de mapeo digital.

durante la actividad para resolver cualquier
problema técnico o de comprension.

4. Configurar estaciones de trabajo donde los
estudiantes puedan practicar la medicion en
presencia de un instructor o asistente.

5. Explicary revisar las diferentes unidades de
medida que pueden utilizar en Google
Earth (kilémetros, millas) y como convertir
entre ellas si es necesario.

6. Incluir una discusion sobre como la forma
y tamafio de la Tierra pueden afectar las
mediciones de distancias reales.

Paso 4. Establecer la fecha de la simulacion del método

Para replicar el método de Eratéstenes y medir
la circunferencia de la Tierra, es crucial que eli-
jas un dia en que el cielo esté completamente
despejado y soleado. Esta condicion es esencial
porque el método se basa en medir la longitud de
las sombras proyectadas por objetos verticales
(como varillas o columnas) en dos localizacio-
nes diferentes al mismo tiempo del dia, tipica-
mente durante el mediodia solar, cuando el sol

En este paso del proceso, los estudiantes tendran la responsabilidad
de seleccionar un dia especifico que sea ideal para aplicar el método
de Eratostenes. Esta eleccion es crucial, ya que las condiciones cli-
maticas deben ser Optimas para la observacion y medicion de las som-
bras, elementos centrales de este método. Se recomienda que los es-
tudiantes consulten previamente prondsticos meteorologicos para
asegurar un cielo despejado y soleado. Ademas, se deberia considerar
la coordinacién con el calendario académico para evitar conflictos
con otras actividades escolares. Esta planificacion detallada y cuida-
dosa permitird a los estudiantes aprovechar al maximo la experiencia

El profesor debe enfatizar la importancia de se-
leccionar un dia soleado y con pocas nubes para
el adecuado desarrollo del método. Ademas,
puede recomendar a los estudiantes consultar
paginas web que pronostiquen el clima, asegu-
rando asi las condiciones Optimas para la tarea.
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alcanza su punto mas alto en el cielo en cada ubi-
cacion.

educativa que ofrece el método de Eratdstenes, facilitando una com-
prension més profunda de los conceptos geométricos y astrondmicos
que se exploran a través de su aplicacion.

Paso 5. Determina la ecuacion del tiempo

La "ecuacion del tiempo" es un concepto utili-
zado para corregir la diferencia entre el tiempo
solar verdadero, que varia a lo largo del afio de-
bido a la inclinacion del eje terrestre y la forma
eliptica de la orbita de la Tierra alrededor del Sol,
y el tiempo solar medio, que asume un sol virtual
moviéndose a una velocidad constante a lo largo
del ecuador celeste. Esta diferencia puede ser po-
sitiva o negativa y cambia dia a dia a lo largo del
aflo.

Para ello utiliza la siguiente tabla de la ecuacion
del tiempo:

En la tabla de la ecuacion del tiempo, busca la
fecha seleccionada. Esta te indicara el ajuste ne-
cesario en minutos que debes aplicar al tiempo
solar medio para obtener el tiempo solar verda-
dero. El valor indicado puede ser positivo o ne-
gativo, lo que significa que debes sumar o restar
ese tiempo al mediodia local para encontrar el
momento exacto en que el Sol estara en su punto
mas alto en el cielo, es decir, en el meridiano so-
lar.

¢ Cudl seria tu ecuacion del tiempo segun el dia
que elegiste?

Los estudiantes aprenderan sobre la ecuacion del tiempo y su impor-
tancia en la correccion del tiempo solar medio frente al tiempo solar
verdadero. Seran capaces de leer y aplicar correctamente la informa-
cion de la tabla de la ecuacion del tiempo para ajustar el mediodia
local y determinar el momento exacto del meridiano solar. Utilizaran
este conocimiento para realizar observaciones precisas del sol en su
punto mas alto, integrando conceptos astronémicos y matematicos.

Los posibles errores o dificultades de resultados de los estudiantes al
realizar el Paso 1 son:

1. Los estudiantes podrian tener dificultades para entender la dife-
rencia entre el tiempo solar medio y el tiempo solar verdadero.

2. Podrian leer incorrectamente los valores de la tabla o aplicar de
manera equivocada el ajuste al mediodia local.

3. Calcular mal el tiempo exacto para la observacién debido a con-
fusiones con la suma o resta de minutos.

4. Tener problemas para observar el sol en el momento exacto de-
bido a la imprecision en los calculos o la falta de un reloj preciso.

Para abordar estos posibles errores, el profesor
puede implementar las siguientes estrategias de
gestion:

1. Antes de la actividad, explicar en detalle la
ecuacion del tiempo y la importancia de las
correcciones para determinar el tiempo so-
lar verdadero.

2. Proporcionar una indicacién clara paso a
paso sobre cdmo leer y utilizar la tabla de la
ecuacion del tiempo.

3. Asegurarse de que los estudiantes tengan
acceso a relojes precisos o cronémetros
para realizar sus observaciones.

4. Estar presente durante las observaciones
para ayudar a ajustar el tiempo de observa-
cion si es necesario.

5. Después de la observacion, discutir los re-
sultados y las experiencias de los estudian-
tes para reforzar el aprendizaje y corregir
cualquier malentendido.

A continuacion, presentamos un ejemplo claro
de como abordar este paso 5 con las indicacio-
nes dada, suponiendo que el dia escogido para
aplicar el método es el 15 de agosto del 2024.

o Buscar el Ajuste de la Ecuacion del

Tiempo

Para el 15 de agosto, supongamos que la tabla
de la ecuacion del tiempo indica un ajuste de -4
minutos. Esto significa que el tiempo solar ver-
dadero es 4 minutos antes del tiempo solar me-
dio.
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o Determinar el Tiempo Solar Medio
El tiempo solar medio se basa en el estandar de
mediodia solar, que en este caso es a las 12:00
PM (hora local).
o Aplicar el Ajuste de la Ecuaciéon del

Tiempo
Dado que el ajuste es -4 minutos, debemos res-
tar esta cantidad del tiempo solar medio para en-
contrar el tiempo solar verdadero. Entonces, el
calculo seria:

e Tiempo solar medio: 12:00 PM

e Ajuste de la ecuacion del tiempo: -4

minutos

12:00 PM - 4 minutos = 11:56 AM
o Resultado
Para el 15 de agosto, el Sol estara en su punto
maés alto en el cielo (el meridiano solar) a las
11:56 AM (hora local) en lugar de a las 12:00
PM.

Paso 6. Aplicacion del método

Con los preparativos completos para aplicar el
método de Eratdstenes, incluida la seleccion de
la fecha y la correccion horaria segun la ecuacion
del tiempo, el siguiente paso es realizar la obser-
vacion y medicion de las sombras para calcular
la circunferencia de la Tierra.

- Escoge un lugar al aire libre, como el patio
de un colegio o cualquier espacio abierto
que tenga una superficie plana. Este sitio
debe estar libre de obstrucciones que pue-
dan alterar la sombra del palo que hara las
veces del gnomon (una varilla perpendicu-
lar al suelo, puede ser un recogedor de ba-
sura domésticos).

- Colocacion: Coloca el objeto que simula el
gnomon perpendicular al suelo. Asegurate
de que esté perfectamente perpendicular al

Los estudiantes deberan instalar correctamente el gnomon en el
suelo, asegurandose de que esté perfectamente vertical. Deberan me-
dir con precision la longitud del gnomon y la longitud de su sombra
en el momento adecuado. Aplicaran las medidas obtenidas para cal-
cular el angulo de la sombra y, posteriormente, usaran este angulo
para estimar la circunferencia de la Tierra.

Figura 34. Estudiantes realizando el método de Eratostenes

Para abordar estos posibles errores, el profesor
puede implementar las siguientes estrategias de
gestion:

1. Antes de la actividad, demostrar como colo-
car correctamente el gnomon en vertical uti-
lizando un nivel.

2. Durante la actividad, caminar entre los gru-

pos de estudiantes para verificar y corregir
la posicion del gnomon.

3. Realizar un taller previo para ensefiar como

medir longitudes con precision, utilizando
herramientas adecuadas como cintas métri-
cas.

4. Permitir que los estudiantes practiquen la

medicioén de longitudes en un entorno con-
trolado antes de la actividad real.
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suelo para una medicion precisa. Puedes
usar un nivel para verificar su verticalidad.

- Medicion del Gnomon (LG): Mide la longi-
tud del gnomon desde su base hasta su punto
mas alto. Anota esta medida, ya que la nece-
sitaras para los calculos posteriores.

- Marca la Sombra: Justo en el momento cal-
culado (ajustado por la ecuacion del
tiempo), observa la sombra que el gnomon
proyecta. Con una tiza o cualquier otro mar-
cador temporal, sefiala en el suelo el punto
donde termina la sombra del gnomon.

- Medicion de la Sombra (LS): Mide la dis-
tancia desde la base del gnomon hasta el ex-
tremo de la sombra marcada. Esta es la lon-
gitud de la sombra que necesitaras para los
calculos.

Anota cuidadosamente tanto la longitud del gno-

mon (LG) como la longitud de la sombra (LS).

Estos datos son cruciales para calcular el angulo

de la sombra, que a su vez te permitira estimar la

circunferencia de la Tierra utilizando las féormu-
las matematicas correspondientes.

Nota: Martinez, A, 2009. Alumnos del cabanillas y de un instituto
polaco miden la circunferencia terrestre. Pontevedra, Espaiia.

Los posibles errores o dificultades de resultados de los estudiantes al
realizar el Paso 1 son:

1.

2.

El gnomon puede no estar perfectamente vertical, afectando la
precision de las sombras proyectadas.

Medir incorrectamente la longitud del gnomon o la longitud de
la sombra puede llevar a calculos erroneos del angulo de la som-
bra.

No realizar la observacion en el momento correcto ajustado por
la ecuacién del tiempo puede resultar en una medicién incorrecta
de la longitud de la sombra.

Los estudiantes podrian tener problemas para aplicar las formu-
las matematicas necesarias para calcular el angulo de la sombra
y la circunferencia de la Tierra.

Explicar detalladamente como y por qué
ajustar el tiempo de observacion segun la
ecuacion del tiempo.

Recordar a los estudiantes el tiempo exacto
de observacion durante el dia de la activi-
dad.

Proporcionar una hoja con las féormulas ne-
cesarias y ejemplos de como aplicarlas.
Ayudar a los estudiantes con los célculos
durante la actividad, asegurandose de que
comprenden cada paso del proceso.
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CAPITULO V. CONCLUSIONES

El trabajo de grado ha procurado promover mediante una secuencia de tres tareas, la integracion
de métodos antiguos de medicion geométrica para grandes longitudes, como el método de Eratos-
tenes para el calculo del perimetro de La Tierra, dentro de un marco educativo contemporaneo.
Esto es, procura llevar al aula de clase una situacion de la astronomia antigua para estudiarla con
objetos de la geometria y la trigonometria. Este estudio enfatizamos en el andlisis didactico de esta
secuencia didactica siguiendo la propuesta de Gémez et al. (2018). En este capitulo presentamos
las conclusiones relativas a nuestro trabajo de grado en relacion con tres apartados especificos: el
cumplimiento parcial o completo de los objetivos planteados en este TG; los aportes y aprendizajes
que nos dejo a nosotros como futuros profesores; y, las dificultades presentadas durante la elabo-

racion de las secuencias junto con su panorama.
Evaluacion de Objetivos Especificos

Para realizar un balance detallado en la Tabla 6, se ha considerado cada objetivo especifico (EO)

propuesto en la seccion (1.2.1 Capitulo 1) y se describe la forma, la medida y las dificultades aso-

ciadas en que se alcanzo:

Tabla 6. Tabla de Cumplimiento de Objetivos Especificos

Objetivo especifico

Nivel de alcance

OEl: Describir el método de
Eratostenes para hallar el peri-
metro de la Tierra, decantando
los objetos de la geometria y
trigonometria presentes en €l.

En el capitulo 2 procuramos hacer una descripcion detallada del método de Era-
tostenes, empleando los tipos de objetos primarios propuesto por el Enfoque Onto-
Semiotico. Asi, mediante esa descripcion, destacamos los elementos de la geome-
tria y la trigonometria que permiten sustentar la razonabilidad del método.

No hubo espacio para hacer un estudio juicioso del error involucrado en el mé-
todo. Este podria tener sus bases en dos datos: la medida del angulo clave (el
generado por el gnomon y el rayo de sol que “atraviesa” su extremo) y la medida
de longitud entre Alejandria y Siena. Hacer un estudio de estos asuntos, sobre todo
lo relativo al primero asunto en cuanto la modelacion de la direccion de los rayos
de luz del Sol podria ser interesante.

OE2. Disefiar secuencias de ta-
reas que promueva el estudio
del método de Eratostenes y, en
ese marco, el estudio del uso de
algunos objetos de la geome-
tria y la trigonometria (e.g., ra-
zones trigonomeétricas, ley de
senos y de cosenos)

Se disefiaron tres secuencias de tareas, expuestas en el capitulo 4 de este docu-
mento: una relativa a la verificacion del método de Eratostenes mediante la simu-
lacion del mismo con material concreto que involucra datos del microespacio. La
segunda relativa a modelacion del método con GeoGebra y a promover sustentos
teoricos (de la geometria y la trigonometria — razones trigonométricas, ley de se-
nos y de cosenos —) de su razonabilidad. Y la final asociada a una simulacion del
método en tiempo real con datos reales del macro espacio y, usando recursos di-
gitales y material concreto.

OE3: Hacer una descripcion de
las secuencias de tareas disefia-
das, de forma tal que se logre
identificar su potencial para

En capitulo 4 expone una descripcion, con cierto detalle, de las tareas o indicacio-
nes que compone cada una de las secuencias disefiadas. Para ello, seguimos la
propuesta de descripcion de tareas propuesta por Gomez et al (2018). Para precisar
aspectos relativos a los requisitos y las metas, usamos la propuesta de tipos de
objetos primarios del Enfoque Onto-Semiético (2007).
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precisar maneras de articula- | No se tuvo el espacio para pilotear las secuencias; con lo cual todas nuestras des-
cion entre la trigonometria, la | cripciones son basadas en un analisis a priori de corte tedrico el cual, como ad-
geometria y la astronomia. vierten Gomez et al. (2018) es valioso. Sin embargo, el contraste con los resulta-

dos de una implementacion piloto hubiese podido ser valioso para enriquecer las
dificultades en el abordaje de cada indicacion o solicitud y posibles maneras de
gestionarlas.

Aprendizajes clave

Este estudio ha proporcionado multiples aprendizajes valiosos en diversos ambitos:

Matematicas: Profundizacion en la aplicacion préctica de la trigonometria y la geometria,
demostrando que estos campos no solo son esenciales para la comprension tedrica sino
también para aplicaciones reales como la medicion de distancias y perimetros grandes. En
ese marco del potencial del uso de métodos historicos como recursos para estudiar objetos
de las matematicas y proveerles cierto significado. En particular, tuve la ocasion de conocer
como aspectos de la trigonometria permiten sustentar la razonabilidad del método llevado
a cabo por Eratostenes para calcular la circunferencia de la Tierra.

Didactico: Se tuvo la oportunidad de reconocer la exigencia y la complejidad que implica
el disefio de una secuencia de tareas bajo una cierta sistematicidad. En ese marco, me per-
caté de la necesidad de tener un conocimiento de tipo (i) matematico solido al hacer el
disefio, (i1) mediacional sobre el potencial de los artefactos (concretos y digitales —geogebra
y aplicativos de la web—) y su articulacion para promover el estudio de una situaciéon o un
objeto matematico, y (iii) cognitivo e interaccional para reconocer posibles dificultades de

los estudiantes al resolver la tarea y posibles maneras para gestionarlos.

Horizonte y Limitaciones del Trabajo de Grado

El estudio también establece una base para futuras investigaciones y practicas educativas, ademas

de reconocer sus limitaciones actuales:

Futuras Direcciones:

e FExpansion temdtica: Incluir otros métodos de medicion historicos para calcular la cir-
cunferencia de La Tierra (e.g., el de Al Biruni) o para calcular distancia entre astros como

el Sol, la Luna y la Tierra.
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e Desarrollo tecnologico: Crear modulos de aprendizaje que empleen realidad aumentada
y modelado 3D para simular conceptos geométricos en contextos astronémicos y fisicos,

aumentando asi la comprension y la interactividad.
Limitaciones:

Durante el estudio, hubo limitaciones que dificultaron el alance del mismo. En un principio, varios
asuntos de indole familiar afectaron el desarrollo del trabajo de grado; luego, el tomar en cuenta
las exigencias que implican la elaboracion de una secuencia de tareas siguiendo la propuesta de
Gomez et al. (2018) y los aspectos de indole matematico llevaron a que fuéramos cada vez mas
disminuyendo nuestras pretensiones (no abordamos asuntos del error del método de Eratdstenes,
no piloteamos las secuencias, no abordamos el método de Al Biruni ni alguno mas moderno; tam-
poco maneras de calcular la distancia entre otros astros). Tomar conciencia de todo lo que implica
un disefo juicioso (mas aspectos familiares que uno no puede controlar), hicieron que nuestra pro-

puesta se enfatizar en la descripcion a priori del método de Eratdstenes.

97



BIBLIOGRAFIA

Ballesteros, F. (2019) Midiendo el cielo y la Tierra. Bonallerra Alcompas, S. L. Editorial Shakelton
Books. ISBN: 978-84-1361-137-2.

Chaisson, E., & McMillan, S. (2019). Astronomy: A Beginner's Guide to the Universe. (7th ed.)
Pearson.

Diaz, L. (2021) Breve historia de la astronomia. Editorial Guadalmazan.

Egues, J. (2020) Construccion educativa de la geometria y el uso de materiales concretos como
proceso de aprendizaje. Revista Cientifica Multidisciplinar. Nucleo del conocimiento ISSN:
2448-0959. DOI:10.32749/nucleodoconhecimento.com.br/educacion-es/construccion-educa-
tiva.

Estrabon, L. (1991) Geografia. Libros I-1l. Editorial Gredos, S. A. Sdnchez Pacheco, 81.

Flores, P. (2011) Materiales y recursos en aula de matematicas. Departamento de diddctica de
las matematicas. Universidad de Granada.

Freudenthal, H. (1983) Didactical Phenomenology of Mathematical Structures. Dordrecht:

Reidel. Traduccion de Luis Puig, publicada en Fenomenologia didactica de las estructuras ma-
tematicas. Textos seleccionados. México: CINVESTAY, 2001.

Godino, J. D., Batanero, C y Font, V. (2007) The onto-semiotic approach to research in mathematics
education. ZDM. The International Journal on Mathematics Education, 39(1-2), 127-135.

Gomez, P., Mora, M. y Velasco, C. (2018). Anélisis de instruccion. En P. Gomez, Formacion de profe-
sores de matemdticas y practica de aula: conceptos y técnicas curriculares (pags. 197-268). Uni-
versidad de los Andes.

Guevara, L. Puig, C. (2017) Las medidas del mundo. Calendarios, longitudes y matematicas.
Editorial El mundo de las Matematicas.

Linton, C. M. (2004) From Eudoxus to Einstein: A History of Mathematical Astronomy. Cambridge
University Press The first chapter deals with ancient people and early Greek astronomy.

Martinez, A, 2009. Alumnos del cabanillas y de un instituto polaco miden la circunferencia te-
rrestre. Pontevedra, Espaiia.

MEN. (2006) Estandares Basicos de Competencias en Matematicas. Cooperativa Editorial Magiste-
rio.
MEN. (2004). Lineamientos para la educacion matemdtica en la educacion basica y media. Mi-
nisterio de Educacion Nacional.

Molina, O. y Samper, C. (2019) Tipos de problemas que provocan la generacion de argumentos in-
ductivos, abductivos y deductivos. Bolema: Boletim de Educagcdo Matematica, 33(63).
Montiel, G. (2011). Construccion de conocimiento trigonométrico. Un estudio socioepistemolo-
gico. México: Ediciones Diaz de Santos.

Montiel, G. (2013). Desarrollo del pensamiento trigonométrico. México: Ediciones Diaz de San-
tos.

98


https://www.nucleodoconhecimento.com.br/english
https://www.nucleodoconhecimento.com.br/english
https://www.nucleodoconhecimento.com.br/english
http://dx.doi.org/10.32749/nucleodoconhecimento.com.br/educacion-es/construccion-educativa
http://dx.doi.org/10.32749/nucleodoconhecimento.com.br/educacion-es/construccion-educativa

Paupitz, L. (2022) Caracteristicas de aplicativos e simuladores no ensino de astronomia. Jaragua
Do Sul.

Peralta, M., Rodriguez, G. (2008) E! lenguaje y la trigonometria: una mirada desde el plantea-
miento y la resolucion de problemas. Universidad Industrial de Santander Facultad de Ciencias
Escuela de Matematicas Licenciatura en Matematicas.

Sanchez, R., Borja, A. (2022) Geogebra en el proceso de Enserianza-Aprendizaje de las Matema-
ticas Geogebra in the Mathematics Teaching-Learning Process Geogebra no processo de en-
sino-aprendizagem de matematica. Dom. Cien., ISSN: 2477-8818 Vol. 8, nim. 2. Mayo Espe-
cial, 2022, pp. 33-52. DOI: http://dx.doi.org/10.23857/dc.v8i2.2737.

Weinberg, S. (2008). Cosmology. Oxford University Press.

99


http://dx.doi.org/10.23857/dc.v8i2.2737

ANEXOS

Tabla 7. Sistema axiomdtico para el método de Eratostenes

Sistema axiomético — Método de Eratdstenes
Geometria plana
Postulados
P. de la Distancia: Dados dos puntos A y B diferentes, existe un unico x € R con x > 0 tal que x =

AB
P. Angulo nimero: Dado 2ABC, existe un Gnico x € R, con x entre 0y 180 tal que m2ABC = x

Definiciones

D. Triangulo: AABC= AB U BC U CA donde A, B, C no colineales.
D. Rectas perpendiculares: AB L €D siy solosi AB N CD = {X} y2CXA recto
D. Interestancia: El punto B esté entre los puntos Ay C si y solo si:
a) A,BYy C colienales.
b) AC = AB + BC.
Notacion: A— B —-C
D. Angulo: ZABC = BA u BC donde 4, B, C no colineales.
D. Angulos congruentes: ZABC = £MNO siy solo sim£ABC = m2MNO
D

. Rectas perpendiculares: AB L €D siy solosi AB N CD = {X} y2CXA recto

D. Angulo central: Un angulo central es un tipo de angulo cuyo vértice es el centro O de una circunfe-
rencia, y cuyos lados son dos radios correspondientes a dos puntos distintos de la circunferencia Ay B.

D. Angulos alternos externos: Son aquellos angulos entre rectas paralelas y una secante que se encuen-
tran en la zona externa de las rectas paralelas.

D. Angulos alternos internos: Son aquellos angulos entre rectas paralelas y una secante que se encuen-
tran en la zona interna de las rectas paralelas.

D. Tangente a una circunferencia: una linea recta tangente a una circunferencia es aquella que toca la
circunferencia exactamente en un punto.

D. Congruencia de tridngulos: AABC = AMNO siy solosi 2ZA = 2zM, 4B = «N,+2C = 20, AB =
MN,BC = NO,y AC = MO.

Teoremas

T. Recta — Punto: Dada una recta m, existe un punto A € m.
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T. Angulos opuestos vértice: Dados ZABCy ~MBN opuestos por el vértice. Entonces ZABC = ~MBN.

T. Congruencia de angulos alternos externos: Dadas dos rectas n || m intersecada por una secante t,
entonces los angulos alternos externos son congruentes.

T. Recta — Punto: Dada una recta m, existe un punto A € m.
T. Angulos opuestos vértice: Dados ZABCy ~MBN opuestos por el vértice. Entonces ZABC = ~MBN.

T. Congruencia de angulos alternos internos: Dadas dos rectas n || m intersecada por una secante t,
entonces los angulos alternos externos son congruentes.

T. Semejanza de tridngulos: Para que dos triangulos sean semejantes deben cumplir al menos uno de
los siguientes criterios:

- Dos triangulos son semejantes si tienen dos angulos congruentes.
- Dos triangulos son semejantes si tienen los lados correspondientes proporcionales.

- Dos triangulos son semejantes si tienen dos lados correspondiente proporcionales y el angulo
comprendido entre ellos congruente entre si.

T. Par lineal — Congruentes: Si ZABC y £ABD par lineal con ZABC = £ABD entonces ZABC y
£ABD rectos.

T. Punto al lado: Dados puntos A y B diferentes existen un punto C tal que A— B — C.

T. Interseccion de rectas: Si dos rectas diferentes se intersecan, entonces su interseccion es un Unico
punto.

T. 180: En cualquier triangulo, la suma de los angulos interiores es siempre 180 grados.

T. PAI: La suma de los angulos internos de un poligono convexo es siempre 180 grados menos el
namero de tridngulos que se pueden formar dentro del poligono al conectarse todos sus vértices con un
vértice comdn.

Geometria del espacio
Definicion

D. Circunferencia maxima de esfera: es la circunferencia contenida en la esfera que tiene mayor peri-
metro.

T. Circunferencia maxima de esfera: Una circunferencia maxima de una esfera es la interseccion de la
esfera con un plano que contiene el centro de la esfera.

Trigonometria

T. Razones trigonométricas: Dada una circunferencia de cualquier radio y un AOBA rectangulo
con m£AOB = 0 y £LABO recto. Entonces se tiene que3:

3 co: Cateto opuesto; ca: cateto adyacente; hp: hipotenusa.
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co

sing = 22 t9_ca_cost9
hp Ot =0~ sing

ca 1 hp

cosf = — 0 = =—

hp es¢ sinf co

co sinf 1 hp

tanf = — = secH = ==
ca cos0 cosf ca

Ley de Cosenos. Dado cualquier triangulo ABC, con AB = ¢, BC = a'y AC = b tenemos que:

a? = b% + c¢? —2bcCos A
b% = a? + c> — 2acCosB

c2 =a?+ b?—-2abCosC

Ley de Senos. Dado cualquier triangulo ABC, con AB = ¢, BC = a 'y AC = b, tenemos que:

senA_senB_senC
a b  c
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