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2.Descripcion

En este trabajo de grado se realiza una indagaciéon documental sobre las nociones
de variacion (en el campo del Célculo) y variabilidad (en la Estadistica), ya que en
el transcurso de la formacion académica como futuros docentes de matematicas
ha sido una constante encontrarse con que estos términos son utilizados
indistintamente.

Para esto se inicia una revision bibliografica de algunos articulos, libros e
investigaciones, con la finalidad de realizar la caracterizacion y comparacion de las
dos nociones a la luz de categorias establecidas, para posteriormente identificar si
hay diferencia entre ellas o si existe una estrecha relacion, que no permite
distinguir una de la otra, en el momento de referirse a estas en el entorno del aula
de matemaéticas.

3.Fuentes

Batanero, C., & Diaz, C. (2011). Estadistica con proyectos. Departamento de
Didactica de la Matematica. Universidad de Granada. Granada, Espafia.

Behar, R. (2018, octubre). Importancia del contexto en la formacion del
pensamiento Estadistico. Trabajo presentado en el Tercer Encuentro
Colombiano de Educacion Estocéastica [3°ECEE], Popayan, Colombia.

Bonilla, M., Romero, J., Narvaez, D., & Bohorquez, L. (2015). Caracteristicas del




@ FORMATO

UHIVERSIDAD PEDAGOGICH

o RESUMEN ANALITICO EN EDUCACION - RAE
Cédigo: FOR020GIB | Version: 01
Fecha de Aprobacién: 10-10-2012 | Péagina 5 de 92

proceso de construccion del significado del concepto de variacion matematica
en estudiantes para profesor de matematicas. Avances de investigacion en
educacion matematica.

Botella, J., Ledn, O., San Martin, R., & Barriopedro, M. (2001). Analisis de datos
en Psicologia I. Teoria y ejercicios. Madrid: Piramide.

Caballero, M., & Cantoral, R. (2013). Una caracterizaciéon de los elementos del
pensamiento y lenguaje variacional. Acta Latinoamericana de Matematica
Educativa, 26, pp. 463-46.

Caballero, M., & Cantoral, R. (2017). Una caracterizacion de la nocién sistema de
referencia para el tratamiento del cambio y la variacién. Acta Latinoamericana
de Matematica Educativa. México, DF: Comité Latinoamericano de Matematica
Educativa.

Cantoral, R. (2013). Desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional. Secretaria
de Educacion Publica, México D.F., México.

Cantoral, R., & Farfan, R. (1998). Pensamiento y lenguaje variacional en la
introduccion al analisis. Epsilon, 42(14), 3.

Cantoral, R., Molina, J.G. & Sanchez, M., 2005. Socio epistemologia de la
prediccién. Acta Latinoamericana de Matematica Educativa. México. Comité
Latinoamericano de Matematica Educativa A. C.

Castro, D., & Zabala, J. (2018, octubre). Variacion Estadistica: un estudio con
profesores en ejercicio. En Trabajo presentado en el Tercer Encuentro
Colombiano de Educacion Estocastica [3°ECEE]. Asociaciéon Colombiana de
Educacion Estocastica. Popayan, Colombia.

Chaves, E. (2016). La ensefianza de la Estadistica y la Probabilidad, méas alla de
procedimientos y técnicas. Cuadernos de Investigacibn y Formacién en
Educacion Matemética, (15), pp. 21-31.

Colmenares, E. (2012). Medidas de dispersién, variacion o variabilidad, [en linea].
Bogota: Escuela Colombiana de Carreras Industriales. Disponible en:
https://es.slideshare.net/EnedinaRodriguez/medidas-de-dispersin-variacin-o-
variabilidad [2018, 2 de diciembre].

Departamento Administrativo Nacional de Estadistica [DANE], (2008, junio).
Estimacion e interpretacion del coeficiente de variacion de la encuesta
cocensual [en linea]. Disponible en:
https://www.dane.gov.coffiles/investigaciones/boletines/censo/est_interp_coefva
riacion.pdf [2018, 2 de diciembre].

Fernandez, F., Andrade, L., & Méndez, M. (2018). Hacia un fortalecimiento de la
idea de distribucién estadistica en la formacién de estudiantes para profesores
de matematicas. Manuscrito no publicado, Universidad Pedagogica Nacional,
Colombia.

Fernandez, F., Andrade, L., & Sarmiento, B. (2009). La idea de variacion en la




@ FORMATO

UHIVERSIDAD PEDAGOGICH

o RESUMEN ANALITICO EN EDUCACION - RAE
Cédigo: FOR020GIB | Version: 01
Fecha de Aprobacién: 10-10-2012 | Péagina 6 de 92

educacion estadistica. Memorias VIII Encuentro Nacional de Educacion
Matematica y Estadistica. Universidad Pedagoégica Nacional. Bogota,
Colombia.

Garcia, M., & Ruiz, F. (2009). El estudio de la variacién, primeras aproximaciones
en la educacion basica y su efecto en estudiantes de educacién superior. X
Congreso Nacional de Investigacion Educativa. educacién y conocimientos
disciplinares. Instituto Pedagogico Nacional. México D.F., México.

Garfield, J., & Ben-Zvi, D. (2005). A framework for teaching and assessing
reasoning about variability. Consejo editorial del SERJ. University of Minnesota.

Godino, J., & Batanero, C. (1994). Significado institucional y personal de los
objetos matematicos. Recherches en Didactique des Mathématiques, 14(3):
pp.325-355.

Godino, J., Batanero, C., & Roa, R (2005). Analisis ontosemiético de problemas
combinatorios y de su resolucion por estudiantes universitarios. (pp. 1-31).

Godino, J. Font V., & Wilhelmi, M. (2006). Analisis ontosemiotico de una leccion
sobre suma y resta. RELIME Revista Latinoamericana de Investigacion en
Matematica Educativa. Namero Especial, pp. 131-155.

Gould, R. (2011). Variability: One Statistican’s view. Department of Statistics,
UCLA.

Gomez, J. L. L., & Romero, L. R. (2008). Analisis did4ctico y formacion inicial de
profesores: competencias y capacidades en el aprendizaje de los escolares.
3(1), pp. 35-48.

Hauger, G. (1995). Rate of change knowledge in high school and college students.
Ponencia presentada en la reunién anual de la American Educational Research
Association. Paper presented at the Annual Meeting of the American
Educational Research Association (San Francisco, CA.

Huaméan, D. (2011). Fuentes de informacion. Curso: Modulo 1. Fuentes de
informacion. Centro de gestién de conocimiento OPS/OMS Perd.

Konold, K., & Higgins, T. L. (2003). Reasoning About Data, En J. Kilpatrick; W. G.
Martin; D. Shifter, (eds.), A Research Companion to Principles and Standards
for School Mathematics, National Council of Teachers of Mathematics, VA, USA

Lépez, J., Piovesan, S., & Patron, C. (2016). Orientaciones para realizar una
monografia de revision. Facultad de Odontologia. Departamento de
Publicaciones. Uruguay.

Ministerio de Educacién Nacional [MEN]. (1998). Lineamientos Curriculares de
Matematicas. Bogota, Colombia.

Ministerio de Educaciéon Nacional [MEN]. (2004). Pensamiento Variacional y
tecnologias computacionales. Ministerio de Educaciéon Nacional. Bogota,
Colombia.

Ministerio de Educacion Nacional [MEN]. (2006). Estandares Basicos de




FORMATO

UHIVERSIDAD PEDAGOGICH
MACIONAL

RESUMEN ANALITICO EN EDUCACION - RAE

Cédigo: FOR020GIB | Version: 01

Fecha de Aprobacién: 10-10-2012 | Péagina 7 de 92

Competencias en Matematicas. Bogota, Colombia.

Peters, S. A. (2011). Robust Understanding of Statistical Variation. Statistics
Education Research Journal, 10(1).

Pfannkuch, M., & Wild, C. (1999). Statistical Thinking in Empirical Enquiry.
Department of statistics, University of Auckland. Auckland, New Zealand.

Ramirez, M. (2015). Una mirada a la probabilidad en los libros de texto de
secundaria. (Tesis de Maestria). Universidad Pedagdgica Nacional. Bogota,
Colombia.

Reséndiz, E. (2006). La variacién en las explicaciones de los profesores en
situacion escolar. (Tesis de doctorado), CINVESTAV-IPN: Dpto. de Matematica
Educativa.

Ruiz, J. (2017). Sintesis de la investigacion sobre variabilidad y dispersiéon en
estadistica. Trabajo Fin de Master. Universidad de Granada.

Sanchez, E. (2010). La importancia de la variacion en la ensefianza de la
Estadistica de bachillerato. [en linea]. Disponible en:
https://repensarlasmatematicas.files.wordpress.com/2012/09/s11-importancia-
de-la-variacic3b3n-estadc3adstica.pdf

Vrancken, S., & Engler, A. (2014). Una introduccién a la derivada desde la
variacion y el cambio: resultados de una investigacion con estudiantes de
primer afio de la universidad. Universidad Nacional del litoral. Santa fe,
Argentina.

4.Contenidos

Desde el programa de pregrado de Licenciatura en Matematicas de la Universidad
Pedagdgica Nacional, se estructura un trabajo de grado en el cual se busca
establecer un marco de referencia para el estudio de las nociones de variacion y
variabilidad a través de la caracterizacion y comparacion (diferencias y similitudes)
de las mismas. Teniendo en cuenta ello, este trabajo se resume en cuatro
capitulos; en el primer capitulo se expone la necesidad e importancia que tiene el
desarrollo de este trabajo, asi como algunas evidencias del problema planteado,
gue no es mas que el uso indistinto de las nociones de variacion y variabilidad en
los dos campos del conocimiento ya mencionados, situacibn que genera
confusiones tanto en la ensefianza del Calculo como de la Estadistica. Ya que
este uso indistinto se presenta tanto en documentos que trabajan estos términos,
como en el aula donde se muestran estos, de tal forma que a primera vista
parecen ser sindnimos. Adicional a ello como antecedentes se reportan cuatro
investigaciones relacionadas con el tema de estudio, una de ellas se preocupa por
la ensefianza de estas dos nociones de forma conjunta, las dos siguientes
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especifican el estudio de la variabilidad en la Estadistica y la otra trata la
ensefianza de la variacién en el Calculo; lo que finalmente conlleva a formular los
objetivos, los cuales giran en torno a poder caracterizar y si es el caso diferenciar
estas dos nociones.

En el segundo capitulo se presenta la estrategia metodoldgica, la cual hace
alusién a la revision bibliografica, que consiste en la recuperacion y recopilacion
de un conjunto de documentos que se publican sobre un tema especifico. Se
recolectan y analizan un total de 10 documentos que se emplean como referentes
para caracterizar las nociones de acuerdo con el campo de estudio. Se eligen
estos documentos teniendo en cuenta sugerencias de profesores de Calculo y
Estadistica, bases de datos, memorias de publicaciones de revistas o eventos, y
documentos encontrados en la web al buscar “como ensenar variacion, como
ensefiar variabilidad, variacion y variabilidad similitudes y diferencias, y variacién
en la Estadistica”; ademas, en estos documentos se consideran aspectos como:
que presenten o intenten mostrar una descripcion o “definicion” de las nociones,
gue muestren elementos matematicos relacionados con las nociones de variacion
y variabilidad, y que presenten situaciones a modo de ejemplo donde se
identifiquen las nociones de estudio.

En el tercer capitulo se realiza la caracterizacion de las nociones de variacion y
variabilidad desde el Enfoque Ontosemiético, donde se considera principalmente
conceptos (introducidos mediante definiciones o descripciones), lenguaje
(términos, expresiones, notaciones, gréaficos) inmersos en estas; asi como el
analisis que se puede hacer de las situaciones donde se encuentran inmersas
tales nociones. En este mismo capitulo se presenta una comparacion de dichas
nociones, haciendo un paralelo entre los conceptos, lenguaje y situaciones en
comun, donde se identifica y analiza si son totalmente diferentes, o si por el
contrario se comportan de manera similar en ambos campos del conocimiento, y
por ende no es posible realizar una diferenciacién entre ellos desde cada uno de
los componentes de caracterizaciébn asumidos.

Se cierra el documento con el cuarto capitulo en el que se presenta un analisis de
los resultados obtenidos en el capitulo anterior, desde donde se concluye que las
nociones de estudio son diferentes para cada una de las areas. Aunque en los dos
campos se hace alusion al término variacion, este tiene significados distintos, ya
gue mientras que en el Célculo se asocia a los conceptos de razon de cambio,
funcidn y derivada, en la Estadistica se asocia a ideas de dispersion, por lo que es
necesario hacer este tipo de diferenciacion entre ellas, especialmente en relacién
con los elementos que se ponen en juego como lo son la variable, parametros y
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representaciones graficas. Mientras que el término variabilidad es utilizado en la
Estadistica como un sinGnimo de variacion, haciendo alusion al comportamiento
de los datos.

5.Metodologia

Se realiza una revision bibliogréafica de tipo descriptiva cuya finalidad segun Lopez,
Piovesan y Patron (2016) es proporcionar al lector una puesta al dia sobre
conceptos utiles en areas de constante evolucién, su utilidad en la ensefianza y
campos conexos. Ademas de ser una revision de tipo integradora que, segun
dichos autores, pretende demostrar que el autor ha investigado la literatura y
evaluado criticamente su calidad, por lo que va mas alla de la mera descripcién de
los documentos identificados, e incluye un grado de andlisis e innovacién
conceptual. Esta revision bibliografica se realiza sobre articulos, libros y reportes
de investigaciones; para ello se recolectan, organizan y clasifican los documentos.
En primera instancia se identifica la nociébn sobre la que trata el documento
(variacion o variabilidad) o el area de las matematicas en la que se centra (Calculo
o Estadistica). Se opta por hacerlo de esta forma ya que por ejemplo algunos
autores pueden trabajar en Estadistica, pero en sus documentos se hace alusion a
la nocién de variacién (la que se ha considero para este trabajo como parte del
Calculo). Luego de organizar los insumos, se procede a hacer una lectura y
andlisis detenido de estos a la luz de los criterios que han de permitir diferenciar
las nociones, planteados estos desde el Enfoque Ontosemiotico (descripcion o
“definicibn” de las nociones; elementos matematicos relacionados con las
nociones de variacion y variabilidad, o situaciones), para confrontarlas e identificar
diferencias y similitudes.

6.Conclusiones

Finalmente, luego de realizar este andlisis se logra concluir que la nocién de
variacion, aunque se emplea en ambas areas (Calculo y Estadistica), ésta es
diferente en cada una de ellas. Mientras que para el Calculo representa y se
asocia a los conceptos de razon de cambio, funcion, limite y derivada, para la
Estadistica se asocia con la dispersion de los datos. Por otro lado, se encuentra
gue la nocion de variabilidad es utilizada solamente en Estadistica y designa el
comportamiento de los datos, especificamente en relacion con la dispersion.

El diferenciar estas nociones en cada una de las areas permite que el aprendizaje
de estas sea mas profundo y significativo, ya que son las ideas que subyacen a
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cada pensamiento y es importante trabajarlas con el propdsito de no solo aprender
procesos algoritmicos inherentes, sino también los conceptos y constructos que
encierran, para que de esta manera se vean beneficiadas aquellas personas que
de una u otra manera tienen profesiones donde deben estudiar estos conceptos, y
no solo los que estudian carreras a fines con las matematicas. Es por lo que los
primeros actores del proceso pedagdgico que deben ser conscientes y hacer dicha
diferenciacion son los docentes, ya que la ensefianza y aprendizaje debe ir mas
alla de los procesos algoritmicos, para los cuales se cuentan con diferentes tipos
de herramientas (calculadoras, computadores, celulares, etc.); mientras que los
procesos como el razonamiento o el inferir recae sobre el ser humano mismo.

Elaborado Cardenas Bautista, Laura Viviana; Cuervo Pérez, Cristian

por: Giovanny

Revisado por: | Alvarez Alfonso, Ingrith

Fecha de elaboracion del

Resumen
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INTRODUCCION

El presente trabajo de grado muestra un marco de referencia sobre las nociones
de variacion (en el campo del Célculo) y variabilidad (en el campo de la
Estadistica) donde se habla de variacion dentro del Pensamiento Variacional y de
variabilidad dentro el Pensamiento Aleatorio con el propdsito de establecer si
estas dos nociones, utilizadas indistintamente en los procesos de formacion
académica, son totalmente diferentes o si, por el contrario, se habla de la misma

nocidon en ambas ramas de la matematica.

El uso indistinto con el que se trabajan estas nociones ha motivado a los autores
del presente documento a preguntarse si realmente son diferentes o si comparten
las mismas caracteristicas (llamense conceptos, objetos, procesos, etc.). Para ello
se realiza la caracterizacion y posterior comparacion de las dos nociones, tratando
de establecer similitudes o diferencias, a partir de lo que se expone sobre ellas en

diferentes documentos escritos.

Para iniciar el estudio se hace el analisis desde los principales referentes
curriculares de la educacion en Colombia, tales como: Lineamientos Curriculares
de Matematicas [LCM] (MEN, 1998) y, Estandares Basicos de Competencias en
Matematicas [EBCM] (MEN, 2006). Luego de realizar este analisis se opta por
hacer una revision bibliografica como metodologia de indagacién; se consulta y
analiza un total de 10 documentos, 5 asociados al Pensamiento Variacional y 5
asociados al Pensamiento Aleatorio. La eleccion de los textos se debe a que, sin
importar el campo de trabajo (Célculo o Estadistica), tratan las nociones de

variacion y variabilidad.

En seguida, se expone el andlisis de los documentos y se presenta la

caracterizacion de las nociones a partir de los conceptos y procedimientos



mateméaticos de estas (v.g. variable, raz6n de cambio, parametro, cuantificar,
predecir, etc.). Luego de realizar esta caracterizacion, se presenta una
comparacion entre los componentes inmersos en dichas nociones; comparacion
gue se realiza con la finalidad de establecer qué tan disyuntas son las nociones, si
se puede hablar indistintamente de ellas, o si es necesario hacer énfasis en su
distincion durante su proceso de ensefianza y aprendizaje, reconociendo
similitudes y diferencias, con el objetivo de que no se sigan cometiendo errores en
el uso del lenguaje matematico e identificando el contexto matematico (Calculo o

Estadistica) en que es pertinente y correcto utilizarlas.

Finalmente presenta a modo de conclusion lo encontrado a partir de esta
caracterizacion. Esto permite responder los cuestionamientos formulados
inicialmente: por ejemplo, que efectivamente la variacion y la variabilidad son
términos distintos cuando se emplean en cada uno de los pensamientos. Sin
embargo, desde la Estadistica se utilizan los términos variacion y variabilidad
como sinénimos para estudiar el comportamiento de los datos. El desarrollo de
estas conclusiones lleva a proponer de manera global algunas recomendaciones
didacticas para el tratamiento de conceptos en los cuales estan involucradas las
nociones de estudio, tales como: centrarse mas en los conceptos de fondo que en
los procesos algoritmicos, asociando cada pensamiento a ideas mas profundas y
no solamente en el Calculo a las funciones, derivadas e integrales, y en la
Estadistica a medidas de centro y dispersién. Estas ideas son el puente para

llegar a la construccion de la nocion de variacion y variabilidad, respectivamente.



1. CAPITULO 1

En este capitulo se detalla el problema de estudio, asi como sus antecedentes.
Se presentan cuatro trabajos que dan una vision del estado actual del estudio de
cada una de estas nociones. Dentro de este capitulo también se expone la
justificacion que alienta la preocupacion y el interés de los autores por caracterizar
las nociones e identificar si su uso indistinto trae problemas en la ensefianza-
aprendizaje de los campos asociados. Finalmente se muestran los objetivos del
trabajo, tanto generales como especificos, los cuales se centran en caracterizar e
identificar similitudes y diferencias fundamentales que permitan hacer el contraste

entre estas nociones.

1.1 PROBLEMA

Desde la experiencia como estudiantes de la Licenciatura en Matematicas de la
Universidad Pedagdgica Nacional, y en el transcurso de la formacion académica
como futuros profesores de matematicas, se observa en los cursos propios de la
carrera por parte de los profesores, que los términos variacién y variabilidad se
usan indistintamente haciendo parecer que el utilizar el uno o el otro en cualquier

contexto es correcto.

Analizando esta situacion desde la perspectiva de la ensefianza, parece que sin
importar el pensamiento que se desee desarrollar (Variacional o Aleatorio), se
observa que la prioridad de los estudios se centra en los procesos algoritmicos
asociados a los conceptos de estudio, o que no permite hacer distincion (si es que
existe) entre variacion y variabilidad. Esta situacion va en contravia de lo que
proponen los referentes curriculares nacionales, los cuales promueven trabajar en

el andlisis de conceptos que en procedimientos algoritmicos sin sentido.



Se puede evidenciar en los referentes curriculares de la educacion en Colombia,
gue ni en los Lineamientos Curriculares de Matematicas [LCM] (MEN, 1998), ni en
los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas [EBCM] (MEN, 2006) se
encuentra mencionada la palabra variabilidad. Sin embargo, desde los EBCM, en
el Pensamiento Aleatorio se recurre a conceptos relacionados con el Pensamiento
Variacional. Después de una revision detallada de dichos documentos, se logra
presentar en la Tabla 1 apartes de los referentes que develan la relacion que hay

entre tales pensamientos y el uso de las nociones en cuestion.

LINEAMIENTOS CURRICULARES DE MATEMATICAS (MEN, 1998)
Pensamiento Aleatorio
(Estadistica)

Pensamiento Variacional (Célculo)

“De esta forma se amplia la vision de la variacion?, por
cuanto su estudio se inicia en el intento de cuantificar la
variacion por medio de las cantidades y las magnitudes” (p.
49).

“Entre los diferentes sistemas de representacion asociados a
la variacidn se encuentran los enunciados verbales, las
representaciones tabulares, las graficas de tipo cartesiano o
sagital, las representaciones pictéricas e iconicas” (p. 49).

Para este pensamiento no se
encuentra parrafo alguno que
haga referencia a variacién

o0 variabilidad.

“La relacién explicita entre las variables que determinan una
gréfica puede ser iniciada con situaciones de variacién
cualitativa y con la identificacién de nombres para los ejes
coordenados” (p. 50).

ESTANDARES BASICOS DE COMPETENCIAS EN MATEMATICAS (MEN, 2006)
Pensamiento Aleatorio (Estadistica) Pensamiento Variacional (Célculo)

“El estudio del cambio se puede iniciar a
“El tratamiento de las situaciones que | través del andlisis de fendmenos de
involucran fendmenos estocasticos hace | variacion representados en graficas y tablas.
necesario el recurso a conceptos | Esta manera de acercarse al pensamiento
relacionados con el pensamiento | variacional estd muy relacionada con el
variacional?®” (p.70). manejo de los sistemas de datos y sus
representaciones” (p. 67).

Tabla 1. Relacion entre Pensamiento Aleatorio y Pensamiento Variacional
Fuente. Propia

1 Se hace uso de la negrilla para resaltar el uso de la palabra, pero la misma no es original del
texto citado.

2 Esta cita no est4 asociada directamente al Pensamiento Aleatorio, pero hace parte de las
relaciones que se identifican entre los dos pensamientos analizados, segin lo que se presenta en
los EBCM (MEN, 2006).



Partiendo de estos documentos, se generan confusiones respecto a algunos
conceptos que se trabajan en cada uno de los pensamientos mencionados,
porque, como es posible observar, los referentes curriculares intentan mostrar una
relacion al enfatizar en algunas similitudes referidas principalmente a la
representacion, pero en general no propician el espacio para la diferenciacion de
estas nociones y recalcan que el estudio de las situaciones que involucran
fendmenos estocasticos necesitan recurrir a conceptos relacionados con el

Pensamiento Variacional.

Por otro lado, desde la experiencia investigativa de uno de los autores de este
trabajo como monitor en el proyecto de investigacién “Hacia un fortalecimiento de
la idea de distribucion estadistica en la formacion de estudiantes para profesores
de matematicas” (Fernandez, Andrade & Meéndez, 2018), que se desarrolld
durante los periodos académicos 2017-1 y 2017-2 asociado a la linea de
investigacion en Educacion Estadistica del DMA-UPN, se logra evidenciar como
desde la Estadistica, al abordar de forma prioritaria los procesos algoritmicos, se
trabaja indistintamente las nociones intuitivas de variacion y variabilidad, lo que
genera confusion no solo linglistica, sino también conceptual, interfiriendo ello en
el desarrollo del pensamiento matematico desde la perspectiva del Pensamiento
Variacional y el Pensamiento Aleatorio. Dentro de dicho proyecto se aplicé un
instrumento de recoleccion de la informacién donde se indagaba por la variable
estadistica a partir de ejemplos, y se encontraron respuestas como: “Un ejemplo
de una variable puede ser X 0 Y”, “Se observa sobre variabilidad que: los datos no
varian, pero la forma de clasificarlos si puede llegar a variar’ (Fernandez, Andrade
& Méndez, 2018, p. 4).

Por otro lado, en el libro de Botella, Ledn, San Martin y Barriopedro (2001) se

puede observar un claro ejemplo del uso indistinto de estas dos nociones:



TEMA 2.4.
MEDIDAS DE VARIABILIDAD

1. INTRODUCCION.
2. MEDIDAS DE VARIACION.
21. VARIANZA Y DESVIACION TIPICA.

2.2. CALCULO Y PROPIEDADES DE LA
VARIANZA.

2.3. OTRAS MEDIDAS DE VARIACION.

3. REPRESENTACION GRAFICA DE LA
VARIABILIDAD.

llustracién 1. Ejemplo de uso indistinto de términos: variacién y variabilidad
Fuente. Botella, Ledn, San Martin y Barriopedro (2001)
Es evidente como estos autores empiezan hablando de medidas de variabilidad,
pero después hablan de medidas de variacion, lo que parece indicar que
mencionar una o la otra no presenta ninguna diferencia. Lo que es interesante
analizar de este documento es que esta estructurado para el curso Analisis de
datos para la carrera de Psicologia en la Universidad de Murcia (Espafia). Esto
invita a reflexionar si el proceso de aprendizaje de las personas que hagan uso de
este libro no se vera alterado por la falta de distincion entre las nociones, 0 Si
simplemente creard un obstaculo cuando se trabaje con otro libro donde si se
haga tal distincion. También llama la atencion el ir y venir de los términos (y al
parecer, por ende, de las nociones) ya que luego de trabajar medidas de variacion,
tratan la representacion grafica de la variabilidad, nuevamente sin

ninguna aclaracion que genere distincion.



3. REPRESENTACION GRAFICA DE
LA VARIABILIDAD.

REPRESENTACIONDE CAJAY
BIGOTES:

=
243

1. SECONSTRUYEUNA"REGLA" QUE
INCLUYALOS VALORES Xpax Y Xmin-

2. CON LOS TRES CUARTILES (Q; Q; Q5)
SECONTRUYELACAJA.

3. Xmax Y Xmin SE UNENA LOS
BORDES DE LA CAJA.
llustracién 2. Representacion grafica de la variabilidad
Fuente. Botella, Le6n, San Martin y Barriopedro (2001)

Sin embargo, el trato indistinto de las nociones no solo se encuentra en libros de
texto universitarios. El doctor Roberto Behar profesor de la Universidad del Valle,
por ejemplo, en la conferencia inaugural del Tercer Encuentro Colombiano de
Educacién Estocéstica [3°ECEE] llamada Importancia del contexto en la formacién
del pensamiento Estadistico, también hizo uso indistinto de estas nociones, ya que
hablé de variacién y variabilidad como si se tratara de una misma nocién. Pero el
aspecto mas notorio del uso indistinto en esta conferencia es el momento en el
cual el profesor hace referencia a la importancia de la variabilidad en el
Pensamiento Estadistico: al hacerlo se remite inmediatamente a la palabra
variacion diciendo que “la variacion es la razén de la ciencia de la Estadistica [...],
de descubrir patrones” (Behar, 2018). Pero ademas es interesante esta ultima
frase de “descubrir patrones” ya que nuevamente haciendo referencia a los LCM
se encuentra con que esta es una de las tareas primordiales del Pensamiento
Variacional y no del Aleatorio como pretende hacer ver el profesor Behar, puesto
que en los LCM se dice que “otra herramienta necesaria para iniciar el estudio de
la variacion desde la primaria la constituye el estudio de los patrones” (MEN,
1998, p. 50).



Un caso méas neurdlgico se presenta en la clase de Estadistica del licenciado
Eligio Colmenares, profesor de la Escuela Colombiana de Carreras Industriales en
Colombia [ECCI], donde se muestran algunos conceptos estadisticos como la
varianza, el rango, coeficiente de variacion y la desviacion tipica, pero sin hacer
diferenciacion alguna entre variacion y variabilidad, es més, se presentan estas
nociones de forma tal que pareciera que no importa si se habla de la una o de la

otra, tal y como se muestra en la Imagen 3.

Medidas de dispersion, variacion o

variabilidad.

Licdo. Eligio Colmenares

llustracion 3. Presentacion para la clase de Estadistica
Fuente. Colmenares (2012)
Este caso es mas impactante por cOmo se presentan estas nociones, ya que en
los casos anteriores —como en la conferencia del doctor Behar o en el libro de
Botella et al.— no se afirma explicitamente que se pueden trabajar estas nociones
sin distincién alguna, como si lo hace el licenciado Colmenares en su

presentacién, cuando hace uso de la conjuncién “o”.

Es importante aclarar que estos usos indistintos no se presentan solamente en el
ambito académico y en las aulas, también se puede identificar en los informes de
interpretacion presentados por el Departamento Administrativo Nacional de
Estadistica [DANE] (DANE, 2008), donde hacen referencia a la estimacion e

interpretacion del coeficiente de variacion de la encuesta Cocensal para el censo



general del afio 2005. Alli, cuando los autores se remiten al coeficiente variacion
mencionan que este mide la magnitud de la variabilidad de la distribucion, lo que
hace pensar en ¢se puede medir la variabilidad a través del coeficiente de
variacion?

COEFICIENTE DE VARIACION

Las estimaciones hechas a través de muestra tienen dos tipos de error, que son:

e Errores ajenos al muestreo: Se presentan por procedimientos de
observacion imperfectos, estos no dependen directamente del desarrollo
matematico, esta clase de errores es inherente a toda investigacion
estadistica. En el Censo General 2005 se minimiz6 cualquier error de este
tipo.

 Errores de muestreo: Se presentan debido a que solo se estudia una
fraccion de la poblacion total. Los errores de este tipo, se pueden estimar a
partir de los resultados obtenidos y permite evaluar la calidad de la
estimacion, siempre y cuando el disefio muestral sea probabilistico.

La forma de medir el error muestral se hace a través del coeficiente de variacion
estimado (cve), el cual mide la magnitud de la variabilidad de la distribucion
muestral del estimador, es decir, es el indicador del grado de aproximacion con
que se estiman las caracteristicas del universo y esta dado por:

3@ 4109

o

Donde V(#) es la varianza muestral de la estimacion del parametro y & es el

parametro estimado, o, en otras palabras, se define como la variacién porcentual
del error estandar con respecto a su estimacion, es decir es el cociente entre el
error estandar del estimador y el estimador multiplicado por 100.

llustracion 4. Coeficiente de variacion como medida de la variabilidad
Fuente. DANE (2008)
Luego de observar estos casos, se ve con preocupacion que en la formacién como
futuros docentes de matematicas estas nociones han sido descuidadas, por lo que
es indispensable estudiar y hacer claridad sobre cuestiones asociadas a las
mismas: ¢en qué se diferencian, si es que se diferencian, las nociones de
variacion y variabilidad y como estas influyen en la formacion de docentes de
matematicas? ¢Son estas dos nociones totalmente diferentes o por el contrario
hay una relacion estrecha que no permite diferenciarlas y por ende su uso es

indistinto? ¢Realmente es necesario hacer distincion entre ellas? ¢El hablar tan



solo de una de ellas crea vacios conceptuales que pueden acarrear problemas en

la ensefianza que desarrolle el futuro docente en el aula de la educacion béasica?

1.2 ANTECEDENTES

A continuacion, se presentan cuatro trabajos que han enfocado su investigacion
en el estudio de las nociones de variacion y variabilidad, asi como en propuestas
didacticas para su ensefianza, con la finalidad de analizar qué aportan y en qué se

guedan cortos frente a los procesos de caracterizacion de dichas nociones.

El primer trabajo corresponde a la conferencia realiza por los profesores de la
Universidad del Tolima (lbagué, Colombia), Castro y Zabala (2018), en el Tercer
Encuentro Colombiano de Educacion Estocastica, titulada Variacion Estadistica:
un estudio con profesores en ejercicio. En esta conferencia los autores comienzan
su exposicion hablando sobre qué es la variacion y si acaso la variacion es
sinbnimo de variabilidad. Inician con un intento de definicién del concepto diciendo

que la variacion es:

e Accitn y efecto de variar.

e Cada uno de los subconjuntos del mismo numero de elementos de un
conjunto dado, que difieren entre si por algin elemento o por el orden de
estos (Castro & Zabala, 2018).

Y la variabilidad estadistica, comprende:
e Aleatoriedad: azar, incertidumbre, desorden, dispersién y desviacion.

e Estructura: regularidad, tendencias y distribuciones (Castro &
Zabala, 2018).
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Luego presentan un cuadro comparativo de la caracterizacion de estas

dos nociones:
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llustracion 5. Variacion Estadistica: un estudio con profesores en ejercicio
Fuente. Castro y Zabala (2018)

Los autores finalizan la conferencia concluyendo que el estudio de la variacién y la
variabilidad en la ensefianza de la Estadistica es un tema que sigue en proceso de
indagaciéon y en constante evolucion, por lo que no logran concluir algo definitivo

frente a la diferencia entre estas nociones.

El segundo trabajo lo presenta Chaves (2016) en la Conferencia Interamericana
de Educacién Matematica titulado La ensefianza de la Estadistica y la
Probabilidad, més all4 de procedimientos y técnicas, donde realiza un andlisis de
la ensefianza de la Estadistica y la Probabilidad teniendo en cuenta la importancia
gue han tomado estas areas en los curriculos escolares. Alli da a conocer
experiencias de aula que demuestran que este proceso de ensefianza se ha
realizado en forma parcializada, debido a que se hace mayor énfasis en los

11



procedimientos y técnicas, y no en el andlisis que esta detras de la informacion y
los datos que se manejan.

Chaves muestra una serie de situaciones que se presentan en el aula y que dejan
en evidencia como el ensefar Estadistica o Probabilidad Gunicamente desde los
meros algoritmos supone un vacio conceptual que se traduce en errores
conceptuales. El autor plantea que el proceso educativo debe potenciar la
generacion de conocimiento que permita al individuo diferenciar entre aquellos
argumentos vinculados con procesos estocasticos que son correctos, y los que no
lo son (Chaves, 2016).

De esta manera nace la necesidad de profundizar en los conceptos propios de la
Estadistica, ya que la importancia de los andlisis estadisticos se fundamenta en la
resolucion de problemas vinculados con datos (Chaves, 2016); de ahi el valor del
estudio de la variabilidad ya que ésta es el eje conductor que hace latente la
importancia de empleo de diferentes técnicas para el manejo de informacién
(Chaves, 2016). Por ello, en dicho trabajo se propone el capitulo de alfabetizacién
en Probabilidad y Estadistica, con el que se pretende favorecer el razonamiento
estocastico a través de los cinco componentes que formulan Pfannkuch y Wild
(1999) para lograr un adecuado razonamiento Estadistico, como lo son:
Reconocer la necesidad de los datos, Percepcion de la variabilidad,
Transnumeracion, Razonamiento con modelos estadisticos e Integracion de la
estadistica y el contexto; haciendo énfasis en el segundo componente, percepcion
de la variabilidad, donde se explica que los estudiantes deben trabajar en percibir
la variabilidad de los datos, la cual genera la incertidumbre sobre el mensaje que
comunican. La funcion principal de la Estadistica consiste en establecer
estrategias para explicar esta variabilidad y el impacto que provoca en el andlisis
del problema (Pfannkuch & Wild, 1999).
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Aunque Chaves se preocupa por la ensefianza critica de la Probabilidad y la
Estadistica, y hace especial énfasis en la importancia de la variabilidad en este
proceso, no profundiza en su conceptualizacidon. Ni siquiera presenta algun tipo de
caracterizacion de este concepto, ni estrategias que ayuden a los estudiantes a

reconocer la variabilidad en las situaciones de estudio.

Como tercer antecedente se presenta el articulo de Sanchez (2010) titulado La
importancia de la variacion en la enseflanza de la Estadistica de bachillerato,
donde se propone una reconsideracion del concepto de variacion en la ensefianza
de la Estadistica. La manera que sugiere para tratar esta nocién en los programas
de Estadistica no corresponde con la importancia y riqueza del concepto, debido a
gue el proceso de ensefianza se centra mas en los algoritmos, enfatizando en este
caso en las medidas de dispersion y en su calculo. Ademas de la poca relacion
gue hay con el andlisis de datos.

Por todo lo anterior, el autor manifiesta la importancia que tiene la variacién en
Estadistica afirmando que la variacion y sus causas cobran un papel central en el
Pensamiento Estadistico. También tiene en cuenta el modelo de pensamiento
cientifico que proponen Wild y Pfannkuch (1999) quienes arguyen que “la
variacion es la razon de ser de la Estadistica, sin variacion no habria necesidad de
Estadistica” (p. 201). Por otro lado, Sanchez (2010) menciona a Konold y Higgins
(2003) quienes discuten que:

Anticipar y observar la variabilidad® dentro de un grupo no es dificil. Lo que
es dificil es lograr cuantificar la variabilidad y percibir y caracterizar a un grupo
como un todo cuando los individuos en el grupo difieren uno de otro (p. 202).

3 Los autores del trabajo resaltan la palabra variabilidad para que se distinga dentro de la cita.
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También se observa que este autor fundamenta sus afirmaciones citando autores
y textos escritos en lengua inglesa, lo que deja abierta la posibilidad de que se
presenten errores de traduccion frente a los términos de variacion y variabilidad.
Es asi como Sanchez, al sustentar sus afirmaciones citando autores de habla
anglosajona, menciona la variabilidad y la variacion sin distincion, utilizando estas
nociones sin hacer ningun tipo de claridad sobre si son distintas o si por el

contrario se pueden utilizar indistintamente, pues significan o mismo.

Teniendo en cuenta lo anterior, es evidente que los conceptos relacionados con la
variabilidad son fundamentales para la Estadistica. Sin embargo, no se logran
encontrar reportes que presenten la comprension de los estudiantes sobre las

nociones de dispersion y variabilidad.

El cuarto y ultimo antecedente refiere a Garcia y Ruiz (2009) y el trabajo
1l4presentado en el X Congreso Nacional de Investigacion Educativa titulado El
estudio de la variacién, primeras aproximaciones en la educacion basica y su
efecto en estudiantes de educacion superior. Los autores presentan los resultados
de dos investigaciones realizadas en el Instituto Pedagdgico Nacional de México;
investigaciones que apuntan al estudio de la variacion, siendo un concepto

fundamental para analizar fendmenos fisicos y de la vida cotidiana.

Dada la importancia de la nocion de variacion, es interesante observar como
estudiantes de educacion superior, que ya han llevado cursos de Célculo, tienen
dificultades para trabajar con elementos propios de este concepto. Esta dificultad
se debe a que los estudiantes inician el estudio de la variacion proporcional directa
e inversa, y se limitan unicamente al uso de la regla de tres sin darle al concepto
de variacion el sentido que le corresponde, tal y como lo mencionan Garcia y Ruiz
(2009).
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Los estudiantes que ya han cursado la asignatura de Calculo tienen
dificultades para: proponer y trabajar con expresiones algebraicas que
representan relaciones entre cantidades; obtener informacion de la grafica de
una funcidn; identificar los intervalos en que es creciente o decreciente; v,
relacionar las representaciones tabular, algebraica y gréfica de estas
funciones (p. 2).

Para Garcia y Ruiz (2009), el estudio de la variacion se fundamenta en el
concepto de funcion, en el modelado del cambio, en la relacién de las variables
independiente y dependiente y los cambios en la variable dependiente en relacion
con la independiente. Son estos los elementos que contribuyen al conocimiento de
la raz6n de cambio y la construccion e interpretacion de graficas que representan

diferentes fendbmenos.

Ahora bien, para que un estudiante logre desarrollar el conocimiento concerniente
a la razon de cambio, segun Hauger (1995), citado en Garcia y Ruiz (2009), debe
identificar el comportamiento de una funcion: razén de cambio global, en un
intervalo y puntual. La razén de cambio global se refiere a las propiedades
generales de una funcion; en un intervalo, al describir el cambio de la variable
dependiente para diferentes intervalos en los que se encuentra la variable
independiente; y puntual, es decir instantanea, tiene que ver con qué rapidez
cambia la variable dependiente respecto a un valor de la variable independiente.

Partiendo de estos temas, la investigacion de Garcia y Ruiz se centra en dos
objetivos particulares, el primero, es presentar las concepciones de los estudiantes
en sus primeras exploraciones, considerando que las variables involucradas en los
problemas estan relacionadas mediante una variacién proporcional (Garcia &
Ruiz, 2009); y el segundo es presentar actividades que favorezcan en los

estudiantes la construccion del concepto de variacion.
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Dentro de los objetivos planteados por los autores para desarrollar su
investigacion, se ve la intencién de que los estudiantes construyan el concepto de
variacion a partir del desarrollo de situaciones problema donde esta hace
presencia, pero no se forja una caracterizacion clara del concepto, a tal punto que
se pretende la construccién del concepto sin un horizonte de a donde se debe
apuntar. Pareciera que tratan de alejar a los estudiantes meramente de las ideas
de variacion que han acogido durante su paso por la escuela, pero sin hacer claro

este concepto 0 una nueva nocion que deben adoptar.

1.3 JUSTIFICACION

Desde la perspectiva de la ensefianza, al parecer sin importar el pensamiento que
se desee desarrollar (Variacional o Aleatorio), se observa que la misma se centra
en los procesos algoritmicos asociados a los objetos de estudio. Aunque Caballero
y Cantoral (2013) afirman que el estudio de la variacion es un elemento necesario
para poder significar las ideas y conceptos del Célculo, el actual discurso
matematico escolar no propicia este desarrollo de ideas variacionales. Por otro
lado, Reséndiz (2006) dice que el discurso matematico escolar parece inhibir el
progreso de ideas variacionales al centrar la atencion en el desarrollo de destrezas
mecdnicas y algoritmicas que no dejan ver la naturaleza variacional propia de los

elementos que se estudian en el campo del Calculo.

Esta misma situacion se vivencia en la ensefianza de la Estadistica, ya que ella se
centra en la memorizaciéon y aplicacién de férmulas, mas que en un analisis de los
datos, emision de conclusiones y toma de decisiones basados en los mismos.
Parafraseando a Batanero y Diaz (2011), no tiene mucho sentido dedicar horas y
horas a la adquisiciéon de algoritmos ya que debido a la presencia de calculadoras
y ordenadores esto es obsoleto, por lo que para adelantar la ensefianza de los

temas estadisticos debe haber un cambio en el enfoque, recomendando el
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desarrollo del razonamiento estadistico y la presentacion de la Estadistica como

instrumento para resolver problemas y no como conjunto de técnicas.

Es asi como futuros licenciados de matematicas, nos encontramos con que se
presenta un vacio conceptual en las nociones de variacion y variabilidad, y es
nuestro interés realizar un estudio de ellas, en donde se identifique las
caracteristicas propias de cada una para, si es el caso, poderlas diferenciar. Esto
con el fin de que la enseflanza y el aprendizaje de tales nociones sean

significativos, dejando de lado los procesos meramente algoritmicos.

1.4 OBJETIVOS

A continuacion, se presentan los objetivos que guian el presente trabajo.

1.4.1 OBJETIVO GENERAL
Generar una propuesta tedrica en donde se conceptualicen y diferencien las

nociones de variaciéon (en Célculo) y variabilidad (en Estadistica).

1.4.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS
e |dentificar caracteristicas propias de las nociones de variacion y
variabilidad.
e Establecer similitudes y diferencias que presentan las nociones de variacién
y variabilidad.
e Proyectar impactos pedagogicos que tiene la diferenciacion de las nociones
de variacion y variabilidad.
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2. CAPITULO 2

En este capitulo se presenta la estrategia metodoldgica seleccionada para realizar
el trabajo. Dicha metodologia es la revision bibliografica, que consiste en la
recuperacion y recopilacion de un conjunto de documentos que se publican sobre
un tema especifico; dentro de los documentos se busca y analiza informacion que

permita alcanzar los objetivos propuestos.

Para este trabajo, se propone una revision bibliografica de tipo descriptiva e
integradora, ya que proporciona al lector una puesta al dia sobre conceptos utiles
en areas en constante evolucion. También es denominada revision critica (Lopez,
Piovesan & Patron, 2016) porque tiene como objetivo demostrar que el autor ha

investigado la literatura y evaluado criticamente su calidad.

Se ha escogido este tipo de revision bibliografica ya que, mas alla de describir los
documentos que son consultados, se busca llevar a cabo un analisis y una critica
de estos. La revision bibliogréfica, segun Lépez, Piovesan y Patron (2016), permite
planificar y, de manera sistematica, examinar los documentos que se pretenden
como fuente para el estudio, e ir seleccionando la informacién pertinente que
conlleve el desarrollo de las ideas que respondan a las necesidades que se
plantean. Para desarrollar este tipo de tarea los autores proponen que se debe
determinar con claridad los temas de estudio, la adecuada documentacion, el

sumario ordenado y la referencia de los origenes de la informacion.

Para llevar a cabo estd metodologia se deben tener en cuenta los
siguientes pasos:

1. Organizacion de los temas expuestos. Es una estrategia que sirve a la

construccion de nuevo conocimiento al desarrollar la habilidad para

organizar los datos.
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2. Adecuada documentacion. Es una caracteristica fundamental de la revision
bibliografia, ya que consiste en revisar qué se ha escrito y publicado sobre
el tema o area de la investigacion, que sea acorde y ayude a nutrir el
desarrollo de trabajo.

3. Sumario ordenado y la referencia de los origenes de la informacion. Es un
instrumento riguroso que se formula I6gicamente y que implica el andlisis
critico de informacién relevante, documentacion escrita y sus contenidos.
Ademas, el desarrollo de este es una actividad que obedece a procesos
inductivos (recoleccién y sistematizacion de los datos) y deductivos

(interpretacién y nueva construccion).

Bajo los pasos anteriores, se propone un esquema denominado Fases de la
revision bibliografica, el cual sintetiza la organizacion del estudio que se pretende
llevar a cabo en el presente trabajo de grado.

Recopilacion y organizacion de los documentos

Estudio y analisis de la

1. Recopilacion de informacion
documentacion

1. Importancia del estudio

2. Planteamiento de
objetivos

3. Delimitacion del 1. Lectura exhaustiva de los

2. Establecer parametros de

documentos a la luz de los
problema oo s ycun 3
, seleccion y organizacion de | _iitarios definidos
4, Indagacidn de los documentos
antecedentes 2. Caracterizacion de cada

3. Definir criterios de

o i . una de las nociones
analisis de la informacién

3. Comparacion de las
caracteristicas halladas

4, Conclusiones

llustracion 6. Fases de la revisién bibliogréafica
Fuente. Propia

Para el desarrollo de la primera fase, y como se menciono en un apartado anterior,
la problematica emergié desde la experiencia investigativa de uno de los autores
de este trabajo como monitor en un proyecto de investigacion asociado a la linea

de investigacion en Educacion Estadistica del DMA-UPN. En esta experiencia se
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logra evidenciar como desde la Estadistica, al abordar de forma prioritaria los
procesos algoritmicos, se trabajan indistintamente las nociones intuitivas de
variacion y variabilidad, lo que genera una serie de confusiones tanto linguisticas
como conceptuales en relacion con estas dos nociones. Seguido, se realiza la
indagacion de antecedentes, para esto se consulta bibliografia relativa a la
ensefianza y, la caracterizacion y comparacion de dichas nociones. Finalmente se
procede a explicitar la importancia de realizar este estudio para delimitar los
objetivos que dan un horizonte al mismo, que en este caso es la caracterizacion y

posterior comparacion de las nociones de variacion y variabilidad.

Para llevar a cabo la segunda fase, recopilacion y organizacion de los
documentos, se recurre a fuentes de informacion, entendidas segun Huaman
(2011) como “diversos tipos de documentos que contienen informacion para
satisfacer una demanda de informacién o conocimiento” (p. 4), para este caso la
demanda de conocimiento es la caracterizacion y diferenciacion de las nociones
de variacion y variabilidad. Entre ellas se encuentran, tesis, patentes, trabajos de

conferencias, opiniones de expertos y publicaciones oficiales.

Para determinar dichas fuentes, primero se realiza una recopilacion de
documentos teniendo en cuenta sugerencias de profesores de Estadistica y de
Célculo (Orlando Aya, Nubia Soler, John Jairo Zabala, entre otros) y documentos
encontrados en la web al realizar busquedas respecto a: cdmo ensefiar variacion,
coémo enseflar variabilidad, variacién y variabilidad similitudes y diferencias,

variacion en la Estadistica.

Seguido a esto, se procede a determinar los pardmetros de seleccion y
organizacion de la informacion, por lo que se consolida un listado de las fuentes,
teniendo en cuenta que esta seleccion se realiza fundamentalmente por su campo
de accién (Calculo y Estadistica) y por el trabajo que se hace sobre las nociones

gue son objeto de estudio (variacion y variabilidad). Tal seleccion se realiza de
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forma independiente para cada nocién ya que se ha dificultado encontrar trabajos
que desarrollen las dos nociones de forma simultanea y mas aun que las

caracterice o las comparen.

Para seleccionar las fuentes de informacién que se van a tener en cuenta para
revision, se consideran los siguientes parametros:
e Que presenten o intenten mostrar una descripcibn o elementos que
permiten o aportan a la construccion de la nocion.
e Que muestren elementos matematicos relacionados con las nociones de
variacion y variabilidad.
e Que presenten situaciones, puede ser a modo de ejemplo o ejercicios,

donde se trabajen las nociones de estudio.

Luego de establecer los parametros y atendiendo a estos, se revisan los

documentos acopiados para ser parte del analisis, y se eligen los siguientes:

Variacion en el Célculo Variabilidad en la Estadistica
ARTICULOS
Bonilla, M., Romero, J., Narvdez, D., & | Garfield, J., & Ben-Zvi, D. (2005). A
Bohérquez, L. (2015). Caracteristicas del framework for teaching and assessing
proceso de construccion del significado del reasoning about variability. Consejo
concepto de variacibn matematica en editorial del SERJ. University of
estudiantes para profesor de Minnesota.
matematicas. Avances de investigacion en | Gould, R. (2011). Variability: One Statistican’s
educacion matematica, (7), 73-93. view. Department of Statistics, UCLA.
Caballero, M., & Cantoral, R. (2017). Una | Ferndndez, F., Andrade, L., & Sarmiento, B.
caracterizacion de la nocion sistema de (2009). La idea de variacion en la
referencia para el tratamiento del cambio y educacién estadistica. Memorias VI
la variacién. Acta Latinoamericana de Encuentro  Nacional de Educacion
Matematica Educativa. Matematica y Estadistica. Universidad
Vrancken, S., & Engler, A. (2014). Una Pedagbgica Nacional. Bogotd -
introducciébn a la derivada desde la Colombia.
variacion y el cambio: resultados de una | Peters, S. (2011). Robust understanding of
investigacion con estudiantes de primer Statistical variation. Revista de
afio de la universidad. Universidad investigacion en educacion estadistica.
Nacional del litoral. Santa fe, Argentina. University of Louisville.
Libros
Cantoral, R. (2013). Desarrollo del
pensamiento vy lenguaje variacional.
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Secretaria de educacion publica. México
D.F., México.

Ministerio de Educacion Nacional [MEN].
(2004). Pensamiento  Variacional vy
tecnologias computacionales. Bogota-
Colombia.

Investigaciones
Ruiz J. (2017). Sintesis de la investigacion
sobre variabilidad y dispersién en
Estadistica. Universidad de Granada.
Tabla 2. Fuentes de informacion consideradas para este estudio
Fuente. Propia

Asi, de un total de 30 documentos recolectados (11 de Célculo y 19 de
Estadistica) se escogieron 5 para cada una de las areas, los cuales cumplian a
cabalidad los pardmetros establecidos. Por ultimo, se determinan los criterios de
andlisis de la informacion, y para ello se tiene en cuenta el enfoque Ontosemiotico
gue segun Ramirez (2015) es un marco tedrico que ha surgido en el seno de la
didactica de las matematicas, con el proposito de articular diferentes puntos de
vista y nociones tedricas sobre el conocimiento matematico, su ensefianza y
aprendizaje. Algunos de los autores que han desarrollado esta teoria en sus
trabajos, citados por Ramirez (2015), son Godino, Batanero y Roa (2005), Godino
y Batanero (1994) y Godino, Font y Wilhelmi (2006), quienes desarrollan un

sistema de nociones que segun Ramirez (2015):

Permiten dar respuesta a la cuestion del significado de los conceptos
matematicos, y toman como primitiva la nocién de “situacion—problema”
para introducir las nociones de sistema de practicas (matematicas), objetos
emergentes de los sistemas de practicas y significado conceptual de un

objeto matematico (p. 31).

Es asi como, de estos trabajos se destaca el de Godino, Batanero y Roa (2005, p.
25) citado por Ramirez (2015), en el cual se plantean dos tipos de objetos que
intervienen en la practica matematica, los objetos ostensivos (simbolos, graficos,

etc.) y los objetos no ostensivos (conceptos, proposiciones, entre otros). Pero
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también proponen una tipologia de objetos matematicos primarios o elementos

primarios, los cuales se enuncian a continuacion:

Conceptos (introducidos mediante definiciones o descripciones).
Propiedades o atributos de los objetos mencionados que suelen darse
como proposiciones o enunciados.

Situaciones (problemas mas o0 menos abiertos, aplicaciones extra-
matematicas o intra-matematicas, ejercicios, etc.).

Acciones del sujeto ante las tareas matematicas (algoritmos, operaciones,
técnicas de calculo, procedimientos, etc.).

Argumentos (enunciados usados para validar o explicar las proposiciones y
procedimientos, deductivos o de otro tipo).

Lenguaje (términos, expresiones, notaciones, graficos) en sus diversos

registros (oral, escrito o gestual).

Para efectos de lo que se pretende en este trabajo, se tienen en cuenta tres de los

seis elementos que proponen Godino, Batanero y Roa (2005, p. 25):

[Cr1] Conceptos (introducidos mediante definiciones o descripciones).
[Cr2] Lenguaje (términos, expresiones, notaciones, graficos).
[Cr3] Situaciones (problemas mas o menos abiertos, aplicaciones extra-

matematicas o intra-matematicas, ejercicios).

Para el analisis de los documentos que se han seleccionado, cabe resaltar que no

es necesario que se encuentren los tres elementos (criterios) de manera

simultanea dentro de los textos, pero si se requiere que se encuentren al menos

los dos primeros, con el fin de contar con insumos minimos para el analisis.

Para desarrollar la tercera fase, estudio y andlisis de la informacion, se tiene en

consideracion los criterios mencionados anteriormente, los cuales permiten una

lectura exhaustiva de cada documento. Dicha lectura conllevara a caracterizar

cada nocion para luego hacer la comparacion.
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3. CAPITULO 3

Este capitulo presenta el desarrollo del estudio, en el cual se retoman las fases de
la metodologia. Aqui se valoran los documentos seleccionados (después de la
organizacion y clasificacion, segun los parametros) a la luz de los criterios
establecidos, relacionando los hallazgos con los cadigos Crl, Cr2 y Cr3 asociados
a tales criterios, lo cual permitird la caracterizacién de cada una de las nociones,
para la posterior comparacion (diferencias y similitudes). En un primer momento se
caracteriza la variacion desde el Calculo y luego la variabilidad desde la

Estadistica, para finalmente establecer un comparativo entre estas dos nociones.

3.1 CARACTERIZACION DE LA VARIACION EN EL CALCULO

Para la caracterizacion de la nocion de variacion se tuvo en cuenta tres (3)
articulos y dos (2) libros. Este analisis pretende identificar los criterios establecidos

para la construccion de la nocién de variacion.

El primer articulo que se analiza es el de Bonilla, Romero, Narvaez y Bohorquez
(2015), quienes presentan el proceso de construccion del concepto de variacién
en estudiantes para profesores de matematicas. Para ello realizan un experimento
de ensefianza basado en dos situaciones particulares donde utilizan la derivada y
la programacion lineal como modelos matematicos de la variacion. Este
experimento apunta a la construccion de una comunidad de aprendizaje que
estudia la variacion y a la estructuracion del concepto de variacion a través del

trabajo con estos modelos.

Asi, desde lo reportado en dicho documento (Tabla 3), los autores presentan una
definicion y dos conceptos puntuales [Crl]. La primera se expresa desde la
definicion de variacion matematica como cuantificacion del cambio, asociando a

ello los conceptos de dos modelos matematicos: la derivada y la programacion
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lineal. Este tratamiento de los conceptos apunta a la ampliacion de las nociones ya
existentes en los estudiantes. Cabe resaltar que este estudio de la nocion
variacion se estructura desde dos conceptos (derivada y programacion lineal), ya

gue esta se entiende como la cuantificacion del cambio en situaciones con

magnitudes continuas y discretas.

[Cr1] CONCEPTOS (DEFINICIONES O DESCRIPCIONES)

En la pagina 75, dentro del apartado “La
variacion como contenido de aprendizaje de
los estudiantes para profesores” se presenta
la siguiente definicion:

L vanackn nutemsitca se emende oome b cwatdianin del canbio e

diversas chises de stmcionss oon mngmnades confmus v dscretas (Cantoml &

Esta definicion es tomada de Cantoral y

En la pagina 77 dentro del apartado donde se
propone el experimento de ensefianza, se
presentan dos modelos mateméticos que
permiten cuantificar este cambio, uno de ellos es
la derivada, asociada a la cuantificacion del
cambio con magnitudes continuas.

matematioos, §a derrvada comn mma medida de & vebocidad de cambio 2n un comtesto
coafiono v b prograemacioa fneal como wn comexio para modelar b covanacan con

Farfan (1998); y Cantoral, Molina vy
Sanchez (2005).

Tabla 3. Conceptos [Cr1]. Bonilla, Romero, Narvaez y Bohorquez (2015)
Fuente. Propia

Para el criterio relacionado con el lenguaje [Cr2], aunque los autores no expresan
explicitamente la necesidad de trabajar las definiciones de términos relacionados
con el significado de variacion, desde lo reportado en el texto se identifica que
dicha definicion se relaciona constantemente con palabras o expresiones
presentes en proposiciones donde se modelan las situaciones de variacién (Tabla
4). Estos términos son: cambio, variable, parametro, cuantificador, relaciones

funcionales, relaciones de covariacion y optimizacion.

[Cr2] LENGUAJE (TERMINOS, EXPRESIONES, NOTACIONES, GRAFICOS)

Los términos resaltados en verde se utilizan reiteradamente durante la exposicion del
documento, entre ellos: variable, parametro, cuantificadores, relaciones funcionales y relaciones
de covariacion; todos ellos son presentados en proposiciones mateméaticas donde se pueden
reconocer con facilidad.
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de sifuaciones en la que esta presente alguna forma de cambio v su cuanfificacion. Estd
puede traducirse en proposiciones matematicas que involucran el reconocimiento dg
variables, parametros. cuantificadores, relaciones funcionales y relaciones de
covariacion. v un objetivo: la optimizacion. En nuestra experimentacion en formacion
de profesores v adoptando una aproximacion basada en la resolucion de problemas

Tabla 4. Lenguaje [CR2]. Bonilla, Romero, Narvaez y Bohoérquez (2015)
Fuente. Propia

Ahora bien, para el criterio relacionado con situaciones [Cr3] se encuentran dos
escenarios particulares (Tabla 5) propuestos para trabajar de manera concisa los
modelos matematicos (derivada y programacién). Lo que buscan dichos autores
con estos problemas es que los estudiantes logren identificar la variacion
trabajando con magnitudes continuas y discretas, asi como los parametros,

variables y todos aquellos elementos relacionados con la nocién de variacion.

[Cr3] SITUACIONES (PROBLEMAS, APLICACIONES O EJERCICIOS)

Dentro del marco del experimento de ensefianza que | El segundo problema, pagina 78, apunta al
se expone, en la pagina 78 se propone el siguiente | segundo modelo matemaético
ejercicio: (programacion lineal) y este es:

Problema 1. La resistencia de la

Problema ) B prohls

rectangular es proporcional al producto de su ancho o par ¢l cuadrado de su altura &

. Se quiere aserrar wn tronco de madera de forma cilindsica con difietro ¢
@dado, wan viga de seccion rectangular, Prerte asegum que ¢s posible encontrar
las dionensiones de Iy viga de mayor resistencia, cokulandolas por medio de
pequetias alleracsones a uwna de las dunensioness. | Estas de acuerdo con et

afiruscida?

Este problema permite cuantificar el cambio
(asociado al concepto de variacion) en cuanto a la
resistencia del material y las dimensiones de este.

probleyr de fn fabvicn. Um fibnca e partes de aviim bace
motores v helioss, E costo de prodmccicn de bos dos prodoctos. s pueds superar
& millén de dolarss. La empresa esta emrando 2n ligndackie v nscesina gjecwsar b
mayee cantidad ded presupuiasto. il es y como s2 adguiers ¢l mover costo de

prodbsceim én Batcode de las umdades veadidas de cada

Se evidencia en este modelo la relacion
entre costos de produccién, cantidad de
objetos a producir y maxima inversion que
se puede realizar (en millones de délares).

Tabla 5. Situaciones [Cr3]. Bonilla, Romero, Narvaez y Bohorquez (2015)
Fuente. Propia

Es atrayente el trabajo que realizan los autores al proponerse construir el concepto
de variacion desde situaciones particulares, ya que la labor permite a los
estudiantes refinar y conceptualizar dicha nocién. Sin embargo, surge el
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interrogante en cuanto a qué otros conceptos o situaciones permiten caracterizar
un concepto presente casi en todas las actividades de la vida cotidiana en donde
hay cambio, es decir, queda abierta la puerta para nutrir este concepto desde
diferentes situaciones y no solo desde las expuestas. Mas si tenemos en cuenta
gue segun Gomez y Romero (2008) la ensefianza de las matematicas inicia con el
analisis de contenido, donde el profesor identifica y organiza la multiplicidad de
significados de un concepto. De manera que el tener mas escenarios de aplicacion
0 reconocimiento del concepto conduce a que la estructura cognitiva sobre el
mismo se amplié y profundicé; esto lo resume Gémez y Romero (2008) en lo que
llama el andlisis cognitivo ya que el profesor se plantea hipétesis de como los
escolares pueden progresar en la construccion de conocimiento sobre la
estructura matematica cuando se enfrentan a las diferentes tareas. Por esta razon,
este experimento de ensefianza es insuficiente para la caracterizacion de la
nocién de variacién, ya que no bastan las situaciones para caracterizar una nocién

presente en infinidad de momentos del diario vivir.

El segundo articulo considerado para la caracterizacién de la nocion de variacion
en el Célculo es el de Caballero y Cantoral (2017) quienes realizan una
investigacion que se enfoca en conocer como los estudiantes construyen la nocién
de variacion. Dicha construccion la realizan tomando como base el sistema de
referencia al cual se le asocian cuatro elementos fundamentales: variable, unidad
de referencia, unidad de medida y temporizacion. Estos elementos son esenciales
ya que dan cuenta de cuatro aspectos: ¢qué cambia?, ¢respecto de qué cambia?,

¢cuanto cambia? y ¢como cambia?, respectivamente.

Ahora bien, para el primer criterio [Crl] se encontraron las definiciones de cambio
y variacion (Tabla 6). Es asi como los autores identifican que |[ElNGHGCIONICSNE

CUERifCECIORICEEaNBE pcro que a su vez el cambio es la modificacién de

estado que se presenta en cualquier situacion. Ademas de estas nociones los

autores hablan de las estrategias variacionales, que, si bien no permiten construir
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la nocion de variacion, si permite operarla, es decir describirla, cuantificar el

cambio, ademas de reconocer el patrén de regularidad del cambio. Finalmente

presentan dos conceptos fundamentales en la construccion de la variacion, la

causalidad, que permite identificar por qué cambia, y la temporalizacion que

permite describir como cambia.

[Cr1] CONCEPTOS (DEFINICIONES O DESCRIPCIONES)

En la introduccién del documento, pagina 1058,
los autores presentan dos nociones que se
relacionan: cambio y variacion.

Es asi como se dice que el cambio es la
modificaciéon de estado en cualquier situacion, y
la variaciébn es la cuantificacion de dicho
cambio, pero aqui lo que realmente interesa es
la diferencia entre estas dos nociones, ya que,
si bien una es la cuantificacion de la otra, el
cambio se puede percibir en la situacion de
estudio, lo que no sucede con la variacion, ya
que como lo dicen los autores es una
abstracciéon de orden superior.

También, en la pagina 1058, los autores
mencionan que la variacidon no es explicita, es
decir, que no se logra identificar a simple vista
en las situaciones donde esta inmersa. A su vez
mencionan que esta se construye luego del
andlisis de las situaciones mismas.
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Estas estrategias permiten describir el cambio
dentro de una situacion de variacion. Para ello
la primera estrategia es la comparacién para
cuantificar el cambio; seguido se encuentra la
seriacion, que permite caracterizar el patrén de
regularidad de la variacion, y finalmente estan la
estimacion y prediccidon que permiten anticipar
sucesos dentro las situaciones de variacion.

Para el desarrollo del sistema de referencias

que proponen los autores, se hace necesario

articular dos conceptos: la causalidad y la

temporalizacion.
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La causalidad puede resumirse en identificar si
realmente hay una causa de relacion entre las
variables dentro de la situaciéon de variacion, es
decir si realmente una variable afecta a la otra.
Es asi como por medio de la causalidad se
reconoce la variaciéon (por qué cambia).

El segundo de los conceptos que se articula es
temporalizacion del cambio.

MM PPt RIRgendice solre o deaw
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Concepto clave para identificar cémo se
produce el cambio en el tiempo, lo que permite
reconocer sucesos intermedios, asi como
describir, caracterizar 'y cuantificar el
comportamiento de las variables inmersas, es
decir identificar como cambia.

Tabla 6. Conceptos [Crl]. Caballero y Cantoral (2017)
Fuente. Propia

Para el segundo criterio [Cr2], es sugestivo observar que si bien no se hace una

descripcion explicita de términos relacionados con variacién, como lo son: funcién,




derivada, pendiente, razon de cambio (Tabla 7), si se menciona que el estudio de
esta y el cambio, durante la historia han dado pie para la significacion y

aprendizaje de tales conceptos.

[Cr2] LENGUAJE (TERMINOS, EXPRESIONES, NOTACIONES, GRAFICOS)

Dentro del articulo los autores hacen alusién a varios conceptos como lo son: pendiente, derivada,
variable y funcién.

Diversos trabsjos han Incorporado el estudio del cambio y la variacién para la significacion y
aprendizaje de conceptos matematicos, ya sea para la construccion de conceptualzaciones mas
avanzadas de la nocion de SENGISIE I BEHaGE (MNagie, Moore-Russo, Vigiietti y Martin, 2013), para
dotar de un caracter dinamicc a los conceptos de HSHBBIEINREION (Yiksel y Soybas, 2003). o
propiciar un vinculo antre |as diferentes conceptuaiizaciones de i3 idea de denvada (Sanchez. Garciay

Si bien no se describen ni definen dentro del documento, los mismos autores aclaran que el
estudio de la variacion ha dado cabida a la significacion y al aprendizaje de estos, pero que para
efectos de ese estudio estas nociones no se profundizan ya que siempre se caracterizan desde la
nocién de variacién, pero nunca se prioriza la construccién de tal constructo.

Tabla 7. Lenguaje [CR2]. Caballero y Cantoral (2017)
Fuente. Propia

Finalmente, para el tercer criterio [Cr3] se identifican dos situaciones (Tabla 8). La
primera de ellas se propone a manera de ejemplo para mostrar cdmo se razona
usualmente frente a las situaciones de variacion, ya que generalmente percibimos
el cambio, pero no profundizamos en las condiciones en las que este se da. La
segunda es un ejercicio propuesto como experimento de ensefianza para
reconocer las fases del sistema de referencia para la construccion de la variacion.
Cabe resaltar que los autores enfatizan en que los sistemas de referencia se

presentan de manera explicita, como se muestra a continuacion.

[Cr3] SITUACIONES (PROBLEMAS, APLICACIONES O EJERCICIOS)

La primera de las situaciones presentadas en el documento es un ejemplo que permite reconocer
gue, si bien el estudiante se percata del cambio en las situaciones, este no termina de reconocer
la variacion inmersa en ellas, ya que no tiende a preguntarse de qué modo se produjo este
cambio.
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si bien nos percatamos del movimiento de las personas, de su (IR cosi nunce nos
cuestionamos :-or_ aun cuando podriamos percatames de
elio: si el movimiento era uniforme, si se presentaban variaciones, es decir, se movian cada vez mas
rapido o mas lento o sl alternaban este comportamiento, Menos llegamos a establecer algun sistema
de medida para darle valor a3 esas variaciones del cambio. Es decir, sl bien percibimos y
comprendemos |o que cambia, el analizar los cambios de ese cambio no s tan natural. Se requiere de
un segundo nivel de elaboracion tedrica, de una abstraccion de segundo orden, dando lugar al
concepio de variacion (Cabrera. 2009 p, 51

La segunda situacién que se propone es un experimento de ensefianza para identificar la forma
en que razona el estudiante mediante el sistema de referencia expuesto. Es asi como el
estudiante mas alla de utilizar las estrategias variacionales para operar en la situacion construye la
nocion de variacion en cuanto debe identificar como se produce este cambio dentro de la
situacion.
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Tabla 8. Situaciones [Cr3]. Caballero y Cantoral (2017)
Fuente. Propia

Este articulo es atrayente porque es de los pocos que trazan una hoja de ruta que
le permita al lector construir la nocion de variacion, es decir, que se preocupa por
identificar que la nocién de variacion no es un ente explicito dentro de determinada
situacion, sino que realmente hay que tener una estrategia para reconocerla,
siendo considera una abstraccion superior dentro de las situaciones de variacion.
Por otro lado, sobresale el aporte que se hace a la ensefianza de esta nocién ya
gue recalcan insistentemente que no se debe procurar la observacion y
constatacion del cambio sino identificar qué y como se produce; ademas de
sugerir que, si bien los sistemas de referencia son una estrategia para construir
este concepto, pueden ser un arma de doble filo al trabajarlos de forma explicita

pues inhiben el desarrollo de ideas y lenguaje variacional.

El tercer y ultimo articulo objeto de analisis en este pensamiento, es el publicado

por Vrancken y Engler (2014), en donde se resumen los resultados de una
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investigacion realizada con estudiantes de primer afio de universidad de la carrera

Ingenieria Agronomica.

Dicho articulo recalca como el estudio del Célculo juega un rol importante cuando
es necesario cuantificar o medir algun fendmeno y las variaciones que se
producen en él (Vrancken & Engler, 2014). Sin embargo, también mencionan
como la ensefianza y el aprendizaje de este se ha centrado netamente en
procesos algoritmicos, olvidando asi su esencia misma; por lo que proponen un
estudio a partir de la derivada y presentan una serie de actividades que permiten
analizar diversos escenarios de variacién donde se evidencie qué, como y cuanto

puede cambiar determinada magnitud.

Para el criterio [Crl] asociado a conceptos, definiciones o descripciones (Tabla 9),
se evidencia que se pone en juego descripciones de derivada, cambio (llamado en
este documento diferencia) y variacion. Es de subrayar como estos autores
mencionan la importancia de la variacion y el cambio para construir y estudiar el
concepto de derivada, asumiendo estos como la idea base para el desarrollo
mismo del Calculo. Aunque en ningin momento proponen una definicion de

variacion, si proponen su caracterizacion teniendo en cuenta diversos aspectos.

[Cr1] CONCEPTOS (DEFINICIONES O DESCRIPCIONES)

Los autores enfatizan que uno de los aportes del Célculo es que permite encontrar leyes que
describen cambios y miden o predicen fenébmenos, como es el caso especial de la derivada.
Mencionan también que la derivada no se debe tomar como un objeto abstracto sino como un
concepto desarrollado para cuantificar, describir y pronosticar la rapidez de la variacion.

predecirlos. En particular, la derivada permite cuantificar, describir y pronosticar la rapidez de

la variacion en fendémenos de la naturaleza o de la practica.

Se alude al cambio como un aspecto central para el desarrollo del Calculo, el cual es modelado
matematicamente mediante las diferencias (“el cambio entre...”).
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este contexto, un concepto primordial es el cambio, modelado matematicamente mediante la
diferencia. Las diferencias dan cuenta de cuanto cambia la variable en un proceso de
variacion. En este sentido, son el elemento central de todo el calculo, por eso a esta parte de la

matematica se la conoce como matematica de la variacién y el cambio.

Los escritores mencionan que la variacion se estudia en un sistema 0 en un cuerpo y consiste
en identificar y reconocer magnitudes, sabiendo qué, como y cuanto pueden cambiar. Al poder
describir o cuantificar estos cambios, se puede concluir que se tienen los conocimientos y las
habilidades para usar ideas variacionales y ver la variacion en diversas situaciones.

Distintos elementos dan cuenta del desarrollo del pensamiento variacional. Estudiar la
variacion de un sistema o cuerpo significa ejercer nuestro entendimiento para conocer como y
cuanto cambia el sistema o cuerpo dado. Es en este sentido que nos referimos a los
argumentos de tipo variacional. Decimos que una persona utiliza o comunica argumentos v
estrategias variacionales cuando hace uso de maniobras, ideas, técnicas, o explicaciones que

de alguna manera reflejan y expresan el reconocimiento cuantitativo v cualitativo del cambio

en el sistema u objeto que se esta estudiando (CANTORAL; MOLINA; SANCHEZ, 2005).

Tabla 9. Conceptos [Cr1]. Vrancken y Engler (2014)
Fuente. Propia

Dentro del criterio [Cr2] se mencionan expresiones como variacion, cambio, razon
media de cambio, razén instantanea de cambio e ideas relacionadas con la
rapidez de la variacién (Tabla 10), las cuales permiten estudiar propiedades de los

fendmenos de la realidad a partir de la construccién del concepto de la derivada.

[Cr2] LENGUAJE (TERMINOS, EXPRESIONES, NOTACIONES, GRAFICOS)

Continuando con el estudio de la derivada, se observa como los autores relacionan esta con el
cambio, la razén promedio de cambio y la razén instantdnea de cambio; y mas importante aun,
la relacién con la rapidez de la variacion.

La derivada refleja, con gran precision, una de las propiedades esenciales de los
fenomenos de la realidad: la rapidez de la variacion. Estad relacionada con tres nociones

fundamentales: el cambio, la razén promedio de cambio y la razon instantanea de cambio.

Para el disefio de la secuencia de actividades, cuyo propésito es trabajar con las nociones
asociadas al Calculo, los autores en primera instancia aplicaron un cuestionario de
caracterizacion para conocer las bases conceptuales de los estudiantes a este respecto. Se
indica que los resultados obtenidos dan cuenta de que los estudiantes presentan deficiencias
respecto a ideas variacionales, las cuales son base para el desarrollo de la nocién de derivada,
por lo que proponen iniciar el trabajo con el estudio del cambio, la razon media de cambio y la
razon instantanea.
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Los estudios realizados llevaron a plantear la necesidad de un primer zcercamiento
visual e intuitivo a los conceptos del célculo diferencial partiendo del estudio de la vanacion
atendiendo a tres de sus aspectos basicos: el cambio, Iz razon media de cambio y la razon

instantinea de cambio. En estas nociones se encuentra el ongen de la denvada. La idea fue,

Tabla 10. Lenguaje [Cr2]. Vrancken y Engler (2014)
Fuente. Propia

Desde el criterio [Cr3], se puede observar que los autores presentan una serie de
situaciones donde proponen construir el concepto de derivada a partir de las
nociones de razén media de cambio, mediante el estudio de la pendiente de una
recta, el movimiento rectilineo uniforme y la velocidad no constante (Tabla 11).
Luego se estudia la razén instantdnea desde la aproximaciéon numérica de la
velocidad en un intervalo. Para este trabajo se toma una situacion en la cual se
exhibe y resalta el tratamiento que se le da a las diferentes representaciones o
registros (verbal, grafico, numérico y algebraico o analitico) de la derivada y
demuestran cémo el manejar al menos dos representaciones para un mismo
objeto o concepto es fundamental para comprenderlo. De igual forma, hacen
énfasis en la importancia de interpretar la informacion expuesta en gréaficas, asi

como el uso de la ‘diferencia’ como operacién para resaltar el cambio.

[Cr3] SITUACIONES (PROBLEMAS, APLICACIONES O EJERCICIOS)

Una vez analizados los resultados obtenidos a partir de la implementacién de la secuencia de
actividades, los autores plantean una caracterizacién de las situaciones propuestas a partir de
diversos aspectos variacionales, como se muestra a continuacion.

Las situaciones planteadas permitieron trabajar distintos aspectos vanaciomales: la
wdentificacion de las funciones como relaciones entre vanables en fendomenos de cambio, el
analisis del comportamiento de los cambios (que da lugar a la necesidad de encontrar las leyes
que describen esos cambios para poder medirlos y predecirlos). la cuantificacion de los
cambios, el calculo de razones de cambio que se interpretan como la relacion o comparacion
de los cambios de una variable con respecto a los cambios de la otra vanable, la necesidad de
encontrar una manera de describir y cuantificar los cambios que se dan a cada instante en una
situacion, la relacion entre las razones de cambio con la pendients comrespondients. La
definicion de derivada surgio de manera natural al final de este desarrollo, planteadoe a partir

de la necesidad de cuantificar los cambios en un instante.

Se evidencia que los estudiantes reconocen la ‘diferencia’ como la operacion que permite medir los
cambios. Esta actividad parece pertinente ya que a través de ella se puede ver cémo los
estudiantes manifiestan que los cambios tanto de posicion como de tiempo son constantes, mas
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no dicen que no hay o no existe cambio alguno.
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Cuando los estudiantes asocian el movimiento con la velocidad, ven el desarrollo de ideas
variacionales, ya que como arguyen Vrancker y Engler (2014) “los movimientos estan
determinados por los cambios, y el comportamiento de los cambios es el componente esencial de
la variacion” (p. 9).

Tabla 11. Situaciones [Cr3]. Vrancken y Engler (2014)
Fuente. Propia

Finalmente, mencionan que a pesar de que los estudiantes sepan derivar, integrar
y hallar limites (desde los procesos algoritmicos), ellos no reconocen ni entienden
el significado de la variaciobn en situaciones del contexto real, dado que no
conciben las ideas de fondo (Vrancken & Engler, 2014) que subyacen al Calculo:

la variacion y el cambio.

El siguiente documento analizado es el libro titulado Desarrollo del pensamiento y
lenguaje variacional, de Cantoral (2013). En este, el autor forja un recorrido dentro
del aula y realiza un analisis de las situaciones de aprendizaje, donde se hace
evidente que la ensefianza del Célculo tiene poca relacién con contextos de la
vida diaria y de otras areas del conocimiento como la ingenieria, donde es
imprescindible el estudio de situaciones de variacion y cambio, asi como ejemplos
propios de la Fisica, Quimica e incluso de la Biologia (Cantoral, 2013), y termina
siendo una ensefianza donde predomina el algoritmo algebraico centrado en

objetos formales (densidad de los racionales e irracionales, el principio de
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completez, entre otros) carentes de una relaciébn concreta con la variacion y el

cambio y capaces de inhibir el desarrollo del Pensamiento Variacional.

Asi, desde lo observado en el documento, el autor presenta tres definiciones y una
descripcion referente a la representacion tabular de la funcion [Crl]. Dentro de las
definiciones es atractiva la concepcion de dos términos fundamentales en este
estudio (Tabla 12), el cambio como la modificacién de estado, y la variacion como
cuantificacion de este cambio. Ademas, presenta la definicion de ‘graficacion’
entendiéndose desde dos perspectivas, la primera, como usualmente se trabaja
dentro del aula, el conjunto de técnicas que permiten bosquejar una funcién
particular (Cantoral, 2013), y la segunda menos usual, que entiende a la
graficacion como una forma de interpretar el sentido y significado de las funciones

y de sus propiedades (Cantoral, 2013).

Por otro lado, la técnica de representacion tabular se expone como el proceso por
el cual el estudiante asigna valores a la variable independiente y encuentra su
respectivo valor dentro de la funcion (valor de la variable dependiente), para
posteriormente realizar la grafica de esta.

[Cr1l] CONCEPTOS (DEFINICIONES O DESCRIPCIONES)

En la pagina 45 del libro, dentro del capitulo 4 | La segunda concepcion de graficacion
denominado una “Una propuesta viable: la | presentada en la pagina 46 del libro es:
visualizacién como recurso”, el autor inicia con - ' - ,
la presentacién de las caracteristicas del L~l ,U'ifziun E)J'}:CU}&::. y otra n‘.cn-:»? ‘zl-'ui'.dAu_z,_ que cn’tlcnld-uaﬂl.‘x
. . graficacion como una forma de interpretar el sentido y significado de
Pensamiento Variacional, Yy éen el SegundO las funciones y de sus propiedades desde una perspectiva cognitiva
parrafo da a conocer la descripciobn de las | S

nociones de cambio y variacion. Es decir que se entiende la graficacion como el
medio de interpretacion y de analisis de la
La expwesidin combio se entiende comao una modificacion de estado, en

tanto que el vocablo vanacion la entendemos como cuantificacion situacion de variacion a través de la funcion que
de dicho cambio. No obstante, ka construccion del concepto de la modela.

variacidn es un proceso dificll y lento, pues requeere |a integracion
de distintos campos simbdlicos, numéricos, algebraicos, analiticos,

Adicionalmente, en la pagina 46 se menciona que, a través de la revision a la literatura, se han
identificado dos formas de ensefiar la graficacion de funciones de reales en reales. Una de ellas, la
mas difundida durante el proceso de ensefianza del calculo, siendo la técnica para bosquejar la
grafica de una funcion a partir de procesos de rotacion, traslacion, reflexion, etc.
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técnica o conjunto de técnicas que permiten bosquejar la grafica de
una funcién particular, y otra, menos difundida, que entiende a la

R R e AR e i . W

Tabla 12. Conceptos [Crl1]. Cantoral (2013)
Fuente. Propia

Ahora bien, para el criterio relacionado con el lenguaje [Cr2], el autor no expresa
explicitamente términos relacionados con el Pensamiento Variacional o con la
nocién de variacion, pero si es recurrente en su discurso el empleo de términos
como funcién, parametro, namero, variable, continuidad, derivada, integral como

se presenta en la Tabla 13.

[Cr2] LENGUAJE (TERMINOS, EXPRESIONES, NOTACIONES, GRAFICOS)

En la pagina 45 el autor realiza una valoracion
del proceso de construccion del concepto de
variacién, y menciona que para ello se debe
realizar la integracion de varios componentes,
aunqgue no describe ninguno de estos.

de dicho cambio, No cbstante, I3 construccion del concepto de
variacion es un proceso dificl y lento, pues requiere la integracion
de distintos campos simbolicos, numérnicos, algebraicos, analiticos,

visuales, graficos y geométricos, asi come una adecuada

Dentro de la valoracién de la construccién del
concepto de variacion, el autor también
menciona algunos “procesos matematicos
especificos”, como él los ha denominado, de
los cuales tampoco realiza descripcion. Entre
dichos procesos estan, numeros, variable,
constante, parametro, funcién, limite,
continuidad, derivada, integral, etc.

graficos y ¢ asl como una adecuads
comprension de procesos matematicos especificos, como: numero
variable, constante, pardmetro, funcién, limite, continuidad, derivada

visuales geometricos

Integral, convergencia, représentacion & infinito para tener una

Aungue es confuso el hecho de que el autor
asuma el nimero, la variable, la constante, el
parametro como procesos matematicos y no
como conceptos u objetos.

Tabla 13. Lenguaje [CR2]. Cantoral (2013)
Fuente. Propia

Para los ejemplos y situaciones [Cr3], el autor expone una serie de escenarios y
problemas que presentan varias similitudes, por ello aqui solo referimos tres
problemas (Tabla 14). Esta secuencia es un disefio experimental formulado en
diferentes escenarios de aprendizaje para trabajar el concepto de derivada,
estimulando el desarrollo del Pensamiento Variacional a través del andlisis de
situaciones. En la propuesta, el autor intenta alejarse de los tratamientos
meramente algebraicos y aritméticos para el analisis de las derivadas, y se

preocupa por trabajar procesos y estrategias variacionales como la comparaciéon y
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la visualizacion; pero aun mas relevante es el analisis que se hace de la
implementacion de esta secuencia, ya que si bien esta disefiada para alejarse del
trabajo algoritmico, los estudiantes que participaron recurren principalmente a
elementos memoristicos, algoritmicos y mecéanicos debido a que no tienen otros

escenarios para significar la derivada (Cantoral, 2013).

[Cr3] SITUACIONES (PROBLEMAS, APLICACIONES O EJERCICIOS)

Dentro del capitulo 5 denominado “Algunas | El siguiente problema que el autor propone,
sugerencias”, el autor propone una serie de | es el de la estimacion de la derivada desde
problemas para trabajar el concepto y el papel de | un reconocimiento visual.

la derivada de una funcién.

Problema 5.3 A continuacidn se muestran las graficas de varias
funciones. Todas se intersectan en o msmo punto, decide cud

Protéema & L A continuacion se musestra wst tabils que contiens L de ellas tene derivada mayor en o punto « = 1. £S5 importante que
L de dos furx s ¢ PLQUET2
tabubcion ,.- dos funciones cualesguet ',‘qum.._ U respuesta

En este problema se estimula el proceso de
visualizacion y de andlisis cualitativo de las
TP S iodh s dano o 3 gréficas de las funciones, es decir que se
IS boguvtarne gur cxpthoies s eipnasias (Cimatdes. 199 propone que el estudiante sea capaz de
interpretar las gréaficas y estimar el orden de
Con este primer problema se busca que el | |as derivadas que puede tener alguna de ellas
estudiante estime la primera derivada de la | sin necesidad de recurrir a los procesos
funcion, lo cual requiere del uso de una | aritméticos o algebraicos para el anélisis de la
estrategia variacional de comparacion. derivada.

El tercer problema es la comparacion de la derivada de una funcién en dos puntos. Con este
ejercicio se pretende que el estudiante logre identificar la variacion por medio del analisis que se
realiza con la derivada a través de la comparacion de la inclinacién de las tangentes, o bien de la
variacion sobre la gréafica.

Problema 1.4 De la siguiente figura contesta la siguiente pregunta

£®) > f(a).

Explica tu respuesta.
P b

>
7

Tabla 14. Situaciones [Cr3]. Cantoral (2013)
Fuente. Propia
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Después de realizado este andlisis a la luz del criterio, es clara la critica del autor
sobre la ensefianza del Célculo, por estimular el trabajo con algoritmos
descontextualizados y sin ninguna preocupacion por el concepto que se esta
trabajando (para este caso la nocion de variacion). El se preocupa y propone no
solamente trabajar los procesos algoritmicos sino también los procesos de fondo,
argumentando que el aprendizaje de un concepto incluye muchas etapas que

pueden desarrollarse durante periodos muy prolongados (Cantoral, 2013).

A pesar de que el autor menciona la importancia de los procesos algoritmicos, de
los conceptos previos, de procesos como la visualizacion, la graficacion y la
argumentacion; pareciera que se queda corto con los ejemplos que trabaja al

enfocarse Unicamente en la derivada.

El siguiente libro y ultimo documento que se analiza a la luz de los criterios, en el
contexto del Calculo, es el de Pensamiento Variacional y Tecnologias
Computacionales presentado por el MEN (2004). En él, el Ministerio hace un
recorrido tanto histérico —por el desarrollo de la nocién de variacion y de las ideas
variacionales— como por las modificaciones curriculares que se han hecho en
Colombia para la introduccion del Pensamiento Variacional en el curriculo escolar,
siempre con la conviccibn de acercar a los estudiantes al concepto y no
profundizar en la ensefianza de procesos algoritmicos. Ademas de estos
recorridos, presentan una propuesta ligada a las tendencias en educacién como la
incorporacion de las nuevas tecnologias en el aula de matematicas, profundizando
en los procesos de representacion y graficacion de las situaciones en las cuales

se ve inmersa la variacion.
Es asi como desde [Crl] se observa que intentan caracterizar la nocion de

variacion y presentan las definiciones de variacion continua y variacion discreta

(Tabla 15). En este documento, la mayoria de las veces estan asociando la
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variacion a situaciones o fendmenos de la vida cotidiana las cuales se relacionan

con el tiempo.

[Crl] CONCEPTOS (DEFINICIONES O DESCRIPCIONES)

En la pagina 11 del capitulo 2 referido a la variacion
y el cambio en el curriculo de matematicas de
Colombia, se menciona una descripcion de variacion
donde se establece que ésta debe partir de
fendbmenos de cambio identificados en la vida diaria,
donde se intente cuantificar la variacion mediante
cantidades y magnitudes.

En esta forma se plantea que se amplia la vision
de la variacion, por cuanto su estudio se inicia en
el intento de cuantificar la variacion por medio
de las cantidades y las magnitudes. En los linca-
matematicas, considerando que el significado
y sentido acerca de la variacion puede estable-
cerse a partir de las situaciones problematicas
cuyos escenarios sean los referidos a fendbmenos
de cambio y variacion de la vida prictica. Se

En este texto relacionan el estudio de la variacion
partiendo de patrones, en el mismo sentido a como
se propone desde los LCM.

Otra herramienta necesaria para iniciar el
estudio de la variacion desde la primaria la cons-
tituye ¢l estudio de los patrones. Estos incluyen

En la pagina 17 el capitulo 3 referido al
‘Pensamiento Variacional en situaciones de
variaciéon y cambio’, cuando se hablan de
las formas de modelacion, se definen dos
tipos de variacion dependiendo la forma
como se considere el tiempo, ya sea
continuo o discreto.

como una magnitud continua. Es decir, cuando
se considera el iempo fluyendo de manera inin-
terrumpida. En cstas circunstancias hablarcmos
de vanacion continua. El modelo general para
La otra forma de modelar una situacion en
la que interviene ¢l tiempo serd cuando sc
observa la situacion en instantes espaciados de
tiempo (Algo asi como cada una de las fotogra-
fias consccutivas de una pelicula que registra
la situacion en estudio). En este caso habla-
remos de variacion disereta. Lo que distingue

Reconociendo asi la variacion continua
para las situaciones en las cuales el tiempo
se mira de forma ininterrumpida y la
discreta en situaciones donde se mide en
intervalos de tiempo.

Finalmente, en la pagina 22, aunque no se presenta una definicién como tal, se denota como los
autores intentan caracterizar la variacion a partir de la idea de cambio de una variable respecto a

otra.

tiempo. La variacion o cambio en el suceso
que se observa con ¢l transcurso del tiempo
esta relacionado con la idea de cambio de la
variable dependiente con respecto al cambio de
la variable independiente (tiempo).

Tabla 15. Conceptos [Cr1]. MEN (2014)
Fuente. Propia

Para el segundo criterio [Cr2], por un lado, se encuentra el lenguaje utilizado para

describir la modelacién de situaciones que involucran el tiempo y, por otro, las

formas de representacion en las cuales se presenta la variacion. Ademas de lo
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anterior, se menciona de forma reiterada la palabra ‘magnitud’, al igual que el
término funcion, que, si bien no estan definidos explicitamente, si son relevantes
en la construccion de las ideas variacionales y en las situaciones que involucran la

variacion (Tabla 16).

[Cr2] LENGUAJE (TERMINOS, EXPRESIONES, NOTACIONES, GRAFICOS)

En la pagina 17 del capitulo 3 referido al ‘Pensamiento Variacional en las situaciones de variacién y
cambio’ se evidencia una fuerte relacién entre variacion y tiempo, en la mayoria de las situaciones
de la vida cotidiana.

explicita la consideracion del tiempo. El cambio
y la variacion se presentan cuando una circuns-
tancia dada se transforma con ¢l transcurso del
ticmpo. El poder identificar el fenébmeno de

Aungue los autores del documento no excluyen situaciones que no tienen que ver con el tiempo, se
centran en las que se ven relacionados directamente con este, y es asi como se comienzan a
considerar dos formas de modelacion: la primera pensando el tiempo como magnitud continua y la
segunda, asumiendo el tiempo como magnitud discreta.

ver con el tiempo. Consideraremos dos formas
de modelacion de situaciones en las que inter-
viene el tiempo. La primera cuando se considera

: . ) s La otra forma de modelar una situacion en
el tiempo (el tiempo es un concepto fisico al

que le corresponde la magnitud duracion segin
Federici. Ver Sobre el andlisis dimensional),
como una magnitud continua. Es decir, cuando

la que interviene ¢l tiempo serd cuando sce
observa la situacion en instantes espaciados de
tiempo (Algo asi como cada una de las fotogra-

Luego de considerar estas formas

modelacién, se evidencia constantemente que
el estudio de la variacién se asocia al término

magnitud.

del tiempo. Se espera que en las descripciones
de la situacion de cambio se usen expresiones
como: tal magnitud aumenta, tal magnitud
disminuye, tal magnitud aumenta mas rapido
que tal otra, tal magnitud disminuye mas lenta-
mente que tal otra, tal magnitud ni aumenta ni
disminuye, etc.

de | Ademas de las formas de modelacion, se
percibe que la variacion tiene mdltiples formas
de representacion: escrita, pictorica, tabular,
geométrica, algebraica y gréafica. Dichas
representaciones se clasifican en dos grandes
grupos, el primero como representaciones
cuantitativas, y el segundo como
representaciones cualitativas.

Duracion Volumen

tl 0cm'

12 2.000 cm’

13 4.000 cm’

14 6.000 cm’

t5 8.000 cm’
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Finalmente, en la pagina 22, en la seccion de variable y funcién, correspondiente al capitulo 3, se
menciona nuevamente cémo la idea de funcién es vital para la construccién del Pensamiento
Variacional; y con ella, implicitamente, la idea de variable, donde se muestra la relacion entre
variable dependiente e independiente.

Asi, las funciones numéricas, corazon del
pensamiento variacional, estan intimamente
relacionadas con el dlgebra a través de la ecua-
cion y — fix), con la geometria por la grafica
de la ecuacion v = ffx), con los nimeros por
la correspondencia entre los mismos y con la

variacion a través de la nocion de ‘cambio con
respecto al tiempo’.

Tabla 16. Lenguaje [CR2]. MEN (2014)
Fuente. Propia

Para el tercer criterio [Cr3] se encuentran dos situaciones en forma de ejercicio
(Tabla 17). La primera de ellas se propone para ejemplificar una situacion de
variacion y cambio que no necesariamente depende del parametro tiempo, esta es
una situacion de las que se han denominado dentro del texto como problemas de
optimizacién. Pero aun mas interesante que la misma situacion, es la forma en

gue ésta se aborda dentro del texto; en él se propone reportar en una tabla
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(representacion tabular) las medidas de los lados del rectangulo, para identificar
los patrones de variacion y asi conjeturar sobre las posibles dimensiones del
rectangulo para que el area sea maxima. La segunda situacién que se presenta en
el documento es el llenado de un balde durante un periodo de tiempo, un ejemplo
por excelencia de una situacion de variacion en donde interviene el tiempo; con la
que se pretende hacer una interpretacién cualitativa de las situaciones de

variacion y cambio.

[Cr3] SITUACIONES (PROBLEMAS, APLICACIONES O EJERCICIOS)

Tal y como se viene mencionando, la variacion
€s un concepto que se asocia a situaciones de la
vida real como, por ejemplo, el llenado de un
balde con agua, en el cual se involucran diversas

Aungue no es una situacién de la vida real, ni
una situacién que involucra el tiempo, se puede
evidenciar como se presenta la variacion en
una situacion problema de indole matematico.

magnitudes, tales como area, volumen y tiempo.
. Encontrar entre todos los rectangulos de igual
Por ¢jemplo, supongamos que estamos cn ¢l perimetro el que (los que) tienen drea maxima.
proceso de llenar un balde con agua. En esta

Al igual que la situacién anterior se evidencia
i@@gﬁ como de nuevo la situacion relaciona las

magnitudes de perimetro y area.

Tabla 17. Situaciones [Cr3]. MEN (2014)
Fuente. Propia
Haciendo un barrido general de este ultimo documento, resulta ser un excelente
ejercicio el que hace el MEN, pues realiza todo un recorrido histérico respecto a la
introduccion del Pensamiento Variacional en los Lineamientos y Estandares para
la educacion matematica basica y media en Colombia, asi como un recorrido
histérico del desarrollo del Calculo y de la nocion de variacion a través del tiempo.
Pero lo innovador es la propuesta y promulgacion del uso de las nuevas
tecnologias para incentivar el proceso de visualizacion en situaciones de variacion
y cambio; ademas de ser uno de los documentos que se preocupa por dejar de
lado el algoritmo que tanto se ha criticado y promueve representaciones e
interpretaciones cualitativas de dichas situaciones. En este texto se proponen

algoritmos de tal manera que sean relevantes para los estudiantes dentro del
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contexto de la vida cotidiana. Sin embargo, a pesar de que se habla de formas de
modelacion y de representacion, en ningin momento definen la variacion, pero si
la clasifican en dos tipos, la variacion continua y discreta. Por otro lado, se resalta
como los autores relacionan el Pensamiento Variacional con el Pensamiento
Aleatorio arguyendo que “el Pensamiento Variacional estd relacionado con el
Pensamiento Estadistico (tratamiento de datos y regresiones), a través de las

formas de representacion cuantitativas” (MEN, p. 21).

Una vez realizado el estudio de los cinco documentos y consultados otros tantos,
se encuentra que en el area del Calculo no se hace alusion al término variabilidad;
siempre se hace referencia a la nocidon de variacibn como la idea base para
construir el Calculo, y a esta la asocian con conceptos como razon de cambio,
funcién y derivada. Es de resaltar como muchos de los autores consultados,
aunque critican que se pone mayor atencion en los procesos algoritmicos y se
descuida el concepto, siguen esta misma linea, es decir, no hay propuesta
concreta o solida que profundice en el significado de la variacion, cdmo aprenderla
0 como ensefiarla. Sin embargo, si es claro que es un concepto bastante
importante no solo a nivel del Pensamiento Variacional sino de las matematicas

mismas y es un constructo que se va desarrollando a lo largo de la vida.

3.2 CARACTERIZACION DE LA VARIABILIDAD EN LA ESTADISTICA

Para la caracterizacion de la nocién de variabilidad en el contexto de la
Estadistica, se analizan cuatro articulos y una sintesis de una investigacion, a la

luz de los criterios predeterminados (Crl, Cr2 y Cr3).

El primer articulo es de Garfield y Ben-Zvi (2005), quienes analizan una serie de
documentos, especificamente dos colecciones de articulos, los cuales pretenden
mostrar que la comprension de la nocion de variabilidad es mas compleja de lo

gue la literatura tradicional ha hecho pensar. Esta serie de documentos presentan
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ideas generales sobre formas de enseflanza y evaluacion de la nocion de
variabilidad, pero para los autores no son suficientes las propuestas que se
presentan en este compilado en cuanto a los aportes al desarrollo del
razonamiento estadistico, por lo tanto en su articulo sugieren un modelo
epistemologico para la variabilidad que permite el desarrollo del razonamiento, asi
como consejos y métodos de ensefianza y evaluacion que posibiliten desarrollar
estas ideas en los estudiantes y que muestren la incidencia de este modelo en la

practica de la Estadistica.

Dentro del analisis que se realiza, para el criterio [Crl] se identifica la presentacion
de algunos conceptos y definiciones, que apuntan a la construccién de un bloque
epistemologico que permita, como lo comentan Garfield y Ben-Zvi (2005), una
comprensién profunda de la nocién de variabilidad (Tabla 18). Lo que se propone
a través de estos conceptos es el avance en cuanto a las nociones intuitivas de la
variabilidad y los procedimientos inmersos en el tratamiento de estas, siempre

apuntando a desarrollar del razonamiento estadistico.

[Cr1] CONCEPTOS (DEFINICIONES O DESCRIPCIONES)

En la pagina 93, en la seccidn titulada ‘Desarrollo de la comprensién profunda de la variabilidad’ se
presentan siete pasos para reconocer la variabilidad, que para los autores son claves en el
entendimiento de tal concepto. El primer paso se relaciona con desarrollar ideas intuitivas de
variabilidad en diferentes contextos en donde esta se puede identificar:

1. Developing intuitive ideas of variability
*  Recognizing that varnability is everywhere (the omnipresence of variability: Moore, 1990,
1997). Individuals vary on many characteristics, and repeated measurements on the same
characteristic are variable. Both qualitative and quantitative variables reveal variability of
data.

La primera de estas ideas es la omnipresencia de la variabilidad en los datos, es decir, que la
variabilidad esta presente en cada situacion en la vida cotidiana. Como lo comentan los autores no
hay dos medidas o dos sucesos idénticos, y es en ese momento en el que la destreza del sujeto
para identificar la variable (tanto cuantitativa como cualitativa) es fundamental, ya que esta es la
gue revela dicha variabilidad.

Siguiendo con el desarrollo de estas ideas intuitivas, para los autores es fundamental reconocer el
tipo de variable estadistica que esta inmersa en la situacion, ya que al trabajar con variabilidad es
fundamental reconocer los tipos de variables: cuantitativa o cualitativa. Para luego si realizar el
andlisis de la situacién donde esta presente la variabilidad.
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1997). Individuals vary on many characteristics, and repeated measurements on the same
charactenstic are variable. Both gualitative and auantitative variables reveal variability of
data.

En la pagina 94, el segundo paso es describir y representar la variabilidad, para ello los autores
hacen alusién a los graficos estadisticos:

2. Describing and representing variability
*  (Graphs of data show how things vary and may reveal patterns to help us focus on global
features of distributions and 1dentify the signal in the noise.
*  Different graphs mav reveal different aspects of the vanability in a data set so it is important
to study more than a single graph of a data set.

Esta idea resalta la importancia de los gréficos estadisticos y lo hace desde dos perspectivas, la
primera es que los graficos muestran como varia cada una de las situaciones, mostrando patrones
gue permiten centrar la atencién en aspectos concretos para determinar el tipo de variable
presente. La segunda, es que no se puede trabajar Unicamente con un grafico estadistico, ya que
cada uno de ellos revela diferentes aspectos de la variabilidad para un mismo conjunto de datos.

Dando continuidad al segundo paso, en la pagina 94 se presenta lo que los autores denominan
resimenes numeéricos, es asi como cada uno de estos resimenes, aporta informacion diferente
sobre la distribucion de los datos:

Different numerical summaries tell us different things about the spread of a data set. For
example, the Range tells us the overall spread from highest to lowest value, while the

Standard Deviation (SD) tells us the typical spread from the mean. The Interquartile Range
(IQR) tells us the spread of the middle half of a distribution.

Dentro de estos resimenes numéricos se encuentra el rango, la desviacion estandar y el rango
intercuartil. Cada uno proporciona un aspecto diferente de la situacién donde esta inmersa la
variabilidad y que se refleja en los datos; por ejemplo, el rango permite identificar la diferencia entre
el valor méximo y el valor minimo de los datos, y la desviacién estdndar permite reconocer qué tan
cercanos o alejados estan todos los datos en el conjunto de mediciones.

También en la pagina 94 se encuentra la idea de reconocer la variabilidad en tipos diferentes de
distribucion, y es asi como se encuentra el siguiente concepto:

I'he variability of a bivariate data set (covariation) may reveal a relationship between the
variables and whether we might predict values of one variable (y) for values of the other (x).

Este concepto, de la covariacién, no es mas que la presencia de la variabilidad como medicién de
la relacion que existe entre dos variables.

Tabla 18. Conceptos [Crl1]. Garfield y Ben-Zvi (2005)
Fuente. Propia

Para el segundo criterio [Cr2], se hace necesario precisar que los autores usan

reiteradamente el término distribucion, sin definir o hacer claridad de tal concepto
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(Tabla 19), como si lo hace con casi todos los demas términos (rango, desviacion
estandar, variable, covariacion, etc.) que utilizan para describir cada uno de los 7
pasos para el desarrollo del proceso cognitivo que permite el analisis de la
variabilidad. Es mas, se precisa dentro del documento que reconocer la
distribucién dentro del conjunto de datos es fundamental para distinguir la
variabilidad dentro de la situacion. Pero ademas de esto se menciona el rango, la
desviacion estandar y el rango intercuartil, denominados en su conjunto como

resimenes numericos.

[Cr2] LENGUAJE (TERMINOS, EXPRESIONES, NOTACIONES, GRAFICOS)

Dentro del discurso de los autores, se reconoce un término que para ellos es fundamental en
cuanto a que tiene conexion directa con la nocion de variabilidad, y es el término ‘distribucién’, que
si bien no se describe literalmente, si se relaciona con los “resumenes numeéricos”, como el rango,
la desviacidon estandar y el rango intercuartil, entre otros que presenta el analisis de esta
distribucion y permite inferir sobre la situacion que es objeto de analisis.

We can use one number to represent a global feature (such as variability ) of the distribution,
Different numerical summaries tell us different things about the spread of a data set, For
example, the Range tells us the overall spread from highest to lowest value, while the
Standard Deviation (SD) tells us the typical spread from the mean. The Interquartile Range
(IQR) tells us the spread of the middle half of a distribution, |

Tabla 19. Lenguaje [Cr2]. Garfield y Ben-Zvi (2005)
Fuente. Propia

Ahora bien, para el criterio [Cr3] se identifica que los autores proponen tres
situaciones (Tabla 20). En el contexto que se presentan estas situaciones se
tienen claros dos objetivos: el primero, que los estudiantes identifiquen la
variabilidad en contextos cercanos y en situaciones cotidianas, y el segundo es
gue los profesores puedan evaluar el razonamiento que han desarrollado los
estudiantes en cuanto a identificar y analizar la variabilidad en estos casos, es asi
gue se prioriza la visualizacion y analisis de graficos estadisticos que le permitan

a los estudiantes reconocer la variabilidad en la situacién propuesta.

[Cr3] SITUACIONES (PROBLEMAS, APLICACIONES O EJERCICIOS)

En la pagina 96 del texto, se mencionan algunas recomendaciones o0 consejos para evaluar a los
estudiantes cuando se hace referencia a la nocién de variabilidad, y estos apuntan a reconocerla
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en contextos y situaciones particulares, y a identificar sus elementos en dichas situaciones. Por
ejemplo, una actividad que proponen es reconocer variables dentro del aula que puedan ayudar a
revelar variabilidad, toman como ejemplo las edades o la altura de los estudiantes.

Items that provide descriptions of variables or raw data sets (e.g., the ages of children in a
grade school, or the height of these children) and asking students to describe variability or
shape of distribution.

También en este apartado (pagina 97), se encuentra otra situacion de analisis para reconocer la
variabilidad:

Given a context, students are asked to think of ways to decrease the variability of a variable
(e.g., measurements of one students’ jump).

A partir de esta situacion se pretende que el estudiante razone de manera inversa, por ejemplo,
pedir a los estudiantes que piensen en la forma de medir los saltos hechos por sus compafieros, de
tal forma que estos sean siempre iguales, es decir ellos identifican que la variable en este caso es
la altura del salto, variable que deben “normalizar”.

En la pagina 97, en el apartado de evaluacién y reconocimiento de la variabilidad con tipos
especiales de distribucion, se encuentra este ejercicio donde se pretende que el estudiante realice
gréficos estadisticos de situaciones donde el conjunto de datos sea bivariado, es decir, que se
reconocen dos variables claras, por ejemplo, peso y estatura, y a traveés de estos graficos deben
determinar si la variabilidad de una de las variables se puede explicar a través de la otra.

Items that provide graphs of bivariate data sets where students are asked to determine if the
variability in one variable (v) can be explained by the variability in the other variable (x).

Este tipo de situaciones le permite al estudiante reconocer primero, y como ya se menciono, la
relacion que puede encontrarse entre dos variables que presente un conjunto de datos, pero
también le permite reconocer que, en las situaciones de variabilidad, algunas de estas no
necesariamente se relacionan con otra. De manera que se demuestra que la variabilidad de un
conjunto de datos no es una sola.

Tabla 20. Situaciones [Cr3]. Garfield y Ben-Zvi (2005)
Fuente. Propia

El trabajo que realizan los autores resulta interesante ya que, si bien parten del
analisis de un conjunto de documentos donde concluyen que la comprension de la
nocion de variabilidad es compleja y dispendiosa, proponen una serie de
lineamientos que permiten apoderarse de esta nocion, y esto a partir del
reconocimiento de la variabilidad desde una mirada intuitiva, pasando por la
descripcion y representacion, hasta llegar a distinguir y reconocer patrones de
variabilidad. Pero no solo se quedan en la propuesta epistemoldgica, sino que

presentan situaciones o formas de trabajar estos lineamientos para que el
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estudiante logre apropiarse de la nocién, logrando identificarla en contextos
cercanos. A esto los autores denominan “puente” entre la teoria y la practica de la

nocion de variabilidad.

El segundo articulo que es objeto de analisis es el publicado por Gould (2011)
quien estudia y presenta ejemplos de como se debe abordar la nocién de
variabilidad, para que pase de ser un concepto de segundo plano y se vea como el
eje fundamental de la Estadistica. Como lo comenta el autor, los estadisticos
profesionales tratan de minimizar el concepto de variabilidad, asociandolo a meros
calculos que se realizan sobre un conjunto de datos, generando un vacio
conceptual en quien inicia el estudio de la Estadistica, puesto que, si ho se da
sentido a estos calculos y no se logra identificar los patrones de cambio, no
consiguen concluir de manera acertada sobre la situacion que es objeto de
estudio. Es asi como por medio de las tres secciones de su articulo pretende

mostrar la necesidad de entender el concepto de variabilidad.

En la primera seccion el autor muestra un ejemplo por medio del cual describe el
proceso de razonamiento con variabilidad, luego de esto exhibe un recorrido
histérico de la nocion hasta llegar a la postulacion del andlisis de varianza ANOVA
en 1925; y finalmente en la tercera seccion analiza tres situaciones donde esta
presente la variabilidad, enfocado en observar qué aprende el sujeto que realiza el
andlisis sobre variabilidad.

Dentro de lo observado en este documento, desde el criterio [Crl], se logran
reconocer tres definiciones importantes (Tabla 21); dos de ellas pretenden
describir la nocion de variabilidad y la tercera describe la nocion de variacion. Es
asi como la variacion se presenta, primero como el reconocimiento y analisis de
patrones dentro de un conjunto de datos, y luego como el reconocimiento de la
distribucion de los datos, esto antes de emitir algun tipo de critica o conclusion

sobre los datos. Estas dos definiciones resultan un poco confusas ya que asocian
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la nocién de variabilidad al proceso de reconocer, por un lado, patrones y por el
otro la distribucién. La siguiente concepcion que se identifica es la de variacién

asociada a aquello que no sigue un patrén definido.

[Crl] CONCEPTOS (DEFINICIONES O DESCRIPCIONES)

En la péagina 7, en la introduccion, Gould hace referencia a la nocion de variabilidad utilizada por
Moore (1997).

The definition for variability used in this discussion is derived from Moore’s (1997) definition of
data analysis as “the examination of patterns and striking deviations from those patterns”. Although
Moore was describing the activity of data analysis as a by-product, he provides a wonderfully general

Aqui, aunque el autor hace referencia a la nocién de variabilidad propuesta por Moore (1997), esta
resulta estar asociada a un proceso, y es el de reconocer patrones de cambio dentro del conjunto
de datos, asi como las variaciones dentro de los datos.

En la misma seccién (pagina 7), Gould hace una aseveracion sobre la relacién de la distribucion,
con la nocién de variabilidad.

College level statistics does not completely ignore variability, of course. Many texts and one
hopes many instructors discuss the importance of examining the shaoe of the distribution before
making any conclusions about the data. DeVeux, Velleman and Bock (2004) write in their
introductory statistics textbook that “the three rules of data analysis are 1) make a picture 2) make a

Para el autor, es necesario tanto el reconocimiento de la variabilidad como el reconocimiento de la
distribucion de los datos para poder realizar un analisis de la situacion que se esté estudiando y
poder concluir sobre la variabilidad en dicha situacion.

Dentro de esta misma seccion, pagina 8, se menciona la nocion de variacion que difiere
sustancialmente de variabilidad.

Moore was describing the activity of data analysis as a by-product, he provides a wonderfully general
definition of vanation: variation is that which is not pattern. A case study in Section 2 will illustrate
how usetul and nich variability, using this broad definition, can be. A short examination of the history

Aqui se menciona que la variacién es aquello que no sigue un patron, es decir, que se observa el
cambio, pero no en una secuencia determinada, diferencidndose de la concepcion de variabilidad,
gue indica que variabilidad es observar los patrones presentes en un conjunto de datos.

Tabla 21. Conceptos [Crl]. Gould (2011)
Fuente. Propia

Para el criterio [Cr2] se estudia el proceso de analisis ANOVA y el término de
distribucion. El proceso de analisis ANOVA es desarrollado con la finalidad de
realizar estudios mas completos y exactos sobre las causas de variabilidad, este

analisis es retomado por el autor como una secuencia histérica del desarrollo del
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concepto de variabilidad; pero en sus comienzos se muestra poco fructifero ya que
recae en la ambigliedad de tratar la variabilidad como una nocion poco util y
termina realizando meros célculos sin darles ningan sentido. Respecto al término
de distribucién, este hace parte de una de las definiciones de variabilidad y es que
para reconocer la variabilidad es necesario reconocer la distribucion, un término

gue no se hace explicito en el cuerpo del articulo.

[Cr2] LENGUAJE (TERMINOS, EXPRESIONES, NOTACIONES, GRAFICOS)

Haciendo un recorrido histérico, Gould menciona la necesidad que surgié de hacer un analisis mas
exacto de las causas de la variabilidad en situaciones de la vida diaria, es en este momento que
Fisher crea el ANOVA (Analysis of Variance).

A generation later, in 1925, R.A. Fisher invented ANOVA to cover the need for “a more exact
analysis of the causes of human variability.” Ironically, ANOVA really tends to treat vanability as a
nuisance and its main focus, once one 1s satisfied that the variance is behaving, is to concentrate on
comparing means. Nonetheless. once ANOVA was later framed in the context of the linear model, it
became possible tor researchers to model and investigate vanance components directly

En un comienzo el andlisis de varianza no fue muy productivo ya que trataba la variabilidad como
un estorbo, y se continuaba con la idea de trabajar la Estadistica solamente mediante célculos.

Un término bastante utilizado durante el discurso del autor y que toma mayor relevancia en una de
las definiciones de variabilidad es el de ‘distribucién’. No se presenta una definicién formal dentro
del texto, pero se hace énfasis, por ejemplo, en que se debe reconocer la distribucién para poder
identificar la variabilidad.

hopes many instructors discuss the importance of examining the shape of the distribution before
making any conclusions about the data, DeVeux, Velleman and Bock (2004) write in their
introductory statistics textbook that “the three rules of data analysis are 1) make a picture 2) make a
picture and 3) make a picture.” Most students learn, often in the first weeks of the course, that the
mean by itself is not a sufficient summary of a distribution. But after that vanability is brushed aside

FYL DAL LIIGL AW Vadn III\I‘IUIII‘V MIIHIRD InuL, vus a IIIllI\'III.\ WL anD \\l'\ LRRANLNY § U BN R AN .‘ll\l"\ Vi AN
distribution is interesting in that it tells us that a simple model. in which we look for “typical”
drnnking with some people deviating from the norm, will be inappropriate. At the very least a log

Tabla 22. Lenguaje [Cr2]. Gould (2011)
Fuente. Propia

Para el criterio [Cr3] se presentan dos situaciones encaminadas al trabajo sobre
razonamiento con variabilidad, en donde se propone la organizacion de un
conjunto de datos con el proposito de ver como se pueden ver afectadas las
situaciones que son objeto de andlisis y por ende la variabilidad en los datos de

dichas situaciones. Ademas de ser capaces de vincular la representacion grafica
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con cada uno de los conjuntos de datos presentados, esto como parte
fundamental en el reconocimiento de la variabilidad, ya que, por ejemplo, en una
situacion de temporalidad como es el caso de la lluvia, donde muchas veces se
piensa que la variabilidad no esta presente o juega un papel secundario, la

representacion de los datos puede alterar tal percepcion.

[Cr3] SITUACIONES (PROBLEMAS, APLICACIONES O EJERCICIOS)

La tercera seccion del documento hace referencia a un ejemplo de razonamiento con variabilidad.
En este se presenta una situacion particular donde algunos menores se han intoxicado con plomo
debido a que sus padres trabajan en una fabrica con este metal. Para dicho estudio se realiza la
comparacion con un grupo de nifios que no han tenido contacto con el plomo o lo han hecho de
una forma minima, iniciando con la pregunta: ¢Es mayor el nivel de plomo de los nifios que han
sido expuestos o0 el de los nifios que no han tenido contacto directo?

I'he “research question™ 1s phrased so as to invite a comparison of means. Is the typical lead level
of the exposed children higher than the tvpical lead level of the control children? It is instructive to

Esta pregunta se redacta de tal manera que se invita al estudiante a la comparacion a través del
analisis de dos graficos estadisticos que representan los dos grupos de nifios.

Lo que se espera es que el estudiante relacione los graficos con cada grupo de individuos, incluso
observando que los graficos no tienen ningln tipo de escala. Es aqui donde el estudiante empieza
a relacionar la variabilidad con la forma de organizacion de los datos dentro de los graficos vy el
contexto de la situacién (la exposicién al plomo).
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Otra propuesta que hace Gould, a modo de ejemplo, es la medicién de precipitaciones de lluvia, las
cuales tradicionalmente se hacen para predecir las temporadas con mas precipitaciones en el afio,
pero aqui se presenta de modo que se pueda observar cémo se modifica la prediccién mediante la
reorganizacion de los datos.
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Este andlisis fruto del proceso de reorganizacion de los datos se hace a través de las graficas, es
decir que al organizar los datos y representarlos de determinada manera, la variabilidad que se
identifica puede cambiar y se puede concluir de forma diferente sobre los asuntos climatolégicos.

Tabla 23. Situaciones [Cr3]. Gould (2011)
Fuente. Propia

Ademas del analisis realizado a partir de los criterios, es importante resaltar el
trabajo de Gould en cuanto al tratamiento que pretende darle a la variabilidad y el
razonamiento sobre esta para que deje de estar en un segundo plano y sea
comprendida como el eje fundamental del proceso de analisis estadistico, ya que,
si se hace una interpretacion erronea de ella, las conclusiones que se emitan
sobre el conjunto de datos pueden no ser verdaderas. Ademas de esto el autor
invita a los profesores de todos los niveles educativos a proponer observaciones
gue permitan identificar diferentes perspectivas de los datos. Sin embargo, aunque
en el desarrollo de su articulo hace un llamado a trabajar mas sobre la variabilidad
como la columna vertebral del andlisis estadistico, no presenta una concepcién
precisa de tal nocion, dejandola como el reconocimiento de algo (patrones o

distribucion), es decir, la nocion de variabilidad se asocia a un proceso.

El tercer articulo es el de Fernandez, Andrade y Sarmiento (2009), titulado La idea
de la variacion en la Educacion Estadistica, quienes abordan la nocion de
variacion desde lo estocastico. Estos autores son de los pocos que hacen la
diferenciacion al hablar de la variacién desde lo estocastico, haciendo entender

gue esta nocion se puede estudiar en otras areas.
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Los autores proponen el estudio de esta nocion ya que la consideran como un
componente fundamental para la ensefianza y aprendizaje de la Estadistica,
aclarando que es una entidad conceptual compleja y que no se limita a la idea de
dispersion. Para el estudio de dicha nocion, los autores sugieren tres escenarios
en los que plantean proyectos pedagdgicos de investigacion para su respectiva
construccion y estudio. El primer escenario se refiere a la variacién en conjuntos
de datos; el segundo, variacidbn en situaciones de muestreo y el dltimo a la
variacion en situaciones de probabilidad.

Aunque los autores afirman que la nocion de variacion ha tenido mayor
importancia dentro del Pensamiento Variacional, esta también se hace vital para el
Pensamiento Aleatorio y no han sido muchos los autores que le den la relevancia
qgue merece. Por eso Fernandez, Andrade y Sarmiento (2009) intentan profundizar
en esta nocion y para ello trabajan cinco definiciones [Crl]: variacion, variabilidad,

variabilidad muestral, variacion explicada, y variabilidad no explicada (Tabla 24).

[Cr1] CONCEPTOS (DEFINICIONES O DESCRIPCIONES)
Los autores hacen énfasis en que la variacibn es un componente fundamental tanto en la
ensefianza como en el aprendizaje de la Estadistica, por lo que recomiendan enfocar dicha
ensefianza en torno a esta nocion, y se evidencia que, aunque relacionan la nocién de variacion
con la de dispersion, también mencionan otros muchos elementos que de igual manera se
relacionan, como lo son aleatoriedad, incertidumbre y distribucién.

estadistica con base en esta idea; se caracteriza la idea de variacién como una entidad conceptual compleja que tiene en
cuenta mucho mas que simplemente la idea de dispersion; y se sugieren tres escenarios de trabajo en los que se pueden

comportan o no aleatoriamente. De hecho, la 3l§ai6redad es solo un conjunto de ideas, un
modelo abstracto, una invencion humana que usamos para modelar la variacion en la que no
vemos patron. (p. 24)

(2004, p. 14) la incertidumbre vy la variacion estan muy relacionadas, ya que debido a que hay variabilidad,
vivimos en incertidumbre, y ya que no en todas las cosas hay determinacion o certeza sobre ellas, hay
variabilidad. En palabras de Makar v Confrey (2005). “mientras que nadie espera que las estaturas de

Se evidencia como de una y otra manera la nocién de variacion es construida a partir de ideas

como la dispersion, la aleatoriedad, la incertidumbre, la distribucion y por ende su comprension
global se hace méas compleja.

Los autores citan a Reading y Shaughnessy (2004), quienes son los primeros en proponer una
definicién tanto para variacién como para variabilidad.
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Reading v Shaughnessy (2004, citado en Ben-zvi y Garfield, 2006) definen ‘variaciéon’ como un
sustantivo usado para describir el acto de variar o cambiar una condicion v “variabilidad’ como una forma
sustantivada del adjetivo variable, que significa que algo es apto o capaz de variar o cambiar. También
estos autores hacen una distincion entre lo que se observa que varia v lo que se mide. El término
‘variabilidad se usa igualmente para representar como varian los datos.

En este documento los autores hacen el comparativo entre variacion y variabilidad, expresando
que la variacién describe el acto de variar, mientras que la variabilidad es utilizada para la medicién
de la variacion.

Para continuar con el estudio de la variacién los autores mencionan y definen la variacion
explicada y la variacién no explicada. Variacion explicada o variacion de causa especial-sefial y
variacién no explicada o variacién de causa comun-ruido o variacién aleatoria.

especial” y “ruido” o variacion de “causa comun”. Asi, mientras que la variacion explicada. se concreta o
caracteriza con base en los patrones o regularidades identificadas, la variacion no explicada corresponde a
lo que se obtiene. cuando se ha separado de los datos. los patrones identificados. Para los estadisticos esta

Con lo expuesto en la imagen, pareciera ser que en los datos a su vez se presentan dos tipos de
variacién, variacién explicada y no explicada. La primera permite identificar patrones en la
informacioén, mientras que la segunda hace referencia a la informacién filtrada cuando dejan de
existir tales patrones.

Los autores enfatizan en dos nociones que conforman el razonamiento estadistico, las cuales son:
la nocion de muestra representativa y la nocién de variabilidad muestral, las cuales a su vez
conforman el fundamento de la inferencia Estadistica.

variabilidad muestral. Mientras que la primera se refiere a 1a idea de que una muestra tomada de una
poblacion, usualmente tiene caracteristicas similares a l1a de la poblacion de la que se toma, la segunda
destaca la idea de que las muestras tomadas de una poblacion no son todas iguales y por lo tanto no todas
son similares a la poblacion de donde provienen. Ademas, agregan que “para comprender el proposito que

Se hace referencia a muestra representativa como el estudio de una grupo de una pobacion que va
a tener caracteristicas similares a la poblacién, mientras que variabilidad muestral es el estudio de
grupos de una poblacién diferentes que no representan caracteristicas de la poblacion de donde
provienen. Es asi como desde estas definicones, es evidente cémo el estudio de la variabilidad
comienza a tomar mayor fuerza en la ensefianza y aprendizaje de la Estadistica.

Los autores relacionan la idea variabilidad con la de variacién aleatoria, refiriéendose a que la
variabilidad esta presente en todas partes y se liga con la variacion aleatoria ya que esta hace
referencia a los datos a los cuales no se les puede identificar ningin patrén.

variacion, y la explicacion de la variacion. La idea de variabilidad presente en todas partes cobra sentido
cuando miramos el mundo en que vivimos, en éste es incuestionable que hay un componente de variacion
aleatoria.

Tabla 24. Conceptos [Crl]. Fernandez, Andrade y Sarmiento (2009)
Fuente. Propia

Respecto al lenguaje [Cr2], los autores mencionan cémo la construccion de

modelos estadisticos es una de las tareas vitales para los estadisticos y como esta

54




se relaciona directamente con la variabilidad de los datos. Debido a la
construccion de estos modelos es que se hace recurrente que en este estudio se
empleen constantemente términos como: regularidad, relacion entre variables,
patrones y medidas de dispersion (rango, desviacion, varianza). Ademas, reluce
durante la lectura del texto nociones de aleatoriedad, incertidumbre, distribucion y

dispersion (Tabla 25).

[Cr2] LENGUAJE (TERMINOS, EXPRESIONES, NOTACIONES, GRAFICOS)

Ademas de la importancia que cobra la variabilidad como fundamento para el desarrollo del
Pensamiento Estadistico, los autores también mencionan la construccién de modelos estadisticos
como una de las tareas fundamentales para promover tal pensamiento. Es atrayente la relacion
gue proponen de estos modelos con la blisqueda de fuentes de variabilidad, en la identificacion de
patrones, regularidades y relacion entre variables; ya que si recordamos los LCM estas actividades
parecieren estar caracterizadas como el fundamento del Pensamiento Variacional. Pero cobran
importancia en el Pensamiento Aleatorio ya que permiten identificar la variabilidad en los datos
para asi hacer predicciones a partir de los mismos.

de variabilidad, y se explicita en términos de la identificacién de patrones v relaciones entre variables. Si
en la identificacion de estos modelos no se encuentran regularidades. la opcion que queda es estimar la
magnitud de la variabilidad v trabajar alrededor de ella. Por otra parte, cuando se logra la identificacion de
regularidades, no siempre se las puede explicar en términos causales.

En este apartado los autores tratan la variacion como una entidad conceptual y proponen medir la
variacion no solo desde la desviacién sino también desde cémo se relaciona con el rango y la
varianza.

La variacion implica diversidad vy se refiere a un distanciamiento de una clase o cantidad normal, de un
estandar. Una forma de medir 12 variacion en un conjunfo numérico de datos es el rango, el cual
suministra la dispersion de los datos desde el maximo al minimo, o Ia varianza v desviacion que
cuantifican la dispersion sobre la media aritmética. Para Makar y Confrey (2005). la mayoria de los usos

Tabla 25. Lenguaje [Cr2]. Fernandez, Andrade y Sarmiento (2009)
Fuente. Propia

Respecto a situaciones [Cr3], aunque los autores no proponen ejemplos o
ejercicios como tal, si exponen una forma de comparacion que permita ver o
estudiar la variacion y la incertidumbre. Dicha comparacion la plantean teniendo
en cuenta la altura de un grupo de nifilos que tienen la misma edad, para las
cuales no se puede especificar cuanto varian, ya que entran en juego otra serie de

factores que hacen que se produzca dicha variacién.
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[Cr3] SITUACIONES (PROBLEMAS, APLICACIONES O EJERCICIOS)

Los autores proponen estudiar la siguiente situacién donde intentan comparar y establecer la
relacion presente entre variacion e incertidumbre, al mencionar que la incertidumbre depende de la
variabilidad y viceversa, es decir, al parecer sin la una no existiria la otra.

variabilidad. En palabras de Makar v Confrey (2005), “mientras que nadie espera que las estaturas de
nifios de cinco afios de edad sean todas iguales, es con frecuencia dificil de comprender qué tanto varian
las estaturas de los nifios, v que la variabilidad atribuible a las diferencias en sus estaturas es una mezcla
de factores explicativos (por ejemplo, la estatura de los padres v 1a nutricion) y de factores aleatorios o no
explicados.

Tabla 26. Situaciones [Cr3]. Fernandez, Andrade y Sarmiento (2009)
Fuente. Propia

Se observa como Fernandez, Andrade y Sarmiento resaltan que el término
variacion es un término muy estudiado en el Pensamiento Variacional, pero que a
Su vez ocupa un lugar esencial en las ideas que caracterizan al Pensamiento
Estocastico (Aleatorio) aunque su estudio en este pensamiento sea insuficiente;
por ello proponen el andlisis de la variacién en la Estadistica desde patrones y
regularidades, cuando pareciera que este proceso es del Pensamiento
Variacional, ya que esto permite hallar en los datos aquella variacion que puede
ser explicada y la que no, para asi construir modelos estadisticos que permitan

establecer predicciones.

En este documento es interesante reconocer como los autores asocian el término
variacion a las nociones de aleatoriedad, incertidumbre y distribucién. Con
aleatoriedad, al trabajar con la variacion no explicada; incertidumbre ya que en
todas las situaciones siempre habra variabilidad de los datos, mas nunca habra

certeza, y distribucién, como una manera de representar dicha variacion.

El cuarto articulo que es objeto de analisis es de Peters (2011), en este se intenta
hacer una comprensiéon robusta de la nocién de variabilidad a través de una
investigacion realizada desde dos perspectivas, la primera, revisando teorias y
propuestas acerca de la nocion de variabilidad desde documentos de autores
como Ben-Zvi y Garfield (2004), Pfannkuch y Wild (1999), Cobb y Moore
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(1997), entre otros; y la segunda perspectiva es la empirica donde se aplica
una serie de ejercicios a estudiantes y se trata de consolidar esta comprension
de la nocién desde el reconocimiento de la variabilidad misma. Este trabajo se
centra en cuatro elementos fundamentales como lo son disposicion variacional,
variabilidad en los datos para variables contextuales, variabilidad en las relaciones
entre los datos y variables, y efectos del tamafio de la muestra en la variabilidad.
Para el andlisis del primer criterio [Crl] se presentan cuatro conceptos: la
omnipresencia de la variabilidad, que es descrita como la piedra angular de la
variabilidad, ya que esta se encuentra o hace presencia en todo y en todas partes;
la representatividad de la muestra, que se define con caracteristicas similares a la
poblacién; la variabilidad de la muestra que nace de muestras que no tienen
caracteristicas similares a la poblacion; y la transnumeracion de los datos, como el
cambio de representacion de estos. Por otro lado, relacionan y describen las
medidas de centro y variacion, como medidas de resumen que permiten la

comparacion entre conjuntos de datos (Tabla 27).

[Cr1] CONCEPTOS (DEFINICIONES O DESCRIPCIONES)

En la pagina 53, en la seccién 2.1 llamada
Design Perspective (perspectiva de disefio), el
autor hace la aclaracion que para iniciar un
estudio sobre la variabilidad se debe tener
presente un concepto fundamental y es la
omnipresencia, entendiéndose que la
variabilidad esta presente en todo y en todas
partes.

2.1. DESIGN PERSFECTIVE
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En la pagina 54, dentro de la misma seccion 2.1
el autor realza la importancia de dos nociones y
presenta la diferencia entre ellas,
representatividad de la muestra y la variabilidad
de la muestra, ya que la muestra representativa
tiene caracteristicas similares a la poblacion,
mientras que la variabilidad de la muestra resulta
de muestras que no son todas idénticas y que no
coinciden exactamente con las caracteristicas de
la poblacion.
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En la pagina 55 el autor hace referencia a la
transnumeracion (Wild & Pfannkuch 1999)
entendiéndose esta como el proceso de
cambio de representacién de los datos con el
fin de observar caracteristicas que no son
evidentes en una u otra representacion.

En la pagina 55 el autor hace referencia a las
medidas de resumen, aunque si bien no muestra
cuales son, si hace una descripciébn de su
funcion, permitir la comparacién entre conjuntos
de datos o entre muestras y poblaciones.
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Tabla 27. Conceptos [Crl]. Peters (2011)
Fuente. Propia

Para el segundo criterio [Cr2], aunque el autor no hace explicita la descripcion de
algunos conceptos, si se hace reiterativo en su discurso términos como: el rango
intercuartil, la desviacion media absoluta y la desviacion estandar, como
representaciones numéricas de los datos, para finalmente, exponer las técnicas de

muestro fundamental.

[Cr2] LENGUAJE (TERMINOS, EXPRESIONES, NOTACIONES, GRAFICOS)

Dentro del mismo discurso de la | Insistentemente se hace referencia a las técnicas
transnumeracion y en general dentro del | de muestreo y recoleccion de datos, aunque no
documento, el autor hace referencia términos | hace explicito ninguna de estas.
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Tabla 28. Lenguaje [Cr2]. Peters (2011)
Fuente. Propia

Para el criterio [Cr3] el autor propone una serie de tareas que apuntan a identificar
la variabilidad en algunas situaciones, pretendiendo con ello describir la
concepcion de variabilidad que presentan los estudiantes al permitirles reconocer
la naturaleza de esta desde diferentes representaciones como lo son gréaficos o

situaciones escritas (Tabla 29).

[Cr3] SITUACIONES (PROBLEMAS, APLICACIONES O EJERCICIOS)

En la pagina 59, dentro del capitulo 4 llamado
Data Collection (Recoleccion de Datos), se
presentan una serie de actividades, la primera
de ella es Consultant Task (tarea de consulta), la
cual pretende que, sin informacion sobre cémo
los administradores seleccionaron los
examenes, los maestros puedan concluir sin
ningun tipo de sesgo, es decir, sin una

La segunda tarea que se presenta es el trabajo
con el grafico de Caliper y como en la tarea
anterior se pretende que, en ausencia de
contexto, los estudiantes puedan expresar la
necesidad de que en este se considere la
naturaleza o el patrén esperado de variabilidad
para razonar sobre dicha situacion.
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Figure 9. nitial graph for the Caliper Task

Tabla 29. Situaciones [Cr3]. Peters (2011)
Fuente. Propia

Es asi como este articulo intenta presentar una de las construcciones mas
completas de la nocién de variabilidad, que aunque no la describe de forma
explicita, si muestra algunos conceptos y lineamientos que rigen el identificar la
variabilidad en todo y en todas partes. Sin embargo, para efectos de lo que se
pretende en este trabajo, es importante resaltar como durante el texto no se hace

distincion alguna de los términos variacion y variabilidad.

El ultimo documento que es objeto de andlisis es una sintesis de investigacion
realizada por Ruiz, posterior tesis de doctorado (2017) quien estudia las ideas de
variabilidad y dispersiébn como sin6nimos, siendo la base para la ensefianza y

aprendizaje de la Estadistica.

Para comenzar el estudio de estas nociones, y desde el criterio [Crl], el autor
propone un recorrido que abarca tres miradas, la semantica, la historica y la social.
Es por lo que inicialmente propone las definiciones de dispersion, de variacion y
de desviacion, desde el significado que presenta el diccionario de la Real

Academia Espafiola. Cabe resaltar que el autor presenta dichas definiciones
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desde el idioma espafiol e inglés, ya que una de las hipdtesis que se manejan es
qgue las confusiones entre estos términos se deben a la traduccién entre idiomas
(Tabla 30).

[Cr1] CONCEPTOS (DEFINICIONES O DESCRIPCIONES)

Antes de proponer definicones, el autor plantea como en la literatura, muchas veces el término de
dispersion, variacion y desviacion se toman como sinénimos. Sin embargo, menciona como desde
la matematica presenta sus diferencias.

Dispersion: 1. f Mat. Distribucion estadistica de un conjunto de valores.

Variacion: 1. £ Mat. Cada uno de los subconjuntos del mismo numero de elementos de un
conjunto dado. que difieren entre si por alglin elemento o por el orden de estos.

Desviacion: 1. f Mat. Diferencia entre la medida de una magnitud y el valor de referencia.
(«Real Academia Espafiola de la Lengua», 20153)

Asume la variacién como un concepto amplio que se refiere a las diferencias que existen entre los
valores quetoma una variable pero que a su vez no es exclusivo de la Estadistica, como si lo es la
dispersion y la desviacion. La desviacion se entiende como la diferencia entre un dato y su media,
mientras que dispersion, es la variabilidad respecto a un modelo.

Una vez presentadas estas definiciones, el autor exhibe las mismsas definiciones en idioma inglés,
en donde se puede apreciar que los términos desviacién y variacion coinciden con las definiciones
dadas en espafiol; sin embargo, bajo el término dispersion es que se presentan confusiones, ya
gue este se limita a la medida del valor méximo y el minimo, es decir, al rango.

Spread (dispersién): 1. Rango de variacién de algo, por ejemplo, “amplia dispersion de edades™
Deviation (desviacién): La cantidad que difiere el valor de una medida individual de un valor
fijo llamado media.

Variation (variacién): Un cambio en el valor de una funcién debido a pequefios cambios en el
argumento o argumentos de esta (Simpson y Weiner, 2016).

Finalmente, presenta la definicién de variabilidad, que al exponerla con un ejemplo, hace que se
asuma como un factor de la vida cotidiana presente en todas partes.

verdadero valor del fenémeno en cuestion” (Hald, 1998, p.33). Ademads, en la literatura
de educacion estadistica se utilizan otros términos como ‘“variability” que analizo a

continuacion y tampoco es exclusivo de la estadistica:

Vanability (variabilidad):1. El hecho de que algo puede variar. Ej. La vaniabilidad del clima o un
grado de variabilidad en el tipo de cambio (Simpson y Weiner, 2016).

Luego de exponer los términos desde definiciones amplias, el autor centra la atencién en los
términos variacion y variabilidad, dando a entender que la variabilidad es una cualidad de algo,
mientras que la variacion es la descripcion de esa cualidad.
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adelante. “el término variabilidad sera entendido como la caracteristica de una entidad
que es observable, y el término vanacion para referirse a la descripcion o medida de

esta caracteristica” (Reading v Shaughnessy, 2004, p.202).

Tabla 30. Conceptos [Crl]. Ruiz (2017)
Fuente. Propia

Por otro lado, para el criterio [Cr2], durante el texto se mencionan constantemente
términos como variabilidad, dispersion y variacion (Tabla 31). Nuevamente el autor
hace ver estos términos como sinbnimos 0 como Si su uso se debiera al idioma
utilizado. Otra expresion que cobra sentido es el error aleatorio de cual Galileo

propone sus primeras propiedades.

[Cr2] LENGUAJE (TERMINOS, EXPRESIONES, NOTACIONES, GRAFICOS)

El autor se enfoca en como el uso indistinto de estos términos se da por el idioma utilizado; sin

embargo, al mencionar y relacionar dichos términos hace uso del concetor “y” mas no del “o”, por lo

gue queda la inquietud de hasta donde su uso es indistinto, es decir, que puede ser lo mismo
variabilidad, dispersion y variacion.

esta manera nos indican Estepa y Ortega (2006) “podemos decir, sin creer
equivocarnos, que el uso indistinto de “vanabilidad”, “dispersion” y “vanacion” es

también una constante en la literatura en espafiol.” (p. 174) Lo mismo sucede en lengua

Tabla 31. Lenguaje [Cr2]. Ruiz (2017)

Fuente. Propia
Finalmente, para el criterio [Cr3], el autor plantea algunas situaciones donde se
puede evidenciar como se pudo haber iniciado el estudio de la variabilidad, y es
asi como se remonta a los babilénicos y al estudio de los cuerpos celestes, al
intentar cuantificar una noche estrellada, el movimiento del sol y los astros. Otro
de los ejemplos es el caso de Hiparco quien estudiaba el paso del sol por un punto
durante el solsticio para posteriormente cuestionarse si el afio tropical era
constante o no, mediante diversas observaciones se comenzé a cuantificar el error
y a darse cuenta de que en cada observacion obtenia un resultado diferente
(Tabla 32).
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[Cr3] SITUACIONES (PROBLEMAS, APLICACIONES O EJERCICIOS)

Luego de mencionar superficialmente situaciones de cémo aparentemente pudo iniciar el estudio
de la variacion, es hasta Galileo que se concreta esta idea, ya que es el primer personaje que
plantea una descripcién matematica del error y quien supone que los valores se agrupan alrededor
de valor verdadero, dando asi sentido y enfoque a la dispersion.

La distancia de una estrella desde el centro de la Tierra es descrita por un solo nuimero, la
distancia real.

Para este ejemplo cabe resaltar dos cosas: la primera, cémo surge la variabilidad a través del
estudio de situaciones de la vida cotidiana y el por qué se puede decir que la variabilidad esta
presente en todo lo que nos rodea; y la segunda, la vision que se obtuvo Galileo al intentar ver las
alteraciones que presentaba esta situacion para asi poder determinar una medida mas aproximada
0 exacta.

Tabla 32. Situaciones [Cr3]. Ruiz (2017)
Fuente. Propia
A lo largo del texto se evidencia como el autor al estudiar los términos variacion,
variabilidad, dispersion, distribucion hace énfasis en que el término variacion es
muy amplio y, por tanto, no es exclusivo de un area determinada, sino de las
matematicas mismas. Mientras que al intentar estudiar el término variabilidad, a
este lo asocia como sinénimo del término dispersion, ya que desde el idioma
inglés el término dispersion es “spread”. Hace esta relacidon, ya que el término
spread tiene varios significados y esto conlleva a confusiones y errores en el

aprendizaje y ensefianza de la Estadistica.

Después de terminado el andlisis de los cinco documentos, se evidencia que
desde el Pensamiento Aleatorio muchos de los autores trabajan el término
variacion y variabilidad indistintamente, y lo describen como la idea fundamental
gue subyace a la Estadistica pero que ademas estan asociados a las nociones de

dispersion, distribucion y aleatoriedad.
Cabe resaltar que la variacion en la Estadistica no hace referencia a un cambio

gue se produce en una relacién de dependencia entre dos variables, sino que esta

sujeta al comportamiento de un conjunto de datos donde se pueden identificar
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patrones o regularidades que permiten que se otorguen caracteristicas a la
poblacion a través de este estos datos.

3.3RESULTADOS: VARIACION vs VARIABILIDAD

Una vez terminado el analisis de los documentos se encuentran diferencias y
similitudes respecto a las nociones estudiadas a partir de los tres criterios
seleccionados las cuales se explicitan a continuacion, asi como los elementos
propios de cada una, para finalmente presentar algunas sugerencias que sirven de

guia para la enseflanza y aprendizaje de dichas nociones.

A partir de los criterios [Crl] y [Cr2] se enlistan en la Tabla 33 los elementos que
aparentemente comparten las dos nociones, de manera que a partir de ellos

seguidamente se establecen diferencias y similitudes.

Variacion en el Calculo Variabilidad en la Estadistica

v' Aleatoria
v' Cualitativa:
Dependiente e = Nominal
Variable(s) independiente =  Ordinal
v" Cuantitativa
Covariacion = Continua
= Discreta

v" Covariacion
v' Medidas de tendencia central

v' Constante

Parametros v Variable v Medidas de dispersion
v’ Gréfico de barras
v’ Cartesiana v' Gréfico de sectores
Representaciéon | v Tabular v’ Histogramas
v Verbal v’ Gréfico de lineas
v' Algebraica v' Gréfico de dispersion

Tabla 33. Elementos similares en las nociones variacién y variabilidad
Fuente. Propia

A continuacion, se realiza la descripcion de cada uno de estos elementos,
analizando su papel dentro de las nociones para asi mostrar sus similitudes o

diferencias.
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Variable

El concepto de variable hace parte fundamental de ambas nociones, tanto en
variacion como en variabilidad. Es asi como los autores consultados sugieren
constantemente identificar la variable o variables inmersas en la situacion. Aunque
el concepto estd presente en ambas nociones, esto no quiere decir que las
variables que se utilizan en uno u otro pensamiento sean de la mimas naturaleza,
ya que, dentro del Pensamiento Variacional, se reconocen las variables
dependiente e independiente, es decir, en el Calculo habra una correlacion entre
dos variables, para estos casos generalmente se trabaja la variable tiempo
(independiente) en relacion con otra, ya sea altura, edad, distancia, velocidad, etc.;
mientras que en el Pensamiento Aleatorio se reconocen las variables aleatorias,
las cuales se caracterizan por asignar un numero real a cada elemento del espacio
muestral; y las variables estadisticas en done se pueden identificar las variables
cualitativas o cuantitativas, que a su vez se clasifican en nominales u ordinales, y
continuas o discretas, respectivamente. Las variables cualitativas que se refieren a
caracteristicas o cualidades que no pueden ser medidas con numeros, y es con
este tipo de variable que podemos caracterizar la principal diferencia entre
nociones, puesto que en el calculo las dos variables al parecer deben ser de tipo
numerico, mientras que en la estadistica caben variables de indole categorico. La
variable cualitativa se puede clasificar en nominal que se caracteriza por que los
valores que toma no estan sometidos a un criterio de orden (colores o lugar de
residencia), y en ordinal que puede tomar distintos valores ordenados siguiendo
una escala establecida. Por otro lado, las variables cuantitativas se refieren a
atributos que expresan una cantidad o magnitud y se clasifican en continua que es
aquella que puede asumir un namero incontable de valores y en discreta que es
aquella que puede asumir un nimero contable de valores; estas ultimas parecen
tener un acercamiento a las caracteristicas de las variables en el ambito del
pensamiento variacional, por el uso de medidas y magnitudes en la forma de

identificarlas.
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Finalmente se hace referencia a la covariacion desde el Calculo y la Estadistica

como medicion de la relacion que existe entre dos variables.

En la Tabla 34 se presenta un ejemplo de variable para cada una de las nociones,

en donde se evidencia coOmo se trabaja este concepto.

Situacién de variacion (Pensamiento Variacional)

Ejemplo

Analisis

Se quiere construir una caja sin tapa a partir
de una hoja de carton de 20 x 10cm. Para
ello, se corta un cuadrado de lado L en cada
esquina y se dobla la hoja levantando los
cuatro laterales de la caja. Determinar las
dimensiones de la caja para que su volumen
sea maximo.

En esta situacibn se puede identificar la
variable independiente que en este caso es la
altura y la variable dependiente es el volumen
de la caja.Las dos expresadas
numéricamente y con una unidad de medida.
Es asi como se puede observar una
correlacion de variables (altura/volumen) en
esta situacion, lo que caracteriza una
situacion de variacion.

Tabla 34. Ejemplo de variable en una situacién de variacion
Fuente. Propia

Situacién de variabilidad (Pensamiento Aleatorio)

Ejemplo

Andlisis

La estatura de los habitantes de una ciudad.
Existen infinitos valores posibles, un habitante
puede medir 1,784596 metros, otro puede
medir 1,589641254125 metros y otro puede
medir 1,6457843120 metros. Existen infinitos
valores posibles, es decir, un nimero
incontable de valores.

La variable de esta situacion es una variable
estadistica de tipo cuantitativa continua, que
hace referencia a la caracteristica ‘altura’ de
los habitantes de una ciudad, es decir, de una
poblacién.

Esta es una situacion de variabilidad ya que
solo se observa la altura de una muestra y se
esperaria que esto permitiera inferir sobre la
poblacién. Sin embargo, se debe tener en
cuenta que existen otros factores que hace
que la altura entre uno u otro individuo sea
diferente, y por ende diferente entre muestras.

Tabla 35. Ejemplo de variable en una situacién de variabilidad
Fuente. Propia

Parametro

Es otro de los elementos presentes en ambas nociones y aungue este concepto
se encuentra relacionado tanto con la variacibn como con la variabilidad, en el
Pensamiento Variacional, el término se asocia tanto a variable como a constante,
es decir, a los factores presentes en la situacion y que ayudan a modelarla.

Mientras que en el Pensamiento Aleatorio la nocion de parametro se asocia a
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cualquier valor caracteristico de la poblacion sujeto de analisis como lo son la
media o la desviacion tipica (medidas de centralizacion de la poblacién), es asi
como en este pensamiento el parametro es la base para poder emitir conclusiones
o inferencias sobre la situacién de estudio. En la Tabla 36 se presenta un ejemplo

donde se intenta mostrar cOmo se trabaja el término parametro.

Situacién de variacion (Pensamiento Variacional)

Ejemplo Andlisis

Hallar el valor de b v m para que la curva En este ejemplo se identifican como
v bymp qu urv parametros tanto la variable x, como las

_ .3 2
y =x°+ bx"+mx + 1 tenga un punto de | constantes b y m que hacen parte de la

inflexion en el punto (0,1) y la pendiente de la modelacion de dicha situacion.

recta tangente en ese punto valga 1.

Tabla 36. Ejemplo de parametro en una situacion de variacion
Fuente. Propia

Situacién de variabilidad (Pensamiento Aleatorio)

Ejemplo Andlisis

En un experimento hemos obtenido los | Para esta situacion el parametro que se tuvo
siguientes valores: 10, 11, 10, 9, 10, 10. | en cuenta para realizar las conclusiones sobre
Calcular la media aritmética de los valores del | el estudio estadistico es el promedio de los

experimento: resultados del experimento, una media de
Numero de valores del experimento: 6 valores | tendencia central.
de muestra

P=(10+11+10+9+10+10)/6=60/6=10

Tabla 37. Ejemplo de parametro en una situacion de variabilidad
Fuente. Propia

Representaciones

Las representaciones en ambas nociones son de vital importancia, ya que
permiten identificar y reconocer elementos tanto de la variacion como de la
variabilidad (segun el pensamiento que se esté trabajando). Por ejemplo, la
representacion grafica de una situacion de la variacion puede hacer referencia a
representacion tabular, grafica, verbal o algebraica, las cuales permiten identificar
el cambio dentro de la situacién de estudio. Mientras que en una situacién de

variabilidad encontramos una gama de gréaficos estadisticos como los son el
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gréfico de barras, que se utiliza en variables cuantitativas discretas; el histograma
gue es equivalente al diagrama de barras, pero para variables continuas o cuando
los datos estan agrupados en intervalos; el grafico de sectores que permite

representar cualquier tipo de variable estadistica, entre otros graficos.

Es asi como los gréficos constituyen una de las principales herramientas en
ambas nociones, ya que el representar las situaciones a través de estos permite
un mejor analisis ya sea de la variacion o la variabilidad de los datos. Cabe
mencionar que, al trabajar las representaciones en cada uno de los pensamientos,
estas deben cumplir unas caracteristicas particulares, como, por ejemplo, en el
Célculo, las escalas y los ejes coordenados deben estar debidamente
establecidos, mientras que, en la Estadistica, aunque si es necesario el uso de

escalas en algunos tipos de gréficos, la nocién de eje coordenado no aplica.

Representacidn en variacién (Pensamiento Variacional)

Ejemplo Andlisis

Como se puede observar en el grafico existe
una correlacion de variables (tiempo,
velocidad) y una dependencia entre ellas,
A pero también este grafico permite deducir la
} relacién inversamente proporcional entre ellas
Y (mientras que el tiempo aumenta, la velocidad
disminuye).

Gt 0% Weocaod versis Tivrgd

Tabla 38. Ejemplo de grafico en variacion
Fuente. Propia

Representacion en variabilidad (Pensamiento Aleatorio)

Ejemplo Analisis

Colores preferidos

Este gréafico permite identificar los patrones de
variabilidad en cuanto a los gustos en colores
de una comunidad, donde se puede observar
la preferencia por el color rojo.
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Tabla 39. Ejemplo de gréafico en variabilidad
Fuente. Propia

Desde el criterio [Cr3] se evidencian que las situaciones (ejemplos, ejercicios,
problemas) también presentan sus particularidades para tratar la variacion y la
variabilidad desde cada una de sus é&reas. Es asi como para el caso del
Pensamiento Variacional, se pueden proponer situaciones tanto del contexto real,
la vida cotidiana, como situaciones que no sean necesariamente reales, pero si
gue se puedan modelar; mientras que, para el Pensamiento Aleatorio, lo mejor es
trabajar ejercicios en contexto y especialmente de la vida cotidiana, que sean de
mayor provecho y significativos para los estudiantes y en los que se le dé sentido

real a la variabilidad.

Situacion de variacion (Pensamiento Variacional)

Ejemplo Analisis

Un aeroplano utiliza una cantidad fija de
combustible para despegar, una cantidad fija
(diferente) para aterrizar, y una cantidad fija
(diferente)por milla cuando esta en el aire.
¢,Como depende la cantidad total de
combustible requerido, de la longitud del
viaje?

Este ejemplo permite evidenciar, una tipica
situacion de variacidn, no necesariamente en
un contexto real, pero que permite identificar
la relacion entre variables distancia y cantidad
de combustible.

Tabla 40. Ejemplo de situacion de variacion
Fuente. Propia

Situacion de variabilidad (Pensamiento Aleatorio)

Ejemplo

Analisis

Elecciones para presidente en Colombia para el periodo 2019-

2022.

En Bogotd, Petro obtuvo 1'884.869 votos y Duque 1'447 685 votos.
En Barranquilla, Petro obtuvo 242473 votos y Duque 191.485 votos.
En Cali, Petro obtuvo 446.477 votos y Duque 352.766 votos.

En Cartagena, Petro obtuvo 176.421 votos y Duque 130.644 votos.

En Medellin, Duque obtuvo 693 334 votos y Petro 208.427 votos.

En Bucaramanga, Duque obtuvo 168.312 votos y Petro 107.542 votos.
En Cdcuta, Duque obtuvo 250.405 votos y Petro 47.204 votos.

La Estadistica cobra sentido
al trabajar una situacion del
contexto con datos de la

vida real. Para esta
situacién particular  se
puede estudiar cémo en

cada ciudad la variabilidad
de los votos por cada
candidato puede ser
diferente, y de esta manera
inferir sobre el posible
ganador de las elecciones.

Tabla 41. Ejemplo de situacion de variabilidad
Fuente. Propia

68




Una vez analizados los conceptos, términos y situaciones asociadas a cada una
de las nociones, se puede concluir que, por un lado, aunque en cada uno de los
pensamientos hacen referencia a variables, parametros, graficos y situaciones,
todos estos son de diferente naturaleza; y por otro, cada pensamiento se
construye desde ideas claves o denominadas fundamentales, asi, para el
Pensamiento Variacional se debe trabajar desde la idea de cambio apoyada de
conceptos como funcion derivada y la relacion entre variables (dependiente e
independiente), mientras que para el Pensamiento Aleatorio se debe hacer énfasis
en la idea de dispersion, trabajando la variacion y variabilidad segun la situacion,
es decir, segun el contexto, el idioma o el uso que se le quiera dar. Sin embargo,
para ambos campos se ha de dejar un poco de lado el énfasis en procesos
algoritmicos, dandole mayor fuerza a la construccion y desarrollo de los conceptos

clave que conforman cada nocién.

Finalmente, se listan en la Tabla 42, y describen aquellos elementos que

identifican y caracterizan cada una de las nociones, es decir, las diferencias.

Variacion en el Calculo Variabilidad en la Estadistica
e Razén de cambio: e Datos
v" Promedio e Dispersion
v' Instantanea e Distribucion
e Derivada
e Funcion

Tabla 42. Elementos propios de cada una de las nociones
Fuente. Propia
Ahora bien, se puede ver como cada nocion esta estructurada por elementos
propios que las caracterizan. Para el caso de la variacion en el Calculo, se
evidencia como la razén de cambio (entendida como la medida en la cual una
variable se modifica en relacion a otra) es la idea principal, acompafiada de la
nocion de funcién (modelacion algebraica de la relaciébn entre las variables
inmersas en la situacion de variacion) y de derivada (medida de la velocidad del
cambio en un contexto continuo); mientras que el fuerte para la variabilidad o

variacion en la Estadistica es el estudio de los datos y todo lo relacionado con
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estos, como es el caso de las medidas de dispersion (pardmetros estadisticos que
indican cémo se alejan los datos respecto a una determinada medida), lo que
sirven como indicador de la variabilidad de los datos. Ademas de las medidas de
dispersion se encuentran la distribucion (que indica toda la gama de valores que
pueden representarse como resultados de una medicion de una situacion) y la
dispersion (que indica que tan concentrados o alejados se encuentran los datos

dentro de una situacion).

Es asi que luego de identificar aquellos elementos constitutivos presenten en cada
una de las nociones, de realizar la respectiva caracterizacién y de establecer las
diferencias que permiten hablar de dos nociones distintas, es preciso realizar
algunas recomendaciones al momento de trabajar con dichas nociones, como lo
es que profesor dentro del aula procure profundizar en los conceptos mas que en
los procesos, y esto no es una invitacion a dejar de lado el trabajo algoritmico, sino
gue se le dé méas sentido a estos procesos teniendo claro en este caso las
nociones que se trabajan (variacion o variabilidad), ya que si el estudiante no
identifica la variacibon o a variabilidad dentro de una situacion de estudio,
dificilmente podra concluir sobre ella desde los procesos algoritmico que realiza.

Ademas, estudiar estas nociones de forma mas profunda, proporcionara al
estudiante herramientas clave al momento de decidir como proceder frente a ella,
por ejemplo, el estudiante va a ser capaz de identificar la variable o variables que
estan inmersas dentro de la situacion, de identificar los patrones de cambio o la

correlaciéon que puede existir entre variables.

De otro lado también es importante resaltar el apoyo que el desarrollo de nueva
tecnologia brinda en el afianzamiento de estas nociones, permitiendo que el
estudiante no se detenga en el proceso algoritmico y profundice mas en el andlisis

de las situaciones.
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4. CONCLUSIONES

En este capitulo se presentan las conclusiones sobre el desarrollo y los resultados
obtenidos mediante la revision bibliografia, lo cual centré su atencion en identificar
las caracteristicas propias de las nociones de variacion y variabilidad, donde se
pretendi6é conjeturar si realmente son distintas, si se generan errores conceptuales
al trabajar estas nociones sin ningun tipo de distincion, o por el contrario
determinar si el uso indistinto de estas no conlleva a ningun error y por lo tanto no

se hace necesario el hacer énfasis en distinguirlas.

En relacion con el objetivo principal del trabajo, de caracterizar y comparar las
nociones de variacion y variabilidad se reconoce que después de un arqueo
bibliografico de la literatura seleccionada, en ninguno de los documentos
analizados, desde el area de Calculo, los autores trabajan con el término
variabilidad; mientras que en los de Estadistica, con frecuencia se encontro el
término variacion, pareciera ser como si esta fuera la “culpable” de la confusion, ya
gue desde la Estadistica, se puede evidenciar como los autores trabajan las
nociones de variacion y variabilidad como sin6nimos, sin embargo, se enfocan
mas en la variabilidad cuando hablan del comportamiento de los datos, mientras
gue variacion la emplean para todo lo demas, como, por ejemplo, para trabajar las
medidas de dispersion, o para caracterizar las situaciones y el contexto. Es asi
como, se considera que el uso de los términos variacion, variabilidad y dispersion
desde la Estadistica, al trabajarlos como sinénimos e indistintamente genera
fuertes obstaculos para la comprension de esta, por ende, deberia hacerse la
claridad y trabajar la variabilidad Unicamente cuando se estudie el comportamiento

de los datos.

Ademas de esto, se evidencia en los documentos, como a pesar de que los

autores intentan trabajar sobre las nociones (variacion y variabilidad) que
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subyacen tanto al Célculo como a la Estadistica respectivamente, ellos siguen
recalcando la importancia que se le da solo a los procesos algoritmicos, cuando
esta deberia ir mas alla de hallar una derivada, de graficar una funcion, de hallar
las medidas de tendencia central o de dispersion. En este caso los procesos de
ensefianza-aprendizaje deberian estar centrados en para qué hallarlos, por qué

son utiles, qué sentido tienen en el contexto en el que se calculan, entre otros.

Dentro de las similitudes encontradas luego de realizar la caracterizacion y
comparacién de las nociones, se halla que, aunque en ambas nociones se
emplean términos como variables y parametros, estos tienen una interpretacion
diferente, lo que conlleva a que dicha similitud sea solo referente a la palabra
empleada mas no a su significado ni naturaleza, un caso patrticular y claro de esto,
es la covariacion, que si bien hace parte de ambas nociones, en el Célculo la
covariacion se expresa en términos de como una variable cambia con respecto a
la otra (dependiente e independiente), mientras que en Estadistica la covariacion
se utiliza cuando se estudia una misma muestra a partir de mas de una variable.
Es asi como aqui ya se puede afirmar que las nociones de variacion y variabilidad
son diferentes y es vital en el proceso de formacion hacer esta distinciéon para no
generar confusiones principalmente con estos términos. Aunque ya se afirmoé que
las nociones son diferentes, en ambas se presentan procesos similares en cuanto
al andlisis de las situaciones donde estan inmersas; atendiendo a esto se identifica
como la interpretacion de graficos es un proceso que suele asociarse solo a la
Estadistica, desde donde se puede concluir sobre el comportamiento de la
variabilidad de los datos, pero durante este estudio se evidencio que en el Calculo
la interpretacion de gréaficos también es un proceso esencial, al igual que en la
Estadistica, ya que permite concluir sobre el comportamiento de la variacion y el
cambio de una situacion modelada; es asi como el Calculo y la Estadistica
comparten este proceso de analisis y razonamiento a partir de las

representaciones graficas.
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Ademas de esto y aunque pareceria que el rastreo de documentos que cumplieran
las condiciones establecidas para el andlisis de la nocién de variacion solo
desemboca en la produccion de una misma comunidad académica (Cantoral), y
pareciera un limitante para el estudio de la misma, se debe tomar como una
invitacion a seguir profundizando en este tema ya que al parecer hay poca
produccion al respecto.

Finalmente se hace un llamado ahondar en la ensefianza y aprendizaje de la
Estadistica en el colegio ya que, normalmente queda relegada y por ende su
estudio termina siendo el tratamiento algoritmico y sin sentido de las situaciones, y
no se profundiza en nociones fundamentales como la variabilidad. Esto como
parte fundamental de la formacién del estudiante con miras a el campo donde se
quiera formar profesionalmente ya que el estudio y apropiacién de las nociones
para la enseflanza y aprendizaje de estudiantes de carreras como Psicologia,
Ingenierias o Humanidades, son pertinentes y de vital importancia ya que les debe

proporcionar conocimientos y habilidades para resolver problemas de la vida real.
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