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RESUMEN

Esta investigacion surge al evidenciar los bajos niveles de argumentacion de los estudiantes del
colegio en el que uno de nosotros trabaja. Nuestra propuesta esta situada en el marco de la Maestria en
Docencia de la Matematica de la Universidad Pedagdgica Nacional (Colombia). Nos propusimos caracterizar
la Especializacion de los argumentos inductivos de estudiantes de grado décimo del colegio, es decir, un
aumento en la calidad de los argumentos producidos por los estudiantes. Para alcanzar el objetivo
determinamos categorias con sus respectivos niveles de especializacion en relacion con los elementos
estructurales de un argumento inductivo basandonos en el modelo de Toulmin, emergidos cuando se abordan
temas relativos a las razones trigonométricas. Bajo la estrategia metodoldgica de experimento de ensefianza
disefiamos una secuencia de tareas en GeoGebra que promovieron la generacion de argumentos inductivos.
Mismos que analizamos y caracterizamos usando las categorias establecidas. Estas categorias y la secuencia
de tareas disefiada son de utilidad para especializar los argumentos inductivos de los estudiantes y son
insumos para el disefio de tareas de argumentacidn, con el fin de especializar argumentos inductivos en

diferentes contenidos matematicos y de otros niveles de escolaridad.

Palabras clave: Especializacion de Argumentos, Razones Trigonométricas, Argumento inductivo, GeoGebra.



ABSTRAC

This research arises from observing low levels of argumentation among students at the
school where one of us works. Our proposal is situated within the framework of the Maestria en
Docencia de la Matematica at the Universidad Pedagogica Nacional (Colombia). We set out to
characterize the specialization of inductive arguments made by tenth-grade students at the school,
aiming to improve the quality of the arguments they produce.

To achieve this objective, we defined categories with their respective levels of specialization
concerning the structural elements of an inductive argument, based on Toulmin’s model, which
emerged when addressing topics related to trigonometric ratios. Using the methodological strategy
of a teaching experiment, we designed a sequence of tasks in GeoGebra that encouraged the
generation of inductive arguments. These arguments were then analyzed and characterized using the
established categories.

These categories and the designed task sequence are useful for refining students' inductive
arguments and serve as resources for designing argumentation tasks to enhance inductive arguments

in various mathematical topics and different levels of schooling.

Keywords: Argument Specialization, Trigonometric Ratios, Inductive Argument, GeoGebra.
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1. INTRODUCCION

El presente Trabajo de Grado surge de los bajos niveles de argumentacion que se
evidenciaron en el Colegio Bicentenario de la Independencia IED para el afio 2022, a partir de los
resultados obtenidos por los estudiantes en algunas pruebas internas, en las que se evidencio que la
competencia con menor desempefio era la argumentacion. Nos propusimos caracterizar la
Especializacion de los argumentos inductivos de estudiantes grado de décimo del colegio. La
investigacion esta situada en el marco de la Maestria en Docencia de la Matematica de la
Universidad Pedago6gica Nacional (Colombia), es de tipo cualitativo con un enfoque
fenomenoldgico y aproximacion hermenéutica.

El Trabajo de Grado se compone de seis capitulos. En el Capitulo 1 exponemos el
planteamiento del problema, suministramos evidencias empiricas e investigativas, ultimas desde lo
investigado por Manrique y Medina (2017), Galvis (2019), Trigueros et al (2014), Goizueta y Planas
(2013a), Cornejo-Morales et al (2021) y Lin (2018). Presentamos la justificacion, la revision de
antecedentes y los objetivos que orientan nuestro trabajo.

En el Capitulo 2 establecemos el marco de referencia, en el que incluimos elementos sobre
argumentacion y argumentos inductivos. Determinamos categorias que permitan identificar el Nivel
de especializacion de un argumento inductivo, basandonos en los elementos estructurales de un
argumento inductivo en el modelo de Toulmin. También, consideramos aportes de GeoGebra para
la produccion de argumentos. Para finalizar explicitamos el objeto matematico que abordaremos.

En el Capitulo 3, presentamos la metodologia, describiendo la poblacion y el contexto.
Puntualizando la panordmica investigativa y estableciendo el experimento de ensefianza como
estrategia metodologica. Siguiente a esto, se describe la secuencia de tareas que proponemos,

puntualizando la forma de realizar el registro y el analisis de las respuestas obtenidas



Para el Capitulo 4, se presenta el andlisis de las tareas. Para cada grupo se hace una
descripcion de la aplicacion y las producciones realizadas por los estudiantes. Luego analizamos los
argumentos producidos considerando las categorias construidas, considerando el aporte de
GeoGebra y elementos del lenguaje usado. Finalizamos cada tarea presentando una sintesis de lo
registrado en todos los grupos.

En el Capitulo 5 se exponen los resultados obtenidos en relacion con la especializacion de
los argumentos inductivos de los estudiantes en el desarrollo de la secuencia propuesta.

En el Capitulo 6 se presentan las conclusiones que surgen de la investigacion realizada. Estas
giran en torno a los objetivos especificos planteados, destacando aspectos mas relevantes.

Finalizamos el capitulo con una reflexion personal que nos deja el trabajo realizado.



2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En este capitulo, presentamos el planteamiento del problema que orienta esta investigacion.
Iniciamos con la descripcion del problema, exponiendo la problematica que queremos atender,
aportando diferentes evidencias empiricas e investigativas, algunas concepciones tedricas
preliminares y planteamos la pregunta de investigacidon en la que se centrara nuestro trabajo.
Enseguida, presentamos la justificacion de estudio, en la que relatamos la importancia, viabilidad y
pertinencia de nuestra investigacion. Finalmente, en la revision de antecedentes, exponemos

aquellas investigaciones que aportan significativamente a nuestro trabajo.

Descripcion del Problema

Como lo indican Manrique y Medina (2017), la argumentacion no es un proceso al que los
estudiantes estén acostumbrados. En su experiencia como docentes, identifican que los estudiantes
no suelen construir razones que les ayuden a convencerse a ellos 0 a sus compafieros de sus
afirmaciones; por el contrario, frecuentemente responden por responder sin estar seguros de las
afirmaciones que dan. Pese a la importancia de la argumentacion en los Lineamientos Curriculares
de Matematicas (MEN, 1998) y en la literatura especializada (ver Justificacion), los autores sefialan

que muchos estudiantes presentan deficiencias en este proceso.

De modo similar, Galvis (2019) menciona que sus estudiantes presentan dificultades para
argumentar, ya que las acciones presentadas al solucionar tareas no se relacionan con las propuestas
con Molina y Samper (2019) en el proceso de argumentar: generar enunciados orales y escritos que

relacionan proposiciones particulares y generales de un objeto matematico.



Los bajos niveles de argumentacion de los estudiantes, se deben a que pocas veces estan
inmersos en actividades que permitan la produccion de argumentos. Trigueros et al (2014), Goizueta
y Planas (2013a) y Cornejo- Morales et al (2021) indican que la forma tradicional de ensefiar las
matematicas, en muchos casos se enfoca en la memorizacion de algoritmos, aplicacion de formulas
y la resolucion de problemas, dejando de lado la justificacion y argumentacion de procedimientos y
propiedades de los objetos matematicos. Los estudiantes no estdn acostumbrados a argumentar, ya
que en muchas ocasiones no se les proporciona actividades atractivas para incitarlos a realizar este

proceso (Lin, 2018).

La problematica descrita por Manrique y Medina (2017), Galvis (2019), Trigueros et al
(2014), Goizueta y Planas (2013a), Cornejo-Morales et al (2021) y Lin (2018), también esta presente
en el colegio Bicentenario de la Independencia IED, institucion administrada por la Comunidad de
Hermanos Maristas de la Ensefianza. Durante los tltimos dos afios, los estudiantes de grado décimo
y undécimo han presentado pruebas diagnosticas en las que se evaltan, a partir de preguntas de
algebra, calculo, estadistica y geometria, las competencias de interpretacion, formulacion - ejecucion

y argumentacion.

Los resultados obtenidos por los estudiantes evidencian que el puntaje es menor al promedio
de los otros colegios maristas en la competencia de argumentacion. Por otro lado, el promedio

obtenido para el ultimo afo ha disminuido con respecto al promedio del 2021 (ver la Tablal).

Tabla 1 Resultados en Competencia Argumentacion en relacion con el promedio de los Colegios Maristas.

Bicentenario de la Independencia.

Argumentacion 2021 37.22 34.82

Argumentacion 2022 46.54 30.07



En el informe entregado por la Coordinacion Nacional de Matematicas, encargada de hacer
las pruebas, se establecio que las preguntas que evaluaban esta competencia, al igual que en la prueba
Saber 11°, buscaban evaluar la capacidad para validar o refutar conclusiones, estrategias o

soluciones, justificando por qué o como se llego a estas.

El principal interés por practicar estas pruebas es que, dentro del contrato establecido con la
Secretaria de Educacion, un objetivo estratégico propuesto en la institucién es mantener buenos
resultados en las pruebas externas y un impacto positivo en los indicadores de acceso a la educacion
superior. Por tanto, tener un desempefio bajo en la competencia argumentacion puede incidir de

manera negativa en el alcance de ese objetivo.

Ante esta situacion se gener6 un plan de accion, que consistié en crear espacios académicos
en los que se pretendia potenciar las competencias con desempefio bajo, a partir del analisis de
pruebas saber. Los profesores propusieron para el caso de la argumentacion, proponer tareas en las
que, para cada proceso realizado en el aula, los estudiantes debian presentar una justificacion que da
soporte a las acciones que propone para solucionar un problema. Pero a pesar de los esfuerzos de
los profesores y la estrategia planteada, no se obtuvieron los resultados esperados. Para corroborar
la deficiencia en la argumentacion, decidimos aplicar una tarea que nos permitiera caracterizar los

argumentos de los estudiantes.

Dimos un triangulo a 10 estudiantes y ellos en pareja tenian que hacer regletas con la medida
de los lados y cuiias con la medida de los angulos. Luego pedimos que construyeran un tridngulo
usando solo dos de los angulos (cufias). Los estudiantes hicieron la construccion solicitada y cuando
se les preguntd qué sucedid con el angulo restante del triangulo construido, concluyeron que el
angulo (cufa) que no usaron “coincidid” (es congruente) con el tercer angulo del triangulo

construido.



Luego planteamos a los estudiantes argumentar sobre este hecho. Para poder dar respuesta,
los estudiantes intentan usar algunas de las definiciones y hechos geométricos estudiados en clases
anteriores. Finalmente, ocho de los estudiantes hicieron la siguiente construccion y la relacionaron

con los angulos par lineal (ver Ilustracion 2).

1lustracion 1 Construcciones realizadas por estudiante.

Dentro de los argumentos que presentaron los estudiantes se encuentran:

Pareja 1: “Creemos que con 2 angulos se puede crear un triangulo y que coincida con el tercero
porque vienen con medidas de un triangulo. Y esos 2 angulos van en una medida en la cual el tercero

coincide.”

Pareja 2: “Si colocamos 2 angulos distintos. Si lo sumamos. Podemos obtener el tercer angulo. Si
colocamos 2 angulos distintos. Si los juntamos y sumamos, podemos sacar un tercer angulo faltante.

)

Que coincida con el angulo del triangulo que construimos.’

Pareja 3: “Hoy como nosotros, solo usamos 2 angulos, no importa si son iguales o no. Ya que se

pueden acomodar de diferente forma y van a encajar como si hubiera utilizado el otro”

Los argumentos que presentan los estudiantes estdn basados en evidencias experimentables,
son obtenidos a partir de la observacion medicidon y/o experimentacion (Pedemonte y Reid, 2011).

Ademas, segiin Molina et al. (2024) un argumento debe constituir una asercion y las razones que las



sustentan. En consecuencia, observamos que las razones que entregan los estudiantes no son

suficientemente convincentes como para sustentar la asercion.

Teniendo en cuenta lo anterior, la problematica que esta investigacion atiende es el bajo nivel
de argumentacion de los estudiantes de grado décimo del colegio Bicentenario de la Independencia.
Ademas, como se observa en la Tabla 2, los estudiantes presentan el promedio més bajo en la prueba

de conocimientos basicos de geometria.

Tabla 2 Comparacion de resultados por conocimientos de estudiantes del Colegio Bicentenario de la
Independencia IED con el promedio de los otros Colegios Maristas

Bicentenario de la Independencia.

Algebra y Calculo 2021 46.41 32.95

Algebra y Calculo 2022 45.18 34.70
Geometria 2021 42.53 _
Geometria 2022 39.59 _
Estadistica 2021 52.62 39.09
Estadistica 2022 49.68 41.89

Por tanto, al revisar los temas propuestos en los documentos institucionales para el grado
décimo, elegimos un contenido relacionado con la geometria. De este modo, decidimos especializar!
los argumentos de los estudiantes a partir del estudio de las razones trigonométricas directas desde

la semejanza de tridngulos.

En busca de una via para solucionar la problematica, nos basamos en lo que propone Fiallo

(2011), quien establece que el uso de Sistemas de Geometria Dindmica (SGD) en el proceso de

! La especializacion hace referencia a un aumento en la calidad de los argumentos que construyen los estudiantes. La
definicion se amplia en el Marco de Referencia.



ensefianza y aprendizaje de las razones trigonométricas permite a los estudiantes tener herramientas
para explorar y experimentar con objetos geométricos y numéricos, promoviendo la generacion de
conjeturas y, como establece Molina y Samper (2019), estas fomentan los procesos de
argumentacion en los estudiantes. Fiallo (2011) concluye que un factor que facilita a los estudiantes
la creacion de argumentos es la interaccion con SGD, pues ayuda a los estudiantes a descubrir y
verificar, descubrir invariantes conectar hechos geométricos y representar muchos ejemplos para un
objeto geométrico. También, sefiala que la metodologia de clase y las tareas disefiadas que

promueven la discusion, impulsan a los estudiantes a justificar.

Rios-Cuesta (2022) y Vargas y Gamboa (2013) plantean que aquellos estudiantes que
interactian con un SGD construyen principalmente, argumentos empiricos (derivados de la
experimentacion y visualizacion), mientras que los argumentos de estudiantes que usan lapiz y papel
son autoritarios. Para Mariotti (2013) al usar un SGD en la solucion de tareas surgen una red de
significados que relacionan diferentes componentes de los objetos o procesos matematicos. En lo
que concierne a esta investigadora, el potencial de las herramientas de un SGD puede ser explotado
por el profesor como una herramienta, permitiendo que los estudiantes lleguen a desarrollar los

significados matemadticos propuestos en una tarea.

Los planteamientos de Rios-Cuesta (2022) y Vargas y Gamboa (2013) ponen foco en el
hecho de que los SGD son utiles para desarrollar procesos de exploracion, experimentacion y
descubrimiento de invariantes. Al observar que los argumentos que construyeron nuestros
estudiantes se basaban en aquellas caracteristicas y propiedades que ellos podian observar, medir y
comparar, decidimos optar por especializar argumentos inductivos porque estos tienen una fuerte

relacion con la experimentacion. Es decir, se requiere evaluar casos, detectar invariantes a partir de



€s0s casos, generar expresiones generales a partir de los casos observados. Por lo cual, considéranos
el uso de un SGD como GeoGebra en la posible soluciéon de la problemadtica que describimos.
Aprovechando el potencial de GeoGebra en la construccion de significado en relacion con el objeto

argumento.

Nuestro problema de investigacion, que parte de la inquietud por mejorar los procesos de
argumentacion de los estudiantes, busca mejorar el nivel de especializacion de los argumentos
inductivos de los estudiantes de grado décimo, que promuevan la argumentacion en torno a razones
trigonométricas directas, usando GeoGebra. Para poder cumplir con lo anterior, nos planteamos la

siguiente pregunta de investigacion:

¢ Qué nivel de especializacion tienen los argumentos inductivos de los estudiantes de grado
décimo del colegio Bicentenario de la Independencia IED, que surgen al desarrollar tareas

mediadas con GeoGebra y enfocadas en razones trigonométricas?

Justificacion

Para justificar nuestro Trabajo de Grado tomamos elementos de los Lineamientos
Curriculares de Matematicas, el PEI de la institucion en la que se desarroll6 este Trabajo de Grado
y de algunas investigaciones del Campo de la Educacion Matematica. Estos documentos dejan ver
la importancia, la pertinencia y la viabilidad de nuestra investigacion. En primer lugar, exponemos
la importancia de fomentar la argumentacion inductiva en el aula de matematicas; enseguida
mostramos la pertinencia de nuestra investigacion en la comunidad de investigadores; y finalmente

presentamos la viabilidad para realizar nuestro trabajo de grado.

El MEN (1998) propone que la argumentacion es importante en el aula, ya que fomenta la
comunicacion entre los estudiantes y el profesor. Al argumentar sobre conceptos y soluciones

matematicas, los estudiantes pueden aprender unos de otros y compartir diferentes perspectivas de
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propiedades y aplicaciones de los objetos matematicos. Lo anterior, permite establecer que para el
MEN (1998) la argumentacion es un proceso que debe estar presente en el proceso de ensefanza y
aprendizaje de las matematicas. Investigaciones sobre el tema corroboran lo dicho por el MEN. Por
ejemplo, los estudios realizados por Salazar et al(2016) y por Crespo (2005) concluyen que la
argumentacion tiene importancia en el aula de matematicas, pues aporta a los estudiantes elementos
para reconocer diferentes formas de definir, brinda ejemplos, contracjemplos, proporciona

relaciones de un concepto con otro y promueve refutaciones de este.

De manera similar, para Hanninen y Ilomiki, (2016), Schwarz et al (2010) y Lin (2018), la
argumentacion es un proceso que debe presentarse en el aula, dado que promueve la comprension
de conceptos matematicos. Ademas, sefialan que la argumentacion permite a los estudiantes mejorar
sus habilidades de comunicacion, lo que les ayuda a presentar y justificar sus ideas de manera clara
y coherente. En el mismo sentido, Solar et al (2017) destacan que la argumentacion promueve una
cultura del aula de matematicas en la que la construccion del conocimiento se entiende como una
actividad situada y reflexiva, en la que todos participan. Esta postura destaca la dimension social de
la argumentacion, ya que implica que los estudiantes sean capaces de participar en la construccion

de conocimientos matematicos y se responsabilicen de su uso y justificacion.

Los anteriores planteamientos dejan ver la importancia de la argumentacion inductiva en el
aula de matematicas. Por lo tanto, realizar una investigacion como la que aqui proponemos es
relevante porque se sustenta en aspectos curriculares y en algunas lineas de investigacion en
educacion matematica. En los parrafos siguientes presentamos la pertinencia de nuestra
investigacion, abordando algunos aspectos de la metodologia a usar y de los intereses de la

institucion en la que se desarrollard la investigacion.
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Nuestro estudio es vigente porque, como pudimos rastrear en la consulta bibliografica que
hemos realizado, en la actualidad se reconoce a la tecnologia digital (TD) como un apoyo innegable
que permite a los estudiantes visualizar y explorar de manera interactiva representaciones de objetos
geométricos, lo que facilita la comprension, el razonamiento, la generacion de conjeturas y la
argumentacion. En relacion con lo anterior, Sandoval (2009), Fiallo (2011), Vargas y Gamboa
(2013), Fiallo y Gutiérrez (2017), Cornejo-Morales et al (2021) mencionan que el uso de TD como
GeoGebra, potencia la generacion de argumentos. Los autores coinciden en que los estudiantes que
solucionan tareas mediadas con TD se muestran mas motivados a presentar justificaciones de
conjeturas y a elaborar argumentos sobre propiedades de los objetos matematicos y geométricos
estudiados en clase de matematicas. Por esta razon, nuestro trabajo de grado es pertinente, pues se
centra en el uso de GeoGebra para potenciar la generacion y especializacion de argumentos en

nuestros estudiantes.

Consideramos que en el campo de la educacion matematica es necesario abordar escenarios
que se centren en los campos menos explorados. Por ejemplo, Fiallo (2011) y Fiallo y Gutiérrez
(2017) establecen que la cantidad de investigaciones que se pueden encontrar en torno a la ensefianza
y aprendizaje de la trigonometria mediada con geometria dindmica es poca, en relacion con la que
se ha generado en otros campos de estudio. Fiallo centra su estudio en el proceso de demostrar y
propone que futuras investigaciones pueden enfocarse en otros procesos matematicos relevantes en
el aula. Aray et al (2020) establecen la necesidad de centrar el foco de estudio de la ensefianza y
aprendizaje de la trigonometria, en la comprension y no en la memorizacion de formulas y
algoritmos, permitiendo discusiones en las que los estudiantes puedan justificar caracteristicas y

argumentar sobre propiedades de los objetos estudiados.

11



También, encontramos que la calidad de los argumentos es un asunto que se ha investigado
anteriormente. Aktamig y Higde (2015), en su estado del arte indican que se han disefiado algunos
modelos de argumentacion para identificar argumentos validos y no validos en diferentes ambitos
de la educacion cientifica. Cervantes y Cabafas (2018) centraron su estudio en identificar y
caracterizar los argumentos de sus estudiantes en formales o visuales. Los argumentos formales,
para los autores, son aquellos que son soportados por elementos teoricos, mientras que los visuales
hacen referencia a aquellos argumentos cuyas garantias son por lo general por hipotesis grafica. Lin
(2018) buscaba aumentar la calidad de los argumentos construidos por sus estudiantes en tareas de
argumentacion, para identificar la evolucion adaptd los niveles de argumentacion propuestos por
Osborne et al (2004). Uzun y Tekerek (2023) establecieron el nivel de los argumentos de un grupo
de futuros profesores de ciencias, emplearon el modelo turco de argumentacion y disefiaron una
rubrica que describe el nivel del argumento a partir de cuatro componentes (afirmacion, evidencia,
apoyo y refutacion). Las anteriores investigaciones se enfocaban en fomentar la calidad de los
argumentos -de tipo deductivo- construidos por estudiantes al solucionar algunas tareas. En el rastreo
bibliografico que realizamos no encontramos una investigacion que se centre en la calidad de
argumentos inductivos. Por lo tanto, una investigaciéon como la nuestra es oportuna y atiende al
llamado y necesidades investigativas del Campo de la Educacion Matematica en cuanto busca

identificar elementos que permitan determinar la calidad de argumentos inductivos.

Con respecto a la viabilidad, realizar nuestro Trabajo de Grado en el colegio Bicentenario de
la Independencia IED es posible, ya que contamos con la autorizacion del equipo directivo del
colegio. También, el colegio cuenta con 5 salas de sistemas con aproximadamente 30 computadores
cada una, tres laboratorios cada uno con 20 tablets y una pizarra digital. Estos espacios pueden ser
usados en la medida que se realice la reserva con anticipacion. Ademas, el area de matematicas tiene

acceso permanente a uno de los laboratorios de la institucion.

12



Por ultimo, nuestro trabajo de grado se relaciona directamente con uno de los objetivos de
un proyecto institucional planteado en el PEI del colegio. El Proyecto Juega y Construye la
Matematica tiene como pilares recursos creados por los docentes y el apoyo de tecnologias digitales
en las clases de matematicas, propuesta que concuerda con el énfasis de la Maestria en Docencia de

la Matematica cohorte 2023-1.

Revision de Antecedentes

En este apartado presentamos una breve descripcion de trabajos e investigaciones, que
consideramos nos aportan elementos conceptuales y metodoldgicos para el desarrollo de nuestra
investigacion. En primer lugar, mostramos aquellos estudios relacionados con la ensefianza y
aprendizaje de la trigonometria. Enseguida, resaltamos trabajos que se centran en desarrollar
procesos de argumentacion, enfocdndonos cuatro aspectos: el uso de Software de Geometria
Dinamica (SGD), el modelo de Toulmin y la calidad de los argumentos inductivos.

La investigacion desarrollada por Lopez (2022) tenia como objetivo fortalecer el aprendizaje
de las razones trigonométricas, mediante una estrategia didactica llamada MatemaTIC, herramienta
desarrollada con TD. En la estrategia se propuso el uso predominante del software GeoGebra,
ademas, del aprendizaje por gamificacion, guias didacticas y videos tutoriales. El autor inicialmente
realizd una prueba diagnostica para establecer los conocimientos en algebra y geometria de los
estudiantes de grado décimo, de la Institucion Educativa Los Héroes (colegio del municipio de
Pupiales en el Departamento de Narifio). Luego, los estudiantes debieron desarrollar cuatro
actividades mediadas con TD. Finalmente, los estudiantes desarrollaron una prueba escrita para
determinar el impacto de la estrategia MatemaTIC. Lopez concluyd que el uso de GeoGebra
fortalece el proceso de ensenanza y aprendizaje de la trigonometria, pues permite al estudiante

realizar conjeturas en torno a los objetos estudiados.
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El estudio presentado por Lopez (2022), tuvo diferentes aportes a nuestro trabajo de grado.
En primer lugar, nos da una pauta sobre los contenidos que se deben proponer en tareas que se
centran en las razones trigonométricas. También, nos motivo a contribuir en aspectos que el autor
no tiene presente en su investigacion, como el proceso de argumentar y la generacion de espacios
en los que los estudiantes puedan discutir alrededor de los resultados obtenidos en las tareas
propuestas.

Fiallo (2011) en su tesis doctoral, asumié como objetivo aportar informacién para mejorar
la comprension del aprendizaje de la demostracion en el contexto del estudio de las razones
trigonométricas, en un ambiente de geometria dindmica. Para dar cumplimiento a su objetivo diseno,
implementd y evaludé una propuesta de unidad de ensefianza de las razones trigonométricas,
enfocada en habilidades de demostracion usando Cabri. La unidad de ensefianza cont6 con 6 tareas
compuesta cada una con por lo menos cinco tareas especificas. La propuesta fue implementada con
17 estudiantes de grado décimo de un colegio de Floridablanca Santander. Los estudiantes en
parejas, con la orientacion de un profesor (que no es el investigador), solucionaron las diferentes
tareas propuestas. El investigador realiz6 registros de audio y video y recolect6 las hojas con las
soluciones que los estudiantes proponian. Para analizar los datos, Fiallo construyd esquemas de
argumentacion de Toulmin y los relaciond con esquemas de demostracion, a partir de las
transcripciones de las soluciones que dan los estudiantes a algunos problemas de conjeturacion.
Entre las conclusiones, Fiallo sefialé que los estudiantes, en términos nuestros, especializan sus
argumentos en la medida que solucionan tareas con Cabri. Pasan de argumentos inductivos a
argumentos deductivos. También concluyd, que los esquemas globales de argumentacion de
Toulmin que disend permitieron identificar la conexién entre cada argumento, ademas de

categorizarlo en inductivo y deductivo.
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La investigacion realizada por Fiallo (2011) aport6 elementos considerables a nuestro trabajo
de grado. Su marco de referencia nos brindo referentes significativos sobre argumentacion
matematica, geometria en el estudio de las razones trigonométricas y el uso e importancia de la
geometria dindmica en clase de trigonometria, aspectos que se vuelven fundamentales en nuestro
marco de referencia. Y nos permiti6 identificar una estrategia de analisis de argumentos como el

modelo global de argumentacién de Toulmin.

Lin (2018) buscé que sus estudiantes puedan construir argumentos de calidad. Para esto
propone dos criterios: el primero, se relaciona con los elementos estructurales de un argumento bajo
el modelo de Toulmin y el segundo, se basé en la capacidad de defender las creencias propias. Un
argumento que se constituye unicamente de una afirmacidn presenta un nivel inferior que uno que,
en su estructura tenga y soporte refutaciones (Lin, 2018). En este estudio se analiz¢ la calidad de los
argumentos, estableciendo cuatro niveles, para cuatro componentes (exactitud de la garantia, validez
de las matematicas, refutaciones, y componentes del modelo de Toulmin). Este investigador, se
intereso en que los argumentos que construian sus estudiantes en algunas tareas de conjeturacion se
convirtieran en argumentos- de tipo deductivo- en los que la garantia fuera valida y no plausible, y

en el que las matematicas que se usaban fueran precisas y relevantes.

Uzun y Tekerek (2023) buscaban identificar el nivel de argumentacion de un grupo de 30
profesores en formacion de ciencias de una universidad estatal de Turquia. Como herramientas de
recoleccion de datos usaron hojas de actividades que incluia conceptos de ciencias y matematicas
que se integraron; también, disefiaron y aplicaron una entrevista semiestructurada. Para analizar los
datos, los investigadores adaptaron la Rubrica del Modelo de Argumentacion Turca. La rabrica
contemplaba cuatro componentes: Asercion; en con el contenido tedrico que se presenta en la

asercion, si da o no respuesta al objeto estudiado. Evidencia; que caracterizaba el origen de las
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razones que sustentan la asercién. Apoyo; que analizaba la calidad conceptual del respaldo y
Refutaciones; que daba respuesta a las explicaciones que se presentan en caso de haber refutaciones

para soportar el argumento.

Las investigaciones de Lin (2018) y de Uzun y Tekerek (2023) nos permitieron vislumbrar
algunos componentes que deben tenerse en cuenta para analizar la calidad® de los argumentos

inductivo construidos por los estudiantes.

Acosta et al (2017) en su estudio presentan como objetivo caracterizar la influencia de una
secuencia tareas, basada en el uso del software GeoGebra, sobre el aprendizaje de las razones
trigonométricas en el triangulo rectdngulo. Los autores disefian y aplican la secuencia que consto6 de
dos partes; en la primera se comprobaron los conocimientos previos y en la segunda se familiarizo
a los estudiantes con los comandos de GeoGebra. Luego se aborda la tematica a trabajar con
actividades complementarias. Parte de las conclusiones menciona la facilidad que tiene la
realizacion de las tareas al momento de usar GeoGebra, no obstante, se resalta la dificultad de los
estudiantes al expresar las razones trigonométricas en forma de cocientes.

El trabajo de Acosta et al (2017) nos permite establecer un referente de la estructura que
deben tener los enunciados de las posibles tareas, pensando en la solucion a la problematica
abordada en nuestro trabajo de investigacion.

En segundo lugar, Vargas et al (2022) comunicaron en un cursillo, algunos factores que
contribuyen al disefio de tareas que buscan la produccion de argumentos. A partir de la
ejemplificacion de dos enunciados de tarea, estos investigadores pretendian mostrar la posibilidad

de construir enunciados de tareas de argumentacion que no tengan la alocucion “por qué”. Dentro

2 L3 calidad de un argumento alude a qué tan fuerte es argumento inductivo dentro de una comunidad de referencia.
Esta definicion se amplia en el Marco de Referencia.
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de las conclusiones destacaron dos ideas. En la primera hacian referencia acerca de las alternativas
para formular enunciados de tareas que promuevan la construccion de argumentos. Preguntar “por
qué” no es suficiente, ya que puede generar que el estudiante haga una descripcion. El interrogante
debe acompanarse de algunas indicaciones que presenten la necesidad de explicitar que se afirma y
que razones sustentan esa afirmacion (Vargas et al, 2022).

En concordancia con lo anterior, Molina y Samper (2019) presentaron una relacion entre el
tipo de problemas abiertos de conjeturacion en geometria y las clases de argumentos producidos.
Para sustentar su idea expusieron la solucion propuesta por estudiantes de un curso de geometria de
un programa de formacion inicial de profesores de matematicas. Los problemas propuestos
involucran el objeto mediatriz de un segmento. Dentro del sustento tedrico estos investigadores
asumen una postura sobre problema abierto de conjeturacion, argumento deductivo, argumento
inductivo y argumento abductivo. El estudio se hizo a partir de un experimento de ensefianza,
planearon disefiaron e implementaron una secuencia de tareas y los datos que analizaron fueron las
producciones escritas de los estudiantes en las que se presentan las soluciones a tres problemas
propuestos por los autores. Molina y Samper (2019) describen el tipo de argumentos que se genera
en problemas de busqueda del consecuente, problemas de busqueda del antecedente y problemas de
determinacion de dependencia.

Las investigaciones de Vargas et al (2022) y Molina y Samper (2019) se convirtieron en
herramienta relevante para disefiar la secuencia de tareas que proponemos. Ademas, nos permitieron

hacer un rastreo bibliografico para asumir una postura de tarea de argumentacion.

Objetivos
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Objetivo General: Caracterizar la especializacion de los argumentos inductivos de los
estudiantes de grado décimo del colegio Bicentenario de la Independencia IED, al momento de
resolver tareas de razones trigonométricas directas mediadas con GeoGebra.

Para alcanzar el anterior objetivo nos hemos propuesto los siguientes objetivos especificos.

a) Disefar un conjunto de tareas de argumentacion sobre razones trigonométricas directas para
grado décimo, haciendo uso del software GeoGebra, que promuevan la generacion de
argumentos inductivos.

b) Establecer niveles que permitan caracterizar la especializacion de los argumentos inductivos
de los estudiantes de grado décimo al solucionar la secuencia de tareas de argumentacion
sobre razones trigonométricas directas.

¢) Describiry analizar los argumentos construidos por los estudiantes en el proceso de solucion
de la secuencia de tareas, a partir de los niveles que permiten determinan la especializacion

de argumentos, destacando el aporte de GeoGebra en este proceso.
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3. MARCO DE REFERENCIA

En este capitulo presentamos tres secciones los fundamentos conceptuales que sustentan los
elementos relevantes de nuestra investigacion. En la primera seccion, exponemos la postura que
asumimos sobre argumentacion y argumento inductivo. A partir de estas concepciones iniciales,
presentamos la estructura funcional del Modelo de Toulmin para argumentos simples. En la segunda
seccion, proponemos una definicion de argumento deductivo e inductivo de calidad, estableciendo
para cada uno niveles que determinan el grado de especializacion. Identificamos el potencial que
tiene GeoGebra en la produccion de argumentos y finalizamos con el concepto matemadtico que

abordaremos.

Argumentacion

Algunas de las reformas curriculares en educacion matematica ponen el foco de interés en la
ensefianza y aprendizaje de la argumentacion matematica en diferentes grados escolares y de
educacion superior (Lin, 2018; Schwarz y Prusak, 2010; Uzun y Ukerek, 2023). Para Fiallo y
Gutiérrez (2017), la necesidad de hablar de argumentacion en matemadticas radica en la
caracterizacion de los procesos no demostrativos que surgen en la resolucion de diferentes tareas.

Algunos autores han definido argumentacidon matematica, en este estudio adaptamos
caracterizaciones anteriores (Cornejo-Morales y Goizueta, 2019; Goizueta y Planas, 2013b;
Cornejo-Morales etal., 2021). Entendemos la argumentacion matemdatica como una actividad
comunicativa y situada por medio de la cual un grupo de personas entregan razones (para otros o
para si mismos) con el fin de convencer o convencerse sobre cierta posicion. El elemento central de
la argumentacion es el argumento y la definicion que asumimos de argumento es la propuesta por

Molina et al (2024):
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[Consideramos] argumento como una expresion discursiva expositiva, conforme a normas
compartidas, que presenta una asercion y razones que la sustentan. La asercion se presenta
de una de tres maneras: como una proposicion (esto es, una oracion de la cual puede decirse
que es verdadera o falsa) que afirma o niega una idea; como una oracién en la que se plantea
una postura; o como una accion fisica realizada con la que se expresa una idea o una postura.
De la idea expuesta interesa sustentar su veracidad; de la postura planteada interesa sustentar
su aceptabilidad. Las razones se pueden presentar como oraciones (sean o no proposiciones)
o como acciones. El conjunto de razones que sustentan la veracidad o la aceptabilidad de una

asercion conforman la justificacion de la asercion. (p. 157)

La anterior definicion se relaciona con lo que proponen Pedemonte (2002), Fiallo (2011),
Knipping y Reid (2015) y Molina y Samper, (2019) quienes establecen las caracteristicas
estructurales del argumento a partir del modelo de Toulmin (2003). Para estos autores, un argumento
simple presenta la siguiente estructura ternaria.

1. Asercion (A), la proposicion, enunciado o accidon que proporciona el interlocutor y de la
que se puede determinar su valor de verdad
ii.  Dato (D), informacién que sirve como evidencia de A
iii.  Garantia (G), la garantia autoriza el paso entre D y A.

Toulmin (2003) establece que el dato y la garantia son elementos que sustentan la asercion.
Si un interlocutor realiza una asercion y se le cuestiona sobre la veracidad de esta, puede ofrecer el
dato o la informacion sobre la que se basa la afirmacion como elemento que justifica y de esta
manera disipar las dudas de la audiencia. En el caso que el dato no sea suficiente, el interlocutor se
ve en la necesidad de reforzar la base sobre la cual ha elaborado la asercion, es decir, indicar la
relacion entre el dato y la afirmacion realizada. Por lo tanto, el interlocutor debe presentar
enunciados de caracter general (en algunas ocasiones hipotéticos) que actlien como puente entre el

dato y la asercion, autorizando el tipo de paso entre estos elementos. Los enunciados pueden ser
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reglas, principios, definiciones, inferencias, hipoétesis, etc., que se denominan garantia del
argumento.

El esquema ternario se puede representar asi:

Tiato i Porlo tanto A

llustracion 2 Esquema de un argumento en el Modelo De Toulmin (2003)

Ademas de la asercion, la garantia y el dato, Toulmin (2003) menciona elementos auxiliares
que pueden estar presentes en la elaboracion de un argumento (calificador, condiciones de refutador

y soporte), que no se describen en este documento debido a que no se utilizan en esta indagacion.

Argumento Inductivo

Diferentes investigaciones en el campo de la Educacion Matematica han ratificado la
relevancia del Modelo de Toulmin para caracterizar los tipos de argumentos deductivos, abductivos
e inductivos (Pedemonte, 2002; Fiallo, 2011; Knipping y Reid; 2015; Herndndez y Parra, 2013;
Molina y Samper, 2019; Lin, 2018; Molina et al, 2024). Para esta investigacion abordaremos sélo
argumentos inductivos.

Molina et al. (2024) indican que en un argumento inductivo se cuenta con la informacion en
calidad de dato (aceptada como verdadera), a partir de esa informacion se infiere un patron de
generalidad que autoriza la inferencia de una asercion, para ambos casos se trata de una inferencia

plausible. El rasgo clave de este tipo de argumento es la identificacion del patrén de generalidad a
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partir del dato. Los investigadores indican que un argumento simple inductivo puede ser enunciado
de la siguiente forma.

Los elementos de A tienen el atributo p, algunos elementos de A tienen el atributo g, de otros
elementos de A, no se sabe si tienen el atributo q, por lo tanto, al menos otro elemento de A
también tiene el atributo g puesto que /os elementos de A tienen el atributo g. (Molina et al.,
2024; p. 162)

La ilustracion 5, representa el esquema de un argumento inductivo en el Modelo de Toulmin,

que proponen los autores a partir de la caracterizacion del enunciado anterior.

a N

- los elementos de Atienen el
atributo p

- algunos elementos de A tienen

el atributo g

- de otros elementos de A, no se sabe
si tienen el atributo g

K / probablemente

al menos otro elemento de
A también tiene el atributo

q

probablemente

los elementos de A tienen el atributo g

llustracion 3 Caracterizacion de un argumento inductivo en Modelo de Toulmin. Tomado de Molina et al
(2024)

Especializacion de los argumentos

En las ultimas décadas, la argumentacion matematica se caracterizO por muchos
investigadores como una de las actividades de mayor importancia para ser desarrollada por los
estudiantes. Ademas, la caracterizacion, analisis y/o evaluacion de la argumentacion ha sido uno de
los puntos focales que ha interesado a diversos autores (Rios-Cuesta, 2022). Algunos representantes
de la linea de estudio de Argumentacion y Prueba (Osborne et al., 2004; Knipping, 2008; Lin, 2018;
Cervantes y Cabaiias, 2018, Uzun y Tekerek, 2023) han identificado la calidad de la argumentacion

como una herramienta que permite no solo caracterizar los argumentos que se emiten en una
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actividad matematica, sino que también les ha permitido establecer niveles que den cuenta de la
(mayor o menor) calidad de un argumento.

Para Bridging Math Practices Math-Science Partnership Grant (2015) la calidad de un
argumento matematico estd condicionada por la veracidad o fuerza de la conclusion® presentada,
dejando poco margen para la generacion de refutaciones, y en el caso que surjan, el argumento debe
contar con los soportes de la garantia que permitan disiparlas. Este conjunto de caracteristicas nos
permite definir la especializacion de los argumentos como el aumento en la calidad de los
argumentos que son construidos en una actividad de argumentacion.

Por otro lado, para definir argumento inductivo de calidad, tomamos la postura de Iacaona

(2018) en relacion con la fuerza de un argumento producto de un proceso inductivo:

Decir que una proposicion es resultado de una induccién significa que las proposiciones de
las cuales se infiere proporcionan razones que no son decisivas para aceptarla; esto es que su
verdad estd garantizada de una u otra forma, pero no completamente, por la verdad de las
proposiciones de las cuales se infiere. En este caso no se puede excluir la posibilidad de que
las proposiciones iniciales sean verdaderas y la proposicion inferida sea falsa. Mas bien, la
verdad de las proposiciones iniciales hace mas probable la verdad de la proposicién inferida.
A un argumento con la inferencia legitima en el sentido inductivo se le llama fuerte. El
criterio inductivo de fuerza puede ser formulado como sigue: Un argumento es fuerte si y

solo si es improbable que las premisas sean verdaderas y la conclusion sea falsa. (pg. 67)

Lo anterior nos permite establecer que un argumento inductivo de calidad es aquel en el cual
es altamente probable que asumiendo unas razones como verdaderas (dato), lo inferido (garantia y

asercion) sea verdadero. Por lo tanto, los niveles de especializacion deben permitir identificar que

3 El autor hace referencia a la asercién del argumento, pero, dado que en este trabajo la conclusién puede la garantia
y la asercién, por lo tanto, hemos ampliado esta parte de la definicidn.
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tan relevantes y fuertes son cada uno de los elementos estructurales del argumento inductivo y como

aportan a aumentar la probabilidad mencionada.

Lin (2018), en su estudio para determinar la especializacion de los argumentos deductivos
de sus estudiantes al solucionar algunas tareas, toma como base los niveles propuestos por Osborne
et al (2004) y propone cuatro niveles que pueden indicar que tan especializado es el argumento a
partir de cuatro componentes de analisis. Los componentes propuestos por el investigador (exactitud
de la garantia, validez de la asercion, tipos de refutacion, completitud de elementos del Modelo de
Toulmin) se relacionan con algunos de los elementos que se presentan en esquema de un argumento
completo del Modelo de Toulmin. En nuestra propuesta para especializaciéon de argumentos
inductivos incluimos los componentes Dato, Casos observados, Patron de Generalidad y Asercion,
pero los redefinimos para que fueran pertinentes para los argumentos en los que se enfoca esta
investigacion. Incluimos el Patron de Generalidad, ya que se relaciona directamente con la garantia
de un argumento y los Casos Observados, para garantizar el proceso inductivo en la construccion
del argumento.

En primer lugar, consideramos que el dato estara especializado, si se explicitan los diferentes
elementos que lo componen teniendo en cuenta la definicion de argumento inductivo asumida. En
esta categoria no incluimos el elemento adicional del conjunto referencial, ya que en la construccion
del argumento termina estando muy ligado a la explicitacion de la asercion. En segundo lugar, el
grado de aceptabilidad del argumento aumentard si se puede evidenciar una cantidad considerable
de ejemplos que cumplen con los atributos descritos en el dato. En un nivel inferior se encuentra la
exploracion de un solo caso, ya que no se cumpliria con el proceso inductivo. Al revisar inicamente
dos ejemplos se estaria cumpliendo con los requisitos minimos para realizar una induccién por lo

tanto habria mayor nivel de especialidad. Si se exploran tres o mas casos el nivel serd mayor y se

24



alcanza el maximo nivel de especialidad si se enfoca la exploracion en la busqueda de
contraejemplos (busqueda de casos en los que no se cumple lo observado).

En relacion con el patron de generalidad, se debe expresar una relacion de dependencia entre
el conjunto referencial y atributo descubierto. Si no se expresa patron de generalidad el nivel sera
minimo, ya que el argumento inductivo estaria incompleto. En niveles de especialidad superiores se
encuentran cuando se expresan proposiciones simples y/o conjunciones entre proposiciones simples
en las que se explicitan el atributo definitorio y/o el adicional. Y se alcanza el maximo nivel de
especialidad cuando se propone una relacion de dependencia en la que el atributo descubierto
depende del atributo que define el conjunto referencial. Finalmente, la asercion debe presentar de
manera explicita o implicita la existencia por lo menos un elemento que cumpla que perteneciendo
al conjunto referencial, también cumpla el atributo descubierto.

En la Tabla 3, presentamos una categorizacion construida por nosotros que permite

identificar el grado de especialidad de los argumentos inductivos.

Tabla 3 Categorias de especializacion de los elementos estructurales de un argumento inductivo.

Elaboracion propia
Componente Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4
de nivel
Dato No se logra  [Se reconoce un No se reconoce el Se reconoce el
identificar un [conjunto referencial, |conjunto referencial, |conjunto referencial y
conjunto pero no se logra pero se identificael el atributo adicional

referencial, ni
un atributo que

identificar un atributo
adicional que

atributo adicional que
cumplen algunos de los

que cumplen algunos
elementos del

propone luego
de observar un

partir del estudio de
Unicamente dos

solo caso.

partir del estudio de
tres 0 mas elementos

cumplen cumplen algunos elementos del conjunto
algunos de los |elementos del conjunto.
elementos del [conjunto.
conjunto.
Casos  [El patronde  [El patrén de El patron de El patron de
Observados |generalidad o lajgeneralidad o la generalidad o la generalidad o la
asercion se asercion se propone ajasercion se propone a [asercion se propone a

partir del estudio de 3
0 mas elementos del

conjunto referencial,
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elementos del
conjunto referencial.

del conjunto
referencial.

y de la basqueda de
un contraejemplo.

una asercion.

expone solamente la
existencia un
elemento que cumple
el atributo definitorio
del conjunto
referencial, sin
asignarle el atributo

Patron de |No se propone |[Reporta el patron de |[Reporta como patron |[Reporta como patron
generalidad (un patron de  |generalidad como  |de generalidad una de generalidad una
generalidad una proposicion conjuncion relacion de
simple. conformada por el dependencia en el
atributo que define al |gue el atributo
conjunto referencial y|descubierto depende
el atributo descubierto; [del atributo que
0 el patrén de define el conjunto
generalidad expresa  [referencial.
una relacion en el cual
el atributo que define
el conjunto referencial
depende del atributo
descubierto.
Asercién  [No se propone |La asercidn propuestallLa asercion asigna un (La asercidn propuesta

atributo a un elemento
del conjunto
referencial que no
corresponde al atributo
adicional encontrado
en los casos
estudiados.

adicional encontrado.

expone la existencia
de por lo menos un
elemento adicional
del conjunto
referencial que
cumpla el atributo
inferido.

Apoyo de GeoGebra en la produccion de argumentos inductivos

Pihno y Moretti (2020) sefialan algunos potenciales de GeoGebra. En primer lugar, hacen

referencia a la posibilidad de modificar objetos manteniendo atributos especificos invariantes. La

herramienta mover brinda la posibilidad de proponer tareas en las que los estudiantes puedan

modificar algunos objetos presentados y a partir de la exploracion de varios casos, identificar

relaciones de dependencia, invariantes, atributos y caracteristicas de los objetos presentados en

pantalla, que pueden ser enunciados en el dato o en el patrén de generalidad al construir un

argumento inductivo.

GeoGebra también permite redondear o truncar nimeros, mostrando entre cero y quince

cifras decimales. La pantalla de la computadora es un conjunto finito de puntos (pixeles) que generan
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las imagenes que se presentan, este conjunto no es denso, por lo tanto, el proceso de medicion puede
verse afectado (Pihno y Moretti, 2020). En este sentido la herramienta redondear se vuelve til
cuando en un proceso de exploracioén y conjeturacion se compara la medida de dos o mas objetos
geométricos para establecer regularidades o generalidades.

Ademads, GeoGebra tienen la posibilidad de mostrar Gnicamente algunas herramientas.
Posibilidad que permite en el disefio de tareas se muestren las herramientas necesarias para que la
exploracion y verificacion de propiedades de los objetos tenga la menor cantidad de distractores.
Por ejemplo, si lo que se pretende es que visualizar como cambia la medida de uno de los lados de
un tridngulo cuando se mueve uno de sus vértices, hay herramientas que no son necesarias y que se
convierten en distractores en la solucion de la tarea.

Dentro de GeoGebra Online encontramos algunos componentes que seran de ayuda para
contribuir en la construccidén de argumentos por parte de los estudiantes. La version online permite
la creacion de actividades con preguntas abiertas que el estudiante puede responder de manera
escrita, quedando el registro de las respuestas de los estudiantes. De esta manera, cuando el
estudiante lee sus respuestas se pueden presentar modificaciones en el discurso ya que el objetivo
es que lo que quiera comunicar sea claro para un tercero en nuestro caso, el profesor.

Semejanza de triangulos y razones trigonométricas

En nuestra investigacion se abordaran las razones trigonométricas directas desde la

semejanza de triangulos. Por tanto, presentamos como se construye esta relacion y exponemos las

proposiciones que se abordaran en la secuencia de tareas.

Proyectando los lados del &ngulo 24 de 4ABC y trazando segmentos perpendiculares B'C’ y

B"C" al segmento AB, se obtienen tridngulos rectangulos semejantes como muestra la llustracion 4.

Se puede demostrar que 4ABC~4A'B'C' y AABC~4A""B"C"', de tal modo que podemos obtener las
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r ! n.r

BC

. . . BC B C - -
siguientes proporciones —— = —— = ——. Considerando a Moise y Downs (1986) las razones

trigonométricas pueden verse como una extension del concepto de semejanza de triangulos. Los
valores obtenidos en las proporciones en un tridngulo rectangulos no dependen de la longitud de los
lados del triangulo sino de los angulos de este, es decir, las relaciones para los lados de un triangulo
rectangulo son invariantes para angulos iguales. La anterior propiedad es la que se refleja en la

definicion de las razones trigonomeétricas.

c"

K

llustracion 4 Triangulos rectangulos semejantes

Considerando el triangulo rectangulo 4ABC. Las razones trigonométricas directas para los
angulos agudos 24y 4C son:
e Seno

Es la razon entre el cateto opuesto y la hipotenusa.

BC
sen A =—
AC
AB
senC =—
AC
e (Coseno

Es la razon entre el adyacente y la hipotenusa.

AB
cos A =—
AC
BC
cos C =—
AC
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e Tangente

Es la razon entre el opuesto y el cateto adyacente y la hipotenusa.

BC
tan A = —
BA
BA
tanC = —
BC

Para abordar las razones trigonométricas iniciaremos con los siguientes criterios de

semejanza de triangulos.

Criterio Lado - Lado - Lado: Dado AABC y AA'B'C'. Si 28 = 5% — 2% entonces

A'B’! B'c’ Alc!
AABC ~ AA'B'C’.

Criterio Angulo - Angulo: Dado AABC y AA'B'C'. Si <A=cA'y «B=/B' entonces
AABC ~ AA'B'C'.

Luego de construir la definicion de las razones trigonométricas directas se trabajaran las

siguientes proposiciones.

Proposicion 1: Dado 4ABC, si AB = CB entonces tan(m«A) = 1y tan(m«C) = 1.

. ey . AB BC AC AB DE AB DE AC DF
Proposicion 2: Dados AABC y ADEF, si— = — = —, entonces — = —, — = — y — = —,
DE EF DF BC EF” AC DF ° BC EF

Proposicion 3: Dado 4ABC, si sen(inzA) = cos (m4C) entonces mzA + m«C = 90°,

29



4. METODOLOGIA

En este capitulo presentamos la metodologia de investigacion. Iniciamos con la descripcion
de la poblacion involucrada. Luego, exponemos la naturaleza del estudio que realizamos e indicamos
el enfoque, la aproximacion y la estrategia investigativa. Enseguida, explicitamos la secuencia de
tareas que proponemos y finalmente, dejamos ver la forma en la que se llevo a cabo el registro y

analisis de los datos.

Poblacion y contexto

Nuestra investigacion se desarrollo en el colegio Bicentenario de la Independencia IED de
la ciudad de Bogotd, en localidad de Bosa, con 9 estudiantes de grado décimo (14-18 afios). Se
desarrollaron 7 sesiones de 2 horas cada una, durante el primer semestre del 2024, en un espacio
extracurricular. Para seleccionar a los participantes, se invitd a un grupo de estudiantes que se
caracterizan porque al momento de solucionar diferentes tareas matematicas tienden a expresar sus
aportes, inquietudes y razonamientos en voz alta. Este aspecto es relevante para nuestra
investigacion ya que analizamos las expresiones discursivas que los estudiantes emiten en la
solucion de algunas tareas de argumentacién. Los nueve estudiantes seleccionados aceptaron
voluntariamente esta invitacion. Durante cada sesion, ellos trabajaron en tres grupos. El grupo 1
estuvo conformado por Hany, Raul y Keith; el grupo 2 por Nidia, Tomas y Saul; y el grupo 3 por
Ilenia, Carlos y Joaquin.*.

Uno de nosotros fue profesor de matematicas de los participantes de la investigacion durante
los dos afios previos, lo cual nos permite caracterizar las clases de geometria en las que ellos
estuvieron involucrados. En grado octavo, los estudiantes debian construir un sistema axiomatico y

a partir de este realizar algunas demostraciones. En ese curso también se desarrollaron actividades

4 Seuddnimos
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enmarcadas en la construccion de definiciones a partir de ejemplos y no ejemplos o la identificacion
de caracteristicas minimas para definir un objeto geométrico. En este curso los estudiantes usaban
GeoGebra esporadicamente dependiendo de la disponibilidad de las salas de informéatica de la
institucion. En grado noveno la interaccion con GeoGebra aumento; llegaron a proponer algunas
conjeturas para el teorema de la suma de los dngulos internos de un tridngulo, la desigualdad
triangular y algunos de los criterios de congruencia de triangulos.

Con respecto a la metodologia de clase de geometria, algunas eran magistrales, en otras se
usaba material concreto y en otras los estudiantes exploraban construcciones realizadas por el
profesor en GeoGebra. Los estudiantes dominan las herramientas de medida de 4ngulo, distancia,
desliza y mueve; pueden construir rectas paralelas, perpendiculares, poligonos regulares, y
triangulos rectangulos. Las tareas propuestas en estas clases se disefiaban para ser solucionadas en

parejas, o en equipo de cuatro estudiantes.

Panoramica Investigativa

El presente trabajo investigativo es de tipo cualitativo y se enmarca en un enfoque
fenomenolodgico. En este se intenta obtener de acciones y discursos del ser humano, descripciones,
explicaciones e inferencias que se fundamentan lo suficiente para destacar la complejidad y
particularidad del fenomeno de estudio, en nuestro caso, la caracterizacion de la especialidad de los
argumentos inductivos producidos por un grupo de estudiantes de grado décimo (Camargo, 2021).

En relacion con lo anterior, consideramos una aproximacion hermenéutica, puesto que este
tipo de aproximacion busca profundizar en las acciones, interacciones y discursos de las personas
objeto del estudio (Camargo, 2021). Este tipo de aproximacion, para investigaciones en Educacion

matematica, pretende indagar en los significados construidos por los estudiantes, para nosotros,
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profundizar en significados sobre argumentos inductivos que emergen durante la solucion de algunas
tareas mediadas con GeoGebra.

La estrategia metodoldgica que empleamos es un acercamiento a un experimento de ensefianza, que
consiste en el disefio, implementacion y evaluacion de una secuencia de tareas organizada, con el
objetivo de corroborar una hipétesis sobre un aprendizaje especifico. Este tipo de investigacion
cuenta con una serie de episodios de ensefianza en los cuales intervienen un profesor-investigador,
un grupo de estudiantes y un investigador-observador. Consideramos pertinente esta estrategia ya
que nos permite rastrear que tan especializados son los argumentos de nuestros estudiantes, luego
de finalizar cada tarea. Ademas, posibilita realizar los ajustes necesarios a la secuencia de tareas que
permita aceptar o rechazar la hipdtesis planteada (Camargo, 2021).

La Ilustracion 5 corresponde al plan de ejecucion de un experimento de ensefianza. En nuestro caso,
es un acercamiento a un experimento de ensefianza, pues, aunque en las conclusiones mencionamos
algunas de las modificaciones que consideramos se pueden hacer a la secuencia de tareas, nosotros

no las llevamos a cabo.

Experimentacion
Fundamentacion de tareas de la [ —
conceptual secuencia N Ana||S|$
sobre el Formulacion s retrospectivos
aprendizaje, de una Planeacion Analisis
en general, y conjetura de una intercalados —
sobre la sobre qué || secuencia de e PfDdé’:CIOH
construccion ensefiar ensefianza experimentacion aiaion
conceptual de y como \L
un contenido :
especifico Ajustes ala [~
secuencia

llustracion 5 Plan de ejecucion de un experimento de ensefianza. Tomado de Camargo (2021)

En el Marco de Referencia presentamos la fundamentacion conceptual sobre argumento, argumento
inductivo, el potencial de GeoGebra en la produccion de argumentos inductivos y semejanza de

tridngulos y razones trigonométricas.
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Asumimos como conjeturade ensefianza que es posible especializar los argumentos inductivos de
un grupo de estudiantes de grado décimo por medio de una secuencia de tareas, desarrollada con
GeoGebra, enfocada en la explicitacion de argumentos y en cada uno de sus elementos estructurales.
A continuacion, explicitamos cada uno de los elementos faltantes para la ejecucion de un

experimento de ensefianza.

Secuencia de tareas

Como lo reportamos en Varela et al (2024), donde comunicamos resultados parciales de esta
investigacion, las tareas de la secuencia cuentan con cuatro fases. En cada fase buscamos que se
pueden identificar alguno de los elementos estructurales de un argumento inductivo. A continuacion,
describimos cada una de las fases.

Fase uno (actividad de exploracion): esta disenada para que los estudiantes descubran
caracteristicas en tridngulos robustos construidos en aplicativos de GeoGebra. Se espera que puedan
determinar el conjunto referencial A> con su correspondientemente atributo p. Ademas, se presentan
tridngulos contenidos en el conjunto referencial A, y se busca que los estudiantes identifiquen el
atributo q usando las herramientas habilitadas. Se pueden abordar uno o mas aplicativos y el atributo
nuevo identificado se debe reportar en las casillas correspondientes.

Fase dos (actividad de recapitulacion): consisten en enunciados que deben completar los
estudiantes asociados a la descripcion del dato y la garantia. De acuerdo con el proposito de la
actividad, se fomenta que los estudiantes expresen el conjunto referencial, el atributo p, el atributo

q o el patron de generalidad usando un lenguaje cercano al lenguaje matematico.

5> El conjunto referencial A, atributo p, atributo g y patrén de generalidad hacen referencia a los elementos
estructurales de un argumento inductivo presentes en la definicién que asumimos.
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Fase tres (caso no explorado): en esta actividad se presenta triangulos que tienen el atributo
p del conjunto referencial A, se espera que el estudiante exploré el aplicativo y pueda concluir que
se cumple un caso mas para el atributo g.

Fase cuatro (actividad de sintesis). los estudiantes deben hacer una sintesis de lo realizado
en cada una de las actividades, lo anterior con el fin de crear una expresion discursiva que permita
evidenciar un argumento inductivo, es decir que refleje el conjunto referencia A, el atributo p, el
atributo g, el patron de generalidad y la inferencia para otro caso.

A continuacion, describimos cada una de las tareas de la secuencia ademas presentamos los
argumentos esperados con su respectivo esquema en el modelo de Toulmin.

Tarea I: la tarea se centra en el criterio de semejanza de tridngulos lado, lado, lado. En la
actividad de exploracion el estudiante debe medir los lados de dos triangulos y escribir las medidas
en unas casillas de entrada. Las casillas representan la razon entre los lados correspondientes de los
dos tridngulos. Si el estudiante introduce de manera errada los valores el aplicativo le indicara para
que realice el proceso correctamente. Con esta primera actividad buscamos que el estudiante pueda
identificar el conjunto referencial y su atributo definitorio (parejas de tridngulos con lados
correspondientes proporcionales). Enseguida, se deben explorar cinco casos en los que se presentan
elementos del conjunto referencial, los estudiantes para cada caso deben hallar la medida de los
angulos y encontrar una caracteristica en comun, atributo g (los dngulos correspondientes son
congruentes). Luego en la actividad de recapitulacion pretendiamos que el estudiante lograra
explicitar verbalmente el conjunto referencial y los atributos p y g ademas propusieran un patréon de
generalidad (si dos triangulos tienen lados correspondientes proporcionales entonces sus angulos
correspondientes son congruentes). En el caso no explorado se presenta un elemento del conjunto
referencial y se limitan las herramientas de GeoGebra de modo que no se puedan hallar medidas y

se pregunta al estudiante que haga una inferencia. Finalmente, en la actividad de sintesis se solicita
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al estudiante realizar un escrito en el que narre la informacién analizada, las propiedades

descubiertas y para qué es util lo encontrado en el contexto de la geometria. (Ver Tabla 4).

Tabla 4 Tarea I propuesta en GeoGebra Online

ACTIVIDAD DE DESCUBRIMIENTO

En el siguiente aplicativo encuentra representado el ﬂAffC‘ ¥ EIQDEF. Realicen la siguientes acciones.

i) Utilicen la herramienta Distancia ":'/' para determinar la longitud de los lados de cada triangulo.

i) Ingresen las longitudes en las casillas correspondientes.

CASO INICIAL
> Q =
: : RCS
Dejar Casillas en Cero

c F
A B o E
A . e Ac ° ,
DE 0 EF |, - DF |,

El valor de las casillas no es correcto

Escriban la caracteristica que logran identificar para el caso inicial.

ACTIVIDAD DE EXPLORACION
En los siguientes aplicativos encuentran representados el ﬂ,ABC y el ﬂDEF. Utilicen la herramienta
Angulo _5‘ para determinar la medida de los angulos de cada uno de los triangulos.

CASO1

(3] <4 +

0

[

AB _ 33 4, BC_s3 _,, AC_718 _4;
DE 57 EF 53 “~ DF 65

Escriban una caracteristica que lograron encontrar al medir los angulos para el caso 1.
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ACTIVIDAD DE RECAPITULACION

De acuerdo con lo encontrado en la ACTIVIDAD DE DESCUBRIMIENTO y en la ACTIVIDAD DE EXPLORACION,
completen la informacion solicitada en las siguientes casillas.

Al explorar el caso inicial, el caso 1, 2, 3, 4, y 5, observamos que

Una caracteristica comun que logramos encontraren los casos 1,2, 3,4,y 5 es

A partir de lo anterior podemos afirmar que (escribir una generalidad)

ACTIVIDAD NO EXPLORADA

A continuacion, se encuentra representado el AABC y el A DEF . Escriban una caracteristica de los tridngulos
que puedan inferir de la informacién observada.

CASO FINAL

c A

. *

F D
AB 4 BC 35 AC 6.3
o2 o5 2E_2P 283
DE 8 EF-7 =% pF e 90

Lo que podemos inferir es

ACTIVIDAD DE SINTESIS

Escriban detalladamente un texto donde le cuenten a sus companeros de clase, qué infarmacion analizaron, qué
pudieron encontrar de nuevo y para qué es Util lo encontrado en el contexto de la geometria.

El argumento inductivo que pretendemos se construya es el siguiente: Algunas parejas de

triangulos en las que se cumplian que sus lados correspondientes son proporcionales, encontramos

que también se cumplia que los angulos correspondientes son congruentes. Por lo tanto, creemos

que si en un par de tridngulos se tiene que sus lados correspondientes son proporcionales entonces

también se cumple que sus angulos correspondientes son congruentes. Para el caso que no
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exploramos, inferimos que sus angulos son congruentes ya que cumple que sus lados
correspondientes son proporcionales. En la llustracion 6, representamos este argumento en el

esquema de argumento simple del modelo de Toulmin.

Algunas parejas de triangulos en las que Para el caso que no exploramos,

se ~ cumplian  que sus  lados bablement inferimos que sus é4ngulos son
: . probablemente

correspondientes son proporcionales, congruentes ya que cumple que sus

encontramos que también se cumplia | lados correspondientes son

que los angulos correspondientes son probablemente proporcionales.

congruentes. |

Si en un par de tridngulos se tiene que
sus lados  correspondientes  son
proporcionales entonces también se
cumple que sus angulos
correspondientes son congruentes

llustracion 6 Argumento Inductivo esperado para la Tarea 1, representado en el esquema del modelo de
Toulmin

Tarea 2: la tarea se centra en el criterio de semejanza de triangulos Angulo-Angulo y se
incluye un caso de practica, en la que el estudiante aprende a usar una herramienta que disefiamos
para que construir tridngulos semejantes a partir de un tridngulo inicial y que se debia usar en las
primeras fases. La herramienta permite construir elementos del conjunto referencial que cumplen su
atributo definitorio y que se puede explorar para verificar el cuamplimiento del atributo adicional. En
la fase de exploracidon, se presenta un aplicativo en GeoGebra que solo tiene habilitadas las
herramientas Mueve, Crear tridngulos y Angulo. Los estudiantes deben construir un triangulo y
hallar la medida de los angulos internos de los tridngulos y escribir la caracteristica que tienen los
tridngulos construidos por la herramienta Crear triangulos. Teniendo en cuenta el enunciado de la
tarea y las herramientas habilitadas, esperamos que los estudiantes identifiquen la caracteristica de
que los triangulos construidos con la herramienta tienen dngulos correspondientes congruentes en

relacion con el tridngulo inicial.
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Luego, se presenta un aplicativo en el que el estudiante debe usar la herramienta Crear
triangulos. En este, las medidas de los angulos de los tridngulos son siempre visibles. Los
estudiantes deben, hallar la medida de los lados de los tridngulos y ubicarlos seglin corresponda en
las casillas de entrada ubicadas en la pantalla, en caso de ubicarlos de manera incorrecta en la
pantalla aparece un anuncio que informara, para que lo realice correctamente. El aplicativo se puede
reiniciar las veces necesarias para que verificaran para una cantidad de casos, que les permitiera
escribir una relacion que encontraron al ingresar la longitud de los lados en las casillas
correspondientes. La relacion que esperamos que los estudiantes escriban es que siempre que en una
pareja de triangulos se cumpla que sus angulos correspondientes son congruentes, también se
cumple que sus lados correspondientes son proporcionales.

En la fase de recapitulacion presentamos el caso de los tridngulos APQRy AKM] que
cumplen que tienen sus lados correspondientes congruentes. En este caso, los estudiantes no pueden
explorar y deben completar una plantilla discursiva que les permita construir un argumento
inductivo. El argumento esperado es el siguiente: La herramienta crear triangulos permite obtener

parejas de triangulos en los cuales se cumple que_sus angulos correspondientes son congruentes. En

algunas de estas parejas observamos que sus lados correspondientes son proporcionales. Inferimos

que siempre que en una pareja se cumple que sus angulos correspondientes sean congruentes

también se puede concluir que sus lados correspondientes son proporcionales. Asi por ejemplo en el

QR

. PQ _
APQR y AKMJ se pudo concluir PR

PR .
= X porque se tiene que £ZP = £K; £Q = £M; 4R =

2] (Ver Tabla 5).
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Tabla 5 Tarea 2 propuesta en GeoGebra Online

ACTIVIDAD DE PRACTICA

En el siguiente aplicativo encontraran la herramienta Crear Tridngulos ‘\ gue permite generar un

nuevo triangulo a partir de otro tridangulo ya construido. Para usar la herramienta, efectuen el siguiente
procedimiento:
Seleccionen la herramienta Crear tridngulos < . Seleccionen el punto 4; del tridngulo dado. (AABG).

Ingresen un valor entre 2 y 10. Seleccionen los puntos By y ¢} del AA131C1- Hagan clic en alguna parte de la

vista gréafica, para generar un punto. El aplicativo generara un nuevo tridangulo con una propiedad que deberas
descubrir.

CASO DE PRACTICA

(k] &

ACTIVIDAD DESCUBRIMIENTO

En el siquiente aplicativo encontraran representado el ﬂ A8y . Utilicen la herramienta Crear Tridngulos ‘\

para construir un nuevo triangulo (/\ GH1) a partir del \ A1B:Cs.

;Qué caracteristica cumplen los triangulos generados por la herramienta Crear Tridngulos? Escriban la
caracteristica identificada en la casilla que se encuentra después del aplicativo.

CASO INICIAL
N4
C

2

La caracteristica que tienen los triangulos generados por la herramienta Crear Tridngulos es:
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ACTIVIDAD EXPLORACION

En el siguiente aplicativo se encuentra representado el L\_ABC. Utilicen la herramienta Crear triangulos ‘\
para construir un nuevo triangulo {&G!H) a partir del ﬂABC. Descubran una nueva relacion que cumplen los

dos triangulos construidos utilizando las herramientas del aplicativo.

Arrastren los vértices del triangulo inicial {f_\. ABC) y verifiquen la relacion encontrada en otros triangulos.
CREACION DE CASOS

(&) &

0=27.87°C

n=225°

1=129.63°

A LI Dejar Casillas en Cero
ap_ 0 ope " | oac "
GH - HI -t oar o

0 0 0

Escriban la relacién que lograron encontrar al ingresar la longitud de los segmentos en las casillas
correspondientes.

ACTIVIDAD NO EXPLORADA

A continuacion, se encuentra representado el ﬂ AzByCay el ﬂmElF'] . Escriban una caracteristica de los
triangulos que se pueda inferir de la informacion observada en el siguiente aplicativo.

£=08.3"

Lo que podemos inferir es

ACTIVIDAD DE SINTESIS

Escriban detalladamente un texto donde le cuenten a sus compafieros de clase, qué informacién analizaron,
qué pudieron encontrar de nuevo y para qué es til lo encontrado en el contexto de la geometria.

ACTIVIDAD DE RECAPITULACION

De acuerdo con lo encontrado en la ACTIVIDAD DE DESCUBRIMIENTO y |z ACTIVIDAD DE EXPLORACION,
completen la informacion solicitada en el siguiente aplicativo.
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a, = 20°
La herramienta Crear Triangulo permite obtener
parejas de tridngulos en los cuales se cumple que

En algunas de estas parejas observamos que

8, =102
2

Inferimos que siempre que en una pareja de
triangulos se cumple que

también se puede concluir que

Asi por ejemplo, en el AABC y ADEF
se pUUO concluir

XX XX XX

XX XX XX

por que se tiene que

LI=LIN, IK=2P yIM=20

La llustracion 7 corresponde estructura de argumento simple esperado en la Tarea 2.

4 A

La herramienta crear tridngulos permite En el APQR y AKMJ se pudo

. PQ _ QR _PR
obtener parejas de tridangulos en los probablemente concluir on =" =~ porque se
cuales se cumple que sus angulos tiene que LP = 2K; £Q =
correspondientes son congruentes. LM; LR = 2].

probablemente

En algunas de estas parejas observamos
que sus lados correspondientes son

/

Inferimos que siempre que en una pareja
se cumple que sus angulos
correspondientes sean congruentes
también se puede concluir que sus lados
correspondientes son proporcionales

proporcionales.

llustracion 7 Argumento Inductivo esperado para la Tarea 2, representado en el esquema del modelo de
Toulmin

41



Tarea 35: la tarea se enfoca en la construccion de la razon tangente para un tridngulo
rectangulo isésceles. La primera actividad es un repaso en el que los estudiantes deben identificar
las seis razones que se pueden construir con los lados de un triangulo rectangulo. En la fase de
exploracion se presentan dos triangulos rectangulos (AABC y ADEF). Luego, los estudiantes a partir

de la herramienta mueven, deben identificar y escribir una relacion entre las medidas de los angulos

o ., BC _ EF .
agudos de los tridngulos y la condicion de que iy 1. Esperamos que los estudiantes reporten

que los angulos agudos de los tridngulos median 45 cuando la condicion solicitada se cumple

Enseguida en la fase de recapitulacion y actividad no explorada se presenta un aplicativo
en el que los estudiantes deben construir un tridngulo rectangulo en el que la razon entre sus catetos
fuera uno. En el aplicativo se dejan activadas Ginicamente las herramientas de mueve, angulo y la
herramienta crear tridngulo rectdngulo (disefiada por nosotros). Luego de hacer la construccion los
estudiantes debian completar una plantilla discursiva en la que se reportara el argumento.
Finalmente, en la fase de sintesis debian escribir un texto en el que se explique detalladamente lo
realizado durante el desarrollo de la tarea. Esperamos que los estudiantes lograran reportar el
siguiente argumento.

En la actividad de Descubrimiento y Exploracion encontramos triangulos rectangulos que

cumplen la condicion de que sus catetos son congruentes. Luego de usar el arrastre descubrimos

que los triangulos también cumplen que la medida de sus dngulos es 45. Por lo anterior es posible

establecer que si un triangulo rectangulo tiene sus catetos congruentes entonces cumple que la

. . . .AB _ BC _ AC AB
® Entre la tarea 2 y la tarea 3 los estudiantes identificaran que dados AABC y ADEF, si o5 = 7r = pp chtonces —— =
DE AB _ DE _AC _ DF . . .

77 ac = or Y 5c = pr - LA tarea era necesaria para poder pasar de proporciones que involucraban razones entre las
medidas de los lados correspondientes de dos tridngulos, a razones que involucraban solo las medidas de los lados de

un solo triangulo.
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medida de sus dngulos agudos serd 45. Por ejemplo, en el triangulo construido se tiene que sus

angulos agudos miden 45 porque sus catetos son congruentes.

(Ver Tabla 6).

Tabla 6 Tarea 3 propuesta en GeoGebra Online

ACTIVIDAD DE REPASO

En el siguiente aplicativo se tiene representado el ,ﬁ ABC' . Realicen las siguiente acciones.

1) Hagan clic sobre las etiquetas de los segmentos que estan de color azul celeste y verde manzana.
Observen lo que ocurre con la razon presentada al lado derecho.

i) Utilicen las etiquetas para determinar las 6 razones que se pueden establecer entre las longitudes de los
diferentes lados del triangulo rectangulo.

CASO DE REPASO

AB BC AC
AB BC AC XX
 Reiniciar | x

ACTIVIDAD DE DESCUBRIMIENTO Y EXPLORACION

En el siguiente aplicativo encuentran ﬂ ABCy ﬂDEF rectangulos. ;Qué relacidn encuentran entre las medidas

de los angulos agudos de los triangulos y la condicion de que i—g ¥ ﬁ—i EF/DF son iguales a 17
EXPLORACION DE CASOS

(x] <

c

AC =271 BC =0.96 B
_C — @ —=0.35
AC 271
EF 299
—=—=1.
DF 183 63

Escriban la(s) caracteristica(s) que logran identificar para los triangulos que cumplen la condicion solicitada.
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ACTIVIDAD NO EXPLORADA

Construyan un triangulo rectangulo, luego arrastren los vértices para gue se cumpla que la razon entre sus
catetos sea 1. Luego completen las informacién solicitada en el aplicativo.

Mota: para utilizar la herramienta Construir Triangulo Rectangulo, deben seleccionar la herramienta CREAR
TRIANGULOS RECTANGULOS y luego seleccionar dos puntos cualesquiera de la vista grafica.

(2] 4

En la actividad de DESCUBRIMIENTO Y EXPLORACION encontramos triangulos rectangulos

que cumplen la condicion de . Luego de usar el arrastre, descubrimos
que los triangulos también cumplen que . Por lo anterior es posible establecer
que si un triangulo rectangulo tiene entonces cumple que

Por ejemplo, en el triangulo construido se tiene que sus porque

ACTIVIDAD DE SINTESIS

Escriban detalladamente un texto donde le cuenten a sus companieros de clase, qué informacion analizaron qué
pudieron encontrar de nuevo.

En la Ilustracion 8 se presenta el argumento esperado en esta tarea en el esquema del modelo

de Toulmin.
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/En la actividad de Descubrimiento\
y Exploracion encontramos
tridngulos rectangulos que cumplen
la condicion de que sus catetos son
congruentes. Luego de wusar el probablemente
arrastre  descubrimos que los
tridngulos también cumplen que la

Kmedida de sus angulos es 45. /

Por ejemplo, en el triangulo
probablemente construido se tiene que sus
angulos agudos miden 45 porque
sus catetos son congruentes.

Si un tridngulo rectangulo tiene sus
catetos congruentes entonces cumple
que la medida de sus angulos agudos
sera 45

llustracion 8 Argumento inductivo esperado para la tarea 3, representado en el esquema del modelo de
Toulmin

Tarea 4: esta tarea se enfoca en que los estudiantes logren establecer la igualdad siguiente
igualdad: sen(a) = cos(b), si a y b son complementarios. En primer lugar, se presenta material
que los estudiantes deben observar a modo de repaso. En este se enuncian las razones
trigonométricas directas para un angulo a de un triangulo rectangulo. En la fase de descubrimiento
y exploracion se presenta a los estudiantes un aplicativo con dos tridngulos rectangulos en los que
se han resaltado la medida de uno de sus dngulos agudos. En uno de los tridngulos el nombre del
angulo es a y en el otro es . En la parte inferior del aplicativo como texto se ha fijado el valor del
sen(a) y del cos(f), que cambia a medida que se modifican los dngulos de cada tridngulo.

Los estudiantes deben usar la herramienta mueve y modificar los tridangulos para construir
dos tridngulos rectangulos en los que se cumpla que sen(a) = cos(f). Luego de explorar el
aplicativo se les solicita escribir una condicién que cumplan los angulos @ y § cuando se tiene que
sen(a) = cos(B). Esperamos que los estudiantes identifiquen que los angulos a y S son

complementarios, es decir, la suma de sus medidas es 90. Enseguida, deben escribir un patréon de
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generalidad en el que se relacionara sen(a) = cos(f) con la condicién enunciada anteriormente.
La respuesta esperada es: Si en un par de triangulos rectdngulos con angulos agudos a y 5 respectiva
se cumple que sen(a) = cos(f), entonces, también se cumple que @ y  son complementarios.
Para terminar esta fase, se pregunta a los estudiantes si consideran que la condicidon descubierta se
cumple para cualquier par de triangulos rectangulos con dngulos agudos « y 8 respectivamente, en
los cuales se cumple que sen(a) = cos(f). Esperamos que basen su respuesta y justificacion en los
diferentes casos explorados y por lo tanto, la respuesta sea afirmativa.
Luego, para el caso no explorado se propone el siguiente problema de aplicacion.

La profesora dibuja en el tablero de clase un tridngulo rectangulo ACB con angulo recto en
C, hipotenusa AB = 5.83, m£BAC = 30.96 y m£ABC = 59.04 (ver figura 1) y solicita a
los estudiantes calcular la longitud del lado BC. Ana y Juan estan calculando la longitud del
lado BC del tridngulo y al contrastar sus calculos Juan dice que BC = sen (30.96) X 5.83,
mientras Ana dice que la forma de calcular el lado BC es BC = cos (59.04) x 5.83. Con
base en lo anterior realice las siguientes acciones

La figura corresponde con la representacion grafica de la situacion; un tridngulo en el que
sus angulos agudos miden 59.04 y 30.96 respectivamente. Se solicita a los estudiantes que sin hacer
uso de la calculadora indiquen cuél de los dos estudiantes ha calculado correctamente la medida de
BC. Se espera que los estudiantes indiquen que los dos estudiantes han determinado correctamente
la medida de BC, ya que en ambos casos se tiene el producto de los mismos nimeros.

Una vez reportan lo solicitado, se propone a los estudiantes escribir un argumento inductivo
en el que se explicite el dato, el patron de generalidad y la asercion a partir de lo explorado y
descubierto en el desarrollo de la tarea. En esta tarea se suprime la plantilla discursiva, consideramos
que a partir del uso de estas en las tareas anteriores los estudiantes estan en la capacidad de expresar
un argumento inductivo. El argumento esperado es: en algunas parejas de triangulos rectangulos

en los que se cumple que el seno uno de uno de los angulos agudos de un triangulo, es igual al
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coseno de uno de los angulos agudos del otro triangulo. Se cumple también que dichos angulos
agudos son complementarios. Lo anterior nos permite establecer que, si en un par de triangulos
rectangulos con cumple que el seno de uno de los angulos de un triangulo es igual al coseno de uno
de los angulos del otro, entonces, los angulos son complementarios. De esta manera pudimos
concluir que Ana y Juan habian solucionado correctamente el problema propuesto por su profesora.

Finalmente, los estudiantes en la fase de sintesis deben hacer redactar un reporte en el que
se especifique lo realizado durante el desarrollo de la tarea.

(Ver Tabla 7).

Tabla 7 Tarea 4 propuesta en GeoGebra Online

MATERIAL DE REPASO

En la siguiente imagen se muestra |a definicidn de las razones trigonométricas para un angulo agudo o en un
triangulo rectangulo.

Razones trigonométricas directas para el angulo a

Cluleto Opueslo
c Sen(a) = 71
Hipolenusa

o _ Cateto Adyacente
os(a) = Iipotenusa

. Clatelo Opuesto
Tan(o) = ¥————
Lo B Catelo Adyacenle

ACTIVIDAD DE DESCUBRIMIENTO Y EXPLORACION

En el siguiente aplicativo encuentran representados el \ ACE y el /\ DFE. Arrastren los puntos A, B, Dy E para
construir triangulos en los cuales se cumpla gue sen (&) = cos ().

B E
a= 432247 8= 42.6840°
A c Y F

sen(43.2247°) = 0.6849 COs (42.6849°) = 0.7351

;Qué condicion cumplen los dngulos o v @ cuando sen (a) = cos (§)?
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Escriban un patron de generalidad en el que se relacione sen (@) =cos (@) con la condicion encontrada
anteriormente,

Consideran que la condicion se cumplen en cualquier par de triangulos rectangulos con angulos agudos o v @
respetivamente y en los cuales se tiene que sen (a) = cos (). ;Cémo estan seguros de su respuesta?

ACTIVIDAD DE APLICACION

La profesora dibuja en el tablero de clase un triangulo rectangulo ACE con angulo recto en C, hipotenusa AB =
5.83, m<£ BAC = 30.96° y mZABC = 59.04" (ver figura 1) y solicita a los estudiantes calcular |a longitud del lado
BC. Ana y Juan estan calculande la lengitud del lade BC del triangulo y al contrastar sus calculos Juan dice que
BC = sen (30.96°) - 5.83, mientras Ana dice que la forma de calcular el lado BC es BC = cos (59.04°)-5.83. Con
base en lo anterior realice las siguientes acciones

Respondan la pregunta habilitada que estan después de la imagen.

pesane o g

Figura 1

;5in hacer uso de la calculadora, cudl de los dos estudiantes ha calculado correctamente EC y por qué estan
seguros de su respuesta?

ARGUMENTO INDUCTIVO

Escriban un argumento inductivo en donde se pueda evidenciar el dato, el patron de generalidad y la asercion a
partir de lo trabajado en esta tarea.

ACTIVIDAD DE SINTESIS

Escriban detalladaments un texto donde le cuenten a sus companeros de clase, qué informacién analizaron qué
pudieron encontrar de nuevo.

La llustracion 9 presenta el argumento inductivo esperado en el esquema ternario del modelo

de Toulmin.
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/e )

n algunas parejas de triangulos De esta manera pudimos concluir

rectangulos en los que se cumple probablemente que Ana y Juan habian
que el seno uno de uno de los solucionado  correctamente el
angulos agudos de un triangulo, es | problema propuesto por su
igual al coseno de uno de los profesora.

probablemente

angulos agudos del otro triangulo.
Se cumple también que dichos
angulos agudos son

\j)mplementarios /
/ N

Si en un par de triangulos
rectangulos con cumple que el seno
de uno de los angulos de un tridngulo
es igual al coseno de uno de los
angulos del otro, entonces, los
angulos son complementarios

AN /

llustracion 9 Argumento inductivo esperado para la tarea 4, representado en el esquema del modelo de
Toulmin

Experimentacion de la secuencia de tareas

La experimentacion de la secuencia se realiza en cuatro sesiones de dos horas cada una. Cada
que los estudiantes solucionan una tarea se lleva un registro de las diferentes intervenciones entre
los integrantes de cada grupo. Por lo tanto, se realizé grabacion de audio y video de la solucién de
la tarea propuesta y de la plenaria posterior. La grabacion se realizo a través de la plataforma Teams
qué ademas de hacer la grabacion realiza la transcripcion del audio generado en cada una de las
llamadas. De modo similar, para recolectar las respuestas de los estudiantes se usa GeoGebra
Online, que a partir de su interfaz permite escribir las respuestas a las diferentes preguntas y acciones
que se generan durante la implementacion de la secuencia. Ademas, el investigador no participante,
llevo un diario de campo en el que registrard alguna de las acciones, discusiones, gestos, entre otros,
de los estudiantes y del profesor durante el desarrollo de cada tarea. Posterior a la recoleccion de

informacion, se construyeron relatos del desarrollo que cada grupo efectu6 a cada tarea y a partir de
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estos se analizaba el alcance de la tarea con el fin de proponer ajustes a las siguientes tareas de la

secuencia.

Analisis Retrospectivo y Produccion de Resultados.
A partir de la informacién recolectada en el desarrollo de cada tarea, en el Capitulo 5

presentamos el analisis retrospectivo. En este, identificamos los argumentos inductivos que
surgieron y los elementos estructurales de este, generando el respectivo esquema ternario de acuerdo
con el modelo de Toulmin. En el esquema, identificamos cada uno de los elementos de la definicion
que asumimos de argumento inductivo. Posteriormente, ubicamos los diferentes elementos
estructurales en el nivel correspondiente a partir de las categorias de analisis expuestas en la Tabla
3, que se encuentra en el capitulo Marco de Referencia. Adicionalmente, presentamos un analisis
del uso que los estudiantes hacen de GeoGebra, sus potencialidades, obstaculos, dificultades, entre
otros. También, hacemos un andlisis del lenguaje que usan los estudiantes en el desarrollo de la tarea.
Hacemos énfasis en el origen e intencidon de expresiones que usan y el lenguaje matematico. Una
vez se han presentado el andlisis de los tres grupos, en el Capitulo 6, presentamos los resultados

obtenidos e y se proponen algunas modificaciones a la secuencia.
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5. ANALISIS

En este capitulo presentamos el analisis de las respuestas de cada grupo para cada una de las

cuatro tareas propuestas para cada uno de los tres grupos.
Analisis de las respuestas de los estudiantes para la Tarea 1

Grupo 1

DESCRIPCION. Se inici6 la tarea con la actividad de descubrimiento, que presentd una pareja
de tridngulos semejantes, con casillas para ingresar la medida de la longitud de sus lados. Para dar
respuesta a la solicitud planteada en esta actividad, los estudiantes midieron los lados de los
triangulos y digitaron las medidas en las casillas de entrada. Con ayuda del aplicativo, validaron que
las medidas ingresadas eran correctas y arrastraron algunos vértices, digitando nuevas medidas. En
la respuesta reportada por los estudiantes, se identifica implicitamente el conjunto referencial

(parejas de triangulos) y un atributo definitorio p;.

Escriban la caracteristica que logran identificar para el caso inicial: Durante el caso inicial

pudimos observar que al dividir la medida de los lados de dichos triangulos su resultado va

a ser el mismo [p,] [respuesta solicitud caso inicial — actividad de descubrimiento T1].

Posteriormente, los estudiantes pasaron a la actividad de exploracion, que consistid en
analizar cinco casos y en cada uno de ellos medir los angulos de una pareja de tridngulos semejantes.
Al explorar el caso 1, presentaron dificultades para medir los dngulos de los tridngulos expuestos,
no obstante, con ayuda del profesor midieron los dngulos y arrastraron varios vértices, logrando
identificar otros atributos del conjunto referencial. Lo reportado en el aplicativo para el caso 1,
coincide con lo que discutieron en su momento. El atributo adicional q; identificado por los

estudiantes es una conjuncion formada por las proposiciones q11, §12 Y q13-

51



Escriban una caracteristica que lograron encontrar al medir los 4ngulos para el caso 1: La

suma de todos los angulos es de 180 (q11), v a pesar de los triangulos cambien su tamario

los angulos siguen midiendo lo mismo (q,;), los angulos de ambos tridangulos miden lo

mismo (q,3) [q1] [respuesta solicitud caso 1 — actividad de exploracion T1].

Para el caso 2, 3, 4 y 5, lo reportado en el aplicativo es exactamente igual. Los estudiantes
efectuaron la medicion de los angulos de los tridngulos del caso 2 y movieron los vértices e indicaron
que “Todo es igual”. En los casos 3, 4 y 5, escribieron lo mismo, posiblemente, al observar que son
casos similares y que estan construidos bajo las mismas condiciones (triangulos con los mismos

colores y vértices con las mismas etiquetas). En lo reportado, el atributo adicional g, estad compuesto

por las proposiciones a1, qz2, 23 Y qza-

En este caso los triangulos tienen dangulos diferentes al caso anterior (q,1), la suma de los

dangulos el resultado sigue siendo 180 (q,2), v a pesar del tamaiio de los lados los angulos

continuan teniendo la misma medida (q,3). Siempre hay un vértice que no se puede mover

(q24) [q2] [respuesta solicitud caso 2, 3,4 y 5 - actividad de exploracion T1].

En la actividad de recapitulacion, los estudiantes reportaron lo que descubrieron hasta el
momento. En la respuesta de la solicitud 1 de esta actividad, lograron especificar el conjunto
referencial, manteniendo lo establecido del atributo definitorio p;, no obstante, puntualizaron los
casos explorados y especificaron las divisiones analizadas, determinando un atributo definitorio p,.
En la solicitud 2 reportaron que las medidas de los d&ngulos no cambian, es decir, establecen un nuevo
atributo adicional g5.

Ellos reportaron:

Al explorar el caso inicial, el caso 1, 2, 3, 4, y 5, observamos que: En los casos 1,2,3,4,5

observamos dos triangulos y la medida de sus lados, a diferencia del caso inicial que no nos

daban las medidas de los lados si no que debiamos hallarlas, los cuales se dividen los lados

ABy DE, BCy EF; AC y DF y los resultados de estas divisiones es el mismo [p,] [respuesta

solicitud 1- actividad de recapitulacion T1].
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Una caracteristica comun que logramos encontrar en los casos 1, 2, 3,4,y 5 es: Que la medida

de todos los angulos no cambia a pesar de que sus lados cambien su medida [q3] [respuesta

solicitud 2 - actividad de recapitulacion T1].
Respecto al apartado que solicita escribir una generalidad en la actividad de recapitulacion,
Joaquin se cuestion6 sobre lo qué significa este término, a lo que Ilenia le coment6 que deben indicar

qué es lo que sucede en todos los casos.

A partir de lo anterior podemos afirmar que (escribir una generalidad): A/ dividir sus lados

en_cada caso sus resultados son congruentes [respuesta solicitud 3 - actividad de

recapitulacion T1].

Para la actividad no explorada, se presentd dos triangulos semejantes y las razones
conformadas por sus lados correspondientes, lo que corresponde con otro caso que pertenece al
conjunto referencial. Al desarrollar la actividad, los estudiantes se mostraron confundidos, ya que
en el aplicativo se inhabilité todas las herramientas de GeoGebra, dejando solo los dos tridngulos y
las respectivas razones. En lo reportado, logran identificar el atributo definitorio p, para este nuevo
caso; se descarta el atributo adicional al no poder medir los angulos.

En este caso no podemos verificar que la medida de los angulos y los lados sean las correctas

pues no poseemos herramientas, a pesar de esto observamos que se continuan dividiendo

sus lados y el resultado sigue siendo congruente [respuesta solicitud caso final - actividad

no explorada T1].

Finalmente, en la actividad de sintesis, se solicité a los estudiantes describir la informacion
que analizaron y lo nuevo que descubrieron. Lo reportado resalta la posibilidad de GeoGebra para
explorar varios casos. Ademas, se menciona los atributos encontrados hasta el momento, repitiendo
lo que ya habian reportado anteriormente.

ANALISIS. En las respuestas de los estudiantes identificamos dos argumentos inductivos

incompletos. Los atributos encontrados en lo reportado para las dos primeras actividades permiten
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caracterizar el dato del primer argumento. En los casos inicial, caso 1 y 2, se establece el atributo
definitorio p; y el atributo adicional (q; y g;) en los casos 1 y 2. Presuponemos que de manera
implicita determinan los casos 3, 4 y 5 como otros elementos del conjunto referencial. En este
argumento, los estudiantes al decir “todo es igual” muestran que al parecer han hecho una
generalizacion, sin embargo, no es reportada. De acuerdo con lo observado, consideramos que
posiblemente lo inferido para los casos 3, 4 y 5 corresponde a la asercion. La llustracion 10 sintetiza

este primer argumento producido por los estudiantes.

Atributo definitorio pq: [El caso 1 y 2 son
elementos de un conjunto formado por parejas de
triangulos tal que] Al dividir la medida de los lados
de dichos tridngulos su resultado va a ser el mismo.
Atributo adicional: [qq - para el caso 1] La suma
de todos los angulos es de 180 (q41), y a pesar de
[que] los triangulos cambien su tamafo, los
angulos siguen midiendo lo mismo (qq;), los
angulos de ambos triangulos miden lo mismo
(d13)-

[q2 - para el caso 2] los triangulos tienen angulos
diferentes al caso anterior (q7), la suma de los
angulos el resultado sigue siendo 180 (q,3), v a
pesar del tamafo de los lados los angulos
continian teniendo la misma medida (q;3).
Siempre hay un vértice que no se puede mover NA
(dz4)-

Otros elementos del conjunto referencial: Caso 3,
4yS5.

[Enlos casos 3,4y 5], “la
suma de los angulos, el
resultado, sigue siendo
180, y a pesar del tamafio
de los lados los angulos
continian teniendo la
misma medida. Siempre
hay un vértice que no se
puede mover”.

llustracion 10 Primer Argumento inductivo Grupo 1 para la Tarea 1

En cuanto al nivel de especializacion del primer argumento, se observa que lo establecido
por el grupo 1 respecto a los elementos del conjunto referencial, atributo definitorio p; y atributo
adicional (q; y g;), ubica a los estudiantes en el Nivel 4 de especializacion del dato, pues, de acuerdo

con el argumento esperado, se identifican parejas de tridngulos en los cuales se cumple que las
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razones entre los lados de dos triangulos son iguales (atributo definitorio p) y tienen angulos con
igual medida (atributo adicional q). Se resalta que para el atributo adicional g, y g5, los estudiantes
reportan proposiciones que corresponden a informacion que ya conocian sobre los triangulos (la
suma de las medidas de los dngulos es 180°) o descripciones de transformaciones de los objetos que
describen cambios observados en el aplicativo (los lados cambian, el tamafio cambia o los vértices
se pueden mover).

Por otro lado, la inferencia de la asercion se hace a partir de explorar los casos 1y 2, lo que
ubica a los estudiantes en el Nivel 2 de especializacion respecto a los casos observados. Ademas, al
no reportarse explicitamente una generalidad, los estudiantes se ubican en un Nivel 1 de
especializacion del patron de generalidad. Por Gltimo, en la asercion infieren que los casos 3,4y 5
cumplen el atributo g,, por lo que se ubican en un Nivel 4 de especializacion.

Respecto al segundo argumento, en la actividad de recapitulacion, los estudiantes reportan
lo encontrado y establecen en la solicitud 1 un atributo definitorio p, y en la solicitud 2 un atributo
adicional g3. En relacion con lo reportado en la solicitud 3 de esta actividad, lo escrito es una
proposicion simple, que solo refleja el atributo definitorio p4. En esta tltima solicitud, se buscaba
que los estudiantes construyeran una generalidad, estableciendo una relacion de dependencia entre
los atributos p y g encontrados, asunto que no ocurri6. Ademas, en la actividad no explorada, los
estudiantes identifican un elemento que pertenece al conjunto referencial, pero no efectuan alguna
inferencia respecto a este caso. La /lustracion 11 sintetiza la expresion discursiva producida por los

estudiantes.
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Atributo definitorio p,: En los casos inicih

1,2,3,4 y 5 observamos dos triangulos y la medida

de sus lados, a diferencia del caso inicial que no [En el caso final]
nos daban las medidas de los lados si no que “Observamos que se
debiamos hallarlas, los cuales se dividen los lados continian dividiendo
AB y DE, BC y EF, AC y DF y los resultados de sus  lados 'y el
estas divisiones es el mismo. resultado sigue siendo
Atributo adicional q3: [Para el caso 1,2,3,4 y 5] congruente”.

Que la medida de todos los angulos no cambia a

pesar de que sus lados cambien su medida.

Otros elementos del conjunto referencias: Caso

& Y

Al dividir los lados en cada uno sus resultados [de las divisiones] son
congruentes.

llustracion 11 Segundo argumento inductivo Grupo 1 para la Tarea 1

Para este segundo argumento, se tiene que la categoria dato corresponde a un Nivel 4 de
especializacion, ya que se reporta la igualdad entre las divisiones de los lados y la congruencia de
los angulos correspondientes. Se observa que para el atributo adicional g3, los estudiantes omiten
algunas proposiciones que habian contemplado en el anterior argumento incompleto (q11, 12, 422
Y q24)-

Respecto a los Casos observados en este argumento, los estudiantes se ubican en Nivel 2 de
especializacion, ya que solo exploran dos casos que se presentan en los aplicativos. En relacién con
el patron de generalidad, al no presentarse una dependencia entre los atributos establecidos y solo
enunciar una proposicion simple, ubicamos a los estudiantes en el Nivel 2 de especializacién en
relacion con esta categoria. En cuanto a la asercion, los estudiantes logran identificar otro elemento
que cumple el atributo definitorio p,, pero no logran inferir que este elemento cumple el atributo
adicional g5, lo que ubica a los estudiantes en el Nivel 2 de especializacion.

Respecto al uso de GeoGebra, el arrastre permitié describir atributos que cumplian los

elementos del conjunto referencial. Algunos de estos atributos eran definitorios del conjunto y otros
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hacian parte de atributos adicionales. De este ultimo grupo, estan enunciados en las proposiciones
q11> 912> 922 Y G24, que fueron descartadas para el segundo argumento, ya que se consideraron como
irrelevantes.

En la actividad de exploracion, los estudiantes solo analizaron los casos 1y 2. Para los casos
3,4y 5 establecieron estos como “lo mismo”, tal vez porque visualmente eran muy parecidos (color,
nombres de los vértices, etc.), reflejando que esa cantidad de casos pueden ser innecesarios y, en su
lugar, podria involucrarse una construccion en la que se priorice el uso del arrastre para generar los
casos. Otra posible modificacion a la tarea es, disefiar aplicativos que difieran visualmente.

En relacion con la herramienta medida de angulo, los estudiantes presentaron dificultades
para medir los dngulos, asi que, es pertinente recordar antes de iniciar la tarea, en qué forma se debe
usar esta herramienta. En cuanto a la actividad no explorada, el inhabilitar esta herramienta incidi6
en que los estudiantes se mostraran confundidos. Es necesario aclarar en los enunciados de las
actividades que, se inhabilitan las herramientas, en este caso medida de angulo, con el fin de que los
estudiantes puedan establecer nueva informacion a partir de la informacion suministrada.

En lo concerniente al lenguaje usado por los estudiantes, se evidencia que en sus respuestas
se refieren a las razones como “divisiones” y confunden el término de igualdad con “congruencia”.
Se resalta que, en la actividad de recapitulacion se desconoce por parte de Joaquin el término
“generalidad”, lo que pudo afectar la construccion de patron de generalidad. Para actividades como
la de recapitulacion, es viable utilizar plantillas discursivas que permitan a los estudiantes conocer
la estructura de un argumento inductivo.

Por ultimo, en lo reportado se evidencia que, en algunas proposiciones, el lenguaje usado
por los estudiantes estd determinado por el programa. Por ejemplo, cuando ellos escriben “a pesar
de que los tridngulos cambien su tamafio” se refieren a la transformacion de los triangulos, que es

una caracteristica generada por el arrastre. Asimismo, al emplear expresiones como ‘“‘siguen
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midiendo lo mismo” o “siguen siendo 180, los estudiantes reportan invariantes identificadas en los
triangulos durante la exploracion de los aplicativos.
Grupo 2

DESCRIPCION. En la actividad de descubrimiento, los estudiantes midieron los lados y
digitaron sus medidas en las respectivas casillas, hallando un valor especifico para las razones
expuestas. Para el caso inicial, ellos reportaron en principio “que asi yo mueva los dos triangulos
van a dar la misma respuesta”. No obstante, el profesor indagd sobre el significado de “misma
respuesta”, logrando que los estudiantes detallaran lo encontrado. En lo reportado se identifica un
atributo definitorio p;.

Escriban la caracteristica que logran identificar para el caso inicial: 4 pesar de mover los

triangulos los resultados de la division de 2 lados en especifico van a ser iguales [p4]

[respuesta solicitud caso inicial — actividad de descubrimiento T1].

En la actividad de exploracion, los estudiantes mostraron dificultades al medir los angulos
del caso 1, pero con ayuda del profesor tomaron la medida de los 4angulos seleccionando los
tridngulos y no los vértices. Luego de medir los dngulos, determinaron que “los angulos son iguales”.
Establecieron la igualdad entre la medida de los dngulos correspondientes. Lo reportado para el caso
1, determina un atributo adicional q;.

Escriban una caracteristica que lograron encontrar al medir los dngulos para el caso 1:_La

caracteristica que nosotros vimos fue que los angulos de ambos triangulos son icuales, en

este caso el angulo c y el f miden 24°, el d y el a miden 52°, y el b y el e miden 104° [q4]

[respuesta solicitud caso 1 — actividad de exploracion T1].

Para el caso 2 de la actividad de exploracion, los estudiantes midieron los angulos de los
triangulos e identificaron de inmediato que estos “miden igual”. En lo reportado en este caso, se
resalta la referencia que hacen al movimiento de los tridngulos, que est4 asociado al arrastre de los

vértices. Lo anterior les permite establecer un atributo adicional g,.
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Escriban una caracteristica que lograron encontrar al medir los angulos para el caso 2: as{

movamos los tridngulos, los dangulos siempre van a ser iguales [q,] [respuesta solicitud caso

2 — actividad de exploracion T1].

Para los casos 3 y 4, los estudiantes midieron los angulos y establecieron nuevamente que
“miden lo mismo”. Reportaron que “Este punto [caso 3] tiene similitud con los dos de arriba [casos
1 y 2], en el cual todos los angulos miden lo mismo” y “Este punto [caso 4] tiene similitud con los
tres de arriba [casos 1, 2 y 3], en el cual todos los d&ngulos miden lo mismo”. Lo manifestado para
los casos 3 y 4, mantiene la idea establecida en el caso 1, por lo que no determinaron atributos
adicionales diferentes al atributo adicional q;.

Respecto al caso 5, los estudiantes describieron la misma idea de los casos anteriores.
Particularmente en este caso, Saul expresa una relacion de dependencia entre el valor de las razones
y la congruencia de los angulos correspondientes. Idea que se mantiene a lo largo de la tarea y es

registrada parcialmente mas adelante. El comenta:

Pensemos mas all4d de lo comun... Ya s¢ qué es... Profe, es que yo, pensando mas all4, me
di cuenta de que gracias a que esto [sefiala las razones conformadas por los lados

correspondientes]... Que si los resultados son iguales los d4ngulos van a medir lo mismo.
Para la solicitud 1 de la actividad de recapitulacion, los estudiantes describieron con detalle

lo observado en los casos anteriores, relacionando los atributos ya determinados.

Al explorar el caso inicial, el caso 1, 2, 3, 4,y 5, observamos que: Nosotros nos dimos cuenta

que gracias a los resultados de las divisiones de las medidas de los lados (en ejemplo

ab/de)[referencia hacia el atributo p; ], los dngulos son iguales [referencia hacia el atributo

q1]._si_movemos los triangulos los dangulos van a seguir siendo los mismos en ambos

triangulos, de igual forma el resultado de la division de las medidas de los lados van a

coincidir (en ejemplo ab/de=3.5 y bc/ef= 3.5 y ac/df= 3.5) [referencia hacia el atributo p |

[respuesta solicitud 1 — actividad de recapitulacion T1].
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Al abordar la solicitud 2 de la actividad de recapitulacion, los estudiantes manifestaron con
seguridad la igualdad entre las medidas de los dngulos correspondientes. Reportan los angulos

correspondientes con igual medida, estableciéndose el atributo adicional g5.

Una caracteristica comun que logramos encontrar en los casos 1, 2, 3,4,y 5 es: En todos los

casos vistos la medida del angulo FED y el angulo ABC miden lo mismo, de igual forma el

angulo BAC y el angulo FDE miden lo mismo y el angulo BCA y el angulo EFD miden lo

mismo [q3] [respuesta solicitud 2 — actividad de recapitulacion T1].

Durante el desarrollo de la solicitud 3, un estudiante se cuestiond sobre el significado de
generalizar, ya que no tenia claro el concepto. El profesor explicé con un ejemplo y los estudiantes
asumieron que en la solicitud anterior ya habian redactado la generalidad, por lo que copiaron y
pegaron lo reportado de la solicitud 2.

Enseguida, en la actividad no explorada, los estudiantes encontraron una imagen con dos
tridngulos semejantes y las razones conformadas entre sus lados correspondientes, para este caso las
herramientas del aplicativo se habian inhabilitado. El profesor comenta que para este caso no tienen
que hacer nada y pregunta “; Qué creen que va a pasar ahi?”, a lo que Nidia responde “que todos los

angulos van a coincidir en la medida” [188], lo cual corresponde con lo que reportan.

Lo que podemos inferir es: Los dngulos van a coincidir como en los casos anteriores.

[respuesta solicitud caso final — actividad no explorada T1].

Al finalizar, se present6 la actividad de sintesis, que solicitaba a los estudiantes reportar la
informacion analizada y descubierta durante el desarrollo de la tarea. Lo reportado por los
estudiantes menciona la relacion de dependencia entre las razones conformadas por los lados
correspondientes y la congruencia entre los d&ngulos, la cual habia sido expresada anteriormente por

un estudiante del grupo.
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En la actividad pudimos observar cosas nuevas como lo es que gracias al resultado de las

divisiones de las medidas de los lados de los triangulos se determinan los angulos de los

mismos, para esto tuvimos que analizar las medidas de los lados vy las medidas de los angulos

[respuesta solicitud — actividad de sintesis T1].

ANALISIS. En lo reportado por los estudiantes se evidencia un argumento inductivo
completo. Durante la actividad de descubrimiento se establece el atributo definitorio p;. En lo
referente al atributo adicional, este se expresa de distintas maneras, que se unifican en el atributo
adicional g3. En la actividad no explorada, los estudiantes identifican un caso que pertenece al
conjunto referencial e infieren que este cumple el atributo adicional g5.

Los estudiantes no logran reportar el patrén de generalidad en la actividad que estaba
pensada para tal fin, no obstante, un estudiante lo menciona durante el caso 5 de la actividad de
exploracion y en la actividad de sintesis. Sumado a eso, la relacion de dependencia entre los atributos
encontrados es expresada en lo reportado en la solicitud 1 de la actividad de recapitulacion. Se resalta
que, en esta respuesta, relacionan los atributos por medio de la condicional p; = g, A p, . Para este
argumento, se identifican tres formas de expresar el patron de generalidad. La [lustracion 12

sintetiza el argumento producido por los estudiantes.
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/Atributo definitorio p,: [El caso inicial, 1, 2. 3, 4, 5 y final son\\
elementos de un conjunto formado por parejas de tridngulos tal

. e [En el caso final]
que] A pesar de mover los triangulos los resultados de la division

“Los angulos van a

de 2 lados en especifico van a ser iguales. coincidir [sus
Atributo adicional q5: [El caso 1, 2. 3,4 y 5] En todos los casos medidas] como en
vistos la medida del 4ngulo FED y el dngulo ABC miden lo los caSOS
mismo, de igual forma el angulo BAC y el 4&ngulo FDE miden lo anteriores”.

mismo y el angulo BCA y el angulo EFD miden lo mismo.
Otros elementos del coniunto referencias: Caso final. /

/Patr()n de generalidad 1 (p = q): Que si los resultados [de las divisiones] son iguales, los\\
angulos [correspondientes] van a medir lo mismo [Comentario caso 5 — actividad de
exploracion].

Patrén de generalidad 2 (p — q A p): Que, gracias a los resultados de las divisiones de las
medidas de los lados, los dngulos son iguales..._de igual forma el resultado de la division de
las medidas de los lados va a coincidir [Solicitud 1 — actividad de recapitulacién].

Patron de generalidad 3 (p — q): Gracias al resultado de las divisiones de las medidas de
los lados de los tridangulos se determinan los angulos de estos [Solicitud 1 - actividad de

\\m’n‘regig] /

llustracion 12 Argumento inductivo del Grupo 2 para la Tarea 1

Para el argumento construido en la tarea 2 por los estudiantes del grupo 2, se observa que,
en el dato, el atributo definitorio p, se relaciona con la igualdad del valor de las razones y el atributo
adicional g3 expresa la igualdad de la medida de los angulos correspondientes, atributos que
corresponden con el argumento esperado. No obstante, el atributo definitorio del conjunto de
referencia no se expone claramente. Por lo anterior, los estudiantes se ubican en el Nivel 3 de
especializacion de esta categoria.

En relacion con los casos observados, los estudiantes se ubican en el Nivel 3, ya que analizan
todos los casos presentados. Respecto al patron de generalidad, en cualquiera de las tres versiones
reportadas, se observa una relacion de dependencia entre los atributos establecidos, por tanto, se
ubican en el Nivel 4 de especializacion. Al comparar las tres versiones observamos que todas

reportan relaciones de dependencia, pero no por ello, proposiciones condicionales. El patrén de

62



generalidad 1 es un enunciado con una estructura condicional. El patron de generalidad 2 muestra
una dependencia de causa y efecto (gracias a... ocurre...). En este, la causa no una proposicion, pero
incluye el sujeto de la oracion sobre el cual versaba la proposicion p esperada (los resultados de las
divisiones), mientras que el efecto si reporta conjuncién entre las proposiciones p y q. Respecto al
patron de generalidad 3, también refleja una relacion de causa y efecto, sin que se reporten
proposiciones. En la asercion se ubican en el Nivel 4 de especializacion, pues logran inferir que el
elemento presentado en el aplicativo caso final pertenece al conjunto referencial y cumple con el
atributo adicional g5.

Con relacion al uso de GeoGebra, el grupo 2 no present¢ dificultades significativas en el uso
de las herramientas. No obstante, en la actividad de descubrimiento el profesor motiva a los
estudiantes a usar el arrastre con el fin de explorar los tridngulos. Por lo anterior, en las siguientes
actividades se deben resaltar la importancia de arrastrar los objetos para poder identificar los
atributos que tiene el conjunto referencial. Por otra parte, la interfaz de los aplicativos ayudo a que
los estudiantes identificaran y describieran la igualdad de las medidas de los angulos, con
expresiones como “la medida del angulo FED y el &ngulo ABC”, como se reporta en la solicitud 2
de la actividad de recapitulacion.

Finalmente, respecto al lenguaje empleado, los estudiantes utilizan el término “coincidir”
para referirse a la igualdad de la medida de los 4ngulos. Se observa que algunas expresiones estan
condicionadas al uso de herramientas de los aplicativos. Por ejemplo, usan la expresion “a pesar de
mover” para expresar atributos que se mantienen al arrastrar objetos en los aplicativos. Ademas, se
observa que los condicionales establecidos por los estudiantes se expresan de dos formas: “si ...” y

“graciasa ...”.
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Grupo 3

DESCRIPCION. Los estudiantes midieron los lados de los triangulos presentados en la
actividad de descubrimiento e ingresaron las medidas en las casillas, determinando un valor para las
razones expuestas. La respuesta de esta actividad se compone del atributo definitorio p;— version 1.

Escriban la caracteristica que logran identificar para el caso inicial: Podemos evidenciar dos

triangulos rectangulos con longitudes diferentes (p,1) pero al dividir un lado del triangulo

A v un lado del triangulo B [dividir la medida de un lado del tridngulo entre la

correspondiente medida de lado de otro tridangulo]_nos da el mismo resultado [p,— version 1]

[respuesta solicitud caso inicial - actividad de descubrimiento T1].

En la actividad de exploracion, los estudiantes no presentaron dificultades significativas en
medir los dngulos de los tridngulos del caso 1 y establecieron que “tienen los mismos angulos”. El
profesor cuestion6 lo que identificaron, resaltando que “no son el mismo angulo porque estan en un
lugar diferente del plano”, logrando que determinaran que en realidad tienen “el mismo valor”. Lo
reportado para esta actividad, se compone del atributo adicional g4 - version 1y del atributo definitorio
p, - version 1.

Escriban una caracteristica que lograron encontrar al medir los angulos para el caso 1: Los

dangulos no son los mismos [q, - version 1] ya que los triangulos son de diferente tamariio [ p,

- version 1], pero el valor de sus dngulos es el mismo [q, - version 1] [respuesta solicitud caso

1 - actividad de exploracion T1].

En el caso 2, los estudiantes midieron los dngulos de los tridngulos y determinaron que
“tienen el mismo valor”. El profesor sugirio6 a los estudiantes que arrastraran los vértices, mostrando
que los tridngulos podian cambiar de tamafio. Durante la exploracién y al momento reportar lo
encontrado, Hany realiz6 la siguiente afirmacion: “Si el valor de los angulos es igual, el valor de las
divisiones va a dar igual a cada una” [comentario caso 2 — actividad de exploracion]. Luego, los

estudiantes reportaron lo que hallaron para el caso 2, que se compone de las expresiones P14 Y 13-
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Escriban una caracteristica que lograron encontrar al medir los angulos para el caso 2: no

importa el tamaiio de los tridangulos el valor del angulo es el mismo [respuesta solicitud caso

2 - actividad de exploracion T1].

Para el caso 3,4 y 5, los estudiantes midieron los dngulos y determinaron que es “lo mismo”,
por lo que copiaron la respuesta del caso 2 y lo pegaron en la solicitud de los casos 3,4 y 5. Se
resalta que, durante la exploracion de estos casos, Hany comenta “que los triangulos son distintos
en su tamafio... como semejantes, pero el valor de los angulos es el mismo”. No obstante, no
reportaron lo referente a la semejanza en las respuestas de la actividad de exploracion.

En la solicitud de la actividad de recapitulacion, los estudiantes se enfocaron en comentar
acciones realizadas en los aplicativos; ellos reportan que “hemos explorado la forma de hallar los
lados de un tridngulo y sus angulos en la aplicacion”. En la solicitud 2, la respuesta se enfoc6 en
describir lo mas relevante que encontraron en la actividad de exploracién. Lo reportado para esta

solicitud se compone del atributo definitorio p,- version 2 y del atributo adicional g, - version 2

Una caracteristica comin que logramos encontrar en los casos 1, 2, 3, 4, y 5 es: hemos

encontrado que todos los triangulos son semejantes [ p,- version 2]y todos sus angulos eran

los mismos por ende no importaba el tamaiio [ q, - version 2] [respuesta solicitud 2 - actividad

de recapitulacion T1].

En la solicitud 3 de la actividad de recapitulacion, se solicitd a los estudiantes escribir una
generalidad a partir de lo encontrado anteriormente, no obstante, un integrante del grupo comento
que una generalidad es “que se cumple siempre”, por lo que reportaron lo siguiente:

A partir de lo anterior podemos afirmar que (escribir una generalidad): 7odos los angulos son

los mismos. [respuesta solicitud 2 - actividad de recapitulacion T1].
En la actividad no explorada, al no tener habilitadas las herramientas, los estudiantes
quedaron un poco confundidos, no obstante, al leer el enunciado y puntualizar en la palabra inferir,

establecieron que debian hacer una conclusiéon sobre lo que observaban. Lo primero que
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determinaron fue que “un tridngulo es el doble que el otro”, no obstante, Hany propuso lo que
escriben como respuesta en la solicitud.

Lo que podemos inferir es: Los lados de los triangulos son semejantes si el valor de los

dangulos es igual [respuesta solicitud caso final - actividad no explorada T1].

El profesor solicitd a los estudiantes que aclararan lo que significaba “los lados de los
tridngulos son semejantes” y los estudiantes comentaron que “si AB divide ED, el resultado es el
mismo con el BC y EF... y asi” [Atributo definitorio p; - version 3]. Ya para finalizar, resolvieron la
actividad de sintesis, la cual consistié en reportar la informacion analizada y descubierta durante el
desarrollo de la tarea. La respuesta en esta actividad relaciona lo que habian comentado en la
actividad no explorada. Ellos reportaron:

La actividad que realizamos el dia de hoy fue analizar los diferentes tipos de triangulos y

observar sus angulos para sacar una conclusion la cual es: los lados de los triangulos son

semejantes si el valor de los angulos es igual. [respuesta solicitud - actividad de sintesis T1].

ANALISIS. En las respuestas de la Tarea 1 del Grupo 3, identificamos un argumento
inductivo. En este argumento encontramos dos atributos definitorios. El primer atributo definitorio
p1 presenta tres versiones, que corresponde a tres formas que los estudiantes utilizaron para referirse
a un mismo atributo relacionado con que las razones entre los lados correspondientes de los
triangulos son iguales. Respecto al segundo atributo definitorio p, version 1, mencionan que “los
tridngulos son de diferente tamafio”. Para el atributo adicional q; se presentan dos versiones. La
version 1 se relaciona con que los angulos no son los mismo [estdn en diferente lugar del plano],
pero tienen el mismo valor. La version 2 se relaciona con que los angulos son los mismo sin importar
el tamafio de los tridngulos. Los estudiantes establecen tres patrones de generalidad. El primero,
Hany lo enuncia verbalmente durante el caso 2 de la actividad de exploracion. El segundo se

establece en la solicitud 2 de la actividad de recapitulacion. El tercero se enuncia en la actividad no
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explorada y de sintesis. Al final de la tarea, en la actividad no explorada, los tridngulos presentados
son reconocidos como un elemento que pertenece conjunto referencial, para los cuales realizan una

asercion. El argumento desarrollado se sintetiza en la llustracion 13.

Atributo definitorio p,- version 1: [El caso inicial presenta
elementos de un conjunto formado por parejas de tridngulos tal que]
Al dividir un lado del tridngulo A y un lado del triangulo B [dividir
la medida de un lado del triangulo entre la correspondiente medida
de lado de otro triangulo] nos da el mismo resultado.

Atributo definitorio p1- version 2: [Enlos casos 1,2,3,4y 5, yen
caso final] Los tridngulos son semejantes/ Los lados de los tridngulos
son semejantes

Atributo definitorio p, - version 3: [El caso final presenta
elementos de un conjunto formado por parejas de tridangulos tal que]
Si AB divide ED, el resultado es el mismo con el BCy EF... y asi.
Atributo definitorio p, - version 1: [Enel caso 1,2, 3,4y 5 se tiene]

[En el caso
final] “Los
lados de los
tridngulos son
semejantes [los

Que los triangulos son de diferente tamafio. lados o son

Atributo adicional qq - version 1: [En el caso 1, 2, 3,4 y 5 se tiene] p.roporcwnales]

Los angulos no son los mismos [estan en diferente lugar del plano], S1 el valor de los

pero el valor de sus angulos [correspondientes] es el mismo ?;g;#)s es
ual”.

Atributo adicional q1 - version 2: [En el caso 1, 2, 3,4y 5 se tiene]
Todos sus angulos [correspondientes] eran los mismos sin importar
el tamaio de los tridngulos.

Otros elementos del coniunto referencias: Caso final

Patrén de generalidad 1 (q — p): Si el valor de los dangulos es igual, el valor de las

divisiones va a dar igual a cada una [comentario caso 2 — actividad de exploracién].

Patron de generalidad 2 (q): Todos los angulos son los mismos [solicitud 2— actividad

de recapitulacion].

Patron de generalidad 3 (g — p): Los lados de los tridngulos son semejantes si el valor
\de los angulos es 1gual [solicitud — actividad no explorada]. /

Hlustracion 13 Argumento inductivo del Grupo 3 para la Tarea 1

Para este argumento, los estudiantes establecen implicitamente dos atributos definitorios p;
y p,. Consideramos que el atributo definitorio p; version 2 es el que se tiene en cuenta para el
analisis, ya que corresponde a la expresion que mas usaron al responder a cada una de las solicitudes

de la tarea. Respecto al atributo adicional g;, las dos versiones corresponden con el atributo
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adicional esperado, no obstante, es el atributo adicional g; version 1 el que mejor encapsula lo
encontrado por los estudiantes. En consecuencia, considerando el atributo definitorio p; version 2
y adicional g; version 1, ubicamos a los estudiantes en el Nivel 4 de especializacion del dato, pues
se reconoce un conjunto referencial e identifica un atributo adicional.

Respecto a los casos explorados, solo analizan los cinco casos de la actividad de exploracion
y no se busca un contraejemplo, que contradiga el patrén de generalidad, por tanto, se encuentran
en el Nivel 3 de esta categoria.

Al observar los patrones construidos, se determina que el patron 2 es solo una proposicion
simple en relacion con el atributo adicional g4 version 1. Para los patrones de generalidad 1 y 3, los
estudiantes establecen una relacion de dependencia, en el cual el atributo definitorio depende del
atributo adicional. Ya que la estructura condicional que domina es lo reportado en los patrones de
generalidad 1 y 3, se ubica a los estudiantes en el Nivel 3 de especializacion de la categoria patron
de generalidad.

En la asercion, identifican un elemento adicional que pertenece al conjunto referencial, que
esta expuesto en el caso final de la actividad no explorada, para el cual infieren una asercion que no
corresponde con el atributo adicional gq; version 1, lo que ubica a los estudiantes en el Nivel 3 de
especializacion.

En relacion con el uso de GeoGebra, los estudiantes presentan pocas dificultades en utilizar
la herramienta medida de dngulo y longitud. En lo concerniente a la herramienta mover, se evidencia
que no estan familiarizados en la exploracion de objetos usando el arrastre, ya que, el profesor fue
el que sugiri6 usar la herramienta para explorar mas casos.

En cuanto al lenguaje empleado por los estudiantes, al igual que en la tarea 1 de los grupos
1 y 2, esta determinado por el programa. Expresiones como “no importa el tamafio” manifiestan

trasformaciones de los objetos que se pueden realizar usando el arrastre de puntos. El grupo utiliza
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la expresion “lados de los tridngulos son semejantes” para referirse a que los lados de los tridngulos
son proporcionales y “son los mismos angulos” para referirse a que la medida de los angulos

2

correspondientes es igual. Se resalta el uso de la expresion “si el o “los lados de los

tridngulos son ... si...” para establecer el patron de generalidad. Finalmente, la forma que van
transformando lo que escriben de acuerdo con lo que van discutiendo, deriva en varias versiones
para los atributos definitorios, adicional y en las tres formas de expresar el patron de generalidad,
las tres versiones del atributo definitorio del conjunto referencial y las dos versiones del atributo
adicional de los elementos de dicho conjunto. Ademas, el lenguaje de los estudiantes durante el
desarrollo de la tarea se caracterizd por atribuir a las relaciones observadas y descubiertas,
expresiones matematicas que tenian familiarizadas pero que no siempre utilizaban adecuadamente
(por ejemplo, utilizaban “lados semejantes” para referirse a las razones entre los lados
correspondientes de tridngulos semejantes). El surgimiento de estas expresiones se pudo presentar
debido a las dinamicas propias de las clases de geometria en las que han estado inmersos. Las
intervenciones que realizé el profesor solicitando a los estudiantes clarificar la interpretacion que
ellos daban a las expresiones usadas permitieron identificar las relaciones que habian logrado
descubrir.
Sintesis Tarea 1

En la Tabla 8 recopilamos los niveles de especializacion de los argumentos inductivos de
cada grupo en la Tarea 1, en cada una de las categorias analizadas.

Tabla 8 Sintesis de los niveles de los argumentos inductivos encontrados en la Tarea 1

Argumento | Dato Casos Patron de | Asercion
observados generalidad
Primer Nivel 4 Nivel 2 Nivel 1 Nivel 4
Gl Segundo Nivel 4 Nivel 2 Nivel 1 Nivel 4
G2 Unico Nivel 3 Nivel 3 Nivel 4 Nivel 4
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G3 Unico Nivel 4 Nivel 3 Nivel 3 Nivel 3

La tarea permite en los tres grupos el surgimiento de argumentos inductivos, aunque para el
Grupo 1 hemos evidenciado un argumento inductivo incompleto, ya que falta la explicitacion del
patron de generalidad. Ademas, permitid que los estudiantes lograran explicitar los elementos que
componen el dato del argumento inductivo. En la fase de exploracion los estudiantes lograron
identificar el conjunto referencial, su atributo definitorio y el atributo adicional que cumplen los
elementos del conjunto, aunque el grupo 2 haya presentado dificultades para expresar el atributo
definitorio se destaca que todos los grupos lograron identificar la mayoria de los elementos del dato.
Por lo tanto, es conveniente que la fase de exploracion se conserve en el disefio de las siguientes
tareas.

La similitud en la estructura (color, forma, nombres, enunciados) de los casos explorados
generd que los estudiantes no alcanzaran el nivel de especializacion para esta categoria. En primer
lugar, porque la estructura de los aplicativos propuestos no permitia que se buscaran contragjemplos
pues la restriccion de las herramientas realizadas no permitia el arrastre libre de los vértices de los
triangulos. En segundo lugar, se logr6 evidenciar que los estudiantes no exploraron todos los casos,
en algunos casos se remitian a dos o tres casos y para cada caso nuevo veian la necesidad de
especificar nuevas caracteristicas a las ya descubiertas. Como modificacion para las siguientes tareas
se propone que solo se presente un caso de exploracion en el que se privilegie el arrastre los objetos
presentados en el aplicativo.

Para proponer el patron de generalidad los tres grupos presentan resultados diferentes. El
grupo 1, no propone patron de generalidad, en el desarrollo de la tarea manifestaron no conocer el
significado de la palabra inferir, lo cual pudo haber generado que el reporte que hicieron en la
solicitud no relacionara los atributos descubiertos. El grupo 3 reporta un patrén de generalidad en el

que existe una relacion de dependencia en la que el atributo definitorio p depende del atributo

70



adicional ¢. Es posible que esto se haya presentado debido a la estructura que tiene el patron de
generalidad y para este grupo no exista diferencia entre la relacion propuesta y la esperada. En
proximas tareas se puede hacer uso de plantillas en las que los estudiantes puedan identificar la
relacién de dependencia entre los atributos identificados en la tarea. Esta modificacion también la
proponemos ya que en la actividad de sintesis esperabamos que los estudiantes construyen
expresiones en las que se relacionaran el dato, la garantia y la asercion y como no sucedi6 es
necesario incluirse en proximas tareas.

Finalmente, la especificacion del caso adicional permitié que los estudiantes pudieran en
primer lugar, identificar uno de los elementos del dato al identificar un elemento del que se sabia
que cumplia el atributo definitorio, pero no se sabia si cumplia el atributo adicional. El grupo 3
realiza el reporte de la asercion presentando un atributo adicional al descubierto. Este inconveniente
puede solucionarse con la inclusion de la plantilla mencionada anteriormente.

Por otro lado, en relacion con el uso de GeoGebra los tres grupos presentaron inicialmente
dificultades para usar la herramienta medir angulos. Aunque se solucionaron rapidamente en futuras
tareas para las que sea necesario usar una herramienta nueva puede incluirse una pequefia
descripcion para facilitar su uso. También se destaca que los estudiantes en su mayoria no estaban
familiarizados con la herramienta arrastre. Su uso fue direccionado inicamente en la verificacion de
propiedades, no se presentd busqueda de contragjemplos. Lo anterior, puede deberse a la estructura
que tenian los diferentes casos que tenian explorar, ya que no todos los vértices de los tridngulos
podian moverse. En las siguientes tareas, se debe tener en cuenta la inclusion de construcciones en
los que se potencie el arrastre, esto puede permitir no solo que los estudiantes logren buscar
contragjemplos, sino que puedan identificar la relacién de dependencia entre los atributos p y g.

Para terminar, el lenguaje que usan los estudiantes estd fuertemente ligado a GeoGebra, lo

que implica que sus argumentos son mas cercanos al artefacto que a los de la comunidad matematica.
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Sus expresiones se centran en la descripcion de lo observado en el aplicativo mientras interactiian
con ¢l y son comunes el uso de expresiones como “los dngulos van a coincidir”, “cuando movemos
el tridngulo”, “los dngulos son los mismos”. En los tres grupos se presentd que se usaban expresiones
matematicas no especializadas para referirse a propiedades similares a las exploradas en las clases
de geometria en las que habian estado inmersos.
Analisis de las respuestas de los estudiantes para la Tarea 2
Grupo 1

DESCRIPCION. En esta sesion solo estuvieron presentes dos estudiantes, Johan y Joaquin. Se
inici6 la tarea con la actividad de practica, que consistio en utilizar la herramienta Crear Triangulos.
Luego, en la actividad de descubrimiento, se les indicd crear un nuevo tridngulo usando la
herramienta Crear Triangulos, con el fin de encontrar una caracteristica comun entre los tridngulos.
En principio, los estudiantes presentaron dificultades para usar la herramienta, olvidaron las
instrucciones que se explicitaban al inicio de la actividad inicial. La herramienta estaba disefiada
para que seleccionaran vértices del tridngulo en un orden especifico (primero A, luego B, enseguida
C y por ultimo un punto fuera del tridngulo). Accion que no siempre hicieron lo cual generé que
algunos de los tridngulos construidos no fueran elementos del conjunto referencial esperado. No
obstante, lograron superar la dificultad y establecieron la caracteristica solicitada. En lo reportado

por los estudiantes se observa un atributo definitorio p;.

La caracteristica que tienen los tridangulos generados por la herramienta Crear Tridngulos es:

No importa el tamaiio de los triangulos sus angulos A, By C [en correspondencia con G, H

e I]_serdn los mismos [misma medida] en los diferentes triangulos [p;] [respuesta solicitud

caso inicial - actividad de descubrimiento T2].
Una vez identificada la caracteristica comun entre los triangulos, continuaron solucionando

la tarea. En la actividad de exploracion, los estudiantes midieron los lados de dos triangulos (uno
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dado y otro construido con la herramienta Crear Triangulos) e ingresaron estas medidas en casillas
de entrada, logrando establecer una relacion entre los tridngulos. El profesor cuestiono si la relacion
se cumplia para mas tridngulos. Inmediatamente, arrastraron los vértices y comprobaron para otro
tridngulo creado. Al verificar que se cumplia la relacion, establecieron lo siguiente, que corresponde
con un atributo definitorio q;.

Escriban la relacion que lograron encontrar al ingresar la longitud de los segmentos en las

casillas correspondientes: Que, aunque movamos el triangulo inicial [triangulo dado], el

resultado de las divisiones de las medidas de sus lados [correspondientes] son congruentes

[iguales] [q4] [respuesta solicitud creacion de casos - actividad de exploracion T2].

Posteriormente, en la actividad no explorada, se present6 una pareja de triangulos semejantes
con las medidas de sus angulos, y se solicitd a los estudiantes inferir una caracteristica para los
triangulos. Los estudiantes reportaron:

Lo que podemos inferir es:_ Que el angulo C3y F1 son iguales, E1 y B3 son iguales y que A3

v D1 son iguales. [respuesta solicitud - actividad no explorada T2].
Al pasar a la actividad de sintesis, reportaron la informacion que habian encontrado,
comentando lo siguiente:

Nosotros encontramos que podiamos elegir el tamario del triangulo que creamos vy que no

importa cuanto movieramos sus vertices los angulos seguian midiendo lo mismo algunas

veces [p1],_también nos dimos cuenta de que al dividir los lados de los dos triangulos el

resultado de la division era la misma [q4] [respuesta solicitud - actividad de sintesis T2].

Por ultimo, para la actividad de recapitulacion, se presentd una pareja de triangulos
semejantes con las medidas de sus respectivos angulos. Los estudiantes debian completar 5 campos
en una plantilla discursiva considerando los tridngulos presentados y lo trabajado en las actividades

anteriores; en el ultimo campo se presentaba casillas para ingresar las etiquetas de los lados de los

73



triangulos. El siguiente argumento es el construido por los estudiantes al completar la plantilla
discursiva.

La herramienta crear triangulo permite obtener parejas de tridngulos en los cuales se cumple

que la medida de los angulos es igual (campo 1). En algunas de esas parejas observamos que

sus_tamanos son diferentes pero sus angulos iguales [atributo adicional g,] (campo 2).

Inferimos que siempre que en una pareja de tridangulos se cumple que sus dngulos midan lo

mismo (campo 3), también se puede concluir que e/ resultado de la division de sus lados sea

la_misma (campo 4). Asi, por ejemplo, en el AABC y ADEF se pudo concluir que
MK _ JK
PQ NP

= % (campo 5) porque se tiene que 2] = £N, 2K = £Py £M = £(Q. [respuesta
solicitud - actividad de recapitulacion T2].
ANALISIS. En la tarea 2 se reportan dos argumentos inductivos. EI primer argumento es
incompleto y no se evidencia un patréon de generalidad. Para este argumento, el atributo definitorio
p; se identifica en la actividad de descubrimiento. El atributo adicional q; se encuentra en la

actividad de exploracion y la asercion se enuncia en la actividad no explorada. La llustracion 14

sintetiza el argumento construido por los estudiantes.
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Atributo definitorio p,: [El caso inicial y en
creacion de casos, son elementos de un conjunto
formado por parejas de triangulos tal que] No

importa el tamafo de los triangulos sus angulos A,
B y C [en correspondencia con G, H e I] seran los
mismos [misma medida] en los diferentes
tridngulos

Atributo adicional q,: [En los casos creados en la
actividad de descubrimiento] Que, aunque
movamos el tridngulo inicial [tridngulo dado], el
resultado de las divisiones de las medidas de sus

[En el caso final] “Que
el angulo C3 y F1 son
iguales, E1 y B3 son
iguales y que A3 y D1
son iguales”.

lados  [correspondientes] son  congruentes
[iguales].

Otros elementos del conjunto referencias: [En el
caso final actividad no explorada]

NA

[lustracion 14 Primer argumento inductivo del Grupo I para la Tarea 2

En cuanto este primer argumento, se tiene que el atributo definitorio p; cuenta con dos
condiciones. En primer lugar, se encuentra la diferencia de tamafio de los tridngulos y la segunda
corresponde con la igualdad de medidas de los angulos correspondientes. En relacion con el atributo
adicional g4, este hace referencia a lo esperado respecto a la igualdad de resultados de las divisiones
entre lados correspondientes. Por lo anterior, los estudiantes se encuentran en el Nivel 4 de
especializacion del dato, pues establecen el atributo que define al conjunto referencia e identifican
un atributo adicional del mismo.

En relacion con los casos observados, los estudiantes solo se limitan a los casos que se
pueden crear con la nueva herramienta y no buscan un contragjemplo para reafirmar el patron de
generalidad, por tal motivo se ubican en el Nivel 3 de especializacion para esta categoria. Para la

asercion, solo identifican que los tridngulos pertenecen al conjunto referencial e infieren que estos
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cumplen el atributo p,, por tanto, se ubican en el Nivel 2 de especializacion. Y como no se presenta
un patron de generalidad se ubican en un Nivel 1

El segundo argumento se encuentra en la actividad de recapitulacion, donde los estudiantes
completaron una plantilla discursiva que facilitaba la redaccion de este. En esta plantilla, la primera
oracion corresponde con el atributo definitorio, la segunda con el atributo adicional, la tercera con
el patron de generalidad y la altima con la asercion.

Los estudiantes debian completar 5 campos de la plantilla discursiva haciendo uso de los
atributos encontrados. El atributo definitorio p; para los campos 1 y 3 y el atributo adicional q; en
los campos 2 y 4. En el campo 5 debian completar las razones conformadas por las medidas de los
lados correspondientes de los triangulos presentados. En los campos 1y 3, lo reportado corresponde
con el argumento esperado, sin embargo, el campo 2 reporta un atributo adicional g, , mientras que
el campo 4 se relaciona con el atributo adicional g4; en el campo 5 se establecen las proporciones

esperadas. La llustracion 15 sintetiza el argumento construido por los estudiantes.

/Atributo definitorio p,: La herramienta creh

triangulo permite obtener parejas de triangulos
en los cuales se cumple que la medida de los
angulos es igual.

Atributo adicional: En algunas de esas parejas
observamos que sus tamafios son diferentes (q,)
pero sus angulos iguales (g;). MK JK M
Otros elementos del conjunto referencias: —_— ==
[Caso actividad de recapitulacion] Se tiene que PQ NP NQ

2] = ZN, 2K = 2P, M = £Q.

Inferimos que siempre que en una pareja de triangulos se cumple que sus dngulos midan
lo mismo, también se puede concluir que e/ resultado de la division de sus lados sea la
misma

[En el Caso actividad de
recapitulacion] se pudo concluir
que

llustracion 15 Segundo argumento inductivo del Grupo I para la Tarea 2
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En el segundo argumento, los estudiantes se ubican en el Nivel 2 de especializacion de la
categoria dato, debido a que, el atributo definitorio p; se relaciona apropiadamente con la igualdad
de las medidas de angulos correspondientes, y aunque los estudiantes determinaron un atributo g,
que corresponde con el atributo adicional esperado (razones entre los lados de dos triangulos son
iguales), reportan otro atributo adicional g,.

En los casos observados, los estudiantes se quedan con los casos explorados sin buscar un
contraejemplo, por tanto, se ubican en el Nivel 3 de especializacion de esta categoria. Respecto al
patron de generalidad, reconocen la relacion de dependencia entre el atributo definitorio p; y el
atributo adicional g4, por lo que podemos ubicarlos en el Nivel 4 de especializacion. Y para la
asercion, identifican el caso presentado en la actividad de recapitulacion como un elemento mas del
conjunto referencia y concluyen que este cumple con el atributo adicional g4, por tanto, se encuentra
en un Nivel 4 de especializacion.

Con relacion al uso de GeoGebra en la Tarea 2, se evidencia que la herramienta contribuyo
a la identificacion de los atributos definitorio y adicional. Por tanto, se resalta el potencial de
programar nuevas herramientas ya que facilitan la identificacién de atributos, no obstante, las
indicaciones que se entregan a los estudiantes deben ser concretas y faciles de recordar ya que, para
la actividad de practica, los estudiantes presentaron dificultades al aprender a utilizar la herramienta
Crear Triangulos por la cantidad de pasos que se tenian que hacer para crear un tridngulo. También,
se destaca que este tipo de herramientas brinda la posibilidad de obtener muchos elementos del
conjunto referencial, lo cual permite realizar exploraciones de mas casos. Para proximas tareas,
dentro de la programacién de la herramienta, no se consider6 la generacion automatica de etiquetas

para los vértices en los tridangulos, confundiendo a los estudiantes.
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Para la actividad no explorada, los estudiantes presentaron la misma dificultad de la actividad
no explorada de la Tarea 1, pues al no estar habilitadas las herramientas, solo reportaron lo que
observaron. En este caso solo reportaron la congruencia de los angulos correspondientes.

Respecto a las herramientas propias de aplicativo, la herramienta distancia y la herramienta
longitud fueron usada sin inconvenientes. Para la herramienta mueve, que genera el arrastre de los
objetos, esta sigue siendo fundamental para la identificacion de invariantes que permiten establecer
los atributos definitorios y adicionales.

En relacién con el lenguaje empleado por los estudiantes, en lo reportado se observa que
usan el término “congruentes” [resultados de las divisiones] para referirse a resultados iguales,
aunque en menor frecuencia que la Tarea 1. También, cuando reportan alguna caracteristica como
“la medida de los angulos es igual”, omiten que es entre angulos correspondientes, para esta
expresion se refieren a que la medida de sus dngulos correspondientes es igual. Ademads, se mantiene
que el arrastre sigue influyendo en el lenguaje empleado y se evidencia cuando reportan expresiones
como ‘“que, aunque movamos” 0 “no importa cuanto los moviéramos”. Por ultimo, se observa que
en esta tarea los estudiantes expresan mejor sus ideas en contraste con los reportado en la tarea
anterior.

Grupo 2

DESCRIPCION. Se inici6 la Tarea 2 con la actividad de practica, la cual tenia como fin
aprender a usar la herramienta Crear Triangulos. Los estudiantes lograron usar la herramienta
después de que el profesor les explicara como usarla. Luego, en la actividad de descubrimiento, los
estudiantes tenian un tridngulo y crearon otro con la nueva herramienta; luego midieron sus angulos
y observaron que los dngulos correspondientes tenian la misma medida. Ademas, establecieron que,
el tamaio del triangulo creado estaba en funcion del valor que previamente debian ingresar al usar

la herramienta. En lo registrado se encuentra un atributo definitorio p;.
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La caracteristica que tienen los triangulos generados por la herramienta Crear Triangulos es:

que los angulos de los triangulos son los mismos y también nos dimos cuenta de que el

numero que uno pone [valor solicitado por la herramienta] varia el tamarnio del triangulo [p,]

[respuesta solicitud caso inicial - actividad de descubrimiento T2].

En la actividad de exploracion, los estudiantes crearon un tridangulo a partir del tridngulo
dado con la herramienta Crear Triangulos y midieron los lados de estos, para luego ingresar las
medidas en casillas, la cuales estaban ubicadas para formar razones compuestas por los lados
correspondientes. Los estudiantes arrastraron los vértices del triangulo dado y observaron que esto
alteraba el tridngulo creado y consideraron que “lo mismo que habiamos encontrado en el otro”
[refiriéndose a la tarea anterior]. El profesor los motivé a crear otros casos arrastrando el triangulo
dado, para que luego ingresaran las medidas de los lados en las casillas establecidas con el fin de

confirmar lo encontrado. En esta actividad los estudiantes establecen el atributo adicional g .

Escriban la relacion que lograron encontrar al ingresar la longitud de los segmentos en las

casillas correspondientes: Que el resultado de la division de las medidas de los lados de los

triangulos coinciden en los 3 casos, los triangulos tienen los mismos angulos [q,] [respuesta

solicitud creacion de casos - actividad de exploracion T2].
En la actividad no explorada, Saul se cuestion6 sobre el significado de “inferir” y con la

explicacion del profesor, que, por medio de un ejemplo resolviod la duda, el grupo reporto:

Lo que podemos inferir es: Que el resultado de la division de las medidas de los lados

también va a coincidir como fue en el caso anterior [respuesta solicitud — actividad no

explorada T2].
Durante la actividad de sintesis, los estudiantes retomaron los atributos encontrados hasta el

momento, comentando que:
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Que mientras los angulos de los triangulos coincidan, la division de las medidas de los

lados de los triangulos, van a ser iguales en los 3 casos. [respuesta solicitud — actividad

no sintesis T2].

En la actividad de recapitulacion los estudiantes encontraron una pareja de triangulos
semejantes y una plantilla discursiva para completar. Ellos comenzaron a diligenciar los campos de
acuerdo con lo que habian observado. El profesor interviene en el momento que estdn completando
el campo que sigue después de “también se puede concluir que” y hace referencia sobre lo
comentado en la actividad de exploracion, respecto a lo qué es inferir. Los estudiantes regresaron a
la actividad de sintesis y retomaron lo que habian escrito. El profesor los cuestiono respecto a si lo
reportado en la actividad de sintesis se podia conectar con lo que estaban escribiendo, no obstante,
asumieron que esa era la respuesta y copiaron lo escrito en la solicitud de esta actividad. Al finalizar
esta actividad, el profesor coment6 a los estudiantes que debian completar las casillas con las
etiquetas de los lados de los tridngulos que se observan en el aplicativo de la actividad. Lo
establecido por los estudiantes en la plantilla discursiva se expone a continuacion:

La herramienta crear triangulo permite obtener parejas de tridngulos en los cuales se cumple

que los angulos y las divisiones de las medidas de los lados de los triangulos serdn iguales

[atributo definitorio p,] (campo 1). En algunas de esas parejas observamos que los tamarios

de los tridngulos en los casos son diferentes [atributo adicional g,] (campo 2). Inferimos que

siempre que en una pareja de tridngulos se cumple que los dngulos son iguales (campo 3),

también se puede concluir que mientras_los dngulos de los triangulos coincidan, la division

de las medidas de los lados de los triangulos, van a ser iguales en los 3 casos (campo 4).

PQ _ QN
MK M

Asi, por ejemplo, en el AABC y ADEF se pudo concluir que = ?—Z (campo 5) porque

se tiene que 4] = «N, 2K =+/P y M = £Q. [respuesta solicitud - actividad de

recapitulacion T2].
ANALISIS. Se observan dos argumentos inductivos. En el primer argumento, el atributo

definitorio p; se describe en la actividad de descubrimiento y en la actividad de exploracion se
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identifica el atributo adicional g,. Para la actividad no explorada, los estudiantes establecen otro
elemento que pertenece al conjunto referencial e infieren que este cumple con el atributo adicional
q1. En cuanto a la actividad de sintesis, se observa un patréon de generalidad. Los elementos del

argumento inductivo anteriormente descrito se sintetizan en la llustracion 16.

Atributo definitorio p,: [El caso inicial y en
creacion de casos, son elementos de un
conjunto formado por parejas de triangulos tal
que] Que los angulos de los triangulos son los
mismos y también nos dimos cuenta de que el

nimero que uno pone varia el tamafio del [En el caso final] “Que el
triangulo resultado de la division de las
Atributo adicional q,: [En los casos creados medidas de los lados también va
en la actividad de descubrimiento] Que el a coincidir como fue en el caso
resultado de la division de las medidas de los anterior”.

lados de los triangulos coincide en los 3
casos, los  tridngulos tienen los mismos
angulos.

Otros elementos del conjunto referencias:
[En el caso final de la actividad no explorada]

Que mientras los angulos de los tridngulos coincidan, la division de las
medidas de los lados de los tridngulos, van a ser iguales en los 3 casos.

llustracion 16 Primer argumento inductivo del Grupo 2 para la Tarea 2

Respecto a este primer argumento, se tiene que el atributo definitorio p; y adicional g, se
relacionan con la igualdad de medida de los angulos correspondientes y la igualdad de los resultados
de las divisiones entre la medida de los lados correspondientes, que son los atributos esperados. Por
consiguiente, ubicamos a los estudiantes en el Nivel 4 de especializacion de la categoria dato.

Para los casos observados, los estudiantes solo analizan los casos creados con la herramienta
Crear Triangulos y no se evidencia la bisqueda de un contragjemplo. Considerando lo anterior, los

estudiantes se encuentran en el Nivel 3 de especializacion para esta categoria. En lo respectivo al
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patron de generalidad, se evidencia que los estudiantes establecen una relacion en la cual el atributo
adicional depende del atributo definitorio, por tanto, los estudiantes se encuentran en el Nivel 4 de
especializacion. En relacion con la asercion, los estudiantes identifican los tridngulos presentados
en el caso final como un elemento que pertenece al conjunto referencial, logrando inferir que estos
cumplen el atributo adicional q;, por lo que ubicamos a los estudiantes en el Nivel 4 de
especializacion para esta categoria.

El segundo argumento se establece en la actividad de recapitulacion. Su estructura se

sintetiza en la llustracion 17.

Atributo definitorio p,: La herramienta
crear triangulo permite obtener parejas de
tridngulos en los cuales se cumple que los
angulos y las divisiones de las medidas de
los lados de los tridngulos seran iguales.
Atributo adicional q,: En algunas de esas ;
parejas observamos que los tamafios de concluir que

los tridngulos en los casos son diferentes. ﬂ = Q_N = ﬂ
Otros elementos del  conjunto MK M JK
referencias:  [Caso  actividad  de
recapitulacion] se tiene que 2] =

\LN, 2K = 2/P, /M = £Q. /

Patron p — (p — q): Inferimos que siempre que en una pareja de triangulos se
cumple que los dngulos son iguales, también se puede concluir que mientras los
angulos de los triangulos coincidan, la division de las medidas de los lados de los
triangulos, van a ser iguales en los 3 casos

[En el Caso actividad de
recapitulacion] se pudo

llustracion 17 Segundo argumento inductivo del Grupo 2 para la Tarea 2

Para el segundo argumento establecido por los estudiantes del Grupo 2 en la Tarea 2, se
evidencia que el atributo definitorio p, relacionan los atributos p; y q;. En el atributo g, registran

una caracteristica que no corresponde con el atributo esperado. Por tanto, los estudiantes se ubican
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en el Nivel 2 de especializacion, de la categoria dato, ya que se reconoce el conjunto referencial pero
no se reporta el atributo adicional g .

Para los casos observados, los estudiantes solo analizan un caso mas, el caso presentado en
la actividad de recapitulacion y no buscan contraejemplos, ubicando a los estudiantes en el Nivel 3
de especializacion en esta categoria. Respecto al patron de generalidad, reportan en atributo
definitorio p; en el campo 3 de la plantilla discursiva y en el campo 4 reportan un patréon de
generalidad. En consecuencia, el patron de generalidad queda de la forma p — (p — q), lo que
refleja una relacion de dependencia entre el atributo definitorio y adicional, que ubica a los
estudiantes en el Nivel 4 de especializacion. En la asercion, los estudiantes identifican los tridngulos
presentados en la actividad de recapitulacion como un elemento mas que pertenece al conjunto
referencial y determinan que estos cumplen el atributo adicional g4, que lo reportan en el campo 5
por medio de la igualdad de las razones construidas, por lo cual se ubican en un nivel 4.

En relacion con el uso de GeoGebra, los estudiantes no presentaron dificultades en el uso de
las herramientas, longitud, medida de dngulo y mueve. Para la herramienta Crear Tridangulos, al
igual que el grupo 1, se presentaron dificultades con relacion a las etiquetas de los vértices
presentadas por la herramienta y en la cantidad de pasos que debian hacer los estudiantes realizar
para construir un triangulo nuevo. No obstante, al aprender a usar la nueva herramienta, los
estudiantes lograron identificar con facilidad las caracteristicas que se resaltaban en los triangulos
construidos y lograron identificar los atributos contemplados para la elaboracion del argumento
planeado.

En relacion con la relacion con el lenguaje, los estudiantes usan la expresion “los angulos
son los mismos” para referirse a que las medidas de los angulos correspondientes son iguales y la
expresion “los angulos coincidan” para angulos correspondientes congruentes. Lo anterior refleja

que falta precision en las respuestas establecidas. Ademads, parte del lenguaje sigue condicionado
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por los aplicativos, por ejemplo, cuando comentaron que “el nimero que uno pone varia el tamafio
del tridngulo”, hacian referencia a la variacion de las dimensiones de los tridngulos creados que
dependian de un parametro que debian usar. Finalmente, se destaca el patron de generalidad, ya que
el mismo patron es usado en los dos argumentos generados.
Grupo 3

DESCRIPCION. En la actividad de practica, con ayuda del profesor aprendieron a usar la
herramienta Crear tridngulos y crearon varios tridngulos. En la actividad de descubrimiento, se les
solicitd crear tridngulos usando la herramienta, con el fin de identificar una caracteristica comun.

Lograron determinar la caracteristica requerida y en lo reportado se identifica un atributo p;.

La caracteristica que tienen los triangulos generados por la herramienta Crear Triangulos es:

al utilizar la herramienta puede generar triangulos de diferente tamario, pero el valor de los

angulos es el mismo [p,] [respuesta solicitud caso inicial - actividad de descubrimiento T2].

En la actividad de exploracién crearon un tridngulo a partir de un triangulo dado y midieron
los lados de los dos tridngulos. Ingresaron las medidas en las casillas habilitadas y establecieron que
“el resultado es igual”. El profesor cuestiond lo establecido por los estudiantes y los anim6 a mover
los vértices del triangulo dado, con el fin que verificaran lo encontrado para otros casos. Lo

estudiantes reportaron lo siguiente, que corresponde con el atributo adicional g .

Escriban la relacion que lograron encontrar al ingresar la longitud de los segmentos en las

casillas correspondientes: Podemos afirmar que al cambiar el valor de los lados de los dos

triangulos y al dividirlo nos dan el mismo resultado [q,] [respuesta solicitud creacion de

casos — actividad de exploracion T2].
Al pasar a la actividad no explorada, los estudiantes observaron dos triangulos semejantes
con las medidas de sus respectivos angulos. Se cuestionaron sobre lo que podian inferir y

consideraron que “es el mismo triangulo, pero esta volteado”. Luego observaron las etiquetas de los
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angulos, que eran letras griegas, y trataron de recordar los nombres de estas, lo que termind
distrayéndolos. El profesor los dirigi6 a las dos actividades anteriores para que lograran determinar

que tenian en comun con lo solicitado en la actividad no explorada. Ellos reportaron:

Lo que podemos inferir es: No importa el valor de los lados de los 2 triangulo, si dividimos

un lado del triangulo ABC con un lado del triangulo DEF nos dara el mismo resultado las

divisiones [respuesta solicitud — actividad no explorada T2].

En la actividad de sintesis, la cual consistidé en describir lo encontrado hasta el momento.

Ellos reportaron:

Concluimos que al tener el valor de angulos igual en los 2 triangulos son congruentes y que

el valor de los lados del triangulo no importa ya que podemos cambiarlo y nos dard el mismo

resultado cuando dividimos un lado del triangulo ABC con un lado del triangulo DEF

[respuesta solicitud — actividad de sintesis T2].

Finalmente pasaron a la actividad de recapitulacion, la cual consistid en completar 5 campos
de una plantilla discursiva utilizando los atributos encontrados en las actividades anteriores. Los
estudiantes leen la plantilla y consideran que la respuesta para el primer campo es “el angulo sea
igual”, no obstante, después de reconsiderar lo escrito, establecen que los dngulos son congruentes.
Utilizando lo anterior, completan el segundo campo, para luego completar la actividad:

La herramienta crear tridangulo permite obtener parejas de tridngulos en los cuales se cumple
que LOS ANGULOS SON CONGRUENTES (campo 1). En algunas de esas parejas
observamos que TIENEN EL. MISMA MEDIDA DEL ANGULO (campo 2). Inferimos que
siempre que en una pareja de triangulos se cumple que AL DIVIDIR AB CON GH VAN A
DAR EL MISMO RESULTADO DE LAS DEMAS DIVISIONES (campo 3), también se
puede concluir que LOS ANGULOS SON LOS MISMOS (campo 4). Asi, por ejemplo, en el

M

AABC y ADEF se pudo concluir que X =
NP~ NQ

- ]Z_g (campo 5) porque se tiene ques] = 2N,

¢K = 2Py «M = £Q. [respuesta solicitud - actividad de recapitulacion T2].
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ANALISIS. En lo desarrollado de la Tarea 2 se observan dos argumentos inductivos, uno de
ellos incompleto. Para el primer argumento, en la actividad de descubrimiento se establece el
atributo definitorio p; y en la actividad de exploracion el atributo adicional g;. En la actividad no
explorada, los estudiantes hacen una asercion para el caso presentado. No se evidencia patron de
generalidad construido por los estudiantes en alguna de las demas actividades desarrolladas. El

argumento construido se sintetiza en la llustracion 18.

ﬂributo definitorio p,: [El caso inicial y Q

creacion de casos, son elementos de un conjunto
formado por parejas de tridngulos tal que] Al utilizar
la herramienta puede generar triangulos de diferente
tamafio, pero el valor de los dngulos es el mismo.
Atributo adicional q,: [En los casos creados en la
actividad de descubrimiento] Podemos afirmar que
al cambiar el valor de los lados de los dos triangulos
y al dividirlo nos dan el mismo resultado

Otros elementos del conjunto referencias: En el

\fso final de la actividad no explorada] J

[En el caso final] “No importa el
valor de los lados de los 2
triangulo, si dividimos un lado
del triangulo ABC con un lado
del triangulo DEF nos dara el
mismo resultado las divisiones”.

NA

llustracion 18 Primer argumento inductivo del Grupo 3 para la Tarea 2

Para este argumento, se evidencia que el atributo definitorio p; corresponde con la igualdad
de las medidas de los angulos correspondientes y el atributo adicional q; con la igualdad de las
divisiones de la medida de los lados correspondientes. En ambos casos los atributos establecidos se
alinean con atributos del argumento esperado para esta tarea, por tanto, ubicamos a los estudiantes
en el Nivel 4 de especializacion de la categoria dato.

En los casos observados, los estudiantes establecen la asercion solo considerando los casos
generados con la herramienta Crear Tridangulo y no se evidencia la busqueda de un contraejemplo,
por tal motivo se ubican en el Nivel 3 de especializacion para esta categoria. Respecto a la asercion,

los estudiantes consideran que los tridngulos presentados en la actividad no explorada cumplen el
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atributo adicional q;, por tanto, se encuentran en el Nivel 4 de especializacion para esta categoria.
Debido a que no se propone un patron de generalidad, los estudiantes se ubican en el Nivel 1.

El segundo argumento se determina en la actividad de recapitulacion. Para esta actividad,
los estudiantes diligenciaron 5 campos de una plantilla discursiva. En el campo 1 y 2 se reporto6 el
atributo definitorio q,, reflejando que para este argumento el atributo definitorio y adicional es el
mismo. Respecto al campo 3, este se pensé pensado para el atributo definitorio, pero se completod
con el atributo adicional q; y el campo 4 que relacionaba el atributo adicional se complet6 con el
atributo definitorio g,. Se completa el campo 5, determinando las razones conformadas por las

medidas los lados de los triangulos. La llustracion 19 sintetiza el argumento construido.

6ribut0 definitorio p,: La herramier;\

crear triangulo permite obtener parejas de [En el Caso actividad de
triangulos en los cuales se cumple que los recapitulacion] se pudo concluir que
angulos son congruentes

Atributo adicional q,: En algunas de esas
parejas observamos que tienen el misma
medida del angulo

Otros elementos del conjunto referencias:
[Caso actividad de recapitulacion]

o /

Patrén q — p : inferimos que siempre que en una pareja de triangulos se cumple que al dividir AB
con GH van a dar el mismo resultado de las demas divisiones (campo 3), también se puede concluir
que los angulos son los mismos (campo 4)

JK M MK
NP~ NQ~ PQ

porque se tiene que

2] = ZN, 2K = £P, /M = £Q

Hustracion 19 Segundo argumento inductivo del Grupo3 para la Tarea 2

Respecto al segundo argumento, los estudiantes se encuentran en el Nivel 2 de
especializacion del dato, ya que, aunque en las actividades anteriores identificaron el atributo
definitorio y adicional esperado, para este argumento no reportaron el atributo adicional g;. En los

casos observados, consideran los tridngulos expuestos en la actividad de recapitulacion como un
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caso mas y no se evidencia la busqueda de un contragjemplo, por tanto, se encuentran en el Nivel 3
de especializacion para esta categoria.

En lo respectivo al patron de generalidad, los estudiantes establecen que el atributo
definitorio p; depende del atributo adicional g4, lo que corresponde con un Nivel 3 de
especializacion. En la asercion, se reconoce los tridngulos de la actividad de recapitulacion como
un elemento mas que pertenece al conjunto referencial, logrando establecer la igualdad de las
razones entre la medida de los lados correspondientes, lo que corresponde con el atributo adicional
q1, ubicando a los estudiantes en un Nivel 4 de especializacion.

En relacion con GeoGebra, se evidencia que los estudiantes usan las herramientas, longitud,
medida de angulo y mueve con mayor habilidad. Respecto a la herramienta Crear Tridngulo, se
evidencia las mismas dificultades que los grupos 1 y 2. De igual forma se evidencia el aporte de la
nueva herramienta usada para identificar los atributos definitorio y adicional. En este grupo se
observa una situacion particular, ya que, en la actividad no explorada al presentarse las etiquetas de
los nombres de los angulos, los estudiantes se entretienen, lo que interfiere en el desarrollo de la
tarea. Se aconseja eliminar cualquier etiqueta de los objetos geométricos que puedan ser focos de
distraccion.

Para el lenguaje empleado en esta tarea, se observa que los estudiantes usan expresiones que
describen caracteristicas de los objetos que no corresponden plenamente con el discurso matematico.
Por ejemplo, al hablar de 1a medida de los dngulos ellos comentan “valor de angulos”. Aunque falta
especificar que se estd hablando de medidas, lo comentado por ellos muestra que los estudiantes
diferencian entre la medida de los angulos y los angulos, en comparacion con la tarea anterior.
Ademés, al usar expresiones “al cambiar el valor” se evidencia la influencia del software en lenguaje

usado por los estudiantes.
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Sintesis Tarea 2

Luego de analizar las respuestas de los tres grupos de estudiantes, en la Tabla 9 se presentan
los niveles de los argumentos inductivos construidos por los estudiantes en cada una de las categorias
analizadas.

Tabla 9 Sintesis de los niveles de los argumentos inductivos encontrados en la Tarea 2

Argumento | Dato Casos Patron de | Asercion
observados generalidad
Primer Nivel 4 Nivel 3 Nivel 1 Nivel 2
Gl | Segundo Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4 Nivel 4
Primer Nivel 4 Nivel 3 Nivel 4 Nivel 4
o2 Segundo Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4 Nivel 4
Primer Nivel 4 Nivel 3 Nivel 1 Nivel 4
o Segundo Nivel 2 Nivel 3 Nivel 3 Nivel 4

En los tres grupos surgieron dos argumentos. El primero, mientras iban desarrollando la tarea
y el segundo al completar la plantilla discursiva. Se observa que el dato en los tres grupos durante
el desarrollo de la actividad tiene un Nivel 4, pero al momento de plasmar esa informacion en la
plantilla los estudiantes omiten informacion o incluyen informacion irrelevante. En el caso del
patron de generalidad, dos grupos de estudiantes en el desarrollo de la tarea no enuncian una
relacion de dependencia entre el atributo definitorio y el atributo adicional encontrado, pero al
completar la plantilla todos los grupos alcanzan el nivel méximo en esta categoria. Por lo tanto, la
plantilla discursiva es un elemento que se debe mantener en las siguientes tareas, permitio que los
estudiantes identificaran la relacion de dependencia deseada. También la estructura de la plantilla
debe mejorarse para evitar que se omita informacion relevante del dato.

La existencia del caso adicional no explorado permite que los estudiantes apliquen la

inferencia realizada en el patron de generalidad. Se observa que logran enunciar la asercion en su
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maximo nivel en todos los argumentos menos el primer argumento del Grupo 1. La plantilla
discursiva cuestiona al estudiante sobre un caso no explorado y le permite hacer afirmaciones sobre
este. Por lo anterior, consideramos que un elemento que permite orientar al estudiante en la
construccion de argumentos inductivos de calidad es la plantilla discursiva.

La herramienta construida por nosotros permitio que los estudiantes obtuvieran elementos
del conjunto referencial, por lo tanto, podian explorar gran cantidad de casos. Evidenciamos que la
estructura de la tarea no favorecia el alcance del nivel madximo en los casos observados. Para
solucionar este inconveniente se puede cuestionar al estudiante sobre la existencia de
contragjemplos, permitiendo de este modo que se alcance el Nivel 4 en esta categoria.

También evidenciamos que las instrucciones para usar la herramienta Crear triangulos
generaron confusion en los tres grupos. Las instrucciones no se podian visualizar al tiempo que los
estudiantes hacian las construcciones, lo que generd la confusion.

Los estudiantes hacen uso de la herramienta mueve para arrastrar los vértices de los
triangulos y de este modo explorar mas casos. En esta tarea para cada caso nuevo debian ingresar
manualmente las magnitudes solicitadas, accion que generaba que los estudiantes revisaran tres o
cuatro casos. Para tareas posteriores los atributos que queremos resaltar deben aparecer en pantalla
permitiendo al estudiante observar y explorar una cantidad mayor de casos con solo arrastrar un
objeto geométrico. Por otro lado, evidenciamos que presentaron menores dificultades al usar
herramientas como medida de angulo, distancia.

El lenguaje que los estudiantes usan en el desarrollo de la tarea presenta algunas
modificaciones en relacion con la Tarea 1. Se mantiene el uso de expresiones matematicas conocidas
para hacer referirse a atributos que se asemejan al uso que hacen de estas en otro contexto. Por
ejemplo, algunos estudiantes usan la palabra congruencia para hacer referencia a la proporcionalidad
entre las razones presentadas en pantalla. También, usan expresiones que estan influenciadas por lo
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observado en la pantalla “se mueven los puntos”, “los tridngulos cambian”, “la forma de los
triangulos”.
Analisis de las respuestas de los estudiantes para la Tarea 3
Grupo 1

DESCRIPCION. Se inici6 la Tarea 3 con la actividad de repaso, que presentd un tridngulo
rectangulo y botones asociados a los lados de este. Al hacer clic en los botones, el aplicativo
publicaba la razén que se puede construir con la medida de los lados seleccionados. En la actividad,
los estudiantes lograron determinar sin inconvenientes las razones que se conforman con los lados
de un tridangulo rectangulo.

Luego, los estudiantes pasaron a la actividad de descubrimiento y exploracion. En esta
. . BC _EF .
actividad se presentaron el 4ACB y el ADFE, ademads las razones = ¥ 55 con su respectivo valor,

que variaba en funcion de las medidas de los lados de los tridngulos. Adicionalmente, en el aplicativo
estaban activas las herramientas de mover, medida de dngulo y longitud, con el objetivo de que los
estudiantes exploraran los triangulos y contestaran la pregunta: ;Qué relacion encuentran entre las
medidas de los dngulos agudos de los triangulos y la condicion de que BC/AC y EF/DF son iguales
a 1?7 Para responder la pregunta, los estudiantes midieron los angulos de los triangulos, sin embargo,
no tenian claro lo que debian hacer después. El profesor sugiri6 cambiar el valor de las razones a 1,
por lo que arrastraron los vértices de los tridngulos para que el cociente entre las medidas de los
catetos presentara este valor, lo anterior para los dos tridangulos. Analizaron los angulos agudos de
cada triangulo y se percataron de que la suma daba aproximadamente 90°. Inmediatamente,
analizaron las razones y determinaron que sus respectivos valores eran iguales a 1, ya que los catetos
eran congruentes. En algunas razones observaron que, el valor del antecedente diferia del

consecuente en décimas, no obstante, consideraron que, por la aproximacion generada en el
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aplicativo, el valor de la razon siempre era 1. Concerniente a lo reportado por los estudiantes, se
observa un atributo definitorio p;, un atributo adicional g, y un patrén de generalidad.

En este caso como en todos los casos los angulos agudos de dichos triangulos la suma de

estos es igual a 90° [p;]. por esto su angulo recto también mide 90°, la medida de los lados

BC/AC es congruente v la medida de los lados EF/DF no es congruente, a pesar de esto el

resultado es el mismo [qg,], la relacion entre los dngulos agudos es que aproximadamente

miden 45° cuando el resultado de la condicidn es uno [patrén de generalidad 1] [respuesta

solicitud - actividad de descubrimiento y exploracion T3].

Posteriormente, los estudiantes abordaron la actividad no explorada, donde usaron la nueva
herramienta Construir Triangulo Rectangulo. Esta estaba programada para crear tridngulos
rectangulos seleccionando dos puntos de la vista grafica del aplicativo. En esta actividad se debia
crear un tridngulo, luego arrastrar los vértices hasta que la razon entre sus catetos sea igual a 1,
seguidamente completar la informacion de una plantilla discusiva.

La plantilla discursiva de la actividad no explorada se componia de 4 oraciones y 6 campos
para completar. En la primera oracion se definia el conjunto referencial y se debia completar con el
atributo definitorio [campo 1]. La segunda oracidon tenia el proposito de establecer el atributo
adicional [campo 2]. La tercera oracion establecia el patrén de generalidad, por tanto, los campos a
completar estaban asociados a los atributos definitorio y adicional [campo 3 y 4]. La ultima oracion
permitia establecer que el triangulo construido en la actividad es un elemento mas que cumple el
atributo definitorio y adicional [campo 5y 6].

Los estudiantes crearon un triangulo rectangulo usando la nueva herramienta sin dificultad.
El profesor pregunt6 *“;Como estan seguros de que la razon entre los catetos es igual a 1?”. Al darse
cuenta de que no podian responder la pregunta, midieron los lados del tridngulo usando la

herramienta longitud y midieron los angulos usando la herramienta medida de angulo, luego

completaron la plantilla discursiva. Lo reportado en esta actividad se presenta a continuacion:
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En la actividad de DESCUBRIMIENTO Y EXPLORACION encontramos triangulos

rectangulos que cumplen la condicion de gue sus catetos miden aproximadamente lo mismo

0 en algunos casos son congruentes (campo 1) [atributo definitorio p,]. Luego de usar el

arrastre, descubrimos que los tridngulos también cumplen que sus dngulos agudos son

aproximadamente de 45° (campo 2) [atributo adicional g,]. Por lo anterior es posible

establecer que si un tridngulo rectangulo tiene catetos congruentes (campo 3) [atributo

definitorio p,] entonces cumple que_sus dngulos son aproximadamente 45° (campo 4)

[atributo adicional g,]. Por ejemplo, en el tridngulo construido se tienen que sus dngulos

miden _aproximadamente 45° (campo 5) [atributo adicional g,] porque sus catetos son

aproximadamente congruentes (campo 6) [atributo definitorio p,] [respuesta solicitud -

actividad no explorada T3].

Finalmente, los estudiantes desarrollan la actividad de sintesis, en la cual brindan como
respuesta lo enunciado a continuacion:

Escriban detalladamente un texto donde le cuenten a sus compafieros de clase, qué

informacion analizaron y qué pudieron encontrar de nuevo:_Debido a que los dngulos de

dichos triangulos rectangulos miden aproximadamente lo mismo (45°) se puede concluir que

sus lados al aproximarlos son iguales [respuesta solicitud - actividad de sintesis T3].

ANALISIS. Para las actividades de la Tarea 3 del grupo 1 se evidencian dos argumentos. En
el primer argumento, el atributo definitorio p;, el atributo adicional q; y el patron de generalidad,
se proponen en la actividad de descubrimiento y exploracion. Consideramos que posiblemente la
asercion para este argumento se realiza en la actividad de sintesis, ya que, en lo registrado, los
estudiantes hacen mencion a “dichos triangulos”, que asumimos como los casos creados y los que
se puedan crear en la actividad de descubrimiento y exploracion. La llustracion 20 sintetiza este

primer argumento.

93



Atributo definitorio p¢: [En la actividad de
descubrimiento y exploracion se presentan
elementos de un conjunto formado por [En la actividad de
parejas de triangulos rectangulos tal que] descubrimiento y
Los angulos agudos de dichos tridangulos la exploracion] “Debido a que
suma de estos es igual a 90°. los 4ngulos [agudos] de
Atributo adicional qq: [En la actividad de dichos triangulos
descubrimiento y exploracion se presentan , .

. . rectangulos [construidos en
algunos elementos del conjunto referencial los aplicativos]  miden
tal que] El resultado [razén conformada P .

. . aproximadamente lo mismo
entre los catetos de un mismo tridngulo] es i
(45°) se puede concluir que

el mismo.

Otros elementos del conjunto referencias: Sus .1ados [catetqs] al
Casos creados con el arrastre en la actividad aproximarlos son iguales
de descubrimiento y exploracion. [son coneruentes]”.

Patron de generalidad (q — p): La relacion entre los angulos agudos es que
aproximadamente miden 45° [q4] cuando el resultado [cociente entre los
catetos] de la condicion es uno [p;].

llustracion 20 Primer argumento inductivo del Grupo I para la Tarea 3

En este primer argumento se tiene que los estudiantes se ubican en el Nivel 4 de
especializacion de la categoria dato, ya que determinan los atributos definitorio y adicional para el
conjunto referencial. El atributo definitorio p; es la suma de la medida de los angulos es 90°, que
es un atributo definitorio esperado. Ademas, el atributo adicional g, expresa que el resultado de la
division de la medida de los catetos de un mismo tridngulo es igual a 1, que también es un atributo
adicional esperado. En lo concerniente a los casos observados, se ubican en el Nivel 3 de
especializacion, puesto que, para la construccion del patron de generalidad, solo exploran los casos

creados por el arrastre y no se evidencia la busqueda de un contraejemplo.
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Se resalta que, para esta tarea, los atributos esperados satisfacen una relacion de dependencia
bicondicional, en consecuencia, los atributos pueden asumir el papel definitorio o adicional. Sin
embargo, al momento de expresar el patron de generalidad, este debe corresponder con lo que
reportan los estudiantes como atributos definitorio y adicional. Respecto al patron de generalidad
de este primer argumento, los estudiantes determinan que el atributo definitorio p; depende del
atributo adicional q,. Por consiguiente, el atributo adicional q; lo consideran antecedente y el
atributo definitorio p; consecuente, relacion de dependencia que los ubica en el Nivel 3 de
especializacion para esta categoria.

Consideramos que lo reportado en la actividad de sintesis corresponde con la asercion para
el argumento, ya que la conclusion que hacen es para los tridngulos construidos en la actividad de
descubrimiento y exploraciéon. Por lo anterior, ubicamos a los estudiantes en el Nivel 4 de
especializacion de esta categoria, pues determinan que los tridngulos creados y los que posiblemente
se creen cumplen el atributo definitorio p;, asimismo concluyen que estos también cumplen el
atributo adicional q;.

El segundo argumento se observa en la actividad no explorada. Los estudiantes registraron
en la plantilla discursiva un atributo definitorio p, en los campos 1, 3 y 6, mientras que en los campos
2,4y 5 un atributo definitorio g,. Los campos 1 y 2 conforman el dato del argumento, los campos
3 y 4 establecen el patron de generalidad y los campos 5 y 6 hacen parte de la asercion. El argumento

construido se sintetiza en la llustracion 21.
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Atributo definitorio p,: [En la actividad de
descubrimiento y exploracion se presentan
elementos de un conjunto formado por
parejas de triangulos tal que] Sus catetos
miden aproximadamente lo mismo o en
algunos casos son congruentes.

Atributo adicional q,: [En la actividad de

[Para el caso de la actividad
no explorada] “Por
ejemplo, en el tridngulo
construido se tienen que sus

descubrimiento y exploracién se presentan angulos miden
algunos elementos del conjunto referencial aproximadamente 45°
tal que] Sus 4ngulos [agudos] son porque sus catetos son
aproximadamente de 45° aproximadamente
congruentes”.

Otros elementos del conjunto referencias:
Caso construido en la actividad no
explorada.

Por lo anterior es posible establecer que si un triangulo rectangulo tiene catetos
congruentes entonces cumple que sus angulos son aproximadamente 45°.

Tlustracion 21 Segundo argumento inductivo del Grupo I para la Tarea 3

Referente al segundo argumento, el atributo definitorio p, estd relacionado con la
congruencia de los catetos del tridngulo y el atributo adicional g, con que la medida de los dngulos
es aproximadamente 45°, que son atributos esperados. Por lo anterior ubicamos a los estudiantes en
el Nivel 4 de especializacion de la categoria dato.

En los casos observados, los estudiantes no buscan un contraejemplo para los casos creados
en la actividad no explorada, por lo que se ubican en el Nivel 3 de especializacion. En relacién con
el patron de generalidad, se evidencia que determinan adecuadamente la relacion de dependencia
entre el atributo definitorio p, y adicional g,, por tal motivo se ubican en el Nivel 4 de
especializacion. En la asercion, reconocen el caso creado en la actividad no explorada como un
elemento mas del conjunto referencial, el cual cumple el atributo adicional g,, por lo anterior se

encuentran el Nivel 4 de especializacion para esta categoria.
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En relacion con GeoGebra, se tiene que los estudiantes hacen uso adecuado de las
herramientas, especialmente de la herramienta Construir Triangulo Rectangulo. Se evidencia que la
nueva herramienta contribuye en crear elementos del conjunto referencial. Ademads, se observa que,
al simplificar los pasos para la construccion de tridngulos, se optimiza en el tiempo, que es utilizado
para explorar las propiedades de los triangulos.

Creemos que los estudiantes, al tener mas destreza en el uso del software, no se detienen a
leer los enunciados de las actividades y pasan directamente explorar los aplicativos. Lo anterior se
refleja en el momento que se muestran desorientados en la actividad de descubrimiento y
exploracion, cuando midieron los angulos y buscaron la orientacion del profesor. Una posible
modificacién para evitar esta dificultad es programar en la interfaz grafica de los aplicativos,
mensajes alusivos a lo solicitado en los enunciados de las actividades, con el fin de recordar las
acciones que se deben realizar.

En lo concerniente al lenguaje, se presenta que los estudiantes siguen usando el término
“congruentes” para referirse a la igualdad entre medidas. Adicionalmente, en el primer argumento
construido, aluden a lados de los triangulos y no a los catetos, situacion que se corrige en el segundo
argumento. En los argumentos muchas veces se menciona que “sus angulos son...”, omitiéndose
que se esta analizando las medidas de los angulos agudos.

En lo respectivo al patron de generalidad del primer argumento, se tiene que, el atributo
definitorio depende del atributo adicional, situacion que no se habia presentado en las tareas
anteriores. Se destaca que, para esta tarea, el lenguaje esta menos determinado por el programa, ya
que se evidencia menor uso de expresiones que describen movimiento o trasformacioén de los

objetos, como por ejemplo “tamafio” o “siguen midiendo”.
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Finalmente, todos los campos de la plantilla discursiva se completaron con la informacion
esperada, lo que muestra el potencial que tienen este tipo de actividades para fortalecer el lenguaje

y la construccion de argumentos inductivos dentro de una expresion discursiva expositiva.

Grupo 2

DESCRIPCION. En la actividad de descubrimiento y exploracion, al medir los angulos, los
estudiantes presentaron dificultades, ya que intentaron seleccionar el poligono, sin embargo, al ser
una construccion realizada por medio de segmentos, no lograron medir los angulos con este método
y optaron por usar el método de medir los angulos seleccionando los vértices. Midieron los dngulos
y no entendieron parte del enunciado de la actividad. Le preguntaron al profesor lo que tenian que
hacer y este respondi6 “;Qué tiene que hacer para cambiar la razén?”. Los estudiantes se percataron
que tenian que mover los vértices de los tridngulos para que el valor de las razones sea igual a 1.
Luego el profesor les preguntd “;Qué hicieron en la actividad anterior?”, evidenciando que no
habian terminado la actividad de repaso, por tanto, indicé resolver esta actividad. Realizaron la
actividad de repaso y regresaron a la actividad de descubrimiento y exploracion.

Otra vez en la actividad de descubrimiento y exploracion, el profesor preguntd “;Qué
relacion encontraron en los angulos cuando se cumple la condicion? (el valor de la razén conformada
por la medida de los catetos de un tridngulo rectangulo es igual a 1)”. En principio, los estudiantes
respondieron que “Los angulos son iguales” y rectificaron comentando “Los &ngulos son
congruentes”. Advirtieron que los angulos no miden lo mismo, pero que las medidas se aproximan
a 45°. Después pasaron a explorar las razones y movieron los vértices, con el fin de que el
antecedente y el consecuente de la razon presentaran el mismo valor, lo anterior para confirmar que

la medida de los angulos también era igual a 45°. Los estudiantes reportaron que:
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QOue mientras los angulos se acerquen mas a 45, las razones van a ser mas exactas a 1, y

cuando miden 45 exactos la division también exacta [respuesta solicitud - actividad de

descubrimiento y exploracion T3].

En la actividad no explorada, iniciaron creando varios triangulos usando la nueva
herramienta sin dificultad, después eliminaron todos los triangulos y dejaron solo uno. Midieron los
lados y los angulos del tridngulo creado, arrastraron los vértices hasta que las medidas de los angulos
agudos fue aproximadamente 45 °. Nicol leyo la primera oracion de la plantilla discursiva y pregunt6
“(Coémo asi cual condicion?”. El profesor sugiri6 a los estudiantes revisar lo escrito en la solicitud
de la actividad de descubrimiento y exploracion, al revisar lo registrado pregunt6 “;Qué pasa con la
medida de los lados?”. Los estudiantes respondieron que “son iguales y su resultado es 17, luego
completaron los demas campos. Ellos reportaron que:

En la actividad de DESCUBRIMIENTO Y EXPLORACION encontramos triangulos

rectangulos que cumplen la condicidon de gue dos lados son iguales (campo 1) [atributo

definitorio p4]. Luego de usar el arrastre, descubrimos que los triangulos también cumplen

que 2 angulos miden 45 (campo 2) [atributo adicional g;]. Por lo anterior es posible

establecer que si un tridngulo rectangulo tiene dos lados iguales (campo 3) [atributo

definitorio p;] entonces cumple que si los angulos son iguales a 45 los lados también van a

ser iguales entonces la razon seria igual a 1 (campo 4) [Patron de generalidad]. Por ejemplo,

en el tridngulo construido se tienen que dngulos miden 45 (campo 5) [atributo adicional g, ]

porque sus lados son iguales (campo 6) [atributo definitorio p;] [respuesta solicitud -

actividad no explorada T3].

Por ultimo, los estudiantes realizaron la actividad de sintesis, reportando que:

Escriban detalladamente un texto donde le cuenten a sus compafieros de clase, qué

informacion analizaron qué pudieron encontrar de nuevo: pudimos descubrir que cuando un

triangulo rectangulo tiene 2 lados iguales el resultado de la razon va a dar 1 v sus angulos

agudos miden 45, de igual manera si la razon de un triangulo da 1, dos de sus lados son

iguales y sus angulos miden 45 [respuesta solicitud - actividad de sintesis T3].
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ANALISIS. En lo desarrollado por el Grupo 2 se evidencia un argumento inductivo, Los
estudiantes determinan que el atributo definitorio p; se relaciona con la “igualdad de los lados”, es
decir, la igualdad de la medida de los catetos del tridangulo rectangulo, que se reporta en el campo 1
de la plantilla discursiva. En relacién con el atributo q,, establecen que “los dos angulos son
iguales”, queriendo aludir a que la medida de los dos dngulos agudos es igual, este atributo adicional
q, se referencia en el campo 2 de la plantilla discursiva.

Con los campos 3 y 4 debian construir el patrén de generalidad, no obstante, en el campo 3
registran el atributo definitorio p; y en el campo 4 escriben un patron de generalidad. Este Gltimo es
el que tomaremos para el andlisis, pues es una construccion propia del grupo. Para los campos 5y 6
de la plantilla realizan la asercion para otro elemento mas del conjunto referencial, completando esta
con el atributo definitorio p, y atributo adicional g, respectivamente. El argumento se sintetiza en

la llustracion 22.

Atributo definitorio p4: [En la actividad de

descubrimiento y exploracion se presentan

elementos de un conjunto formado

triangulos rectangulos tal que] Los dos lados [Para el caso de la actividad
[catetos] son iguales. no explorada] “Por
Atributo adicional q4: [En la actividad de ejemplo, en el triangulo
descubrimiento y exploracion se presentan construido se tienen que
algunos elementos del conjunto referencial angulos [agudos] miden 45
tal que] 2 angulos [agudos] miden 45 porque sus lados [catetos]
[grados]. son iguales”.

Otros elementos del conjunto referencias:

Elementos creados con el arrastre en la

&ctividad. no explorada. /

Patron de generalidad (q — p): Si los angulos son iguales a 45 [q4] los lados
también van a ser iguales entonces la razon seria igual a 1 [p].

lustracion 22 Argumento inductivo del Grupo 2 para la Tarea 3
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En el argumento construido, los estudiantes identifican un atributo definitorio p, y adicional
q1, los cuales corresponden con lo esperado para este argumento. Por lo anterior se encuentran en el
Nivel 4 de especializacion de la categoria dato. En los casos observados, construyen el patron de
generalidad, considerando solo los elementos del conjunto referencial construidos con la nueva
herramienta y no se observa la biisqueda de un contraejemplo, por tanto, se encuentran en el Nivel
3 de especializacion.

En lo referente al patron de generalidad, se observa que los estudiantes establecen que el
atributo definitorio p; depende del atributo adicional q,, por lo tanto, se ubican en el Nivel 3 de
especializacion para esta categoria. Para la asercion, logran determinar que, los elementos
construidos con la herramienta Construir Tridngulo Rectangulo pertenecen al conjunto referencial
y que estos cumplen el atributo adicional g;, lo que ubica a los estudiantes en el Nivel 4 de
especializacion de esta categoria.

En relacion con GeoGebra, se observa que los estudiantes presentan dificultades leves en el
uso de las herramientas longitud, medida de dngulos y arrastre. La herramienta Construir Triangulo
Rectangulo fue de gran ayuda para establecer el conjunto referencial y poder identificar el atributo
definitorio y adicional. Esta nueva herramienta programada, ayud6 a los estudiantes a crear y
explorar varios casos, no obstante, se limitada al momento de buscar contraejemplos.

Una caracteristica importante de los aplicativos de esta tarea fue trabajar con medidas de
angulos y lados, lo que se deriva en trabajar con valores continuos. Lo anterior dificulta a los
estudiantes a determinar valores exactos y lleva a identificar los atributos haciendo aproximaciones.
Por tanto, es relevante aclarar a los estudiantes, el redondeo y la aproximacion que se programan en
los aplicativos, con el fin de que puedan identificar mas facilmente los atributos del conjunto

referencial.
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En el lenguaje usado, se observa que, en algunas ocasiones, se omite la unidad de medida
para los angulos. Adicionalmente, se refieren a los catetos congruentes como “lados iguales”. Se
resalta que, para esta tarea, el lenguaje empleado estd enfocado en describir las caracteristicas
encontradas, usando expresiones como ‘“‘se acerquen mas”, lo que refleja la influencia del software
en el lenguaje empleado.

Por tultimo, la plantilla discursiva fue bien asimilada por los estudiantes, ya que solo un
campo se completd con una respuesta no esperada, pero que se relaciona con el argumento
construido. Se observa que los estudiantes no presentaron dificultades significativas en completar la
plantilla, considerandose estd de gran ayuda para mostrar una posible forma de escribir un
argumento inductivo.

Grupo 3

DESCRIPCION. Se inici6 la Tarea 3 con la actividad de repaso, la cual consistia en encontrar
las razones directas que se pueden construir con las medidas de los lados de un tridngulo rectangulo.
Los estudiantes determinaron las razones sin mayor dificultad, luego el profesor pregunto “;Y las
razones como se conforman?”, a lo que respondieron “con los lados de tridangulo”. Inmediatamente,
iniciaron con la actividad de descubrimiento y exploracion. Para esta actividad debian responder la
siguiente pregunta:

(Qué relacion encuentran entre las medidas de los angulos agudos de los triangulos y la
condicion de que BC/AC y EF/DF son iguales a 1?

En principio, el profesor sugirid cambiar el valor de las razones a 1, motivando a los
estudiantes a arrastrar los vértices hasta que se cumpliera la condicion. Se percataron de que el valor
de las razones daba 1, en el momento en que el antecedente y el consecuente eran iguales o tenian
un valor aproximado. El profesor realiz6 la pregunta establecida anteriormente y los estudiantes

comenzaron a describir varias relaciones que observaron, reportando lo siguiente:
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2 puntos que conforman el triangulo tienen en comun un angulo recto por ende los otros dos

son agudos y esos angulos son congruentes ya que tiene la misma medida (45) [respuesta

solicitud - actividad de descubrimiento y exploracion T3].

Establecida la caracteristica solicitada, los estudiantes pasaron a la actividad de
descubrimiento y exploracion. En esta actividad utilizaron la herramienta Construir Triangulo
Rectangulo, construyeron 2 tridngulos y midieron los lados de estos. Consideraron que la hipotenusa
debia medir 1. El profesor rectificé a los estudiantes y coment6 que la razon entre los catetos debia
ser igual a 1, no los catetos. Arrastraron nuevamente los vértices para que la medida de los catetos
correspondientes sea igual, el profesor intervino y coment6 que el enunciado indicaba construir un
solo tridngulo rectangulo.

Borraron todo y construyeron un tridngulo rectangulo. Keinner coment6: “para que la razon
sea igual a 1, los lados deben ser iguales™. Arrastraron los vértices hasta que los catetos fueron
congruentes y midieron los dngulos agudos. Leyeron la plantilla e iniciaron a completar los campos
faltantes, registrando que los angulos agudos tienen el mismo valor y que la suma de los angulos
internos es 180. El profesor ley6 y coment6 que la suma de los angulos internos es 180 en todos los
tridngulos. Insinud revisar la actividad de descubrimiento y exploracion, para escribir algo que se
cumpla solo para los triangulos analizados. Hany coment6 que, para los triangulos analizados “los
catetos son iguales, esto da 45 [refiriéndose a los dngulos]”. Los estudiantes completaron la plantilla
utilizando lo comentado por Hany, reportando lo siguiente:

En la actividad de DESCUBRIMIENTO Y EXPLORACION encontramos triangulos

rectangulos que cumplen la condicioén de dos lados del triangulo son iguales (campo 1)

[atributo definitorio p,]. Luego de usar el arrastre, descubrimos que los triangulos también

cumplen que la medida de los angulos son iguales (campo 2) [atributo adicional q4]. Por lo

anterior es posible establecer que si un tridngulo rectdngulo tiene dos lados iguales (campo

3) [atributo definitorio p, ] entonces cumple que sus dngulos agudos tienen la misma medida

(campo 4) [atributo adicional gq4]. Por ejemplo, en el tridngulo construido se tiene que dos
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angulos agudos tienen el mismo valor (campo 5) [atributo adicional g, ] porque los 2 catetos

tienen el mismo valor (campo 6) [atributo definitorio p;] [respuesta solicitud - actividad no

explorada T3].

Luego los estudiantes abordaron la actividad de sintesis y reportaron:

Escriban detalladamente un texto donde le cuenten a sus compafieros de clase, qué

informacion analizaron qué pudieron encontrar de nuevo: Descubrimos que al tener los dos

catetos con el mismo valor los 2 angulos agudos tendran la misma medida (45) v al sumarlo

con el angulo recto nos da 180 [respuesta solicitud - actividad de sintesis T3].

ANALISIS. En esta tarea se reporta un argumento inductivo que se sintetiza en la llustracion

23.

Atributo definitorio p,: [En la actividad de
descubrimiento y exploracion se presentan
elementos de un conjunto formado
triangulos rectangulos tal que] Dos lados [Para el caso de |Ia

del triangulo son iguales.

Atributo adicional q: [En la actividad de
descubrimiento y exploracion se presentan
elementos algunos elementos de conjunto
referencial tal que] La medida de los

actividad no explorada]
“Por ejemplo, en el
tridngulo construido se
tienen que dos angulos
agudos tienen el mismo

valor porque los 2 catetos
tienen el mismo valor”.

angulos es iguales.
Otros elementos del conjunto referencias:
Casos construidos en la actividad no

\explorada. /

Por lo anterior es posible establecer que si un triangulo rectangulo tiene dos lados
iguales entonces cumple que sus dngulos agudos tienen la misma medida.

llustracion 23 Argumento inductivo del Grupo 3 para la Tarea 3

Se evidencia que los estudiantes se ubican en el Nivel 4 de especializacion de la categoria
dato, pues el atributo definitorio p; y adicional q; corresponde con los atributos esperados, en este
caso se describe la igualdad de los lados y dngulos en los tridngulos rectangulos. Respecto a los

casos observados, los estudiantes solo analizan los elementos del conjunto referencial presentados
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o creados con la herramienta Construir Triangulo Rectingulo y no se evidencia la busqueda de
contraejemplos. Por lo anterior para esta categoria, se ubican en el Nivel 3 de especializacion.

Para el patron de generalidad, los estudiantes determinan adecuadamente que el atributo
adicional g, depende del atributo definitorio p,, por tanto, se ubican en el Nivel 4 de especializacion
para de esta categoria. En la asercion tienen Nivel 4 de especializacion, debido a que concluyen que
los casos creados en la actividad no explorada cumplen el atributo adicional q;.

En relaciéon con GeoGebra, los estudiantes presentan dificultades al medir los &ngulos,
consideramos que se debe al poco uso del software. Se resalta el uso de la herramienta Construir
Triangulo Rectangulo, pues facilitd la exploracion de los elementos que pertenecen al conjunto
referencial, en este caso tridngulos rectangulos.

El lenguaje utilizado por Grupo 3, es similar al de los grupos anteriores. En algunas ocasiones
se habla de catetos y en otras de lados iguales. Ademas, se observa que las herramientas del programa
no influyen de forma significativa para centren sus expresiones en las propiedades de los tridngulos.

En lo referente al uso de la plantilla discursiva, los estudiantes completan todos los campos
de forma correcta con la informacion que se consideraba previamente. La plantilla es una
herramienta que permite organizar los atributos identificados y orienta los estudiantes respecto a la

construccidon de un argumento inductivo.

Sintesis Tarea 3
En la Tabla 10 exponemos los argumentos inductivos construidos por cada grupo en la Tarea
3 y sus respectivos niveles de especializacion para las categorias.

Tabla 10 Sintesis de los niveles de los argumentos inductivos encontrados en la Tarea 3

Argumento Dato Casos Patron de | Asercion
observados generalidad

Gl Primero Nivel 4 Nivel 3 Nivel 3 Nivel 4

Segundo Nivel 4 Nivel 3 Nivel 4 Nivel 4

G2 | Unico Nivel 4 Nivel 3 Nivel 3 Nivel 4
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| G3 | Unico | Nivel 4 | Nivel 3 | Nivel 4 | Nivel 4 |

Esta tarea favorece la construccion de argumentos inductivos en los tres grupos. La tarea
logra que estructuren argumentos esperados, generando los estudiantes se ubique en los niveles 3 o
4 de especializacion.

En la actividad de descubrimiento y exploracion, los estudiantes determinaron los elementos
que componen el dato, estableciendo el atributo definitorio y el atributo adicional. En el segundo
argumento del Grupo 1 y en los argumentos de los Grupos 2 y 3, el atributo definitorio se relaciona
con la congruencia de los catetos en los triangulos ACB y DFE, no obstante, en el primer argumento
del Grupo 1, esta caracteristica se relaciona con el atributo adicional. De forma similar, para el
primer argumento del Grupo 1 la caracteristica de la congruencia de los angulos agudos en los
triangulos ACB y DFE corresponde con el atributo definitorio, esta caracteristica se reporta como
atributo adicional en los demas argumentos. Aunque lo anterior se tenia previsto por la relacion
bicondicional que tienen los atributos abordados en esta tarea, se evidencia la relevancia que tiene
la fase de exploracién para establecer los elementos que componen el dato de un argumento
inductivo.

En la Tarea 3, los casos observados para construir el patrén de generalidad o establecer la
asercion se analizaron en la actividad de descubrimiento y exploracién, y en la actividad no
explorada. En la primera actividad, el arrastre permitio a los estudiantes establecer varios casos del
conjunto referencial y en la segunda se crearon elementos que pertenecen a este. Sin embargo, las
actividades no facilitan a los estudiantes la busqueda de contraejemplos, por ende, una posible
modificacion es afadir en estas actividades una solicitud que permita buscar contraejemplos, con el
fin de poder consolidar el patron de generalidad o la asercién y asi incrementar el nivel de

especializacion de los argumentos.
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El patron de generalidad en el segundo argumento del Grupo 1y en el argumento del Grupo
3 corresponden con lo esperado y son relaciones de dependencia que se construyen con la plantilla
discursiva, por tanto, tienen Nivel 4 de especializacion. Mientras que el primer argumento del Grupo
1 y el argumento del Grupo 2, los patrones de generalidad no corresponden con el esperado. Para
estos dos ultimos argumentos, los patrones de generalidad comparten la misma estructura
condicional, donde el atributo definitorio depende del atributo adicional. Lo anterior refleja que los
estudiantes no identifican antecedente y consecuente al construir un patréon de generalidad, por
consiguiente, es necesario incluir en las actividades elementos que permitan a los estudiantes
identificar la relacién de dependencia entre los atributos.

Todos los argumentos se ubican en el Nivel 4 de especializacion en la asercion. Esto refleja
que los estudiantes enuncian el atributo q; a partir de caracteristicas establecidas (atributo definitorio
p,) teniendo presente alguna generalidad identificada. El tinico grupo que realiza una asercion fuera
de la actividad no explorada es el Grupo 1. En vista de lo anterior, una posible modificacion es
incluir alguna solicitud que permita a los estudiantes realizar una asercidon en la actividad de
descubrimiento y exploracion.

En lo respectivo a GeoGebra, los estudiantes no presentan dificultades significativas en el
uso de las herramientas y tal vez estas dificultades se presentan por el limitado uso del software. La
herramienta Construir Triangulos Rectangulo aportd bastante en la creacion de casos para que
formularan la asercion, ademas fue bien asimilada por los estudiantes. En las actividades se
analizaron medidas de 4ngulos y el valor de las razones conformadas por la medida de los catetos
de un mismo triangulo rectangulo, que son cantidades continuas que dificultan identificar relaciones.
Aunque se trabajaron aproximaciones y se trucaron valores en los aplicativos, se presentaron

mayores dificultades que las previstas en establecer las relaciones. Una posible modificacion en los
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aplicativos es agregar deslizadores asociados a las cantidades trabajadas para que los estudiantes
puedan determinar mas facilmente los valores requeridos.

Respecto al lenguaje empleado por los estudiantes, se destaca que hacen referencia sobre los
lados y no sobre los catetos, ademas no discriminan entre medida de dngulos y angulos. El lenguaje
empleado esta menos determinado por el programa en comparacion con las tareas anteriores, pues
se enfocan mas en las propiedades de los objetos que en describir lo que se observa en los aplicativos.
En lo correspondiente a la plantilla discursiva, se evidencia que permite aumentar el Nivel de
especializacion de los argumentos y contribuye como ejemplo para el desarrollo de expresiones
discursivas expositivas que presentan dato, garantia y asercion.

Analisis de las respuestas de los estudiantes para la Tarea 4
Grupo 1

DESCRIPCION. Se inici¢ la Tarea 4 observando el material de repaso. Este presentd una
ilustracion exponiendo las razones trigonométricas directas de un tridngulo rectangulo.
Posteriormente, pasaron a la actividad de descubrimiento y exploracion. En esta actividad se
presentaron el AACB y el ADFE, con los valores de sen(«) para el primero tridngulo y cos(f) para

el segundo tridngulo, como se muestra en la [lustracion 24.

a=43.2247°
B =42.6849

C F

sen(43.2247°) = 0.6849 cos (42.6849°) = 0.7351

1lustracion 24 Aplicativo Actividad de Exploracion Tarea 4

Los estudiantes debian arrastrar los puntos B y E, luego, exponer la condicion que satisfacen

a y B cuando se cumpliera que sen(a) = cos(f) [solicitud 1]. Ademas, construir un patréon de
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generalidad [solicitud 2] y explicar si la condiciéon se cumple con cualquier par de tridngulos
rectangulos [solicitud 3].

Arrastraron los puntos hasta que a fue igual a [, no obstante, leyeron nuevamente el
enunciado de la actividad, determinando que se debe cumplir que sen(a) = cos(f) y no a = .
Arrastraron de nuevo los puntos y cuando el resultado de sen(a) fue aproximado al resultado de
cos(B), determinaron que “los angulos son aproximados”. Arrastraron nuevamente los puntos y
notaron que lo establecido no se cumplia para otros casos. Por tanto, buscaron otras relaciones,
indicando que “son tridngulos que tienen tres lados™ o “que tienen un angulo recto”.

El profesor sugiri6 a los estudiantes buscar relaciones como “uno es el doble del otro...”. En
ese momento, Johan comentd “los dos dan 90”, sus compafieros se mostraron escépticos, por lo que
decidieron construir nuevos casos. Al analizar los casos, confirmaron lo comentado por Johan,
haciendo la aclaracion que la suma de la medida de los dos angulos es aproximadamente noventa.
En la solicitud 1, que corresponde con la condicion de que satisfacen a y f3, ellos reportaron que
“Concluimos que si sen(a) = cos(B), la suma de los angulos a y f es aproximadamente 90°”
[comentario 1]. Sin embargo, el profesor comentd que lo reportado estd asociado al patron de
generalidad y que debe ir mas adelante. Por tanto, los estudiantes modificaron lo registrado,
reportando el atributo adicional q;.

(Qué condicion cumplen a y f cuando sen(a) = cos(f) La suma de los angulos (o) y (B)
es =a 90° [q4] [respuesta solicitud 1 - actividad de descubrimiento y exploracion T4].

Luego resuelven la solicitud 2, en la que debian reportar el patron de generalidad. Los
estudiantes registraron el patron anteriormente escrito, sin embargo, el profesor comento que se debe
especificar en donde se cumple la condicidon, buscando que no se confunda con una relacion

trigonométrica para funciones en variable real. Por lo anterior, modificaron lo escrito reportando:
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Escriban un patron de generalidad en el que se relacione sen(a) = cos(f) con la condicién

encontrada anteriormente: Concluimos que si el sen(a) de un dngulo de un tridngulo

rectangulo es = cos(B) de otro angulo de un triangulo rectangulo entonces, la suma de los

dangulos (o) v (p) es aproximadamente 90° [respuesta solicitud 2 - actividad de

descubrimiento y exploracion T4].

Después de escribir el patron de generalidad, resuelven la solicitud 3 registrando lo siguiente:

Consideran que la condicion se cumple en cualquier par de tridngulos rectingulos con

angulos agudos a y 8 respetivamente y en los cuales se tiene sen(a) = cos(f). ;Como

estan seguros de su respuesta? Al hacer la prueba con dangulos de distintas medidas

demuestra que la suma de sus angulos es aproximadamente 90° por esto estamos seguros de

que_esta condicion se cumple en todos los casos [respuesta solicitud 3 - actividad de

descubrimiento y exploracion T4].

Luego de escribir su respuesta, iniciaron con la actividad de aplicacién, en la que se presentd

una situacion problema en donde dos estudiantes hallan el valor de un mismo cateto en un tridngulo

rectangulo aplicando dos métodos diferentes. El primer método usa la razén seno y el segundo la

razon coseno. Se indica al grupo justificar cual método es el correcto, argumentando por qué estan

seguros de la respuesta. Los estudiantes leyeron el problema y se decantaron por resolver lo

solicitado aplicando razones trigonométricas, generando una ecuacion. Despejando la incdgnita,

confirman que los dos estudiantes tienen la respuesta correcta, reportando que:

(Sin hacer uso de la calculadora, cudl de los dos estudiantes ha calculado correctamente BC y por

qué estan seguros de su respuesta? Los dos han calculado correctamente. porque Juan alld el sen

(30,96) que es igual al ((CO)/(H)), como juan no tiene el cateto opuesto la hipotensa pasa a dividir.

Lo mismo con el calculo de Ana, pero en cos (59,04) [respuesta - actividad de aplicacion T4].

Luego, los estudiantes pasaron a la actividad argumentativa. En esta actividad se solicito

escribir un argumento inductivo utilizando lo encontrado en las actividades anteriores. En la

construccion del argumento, preguntaron al profesor sobre los elementos correspondientes al dato,

obteniendo que se compone del conjunto referencial, atributo definitorio y atributo adicional. Los

estudiantes reportan-:
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Escriban un argumento inductivo en donde se pueda evidenciar el dato, el patron de generalidad y la

asercion a partir de lo trabajado en esta tarea. DATO: Nuestro conjunto referencial son los triangulos

rectangulos, nuestro primer atributo es que sen de alfa vy cos de B sean iguales, el segundo atributo

es que la suma de sus angulos sea 90°. Se pueden hallar el sen v el cos en un mismo triangulo

rectangulo [respuesta - actividad argumentativo T4].

Finalmente, los estudiantes desarrollan la actividad de sintesis, que solicita describir lo que
encontraron y analizaron de forma general. Registrando que:

Escriban detalladamente un texto donde le cuenten a sus compafieros de clase, qué informacion

analizaron qué pudieron encontrar de nuevo: Nosotros pudimos encontrar que un argumento

inductivo tiene tres partes el cual es son: el dato, la generalidad v la asercion y con _esto mismo

pudimos analizar que en un tridngulo rectangulo o en dos tridngulos rectangulos se puede hallar el

seno y el coseno y la suma de estos dos daria 90° [respuesta - actividad sintesis T4].

ANALISIS. El Grupo 1 logra construir un argumento inductivo. En este, el atributo definitorio
p; se establece en la actividad de descubrimiento y exploracion. El atributo adicional g, se registra
en la solicitud 1 de esta actividad. En comentario 1 [patron de generalidad 1] y en la solicitud 2
[patrén de generalidad 2] se proponen versiones complementarias del mismo patron de generalidad.
Consideramos que en la solicitud 3 se hace la asercion, ya que, los estudiantes concluyen que el
atributo adicional gq; se cumple en todos los casos, haciendo alusion a los casos construidos en la

actividad. La ilustracion sintetiza este primer argumento construido. (Ver llustracion 25).
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Atributo definitorio pq: En la actividad de
descubrimiento y exploracion se presentan
elementos de un conjunto formado
triangulos rectangulos tal que sen (a) =
cos ().

Atributo adicional q4: [En la actividad de
descubrimiento y exploracion se presentan
algunos elementos del conjunto referencial
tal que] La suma de los angulos (o) y (B)
es =a 90°.

Otros elementos del conjunto referencias:

[casos explorados y no
explorados de la actividad
de descubrimiento y
exploracion] “Al hacer la
prueba con angulos de
distintas medidas
demuestra que la suma de
sus angulos es
aproximadamente 90° por
esto estamos seguros de
que esta condicion se

Elemento establecidos en la actividad de cumple en todos los
descubrimiento y exploracion casos”.

Patron de generalidad 1: Concluimos que si sen(a) = cos(f), la
suma de los angulos a y 8 es aproximadamente 90°

Patron de generalidad 2: Concluimos que si el sen (o) de un angulo
de un tridngulo rectangulo es = cos () de otro angulo de un triangulo
rectangulo entonces, la suma de los angulos (o) y (B) es
aproximadamente 90°

[lustracion 25 Argumento inductivo del Grupo I para la Tarea 4

Los estudiantes se encuentran en el Nivel 4 de la categoria dato, pues se reconocen el
conjunto referencial como parejas de tridngulos rectangulos, en los cuales sen(a) = cos(B), y
determinan que algunos elementos de este conjunto cumplen con el atributo adicional q;, que
corresponde con que la suma de oy B es igual a 90°. Para los casos observados, los estudiantes no
buscan contraejemplos para construir el patron de generalidad, por tanto, se ubican en el Nivel 3 de
especializacion de esta categoria.

En cuanto al patron de generalidad, se proponen 2 versiones que expresan la misma relacion
de dependencia entre el atributo definitorio p; y del atributo adicional g4, no obstante, el patron
expresado en la solicitud 2, es mas especifico. Por lo anterior, en esta categoria se ubican en el Nivel

4 de especializacion. En lo referente a la asercion, identifican que los triangulos creados en la
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actividad de descubrimiento y exploracion pertenecen al conjunto referencial y estos satisfacen el
atributo adicional g4, por lo cual se ubican en el Nivel 4 de especializacion.

Se esperaba que los estudiantes registraran un argumento inductivo completo en la actividad
argumentativa, no obstante, solo se evidencia lo respectivo a la categoria del dato. En lo reportado
en esta actividad, los estudiantes especifican el conjunto referencial, el atributo definitorio y el
atributo adicional, que corresponden con lo establecido en el argumento anteriormente analizado.

En relacion con GeoGebra, se observa que los estudiantes presentaron dificultades en obtener
valores exactos en los resultados de sen (a) y cos (B), por el arrastre sutil que debian hacer de los
vértices de los triangulos. Ya que no lograron obtener la igualdad entre el sen (a) y cos (f),
trabajaron con aproximaciones. Se puede modificar el aplicativo, programando los valores para
redondearlos o trucarlos con otras formas a la que se tienen en software, con el fin de obtener mas
facilmente los resultados deseados.

Para el lenguaje empleado, se evidencia que los estudiantes no son especificos en sus
respuestas, por ejemplo, en el patron de generalidad 1, omiten que estan construyendo el patron de
generalidad basados en una relacion que se presenta en tridngulos rectangulos. Ademas, que utilizan
de forma incorrecta, simbolos matematicos en medio de oraciones, como en el caso del patréon de
generalidad 2. En la actividad argumentativa, identifican el conjunto referencial, el atributo
definitorio y el atributo adicional, pero no logran redactar una expresion discursiva expositiva que
exprese un argumento inductivo.

Grupo 2

DESCRIPCION. Los estudiantes iniciaron la Tarea 4 revisando el material de repaso. Luego,

se situaron en la actividad de descubrimiento y exploracion, que presento el AACB y el ADFE, con

sus correspondientes valores de sen(a) y cos(f). En esta tltima, dieron respuesta a tres solicitudes.
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Para la solicitud 1, los estudiantes determinaron que debian arrastrar los puntos B y E para
que el resultado sen(a) sea aproximado al resultado de cos(f). Arrastraron los puntos hasta
cumplirse que sen(a) = cos(f), en este momento el profesor pregunt6 “;Qué condicion cumplen
los angulos para qué pasé eso?”, generando que buscaran una condicién. Lograron establecer que
“Uno tiene que ser mas grande que el otro” [refiriéndose a los angulos]. El profesor aclard que para
buscar una condicion deben indagar relaciones como “si uno es el doble del otro”, ya que se esta
trabajando con numeros, aconsejando usar la calculadora.

Buscaron algunas relaciones usando calculadora, dividiendo las medidas de los angulos. Al
momento del profesor percatarse, sugirid usar operaciones basicas y Saul coment6 que “uno es de
50 y otro de 40 y dan 90”, lo que llevo al profesor en ahondar en lo establecido por Saul, logrando
aclarar que estaba refiriéndose a a y 5. Para confirmar lo encontrado exploran mas casos y reportan:

(Qué condicién cumplen a y B y cuando sen(a) = cos(B)? Que al sumar los dangulos a.y

B el resultado es 90° [respuesta solicitud 1 - actividad de descubrimiento y exploracién T4].

En la solicitud 2, los estudiantes preguntaron al profesor “;Coémo es el patron de
generalidad?”, €l comenta que es una expresion de la forma “Si...entonces”. Escriben el patrén de
generalidad: “Si el resultado del sen(a) es igual al resultado del cos(f) entonces la suma de los
angulos va a ser de 90°”. Cuando se lo mostraron al profesor, este comentd que “deben ser més
especificos, ya que las funciones trigonométricas no solo se aplican en tridngulos, sino que se aplican
en cualquier otro lado”. Considerando lo comentado por el profesor, reportan que:

Escriban un patron de generalidad en el que se relacione sen(a) = cos(f) con la condicion

encontrada anteriormente: Si el resultado del sen(o) del triangulo rectangulo ABC es igual

al resultado del cos(B) del triangulo rectangulo DEF entonces la suma de estos dngulos va

a ser 90° [respuesta solicitud 2 - actividad de descubrimiento y exploracion T4].

Al pasar a la solicitud 3, los estudiantes no la consideraron de mayor importancia,

respondiendo:
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Consideran que la condicion se cumple en cualquier par de tridngulos rectingulos con
angulos agudos a y S respetivamente y en los cuales se tiene sen(a) = cos(f). ;Como

estan seguros de su respuesta? Es probable, debido a que lo comprobamos en varios casos

[respuesta solicitud 3 - actividad de descubrimiento y exploracion T4].

Posteriormente, los estudiantes pasaron a la actividad de aplicacion, que presentd una
situacion problema. En esta situacion, dos estudiantes discuten dos métodos para calcular el cateto
BC de un tridangulo rectangulo ACB, en el primer método se usa la razon seno y en el segundo la
razén coseno. Los estudiantes respondieron la pregunta:

(Sin hacer uso de la calculadora, cual de los dos estudiantes ha calculado correctamente BC
y por qué estan seguros de su respuesta?

Para responder, usaron las definiciones de las razones trigonométricas del seno y coseno,
despejaron BC y establecieron que los dos métodos son correctos, concluyendo que los dos
estudiantes tienen la razoén. Le comentaron al profesor su respuesta y este les respondidé que no
debian usar calculadora. Ellos comentaron que usaron las formulas. En seguida, cuando estaban
escribiendo la respuesta, Nicol repar6é que la medida de los angulos sumaba 90, por tal motivo, el
problema se relacionaba con lo trabajado en la actividad anterior. Ellos responden que:

Ambos lo calcularon de manera correcta ya que ambos usaron formulas correctas teniendo

en cuenta que sen(a)=cos(B) (va que la suma de los angulos es icual a 90° por lo cual sus

resultados son iguales [respuesta - actividad de aplicacion T4].

Enseguida desarrollan la argumentativa, que solicito a los estudiantes construir un argumento
inductivo. Iniciaron con la redaccion de este, y preguntaron al profesor “;Coémo se empieza un
argumento inductivo?”. El profesor coment6 que pensaran como si hablaran con otra persona sobre
lo que descubrieron, que lo pensaran como la actividad de sintesis. Escribieron que ““si tenemos un
triangulo rectangulo en el cual la suma de dos de sus angulos es igual o aproximadamente a 90°

entonces podemos inferir que sen (a) = cos ()”, el profesor coment6 a los estudiantes que lo dado
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era sen () = cos () y lo inferido los angulos es igual o aproximadamente a 90°. Los estudiantes
copiaron lo que habian escrito y lo pegaron en la actividad de sintesis.

Modificaron lo que escribieron para construir el argumento y al presentarlo al profesor, este
les coment6 que no se evidenciaba asercion, por lo cual, los estudiantes completaron otra parte del
argumento. Tenian claro que faltaba el dato, por lo que preguntaron cémo debian reportar esta parte
del argumento inductivo. El profesor comentd que describieran lo que trabajaron en la actividad de
descubrimiento y exploracion. Para el argumento redactado, el profesor resalta que en la parte del
dato solo reportaron el atributo definitorio, por lo que los estudiantes agregaron el atributo adicional.
A continuacidn, se plasma lo reportado en el argumento inductivo, que refleja el atributo definitorio
p,, el atributo adicional g5, el patron de generalidad y la asercion. Ademas, se presenta lo reportado
en la actividad de sintesis.

Ellos reportaron como argumento que:

Escriban un argumento inductivo en donde se pueda evidenciar el dato, el patréon de

generalidad y la asercion a partir de lo trabajado en esta tarea: A/ explorar dos triangulos en

los cuales sen(a) = cos(P) [p,] descubrimos que el resultado de dos de sus angulos es igual

o aproximado a 90° [q,], por lo que descubrimos que si tenemos un triangulo rectangulo en

el cual sen(a) = cos(B) entonces podemos inferir que la suma de dos de sus angulos es igual

o aproximada a 90° [patroén de generalidad], por lo cual es probable que en otros casos en

los que sen(a) = cos(P) [p,] la suma de dos sus angulos serda igual a 90° también [q;]

[respuesta solicitud - actividad de argumento T4].

Finalmente, en la actividad de sintesis enuncian:

Escriban detalladamente un texto donde le cuenten a sus compafieros de clase, qué

informacion analizaron qué pudieron encontrar de nuevo:_encontramos que si tenemos un

triangulo rectangulo en el cual sen(a) = cos(B) entonces podemos inferir que la suma de dos

de sus dngulos es igual o aproximada a 90° [respuesta - actividad de sintesis T4].
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ANALISIS. En la Tarea 4, se construyen dos argumentos inductivos. En el primero, el atributo
definitorio p, se considera como la condicion que cumplen los tridngulos rectangulos de la actividad
de descubrimiento y exploracion. Para la solicitud 1 de la misma actividad, se establece el atributo
adicional q4; la solicitud 2 expone el patron de generalidad, y en la actividad de aplicacion se

proporciona la asercion. La llustracion 26 presenta este primer argumento construido.

Atributo definitorio p: En la actividad

de descubrimiento y exploracion se [En el caso presentado
presentan elementos de un conjunto en la actividad de
formado rectangulos tal que sen (a) = aplicacion] “Ambos lo
cos (). calcularon de manera
Atributo adicional q: [En la actividad correcta ya que ambos
de descubrimiento y exploracion se usaron formulas
presentan algunos elementos del correctas teniendo en
conjunto referencial tal que] Al sumar cuenta que sen(a) =
los angulos oy B el resultado es 90°. cos(f) (ya que la suma
Otros  elementos del  conjunto de los angulos es igual a
referencias: Elemento identificado en 90° por lo cual sus
\iactividad de aplicacion. / resultados son iguales)”.

Si el resultado del sen(a) del triangulo rectangulo ABC es igual al resultado
del cos(f) del tridangulo rectangulo DEF entonces la suma de estos angulos
va aser 90°.

llustracion 26 Primer argumento inductivo del Grupo 2 para la Tarea 4

Este argumento el atributo definitorio p; es la condicion sen(a) = cos(f3), establecida por
los estudiantes. El atributo adicional g; esperado es que la suma a y f es 90°. Por tanto, los
estudiantes se encuentran en el Nivel 4 de especializacion de la categoria dato, ya que reconocen el
conjunto referencial y el atributo adicional para algunos elementos del conjunto. En lo respectivo a
los casos observados, el patron de generalidad se construye solo con la exploracion de los casos
construidos en la actividad de descubrimiento y exploracion, lo que ubica a los estudiantes en el

Nivel 3 de especializacion para esta categoria.
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El patron de generalidad expone que el atributo adicional q; depende del atributo definitorio
q1. Por lo anterior, se ubican en el Nivel 4 de especializacion para esta categoria. En relacion con la
asercion, se identifica que elemento presentado en la actividad de aplicacion cumple el atributo
definitorio p; ya que este cumple con el atributo adicional g,. Por el anterior motivo, se ubican en
el Nivel 3 de especializacion.

En segundo argumento propuesto, lo correspondiente al dato se reporta en el primer parte
del parrafo de la actividad argumentativa, el patron de generalidad se encuentra entre las comas y
en la parte final se establece la asercion. Los atributos definitorios p, y adicional g, se relacionan
con los atributos del primer argumento, no obstante, los etiquetamos diferente para facilitar el

analisis del segundo argumento. La llustracion 27 sintetiza este argumento construido.

ﬂ’ibuto definitorio p,: [En h
de

actividad descubrimiento y
exploracion se presentan elementos de
un conjunto formado tridngulos
rectangulos tal que] Al explorar dos

tridngulos en los cuales sen(a) = [Para otros casos] “Por
lo cual es probable que
cos(f).

en otros casos en los que
sen(a) = cos(B) la
suma de dos sus angulos
sera igual a  90°
también”.

Atributo adicional q;: [En la actividad
de descubrimiento y exploracion se
presentan elementos de un conjunto
formado triangulos rectdngulos tal que]
El resultado de dos de sus angulos es
igual o aproximado a 90°

Otros elementos del conjunto

referencias: Casos construidos en la
\Qtividad de descubrimiento y

Si tenemos un triangulo rectangulo en el cual sen(a) = cos(f) entonces
podemos inferir que la suma de dos de sus angulos es igual o aproximada a
90°

Hlustracion 27 Segundo argumento inductivo del Grupo 2 para la Tarea 4
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Los estudiantes identifican el conjunto referencial y determinan que algunos elementos que
pertenecen a este cumplen con el atributo adicional gq,, por tanto, los tienen un Nivel 4 de
especializacion para la categoria dato. En relacion con los casos observados, los estudiantes solo
consideran los casos analizados en la actividad de descubrimiento y exploracién, y no se evidencia
la bisqueda de contraejemplos. Por lo anterior se ubican en el Nivel 3 de especializacion para esta
categoria.

También, determinan que el atributo adicional g, depende del atributo definitorio p,,
relacion de dependencia que corresponde con el Nivel 4 de especializacion de la categoria patron
de generalidad. En cuanto a la asercion, los estudiantes consideran que los elementos que cumplen
el atributo adicional p,, probablemente satisfacen el atributo adicional g,, lo que ubica a los
estudiantes en el Nivel 4 de especializacion de esta categoria, ya que se concluye que mas elementos
del conjunto referencial tienen el atributo adicional.

En relacion con GeoGebra, los estudiantes presentaron dificultades con la herramienta
arrastre, al mover los puntos B y D para poder establecer que sen(a) = cos(f). Lo anterior, por
el arrastre sutil que debian hacer de los puntos para obtener la igualdad. Una modificacion para este
tipo de tareas puede ser, programar deslizadores que arrastren los puntos, asociando a estos
deslizadores valores discretos. Ademas, los estudiantes dividieron, multiplicaron las medidas de los
angulos, sin embargo, estas operaciones se realizaron fuera del aplicativo. Otra posible modificacion
es, habilitar un recuadro con una calculadora para que puedan hacer operaciones mas rapido.

En cuanto al lenguaje, en lo registrado por los estudiantes, en algunas ocasiones, no hacen
referencia a la medida de los dngulos, ellos se refieren solo a los dangulos. Al hacer el reporte de los
atributos que cumplen los angulos, se resalta que se estéd trabajando con aproximaciones y no con
valores especificos. Ellos tienen claro la estructura condicional del patron de generalidad, pero

presentan dificultades en determinar las caracteristicas del antecedente y el consecuente. Se resalta
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su intencion de escribir las respuestas de forma concreta, por esta razén buscan validar
continuamente lo escrito con el profesor.

Por ultimo, se construye una expresion discursiva expositiva que refleja el conjunto
referencial, el atributo definitorio p, y adicional g,. Se expresa adecuadamente en el patron de
generalidad la relacion de dependencia entre los atributos. También se realiza una asercion, que
corresponde apropiadamente con la posibilidad de que elementos que pertenecen al conjunto
referencial cumplan el atributo adicional. En este grupo se observa una expresion discursiva
expositiva que contiene los elementos de un argumento y que es construida por los estudiantes.
Grupo 3

DESCRIPCION. Los integrantes del Grupo 3 iniciaron la Tarea 4 revisando el material de
repaso. Luego pasaron a la actividad de descubrimiento y exploracion, que presentd el 4ACB con
el sen(a), y el ADFE con el cos(f). Los estudiantes arrastraron los puntos de los tridngulos,
obteniendo dificultades para que sen(a) sea igual a cos(f), logrando solo determinar una
aproximacion.

Iniciaron con la solicitud 1, que indicaba describir la condicion que cumple a y 8 para que
se cumpla que sen(a) = cos(f). En principio proponen que la condicion es que los angulos son
menores de 50°. Al evidenciar lo anterior, el profesor pregunto6 sobre lo encontrado y sugiri6 arrastrar
los puntos para que un angulo quedara de 70° y el otro 20°, obteniendo un contragjemplo para la
relacion encontrada. El profesor comentd que buscaran una relacion numérica, comentando “;Uno
es doble del otro? ;Multiplicados pasa algo?”. Después que probaron con varias operaciones en la
calculadora, los estudiantes se percataron que la suma de los dos angulos es noventa grados,

reportando el atributo adicional g :

(Qué condicién cumplen a y B y cuando sen(a) = cos(B)?: al sumar los dos dngulos nos

da 90 [respuesta solicitud 1 - actividad de descubrimiento y exploracion T4].
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En la solicitud 2, el profesor recordd a los estudiantes que el patron de generalidad es una

13

expresion de la forma “si ...entonces”. Los estudiantes escribieron como primer patréon de
generalidad que “si sen y cos ya estan determinados para que los angulos tengan un valor alguno de
los dos dichos complementara al otro la suma de los 2 da 90” [version 1]. Luego, el profesor
cuestiono el patron construido, comentando que en lo registrado no se observa que los resultados
sean iguales. Por lo anterior, Hany propone el siguiente patron de generalidad: “Si el resultado de
sen y cos es igual entonces la suma de estos angulos dard 90 [version 2]. El profesor comenta que
hace falta incluir los objetos geométricos y que la condicion debe estar ligada a los tridngulos
rectangulos, ademas muestra que el sen(120) es igual al cos(30), y que para este caso los angulos

no suman 90. Lo reportado es:

Escriban un patron de generalidad en el que se relacione sen(a) = cos(B) con la condicion

encontrada anteriormente: Si en un triangulo rectangulo el resultado de sen y cos es igual,

entonces la suma de los angulos nos dara 90 [version 3] [respuesta solicitud 2 - actividad de

descubrimiento y exploracion T4].

En la solicitud 3, los estudiantes no prestan relevancia a lo solicitado, ya que evidencian que
en comparacion con los demas grupos estaban rezagados y reportan la primera idea construida.

Consideran que la condicion se cumple en cualquier par de tridngulos rectangulos con
angulos agudos a y S respetivamente y en los cuales se tiene sen(a) = cos(f). ;Como

estan seguros de su respuesta? No estamos del todo seguros ya que en algunos casos nos

puede dar mds halla de 90 [respuesta solicitud 3 - actividad de descubrimiento y exploracion

T4].

Posteriormente, abordaron la actividad de aplicacion, analizaron el problema y concluyeron
que los dos estudiantes estan en lo correcto. Para confirmar la respuesta se remontaron al material
de repaso y aplicaron las razones trigonométricas del seno y coseno para el tridngulo dado,
registrando el procedimiento en una hoja (se comenta en el registro de video) y haciendo los calculos

en una calculadora, reportando:
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Los dos estan bien ya que las razones trigonométricas que utilizan para hallar el valor BC

son correctas [respuesta solicitud - actividad de aplicacion T4].

Después de la actividad de aplicacion, los estudiantes leyeron la actividad argumentativa, en

la cual se debia reportar un argumento inductivo considerando lo trabajado en las anteriores

actividades. Iniciaron con la construccion del argumento senalando los elementos que componen

este, referenciando el dato con su correspondiente atributo definitorio p,, atributo adicional g, y

terminado con el patron de generalidad. Para el ultimo momento, el grupo socializa sobre la

evaluacion que tienen para la siguiente sesion de clase, por lo que se distraen respecto a lo que estan

escribiendo. Para esta actividad ellos reportan:

Escriban un argumento inductivo en donde se pueda evidenciar el dato, el patréon de

generalidad y la asercion a partir de lo trabajado en esta tarea: Dato: triangulo rectingulo,

atributol: sen(a) = cos(B) [p2], atributo2: angulos [q,]. Si en un tridngulo rectdngulo no

cumple que tenga un angulo recto entonces por esto la suma de los angulos de sen(a) cos(B)

[patron de generalidad 1]_no se podrian sumar para dar nuestra garantia que al sumarlos

de 90 [respuesta solicitud — actividad argumentativa T4].

Por ultimo, los estudiantes abordaron la actividad de sintesis. Para dar respuesta a la

solicitud, se basaron en lo reportado en la actividad de descubrimiento y exploracion.

Escriban detalladamente un texto donde le cuenten a sus compafieros de clase, qué

informacion analizaron qué pudieron encontrar de nuevo: Nosotros al explorar estas

actividades encontramos que si en un triangulo rectangulo el resultado de sen v cos es igual

entonces la suma de los angulos nos dara 90 [patron de generalidad 2] [respuesta solicitud

— actividad de sintesis T4].

ANALISIS. El Grupo 3 construye 2 argumentos inductivos, el primero es completo y el

segundo incompleto. Para el primer argumento, el atributo definitorio p; se establece implicitamente

en la solicitud de la actividad de descubrimiento y exploracion. El atributo adicional g, y el patron

de generalidad se registran en la solicitud 1 y 2 correspondientemente de esta misma actividad. Para

el patron de generalidad se identifican tres versiones; la version 1 es el primer patron de generalidad
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construido, la version 2 es la modificacion de la version 1 y la version 3 es la registrada en la solicitud
2. En la solicitud 3 consideramos que se establece la asercion para este argumento, aunque los
estudiantes no expresan literalmente que un elemento mas del conjunto referencial cumple con el
atributo adicional g,, mencionan “no estamos del todo seguros ya que en algunos casos”, lo que nos
permite inferir que para algunos casos consideran que estos si satisfacen el atributo adicional gq;.

La Ilustracion 28 sintetiza el argumento construido.

Atributo definitorio p¢: [En la actividad de
descubrimiento y exploracion se presentan
elementos de un conjunto formado tridngulos

rectangulos tal que] Al explorar dos triangulos [Para casos de la actividad
en los cuales sen(a) = cos(f). de  descubrimiento y
Atributo adicional qq: [En la actividad de exploracion] “No estamos

descubrimiento y exploraciéon se presentan
elementos de un conjunto formado tridngulos

rectangulos tal que] al sumar los dos angulos f .
[ay B ] nos da 90. dar mas halla de 90”.

del todo seguros ya que en
algunos casos nos puede

Otros elementos del conjunto referencias:
Casos construidos en la actividad de
Adeacrnthrimianta v avnlarariAn

Patron de generalidad [version 1]: si sen y cos ya estan determinados para que los
angulos tengan un valor alguno de los dos dichos complementara al otro la suma
de los 2 da 90

Patron de generalidad [version 2] (g = p): Si el resultado de sen y cos es igual
entonces la suma de estos angulos dara 90

Patron de generalidad [version 3] (g = p): Si en un tridngulo rectangulo el
resultado de sen y cos es igual, entonces la suma de los angulos nos dara 90

llustracion 28 Primer argumento inductivo del Grupo 3 para la Tarea 4

Los estudiantes se ubican en el Nivel 4 de la categoria dato, ya que logran identificar que los
triangulos obtenidos al arrastrar los puntos B y E cumplen que sen(a) = cos(f) pertenecen al
conjunto referencial. También que algunos de estos elementos tienen el atributo adicional g4. En los
casos observados, se tiene que para construir el patron de generalidad no consideran un

contragjemplo, por consiguiente, se ubican en el Nivel 3 de especializacion de esta categoria.
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Para la construccion de patron de generalidad, en la version 1 los estudiantes intentan
elaborar una relacion de dependencia entre los atributos, sin embargo, describen solo el atributo
definitorio p;. En las versiones 2 y 3, los patrones de generalidad expresan que el atributo adicional
depende del atributo definitorio y ya que esta relacion de dependencia se mantiene a lo largo de la
tarea, consideramos esta relacion para el analisis del argumento, lo que ubica a los estudiantes en el
Nivel 4 de especializacion. Se resalta que la diferencia entre la version 2 y 3, radica en que el patron
de generalidad de la version 3 es més descriptivo y especifico.

En lo referente a la asercion, consideramos que los estudiantes, aunque no de manera
explicita, establecen que existen elementos del conjunto referencial que cumplen el atributo
adicional gq;. Por lo anterior los ubicamos en el Nivel 4 de especializacion para esta categoria.

El segundo argumento se encuentra en la actividad argumentativa y en la actividad de
sintesis. Para este argumento los estudiantes establecen en la actividad argumentativa el atributo
definitorio p,, el atributo adicional g, y un patron de generalidad [patron de generalidad 1]. En la
actividad de sintesis se evidencia otro patron de generalidad [patron de generalidad]. En ninguna de

las dos actividades se evidencia alguna asercion. La llustracion 29 sintetiza el segundo argumento.
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Atributo definitorio p,: [En la actividad de
descubrimiento y exploracion se presentan
elementos de un conjunto formado
triangulos rectangulos tal que] Al explorar
dos triangulos en los cuales sen(a) =
cos(B).

Atributo adicional q,: [En la actividad de
descubrimiento y exploracion se presentan

elementos de un conjunto formado NA
triangulos rectangulos tal que] Los
angulos.

Otros elementos del conjunto referencias:
Casos construidos en la actividad de
\\descubrimiento y exploracion. /

Patron de generalidad 1: Si en un triangulo rectangulo no cumple que tenga un angulo
recto entonces por esto la suma de los angulos de sen(a) cos(B).

Patron de generalidad 2 (p — q): Si en un tridangulo rectangulo el resultado de sen y
cos es igual entonces la suma de los dneulos nos dara 90

llustracion 29 Segundo argumento inductivo del Grupo 3 para la Tarea 4

Este argumento tiene Nivel 4 de especializacion de la categoria dato, pues se identifica el
atributo definitorio p,, que corresponde con sen(a) = cos(f). Ademads, aunque el atributo
adicional p, no reporta la caracteristica adicional de los elementos del conjunto referencial, solo
menciona los dngulos, consideramos que se refieren a que la suma de a y 8, que es lo menciona en
los patrones de generalidad. En relacion con los casos observados, presentan un Nivel 4 de
especializacion, pues el patron de generalidad se propone considerando los casos creados en la
actividad de descubrimiento y exploracidn, y con el posible contraejemplo considerado.

También se identifican dos patrones de generalidad. En el patron de generalidad 1, se intenta
proponer una relacion condicional entre los atributos encontrados. Sin embargo, esta relacion se
propone expresando la negacion antecedente y el consecuente, ademas la redaccion del patron de
generalidad es confusa, lo que no permite hacer un analisis més profundo. En segundo patron de

generalidad 2 expresa que el atributo adicional depende del atributo definitorio, por consiguiente,
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ubicamos al grupo en el Nivel 4 de especializacion de la categoria patron de generalidad. En la
asercion no se evidencia que enuncien un caso mas del que puedan inferir el atributo adicional, lo
que ubica al grupo en el Nivel 1 de especializacion en esta categoria.

En lo respectivo al us6 de GeoGebra, se observa que los estudiantes presentan dificultades
al momento de arrastrar los puntos B y D para obtener que sen(a) = cos(f), trabajando solo con
valores aproximados. La forma de subsanar esta dificultad se plantea en anélisis de la Tarea 4 para
el Grupo 2, que propone la creacion de deslizadores vinculados a los puntos con el fin de no obtener
aproximaciones sino valores especificos para sen(a) y cos(f).

En el lenguaje usado para esta tarea, se evidencia que de igual forma que en los grupos
anteriores, en algunas ocasiones los estudiantes no se refieren a la medida de los angulos sino a los
angulos. Por ejemplo, en las tres versiones del patron de generalidad del primer argumento, ellos
reportan “la suma de los angulos nos dara 90”, no especificando que es la suma de la medida de los
angulos dara 90. Otra caracteristica del lenguaje usado es no expresar las unidades en los angulos y
no enunciar los angulos en el seno y coseno.

En el atributo adicional g, los estudiantes utilizan la expresion “al sumar” que refleja la
operacion que estan haciendo con los valores que estan expuestos en el aplicativo de la actividad de
la descubrimiento y exploracion. Lo anterior refleja que el software sigue influenciando el lenguaje
en este grupo, aunque en menor medida que las tareas anteriores. Finalmente se resalta que los
estudiantes enuncian componentes de un argumento inductivo en la actividad argumentativa, no

obstante, se esperaba una expresion discursiva expositiva que manifestara estos componentes.

Sintesis Tarea 4
La Tabla 11 muestra los niveles de especializacion para las categorias de los argumentos

inductivos construidos por los grupos.
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Tabla 11 Sintesis de los niveles de los argumentos inductivos encontrados en la Tarea 4

Argumento Dato Casos observados Patron de generalidad Asercion
G1 | Unico Nivel 4 | Nivel 3 Nivel 4 Nivel 4

Primer Nivel 4 | Nivel 3 Nivel 4 Nivel 4
02 Segundo Nivel 4 | Nivel 3 Nivel 4 Nivel 4

Primer Nivel 4 | Nivel 3 Nivel 4 Nivel 3
o Segundo Nivel 4 | Nivel 3 Nivel 4 Nivel 1

La Tarea 4 favorece la produccion de argumento en los 3 grupos. En las categorias de patron
de generalidad de dato todos los argumentos tienen Nivel 4 de especializacion, en los casos
observados todos los argumentos tienen Nivel 3 y en la asercion se presentan diferentes niveles.
Los argumentos obtenidos en la Tarea 4 permiten considerar la viabilidad de seguir este tipo
actividades ya que ayudan a los estudiantes a construir expresiones discursivas expositivas que
presenten los componentes de un argumento inductivo.

En el enunciado de la actividad de descubrimiento y exploracion se expone la caracteristica
que deben establecer los grupos en los tridngulos rectangulos ACB y DFE como atributo definitorio,
la cual es que sen(a) = cos (f3). Esta caracteristica fue bien interpretada por los estudiantes como
el atributo definitorio que cumple los elementos del conjunto referencial, pues expresa
adecuadamente en todos los argumentos, destacandose explicita en los argumentos de la actividad
argumentativa de los grupos 2 y 3. Asi mismo, se identifica en esta actividad por parte de todos los
grupos que el atributo adicional corresponde con la que la suma de @ mas [ es igual a 90°.

Todos los grupos consideraron los elementos identificados en la actividad de descubrimiento
y exploracion para la construccion de los patrones de generalidad, no obstante, se mantienen la

dificultad de buscar contraegjemplos. Lo mencionado previamente, muestra la necesidad de incluir
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en este tipo de actividades alguna solicitud que ayude a los estudiantes explorar contragjemplos para
validar la veracidad de patron de generalidad.

Los estudiantes proponen diversos patrones de generalidad, resaltandose que los grupos
tienen presente la estructura condicional de estos, lo que converge en que todos los argumentos
presentan Nivel 4 de especializacion en la categoria. Cabe resaltar que la mediacion del profesor
respondiendo dudas, contribuye en la mejora de las expresiones usadas por los estudiantes y aporta
que estos se ubiquen en el mayor nivel. En el Grupo 3 se registra un patron de generalidad inusual.
Creemos que este tipo de registros se deben a diferentes factores, por ejemplo, distracciones, como
para este caso en donde los estudiantes se encontraban angustiados por una avaluacién que debian
presentar en la siguiente sesion de clase.

Para la solicitud 3 de la actividad de descubrimiento y exploracion se esperaba que los
estudiantes concluyeran que era posible encontrar dos triangulos que cumplieran con las condiciones
establecidas en los atributos definitivo y adicional, ademdas que justificaran su respuesta con lo
explorado en el aplicativo. Sin embargo, no profundizaron en esta solicitud y presentaron respuestas
sin ahondar en lo planteado. Tal vez lo anterior se debe a que para esta solicitud no se presentaron
triangulos que refuercen lo solicitado. Una posible modificacion es incluir alguna ilustracion o
aplicativo que pueda reforzar lo solicitado y permita a los estudiantes generar alguna conclusion
mas facilmente. Ademas, la modificacion propuesta puede incluirse en la actividad argumentativa.

En relacion con GeoGebra, los grupos presentaron inconvenientes para obtener sen(a) =
cos(f3), ademas las aproximaciones que determinaron dificultaron encontrar rapidamente el atributo
adicional. Particularmente en esta tarea se tenia que operar valores para encontrar el atributo
adicional y que estas operaciones se realizaron fuera del aplicativo, lo que aumenta la dificultad para

identificar este atributo. Como se menciond en el andlisis de la tarea en los grupos, las
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modificaciones estan relacionadas con programar deslizadores asociados a las medidas de los
angulos y ubicar una calculadora en la interfaz grafica para que puedan hacer las operaciones.

En las expresiones usadas por los grupos se evidencia el impacto que tiene el software en el
discurso de los estudiantes, por ejemplo, al usar la expresion “al explorar dos tridngulos” se
manifiesta la interaccion que realizaron con tridngulos por medio de arrastre, ademas de explicitar
la cantidad de tridangulos que se presentaba en la interfaz grafica del aplicativo. Finalmente, en el
lenguaje utilizado en la tarea, se evidencia la influencia de las platillas discursivas usadas en las
tareas anteriores, especialmente en el Grupo 2. Aunque los Grupos 1 y 3 no logran redactar una
expresion discursiva expositiva que enuncie los componentes de un argumento inductivo, si lo
explicitan, también que en los patrones construidos por estos grupos da muestra de como poco apoco

van estructurando este tipo de discurso.
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6. SINTESIS DE RESULTADOS

En este apartado presentamos los principales hallazgos, luego de analizar las respuestas de
cada uno de los grupos al solucionar la secuencia de tareas propuesta.

En el desarrollo de la secuencia los tres grupos identificaban facilmente el conjunto
referencial, el atributo definitorio y el atributo adicional que cumplian algunos elementos del
conjunto. En cada tarea, cada grupo tenia por lo menos un argumento con Nivel 4 de especializacion
del dato. En la Tarea 2, se incluy6 una plantilla discursiva como apoyo en la construccion del
argumento inductivo. Los argumentos de los tres grupos reportados en la plantilla tenian Nivel 2 de
especialidad; consideramos que esta situacion se genero, en primer lugar, por ser la primera vez que
los estudiantes se acercaban a una estructura similar y, en segundo lugar, porque las expresiones que
se usaron en los enunciados de las tareas y en los enunciados de las plantillas no tenian la suficiente
claridad para los estudiantes. En la Tarea 4, los estudiantes tenian que reportar un argumento
inductivo sin ayuda de plantillas. Los tres grupos lograron reportar argumentos con Nivel 4 de
especialidad en el dato.

En relacion con la cantidad de casos observados, ninglin grupo alcanza el maximo nivel.
Esto se debe a que la estructura de las tareas no permitia alcanzar en Nivel 4 de especialidad. La
inclusion del arrastre en las tareas permitia que los estudiantes pudieran explorar una cantidad
ejemplos considerables, pero no se incluyeron cuestionamientos o actividades que llevaran a los
estudiantes a buscar contraejemplos.

Los Grupos 1 y 3 presentaron un aumento en la especializacion del patron de generalidad
en el desarrollo de la secuencia. En la Tarea 1, establecer la relacion de dependencia entre los

atributos definitorio y adicional les generaba dificultades. Reportaban proposiciones simples,
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identificaban de manera errada la dependencia o simplemente no reportaban garantia para el
argumento. Cuando se incluy6 la plantilla discursiva observamos que, aunque en el desarrollo de la
tarea no hacian alusion a un patrén de generalidad, en la plantilla podian explicitar un patrén de
Nivel 4, en el que el atributo adicional depende del atributo definitorio. Cuando se retir6 la plantilla
discursiva en la Tarea 4, los dos grupos construyeron argumentos inductivos con maximo nivel en
esta categoria.

En contraste, el Grupo 2 mantuvo un Nivel 4 a lo largo de la secuencia. Unicamente en la
Tarea 3 obtuvo Nivel 3 en esta categoria, ya que establecieron que el atributo adicional dependia del
atributo definitorio. Pero aquellas tareas en las que no tenian que hacer uso de la plantilla discursiva
obtenian el nivel maximo de especialidad.

En el caso de la asercion los tres grupos tuvieron avances diferentes. El Grupo 1, construyé
solo un argumento con nivel diferente del méximo para esta categoria. En la Tarea 2, infirieron que
el elemento adicional cumplia unicamente el atributo definitorio. El Grupo 2, en todos los
argumentos que construyeron, infirieron que en el elemento no explorado del conjunto referencial
también se cumplia el atributo adicional. Y el Grupo 3 en las Tarea 1 y Tarea 4 para el caso no
explorado realiza una inferencia de un atributo diferente al adicional encontrado en el dato, por lo
que se ubican en un Nivel 3 de especialidad. Con el apoyo de la plantilla discursiva en la Tarea 2 y
3 alcanzan el maximo nivel. En el momento de reportar el argumento inductivo en la Tarea 4 los
estudiantes no presentan asercion, es decir, no construyen un argumento.

Ademas, logramos evidenciar que a medida que los estudiantes hacian uso de las
herramientas de GeoGebra, se animaban a buscar mas relaciones y procedian a generar mayor
cantidad de conjeturas, lo que favorecia la construccion del dato, el patron de generalidad y la
asercion. También, el lenguaje que usaban en el desarrollo de la secuencia se alejaba de lo observado

en la pantalla y empezaba a involucrar expresiones que se acercaban a las relaciones geométricas

131



encontradas. El uso de las plantillas discursivas permitio en algunas ocasiones que los estudiantes
se acercaran a construir un argumento inductivo. En el momento en que se retiran las plantillas los
argumentos que se enuncian no alcanzan el maximo nivel de especializacion. Si bien la secuencia
de tareas estaba enfocada en la produccion de argumentos inductivos, el acercamiento que realizan

los estudiantes es un poco superficial, lo cual incide en la calidad de sus argumentos.
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7. CONCLUSIONES

En este capitulo presentamos las conclusiones de nuestro Trabajo de Grado, que se derivan
del andlisis realizado a lo largo de la investigacion. Cada una de esta en relacion de los objetivos
planteados, destacando aspectos mas relevantes. Por ultimo, exponemos una reflexion personal del

trabajo realizado.

El objetivo general de nuestro trabajo de grado fue caracterizar la especializacion de los
argumentos de los estudiantes de grado décimo del colegio Bicentenario de la Independencia IED,
al momento de resolver tareas de razones trigonométricas directas mediadas con GeoGebra.
Objetivo que logramos cumplir satisfactoriamente como consecuencia de efectuar los objetivos
especificos.

El primer objetivo especifico abarco el disefid de una secuencia de tareas de argumentacion
sobre razones trigonométricas directas. Estas tareas se desarrollaron haciendo uso del software
GeoGebra y promovieron la generacion de argumentos inductivos en los estudiantes. Las tareas
propuestas abordaron las razones trigonométricas directas y son material base para el disefio de
tareas de argumentacion en otras tematicas. Consideramos que la secuencia de tareas permite
especializar los argumentos inductivos de los estudiantes ya que les brinda cada uno de los pasos de
un proceso inductivo. Como modificacion de la secuencia propuesta, se deben incluir actividades
que permitan la especializacion del argumento en relacion con la cantidad de casos que se observan
para proponer el patron de generalidad, generando en los estudiantes la inquietud por buscar
contragjemplos.

Plantear las tareas por fases facilit6 el desarrollo de los aplicativos en las actividades. En
cada fase los estudiantes se enfocaban en uno de los elementos estructurales de un argumento

inductivo (dato, asercion y patron de generalidad), propuesta que consideramos propicia la
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construccion de argumentos inductivos. Propusimos algunas modificaciones a la secuencia, en
capitulo de Anadlisis, con el fin de optimizar el alcance de cada tarea y de esta manera generar la
especializacion de cada una de las categorias analizadas.

Se destaca el aporte de GeoGebra Online, interfaz que no solo permitia el desarrollo de las
tareas y en el registro de las respuestas. También, cuando los estudiantes respondian cada una de las
solicitudes el profesor podia ver en tiempo real lo que escribian permitiendo que solicitara a los
estudiantes clarificar expresiones usadas, generar cuestionamientos para que pudieran encontrar
propiedades, hacer correcciones y proponer contracjemplos para algunas de las propiedades
descubiertas, entre otras. Ademas, esta extension de GeoGebra permitié que los estudiantes tuvieran
la opcién de modificar sus respuestas a medida que exploraban los aplicativos programados y
discutian en grupo sobre las respuestas que reportarian, lo que favorecié en algunos casos respuestas
mas especializadas.

Otro elemento para resaltar son las herramientas basicas (mover, longitud, angulo) del
software, ya que se usaron durante el desarrollo de toda la secuencia. Ademas, que la barra de
herramientas se pudiera editar permitid6 que habilitaramos las herramientas necesarias evitando
distracciones. Destacamos que la opcion de programar nuevas herramientas y objetos auxiliares nos
ayudo no solo a que los tridngulos que exploran los estudiantes pertenecieran al conjunto referencial,
sino a indicar errores en el procedimiento y a facilitar la identificacion de atributos en cada tarea.
Consideramos que las instrucciones de uso de las herramientas deben ser claras, concisas y
concretas. Tener indicaciones extensas puede generar que la herramienta se use incorrectamente
como sucedi6 en la Tarea 2.

El usé de las herramientas bésicas y en especial las herramientas programadas en conjunto

con la programacion de los aplicativos fueron relevantes para que los estudiantes construyeran los
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elementos estructurales de un argumento inductivo y asi propiciar la generacion de argumentos
inductivos.

El segundo objetivo especifico consistioé en establecer niveles que permitieran caracterizar
la especializacion de los argumentos inductivos. Inicialmente, definimos la especializacion de
argumento y argumento inductivo de calidad, que usamos como base para construir las categorias
de especializacion de los elementos estructurales de un argumento inductivo, con sus respectivos
Niveles de especializacion. Al analizar los argumentos de los estudiantes se destaca que, en algunos
casos, las categorias no eran suficientes para establecer el grado de especializacion de algunos
argumentos, situacion que generé modificaciones a cada nivel. Los niveles de especializacion que
reportamos en Varela et al (2024), se modificaron ya que lo reportado por los estudiantes diferia
mucho con lo propuesto por nosotros. Por ejemplo, en la primera version no tuvimos en cuenta que
los estudiantes podian reportar como patrén de generalidad una relacion de dependencia en la que
el atributo definitorio dependiera del atributo adicional. Tampoco tuvimos en cuenta la cantidad
minima de casos que se debian explorar para poder realizar una induccion.

Las categorias construidas de dato, casos observados, patron de generalidad y asercion,
permitieron caracterizar el nivel de especializacion de los argumentos de los estudiantes a partir de
la estructura funcional del Modelo de Toulmin (2003) teniendo en cuenta los requerimientos
minimos para hacer una induccion. También, resaltamos que el uso de las categorias en el analisis
de resultados tuvo dos etapas. En primer lugar, la modificacion en la medida que observabamos la
soluciones que daban los estudiantes a las tareas. Los niveles fueron modificandose en la medida
que encontrabamos argumentos que no podiamos caracterizar dentro algun nivel especifico. Luego
analizar la segunda tarea su uso y aplicacion fue sencillo, pudimos caracterizar todos los argumentos

inductivos de los estudiantes.
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No obstante, recomendamos incluir otras categorias como el lenguaje usado por los
estudiantes en la construccion del argumento inductivo, ya que permite poner el foco en un elemento
caracteristico de la explicitacion de expresiones discursivas. Evidenciamos que los estudiantes
usaban expresiones matematicas para referirse a propiedades parecidas, por ejemplo, la palabra
congruencia fue usada no solo para hablar de igualdad de medidas de lados y angulos, sino para
referirse a algunas razones proporcionales.

Los argumentos analizados se caracterizaron usando los Niveles de especializacion en cada
una de las categorias. Las categorias que presentaron mayor Nivel de especializacion durante las
tareas fueron dato y asercion. El patron de generalidad fue la categoria que presentd mas variacion
de niveles. El Nivel 3 de especializacion fue el que predomino en la categoria de asercion, ya que
como lo mencionamos en el analisis, los aplicativos no facilitaban la busqueda de contraejemplos.
Evidenciamos que el uso de las plantillas discursivas permitié en algunos grupos especializar el
patrén de generalidad y la asercion. Consideramos que el uso recurrente de esta herramienta permite
la construccion de argumentos inductivos especializados, siempre que el lenguaje usado sea claro
para el estudiante. Es importante tener en cuenta que el lenguaje usado en las plantillas discursivas
y en los enunciados de las tareas debe ser lo suficientemente claro para los estudiantes. Observamos
que el uso de la palabra inferir y/o concluir no siempre permitia que el estudiante reportara el patron
de generalidad o la asercion. Las instrucciones demasiado extensas generan confusiones y llevan a
que los estudiantes se concentren en elementos o caracteristicas no solicitadas.

Las categorias construidas con sus respectivos niveles permiten identificar caracteristicas de
los argumentos inductivos. Ademas, las categorias y la secuencia de tareas son insumos para el
disefio de tareas de argumentacion con el fin de especializar argumentos inductivos en diferentes

contenidos matematicos y de otros niveles de escolaridad.
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La idea de especializar argumentos inductivos puede extenderse a argumentos deductivos y
a otros procesos matematicos, por ejemplo, considerar la idea de especializar la representacion o la
comunicacion matematica puede ser elementos de estudio para mejorar el aprendizaje y ensefianza
de las matematicas.

Finalmente, a modo de reflexién personal, consideramos que la caracterizacion y
especializacion de argumentos debe transcender la clase de matematicas y aplicarse a otros ambitos
escolares. Para nosotros fue realmente significativo esta investigacion y esperamos que aporte a

futuros proyectos.

137



8. REFERENTES

Acosta, M., Arias, J., Séez, F. R. (2017). Potencialidades del software GeoGebra en la enserianza
de la matematica: estudio de caso de su aplicacion en la trigonometria. Roca: Revista
Cientifico-Educaciones de la provincia de Granma, /3(4), 401-415.

Aktamis, H., & Higde, E. (2015). Assessment of Argumentation Models Used in Science Education.
Mehmet Akif Ersoy Universitesi Egitim Fakiiltesi Dergisi, 1(35), 136-172.

https://doi.org/10.21764/efd.01738

Aray, C., Guerrero, Y., Montenegro, L., S. Navarrete (2020). La superficialidad en la ensefianza de
la trigonometria en el bachillerato y su incidencia en el aprendizaje del cdlculo en el nivel
universitario. Rehuso, 5012), 62-69. Recuperado de

https://revistas.utm.edu.ec/index.php/Rehuso/article/view/1684

Bridging Math Practices Math-Science Partnership Grant (2015). Student work sample
argumentation  resource packet. University of Connecticut. Recuperado de

https://bridges.education.uconn.edu

Camargo, L. U. (2021). Estrategias cualitativas de investigacion en Educacion Matemadtica.
Universidad de Antioquia.
Cervantes, J., & Cabanas, G. (2018). Argumentos formales y visuales en argumentaciones

colectivas. Educacion Matematica, 30(1), 148-168. https://doi.org.10.24844/EM3001.06

Comunidad Hermanos Maristas de la Ensefianza (2019). Proyecto Educativo Institucional — Colegio
Bicentenario de la Independencia. Bogota, Colombia.
Comunidad Hermanos Maristas de la Ensefanza. (2022). Informe de Prueba Marista de Matematica

Colombia. Bogotd, Colombia.Comunidad Hermanos Maristas de la Ensefianza (2021.).

138


https://doi.org/10.21764/efd.01738
https://revistas.utm.edu.ec/index.php/Rehuso/article/view/1684
https://bridges.education.uconn.edu/
https://doi.org.10.24844/EM3001.06

Proyecto Educativo Institucional — Colegio Bicentenario de la Independencia. Bogota,
Colombia.

Cornejo Morales, C., Goizueta, M., & Alsina, A. (2021). La Situacion Argumentativa: un modelo
para analizar la argumentacion en educacion matemdtica infantil. PNA: Revista de
Investigacion en Didactica de la Matematica, 2021, vol. 15, nim. 3, p. 159-185.

Crespo, Cecilia (2005). La importancia de la argumentacion matemdtica en el aula. Premisa, 24,

pp- 23-29. Recuperado de http://funes.uniandes.edu.co/23130/1/Crespo2005La.pdf

Fiallo, J. (2011). Estudio del proceso de demostracion en el aprendizaje de las razones
trigonométricas en un ambiente de geometria dinamica (Tesis Doctoral). Universidad de
Valencia, Valencia, Espafia. Recupedado de

https://www.educacion.gob.es/teseo/mostrarRef.do?ref=936657

Fiallo, J., & Gutiérrez, A. (2017): Analysis of the cognitive unity or rupture between conjecture and
proof when learning to prove on a grade 10 trigonometry course. Educational Studies in
Mathematics, 96(2), 145-167. Recuperado de

https://www.uv.es/angel.eutierrez/textos.html

Galvis, Y. M. (2019). Euclidea propone y tu argumentas. Esquemas de argumentacion y génesis

instrumental. Recuperado de: http://hdl.handle.net/20.500.12209/11527.

Goizueta, M., & Planas, N. (2013a). El papel del contexto en la identificacion de argumentaciones
matemadticas por un grupo de profesores. Recuperado de

https://core.ac.uk/download/pdf/230543561.pdf

Goizueta, M., & Planas, N. (2013b). Temas emergentes del andlisis de interpretaciones del
profesorado sobre la argumentacion en clase de matemadticas. Ensefianza de las ciencias:
revista de investigacion y  experiencias  didacticas. Vol. 31, no. 1.

https://raco.cat/index.php/Ensenanza/article/view/285704

139


http://funes.uniandes.edu.co/23130/1/Crespo2005La.pdf
https://www.educacion.gob.es/teseo/mostrarRef.do?ref=936657
https://www.uv.es/angel.gutierrez/textos.html
http://hdl.handle.net/20.500.12209/11527
https://core.ac.uk/download/pdf/230543561.pdf
https://raco.cat/index.php/Ensenanza/article/view/285704

Hénninen, R., & Ilomiki, L. (2016). Developing argumentation skills in mathematics through
computer-supported collaborative learning. Educational Technology Research and
Development, 64(4), 671-690. Recuperado de

file:///C:/Users/JAVAR/Downloads/Vogel%20et%20al%20(2017)%20archive%20version.p

df
Hernandez, H., & Parra, R. (2013). Problemas sobre la distincion entre razonamientos deductivos e
inductivos y su ensefianza. Innovacion educativa (México, DF), 13(63), 61-73. Recuperado

en 02 de diciembre de 2024, de

http://www.scielo.org.mx/scielo.php?script=sci_arttext&pid=S1665-

26732013000300005&Ing=es&tlng=es.

lacaona, A. (2018). La argumentacion. Universidad Autonoma de México.

ICFES. (sf). Reporte del examen SABER 11° por aplicacion 2022-4. Establecimientos Educativos.
Bogota, Colombia.

ICFES. (2022). Guia de orientacion grado 11° Matematicas. ICFES. Bogot4, Colombia.

Knipping, C. (2008). A method for revealing structures of argumentations in classroom proving

processes. ZDM, 40(3), 427-441. https://doi.org/10.1007/s11858-008-0095-y

Knipping, C., & Reid, D. (2015). Reconstructing Argumentation Structures: A Perspective on
Proving Processes in Secondary Mathematics Classroom Interactions. In: Bikner-Ahsbahs,
A., Knipping, C., Presmeg, N. (eds) Approaches to Qualitative Research in Mathematics
Education. = Advances in  Mathematics = Education. Springer, = Dordrecht.

https://doi.org/10.1007/978-94-017-9181-6_4

Lin, P. (2018). The Development of Students’ Mathematical Argumentation in a Primary Classroom.

Educagao & Realidade, 43(3), 1171-1192. https://doi.org/10.1590/2175-623676887

140


file:///C:/Users/JAVAR/Downloads/Vogel%20et%20al%20(2017)%20archive%20version.pdf
file:///C:/Users/JAVAR/Downloads/Vogel%20et%20al%20(2017)%20archive%20version.pdf
http://www.scielo.org.mx/scielo.php?script=sci_arttext&pid=S1665-26732013000300005&lng=es&tlng=es
http://www.scielo.org.mx/scielo.php?script=sci_arttext&pid=S1665-26732013000300005&lng=es&tlng=es
https://doi.org/10.1007/s11858-008-0095-y
https://doi.org/10.1007/978-94-017-9181-6_4
https://doi.org/10.1590/2175-623676887

Lopez, 1. (2022). Fortalecimiento para el aprendizaje de las razones trigonométricas, mediante una
estrategia diddctica denominada MatemaTIC para los estudiantes del grado decimo de la
Institucion Educativa Los Héroes del municipio de Pupiales (Nariiio). Universidad de

Cartagena. Recuperado de https://repositorio.unicartagena.edu.co/handle/11227/15976

Manrique, V. E. & Medina, 1. J. (2017). Tareas digitales: recurso diddctico para favorecer la

argumentacion. Recuperado de: http://hdl.handle.net/20.500.12209/9456.

Mariotti, M. A. (2013). Introducing students to geometric theorems: how the teacher can exploit the

semiotic potential of a DGS. ZDM, 45, 441-452. https://doi.org/10.1007/s11858-013-0495-

5

Ministerio de Educacion Nacional. (1998). Lineamientos Curriculares - Matemdticas. Bogota
Colombia.

Moise, E. & Downs, F. (1986). Geometria moderna. Addison Wesley Iberoamericana S.A

Molina, O., & Samper, C. (2019). Tipos de problemas que provocan la generacion de argumentos
inductivos, abductivos y deductivos. Bolema: Boletim de Educag¢do Matematica, 33(63), pp.

109-134. Recuperado de https://www.redalyc.org/journal/2912/291265267008/

Molina, O., Camargo, L., Vargas, C., Samper, C., & Perry, P. (2024). Una propuesta para la
formacion de profesores de matematicas: el caso de la argumentacion matematica. RIME,

1(1), 151-185. https://doi.org/10.32735/S2810-7187202400013356

Osborne, J., Erduran, S., & Simon, S. (2004). Mejora de la calidad de la argumentacion en la ciencia
escolar. Revista de investigacion en la ensefianza de las ciencias, 41(10), 994-1020.
Pedemonte, B. (2002). Etude didactique et cognitive des rapports de [’argumentation et de la

démostration dans le apprentisage des mathématiques (Tesis doctoral). Université Joaquin

Fourier - Grenoble I, Grenoble, Francia.

141


https://repositorio.unicartagena.edu.co/handle/11227/15976
http://hdl.handle.net/20.500.12209/9456
https://doi.org/10.1007/s11858-013-0495-5
https://doi.org/10.1007/s11858-013-0495-5
https://www.redalyc.org/journal/2912/291265267008/
https://doi.org/10.32735/S2810-7187202400013356

Pedemonte, B., & Reid, D. (2011). The role of abduction in proving processes. Educational studies
in mathematics, 76, 281-303.

Pinho, J., & Moretti, M. (2020). Using Dynamical Geometry Softwares in the study of Plane
Geometry:  potentialities  and  limitations.  Acta  Scientiae, 22(5), 25-43.

https://doi.org/10.17648/acta.scientiae.5870

Rios-Cuesta, W. (2022). Garantias de los argumentos en clase de matematicas mediados por el uso
de software vs lapiz y papel. En Sgreccia, Natalia (Ed.), Memorias de las Segundas Jornadas
de Practica Profesional Docente en Profesorados Universitarios en Matematica (pp. 249-
262). Rosario, Argentina: Editorial Asociacion de Profesores de la Facultad de Ciencias
Exactas e Ingenieria de la Universidad Nacional de Rosario. Recuperado de

http://funes.uniandes.edu.co/30717/1/R%C3%ADos-Cuesta2022Garant%C3%ADas.pdf

Salazar, J., Contreras, Y., & Jaimes, S. (2016) Semidtica: Un recurso fundamental en los procesos
de argumentacion matematica escrita. Revista Eco.Mat, 7, [20-32]. Recuperado de

https://doi.org/10.22463/17948231.1016

Sandoval, I. (2009). La geometria dinamica como una herramienta de mediacion entre el
conocimiento perceptivo y el geométrico. Educacion Matematica, 21(1), pp. 5-27 .

Recupedado de http://funes.uniandes.edu.co/13184/

Schwarz, B. B., Hershkowitz, R. & Prusak, N. (2010). Argumentation and Mathematics. En C. Howe
and K. Littleton (Eds.), Educational Dialogues: Understanding and Promoting Productive
Interaction (pp- 115-141). Routledge. Recuperado de

https://www.researchgate.net/publication/273143587 Argumentation_and_mathematics

Solar, H., Goizueta, M.,& Rojas, F. (2017). La argumentacion en el aula de matemdaticas. Uno:

Revista de didactica de las matematicas, 78, 49-56.

142


https://doi.org/10.17648/acta.scientiae.5870
http://funes.uniandes.edu.co/30717/1/R%C3%ADos-Cuesta2022Garant%C3%ADas.pdf
https://doi.org/10.22463/17948231.1016
http://funes.uniandes.edu.co/13184/
https://www.researchgate.net/publication/273143587_Argumentation_and_mathematics

Toulmin, S. (2003). Los usos de la argumentacion. Traduccion de Morras y Pineda. Barcelona. Ed.
Peninsula. 1* ed. 2007. ISBN  978-84-8307-765-8. Recuperado  de

https://www.libreriaproteo.com/libro/ver/410982-los-usos-de-la-areumentacion.html

Trigueros, M., Saorin, J. L., & Blanco, M. J. (2014). Using an argumentation-based computer-
supported collaborative learning environment to improve mathematical performance.

Computers & Education, 78, 63-72. https://doi.org/10.1016/j.compedu.2014.05.005

Uzun, E., & Tekerek, B. (2023). The levels of arguments developed by preservice teachers through

science and mathematics integration. International Journal of Education Technology &

Scientific Researches, 8(21). http://dx.doi.org/10.35826/ijetsar.562

Varela, J., Avila, C. & Vargas, C. (2024). Especializacion de los argumentos de estudiantes de grado
décimo al usar GeoGebra en tareas de razones trigonométricas. En P. Perry (ed.), Encuentro
de Geometria y sus Aplicaciones, 26, 225-232. Bogota, Colombia: Universidad Pedagdgica

Nacional.

Vargas, G. & Gamboa, R. (2013). La enserianza del Teorema de Pitagoras: una experiencia en el
aula con el uso del GeoGebra, segun el modelo de Van Hiele. Uniciencia, 27(1), 95-118.

Recuperado de https://www.revistas.una.ac.cr/index.php/uniciencia/article/view/4945

Vargas, C., Molina, 0., Samper, C., Perry, P., & Camargo, L. (2022). Tareas de argumentacion: ;por
qué un “por qué” no es necesario ni suficiente? Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones,

25, 101-113. http://funes.uniandes.edu.co/30595/1/2022Pr-Vargas%26Tareas.pdf

143


https://www.libreriaproteo.com/libro/ver/410982-los-usos-de-la-argumentacion.html
https://doi.org/10.1016/j.compedu.2014.05.005
http://dx.doi.org/10.35826/ijetsar.562
https://www.revistas.una.ac.cr/index.php/uniciencia/article/view/4945
http://funes.uniandes.edu.co/30595/1/2022Pr-Vargas%26Tareas.pdf

ANEXOS
Anexo A: Tarea 1 — Grupo 1

ACTIVIDAD DE DESCUBRIMIENTO

En el siguiente aplicativo encuentra representado el ﬂ_ ABC y eIﬂDEF. Realicen la siguientes acciones.

i) Utilicen la herramienta Distancia “'",'/ para determinar la longitud de los lados de cada triangulo.

i) Ingresen las longitudes en las casillas correspondientes.
CASO INICIAL

e Q =
@ &
\ Dejar Casillas en Cero .

CB=5.34

CA =526
A
0 0 .
AB:7=7 5o _ - 2 AC_U _
DE T oY ~H

Escriban la caracteristica que logran identificar para el caso inicial.

aa m  Durante el caso inicial pudimos observar que al dividir la medida de los lados de dichos triangulos su resultado va a ser el mismo.

ACTIVIDAD DE EXPLORACION
En los siguientes aplicativos encuentran representados el ;‘_\,ABC y el ﬂDEF. Utilicen la herramienta

Angulo ,41 para determinar la medida de los angulos de cada uno de los tridngulos.

CASO 1

(k] < @

<

Escriban una caracteristica que lograron encontrar al medir los angulos para el caso 1.

aa w  Lasuma de todos los éngulos es de 180, y a pesar de los triangulos cambien su tamafio los angulos siguen midiendo lo mismo, los angulos de
ambos triangulos miden lo mismo.




Escriban una caracterfstica que lograron encontrar al medir los angulos para el caso 2.

En este caso los triangulos tienen angulos diferentes al caso anterior, la suma de los angulos el resultado sigue siendo 180, y a pesar del tamafio
de los lados los dngulos contindan teniendo la misma medida. Siempre hay un vértice que no se puede mover.

Aa T

Escriban una caracteristica que lograron encontrar al medir los éngulos para el caso 3.

En este caso los triangulos tienen angulos diferentes al caso anterior, la suma de los @ngulos el resultado sigue siendo 180, y a pesar del tamafio
de los lados los angulos contintan teniendo la misma medida. Siempre hay un vértice gque no se puede mover.

Aa T

Escriban una caracteristica que lograron encontrar al medir los dngulos para el caso 4

En este caso los triangulos tienen dngulos diferentes al caso anterior, la suma de los angulos el resultado sigue siendo 180, y a pesar del tamafio
de los lados los dngulos contintan teniendo la misma medida. Siempre hay un vértice que no se puede mover.

Aa T

Escriban una caracteristica que lograron encontrar al medir los 4ngulos para el caso 5

En este caso los triangulos tienen angulos diferentes al caso anterior, la suma de los angulos el resultado sigue siendo 180, y a pesar del tamafio
de los lados los dngulos contintian teniendo la misma medida. Siempre hay un vértice que no se puede mover.

ACTIVIDAD DE RECAPITULACION

De acuerdo con lo encontrado en la ACTIVIDAD DE DESCUBRIMIENTO y en la ACTIVIDAD DE EXPLORACION,
completen la informacion solicitada en las siguientes casillas.

Aa T

Al explorar el caso inicial, el caso 1, 2, 3, 4, y 5, observamos que

Enlos casos 1,2,3,4,5 observamos dos triangulos y la medida de sus lados, a diferencia del caso inicial que no nos daban las medidas de los
lados si no que debiamos hallarlas, los cuales se dividen los lados AB y DE, BC y EF, AC y DF y los resultados de estas divisiones es el mismo.

Aa T

Una caracteristica comun que logramos encontrar en los casos 1, 2, 3,4,y 5 es

Aaa 7 Quelamedida de todos los éngulos no cambian a pesar de que sus lados cambien su medida.

A partir de lo anterior podemos afirmar que (escribir una generalidad)

as w  Aldividir sus lados en cada caso sus resultados son congruentes.

ACTIVIDAD NO EXPLORADA

A continuacién, se encuentra representado el \ ABC y el /\ DEF . Escriban una caracteristica de los tridngulos
que puedan inferir de la informacion observada.

CASO FINAL
B
E
L ]
c A
. L ]
F D
AB 4 BC 35 AC 63
o o5 22 _ — 2292 g,
DE 8 EE- 7 % ppT e 08

Lo que podemos inferir es

En este caso no podemos verificar que la medida de los dngulos y los lados sean las correctas pues no poseemos herramientas, a pesar de esto
observamos que se contintan dividiendo sus lados y el resultado sigue siendo congruente.

Aa T

ACTIVIDAD DE SINTESIS

Escriban detalladamente un texto donde le cuenten a sus companeros de clase, qué informacion analizaron, qué
pudieron encontrar de nuevo y para qué es Util lo encontrado en el contexto de la geometria.
Esta aplicacion llamada geogebra contiene distintas herramientas que nos permiten explorar entre los diferentes casos, esta nos facilita medir

los éngulos, lados y hallar la diferencia de los lados, logramos identificar que aunque cambie la medida de los lados sus angulos siguen siendo
los mismos y el consciente de la diferencia de los lados es congruente.

Aa T




Anexo B: Tarea 1 — Grupo 2

ACTIVIDAD DE DESCUBRIMIENTO

En el siguiente aplicativo encuentra representado el ﬂ ABC y EIQ_DE‘F. Realicen la siguientes acciones.

i) Utilicen la herramienta Distancia ‘;"'/ para determinar la longitud de los lados de cada triangulo.

i) Ingresen las longitudes en las casillas correspondientes.
CASO INICIAL

& Q=
Dei : E

- E
BC=4.09 /\
[\ FE =326
CA=362 ‘ED=4
° \
AB = 5.01
F FD = 2.89
~
A D
5.01 1.09
AB =125 BC_ — 125 ‘4073627125
DE 2 FE= =1 Y R

Escriban la caracteristica que logran identificar para el caso inicial.

aa 1w Apesar de mover los triangulos los resultados de |a division de 2 lados en especifico van a ser iguales

ACTIVIDAD DE EXPLORACION
En los siguientes aplicativos encuentran representados el ;‘_\,ABC y el ;ﬁDEF. Utilicen la herramienta

Angulo ,41 para determinar la medida de los angulos de cada uno de los triangulos.

CAsSO1

(] 4 @

0

Escriban una caracteristica que lograron encontrar al medir los dngulos para el caso 1.

aa w  Lacaracteristica que nosotros vimos fue que los angulos de ambos triangulos son iguales, en este caso el angulo c y el f miden 24°, el dyel a
miden 52°, y el by el e miden 104°

Escriban una caracteristica que lograron encontrar al medir los &ngulos para el caso 2.

Aaa 1 asi movamos los triangulos, los éngulos siempre van a ser iguales

Escriban una caracteristica que lograron encontrar al medir los &ngulos para el caso 3.

aa w  Este punto tiene similitud con los dos de arriba, en el cual todos los angulos miden lo mismo




Escriban una caracteristica que lograron encontrar al medir los &ngulos para el caso 4

aa w  [Este punto tiene similitud con los tres de arriba, en el cual todos los angulos miden lo mismo

Escriban una caracteristica que lograron encontrar al medir los dngulos para el caso 5

aa m  queloslados y los angulos son iguales en los puntos de arr

ACTIVIDAD DE RECAPITULACION

De acuerdo con lo encontrado en la ACTIVIDAD DE DESCUBRIMIENTO y en la ACTIVIDAD DE EXPLORACION,
completen la informacion solicitada en las siguientes casillas.

Al explorar el caso inicial, el caso 1, 2, 3, 4, y 5, observamos que

Nosotros nos dimos cuenta que gracias a los resultados de las divisiones de las medidas de los lados (en ejemplo ab/de), los éangulos son
iguales, si movemos los triangulos los dngulos van a seguir siendo los mismos en ambos triangulos, de igual forma el resultado de la division de
las medidas de los lados van a coincidir (en ejemplo ab/de=3.5 y bc/ef= 3.5 y ac/df= 3.5)

Aa T

Una caracteristica comun que logramos encontrar en los casos 1, 2, 3,4,y 5 es

en todos los casos vistos la medida del &ngulo FED y el angulo ABC miden lo mismo, de igual forma el angulo BAC y el angulo FDE miden lo

mismo y el angulo BCA y el &ngulo EFD miden lo mismo

Aa T

A partir de lo anterior podemos afirmar que (escribir una generalidad)
en todos los casos vistos la medida del angulo FED y el &ngulo ABC miden lo mismo, de igual forma el angulo BAC y el angulo FDE miden lo

mismo y el angulo BCA y el angulo EFD miden lo mismo

ACTIVIDAD NO EXPLORADA

A continuacién, se encuentra representado el A ABC y el /\ DEF . Escriban una caracteristica de los tridngulos

que puedan inferir de la informacion observada.

Aa T

CASO FINAL
B
E
]
c A
. L ]
F D
AB 4 BC 35 AC 63
= —o05 LT _ i —_—
DE 8 EF 7 95 DF” 126 0

Lo que podemos inferir es

aa m  loséngulos van a coincidir como en los casos anteriores

ACTIVIDAD DE SINTESIS

Escriban detalladamente un texto donde le cuenten a sus companeros de clase, qué informacion analizaron, qué
pudieron encontrar de nuevo y para que es Util lo encontrado en el contexto de la geometria.

en la actividad pudimos observar cosas nuevas como lo es que gracias al resultado de las divisiones de las medidas de los lados de los

Aa T
triangulos se determinan los angulos de los mismos, para esto tuvimos que analizar las medidas de los lados y las medidas de los angules

n




Anexo C: Tarea 1 — Grupo 3

ACTIVIDAD DE DESCUBRIMIENTO

En el siguiente aplicativo encuentra representado el ﬂABG i E|ﬂDE’F. Realicen la siguientes acciones.

i) Utilicen la herramienta Distancia ‘;"'/ para determinar la longitud de los lados de cada triangulo.

i) Ingresen las longitudes en las casillas correspondientes.

CASO INICIAL
” Q =
Dejar Casillas en Cero -
c E
CA =362 CB=6.08 i" =4:428
LAB%M FD = 2.52
A B F D
5.74 6.08 362 .
AB : o
= —— = 144 16:7:1.44 £=_=1.44

DE

Escriban la caracteristica que logran identificar para el caso inicial.

as 1w  podemos evidenciar dos triangulos rectangulos con longitudes diferentes pero al dividir un lado del triangulo A y un lado del triangulo B nos da
el mismo resultado

ACTIVIDAD DE EXPLORACION
En los siguientes aplicativos encuentran representados el ,ﬁABC y el &DEF. Utilicen la herramienta

Angulo ‘f‘ para determinar la medida de los dngulos de cada uno de los tridngulos.

CASO 1

] < @

0




Escriban una caracteristica que lograron encontrar al medir los angulos para el caso 1.

aa 1w losangulos no son los mismos ya que los triangulos son de diferente tamario pero el valor de sus angulos es el mismo

Escriban una caracteristica que lograron encontrar al medir los angulos para el caso 2.

As w  hoimporta el tamafo de los triangulos el valor del angulo es el mismo

Escriban una caracteristica que lograron encontrar al medir los angulos para el caso 3.

aa w  hoimporta el tamano de los triangulos el valor del angulo es el mismo

Escriban una caracteristica que lograron encontrar al medir los angulos para el caso 4

aa 1 hoimporta el tamafio de los triangulos el valor del angulo es el mismo

Escriban una caracteristica que lograron encontrar al medir los angulos para el caso 5

aa 1w hoimporta el tamafio de los triangulos el valor del angulo es el mismo

ACTIVIDAD DE RECAPITULACION

De acuerdo con lo encontrado en la ACTIVIDAD DE DESCUBRIMIENTO y en la ACTIVIDAD DE EXPLORACION,
completen la informacion solicitada en las siguientes casillas.

Al explorar el caso inicial, el caso 1, 2, 3, 4, y 5, observamos que

aa 1w  hemos explorado la forma de hallar los lados de un triangulo y sus angulos en la aplicacion

Una caracteristica comun que logramos encontraren los casos 1, 2, 3,4,y 5 es

aa 1w  hemos econtrado que todos los triangulos son semejantes y todo sus sus angulos eran los mismos por ende no importaba el tamafio

A partir de lo anterior podemos afirmar que (escribir una generalidad)

aa 1w todoslos angulos son los mismos

ACTIVIDAD NO EXPLORADA

A continuacién, se encuentra representado el \ ABC y el /\ DEF . Escriban una caracteristica de los tridngulos

que puedan inferir de la informacion observada.

CASO FINAL

c A

- .

F D
AB 4 BC 35 AC 63
DE-8 °° FF=7 =% DF- e °°

Lo que podemos inferir es

aa w  loslados de los triangulos son semejantes si el valor de los angulos son iguales

ACTIVIDAD DE SINTESIS

Escriban detalladamente un texto donde le cuenten a sus companeros de clase, qué informacion analizaron, qué
pudieron encontrar de nuevo y para que es Util lo encontrado en el contexto de la geometria.



aa mw laactividad que realizamos el dia de hoy fue analizar los diferentes tipos de triangulos y obsevar sus angulos para sacar una conclucion la-cual
es:los lados de los triangulos son semejantes si el valor de los angulos son iguales.

Anexo D: Tarea 2 — Grupo 1

ACTIVIDAD DE PRACTICA

En el siguiente aplicativo encontraran la herramienta Crear Tridngulos *\ que permite generar un

nuevo triangulo a partir de otro triangulo ya construido. Para usar la herramienta, efectuen el siguiente
procedimiento:
Seleccionen la herramienta Crear tridngulos ', . Seleccionen el punto 4, del triangulo dado. (Azhﬂﬁﬁ).

Ingresen un valor entre 2 y 10. Seleccionen los puntos B, y €y del A;hBlCi. Hagan clic en alguna parte de la

vista grafica, para generar un punto. El aplicativo generara un nuevo triangulo con una propiedad que deberas
descubrir.

CASO DE PRACTICA

BE S

ACTIVIDAD DESCUBRIMIENTO

En el siguiente aplicativo encontraran representado el ﬂ_ﬁiszCz . Utilicen la herramienta Crear Tridngulos ‘\
para construir un nuevo triangulo (/\ GHI) a partir del [\ A;B:C.

;Qué caracteristica cumplen los tridngulos generados por la herramienta Crear Tridngulos? Escriban la
caracteristica identificada en la casilla que se encuentra después del aplicativo.

CASO INICIAL

()8 4 o




La caracteristica que tienen los triangulos generados por la herramienta Crear Tridngulos es:

aa w  Noimporta el tamafio de los triangulos sus angulos AB y C seran los mismos en los diferentes triangulos

ACTIVIDAD EXPLORACION

En el siguiente aplicativo se encuentra representado el ﬂ ABC, Utilicen la herramienta Crear triangulos ‘\
para construir un nuevo triangulo (ﬂ\ GHI) a partir del ﬂABC. Descubran una nueva relacion que cumplen los

dos triangulos construidos utilizando las herramientas del aplicativo.

Avrrastren los vértices del triangulo inicial {ﬂ ABC) y verifiquen la relacion encontrada en otros triangulos.
CREACION DE CASOS

A
Dejar Casillas en Cero ‘

0 =48.96° c
348
4.93
Hi0.03*
24
n=41° 4
1=90.03"
A 372 B
3.72 3.24 4.93
("i‘;}= — 0es %:_:u‘sa ‘éi:_:uaa
’ 3.48 5.3
El valor de las casillas es correcto .

Escriban la relacion que lograron encontrar al ingresar la longitud de los segmentos en las casillas
correspondientes.

aa 1 Queaungque movamos el triangulo inicial, el resultado de las divisiones de las medidas de sus lados son congruentes

ACTIVIDAD NO EXPLORADA

A continuacion, se encuentra representado el /\ 4:B:Csy el A\ D\EvF . Escriban una caracteristica de los
triangulos que se pueda inferir de la informacion observada en el siguiente aplicativo.

Lo que podemos inferir es

aa 1w Queelangulo C3yF1soniguales,E1y B3 son iguales y que A3y D1 son iguales




ACTIVIDAD DE SINTESIS

Escriban detalladamente un texto donde le cuenten a sus companeros de clase, qué informacion analizaron,
gue pudieron encontrar de nuevo y para qué es Util lo encontrado en el contexto de la geometria.

Nosotros encontramos que podiamos elegir el tamafio del triangulo que creamos y que no importa cuanto moviéramos sus vértices los
&ngulos seguian midiendo lo mismo algunas veces, también nos dimos cuenta que al dividir los lados de los dos tridngulos el resultado de la

Aa T

divisidn era la misma

ACTIVIDAD DE RECAPITULACION

De acuerdo con lo encontrado en la ACTIVIDAD DE DESCUBRIMIENTO y la ACTIVIDAD DE EXPLORACION,
completen la informacion solicitada en el siguiente aplicativo.

a, =20°
La herramienta Crear Triangulo permite obtener
parejas de triangulos en los cuales se cumple que

la medida de sus angulos es igual

En algunas de estas parejas observamos que

6, = 102°

sus tamafos son diferentes pero sus angulos i

Inferimos que siempre que en una pareja de
triangulos se cumple que

Siempre que sus angulos midan lo mismo
también se puede concluir que
El resultado de la division de sus lados sea la

Asi por ejemplo, en el AABC y ADEF
se pudo concluir

MK JK M
PQ NP NQ
Las proporciones son correctas por que se tlene que

LI UN, ZK = /P y /M= 2Q

Anexo E: Tarea 2 — Grupo 2

ACTIVIDAD DE PRACTICA

En el siguiente aplicativo encontraran la herramienta Crear Tridngulos \\ que permite generar un

nuevo tridngulo a partir de otro tridngulo ya construido. Para usar la herramienta, efectien el siguiente

procedimiento:

Seleccionen la herramienta Crear tridngulos <, . Seleccionen el punto 4; del tridngulo dado. (AABC).

Ingresen un valor entre 2 y 10. Seleccionen los puntos By y ¢; del AA]B[C]. Hagan clic en alguna parte de la

vista grafica, para generar un punto. El aplicativo generara un nuevo triangulo con una propiedad que deberas
descubrir.



CASO DE PRACTICA

(x] %

ACTIVIDAD DESCUBRIMIENTO
En el siguiente aplicativo encontraran representado el ﬁ\, AB;Cy . Utilicen la herramienta Crear Tridngulos ‘\
para construir un nuevo triangulo {‘r‘_\ GHI) a partir del ﬂ ApBa 0y,

;Queé caracteristica cumplen los triangulos generados por la herramienta Crear Tridngulos? Escriban la
caracteristica identificada en la casilla que se encuentra después del aplicativo.

CASO INICIAL

DI 5

ra
La

La caracteristica que tienen los triangulos generados por la herramienta Crear Tridngulos es:

aa w  quelosangulos de los triangulos son los mismos y también nos dimos cuenta que el numero que uno pone varia el tamano del triangulo




ACTIVIDAD EXPLORACION
En el siguiente aplicativo se encuentra representado el ﬂ ABC _ Utilicen la herramienta Crear triangulos ‘K

para construir un nuevo triangulo {,ﬂ\ GHI) a partir del ﬂABC‘. Descubran una nueva relacion que cumplen los

dos triangulos construidos utilizando las herramientas del aplicativo.

Arrastren los vértices del triangulo inicial [ﬂ ABC) y verifiquen la relacion encontrada en otros triangulos.

CREACION DE CASOS
> A p
Dejar Casillas en Cero

IH=2.04

G

0 = 744¢°
X ;
N=7ac=103
H= 26.83°
A \gc=223 7888G1=094>0
AB =219
1= 26.83°
B
0
ag " e D ac Y
en- HI ~ - ar
0 0

Escriban la relacion que lograron encontrar al ingresar la longitud de los segmentos en las casillas

correspondientes.

aa w  que el resultado de la division de las medidas de los lados de los triangulos coinciden en los 3 casos, los triangulos tienen los mismos angulos

ACTIVIDAD NO EXPLORADA

A continuacion, se encuentra representado el f_\_ A3ByCay el [_'\Dl.ElF‘l . Escriban una caracteristica de los

triangulos que se pueda inferir de la informacién observada en el siguiente aplicativo.

£=98.3"

Lo que podemos inferir es

aam  9que el resultado de la division de las medidas de los lados también va a coincidir como fue en el caso anterior

ACTIVIDAD DE SINTESIS

Escriban detalladamente un texto donde le cuenten a sus companieros de clase, qué informacién analizaron,
gue pudieron encontrar de nuevo y para qué es (til lo encontrado en el contexto de la geometria.

Aa m  que mientras los angulos de los triangulos coincidan, |a division de las medidas de los lados de los triangulos, van a ser iguales en los 3 casos




ACTIVIDAD DE RECAPITULACION

De acuerdo con lo encontrado en la ACTIVIDAD DE DESCUBRIMIENTO vy la ACTIVIDAD DE EXPLORACION,
completen la informacién solicitada en el siguiente aplicativo.

a, =207

La herramienta Crear Triangulo permite obtener
parejas de triangulos en los cuales se cumple que

los angulos y las divisiones de las medidas de

En algunas de estas parejas observamos que

8, =102 que los tamanos de los triangulos en los casos

Inferimos que siempre gue en una pareja de
triangulos se cumple que

los angulos son iguales
también se puede concluir que
que mientras los angulos de los tridngulos coil

Asi por ejemplo, en el AABC y ADEF
se pudo concluir

J K MK M JK

PQ QN PN
Las proporciones son correctas por que se fiene que
LI=EN, LK = LP y LM =20

Anexo F: Tarea 2 — Grupo 3

ACTIVIDAD DE PRACTICA

En el siguiente aplicativo encontraran la herramienta Crear Tridngulos \\ que permite generar un

nuevo triangulo a partir de otro tridangulo ya construido. Para usar la herramienta, efectien el siguiente

procedimiento:

Seleccionen la herramienta Crear tridngulos ‘\ . Seleccionen el punto 4; del triangulo dado. (AAIBHQ).

Ingresen un valor entre 2 y 10. Seleccionen los puntos B, y ; del {_\,A;Bl(‘-l. Hagan clic en alguna parte de la
vista grafica, para generar un punto. El aplicativo generara un nuevo triangulo con una propiedad que deberas
descubrir.

CASO DE PRACTICA

(x] %




ACTIVIDAD DESCUBRIMIENTO
En el siguiente aplicativo encontrardn representado el ﬂAszC: . Utilicen la herramienta Crear Tridngulos ‘K

para construir un nuevo triangulo (/\ GHI) a partir del /\ A;8:C;.

:Qué caracteristica cumplen los triangulos generados por la herramienta Crear Tridngulos? Escriban la
caracteristica identificada en la casilla que se encuentra después del aplicativo.

CASO INICIAL

(3] <&

La caracteristica que tienen los triangulos generados por la herramienta Crear Tridngulos es:

aa w  alutilizar la herramienta puede generar triangulos de diferente tamafio pero el valor de los angulos es el mismo

ACTIVIDAD EXPLORACION

En el siguiente aplicativo se encuentra representado el ﬂ ABC, Utilicen la herramienta Crear triangulos ‘K

para construir un nuevo triangulo {ﬂ GHI) a partir del ﬂABC. Descubran una nueva relacion que cumplen los
dos triangulos construidos utilizando las herramientas del aplicativo.

Arrastren los vértices del tridngulo inicial (_& ABC) y verifiquen la relacion encontrada en otros triangulos.
CREACION DE CASQS

7
=331 Dejar Casillas en Cero

= 33.18°
AG = 10.BC = 10.55
Gl =7HI= 7.43
n=7559°
G 7GH =42 23"
AB=596 ,_ 7 5y &-CH=42
A
B
0
a_° e " . ac '
Gi=—— =" - e
0 0

Escriban la relacion que lograron encontrar al ingresar la longitud de los segmentos en las casillas
correspondientes.

aa 1w  Ppodemos afirmar que al cambiar el valor de los lados de los dos triangulos y al dividirlo nos dan el mismo resultado

M



ACTIVIDAD NO EXPLORADA

A continuacion, se encuentra representado el /\ 4:B:Csy el A\ D\EvF . Escriban una caracteristica de los
triangulos que se pueda inferir de la informacion observada en el siguiente aplicativo.

£=98.3"

Lo que podemos inferir es

aa n  Noimporta el valor de los lados de los 2 triangulo, si dividimos un lado del triangulo ABC con un lado del triangulo DEF nos dara el mismo

resultado las divisiones

ACTIVIDAD DE SINTESIS

Escriban detalladamente un texto donde le cuenten a sus companeros de clase, qué informacion analizaron,
queé pudieron encantrar de nuevo y para qué es Util lo encontrado en el contexto de la geometria.

aa w  concluimos que al tener los el valor de angulos igual en los 2 triangulos son congruentes y que el valor de los lados del triangulo no importa ya
que podemos cambiarlo y nos dara el mismo resultado cuando dividimos un lado del triangulo ABC con un lado del triangulo DEF

ACTIVIDAD DE RECAPITULACION

De acuerdo con lo encontrado en la ACTIVIDAD DE DESCUBRIMIENTO y la ACTIVIDAD DE EXPLORACION,
completen la informacion solicitada en el siguiente aplicativo.

N

a, = 20°

La herramienta Crear Triangulo permite obtener
parejas de fridngulos en los cuales se cumple que

LOS ANGULOS SON CONGRUENTES

En algunas de estas parejas observamos que

B, =10 TIENEN EL MISMA MEDIDA DEL ANGU]

Inferimos que siempre gue en una pareja de
friangulos se cumple que

AL DIVIDIR AB CON GH VAN DAR EL M
también se puede concluir que
LOS ANGULOS SON IGUALES

Asi por ejemplo, en el AABC y ADEF
se pudo concluir

JK JM MK

NP NK PQ
por que se tiene que

LI IN, ZK= /P y /M= 20



Anexo G: Tarea 3 — Grupo 1

ACTIVIDAD DE REPASO

En el siguiente aplicativo se tiene representado el _.ﬂ, ABC . Realicen las siguiente acciones.

1) Hagan clic sobre las etiquetas de los segmentos que estan de color azul celeste y verde manzana.
Observen lo que ocurre con la razdn presentada al lado derecho.

i) Utilicen las etiquetas para determinar las 6 razones que se pueden establecer entre las longitudes de los
diferentes lados del triangulo rectangulo.

CASO DE REPASO

AB BC AC
AB BC AC XX

ACTIVIDAD DE DESCUBRIMIENTO Y EXPLORACION

En el siguiente aplicativo encuentran ﬂABC‘ Vi &DE.F‘ rectdngulos. ;Qué relacion encuentran entre las medidas

de los angulos agudos de los triangulos y la condicion de que i—c ¥ g

ol EF/DF son iguales a 17

EXPLORACION DE CASOS

E
A
1
51. A 1
D<<JF=2.54:
=44
FE=261 ...
D1 It -
° E L

Escriban la(s) caracteristica(s) gue logran identificar para los triangulos que cumplen la condicion solicitada.

aa 1w  Eneste caso como en todos los casos los angulos agudos de dichos triangulos la suma de estos es igual a 90°, por esto su angulo recto también
mide 90° la medida de los lados BC/AC es congruente y la medida de los lados EF/DF no es congruente, a pesar de esto el resultado es el
mismo, la relacion entre los angulos agudos es que aproximadamente miden 45° cuando el resultado de la condicion es uno.




ACTIVIDAD NO EXPLORADA

Construyan un triangulo rectangulo, luego arrastren los vértices para que se cumpla gue la razon entre sus
catetos sea 1. Luego completen las informacion sclicitada en el aplicativo.

MNota: para utilizar la herramienta Construir Triangulo Rectangulo, deben seleccionar la herramienta CREAR
TRIANGULOS RECTANGULOS y luego seleccionar dos puntos cualesquiera de la vista grafica.

(R] 2 4

G
44.89°
3.63
D
L]

En la actividad de DESCUBRIMIENTO Y EXPLORACION encontramos triangulos rectangulos

que cumplen la condicion de que sus catetos miden aproximadamente lo . Luego de usar el arrastre, descubrimos
que los triangulos también cumplen que  sus #ngulos agudos son spréximada Por lo anterior es posible establecer
que si un triangulo rectangulo tiene tieve catetos congruentes entonces cumple que = fugulos son aproximadamente 4

Por ejemplo, en el triangulo construido se tiene que SUS ngules miden aproximadan POFQUE  sus catetos son aproximadamente o

ACTIVIDAD DE SINTESIS

Escriban detzlladamente un texto donde le cuenten a sus companieros de clase, qué informacion analizaron qué
pudieron encontrar de nuevo.

aa 1w Debido a que los angulos de dichos triangulos rectangulos miden aproximadamente lo mismo (45°) se puede concluir que sus lados al
aproximarlos son iguales...

Anexo H: Tarea 3 — Grupo 2

ACTIVIDAD DE REPASO

En el siguiente aplicativo se tiene representado el ﬂABC. Realicen las siguiente acciones.

i) Hagan clic sobre las etiquetas de los segmentos que estan de color azul celeste y verde manzana.
Observen lo que ocurre con la razdn presentada al lado derecho.

i) Utilicen las etiquetas para determinar las 6 razones que se pueden establecer entre las longitudes de los
diferentes lados del triangulo rectangulo.



CASQ DE REPASO

AB BC AC
AB BC AC XX

XX
 Reiniciar |

ACTIVIDAD DE DESCUBRIMIENTO Y EXPLORACION

En el siguiente aplicativo encuentran ﬂ,Ab‘C ¥ ﬂ,DE.F‘ rectangulos. ;Qué relacion encuentran entre las medidas
de los dngulos agudos de los tridngulos y la condicidn de que B_g ¥ %

y EF/DF soniguales a 1?7

EXPLORACION DE CASOS

(r] 4 5

AC =247 Cc

it

Escriban la(s) caracteristica(s) que logran identificar para los triangulos que cumplen la condicién solicitada.

s  que mientras los angulos se acerquen mas a 45, las razones van a ser mas exactas a 1, y cuando miden 45 exactos la division también exacta

ACTIVIDAD NO EXPLORADA

Construyan un triangulo rectangulo, luego arrastren los vértices para que se cumpla gue la razon entre sus
catetos sea 1. Luego completen las informacién sclicitada en el aplicativo.

MNota: para utilizar la herramienta Construir Triangulo Rectangulo, deben seleccionar la herramienta CREAR
TRIANGULOS RECTANGULOS y luego seleccionar dos puntos cualesquiera de la vista grafica.

En la actividad de DESCUBRIMIENTO Y EXPLORACION encontramos triangulos rectangulos

que cumplen la condicion de que dos lados son iguales . Luego de usar el arrastre, descubrimos
que los triangulos también cumplen que si2asgulos miden 45 larazon vaa - Por lo anterior es posible establecer
que si un triangulo rectangulo tiene  dos lados iguales entonces cumple que s o5 angulos son iguales a 45 los I

Por ejemplo, en el triangulo construido se tiene que sSus  angules miden 45 porque  sus lados son iguales



ACTIVIDAD DE SINTESIS

Escriban detzlladamente un texto donde le cuenten a sus companieros de clase, qué informacion analizaron qué
pudieron encontrar de nuevo.

aa m  pudimos descubrir que cuando un triangulo rectangulo tiene 2 lados iguales el resultado de la razon va a dar 1y sus angulos aagudos miden
45, de igual manera si la razén de un triangulo da 1, dos de sus lados son iguales y sus dngulos miden 45

Anexo I: Tarea 3 — Grupo 3

ACTIVIDAD DE REPASO

En el siguiente aplicativo se tiene representado el _.ﬂ ABC . Realicen las siguiente acciones.

i) Hagan clic sobre las etiquetas de los segmentas que estan de color azul celeste y verde manzana.
Observen lo que ocurre con la razon presentada al lado derecho.

i) Utilicen las etiquetas para determinar las 6 razones que se pueden establecer entre las longitudes de los
diferentes lados del tnangulo rectangulo.

CASO DE REPASO

AB BC AC
AB BC AC XX

ACTIVIDAD DE DESCUBRIMIENTO Y EXPLORACION

En el siguiente aplicativo encuentran ﬂAHC y &DEF rectangulos. ;Queé relacion encuentran entre las medidas
EF

. . . BC
de los dngulos agudos de los tridngulos y la condicion de gue ac Y OF

EF/DF soniguales a 17

EXPLORACION DE CASOS

(x] < S

| b

TS -

Escriban la(s) caracteristica(s) gue logran identificar para los triangulos que cumplen la condicion solicitada.
Escriban la(s) caracteristica(s) que logran identificar para los tridngulos que cumplen la condicién solicitada.

A2 @ 2 puntos que conforman el triangulo tiene en comin un angulo recto por ende los otros dos son agudos y esos angulos son congruentes ya
que tiene la misma medida (45)




ACTIVIDAD NO EXPLORADA

Construyan un triangulo rectangulo, luego arrastren los vértices para que se cumpla gue la razon entre sus
catetos sea 1. Luego completen las informacion sclicitada en el aplicativo.

MNota: para utilizar la herramienta Construir Triangulo Rectangulo, deben seleccionar la herramienta CREAR
TRIANGULOS RECTANGULOS y luego seleccionar dos puntos cualesquiera de la vista grafica.

[&]> 4

6.55 e

En la actividad de DESCUBRIMIENTO Y EXPLORACION encontramos triangulos rectangulos

que cumplen la condicion de dos lados del triangulo son iguales . Luego de usar el arrastre, descubrimos

que los triangulos también cumplen que 12 medida de los angulos son ignales._ Por lo anterior es posible establecer

que si un triangulo rectangulo tiene  dos lados iguales entonces cumple que  sus angulos agudos tienen la misma
Por ejemplo, en el tridngulo construido se tiene que SUS  dos angulos agudos tiene ¢l POrqUe

los 2 catetos tiene el mismo valor

ACTIVIDAD DE SINTESIS

Escriban detalladamente un texto donde le cuenten a sus companeros de clase, qué informacion analizaron quée
pudieron encontrar de nuevo.

Aa | T descubrimos que al tener los dos catetos con el mismo valor los 2 angulos agudos tendra la misma medida (45) y al sumarlo con el angulo recto
nos da 180

Anexo J: Tarea 4 — Grupo 1

MATERIAL DE REPASO

En la siguiente imagen se muestra |a definicion de las razones trigonométricas para un angulo agudo & en un
triangulo rectangulo.

Razones trigonométricas directas para el angulo a

_ Calelo Opueslo

C Sen(a
en(a) Hipolenusa
. Clateto Adyacente
Cos(a)= ——F
Ilipotenusa
////’ Tan(a) = f'nlr!.n Opuesto
o @ Le g Cateto Adyacente




ACTIVIDAD DE DESCUBRIMIENTO Y EXPLORACION

En el siguiente aplicativo encuentran representados el \ ACB y el A DFE. arrastren los puntos A, B, D y E para
construir tridngulos en los cuales se cumpla que sen (&) = cos ().

- E
a=432247° - 12 6000
A c 0 F
sen(43.2247°) = 0.6849 cos (42.6849°) = 0.7351

;Qué condicidn cumplen los dngulos @ y @ cuando sen (o) = cos ()7

Az La suma de los dngulos (a) y (8) es = a 90°

Escriban un patron de generalidad en el que se relacione sen (a) =cos (@) con la condicién encontrada
anteriormente,

an m  Concluimos que si el sen(a) de un éngulo de un triangulo rectanguloe es = cos(P) de otro angulo de un tridngulo rectangulo entonces, la suma
de los angulos (o) y (B) es aproximadamente 50°

Consideran que |a condicién se cumplen en cualquier par de triangulos rectangulos con dngulos agudeos o v
respetivamente y en los cuzles se tiene que sen (u) = cos (f). jCOmo estan seguros de su respuesta?

aa m  Alhacer la prueba con angulos de distintas medidas demuestra que la suma de sus angulos es aproximadamente 90° por esto estamos seguros
de que esta condicion se cumple en todos los casos

ACTIVIDAD DE APLICACION

La profesora dibuja en el tablero de clase un tridangulo rectangulo ACE con &dngulo recto en C, hipotenusa AB =
5.83, m£ BAC = 30.96° y m £ ABC = 55.04° (ver figura 1) y solicita a los estudiantes calcular la longitud del lado
BC. Ana y Juan estan calculando la longitud del lado BC del triangulo y al contrastar sus calculos Juan dice que
BC = sen (30.96°) - 5.83, mientras Ana dice gue la forma de calcular el lado BC es BC = cos (59.04°)-5.83. Con
base en lo anterior realice las siguientes acciones

Respondan la pregunta habilitada que estan después de la imagen.

pe=sacr o g

Figura 1

;5In hacer uso de la calculadora, cual de los dos estudiantes ha calculado correctamente BC y por que estan
sequros de su respuesta?

Aa . . co . . .
Los dos han calculado correctamente. porque Juan all el sen (30,96) que es igual al ——, como juan no tiene el cateto opuesto la hipotersa p

H



ARGUMENTO INDUCTIVO

Escriban un argumento inductivo en donde se pueda evidenciar el dato, el patrén de generalidad y la asercion a
partir de lo trabajado en esta tarea.

aa m  DATO: Nuestro conjunto referencial son los triangulos rectan, nuestro primer atributo es que sen de alfa y cos de B sean iguales, el segundo
atributo es que la suma de sus angulos sea 90°. Se pueden allar el sen y el cos en un mismo triangulo rectangulo.

ACTIVIDAD DE SINTESIS

Escriban detalladamente un texto donde le cuenten a sus compafieros de clase, qué informacién analizaron qué
pudieron encontrar de nuevo.

aa w  Nosotros pudimos encontrar que un argumento inductivo tiene tres partes el cual es son:el dato,la generalidad y la asercion y con este mismo

pudimos analizar que en un triangulo rectangulo o en dos triangulos rectangulos se puede hallar el seno y el coseno y la suma de estos dos
daria 90°

Anexo K: Tarea 4 — Grupo 2

MATERIAL DE REPASO

En la siguiente imagen se muestra la definicion de las razones trigonométricas para un dngulo agudo o en un
triangulo rectangulo.

Razones trigonométricas directas para el angulo a

c Sen(a) = ('r}.’,(fn‘o Opuesio
Hipolenusa

Cos(a) = Cateto Adyacente
o8 = Hlipotenusa

/ Tan(a) = Calelo Opuesto

n® Le Cuateto Adyacente

ACTIVIDAD DE DESCUBRIMIENTO Y EXPLORACION

En el siguiente aplicativo encuentran representados el \ ACB y el A DFE. Arrastren los puntos A, B, D y E para
construir tridngulos en los cuales se cumpla que sen (&) = cos ().

m

B

a=30.2403° 3 p=50812

c & F

sen(30.2403°) = 0.5036 cos (59.812°) = 0.5028

;Qué condicidn cumplen los dngulos @ y @ cuando sen (o) = cos ()7

as m  Qquealsumar los angulos cty B el resultado es 90°




Escriban un patron de generalidad en el que se relacione sen (a) =cos (@) con la condicidn encontrada
anteriormente.

aa 1 sielresultado del sen(a) del triangulo rectangulo ABC es igual al resultado del cos(f) del triangulo rectangulo DEF entonces la suma de estos
angulos va a ser 90°

Consideran que |a condicién se cumplen en cualquier par de triangulos rectangulos con dngulos agudeos o v
respetivamente y en los cuzles se tiene que sen (u) = cos (f). jCOmo estan seguros de su respuesta?

aa o  esprobable, debido a que lo comprobamos en varios casos

ACTIVIDAD DE APLICACION

La profesora dibuja en el tablero de clase un tridangulo rectangulo ACE con &ngulo recto en C, hipotenusa AB =
5.83, m£ BAC = 30.96° y m £ ABC = 55.04° (ver figura 1) y solicita a los estudiantes calcular la longitud del lado
BC. Ana y Juan estan calculando la longitud del lado BC del triangulo y al contrastar sus calculos Juan dice que
BC = sen (30.96°) - 5.83, mientras Ana dice que la forma de calcular el lado BC es BC = cos(59.04°)-3.83. Con
base en lo antenor realice las siguientes acciones

Respondan la pregunta habilitada que estan después de la imagen.

pe=sacr o g

Figura 1

;5In hacer uso de la calculadora, cual de los dos estudiantes ha calculado correctamente BC y por que estan
sequros de su respuesta?

A2 7  ambos lo calcularon de manera correcta ya que ambos usaron formulas correctas teniendo en cuenta que sen(a)=cos(B) (ya que la suma de los
angulos es igual a 90° ) por lo cual sus resultados son iguales

ARGUMENTO INDUCTIVO

Escriban un argumento inductivo en donde se pueda evidenciar el dato, el patrén de generalidad y la asercion a
partir de lo trabajado en esta tarea.

as 1 alexplorar dos tridngulos en los cuales sen(a) = cos(B) descubrimos que el resultado de dos de sus angulos es igual o aproximado a 90° por lo
que descubrimos gue si tenemos un triangulo rectangulo en el cual sen(a) = cos(p) entonces podemos inferir que la suma de dos de sus
angulos es igual o aproximada a 90°, por lo cual es probable que en otros casos en los que sen(a) = cos(f) la suma de dos sus angulos sera
igual a 90° también

ACTIVIDAD DE SINTESIS

Escriban detalladamente un texto donde le cuenten a sus comparieros de clase, que informacion analizaron qué
pudieron encontrar de nuevo.

aa m  encontramos que si tenemos un triangulo rectangulo en el cual sen(c) = cos(P) entonces podemos inferir que la suma de dos de sus angulos es
igual 0 aproximada a 90°




Anexo L: Tarea 4 — Grupo 3

MATERIAL DE REPASO

En la siguiente imagen se muestra la definicion de las razones trigonométricas para un dngulo agudo o en un
triangulo rectangulo.

Razones trigonométricas directas para el angulo a

Calelo Opucsto

C Sen(a) =
() = Hipotenusa

Cos(a) = Caleto Adyacente
O = T ipotenusa

Calelo Opuesto

Tan(a) = Sateto Opucsto
() = et Adyacente

A B

ACTIVIDAD DE DESCUBRIMIENTO Y EXPLORACION

En el siguiente aplicativo encuentran representados el /\ ACB y el A DFE. Arrastren los puntos A, B, D y E para
construir tridngulos en los cuales se cumpla que sen (&) = cos ().

a=59.878
B =30.1963°

]
A c b F

sen(59.8786°) = 0.865 cos (30.1963°) = 0.8643

;Qué condicion cumplen los angules e ¥y @ cuando sen (a) = cos (§)7

Aa al sumar los dos angulos nos da 90

Escriban un patron de generalidad en el que se relacione sen (o) =cos (@) con la condicién encontrada
anteriormente,

aa 7 sienun triangulo rectangulo el resultado de sen y cos es igual entonces la suma de los angulos nos dara 90

Consideran que |a condicién se cumplen en cualquier par de triangulos rectangulos con dngulos agudeos o v
respetivamente y en los cuzles se tiene que sen (u) = cos (f). jCOmo estan seguros de su respuesta?

a2 7 noestamos del todo seguros ya que en algunos caso nos puede dar mas halla de 90




ACTIVIDAD DE APLICACION

La profesora dibuja en el tablero de clase un tridangulo rectangulo ACE con &ngulo recto en C, hipotenusa AB =
5.83, m£ BAC = 30.96° y m £ ABC = 55.04° (ver figura 1) y solicita a los estudiantes calcular la longitud del lado
BC. Ana y Juan estan calculando la longitud del lado BC del triangulo y al contrastar sus calculos Juan dice que
BC = sen (30.96°) - 5.83, mientras Ana dice que la forma de calcular el lado BC es BC = cos(59.04°)-3.83. Con
base en lo antenor realice las siguientes acciones

Respondan la pregunta habilitada que estan después de la imagen.

pe=sacr o g

Figura 1

;5In hacer uso de la calculadora, cual de los dos estudiantes ha calculado correctamente BC y por que estan
sequros de su respuesta?

aa 1 losdos estan bien ya que las razones trigonometrica que utilizan para hallar el valor BC son correctas

ARGUMENTO INDUCTIVO

Escriban un argumento inductivo en donde se pueda evidenciar el dato, el patrén de generalidad y la asercion a
partir de lo trabajado en esta tarea.

aa 1w  dato:triangulo rectangulo
atributo1: sen(a) = cos(B)
atributo2: angulos

si en un triangulo rectéangulo no cumple que tenga un angulo recto entonces por esto la suma de los angulos de sen(a) cos(B) no se podrian
sumar para dar nuestra garantia que al sumarlos de 90

ACTIVIDAD DE SINTESIS

Escriban detalladamente un texto donde le cuenten a sus comparieros de clase, qué informacion analizaron qué
pudieron encontrar de nuevo.

aa m  hosotros al explorar estas actividades encontramos que si en un triangulo rectangulo el resultado de sen y cos es igual entonces la suma de los
&ngulos nos daré 90




