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2. Descripcién

El grupo Aprendizaje y Ensefianza de la Geometria, hace una propuesta especifica para el nivel
universitario que tiene como objetivo que los estudiantes den sentido a cuestionarse sobre la
existencia de los objetos geométricos en el marco de una teoria especifica y perciban que no tiene
mucho significado hablar de objetos, cuya existencia no se ha justificado. Asi que, se pretende
exponer la clasificacion de los teoremas de existencia desde dos perspectivas, en la primera, se
mostrara la clasificacion desde el contenido geométrico de los teoremas; es decir, se tendra en
cuenta el enunciado y demostracién; en la segunda, se expone la clasificacion desde el contenido
geomeétrico, es decir, segun el tipo de problemas que aluden a los teoremas de existencia; para ello
se menciona dos aspectos, problemas segun el tipo de problemas propuesto, y problemas segun el
tipo de blsqueda. Este trabajo es realizado haciendo un analisis de los teoremas expuestos en el
libro Geometria plana: un espacio de aprendizaje; cabe resaltar no trabajaron los teoremas de

existencia que aluden a cuadrilateros, proyeccion paralela y circunferencia.
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3. Fuentes

Birkhoff, G. (1932). A set of postulates for plane geometry, based on scale and protractor. Annals
of Mathematics, 33(2), 329-345. Disponible en http://www.jstor.org/ stable/1968336
Mariotti M. y Fischbein E. (1997). Defining in classroom activities. Kluwer Academic Publishers.

Educational Studies in Mathematics 34: 219-248
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Mariotti, A. (2006).Proof and proving in mathematics. En A. Gutierrez y P. Boero
(eds.),Handbook of Research on the Psychology of Mathematics Education: Past, Present
and Future. Genova: Sensepublishers.

Samper, C. y Molina, O. (2013). Geometria plana: Un espacio de Aprendizaje. Universidad
Pedagdgica Nacional Fondo Editorial. Bogota.

4. Contenidos

Para desarrollar los propositos del estudio, este trabajo se organiza en siete capitulos. En el
Capitulo uno, se hace la presentacion del tema. El capitulo dos incluye la justificacion y algunos
estudios realizados frente a los teoremas de existencia desde el punto de vista filosofico; por otro
lado, se muestran el objetivo general y los objetivos especificos. En el Capitulo tres, se presenta el
marco de referencia que sustenta el estudio, constituido por dos partes: Lo relativo a asuntos
matematicos (descripcion general de los sistemas teoricos involucrado) y a la aproximacion
metodologica propuesta por el grupo ZA+G. En el Capitulo cuatro se presenta la metodologia
implementada para desarrollar el estudio; en el capitulo cinco se describen con detalle las

categorias de andlisis que nos permitieron clasificar los teoremas de existencia En el capitulo seis
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se realiza el anélisis mismo a la luz de las categorias propuestas en el cuarto capitulo. Finalmente,

en el capitulo siete se exponen las conclusiones que son producto del andlisis realizado.

5. Metodologia

La metodologia utilizada para la realizaciéon del trabajo de grado, corresponde a un analisis de
texto. Ademas, de manera especifica, las etapas llevadas a cabo para realizar el estudio son:
BlUsqueda de referentes tedricos: En primer lugar, se realizO una busqueda de fuentes
bibliograficas que diera alguna referencia a la tematica de interés (teoremas de existencia en
matema@ticas). En los documentos revisados se encontrd que muchos de estos estudios son
relacionados con la filosofia de las matematicas, lo cual llevo a pensar que el cuestionamiento de
los teoremas de existencia en el marco de una teoria eran totalmente pertinentes, puesto que, en
relacion con el tratamiento de dichos teoremas no hay informacién suficiente, no obstante, estos
asuntos no son el objetivo del trabajo.

Construccidn del marco tedrico: Precision de los referentes que proporcionaran luces respecto de
cémo clasificar los teoremas de existencia en el marco de una teoria especifica.

Construccion de categorias de analisis: Las categorias de analisis, atienden a los referentes
tedricos antes mencionados. Se realizaron dos tipos de clasificaciones: uno desde un punto de vista
matematico atendiendo al enunciado y a su demostracion (en donde fueron determinadas 7
categorias emergentes, 3 para los enunciados, y 4 para las demostraciones); y otro segun el tipo de
tareas (problemas) que se proponen en el libro para abordar estos teoremas (para ello tuvimos en
cuenta la tipologia propuesta por Samper, Molina y otros (2013))

Analisis del libro Geometria Plana: un espacio de aprendizaje, Samper y Molina (2013): Se hace
uso de tablas que sintetizan la clasificacion realizada y presentan una descripcion de cada
enunciado o demostracion tenido en cuenta. Ademas, para cada caso, se explica la razon de la
clasificacion realizada a la luz de la descripcion de cada categoria de analisis. De manera analoga
se realiza lo correspondiente a la tipologia de problemas que aluden a los teoremas de existencia.

Escritura del documento final: Terminado el analisis, se precisan los resultados generales del

Documento Oficial. Universidad Pedagogica Nacional
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mismo Yy las conclusiones del estudio dando respuesta a los objetivos del estudio.

6. Conclusiones

Realizando la correspondencia entre las categorias de las clasificaciones segin enunciado y segun
demostracién, se infiere que existe una relacion entre el tipo de enunciado y el tipo de
demostracién; no obstante, la correspondencia no es total, dado que no todos los teoremas

pertenecen al mismo grupo.

Por otro lado, los enunciados que atienden a condiciones especificas (ECE) son muy importantes
en el sistema tedrico, dado que se usan frecuentemente en situaciones de construccion. Por
ejemplo, cuando se necesita un angulo con una medida especifica, el teorema Construccion de
Angulos es vital, pues este justifica la existencia del objeto (el angulo) con la condicion solicitadal
(la medida).

Elaborado por: Cardozo Fajardo Santiago; Ortiz Rocha Yudi Andrea

Revisado por: Molina Jaime Oscar Javier

Fecha de elaboracion del
Resumen:
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1. INTRODUCCION

El grupo de investigacion Aprendizaje y Ensefianza de la Geometria (£ -G) ha

trabajado en la conceptualizacion de la “actividad demostrativa” y su favorecimiento en
las clases de geometria de nivel universitario, especificamente, mediante una propuesta
de innovacion que se viene llevando a cabo en los cursos de la linea de geometria de la

Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagogica Nacional.

En los trabajos realizados no han considerado aun una indagacion exhaustiva que
permita reportar con suficiente detalle cuéles son los aspectos determinantes del papel
del profesor y de la participacion de los estudiantes en la produccion, organizacion y
tratamiento de enunciados de teoremas de existencia. Este trabajo quiere aportar un
poco en este sentido, no precisando el papel del profesor ni los estudiantes en el
proceso, sino proveyendo un pequefio analisis de texto del libro que fundamenta el
desarrollo del curso Geometria Plana. Desde esa perspectiva, especificamente se
pretende clasificar los teoremas de existencia en dos sentidos: el primero, desde un
punto de vista matematico, teniendo en cuenta su enunciado y demostracion, y el
segundo, desde un punto de vista didactico, segin el tratamiento propuesto por Samper
y Molina (2013) en su libro Geometria plana: un espacio de aprendizaje.

En relacion con la existencia de los objetos matematicos, Guevara (2008) menciona que
la filosofia de las Matematicas nombra algunas posturas (el realismo, el conceptualismo,
el nominalismo, el apriorismo, el empirismo, el objetivismo y el existencialismo) desde
las cuales se explica la naturaleza de los entes matematicos a partir de una perspectiva
ontologica. Cuando la filosofia de las matematicas aborda el asunto de la existencia de
los objetos matematicos, entre otras cosas, aborda el estudio de la fundamentacion de
las matematicas. En relacion con estas, Guevara (2008) nombra tres posiciones: el
logicismo, el formalismo y el intuicionismo. La primera posicion reduce las
matematicas a la logica, esto es, pretende que sus conceptos basicos sean definidos
mediante recursos puramente logicos. Dice Guevara (2008) que desde este enfoque, las

matematicas pierden su autonomia y se convierte en parte de la légica. Con el



formalismo se destaca, como su nombre lo indica, el cardcter formal de las Matemaéticas
mediante un método axiomatico; desde este punto de vista, las Matemaéticas se ven
como un juego de signos y simbolos de caracter formal dejando a un lado la parte
empirica y probando la no contradiccion de las teorias matematicas; en esta posicion se
destacan Hilbert y Birkhoff como principales exponentes (Pareja, 2007). Por su parte,
para el intuicionismo, la existencia matematica ya no equivale a no contradiccion, como
en el caso del formalismo, sino que significa constructividad, donde la demostracion
matematica es una construccion intuitiva y no formal realizada mediante la
introspeccion. Con este panorama, ya en el marco de teorias matematicas particulares,
se proveen argumentos sobre la existencia de los objetos matematicos, en otras palabras,

demostraciones de su existencia

Desde esta perspectiva, varios espacios académicos del programa de Licenciatura en
Educacion Matematica toman como fundamento el formalismo con ciertos matices; de
manera especifica el curso Geometria Plana (curso que es soportado por el libro que se
pretende analizar) es un ejemplo de esto; alli se determina un conjunto l6gicamente
estructurado de enunciados los cuales se diferencian entre si por su estatus tedrico: los
axiomas son afirmaciones que se suponen como Vverdaderas; las definiciones
caracterizan los objetos que conforman al sistema tedrico (claro, algunos objetos no se
definen como punto, recta y plano); y los teoremas son afirmaciones que se deducen de
las definiciones, axiomas y otros teoremas del sistema. EI matiz del tratamiento en clase
de esta fundamentacion formalista se manifiesta en la intencion deliberada para que los
estudiantes se involucren en una axiomatizacion descriptiva, siendo esta una
aproximacion alternativa a la axiomatica deductiva; segin Freudenthal (1973, citado en
Perry, Samper y Otros, 2012) una axiomatizacion tal “destaca la pertinencia de
participar en la practica de axiomatizar; propone que los estudiantes participen en

procesos de axiomatizacion descriptiva del conocimiento matematico que ya conocen’.

Con lo expuesta anteriormente, tiene todo sentido especificar el sistema teérico sobre el
cual versa el curso de Geometria Plana y por ende, sustentan los Teoremas de
existencia. Ese sistema teorico, segun el libro Geometria plana: un espacio de
aprendizaje, es el propuesto por Moise (1963) el cual fundamenta a su vez en el modelo
de Birkhoff (1932).
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Para desarrollar los propdsitos del estudio, este trabajo se organiza en siete capitulos. En
el Capitulo uno, se hace la presentacion del tema. El capitulo dos incluye la justificacion
y algunos estudios realizados frente a los teoremas de existencia desde el punto de vista
filoséfico; por otro lado, se muestran el objetivo general y los objetivos especificos. En
el Capitulo tres, se presenta el marco de referencia que sustenta el estudio, constituido
por dos partes: Lo relativo a asuntos matematicos (descripcion general de los sistemas

tedricos involucrado) y a la aproximacion metodoldgica propuesta por el grupo £ -G.

En el Capitulo cuatro se presenta la metodologia implementada para desarrollar el
estudio; en el capitulo cinco se describen con detalle las categorias de andlisis que nos
permitieron clasificar los teoremas de existencia. En el capitulo seis se realiza el analisis
mismo a la luz de las categorias propuestas en el cuarto capitulo. Finalmente, en el

capitulo siete se exponen las conclusiones que son producto del analisis realizado.
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2. BREVE PLANTEAMIENTO DE LA PROBLEMATICA

En esta seccion se pretende dar una justificacion de trabajo a realizar, haciendo una
breve presentacion sobre la problematica asociada a la existencia de objetos
matematicos en los proceso de ensefianza/aprendizaje (particularmente en lo referido a
la justificacion de tal existencia). Enseguida, se presentan los objetivos general y
especificos del estudio los cuales exponen las pretensiones que se tienen en relacion con

intentar contribuir, en algin sentido, a la problemética planteada.

2.1.  JUSTIFICACION DEL ESTUDIO: (POR QUE ESTUDIAR LOS
TEOREMAS DE EXISTENCIA?

Cuando en un curso universitario se pretende cuestionar sobre la existencia de los
objetos que hacen parte de un sistema tedrico especifico, pensar en una justificacion
para garantizar tal existencia, parece no tener sentido para los estudiantes. Claro,
consideran que la existencia de los objetos es algo natural (obvio) o sencillamente
piensan que para ello es suficiente la definicion de los objetos.

En relacion con esto, Guzman (1998, citado en Selden, 2012) remarca que una de las
dificultades mas notorias que tienen los estudiantes en su transicion de la secundaria a
sus estudios universitarios, tienen que ver con las demostraciones de existencia de
objetos, dado que no es facil para ellos reconocer la necesidad de garantizar
tedricamente su existencia. En general, los objetos matematicos se introducen en la
escuela mediante una definicion, pueden ser estudiados a partir de la manipulacion de
diferentes tipos de representaciones, y la justificacion de su existencia no es un tema
gue usualmente se trate; en este contexto, la existencia de los objetos geométricos no se

cuestiona.

En cuanto a lo anterior, el grupo Aprendizaje y Ensefianza de la Geometria (£ - G),

hace una propuesta especifica para el nivel universitario que tiene como objetivo que los
estudiantes den sentido a cuestionarse sobre la existencia de los objetos geométricos en

el marco de una teoria especifica (para este caso, la geometria plana euclidiana) y
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perciban que no tiene mucho significado hablar de objetos, (salvo unos pocos —punto,
recta y plano), cuya existencia no se ha justificado. De manera concreta este estudio, si
bien no pretende aludir de manera extensa en una propuesta didactica para tratar
teoremas de existencia, si pretende contribuir a la problematica planteada con un
andlisis de los Teoremas de Existencia desde un punto de vista matematico;
consideramos que hacer un estudio tal, contribuye a que asuntos como los que
destacamos a los largo de este documento, sean tenidos en cuenta por profesores cuando
disefien propuestas que aborden estos teoremas en la Universidad (y por qué no, en el
nivel secundario). Asi nuestra intencidbn no sea proponer una propuesta didactica,
presentamos una clasificacion de los tipos de tareas/problemas que el Libro Geometria
Plana: un espacio de aprendizaje (Samper y Molina, 2013) propone para abordarlos.
Con ello, damos ciertas luces un poco mas especificas para un potencial disefio

didactico sobre el asunto.
2.2. OBJETIVO GENERAL

Realizar una clasificacion de los teoremas de existencia presentes en el libro Geometria
Plana: un espacio de aprendizaje, Samper y Molina (2013), desde un punto de vista
matematico aludiendo a la definicion de teorema propuesta por Mariotti (2006) y desde
un punto de vista didactico haciendo una descripcion del tratamiento de tales teoremas

segun la propuesta de dicho libro.

2.3. OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Hacer una clasificacion de los teoremas de existencia, de acuerdo a su
enunciado y demostracion.

e Realizar una descripcion del tipo de problemas relacionados con los
teoremas de existencia, propuestos en el libro Geometria Plana: un
espacio de aprendizaje.

e Establecer una relacion entre el contenido geométrico y el tipo de
problemas propuestos en el libro Geometria Plana: un espacio de

aprendizaje; ambos, asociados a los teoremas de existencia.

13



3. REFERENTES TEORICOS

A lo largo de este capitulo se hara una descripcion de los referentes tedricos que
sustentan este estudio. En primera instancia se mencionara la postura de Mariotti (2006)
respecto de lo que ella considera, es un teorema; en seguida, se hard una breve
descripcion del sistema tedrico de Birkhoff, que fue adaptado por Moise (1963), y luego
por Samper y Molina (2013), en el cual se enmarca los teoremas de interés para este
estudio. Posteriormente, se explicard como determinados autores intentan clasificar
definiciones y como esto es oportuno para el desarrollado. Finalmente, se describiran
dos elementos que generan un entorno favorable para el proceso de aprender a
demostrar, los cuales se encuentran en el libro de Samper y Molina (2013), con el fin de
clasificar las tareas propuestas que introducen los teoremas de existencia a la luz de

dichos elementos.

3.1. TEOREMA DESDE LA PERSPECTIVA DE MARIOTTI

Para definir que es un teorema se tomara lo expuesto por Mariotti (2006). Ella
menciona que un teorema tiene como caracteristica principal estar suscripto en una
teoria que considere un conjunto de principios y reglas que puedan validar un enunciado
mediante el cual se formula un teorema. En tal sentido, lo que se busca es demostrar
enunciados que sean ciertos y que consigan validez en correspondencia con determinada
teoria. Partiendo de esto, la autora menciona que un teorema es considerado un conjunto

de tres elementos: i) afirmacion o enunciado; ii) demostracidn; iii) teoria.

El enunciado esta conformado por su estructura légica y su contenido geométrico. En la
estructura légica del enunciado se encuentra inmerso la hipotesis y la tesis de la
proposicion condicional que lo conforma; por otra parte, el contenido geométrico del
teorema se refiere a los objetos geométricos involucrados en el enunciado y las
propiedades de interés, la relacion de dependencia que liga a dichos objetos y
propiedades (Mariotti, 1997).

14



En cuanto a la demostracion se consideran dos elementos importantes: la garantia y la
necesidad de aceptacion. Maturana (citado en Mariotti, 2012) explica la importancia
entre estos dos elementos y la relacion que existe entre ellos. Dicha relacion inicia
cuando se valida o rechaza un enunciado y continla cuando este enunciado se acepta y
se convierte en una garantia; la importancia de este proceso radica en que a partir de los
enunciados que se validan, se construye un marco teorico sobre el que se fundamenta la
demostracion. En otras palabras, se puede hablar de demostracion cuando hay un
enunciado que contiene elementos que pueden ser justificados y cuando existe un marco
tedrico en el que esos argumentos tienen validez (Mariotti, 2012). A propdsito del
marco tedrico, el tercer elemento que compone la definicién de teorema considerado por
Mariotti, este se define como un sistema de principios compartidos y reglas de
deduccidn que estan relacionadas entre si, y los cuales soportan los argumentos de un
enunciado que se considere verdadero. Una teoria matematica estd compuesta por
postulados, teoremas y definiciones que versan sobre objetos especificos (en geometria
por ejemplo, el sistema de tedrico de Birkhoff versa sobre objetos como punto, recta,

plano y conjuntos conformados por ellos).

Teniendo en cuenta que es sistema tedrico es uno de los elementos de la terna que
Mariotti (2006) considera para definir un teorema, es necesario describir aquel tenido en
cuenta por el libro objeto de nuestro estudio. En consecuencia, a continuacion se hace
una descripcion del sistema teérico de Birkhoff (1932).

3.2. EL MODELO DE BIRKHOFF PARA LA GEOMETRIA
EUCLIDIANA

Desde los afios 500 a.C. la geometria se ha considerado parte fundamental de la
ensefianza superior, especialmente en la cultura occidental; un aporte significativo a la
geometria ha sido la creacion del libro Elementos construida por Euclides (Maclane,
1959). A partir de este aporte, algunos matematicos con la intencion de complementar y
formalizar lo expuesto por Euclides, profundizaron sobre el tema; Hilbert es uno de los
principales exponentes de esta tendencia; él organiz6 un conjunto de 21 hipétesis como

fundamento para un tratamiento moderno de la geometria euclidiana.

Més adelante algunos matematicos que trabajaron con la geometria de Hilbert, se

quisieron enfatizar en la ensefianza de la geometria en el ciclo de secundaria; ello
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implicaba una adaptacion de los axiomas expuestos por Hilbert para trabajarlos en este
ciclo. Birkhoff, matematico estadounidense, trabajé en este sentido e hizo una propuesta
que fue publicada en el texto escolar Basic Geometry en 1940. Esta propuesta incluye
un conjunto de cuatro postulados de geometria euclidiana y se caracteriza por cumplir
una serie de propiedades que se pueden confirmar con la elaboracion de construcciones
que se abordan con regla y transportador. A continuacion se realiza una descripcion de

los elementos expuestos en la teoria de Birkhoff (1932).

3.2.1. SISTEMA TEORICO DE BIRKHOFF

En primera instancia, Birkhoff (1932) considera elementos y relaciones no definidas.
Estos elementos son punto y recta; en cuanto a las relaciones, se encuentran dos: i) a
cualquier par de puntos les corresponde un numero real positivo denotado d(A4, B).
Alude ademas que d(4, B) = d(B, A); ii) A cada terna de puntos 4, O, B le corresponde
un angulo determinado por ellos. Se escribe como £AO0B; el punto O es llamado vértice

del &ngulo.

Luego de considerar estos elementos y relaciones, Birkhoff (1932) alude a cuatro
postulados (de estos, solamente se tendran en cuenta los tres primeros, dado que el

ultimo no es de interés en este estudio):

Postulado I: los puntos 4, B, ... de cualquier recta se pueden poner en correspondencia (1,1)
con el conjunto de los nimeros reales, tal que |xg — x4| = d(4, B) para todos los puntos
A B.

En relacion con este primer postulado, cabe mencionar que se alude a una
correspondencia entre los puntos de la recta y el conjunto de los nimeros reales. Por
ejemplo, al punto A le corresponde un nimero x,. En el caso de la representacion que se
muestra a continuacion, al punto A le corresponde el nimero —3 que pertenece a los
reales.

A B ' D E F & H I
-3 -2 —0.&66 0 1/2 1 2 3 4

A
y

Dada la correspondencia descrita, Birkhoff muestra cobmo se define la distancia entre

dos puntos. Por ejemplo, en la representacion grafica que se muestra, al punto Ay B le
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corresponden los numeros —3 y —2 respectivamente. Para hallar la distancia entre estos
dos puntos, denotada por Birkhoff como d (4, B), se debe obtener el valor absoluto de la
diferencia entre estos dos numeros: |xg — x4 = |(—2) — (—=3)| = 1; lo que quiere

decir, que la distancia entre A y B es de una unidad.
De este postulado, se puede inferir lo siguiente:
(i)d(A,B) =0siysolosiA =B.

(i) Tres puntos distintos A, B, C de una recta son debidamente ordenados por la ecuacion:
d(A,C)=d(A,B) +d(B,C), si y solo si se cumple el siguiente orden A—B —C y
C—-—B-—A.

(iii) Si x' denota cualquier sistema de numeracion en la recta [, entonces para todos los
puntos A de [ y para alguna constante d cualquiera, se tiene x', = x4 + d 0 también se tiene
x'y = —x4 +d, enlaque x4, es un nimero real que esta en correspondencia con un punto A

. . 0 —x , . . . |
de L. Se entiende x4, 0 —x, como un nimero real positivo o real negativo respectivamente

los cuales se pueden poner en correspondencia con el punto A.

En relacion con (iii), se consideran dos sistemas de coordenadas distintas en la misma
recta con los mismos puntos. En el primer sistema de coordenadas, al punto B le
corresponde cero, en el segundo sistema, a este mismo punto, le corresponde una
coordenada distinta, x’, lo que quiere decir que cero y todos los nlimeros se corren d
unidades, entonces para hallar las coordenadas de los nuevos puntos, es necesario sumar
esa constante d. A continuacion, se representan dos sistemas de coordenadas; en el
primero, se tiene que la coordenada del punto B es cero, la del punto C es x', la del

punto D es xp.

—TA 0 z' p
En nuestro segundo sistema, estas coordenadas se correrian d unidades, por tanto, al
punto B le corresponde una constante d, al punto C le corresponde x’ + d, al punto D le
corresponde xp + d y asi con el resto de puntos. En la siguiente gréafica se muestra lo
descrito; en ella, los puntos permanecen estaticos en la recta, lo que cambian son sus

coordenada.
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A B ') D
-1 = ol
—TA d 0 d ' d Ipd

En (iii) x4 se refiere a las coordenadas en nuestro nuevo sistema. En correspondencia
con la anterior gréfica, se observa que al punto D le corresponde x, + d y esto da como

resultado un nimero que Birkhoff denomina como x',.

La propuesta de Birkhoff sigue con la definicion de los objetos segmento, semirrecta y

triangulo, a saber:

Se puede definir un punto B que este entre Ay C, A # C si d(4,C) = d(A,B) +d(B, ().
Por otro lado se tiene que los puntos A y € junto con todos los puntos B entre A 'y C forman
el segmento AC. En otras palabras el segmento AC es el conjunto de puntos P tal que
x4 < xp < xc, Xc < xp < x4. LOS puntos A4, P, C se encuentran en correspondencia con los

reales positivos x4, xp, X respectivamente.

Una semirrecta (o rayo) con punto final O est4 definida por dos puntos 0,4 en una recta
[ (A # 0) como la clase de todos los puntos A’ de [ tal que O no esta entre Ay A’; O puede
estar al lado de cualquier punto A’ cumpliendo la interestancia O — A" — A; en otras palabras,
si O esta determinado como el origen del sistema de numeracion y A es tomado en el lado
positivo, la semirrecta OA consiste precisamente de los puntos A’ para cada x4, = 0. Donde

XAER.

Si A,B,C son tres puntos distintos, los tres segmentos AB, BC, AC se dicen gque forman un
triangulo ABC (AABC) con lados (segmentos) AB, BC, AC y vértices A, B, C. Si A, B, C estan

en la misma recta, el AABC se denomina degenerado.

Postulado Il: Una y solamente una recta [ contiene dos puntos P y Q, (P # Q). Si dos
rectas tienen un punto en comun, quiere decir que se intersecan en un punto y este es
Ilamado punto de interseccion; por el contrario, si dos rectas de un plano no se intersecan son

Ilamadas rectas paralelas.
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Postulado I11: Las semirrectas [,m, ... a través de cualquier punto O pueden ser puestas en

correspondencia (1,1) con los numeros reales (mod 2m). Si A # O y B # 0 son puntos de [

y m respectivamente, la diferencia a,, — a;(mod 2m) es £AOB. Ademas, si el punto B en
m varia continuamente en una recta r que no contiene al vértice 0, el nimero a,, también

varia.

En el anterior postulado, las semirrectas [ y m se corresponden con a,, ¥ q
respectivamente, siendo a,,, y a; nimeros entre 0 y 2. De acuerdo a este postulado, es
acertado afirmar que dos semirrectas [, m con un punto en comdn, O, definen un 2l0m,
es decir un zABC en el cual A+ 0, B+ 0O pertenecen a las semirrectas

[, m respectivamente. Notese que Birkhoff utiliza la notacion

El IOm es el angulo dirigido desde la semirrecta [ hasta la semirrecta m determinando
la posicion de m relativa a [. Este angulo, es entonces dado por el valor numérico del
residuo minimo de a,, — a;(mod 2m). La medida del &ngulo 2Il0Om (para aludir a la
medida del angulo 2l0Om se utilizard la notacion m«IlOm) se obtiene tomando una
Unica diferencia algebraica a,, — a; que se considera como representativa de un angulo

generado por la rotacion continua de una semirrecta de [ a m.

A continuacion, se presenta una grafica de lo mencionado en el postulado Ill. A la

semirrecta m (0 rayo OB ) le corresponde % a la semirrecta [ (o rayo OA) le
s - - -
corresponde 5 la diferencia entre estos dos nimeros que pertenecen a los reales, forma

el 2I0Om (0 £AOB), quiere decir que la medida de este angulo, esta determinado por:

T s T
P .

4 8

! Nétese que Birkhoff utiliza la notacién £AOB para aludir a la medida del 4ngulo.
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Y

Ahora, el punto B varia en la recta r, lo cual hace variar el nimero que le corresponde a
. . 3 . .
la semirrecta m, esta valor cambio a ?” Consecuencia de esto, la medida del 2l0Om

estaria determinada por la diferencia entre el nuevo valor que le corresponde a m v el

T

. . 3
valor correspondiente de la semirrecta [, ?” — g ==

De este postulado se infiere que:
(i) mzAOB = 0,siysolosil =m.

(i) Si [,m y n son tres semirrectas diferentes que pasan por O, entonces el mzIlOm +

msmOn = mzI10n.

20



(iif) Si a” denota cualquier sistema de numeracion en la semirrecta [, entonces para todas las
semirrectas [ que pasan por O y para alguna constante d cualquiera, se tienea’; = a; +d 0

también se tiene a’; = —a; + d.

En otras palabras, en (iii) del postulado Ill, la medida tomada desde un primer sistema
de numeracion, que iniciaria en cero, esta rotado una constante d cualquiera. Ahora, en
el primer sistema, la medida del angulo teniendo en cuenta el segundo sistema, es d 0
—d dependiendo del sentido en el que se esta midiendo el angulo, a favor o en contra de

las manecillas del reloj.
Seguido de esto, Birkhoff define angulo plano, recto y rectas perpendiculares.
Dos semirrectas [ y m que pasan por O forman un angulo plano si:
mslOm=rm

Esta claro que si el £I0m es un angulo plano, también lo es £mOl , de acuerdo con lo dicho

en (iii) del postulado Il1.

Dos semirrectas [ y m que pasan por O forman un angulo recto si:
2l0m = z
m m = 2

Esta claro que si £l0m es un angulo recto, también lo es £mOl , de acuerdo con (iii) del
postulado I11. Cuando el angulo es recto, se dice que m es perpendicular a [, en este caso, se

escribe: I L m. Quiere decir que una recta es perpendicular a otra si forman un angulo recto.

De ello se deduce que hay dos semirrectas m,, m, perpendiculares a una semirrecta dada [

gue tiene su punto final en 0, es decir:

mzsIl0m, = g; mzIl0Om, = —g

En la siguiente gréafica se observa lo mencionado. ElI £lOm, equivale a la diferencia

. 5 .
entre los valores de [ y m, respectivamente. ?"—g =~ La mzIl0m, equivale a la

. . . 5T o b4
diferencia entre los valores de [ y m, respectivamente. YT
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Evidentemente, m,; y m, forman un angulo plano.

La propuesta del modelo de Birkhoff para la geometria euclidiana es retomada por
Moise (1963). A su vez, estas propuestas fueron los orientadores del sistema tedrico
expuesto por Samper y Molina (2013) en su libro Geometria Plana, un espacio de

aprendizaje.

No obstante, el sistema tedrico de Birkhoff (1932) y el de Moise (1963) tienen una
diferencia cuando se refieren al postulado 111 antes expuesto, esta se mostrara en la tabla

01, presentada a continuacion:

Postulado de Birkhoff Postulado de Moise

Existe un rayo AB (AB), que pertenece al
Las semirrectas [, m, ... a través de cualquier ] ) ] i
semiplano® determinado por H, un nimero r
punto O pueden ser puestas en
entre 0 y 180(7) y exactamente un rayo AP,
correspondencia (1,1) con los nimeros reales
con P en H, tal que msPAB =r.

(mod 2m). Si A # 0 'y B # 0 son puntos de [

. . . Teorema de Moise
y m respectivamente, la diferencia a,, —

a,(mod 21) es 2AOB. Ademés, si el punto B Se tiene £CBA y el rayo B’A’ en el semiplano

. . determinado por H, entonces, existe un rayo
en m varia continuamente en una recta r que

. - . B'A’, con C' en el semiplano determinado por
no contiene al vertice O, el numero a,,

también varfa. H, tal que:

LCBA = £C'B'A’

Tabla No 01 — Diferencia entre el sistema tedrico de Birkhoff (1932) y el sistema tedrico de Moise
(1963)

2 Una recta m separa al plano a en dos subconjutos H y K, llamados semiplanos tal que: i) H N m =
PyKnm=@;i)HNK =0@;iii) HUKUm = a.

22




Comparando las propuestas realizadas por Birkhoff (1932) y Moise (1963), se notan dos
diferencias: i) para Birkhoff la medida de un angulo esta entre 0 y 27, mientras que para
Moise la medida de un angulo esta entre 0 y m; ii) Birkhoff menciona que para
encontrar la medida de un angulo se hace hallando la diferencia entre el valor numérico

de cada rayo, Moise no describe como hallar la medida de un &ngulo.

Adicional a estas dos diferencias, Moise considera la forma de construir un angulo a
partir de otro angulo dado, algo que Birkhoff no considera de manera explicita. Por
ejemplo, se tiene el CBA, se construye un B'A" y un punto C’ en el semiplano

determinado por H de tal forma que m«C'B’'A" = m4CBA.

b D5 o

Con respecto a lo anterior, Samper y Molina (2013) aluden a un modelo y a otro para
exponer lo relativo a correspondencia entre rayos, con condiciones especificas, y
namero reales; y la manera de determinar la medida del angulo formado por dos rayos.
Asi, atienden a Moise, para tomar la medida de un angulo entre 0 y 180; y atienden a
Birkhoff en la manera como se encuentra la medida de un angulo, hallando la diferencia
del valor numérico de cada rayo. Sin embargo, hay una diferencia fundamental en la
manera como Birkhoff alude a la “coordenada del rayo” en relacion a como lo hace
Samper y Molina (2013). Birkhoff alude a una recta que interseca los rayos, mientras
qgue Molina y Samper no lo hacen de este modo, ellos simplemente mencionan que a
cada rayo le corresponde un numero entre 0 y 180 y a cada numero entre 0 y 180 un
rayo. De manera formal, en su sistema tedrico, el postulado que alude a esta

correspondencia es el siguiente:
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Postulado Rayos -numero Dada una AB y un punto C talque C ¢ AB. Se puede establecer

una correspondencia entre todos los rayos con extremo en A'y un punto en S4z - con los

numeros reales entre 0 y 180 tal que:

i) A cadarayo con un punto en S,z - le corresponde un tnico nimero entre 0 y 180.

if) A cada namero entre 0y 180 le corresponde un Gnico rayo con un punto en S ...

iii) Al 4B le corresponde O.

iv) Al rayo opuesto al AF le corresponde el nimero 180.

Un ejemplo llustrativo: Un teorema de Sistema de Birkhoff a la luz de la

propuesta de Mariotti

A continuacion se ilustrard un teorema en el sistema tedrico de Birkhoff a la luz de la
propuesta de Mariotti (2006); por consiguiente vamos a presentar su enunciado, su
demostracion y a mostrar como el sistema tedrico hace que este enunciado tengan
sentido en él y la demostracion muestre la validez de que su tesis sea consecuencia

necesaria del antecedente.

Que un enunciado tenga sentido significa que el sistema te6rico mismo soporta la
existencia de los objetos mencionados en el antecedente. A continuacion, se presenta el

enunciado del Teorema de existencia Punto a un lado.
Enunciado: Dados dos puntos A y B, entonces existe un punto Y talque A — B —Y.

En este enunciado, los dos puntos a los que se aluden en su antecedente (Dados dos
puntos A y B) tiene sentido dado que el sistema provee herramientas para justificar que
dichos puntos existen. El teorema que permite afirmar que una recta tiene por lo menos
dos puntos, puede ser garantia de ello. Este teorema se justifica a partir del Postulado

Puntos de Recta — N(mero Reales®.

A continuacion se presenta la demostracion del enunciado anterior; se evidencia como
el sistema teorico provee las garantias que sustentan que existe un punto Y tal que

A — B —Y, dados los puntos Ay B.

% Dada una recta, se puede establecer una correspondencia entre los puntos de la recta y los nimeros
reales tales que:

i) a cada punto de la recta le corresponde exactamente un ndmero real.

ii) a cada numero real le corresponde exactamente un punto de la recta.
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En el siguiente diagrama se encuentran dos columna, la primera tiene como
encabezamiento “Afirmacion” y la segunda se titula “Garantia y datos” y se destina para
registrar la garantia y también los nimeros (en paréntesis) de los pasos previos que
contienen las premisas de la hipotesis del teorema, postulado o definicién usado como

garantia.

Demostracion:

Afirmacion Garantiay datos
1. A, B puntos Dado
2.3AB Post. Dos puntos — recta* (1)
Postulado puntos de recta - nimeros reales
3.C(A)=a, C(B)=ba#b abeR .
(4)=a, CB) (R) () (L.2)
Propiedad de Tricotomia de los numero
4.a<b, b>a reales (3)

5.3ylye R

a<b<yV a>b>y Propiedad de los nimeros reales. (4)

Postulado Puntos de recta -niUmeros reales

7.C(A) < C(B)<C) V C(A) > . L
C(B) > C(Y) Principio de sustitucion. (4,3,5)
8.A—B-Y Teo. Doble orden —Interestancia’. (7)

Tabla No 02 — Demostracion Teorema Punto a un Lado

Con lo realizado, podemos decir que “Dados dos puntos A y B, entonces existe un punto
Y tal que A—B —Y” es un Teorema en sentido estricto, segin Mariotti: Tiene un
enunciado, una demostracion y un sistema tedrico que los soporta. En tal sentido, dicho
hecho ya hace parte del sistema tedrico mismo y puede ser utilizado en demostraciones
de otros enunciados. A continuacién, se presenta un enunciado en el cual uno de sus

argumentos es el teorema de existencia punto a un lado.

Enunciado: Dado un B4, existe un BC tal que BA y BC son rayos opuestos.

Demostracion:

Afirmacion Garantia y datos
1.BA Dado
2.A—B—-C Teorema punto a un lado (1)
3.3BA yBC Definicion de rayo (2)

*Si A'y B son dos puntos entonces existe una (nica recta m que los contiene.
5 Dados tres puntos 4,B y C de la recta m, si c(4) < ¢(B) < ¢(C) 6 si c(C) < ¢(B) < c(A) entonces
A-B—-CO6C—-B—-A.
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4.BAy BC son opuestos Definicion rayo opuesto (3)

Tabla No 03 — Demostracién Teorema Existencia Rayo Opuesto

Hecha la anterior descripcion e ilustracion de teorema, en el presente estudio se
presentara un andlisis de los teoremas de existencia abordados en el libro Geometria
plana: un espacio de aprendizaje, teniendo en cuenta los elementos de un teorema
considerados por Mariotti (2006), su enunciado y su demostracién. En el capitulo 5, se

presentard la manera en que se llevara a cabo el anélisis referido.

3.3. DEFINICIONES DE OBJETOS EN UNA TEORIA

Las definiciones en un sistema tedrico desempefian un papel crucial. A través de las
definiciones, se introducen los "objetos" de la teoria: las definiciones expresan las
propiedades que caracterizan a los objetos; por tanto, las nuevas propiedades de los
objetos definidos, las nuevas relaciones entre ellos y los objetos de la teoria, pueden

estar establecidos a través de los procesos de deduccion.

Expuesta la importancia de las definiciones dentro de un sistema tedrico, se muestra a
continuacidn la perspectiva de Aristdteles y Mariotti respectivamente, en relacion con

dicho asunto; ello dara cierto contexto para el estudio que se pretende realizar.

3.3.1. DEFINICIONES DESDE LA PERSPECTIVA DE ARISTOTELES

Aristételes intentd clasificar las definiciones en nominales y reales. En términos
actuales, podemos decir que las Nominales proveen una lista de propiedades que
caracterizan complemente al objeto sin aludir a otros objetos mas que los que
conforman al objeto mismo. Tales propiedades no se pueden construir directamente en
el marco de un sistema tedrico especifico, es decir, que no existen elementos del sistema
teorico que explicitamente y de manera inmediata provean un objeto con dichas

propiedades.

Por otro lado, las definiciones Reales se reconocen por proveer una lista de propiedades
del objeto que se vale de otros objetos de la teoria (que no necesariamente componen a
la figura) cuya existencia previamente ha sido demostrada en el marco del sistema
teorico. De esta lista de propiedades se pueden deducir las propiedades del objeto dadas

en la definicién nominal.
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Para ilustrar lo dicho anteriormente, presentaremos en la tabla 04 una definicion
nominal y otra definicion real para los objetos geométricos Rectas Paralelas y

Mediatriz de un segmento:

DEFINICION NOMINAL DEFINICION REAL

0 . Dos rectas son paralelas si son rectas
< = | Dos rectas son paralelas si son .
52 . coplanares y perpendiculares a una
@ © | coplanares y no se intersecan .
X s misma recta
3L Dado un segmento, su mediatriz en un Dado un segmento, su mediatriz en un
N e plano que lo contiene, es la recta del plano que lo contiene, es la recta
8 | plano en la cual todos sus puntos perpendicular al segmento, que contiene
g 2 | equidistan de los extremos del segmento. | el punto medio de este.

>

Tabla No 04 — Definiciones reales y Nominales

Notese que en la definicion nominal, Unicamente se listan las propiedades que
caracterizan complemente a este objeto, sin aludir a propiedades de otros objetos mas
alld que caracteristicas del objeto que se define (rectas que no se intersecan y son
coplanares para el caso de la definicidn de rectas paralelas, y recta cuyos puntos
equidistan de los extremos del segmento para el caso de la mediatriz de un segmento).
En el sistema tedrico de Birkhoff, que es el sistema de referencia tomado por Samper y
Molina (2013), no existe manera de construir esas propiedades sin aludir a otros
elementos del sistema (e.g., angulos alternos internos y rectas perpendiculares,

respectivamente).

En cuanto a la definicion real se observa que se alude a otros objetos especificos del
sistema con los cuales es posible construir un objeto con las propiedades dadas en la
definicion; asi, basta garantizar, en el sistema tedrico, que dada una recta es posible
construir una perpendicular a ella por uno de sus puntos en un plano que la contenga
(para el caso de la mediatriz, por ese punto es el punto medio del segmento), hecho que
se logra puesto que el sistema de Birkhoff, existe un hecho soporta dicha existencia (la
de la recta perpendicular para ambos casos, y la del punto medio de un segmento para el

caso de la mediatriz).

Claramente, la anterior ejemplificacion ha permitido ilustrar las caracteristicas de una

definicién nominal y real de un objeto; no obstante, desde un punto de vista meramente
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matematico, las definiciones reales de los objetos, en el marco de un sistema teorico

(Birkhoff para este caso), se convierten en Teoremas, que en dicho sistema, soportan la

demostracion de la existencia del objeto definido de manera nominal; una situacién

reciproca también es viable. La siguiente tabla, expone la demostracion de la

condicional asociada a la “definicion real” de recta paralela.

Dos rectas son paralelas si son rectas coplanares y perpendiculares a una misma recta

Afirmacion

Garantia y Datos

1.1 1 mporA n_ mporB, I#n
2.A,Bem, {A} # {B}
3.1,n,m c a, a un plano

Dado

4. Suponemos | } n

Negacion de Tesis

5.1y nnosoncoplanaresol N n#@

D. Recta Paralela (se alude a la nominal) (2)

6. | y n no son coplanares

Caso 1 (5)

7.1y nnosoncoplanaresy |, n c a, a
un plano

Conjuncion (1,3)

8. 1 y n son coplanares

Pr. de reduccién al absurdo (7)

9.1Nn#0Q Caso 2 (5)
_ D. Conjunto no vacio,

10.17n={P} T. Interseccion de rectas (9)

_ T. por un punto externo a una recta, existe
11.1=n ) .

solo una recta perpendicular a dicha recta

12.1=nyl#n Conjuncion
13.1Nn=¢ Pr. de reduccion al absurdo
18. 11 n Conjuncion (13,8)

Tabla No 05 - Demostracion Teorema Perpendicularidad - Paralelismo

Notese que de las definiciones reales de rectas paralelas se deducen las propiedades

dadas en la definicion nominal, es decir, comprobada la perpendicularidad, se deduce

que las rectas no se intersecan y son coplanares.
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Con lo expuesto hasta el momento, vale la pena hacer precision sobre dos asuntos:

i)

En un sistema tedrico (v.g., Birkhoff) se puede escoger cualquiera de las dos
definiciones (nominal o real) como la definicion del objeto. Dado que ambos
enunciados proveen el mismo conjunto de ejemplos, decimos que tales
enunciados son equivalentes desde un punto de vista matematico. No
obstante lo anterior, en el marco de un sistema teérico no pueden haber dos
definiciones de un mismo objeto (i.e., los enunciados asociados no pueden
tener el mismo estatus de definicion); asi, es necesario escoger uno de ellos
como definicion, el otro adquiere el estatus de teorema.

No todos los objetos que poseen definicion en el marco de un sistema tienen
una nominal; sin embargo, siempre tienen una real. Es el caso, por ejemplo,
del objeto rectangulo en el marco del sistema de Birkhoff. Los posibles
enunciados que pueden ser considerados como definiciones del objeto
aluden a objetos (4ngulos con propiedades que pueden ser construidos con
elementos ya existentes en el sistema). Veamos, si se quiere mostrar la
existencia del objeto cuadrado, se quisieran “construir”, en el marco de la
demostracién, TODOS los objetos con sus respectivas propiedades a los que
alude la definicion (cuatro angulos rectos y todos los lados congruentes); sin
embargo, al intentar hacerlo varias de esas propiedades resultan “gratis”; por
ejemplo, basta con construir tres segmentos congruentes y los angulos rectos
comprendidos entre los segmentos, para que un angulo recto y dos lados
resulten congruentes. Esta construccién es validada por el Teorema
Localizacion de puntos y el teorema Perpendicular por punto de Recta.
Decimos que esta no es una definicion nominal dado que aun cuando las
propiedades que se presentan en ella se refieren a aquellas que conforman al
objeto mismo, existen elementos del sistema tedrico que explicitamente y de
manera inmediata provean objetos con las propiedades enunciadas. En tal
sentido, se podria decir que tal definicion es real, aun cuando no se aluden a
otros objetos del sistema para demostrar la existencia en cuestion (la de
cuadrado). Este es un caso en donde no es facil determinar si la definicion es

real o nominal, pero es el conocimiento sobre el Sistema Teorico el que
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permite decantar cual clasificacion es mas acertada. Por las caracteristicas

ilustradas antes, parece afortunado decir que es una definicion real.

Para resumir e ilustrar lo dicho anteriormente, se muestran a continuacién las

definiciones reales y nominales de algunos objetos geométricos.

DEFINICION NOMINAL DEFINICION REAL
8 . Dos rectas son paralelas si son rectas
£ = | Dos rectas son paralelas si son .
S= . coplanares y perpendiculares a una
@ 3 | coplanares y no se intersecan ;
o misma recta

D n segmen mediatriz en un .
ge ado un segme 0, su ediatriz en u Dado un segmento, su mediatriz en un
~ 5 | plano que lo contiene, es la recta del lano aue lo contiene. es la recta
i = plano en la cual todos sus puntos P qu ’ .
=R . perpendicular al segmento, que contiene
& o | equidistan de los extremos del .
=S el punto medio de este.

segmento.

Tabla No 06 — Definiciones Nominales y Reales

3.3.2. DEFINICIONES DESDE LA PERSPECTIVA DE MARIOTTI

Mariotti y Fischbein (1997) mencionan que en Matematicas todos los objetos deben ser
declarados y claramente definidos; aluden a dos tipos de definicién: (a) la definicidn
para introducir los objetos basicos de la teoria, y (b) la definicidn para la introduccion
de nuevos elementos en la teoria. Para la primera, las definiciones se declaran a través
de los axiomas que caracterizan los objetos (v.g, la definicion de grupo en la Teoria del
Algebra Abstacta), mientras que para la segunda, la introduccion de un nuevo elemento
es permitido por algin teorema que afirme la existencia de tal elemento dentro de la

teoria.

En esta perspectiva, y enmarcado en el sistema de Birkhoff, se pueden distinguir objetos
que aluden al tipo b de definiciones al que tales autores mencionan; claro, salvo los
objetos primitivos del sistema, todos los objetos involucrados en él se introducen
mediante un teorema de existencia. Los objetos primitivos, si bien no son definidos,
existen en dicho sistema producto de postulados (axiomas en términos de Mariotti y

Fischbein); en el capitulo 5 daremos ejemplos de esto que comentamos.

Notese que segun la descripcion hecha, vemos una correspondencia entre las

definiciones del tipo b de Mariotti y Fischbein con las tipologias descritas para la
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propuesta de Aristdteles; esto, siempre que se cuente con un sistema tedrico mediante el
cual los objetos existan a través de un teorema de existencia. En el marco de Birkhoff,
segun lo descrito antes, cualquiera de los dos tipos de definiciones de Aristoteles,
nominal o real, tiene asociado un teorema de existencia. Finalmente, lo que determina
que haya tal teorema existencia para un objeto determinado es el sistema tedrico, mas
alla del tipo mismo de definicion aristotélica del objeto. Es decision matematica o
didactica (aludiendo a la conveniencia) escoger tal o cual definicion para el objeto.
Pensando en el libro objeto de estudio, al estar fundamentado en el modelo de Birkhoff,
solamente postulan la existencia de cuatro objetos®: punto, recta, plano y un punto que
no esté en el plano, dado que no hay definicidn para los mismo; los demas objetos, cuya
existencia se demuestra, son definidos, en general, atendiendo a una definicion de tipo
nominal; su demostracion se vale de lo que seria una definicion real para el objeto (en

el marco del sistema, esta definicion real, es un teorema como se dijo antes).

3.4. DESCRIPCION GENERAL DEL LIBRO GEOMETRIA
PLANA: UN ESPACIO DE APRENDIZAJE

En el estudio que se llevaré a cabo, se analizara el libro Geometria plana: Un espacio
de aprendizaje tiene como proposito principal cristalizar la aproximacion metodologica
con la que en el curso Geometria Plana, de la Universidad Pedagdgica Nacional, se
ensefia la geometria plana euclidiana. Dicho curso ha sido objeto de un proceso de

innovacion que comenz6 en el afio 2004 en manos del grupo de investigacion £ - G. El

libro estd compuesto en dos grandes partes: En la primera, se presentan las razones que
motivaron la innovacion del curso; los referentes tedricos que sustentan la propuesta de
innovacion y son producto de las diversas investigaciones que el grupo Aprendizaje y
Ensefianza de la Geometria, /£+G, de la Universidad Pedagogica Nacional, ha venido
desarrollando; las definiciones de los términos que se usan al describir los objetivos de
la innovacién; una descripcién de la aproximacion metodoldgica; un recuento no solo
de las actuaciones problematicas que presentan los estudiantes cuando hacen
demostraciones sino también de las estrategias que se disefiaron para apoyar al

estudiante a superar dichas actuaciones; y una herramienta didactica para ayudar al

® Estos objetos no presentan alguna definicién en este sistema teérico, puesto que son los objetos
primitivos de este.
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estudiante a entender el estatus tedrico y operativo de las definiciones, los postulados y
teoremas.

La segunda parte del libro, contiene una propuesta de secuencia especifica compuesta
de 46 problemas. Esta parte estd conformada por siete capitulos; cada uno de estos
capitulos incluye: presentacion del problema propuesto a los estudiantes con su
respectivo objetivo; se presenta una explicitacion de las conjeturas que usualmente
formulan los estudiantes como respuesta al problema, la descripcion de los los
elementos tedricos que se establecen tras el estudio de la resolucion de los problemas;
cada capitulo termina con una seccion de ejercicios. De manera especifica los temas de
cada capitulo son, respectivamente: “Relaciones entre puntos y rectas”, “Relaciones en-
tre puntos, rectas y planos”, “Angulos”, “Congruencia de triAngulos” que trata no solo
esta relacion sino también las que se deducen de ella, como lo relativo a desigualdades,
“Cuadrilateros”, “Proyeccion paralela y semejanza de tridangulos”, y “Circunferencias”.
Para este estudio no analizamos todo estos capitulos; las temaéticas referidas
cuadrilateros, proyeccion paralela y circunferencia no se tratan dado que desborda
nuestras posibilidades, particularmente de tiempo.

Como se dijo antes, los autores pretende poner en acto la aproximacion metodoldgica
que el grupo £¢G ha propuesto para la ensefianza. En tal aproximacién se destacan tres
elementos que generan un entorno favorable para el proceso de aprender a demostrar: i)
Las tareas matematicas; ii) el uso de la geometria dinamica; iii) la interaccion social en
la clase. En este estudio, no se hara énfasis en el Gltimo elemento mencionado dado que
el desarrollo o acontecimientos especificos de la clase no son de interés en este estudio.
Si sobre los primeros, dado que nos permitiran elementos para hacer un posterior

analisis de los tipos de problemas que se proponen para abordar teoremas de existencia.

En la introduccion del libro se menciona que las tareas/problemas propuestas a los
estudiantes, fueron disefiadas por el grupo de investigacion con el fin de motivar la
actividad demostrativa; especificamente los problemas que se propone son “abiertos”;

vale la pena precisar lo que los autores entienden por ello:

Un problema abierto plantea una tarea con una pregunta que no revela o sugiere la
respuesta esperada. En geometria, usualmente los problemas abiertos incluyen la

descripcion de una situacion y una pregunta que pide establecer una conjetura, como
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proposicion condicional, que expresa relaciones entre propiedades de las figuras
involucradas en ésta. Por eso se llaman problemas abiertos de conjeturacion
(Baccaglini-Frank y Mariotti, 2010, en Problemas Abiertos de Conjeturacion, Carmen
Samper, Oscar Molina, y Otros (2013))

En la seccion 5.2 hacemos una descripcion de los tipos de problemas que tuvimos en
cuenta para hacer parte del andlisis al cual nos comprometimos hacer en uno de los

objetivos especificos del estudio.

33



4. ASPECTO METODOLOGICOS

Este capitulo pretende describir dos asuntos: uno tiene que ver con una descripcion de
las etapas que fueron llevadas a cabo para desarrollar el trabajo; otro tiene que ver con

una descripcion breve de la metodologia misma del estudio.

4.1. METODOLOGIA DEL ESTUDIO

La metodologia general del trabajo es un analisis de texto. Especificamente tomamos
como pautas para ello, la propuesta de Lopez (2002), quien sefiala pasos a seguir para
hacer un analisis tal. Esta etapas son: (i) se debe conocer la documentacion sobre el
problema que se esta abordando; para ello, es necesario tener en cuenta que los
documentos son muy variados, por tanto, se debe realizar una lectura del texto completo
0 las partes del texto que se consideren significativas; si hay elementos que no sean
comprendidos, serd necesario un apoyo en otros documentos en los que se aclaren tales
conceptos o elementos; (ii) se debe realizar un esquema en el cual se mencionen las
ideas de interés que son expuestas en el texto y categorizarlas segun lo requiera el
estudio que se lleva a cabo; (iii) para finalizar, escribir un breve resumen de lo

encontrado, sin cambiar la narrativa que exponen los autores en el texto.

Las etapas del estudio que se exponen en la seccién siguiente, pretenden responder a los
pasos sugeridos por este autor para el andlisis del texto. Precisamos que el mismo se
referira s6lo a lo que tiene que ver con el tratamiento que el texto da a los Teoremas de

Existencia. En el capitulo 5 presentamos las categorias de analisis para el estudio

4.2. ETAPAS DEL ESTUDIO
De manera especifica, en esta seccion presentamos las etapas llevadas a cabo para
realizar el estudio. Estas son: busqueda de referentes tedricos, construccion del marco

tedrico, construccion de categorias de analisis, analisis del libro Geometria Plana: un

espacio de aprendizaje, Samper y Molina (2013) y escritura del documento final.
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4.2.1. BUSQUEDA DE REFERENTES BIBLIOGRAFICOS

Para llevar a cabo el estudio del tratamiento de los teoremas de existencia, en primer
lugar, se realizo una busqueda de fuentes bibliograficas que diera alguna referencia a la
teméatica de interés (teoremas de existencia en matematicas). En los documentos
revisados se encontrd que muchos de estos estudios son relacionados con la filosofia de
las matematicas, lo cual llevo a pensar que el cuestionamiento de los teoremas de
existencia en el marco de una teoria eran totalmente pertinentes, puesto que, en relacién
con el tratamiento de dichos teoremas no hay informacidn suficiente, no obstante, estos
asuntos no son el objetivo del trabajo. Destacamos textos como los de Guevara (2008).
Los teoremas de existencia se estudiardn desde el sistema teorico del libro, Geometria
Plana: Un espacio de aprendizaje (2013), fundamentado en la de Moise (1963), basado a
su vez en el modelo de Birkhoff (1932). Dado que nos referimos a los sistemas tedricos
de Moise (1963) y Birkhoff (1932), fue necesario acudir a sus textos para hacer algunas
precisiones sobre sus propuestas, expuesta en el marco de referencia del capitulo

anterior.

Otro asunto de nuestro interés fue consultar respecto de la concepcion misma de
Teorema. Al respecto, se adoptd la propuesta de Mariotti (1997) dado que no proveyo
de elementos generales para hacer el andlisis de los teoremas de existencia en términos
de enunciados y su demostracién. Para precisar tipologia de problemas para hacer el
analisis en lo que respecta a las tareas planteadas por el Libro Geometria Plana: un
espacio de aprendizaje, Samper y Molina (2013) para estudiar los teoremas de
existencia, de manera especifica recurrimos al texto Problemas abiertos de

conjeturacion, Samper, Molina y otros (2013)

4.2.2. CONSTRUCCION DEL MARCO DE REFERENCIA

En esta etapa se concentraron los esfuerzos en la construccion del marco tedrico. Para
ello, nos adentramos en precisar referentes que nos dieran luces respecto de como
clasificar los teoremas de existencia en el marco de una teoria especifica. Dado que no
encontramos literatura al respecto, tomamos la decision de tomar la definicion de

Teorema dada por Mariotti, en tanto que vislumbramos que seria posible una tipologia
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atendiendo a dos de los elementos que segun ella compone un teorema (Enunciado y
demostracion). Respecto al otro elemento que conforma un teorema, el sistema tedrico
en que tiene sentido el enunciado y que soporta la demostracion, hubo la necesidad de
precisarlo y hacer una descripcion del mismo. En este sentido, recurrimos al documento
de Birkhoff (1932) para conocer su sistema tedrico dado que este fundamenta tanto las
propuestas de Moise (1963) como la de Samper y Molina. Especifica, para cada uno de
estas propuestas, se presenta un contraste entre los postulados que caracterizan al
modelo de Birkhoff (postulado de la regla y del transportador). Enseguida se
explicitaron propuestas referidas a la definicion de objetos o tipos de definiciones de
objetos asumidas por Aristoteles (a la luz de hoy) y Mariotti, para poder tener otro tipo
de herramientas para tener una mejor comprension respecto al teorema de existencia.
Enseguida se presenta una descripcion de la aproximacion metodoldgica para la

ensefianza propuesta por el grupo “Z - G dado que el libro objeto del anélisis atiende a

esa metodologia. En ese marco, se presenta una tipologia de problema, asunto que sera
clave para realizar el andlisis de las Tareas, propuesta en el libro, que dan lugar a los

teoremas de existencia.

4.2.3. DETERMINACION DE LAS CATEGORIAS DE ANALISIS

Las categorias de analisis, como se dijo antes, atienden a los referentes tedricos antes
mencionados. Todas fueron construidas por nosotros, con la ayuda de nuestro profesor
asesor, una vez leidos todos los teoremas de existencia’ aludidos al libro objeto de
estudio. Hicimos dos tipos de clasificaciones: uno desde un punto de vista matematico
atendiendo al enunciado y a su demostracion (en donde fueron determinadas 7
categorias emergentes, 3 para los enunciados, y 4 para las demostraciones); y otro segun
el tipo de tareas (problemas) que se proponen en el libro para abordar estos teoremas
(para ello tuvimos en cuenta la tipologia propuesta por Samper, Molina y otros (2013))
Para el anélisis de los problemas se tuvieron en cuenta dos tipologias; la primera, segin
el tipo de problema propuesto, y la segunda, segun el foco de bdsqueda. En el capitulo

siguiente, presentamos la descripcion del esta categorias de analisis con ejemplos.

” No se tuvieron en cuenta los teoremas de existencia que aluden a cuadrilateros, proyeccion paralela y
circunferencia.
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4.2.4. ANALISIS

En esta etapa, no concentramos a realizar el analisis segun las categorias construidas.
Para ello, utilizamos tablas que sintetizan la clasificacion realizada y presentan una
descripcion de cada enunciado o demostracion tenido en cuenta. Ademas, para cada
caso, se explica la razdn de la clasificacion realizada a la luz de la descripcion de cada
categoria de analisis. De manera analoga se realiza lo correspondiente a la tipologia de

problemas que aluden a los teoremas de existencia.
4.2.5. RESULTADOS DEL ANALISIS Y ESCRITURA DEL INFORME
Terminado el analisis, se precisaron los resultados generales del mismo y las

conclusiones del estudio dando respuesta a los objetivos del estudio. Nos concentramos

luego, en hacer el documento que reporta el informe del estudio realizado.
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5. CATEGORIAS DE ANALISIS

Con el fin de realizar el analisis correspondiente de los teoremas de existencia expuestos
por Samper y Molina (2013) en su libro Geometria Plana un espacio de Aprendizaje se
presentan a continuacion las categorias, con su correspondiente descripcion, que
permitiran hacerlo. En primer lugar, se muestran las categorias para clasificar los
enunciados de los teoremas de existencia; luego, se presentan las categorias con las que
clasificaran las demostraciones de los teoremas de existencia; para la realizacion de las
demostracion se debe tener en cuenta que el sistema tedrico trabajado por Samper y
Molina (2013) se va construyendo a medida que el curso va avanzando, razon por la
cual en las demostracion se puede hacer uso Unicamente de objetos ya definidos y
demostrados. Finalmente, se exponen las categorias segun el tipo de problemas
propuestos por Samper y Molina (2013) para abordar los teoremas de existencia.

5.1. DE ACUERDO CON EL CONTENIDO GEOMETRICO

Para realizar la clasificacion de los Teoremas de Existencia, segun el contenido
geométrico, se identificaran dos aspectos que atienden a la definicion de Teorema
provista por Mariotti y referenciada antes; el primero, teniendo en cuenta el enunciado

de los teoremas, y el segundo, a partir de la demostracion de los mismos.

5.1.1. DE ACUERDO AL ENUNCIADO

Para Mariotti (2006), uno de los elementos que forman un teorema es su enunciado o
afirmacion; el enunciado estd conformado por su estructura légica y su contenido
geométrico. Es por eso que una forma de clasificar los Teoremas de existencia es
aludiendo a este componente, por tanto, los enunciados de los teoremas de existencia
expuestos por Samper y Molina (2013), se clasificaran en dos tipos; a continuacién se

muestran las categorias para realizar dicho analisis.
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ENUNCIADOS QUE ATIENDEN A DEFINICIONES (ED): Son enunciados de
teorema que proveen existencia de objetos o relaciones cuyas definiciones se han

provisto previamente.

Dentro de los enunciados que atienden a definiciones precisamos dos tipologias: La
primera (ED1) son enunciados que explicitan la existencia de un objeto que
previamente ha sido definido; un ejemplo de este tipo de enunciados es aquel que
provee la existencia de la bisectriz de un angulo®, objeto que previamente se ha definido
en el marco del sistema teorico. La segunda tipologia (ED2) corresponde a enunciados
que proveen existencia de objetos que cumplen condiciones/relaciones especificas (que
no hacen parte de la definicidn del objeto si este la tiene, pero si atienden a la definicion
de la relacion buscada) explicitadas en el mismo enunciado. Esas condiciones son
relaciones que cumple el objeto con respecto a objetos dados en el antecedente del
enunciado. Para ilustrar esta tipologia, se alude al enunciado del Teorema punto a un
Lado (Dados A y B, existe C tal que A-B-C.). Noétese que tal enunciado provee la
existencia de un punto C (un punto no tiene definicién en el sistema tedrico) que guarda
una condicion especifica (relacién de interestancia) con los puntos dados en el
antecedente de la condicional (A y B). Vale la pena precisar que este enunciado no es de
tipologia ED1, ya que el objeto al que se le provee la existencia no tiene definicion en el
sistema, sin embargo si alude a la existencia de punto con una relacion especial explicita
en el mismo enunciado, en este caso que cumpla una interestancia (relacion definida en

el sistema de referencia).

ENUNCIADOS QUE ATIENDEN A POSTULADOS (EP): Son enunciados de
teorema que proveen existencia de objetos o relaciones que no poseen definicion previa
(son objetos y relaciones primitivos del sistema). Vale la pena precisar, que en este
caso, la existencia de los objetos es garantizada por un postulado.

Veamos dos ejemplos que ilustran esta categoria. Tomese el enunciado que alude a la
existencia de un plano que contiene dos rectas dadas que se intersecan (Teorema dos
rectas - plano®); al respecto, tal enunciado alude a existencia de un objeto que no tiene

definicion (el plano) en el sistema tedrico pero que su existencia se garantiza por un

® Dado un angulo existe su bisectriz y esta es Unica.
% Dadas dos rectas que se intersecan existe un tnico plano que las contiene.
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postulado (por ejemplo, Postulado tres punto-plano™®). Otro ejemplo de enunciado de
esta categoria es el que provee el Teorema Recta - Punto™!. En este teorema se concreta
con el enunciado que alude a la existencia de un punto sobre la recta dada. Claro, Punto
es un objeto primitivo y es el objeto que debe existir segun el enunciado. Sin embargo,
hay una condicidn mas que ese punto debe tener: pertenecer a una recta dada. Esta
relacion (la de pertenencia) es una relacion que no se define en el sistema y a la cual el

enunciado alude.

ENUNCIADOS QUE ATIENDEN A CONDICIONES ESPECIFICAS (ECE): Son
enunciados de teoremas que proveen existencia de objetos con una propiedad
especifica; en otras palabras, el consecuente provee la existencia de un objeto (punto por
ejemplo) que cumple propiedades que dependen de las condiciones nombradas en el
antecedente. Estos objetos pueden ser primitivos o no del sistema.

Un ejemplo prototipico de este tipo de enunciado es el enunciado del Teorema
Localizacion de Puntos: Sean r un namero real positivo y el AB, entonces existe un
unico punto C € AB tal que AC =r. Veamos: el punto C que se quiere que exista,

depende de las exigencias del antecedente, en este caso, del AB pues C debe pertenecer

a este, y del numero real positivo r para que AC =r.

5.1.2. DE ACUERDO A LA DEMOSTRACION

Luego de haber realizado una clasificacion de los teoremas de existencia segin sus
enunciados de un teorema, pretendemos en lo que sigue, presentar una clasificacion de
los mismos, esta vez con respecto a sus demostraciones, se podria pensar que Si se
realiza una clasificacion de las demostraciones, esta seria similar (las demostraciones
similares son aquellas que tienen la misma estructura (Molina, (en prensa)) a la de los

enunciados.

En esta clasificacion, se hara mencion de aquellas demostraciones de objetos que deben
existir de forma inmediata y mediata. Si bien es cierto que en todas las demostraciones,

se deben usar garantias teoricas (definiciones, postulados y teoremas) para conformar

19 Dados tres puntos existe un plano que los contiene y si los tres puntos no son colineales, existe un tnico
plano que los contiene.
1 Toda recta tiene por lo menos un punto.
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los argumentos que permiten justificar la existencia del objeto, hay casos en los cuales
las aserciones de dichos argumentos proveen las condiciones de teoremas o postulados
gue de manera inmediata dan la existencia del objeto en cuestion. En contraste a esto,
hay casos en los cuales la busqueda del objeto que cumpla las condiciones para que sea
aquel cuya existencia se esta demostrando no es tan “directa” o “inmediata” como el

caso antes explicado. Describiremos lo que queremos decir en la siguiente clasificacion:

DEMOSTRACIONES EXISTENCIA INMEDIATA: En el primer caso, decimos que una
demostracion es de Existencia Inmediata cuando las aserciones de sus argumentos
proveen las condiciones de teoremas o postulados que de manera inmediata dan la
existencia del objeto en cuestion. Ejemplo de este caso de demostracion el Teorema
Recta - Punto (en el cual se quiere demostrar que una recta tiene por lo menos un
punto); en la respectiva demostracion se utilizan dos argumentos cuyas
correspondientes garantias son el Postulado Conjunto de puntos'® (mediante el que se
asegura gue una recta es un conjunto no vacio de puntos), la definicion de Conjunto
vacio (que permite soportar que la recta tiene por lo menos un punto). Notese que, en
este caso, casi de manera inmediata se establece la existencia del punto de recta.

En las demostraciones de Existencia Inmediata reconocemos dos tipologias:

DI1: Hace referencia a demostraciones que emplea como garantias postulados que
justifican la existencia de objetos que no son definidos en el marco un sistema tedrico.

Dentro de DI1, se encuentran tres subcategorias:

DI1-A: se refiere al uso de un postulado en la demostracion, que casi de manera
inmediata provee la existencia del objeto que se quiere que exista. Un ejemplo de
demostracion de esta categoria, es la demostracion del Teorema Recta — Punto, antes

descrito.

DI1-B: alude al uso de teoremas que proporcionan los objetos que son necesarios para
el uso de postulados que proveen la existencia de los objetos; se diferencia de DI1-A,
dado que no se hace uso unicamente de un elemento del sistema teorico, sino que se
hace necesario como minimo el uso de un teorema con unas caracteristicas especiales y

de un postulado. Un ejemplo de esta categoria es la demostracion del Teorema Dos

12| as rectas y los planos son un conjunto no vacio de puntos.
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rectas- Plano®®; con él, se quiere demostrar que dadas dos rectas que se intersecan,
existe un unico plano que las contiene. En este caso, se debe usar dos argumentos
esenciales que proveen la existencia buscada, Teorema Recta-infinitos puntos y el

Postulado Puntos-plano. A continuacion presentamos la demostracion para mayor

claridad.
Afirmacién Garantia y datos

l.lymrectas,l #m,Inm=20 Dado

22A€elnm Definicion de conjunto vacio [1]
3.AEINAEM Definicion Interseccion de conjuntos [2]
4.3B,CIBELB+*ANCEmMC+A Teorema. Recta-infinitos puntos [1,3]
5.4, B, C no colineales Definicion de Colinealidad [1,4]
6.3!'alaesunplano. A,B,CE€ a Postulado Puntos plano [5]
7.lmca Postulado. Llaneza del plano [1,6]

DI11-C: son aquellas demostraciones en las cuales los objetos que se quiere que existan
no son justificados al final de la demostracién por postulados, sino que hay un teorema
especifico que media la existencia del objeto. Aunque en esencia, la existencia esta dada
gracias a un postulado. Difiere de DI1-A y DI1-B dado que no hace uso de un Unico
postulado en su demostracion y no se usa un teorema que da existencia a objetos
inmersos en postulados. Por ejemplo, en la demostracion del Teorema Punto Entre*, se
quiere que exista un punto C entre dos puntos A y B dados; la existencia del punto C es
dada gracias al Postulado Recta-Numeros reales, previa determinacion de un ndmero
que seria su coordenada; sin embargo, se hace necesario el uso del Teorema Doble
Orden-Interestancia’® para que a partir de la desigualdad (4) < ¢(X) < C(B), se genere la
interestancia A — X — B. A continuacion presentamos la respectiva demostracion para

que haya mayor claridad.

Afirmaciéon Garantia y datos
1. Ay B dos puntos Dado
2.3! 4B Postulado dos puntos - recta [1]
. Postulado Puntos de Recta - Nimeros
3.seaC(A)=Z yC(B) =Y siendoZ #Y, reales (i, i) 2]

ZY €R Definicién de. Coordenada.

Propiedad de los Numeros reales 3]
(Propiedad de densidad)

4.3t|teER|y>t>z Vy<t<z

3Si m y k son dos rectas que se intersecan, entonces existe un Gnico plano que las contiene.

Y Dados Ay B, existe C tal que A — C — B.

1> Dados tres puntos 4, B y C de la recta m, si c(4) < c¢(B) < c(C) 6 si c(C) < c(B) < c(A) entonces
A-B-C.
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— Post. Puntos de recta - Numeros
5.5ea X|X € AB AN C(X)=t reales (i, ii) 4, 2]
6.CA)<CX)<CB)VCMA) >CX)>C(B) Principio de sustitucion [3,4,5]
7.A—-X—-B T. Doble Orden-Interestancia. [6]

Por otro lado, reconocemos una segunda tipologia en DI (DI12), en la cual se encuentran
aquellas demostraciones de objetos que poseen definicion en el sistema. Reconocemos

dos tipologias en este tipo de demostraciones:

DI2-A: demostracion en la cual para sustentar la existencia del objeto es suficiente
garantizar las condiciones sobre las cuales se enuncia la definicion del objeto. Dos
ejemplos prototipicos de este tipo de demostraciones se constituyen con la demostracion
de la existencia de segmentos y la demostracion de existencia de tridngulos. Para

describir los ejemplos, presentamos a continuacion las respectivas definiciones:

Definicién de segmento: dados dos puntos A y B, el segmento AB (que se
denota AB) es la union de los puntos A y B con todos los puntos que estan entre
Ay B.

Definicion de tridngulo: dados tres puntos no colineales, un triangulo es la

unién de los segmentos cuyos extremos son dichos puntos

Notese que en ambas demostraciones, se exige la existencia de puntos para gque tenga
sentido la definicion del objeto: dos puntos para el segmento, tres puntos no colineales
para el tridngulo. En este sentido, para garantizar que cada uno de estos objetos exista,
es necesario garantizar que dichos puntos existan de antemano. En el caso del segmento,
es suficiente garantizar que existen dos puntos para que el segmento exista (pues dichos
puntos hacen parte del conjunto que seguln la definicién es un segmento; si el conjunto
de puntos entre ellos es vacio 0 no, no es asunto indispensable para garantizar la
existencia del segmento). En el caso del triangulo, es necesario garantizar la existencia
de los tres puntos no colineales y luego, la existencia de los segmentos cuyos extremos
son dichos puntos. Para ambos casos, la existencia de los puntos es soportada por el
Postulado de la existencia (existe por lo menos un punto, una recta y un plano) y por el
Postulado Plano-Puntos®® (este Gltimo para el caso del triangulo). En esencia, la

demostracion de los objetos segmento y triangulos con inmediatas en tanto que un

18 Un plano tiene por lo menos tres puntos no colineales.
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postulado (o teorema) garantiza directamente condiciones exigidas en sus respectivas

definiciones.

DI2-B: demostracion en la cual para sustentar la existencia del objeto se utiliza un
teorema que provee, de manera inmediata, las propiedades (dadas en la definicion) del
objeto en cuestion. Un ejemplo de esta categoria es la demostracion del Teorema de
existencia de la perpendicular por punto de recta’’; en esta se demuestra la existencia de
un angulo de medida 90° haciendo uso del Teorema construccién de angulos. Veamos

la demostracién del Teorema para ilustrar de mejor manera lo que queremos expresar:

Afirmaciéon Garantia y datos

l.munarecta, A unpunto4 €m Dado

2.3B talque B Em yB+ A Teorema recta infinitos puntos [1]

3.4B Post. Dos puntos recta [1,2]

4.3C/C ¢ AB Post. Existencia [3]

5.3a/AB yCCa Post. Puntos-plano [4]

6.Sea AC C Sy, tal que m£CAB = 90 Teo. Construccién de angulos [5]

7. LEAB es recto Definiciéon de angulo [6]

8.Sea AE P. dos puntos - Recta (existencia) (2) [7]

9.4B 1 AE D. rectas perpendiculares (1,3,4) [3,
7, 8]

DEMOSTRACION EXISTENCIA MEDIATA: Las Demostraciones Mediatas se
caracterizan porque los objetos que cuya existencia quiere demostrar poseen definicion
en el sistema. No obstante, a diferencia de la tipologia de Demostraciones de Existencia
Inmediata, se deben usar varios argumentos que en conjunto generan condiciones
suficientes de un objeto que resulta finalmente ser el objeto cuya existencia se esta
demostrando; en otras palabras, los argumentos usados no contienen garantias que
provean de manera inmediata las propiedades del objeto en cuestion segun su

definicion. Reconocemos dos tipologias en esta categoria:

DML1.: se vale de un teorema que provee la existencia de un objeto que en principio no
cumple con las propiedades de la definicion del objeto cuya existencia se demuestra. Sin

embargo, este teorema provee propiedades mediante la cuales indirectamente generan

" Dada una recta m en un plano a y un punto A en m entonces existe una Gnica recta | tal que [ L m por
A en+-a.
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las condiciones de la definicion del objeto en cuestion. Por ejemplo, en la demostracion
del teorema existencia de la paralela’®, se realiza una construccién con dos rectas
perpendiculares a una dada, en la cual, estas dos rectas que son perpendiculares resultan
ser paralelas entre si. En este ejemplo se evidencia que partir de los objetos construidos

(rectas perpendiculares a una misma recta) se obtiene el paralelismo.

DM2: se demuestra la existencia de un objeto cuya definicion incluye dos o mas
condiciones, se debe determinar mediante una construccién un objeto especifico que
satisfaga algunas de las condiciones en cuestién, unas que se puedan validar
tedricamente de manera directa, y luego mostrar que el objeto asi determinado también
cumple las demas condiciones que la definicion le impone al objeto cuya existencia se
quiere demostrar (Samper y Perry, (En prensa)). Un ejemplo de esta categoria es la
demostracion del Teorema de Existencia del Punto Medio, en la que se busca un punto
X que cumpla dos condiciones las cuales son dadas por la Definicion de Punto Medio:
interestancia con dos puntos dados 4, B, tal que A — X — B e igual distancia del punto X
tanto al punto B como al punto A. En este Teorema, se comienza la demostracion
determinando un punto M que satisface su equidistancia a los extremos A y B del

segmento y luego se demuestra que el punto esta entre A 'y B.

5.2. DE ACUERDO AL TIPO DE PROBLEMAS

Para Samper, Molina y otros (2013), en los problemas abiertos de conjeturacion se debe
formular una conjetura expresada como condicional, la parte de ésta que se debe buscar
(antecedente o consecuente) depende de la informacién que aporta el problema y la

pregunta que se propone.

Por esta razon, las categorias para analizar el tipo de problemas que se proponen al
abordar los teoremas de existencia, se dividen en dos tipologias, una que tiene que ver
con el contexto (Unicamente tedrico o usando el software de geometria dindmica) en el
cual se debe hacer su exploracién para resolverlo; y otro que tiene que ver con el tipo de
problema mismo (el foco de busqueda de la parte —antecedente o consecuente- de la
condicional que formula la conjetura solucion del problema). Veamos una descripcion

mas completa de tales tipologias:

'8 Dado una recta [ y un punto P tal que P ¢ I, entonces existe una recta m tal que m || Ly P € m.
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5.2.1. DE ACUERDO AL CONTEXTO DE EXPLORACION

PROBLEMAS TEORICOS (PT): Son aquellos en donde el contexto de exploracion
para dar respuesta al problema es totalmente tedrico, esto es, para sustentar las respuesta

se deben utilizar elementos del sistema tedrico Unicamente; por ejemplo, el problema

que se propone para el introducir el T. Punto a un lado es el siguiente: (¢AB # AB?; se
busca que los estudiantes recuerden la definicion de segmento y de rayo; y se percaten
que para garantizar tal diferencia basta con demostrar que el conjunto{X | A — B — X}
aludido en la definicion de rayo, no es vacio.; es en este momento donde surge la

necesidad de introducir dicho teorema.

PROBLEMAS CON GEOMETRIA DINAMICA (PGD): Son aquellos que, como su
nombre lo indica, se hace uso de algun tipo de exploracion con geometria dinamica:

Presentamos dos tipologias en este tipo de problemas:

PGD1: Donde la respuesta del problema provee un enunciado que se corresponde con
un teorema de existencia (Util/clave en la teoria) de manera explicita. Un ejemplo de
este tipo de problemas se encarna en el plantado para el Teorema Recta — Puntos; con
este, se propone que los estudiantes exploren y conjeturen acerca del nimero de punto

que tiene una recta.

PGD2: Los Teoremas surgen para dar respuesta a algin paso en una demostracion o
para validar una construccion sugerida por un estudiante; el teorema de existencia no es
directamente la conjetura solucion al problema planteado; ejemplo de esta tipologia es
el Teorema Recta perpendicular por punto de recta’; el mismo surge mediante el
estudio de la solucion al problema “construir dos angulos congruente”. Los estudiantes
proponen como solucion a este problema construir dos rectas perpendiculares entre si.

En este punto surge la necesidad entonces de introducir tal Teorema.

19°Si AB recta y A un punto en AB entonces existe una recta AE que contiene a A tal que AB L AE.
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5.2.2. DE ACUERDO AL FOCO DE BUSQUEDA

En las categorias de los problemas segun el foco de la bldsqueda, se encuentran tres
tipologias: busqueda de consecuente, antecedente o determinacion de dependencia; estas

son tomadas de la propuesta realizada por Samper, Molina y Otros (2013).

BUSQUEDA DE CONSECUENTE (BC): El tipo de enunciado de los problemas de
busqueda del consecuente se presenta de la siguiente manera: dadas las condiciones
suficientes, hallar las consecuencias necesarias de éstas. Son denominados también,

como problemas de construccidn sugerida.

BUSQUEDA DE ANTECEDENTE (BA): El enunciado de los problemas de
busqueda del antecedente es: hallar las condiciones suficientes para las cuales las
propiedades mencionadas en el enunciado son la consecuencia necesaria, se denominan

también como problemas de construccion creativa.

DETERMINACION DE DEPENDENCIA (DP): El formato del enunciado de los
problemas de determinacién de dependencia es: “dado un conjunto referencial de
figuras geométricas y unas propiedades, establecer dependencias entre “tipos de figuras
del conjunto referencial” y las “propiedades dadas”. Aqui hay libertad de decidir si el
conjunto referencial o las propiedades son el antecedente de la conjetura, y usar la

geometria dindmica de acuerdo a ello.”
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6. ANALISIS

En el presente capitulo se clasifican los teoremas de existencia expuestos en el libro
Geometria Plana: un espacio de aprendizaje, a luz de las categorias expuestas en la
capitulo anterior; en primer lugar se presenta el analisis en relacion con los enunciados
de los teoremas, luego, de acuerdo al tipo de demostracién de los mismos, y finalmente,
segun el tipo de problemas que se proponen para abordarlos.

6.1. ANALISIS SEGUN EL ENUNCIADO

En los enunciados de los teoremas de existencia se distinguen tres categorias,
presentaremos los enunciados de los teoremas de existencia que hacen parte de cada una

de ellas, justificando su inclusion en la categoria respectiva.

6.1.1. ENUNCIADOS QUE ATIENDEN A DEFINICIONES (ED)

Para el analisis, se presentara en primer lugar, los enunciados de los teoremas que
corresponden a la tipologia (ED1); posteriormente, los teoremas cuyos enunciados

pertenecen a (ED2).
Enunciados que atienden a definiciones — tipologia ED1.

En la tabla 07 se muestran los enunciados que hacen parte de los de la tipologia ED1; se
presenta el enunciado correspondiente, los objetos que intervienen en el enunciado, el
objeto que existe, y particularmente, para este caso, el objeto que se ha definido

previamente en el sistema teorico.

NOS;?re ENUNGIADG | OBJETOS QUE ENUNCIADO OBJETO QUE PR&?&ETSNTE
INTERVIENEN | PARAFRASEADO EXISTE
Teorema DEFINIDO
S 9
QO =S . 7
c o | Existenlos < Los angulos < <
25 . Angulo S ang Angulo Angulo
2 2 angulos existen
w <
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Siempre que se

BA.

este.

D
S N Dado un < ;
= £ . . Angulo, tenga un angulo, . . . .
g 8 | angulo, existe | | . . X Bisectriz de Bisectriz de
&2 | g bisectriz y bisectriz de es posible un angulo un angulo
2 a0 y angulo encontrar su g
5= | estaes Unica. bisectriz
Dado un Siempre que se
(%; £ | segmento Segmento, ten apun |
S g mediatriz de g Mediatrizde | Mediatriz de
$ 8 | entonces segmento segmento, es un segmento | un segmento
22 | existe su g posible encontrar g g
W= | mediatriz. su mediatriz.
Dada una Siempre que se
< rectay un tenga una recta
3 y un punto que
@ punto externo
< . no pertenezca a
= = a ella, existe Recta, Punto,
KT la recta, es Recta
°s una recta recta paralela - Recta Paralela
S 3 posible encontrar Paralela
ea | paralelaala
3 una recta
B dada que
g : paralelaala
- contiene el recta inicial por
punto dado. | d dp
el punto dado.
o Siempre que se
= Dada una tenga una recta
o
o recta my un y un punto que
- punto P en pertenezcaa la Recta
S m -
=g . recta, es posible .
3 © | m. Existe una encontrar una Perpendicular
22 | rectanque recta por punto de
2= | contienea P . una recta
3 perpendicular a
o tal que la recta inicial
§ mLlan Recta, Punto, | por el punto
recta dado. Recta
perpendicular | Siempre que se Perpendicular
o
E Dada recta m tenga una recta
2 y UN punto y un punto que
<] Aem no pertenezcaa | Recta
S o la recta, es Perpendicular
3 £ | entonces -
23 . posible encontrar | por punto
S X | existe una
3o una recta externo a una
= recta n tal que :
3 perpendicular a | recta
S A €eny la recta inicial
3 n 1Lm. I
e por el punto
dado.
Siempre que se
£ | Todo Segmento . .
32 g " tenga un Punto Medio | Punto Medio
S £ | segmento punto medio
23S . segmento, es de un de un
2 £ |tieneun de un ibl
S5 | punto medio. | segmento posible encontrar | segmento segmento
& ' su punto medio.
- Dado BA Si se tiene un
S .8 . ’ rayo, es posible
£ 9 ¢ | existe un Rayo, rayos en)éontrarpun Rayo Opuesto | Rayos
= T S —_
2 opuestos a uno dado
< & & | BC opuesto al | op rayo opuesto a Opuesto
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- Si tiene una recta
£ o determinada por
£ Sise tiene Recta dos puntos, se
f AB entonces Ra o’ tiene los rayosy | Rayo, Rayo
> si existe Yo, el segmento Segmento, Segmento
T A8 ’ Segmento, determinados por
[3o
& |ABoAB ; p
2 dichos puntos.
S o
oS H 14
¢ & | Existenlos . Los triangulos . .
o - Triangulo . Triangulo
2 § triangulos g existen g Triangulo
w
< o
25 Existen los Los segmentos
g £ segmento S 5€9 Segmento Segmento
2 = | segmentos existen
w un
[5+
g S | Existenlos rayo Los rayos existen | Rayo Rayo
= ©
20 | rayos y y Y y
L

Tabla 07 — Enunciados que atienden a definiciones — tipologia ED1.

En los Teoremas anteriores, el consecuente afirma la existencia de un objeto que
previamente ha sido definido; con ello se garantiza que estos teoremas pertenecen a la

categoria ED1. No pertenecen a ED2, puesto que los objetos que existen no dependen

de la definicidn de una relacion sino del objeto mismo.

Enunciados que atienden a definiciones — tipologia ED2.

La segunda tipologia perteneciente a los enunciados que atienden a definiciones, es la
ED2; la tabla 08, muestra los enunciados de los teoremas que por sus caracteristicas,
son incluidos en esta categoria; también se presentan los objetos que intervienen en el

enunciado, el objeto que existe, y para el caso de esta tipologia, la relacion que cumple

el objeto que existe con los objetos que intervienen.
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Nombre "
f | owowo | RERRE | (e | pern
Teorema Q
<8 Sean Ay B dos puntos. .
€ = | Existe un punto C tal que Interestancia: El
&S |A-B-C. |Iounto B esté entre
ospuntos Ay C si
Puntos Ay B Punto C A By C son
S Dados dos puntos Ay B colineales, y
S £ | existe un punto C entre AB + BC = AC
a © ellos.

Tabla 08 - Enunciados que atienden a definiciones — tipologia ED2.

Teorema Punto a un Lado: Sean A y B dos puntos. Existe un punto C tal que A— B — C.

En la hipdtesis del teorema, se mencionan dos puntos cualesquiera A y B (sin propiedad
especial alguna); la tesis afirma la existencia de un punto C al lado de B, de tal forma
que A, B y C sean colineales. La dependencia entre hipotesis y tesis se describe de la
siguiente manera: Siempre que se tengan dos puntos, es posible encontrar un punto al

lado de estos dos, de tal forma que los tres puntos sean colineales.

Los objetos involucrados en el teorema, destacados en letra cursiva, son: dos puntos y
una relacién entre puntos (interestancia); con el teorema se garantiza la existencia de
un punto que cumple con una relacion. Esto Gltimo, hace que el enunciado del Teorema
Punto a un Lado pertenezca a la tipologia ED2; para justificar la existencia del nuevo
punto, se hace uso de la relacion de interestancia, para ello, es necesario recurrir a la
definicién de dicha relacion, de este modo, se garantiza que este teorema no pertenece a

ED1, ya que el objeto al que se le provee la existencia no tiene definicién en el sistema.
Lo mismo ocurre para el Teorema Punto Entre, su enunciado es el siguiente:

Dados dos puntos A y B existe un punto C entre ellos.

En el antecedente se nombran los puntos A y B, sin alguna propiedad especifica; en el
consecuente se afirma la existencia de un punto C entre Ay B, de tal formaque A,ByC
sean colineales. Parafraseando el enunciado se tiene que: Siempre que se tengan dos

puntos, es posible encontrar un punto entre los dos dados.

Los objetos involucrados en este teorema, al igual que en el anterior son: dos puntos y

una relacion entre puntos (interestancia); con este teorema se garantiza la existencia de
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un punto que cumple con una relacién. Esto altimo hace que el enunciado del Teorema

Punto a un Lado sea un enunciado tipo ED2.

Estos teoremas, (T. Punto a un lado y T. Punto entre), Unicamente pueden pertenecer a
los ED2; no pertenecen a los ED1, ya que el objeto que al que se le provee la existencia
no ha sido definido previamente y su existencia tampoco es garantizada por un
postulado. No pueden ser del tipo enunciados que atienden a condiciones especificas,
aunque el objeto que existe no estd previamente definido, ni su existencia esta
justificada por un postulado, si se hace uso de una relacion (la interestancia), relacion
definida en el sistema de referencia, lo que hace que se excluyan de manera inmediata
de los ECE.

6.1.2. ENUNCIADOS QUE ATIENDEN A POSTULADOS (EP)

Son enunciados de teorema que proveen existencia de objetos o relaciones que no
poseen definicion previa (son objetos y relaciones primitivos del sistema). Vale la pena

precisar, que en este caso, la existencia de los objetos es garantizada por un postulado.

En la tabla 09, se presentan los teoremas pertenecientes a esta categoria; se muestra el
enunciado correspondiente, los objetos que intervienen en el enunciado, el objeto que

existe, y finalmente el postulado que garantiza la existencia de del objeto que surge.

Nombre OBJETOS OBJETOS | POSTULADO QUE
del ENUNCIADO QUE QUE JUSTIFICA LA
Teorema INTERVIENEN | EXISTE EXISTENCIA
, Si m'y k son dos rectas que | Rectas, punto Postulado Tres
g @ 2 | seintersecan, entonces de puntos - plano:
O g = | existe un Gnico plano que | interseccion, Dados tres puntos
= las contiene. plano existe un plano que
- Plano los contiene y si los
g g g |recatalquel & m Punto, colineales, existe un
g3 entonces ex1'ste un plano a Plano anico plano que los
que los contiene. contiene.

Postulado no vacio:
Las rectas y los planos
son conjuntos no

Si m es una recta, entonces
existe por 1o menos un

Recta -
punto

unto en m. ;
P R o vacios de puntos
ecta, punto unto(s
n . P s) Postulado Puntos
& 8 § Si mes una _recta entonces Recta- NGmeros
g £ £ | existen infinitos puntos en reales:
= :
£ % m Dada una recta, se
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puede establecer una
correspondencia
entre los puntos de la
recta y los nimeros
reales talque:

i. a cada punto de la
recta le corresponde
exactamente un
ndmero real;

ii. a cada numero real
le corresponde
exactamente un punto
de la recta.

Tabla 09 - Enunciados que atienden a Postulados

A continuacion haremos una breve descripcion, por cada teorema, de lo presentado en la

tabla anterior:

Teorema dos rectas — plano: Si m y k son dos rectas que se intersecan, entonces

existe un unico plano que las contiene.

El texto subrayado corresponde al antecedente, mientras que el no subrayado al
consecuente. El antecedente menciona dos rectas que se intersecan; el consecuente
afirma la existencia de un plano. Parafraseando el enunciado, la dependencia entre
hipotesis y tesis se describe de la siguiente manera: Siempre que se tengan dos rectas
que se intersecan, es posible encontrar un plano que las contiene; con el teorema se
garantiza la existencia de un plano. Esto ultimo hace que el enunciado del Teorema dos
rectas — plano constituya en un enunciado de tipo EP; si bien no se da la existencia de
un objeto geométrico que previamente se haya definido, si de un objeto en el cual su
existencia se justifica mediante un postulado, mas especificamente con Postulado Tres

puntos — plano.

Analogamente, se realiza el mismo procedimiento para determinar la categoria en la que
se encuentra el Teorema Recta y Punto — Plano. El enunciado de este Teorema es el

siguiente:

Si C es punto dado y m una recta, tal que C & m entonces existe un plano o que

los contiene.

El antecedente menciona una recta y un punto que no pertenece a dicha recta; el

consecuente, al igual que el anterior, afirma la existencia de un plano. El enunciado del
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teorema se describe de la siguiente manera: Siempre que se tengan una recta y un punto
que no esté en la recta, es posible encontrar un plano que los contiene; el teorema
garantiza la existencia de un plano. Esto ultimo hace que el enunciado del Teorema
Recta y Punto — Plano, también pertenezca a los enunciados de tipo EP, puesto que la

existencia del objeto que aparece (el plano), se justifica Tres puntos — plano.

Estos dos teoremas, (T. Dos rectas — plano y T. Recta y punto - Plano), Gnicamente
pueden pertenecer a los EP; no pertenecen a los ED1, ya que el objeto que nace no se
ha definido previamente, su existencia como se vio anteriormente, se justifica mediante
un postulado. No pertenecen a ED2 ya que los objetos que existen no dependen de la

definicion de una relacion.

Para los siguientes teoremas, los enunciados aluden a la existencia de un(os) punto(s)
sobre una recta dada. Claro, punto es un objeto primitivo y es el objeto que debe existir
segun el enunciado. Sin embargo, hay una condicion mas que ese punto debe tener:
pertenecer a una recta dada. Los enunciados correspondientes a estos teoremas son los

siguientes:

Teorema Recta — Punto: Si m es una recta, entonces existe por 1o menos un

punto en m.

En la hipotesis del teorema, se menciona una recta m cualquiera (sin propiedad especial
alguna); la tesis afirma la existencia de un punto en la recta. Parafraseando el enunciado
del teorema se tiene: Siempre que se tenga una recta, es posible encontrar un punto en
ella. En este teorema, el objeto que existe es un punto, sin embargo, este punto debe
cumplir la condicion de pertenecer a la recta dada; la relacion de pertenencia, es una
relacién no definida dentro del sistema teorico en el cual se esta trabajando; esto ultimo,
hace que el enunciado del Teorema Recta — punto pertenezca Unicamente a los EP; para
estar en ED, la relacion debe estar definida en el sistema de referencia, lo cual no se
cumple; para pertenecer a ECE, el consecuente debe cumplir condiciones nombradas en
el antecedente, para el Teorema recta — punto, la Gnica condicion es la de pertenencia,
sin embargo, el antecedente no es los suficientemente “exigente”, para incluir dicho
enunciado los ECE. Lo mismo ocurre para el Teorema Recta — Infinitos puntos, cuyo

enunciado es:
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Teorema Recta — Infinitos puntos:_Si m es una recta entonces existen infinitos

puntos en m.

En el enunciado del teorema se afirma la existencia de un puno a partir de una recta

dada; notese nuevamente el objeto que existe es uno o varios puntos, no obstante al

igual que el teorema anterior, el(los) objeto(s) que existe(n) debe(n) pertenecer (relacion

no definida en el sistema tedrico) a la recta dada; esto ultimo, hace que el enunciado del

teorema Recta — Infinitos puntos se constituya un enunciado de tipo EP.

6.1.3. ENUNCIADOS QUE ATIENDEN A CONDICIONES ESPECIFICAS

Para los enunciados de los teoremas que pertenecen a esta tipologia, se muestra

particularmente, la condiciéon que debe cumplir el objeto que existe; al igual que las

categorias anteriores, la tabla 10 presenta el enunciado del teorema de existencia, los

objetos que intervienen y el objeto que existe.

tnico punto D € AC tal

Nod’EFre ENUNCIADO OBJETOS QUE | OBJETO QUE | CONDICIONES DE
INTERVIENEN EXISTE EXISTENCIA
Teorema
s Sean r un numero real Rayo, un | oi o del
g € | positivoyel AC. 0Sitvo, un \nto l extremo el
N 3 | Entonces existe un P ' Punto P .
52 punto y una rayo y pertenencia al
o T
-

que AD =r.

distancia entre
puntos.

rayo dado.

Construccion de angulos

Si se tiene 4 en un
plano @ y un nimero
real r tal que

0 < r < 180, entonces
existe un Gnico 4D tal
que D esta en alguno de
los semiplanos
determinados por 4B en
a 'y ademas msDAB =
r.

Rayo, un plano,
un nimero real
entre 0 y 180,
semiplano,
angulo y medida
del &ngulo.

Rayo y angulo

Medida de angulo
igualary
pertenencia de uno
de sus lados (salvo
Su extremo) a un
semiplano
especifico.

Tabla 10 — Enunciados que atienden a condiciones especificas.

Hacemos una descripcion de la tabla hecha. Para el caso del Teorema Localizacion de

Puntos, cuyo enunciado es:

Sean r un ntimero real positivo y el AC. Entonces existe un tinico punto D € AC tal

que AD =r.
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En el antecedente se menciona un rayo que no cumple alguna propiedad especifica y un
namero real positivo cualquiera. En el consecuente se concluye la existencia a la
existencia de un punto D en el rayo, cuya distancia al extremo del rayo dado es el
namero real r. En otras palabras, siempre que se tenga un nimero positivo y un rayo, es
posible encontrar un punto en el rayo tal que la distancia al extremo del rayo sea el
namero dado. Los objetos que intervienen en él son: un rayo, un numero real positivo,
un punto y una distancia entre puntos; con el enunciado del teorema se garantiza la

existencia de un punto con dos condiciones, la distancia y la pertenencia al rayo dado.

Esto Gltimo hace que este Teorema se clasifique dentro de los ECE; el punto D en el

consecuente, depende de las “exigencias” del antecedente, en este caso, se necesita el

AB y un numero real positivo tal que AD = r,

Una situacion analoga sucede con el Teorema construccién de angulos, cuyo enunciado

es:

Si se tiene AB en un plano a y un namero real r tal que 0 < r < 180, entonces
existe un tnico AD tal gue D esta en alguno de los semiplanos determinados por

AB en a 'y ademas mzDAB = r.

En el antecedente se menciona un rayo que no cumple alguna propiedad especifica, un
namero real positivo que se encuentre entre 0 y 180, y un plano. En el consecuente se
concluye la existencia a la existencia de un rayo, con el cual se forma un angulo de

medida r. El teorema afirma la existencia de un rayo AD (e implicitamente un angulo)

que depende de las condiciones dadas por el antecedente, se necesita el AB, un plano a
y un namero real r entre 0 y 180; ello garantiza la pertenencia del enunciado a la
tipologia ECP.

En sintesis, se presenta en la tabla 11 los teoremas de existencia clasificados segun la

tipologia respectiva.

ENUNCIADOS QUE ATIENDEN A ENUNCIADOS QUE

ENUNCIADOS QUE

DEFINICIONES (ED) ATIENDEN A C%Th:gll\lg%l?l\lés
ED1 ED2 POSTULADOS (EP) ESPECIFICAS (ECE)
T. Existencia del T. Puntoaun T. Localizacion de
< T. Dos rectas - plano
Angulo lado puntos
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T. Existencia de la T Punto entre T. Rectay punto - T. Construccion de

Bisectriz plano angulos
T. Existencia de la

Mediatriz T. Recta-punto

T. Existencia de la T. Recta -infinitos

Recta Paralela puntos

Teorema Recta
Perpendicular por punto
de la recta

Teorema Recta
Perpendicular por punto
externo

T. Existencia Punto
medio

T. Existencia Rayo
opuesto

T. Recta-rayo-segmento

T. Existencia Tridngulo

T. Existencia Segmento

T. Existencia Rayo

Tabla 11 — Clasificacion de los Teoremas de Existencia seguin su enunciado

6.2. ANALISIS SEGUN LA DEMOSTRACION

Luego de haber analizado la clasificacion de los teoremas de existencia segun su
enunciado, ahora se realizard segin su demostracion. En primera instancia, se tiene el
grupo DI1, y en este se encuentran tres subcategorias. En la primer subcategoria DI1-A,
solamente se encuentra el Teorema Recta Punto (en el cual se quiere demostrar que una
recta tiene por lo menos un punto), dado que de manera inmediata el Postulado

Conjunto de Puntos provee la existencia del objeto que se quiere que exista.

En DI1-B se encuentran tres teoremas, el Teorema Dos Rectas - Plano, Rectas y Punto-
Plano y Recta- Infinitos Puntos. A continuacion se muestra la Tabla 12, en la cual se
evidencia el enunciado de cada Teorema, los objetos que intervienen en estos, los
teoremas que proporcionan los puntos que son necesarios para el uso de postulados que
provee la existencia del objeto y finalmente los postulados que justifican la existencia

del objeto que surge.
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ASPECTO

TEOREMAS QUE
PROPORCIONAN LOS
ﬁ\IBTJEEFI\(/)ISESéJl\'IE PUNTOS QUE SON POSTULADOS
ENUNCIADO | £ e/ NECESARIOS PARA EL QUE JUSTIFICAN
ENUNCIADO | USO DE POSTULADOS LA EXISTENCIA
QUE PROVEE LA
TEOREMA EXISTENCIA DEL OBJETO
Postulado
Sim v k son Teorema recta infinitos | puntos plano.
o dos re%:tas ue puntos. Provee la (Teniendo los
3 : g existencia de dos puntos | puntos no
S se intersecan, | Rectas, punto B . .

y C diferentes al punto | colineales, se
< entonces de A que pertenecen a la crea un plano
S existe un interseccion, regta lp m Ue contiene a
o unico plano plano y q
3 que las respectivamente, con el | estos puntos,
a contiene fin de determinar la no con el fin de

' colinealidad. demostrar lo
requerido.)
Teorema recta infinitos Postulado
puntos. Provee la untos plano
o Si C es punto existencia de dos puntos puntos p
c Teniendo los
S dado y m una By C que pertenecen a
o puntos no
- recta, tal que Recta la recta m dada, con el colineales. se
8 C &€m ' fin de determinar la no ’
c Punto, S crea un plano
S entonces colinealidad entre los .
=1 . Plano que contiene a
< existe un puntos B, C y A (A punto
3] 1 dado que no pertenece a eStos puntos,
) prano a que g P con el fin de
ad los contiene. m), y hacer una demostrar lo
correspondencia entre la requerido
recta BC con la recta m. '
Teorema Recta Punto.
Provee la existencia de
un punto A € m, el cual | Postulado
8 sera usado para asignarle | Recta NUmeros
5 Simesuna una coordenada a este Reales.
o recta punto y a partir de esto, | Teniendo un
2 entonces crear numeros reales que | punto en la
c . Recta, punto .
= existen se puedan corresponder | recta, se siguen
-E infinitos con puntos de la recta creando punto
B puntos en m. (este Postulado se usa en la recta, con
x més veces en la el fin de tener

demostracién dado que
va creando mas puntos
en la recta).

infinitos puntos.
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En el caso del Teorema Dos Rectas Plano y Rectas Puntos Plano, se hace uso del

Teorema Recta Infinitos puntos que proporcione los puntos que son necesarios en el

Postulado Puntos Plano que provee la existencia del plano. Por otro lado, se encuentra

el Teorema Recta Infinitos Puntos, en el cual se hace uso del Teorema Recta Punto para

dar la existencia de un punto en la recta, teniendo este punto en la recta, por medio del

Postulado recta numeros reales (ii) (el cual me da la existencia de puntos de la recta

dado un numero real que se corresponde con ellos), se tiene la existencia de infinitos

puntos en la recta.

Otra subcategoria es DI1-C, en esta se encuentra la demostracion del Teorema Punto a

un Lado y el Teorema Punto Entre. En la Tabla 13 que esta a continuacién, se evidencia

el postulado que justifica la existencia de estos objetos y el teorema que media la

existencia de estos, adicional, dado que las demostraciones de estos teoremas son

similares, en la tabla se encuentra la relacion de esos teoremas en cuanto a su estructura.

SPECTO TEOREMA TEOREMﬁ APSJ(I)\ITO AUN | - OREMA PUNTO ENTRE

Teniendo como dado Teniendo como dado

Postulado dos dos puntos 4, B, se crea dos puntos 4, C, se crea
una recta con el fin de una recta con el fin de

puntos recta . ;
determinar coordenadas | determinar coordenadas
a los puntos. a los puntos.

Postulado puntos Determinacion de un namero que pertenece a los

de recta nl’ﬁneros reales para cada punto.

QUE SE USA Y reales (i) C(A)=a,C(B) = C(A) =a,C(C) =

b,b # c. c,a # C.

SU PROPOSITO

Tricotomia

Consideracion de dos posibles casos.

a<bVa>bhb

a<cVa>c

Propiedades de
los niimeros reales

Existencia de un nimero que pertenece al conjunto
de los reales que se encuentra en cualquier punto
de la recta segln se requiera.

Existe c tal que:
a<b<cVa>b>c

Existe b tal que:
a<b<cVa>b>c

POSTULADOS
QUE
JUSTIFICAN LA
EXISTENCIA
DEL OBJETO

Postulado puntos
de recta nUmeros
reales (ii)

Determinacion de la coordenada del nimero que
pertenece a los reales y que cumple una
desigualdad segun se requirio.

c=C(C)

b=C(B)
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Dado que se requiere la interestancia entre puntos,

PROPIEDAD teniendo los nUmeros y sus respectivas

USADA EN EL Principio de coordenadas, se pueden sustituir las desigualdades
PROCESODE | sustitucion de los nimeros que pertenecen a los reales por los
DEMOSTRACION puntos correspondientes.

CAH<cBY<covcK>cB)Y>cwo

Por este teorema, se pueden encontrar las
MEDIA LA orden insterestancias que se requieren a partir de las

EXISTENCIA ) . desigualdades entre las coordenadas de los puntos.
DEL OBJETO Interestancia A—-B—CVC—B—-A

TEOREMA QUE | Tegrema doble

Tabla 13 - Clasificacién de las Demostraciones DI1-C

Estos teoremas pertenecen a esta subcategoria, dado que son aquellas demostraciones en
las cuales los objetos que se quiere que existan no son justificados al final de la
demostracion por postulados, sino que hay un teorema especifico, Teorema Doble
Orden Interestancia®® que media la existencia del objeto. Aunque en esencia, la
existencia esta dada gracias al Postulado Puntos de Recta Numeros Reales (ii) en la cual

a cada namero le corresponde un punto.

Por otro lado, se encuentra el grupo DI2, el cual se encuentra dividido entre dos
subcategorias. En la primera, DI2-A, estdn inmersos las demostraciones de los
Teoremas de Existencia del Angulo, Triangulo, Segmento, Rayo y Segmento-Rayo-
Recta. A continuacion, se presenta la Tabla 14 en la cual se encuentran los aspectos

fundamentales que determinan esta categoria.

TEOREMA | .
ASPECTO ANGULO | TRIANGULO | SEGMENTO RAYO
DETERMINACION | Objeto Determinacion de tres Determinacion de dos
DE OBJETOS puntos 4, B, C no
FUNDAMENTALES colineales. puntos 4, B.
PARA LA -
DEMOSTRACION | Garantias
DIRECTA DEL que se P. puntos-plano. T. Recta punto
TEOREMA. usaron
CREACION DE Objeto Recta AB y BC IX/A—-X|3X/A—-B
OBJETOS —B - X
DETERMINADOS | Garantias T Punt T. Punto a
POR LOS OBJETOS | que se P. dos puntos recta. .enrrg 0 un
FUNDAMENTALES. | /oo Lado
USO DE LAS Objeto A i4
DEFINICIONES DE ) Angulo Triangulo 3AB 3AB
LOS OBJETOS QUE ABC. ABC.

20 Dados tres puntos A, B'y € de larecta m, si c(4) < c(B) < ¢(C) 6si c(C) < c(B) < c(A) entonces
A-B-Co6C—-B—A.
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SE QUIEREN QUE | Definicion D D

EXISTAN qUe Se Uso D. angulo triangulo | Segmento D. Rayo

Tabla 14— Clasificacion de las Demostraciones DI12-A

Las demostraciones de esta subcategoria sustentan la existencia del objeto garantizando
las condiciones sobre las cuales se enuncia la definicion del objeto. Por un lado,
justificar la Existencia del Angulo y del Triangulo, basta con garantizar la existencia de
tres puntos no colineales en un plano a; por otro lado, en las demostraciones de los
Teoremas de Existencia del Segmento, el Rayo y del Segmento-Rayo-Recta, basta con
garantizar existencia de dos puntos. En conclusion, la demostracion de los objetos de
esta categoria son inmediatas en tanto que un postulado (o teorema) garantiza

directamente condiciones exigidas en sus respectivas definiciones.

Adicional, los objetos de los cuales se busca su existencia, deben existir como
“queremos que existan”, para ello, se hace indispensable hacer uso del teorema punto a
un lado y/o del teorema punto entre. Ejemplo de esto, es la demostracion del Teorema
existencia del segmento; se necesita que existan dos punto A y B y todos los puntos que
se encuentran entre estos dos. Luego de garantizar la existencia de los dos puntos, se
hace necesario hacer uso del teorema punto entre, para garantizar que en medio de A y
B hay mas puntos. DI2, se diferencia de DI1, dado que lo que garantiza la existencia de

los objetos no es un postulado.

En la demostracion del Teorema Recta-Rayo, segmento, se deben justificar dos partes,
dado que hay una doble implicacion en su enunciado: (i) si se tiene AB , entonces

existe AB o el AB; (ii) si se tiene AB o el 4B , entonces existe AB. La primera parte,
es similar a la demostracién de la existencia del Segmento y del Rayo, en la
segunda parte, basta con usar el Postulado dos Puntos-recta, el cual necesita de dos
puntos para formar la recta, estos se encuentran en el rayo y en segmento. El
Teorema Recta-Rayo, segmento, pertenece a esta subcategoria dado que en la
demostracion de cualquiera de las dos partes, se debe sustentar la existencia de dos
puntos para garantizar las condiciones sobre las cuales se enuncia la definicién del

segmento o del rayo segun corresponda.

En la segunda subcategoria de DI2, DI2-B, se encuentran las demostraciones de los

Teoremas de Existencia Perpendicular por Punto de Recta y el Rayo Opuesto. En la
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siguiente tabla, se encuentran los dos teoremas pertenecientes a esta subcategoria, en la
que se evidencia la relacion de diferentes aspectos como: los objetos dados, los
teoremas que proveen las propiedades dadas en la definicion del objeto en cuestion y el

uso de las definiciones de los objetos a los cuales se les cuestiona su existencia.

TEOREMA | RAYO OPUESTO RECTA
ASPECTO PERPENDICULAR POR
PUNTO DE RECTA
OBJETOS DADOS Rayo BA Recta AB
CONSTRUCCION DE El Rayo AE esta
contenido en el

OBJETOS (USO DE ol
TEOREMA QUE _ semiplano
PROVEE LAS Objeto A—B-C determinado por la
PROPIEDADES recta AB tal que la
(DDEAFDIQISCE%IL-)ADEL medida del angulo
OBJETO EN Garantias que ?Ago:st?gccién de
CUESTION) g T. Punto a un lado .

se usaron angulos
DETERMINACION DE | Objeto Rayo BC yrayo BA. | 4«BAE recto
OBJETOS CREADOS A
PARTIR DE - ;
DEFINICIONES Garantias que | D. Rayo D. angulo recto

se usaron
USO DE LAS Objeto Losrayos BAy BC | Larecta AB es
DEFINICIONES DE LOS son opuestos perpendicular a la
OBJETOS QUE SE ta AE
QUIEREN QUE — recta -
EXISTAN Definicion que | D. Rayo opuesto D. recta perpendicular

Sse uso

Tabla 14— Clasificacién de las Demostraciones D122

En los dos teoremas se hace uso de un teorema que provee de manera inmediata la
existencia de las propiedades encontradas en la definicion. En el caso de la
demostracion del Teoremas de Existencia Perpendicular por Punto de Recta, se hace uso
del Teorema construccion de Angulos que de manera inmediata construye un angulo
con una medida de noventa, para llegar a la propiedad de perpendicularidad. En el caso
del Teorema de Existencia del Rayo Opuesto, se hace uso del Teorema Punto a un Lado
que de manera inmediata construye un punto a un lado de los dos puntos dados, con esto

se lograba generar el rayo opuesto al dado.

Después de analizar las demostraciones que pertenecen al grupo de aquellos objetos que
son demostrados de manera inmediata, se continla con las demostraciones mediatas

(DM), en estas, se encuentra dos subcategorias, en la primera, DM1, estan las
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demostraciones de los Teoremas de Existencia de la Paralela, de la Perpendicular por
Punto Externo y de la Mediatriz; A continuacion, se presenta un esquema, en el cual se
visualizan las similitudes y diferencias de los teoremas pertenecientes a esta

subcategoria.

{EOREMA EI(EISTREEI\I'\Q?A TEOREMA EXISTENCIA DE TEOREMA
DE LA PERPENDICULAR POR PUNTO EXISTENCIA DE
ASPECTO PARALELA EXTERNO LA MEDIATRIZ.
OBJETOS |Recta L P rectam, A ¢ m AB
DADOS punto P & [
Sea crea un rayo XT en el que el
Existe una | punto T se encuentra en el
recta k tal semiplano determinado por la
Sea M punto
que K c a, | rectam en donde no esta A4, tal medio de AB
Peky que msYXT = r. Con esto, se
kLI busca la congruencia entre el
2YXT yel £AXY.
TEOREMAs | leorema
QUE existencia
PROVEEN LA de la Teorema Construccion de T. Existencia
EXISTENCIA | perpendicul Angulos punto medio
DE(S—SEB; ETO ar por punto
PRINCIPIO externo
NO CUMPLE Existe una
CON LAS recta m tal Se crea un punto B que Seal L
PROPIEDADE | que m c a, | pertenezca al segmento XT tal que | -=
SDE LA Pemy XB = XA AB,M €l
DEFINICION
DELOBJETO | M Lk.
CUYA Teorema
EXISEENCIA existencia T. Existencia
DEMUESTRA oe rg:nljicul Teorema Localizacion de Puntos %Z:jpggflgﬂﬁg
ar por punto de recta
externo
SeaT € l,T #
M
T. Recta
infinitos
puntos
DEFINICIONE TM es
TEOREMA) mlll AB1m mediatriz del
QUE AB.
PROVEEN LAS Teorema
PROQPL'JEEDEALDES perpendicul D. Rectas perpendiculares D. Mediatriz
OBJETO DEBE ar
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TENER PARA | paralelismo
QUE ESTE
EXISTA

Tabla 15— Clasificacién de las Demostraciones DM1

Estos dos teoremas pertenecen a esta subcategoria, dado que, en cada una de ellas, se
valen de un teorema que provee la existencia de un objeto que en principio no cumple
con las propiedades de la definicion del objeto cuya existencia se demuestra, pero
provee propiedades mediante la cuales indirectamente generan las condiciones de la

definicion del objeto en cuestion.

En el caso de la Existencia de la paralela, se crean dos rectas perpendiculares a una
misma recta, construccion sustenta por el Teorema de Existencia de la perpendicular por
punto de Recta. Por otro lado, para demostrar la existencia de una recta perpendicular
por punto externo, fue necesario realizar una construccion de un angulo que cumpliera
ciertas propiedades para dar existencia del objeto que se busca, esto fue sustentado por
el teorema construccion de angulos y localizacion de puntos. Finalmente, en la
demostracion de la Mediatriz, se necesitd construir un punto medio, una perpendicular a
este punto y por medio de estos objetos, demostrar que la mediatriz son todos los

puntos que equidistan de los extremos del segmento.

De esta subcategoria, hay dos demostraciones que tienen unas caracteristicas especiales.
La primera demostraciéon es la Existencia de la Mediatriz, la cual depende de la
definicidn que tiene para que este objeto exista. En este caso, la definicion de mediatriz
puede ser: (i) dado un segmento, en un plano, la mediatriz del segmento es la recta
perpendicular al segmento que pasa por su punto medio, 6 (ii) dado un segmento, en un
plano, la mediatriz del segmento son los puntos que equidistan de los extremos del
segmento. Si se toma (i) como definicidn, el grupo al que pertenece la demostracion es
a DM2, dado que se busca un punto X con dos propiedades: la primera, es que sea punto
medio del segmento; la segunda, que sea una recta perpendicular por ese punto medio.
Necesariamente, se debe construir el punto medio, dado que, si se empieza con la
construccién de la recta perpendicular, no hay seguridad que la recta pase por el punto
medio. Por otra parte, si se toma (ii) como definicién de mediatriz, la demostracion del
Teorema de Existencia de la Mediatriz pertenece a esta subcategoria, DM1, como ya se

habia explicado anteriormente.
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La segunda demostracion, es la Existencia de la Paralela, en esta, no depende de la
definicién la inclusion en uno u otro grupo, sino de la construccién del objeto; si se hace
una construccién diferente a la planteada en esta subcategoria para este teorema, por
ejemplo, si se construye una recta transversal a dos rectas y se demuestra que si los
angulos alternos internos que se forman de la transversal con estas dos rectas son
congruentes entonces forman dos rectas paralelas, esta demostracion haria parte de la
subcategoria DI22, dado que la construccion provee de manera inmediata la existencia

de las dos rectas paralelas.

Otra subcategoria de DM, es DM2, en esta se encuentran las demostraciones de 4
Teoremas de Existencia, Punto Medio, Localizacion de Puntos, Construccion de
Angulos y Bisectriz. A continuacion se presenta un esquema realizado por Molina (En
prensa), en el que se muestra el propésito de construir un objeto geométrico con algunas
propiedades, que son absolutamente necesarias y que figuran en la definicion del objeto

geométrico cuya existencia debe ser probada.

TEOREMA | TEOREMA PUNTO | TEOREMA TEOREMA
MEDIO LOCALIZACION | CONSTRUCCION
ASPECTO DE PUNTOS DE ANGULOS
Uno de los
CONJUNTO AL QUE DEBE semiplanos
PERTENECER EL PUNTO QUE Segmento AB. Rayo CT. (H) determinados
SE BUSCA: por
larecta AB
en a.
Asignar Asignar
5 Postulado coordenadas coordenadas al
% Q puntos de recta aybalos origen del rayo
<3 ndmeros extremos Ay B | (C)y al punto
oI reales. del segmento, que lo
f z respectivamente. | determina (7).
3 Postulado Asignar
rayos niumero coordenada
0 al rayo AB.
Satisfacer la . .
Proposito de la equidistancia del Sat!sface_r que Sat|_sfacer que la
determinacion de un namero punto que se Ia_dlstanC|a del | medida del angulo
real relacionado con las busca a los origen del rayo | conformado con el
o al punto rayo buscado y el
coordenadas escogidas: extremos del
buscado sea z. dado sear.
segmento.
Condiciones, en términos de | Es el promedio de | Es un nimero | ES un nimero
las coordenadas asignadas, las coordenadas x que depende | entre 0 y 180 tal
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del nimero que permite asignadas a los de larelacion | que el valor
determinar el objeto buscado: | extremos. de orden entre | absoluto de la
c(Q)yc(T)y |diferenciaentre la
del hecho de coordenadas que
que la se asignen a los
distancia del rayos que

punto buscado | conforman al

al extremo del | angulo sear.

rayo sea z. Especificamente,
Especificament | como la

e, el nmero x | coordenada
eslasumaola | del rayo ABes 0,
diferencia de el nimero buscado
c(C) y z, segun | es el mismor.

si c(T) es
mayor o menor
que c(C).

Tabla 16— Clasificacién de las Demostraciones DM2

En el caso de la demostracién de la Existencia de la Bisectriz, se requiere de un rayo BD

que pertenezca al interior del angulo dado, £ABC, el cual se encuentre en
. P 1 . ’
correspondencia con un nimero real 5T siendo r el nimero que le corresponde al rayo

BC, esta construccién con la intencidn de generar un rayo que determine la congruencia
entre los angulos adyacentes que se forman, luego de esto, aludiendo a la definicién de
Bisectriz, se debe demostrar que un punto del rayo BD realmente se encuentra en el
interior del angulo ABC, esto se puede justificar creando una interseccion entre la recta
BD que contiene al rayo BD con un segmento XY, en el cual los puntos X, Y sean puntos
de los rayos BC y BA respectivamente, dado que el Teorema Punto en el Interior del
angulo a partir de esta interseccion justifica que un punto del rayo esté en el interior del

angulo y con esto, se demuestra que el rayo BD es bisectriz del angulo ABC.

Este teorema pertenece a este grupo, dado que requiere la construccion de un objeto
geométrico, rayo BD, con algunas propiedades: que el rayo este en el interior del angulo

ABC y que los rayos que se forman con este formen &ngulos congruentes ente si.
. . 1
Necesariamente, se debe construir un rayo con coordenada e la cual me asegura que

este rayo junto con los rayos del angulo dado me forman dos angulos congruentes, dado

que, si se empieza construyendo un punto cualquiera que esté en el interior del angulo,
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no hay seguridad que a este rayo le corresponda la coordenada %r y por tanto los

angulos no podrian ser congruentes.

Ahora, por medio de un esquema, se presentard de manera general la clasificacion de los

teoremas de existencia de acuerdo a su demostracion.

INMEDIATAS MEDIATAS
DI1 DI2 DM1 DM2
T. Existencia
de la T. Existencia del
DI1-A | DI1-B DI1-C DI2-A DI2-B mediatriz Punto Medio
T | T.Dos |T.Punto| _ .1~ | [T.recta T. recta o
Existencia | perpendicula | perpendicula | T. Localizacién
Recta rectas aun
del r por punto r por punto de Puntos
punto plano lado
segmento de recta externo
T. . .
Rectas | T. Punto Exis-{éncia T. Eé;stgnua T. Existencia | T. Coqstruccién
puntos- entre Y de la Paralela de Angulo
del rayo opuesto
plano
T. Recta T
S Existencia T. Existencia de
infinitos , .
del la Bisectriz
puntos ,
angulo
T.
Existencia
del
tridngulo
T. Recta-
Rayo,
segmento
6.3. ANALISIS SEGUN EL TIPO DE PROBLEMAS QUE SE

PROPONEN PARA LOS TEOREMAS DE EXISTENCIA.

Para la clasificar el tipo de tareas que se proponen en relacion con los teoremas de
existencia expuestos anteriormente, se tendran en cuenta las categorias presentadas en el
capitulo anterior. En primer lugar se muestra el andlisis de acuerdo al tipo de problemas

que se proponen, y luego, de acuerdo al foco de busqueda.

A continuacién, se muestra en la tabla 18 el tipo de problemas que proponen Samper y
Molina (2013), para los respectivos teoremas de existencia, se presenta, en la primera
columna el teorema de existencia que se trabaja, y en la segunda, el tipo de tarea que se

propone.
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TEOREMA DE EXISTENCIA

TAREA PROPUESTA

. Recta - infinitos puntos

. Recta dos puntos

. Recta - punto

Problema 1: Construya una recta en
cabri. Determine los hechos geometricos
involucrados en la construccion

. Punto entre

Surge a partir de la definicién de
segmento.

. Punto a un Lado

Problema 2: ;AB # AB?

. Segmento - rayo - recta

Surge de la demostracion de punto medio

. Existencia del Punto Medio

Problema 3: ;Existe el punto medio de
un segmento?

. Rayo opuesto

= | 4|44 4 [4[d]H

. Localizacion de puntos

Problema 4: Dados tres puntos no
colineales A, B y C. ¢Es posible construir
un punto D tal que AB y CD se bisecan?

—

. Recta y punto — plano

Problema 5: ;Cuantos planos contienen a
una recta dada m y a un punto C & m?

. Dos rectas - plano

Problema 6: ¢es posible demostrar el
postulado puntos plano ii (dados tres
puntos existe un plano que los contiene y
si los tres puntos no son colineales,
existe un unico plano que los contiene),
a partir del teorema anterior?

. Construccion de angulos

Problema 7: Dado un angulo A en Cabri,
describa dos procesos diferentes para
construir un angulo congruente a este.

¢ Qué le permite garantizar que son
congruentes?

T. Recta Perpendicular por punto de la
recta

Surge a partir de una propuesta del
problema 7

T. Existencia de la Bisectriz

Problema 8: Construya dos angulos
adyacentes congruentes. ¢;Qué le permiten
garantizar que son congruentes?

T. Existencia del Triangulo

Problema 9: ¢Existen los triangulos?

T. Recta Perpendicular por punto externo

Problema 10: Sean la PC y un punto

A ¢ PC contenidos en un plano. Proponga
dos métodos para determinar un punto B
en el mismo plano de tal manera que el
AACP y ABCP sean congruentes.

T. Existencia del Angulo

Problema 11: Sean AB y AC rayos
opuestos y AD otro rayo. ¢Es posible
determinar un punto E, en el mismo
semiplano en el cual estd D, para que el

68




£BAD sea complementario con el ZCAE?

T. Existencia de la Mediatriz

Problema 12: Dados una recta m, un
punto R de ella y un punto P que no
pertenece a ella.

a. ¢Cuantos puntos del S,,, .p tienen la
misma distancia a R que la distancia de
R a P? Justifique su respuesta.

b. ¢Existe un punto Q tal que para todo
punto Y de m se tenga que QY sea igual a
PY?

Si existe, describa sus caracteristicas
geométricas.

T. Existencia de la recta Paralela

Problema 13: ;Existen las rectas
paralelas?

Tabla 18 — Problemas propuestos para los Teoremas de Existencia

Luego de presentar el tipo de problemas que se proponen para abordar los Teoremas de

Existencia, se analizard cada uno de ellos, y de determinard la tipologia a la cual

pertenece.

6.3.1. PROBLEMAS TEORICOS.

Para determinar los problemas que pertenecen a la tipologia PT, se observa que en los

enunciados se busca utilizar elementos del sistema tedrico para dar solucion a la

pregunta planteada. De esta forma, los enunciados que pertenecen a esta categoria se

muestran en la tabla 19

TIPO DE PROBLEMA

TEOREMA DE EXISTENCIA

PROBLEMAS TEORICOS (PT):

. Punto a un Lado

. Existencia del Punto Medio

. Recta y punto — plano

. Dos rectas - plano

. Existencia del Triangulo

. Existencia de la recta Paralela

—| |||

. Segmento — Rayo - Recta

Tabla 19 — Problemas Tedricos

6.3.2. PROBLEMAS CON GEOMETRIA DINAMICA

Para determinar cual o cudles problemas pertenecen a la tipologia PGD, es féacil

observar que, 0 bien su enunciado hace referencia al uso de la Geometria Dinamica, 0

bien el proposito del problema es la exploracion mediante la Geometria Dindmica.
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En primer lugar se muestran los teoremas

que pertenecen a la categoria PGD1; de esta

forma los problemas pertenecientes a esta categoria son:

TIPO DE PROBLEMA

TEOREMA DE EXISTENCIA

PROBLEMAS CON GEOMETRIA
DINAMICA (PGD1):

. Recta - infinitos puntos

. Recta dos puntos

. Recta - punto

. Rayo opuesto

. Localizacién de puntos

. Construccion de angulos

. Existencia de la Bisectriz

. Recta Perpendicular por punto externo

. Existencia del Angulo

||| |||

. Existencia de la Mediatriz

Tabla 20 — Problemas con Geometria Dinamica PGD1

En segundo lugar, Los teoremas que perte

necen la tipologia PGD2, surgen para validar

una construccion sugerida por un estudiante; de esta forma, se hace necesario

determinar el proposito del problema

para clasificar los teoremas de existencia

pertenecientes a esta categoria. De esta forma los Teoremas de esta categoria se

muestran en la tabla 21:

TIPO DE PROBLEMA

TEOREMA DE EXISTENCIA

TEOREMAS QUE SURGEN EN MEDIO
DE UNA DEMOSTRACION (PGD2):

T. Punto entre

T. Segmento - rayo - recta

T. Recta Perpendicular por punto de la recta

Tabla 21 — Teoremas que surg

en en medio de una demostracion.

En sintesis, la tabla 22 muestra los teoremas de existencia clasificados segun el tipo de

problemas al que pertenecen

PROBLEMAS CON

GEOMETRIA DINAMICA (PGD):

PROBLEMAS
TEORICOS (PT)

(PGD1)

(PGD2)

—

. Recta - infinitos puntos

T. Punto entre

T. Punto a un Lado

—

. Recta dos puntos

T. Segmento - rayo - recta

T. Existencia del Punto
Medio

—

. Recta - punto
P de la recta

T. Recta Perpendicular por punto

T. Recta y punto — plano

—

. Rayo opuesto

T. Dos rectas - plano

T. Existencia del

T. Localizacion de puntos .
Tridngulo
. ) T. Existencia de la recta
T. Construccion de angulos
Paralela

—

. Existencia de la Bisectriz

T. Segmento — Rayo -
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Recta

T. Recta Perpendicular por
punto externo

T. Existencia del Angulo

T. Existencia de la Mediatriz

Tabla 22— Clasificacion de los Teoremas de Existencia segiin los problemas Propuestos.

6.4. ANALISIS SEGUN EL FOCO DE BUSQUEDA.

Para determinar la tipologia a la que pertenece cada problema presentado por Samper y
Molina (2013), basta con observar su enunciado y determinar si se presenta una

busqueda de consecuente, antecedente o determinacion de dependencia.
6.4.1. BUSQUEDA DE CONSECUENTE

La tabla 23, muestra cuales de los problemas que se proponen para abordar los

Teoremas de Existencia pertenecen a la tipologia BC.

TEOREMA DE ENUNCIADO DEL

EXISTENCIA PROBLEMA ANTECEDENTE CONSECUENTE
T' Rgcta i Construya una recta en Punto(s)
infinitos puntos . . .

cabri. Determine los La condicidn que se

T. Recta dos oy

Untos hechos geometricos Recta busca, es que el punto
'FI)' Recta - involucrados en la pertenezca a la recta

' construccioén dada.
punto

Tabla 23 — Problemas de blsqueda de Consecuente

6.4.2. BUSQUEDA DE ANTECEDENTE

La tabla 24, muestra cuales de los problemas que se proponen para abordar los

Teoremas de Existencia pertenecen a la tipologia BA.

TEOREMA DE ENUNCIADO DEL

EXISTENCIA PROBLEMA ANTECEDENTE CONSECUENTE
T. Rayo Puntos no colineales
opuesto Dados tres puntos no AByC.

colineales A,B y C. (Es Se debe buscarla |-— ==
T. posible construirun | ubicacion del punto Iké)lilge)c]ale €
Localizacion punto D tal que ABy CD | D, para cumplir la
de puntos se bisecan? condicion del
consecuente

T. Recta Seanla PC yunpunto | Seanla PC y un AACP y ABCP
Perpendicular | 4 ¢ PC contenidos en punto 4 € PC sean congruentes.
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por punto un plano. Proponga dos | contenidos en un

externo métodos para determinar | plano.
un punto B en el mismo | Se busca determinar
plano de tal manera que la ubicacion del
el AACP y ABCP sean punto B, para
congruentes. satisfacer las
condiciones del
consecuente.

Existencia del Punto

¢Existe un punto Q tal Q, que cumpla con

T. Existencia | que para todo punto Y de

o las condiciones QY = PY
de la Mediatriz imusael gegg;/aoque QY sea solicitadas por el
g ' consecuente

Tabla 24 — Problemas de bisqueda de Antecedente

6.4.3. DETERMINACION DE DEPENDENCIA

Respecto a esta categoria, no se encontraron problemas que aludieran a este tipo de
tareas; con lo que no es posible clasificar algiin teorema de existencia dentro de esta

categoria.

6.5. CORRESPONDENCIA ENTRE EL TIPO DE PROBLEMAS Y
LOS ENUNCIADOS

Para establecer alguna correspondencia entre la clasificacion del tipo de problemas, y la
clasificacion segun los enunciados, se presentaran los siguientes diagramas de barras, en

donde se muestra el tipo de enunciado, Yy el tipo de problema asociado a cada tipoldgica.

Los demés problemas no atienden a ninguna tipologia, por tanto, no fueron clasificada

en ninguna de ella.

6.5.1. ENUNCIADOS QUE ATIENDEN A DEFINICIONES vs TIPO DE
PROBLEMAS

En el siguiente diagrama se observa como en los Enunciados que atienden a es posible

encontrar los dos tipos de tareas/problemas, problemas teéricos (5), y problemas con
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geometria dindmica (7). Se destaca que la cantidad de problemas de PG1 (5), es mayor a
la de PG2 (2).

6
5 .
4 .
mPT
3 .
m PGD1
2 - m PGD2
1 .
0 .
PT PGD1 PGD2

6.5.2. ENUNCIADOS QUE ATIENDEN A POSTULADOS vs TIPO DE
PROBLEMAS

En el diagrama que se presenta a continuacion se observa como los Enunciados que
atienden a postulados, son unicamente de dos tipos, problemas teéricos, y problemas
con geometria dindmica de tipo 1 (PGD1) Los teoricos aluden a los problemas
relacionados con objetos no definidos (el plano), mientras que los problemas con
geometria dinamica (PGD2) corresponden a relaciones no definidas (pertenencia), es el

caso del Teorema Recta — Punto.
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2,5
2 .
1,5
mPT
m PGD1
1 -
m PGD2
0,5 -
O 1 T 1
PT PGD1 PGD2

6.5.3. ENUNCIADOS QUE ATIENDEN A CONDICIONES ESPECIFICAS
Vs TIPO DE PROBLEMAS

En cuanto a la relacion entre los enunciados que atienden a condiciones especificas y el
tipo de problemas propuestos para los teoremas de existencia, se observa que
Unicamente se evidencia un tipo de problemas, aquellos que hacen uso de la geometria
dindmica de tipo 1 (PGD1).

2,5
2
1,5
mPT
m PGD1
1
W PGD2
0,5
O T T 1
PT PGD1 PGD2
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7. CONCLUSIONES

1. Realizando la correspondencia entre las categorias de las clasificaciones segun
enunciado y segun demostracién, inferimos que:

i) El grupo de enunciados que atienden a postulados (EP), se encuentran agrupados
de forma similar con el grupo de las demostraciones inmediatas de tipo 1 (DI1);
difieren Unicamente que en DI1 se encuentran dos teoremas adicionales,
Teorema Punto Entre y Teorema Punto a un Lado.

ii) El grupo de demostraciones DI2 se encuentran agrupados de forma similar con
el grupo de enunciados que atienden a definiciones de tipo 1 (ED1); difieren
Unicamente que en ED1 se encuentran cinco teoremas adicionales, Teorema
Existencia de la Bisectriz, de la Mediatriz, de la Recta Paralela, Perpendicular
por Punto Externo y Existencia del Punto Medio.

2. Los enunciados que atienden a condiciones especificas (ECE) son muy importantes
en el sistema tedrico, dado que se usan frecuentemente en situaciones de
construccién. Por ejemplo, cuando se necesita un angulo con una medida
especifica, el teorema Construccion de Angulos es vital, pues este justifica la
existencia del objeto (el angulo) con la condicion solicitada (la medida).

3. En cuanto a la relacion entre el tipo de problemas y la clasificacion de enunciados,
se infiere que:

i) Entre los tipos de problemas y enunciados que atienden a definiciones (ED),
se encuentran los dos tipos de problemas; problemas teoricos y problemas
con geometria dinamica. Aunque cabe resaltar que dentro de los problemas
de geometria dindmica, se encuentran en mayor cantidad los problemas de
tipo PGD1

i) Entre los tipos de problemas y enunciados que atienden a postulados (EP),
se observa hay una tendencia a realizar problemas, problemas teoricos y
problemas con geometria dinamica de tipo 1 (PGD1). Los teoricos aluden a
los problemas relacionados con objetos no definidos (el plano), mientras

que los problemas con geometria dinamica corresponden a relaciones no
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definidas (pertenencia), es el caso del Teorema Recta — Punto. Ademas,
dentro de esta tipologia no es posible encontrar problemas de tipo PD.

iii) Entre los tipos de problemas y enunciados que atienden a condiciones
especificas (ECE), se observa que Unicamente es posible encontrar
problemas con geometria dindmica; ello, en el marco de la tipologia PGDL1.

iv) Los problemas de Tipo PGD1, siempre estan presentes en las tareas que se
proponen para aludir a los Teoremas de Existencia; ello, debido a que la
geometria dindmica es un componente importante en el libro analizado.

4. El cuestionamiento de la existencia de los cuadrilateros no se hace visible en el
libro Geometria Plana: un espacio de aprendiza; sin embargo, como conocedores
del curso sabemos que dicho cuestionamiento si se plantea.

5. En su gran mayoria las demostraciones que aluden a la existencia de objetos, no
se encuentran explicitas en el libro que se esta analizando; no obstante se realiz6
una clasificacién de este tipo, dado que este es un componente de la terna
propuesta por Mariotti.

6. La correspondencia entre el tipo de tareas y la clasificacion segun el tipo de
demostraciones no se llevo a cabo, dado que se requeria de mas tiempo para su

realizacion.
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