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Secuencia de actividades didacticas para la
ensenanza del concepto de integral definida como
area bajo la curva a través del entorno de la
geometria dinamica

BENITEZ MENDIVELSO, Ruth Melina
Bogota, Universidad Pedagogica Nacional

Integral definida, area, aproximacion, area por
exceso, area por defecto, movimiento, distancia,
funcién, funcion continua, funcion discontinua,
funcibn  mondtona, funcibn  seccionalmente
mono6tona, funcién creciente, funcidon decreciente,
area bajo la curva, suma.

Esta propuesta se presenta como una ayuda didactica para el profesor de
matematicas de educacién media; su objetivo es facilitar la introduccién del concepto
de integral definida partiendo de su interpretacion geométrica como area bajo la
curva a partir del concepto de distancia recorrida desarrollado por Newton, y
mediado por las nuevas tecnologias de la informacion y la comunicacion (applets del

programa Descartes).
FUENTES:
Libros de calculo

Paginas Web
Textos escolares

Tesis de grado

Revistas de educacién matematica



CONTENIDO:

El trabajo se divide en seis capitulos; en el primero se presenta el diagnostico y
justificacion del trabajo; en el segundo se presentan los objetivos; en el tercer
capitulo se encuentra la fundamentacién teérica, que tiene por objetivo exponer los
antecedentes, el referente matematico y la resefa histérica del concepto de integral
definida; el cuarto capitulo contiene la fundamentacion didactica, donde se
presentan algunas propuestas didacticas acerca del tema y los ambientes de
aprendizaje sobre los cuales se desarrollaran las actividades; en el quinto capitulo
se presentan las actividades, mostrando su desarrollo légico y conceptual;
finalmente se presentan las conclusiones relativas al procedimiento utilizado, a la
mediacién instrumental y a la integral definida como tal.

METODOLOGIA:
Durante el desarrollo de este trabajo se realizaron las siguientes tareas:

= Bdsqueda, analisis y seleccion de de la informacién bibliogréafica referente al
tema a desarrollar (integral definida).

= Fundamentacion y planificacion de las actividades.

= Seleccion de situaciones didacticas relacionadas al tema (Interpretacion
geomeétrica de la integral definida).

= Diseflo y elaboracion de materiales didacticos (Applets del programa
Descartes).

= Disefio y elaboracion de actividades didacticas.

= Conclusiones.

CONCLUSIONES:

1. La introduccién del concepto de Integral definida a partir de su interpretacion
geométrica como area bajo la curva favorece la asimilacién del concepto vy
permite la visualizacibn de otras representaciones como la algebraica
estableciendo conexiones légicas entre ellas.

2. Las representaciones ejecutables juegan un papel de gran importancia en la
introduccién de conceptos donde es necesaria la representacién grafica; ya que
permiten la visualizacién y manipulacién de imagenes logrando asi dar una mejor
interpretacion al concepto como tal.

3. En la introduccion de este tipo de conceptos (Integral definida) es necesario
utilizar tecnologias computacionales como el programa Descartes, ya que
permiten construir la grafica de las funciones, visualizando un procedimiento
l6gico para el calculo del area bajo una curva, mediante aproximaciones por
defecto 6 por exceso; ademas permiten el manejo de algoritmos algebraicos que
liberan a los estudiantes de los largos célculos que tiene este tipo de trabajo,
logrando con ello centrar su interés en la exploracion, discusién y formalizacion
del concepto como tal.
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INTRODUCCION

En este trabajo se plantea el disefio de una secuencia de actividades didacticas
interactivas para alumnos de grado once de educacion media; en ella se presenta la
construccion del concepto de integral definida desde su interpretacion geométrica
como area bajo la curva, partiendo del concepto del area de un rectangulo y del
concepto de distancia recorrida en un movimiento rectilineo.

Es un trabajo de interés personal que pretende apoyar la ensefianza del calculo
integral en grado once de educacién media; en particular, la ensefianza del concepto
de integral definida mediante la utilizacion de las nuevas tecnologias de la
informacion y la comunicacién (Applets del programa Descartes y paginas Web).

La idea nace a partir de la labor desempenada en las practicas educativas y se
fundamenta en el estudio realizado por diversos autores como Turégano y Azcarate
(ver justificacion) entre otros, quienes plantean la necesidad de elaborar una
propuesta didactica que sirva como ayuda para presentar al estudiante de educacion
media el concepto de integral definida, desde su interpretacion geométrica como
area bajo la curva; y del hecho de que las herramientas tecnoldgicas representan
una ayuda fundamental en la adquisicién de conceptos; de ahi que la propuesta
didactica esté mediada por las nuevas tecnologias de la informacion y la
comunicacion (Applets del programa Descartes) y se construya el concepto de
integral definida a partir del concepto de distancia recorrida por un cuerpo en
movimiento.

El trabajo se divide en tres partes fundamentales: En la primera, se presenta el
diagnostico del problema que se pretende tratar con la propuesta, asi como la
justificacion del mismo y el objetivo fundamental del proyecto.

En la segunda parte se presenta la fundamentacion teérica y metodolégica de la
propuesta: La tedrica se presenta mediante un rastreo histérico del concepto que va
desde Arquimedes y el método de exhaucion hasta contemplar la presentacion
actual, teniendo en cuenta las representaciones graficas como parte fundamental; en
la parte metodoldgica se presentan algunas propuestas didacticas acerca del tema,
aclarando su utilidad en la elaboracion de las actividades y se reconoce finalmente el
papel que juegan el estudiante, el profesor y los recursos didacticos durante la
ejecucion de la mismas.

A continuacién, se desarrollan las actividades como tal: En primer lugar se propone
una sesion donde se tiene en cuenta algunos conceptos previos como area, funcion
y movimiento (relacion entre distancia recorrida, velocidad y tiempo), a continuacion,
y a partir de situaciones didacticas relacionadas con objetos en movimiento
(movimiento rectilineo), se muestra al estudiante la relacion existente entre la
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distancia recorrida y el area bajo la curva Vst que describe el movimiento, teniendo
en cuenta distintos tipos de funciones (continuas y discontinuas, crecientes y
decrecientes, etc.) dando lugar al manejo de conceptos como areas por defecto y
areas por exceso, finalmente se muestra que cuando el numero de divisiones
hechas al intervalo en el cual se define la funcién tiende a ser muy grande (tiende a
infinito) estas sumas (area por defecto y area por exceso) tienden a ser iguales y a
este valor comun es a quien se le da el nombre de Integral definida.

Se espera que esta propuesta logre establecer otra forma de presentar el concepto
de integral definida a través de las representaciones ejecutables y que este proceso
logre potenciar las capacidades cognitivas del estudiante, fomentando en él su
cultura matematica.
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1. DIAGNOSTICO Y JUSTIFICACION

Una buena educacion, debe garantizar al estudiante el progreso de su
condicién humana y promover con ello el desarrollo de un hombre consciente,
capaz de ejercer y vivir en comunidad. (lineamientos curriculares )

El objetivo de la matematica en general es dar sentido al mundo que nos rodea,
brindando con ello la posibilidad de aplicar los conocimientos adquiridos a
situaciones de la vida cotidiana; un objetivo fundamental de la educacion matematica
es proporcionar a los estudiantes experiencias novedosas que les hagan sentir,
madurar y ejercitar el poder légico que poseen al momento de lanzar hipétesis,
reconstruir informacion, sacar conclusiones y elaborar definiciones.

Para llevar a cabo este objetivo, es necesario animar a los estudiantes a que
reconozcan la naturaleza y el papel que juegan los procedimientos dentro de las
matematicas y que estos por tanto son herramientas que sirven para dar solucion a
problemas concretos de la vida diaria; en otras palabras, es necesario generar un
camino que le permita al estudiante tomar conciencia de que los resultados
obtenidos en un calculo son realmente validos y ademas estan asociados hechos
reales.

1.1 Parte matematica

La necesidad de matematizar, cuantificar y predecir los cambios de los fenbmenos
naturales, obliga a la construccion de modelos que no son mas que aproximaciones
de la realidad. Su estudio exige iniciar la construccién de conceptos como el de
velocidad instantanea, para calcular el cambio instantéaneo y el de integral definida
para calcular el cambio total.

Estas nociones obligan a trabajar y aceptar cuestiones relativas a procesos infinitos,
cantidades infinitamente pequenas, formacion infinita de intervalos, magnitudes que
disminuyen infinitamente hasta convertirse en cero, etc., encerrando una gran
cantidad de conceptos béasicos propios del calculo; por otra parte, en la vida practica
(entorno fisico) se ve la necesidad de garantizar unicidad y exactitud en una medida
ofreciendo solucién a problemas en estos dominios, por lo tanto, se exige el
desarrollo de métodos y técnicas eficaces que permitan encontrar un valor
aproximado a la solucién; donde el concepto de integral definida (expresar la medida
con unidades mas pequenas) cobra validez debido a la necesidad de expresar las
medidas con precision.

Es necesario promover en el estudiante la capacidad de interpretar las medidas y
comprender los atributos medibles teniendo en cuenta que estos resultados no
siempre son verdaderos (implican una aproximacion); debe comprender ademas la
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relacion entre el contexto de un problema y el calculo necesario, teniendo en cuenta
si el procedimiento a utilizar da como resultado un valor exacto 6 una aproximacion
del mismo, de igual forma, debe estar en capacidad de estimar si los resultados son
0 no razonables.

Ademas, el proceso de asignacién numérica lleva intrinsecamente una inexactitud
incorporada, debido al grado de precisién del aparato utilizado; cuando se trata de
area de superficies por ejemplo, es muy usual cuadricular la representacion de esta
y preguntar ;Cuantos cuadritos se necesitan para cubrir totalmente el piso?, Cuando
las superficies a medir tienen la forma de un poligono regular el valor estimado tiene
mayor grado de exactitud que cuando se refiere superficies irregulares, pues en
estos casos el resultado encontrado 6 bien es menor é bien es mayor que el
verdadero. Es por esto que se requiere avanzar en los procesos de medicion, y
encontrar una técnica que brinde la posibilidad de presentar una mejor estimacion
(mas aproximada) del area 6 superficie a medir, es decir lograr mayor precision
(aportar resultados con mayor grado de exactitud) lo cual se logra con la introduccion
del concepto de integral definida.

1.2Parte didactica

El construir nuevos ambientes de aprendizaje que motiven y pongan a prueba la
curiosidad de los estudiantes se convierte en un reto para los educadores actuales,
quienes no sdlo tienen la responsabilidad de formular problemas interesantes que
cautiven a los alumnos, sino que deben orientar permanentemente el trabajo de
éstos hacia la construccion conceptual e interpretacidn grafica de dichos conceptos.

Desde no hace mucho tiempo (década del noventa aproximadamente), y gracias al
auge de las nuevas tecnologias de la informacién y la comunicacion se estan
configurando ayudas didacticas interactivas que inducen al docente a crear
ambientes de aprendizaje basados en el trabajo grafico e informatico, y despiertan
el interés de los alumnos hacia el estudio de la matematica, especialmente cuando
se manejan nuevos conceptos, como la integral definida, ya que los estudiantes se
ven liberados de tediosos célculos y representaciones graficas, logrando dedicar
mayor tiempo tanto al estudio y comprensiéon de los conceptos globales como a la
interpretacion de los aspectos graficos relacionados con ellos, por lo tanto asimilan
mejor lo que estan aprendiendo y van construyendo asi su propio conocimiento
(Mansilla,2002 ).Para este tema de estudio, la introduccion del concepto de integral
definida, se han revisado diversas opiniones acerca del proceso de ensefanza y
manejo didactico, entre ellas vale la pena destacar a Carmen Azcarate, Pilar
Turégano y Carlos Mansilla, quienes consideran que la introduccion de este
concepto en particular abordado desde el concepto de area y dinamizado mediante
ayudas informaticas como la geometria dindmica’ facilitan en el estudiante tanto la

' .Geometria dindmica: programas informaticos cuyas caracteristicas permiten crear un ambiente
experimental en el aula de clase dando la oportunidad de modelar, simular, conjeturar, observar y
generalizar un concepto determinado. Su principal caracteristica, el arrastre, permite al usuario
realizar el cambio de posicién de la pantalla a través del tiempo con el fin de obtener distintas
representaciones de un mismo concepto; ademas permite hacer construcciones muchas veces
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construccion como la comprensidn logica del concepto y por tanto ayudan a evitar la
algoritmizacion propia de la metodologia tradicional, ademés permiten al docente
presentar el tema como una continuacién de la nocion de area que los estudiantes
vienen manejando desde los primeros afos de la escuela:

Turégano (Del area a la integral. Un estudio en el contexto educativo, 1994), quien
en sus investigaciones sobre aspectos didacticos acerca de la comprension del
concepto de integral definida, lleg6 a la conclusion de que alli, los estudiantes no
tienen un rendimiento aceptable en las clases de calculo, debido a que el concepto
se construye bajo una algoritmizacidon que asegura al estudiante que el concepto
existe, sin llegar a justificar ni su existencia ni su convergencia.

En este articulo, la autora propone que se deben generar estrategias didacticas que
conecten los aspectos geométricos con los aspectos algebraicos propios del céalculo
integral de tal manera que prime la génesis histérica sobre el orden curricular y que
la introduccién a estos conceptos se dé mediante la resolucion de los problemas que
han estado en el origen del mismo, logrando asi realzar la comprension de este.
Turégano también considera que el uso de diferentes representaciones
matematicas favorece la comprension y manejo del concepto; en particular, las
representaciones ejecutables favorecidas con ayuda del computador, ya que lo
aproximan primero de una forma intuitiva y geométrica y luego mediante la
exploracién y discusion de sus propiedades particulares, permitiendo asi que se
haga un analisis mas detallado del mismo.

Mansilla (Calculo de area antes del calculo, 2002), quien afirma en su articulo que
un proposito inicial de un curso de calculo es brindar al estudiante la posibilidad de
lograr una comprension intuitiva del proceso de integracién, por medio de
propuestas que se conviertan en herramientas importantes para el proceso de
aprendizaje. También afirma que el trabajo grafico despierta un gran interés en el
estudio de la matematica, especialmente en este tipo de temas, ya que los
estudiantes comprenden mejor lo que estan tratando y de esta manera van
construyendo su propio conocimiento; por lo tanto, uno de los métodos que puede
ser utilizado para alcanzar el concepto de integral definida es el de aproximacion de
areas, ya que facilita su compresion légica y uUnicamente utiliza conceptos previos
al calculo como son el area de un rectdngulo 6 la de un trapecio y el manejo grafico
de una funcion; Temas que la gran mayoria de los alumnos maneja, por lo cual esta
preparado para asimilar el concepto de integral definida como el de area bajo una
curva.

Azcarate (Calculo diferencial e integral, 1996)., quien insiste en que la dificultad
presentada en el proceso de ensenanza y aprendizaje del calculo radica no solo en
la riqueza y complejidad de cada tema, sino en el hecho de que los conceptos
implicados no se pueden generar puramente a partir de la definicion matematica.

imposibles de realizar con lapiz y papel como lo es la construccion de representaciones ejecutables
con comportamientos especificos.
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“Se puede recordar la definicion del concepto, pero construir la definicion
fundamental es algo muy distinto”.

Ademas basada en las investigaciones que ha realizado concluyé que la gran
mayoria de los estudiantes parece tener un buen dominio del calculo algebraico,
frente a una clara debilidad en los procesos geométricos y graficos, por lo que no
son capaces de dar significado a dichos conceptos. Carmen Azcarate considera que
el punto fundamental para la introduccion de /a integral definida es el concepto de
area, el cual puede tratarse utilizando diferentes representaciones: En primera
estancia el tratamiento grafico, donde las posibilidades gréaficas y dinamicas del
computador juegan un papel de gran importancia ya que permiten dar una base
cognitiva al concepto en el momento de abordarlo. Posteriormente, el desarrollo de
las habilidades aritméticas permite evaluar areas numéricamente y finalmente se
puede considerar la generalizacion del concepto mediante expresiones algebraicas.

Basados en estas opiniones y en la necesidad de elaborar una secuencia de
actividades didacticas interactivas, que sea innovadora y permita introducir el
concepto de integral definida desde otros puntos de vista, donde sea el estudiante
quien construya y valide su propio conocimiento, vale la pena disefar algunas
actividades que permitan presentar el concepto de integral definida en funciones de
una variable a través de un tratamiento geométrico que parta de los conceptos de
area y movimiento, y ademas, esté dinamizado a través de recursos informaticos,
sin tener como base previa los conceptos de limite y derivada.
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2. OBJETIVOS

2.1. GENERAL

Disenar una secuencia de actividades didacticas que permitan construir el concepto
de integral definida desde su interpretacién geométrica como area bajo la curva, y
donde prime el uso de las nuevas tecnologias de la informacion y la comunicacién

2.2. ESPECIFICOS

1. Recopilar la informacién presentada en algunas de las propuestas didacticas
hechas alrededor de la tematica a tratar (integral definida).

2. Hacer un rastreo historico sobre el surgimiento del concepto de integral
definida, haciendo énfasis en el aspecto grafico (representaciones).

3. Disefiar una secuencia de actividades didacticas que permitan introducir el
concepto de integral definida desde su interpretacion geométrica como area
bajo la curva y sin tener como base previa los conceptos de limite y derivada.
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3. FUNDAMENTACION TEORICA

“El conocer el desarrollo histérico de un concepto nos puede ayudar a
comprender como se produce el proceso de aprendizaje de ese concepto -por
qué aparecen determinadas dificultades o errores- o a organizar su ensefianza.”
Turégano, (1998)

En este capitulo se presenta el origen y evolucion del concepto de integral definida a
lo largo de la historia; partiendo desde el método del agotamiento desarrollado por
los griegos hasta llegar a la presentacidn actual del concepto, haciendo énfasis en el
aspecto grafico (representaciones) y geométrico del mismo y dejando de lado
algunas veces el aspecto algebraico, debido al interés de la propuesta.

3.1 EVOLUCION HISTORICA DEL CONCEPTO

Aunque es a Newton y a Leibniz a quienes se considera los inventores del célculo
integral, ellos solo representan un escalén en la larga lista de personajes que han
aportado a la evolucion de este concepto; pues el problema del area de figuras
planas se remonta a los griegos. Ellos ya poseian distintos métodos para realizar
estos calculos y fueron quienes sentaron las bases de lo que hoy se conoce como
integral definida.

3.1.1 Método del Agotamiento

El area de una figura geométrica es la medida que proporciona el tamano de la
regién encerrada por dicha figura. Por ejemplo, el area de un rectangulo, se puede
expresar como la cantidad de cuadrados de lado igual a una unidad (previamente
establecida) que recubren exactamente toda la regién, asi:

Area de un Rectangulo

En la figura, el area del rectangulo izquierdo, es aproximadamente igual a 8
cuadrados y la del rectangulo derecho, es 32 cuadrados, segun el tamano del
cuadrado que se halla elegido como unidad de medida.

De la misma forma es posible calcular el area de un poligono regular, a partir del
area de los triangulos en que este puede ser descompuesto. Por ejemplo, un
cuadrado puede ser descompuesto en cuatro triangulos y su area serd la suma del
area de los cuatro triangulos y un pentagono, puede ser descompuesto en cinco
triangulos y su area serda igual a la suma del area de los cinco tridngulos.
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a | h o
A = 4_ I
h

Area de Poligonos Regulares

En general, el area de cualquier poligono regular de n lados se puede definir
[*a I*a , -

comoA = n*7, donde Y es el area de cada uno de los triangulos, y n es el

nuamero de tridngulos en que se ha descompuesto el poligono.

Esta idea, es conocida como el método del agotamiento y fue propuesta por el sabio
griego Anfiton alrededor del afo 430 a.C.

3.1.2 Método de exhaucion

Un problema mucho mas dificil consiste en hallar el area de una reglon plana
curvilinea. Eudoxo (406- 355 a.C.), basado en el método del
agotamiento propuso un método conocido hoy en dia como
método de exhaucion, el cual consiste en inscribir 6 circunscribir
poligonos regulares en torno a una figura de tal manera que la
medida del area del poligono inscrito 6 circunscrito sea una
aproximaciéon cada vez mas cercana al éarea de la figura (a
medida que se aumenta el numero de lados del poll’gono el area T

exceso (poligonos circunscritos) 6 por defecto (poligonos inscritos) .

Area poligono inscrito < area de la figura < area del poligono circunscrito.
(Area por defecto) (Area por exceso)

De esta manera Eudoxo consigui6 calcular el area de un circulo; afirmando que su
area estad comprendida entre el area de los poligonos regulares inscritos y la de los
circunscritos del mismo numero de lados.

&

Area del Circulo por el método de Exhaucién
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Para hallar el area de los poligonos utilizando el método de exhaucion, es necesario
conocer el valor del lado del poligono inscrito y del circunscrito en la circunferencia,
para esto se utiliza el teorema de Pitagoras®.

En la figura siguiente, se representa la inscripcion de un poligono regular de n lados
(Xn) y de uno de 2n lados (X2n) en una circunferencia de radio 1.

>(2n
Xn

Inscripcion de Poligonos en un Circulo

Para calcular el valor de X, (lado del poligono de 2n lados) en funcién de X, (lado
del poligono de n lados) es necesario calcular primero la apotema® del poligono
regular de n lados (an).

D

B

N\

Calculo de apotemas

Considerando el triangulo OAB se observa que:

? Teorema de Pitdgoras: Teorema que relaciona los tres lados de un triangulo rectangulo, y que
establece que el cuadrado del lado mayor (hipotenusa) es igual a la suma de los cuadrados de los
otros dos lados (catetos).

b

c2=b°+a° donde c=1b2+a?
El teorema de Pitdgoras permite calcular uno de los lados de un tridngulo rectangulo si se conocen
los otros dos.
? Apotema: La apotema es el segmento que va desde el centro del poligono a la mitad de un lado.

10
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Célculo de Apotemas

Ahora, considerando el triangulo DAB

D
X
)] (1 -ar)
B X2 A

11
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Por lo tanto el area (por defecto) del circulo sera:

A:2n(1_an)x2n '
2

También es posible obtener el &rea por exceso a partir del poligono circunscrito, asi:

Célculo de Apotemas en Poligonos Circunscritos

En la figura, el segmento AB representa el lado de un poligono regular de n lados
inscrito en una circunferencia de radio igual a la unidad y el segmento A’'B’ el lado
del correspondiente poligono circunscrito. Como los tridngulos AOB y A'OB’ son
semejantes es posible escribir

A'B' OC'

AB OC

Y como el radio de la circunferencia es 1, se tiene que:

2 2
oc'=1 vy oc{p(%j :—J“‘(ZAB)

2AB
J4-(AB)?

Luego, el area (por exceso) del circulo es:

Porlotanto A'B'=

Areap - 2AB___nA'B'_ nAB
= _MA'B' |
Ja-aB2 2 J4-(aB)

Aunque el creador de este método fue Eudoxo, es a Arquimedes (272, 212 a.C.) a
quien se le brinda el reconocimiento, y gracias a esto se le considera el creador del
calculo integral.

12
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3.1.3 De Arquimedes a Fermat

“Arquimedes, anticipandose a Newton y Leibniz en mas de 2000 afos
inventé el  Calculo integral, y en uno de sus problemas anticipd la
creacion del Calculo diferencial. Estos dos calculos juntos constituyen lo
que se denomina el "calculo infinitesimal considerado como el instrumento
mas poderoso que se ha inventado para la exploracion matematica del
universo fisico”, Barros (1998).

Existe gran cantidad de ejemplos acerca del trabajo que
Arquimedes realizé en cuanto a la integral definida se refiere,
uno de ellos consiste en encontrar el area de un circulo;
Arquimedes utiliz6 un método que consistia en dividir el circulo
en un cierto numero de rectangulos que tuvieran el mismo ancho
como se muestra en la siguiente figura, de modo tal que los
fragmentos desechados fueran lo mas pequefios posible; luego
sumaba el area de todos los rectangulos y asi obtenia una
buena aproximacion del area buscada.

/ \
L

— =]

—

7 N

Area del Circulo Segin Arquimedes

Si se aumenta el nimero de rectangulos indefinidamente (se disminuye el ancho de
cada uno de ellos) se encuentra que el resultado de la aproximacion hecha
mediante este método, es cada vez més cercana

al area del circulo: 1

____-"" i
Si se ubica el centro de un circulo de radio una f/ \
unidad en el origen del plano cartesiano y se i
considera un cuadrante del plano, el area del

circulo serd igual a cuatro veces el area del L /
cuadrante. \ /

. . \\“‘ a-*/
El &rea del trozo de circulo ubicada en uno de los T

cuadrantes esta comprendida entre la de dos
conjuntos de rectangulos superpuestos (inscritos y circunscritos) como se muestra
en la figura,

13
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—_

YoI yi| ¥2| ¥y3| v4

A B C D E F 1/5
Area del Circulo en el Primer Cuadrante

Donde se puede observar que el radio horizontal, se ha dividido en cinco partes
iguales, por lo tanto el area del cuadrante esta comprendida entre la suma del area
de los cuatro rectangulos interiores y la suma del area de los cinco rectangulos
exteriores. Como se ha dicho que el radio del circulo es una unidad, y este se ha

dividido en cinco partes, se puede afirmar que el ancho de cada rectangulo es %

por lo tanto el area de los rectangulos exteriores sera:

S = LYot Yt Yt Vet Ve =k (Yot Yo Ve Y + V)
5 0 5 1 5 2 5 3 5 4 5 0 1 2 3 4/

Donde vy, indica la altura del circulo en el punto n. El area del circulo completo es
cuatro veces la suma del area de los rectangulos exteriores, 6sea:

o 1
S, =4 g(yo+y1+y2+y3+y4).

Tomando los rectangulos interiores y siguiendo el mismo procedimiento, el area de
estos es:

S =Yt Yt r Yt e b Vs = (Vi Yt Yo Y+ V)
5Y152535455512345’

De tal forma que el &rea del circulo completo es:
o 1
Ss =4 g(Y1 Yo+ VstV t+Ys)

La diferencia entre el area de los rectangulos exteriores y el area de los rectangulos
. ) 1 ,
interiores es la de un rectangulo de base ra y altura 1 (suma de las areas de la

parte rectangular que hay entre los rectangulos inscritos y la de los circunscritos de

14
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la figura 8); como el area de los rectangulos interiores (que hay dentro del circulo) se
puede expresar como

4
Ss =§(y1 +Y, +Ys +Y,+Ys)
Y la de los rectangulos exteriores como:

4
SSZE(YO+V1+Y2+y3+Y4)
Y el area del circulo estd comprendida entre Sszg(y1+y2+y3+y4+y5) y

4 -
S, :g(yo +y,+Y,+Y;+Y,) , por lo tanto el error méximo que se puede cometer al

dar esta aproximacion como resultado es:

S-S, =4*1

(6)

Que corresponde al area de un rectangulo de base 1/5y altura igual a 4, como ya
se habia mencionado.

Los valores de yi1 Y2 ..., Yo S€ pueden calcular, con ayuda del teorema de Pitagoras:
Al observar el triangulo rectdngulo ACP, que se muestra en la siguiente figura.

N

Y, Y
A cC D
Célculo de Y,, (Altura de Rectangulos)

Se tiene que AC es % , por lo cual se puede escribir:
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De la misma forma, construyendo los tridngulos correspondientes a las alturas yi, ys
y Y4 Se obtiene:

Ny 1 ez a2 1/
y3=§ 52 -3 ;Y4=§ 52_42;y1=§ 52_122)/0:1

Por lo tanto, se puede escribir que el area del circulo obtenida mediante los
rectangulos exteriores es:

4(5 A1 1 1 1
S —_ | Y, 2_12 o 2_22 o 2_32 o 52_42)
5 5(5+5\/5 +5\/5 +5\/5 +5\/

Es decir:

4
S, =?(5+\/52—12 +/5% =22 + /52 —3% +[57 _4?)

Y en lo que respecta al area del circulo tomando los rectdngulos interiores, esta se
puede expresar como:

4
S5 =27 (V5" — 1 +1/52 — 22 + /5% 3% + /57— 4°).

Aplicando este método y observando lo que ocurriria al dividir el radio horizontal del
cuadrante del circulo en 10, 15, 20... partes, Arquimedes logré determinar que el
valor del nimero 7z estd comprendido entre:

3+mz 3.1408451< <3+Ez 3.1428571.
71 70

Pese a que la aplicacién de este método (método de exhaucion), fue un gran
avance matematico, se encontraban serias dificultades al desarrollarlo y no podia
extenderse a cualquier figura plana debido a la falta de instrumentos que
permitieran expresar de una forma mas simple los largos calculos que resultan; sin
embargo, hubo que esperar hasta la introduccion del algebra con su potente
lenguaje simbdlico para revivir el interés de los matematicos por el estudio de este
método; lo cual se dio por los alrededores del siglo XVI (unos 1800 afios después)
cuando matemadticos de la talla de Fermat, Pascal, Torricelli, Cavalieri, Kepler,
Newton, Galileo etc., descubrieron multiples resultados parciales de importancia
fundamental que revivieron el estudio del célculo integral:

En 1615, un religioso italiano conocido como Bonaventura Cavalieri (1598-1667)
(alumno de Galileo) publicé un libro Geometria indivisibilibus continuorum., en
donde muestra un acercamiento intuitivo a lo que hoy conocemos como integral,
considerando que una superficie se puede suponer formada por segmentos
rectilineos llamados indivisibles y, de modo analogo, que un volumen se compone
de secciones indivisibles o volumenes quasi-atomicos (muy pequenos).

16
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Otro gran matematico del siglo XVII, Pierre de Fermat (1601-1665), se intereso
también por estos temas, conocidos hoy en dia como andlisis infinitesimal, entre
ellos el del area encerrada entre una curva y una recta.

3.1.3.1 Calculo del area bajo la curva Y = x" desarrollado por Fermat*

Fermat propuso y obtuvo el valor exacto del area bajo la curva Y = x" en el intervalo
[0, a].

El &rea bajo la curva Y = x" se puede calcular aproximadamente tomando una
particion del intervalo [0, a] y levantando los rectangulos tal como se indica en la
figura.

(7.1 i
0 f e d

Division del intervalo [0, a] en la curva y = X" segin Fermat

Sea A el area bajo la curva, que es aproximadamente igual a la suma del area de los
rectangulos, por lo tanto:

A=z(b-a)a"+(b-c)b"+(c-d)c"+(d-e)d" +(f —e)e" +(f —0)f"
Para obtener el area exacta, Fermat construy6 la siguiente particion del intervalo

[0,a].
a, aE, aF?, aE®, ..., (E<1)

* Escudero, M. Fermat y Arquimedes en la clase de integrales. En Revista Suma, febrero de 1997

17
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Que es una progresidén geométrica de razén E<1.
y=xn

vaatn}

(aE, a " nE ) £

fak,a ™ rETEn)

el

...5E"4 aE"3 aE™2 aE a

]

Aproximacion del area bajo la curva Y = x" segiin Fermat
El area de los respectivos rectangulos resulta asi:
(a—aF)a", (aE—aE?)a'E", (aE?—aE?)a'E™ (aE® —aE*)a'E™, ...
Que es una progresion geométrica de razén E™'<1. Por lo tanto:

A = suma de las areas de los rectangulos
A = Suma infinita de una progresion geométrica de razén<1

Ast—1
1-r
p-la-ab)a’ _a™(1-E) _ a" _ a™
T O1-E™ 1-E™' 1—-E™ 1+E+E%+...+E"
1-E

El area bajo la curva se puede igualar a la suma anterior, haciendo que E — 1 (paso
muy intuitivo al limite, aunque muy anterior a su formalizacion) es decir:

n+1

!
n+1

]

Lo que en notacion moderna se escribe como:

n+1

a
n+1

J:x”dx =

18
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Sin embargo, aunque sus investigaciones fueron mas rigurosas que las de Cavalieri,
y estudié ampliamente las curvas de tipo y = kx, no se percatd de la relacion inversa
entre integracion y derivacion; en cambio, Isaac Barrow (1630-1677) si alcanzé a
reconocer el caracter inverso de estos procesos y su sucesor en la catedra, Isaac
Newton (1642-1727), muestra el primer ejemplo histérico del calculo de un é&rea
mediante el proceso inverso a la diferenciacion, tomando como base para su trabajo
la resolucién de diversos problemas fisicos como la cinematica.

3.1.4 Newton y el problema de la distancia

El calculo integral de Newton, es en esencia un método para
encontrar la distancia recorrida por un cuerpo en movimiento
cuando se conoce la velocidad con que este viaja, la solucién
de este problema, es equivalente al de encontrar el area bajo
la curva velocidad vs. Tiempo.

El estudio del movimiento se denomina cinematica®: parte de
la fisica que describe el cambio de posicién de un cuerpo con
respecto al tiempo, sin considerar la causa que lo produce ni
la masa del cuerpo que se mueve; Newton en sus estudios
acerca del movimiento, logré conectar la matematica con la
fisica, logrando una nueva forma para encontrar la distancia
recorrida por un cuerpo que viaja con una cierta velocidad; proceso que se conoce
hoy en dia como integracion:

Antes de mostrar como se maneja este proceso, es necesario reconocer que el
movimiento de un cuerpo se puede clasificar de dos formas:

a. De acuerdo con la curva que describe su trayectoria®:

Rectilineo: describe una recta
Parabdlico: describe una parabola
Circular : describe una circunferencia
etc.

b. Segun la velocidad’ que lleve el cuerpo:

¢ Uniforme: Cuando su velocidad permanece constante con el tiempo
e Variado: Cuando su velocidad cambia con el tiempo; en estos casos se puede
subdividir en:

= Uniforme: Cuando la velocidad varia en forma constante, es decir, es
proporcional al tiempo.

® Cinematica: palabra que viene del griego Kinema, que significa movimiento
6 Trayectoria: Curva que describe el movimiento del cuerpo.

’ Velocidad: Relacion establecida entre la distancia que recorre un cuerpo y el tiempo que emplea en
realizar este recorrido.

19



Secuencia de Actividades Diddcticas para la ensefianza
del Concepto de Integral Definida Como Area Bajo la
curva a Través del Entorno de la Geometria Dindmica

= No uniforme: Cuando la velocidad no varia de forma proporcional al
tiempo.

3.1.4.1 Calculo de la distancia recorrida® a partir de las graficas

Las graficas son elementos fundamentales para comprender claramente el
desarrollo de un movimiento. Para graficar un movimiento se suele usar como
sistema de referencia el plano cartesiano. El eje horizontal (eje X) se destina al
tiempo, y el eje vertical (eje Y) a la velocidad.

t

Gréfica Velocidad vs. tiempo en un Movimiento uniforme

En el movimiento uniforme, la velocidad es constante; por lo tanto la grafica
V vs t serduna recta paralela al eje horizontal, cuya ecuacién es d = V*t (figura
12), mientras que en un movimiento uniformemente variado la grafica no es paralela
ni al eje X ni al ejey.

t

Gréfica Velocidad vs. Tiempo del Movimiento uniformemente variado

pero se puede observar que representa un aumento proporcional de la velocidad
con respecto al tiempo. Analizando estas graficas se puede ver que el céalculo de la
distancia recorrida en estos casos se reduce al calculo del area del rectangulo 6 del
trapecio que se forma bajo la curva que representa la velocidad:

® Distancia recorrida: Longitud de la trayectoria descrita por el cuerpo.

20
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t ]
Distancia recorrida en movimientos uniformes y uniformemente variados

Cuando la velocidad que lleva el cuerpo no varia en forma constante con el tiempo,
se pueden encontrar graficas como las siguientes:

1 t

Grafica V,st de movimientos variados no uniformes

En donde el célculo de la distancia se vuelve mas complicado, aunque no imposible;
Newton desarrollé un método para realizar este tipo de calculos:

Si se considera un cuerpo que viaja con velocidad variable, y cuya curva se muestra
en la figura.

t 1; tt
‘Area bajo la curva segun Newton

Se observa que la curva situada sobre el eje x representa la grafica de una funcién
cuya ecuacion es y =f(x). La distancia recorrida en el intervalo de tiempo t; a t,
es igual al area bajo la curva comprendida entre la grafica que representa la funcién
y las rectas que corresponden en la grafica (figura 16) a los valores. t; y to; se tiene
que encontrar el area A de la superficie limitada por la curva cuya ecuacién
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esy="f(x), el eje X y las rectas paralelas al eje Y que representan los limites de

tiempo (donde comienza y done termina el movimiento) y tienen ecuaciones x = a y
X = b respectivamente. Para tal efecto, se divide el intervalo de tiempo [a, b] en n
partes, iguales como se muestra en la figura.

Y

an 1o o b X

1
—_
Ax Ax,

Calculo de la distancia, mediante areas

Denotando con Ax,, la longitud de la primera parte, con Ax, la de la segunda parte y
asi sucesivamente hasta denotar la dltima con Ax,. En cada parte se eligen puntos
ri, rz, ...,Mn, de tal forma tal que f(r,) Ax, sea el area del primer rectangulo, (donde,
Ax, es la base y f(r,) la altura), f(r,)Ax,sea el area del segundo rectangulo y
f(r,) Ax, sea el area del enésimo rectangulo; de acuerdo con esto, se tendria que:

S, =f(r,)Ax, +f(r,) Ax, +...+f(r ) Ax,

es la suma del area de todos los rectangulos de la figura y por lo tanto una
aproximacion a la distancia recorrida.

Se debe tener en cuenta que entre mas fina sea la subdivision del segmento [a, b],
mas proxima estara la aproximacion S, al area buscada. Si se considera una

sucesion de los valores de la divisidn del segmento [a, b] cada vez mas pequefios,
entonces la suma S, tendera a ser igual al valor del area A. Suponiendo no solo,

que n crece indefinidamente, sino también que la longitud del mayor de los Ax;, en
la enésima divisidn tiende a cero, se tiene que.

S= Lim f(r)Ax +f(r,)Ax, +...+f(r,) Ax

max Ax; =0 n

max Ax;—0

S= Lim (gf(n)Axij

22



Secuencia de Actividades Diddcticas para la ensefianza
del Concepto de Integral Definida Como Area Bajo la
curva a Través del Entorno de la Geometria Dindmica

Por lo que el célculo del &rea, ¢ la distancia buscada se reduce a calcular el limite de

S= Lim (Zf(ri)Axij ; que es el concepto que se conoce hoy en dia como integral
i=1

max Ax; -0

definida.
3.1.5 Leibniz y la notacién de integral

Leibniz (1646-1716), lleg6 a los mismos resultados de Newton de
manera independiente; es decir sin dejarse guiar por el enfoque
fisico de los problemas ya que consideré la integral como una
suma, ademas Leibniz logré pasar a la historia entre otras cosas
por su afan de sistematizacién y generalizacién, ya que fue quien
desarroll6 la simbologia matematica que expresa lo esencial del
calculo. A él se deben simbolos como la notacion de diferencial

dx, segunda diferencial dx?, la notacién de derivadadix, la

notacion de integral j (simbolo que surge al estilizar la s de suma), yjydx;
notaciones que hoy en dia aun se utilizan, debido a lo acertado de su eleccion.

Una de las ventajas del simbolismo desarrollado por Leibniz es que hace que las
demostraciones y calculos sean mas féciles y cortos, ademas, evita llegar a
conclusiones equivocadas.

La evolucién de los conceptos del analisis matematico (derivada, integral, etc.)
continud, naturalmente, después de Newton y Leibniz y continGa todavia en nuestros
dias; pero hay una etapa en esta evolucibn que merece ser destacada y esta
relacionado con el trabajo de Cauchy.

3.1.6 La integral de Cauchy
Cauchy (1789-1857), retoma el sentido geométrico del célculo integral y lo separa

del célculo diferencial, definiendo la integral definida como un limite de sumas.
Ademas, demostrd su relacién con la derivada mediante el Teorema del Valor Medio.

Si una funcién f es continua en un
intervalo cerrado [a, b] y derivable en el
intervalo cerrado (a, b), entonces existe

un numero c en (a, b) tal que

f(a) —f(b) = f(c)(b-a)

La integral de Cauchy se define como la sumatoria del area de los rectangulos
f(€,)Ax, cuando el valor de Ax, —0.
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Y r|
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M, A
/—"'--..___h_‘-‘-f_-‘ ‘,f"
i g = "“'-._/
Jis?
aky x2 Xk Xr ¥ Xntl
Axcy AN, X

Integral de Cauchy

H, d(ab)<M
C
H, fe
*[ab]

[Dfeodx=_lim (§,)Ax,

3/ max Ax,—0

En este caso es necesario anotar que la integral no depende de la variable x ni de la
diferencial dx, y que es un numero que se obtiene a través de una suma que tiende
a un limite. Por lo tanto para que esta definicién tenga sentido, debe asegurarse la
existencia del limite de la sumatoria que lo define:

[ fGodx=_lim (§,)Ax,

% max Ax,—0

A partir de ahi, Riemann (1826-1866), y Lebesgue (1875-1941), entre otros, son los
ejes fundamentales en la nocidn de integral definida que manejamos en la
Matemética actual:

3.1.7 Riemann y la integral definida

Antes de Riemann ya se utilizaban las integrales definidas; pero este gran
matematico generaliz6 su definicion y la amplié a un mayor numero de funciones:

El dividir el intervalo [a, b] en subintervalos de la misma
longitud, ya no es necesario, pues Riemann generalizé todo el
estudio que se habia presentado hasta ahora para
subintervalos de distinto tamafio. Ademas, hasta el momento
solo se habia hecho referencia a funciones continuas y no
negativas (puesto que estabamos hablando de area bajo una
curva); en este aspecto Riemann también generaliz6 sus
conclusiones y la Unica condicion que puso es que la funcién
f(x) estuviese definida en el intervalo [a, b]; es decir, el hecho
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de que una funcién sea continua en un intervalo, es condicion suficiente para que
sea integrable en dicho intervalo, sin importar si la funcion es positiva, negativa,
continua 6 discontinua:

3.1.7.1 Integral de Riemann para funciones monoétonas

La funcién y = f(x) definida en el intervalo [a, b] se considera monoétona si es
siempre creciente 6 siempre decreciente en este intervalo.

X —

Funciones crecientes y decrecientes

si al tomar cualquier x,y € [a,b], conx <y ,se cumple quef(x) < f(y). Si se cumple la
desigualdad estricta, se dice que f es estrictamente creciente.

A1

=
4
Funcién estrictamente creciente

f es decreciente el intervalo [a, b] si al tomar cualquier X,y € [a,b] con x < vy, se
cumple que f(x)>f(y). Si se cumple la desigualdad estricta, se dice que f es
estrictamente decreciente.

x—+

Funcién estrictamente decreciente
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La funcién f considera mondétona en el intervalo [a, b] la funcién es siempre
creciente o siempre decreciente.

Funcién mondtona creciente Funcién monotona decreciente

- Vi

' '
Funciones monétonas

Una funcion f es seccionalmente mondétona en el intervalo [a, b] si es posible dividir
el intervalo en [a, b] en un numero finito de subintervalos, en cada uno de los cuales
la funcién es mondtona.

Y
T
A
Seccdonalmente Monatona PN
FlN
;o N
/"'T-"‘-.. ,-' . H
A T I | 1
e | . ! : H
rd ™ | | I
s | ™~ -~ H : e
/ . S0 P
i | . - ; i T |
e T | : r i
1 ' i | | [
} | | | ; | | -
1 | | | [ | -
a 21 o) X4 ®5 b

Funciones seccionalmente mondtonas

3.1.7.2 Area bajo la curva de la funcién f(x) = x? en el intervalo [0,1].

Siguiendo el procedimiento utilizado por Fermat, Riemann divide el intervalo [0,1] en
n partes iguales, y sobre cada uno de los subintervalos construye rectangulos, de tal
forma que del area de estos rectangulos le permita aproximar por abajo el area
buscada, es decir, levanta en cada subintervalo un rectdngulo de altura igual a la
imagen del extremo izquierdo, y base igual a la longitud del subintervalo. En la
siguiente figura se muestran aproximaciones con subdivisiones en 5 y 12 partes
iguales respectivamente.

¥ ¥

-, x
Area bajo la curva en funciones mondtonas
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Como se puede apreciar en estas gréficas la suma del area de los rectangulos es
una aproximacion al area bajo la curva y entre mayor sea el numero de
subdivisiones del intervalo, mejor sera la aproximacion; por ejemplo, para cinco
subdivisiones, se tiene que:

2 2 2 2
SS=1*0+1*(lj +l*(gj +l(§j +1*(ij =0.24;;
5 5 \5 5 \5 5\5 5 \5

Para doce subdivisiones se encuentra que:

2 2 2 2
S12=l*o+l*(lj +l*(£j +l(ij +...+l*(ﬂj —0.292824
12 - 12 \12) T12 32) T12l12 12 (12

Y en general, Riemann encuentra una expresion que le permite aproximar el area
bajo la curva cuando se divide el intervalo [0,1] en n subintervalos de la misma
longitud:

S :1*0+l
n

2
.
n n 2

2 2
- *2—2+...+1*@

1
n n n n

1 2 2 . 2
S,==" 04 42 4 =1
n n®> n? n?

’
S, =n—3*(0+12+22+...+(n_1)2)

:l*(n—1)*(2n—1j

"6 \Un n

Paran =1, 2, 3,..., S, es una sucesion de aproximaciones al area bajo la curva, por
ejemplo para los valores n =5y n = 12, se obtiene:

S, =1*(Ej*(ﬁj:o_24,_
6 5 S

w

S, =1*(12_1j*(24_1j=0.2928407...
6 | 12 12

es decir, el area A bajo la gréfica es aproximadamente igual a:

A=S,=024..

Y mejorando la aproximacion se obtiene:
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A=S,, =0.2928407...

Tomando otras subdivisiones se encuentra que:

J"“ n S
5 0.24
12 02923
a0 0.3234
100 032835

10,000 0.3332833
1000,000( 0.333332833

Aproximaciones al &rea de la funcién cuadratica

> — |
X _r* X »

Observe que cuando el numero de subdivisiones n tiende a aumentar
indefinidamente, la aproximacién S, (suma del area de los rectangulos) tiende a
aproximarse mas al valor real del area. Para obtener este valor (el valor exacto del
area bajo la curva), es necesario tomar el valor limite de las aproximaciones de S,
cuando n crece indefinidamente (tiende a infinito), es decir:

A=limS,

N—eo

Sustituyendo en la expresion obtenida para S, se encuentra que:

A Iiml*(n_1j*(2n_1j
n—e 6 n n

.1 1 1
A=Ilim="* 1——)*(2——)
n—e 6 ( n n
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1
A=_* *

5 (1" (2)
a-2_1
6 3

A:%:O.33333...

De la misma forma a como aproximo el area por defecto, Riemann aproxima el area
por exceso tomando rectangulos cuya altura sea el extremo derecho del intervalo, en

la siguiente figura se muestra la aproximacién por exceso cuando n=5yn = 12:
r

y

r

/ ’ /

1

: -
encuentra que:

Si se llama S, a la suma de las areas de los rectangulos asi construidos, se

1,.(n=1)7°
—
n® n n? n n?
— 1 12 22 n2
Sh=—"| _4*=_ *
- (n2+ nz+ + nzj
Q 1., 2 2 2
Sh Py (0+1+22+...+(n-1?)
L

5

A continuacion se muestra el area obtenida mediante algunas aproximaciones:

n S,
5 0.44
12 0.376157
50 0.3434
100 0.33835
10,000 0.3338335
1000,000 | 0.3333338333335
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De nuevo se observa que cuando el valor de n tiende a infinito, los valores de E,
(suma del area por exceso), se acercan mas al area real; calculando el limite se

encuentra:
A Iiml*(n_1j*(2n_1j
n—e= G n n

.1 1 1
A=Ilim="* 1——)*(2——)
n—e 6 ( n n

1* *
A—g (17 (2)

1
3

A= % =0.33333...

Al igual que en las areas por defecto.
3.1.7.3 Sumas superiores e inferiores para funciones monoétonas

En general, si tenemos una funcion creciente y = f(x), y dividimos el intervalo [a, b]
en n partes iguales, cada una de longitud bn;a, los puntos de subdivision del

intervalo son:

La Suma inferior de la funcién y = f(x), en relacién a esta subdivision, se define
como:

S, =f(xo)b‘a+f(x1)b‘a+f(x2)b;a+...+f(xn_1)ﬁ,
n n n n

que expresado en notacién sumatoria es:
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Geomeétricamente, si f(x) > 0 en el intervalo [a, b], Sn representa la suma de las
areas de los rectdngulos que estan por debajo de la curva, y por lo tanto es una
aproximacién por defecto al area bajo la curva y si f(x) < 0 S, es una aproximacion
por exceso.

_—] Y ./rﬁP~|

X - X
Suma inferior, aproximaciones por defecto

Analogamente de define la Suma superior de la funcién y = f(x), como:

S = () 2B (%) BB () 2B f(x )22
n n n n

Que expresado en notacién sumatoria equivale a:
N b-a
Sn =D f(x)—
k=1 n

Geomeétricamente, si f(x) > 0 en el intervalo [a, b], S, representa la suma de las
areas de los rectangulos que estan por arriba de la curva y por lo tanto es una
aproximacién por exceso al area bajo la curva y si f(x) < 0 S, es una aproximaciéon
por defecto.

.
-

. X
Suma superior, aproximaciones por exceso
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3.1.7.4 Criterio de integrabilidad de Riemann

Si f es una funcién monoétona creciente, considerando la diferencia entre las sumas
superior e inferior S, —S, graficamente se puede ver que S, —S, representa el area
de la columna de la derecha como se aprecia en la siguiente figura es decir:

§.-8, =2=2[t(b) - f(a)}

el _..-... ..... R N

R | e

et Ee e B L ——— . £(b)

|
I
T

/

L

. . X
Diferencia entre le area superior y el area inferior

Cuando el nimero de subdivisiones n tiende a infinito, la diferencia S-S, se va
acercando cada vez mas a cero, es decir,

lim (§” _§n) =0

n—o

o bien B
lim Sn=lim3§S,.

n — o n—o
Cuando estos limites son iguales, se dice que la funcion y = f(x) es integrable en el

intervalo [a, b], y al valor comun de estos limites se le denomina integral definida de f
sobre el intervalo [a, b], y se denota por:

Lbf(x)dx

En consecuencia:

Toda funcién creciente 6 decreciente es integrable en un intervalo cerrado [a, b].
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3.2 PRESENTACION ACTUAL DEL CONCEPTO

Actualmente, autores como Deborah Hughes, entre otros, presentan la integral
definida desde otro &mbito, donde se parte de la gran cantidad de aplicaciones que
tiene el concepto, se lleva la idea al estudiante de una forma tal que es el mismo
quien construye el conocimiento, con ayuda de materiales didacticos como el
computador 6 las calculadoras graficadoras, las cuales le dan la oportunidad al
estudiante de describir, graficar y verificar los resultados obtenidos:

“La integral definida, calcula el cambio total en una funcion a partir de
su rapidez de cambio.”

¢, Coémo se mide la distancia recorrida por un cuerpo?
Si el cuerpo viaja con velocidad constante, como se muestra en la figura, la distancia

se puede calcular como la multiplicacién de la velocidad con que viaja el cuerpo por
el tiempo durante el cual se lleva a cabo el movimiento.

t

Gréfica Velocidad vs. Tiempo del Movimiento uniformemente variado
Distancia = velocidad * tiempo.

En otras palabras, se esta calculando el area del rectangulo cuya altura es la
velocidad y cuya base es el tiempo.

W

- .
Distancia recorrida en movimientos uniformes y uniformemente variados
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Pero, ;Como se calcula la distancia recorrida cuando la velocidad del auto no es
constante?

t t

Gréfica Vst de movimientos variados no uniformes

En estos casos se puede recurrir a aproximaciones, es decir al calculo de la
distancia por partes y luego sumar estos resultados. Dividiendo el tiempo empleado

. . , t
en n partes iguales, se obtienen n rectangulos de base — y alturav
n

o {4 to t3 4 15 t o Y 3 oty tg Tt

Distancia recorrida, aproximacion por defecto y por exceso

Al hallar el area de cada uno de estos rectangulos y luego sumar los resultados se
obtiene una buena aproximacion de la distancia recorrida por el auto, ya sea por
defecto (menor que la real) 6 por exceso (mayor que la distancia real) figura 26; y
esta serd cada vez mas precisa a medida que se aumente el numero de divisiones
que se le haga al tiempo:

Si se llama At (deltat) a cada uno de los intervalos en que se ha dividido el tiempo,
se tendria que: At :b;a, donde by a son los puntos final e inicial respectivamente
n

y n es el numero de intervalos en que se ha dividido el tiempo y se calcula la
distancia recorrida en cada uno de estos intervalos, se encuentra que:
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Nf‘”.‘e.“? de Distancia recorrida
subdivisiones
n Aproximaciones por Aproximaciones por
defecto exceso
1 d, = f(t,)At, d, = f(t,)At,
2 d, = f(t,)At, d, = f(t,)At,
3 d, =f(t,)At, d, =f(t;)At,
4 d, =f(t,_,)At, d, =f(t,)At,

La columna de la izquierda indica el célculo realizado cuando se toma el valor de la
funcion (velocidad) correspondiente al extremo izquierdo de cada intervalo, mientras
que la columna de la derecha indica el calculo cuando se toma el valor de la funcién
correspondiente al extremo derecho del intervalo. Segun el comentario anterior, la
suma de estos datos corresponderia a aproximaciones por exceso en la columna
derecha 6 por defecto en la columna izquierda, que en este contexto indicaria la
distancia maxima recorrida 6 la distancia minima recorrida respectivamente:

Para aproximaciones por la derecha, el resultado de la suma es la:

Distancia maxima

=f(t,)At, +f(t,)At, +...+f(t )AL _;
recorrida (E)AL +1(E )AL +...+ 1(L, )AL,

Mientras que para aproximaciones por la izquierda, la suma corresponde a la:

Distancia minima
_ =f(t,)At, +f(t,)At, +...+f(t, )AL, ,
recorrida

Cuando se va a calcular el valor exacto de la distancia total recorrida por el cuerpo
en un intervalo de tiempo [a, b], se toma un ndmero de divisiones muy grande (que
tienda a infinito), de tal manera que At tienda a ser muy pequeia y la aproximacion
sea cada vez mas exacta, y por lo tanto los célculos por exceso y por defecto
tienden a ser iguales; es decir:

Distancia maxima Distancia minima
recorrida recorrida

I

Por lo tanto:
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Distancia total

recorrida
Que en otra notacion se escribe

= f(t,)At, + (1, )AL, +...+f(t, )At,

Distancia total n
recorrida o

n
Donde Z (sigma) es el simbolo matematico que representa sumas, e i indica el
i=1
namero de términos que se estdn sumando; en este caso n términos. Cuando n
tiende a ser muy grande (tiende a ser infinito), la distancia total recorrida por el
cuerpo se puede expresar como:

Distancia total n
=Lli f(t )At
recorrida o i; (t)

(Se lee limite cuando n tiende a infinito de la sumatoria de i=1 hasta n de f(t ;) por
At); lo cual indica el valor que toma la distancia cuando n tiende al limite; es decir
tiende a ser el maximo numero de divisiones que se le puede hacer al tiempo
empleado en el recorrido. Este concepto, es la definicion que se presenta hoy en dia
de la integral definida; se representa con el simbolo matematico:

[CHt)at

a

Y se interpreta como el area bajo la curva definida por una funcién, dos rectas
paralelas al eje X (las cuales indican el inicio y el fin del recorrido) y los ejes de
coordenadas.

Cuando una funcién es creciente, las aproximaciones realizadas son por defecto y

por exceso respectivamente, como ya se vio, pero cuando la funcidén es decreciente,
las aproximaciones se consideran al contrario:

y=10/t

L y=10/t

L L I S L T X no® nu % 8 Wl
Aproximaciones del area en una funcién decreciente
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4. FUNDAMENTACION METODOLOGICA

Antes de disefar las actividades, se considera necesario analizar algunas de las
propuestas que se han presentado acerca del tema (integral definida) con el fin de
rescatar de cada una de ellas lo mas importante. Ademas se debe tener en cuenta el
papel que juega el profesor, los alumnos y el material disefiado en el momento de
ejecucion de las actividades.

4.1. PROPUESTAS DIDACTICAS ACERCA DEL TEMA

A continuacién se presentan algunas de las propuestas didacticas que se han
realizado con el fin de introducir el concepto de integral definida, ya sea utilizando
ayudas tecnolégicas y computacionales como recurso didactico 6 sin ellas:

4.1.1. Propuesta hecha por Ricardo Losada’

El autor inicia la presentacién del tema con un repaso acerca del area de algunas
figuras conocidas:

“es facil conocer cual es el drea de ciertas clases de figuras con las cuales
estamos familiarizados. Sabemos que el drea de un cuadrado de lado | es 1%, o
de un rectangulo de lados b y h es b*h, donde b es la base y h es la altura, y

P . . . 2 , .
que el area de un circulo de radio r, es igual a 7r~ . Asi, si tenemos una
circunferencia de radio cm., el drea de esta circunferencia seria:”

A=1*3%=3.1416*9 = 28.274cm?
Luego, introduce preguntas como:

“; Qué pasaria si no conociéramos la formula para hallar el area de un circulo?
¢ Coémo podriamos aproximarnos al valor verdadero del area?”

Donde trata de mostrar que la manera mas sencilla para encontrar una buena
aproximacion del area consiste en dividir la figura (en este caso un circulo) en
cuadrados de area conocida, Por ejemplo, si el circulo cuya area se quiere conocer
tiene 3 cm. de radio, se puede observar, segun la figura 31 (izquierda) que este
circulo contiene exactamente 16 cuadrados de 1 cm? de &rea cada uno, 6sea, que
ha encontrado un valor que aproxima el area buscada por defecto (menor que el
real). Es decir que el &rea verdadera A, es mayor que la suma del area de los 16
cuadrados de 1 cm. de lado.

0 Losada, R. Integral definida. En: Matemadtica en accién 6
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Resumiendo, 16 cm? < A . Asi como encontrd un valor aproximado por defecto para
el area del circulo, encuentra un valor aproximado por exceso, es decir mayor que el
real. Para ello busca cual es el minimo nimero de cuadrados de 1cm? de area que
cubre toda el area buscada. Observando la parte derecha de la figura 31, concluye
que son 36 cuadrados. Considerando que cada uno de estos 36 cuadrados esta
cubriendo una parte del area total del circulo, es posible escribir que A <36 cm?® y
agrupando los resultados por defecto y por exceso en una sola expresién vemos
que:

16 cm? <A <36cm?

RN

~ 7

Area del circulo propuesta por Ricardo Losada

Sin embargo, Losada afirma en su propuesta que es posible hacer una mejor
aproximacion del area, si en lugar de dividir el &rea en cuadrados de 1 cm. de lado,

se hace en cuadrados de % cmde lado.

“; Cuantos cuadrados de é cm de lado podemos incluir dentro del circulo?”

I = bl | LA .

Observando la parte izquierda de la figura anterior, se encuentra que el nimero total
de dichos cuadrados es 88 y que el area de cada uno de ellos es (0.5 cm)? =.025 cm?.
En otras palabras, un valor aproximado por defecto del area del circulo es
88*0.25 cm® =22 cm®0 sea 22cm?<A. De igual manera, para encontrar un valor
aproximado del area por exceso se tendria que ver cuantos cuadrados del mismo
tamano son necesarios para cubrir toda el area del circulo. Observando la parte
derecha de la figura anterior, es posible concluir que son necesarios 132 cuadrados
de 0,5 cm. de lado, es decir:

A <132*0.25 cm?®, por lo tanto:
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22 cm? < A <33 cm?

En consecuencia, al efectuar esta nueva divisién, la diferencia entre el area por
exceso y el area por defecto se hace mas pequena.

Considerando las dos figuras anteriores, se observa que dentro de cada cuadrado
de 0.5 cm. de lado, caben 25 cuadrados de 0.1 cm. de lado (o de 107'cm), lo cual
da un area de 10°cm?para cada uno.

Entonces, se puede preguntar: ;Cuantos cuadrados de 10cm?® de area podemos
incluir en el circulo de 3 cm. de radio?, ;Cuantos cuadritos son necesarios para
cubrir completamente el area del circulo?

Pues bien; Ricardo Losada, muestra que son exactamente 2740 cuadrados de 0.1
cm. de lado que estan contenidos completamente dentro del circulo y que son
necesarios 2904 cuadraditos para cubrir toda el area del circulo.

Por lo que es posible escribir

2740*1072 cm® < A <2904 *102 cm?,
lo cual nos da que

27.40 cm? < A < 29.04 cm?

Este proceso se puede repetir muchas veces, haciendo cada vez menor el area de
los cuadrados. Claro esta, que a medida que estos disminuyen de lado, el conteo
para averiguar el area por exceso y por defecto se hace mas tedioso.

De todas maneras, cuando se disminuye el area de los cuadrados, la diferencia
entre el area por exceso y por defecto se hace cada vez mas pequefia, tan pequefa
como se quiera.

“; Cudl sera entonces el limite de esta diferencia?”
Es facil ver que esta diferencia tiende hacia cero por lo tanto, las dos areas (por

defecto y por exceso) tienden a un mismo valor y este es precisamente el valor del
area buscada. En el ejemplo del circulo se puede ver que:

16 cm? < A <36 cm?
22 cm? < A <33 cm?
27.40 cm? < A <29.04 cm?,

luego, A, <Al Y lim A, =A=limA_,

N—o0 N—o0

donde A" indica el area por defecto y A" indica el area por exceso.
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A continuacion, el autor aplica este concepto para encontrar el area comprendida
entre el eje horizontal, una curva cuya altura viene determinada por una funcién y
dos rectas verticales.

f()

-

a bt

En este caso, el area buscada esta comprendida entre larectat=a,t=b, y y = f(t);
Para encontrar dicha area se puede seguir el proceso indicado para el circulo de
radio 3 cm. tratado anteriormente, sin embargo, hay un método mas facil que
consiste en inscribir é circunscribir rectdngulos con base en el eje x y altura igual a
f(t) y donde la suma del area de estos se aproxime al area bajo la curva y = f(t);
como se muestra en la figura anterior.

En la siguiente figura es posible observar que A, seria la suma de los n rectangulos

inscritos bajo la curvay que A’ seria la suma por exceso de las areas
Rectangulares que se muestran en la figura.

f(t)

Aty t t t8 t4 t5 ts t7 ts D Aty t t t3 t4 5 t6 t7 t8 b Ut

Ahora bien, la base de los rectangulos es igual al valor de la distancia entre los
puntos a y b dividida entre el nUmero de rectangulos n en que se ha dividido el
intervalo y las alturas de los rectangulos cuya suma determina el area por defecto A’,
se ha simbolizado por h,. Asi:

h, = altura del primer rectangulo
h, = Altura del segundo rectangulo
h, = Altura del tercer rectangulo,

Y asi sucesivamente. De la misma manera se ha designado por H, a la altura de
cada uno de los rectangulos que forman el area por exceso A*. Es decir que:

El area por defecto es:
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A; =hy(t, -t,) +h(t,-t) +hy(t, -t,) +...+h, (g - t,)
Y el 4rea por exceso es:
Ay =H,(t, -ty) +H,(t, - 1) +H,(t; - 1,) +... + Hg(tg - 1)

Se puede expresar tanto el area superior como el area inferior, utilizando el simbolo
de sumatoria:
A =

8

h(t-t,) y A= ihi(ti -t4)

7
=0

El cual indica la suma del area de los i rectangulos en que se ha dividido el intervalo
[a,b]. Observe que las alturas de los rectangulos que forman area por defecto y por
exceso son valores que toma la funcién en algun punto del intervalo (ya sea el

primero 6 el ultimo) que forma la base del rectangulo. (ver figura anterior):

1= f(to
t1
t,

) t,e [t t,] =1,
(t)
()
()
(t,)
(t5)
(t6)

y

y te[t.t]=1
y teltt]=1
y toelt,t]=1,
y
y
y

w

1:4
t
e

t, e [ty ts] =1;
ts e [tS’tG]:IG
tge [t7’t8]:|7

hg=f(t;) y t eftgt]=1

h

h, =f
h, =f
h, =1
he = f
he =f
h, =f

3

Si se divide el intervalo [a, b], no en 8, como en la figura anterior, sino en n
subintervalos, I, L, L, ..., |, donde:

L =[t..t] i=12..ny(t,=a y t,=b), siempre existe un t el tal quef(t)=h
puede ser un extremo del i-esimo intervalo, o puede estar dentro del intervalo.

i
Si son n los subintervalos de division, entonces:

7 8
A; = ;hi |ti —ti_1| y A;= Z,hi |ti _ti—1|

Si se nombra como A el area comprendida entre t=a y t=b, entonces se cumple
Que:

A <A<A y limA, <A<IlimA;

N—co N—oo
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Es decir que:

n

lim S —t < A <lim S f(t)|t -t
~*= 20

n—o &
i=1

Y por el teorema del Emparedado para sucesiones infinitas

Teorema del emparedado

Si {an}, {bn} Y {cn} son sucesiones infinitas tales
quea, <b,6 <c, paratodon,y si
Lima, =L =Limc,
N—o0 n —oo

Entonces Limb, =L

n—oco

Es posible afirmar que:

n

lim ff(Bi)[ti— t, 1= A =1im > f(B)[t - t]

n==i=0 ==

Este limite no es mas que el &rea bajo la curva y se simboliza como
b
A = [f(t)dt
a

Léase “integral desde a hasta b de f (t)”.

Luego, Ricardo losada aplica este concepto para averiguar el area bajo curvas con
las cuales segun él, el alumno esté familiarizado:

Ejemplo 1: Hallar A = J. td t
0

Solucién:

En este caso, f(t) =,
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{1] fin=t

t

En la gréfica anterior, es facil ver que el area que se busca corresponde a la de un
triangulo cuya base es x y cuya altura es f(x).

. . . 1
Como el &rea de un triangulo esiguala: A= > base * altura

_1 * _1 2 _ X
Entonces, A—Ex X = A_Ex _Iotdt.

Ejemplo 2: Hallar el 4rea bajo la curvay = x?, limitadaport=0yt="T.
Solucién:

En la figura se muestra el area que se busca, o sea, la parte sombreada.

> w=t"2

En este caso, se divide la regidn en n rectangulos iguales, cuya base tiene por

: T , , .
longitud — , es decir, que los puntos extremos de los subintervalos seran:
n

]

t, =0,t, =%,t2 = t=—t =T

Cada intervalo tiene la misma longitud y se denota por At;
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Por lo tanto, t,-t, = At, t,—t,=At yengeneral, t -t =At.

Para el area por defecto, 6sea A_, se observa que cada rectangulo tiene por altura

la funcion aplicada al extremo izquierdo del intervalo. Asi, para el primer intervalo se
tiene que:

Para el segundo:

Y en general, para cualquier intervalo se tiene que:

h=f(t) vy h,=%t,).

De tal forma que:

El area del primer rectangulo sera f(tp) At

El area del segundo rectangulo sera f(t;) At
El area del i-ésimo rectangulo sera f(ti.q) At
Y el area del ultimo rectangulo sera f(tn.1) At

Entonces, A, = ZhiAt pero como At :%

i=1

| —

A =iz;:ti2.%=

>t
i=1

n
Pero t, = T

n

Entonces,

Ahora, recordando que:

t(n=1)[2(n-1)+1][(n=1)+1] _n(n-1)(2n-1)

= 6 6

se tiene:

)
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or lo tanto, A =— ,
P "on 6

T T
luego, A= lim A, =[f(t)dt=|T’dt
0 o

n— oo

3 _ _ 3 3
Lm A, = Lim + AO-D@n-h T, T
n e no= 6 n 6 3
luego

T 3

J'tzdt:T—

0 3

Este mismo resultado se hubiera obtenido si en lugar de tomar la suma por defecto,
hubiéramos tomado la suma de las areas por exceso:

En cada uno de los rectangulos que conforman el area por exceso, se ve que la
altura esta determinada por el valor que toma la funcion en el extremo derecho del
intervalo que conforma la base de cada uno de los rectangulos, asi:

El primer rectangulo tiene por area Hy At =f(t;) At
El segundo rectangulo tiene por area H, At =f(t;) At,
El i-esimo rectangulo tiene por area H; At =f(1;) At
Y el ultimo rectangulo tendra por area H, At =f(t,) At

Luego A: = 3 HAt= f(t,)At

i S
= itht = itf T
= i N

=Ith Pero =1
ni:1 n

n® 6

8 1)(2n+1
Ahora, lim A;:limz_s*”('1+ L( n+1)
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— T .n.n+1,2n+1
e 6NN n
3 3 T
=T—*2=T—=jf(t)dt
6 3
T T3
Entonces: A= If(t)dt =
0

4.1.2. Propuesta hecha por Pilar Turégano™.

Turégano presenta una propuesta didactica con el fin de introducir el concepto de
integral definida como una continuacioén del concepto de area, y utiliza para esto la
ayuda del computador con el objetivo de “dar significado al concepto y eliminar al
maximo los célculos algebraicos”

Inicialmente, y con ayuda del computador propone al estudiante la construccién
grafica de funciones y la visualizacién del area sombreada en un intervalo
cualquiera.

“La visualizacion juega aqui un papel importantisimo, ya que proporciona una
vision holistica del grafico y del area sombreada. Este primer acercamiento a la
integral, tiene que ver con el area como magnitud. ”

Luego, el estudiante explora algunos ejemplos con y sin ayuda del computador.

4.1.2.1 Iniciacién al proceso de integracion

“La nocion de integral va asociada a la idea de medir el drea bajo graficos. Al
proceso utilizado para encontrar ese numero es a lo que llamamos proceso de
integracion”

En su propuesta, Turégano muestra gréaficas como:

10 Turégano, Pilar, El aprendizaje del concepto de integral. En: Revista Suma N° 26, 1997.
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Al} H

Donde la primera gréafica representa el area que se desea determinar, la
segunda, representa el area del rectangulo formado cuando se toma como
altura el valor mas pequefno que toma la funcién en el intervalo [a, b] y como
base la longitud del intervalo y en la tercera grafica de la figura se representa el
area del rectangulo formado cuando se toma como altura el maximo valor que
toma la funcién en el intervalo [a, b] y como base la longitud del intervalo.

Esto con el fin de concluir que ap< A < Ao.

A continuacién, presenta una figura, donde se muestra la diferencia entre el
valor de las areas Ag y ao

%
y = f(x)

A0-a0

y partir de esta concluye que es necesario dividir el intervalo [a, b] de tal forma
que con este mismo método se pueda realizar una mejor aproximacion al area
buscada; luego propone que la base de los rectangulos en que se divide el
intervalo sea siempre igual; debido a esto, continda el desarrollo de la unidad
planteando la definicion de biparticién y subintervalo:

“Definicion: Llamamos biparticion de un intervalo a la divisién del mismo en dos
partes iguales. Cada una de estas partes recibe el nombre de subintervalo”.

y propone actividades como:

1. Considerando el intervalo [0, 4] y efectuando una biparticion, los dos
subintervalos que se determinan son [0, 2] y [2, 4].
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Teniendo en cuenta este ejemplo, efectué dos biparticiones al intervalo y escriba los
subintervalos que determina.

Ahora efectué tres biparticiones y escriba los subintervalos que se forman

@ 1 2 3 4 5 & 7 &
Si efectuamos siete biparticiones ¢ Cuantos subintervalos se determinarian?
¢ Y si fueran n biparticiones, cuantos subintervalos se determinarian?
2. El diagrama siguiente muestra el grafico de la funcién f(x) = x> en el intervalo

[-4,4].

181 f(x) =xr2

a. Determine que valores toma la funcién en los extremos de los intervalos [0,1],
[1,2], [2,3.], [3,4].

b. Dibuje sobre el grafico las ordenadas calculadas. A estas ordenadas las llama
alturas de la funcion

c. Diga cuales son las alturas minima y maxima en los intervalos dados

a. El diagrama siguiente muestra el grafico de la funcién f(x) = -x* en el
intervalo [-4,4].
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Determine que valores toma la funcién en los extremos de los intervalos [-4,-3],
[-3,-2],[-2,-1], [-1,0].

a. Dibuje sobre el grafico las ordenadas calculadas. A estas ordenadas las llama
alturas de la funcion

b. Diga cuales son las alturas minima y maxima en los intervalos dados

Con ayuda del programa ALTURAS, Pilar Turégano propone una actividad al
estudiante, donde el estudiante puede observar en la pantalla del computador las
secuencias tanto numéricas como graficas de las biparticiones que se le pueden
hacer a un intervalo determinado.

Este es un programa que permite aproximar y tabular los datos obtenidos
mostrando la diferencia entre las alturas:

Media de las Media de las . .
N¢ de Alturas alturas Diferencia de las
. L alturas
biparticiones extremas extremas H-h
izquierdas h derechas H
Ninguna 0 16 16
1 2 10 8
2 3.50080 7.50000 4
3 4.37500 6.37500 2
4 4.84375 5.84375 1
5 5.08594 5.58594 0.50000
6 5.20898 5.45898 0.25000
7 5.27100 5.39600 0.12500
8 5.30212 5.36462 0.06250
9 5.31770 5.34896 0.03125
10 5.32552 5.34114 0.01563
11 5.32943 5.32724 0.00781
12 5.33138 5.33529 0.00391
Con infinitas 5.3 0

Después de las actividades expuestas, Turégano propone el calculo del area de los
rectdngulos con ayuda del programa INTEGRAL, en el cual se teclean los datos de
la funcién, el intervalo en el cual estd definida, y el nimero de biparticiones
deseadas; con estos datos, el programa muestra en la pantalla la grafica de la
funcién, el area sombreada en el intervalo convenido las secuencias numéricas del
area de los rectangulos, asi como la diferencia entre las areas y las alturas en una
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tabla, por ejemplo para la funcién Y = x2, en el intervalo [0,4], el programa presenta
la siguiente tabla:

Ne h H H-h (b-a)h (b-a)H A-a

0 0 16 16 0 64 64

1 2 10 8 8 40 32

2 3.500 7.500 4 14 30 16

3 4.375 6.375 2 17.5 25.5 8

4 4.843 5.843 1 19.375 23.375 4

5 5.085 5.585 0.500 20.343 22.343 2

6 5.208 5.458 0.250 20.835 21.836 1

7 5.271 5.396 0.125 21.084 21.584 05

8 5.302 5.364 0.062 21.208 21.458 0.25

9 5.317 5.348 0.031 21.270 21.395 0.125
10 5.325 5.341 0.015 21.302 21.364 0.0625
11 5.329 5.327 0.007 21.317 21.348 0.0312
12 5.331 5.335 0.003 21.325 21.341 0.0156
00 5.3 0 21.33 0

Y la siguiente grafica:

Finalmente la autora recomienda trabajar con diferentes tipos de funciones
(crecientes, decrecientes, mayores que cero y menores que cero), con el fin de
ilustrar a los estudiantes los posibles errores que se cometen, ya que por ejemplo al
aplicar el programa INTEGRAL, a la funcion Y = x°, en el intervalo [-2,2] el
resultado obtenido seré cero, pero la imagen del area bajo la curva muestra algo
muy diferente, y esto puede generar confusion en los estudiantes si no se corrige a
tiempo, ya que la mayoria de ellos confia plenamente en las respuestas que da el
computador y muchas veces no analiza los resultados.

Finalizada la presentaciéon de las propuestas, es bueno anotar que su seleccién se
debe al objetivo general de la propuesta didactica; La primera propuesta, se
seleccioné teniendo en cuenta que se pretende introducir el concepto de integral
definida como area bajo la curva; tal como lo plantea Ricardo Losada. Sin embargo
fue necesario analizar otras propuestas, entre ellas la de Pilar Turégano quien
presenta el concepto a los estudiantes a partir del concepto de area y teniendo en
cuenta tanto aproximaciones por defecto como por exceso, ademas, tiene en cuenta
diferentes tipos de funciones como crecientes, decrecientes, positivas y negativas.

La propuesta didactica “Secuencia de actividades didacticas para la ensefhanza
del concepto de integral definida como area bajo la curva a través de un
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entorno de la geometria dinamica.” tuvo como guia para su desarrollo las
propuestas de Ricardo Losada y Pilar Turégano y como complemento a ellas se
mostrara el calculo de areas bajo la curva en funciones continuas (crecientes,
decrecientes y seccionalmente monétonas) y discontinuas mediante aproximaciones
tanto por exceso como por defecto, partiendo como ya se dijo del concepto de
movimiento rectilineo (distancia recorrida).

Antes de enunciar la propuesta didactica, es necesario dejar claro cual debe ser el
papel tanto del profesor como del estudiante durante su desarrollo, teniendo en
cuenta tanto el material didactico que se va a utilizar cuando se lleve a cabo
(paginas Web con representaciones ejecutables) como la metodologia que se debe
utilizar, lo cual se aclara en la siguiente seccion.

4.2 AMBIENTES DE APRENDIZAJE

La incorporacién de las nuevas tecnologias de la Informacion y la Comunicacion, a la
propuesta “Secuencia de actividades didacticas para la ensenanza del concepto
de integral definida como area bajo la curva a través del entorno de la
geometria dinamica” tiene como objetivo primordial la busqueda de una mayor
autonomia en el estudiante y el incremento de su participacién, en el desarrollo de
competencias.

Para poder llevar a cabo esta incorporacién (de tecnologias al aula) es necesario
generar estrategias pedagégicas donde se relacionen de manera directa los
procesos formativos que se desarrollan al interior del programa y permitan hacer
realidad, las guias para la actividad educativa. Para su definicion es necesario
determinar criterios que permitan la realizacion de diferentes actividades en las
cuales se involucran de manera activa los miembros de la Comunidad educativa, por
lo que se deben abordar preguntas tales como ¢Cudl es el papel del estudiante?,
¢ Cual es el papel del profesor?, ¢Cual es la influencia de los materiales empleados
para la ensefanza del concepto? que generan los retos que se imponen al
estudiante en el presente y hacia el futuro (Camargo, 2005)

4.2.1 Papel del estudiante

Dentro de la propuesta “Secuencia de actividades didacticas para la ensefhanza
del concepto de integral definida como area bajo la curva a través del entorno
de la geometria dinamica” se pretende como afirma Omar Salavarrieta
(Coordinador de Ciencias Politicas de la Universidad Javeriana) que el estudiante se
convierta en un agente de su propia formacién, actor y protagonista de su
aprendizaje, dentro del marco de una estructura curricular flexible superando su
papel de receptor y oyente, para esto es necesario que él sea una persona
independiente en la consecucion de sus metas de aprendizaje, consultando,
ampliando y confrontando la informacién acerca de los contenidos (integral definida),
generando asi nuevas preguntas y otros puntos de vista.

En esta medida los medios audiovisuales (video beam, retroproyectores de
diapositivas, acetatos, videos, etc.) y computacionales, se tornan en instrumentos

51



Secuencia de Actividades Diddcticas para la ensefianza
del Concepto de Integral Definida Como Area Bajo la
curva a Través del Entorno de la Geometria Dindmica

fundamentales para desarrollar las actividades de aprendizaje, en nuestro caso el
computador junto con las representaciones ejecutables (programa Descartes) seran
de gran ayuda ya que permiten al estudiante visualizar la parte geométrica del
concepto y aligerar los célculos algebraicos, logrando asi dedicar mayor tiempo al
analisis y comprension del concepto.

4.2.2 Papel del profesor

Durante el desarrollo de las actividades, el profesor debe convertirse en un
orientador, acompanante y facilitador de los procesos de aprendizaje de los
estudiantes, superando el papel de transmisor de informacién y expositor de
conocimientos acumulados frente a alumnos, los cuales esperan recibir y adquirir los
conocimientos que él posee fruto de su formacién o experiencia, pero no como un
cumulo de informacion que no se sabe de donde viene sino como una experiencia
propia de su vida diaria.

Para llegar a esto, es necesario destacar estrategias pedagogicas basicas en la
formacion del profesor; entre ellas: exposicidon docente, estudio y solucion de casos,
planteamiento y solucién de preguntas, formulacién y resoluciéon de problemas entre
otros; simulando situaciones y comparando la forma en que se llega a una solucion.
(Camargo, 2005)

Para el desarrollo de esta propuesta en particular, es necesario que el profesor se
convierta en un solucionador de conflictos mas no en un expositor de temas, pues
los estudiantes deben llegar al conocimiento por si solos y el profesor Unicamente
debe servir como guia en el camino a este conocimiento.

4.2.3 Mediacion instrumental

El contexto tedrico en que se basa esta propuesta contempla una idea basada en
los conocimientos socioculturales en educacion matematica, desarrollados a partir
de la obra de Vigotsky, quien plantea que la mediacion instrumental se pone de
manifiesto el conocimiento matematico y didactico de los profesores en ejercicio y
este esta determinado por las tecnologias utilizadas en su formacién y las que suele
usar durante sus practicas de ensefianza (papel, lapiz, calculadoras, etc.).

La presencia de instrumentos de mediacién en educacién matematica ha hecho
evidente que existe una relacién indisoluble entre el instrumento de mediacién
usado Yy el conocimiento producido. Puede tratarse de un lapiz, un transportador, un
compas, un texto, una calculadora é un computador; en todos los casos el
conocimiento construido depende de los instrumentos que se ponen en juego para
su construccion.

Este principio permite entender el efecto de los instrumentos computacionales sobre
el conocimiento matematico, identificando nuevas estrategias de solucién a
problemas 6 situaciones que implican la introduccién de nuevos conceptos, entre
ellas podriamos destacar las representaciones ejecutables, es decir
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representaciones que simulan acciones anteriormente privativas de la cognicion
humana, como lo es el poder manipular el objeto que aparece en pantalla de tal
forma que se genere una sensacion de existencia casi material.

También se podria afirmar que el poder expresar 6 demostrar el concepto de integral
definida mediante instrumentos computacionales (representaciones ejecutables)
genera un ambiente que favorece la expresidbn de ideas y el intercambio
comunicativo entre los profesores y los estudiantes. El poder pensar en conjunto es
mucho mas poderoso (“Dos cabezas piensan mas que una”) ya que permite la
visualizacién gréfica y por tanto el analisis detallado de nuevos conceptos. (Balacheff
& Kaput, 1996).

4.2.3.1 Programa Descartes

El programa Descartes es una herramienta dirigida a profesores de matematicas que
permite generar aplicaciones educativas variadas y atractivas; se puede definir como
un sistema de referencia cartesiano interactivo en el que se pueden configurar y
emplear todos los elementos habituales propios del célculo: Origen, ejes,
cuadrantes, cuadricula, puntos, coordenadas, vectores, etc., ademas de los
elementos geométricos elementales: puntos, segmentos, rectas, arcos, etc.,
permitiendo con ello representar la grafica de todas y cada una de las funciones que
habitualmente se utilizan en la ensefanza secundaria y media, teniendo en cuenta
distintos tipos de coordenadas (cartesianas, paramétricas y polares) (Ver Anexo 1
pag. 138).

Como ocurre en las representaciones graficas Los elementos que intervienen en la
definicibn de las ecuaciones que se representan, pueden ser parametros
modificables por el usuario, lo que hace que las graficas que se muestran cambien al
modificar esos parametros. Descartes también dispone de una herramienta de
calculo muy buena, la cual permite evaluar cualquier expresién matematica y escribir
el resultado en la escena(Ver Anexo 1 pag. 139 ).

Ademas de ser un programa que permite ser controlado por el profesor en un tiempo
razonable, el programa Descartes es facil de usar para los alumnos, por lo tanto se
convierte en una ayuda didactica y metodoldgica que el profesor puede usar con el
fin de obtener:

« metodologias activas, para que el alumno sea el protagonista de su propio
aprendizaje

e un aprendizaje cooperativo e individualizado, el trabajo en equipo es esencial
y la atencion personalizada también

o diversidad, permitiendo que los materiales sean flexibles para poder
modificarlos tanto cuanto se quiera.
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4.2.3.1.1 Applet Descartes

Es un applet'’ configurable, disefiado para presentar interacciones educativas con
nameros, funciones y graficas; se desarroll6 con el fin de disefar paginas
interactivas de Matematicas, donde los graficos y los calculos cobran vida a través
de escenas configurables que permiten a los alumnos:

» investigar propiedades

» adquirir conceptos y relacionarlos

e aventurar hip6tesis y comprobar su validez

» hacer deducciones

» establecer propiedades y teoremas

« plantear y resolver problemas

e yen general, realizar las actividades propias de las clases de matematicas.

Con el programa Descartes los profesores pueden preparar paginas Web
interactivas sobre varios temas relacionados con las matematicas. Por ejemplo, la
siguiente figura muestra la grafica una parabola esta hecha con el applet Descartes:

créditos | zoom |50 n.x &0 0.¥ &0 config

inicio i} i‘ 0.350 limpiar

En ella se puede modificar los valores del parametro p (pulsando en las flechas del
control de p o bien escribiendo explicitamente en el campo de texto y pulsando
intro) y observar cdmo cambia la grafica en respuesta a esas modificaciones.

! Applet: Programa informatico realizado en lenguaje JAVA. Son instrumentos tecnolégicos
novedosos, ya que son sistemas ejecutables que virtualmente llevan a cabo funciones cognitivas que
anteriormente eran exclusivas de los seres humanos, mediante un proceso donde el lector interpreta
desde distintos enfoques los conceptos que se trabajan en la pantalla.

Su distribucién, en la mayoria de los casos gratuita, y su posible ejecucion desde las paginas WEB,

hace de estos programas un elemento de gran importancia en el campo educativo ya que permite que
el profesor los adapte a sus necesidades especificas.
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Cada vez que el parametro p cambia, la grafica se actualiza, de forma tal que
cuando se aumenta el valor de p la parabola se abre (primera figura); mientras que si
se disminuye este valor, esta se cierra (segunda figura).

créditos | zoom a0 0.x 3 0.y {0 config

inicio P 241,05 limpiar

créditos 1 . 41g . a1 config

b i‘o.lo limpiar

Este ejemplo es una aplicacion tipica del applet Descartes, donde aparece una
grafica cuya definicion matematica depende de un parametro y al cambiar el valor de
este parametro la gréafica se modifica (Ver mas informaciéon en Anexo 1 pag.141 ).

El applet Descartes permite visualizar practicamente todas las graficas de las
funciones de una variable y de las ecuaciones en dos variables que se trabajan a lo
largo de la educacién béasica y media, ademas, ayuda a comprender las relaciones
entre las ecuaciones, sus gréficas y los diversos elementos que las componen. Las
aplicaciones que se presentan en este trabajo ilustran la gran variedad de usos
posibles del programa Descartes
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5. SECUENCIA DE ACTIVIDADES
5.1 DESCRIPCION GENERAL

Este proyecto se inicié con el fin de aportar una solucién al problema planteado por
diversos autores acerca de la necesidad de retomar el concepto de integral definida
desde otro ambito en el cual el alumno de educacién media esté en capacidad de
asimilarlo y trabajarlo, teniendo como base previa Unicamente los conceptos de
area, movimiento y funcion.

Teniendo en cuenta que los conceptos matematicos generalmente nacen de la
necesidad del hombre por resolver problemas, se decidié presentar el concepto de
integral definida a partir de su génesis histérica (areas bajo la curva y distancias) e
incorporar a su desarrollo tecnologias computacionales como son las
representaciones ejecutables y las paginas Web.

En el desarrollo de las actividades se llega al concepto de integral definida siguiendo
su desarrollo histérico; a partir del problema de la distancia planteado por Newton y
con ayuda de paginas Web que incluyen Applets del programa Descartes; con el
objetivo que el estudiante llegue al concepto mediante su representacién grafica, por
medio de representaciones ejecutables que le permitan manipular los objetos que se
encuentran en la pantalla y de esta forma lograr una mejor comprension del tema.

Vale la pena anotar que para que el alumno asimile el concepto a través de esta
propuesta didactica, debe manejar algunos conocimientos previos, como son el
concepto de funcién, area de poligonos regulares (rectangulo) y el de movimiento
rectilineo (relacion entre velocidad, tiempo y distancia), de tal forma que al dar inicio
a la propuesta no se vea en la necesidad de posponerla mientras reconoce el
alcance de estos conceptos, por este motivo y pese a que son conceptos que se han
manejado en cursos anteriores tanto en el &rea de matematicas como en otras areas
del conocimiento, se propone en primera estancia un taller (a libre albedrio del
profesor encargado) con el fin de que el alumno recuerde estos conceptos y se
familiarice con ellos.

Luego viene el desarrollo de la propuesta. Aqui se presenta el concepto de integral
definida, a partir del concepto de movimiento, mediado bajo las preguntas ¢Cdémo
calculamos la distancia recorrida por un objeto que se mueve con velocidad
constante, durante un tiempo t cualquiera? y ;Si el objeto que se mueve no lleva
velocidad constante?, cuyas respuestas generan situaciones que muestran una
forma l6gica de llegar al concepto de integral definida sin necesidad de que el lector
maneje los conceptos de limite y derivada.

La propuesta como tal, consta de siete partes; las tres primeras son repaso de

algunos conceptos, pues aunque se considera que se han manejado en cursos
anteriores, es necesario que el estudiante reconozca el alcance de cada uno de
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ellos: en la primera parte de esta sesién se muestra la clasificacion grafica de
funciones: funciones continuas (funciones constantes, crecientes, decrecientes vy
seccionalmente monétonas) y discontinuas; en la segunda se considera el concepto
de movimiento rectilineo teniendo en cuenta la relacion que existe entre distancia,
velocidad y tiempo y finalmente se muestra el concepto de area de una region plana
y se introduce el concepto de areas por exceso y areas por defecto.

En la segunda sesion se considera como primera medida la relacion que existe
entre distancia recorrida y area bajo la curva, esto a partir de una situacion
relacionada con el movimiento rectilineo con velocidad constante; en ella se muestra
que la distancia recorrida por un objeto que se mueve con velocidad constante
equivale al area del rectangulo limitado por las rectas que representan la velocidad,
el tiempo y los ejes coordenados. A continuacién se consideran situaciones donde
los objetos en movimiento no viajan con velocidad constante, aclarando que la
relacion Vst en estos casos puede describir funciones continuas (crecientes,
decrecientes y seccionalmente monétonas) 6 discontinuas. Ademas se muestra al
estudiante que una manera logica de aproximar la distancia recorrida en este tipo de
movimiento, es mediante particiones muy pequefas del tiempo, en las cuales se
supone una velocidad constante, también se muestra que entre mayor sea el
numero de subdivisiones hechas al tiempo, mayor sera la aproximacion del célculo
deseado (la distancia recorrida por el cuerpo).

Durante el desarrollo de esta sesidon se plantean actividades que explican la forma
para calcular el area bajo la curva en varios tipos de funciones; distinto al trabajo
realizado en la mayoria de los textos tradicionales donde solo muestran ejemplos
con funciones continuas y crecientes; sin tener en cuenta el procedimiento a seguir
para calcular el area bajo la curva en otro tipo de funciones que ya se manejan en
grado once y que no tienen estas caracteristicas; por ejemplo la funcién y = sen(x),
pese a ser una funcion continua no siempre es creciente; la funcion y = tan(x), pese
a ser siempre creciente no es continua en todo su recorrido y asi con una gran
cantidad de funciones como las que se proponen en esta sesion.

Finalmente se formaliza el concepto de integral definida como el de area bajo una
curva Yy se finaliza introduciendo la expresion matematica de integral definida:

[ t(x)olx

5.2 ESTRATEGIAS DE DESARROLLO Y APLICACION

La secuencia de actividades se compone de tres sesiones en las cuales como ya se
menciono, se utilizaran las representaciones ejecutables y las paginas Web como
recurso didactico.

Las actividades se plantean en paginas WEB (Ver anexo en el CD titulado

“actividades”) guiando su desarrollo guiando su desarrollo mediante preguntas y
actividades extra de tal forma que el estudiante pueda llegar al concepto de manera
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independiente, sacando sus propias conclusiones, de ahi que la labor del profesor al
momento de llevar a cabo la propuesta es mas la de un orientador que aclara las
posibles dudas de los estudiantes y guia el proceso de formacién que el un
transmisor de conocimientos.

Las actividades estan disefiadas de manera independiente, de forma que si un
profesor necesita una actividad para complementar su trabajo en el aula, pueda
elegir pueda elegir una de ellas y llevarla a cabo sin ningun problema.

Para llevar a cabo la secuencia de actividades propuesta, es necesario un
computador con explorador de Internet (Internet Explorer) y que interprete lenguaje
JAVA.

A continuacion se presenta una posible solucion a las actividades planteadas en el
CD, y algunas sugerencias al momento de llevar a cabo la propuesta.

5.2.1 Primera Sesion

Las actividades planteadas en esta sesion son repaso de algunos temas que los
alumnos han manejado en periodos anteriores tanto en matematicas como en otras
areas del conocimiento. Se plantean con el fin de que el alumno recuerde estos
conceptos y se familiarice con ellos; sin embargo, su ejecucion se deja a eleccién del
profesor encargado.

5.2.1.1 Contenidos matematicos:
Tema: Conceptos previos a la integral definida

e (Clasificacién de funciones
¢ Movimiento rectilineo uniforme
e Area de figuras conocidas

5.2.1.2 Objetivo:

Que el estudiante recuerde y se familiarice con algunos conceptos y férmulas
matematicas necesarias en el estudio de la integral definida como lo son el concepto
de area, el de clasificacion grafica de funciones y el concepto de movimiento
rectilineo con todas sus caracteristicas.

5.2.1.3 Metodologia:

Para el desarrollo de esta sesion, se proponen tres situaciones; en la primera, se
presenta informacion acerca la definicién de funcion y su clasificacion grafica en
funciones continuas y discontinuas, monétonas y seccionalmente monétonas,
constantes, crecientes y decrecientes; Al igual que en la primera situaciéon, en la
segunda se presenta el concepto de movimiento rectilineo y la relacién que existe
entre la velocidad de un objeto en movimiento, la distancia que recorre y el tiempo
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que emplea en recorrer esta distancia; a partir de una situacion relacionada con este
tema, con el fin de que el alumno recuerde el concepto y se familiarice con el. En la
tercera parte se considera el calculo del area de algunas regiones planas,
incluyendo la definicion de aproximacion de areas por exceso y por defecto mediante
algunas situaciones en las que se hace necesario realizar este tipo de
aproximaciones.

5.2.1.4 Descripcion:
5.2.1.4.1 Clasificacion grafica de funciones

Una funcion es una regla 6 correspondencia que asocia dos conjuntos X e Y de tal
forma que a cada elemento del conjunto X le corresponde uno y sélo un elemento
del conjunto Y.

A cada elemento del conjunto Y se le llama imagen de x bajo la funcion f y se
denota por f(x), el conjunto X recibe el nhombre de dominio de la funcién; mientras
que el conjunto conformado por las imagenes de todos los elementos del conjunto X
recibe el nombre de rango de la funcién.

La gréafica de una funcion f se puede definir como el conjunto de puntos en un plano
cartesiano cuyas coordenadas son (x, f(x)) con el dominio de la funcién en el eje X y
elrangoeneleje Y.

Ejemplo:

Si f(x) = 3x+1, algunos valores de x y sus correspondientes f(x) en el intervalo [- 3, 3]
son:

fx) |-81-5|2|1]4]7]|10

Y gréfica es:

La representacion grafica de las funciones ayuda a reconocer las caracteristicas de
cada una de ellas, (describe el comportamiento de las imagenes de la funcién (f(x)) a
medida que el valor de x varia) y con base en esto clasificarlas en:

Funciones continuas y discontinuas

Funciones constantes, crecientes y decrecientes
Funciones mondétonas y seccionalmente mono6tonas
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Situacion 1
Analice el comportamiento de las siguientes funciones en el intervalo indicado:

f(x

)
f(x)

3;[2,10]
x?;[1,6]
]

— 5 [2,7]

b%

sen(x) ; [0, 1]
sec(x) ; (0,]

f(x

1. f(
2. f(

3. f(x)
4. f(x)
5. f(x)

f(x

1. Complete las tablas encontrando el valor de f para cada una de las funciones.

1. f(x)=3;[2,10]

f(x) 0.5 0.33 | 0.25 | 0.2 0.16 | 0.14

T 3r
10 10

F(x) 0 | 0.309 | 0.809

3r 47 on
10

0.951 | 0.587 | 0.309 0

N a
o1
ol

—_
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T 3r b4 3r 47 on
X 0 10 10 2 5 5 10 n
F(x) 1 1.051 1.701 &? -3.236 | -1.236 | -1.051 -1

A continuacion se analiza el comportamiento de las imagenes (f(x)) en cada una de
las funciones

2. ¢;Qué ocurre con el valor de f(x) cuando se aumenta el valor de x?
1. f(x) =3;[2,10]

El valor de f(x) permanece constante.
2. f(x)= x[1,6]

El valor de f(x) aumenta

3. f(x)=

El valor de f(x

(2,7 1]

x| =

~

disminuye
4. f(x)=sen(x); [0, m]

El valor de f(x) En una parte disminuye y otra aumenta
5. f(x)=sec(x); [0,m]

El valor de f(x) En una parte disminuye, en otra aumenta y hay un punto para el cual
no esta definida la funcién.

3. Con ayuda del Applet “funciones” observe las caracteristicas graficas de cada una
de las funciones.

El Applet muestra el dibujo de la grafica de cada funcion teniendo en cuenta el
intervalo indicado.

y y T

(=5 [zo1]
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f x ‘
A continuacién se presenta la definicién de funcion constante, funcién continua,

funcién creciente, funcién decreciente, funcién seccionalmente monétona y funcién
discontinua:

Teniendo en cuenta que:

a. Una funcion es constante si el valor de las imagenes (f(x)) permanece constante,
pese a que cambie el valor de x. La gréfica de una funcién constante es una
recta paralela al eje X.

e

b. Una funcion es creciente en un intervalo [a, b], si a medida que aumentan los
valores de x aumentan los valores de f(x); en la grafica de una funcion creciente
se puede observar que el valor de las imagenes siempre va aumentando.
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Una funcion es decreciente en un intervalo [a, b], si a medida que aumenta el
valor del dominio, disminuye el valor de la funcion. en la gréfica de una funcion
decreciente se puede observar que el valor de las imagenes siempre va
disminuyendo.

Una funcién es monétona en un intervalo [a, b] si durante todo el intervalo es
creciente, 6 durante todo el intervalo es decreciente. Y es seccionalmente
mondtona cuando en cierta seccion del intervalo la funcién es creciente, mientras
que en otra seccion del mismo intervalo es decreciente.

i

I ]

1 M ra |
| e
b c

d

e. Una funcion f es continua en un intervalo [a, b] si y sblo si para todo x

f.

perteneciente al intervalo existe un f(x); graficamente, la funcion f se reconoce
porque no presenta saltos 6 interrupciones en su recorrido.

Y

)

Una funcién se considera discontinua si existe algun x en el intervalo [a, b] para
el cual la funcién no esta definida (el x no tiene imagen); la gréafica de este tipo de
funciones siempre presenta saltos o interrupciones.
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V4
7

e

N\

X P

4. Clasifique las funciones segun sean:
a. continuas 6 discontinuas

b. constantes, crecientes 6 decrecientes
c. monétonas 6 seccionalmente monétonas

1. f(x)=3;[2,10]

El valor de f(x) permanece constante, por lo tanto es una funcion constante; ademas
la grafica es una linea recta paralela al eje X.

2. f(x)= x%[1,6]

El valor de f(x) aumenta a medida que aumenta x y la gréafica de la funciéon siempre
va subiendo por lo que es una funcién creciente;

3. f(x):lx [2,7]

El valor de f(x) disminuye a medida que aumenta el valor de x. En la gréfica, la
funcién siempre va bajando, luego la funcion es decreciente

4. f(x)=sen(x); [0, m]
En unas partes de la funcién aumenta el valor de f mientras que en otras disminuye,
en la grafica se observa que en el intervalo (0, n/2), la funcidn es creciente, mientras

que en el intervalo (m/2,mt) es decreciente. Por lo tanto la funcion es seccionalmente
mondétona.

5. f(x)=sec(x) ; [0,1r]

La funcién y = sec(x) no esta definida en x = n/2; esta caracteristica se observa en la
gréfica, donde la funcién presenta un salto cuando llega a este punto; por lo que esta
funcion se puede clasificar como discontinua.
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5.2.1.4.2. Movimiento rectilineo
- Relacion entre distancia recorrida, velocidad y tiempo.
La velocidad de una particula 6 de un objeto en movimiento es la razén de cambio
entre la distancia recorrida y el tiempo empleado en recorrerla; por ejemplo la
expresion 30 kilémetros por hora indica que el mévil recorre 30 kilbmetros por cada
hora de recorrido.

V = velocidad, x = distanciarecorrida 'y t=tiempo empleado
. X
Si V= n entonces x=V.t

Al considerar el problema de hallar la distancia recorrida por un mévil durante un
cierto periodo de tiempo, cuando se conoce la velocidad del objeto en todos los
momentos, es posible clasificar este proceso en 3 casos:

1. Cuando el mévil viaja con velocidad constante durante todo el recorrido

2. Cuando el mévil varia su velocidad por intervalos de tiempo, ya sean distintos 6
iguales.

3. Cuando el mévil varia su velocidad durante todo el recorrido.
Situacion 2

a. En el applet se representa el movimiento de 3 autos durante los primeros
cuarenta segundos de una competencia.

De 10 a 20 segundos

Tablas de Velocidad (m/s)

Auwto Ferde Auito Azl
40.00 45.01
40,00 53.57
40.00 62.87

72.91
:ﬂ'gg 83.70

- 95.23

40.00 107. 51

40.00 120.53

40,00 134.29

40.00 148.80
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El applet se ha dividido en cuatro intervalos de 10 segundos cada uno, en cada
intervalo se muestra una tabla que indica el cambio de velocidad de cada uno de los
autos en el intervalo:

1. De 0 a 10 segundos:

2. De 10 a 20 segundos

Tablas de Velocidad (m/s)

Ticmgpo 5 Ause Ferde Auter Agul Aute Rojo
11.00 40.00 45.01 45.00
12.00 40.00 53.57 45.00
13.00 40.00 6Z.87 45.00
14.00 400D 72.91 45.00
15.00 40.00 83.70 45.00
16.00 5 95.23 45.00
17.00 40.00 107. 51 45. 00
18.00 40.00 120.53 45. 00
19.00 40.00 134.29 45.00
20,00 40,00 148.80 45.00

3. De 20 a 30 segundos

Tablas de Velocidad (m /s)

Ticmpo (5) Auto Verde Aute Azul Auto Rojo
21.00 40.00 164.05 35, 00
22.00 40,00 180.05 =5.00
23.00 40.00 196,79 35.00
24.00 40.00 214.27 35. 00
25.00 i i 232,50 35,00
26.00 e 251.47 35.00
27.00 3 271.19 35. 00
28.00 40.00 291.65 35.00
25.00 40.00 312.85 35.00
30.00 40.00 334.80 35.00

4. De 30 a 40 segundos

Tablas de Velocidad (m /s)

Tiempo f5) Aute Verde At Aznil Ano Rojo
31.00 40. 00 357.49 25.00
32.00 40, 00 380.93 25.00
33.00 40. 00 405,11 25.00
34.00 4000 430,03 25.00
35.00 40,00 455.70 25.00
36.00 000 432,11 25.00
37.00 - 509, 27 25.00
38.00 40.00 §37.17 25.00
39.00 40. 00 565,81 25.00
40.00 40. 00 595,20 25.00
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Teniendo en cuenta la informacion presentada en el applet:
1. Anote el comportamiento de la velocidad (aumenta, disminuye 6 permanece

constante) de cada uno de los autos en la siguiente tabla y compare los
resultados.

Intervalo Auto Verde Auto Azul Auto Rojo
Con Con
En este Ce?lr}r:t?a Srsglcgo En este respecto al En este respecto al
intervalo . intervalo intervalo intervalo intervalo
anterior . .
anterior anterior
SD:gL:dég Constante Constante aumenta aumenta Constante | Constante
De 112 20 Constante Constante aumenta aumenta Constante | Constante
segundos
De 21 a 30 Constante Constante aumenta aumenta Constante | Disminuye
segundos
De 31 a 40 Constante Constante aumenta aumenta Constante | Disminuye
segundos

Teniendo en cuenta que:
El movimiento se puede clasificar segun la velocidad del objeto que se desplaza, en:

= Movimiento uniforme: Cuando la velocidad es constante durante todo el
recorrido.

= Movimiento uniforme a trozos: Cuando la velocidad del auto no es constante
durante todo el recorrido; sin embargo al dividir el tiempo del recorrido en
ciertos intervalos, la velocidad en cada uno de ellos es constante.

= Movimiento acelerado: Cuando la velocidad del cuerpo varia (aumenta 6
disminuye) con el tiempo.

2. Clasifique el movimiento de cada uno de los autos.
Auto verde: Movimiento uniforme
Auto azul: Movimiento acelerado
Auto rojo: Movimiento uniforme a trozos.
3. Calcule la distancia total recorrida por el auto verde y el auto rojo entre:
a. Elsegundo1yeli15
b. El segundo 21y el 27
c. Elsegundo 25y el 40
d. Todo el recorrido.
Teniendo en cuenta que:

a. En un movimiento con velocidad constante, la distancia recorrida por el objeto
equivale a la multiplicacién de la velocidad por el tiempo.
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Distancia recorrida = Velocidad * tiempo
x=V.t

b. Para calcular la distancia recorrida en un movimiento uniforme a trozos, se
hace necesario dividir el recorrido en varias partes de tal forma que en cada
una de ellas la velocidad sea constante. Luego se aplica la ecuacion
x=V.t para calcular la distancia en cada uno de ellos y se suman los
resultados, obteniendo asi la distancia total recorrida por el objeto.

Analizando los datos que nos presenta el applet, es posible concluir que:

= El auto 1 (auto verde):

De i1 a 10 segumdos D 10 a 20 segreanclos De 200 @ 310 sexsuarnddons e 300 a 400 I‘-l'flﬂ"-‘m

Luter Verde futer Verd i Fonds S e
40. 00 40.00 40,00 .qafl : ﬁﬁ
40.00 40,00 40.00 40 DO
40. 00 40.00 40. 00 40. 00
40. 00 40. 00 40. 00 L
40.00 40,00 40. 00 o b
40. 00 40.00 40. 00 40.00
L 40. 00
40.00 40.00 40.00 40. 00
40.00 40.00 40.00 40 : P
40. 00 40. 00 40. 00 .

Viaja con velocidad constante durante todo el recorrido, por lo que su movimiento se
puede clasificar como uniforme.

La velocidad del auto es de 40 m/s; lo cual indica que esta recorriendo 40 metros en
un segundo. Como este valor (el de la velocidad) es constante con el tiempo, es
posible afirmar que en dos segundos el auto recorre 80 metros, en 3 segundos
recorre 120 metros (Haga notar que se esta realizando la multiplicacion V*t); lo cual
se puede resumir en:

Distancia recorrida = Velocidad * tiempo
X=V*t

Entonces, ¢;Qué distancia recorre el auto entre el segundo 1y el 15?
Como X =V*t y se tiene que:

V=40m/s yt=15s-1s= 14 segundos
Por lo tanto

X'=40m/s * 14 s = 560 metros
¢ Qué distancia recorre el auto entre el segundo 21 y el 277

V=40 m/s
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t =27s - 21s = 6 segundos,
luego
X =40m/s * 6 s = 240 metros
¢ Qué distancia recorre el auto entre el segundo 25 y el 40?
V=40 m/s
t = 40s - 25s = 15 segundos,
luego
X=40m/s * 15 s = 600 metros
¢ Y cual es la distancia total recorrida por el auto?
V=40 m/s
t = 40segundos,
luego
X=40m/s *40 s = 1600 metros
= El auto 2 (auto rojo)

Analizando los datos (velocidad del auto) que presenta el applet para este auto se
puede llegar a conclusiones como:

D @ a 10 segurndos I P10 e 200 sagpeornclons D 200 @ 30 segrnndlon D 300 e 40 sagprannckons
Aute Rajo {uater Rovjir luto Rojo tuite Rjor
45.00 45.00 35.00 2500
43.00 45.00 35.00 25.00
45.00 45. 00 35.00 25.00
45.00 45,00 35.00 25.00
45.00 45,00 35.00 25.00
45.00 45.00 35.00 25.00
45.00 45 00 35.00 25.00
45,00 A5 00 35.00 25.00
45.00 45,00 35.00 25.00
45.00 45. 00 35.00 25.00

- que la velocidad permanece constante en ciertos intervalos de tiempo; por lo cual,
el movimiento de este auto se puede clasificar como movimiento uniforme a trozos.

- Para calcular la distancia total recorrida por este auto, es necesario determinar
los intervalos de tiempo para los cuales la velocidad es constante

Intervalo1 De 0 a 20 segundos V= 45m/s
Intervalo 2 De 20 a 30 segundos V=35 m/s
Intervalo 3 De 30 a 40 segundos V=25 m/s.

Como en cada intervalo la velocidad es constante, es posible aplicar la ecuacion
X=V*t para calcular la distancia recorrida en cada uno de ellos.
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Intervalo 1

t= 20 segundos

V=45m/s

X=45 m/s*20 s = 900 metros

Intervalo 2

t= 10 segundos

V=35m/s

X=35m/s*10 s = 350 metros

Intervalo 3

t= 10 segundos

V=25m/s

X=25m/s*10 s = 250 metros

Y luego sumarlos para asi encontrar que la distancia total recorrida por el auto fue:
X= 900 m +350 m +250 m.= 1500 metros.
a. Calcule la distancia recorrida por el auto entre el segundo 1y el 15

En este intervalo V=45 m/s
Yt=15s—-1s =14 segundos
X=45m/s * 14 s = 630 metros

b. El segundo 21y el 27

En este intervalo V=35 m/s
Yt=27s—-21s =6 segundos
X=35m/s * 6 s =210 metros

c. Elsegundo 25y el 40

Se debe aclarar que este célculo se divide en dos partes debido a que en este
intervalo existen dos periodos de tiempo con distinta velocidad, luego es necesario
calcular la distancia recorrida en cada uno de ellos y luego sumar los resultados para
asi obtener una respuesta.

Periodo 1 de 25 a 30 segundos
V=35m/s

t = 5 segundos

X =35m/s *5s =175 metros
Periodo 2 de 30 a 40 segundos
V=25 m/s

t = 10 segundos
X =25m/s * 10 s = 250 metros
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Distancia recorrida = 175 m + 250 m. = 425 metros

Para el caso del movimiento acelerado, se tiene que la velocidad varia con el tiempo
(a medida que aumenta el tiempo aumenta 6 disminuye la velocidad); y por tal
motivo no es posible aplicar la ecuacion:

x=V.t

Para realizar los calculos y hasta el momento para resolver problemas de este estilo
no se tienen herramientas (ecuaciones) que permitan realizar los calculos
directamente. Por lo tanto es necesario recurrir a aproximaciones que permitan
presentar un resultado:

Un método consiste en dividir el tiempo del recorrido en ciertas partes (intervalos) y
suponer velocidad constante para cada uno de ellas (el valor de la velocidad se debe
tomar dentro de cada intervalo; generalmente se toma el valor mas bajo (menor
velocidad alcanzada en el intervalo) 6 el mas alto (velocidad maxima alcanzada en el
intervalo))

4. Basado en los datos del Applet calcule la distancia recorrida por el auto azul,
teniendo en cuanta para ello n =1, 2, 3, 4 y 8 subintervalos (Tome la velocidad
minima de cada subintervalo para realizar los calculos).

= El auto 3 (auto azul)

Este auto varia su velocidad durante todo el recorrido tal como se muestra a
continuacion:

De @ a 10 segundos D 100 a 20 segreonnilos D 20 a 30 seguridos Dz 360 a 40 seguanniloss
{ute Azul il Lt Azal Auto Azul
0.37 A Aol 164.05 357. 49
1.49 53.57 180.05 380.93
3.35 62.87 195,79 405.11
5.95 72.91 214.27 430.03
9.30 83.70 232, 50 455.70
13.3%9 95.23 251.47 482.11
18.23 107.51 271.19 509.27
23.81 120.53 291.65 537.17
30.13 134.29 312.85 565.81
37.20 148.80 334.80 595.20

Debido a esto, el movimiento que lleva se puede clasificar como movimiento
acelerado; por lo tanto es necesario dividir el tiempo del recorrido en un cierto
numero de subintervalos, luego identificar 6 calcular en cada uno de ellos

Tiempo de recorrido
Numero de intervalos
Velocidad en cada intervalo

Es necesario aclarar que el valor de la velocidad se debe tomar dentro de cada

intervalo y generalmente se toma el valor més bajo (menor velocidad alcanzada en
el intervalo) 6 el mas alto (velocidad maxima en el intervalo):
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Para 1 subintervalo

Subintervalo | Tiempo | Velocidad minima Distancia recorrida en ese Distancia
(s) (m/s) subintervalo (m) acumulada (m)
1 40 0.37 14.8 14.8
Para 2 subintervalos
Subintervalo | Tiempo | Velocidad minima Distancia recorrida en ese Distancia
(s) (m/s) subintervalo (m) acumulada (m)
1 20 0.37 7.4 7.4
2 20 148.8 2796 2983.4
Para 3 subintervalos
Subintervalo | Tiempo | Velocidad minima Distancia recorrida en ese Distancia
(s) (m/s) subintervalo (m) acumulada (m)
1 13.33 0.37 4.93 4.93
2 13.33 62.87 838.27 843.20
3 13.33 251.47 3352.93 4196.13
Para 4 subintervalos
Subintervalo Tiempo Velocidad minima Distancia recorrida en ese Distancia
(s) (m/s) subintervalo (m) acumulada
(m)
1 10 0.37 3.7 3.7
2 10 37.20 372.0 375.7
3 10 148.80 1488.0 1823.7
4 10 334.80 3348.0 5171.7
Para 8 subintervalos
Subintervalo | Tiempo | Velocidad minima Distancia recorrida en ese Distancia
(s) (m/s) subintervalo (m) acumulada (m)
1 5 0.37 1.85 1.85
2 5 9.30 46.5 48.35
3 5 37.20 186.0 234.35
4 5 83.70 418.5 652.85
5 5 148.80 744.0 1396.5
6 5 232.50 1162.5 2559.35
7 5 334.80 1674.0 4233.35
8 5 455.70 2278.5 6511.85
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El estudiante debe caer en cuenta que el valor obtenido es menor que el real y que a
medida que aumenta el nimero de intervalos en que se divide el tiempo, este valor
se acerca cada vez mas a la distancia real recorrida por el auto.

A continuacién debe tomar la velocidad méaxima de cada subintervalo y repetir el
procedimiento. Se debe aclarar que el resultado encontrado es mayor que el real y
que al igual que en el calculo anterior, a medida que se aumenta el numero de
intervalos, el resultado se acerca cada vez mas a la distancia real recorrida por el
auto.

5. Repita el célculo, tomando ahora la velocidad maxima de cada subintervalo para
realizar los célculos.

Para 1 subintervalo

Subintervalo | Tiempo | Velocidad maxima Distancia recorrida en ese Distancia
(s) (m/s) subintervalo (m) acumulada (m)
1 40 595.2 23808.0 23808.0

Comparando este resultado con el anterior, se encuentra que la distancia real X se
encuentra entre 14.8 my 23808.0 m

Para 2 subintervalos

14.8 m < X <23808.0 m

Subintervalo | Tiempo | Velocidad maxima Distancia recorrida en ese Distancia
(s) (m/s) subintervalo (m) acumulada (m)
1 20 148.8 2796 2796
2 20 595.2 11904 14700
Luego, la distancia real X se encuentra entre 2983.4 my 14700.0 m
2983.4 m < X< 14700.0 m
Para 3 subintervalos
Subintervalo | Tiempo | Velocidad maxima Distancia recorrida en ese Distancia
(s) (m/s) subintervalo (m) acumulada (m)
1 13.33 62.87 838.27 838.27
2 13.33 251.47 3352.93 4191.2
3 13.33 595.20 7935.99 12127.20

Esto indica que la distancia real X se encuentra entre 4196.13 my 12127.20 m

4196.13 m< X< 12127.20 m
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Para 4 subintervalos

Subintervalo | Tiempo | Velocidad minima Distancia recorrida en ese Distancia
(s) (m/s) subintervalo (m) acumulada (m)
1 10 37.20 372.0 372.0
2 10 148.80 1488.0 1860.0
3 10 334.80 3348.0 5208.0
4 10 595.20 5952.0 11160.0

Esto indica que la distancia real X se encuentra entre 5171.7my 11160.0 m

Para 8 subintervalos

5171.7m <X <11160.0 m

Subintervalo | Tiempo | Velocidad minima Distancia recorrida en ese Distancia
(s) (m/s) subintervalo (m) acumulada (m)
1 5 9.30 46.5 46.5
2 5 37.20 186.0 232.5
3 5 83.70 418.5 651.0
4 5 148.80 744.0 1395.0
5 5 232.50 1162.5 2557.5
6 5 334.80 1674.0 4231.5
7 5 455.70 2278.5 6510.5
8 5 595.20 2976.0 9486.0

Lo cual indica que la distancia real X se encuentra entre 6511.85 my 9486.0 m
6511.85m < X <9486.0 m

Es necesario mostrar al estudiante que al aumentar el nimero de divisiones hechas
al tiempo de recorrido el resultado obtenido va a ser mas cercano al real.

5.2.1.4. 3. Area de figuras planas

Al encerrar una region del plano con una linea, 6 con segmentos de recta, se obtiene
en su interior una superficie plana; la medida de esta superficie recibe el nombre de
area.

Para hallar la medida del area de una superficie plana, se utilizan unidades patron

(que también son superficies) establecidas previamente; EI método consiste en
comparar esta unidad con la superficie que se va a medir, por ejemplo:
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1 2
] 1 [
Unidad . 7 ] 9
Patran Unidad

Patron | 10 11 | 12

Al comparar el rectangulo (superficie a medir) con su respectiva unidad patron, se
encuentra que este equivale a 12 unidades patron, lo cual quiere decir que el area
del rectangulo es igual a 12 unidades patrén.

Es necesario unificar el lenguaje; por lo cual se decide tomar una unidad patrén
universal y medir con ella todas las superficies. Esta unidad tiene la forma de un
cuadrado.

Al medir el rectdngulo anterior con una unidad patrén cuadrada encontramos:

12134 |56
[ ] (] [7]8]9 w1112
Unidad Unidad (13[14[1516|17]|18
Patran Patran  |19|20(21(22|23|24

Que el rectangulo equivale a 24 unidades patrén (cuadrados).

Situacion 3

1. En un octavo de cartulina dibuje y corte un cuadrado (usted elige el tamano).

2. Calcule el area del cuadrado tomando como unidad de medida

a. Un cuadrado de 4 cm. de lado.
b. Un cuadrado de 2 cm. de lado.
¢. Un cuadrado de 1 cm. de lado.
d. Un cuadrado de %2 cm. de lado.
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¢, Qué resultados encontr6?

a. b.

Teniendo en cuenta que:

1dedcm = 4de2cm = 16 delecm = B4 de Ycom.

3. Exprese todos los resultados tomando como unidad el cuadrado de 4 cm. de
lado.

Esta parte se realiza con el fin de que el estudiante comprenda que el disminuir é
aumentar el tamano de la unidad de medida, no implica que el area de la figura a
medir cambie; por lo tanto se sugiere realizar la conversion de unidades.

4. En un octavo de cartulina dibuje y corte las siguientes figuras (usted elige el
tamano):
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RIS

5. luego de recortar estime ;Cuantos cuadrados de 4 cm. de lado caben dentro de
cada figura?

6. ¢Y de 2cm. delado?

-
i‘.

/

- \L_Hf—*’“"'ﬂ J

;Y de 1 cm. de lado?
\\ ( .

\ T
\_/ L_ffﬁ/ o m\_)

¢Y de Y2cm. de lado?

HEES
)

i
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T fFr

\

i i

Los resultados varian dependiendo el tamano de las figuras recortadas por cada
estudiante.

7. Exprese todos los resultados tomando como unidad el cuadrado de 4 cm. de
lado.

8. ;/Qué ocurre con el area de las figuras cuando se disminuye la unidad de
medida?

9. ¢Cuantos cuadrados de 4 cm. de lado se necesitan para cubrir totalmente cada
una de las figuras?

“\ T /N
Y
o __V
10.;Y de 2 cm. de lado?
e N | [T

A I O 0 e B S O

;Y de 1 cm. de lado?
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11.Exprese todos los resultados tomando como unidad el cuadrado de 4 cm. de
lado.

12.;,Qué ocurre con el area de las figuras cuando se disminuye la unidad de
medida?

Algunas veces al resolver este tipo de ejercicios se presentan dificultades como el
hecho de que la unidad patrén (cuadrado) no permita hallar un resultado exacto de
la medida buscada; entonces se procede a realizar aproximaciones; como muestra
el siguiente ejemplo, al intentar hallar el area del circulo con este método la medida
encontrada o bien es mayor que la real o bien es menor que la real

- I o =

v ~
/ ™
I
Unidad 'i\
Patran /
\\‘_,f \"-,.._ e

Si se toma la aproximacién que da la medida menor, existira un defecto (falta algo
para que sea el area real); por lo cual recibe el nombre de area por defecto; mientras
que si se toma la medida mayor se encuentra un resultado en exceso (es mas que la
medida real), debido a esto recibe el nombre de area por exceso.
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Pero estos resultados (areas por defecto y por exceso) son demasiado inexactos,
por esto se hace necesario tomar una unidad patrén mas pequena, que permita una
mejor aproximacion al area del circulo como se muestra a continuaciéon, donde se
tomé una unidad equivalente a 4 de la unidad anterior.

Area por defecto Area por exceso

-~ iy = | =

f" \'\
e a 7 N
Unidad A / L] ] )
Patron \ f‘ Unidad '\ )J
Patron o A

Y se observa que el area desperdiciada en el caso del area por defecto, 6 el area de
mas en el caso del area por exceso es mucho menor que en el intento anterior; es
decir el area encontrada esta expresada con mayor exactitud.

Es necesario aclarar que los cuadrados (unidades de medida) no deben ir montados,
ni salirse del circulo (para el area por defecto) 6 estar dentro de él (para el area por
exceso)

13.Teniendo en cuenta que:

Area por defecto = Numero de cuadrados que caben dentro de la figura y
Area por exceso = Numero de cuadrados necesarios para cubrir totalmente la figura.

Indique el area por defecto y el area por exceso de cada una de las figuras, teniendo
en cuenta las cuatro unidades patron establecidas (4 cm., 2 cm., 1 cm., Y2 cm.).
Exprese los resultados utilizando el cuadrado de 4 cm. de lado.

Observe que a medida que se disminuye la unidad de medida, los resultados se
acercan cada vez mas al area del circulo (el area por defecto aumenta mientras que
el area por exceso disminuye); por ejemplo para el circulo se tiene que:

Primera aproximacion

Figura 1

Area menor que la real = 1 unidades
Area mayor que la real = 4 unidades
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Figura 2
Area menor que la real = 2 unidades
Area mayor que la real = 6 unidades
Figura 3

Area menor que la real = 1 unidades
Area mayor que la real = 5 unidades

Luego el &rea del circulo se encuentra entre 4 unidades y 9 unidades.
Segunda aproximacion
Figura 1

Area menor = 4 cuadrados de 2 cm. = 1 cuadrado de 4 cm. de lado.
Area mayor = 20 cuadrados de 2 cm. = 5 cuadrados de 4 cm. de lado.

Figura 2

Area menor que la real = 8 unidades = 2 cuadrados de 4 cm. de lado.
Area mayor que la real = 26 unidades= 7 cuadrados de 4 cm. de lado.

Figura 3

Area menor que la real = 4 unidades = 1 cuadrado de 4 cm. de lado.
Area mayor que la real = 19 unidades = 4.75 cuadrados de 4 cm. de lado.

Tercera aproximacién
Figura 1

Area por defecto = 30 cuadrados de 1 cm. = 1.875 cuadrados de 4 cm. de lado.
Area por exceso = 60 cuadrados de 1 cm. = 3.75 cuadrados de 4 cm. de lado.

Figura 2

Area menor que la real = 46 unidades = 11.5 cuadrados de 4 cm. de lado.
Area mayor que la real = 80 unidades = 20 cuadrados de 4 cm. de lado.

Figura 3

Area menor que la real = 26 unidades 1.625 cuadrados de 4 cm. de lado.
Area mayor que la real = 54 unidades 3.375 cuadrados de 4 cm. de lado.
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Cuarta aproximacién
Figura 1

Area por defecto = 152 cuadrados de %2 cm. = 2.375 cuadrados de 4 cm. de lado
Area por exceso = 203 cuadrados de 2 cm. = 3.172 cuadrados de 4 cm. de lado

Figura 2

Area menor que la real = 204 unidades = 3.1875 cuadrados de 4 cm. de lado.
Area mayor que la real = 269 unidades = 4.203 cuadrados de 4 cm. de lado.

Figura 3

Area menor que la real = 132 unidades = 2.062 cuadrados de 4 cm. de lado.
Area mayor que la real = 190 unidades = 2.969 cuadrados de 4 cm. de lado.

Se podria sugerir al estudiante que ubique los resultados obtenidos segun la tabla,
por ejemplo, para el circulo se tiene

unidad | A AT | AT-A
4 4 9 5
2 4 8 4
1 5 7.5 2.5
V2 544 | 6.59 | 1.16

Y con base en esto responda:
-¢,En qué valor disminuye el area por exceso A*?
- ¢, En qué valor aumenta el area por defecto A™?

-¢Qué ocurre con la diferencia entre el area por defecto y el area por exceso A" - A’
a medida que disminuye la unidad de medida?

-¢Qué indica esta diferencia?

Las dos ultimas preguntas se sugieren con el fin de que el estudiante vaya
relacionando que a medida que se disminuye la unidad de medida, el area por
defecto tiende a ser igual al area por exceso.

Como actividad complementaria se debe repetir el procedimiento con el ovalo, con el

fin de que el estudiante adquiera destreza en el manejo de areas por defecto A" y
areas por exceso A".
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5.2.2. Segunda sesion
5.2.2.1. Contenidos matematicos:
Tema: Areas bajo la curva

e Relacién entre distancia recorrida y area bajo la curva
e Area bajo la curva en funciones continuas

v" Funciones monétonas crecientes

v" Funciones monétonas decrecientes

v Funciones seccionalmente monotonas
e Area bajo la curva en funciones discontinuas

5.2.2.2. Objetivo:

Que el estudiante asimile el concepto de area bajo la curva y adquiera destreza en el
calculo de esta, teniendo en cuenta funciones continuas (constantes, crecientes,
decrecientes y seccionalmente monétonas) y discontinuas mediante aproximaciones
por exceso y por defecto.

5.2.2.3. Metodologia:

Esta sesién se divide en tres partes: En la primera se propone una situacién donde
el estudiante con ayuda de applets del programa Descartes verifica que la distancia
recorrida por un objeto que viaja con velocidad constante es igual al area bajo la
curva descrita por la funcién V(t); Al igual que en la primera parte, en la segunda se
muestra la manera de calcular el area bajo la curva en funciones continuas
(crecientes, decrecientes y seccionalmente monétonas); a partir de situaciones
relacionadas con el movimiento de objetos que no viajan con velocidad constante.
Este proceso se realiza mediante aproximaciones por defecto y por exceso. Para las
funciones seccionalmente monétonas, se aclara que no siempre se toman los
extremos del intervalo para calcular la altura de cada rectangulo; por el contrario, se
toma como altura el valor minimo de la funcién en cada uno de los intervalos para
aproximaciones por defecto y el valor maximo de la funcién para aproximaciones por
exceso sin importar en que lugar del intervalo se ubique.

En la tercera parte se presentan las funciones discontinuas y el proceso que se
sigue para calcular el area bajo la curva en este tipo de funciones, aclarando que el
intervalo [a, b] en el cual estd definida la funcion, no siempre se divide en partes
iguales.

El trabajo de esta sesidn esta mediado por el concepto de distancia recorrida y se
maneja con ayuda de applets del programa Descartes.
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5.2.2.4. Descripcion:
5.2.2.4.1. Relacion entre distancia recorrida y area bajo la curva

Al observar la grafica de un movimiento con velocidad constante es posible notar
que el producto x = v*t (distancia recorrida) equivale al area del rectangulo cuyos
lados estan representados por la velocidad del objeto, y el tiempo que tarda en
realizar el movimiento; en este caso, la base del rectangulo es el tiempo y la altura
es la velocidad.

Ejemplo:

Un auto se mueve con velocidad constante de 30 Km./h durante un periodo
comprendido entre las diez de la manana y las tres de la tarde (las quince horas)
¢ Qué distancia recorri6 el auto en este intervalo de tiempo?
Se tiene que:

V(t) =30 Km./h [10,15]

Es la funcién que describe la velocidad del auto con respecto al tiempo. Al dibujar la
grafica de esta funcién, se encuentra:

v

!i AUTD 4

Como el auto viaja con velocidad constante, es posible aplicar la ecuaciéon X = V*t
para encontrar la distancia recorrida por el auto en este intervalo de tiempo:

t=15-10 horas
X=Vv*t=30*5=150 Km.

Area del rectangulo = base*altura = velocidad * tiempo
Area del rectangulo = distancia recorrida,

Situacion 1

Una motocicleta, viaja con velocidad constante de 30 m/s. durante un periodo de 25
segundos.
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1. Aplicando la definicién de movimiento uniforme, calcule la distancia recorrida por
la motocicleta en los intervalos.
a. Elsegundo3yel8
b. El segundo 4y el 20

c. Todo el recorrido.

Como la velocidad de la motocicleta es constante en cada uno de los intervalos, es
posible aplicar la ecuacién X = V*t para realizar los calculos correspondientes.

a. X=V*=230*8-3) =305 =150 metros
b. X =V*t =30 *(20-4) = 30*16 = 480 metros
c. X=V*=230*25-0) =30*25 = 750 metros

2. Dibuje la gréfica de la funcion f(x) = 30 en cada uno de los intervalos:
a. Entreelsegundo3yel8 b. Entre el segundo 4 y el 20

VI = ﬁ,,r: : Ty

c. durante todo el recorrido

Con ayuda del applet se puede mostrar al estudiante que en la grafica de la funcion
Vst se muestra un rectangulo cuya base es el intervalo de tiempo que dura el
movimiento y cuya altura es la velocidad que lleva el objeto:

3. En el siguiente Applet se muestra la grafica de la funcién Vst que describe el
movimiento.
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La grafica muestra un rectangulo de base igual al intervalo de tiempo que dura el
movimiento y cuya altura es la velocidad que lleva el objeto:

a. Entre 3 y 8 segundos b. Entre 4 y 20 segundos

3.00 5.00 4, 00 t 20
t

d. durante todo el recorrido

v 73

0.00 251
t

4. Calcule el area del rectangulo para cada intervalo, teniendo en cuenta que el
area de un rectangulo es igual a la base multiplicada por su altura (A= base *
altura).

a. Entre el segundo 3yel 8

X=V*=30"*5=150 metros

A=V*1= 30*5=150 metros
X =A=v*=30*5 =150 metros
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b. Entre el sequndo 4y el 20

X =V*=30"*16 = 480 metros
A =V*t=30"* 16 = 480 metros
X =A=v*t=30*16 = 480 metros

c. Durante todo el recorrido
X =V*=30"*25 =750 metros
A =V*t= 30*25 =750 metros
X =A=v*t=30*25 = 750 metros

5. Compare los resultados obtenidos con los que obtuvo al calcular la distancia
recorrida, ¢Qué encuentra?

Al calcular el area de cada rectangulo (A= base * altura) se encuentra que:

A = base * altura
A = tiempo * velocidad

Que es la definicion de distancia recorrida presentada en el movimiento uniforme.

Observando los calculos que presenta el applet y comparandolos con los realizados
anteriormente se llega a la conclusién de que el area bajo la curva descrita por la
funcién V(t) descrita por un objeto en movimiento, es igual a la distancia recorrida
por el objeto

Area del rectangulo = base*altura = velocidad * tiempo
Area del rectangulo = distancia recorrida,

Nota: Aun cuando el movil no viaje con velocidad constante, la distancia recorrida
equivale al area bajo la curva V s t; es decir al area de la region comprendida entre
la funcion que representa la variacion de la velocidad con respecto al tiempo, el
tiempo empleado en el recorrido y el gje x.

5.2.2.4.2. Area bajo la curva en funciones continuas

Para calcular el area bajo la curva (distancia recorrida) en funciones donde f(x) (la
velocidad) no es constante (funciones crecientes, decrecientes, seccionalmente
mondtonas, etc.), es preciso recurrir a aproximaciones de ella, ya sean por exceso 6
por defecto:

5.2.2.4.2.1 Funciones crecientes

Situacion 2

La velocidad de vuelo de una abeja que parte de su panal en busca de néctar viene
dada por la ecuacion:
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V(t) = 0.01(t* — 24 £ + 200t + 100).

La abeja vuela sin detenerse durante 14 segundos en busca de su objetivo.

i

t e
Que es la gréfica de una funcion creciente definida en el intervalo [0, 14].

El procedimiento a seguir para calcular el area bajo la curva (distancia recorrida)
consiste en dividir el intervalo de tiempo en n partes (en este caso lo vamos a dividir
en partes iguales), y sobre cada uno de ellos levantar rectdngulos cuya altura sea
igual al valor minimo de la velocidad en el intervalo para aproximaciones por defecto
y el maximo para aproximaciones por defecto; se calcula el area de cada rectangulo
y se suman los resultados; por ejemplo para calcular la distancia recorrida por la
abeja entre el segundo 5y 10 se tiene:

Vamos a llamar At al tiempo de cada subintervalo.

Para n = 1 subintervalo

a=5 At=5 b= 10

to=5, t1=10
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f‘{/f/—/

V(t,)=(5%-24*521200*5+100)=6.25
V(t,)=(10%-24*102+200*10+100)=7

De ahi que la velocidad minima del intervalo es 6.25 m /s y la maximaes 35 m/s.

Por lo tanto, se puede concluir que si se divide el tiempo inicial en un subintervalo:

, Area por . Area por
intervalo Base Velocidad defecto Velocidad exceso
At minima S maxima S
1 5 6.25 31.25 7 35
Area
acumulada i I 31.25 I 35

S <Areareal< S
31.35 < Area real < 35.00
§—§ =35.00-31.25=3.75

Ahora, si se divide el intervalo de tiempo inicial [5, 10] en dos subintervalos se
encuentra que:

4

a=5 At=25 75 b=10
to=5,t1=7.5 yt2=10

De ahi que:

V(t,)=(5%-24*521200*5+100)=6.25
V(t,)=(7.5°-24*7.524+200*7.5+100)=6.72
V(t,)=(10°-24*10%+200*10+100) = 7.00
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Las velocidades minima y maxima de cada subintervalo sean:

Velocidad minima

Subintervalo 1

6.25 m/s
Subintervalo2 6.72 m/s

Velocidad maxima

Subintervalo 1

6.72 m/s

Subintervalo2 7.00 m/s

Por lo tanto:

) Area por ) Area por

intervalo Base Velocidad defecto Velocidad exceso

At minima S maxima 3
1 2.5 6.25 15.63 6.72 16.80
2 2.5 6.72 16.80 7 17.5
Area
A Y I 32.42 7 34.3

Luego, se puede concluir que si se divide el tiempo inicial en dos subintervalos:

S <Areareal< S
32.42 < Area real < 34.3
S-5=34.30-32.42=1.88

Observe que mientras el area por defecto aumenta de 31.25 a 32.42, el area por
exceso disminuye de 35 a 34.3 cuando se aumenta de uno a dos el nimero de

subintervalos en que se divide el intervalo inicial [5, 10].

Ahora, si se divide el intervalo de tiempo inicial [5,10] no en dos, sino en 20
subintervalos se encuentra que:

to="5

ty =5.25
to = 5.50
t3 =5.75

HI;* b
At=0.25
ts = 6.25
te = 6.50
t7=6.75
ts =7.00

ti10=7.50 ti5=8.75
t11=7.75 t16=9.00
t12=8.00 t17=9.25
t13=8.25 tig= 9.50
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t4+ = 6.00 tg=7.25 t14=8.50 t19=9.75

| t

Haciendo los célculos necesarios (calculando la velocidad que lleva la abeja en cada
uno de los puntos y el area de cada uno de los rectangulos) se encuentra que:

intervalo BZie Velocidad minima Area pogdefecto Velocidad maxima Area pOéeXCGSO
1 0.25 6.25 1.56 6.33 1.58
2 0.25 6.33 1.58 6.40 1.60
3 0.25 6.40 1.60 6.47 1.62
4 0.25 6.47 1.62 6.52 1.63
5 0.25 6.52 1.63 6.57 1.64
6 0.25 6.57 1.64 6.61 1.65
7 0.25 6.61 1.65 6.64 1.66
8 0.25 6.64 1.66 6.67 1.67
9 0.25 6.67 1.67 6.70 1.67
10 0.25 6.70 1.67 6.72 1.68
11 0.25 6.72 1.68 6.74 1.68
12 0.25 6.74 1.68 6.76 1.69
13 0.25 6.76 1.69 6.78 1.70
14 0.25 6.78 1.70 6.80 1.70
15 0.25 6.80 1.70 6.82 1.71
16 0.25 6.82 1.71 6.85 1.71
17 0.25 6.85 1.71 6.88 1.72
18 0.25 6.88 1.72 6.91 1.73
19 0.25 6.91 1.73 6.95 1.74
20 0.25 6.95 1.74 7 1.75
Area acumulada | /// /1 33.34 I/ 33.53

S <Areareal< S
33.34 < Area real < 33.53
§—§ =33.53-33.34=0.19
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Observe como al aumentar el nimero de intervalos de 1 a 20 la diferencia entre el
area por defecto y el area por exceso se reduce en 3 unidades.

Para 1 intervalo S-S =235.00-31.25=3.75

Para 20 intervalos S-S =33.53 —33.34 =0.19

Esto indica que el valor encontrado esta mas cerca al valor real.
Calcule la distancia recorrida por la abeja entre:

a. Elsegundo 2y el 10.
b. Elsegundo 0y el 14 (todo el recorrido)

Tenga en cuenta para ello n= 1, 2, 3 y 4 subintervalos.
a. entre el segundo 2y el 10.

Paran=1

v /"' v

sz

At=8
. Area por , Area por
intervalo Base Velocidad defecto Velocidad exceso
At minima S maxima §
1 8 412 32.96 7 56
Area
acumulada /1 1/ 32.96 /1 56
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Paran=2
W W
.ﬂﬂ/
1 t
At=4
) Area por ) Area por
intervalo Base Velocidad defecto Velocidad exceso
At minima S maxima s
1 4 412 16.48 6.52 16.48
2 4 6.52 26.08 7 28
Area W i 42.56 7 44.48
acumulada
Paran=3
v // v
.._lﬂ:'
t t
At=2.67
) Area por ) Area por
intervalo Base Velocidad defecto Velocidad exceso
At minima S maxima §
1 2.67 412 11.00 6.63 17.70
2 2.67 6.63 17.70 6.89 18.40
3 2.67 6.89 18.40 7.00 18.69
Area I 7 47.10 7 54.77
acumulada
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Paran=4
v // V
N a
t i
P |
At=2
] Area por ] Area por
intervalo Base Velocidad defecto Velocidad exceso
At minima S maxima §
1 2 412 8.24 5.8 11.60
2 2 5.8 11.60 6.52 13.04
3 2 6.52 13.04 6.76 13.52
4 2 6.76 13.52 7.00 14.00
Area
acumulada I " 46.40 1/ 52.16
b. Durante todo el recorrido
Para n=1
v v
(L) L2}
t t
At=14
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. Area por . Area por
intervalo Base Velocidad defecto Velocidad exceso
At minima S maxima §
1 14 1 14 9.4 131.6
Area
acumulada i 1" 14 I 131.6
Paran=2
vl vl
x Ll
t t
At=7
. Area por . Area por
intervalo Base Velocidad defecto Velocidad exceso
At minima S maxima §
1 7 1 7 6.67 46.69
2 7 6.67 46.69 9.4 65.8
Area
acumulada | i 53.69 7 112.49
Paran=3
vl VT
X L
t t
At=4.67
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) Area por ) Area por
intervalo BZSG Velocidad defecto Velocidad exceso
t minima S maxima §
1 4.67 1 4.67 6.12 28.57
2 4.67 6.12 28.57 6.89 32.16
3 4.67 6.89 32.16 9.4 43.87
Area
acumulada " 1/ 65.4 1/ 104.6
Para n=4
VT vl
) . L2
' ' t t
At= 3.5
) Area por ) Area por
intervalo Base Velpqdad defecto Velgqldad exceso
At minima S maxima =
S S
1 3.5 1 3.5 5.49 19.21
2 3.5 5.49 19.21 6.67 23.34
3 3.5 6.67 23.34 712 24 .91
4 3.5 712 24.91 9.4 32.9
Area
acumulada " " 70.96 " 100.36

Con ayuda del Applet:
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Area por Defecto

Area por Exceso

. Verifique que sus resultados sean correctos.

. Teniendo en cuenta 20, 50, 100, 200 y 500 subintervalos, encuentre el area por
defecto y por exceso. Halle la diferencia entre las dos y compare los resultados

encontrados para cada intervalo.

. entre 2 y 10 segundos

Numero de Area por defecto Area por exceso Diferencia
Subintervalos n S S S-S
20 49.011 50.163 1.152
50 49.368 49.828 0.460
100 49.484 49.715 0.231
200 49.542 49.657 0.115
500 49.577 49.623 0.046
. Todo el recorrido
Numero de Area por defecto Area por exceso Diferencia
Subintervalos n S S S-S
20 83.546 89.426 5.880
50 85.339 87.691 2.352
100 85.931 87.107 1.169
200 86.226 86.814 0.588
500 86.402 86.638 0.236
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¢ Qué ocurre con el area por defecto cuando se aumenta el nimero de subintervalos
en que se divide el tiempo inicial?

Se puede observar que el valor del area por defecto disminuye.
¢ Y qué ocurre con el area por exceso?
Se puede observar que el valor del area por exceso aumenta

¢ Y qué ocurre con el valor de la diferencia entre el area por exceso y el area por
defecto?

Se hace cada vez més pequena.

Observe como al aumentar el nimero de intervalos de1 a 500 la diferencia entre el
area por defecto y el area por exceso se reduce en mas de 100 unidades.

Para 1 intervalo S-S =131.6—14=117.6
Para 20 intervalos S—S= 86.638 — 86.402 = 0.236

5.2.2.4.2.2. Funciones decrecientes

A continuacién se presenta el proceso a seguir para encontrar el area bajo la curva
en funciones monotonas decrecientes y seccionalmente monoétonas, utilizando
aproximaciones por defecto y por exceso.

Situacion 3

Un auto viene con una velocidad de 36 Km./h (10 m/s); el conductor ve una persona
que atraviesa la calle e inmediatamente aplica los frenos. Su velocidad disminuye
hasta 3.6 Km./h (1 m/s) en un tiempo de 10 segundos. La ecuacion que describe el
cambio de velocidad del auto es:

V(t) = -0.007 t* + 0.21 t>- 2.3t + 10

Dibujando la grafica Vst se obtiene:

W
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Donde se ve claramente que la velocidad del auto disminuye a medida que aumenta
el tiempo.

Tomando n = 1 subintervalo, se tiene:

t0=a ti=b

R b

- -

t t
At =10 segundos
Velocidad minima = V(10)=1 m/s
Velocidad maxima = V(0)= 10 m/s
Area por defecto S = 1*10 =10 m.
Area por exceso S = 10*10 = 100 m.
S-8=100-10=90 m.
) Area por ] Area por
intervalo Base Velocidad defecto Velocidad exceso
At minima S maxima =
) S
1 10 1 10 10 100
Area
acumulada 1 11 10 11 100

S <Areareal< S
10 < Area real < 100
S-5=100-10=90

Observe que en este caso, el valor de la velocidad minima coincide con el valor de la
funcion para el extremo izquierdo del intervalo, mientras que la velocidad maxima
coincide con el valor de la funcién para el extremo derecho del intervalo; contrario a
lo que ocurre en las funciones crecientes.

Se debe aclarar que estas aproximaciones, se supone que el objeto viaja con
velocidad constante durante todo el subintervalo: La velocidad minima de cada
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subintervalo para aproximaciones por defecto y la maxima para aproximaciones por
exceso.
Para n = 2 se tiene

t=a t=a+At t,=b

At= % Segundos= 5 segundos
t0= 0, t1 = 5, t2=10
V(t,) =-0.007*0°+0.21* 0 -2.3*0+10=10

V(t,)=-0.007*5° +0.21*5* -2.3*5+10=2.88
V(t,)=-0.007*10°+0.21*10° -2.3*10+10 =1

Velocidad minima Velocidad maxima
Intervalo 1 = V(t;) =2.88 Intervalo 1 = V(tp) = 10
Intervalo 2 = V(tp) = 1 Intervalo 2 = V(t;) = 2.88

Area por defecto S = At *V(t;) + At *V(t2)
=At (V(ty) + V(t2))
_ 5*(2.88'+ 1) = 19.375 m.

Area por exceso S = At *V(to)+ At* V()
=At (V(to) + V(t1))
= 5%(10 + 2.88) = 64.375 m.

S-S =64.375-19.375 = 45.0 m.

100



Secuencia de Actividades Diddcticas para la ensefianza
del Concepto de Integral Definida Como Area Bajo la
curva a Través del Entorno de la Geometria Dindmica

) Area por i Area por
intervalo Base Velpqldad defecto Velpqldad exceso
At minima S maxima S
1 5 2.88 14.375 2.88 14.375
2 5 1 5 10 50
Area .- .- 19.375 - 64.375
acumulada

S <Areareal< S
19.375 < Area real < 64.375
S-S =64.375-19.375 =45.0

Para n=4 se tiene

= t 1 ty t =b

Y i

- *

At = ? Segundos= 2.5 segundos
to=0,t1=25,t,=5,13=7.5,1,=10

V(t,) =—0.007*0° +0.21*0°-2.3*0+10=10

V(t,)=-0.007*2.5° +0.21*2.5° -2.3*2.5+10=5.45

V(t,) =-0.007*5° +0.21*5° -2.3*5+10=2.875

V(t,)=-0.007*7.5° +0.21*7.5*-2.3*7.5+10=1.6
V(t,)=-0.007*10° +0.21*10° -2.3*10+10 =1

Velocidad minima Velocidad maxima
Intervalo 1 = V(t;) = 5.45 Intervalo 1 = V(tp) = 10
Intervalo 2 = V(tp) = 2.875 Intervalo 2 = V(ty) = 5.45
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Intervalo 3 = V(i) =1.6 Intervalo 3 = V(t2) = 2.875
Intervalo 4 = V() =1 Intervalo 4 = V(i) =1.6
Area por defecto S = At* V(t4) + At* V(t2) + At* V(ts) + At* V(ta)

=At (V(t1) + V(t2) + V(ts) + V(ts))

= 2.5%(5.45+2875+1.6 + 1) =28.03 m.

Area por exceso S = At* V(to) + At* V(t) + At* V(t2) + At* V(ts)
=At (V(to) + V(t1) + V(t2) + V(i3))
=2.5%(10 + 5.45 + 2.875 + 1.6) = 50.53 m.

S-S =50.53-28.03 =22.5m.

) Area por ] Area por

intervalo Base Velocidad defecto Velocidad eXCOS0
At minima S maxima S
1 2.5 5.45 13.633 10 25

2 2.5 2.875 7.188 5.45 13.633

3 2.5 1.6 4.020 2.875 7.188

4 2.5 1 2.500 1.6 4.020

Area
acumulada /1 1" 28.03 I 50.53

S <Areareal< S
28.03 < Area real < 50.53
S-8=50.53-28.03=225

Si este procedimiento continua, la diferencia entre el area por exceso y el area por
defecto se hara cada vez mas pequena (su valor tiende a ser cero); lo cual indica

gue exceso tienden a ser iguales.

Con ayuda del siguiente Applet calcule la distancia (Area bajo la curva) que recorrié
el automdvil durante los 10 segundos que duré el recorrido.
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Utilice aproximaciones por defecto y por exceso tomando n = 5, 10, 20, 100, 200 y
300 subintervalos.

Para n = 5 se tiene que: Para n = 10 se tiene que:
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Para n = 200 se tiene que: Para n = 300 se tiene que:
Area por Defecto Area por Exceso Area por Defecto Area por Exceso
37.28 37.73 37.35 37.65

e S ol e
NGmero de Area por defecto Area por exceso Diferencia
Subintervalos N S S S— S
5 29.20 47.20 18.0
10 33.17 42.18 9.01
20 35.29 39.79 4.50
100 37.05 37.95 0.90
200 37.28 37.73 0.45
300 37.35 37.65 0.3

¢ Qué ocurre con el area por defecto cuando se aumenta el nimero de subintervalos
en que se divide el tiempo inicial?

Aumenta
¢Y qué ocurre con el area por exceso?
Disminuye

&Y qué ocurre con el valor de la diferencia entre el area por exceso y el area por
defecto?

Se hace cada vez més pequena.

Observe como al aumentar el nUmero de intervalos de1 a 300 la diferencia entre el
area por defecto y el area por exceso se reduce en mas de 90 unidades.

Para 1 intervalo S-S =100—10 = 90
Para 20 intervalos §—§ = 37.65-37.35=0.30

Lo cual indica que a medida que se aumenta el numero de divisiones realizadas al
intervalo inicial aumenta el grado se exactitud de la medida, pues el area por defecto
tiende a ser igual al &rea por exceso.
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5.2.2.4.2.3. Funciones seccionalmente monoétonas

Una funcién es seccionalmente monétona cuando en cierta seccién del intervalo la
funcidn es creciente mientras que en otra seccidn es decreciente

Para calcular el area por defecto en un intervalo Ax de una funcidén seccionalmente
mondtona, se toma como base del rectangulo la divisién de los limites de la funcién
entre el numero de subintervalos (Ax) y como altura del mismo el punto donde la
funcion f(x) tenga su menor valor, sin importar si el punto coincide con uno de los
extremos 6 esté dentro del intervalo; por ejemplo para la funcion f(x)= cos (x)+2 en el
intervalo [0,21] se observa que:

v

Las aproximaciones del area para uno y dos intervalos son:

En primer lugar, se procede a dividir el intervalo de tiempo en n partes (no
necesariamente iguales):

En 1 parte (n =1)

tl=a t1=h

En 2 partes (n = 2)

=8 t=atl 7l

Luego, se toma el conjunto de las imagenes de cada subintervalo, y se escoge el
valor mas pequefio (minimo) para aproximaciones por defecto y mas grande
(maximo) para aproximaciones por exceso y con estos datos, se dibujan rectangulos
sobre la gréfica cuya base sea igual a la longitud de cada subintervalo y cuya altura
sea el f(x) minimo (velocidad minima) de cada subintervalo para aproximaciones por
defecto y el f(x) maximo (velocidad maxima) para aproximaciones por exceso:
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Paran=1

Base = 2m Base = 21
Altura = 1 Altura =3
Paran=2

Subintervalo 1

Base = 1 Base=1
Altura = 1 Altura =2
A1 =TT A1 =21

Subintervalo 2

Base = 1 Base = 11
Altura =2 Altura =3
A2 =21 A2 =31

A continuacién se calcula el area de cada uno de los rectangulos y se suman los
resultados, con el fin de obtener una aproximacion cada vez mas cercana al valor
buscado:

Paran=1
Area por defecto S =2 Area porexceso S =6
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S-S=6m- 2mW=4m
Paran=2

Area por defecto S = Aj+ Ay= T +2 =31
Area por exceso S =A;+ Ay=2T +3T =51

S-S =5m-3m=2m
Observe como la diferencia entre el area por exceso y el area por defecto se reduce
a la mitad con solo aumentar en uno el nimero de subdivisiones hechas al intervalo

inicial.

Situacion 4

H 4 j
g
Un avion de pasajeros despega del aeropuerto. Observando la velocidad del vuelo

durante 12 segundos y analizando los resultados, se encuentra que la funcién que
relaciona la velocidad del avion con el tiempo es:

V(t)=— 0.06 (t*—16 t—103).
Si la grafica que describe la velocidad del avién con respecto al tiempo es:

. -
*“11:'_

4 e N R
“".‘-ﬂ- ., =

W s B O
-

T

Encuentre una aproximacioén (por exceso y por defecto) a la distancia recorrida por el
avién (area bajo la curva) tomando n = 1, 2, 3 y 4 subintervalos.

Para hallar el area bajo la curva en este tipo de funciones, se procede de la misma
forma que en los casos anteriores:
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En el area por defecto, se toma como altura de cada rectangulo la imagen (f(x)) mas
pequena del subintervalo y para areas por exceso la de valor mas alto.

En primer lugar, se procede a dividir el intervalo de tiempo en n partes (no
necesariamente iguales):

Para n=1
gV Y
W & —--—..,_.\?
T T
) Area por ) Area por
intervalo Base Velocidad defecto Velocidad exceso
At minima S maxima =
=] S
1 12 6.18 74.16 10.02 120.24
Area
acumulada " Iz 74.16 1" 120.24
Para n=2
o Yemr V A
- 3 ""‘-—.“\_
t=) t
] Area por ) Area por
intervalo Base Velocidad defecto Velocidad exceso
At minima S maxima —
S S
1 6 6.18 37.08 9.78 54.36
2 6 9.06 54.36 10.02 60.12
Area
acumulada 1 i 91.44 1 118.8
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Para n=3

t t

] Area por ) Area por

intervalo BZSG Velocidad defecto Velocidad exceso

t minima S maxima §

1 4 6.18 24.72 9.06 36.24

2 4 9.06 36.24 10.02 40.08

3 4 9.06 36.24 10.02 40.08

Area
sk I 97.2 i 116.4
Para n=4
vy gy |V A s
= “‘-—..\—

t t
) Area por ) Area por

intervalo Base Velocidad defecto Velocidad exceso

At minima S maxima S

1 3 6.18 18.54 8.52 25.56

2 3 8.52 25.56 9.78 29.34

3 3 9.78 29.34 10.02 30.06

4 3 9.06 27.18 9.96 29.88

Area

oo |l 1 100.62 " 114.84

Con ayuda del siguiente Applet calcule la distancia (Area bajo la curva) que recorrié
el automdévil durante los 12 segundos que durd el recorrido teniendo en cuenta
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aproximaciones por defecto y por exceso con n = 5, 10, 20, 50, 200 y 500
subintervalos.

Para 5 subintervalos Para 10 subintervalos

Namero de Area por defecto Area por exceso Diferencia

Subintervalos n S S S-S
5 102.40 113.55 11.15

10 105.43 111.49 6.06

20 107.00 109.88 2.88

50 107.90 109.05 1.15

200 108.34 108.62 0.28

500 108.42 108.54 0.12

Durante el trabajo con este tipo de funciones, se debe resaltar el hecho de que
siempre se toma el valor minimo de la funcion en cada intervalo para la altura de los
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rectangulos en &reas por defecto 6 el valor maximo de la funcion para &reas por
exceso, sin importar en que lugar del intervalo se encuentre (en los extremos 6
dentro del intervalo); por ejemplo, para funciones crecientes el valor minimo siempre
coincide con el valor que toma la funcién para el extremo izquierdo del intervalo

v // vl

Mientras que el valor maximo de la funcion siempre coincide con el extremo derecho
de ella:

v

p

+

Para funciones decrecientes, el valor minimo de la funcion en el intervalo siempre
coincide con el valor que toma la funcién para el extremo derecho del intervalo.

4+

=0 tl 2 =i tl tz t3

Y el valor maximo de la funcién siempre coincide con el valor que toma la funcion
para el extremo izquierdo del intervalo, contrario a lo que ocurre en las funciones

crecientes.
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= i T T

(=i tl tZ

o] tl £z i£.3)

Mientras que para funciones seccionalmente monétonas estos valores coinciden
algunas veces con el valor que toma la funcién para uno de los extremos y otras
veces con el valor de la funcién para un punto que se encuentra dentro del intervalo;
tanto para areas por defecto como para areas por exceso:

W - . —

VT g | vy T
; - =
T t | t

5.2.2.4.2.4. Funciones discontinuas
Una funcién se considera discontinua si existe algun x en el intervalo [a, b] para el

cual la funcion no esta definida (el x no tiene imagen); la grafica de este tipo de
funciones siempre presenta saltos o interrupciones; por ejemplo, la funcion:
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Presenta dos discontinuidades en su recorrido (Hay dos partes del recorrido para los
que la funcién f no esta definida).

Pese a que el procedimiento en el célculo de areas bajo la curva en este tipo de
funciones continua siendo el mismo, es necesario tener en cuenta que hay un
intervalo para el cual la funcion no esta definida (presenta una discontinuidad), por
este motivo, antes de realizar los calculos se debe identificar con claridad el lugar
donde se presenta la discontinuidad y dividir la funcion en subintervalos de tal forma
que esta sea continua en cada uno de ellos.

Como primera medida, se divide el intervalo inicial [a, b] en tantas partes como
intervalos continuos tenga la funcién; ya que para realizar este tipo de
aproximaciones (por exceso y por defecto) es necesario que la funciéon sea continua
en el intervalo seleccionado.

La funcion

Se divide en tres partes (tres intervalos continuos):
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,/L

Luego se calcula el area bajo la curva en cada subintervalo siguiendo el proceso
descrito anteriormente segun la funcion sea creciente, decreciente 6 seccionalmente
mondtona en el subintervalo:

A o b

Finalmente se suman los resultados obtenidos, llegando a si a una aproximacion
total del area bajo la curva de la funcién inicial (discontinua)

Area total = A, + A, + As
Il ' =1 + + '
Situacion 5

Un aficionado a la férmula 1, decide analizar la velocidad de Juan Pablo Montoya en
una de las competencias. Cuando lleva 6 segundos observando la carrera y
anotando los datos pertinentes, se distrae durante 3 segundos y luego reinicia la
observacion hasta completar 15 segundos.
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Al analizar los datos obtenidos durante la observacion, el aficionado encuentra que
la funcion V(t) que relaciona la velocidad de Juan Pablo Montoya con el tiempo es:

V(t) =

0.8t si 0<t<6
0.2t* -3.6t+20 si 9<t<15

Con ayuda del applet “funciones discontinuas”,

Determine el tipo de funcién en el intervalo:

el sequndo O y el 6
el segundo 9y el 15
el sequndo 6y el 9
todo el recorrido.

apow

a. Entre 0y 6 segundos la funcién es continua y creciente
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Bt

b. Entre 9y 15 segundos la funcion es continua y creciente

vl

/ 9 t

c. Entre 6 y 9 segundos no esta definida la funcién

vl
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d. Entre 0y 15 se presenta una funcion discontinua

v

6 9 ti

3. Calcule el &rea bajo la curva para los intervalos propuestos en los items a, b y c,
tomando n= 1, 2 y 3 subintervalos.

Tenga en cuenta que los calculos se realizan siguiendo el procedimiento descrito
para funciones crecientes descrito para funciones continuas:

a. Entre 0y 6 segundos

Paran=1:
V__ W i
t .
] Area por ) Area por
intervalo Base Velocidad defecto Velocidad exceso
At minima S maxima §
1 6 0 0 4.8 28.8
Area
acumulada n i 0 1 28.8
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Paran=2:
‘-.-’__ V|
k=
. Area por ) Area por
intervalo Base Velocidad defecto Velocidad exceso
At minima S maxima —
=) S
1 3 0 0 2.4 7.2
2 3 2.4 7.2 4.8 14.4
Area
acumulada 1 i 7.2 I 21.6
Paran = 3:
V] ".I’__
s —
) Area por ) Area por
intervalo Base Velocidad defecto Velocidad exceso
At minima S maxima —
=) S
1 2 0 0 1.6 3.2
2 2 1.6 3.2 3.2 4.8
3 2 3.2 6.4 4.8 9.6
Area
acumulada i " 9.6 /1 19.2
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b. Entre 9y 15 segundos

Para n=1
v| v]
t i
. Area por _ Area por
intervalo Base Velocidad defecto Velocidad exceso
At minima S maxima =
) S
1 6 3.8 22.8 11 66
Area
acumulada 1 I 22.8 11/ 66
Paran = 2:
v v|
t
. Area por _ Area por
intervalo Base Velocidad defecto Velocidad exceso
At minima S maxima =
=) S
1 3 3.8 11.4 5.6 16.8
2 3 5.6 16.8 11 33
Area
acumulada i 1 28.2 11/ 49.8
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Paran = 3:
v V]
. - , -
] Area por ) Area por
interval Base Velocidad defecto Velocidad exXCeso
imervalo At minima S méaxima =
S S
1 2 3.8 7.6 4.6 9.2
2 2 4.6 9.2 7 14
3 2 7 14 11 22
Area
acumulada " " 30.8 1 45.2

a. Entre 6 y 9 segundos

En este intervalo no esta definida la funcién; por lo tanto el area bajo la curva es
igual a cero.

4. Con base en los resultados obtenidos en la parte a y b encuentre la distancia
total recorrida por el auto:

Pese a que el procedimiento en el célculo de areas bajo la curva en este tipo de
funciones continua siendo el mismo, es necesario tener en cuenta que hay un
intervalo para el cual la funcion no esta definida (presenta una discontinuidad), por
este motivo, antes de realizar los calculos se debe identificar con claridad el lugar
donde se presenta la discontinuidad y dividir la funcion en subintervalos de tal forma
que esta sea continua en cada uno de ellos.

El procedimiento se divide en tantas partes como subintervalos continuos tenga la
funcion. La funcion presenta una discontinuidad; y se divide en dos subintervalos
continuos ([0,6] y [9, 5]), lo cual indica que el procedimiento se divide en dos partes
(una para cada subintervalo):

Se toma cada subintervalo por aparte y se calcula el area bajo la curva siguiendo el
procedimiento descrito anteriormente para funciones continuas ya sean crecientes,
decrecientes 6 seccionalmente mondétonas, se suman las areas encontradas para
asi obtener un resultado.
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Con base en los resultados obtenidos en la parte a y b se tiene:

Para n = 1 se tiene:

Para n = 2 se tiene:

v] V
T =
Area por defecto Area por exceso
S S
Intervalo 1 0 28.8
Intervalo 2 22.8 66
Areast"ta' 228 94.8

V- s

S <Areareal< S

22.8 < Area real < 94.8

S-S=948-228=72.0

Area por defecto | Area por exceso
S S
Intervalo 1 7.2 28.2
Intervalo 2 28.2 66
Areasmta' 35.4 88.2

S <Areareal< S
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35.4 < Area real < 88.2
S-S=88.2-354=528
Para n = 3 se tiene:

1V V]
t t
Area por defecto Area por exceso
S S
Intervalo 1 9.6 19.2
Intervalo 2 30.8 45.2
Areasmta' 40.4 64.4

S <Areareal< S
40.4 < Area real < 64.4
S-S=64.4-40.4=20

Con ayuda del siguiente Applet calcule la distancia (Area bajo la curva) que recorrié
el automdévil durante los 12 segundos que durd el recorrido teniendo en cuenta
aproximaciones por defecto y por exceso con n = 5, 10, 20, 50, 200 y 500
subintervalos.

Para 5 subintervalos Para 10 subintervalos

Area por Defecto
d4.69

Area por Exceso
59.09

Area por Defecto
48.07

Area por Exceso
55.27

a 3o.m b

i‘llS.DD

PCE LS
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Para 20 subintervalos Para 50 subintervalos

Area por Defecto Area por Exceso Area por Defecto Area por Exceso
49,82 53.42 50.88 52.32
a ﬂ\n.nn b ﬂ\ls.nn n ﬂ|zn | a iﬂu.uu b il\ls.uu n iﬂsu s
Para 200 subintervalos Para 500 subintervalos
Area por Defecto Area por Exceso Area por Defecto Area por Exceso
51.42 51.78 51.53 51.67
a iﬂo.ou b iﬂlS.UD n iﬂzoo | a iﬂo.oo B i‘llS.UU n iﬂsuo W >

Observe que al igual que en las funciones continuas el procedimiento sigue siendo el
mismo y a medida que aumenta el numero de divisiones realizadas al intervalo inicial
el valor del area por defecto tiende a ser igual al valor del area por exceso y el del
area por exceso tiende a ser igual al valor del area por defecto; lo cual indica que el
resultado se acerca cada vez mas al valor real.

Complete la tabla segun los resultados del Applet, y encuentre la diferencia entre el
area por exceso y el area por defecto.

Namero de Area por defecto Area por exceso Diferencia

Subintervalos N S S S-S
5 44.69 59.69 15.00

10 48.07 55.27 7.20

20 49.82 53.42 3.60

50 50.88 52.32 1.44

200 51.42 51.78 0.36
500 51.53 51.67 0.14
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¢ Qué ocurre con el area por defecto cuando se aumenta el nimero de subintervalos
en que se divide el tiempo inicial?

Aumenta

¢ Y qué ocurre con el area por exceso?

Disminuye

&Y qué ocurre con el valor de la diferencia entre el area por exceso y el area por
defecto?

Se hace cada vez més pequena.

Observe como al aumentar el nUmero de intervalos de1 a 500 la diferencia entre el
area por defecto y el area por exceso se reduce en mas de 70 unidades.

94.8-22.8=72.0
51.67-51.53=0.14

Para 1 intervalo S—S

Para 20 intervalos S-S

Lo cual indica que a medida que se aumenta el numero de divisiones realizadas al
intervalo inicial aumenta el grado se exactitud de la medida, pues el area por defecto
tiende a ser igual al &rea por exceso.

5.2.3. Tercera sesion

5.2.3.1. Contenidos matematicos:

Tema:

Formalizacidn del concepto de integral definida

5.2.3.2. Objetivo:

Mostrar al estudiante la relacion existente entre el rea bajo la gréfica de una funcién
y la integral definida, a partir del concepto de areas por defecto y areas por exceso.

5.2.3.3. Metodologia:

Esta sesion se presentara al estudiante a manera de informacién .A partir de un
ejemplo sobre movimiento con velocidad variable se construye la definicion de
integral definida; se inicia con el calculo de areas por exceso y de areas por defecto,
donde se aumenta cada vez mas el numero de subdivisiones realizadas al intervalo
de tiempo y con esto se muestra que cuando este nimero se hace muy grande
(tiende a infinito) el valor del area por defecto y del area por exceso tienden a ser
iguales; es decir su valor se aproxima con un grado de exactitud muy grande al area
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buscada y al valor comun de estas aproximaciones es lo que se conoce como de
integral definida

5.2.3.4. Descripcion:

Es hora de presentar una expresién matematica que permita expresar el area bajo la
curva en una funcién cualquiera definida en un cierto intervalo [a, b]; y que mejor que
hacerlo a partir de una situacion relacionada con la distancia recorrida por un objeto
en movimiento, como se ha venido trabajando hasta el momento:

Un automovil que va por una autopista, viaja con una velocidad cuya ecuacion es:
V(t) = f(x) definida en el intervalo [a, b].

Aplicando aproximaciones por defecto y por exceso, encuentre el area bajo la curva
(distancia recorrida por el auto).

GHER) =V ()

0 | tn=h

En primer lugar, se realiza una particién del intervalo [a,b] en n partes (se divide el
intervalo [a,b] en n partes no necesariamente iguales), tal que:

a=Xg < X1< Xo< X3< ...<Xp=b

Paran =1

Xo X4
Donde
a=Xp<Xi=b
Paran=2

Xo X, X3
Donde

a=Xo<X1<X2=b
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Paran=4

Donde
a=Xp<X1<Xo <Xz<X4=Db

Para n partes

Donde
A=Xg<X1<Xo <Xz3< X4 <...<Xpn=Db

La longitud de cada subintervalo, se define como Ax (delta x), donde:

AX; =X, =X,
AX, =X, =X,
AX, = X5 =X,
AX, =X, =X,
AXn =Xp =X

Cuando los intervalos tienen la misma longitud, Ax:b%a, donde b y a son los

extremos del intervalo y n es la cantidad de subdivisiones realizadas.
Los puntos de la particion del intervalo [a, b] corresponden a:

P = {XO! X1! X2! X3! ey Xn}

X, =a

X, =a+Ax
X, =a+2Ax
X, =a+3Ax

X,=a+nAx=b
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Evaluando la funcién V(i) = f(x), para cada uno de estos puntos se encuentra que
f(xo), f(x1), f(x2), ... f(xn) €s la velocidad que lleva el auto en cada uno de ellos (altura
de cada rectangulo).

El area de cada uno de estos rectangulos es:

s, = Axf(x,)
Calculando el area de cada uno de ellos:

Para 3 subintervalos
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EAER) =V (b
1

tn=h

EETR) =V (b)

=ilj)

tn=h

y sumando los resultados se obtiene una buena aproximacién al area bajo la curva

(distancia recorrida).

Sin embargo, hay que tener en cuenta que al realizar aproximaciones a un cierto
valor, el resultado obtenido puede ser menor é6 mayor que el real como se muestra

en la figura:

Yo

y =1l

b wrho

X ¥+h

F

¥+h t

En el caso de aproximacion de areas, estos resultados reciben el nombre de:

Area por defecto S

Y4

i = fif)

Fs

-
-

wth
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Area por exceso S : Cuando el resultado es mayor que el real.

¥oa L

ML y= i)

.
L

¥ w+h X ¥th

8, =f(X,)Ax 51 = f(x,)Ax
s, = f(x,)Ax s =f(x,)Ax
85 = f(x,)Ax ss = f(x5)Ax
S, =f(X, ) AX sn = f(x, )AX

Por lo tanto el Area total por exceso y por defecto se pueden expresar como:

Numero Area por defecto Area por exceso § -S
de S § =
intervalos -
1 f(x,)Ax f(x,)Ax Ax(f(x,)—f(x,))
2 f(Xo)AX + f(x,)Ax f(x;)Ax +(x,)Ax Ax(f(x,)—f(%,))
2 f(xo)AX + f(x,)AX + f(x, ) AX (% )AX + f(x,)Ax + (x5 ) Ax Ax(f(x5)—f(%,))
4 F(X )AX + (X, )AX + F(X, )AX +f(X5)AX | T(X)AX +F(X,)AX + (X5 )AX + (X, )AX | Ax(f(x,)—f(X,))
n f(Xo)AX +f(X,)AX +... + (X, _;)AX f(x;)AX + (X, )AX +... + f(x, ) A Ax(f(x,)—f(x,))

Como la base de los rectangulos Ax es igual,

factorizar asi:

Area por defecto

Area por exceso

= AX(f(xy) +F(x,) +f(X,) +...+ (X))
= Ax(f(x,)+f(x,)+f(x

)+...+f(x,))

Que en otra notacién puede escribirse como:
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n—

s=) f(x)Ax vy §=if(xi)Ax

1l
o

Cuando el numero de intervalos n en que se divide el tiempo tiende a ser muy
grande (tiende a infinito), la diferencia entre el area por exceso y el &rea por defecto:

S—8S=AX(f(x,)+(X,) +f(Xg) .t (%)= AX(F (%o ) +F(%,) +F (%) +c (X, )
= DX(F(x,) +F(%,) +F(Xg) +o T (x,) = F(Xo) =T (%,) = (%) —... = F (X, ;)
=Ax(f(xn)—f(x0))

Se hace cada vez mas pequena (su valor tiende a cero) ya que la longitud Ax de
cada subintervalo:

Enn=1
At
Enn=2
At
Enn=3
At
Enn=4
At
Enn=10
At
Enn=20
At
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Enn=100

At

Cuando n —

[,
At>0

Se hace cada vez mas pequefia (su valor se acerca a cero). Por lo que la diferencia
entre el &rea por exceso y el area por defecto tiende a ser igual a cero.

S-S=0

I

Explore los Applets que se han manejado en las sesiones anteriores y busque en
cada uno de ellos un n (numero de partes en que se divide el intervalo inicial [a, b])
para el cual la diferencia entre el area por exceso y el area por defecto sea
aproximadamente igual a:

a. 50 unidades
b. 10 unidades
c. 1 unidad

d. 0.5 unidades
e. 0.05 unidades

Organice los datos como lo muestra el ejemplo:

Para n = 20:
Tipo de funcién n S S S-S
Creciente 6 76.34 95.94 19.6
Decreciente 5 29.20 47.20 18.0
Seccionalmente monétona 3 98.67 116.16 17.19
Discontinua 4 43.05 61.05 18.00
a. 50 unidades
Tipo de funcién n S S S-S
Creciente 2 53.69 112.49 59
Decreciente 2 19.37 64.38 45.01
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Tipo de funcién n S S S-S
Seccionalmente monétona 1 73.92 120.00 46.08
Discontinua 2 35.40 71.40 36.00
b. 10 unidades
Tipo de funcidn n S S S-S
Creciente 11 81.06 91.75 10.69
Decreciente 9 32.72 42.72 10.0
Seccionalmente mondtona 6 103.20 112.80 9.6
Discontinua 7 46.60 56.89 10.29
c. 1 unidad
Tipo de funcién n S S S-S
Creciente 120 86.03 87.01 0.8
Decreciente 90 37.00 38.00 1.00
Seccionalmente monétona 57 107.97 108.98 1.001
Discontinua 72 51.10 52.10 1.00
d. 0.5 unidades
Tipo de funcién n S S S-S
Creciente 239 86.27 86.77 0.50
Decreciente 180 37.25 37.75 0.50
Seccionalmente monétona 115 108.23 108.73 0.50
Discontinua 152 51.36 51.84 .048
e. 0.05 unidades
Tipo de funcién n S S S-S
Creciente 2353 86.50 86.54 0.04
Decreciente 1800 37.48 37.53 0.05
Seccionalmente monétona 1148 108.45 108.50 0.05
Discontinua 1440 51.58 51.63 0.05
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Y compruebe con ello que el area por exceso tiende a ser igual al &rea por defecto.

n-1 n

S=Y f(t)At < S=Df(x)Ax y S= Zf(x)Ax > §:§f(xi)Ax

i=0 i=1

Como se muestra en el siguiente Applet, en el cual se representa el area bajo la
curva de la funcién y = x* en el intervalo [0, 1].

Observe que en esta funcion al aumentar el nimero de intervalos en que se divide el
intervalo en que se divide el intervalo inicial [0, 1] de 1 a 500 subintervalos, el valor
de la diferencia entre el area por exceso y el area por defecto disminuye a 0.002
unidades.

Lo cual demuestra que el area por defecto y el area por exceso tienden a ser
iguales.

S=Y f(x)Ax = S= _n f(x,)Ax
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Cuando esto ocurre, se dice que la funcién f(x) es integrable en el intervalo [a, b]; y
al valor comun de estas sumas (areas por defecto y areas por exceso) se denomina
Integral definida de f con respecto a x sobre el intervalo [a, b], y se denota por el
simbolo:

[ Hdx

a

Que hace referencia al hecho de que una integral es una suma de términos de la
forma "f(x) por una pequena diferencia de x"; por esto es que la expresion dx no se
considera por separado, sino que forma parte de la notacion que significa "la integral
de una determinada funcion con respecto a t".

Esta notacion permite ademas determinar qué unidades se deben usar para indicar
su valor:

Como los términos que se suman son productos de la forma "f(x) por un valor muy
pequefo de x", la unidad de medida de

Jb f(x)dx

a

Es el producto de las unidades de f(x) por las unidades de x. Por ejemplo: si V(t)
representa la velocidad medida en Km./h y t es el tiempo medido en horas, entonces

la Lbf(t)dt tiene por unidades Km./h* h = km. La unidad obtenida (kilbmetros) es la
indicada, ya que su valor representa un cambio de posicién (una distancia recorrida).
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6. CONCLUSIONES

4. Las representaciones ejecutables juegan un papel de gran importancia en la
introduccién de conceptos donde es necesaria la representacién grafica; ya que
permiten la visualizacién y manipulacion de imagenes logrando asi dar una mejor
interpretacion al concepto como tal.

5. En laintroduccién de este tipo de conceptos (Integral definida) es recomendable
utilizar tecnologias computacionales como el programa Descartes, ya que
permiten construir la grafica de las funciones, visualizando un procedimiento
l6gico para el calculo del area bajo una curva, mediante aproximaciones por
defecto 6 por exceso; ademas permiten el manejo de algoritmos algebraicos que
liberan a los estudiantes de los largos célculos que tiene este tipo de trabajo,
logrando con ello centrar su interés en la exploracion, discusién y formalizacion
del concepto como tal.

6. Durante la elaboracion de las actividades, y en particular del material didactico
(Applets) se vio la necesidad de utilizar el teorema de integrabilidad de Riemann
para establecer criterios de las funciones que pueden o no ser integrables en un
intervalo determinado y como pueden llegar a ser integrables en caso de ser
discontinuas. Este concepto que no se maneja en secundaria, o por lo menos no
es explicito para los estudiantes y personalmente, considero deberia incluirse en
grado once, debido a su riqueza y aportes en el tema.
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ANEXOS

MATEMATICAS INTERACTIVAS CON DESCARTES"

El propésito de este cursillo es dar a conocer a los profesores las bases
fundamentales para aprender a utilizar el programa Descartes como herramienta de
trabajo. A lo largo del curso-taller se pretende mostrar a Descartes como un sistema
de referencia cartesiano interactivo, en el que se pueden configurar y emplear todos
los elementos habituales (origen, ejes, cuadrantes, cuadricula, puntos, coordenadas,
vectores, etc.) que permite representar curvas y graficas dadas por sus ecuaciones,
tanto en forma explicita como implicita; en particular permite representar las graficas
de todas las funciones que habitualmente se utilizan en la ensefianza secundaria,
tanto en coordenadas cartesianas como en paramétricas y polares. También se
presentaran los elementos geométricos elementales (puntos, segmentos, arcos, etc.)
que nos permiten hacer numerosas representaciones geométricas. En todos los
casos, estas representaciones pueden depender de parametros, de forma que la
representacion cambie cuando el usuario modifique dichos parametros. En la
primera parte se muestran los conceptos relativos al applet Descartes, los requisitos
para su funcionamiento y los alcances del programa. En la segunda parte, se
presentan las diferentes herramientas que ofrece Descartes para trabajar en R? y se
muestra el disefio una escena interactiva en el plano. En la tercera parte se
presentan las diferentes herramientas que ofrece Descartes para el trabajo en R® y
se muestra el disefio de una escena interactiva en el espacio.

PRIMERA PARTE
¢ Qué es el proyecto Descartes?

El proyecto Descartes surge por iniciativa de Agustin Quintana, consejero técnico del
CNICE (Centro Nacional de Informacién y Comunicacion Educativa - Espafna), quién
confié el disefio y la coordinacién del mismo a Juan Madrigal Muga y la creacion de
la herramienta que lo soporta a José Luis Abreu Ledon y Marta Oliveré Serrat. Se
inicia a finales de junio de 1998 y tres meses después se disponia ya del primer
prototipo del programa con el que se desarrollaron algunas unidades didacticas que
sirvieron para depurar el producto e introducir nuevas herramientas, esta primera
version de Descartes se presenta en Madrid en el evento Aula 99.

Desde entonces se han desarrollado sucesivas versiones: Descartes 2D y Descartes
3D, que han ido mejorando la edicibn e incorporando nuevas opciones y

12 Benjamin R. Sarmiento Lugo, Universidad Pedagégica Nacional, Bogota — Colombia
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herramientas que amplian sus posibilidades y campo de accion dentro de las
Matematicas, e incluso, de la Fisica.

En la pagina de descartes http://descartes.cnice.mecd.es hay numerosos materiales
didacticos, la mayoria realizados por un equipo de colaboradores, todos ellos
profesores de Matematicas en activo, que pertenecen a distintas Comunidades
autbnomas esparnolas, la mayoria reclutados entre los profesores que obtuvieron los
mejores resultados en los cursos de formacion sobre Descartes que se realizan
anualmente.

El Proyecto Descartes ha sido promovido y financiado por el Ministerio de Educacion
y Ciencia de Espana. Tiene como principal finalidad la innovacién en un entorno de
colaboracién en el area de Matematicas, para la Ensefianza Secundaria Obligatoria
y el Bachillerato, que utilice las ventajas del ordenador y de Internet para ofrecer a
los profesores y a los alumnos una nueva forma de enfocar el aprendizaje de las
Matematicas, que promueva nuevas metodologias de trabajo en el aula, mas
activas, creativas, participativas, motivadoras y personalizadas, para mejorar los
procesos de ensenanza y aprendizaje.

¢ Qué es el nippe Descartes?

Llamamos nippe Descartes a un programa realizado en lenguaje Java que permite
crear escenas interactivas a modo de pizarras electrénicas, que se pueden insertar
en las paginas web, estas escenas son pequenos programas que se denominan
applets; en Internet existen numerosos applets, algunos son interactivos, es decir
que permiten al usuario modificar algun parametro y observar el efecto que se
produce en la pantalla, pero lo que caracteriza a Descartes es que, ademas, es
configurable, es decir, que los usuarios (profesores) pueden "programarlo” para que
aparezcan diferentes elementos y distintos tipos de interaccion. El nippe Descartes
tiene una programacién muy matematica para que a los profesores de esta materia
les resulte facil su aprendizaje y utilizacion.

La palabra nippe es el acrénimo de "nucleo interactivo para programas educativos".
El nippe Descartes, aunque se cre6 con la principal finalidad de la generacién de
actividades relacionadas con la representacion grafica de funciones, a lo largo de su
desarrollo, se han ido incorporado otras utilidades como herramientas geométricas,
el célculo algoritmico, representacién en tres dimensiones, etc. Es una aplicacién
que es capaz de producir una gran variedad de aplicaciones educativas para
geometria, aritmética, algebra, calculo, estadistica, fisica, etc.

En resumen, Descartes es una herramienta de trabajo para los profesores de
matematicas que deseen crear lecciones interactivas en el formato de paginas Web,
ya sea para ser colocadas en un servidor de Internet o en el disco de un ordenador
personal. Desde el punto de vista técnico, podemos definir a Descartes como un
applet configurable. Que sea un applet significa que puede insertarse en paginas
Web. Que sea configurable significa que cada aplicacion o configuracion puede
tener un aspecto diferente. Las aplicaciones de Descartes son escenas educativas
con graficas y numeros en las que el alumno puede modificar parametros
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manipulando controles y observar el efecto que esas modificaciones tienen sobre las
graficas y numeros.

¢Por qué es util Descartes en un aula de clases?

Desde el punto de vista pedagdégico, puede decirse que Descartes cumple con los
requisitos para que una herramienta informatica sea util en un aula de clases, tales
como:

¢ Que sea controlable por el profesor en un tiempo razonable.

e Que sea facil de usar para los alumnos, para que no tengan que emplear
demasiado tiempo en su aprendizaje.

e Que permitan disenar actividades para los contenidos del curriculo
correspondiente al curso en donde se vaya a usar.

e Que sea adaptable a la didactica y metodologia que el profesor crea mas
conveniente para los alumnos con los que va a trabajar.

¢ Que favorezca metodologias activas, para que el alumno sea el protagonista de
su propio aprendizaje.

e Que favorezca el aprendizaje cooperativo e individualizado, ya que el trabajo en
equipo es esencial y la atencion personalizada también.

e Que favorezca la atencion a la diversidad, permitiendo que los materiales sean
flexibles para poder modificarlos tanto cuanto se quiera.

¢De qué formas se puede aprovechar a descartes?
Se pueden distinguir tres formas de uso de Descartes:

Como autor: Para crear nuevas escenas originales, en donde se requiere tener un
buen conocimiento de cada una de las herramientas del applet.

Como profesor: En este caso se necesita tener una minima experiencia con algun
editor de paginas web 0 manejo de un procesador de textos que permita editar este
tipo de paginas. Después de manipular las herramientas de configuracion de las
escenas, puede efectuar con facilidad pequefos cambios: colores, poner o quitar
ecuaciones, puntos, segmentos, etc.

Como alumno: Aqui no se requiere conocimiento técnico previo. Bastara con las
indicaciones que se hagan en la propia pagina en la que se habran senalado las
actividades que se deben realizar.

¢ Cuales son los requisitos minimos para disenar escenas con Descartes?
El applet Descartes no requiere instalacion y se puede trabajar en cualquier sistema
operativo por ser una aplicacion programada con Java. Se requiere instalar en el

ordenador la maquina virtual de Java, la cual es gratuita y se puede descargar de
www.java.com. Para poder visualizar las actividades es necesario que en la carpeta
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donde se guarden las escenas de Descartes se encuentre el archivo Descartes.jar o
Descartes3.jar.

¢ Desde donde se configura una nueva escena o actividad con Descartes?

Descartes es un applet configurable, es decir, a partir de una escena se puede
obtener una nueva escena con solo configurar los diferentes paneles que lo
conforman. Los paneles de configuracion se activan al pulsar clic derecho o doble
clic sobre una escena; estos paneles son:

El panel Botones: Desde este panel se pueden agregar a luna escena los botones
de créditos, configuracién, inicio y limpiar. También se puede definir el nUmero de
filas arriba o abajo para los controles y el ancho para los controles a la izquierda o
derecha.

£ Nippe.Descartes.Escenas2C (=] Y|
|espaﬁ01 j deshacer '7 refiacer | ariginal nueys | codiga | macr I ?l
& Botones " Esparcio  Controles € Auwdliares  C Graficos  graficos 3D € Animacidn
[ créditos ™ inicin I~ lirnpiar

filas_norte |0 filas_sur ID ancho_oeste IEI ancho_este ID

aceptar | CErrar | aplicar I

|Java Applet Window

El panel Espacio: Aqui se puede elegir un espacio para disefiar escenas en R? o en
R®. Contiene una serie de campos para configurar la escala, color de fondo, ejes,
coordenadas, posicion, etc.
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Z . Nippe.Descartes.Escenas2C

espafiol

El [Z-D)

cerrar | aplicar

|Java Applet Window

El panel Controles: Es el panel mas importante ya que desde aqui se definen los
controles o parametros a través de los cuales el usuario interactiia con la escena; se
pueden definir controles numéricos y graficos. El panel contiene unos campos para
configurar en los controles su valor inicial, valor final, valor por defecto, posicién, etc.

2. Nippe.Descartes.Escenas2C !EI E

P.x (numérica)

P.v [numérica)

toaltip

Explicacidn

x| parametro

I.Java Applet Wwindow

El panel Auxiliares: Este es uno de los paneles mas utiles, ya que desde aqui se
definen constantes, funciones, algoritmos, etc., que ayudan a agilizar los calculos
que hace el programa Descartes.
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Z Mippe.Descartes.Escenas2C

eapafiol -

aceptar cerrar

|J ava Applet Window

El panel Graficos 2D: Este panel contiene una serie de macros que permiten
graficar en R® ecuaciones, sucesiones, puntos, segmentos, arcos, poligonos,
vectores, agregar textos, etc. en Contiene unos campos para indicarle al programa
que las ecuaciones sean editables, incluir parametros en las ecuaciones, etc.

2. Nippe.Descartes.Escenas2C =[O =]

Iespaﬁol | deshacer ¥ rehacer ariginal

m ecuacidén [

-
r

flecha
poligono
arco

aceptar | cerrar | aplicar

IJava Applet Wwindow

El panel Graficos 3D: Este panel contiene una serie de macros que permiten
graficar en R3 puntos, segmentos, superficies, curvas, esferas, cilindros, conos,
poliedros regulares, etc. Contiene unos campos para configurar los objetos
mencionados.
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2 Nippe.Descartes.Escenas2C

eapafiol -

IJava Applet Window

El panel Animacidén: Desde este panel se puede animar un parametro mediante un
algoritmo muy simple, lograndose que los objetos de la escena tengan movimiento
propio sin necesidad de que el usuario manipule los controles.

£ Nippe.Descartes.EscenasZC !E

Iespaﬁol i deshacer | rehacer ariginal

I.J ava Applet Window

¢, Cual es el procedimiento para guardar una escena de Descartes?

El creador de escenas con Descartes debe pulsar el boton % que aparece
en la parte superior del panel de configuracion, y se activard un tablero con el cédigo
html generado por Descartes; este codigo se debe insertar en el cédigo de una
pagina html, y finalmente se guarda esta pagina.
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4. Applet Descartes Escenas2C ;Iglil

nomhbre IF‘u.nc:i.ones codehase I.,-’ width |500 height ISSD
¥ codigo HTML [ pop h_width IlDD h_heiaht |25 aplicar |

code="Descartes.class"” ;I

codebase=", /"

archive="Descartes3. jar"

MATSCRIFT

width=5800 height=550>
<param name="nonbre” wvalue="Funciones">
<param name="¥ersisoacute:n” wvalue="3.505">
<param name="Idioma"™ walue="espasntilde;ol™>
<param name="Botones” walue="crseacute;ditos=no config=no inicio=no limpiar=no">
<param name="E_00" walue="id='El' despl_ imagen='arr-izgq' fondo='blanco' red='no' red
<param name="C_00" walue="tipo='numseacuterica' id='a' espacio='El' nombre='a' +wisi
<param name="C_01" walue="tipo='grsaacute;fico' id='P' espacio='El' color='azul' col
<param name="C_02" walue="tipo='numseacute;rico' id='F.x' regisocacute;n='exterior' e
<param name="C_03" wvalue="tipo='numseacute;rico' id='P.¥' regisoacute;n='exterior' e

</applets

< | i
Fuede copiar este texto v pegarlo en una pagina Weh.
™ LMs CURSO || UNIDAD |

IJava Applet Window

SEGUNDA PARTE

En esta sesién se guiara a los asistentes para que disefien actividades en R?. Se
propone el disefio de una escena que permita visualizar la variacién que sufre la
grafica de la funcion trigonométrica y = ASen(Bx+C) + D cuando se dan valores
diferentes a los parametros A, B, C y D. Los pasos a seguir son los siguientes:

1) Elegir el espacio en que se va a trabajar: Se activa el panel Espacio y se elige
R2, seguramente se llamara E1. Basicamente se configura Escala = 30, Origen
en O.x=0 y O,y=0, Ancho=100% y Alto=100%, fijamos la pantalla dando clic en
Fijo, se selecciona un color de fondo pulsando sobre Fondo, se selecciona un
color para la cuadricula y los ejes pulsando en Red y Ejes, respectivamente. En
las casillas eje-x y eje-y se escribe el texto que queremos para los ejes. Con esta
configuracién el panel de Espacio quedara asi:

=lolx|

|espaﬁol ﬂ deshacerF rehacerl original | nueva | codigo |macm|?|

" Botones * Espacio  Controles ¢ Auxiliares  ( Graficos " graficos 30 Animacidn
['R3 id |E1 v fijo escala |SD O ID Oy ID
k3 IEI ¥ ID ancho IlDD% alto IlDD%

imagen | despl_imagen [ar-izqg  ~]
_lfondn _r7 red _r_ red10 .79 _'_texto gje-x IEje p

eje-y IEje T [~ ndmeros

aceptarl cerrarl aplicarl

|Java Applet Wwindow
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2) Definir los cuatros parametros A, B, C y D: Se activa el panel de Controles y
definimos cuatro controles numeéricos; En Id se coloca el nombre del control como
variable para el programa, en Valor se escribe valor por defecto, en Nombre se
escribe un texto para guiar al usuario, en Tipo se elige el tipo de control
(Pulsador, menu, barra o botdn), enseguida se indica la ubicacién en donde
queremos que aparezca el control, en Incremento le damos el valor en que se
incrementa el control. Nuestro controles tendran las siguientes especificaciones:

Id Valor Nombre Tipo Ubicacién | Incremento
A 1 Amplitud | Pulsador Sur 0.2
B 1 Periodo | Pulsador Sur 0.2
C 0 Desfase | Pulsador Sur 0.2
D 0 Desplazar | Pulsador Sur 0.2

El panel para el control A, quedara como se muestra en la siguiente figura:

4, Nippe.Descartes.EscenasZC ;|g|5|
espafiol j deshacerF rehacerl ariginal | nueva | cadign |macr0 |‘?|
" Botones " Espacin " Controles " Awdliares Graficos " graficos 3D ¢ Animacion
id [ [puisador =] Jsur =] espacio [£1 +]
B i il pas | (0,0) valar |1 decimales |2 ¥ fijo
E fn“m'?r?coj nombre IAmplitud incr (0.2 min I—ll:l max Iln
C (rmumérico)
D (mumérica) [~ discreto  exponencial-gi ¥ wigible
tDDItipI
Explicacion I
opciones I
accion | =l parémetrol
pOs_mensajes lm
acemarl cerrarl aplicarl
|Ja\-'a Applet window

3) Escribimos la funcion y = ASen(Bx+C) + D: Se activa el panel Graficos y se
elige el elemento ecuacion. En el campo Expresién escribimos la funcion que se
quiere graficar, en Rastro damos clic para que en la escena queden los rastros
de las diferentes graficas obtenidas cuando cambiamos el valor de algun control,
en Ancho indicamos el grosor de la grafica, damos clic en Visible y Editable para
que en la escena aparezca la ecuacioén de la grafica y ademas pueda cambiarla o
editarla. Para la funcion y = ASen(Bx+C) + D, el panel de graficos queda asi:
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=10 x]

egpafiol j deshacer '7 rehacerl original nueya | codiga | macra |?|

" Botones " Espacio C Controles  © Auxiliares st graficos 3D ¢ Animacidn

espacio |E1 | tipo Iecuacién [~ fonda dibujar—sil .

ecuacion y=i*sen(B exprasion |Y=A*SEH [B*x+C)+D .7 rastro

I familia parametra Is intervalo I[D,l] pasos IB
' rellena+ ' relleno- ancha |2 ¥ visible ¥ editable

I~ coord_abs

aceptarl cerrarl aplicarl

|Java Applet Window

4) Probar el funcionamiento de la escena: Para ver como est4 quedando nuestra
escena, pulsamos en el botén aplicar, el Gltimo boton en la parte inferior.

aceptar | CErrar | aplicar |

Se obtendra la siguiente escena:

creditos cunﬂgl
Eje ¥
\/){e r

y=h*sen (E*x+C)+D

ry

Auplitud  &{1.00 Perioda {100 Desfase

%l0.00 Desplazauiento 4: 0.00

5) Agregar algunos botones a la escena: Cuando probamos la escena vemos la
necesidad de ocultar los rastros o volver al inicio de la escena. Esto se resuelve
abriendo el panel de Botones, en donde se agregan los botones Inicio y limpiar.
Estos botones quedan ubicados automaticamente en los extremos de la parte
inferior.

Para probar la funcionalidad de Editable, se propone a los asistentes que cambien la
expresion y = A*Sen(B*x+C)+D por expresiones que tengan los mismos parametros

147



Secuencia de Actividades Diddcticas para la ensefianza
del Concepto de Integral Definida Como Area Bajo la
curva a Través del Entorno de la Geometria Dindmica

como y = A*Cos(B*x+C)+D, y = A*In(B*x+C)+D, y = A*x"3 + B*x"2 + C*x + D, y =
A*exp(B*x+C)+D, etc.

Finalmente, se propone a los asistentes que disefien una escena para representar la
suma de vectores en R?, utilizando el elemento Flecha y controles graficos.

TERCERA PARTE

En esta sesidn se guiard a los asistentes para que disefien una escena en R®. Se
propone el disefio de un modelo tridimensional que permita visualizar las secciones
cénicas, para lo cual se deben dibujar un cono 1 y un plano (] que atraviese al cono
1. El plano [Jes una superficie que podra moverse gracias a los controles Hy A, con
el control A se modificara el angulo de inclinacion del plano con respecto al plano
z=0, el control H permitird desplazar el plano verticalmente. Para el disefio de la
escena se seguiran los siguientes pasos:

1) Elegir el espacio en que se va a trabajar: Se activa el panel Espacio y se elige
R3, seguramente se llamara E1. Basicamente se configura Escala = 50, Origen
en O.x=0 y O,y=0, Ancho=100% y Alto=100%, se selecciona un color de fondo
pulsando sobre Fondo, y en el campo Despliegue seleccionamos la opcién Pintor
para que la escena sea de alta calidad.

i Nippe.Descartes.ElCono 1ol =|

Iespaﬁol j deshacer '7 rekiacer | ariginal | nueva | cadigo | macra | ‘?l

" Botones * Espacio " Controles ¢ Auxiliares  © Graficos " graficos 30 © Animacidn
Espacio  IARERL) |E1—|' fijn escala |50 O |0 oy |o

¥ I y I ancho |lDD% alto |lDD%

imagen I despl_imagen m

 |fondo gespiiegue [pinor <1 conar

aceptarl cerrarl Eaplicarél

|Java Applet Window

2) Definir los parametros H y A: Se activa el panel de Controles y definimos dos
controles numéricos; En Id se coloca el nombre del control como variable para el
programa, en Valor se escribe valor por defecto, en nombre se escribe un texto
para guiar al usuario, en Tipo se elige el tipo de control (Pulsador, menu, barra o
botdn), en el campo siguiente se da la ubicacion norte, sur, este, oeste o exterior
donde queremos que aparezca el control y en Incremento le damos el valor en
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que se incrementa el control. Los controles H y D tendran las siguientes

especificaciones:
Id Valor Nombre Tipo Ubicacién | Incremento
H 0.7 Desplazar | Pulsador Sur 0.1
A 30 Inclinar Pulsador Sur 5

El panel para el control H, quedara como se muestra en la siguiente figura:

4 Nippe.Descartes.ElCono =13l
espafiol j deshacer '7 refiacer | ariginal | nueva | codigo | macra | ‘?l
" Botones " Espacio * Controles € Auxiliares  © Graficos " gréficos 3D © Animacidn
id [H [puisador =] [sur =] espacio [E1 ~|
pos |(D;UJ walar |U.? decimales |2 Iv fijo
& (mmérica) nambre IDEsplaza incr ID.l min I max I
[ discreto  exponencial-si I [+ wisible

tooltip I
Explicacion I
opciohes I
accion | =] parémetml
poOsS_mensajes m

aceptarl cerrarl aplicarl

|Java Applet Window

El panel para el control A, quedara como se muestra en la siguiente figura:

4. Nippe.Descartes.ElCono 1ol x|
Iespa.ﬁol j deshacer '7 rehacer | original | nueva | cddigo | mMacro | ?l
" Botones " Espacio @ Controles ¢ Auxiliares ¢ Graficos " graficos 300 ¢ Animacidn
+ Controles [ I*TL |pulzador =|[ Jsur x| espacio |E1 vl
H (rumérico] pas |(D,UJ walar |30 decimales |2 Iv fijo
L nniics) narmbre IInc:linar iner |5 rmin |—85 s |85
[~ discreto  exponencial-si I [+ wisible

tooltip I
Explicacian I
opciones I
accidn | [~ parémetml
pos_mensajes m

aceptarl cerrarl aplicarl

|Java Applet Window

3) Dibujar el cono : Se activa el panel Graficos 3D y se elige el elemento Cono.
En los botones de Color y Color Reverso configuramos dos colores, la barra de
transparencia se corre un 50%. En el campo Arista damos Clic. En el campo
Modelo seleccionamos Luz o Color, este solo es aspecto para los colores del
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cono. Damos Clic en la casilla Cortar para que las intersecciones con el plano
queden bien definidas. Nu es el numero de lados de la base del cono, ya que
Descartes no dibuja una base circular sino poligonal regular, por eso aqui se da
un numero grande, puede ser 20 o 25. Nv es el numero de secciones circulares
visibles, solo necesitamos la base, por eso aqui se da un uno. En Ancho y Largo
damos el radio de la base del cono, aparecen dos campos en caso de que se
quiera una base eliptica, aqui escribiremos 4 en ambos campos. En Alto
escribimos la altura del cono. Para el cono el panel de Graficos 3D queda asi:

£ Nippe.Descartes.El 10Ol x|
ezpafiol j deshacerF rehacerl ariginal | nueva | cddign |macro|?|

" Botones " Espacio " Controles ¢ Auxiliares Graficos & graficos 3D Animacidn

Graficos espacio |E1 | tipo Icono [~ fondo
dibujar-si I nombre I
expresion
| 2oreetin]
rotini IiD,D,D] posini IiDJU;UJ
Cono 'I .
calar color_reverso [ aristas  modelo Iluz v||7 corar
Tetraedro -
Octaedro MU IZD (i Il ancho |4 largn |4 alto |5

Dodecaedro
Icosaedro
| JEsfera
Elipsoide

Cilindrao =~

aceptarl cerrarl aplicarl

I.Java Lipplet YWindow

Dibujar el planp: Se activa el panel Graficos 3D y se elige el elemento
Superficie. En el campo Expresion escribimos la ecuacidén del plano: x=8*u-4
y=8*v-4 z=H+y*tan(A/60). En los botones de Color y Color Reverso configuramos
dos colores, la barra de transparencia se corre un 50%. En el campo Modelo
seleccionamos Luz o Color y damos Clic en la casilla Cortar. Los campos Nu y
Nv en un plano definen una cuadricula, por eso escribimos 1 en ambos campos.

Probar el funcionamiento de la escena: Para ver como esta quedando nuestra
escena, pulsamos en el botdn aplicar ubicado en la parte inferior.

aceptar | CErrar | aplicar |

Las Graficos 3D no dejan rastros y el panel para el elemento Superficie no tiene
la opcion de Editar, como si sucede con el elemento Ecuacion del panel Graficos
2D. Para rotar el conjunto de objetos dibujados se arrastra el mouse con clic
sostenido sobre el tablero de Descartes. Para agregar elementos desde
cualquiera de los paneles se pulsa el boton con el signo + que aparece a la

izquierda del panel de configuracion: ﬂﬂ%j

El panel para el plano queda de la siguiente forma:
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Z  Mippe.Descartes.ElCono !EI E

IJava Applet Window

El resultado final es la siguiente escena:
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