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Introduccién

La mecanica de fluidos es una de las ramas maés activa de la fisica clasica, de-
bido a lo complejo de sus fenémenos y a lo complejo de sus desarrollos matematicos,
algunos como las ecuaciones de Navier-Stokes representan un reto dentro de la comu-
nidad académica aun sin resolver, sin embargo, siempre se puede recurrir al estudio de
fenémenos més simples de formalizar con la idea de estudiar su posibles aplicaciones a
casos particulares, la teoria de fluidos perfectos desarrollada por Leonard Euler repre-
senta el modelo mas sencillo para el estudio de un fluido al despreciar la viscosidad y
la conduccién térmica, definiendo para ello como sus tnicas variables de estado la pre-
sion y la densidad, la idea de trabajar con medios continuos es inquietante pues como

afirma castillo:

La estatica y la dinamica de medios continuos requieren del uso de esque-
mas de andlisis y organizacion, para caracterizar el estado y los cambios que
se dan en ellos, muy diferentes de las utilizadas en una mecénica de lo dis-

creto como es la mecanica de corte newtoniano. (Castillo et al., 2014, p.41)

Ademas, este modelo puede ser representado en la teoria especial de la relati-
vidad lo cual implica un enfoque fisico y matematico que va en contravia al sentido
comun, esto permite un abordaje de la TER desde un enfoque diferente para su en-
sefianza; como el hecho por (Sierra Pareja, 2014), donde es abordado desde la electro-
dinamica, por tanto, el presente documento se centra en el estudio del fluido perfecto
como herramienta en la comprensién de la TER.

El primer capitulo construye los fundamentos fisicos y matematicos de los flui-
dos perfectos recurriendo un poco a la historia de la ciencia, para derivar sus ecuacio-

nes fundamentales, mientras el segundo capitulo plantea la formalizacién en términos

VI



0.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA VII

relativistas de fluido perfecto y por ultimo en un tercer capitulo se hace una discucion,

andlisis y conclisién de los resultados obtenidos.

0.1 — Planteamiento del problema

La teorfa especial de la relatividad! hace parte de los logros alcanzados en la
fisica del siglo XX, cambiando por completo los conceptos clasicos de espacio y tiem-
po, implicé una revolucién cientifica en cémo se entiende y representa la realidad. La
idea de una fisica indistinguible del estado de movimiento relativo, marcé el escena-
rio en donde se formalizaron conceptos, leyes y teorias, el escenario de la fisica clasica
es marcado por el principio de relatividad galileano, que afirma, que todas las leyes la
mecanica deben ser las mismas para cualquier marco inercial o lo que es lo mismo, de-
ben ser covariantes, es asi que las transformaciones de Galileo rigen la estructura fisico
y matematica de abordar e interpretar las observaciones que se hacen entre dos marcos
inerciales; siempre que estos no se muevan a velocidades comparadas con la de la luz.

El caso del electromagnetismo clésico fue la razén por la que Albert Einstein pu-
blicé en 1905 la TER y con esto senté la base para nuevas formalizaciones en la fisica,
que se basa en dos postulados, uno de ellos es una extensién al principio de relatividad
galileano, afirmando que: “las leyes de la naturaleza son las mismas (o adoptan la mis-
ma forma) en todos los marcos inerciales”(Friedman, 1991, p.186). como resultado de
esto, todas las leyes de la fisica deben ser representadas de la misma forma matematica
para todos los observadores inerciales, por tanto, ser covariantes.

En este sentido resulta de interés poner de manifiesto el caracter covariante de la
mecanica de fluidos y con ello sus variables de estado, teniendo en cuenta que el estu-
dio de medios continuos resulta diverso y complejo para algunas situaciones, se puede
recurrir al modelo de fluido perfecto definido a partir de dos variables de estado; como
lo es la presion y la densidad, y examinar como es el comportamiento de sus ecuacio-
nes de campo al transformarse entre marcos inerciales, el desarrollo matematico en la

TER implica que deben surgir objetos tetradimensionales (tensores) que permitan una

!También denominada TER por su siglas



VIII INTRODUCCION

interpretacion fisica de un fluido perfecto relativista, por tanto, se plantea la siguiente
pregunta que guiaran la presente investigacion.

., Cémo se caracterizan las variables de estado de la mecénica de fluidos bajo la
teoria especial de la relatividad partiendo de la construccién de un tensor que dé cuen-
ta de la conexién entre marcos inerciales para distintos observadores y bajo transforma-

ciones de coordenadas?

0.2 — Objetivo General

s Caracterizar y formalizar el modelo de fluido perfecto a través de las variables de
estado en la teoria especial de la relatividad como herramienta para su compre-

sion.

0.3 — Objetivos Especificos

» Caracterizar las variables de estado presion y densidad desde el enfoque clésico y

desde la TER.

= Examinar el principio de relatividad relativista y galileano entorno a las ecuacio-

nes de campo de los fluidos perfectos.

» Elaborar el tensor que represente un fluido perfecto en la TER y se defina a par-
tir de las variables de estado, a la vez que se definen sus ecuaciones de conserva-

cién.



1.0 — Capitulo I: Hacia la Formalizacién Clasica del Fluido Perfecto

La ciencia de hoy sin duda se vale de un conjunto de herramientas conceptuales,
tedricas, experimentales y formales que permiten caracterizar y centrar el estudio de
ciertos fenémenos particulares; no obstante, esto no siempre fue asi, puesto que repre-
sento y representa en la mayoria de las veces un incesante trabajo y esfuerzo. Por ello
en la siguiente seccion se realizara una breve cronologia para situar algunos hechos que
resultaran relevantes para los fines de este documento. Por tanto, antes de comenzar
se plantea una discusion alrededor de lo que se entiende por formalizacién en fisica, un
aspecto fundamental para el desarrollo de la investigacion.

¢ Qué es entonces la formalizacion y que implica formalizar?

1.1 — La Formalizacién en la Fisica

El conocimiento puede considerarse como una forma de representacion y organi-
zacion de la experiencia por medio del lenguaje, lo cual pone de manifiesto el caracter
formal del conocimiento al hacer uso de estructuras o modelos que dan cuenta del “mun-
do real”, entendiendo que esta relacién (sujeto-objeto) no es independiente,! lo que ha-
ce que esta sea Unica aun cuando también pueda ser compartida y comunicada: en este
sentido, la formalizacién entonces expresa la forma en como representamos y comunica-

mos nuestro conocimiento de aquello que definimos como real, como afirma Ayala:

formalizar es pues una parte esencial del proceso de construcciéon de cono-
cimiento, caracterizado ante todo por la elaboracion y uso de estrategias
segun las cuales los “diversos modos de mirar” son adaptados continuamen-

te a aspectos de una realidad que es a su vez organizada de acuerdo a estos

IDe ahi que no se llegue a un conocimiento 1ltimo y verdadero de la realidad
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modos de conocer.(Ayala, 2018, p21)

Este planteamiento pone de manifiesto un hecho particular en la fisica y es su
relacion con las matematicas, mientras que en las demaés ciencias se da de manera ins-
trumental, en la fisica cobra vital importancia; tanto es asi, que es considerada la len-
gua por excelencia. Este hecho que pasa desapercibido en la mayoria de las veces o es
asumido como obvio, esta basado en afirmaciones como: que la naturaleza esta escrita
en lenguaje matematico o por el contrario que las matematicas es una herramienta que
el sujeto aplica para hablar de la naturaleza, asi en el primer caso el sujeto es indepen-
diente del objeto de estudio y en el segundo es una mera construccion de este, como lo

expresa Jean-Marc

Segin que dicho lenguaje se piense como el de la naturaleza, y que el indivi-
duo que la estudia debera esforzarse por asimilar; o bien que se le conciba,
a la inversa, como el lenguaje del individuo, al cual habran de traducirse

los hechos de la naturaleza para que resulten comprensibles.(Lévy-Leblond,

1999, p.53).

Pensar que solo existen estas dos posibilidades no resuelve el problema de la re-
lacion fisica y matematica, y muy por el contrario lo acentian, asi lo resalta Jean-Marc
(1988), “es esencial subrayar que ambas actitudes, lejos de oponerse, no son sino los
puntos extremos de un espectro continuo.” (p.53). Bajo esta concepcién se puede hablar
de las distintas posibilidades y de las maneras diversas en que se relaciona lo fisico y lo
matematico, a lo que da lugar a diversos procesos de formalizacion en la fisica. De lo
anterior se le podria agregar la siguiente cita de Jean-Marc (1988), “la matematica es
un pensamiento, un pensamiento seguro de su lenguaje.” (p.55), para hacer referencia a
que las matematicas como lenguaje siguen siendo una visién pobre para dar cuenta de
la relacion fisica y matematica.

Para ver como este proceso de formalizacion tiene lugar, hay que tener en cuenta
dos aspectos claves que se dan en la fisica, uno tiene que ver con las distintas posibi-

lidades de matematizacion que exhibe un fenémeno fisico; denominado polimorfismo
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fisico, que se ve por ejemplo con, la mecanica de Newton, Lagrange y Hamilton, que se
formulan para describir un punto material en un campo conservativo (Lévy-Leblond,
1999), por otro lado, la posibilidad que existe de utilizar una misma formulacién ma-
tematica siempre que sea posible su aproximacién para describir distintos fenémenos,
como lo nota(Lévy-Leblond, 1999), “las ecuaciones diferenciales lineales (con coefi-
cientes constantes) de sequndo orden rigen las vibraciones mecdnicas, las oscilaciones
eléctricas y muchos otros fendmenos.” (p.57), lo que se describe como la plurivalencia
fisica de los objetos matematicos.

Estas dos ideas antes mencionadas permiten entender los rasgos caracteristicos
en los procesos de formalizacién y permite definir un espectro amplio en la forma en
que se aborda, se representa y se desarrolla el conocimiento de los fenémenos fisicos.?
Por tanto, formalizar en fisica implica estructurar o construir una forma o conjunto
de formas esquematizadas sobre la cual se puede operar la realidad que a su vez es re-
presentada con estas formas, para poder anticipar de ella los efectos de los objetos que
se buscan representar. Con lo anterior planteado, vale la pena realizar un recuento de

como se dan tales procesos en la historia de la hidrodinamica.

1.2 — Breve Historia de los Fluidos y su Formalizacién

Pensar en el desarrollo de una teoria sobre fluidos puede llevarnos a momentos
y lugares de la historia tan diversos que seria imposibles abordarlos todos al tiempo,
en algunos no existen registros y lo mejor que se puede llegar hacer es divagar o ima-
ginar para viajar desde aquellos momentos donde los humanos primitivos caminaban
por la inhéspita tierra en busca de comida, refugio y agua, hasta los primeros asenta-
mientos humanos donde se dieron pensamiento alrededor de fenémenos relacionados
con estos, como lo son: las inundaciones, las tormentas o huracanes . Lo que hoy sa-

bemos es que las grandes civilizaciones entre ellas la griega y la romana, construyeron

2Es preciso aclarar que bajo esta concepcién pueden afirmarse diversas formalizaciones que tienen
lugar entre el sujeto y el objeto, y de manera general se pueden situar cuatro categorias que son de-
sarrolladas en el libro - Los procesos de formalizacion: y el papel de la experiencia en la construccion
del conocimiento sobre los fenémenos fisicos- estas son: formalizaciéon de cardcter pragmatico, aplica-
cién de las matematicas en el andlisis de los fenémenos fisicos, axiomatizaciéon de las teorias fisicas y
unificacion de campos fenoménicos y matematizacion de un campo fenoménico.
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relatos pictoricos, escritos y hablados para representar aspectos de la naturaleza que no
eran entendidos més que como manifestaciones de entidades misticas o de deidades, los
dioses Océanos y Neptuno son algunas de estas representaciones que encarnan todo lo

relacionado al mar, por ejemplo:

Se nos informa que el lugar de Neptuno estaba debajo de las aguas profun-
das cerca de Grecia. Neures, otra personificacién del mar, también es bas-

tante inseparable de su elemento nativo, como también lo son los Tritones,
Oceanidas, Nereidas y las atractivas sirenas que, sin embargo, también han

sido vistas como personificaciones de los vientos.(Tokaty, 1994, p13)

El esfuerzo de la humanidad por entender la existencia y consistencia de las co-
sas que aparecen ante si (como dichos fenémenos) llevaron a la pregunta ;Quién existe?
Y ;Qué es consistir? — fundamento de la ontologia-, que se da desde luego con el desa-

rrollo de la filosofia en Grecia, asi lo hace notar Manuel Garcia:

El primer esfuerzo filoséfico del hombre fue hecho por los griegos, y empezd
siendo un esfuerzo para discernir entre lo que tiene una existencia mera-
mente aparente y lo que tiene una existencia real, una existencia en si, una

existencia primordial, irreductible a otra.(Morente, 1964, p65).

Entender cudl es la esencia ultima de las cosas o responder a la primera pregun-
ta ya planteada de ;Quién existe? constituyo la metafisica, que permitié construir ex-
plicaciones mas elaboradas al problema de la existencia. El aire y el agua sirvieron para
responder a estas preguntas, en filsofos como Anaximenes y Tales de Mileto (624-546

Ac), este ultimo considerado como el filésofo griego mas antiguo, asi se dice que:

Este hombre buscé entre las cosas cial seria el principio de todas las demas,
cudl seria la cosa a la cual le conferiria la dignidad de ser, de principio, de
ser en si, la existencia en si, de la cual todas las deméas son meros derivados;

y el hombre dictaminé que esta cosa era el agua.(Morente, 1964, p.66).

Y sin extenderse mas, la vision de algunos antiguos griegos de encontrar en una

sola cosa la existencia de las demas, es contrapuesta por Empédocles, que no ve en una
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sola cosa sino en varias, mejor aun en cuatro, el principio sobre el cual todas las demas
cosas estan constituidas y estas son; la tierra, el fuego, el aire y el agua (los cuatro ele-
mentos), esto le permite explicar a él los distintos tipos de materia — dirfamos hoy- que
existen en la naturaleza, esto es, que la esencia de las cosas no es mas que una combi-
nacién en alguna proporcion de estos elementos.

Ahora bien, tomar el elemento agua para hacer de este una ciencia solo fue po-
sible con uno de los méas grandes geémetras que haya existido, Arquimedes (287-212
A.C) de Siracusa. De sus trabajos y de los trabajos de posteriores pensadores que lo
han citado, se sabe de los numerosos aportes que hizo a diferentes areas del conoci-
miento, tanto asi que es considerado por muchos como “un hombre que destaco en ma-
temdticas, fisica, astronomia, ingenieria e incluso, tuvo un papel importante y decisivo
en cuestiones militares y politicas”®(Fernandez, 2017)

Uno de estos aportes, que en si mismo es la piedra angular para la hidrostatica
fue recogida de un palimpsesto,* en la biblioteca del monasterio del Santo sepulcro de
Jerusalén por Heiberg en 1906 (Levi, 2001). El palimpsesto trae consigo dos obras Fl
M¢étodo y De los cuerpos flotantes, este iltimo, es el primer tratado que se tenga hasta
entonces de hidrostatica; compuesto a su vez por dos libros, escritos bellamente a partir
de postulados, proposiciones, teoremas y demostraciones geométricas. Siguiendo asi con
la tradicién de la escuela de Euclides en Alejandria, activa en ese entonces por Canon
de Samos, Dositeo y Eratostenes.

En esta obra (De los cuerpos flotantes) Arquimedes nos muestra su método para
analizar problemas relacionado al equilibrio y comportamientos de cuerpos sumergidos

ya sea total, parcial o que floten sobre este, para esto, parte del siguiente postulado:

Supongamos que un fluido es de tal caracter, que sus partes reposan de
igual forma y siendo continuas, la parte que esta menos empujada es con-

ducida por la que estd méas empujada, y que cada una de sus partes es em-

3Se cuenta como ayudo al tirano Hierén, que se cree fue pariente suyo, ante el embate de las tropas
romanas, su ingenio en la construccién de todo tipo de armas le valieron el sobrenombre por el consul
romano Marco Claudio Marcelo (268-208 a.C) de “Gedmetra Briareo”.

4Es un manuscrito antiguo sobre el cual se escribe nuevamente algo al haber borrado lo que alli
habfia.
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pujada por el fluido que esta encima de ella en una direccion vertical, si el
fluido esta sumergido en cualquier sustancia y comprimida por algo mas

(Becerra et al., 2006, p.1) °

Bajo este primer postulado, Arquimedes muestra una idea de presion y a su vez
de gravedad, mientras enuncia la idea de equilibrio cuando las partes del fluido sean

igualmente empujadas por las demads, también se puede entender como afirma Enzo:

Siempre que el fluido sea continuo y uniforme a) si hay diferencia de presio-
nes entre dos partes contiguas, la de mayor presiéon empuja hacia adelante a
la de menor, y b) cada una de sus partes estd sujeta a la presion del fluido

que estd encima (en direccion vertical).(Levi, 2001, p.23)

Este postulado cobra importancia relevante cuando se enuncia la siguiente pro-
posicién, “Si una superficie es cortada por un plano que pasa a través de cierto punto y
si la seccion es siempre una circunferencia (de un circulo) y el centro es el punto men-
cionado, la superficie es de una esfera.” (Becerra et al., 2006, p.2).

Esto junto al primer postulado muestra que un fluido en equilibrio siempre adop-
tard una forma esférica o por lo menos la superficie de este serd la de una esfera con
centro en la tierra, asi de manera implicita muestra la concepcién que tenia de una tie-
rra esférica, como lo hacen los astronomos griegos de la época como Eratostenes. Con
esto en mente Arquimedes comienza a derivar proposiciones que dan cuenta las dis-
tintas situaciones que se presentan cuando cuerpos solidos interaccionan en un fluido
en equilibrio, por ejemplo, un sélido que flota bajo la superficie del fluido en equilibrio
(proposicién 3) o un sélido que estd parcialmente sumergido (proposicién 4) y un cuer-
po que se hunde en él (proposicién 7)(ver figura 1.1)

Asi mismo, se deduce de esta obra el famoso principio hidrostatico o principio
de Arquimedes como el resultado de combinar la proposiciéon 6 y 7 del primer libro

(Fernéndez, 2017), este principio como se estudia actualmente en muchas partes del

5El libro “The Works Of Archimedes” editado por Heath Thomas Little 1897 es una recopilacién
de varios trabajos realizados por Arquimedes entre ellos sobre los cuerpos flotantes, traducido al es-
panol por Becerra, H., Bello, C., & Diaz, V. (2006).
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- Fluido
Porcion i1 Fluido e, i
. Sumergida Bl Desplazado Desplazado
= \|/ b
Prasién

__

PROPOSICION 3 PROPOSICIONES 4 Y 5 PROPOSICION 7

Figura 1.1: Tomado de: Becerra, H., Bello, C., & Diaz, V. (2006).“Sobre los
cuerpos flotantes” de Arquimedes: una mirada experimental. Recuperado de
http://funes.uniandes.edu.co/9003/1/SobreCuerpos2006Becerra.pdf

mundo esta lejos de tener la forma matemética que conocemos hoy, partiendo del he-
cho que los conceptos de fuerza y presién no fueron desarrollados por él; aun cuando si
introduce el de peso especifico o densidad. Esto se puede ver por ejemplo en el relato
debido a Vitrubio reconocido arquitecto romano, que narra la anécdota de la corona del
rey Hierén II, que Arquimedes resuelve elegantemente, el procedimiento aplicado para
la solucion de este problema apareceria en un poema titulado De ponderibus et mensu-
ribus (De los pesos y las medidas) en el afio 500 d.c (Levi, 2001).

Sus ideas al igual que sus trabajos permanecieron en el olvido durante varios si-
glos, esto debido a que el pensamiento aristotélico fue ganando cada vez mas fuerza. No
es sino en 1603, en una reunién entre filésofos y matematicos en Florencia, que Galileo
Galilei (1564-1642) haciendo uso de su conocimiento en temas hidrostéticos (gracias a
que uno de sus maestros® conocié la obra de Arquimedes), alli plantea senda discusién
entre los defensores del pensamiento aristotélico, que aseguraban que la flotacién de
un cuerpo solo dependia de su forma y no como aseguraba Galileo de su densidad, es-
ta discusién quedd consignada por voluntad de Césimo hijo del gran duque de Toscana

Ferdinando de Medici, asi se dice que:

Fue entonces cuando Cdsimo ordend a su Matematico redactar una relacién
al respecto, misma que aparecié en 1612 bajo el titulo Discorso intorno alle
cose che stanno in su 'acqua o che in quella si muovono (Discurso acerca de

los cuerpos que se sostienen sobre el agua o se mueven dentro de ella).(Levi,

6Qstilio Ricci habia sido el discipulo de Tartaglia traductor de Arquimedes y por tanto conocedor
de su obra (Ferndndez, 2017)
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2001, p.29)

Aunque también se cree que las ideas de Arquimedes aparecieron un poco antes
con Leonardo da Vinci (1452-1519), este personaje més reconocido como artista que co-
mo hombre de ciencia, estudié el comportamiento de los liquidos e ided distintos mon-
tajes, entre ellos canales que le permitié por medio de pequenas particulas (semillas)
trazar sus trayectorias, que posteriormente y con bastante dedicacién plasmo en papel,
adicional a esto hizo afirmaciones sobre la naturaleza del agua y del aire llegando a en-
contrar caracteristicas comunes, desapercibidas luego por Newton, como se muestran en
las siguientes citas “en todo caso donde hay movimiento el agua tiene gran parecido con
el aire.” (Truesdell et al., 1975, p.71), “el movimiento del agua en el seno del agua se
parece mucho al aire en el seno del aire”. (Truesdell et al., 1975, p.71)

Otras ideas desarrolladas por Da Vinci, pueden suscitar mas revuelo, dado que
¢l nunca sistematiz6 sus observaciones ni hizo alguna medicion que diera cuenta de lo
visto, sin decir que su método era poco riguroso, con lo cual hay dificultad de atribuirle

dichos descubrimientos estos son: el principio de continuidad y de circulacién constante.

1.2 — Mecanica de Fluidos Apartir del Siglo XVIII

Lo mas notable sin lugar a duda con el que se cierra el siglo XVII y abre el siglo
XVIII son los Philosophie naturalis principia mathematica, publicado en 1687 por Sir
Isaac Newton (1642-1727) una obra que alcanzo rapidamente gran prestigio en la comu-
nidad académica, los efectos que produjo en la fisica representan por un lado un gran
avance para condensar un sin nimero de fenémenos descritos por tres leyes (las leyes de
Newton) y por otro lado como una obra original que define problemas concretos’ sobre
los cuales enfocar la atencion.

El segundo libro hace una discusién extensa sobre la resistencia de los cuerpos

en medios fluidos, la obra es extensa y compleja de entender por lo que solo se presenta

"Uno tenfa que ver con la forma de la tierra, en donde existia una lucha entre cartesianos (teorfa
de vortices) y los newtonianos, unos proclamaban que la tierra era achatada por el ecuador (cartesia-
nos) y los otros que era achatada por los polos (newtonianos).
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la definicién que da Newton de un fluido, que es dada en la seccién V (sobre la densi-

dad y compresién de los fluidos, y sobre la hidrostética) del libro 2:

Fluido es todo cuerpo cuyas partes ceden a la aplicacién de cualquier fuer-

za, y, al ceder, se mueven entre si con facilidad. (Newton & Escohotado,

1987)

Hoy estos fluidos considerados newtonianos son un caso particular de los medios
continuos al considerar un valor constante para la viscosidad del medio, entendiendo
que la viscosidad es la oposicién que sufren los fluidos mientras fluyen. Pero no fue sino
65 anos después cuando aparecieron las famosas ecuaciones de Newton en su forma ma-
tematica que realmente incentivé buscar los principios generales de la fisica y con ello
de la mecanica de fluidos, estds ecuaciones las presenta Leonard Euler(1707-1783) y
es él también el que se encamina hacia la busqueda de estos principios. Considerado
el fisico tedrico mas importante del siglo XVIII, hizo grandes contribuciones a las ma-
tematicas y en la fisica sus trabajos son de suma importancia. Se le debe a él, el desa-
rrollo de una teoria de fluidos perfectos; si bien se le reconoce como el precursor de tal
teoria, lo cierto es que llega a ella siguiendo los trabajos, por un lado, de los Bernoulli,
de cientificos e investigadores contemporaneos a él, y recogiendo los desarrollos que se
venian acumulando entorno a esta ciencia.

Si se parte de lo que expone Clifford Ambrose Truesdell®, fueron dos problemas
los que se derivaron del libro II de los principia de Newton, uno tenia que ver con la
forma de la tierra, disputa que se daba entre el modelo de vértices promulgada por
Descartes y el modelo de Newton; que se basa en la accién a distancia, por otro lado,
la salida de un liquido por un recipiente, que fue atacado por Daniel Bernoulli (1700-
1782), el problema supuso integrar varios principios que ain no eran del todo convin-
centes, entre ellos el de Leibniz; que se basa en el concepto de fuerza viva — hoy asocia-
do con energia cinética- y fuerza muerta — esta a su vez con la energia potencial-, de
esta manera es que se cree que infiere la famosa ecuacién de Bernoulli, sin embargo pa-

rece que no es del todo claro cémo llega a ella, pues no aparece en ninguno de sus tex-

8Matemaético, fisico e historiador de la ciencia.
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tos. En su obra hidrodynamica publicado en 1738 presenta la manera como se podria

calcular la presion dentro de un fluido, en palabras de Truesdell:

considera al fluido como si fuera un bloque y hace desaparecer la pared del
recipiente por donde se quiere calcular la presion .. .el bloque de fluido que
anteriormente se apoyaba sobre este punto experimenta un impulso que
Bernoulli relaciond, con el principio de conservacién de la energia, con la
presion que debe ejercer la pared para contener al fluido. (Truesdell et al.,

1975, p.122)

Es de aclarar que Daniel como lo hacen la mayoria de cientificos de la época,
consideran la presién en términos de la fuerza por unidad de area, en la siguiente ima-
gen (figura 1.2),%se representa uno de estos experimentos de donde se infiere la ecuacién
de Bernoulli. En la imagen se relaciona la altura perdida con respecto a la cota supe-
rior H, en el punto m hasta el punto h (altura mh), con la energia cinética que ha
ganado la columna de agua -en el conducto- en la toma manométrica, que se asocia a la
sobrepresiéon'? en la columna de agua con altura ah, asi de esta forma y haciendo unos

breves procedimientos se llega a la famosa ecuacién de Bernoulli :

2

(%
pgH, =p—pa+p§” (1.1)

Esta forma matematica que toma la ecuacion fue dessarrollada por Euler, aun-
que Juan Bernoulli (1667-1678) padre de Daniel, presenta en su Hidraulica de 1739 una
organizacién méas adecuada y comprensible al desarrollo hecho por su hijo.

Lo més notable de la obra (Hidraulica) de Juan Bernoulli es un adelanto hacia
la formalizacion del concepto de presion, partiendo como lo describe Truesdell del con-

cepto de fuerza interna, que recoge de otro estudio debido a la flexion de cables donde

9Las gufas, flechas y pardmetros que aparecen allf, se han puesto de manera adicional para mejorar
la explicacién, y no corresponden a la imagen original.

10,5, sobre presién se entiende cémo; la presién debida a la columna de agua en la toma manométri-
ca (ah), representada como : p’=p-p, donde p, es la presién atmosférica

1Para una mejor compresién, véase: Las ecuaciones de Euler de la mecanica de fluidos por Lifidn,
A. PP. 154- 158



1.2. BREVE HISTORIA DE LOS FLUIDOS Y SU FORMALIZACION 11

P i e 1 U= A

gj

!

N M o
I JU—— _-.1.."-"'-;4‘“_.5.’;.. s e

il 3 . 'vﬁ‘m
Y = et - - o —
Vs . : = P

) hl‘-:"*!-b. ._g;."l ‘d.-:j_

ch

Figura 1.2: . Linan, A. (2007). Técnica de medicién de la presién que él in-
trodujo por primera vez en la Mecanica de Fluidos. [Figura]. Recuperado de:

http://www.profesaulosuna.com/data/files/ TOPICOS %20SELECTOS %20DE %20FISI
CA/FLUIDO/LINAN_CL_2009_0la.pdf

ya habia formalizado el teorema de Pardies!? en el tratamiento de la curva catenaria,
asi supone la existencia de un volumen (cilindro) infinitesimal en el seno de un medio
fluido sobre el cual actian fuerzas tangenciales en la superficie de dicho volumen, acla-

rando que:

Mediante esta abstraccion. ..no debe confundirse con la presion ejercida
sobre la pared. ..ni con el peso de una columna de liquido en reposo ya que
aparece en los trabajos antiguos, pues el nuevo concepto incluye a éstos dos

como casos particulares. (Truesdell et al., 1975, p.120)

1.2 — La Teoria de Fluidos Perfectos de Euler

La estocada final la haria Euler al introducir el concepto de presion interna que
junto con el principio general del momento lineal le permitieron encontrar las ecua-
ciones diferenciales para describir la dinamica de los fluidos irrotacionales e incompre-

sibles. Euler sabia de los trabajos de Juan y Daniel Bernoulli y adicional a esto él ya

I2Este teorema presuponia que la accién de cualquier parte de un arco pesado sobre su vecina es
equipolente a una fuerza tangencial que actia sobre la juntura.(Truesdell et al., 1975).
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habia elaborado trabajos del mismo corte; esto es, hallar las expresiones matemaéticas
para casos particulares, uno de estos trabajos titulado Sur le mouvement de I’eau par
de tuyauz de conduite (Sobre el movimiento del agua a través de tuberias) se basa en
analizar el comportamiento de bombas de agua (ver figura.1.3) y encontrar la relacién
entre un diferencial de velocidad y de presién que experimenta una porciéon de masa

fluida en la tuberia de ascenso, con esto en mente utiliza el principio de continuidad y
en resumen concluye que para un diferencial de volumen contenido entre el area yz y

YZ, es la diferencia de presiéon estre estas las que produce el movimiento.

oy g ; X, { >
powr la Clafe Deas et heernalique. Pea o FTT -

rircd S

Figura 1.3: Euler. (1754). Sur le mouvement de I’eau par des tuyaux de conduite-
Mémoires de 'académie des sciences de Berlin, Volume 8, pp. 111-148.. [Figura]. Re-
cuperado de: https://scholarlycommons.pacific.edu/euler-works /206 /
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Esto permitié a la vez desarrollar otro concepto fundamental, el de particula
fluida hoy en dia ampliamente usado para describir la dindmica de fluidos, un concep-
to tan simple, pero a la vez tan potente que estd a la base de la formalizacién de esta
ciencia, decantado por él, al llevar al limite (casi infinitesimal) un volumen de masa,
de tal forma que pueda describirse como un punto fisico, con propiedades como: mo-
mentum, masa, volumen, densidad entra otras, siempre y cuando dicho volumen sea lo
suficientemente grande para albergar un nimero elevado de particulas o moléculas, de
esta forma se pueden describir las trayectorias de dichas particulas fluidas como funcién
de las coordenadas espaciales y como funcién del tiempo, asi por ejemplo; si se conside-
ran las trayectorias de particulas fluidas al interior de un tubo de corriente y se asume
que estas trayectorias son paralelas y continuas en todo su recorrido (Tokaty, 1994) y
ademas que la cantidad de materia que entra por la seccién transversal en A es igual a

la que sale en B, como se muestra en la (figura 1.4).

" . .
)
\ - - e
—F e —— —

Figura 1.4: Tokaty, G. A. (1994). Lineas de corriente de flujo en un tubo de corriente.
[Mustracién]. Recuperado de: A history and philosophy of fluid mechanics.

Entonces, la velocidad —el vector- es tangente a la trayectoria o linea de flujo de
las particulas fluidas en todo momento, resulta es facil usar las propiedades del produc-
to cruz, para notar que v X dl = 0 donde ¥ es el vector velocidad y dl es la diferencial

de la linea de flujo con sus respectivas componentes dz, dy y dz, es entonces que:

7k
U X _Z = Vg Uy U = 6 (12)
dr dy dz

De la cual se obtienen las siguientes relaciones:

dr _dy _d

(. Uy v,

(1.3)



14CAPITULO 1. CAPITULO I: HACIA LA FORMALIZACION CLASICA DEL FLUIDO PERFE(

Que se denomina ecuaciéon de lineas de corriente, por otro lado, para establecer
la ecuacion de conservacion para la masa basta con establecer la variacién de la misma
en el tiempo a través de una superficie contenida en un volumen determinado, conocida

como la ecuacién de continuidad, que para fluidos incompresibles p es constante (véase

el Anexo A)
0 .
a—p +V-(pV)=0
t (1.4)
vV =

Estas ideas las perfecciona y generaliza en su tratado llamado Principia Motus
Fluidorum presentado a la academia de Berlin en 1752, donde desarrolla el conjunto de
ecuaciones — entre ellas la (1.4) - necesarias y suficientes para determinar el estado de
movimiento de un fluido, que como ya se ha mencionado es por hipdtesis incompresible
e irrotacional. Lo que sigue es aislar una particula fluida situando un marco de referen-

cia cartesiano para hacer el balance de fuerzas (ver figura 1.5)

4 Z dF, = —dpdxdz
-+ Zdﬂ = = dpdydz
-,

Z dF, = — dpdxdy

= X

Figura 1.5: Particula fluida sometida en todas las direcciones por fuerzas perpendicula-
res a la superficie de cada cara. Recurso de autoria propia

Y utilizando otra vez su hipotesis sobre la diferencia de presiones, logra aislar
las componentes de las fuerzas con magnitud dpdydz en la direccion -X, dpdrdz en la
direccion -Y y dpdxdy en la direccion —Z, que deben equilibrarse con la fuerza acele-
ratriz con la que la particula es movida (Ayala, 2018), estas fuerzas estan dadas por el

elemento de masa y las componentes de la aceleracion a,, a,, y a., se obtienen entonces
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las siguientes ecuaciones.

dma, = dpdydz; dma, = dpdzdz; dma, = dpdzdy (1.5)

Que al utilizar la regla de la cadena para las componentes de la aceleracion, asu-
miendo que u=u(z,y,z1t), v=v(z,y,2t), y w=w(z,y,z2,t) son las componentes de la ve-
locidad de la particula fluida en los ejes x, y, y z, que son a su vez funciones de estas

coordenadas y adicionalmente del tiempo ¢, se llega a:

ou ou ou ou op
P(a*“%*”a—y”’&) = Tor (1.6)
ov ov ov ov dp
i i - ) === 1.
p(at Yoz Yoy waz> dy (L)
ow ow ow ow dp
p(a*“%“a—y*wa—)—‘&‘pg (18

Estas ecuaciones (1.6),(1.7), (1.8)' junto con (1.4) son las que permiten des-
cribir el movimiento de los fluidos perfectos, o también denominados ideales, donde la
ecuacién (1.4) depende si el fluido es o no incompresible, si p es constante entonces es-
to permite constituir un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas (p,u,v,w)
a determinar (Lindn, 2007). En notacién vectorial estas ecuaciones quedan sintetizadas

en solo dos ecuaciones

+V - VW=-"F—yg (1.10)

13E] termino —pg se introduce como consecuencia de la presién que se experimenta debido al campo
gravitatorio y que es dirigido segin la linea de la plomada, por lo general asociada al eje z.
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La Derivada Material

Dentro de las ecuaciones de FEuler surgen dos marcos descriptivos para el analisis
del comportamiento de las particulas fluidas, estos denominados; descripcion Lagran-
giana y euleriana. Por un lado, la descripcién Lagrangiana implica seguir (o marcar)
una particula fluida para cada instante de tiempo con lo cual, la informacién que se
obtiene de ella no depende de su posicién; esto es ¢ = (t) , mientras que en la descrip-
cién euleriana se toman puntos fijos en el espacio, en los que se mide alguna magnitud
de interés para un instante de tiempo determinado, por tanto ¢ = ¢(7,t) , lo que im-
plica que esta segunda descripcion toma en cuenta las variaciones de posicién y tiempo
que tienen lugar en un fluido, surge entonces el concepto de derivada material o sus-
tancial que integra las dos descripciones mencionadas anteriormente dentro del mismo
modelo matematico, de la siguiente forma:

D(p(r,t) _0¢ | &

_9% 1.11
Dt g TVoVe (1.11)

Al aplicar la regla de la cadena a una funcién ¢ que depende del espacio y del
tiempo, se introduce el operador D()/Dt que permite hacer este tipo de descripcion
dentro de los medios continuos, la derivada temporal del segundo miembro se deno-
mina derivada local mientras que el producto punto del vector velocidad por el vector
gradiente se denomina derivada convectiva. Las ecuaciones de Euler entonces pueden
describirse bajo este operador, con lo que la ecuacién (1.10) se expresa como sigue:

% = —% —g (1.12)

Ya para finalizar esta seccion, hay que tener en cuenta que estos desarrollos no
involucran la resistencia que sufren los fluidos, que se caracteriza con la viscosidad o
de otra forma, en los fluidos perfectos la viscosidad del medio fluido es cero, con lo
cual afirma (Levi, E.,; 2001) “pues supone que sus particulas se mueven sin afectar a
las vecinas” (p.325). Aunque claro esta Euler sabia de estos efectos, pero faltdndo-

le una definicion clara de cudl era su naturaleza decidié omitirlos, en su descripcién
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de medios deformables, lo iltimo que hace Euler es introducir el concepto de esfuer-
70, para caracterizar la condicién de equilibrio, siendo p una funcién de la posiciéon su
diferencial ha de cumplir la siguiente condicién dp = Ldx + Mdy + Ndz, en donde

L = pay, M = pa,, N = pa, se tiene entonces: dp = pa,dx + pa,dy + pa.dz , esto lleva a

dp = p(azdx + aydy + a.dz) (1.13)

Donde el segundo miembro resulta de diferenciar una cantidad finita e, que es

funcién también de las coordenadas (z,vy, z) y es denominada por Euler como esfuerzo.

dp = pde (1.14)

Asi, si la densidad es constante se tiene una condicién de equilibrio, por lo tanto,
solo dependera de la funcién e (Ayala, 2018). También él identifica que en el caso que
esto no sea asi, habra una interdependencia entre la presion y la densidad, otro aspecto
a tener en cuenta es que se habra de considerar ademas la temperatura si esta depende

de la presion.

1.3 — El1 Esfuerzo

Como se mencioné anteriormente, Euler ya vislumbraba una idea de esfuerzo, no
en los términos modernos usados hoy en dia, donde se generaliza su concepto de pre-
sion interna, que siempre es definido perpendicularmente con el elemento de superficie
d¢. Cauchy demuestra que las ideas de Euler en este tema son un caso particular de un
concepto mas extenso, que permite definir un campo integrable de vectores de traccion
y con ello una transformacién lineal por medio de un tensor llamado esfuerzo (Trues-
dell et al., 1975). Por otro lado, el esfuerzo es una medida del estrés o tensién de un
medio, este a su vez es una cualidad o propiedad del mismo denominado estado de ten-
sién o de estrés, como afirma Castillo et al. (2014) “el stress se suele caracterizar como

referido a las acciones que unas partes ejercen sobre aquellas que se encuentran en su
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vecindad”** (p.45), lo que la distingue de la fuerza y este esfuerzo es medido como una
densidad de fuerza superficial, si se toma una particula fluida en el interior de un medio

continuo y por hipétesis se asume lo siguiente:

> M =7 x myd; =0 (1.16)

Donde la ecuacién (1.15) son las fuerzas externas actuantes sobre la particula
fluida y la ecuacién (1.16) son la suma de los momentos; en otras palabras, la particula
no es acelerada ni tampoco gira entorno a algtn eje, por tanto, su estado es de equili-
brio. Asf si sobre dicha particula actian los esfuerzos o vectores tension ty, iy v 3 que
se pueden descomponer segin los ejes coordenados (x,y,z) (ver Figura 1.6)', para que
se cumpla (1.15) deben surgir vectores tensién (o esfuerzos) de la misma magnitud y
sentido contrario a t,, t,, v t.. tensiones normales a cada elemento de superficie, mien-
tras que para que se verifique (1.16) basta con que se cumpla que t,, = ty,, ty, =ty ¥

t.. = t,, como es senalado en (b)

LV T L

z (a) z (b)

Figura 1.6: Particula fluida en un medio continuo, donde las tensiones que actiian so-
bre cada cara no son perpendiculares a dicha superficie d¢ (a) y por tanto se pueden
descomponer segtin los ejes coordenados (b). Recurso de autoria propia.

MPara ver una discusién alrededor del concepto fuerza- esfuerzo véase: El tensor de esfuerzos. Un
analisis epistemoldgico desde una perspectiva pedagdgica
15Basado en la imagen y andlisis expuesto en; (Kay, 1988) paginas 29 — 32.
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Por otro lado, si se quiere identificar un esfuerzo para un elemento de area orien-
tado arbitrariamente basta con hacer un corte por medio de un plano en el medio flui-
do, de tal forma que este no sea paralelo a los ejes coordenados'® (x, y, z) (ver figura
1.7). De esta superficie se identifica un elemento de drea denotado por d¢ en el que
actia un esfuerzo ¢ dirigido hacia afuera del volumen; formado por la interseccién de
los planos que generan los ejes coordenados con el plano de corte, la normal n identifica

" en ese punto con lo cual, haciendo uso de la hipdtesis (1.15) se es-

al elemento de 4rea'
tablecen esfuerzos que estan en relacién al d€ y en relacion a los planos zy , yz y zz con
ni, No ¥y ng como sus cosenos directores correspondientemente a cada esfuerzo t; para

(i= 1,2,3) generado para cada plano y expresado como combinacién lineal de la forma

siguiente!s:

Expresado en forma matricial como:

tl ta:x tyac tzx n
to | = | toy tyy tey | | M2 (1.18)
t3 t:r:z tyz tzz n3

La matriz asociada en la expresién (1.18) que conserva el estado de tensién de
una particula fluida en un punto, se denomina tensor de esfuerzo o de tensiones, re-
presentada en la ecuacion (1.19), como se evidencia el tensor es simétrico con lo cual

T =T

(1.19)

16También puede considerarse el caso contrario y ubicar el sistema de coordenadas de tal forma que
no coincida con los lados de dicho plano de corte

17Si 71 es positivo sale del volumen caso contrario si es negativo (entra), hecho que Cauchy demues-
tra llegando a £ - = —£ - (—n)

18En el sentido estricto del célculo es necesario introducir las fuerzas de volumen, que a diferencia
de las tensiones no son fuerzas por contacto o que se trasmiten a través de una superficie, sino que son
fuerzas instantdneas como la gravedad y que resultan despreciables para la operacion.
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Figura 1.7: Esfuerzo orientado de manera arbitraria a los ejes coordenados (x,y,z), para
hallar la expresién general del estado de tensiéon en un punto. Recurso de autoria pro-

pia

En notacién de subindices la ecuacién 1.18 toma la forma de:

Es importante resaltar que las componentes del tensor esfuerzos relacionan el
subindice i del plano donde se aplica tal esfuerzo en direccion j, asi, por ejemplo, la
componente t,, relaciona el esfuerzo en direccién de las equis con el elemento de area
perpendicular al eje y (el plano xz). Esto da lugar a dos tipos de esfuerzos los cortantes

y los normales.

1.3 — Esfuerzo Cortante

Se denomina esfuerzo cortante o tangente a los esfuerzos que actian paralela-

mente a la superficie, una expresion matematica que da cuenta de esto es:
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o (ARY R
TT A\ A ) T ae

dF;
:d—gl]:tUCOn‘]#’l

(1.21)

Donde F; es una fuerza tangencial sobre la superficie, estos esfuerzos a su vez se
pueden descomponer en dos ejes ortogonales sobre la superficie, este tiene un efecto so-
bre los fluidos por ser el causante de la deformacién, como ya se ha senalado, los fluidos

no soportan pequenos esfuerzos de esta indole y tienden a fluir debido a ello.

Representado en forma matricial como:

te 0t (1.22)

1.3 — Esfuerzo Normal: Presién

El esfuerzo normal o llamado también presion, es el esfuerzo que es perpendi-
cular a la superficie y puede estar orientado positivamente si este sale del volumen de
referencia con lo cual se le suele denominar tensién de traccién que en los liquidos y en
los gases no esta presente, en cambio cuando esta orientado negativamente; entrando
hacia el volumen de control, se le denomina tensiéon de compresién o presion interna, al
igual que el esfuerzo cortante se mide como una densidad de fuerza superficial, al llevar

al limite la superficie por el cual actuaria dicho esfuerzo

tm <AFn> dF,

g = =

Ag—0 \ A& d¢ (1.23)
_ aF; ’

- dg

=05 coni =]

Que expresado en forma matricial en relacién al tensor esfuerzo queda de la si-

guiente manera
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Oz O 0
0 0 o0,

Téngase en cuenta que, gracias a la simetria del tensor de esfuerzos, este se pue-
de expresar de tal forma que bajo cierta configuracion las componentes tangenciales
sean cero, esto es, que puede ser diagonalizado o expresado como una matriz diagonal
para cierta base ortogonal, con lo cual la matriz (P) que determina los vectores de di-
cha base, cumple con la condicién de P! = P~! por tanto el esfuerzo normal queda

representado como:

oc=P'TP (1.25)

Si se expresa en notaciéon de subindices se introducira el delta de kronecker como ¢;; =
—pdi;, que representa el caso de un fluido en equilibrio con p como la presién; conside-

raciéon que se hace en la termodindmica (Crespo Martinez, 2006)

1.3 — Propiedades del Tensor Esfuerzo

Una de las propiedades mas importantes y de interés de los tensores es su in-
variancia, esta caracteristica permite hacer transformaciones de coordenadas sin que
con ello se cambien las magnitudes que definen el estado del sistema, por tanto, si se
considera un nuevo sistema de coordenadas tal que la medida del esfuerzo neto sea el
mismo, se puede encontrar una regla de transformaciéon como la siguiente:

o0z 07

Tij — s 22
oz 0x*

(1.26)

La ecuacién 1.26 es dada en forma tensorial y relaciona a un sistema de coorde-

nadas z¢ con el sistema barrado dado por z* **

19y éase la demostracién en el anexo B de este documento
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1.4 — Densidad

La densidad es una propiedad intensiva cuando no se consideran las variaciones
de temperatura y compresion que puede experimentar un fluido, de esta forma, esta
magnitud se mantiene constante. Por otro lado, un paso al limite para un volumen de
control muestra que AV’ es el volumen minimo para que las consideraciones del conti-

nuo sean coherentes con las descripciones de los fenémenos fisicos.

Am) dm (1.27)

g ]./ —_— —_ ——
P= avEav <AV av
1.5 — Ecuacion de Conservacion de la Energia

Otra cantidad importante que se tiene en cuenta es la entropia, partiendo del
principio de conservacién de la energia, que supone que en un fluido perfecto esta es
contante, debido a que no existe conduccion térmica y por ende perdidas de calor, lo
que conduce a que el movimiento para cualquier particula fluida sea a través de un me-
dio adiabatico, con lo cual, el valor de la entropia permanece constante, en otras pa-
labras, la entropia no varia ni en el tiempo ni en el espacio, por tanto su ecuacién se

representa COINoO:

ds
R 1.2
7 =0 (1.28)

Utilizando la derivada material para reescribir la ecuacién anterior, esta toma la
siguiente forma..
Ds  0Os

De la ecuacion (1.29) también se dice que el movimiento del fluido es isoentrépi-
co (la entropia es la misma), que describe de manera general el movimiento adiabético
de un fluido ideal (Lifshits and Landau, 1986). Ademds, si psv designa la densidad de

flujo de entropia entonces se puede utilizar la ecuacién (1.11) para obtener otra expre-
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sion de esta cantidad conservada.

% +V-(psV) =0 (1.30)

Finalmente, los desarrollos matemaéticos y fiscos que se han planteado han si-
do desde un enfoque geométrico de la realidad, asumiendo con esto, que el espacio se
puede describir con tres coordenadas; la geometria esta a la base del sistema formal de
la fisica cldsica y estd a la base de nuestra experiencia sensible. Cabe resaltar, que en
la fisica cldsica son las nociones de espacio y tiempo las que no se han extraido de la
experiencia sino de la visién que se tiene del mundo fisico y a partir de alli se ha mo-
delado la realidad, esto puede conllevar a contradicciones de orden fisico, matematico y
filosofico.

Segun se ha expuesto, la idea de un fluido perfecto ha partido de estas nocio-
nes, y ademas de la nocién, de que en ciertas condiciones podemos asumir que un fluido
no estd sometido a friccion y por tanto no pierde energia en forma de calor, esto es, no
presentan viscosidad y su movimiento es adiabatico e isoentrépico, con lo cual las ecua-
ciones que se han construido permiten describir con bastante precision aquellos fenéme-

nos que se ajustan a estos parametros.



2.0 — Capitulo II: Analisis

La fisica estd fundamentada sobre la base de una serie de principios y leyes que
estan sujetas a comprobacion, sin embargo, en algunos casos estos se asumen como
ciertos sin entender a profundidad las implicaciones que estos conllevan, el presente ca-
pitulo examina y analiza el principio de relatividad galileano con relacién a las ecuacio-
nes de campo de los fluidos perfectos clasico, adicional, analiza los planteamientos de la

relatividad que se deben tener en cuenta para formalizar un fluido perfecto.

2.1 — Principio de Relatividad de Galileo

El sistema de ecuaciones (8p/8t +V-(pV) = 0), (8‘7/81% +V.VV =—Vp/p— g)

y <(3ps JOt+V - (psV) = O) que describen totalmente el comportamiento de un fluido
perfecto, no expresan de manera directa o no hace explicito un principio fisico que esta

a la base de la mecanica clasica, este principio exige la necesidad de las leyes que des-
criben el comportamiento de un fenémeno de ser expresadas en la misma forma para

dos (o més) observadores que se mueven uno con respecto a otro a velocidad constante

y en linea recta, esto es, que las leyes fisicas son indistinguibles del estado de reposo o
movimiento relativo (rectilineo y uniforme) de los observadores. Conocido como prin-

cipio de relatividad galileano, conlleva a su vez a las ecuaciones de transformacién de

Galileo que conecta dos (o mas) referencias inerciales a partir de las siguientes expresio-

25
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nes:

T =21+ v,t

y=1y

(2.1)
z=7Z
t=t

Se obtienen por una suma vectorial de los radios vectores ¥ = OP y 7 = or
definidos en dos sistemas de coordenadas S y S (Ver figura 2.1), moviéndose S con res-

pecto a S sobre el eje horizontal 00 con velocidad V = Uy

P
-
.
-

=i

ol

Figura 2.1: Evento P observado desde dos marcos inerciales S y .S que se conectan me-
diante radio vectores 7y 7 respectivamente. Recurso de autoria propia.

2.1 — Ecuacién de Continuidad Bajo Transformaciones de Galileo

Para corroborar lo expuesto anteriormente supéngase un volumen de fluido en
el marco inercial S en el cual se determina la variaciéon de materia contenida en dicho
volumen y que pasa por alguna superficie de este, el marco S se mueve a velocidad

V =4, (sobre el eje de las equis) con respecto a S, la ecuacién de continuidad toma
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la familiar forma en S dada por la ecuacién® (1.4) en la seccién 1.2.2 como:

dp

SV (pil) =0

Donde # es el vector velocidad del fluido que atraviesa dicha superficie con com-

ponentes U = (uy, Uy, u,), si se expande, la ecuacién se desarrolla como:

dp Ou,  Ouy, Ou, p dp op\
8t+p(8x+8y +ay>+< e —i—uya +uzaz =0 (2.2)

Tomando por ejemplo la componente temporal y las componentes en direccion x

para hacer el andlisis matemético correspondiente?, se tiene que:

0 Ou, 0
p+pu+u P

ot P ey =0

Aplicando la regla de la cadena para transformar las coordenadas de S a S resul-
tan las siguientes tres expresiones, para cada una de las componentes que se tomaron

previamente:

% Op Oz L9 Opdy  Op0z 8p8t
ot oz ot ay ot 9z ot ' otot

o, Ou, OT N Ou, @ Ouy % Ou, 8_f
Por P\ oz 0c " 8y or = 9z ox ' oL ox

u@—u @@+8p8y+8p02 apat
“or 0rdxr Oyodr 0zZ0x ot Oz

Derivando parcialmente las transformaciones de Galileo (ecuaciones 2.1 ) se ob-

tienen los siguientes resultados:
0r oy 0z 0y 0z Ot ot 0x 0y 0z

ot

ot ot 0Oxr Ox Ox "ot Or Oy 0Oz

1 Utilizando las propiedades del célculo vectorial para la divergencia del producto con una funcién
escalar, como: V- (ptf) = Vp-id + pV - 4.
2Este serfa el caso de un movimiento unidimensional.
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Lo que permite simplificar las expresiones anteriores

dp _ Op, dp
A AT
Ou, Oy
'O&L‘ _pﬁf

o _, o

Yeor = "oz

De manera analoga se obtienen para las componentes y y 2

Ouy _ 0Ouy Ou, _ 0Ou,
Py = oy Pa, ~FPoz
9 _ -9 9 _ - 9Op
Yoy ~ Yoy Y, T "2 hz

Con lo cual, organizando cada uno de los términos obtenidos previamente se ob-

tiene:

dp ou,  Ou, Ou, o \Op [ _0p  _Op\ _
8t+p(8$+8y+8z>+<(uw Um)8f+uy8gj+u262 =0 (2.3)

Por 1ltimo, teniendo en cuenta que u = u — V/, se llega a la misma ecuacién de

continuidad para sistema de referencia® en S

dp = Sy
8—£+V'(pu)—0

2.1 — Ecuacion de Euler Bajo Transformacién de Galileo

La ecuacién de Euler (3‘7/ o+ V- -VV =—Vp/p— g> que describe la variacién
de la densidad de momento lineal debe conservarse para cualquier observador inercial al

aplicar las transformaciones de Galileo. Tomese para ello la componente en la direccion

3El simbolo V define las derivadas parciales en es el sistema barrado.
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de las equis como se presenté en la seccion 1.2.2 del capitulo uno con la ecuacién (1.6)

Oouy . ou, n ou,, Ou, dp
— F Up— F Uy— FU,— | = — =
P\ o ar | oy EP B
Utilizando el mismo procedimiento para transformar las coordenadas de S a S, del

apartado anterior

Oou, Ouy 0T Ouy @ Ouy 02 Ouy 8_75_

of oz ot oyot ozor ! ofon

Ou, Ou, 0T Ouy, @ Oy, % Ou, Ot

or  or ot oy ot 0z ot oF o

oP _oPor 0POy  0POz 0P OF
or  0xdxr Oyoxr 0zdx Ot Ox

Eliminando aquellos términos que se hacen cero y agrupando nuevamente, resulta en

8U_x+( _ )%_{_*%4_*% —_@
P\Tgr T\ T ) Ty T2 ) T Tz

En consecuencia, se restaura la forma de la ecuacion de Euler para el sistema S.

_op
e

+/U/_z_

%_*_—%4_—% Oy
P\t " "z T ey 9z

2.1 — Ecuacién Densidad de Entropia Bajo Transformaciones de Galileo

Para completar el conjunto de ecuaciones necesaria para describir el compor-
tamiento y evolucién de un fluido (siempre que la cualidad térmica en este caso la en-
tropia sea tenida en cuenta, de lo contrario bastaran las dos ecuaciones analizadas ante-
riormente), que es dada por la ecuacién (1.30).

dps

EJrV-(psu):O
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Que, siguiendo los procedimientos anteriores, obtenemos:

Ops _ Ops0x  Ops0y | Ops0z | Ops 0t
ot o0x ot Oy ot 0z ot Ot Ot

Ops _ Ops 0z Ops0y  Ops 0= | Ops Ot
or 0T ot Oy ot 0z ot Ot ot
Oou, Ou, 0T Ouy, @ Ou, % O, 8_5

or oz ot ojot oz ot ot o

Haciendo las respectivas simplificaciones y teniendo en cuenta que este proce-
dimiento es andlogo a las componentes y y z, se llega a la misma forma de la ecuacion
isoentropica para el fluido perfecto.

dps =

ﬁ—f‘v-(psﬂ):o

2.1 — Tensor Esfuerzo Bajo Transformacién de Galileo

Por 1ltimo, se comprueba que el tensor de esfuerzos no dependa del estado de
movimiento relativo del observador, esto puede enunciarse como: el estado de tensién
de un medio fluido en un punto es independiente del marco inercial en el que se mida,
para ello utilizando la regla de transformacién de la seccién (1.3.3) ecuacién (1.26), se

procede como sigue:

_ oz Ozt
Tll Trs
ox" 0x*s

Loztort L, oxtoxt 5. 07! ox!
ozl Oxs 0x? Oxs 0x3 Oz’

Expandiendo ahora para el indice s

11 11
T P, PO P )
T215i8$ 228_55183” 235i8$1

0x? Ozt 0x2 0x? 0x? 0z
T318_I18x 328_551% 338_m18x1

Ox3 Ozt ox3 0x? ox3 0z
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T =T (1)(1) + T*(0)(0) + T"(0)(0)+
T21(0)(0) 4+ T22(0)(0) + T**(0)(0)+
T%(0)(0) + T%%(0)(0) + T%°(0)(0)

Tll :Tll

Si se extiende de manera anéloga a la demas componentes? se concluye que, pa-
ra un observador en el sistema S la tension que mide sera igual que la medida en el

sistema S, esto es T% = T,

2.2 — Relatividad Especial

La relatividad especial es uno de los logros més importantes con que comienzan
el siglo XX, desarrollada por Albert Einstein, al publicar en 1905 su trabajo titulado,
sobre la electrodinamica de los cuerpos en movimiento; trabajo que desperté todo tipo
de reacciones tanto favorables como desfavorables, al deshacerse de la idea del éter tan
fuertemente defendida para la época junto con el principio de adicién de velocidades de
Galileo. Einstein desarrolla una teorfa (Teoria Especial de la Relatividad) que descri-
be el comportamiento que experimentan las leyes fisicas al transformarse entre marcos

inerciales y que parte de dos postulados.

2.2 — Postulados de la TER

Primer postulado: principio de relatividad

Las leyes de la fisica deben adoptar o tomar la misma forma en todos los marcos
inerciales, esto es, deben ser covariantes bajo transformaciones de coordenadas, con lo
cual, los resultados de un experimento no dependen del sistema referencia ni a la ve-

locidad a la que se mueva (siempre que sea constante) y por tanto las magnitudes fisi-

4Tenga presente que la notacién de super indices x%(i = 1,2, 3) corresponde a las variables (z,y, 2)
=i

= §% cumple con el delta de

del sistema de coordenadas cartesiano, por otro lado, se asume que B )
x

kronecker.
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cas que se observan en un sistema inercial se pueden transformar a otro sistema iner-
cial. Representa una extension al principio galileano, pues no se limita a las leyes de la
mecanica, sino que debe ser aplicable a todas las leyes de la fisica.

Segundo postulado: la constancia de la luz

La velocidad de la luz (¢) en el vacio es una constante universal independiente
del marco de referencia inercial en que se mida, en consecuencia, no existe cuerpo o
senal que viaje mas rapido que esta velocidad y por tanto todas las interacciones fisicas

que tengan lugar en la naturaleza deben tener una duracién temporal minima.

2.2 — Las Transformaciones de Lorentz

Las ecuaciones de Lorentz surgen de combinar los dos postulados de la TER pa-
ra conectar un evento visto desde dos marcos de referencia inerciales, estas ecuaciones
son necesarias para asegurar la covarianza por ejemplo; en la electrodinamica pues este
conjunto de leyes (ecuaciones de Maxwell) no cumplen con el principio de relatividad
de Galileo, si se supone un sistema S en reposo relativo a S que se mueve con respecto
a S con velocidad V = Uy, que por simplicidad los ejes de las equis coinciden entre los

dos marcos inerciales, como se muestra en la figura (figura 2.2).

y y
& R 1
S h)
V
e
o — = X
0 x 0
Z z

Figura 2.2: Dos marcos inerciales S y S alineados sobre el eje de las equis S en movi-
miento relativo a velocidad V' = v, con respecto a S. Recurso de autoria propia.

Ademas, cuando los origenes O y O coinciden los relojes comienzan a marchar,

asi en el sistema S se mide un tiempo t y en S un tiempo ¢, con lo cual resultan las si-
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guientes ecuaciones de transformacion.

T =y(x — v,t)
y=y
(2.4)
zZ=z

—

El factor v = (V') es una funcién de la velocidad relativa entre los marcos iner-

1 . .
ciales, que tiene como valor (1 —v2/c?)” 2, a partir de estas ecuaciones se pueden rees-
cribir los principios clasicos. Notese que las ecuaciones anteriores permiten por simetria

conocer las observaciones que se hacen desde S hacia el sistema S resultando en:

x=(T + vt )
ey (2.5)
Z=Z

t =t + zv,/c?)

Las consecuencias de los postulados de la TER se evidencian en estas ecuacio-
nes, por un lado, aparece una ecuacién de trasformacion para la coordenada temporal
que a su vez esta en términos de una coordenada espacial, de alli que la TER sea una

teoria del espacio-tiempo.

2.2 — Dilatacién de Tiempo y Contraccién de Longitudes

La invariancia de la medida de la luz conlleva a que se den dos efectos fisicos,
que son hoy en dia altamente comprobados, por un lado, que la medida del tiempo no
es absoluta, lo que hace que cada marco inercial marque su propio tiempo, este efecto
no es apreciado dentro del marco, solo si se comparan de manera externa por un obser-
vador en otro marco, esto es, “sélo se puede determinar su existencia cuando se com-
paran los tiempos internos de sistemas en movimiento relativo.” (Sierra Pareja, 2014,
p.52)

El otro efecto fisico tiene que ver con la contraccién de las longitudes, que a
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diferencia de lo que la fisica clasica asegura bajo las transformaciones de galileo esta
permaneceria invariante, esto se evidencia facilmente al tomar dos puntos, por ejem-
plo: x1 = %1 + vyt y ®9 = Ts + vUst que al hallar su diferencia (o el delta), resulta en
Ax = Az, algo que no pasa con las transformaciones de Lorentz, pues el mismo proce-

dimiento conlleva a la siguiente ecuacién®:

Axr = (1> AZ
v (2.6)
L=~"L,

Siendo L, la longitud medida en el marco S, también llamada longitud propia,
esta ecuacion muestra que para alguien situado en S, un objeto o cuerpo que se mueve

1 asf por ejem-

en direccion de las equis con velocidad v, se contrae en un factor de v~
plo: se encuentra que para un cubo que se mueve sobre este eje experimenta una con-
traccion en sus areas, siendo afectadas aquellas perpendiculares al eje equis, mientras

que las paralelas no sufren de dicha contraccién, se pueden escribir con las siguientes

ecuaciones de transformacién para los dos sistemas de coordenadas®.

dgm = dgg
dg, =~ d¢; (2.7)
déz = 7_1d52

Si se tiene en cuenta estas transformaciones en la construcciéon del tensor de es-
fuerzos se encuentra que es asimétrico en la TER, como se expone a continuacién.
2.2 — Asimetria del Tensor Esfuerzo en la TER

Considerando lo que se ha visto hasta el momento, y si se utiliza las ecuaciones

de transformacién de las areas, junto con la definicion de esfuerzo cortante y tangen-

SPara ver una explicacién méds amplia y detallada véase por ejemplo en Vélez (2016) capitulos 9 y
10

6Se utilizara de ahora en adelante un superindice “o”para indicar aquellas variables o medidas
hechas en el sistema de referencia S = S°, también llamado marco propio.
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te visto en la seccion 1.3, se puede calcular con las ecuaciones 1.21 y 1.23, el estado de
tensién de una particula fluida, respecto a S y S°, si como lo expone Tolman” las fuer-

zas también sufren una transformacion dadas por las ecuaciones:

dF, = dFy
dF, = fy’ldF;’ (2.8)
dF, =y 'dF°
Asi entonces se llega a:
tey tyy ta | = | VM, o, 1S (2.9)
tos by tes QI R o

Donde T = T° representa un tensor simétrico medido en el sistema de referen-
cia propio S° = S, que es en virtud el tensor esfuerzo de la mecanica clasica dado por
la ecuacién (1.19), para obtener el resultado de la seccién (2.1.4) basta con las dos si-
guientes consideraciones, una que resulta trivial y tiene que ver con la velocidad del
marco de referencia, si esta es cero el factor gamma se hace uno y la transformacion re-
sulta simétrica, la segunda cuando ¢ >> v, entonces el factor gamma tiende hacer uno
y se tiene el caso de las trasformaciones de galileo. El tensor de la ecuacién (2.9) es lla-
mado tensor de estrés relativo, la relatividad encuentra un tensor simétrico denotado
por las cantidades P;; = t;; + giu;, que se suele llamar estrés absoluto®, donde g; es la
densidad de momento, u; la velocidad y ¢;; el tensor de esfuerzos, mas adelante se hard
referencia a esto.

Aunque este analisis se queda corto considerando que la TER no es una teoria
tridimensional y por tanto se requieren otros tipos de objetos matematicos para hablar

de sus fenémenos, como se muestra a continuacién.

"Véase en Tolman (1987) el capitulo 25
8Véase en Tolman (1987) pagina 69
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2.2 — Cuadrivectores

Para describir un fenémeno o evento desde el enfoque de la TER, es necesario
operar con objetos matematicos denominados cuadrivectores, nuestra experiencia nos
dice que un punto o evento en el espacio tridimensional necesita de tres coordenadas
para ser especificado, resulta contra intuitivo pensar que se necesite una coordenada
adicional llamada espacio/tiempo, esta es otra consecuencia de los planteamientos re-
lativista que exige extender la nocién habitual de vector en R? a R* también llamado
espacio de Minkowski, entonces un cuadrivector es un vector con cuatro componentes
reales (Vélez, 2016), sus propiedades matematicas obedecen las misma propiedades que
los vectores tridimensionales, por tanto, las ecuaciones de Lorentz deben cumplir con la

propiedad del algebra, esto es que, X = AX , donde A es una matriz 4 x 4.

z° y —yv/c 0 0 20
z! —yv/c 0 0 xt
_ | e . (2.10)
72 0 0 10 x?
z3 0 0 01 x?

Nétese que la coordenada z° tiene como valor ct esto se debe a la idea de espacio-
tiempo?, en otras palabras,”la unificacidn de las dimensiones fisicas: la dimension de la
longitud para coordenadas tanto espaciales como temporales” (Vélez, 2016, p.155).Resulta
util construir una cuadrivelocidad y un cuadrimomento.

Cuadrivelocidad

Su definicion es andloga a la de velocidad en un espacio tridimensional, esto

quiere decir, que se mide la tasa de cambio de la posicién en funcién del tiempo®

U = (U°, U, U, U®)
d?
dt

(2.11)
U =7(u)

1 2 2

YAsuvez ! =2, 22 =9y x> =% porotrolado, 2° =ct, 2! =2, 22 =y y 23 =2
10FEs importante sefalar que en virtud de la de la definicién, habré que distinguir entre el tiempo
propio y el tiempo medido en el sistema S, o tiempo impropio.
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Cuadrimomento

El cuadrimomento se puede definir como el producto de la masa m, por la cua-
drivelocidad, se designa m, como la masa en reposo, ya que como consecuencia de la
conservacién del cuadrimomento, la masa inercial de la fisica clasica cambia de valor en

virtud de su movimiento por el factor v de Lorentz.

P=m,U

P=m, —
m (V(U) pm
De tal manera que m = y(u)m,, siendo m el valor de la masa medida en un sistema de

referencia estacionario con respecto a S°.

2.2 — Formulacion Covariante para un Fluido Perfecto en la TER

La relatividad especial exige que todas las leyes fisicas sean covariantes bajo
transformaciones de Lorentz y, por tanto, presentar la misma forma matemaética en
todos los marcos inerciales, el caso del electromagnetismo es el punto de partida para
esta teoria; por no cumplir con las leyes de transformaciéon de galileo, sin embargo, en
la teoria clasica de fluidos perfectos no se puede partir de este hecho, como ya se ha de-
mostrado anteriormente la leyes que definen el estado de un fluido, su forma matemati-
ca no cambia al cambiar de marco inercial y por tanto la exigencia de una mecanica
de fluidos relativista es dada al aplicar las ecuaciones de Lorentz (Tolman, 1987), para
construir un objeto matematico que dé cuenta de la conservacién de alguna magnitud

fisica consideremos lo siguiente.

Marco Comévil

En nuestra formulacion es necesario situar un observador de forma adecuada,
esto quiere decir, establecer un sistema de referencia que se mueva junto con el fluido,
con lo cual, para este, el fluido permanece en reposo todo el tiempo. Resulta til tra-

bajar con estos sistemas de referencia para simplificar los andlisis, asi se ha hecho con
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anterioridad, propiamente dicho el marco S° es una marco comévil sobre el que se ana-

liz6 la tensiones en un punto del espacio (véase la seccién 2.2.4).

Una de estas simplificaciones es dada por las componentes de la cuadrivelocidad

en el sistema S°, que toman los siguientes valores!?

Us= (US’UOI’Uoszg)

o

(2.13)
U(?é = (C’ O? 07 0)

Si en nuestro marco comoévil se establece un valor 7, para la densidad propia de
particulas (nimero de particulas por unidad de volumen), se puede entonces, construir

el cuadrivector flujo de particulas (N®), tal que:

N =n,U;
(2.14)
N¢ :770(U<?7U§>U027U03)

Por otro lado, si se define la densidad de energia propia €, como la energia del

nimero de particulas por unidad de volumen, entonces se tiene que:

€0 = 770771002
(2.15)

2
€0 = PoC

Obsérvese que para que nuestro objeto matemédtico (nuestro tensor) sea coheren-
te con las observaciones en S°, se tiene que cumplir, que la tUnica cantidad de energia
sea la que es proporcionada por la masa de cada particula'?, en este caso la que es da-
da por la ecuacién'® (2.15), esto se consigue haciendo el producto tensorial entre el cua-

drimomento y el cuadrivector flujo de particulas.

1Como se ha indicado las coordenadas espaciales no cambian en el tiempo y por tanto solo es deri-
vable la coordenada x° = ct

12En el caso discreto toma la forma E = mc? otra consecuancia de la conservacién del cuadrimo-
mento

3Donde p, se define como la densidad propia del sistema S°.
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Nemoc® 0 0 0 & 0 0 0
0 000 0000
P*® N* = = = p,UCU? (2.16)
0 000 0 000
0 000 0 000

Se puede afirmar entonces, que las tinicas variables que describen al tensor T? =
P> ® N* son la densidad propia y una c-velocidad'* (Bonilla et al., 2016), ahora bien,
si se utiliza la misma estructura para formular un tensor para el sistema S, el tensor se

denominara tensor energia- momento

Tensor Energia-Momento

Este objeto permite describir el comportamiento lineal del flujo de energia y
de momento, bajo la estructura matematica anterior podemos hacer la siguiente cons-
truccién, téngase en cuenta, que la densidad de energia en S es dada por las siguientes

ecuaciones, que se relaciona con la densidad de energia propia, del sistema S°.

€ = pc (2.17)

e=po’, (c=1)

En este caso, como las velocidades son diferente de cero y la cuadrivelocidad es
dada por la ecuacién (2.12) podemos facilmente generalizar la ecuacién (2.16) para S,

obteniendo:

7% = p,UU"P (2.18)

Ademas, si definimos que:

14En adelante se adoptara el sistema geométrico de unidades (o sistema natural basico) con lo cual
c=1
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dz®

TS

Ue (2.19)

Donde & es un pardmetro a lo largo de la linea de mundo, reescribiendo (2.18)

dz® dx?
Taﬁ = pp | — - 2.20
p ( ds > ( ds ) ( )

Lo que sigue, es encontrar cada una de las componentes, si se toma 7% (las

componente tiempo-tiempo), se deduce lo siguiente:

dz° dx®
00 __ i o
Jﬁ_%(&><ﬁ)

dz®\ 2 dt
TOO: hatadl — 2 [
po(dg) ouc (dg)

dt
00
T :%8C§)

Utilizando el intervalo cuadrado para hallar la relacién entre dt/dS, se encuentra

que esta es /¢, con lo cual:
(2.21)

Desarrollando las componentes (tiempo-espacio) T% = p,(v%/c)v’, se obtiene el siguien-

te conjunto de ecuciones.

T =po(v*/c)v!
7% =p,(v*/c)v? (2.22)

% =py(o? [

Para las demds componentes basta con la forma general de la ecuacién (2.20) que me-
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diante la regla de la cadena se transforma en:

r-n () () (%)

de esta forma obtenemos que la componentes del tensor, esta dada por:

P> poY vt e py*uife  poytud/e

_—. Py v e po (vt )e)? poyPutv? /et poyiute? /e

(2.24)
P20 e poy PPN )P pe (02 )): poyPund 2
P03 e poy vt/ poy R [ peyt (VP /)
Para el marco comévil v = 1 y entonces'®:
1 v/ vy, /c v,/c
ve/c (vg/c)? v,/ v,/
N R .
vy vyua/c? (vy/c)? vyv./c?
v./c v/t v,/ (v /c)?

El tensor energia-momento debe ser capaz de conservar cantidades fisicas, en

otras palabras, se debe cumplir que'® VoT® = 0, si por ejemplo, se evalua la compo-

nente tiempo-espacio VT2 se haya que:

VT = VT + VT + VT + VT = 0 (2.26)

oY 10p, 10uzp, . 10vyp,
oxe  cote ¢ Ox°

1 0v,p,
c 0y° c 0z°

10p, 1 [Ovepo | Ovyp, = Ov.p,|
c ote claxo i oy° * 0z° =0

=0

1 [0p, o N
o4 ]| =0

15Gi se toma las componentes contravariantes de la velocidad para reescribirlas segiin la base carte-
siana entonces (v!,v?,v3) = (vy, vy, v,)

0 10
I6E] operador nabla para la TER es de la forma V, = o donde Vy = P
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Esta es la forma familiar de la ecuacion de conservacién de la masa o ecuacién de con-
tinuidad (1.4) de la seccién 1.2.2, por otro lado, si se calcula la componente espacio-

tiempo V9T

VOTY = VTR + VT + VST + VT =0 (2.27)

ot 1 0vp, 1 o2p, 1 Ovguyp, 1 Ovgu.p,
oxe 2 Ote 2 Jx° 2 Oy 2 0z°

=0

Po | Ovy 0v, 0v, 0v, Ve | Po 0poUy Opovy Opov,
Fo — —Z 4y, == =z » . =0
c? {(%0 v 0x° +y oy° v 0z° * 2 | Ote v ox° Ty oy° v 0z°

Po OV | . oo Vo (0p0 | . oo |
2 {81&0 +v-V <UZ)1 + = {8# +v-V (povl)l =0
1 a(povi> — o _
= { 510 +v-V (povl)] =0

Como se observa en el desarrollo anterior el flujo de densidad de momento p,v;
se conserva, hay que tener presente que en el analisis solo se consideré la energia de
cada particula, esto es, se considera que no existe interaccion entre ellas, por lo que el
material no esta sometido a presiones o lo que es lo mismo que la presiéon p = 0. Si se
considera un fluido sometido a presiones en el marco comovil, se debe introducir den-
tro de la descripcion anterior un variable de presién propia p,, el tensor en el marco

comovil toma los valores como se aprecia a continuacion

po 0 0 O Potpo 0 0 0 -1 0 0 0
0 po 0 O 0 0 00 0 100
Téw — — + Po (228)
0 0 po O 0 0 00 0 010
0 0 0 po 0 000 0 0 01

La ecuacion se ha organizado de manera conveniente, teniendo en cuenta que la
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matriz diagonal (-1,1,1,1), representa el tensor de Minkowski n*¥, se puede utilizar el

mismo razonamiento que hasta ahora se ha llevado a cabo para expresar lo siguiente:

T4 = (po + po) UYUY + pon” (2.29)

y de manera general para cualquier marco S (su forma completamente covarian-

te) que se mida con respecto a S°

T = (po + po) UMU” + pon” (2.30)

Por 1ltimo, para el caso en que p = 1, si se calcula la divergencia V, T = 0, se

comprueba!” que

Opo

du,
o o =0 2.31
5, + (2ot po) (2.31)

dt

Resulta en una forma analoga a la ecuacién de Euler.

Para concluir este capitulo, es importante resaltar que el tratamiento hecho en
la primera parte demuestra el porqué la fisica clasica es tan poco controvertida, el prin-
cipio galileano asegura la covarianza de las ecuaciones de campo de los fluidos perfec-
tos, la hipétesis de encontrar una contradiccion a este principio no resulta ser cierta en
este caso, ademads se asume no solo que las ecuaciones son idénticas para cualquier ob-
servador sino también sus variables, en la trasformaciones hechas, la regla matematica
no impone un criterio a la variable, con lo cual, se asume que es vélida o invariante pa-
ra cualquier observador.

El tratamiento relativista, por otra parte, permite una construccién matematica
si bien mas abstracta también méas simple, lo abstracto viene de la nociéon de espacio-
tiempo que agrega una coordenada adicional a nuestro sistema matematico y geométri-
co, esto exige operar con un espacio de cuatro dimensiones y del cual no se tiene una
experiencia sensible; como se hizo al plantear el andlisis tensorial del concepto de es-
fuerzo que basédndose en la geometria conlleva a la nocién de tensién. Sin embargo, las

reglas de trasformacién y la formulacién tensorial proporcionan una explicacién consis-

17Véase Tolman (1987) seccién 85 y 86
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tente con los fendmenos formalizados, esto quiere decir, que de la formulacién tensorial

se pueden extraer resultados e interpretaciones de la naturaleza.



3.0 — Capitulo III: Discusiones y Conclusiones

A continuacién, se presenta una discusién en torno a los desarrollos expuestos en

el capitulo anterior y se muestran las conclusiones obtenidas.

3.1 — Primera Parte: Sobre la Teoria Clasica de Fluidos Perfectos

Los sistemas en la fisica se definen a partir de ciertos magnitudes o variables
estado que permiten describir el comportamiento a la vez que buscan que la descrip-
cién se prolongue en el tiempo, la experiencia muestra que siempre que se hagan cier-
tas suposiciones sobre la naturaleza, estas conllevaran a una formulacion matematica
coherente con dichos planteamientos. Si nos referimos al fluido perfecto de la mecénica
clasica (véase 1.2.2), este reposa en la idea de que los efectos de viscosidad y conduc-
cién térmica no son tenidos en cuenta, en este sentido, solo se configuran como varia-
bles de estado aquellas que hablan o se refieren a la distribuciéon de masa y las posibles
fuerzas que actuan sobre estas, en otras palabras, se habla de la densidad y de la pre-
sion como las variables que dan una descripcién total del sistema, si por simplicidad se
asume que la densidad es constante, esto es, que miremos donde miremos en el medio
continuo su distribucion de masa es homogénea obtendremos una formulaciéon ain més
simple.

Las suposiciones de distribucién de masa (densidad) y fuerzas (presion) se han
construido asumiendo de nuestra experiencia que, por ejemplo: la densidad de agua en
un vaso, no cambia por que el observador este o no en movimiento (inercial), o por el
contrario que sea el vaso el que se aleja o acerca de este, el resultado de esto es, que las
variables deben ser invariantes y las ecuaciones que las definen deben cumplirse para

cualquier observador (inercial), entonces, las ecuaciones que se han construido deben

45
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ser aplicables en cualquier marco de referencia inercial, o sea, deben ser covariantes, en
este sentido se ha corroborado (véase la seccién 2.1) que al aplicar las trasformaciones
de Galileo a las ecuaciones constitutivas o ecuaciones de campo de los fluidos perfectos,

estas resultan ser covariantes.

3.2 — Segunda Parte: Sobre la Formulacién Covariante

La formulacién que se hizo en la seccién (2.1) resulto ser covariantes en térmi-
nos clasico para los fluidos perfectos, por otro lado, si piensa en la teoria fisica clasica
en general, no se encontrara con estos mismo resultados, el caso particular del electro-
magnetismo sirve como contra ejemplo al principio de relatividad galileano y con ello
a sus ecuaciones de transformacién, partiendo de este hecho es que surge la relatividad
especial, que basdndose en dos principios (véase en la seccién 2.2.1) logra explicar un
conjunto mas amplio de fenémenos, asi, si se piensa en el conjunto de fenémenos que la
TER logra explicar versus la teoria clésica, se podria suponer que la mecanica clasica
estd contenida en la TER (o por lo menos sus fenémenos).

Es necesario entonces, traducir la mecanica clasica al lenguaje relativista, es-
to implica operar con las ecuaciones de transformacion de Lorentz y ademas plantear
una formulacién tensorial de cuatro dimensiones. El marco conceptual donde se esta-
blece una primera interpretacion y uso de la descripcién tensorial, es precisamente en
los medios continuos, los tensores son objetos matematicos que tienen la propiedad de
mantener invariante alguna magnitud fisica independiente del sistema de coordenadas
elegido, en los fluidos, este parametro se define con el estado de tensién o estrés que en
un punto del espacio es sometido por fuerzas que se trasmiten a través de superficies,
conocidas como esfuerzos, se busca entonces extender la idea de tensién a un medio
relativista, el resultado de esto, es la formalizacion del tensor energia-momento que a
diferencia de su contra parte clasica, es una entidad concebida para manter invariante
ciertos parametros como se vera mas adelante, ademéas de tener un significado de suma
importancia para la cosmologia.

Cabe aclarar las diferencias fundamentales en cémo se han elegido las magnitu-
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des o variables que describen un sistema, ya se dijo, que en la mecanica clasica este no
dependia del observador, diametralmente opuesto resulta en la TER, pues se hace ne-
cesario “rotular” estas variables para distinguir aquellas hechas en el marco comévil,
surgen entonces la presion y densidad propias, como los conceptos que permiten or-
ganizar dichos fenémenos, por ejemplo: la densidad que un observador en movimiento
relativo mide de un medio se transforma por p = 7?p,, siendo p, la densidad medida en
el marco que se mueve o descansa con el medio y siendo ~y el factor de conversion entre
los observadores, nétese que v = y(¥) es funcién de la velocidad relativa (entre Sy S°),
asi habra una infinidad de valores que puede tomar p.

El tensor energia-momento estd definido o mejor atin, esta formalizado a partir
de las observaciones locales que se hacen en el marco comovil de las variables de estado
propias (p, ¥ Po), ¥ por tanto todas las observaciones estaran referidas a dichas varia-
bles, la distincién entre variables propias e impropias rompe con el paradigma clasico y
en general con la experiencia que tenemos de los fendmenos, aunque claro esta, dichos
fenémenos no son de nuestra experiencia directa, de ahi, que el significado fisico que-
de ligado a la interpretacién del tensor, evaluando las componentes del tensor energia-

momento podemos concluir que:

= T% (espacio-espacio) : representa todas las formas de energfa o densidad de energfa,
se puede entender recurriendo en forma andloga a la interpretacion clasica, si se
asume una superficie contante en t =0 por donde un 0-momento esta fluyendo, no

en el espacio sino fluyendo en el tiempo.

» 7Y% (tiempo-espacio) : representa el flujo de densidad energia que atraviesa cada

una de las caras de un volumen de control.

» T (tiempo- espacio): es un flujo de densidad de momento en direccién i que

atraviesa una superficie constante t=0.

» T (espacio-espacio) para i,j =1,2,3 : Representa los valores de tensién en un pun-
to, resulta ser el caso andlogo del tensor de esfuerzos trabajado en la seccién (1.3),

la informacion contenida alli se relaciona con la presién propia del observado
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comovil.

3.3 — Tercera Parte: Cosmologia y el Fluido Perfecto

La importancia de la construccion del tensor energia-momento trae consigo im-
plicaciones en la forma en cémo se modela el universo, para ello partamos de dos as-
pectos, uno tiene que ver con el principio cosmologico, que asegura que el universo a
gran escala puede considerarse isétropo y homogéneo, cuando se refiere a la escala se
entiende que son del orden de 10® o més afios luz, la isotropia se puede describir desde
el enfoque clasico de medios continuos como, la constancia de las variables de estado
que describen al medio en todos sus puntos, en otras palabras, no existe un gradiente
de alguna de estas variables, o este a ha de ser cero, y por tanto cualquier medicién que
se haga no depende de la direccion, esto cobra sentido si por ejemplo se piensa, en las
observaciones hechas en los marcos comoviles, dado que en cualquier otro marco iner-
cial habra una transformacion de sus variables con respecto a la TER.

El otro aspecto tiene que ver con el postulado de Weyl, que afirma que: ”Las
particulas del sustrato descansan en el espacio tiempo sobre geodésicos temporales que
divergen de un punto en el pasado finito o infinito”(Ribera Manzano, 2016, p.14), lo
que nos dice este postulado a grandes rasgos, es que el universo se puede modelar como
un fluido (un fluido perfecto) donde para cada particula del espacio tiempo le corres-
ponde una linea de corriente (una linea de mundo), este postulado es la razén por la
que hay un tiempo cosmoldgico que cobra importancia para un marco comovil , como
afirma Ribera Manzano (2016):

Consecuencia de ello es que cualquier punto del espaciotiempo -sin considerar las
eventuales singularidades pasadas o futuras- es ocupado por una tnica geodésica, y, por
eso mismo, a él se le pueden asociar una serie de propiedades (temperatura, densidad,
presién, etc.)(Ribera Manzano, 2016)

Estos dos aspectos hacen del tensor energia-momento una consecuencia légica
con la cual se puede construir la descripcién fisica a gran escala del universo, solo fal-

taria imponer una ecuacién de estado, que relacione las variables (presién p y densidad
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p), partiendo de p = wp, se pueden hallar distintos valores para el pardmetro w, que
dan cuenta de la distribucién de energia-materia en el universo, una de estas ya fue dis-
cutida y tiene que ver con w = 0 — p = 0 asociada a una distribucion de particulas
desordenadas o materia en ”polvo”, segin Ribera Manzano (2016) “modeliza el po-
sible comportamiento de la materia barionica y de la materia oscura. Se sobreentien-
de que en ambas situaciones la materia que compone el universo no interactia entre
ella”(p.25), por otro lado, cuando w = 1/3 se encuentra que no hay distribucién de
materia sino solo de radicacién, el vacio cuantico se da cuando w = —p, estos son solo

algunos casos.

3.4 — Conclusiones

Con la presente investigacion se buscé entender el papel que juega el modelo del
fluido perfecto en la formalizacién de las variables de estado presion y densidad en la
teoria especial de la relatividad, esto trae consigo las siguientes consideraciones que se
pueden dividir en los siguientes aspectos.

Comprension del mundo fisico clasico

A la luz de la teoria clasica que describe el comportamiento del fluido perfecto,
este queda determinado por un conjunto de ecuaciones y de variables estado que resul-
tan ser covariantes bajo las transformaciones de Galileo, la idea de invariancia de las
magnitudes fisicas que definen un sistema como la presion y la densidad, resulta de un
sin numero de experiencias que alrededor de un fenémeno se han acumulado, sumado
a esto se asumen hipotesis sobre la naturaleza del espacio y del tiempo que no estan
sujetas a comprobacién, aunque de ellas se puedan sacar conclusiones veridicas (solo a
velocidades pequenas), lo que explica el por qué la mecdnica es poco controvertida.

Por otro lado, el estudio de los conceptos base muestra que los procesos de for-
malizacion estan mediados por distintas etapas, la idea de presion en la fisica es un cla-
ro ejemplo de esto, a partir de alli se construye la idea de tension y a su vez la idea de
tensor.

Comprensiéon de los fundamentos de la TER
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El estudio de los fundamentos de la TER trae como consecuencia un marco des-
criptivo mas profundo de la realidad fisica, consecuencia de ello es, por ejemplo, que los
objetos se contraen en direccién del movimiento, con lo cual, conceptos como presion y
volumen quedan definidos nominalmente para un observado comévil (presién propia /
densidad propia), por tanto, las variables de la mecdnica clésica son un caso particular
cuando las velocidades relativas son bajas comparadas a la velocidad de la luz y en este
caso no hay distincién entre densidad propia o impropia (que no es medida en el marco
comévil).

Lo anterior implica que el marco descriptivo sobre la cual se construyen explica-
ciones en la TER, es definido por un sistema comdévil donde se formaliza la presion y la
densidad, con ello los demas sistemas inerciales quedan caracterizados a partir de leyes
de transformacién entre tensores junto con estas variables de estado. Las transformacio-
nes de Lorentz implican la forma como son calibradas las medidas hechas entre marcos
inerciales cuando estos se mueven a velocidades comparables con la de la luz, el factor
de Lorentz juega el papel de proporcionalidad entre las variables propias e impropias,
por ejemplo m = ym,,.

Por otro lado, para las teorias cosmoldgicas, ver al universo a gran escala como
un fluido perfecto consiste en definir al tensor energia-momento y con ello definir la
ecuacion de estado que permite modelar distintas situaciones del cosmos, esto permite
construir una interpretacion coherente del universo y situar reflexiones filoséficas sobre
la cosmovisién y el lugar que ocupamos en el universo.

Por 1ltimo, resulta de interés pedagdgico el enfoque de medios continuos tanto
en la TER como en la mecénica clésica, esto permite colocar dichas teorias bajo aspec-
tos que resultan comunes, por ejemplo, la idea de un universo homogéneo e isétropo se
puede asemejar a la idea de medio continuo e incompresible, sin que con ello se caiga
en el error de asumir estos hechos como equivalentes, en este sentido, la investigacion
pretende motivar en doble via el estudio de medios continuos desde el enfoque clasico y
desde el enfoque relativista , siendo el presente documento un primer puente entre las

dos teorias.
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A.0 — Demostracion ecuacién de continuidad

La ecuacion de continuidad 1.3 dada en la seccién 1.2.2 se basa en la hipdtesis

de incompresibilidad de una particula fluida

0v, % ov,

8:U+8y+8,z:0

Para ello, evaliese una particula fluida con volumen dV = dxdydx y una den-
sidad p , que se ubica en la posicion R con lo que un desplazamiento a la posicion R’
en un tiempo dt, determina un volumen dV’ y una densidad p’, como se observa en la

imagen! A.1

I
L

dz + dwdt

dz

—p
R* dx + dudt

L J
=

Figura A.1: Levi (2001). Paralelepipedo fluido de agua que se desplaza de la posiciéon R
a R’ en un tiempo dt.[Figura]. Tomado de: El agua segin la ciencia p.298

La densidad o el incremento de densidad en un infinitesimal de tiempo es p' =

LCabe aclarar que este andlisis se encuentra en el libro: El Agua Segiin La Ciencia, de Levi que
aparece desde las paginas 298 a 299 y que aca se han completado los pasos intermedios ademas de
redisenar la imagen para mejorar la explicacion.
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dp
dt

al igual que las componentes de la velocidad en los ejes x, y y z denotadas por u, v, w

p + ——dt, siendo p = p(zx,y, z,t) funcién de las coordenadas (z,y, z) y del tiempo t,

respectivamente, teniendo en cuenta las siguientes ecuaciones:

dm
dV = dxdydz (A.2)

Y haciendo uso de la regla de la cadena en p’ , tenemos:

dp dp dp dp
= — 4+ = —v+ —w | dt A3
p p+<dt+dxu+dyv+dzw (A.3)

Y utilizando una notacién més cémoda, podemos rescribir la ecuacién A.3 como:

dp
P =p+ (d—’;+v-vp) dt (A.4)

Siendo ‘7, el vector velocidad con componentes (u,v,w),por otro lado, para el

incremento de volumen, se tiene entonces que :

dV' = (dx + dudt)(dy + dvdt)(dz + dwdt)

dV' = dxdydz [ 1+ @dt 1+ @dt 1+ a—wdt
ox oy 0z

Que, al distribuir y operar sin tener en cuenta potencias superiores a dos en los infinite-

simales de tiempo, se reduce a la siguiente expresion:

, ou Ov Ow
dV' = dxdydz {1 + (% + oy + E) dt} (A.5)

Nuevamente rescribiendo la ecuacion A.5 como:

AV’ = dv [1 +V- th] (A.6)
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Aqui surge la condicién necesaria para los fluidos incompresible, esta ha de man-
tener el valor de la masa constante, o lo que es lo mismo dm = dm/, siendo dm’ = p'dV"’

para el incremento de tiempo dt, con lo que se tiene que cumplir que:

av P
—— A7
awv' o (A7)
reeplazando con las ecuaciones A.4y A.6 en A.7 se tiene
d -
1 (d_/t) +V- Vp)
— =1+ dt (A.8)
(1+v-Var) p
-Vt
El lado izquierdo de la ecuacién A.8 se puede reescribir como: 1 — v —
(147 Var)
dp =
(1+v-Va) p

(%—l—‘?-Vp) (1+V-th>dt+p(v-V)dt=0

Expandiendo y simplificando donde los diferenciales de tiempo de orden superior
son despreciados, se obtiene lo siguiente;

dp

E—F[(Vp)-vjtp(V-V)]:O (A.9)

Por ultimo utilizando las propiedades del célculo vectorial para el segundo miem-

bro de la suma, se puede reducir ain mas la expresion, para obtener:

% +V- <p17> =0 (A.10)

Y como p no varia en el tiempo para un fluido incompresible, o lo que es lo mis-



mo p = cte en la ecuacién A.10 se llega a la conclusion que:

V-V=0

57

(A.11)



B.0 — Tensor esfuerzos: transformacién de coordenadas

La siguiente expresion denota la ley de transformacion del tensor esfuerzos para

distintos sistemas de coordenadas

s 0T 0T

ox" 0x*

T =T

Para ello tenga se encuenta la ecuaciéon 1.17 de la seccion 1.3

f= t_{nl + tgng + t§,n3

Que como ya se indico anteriormente, el esfuerzo queda determinado segtin una
base cartesiana, con lo cual las proyecciones del elemento de area en cada uno de sus

planos cumple la siguiente condicién:

dSZ'

(e = ) (B.1)
Donde los e; son los vectores de la base del sistema de coordenadas (z,y, z), a su

vez la tension en cada una de las caras del tetraedro (véase la figura 1.7 de la seccién

1.3 de la pagina 18) se puede escribir como combinacién lineal de un esfuerzo normal y

dos cortantes, con lo que se obtiene:

t, = %,
t2 = T2s€3 (BQ)
ty = 3%

Asi remplazando en 1.17 con las ecuaciones B.1 y B.2 :

o8
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t=(T"es) (- e1) + (T%es) (- e2) + (T%%e4) (7 - e3)
(B.3)

f= (N - e )es

Esta notacién en donde aparecen los vectores de la base e; resulta ser util al
querer transformar las coordenadas en funcién de otra base, por ejemplo, a la base é;.

Si asumimos que una base se puede expresar en funcién de otra base a través de los co-
7

eficientes de transformacién o, = p entonces es claro que:
x

€r = a:ﬂfz
Reemplazando en (B.3) tenemos
t=1"(h-alf)alf;
’ (B.4)
F: TTSOéiOég (ﬁfl)f]

El producto de la matriz de coeficientes v con el tensor 7 generan una transfor-

macion de coordenadas al sistema barrado, esto es

—%j __ TS 1 7]
T =T Q.0

.o
Que resulta en la ley de transformacion de los tensores de segundo orden, con o) = pr
, x
.0
y o) = —— | por tanto! en:
S a s !
71TS — rSs 81‘ 8$
Ox™ Ox®

'El 4nalisis anterior se ha tomado y desarrolado de Kay (1988) del capitulo 3 paginas, 34, 35 y 36
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