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2.Descripcion

Esta investigacion surge a partir del trabajo desarrollado en la Maestria en Docencia en la Matemética de la
Universidad Pedag6gica Nacional y bajo los lineamientos del grupo de investigacion Aprendizaje y Ensefianza de la
Geometria (“ZeG). Se retoman algunos datos recogidos por este grupo, durante el afio 2007, de un experimento de
ensefianza (Camargo, 2010) llevado a cabo en una version de un curso de geometria euclidiana plana y se analizan
esos datos a la luz de un marco de referencia diferente, en funcion de indagar por la participacion de los estudiantes en
la construccion de un teorema, visto como una unidad compuesta por su enunciado, su demostracién y el sistema
tedrico al que pertenece. El ejercicio investigativo pretende destacar el papel que tienen los estudiantes en la bisqueda
de un fin comun, el cual consiste en construir un teorema de manera colectiva a partir del uso de un sistema de reglas
compartido.
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4. Contenidos

1) DELIMITACION DEL PROBLEMA: Se presenta la justificacion del estudio, en la cual se argumenta por qué
es pertinente indagar por la participacion de estudiantes en la construccion de un teorema a partir de un sistema de
reglas compartido y se establece un nexo entre tal participacion y la formacion en valores democraticos. Se
plantean la pregunta de investigacion, el objetivo general y los objetivos especificos del trabajo y se muestra la
revision de la literatura.
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2) MARCO TEORICO: Se exponen los fundamentos tedricos que sustentan este estudio en relacion al tipo de
acciones de participacion de los estudiantes en la construccion de un teoremay a la calidad de esa participacion.

3) METODOLOGIA: Se describe la elaboracion metodoldgica del estudio de caso con el cual se desarroll6 este
trabajo. Se detalla el proceso de construccion del conjunto de datos a partir de una revision minuciosa de las
sesiones de clase grabadas en video, correspondientes a una version de un curso de geometria euclidiana plana de
profesores de matematicas en formacion. Se presentan las categorias de analisis fundamentadas en el marco
tedrico propuesto.

4) ANALISIS: Se desarrolla el analisis de la participacion de los estudiantes en la reconstruccion de un teorema,
teniendo en cuenta el constructo teorema propuesto por Mariotti (1997). Se analiza la calidad de la participacion
de los estudiantes considerando indicadores de autonomia, genuinidad, relevancia y originalidad.

5) RESULTADOS: Se discuten los hallazgos méas importantes de la investigacion respecto a las finalidades y la
calidad de la participacion de los estudiantes.

5. Metodologia

Este estudio es de indole cualitativo y se corresponde con un estudio de caso. Se hace uso de los datos experimentales
de la tesis de Camargo (2010), para interpretarlos y analizarlos a la luz de otro marco de referencia y con otro
objetivo. Como recurso metodologico se emplean técnicas de analisis retrospectivo como la confrontacion, la
evocacion y el recuerdo (Leblanc, Saury, Seve, Durand, & Theureau, 2001), aprovechando que el autor de la tesis fue
estudiante del curso objeto de estudio de Camargo (2010) y a su vez, la asesora de esta tesis, fue observadora no
participante de ese curso. De esta manera, al revisar los videos y transcripciones de las clases del curso de geometria
de 2007, para escoger los fragmentos con los cuales se llevd a cabo el analisis en el presente estudio, se tuvieron en
cuenta aspectos relevantes de la experiencia vivida por el autor y la asesora en el experimento de ensefianza
relacionado.

6. Conclusiones

La participacion de los estudiantes es diversa a lo largo de la produccion del teorema. En las diferentes intervenciones
de los estudiantes distinguimos aspectos que nos permiten concluir que la participacién de algunos tiene calidad en
términos de relevancia, originalidad, autonomia y genuinidad. Asi mismo, resaltamos la riqueza en la actividad
demostrativa en la que se ven inmersos la mayoria de los estudiantes y, en particular, el trabajo que desarrollan en la
exploracién del problema y en la formulaciéon del enunciado de la conjetura. Cada grupo presenta una propuesta
diferente. Una mirada detallada de ello se da en los capitulos 4 y 5 del presente estudio.

Igualmente, consideramos que si es posible que los estudiantes construyan un saber valorado social y culturalmente
como lo es la produccién de un teorema. El hecho de que en la comunidad de clase los estudiantes hayan logrado
llevar a cabo este fin comin de manera colectiva, contribuye al desarrollo de los valores democraticos en ellos. El
fomento de la autonomia, la originalidad y la genuinidad, gracias a la aproximacion metodoldgica, conlleva a que los
estudiantes generen aportes relevantes en la toma consensuada de decisiones.

Frente a los objetivos del trabajo, nos propusimos, de manera general, describir, interpretar y analizar como participan
los estudiantes en la construccion de un teorema teniendo en cuenta el constructo propuesto por Mariotti et al. (1997).
Para ello, abarcamos y cumplimos objetivos especificos relacionados con la decantacion en la literatura de referentes
tedricos, que nos permitieran construir categorias de analisis, para mostrar la participacion de algunos estudiantes e
inferir algunos resultados. Seleccionamos un estudio de caso, a partir de una revision minuciosa de videos de una
clase de geometria plana, y pudimos desarrollar un andlisis de participacion de los estudiantes y de la calidad de esa
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participacion. Luego, efectivamente cumplimos los objetivos en su totalidad.

Respecto a la pregunta de investigacién, indagamos sobre como participan estudiantes de segundo semestre de un
programa de formacion de profesores de matematicas, en un curso de geometria plana, regido por un sistema de reglas
compartido, que promueve el aprendizaje como participacion en una practica valorada socialmente. A lo largo del
trabajo se fue abarcando la pregunta paulatinamente y al final podemos decir que, efectivamente, este estudio la
responde, pues se han podido identificar finalidades y caracteristicas de la calidad de la participacion de los
estudiantes.

Sobre la proyeccion de este trabajo nos surgen algunas inquietudes y nos quedan varias preguntas. Por ejemplo, en
nuestro estudio no se entré en detalle sobre qué tan convencidos quedaron los estudiantes de que el teorema que
construyeron era cierto. Seria interesante indagar si una vez demostrado, los estudiantes aceptan su validez como
necesaria. De hecho, Stylianides (2007) sefiala que el conocimiento que se puede considerar como compartido en una
comunidad no refleja necesariamente la comprensién individual de cada estudiante.

Dada la especificidad del analisis realizado, también podria ser importante estudiar si con otros teoremas, incluso del
mismo tipo, la participacion de los estudiantes seria similar a nuestro estudio de caso. ;Cémo seria la calidad de la
participacion si escogiéramos otro teorema con un contenido geométrico diferente? ¢Habriamos encontrado los
mismos cddigos en cuanto a las finalidades de participacion? ¢Los estudiantes que analizamos tendrian diferentes
perfiles de participacion con otros teoremas? ¢Los codigos con menor frecuencia habrian tenido mayor frecuencia en
otros teoremas? ¢Podriamos generalizar perfiles de participacion de un estudiante contrastando finalidades y calidad
de la participacion?

De manera similar, se podria ahondar en la interaccidn entre grupos de estudiantes, sin ningin apoyo del profesor y
hacer una mayor profundizacion en los posibles nexos entre estas interacciones y la construccién de valores
democraticos, en el marco de una comunidad de aprendizaje con un fin comdn. Ademas podria hacerse énfasis en el
papel que jugd el soporte tecnoldgico en la participacién de los estudiantes y si tuvo alguna relacién con la formacion
de valores en esa comunidad.

Finalmente, en cuanto a la formacion profesional del autor de la tesis, esta ha sido una experiencia muy enriquecedora
porque me ha permitido tener una vision mas amplia de mi préctica como docente, al salirme un poco del rol de
maestro en el aula de clases e indagar por aspectos que solo a la luz de una teoria de referencia especifica un
investigador puede distinguir. A nivel personal, considero que este estudio me sirvi6 para crecer como persona en el
sentido de poner a prueba mi rigurosidad, perseverancia y exigencia conmigo mismo en el logro de una meta.

Elaborado por: Jorge Alejandro Ruiz Vega

Revisado por: Leonor Camargo

Fecha de elaboracion del
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INTRODUCCION

Este estudio surge a partir del trabajo desarrollado en el programa de Maestria en Docencia

en la Matematica de la Universidad Pedagogica Nacional y bajo los lineamientos del grupo
de investigacion Aprendizaje y Ensefianza de la Geometria (“Ze(G). Se retoman algunos

datos recogidos por este grupo, durante el afio 2007, de un experimento de ensefianza
(Camargo, 2010), llevado a cabo en una version de un curso de geometria euclidiana, con
estudiantes de edades entre los dieciocho y veintitrés afios, inscritos en el programa de

Licenciatura en Matematicas de la misma universidad.

El propoésito de este trabajo es analizar esos datos a la luz de un marco de referencia
diferente al usado por Camargo (2010), en funcion de indagar por la participacién de los
estudiantes en la construccion de un teorema visto como una unidad compuesta por su
enunciado, su demostracion y el sistema teorico al que pertenece (Mariotti, Bartolini Bussi,
Boero, Ferri & Garuti, 1997). El ejercicio investigativo pretende destacar el papel que
tienen los estudiantes en la basqueda de un fin comdn, el cual consiste en construir un
teorema de manera colectiva a partir del uso de un sistema de reglas compartido en la clase

de geometria. EI documento se divide en seis capitulos que describimos a continuacion.

En el primer capitulo presentamos la delimitacion del problema a través de la justificacion
del mismo, la formulacién de la pregunta de investigacion, los objetivos generales y
especificos que nos planteamos para llevar a cabo el estudio y la revisién de la literatura; en
esta Ultima incluimos evidencias empiricas y teodricas que tuvimos en cuenta para

configurar el problema de investigacion.

En el segundo capitulo describimos el marco teorico del estudio. A partir del constructo
teorema, sugerido por Mariotti et al. (1997), se detalla qué vamos a entender por enunciado,
demostracién y sistema tedrico, asi como el fundamento que utilizaremos para valorar las

participaciones de los estudiantes.



En el tercer capitulo hacemos hincapié en el disefio metodolégico del estudio. Realizamos
una descripcion de la poblacion y el contexto. Describimos el proceso de construccion del
conjunto de datos y los instrumentos que usamos para el andlisis descriptivo, interpretativo

e inferencial de la informacion recogida y presentamos la rejilla de analisis.

En el cuarto capitulo desarrollamos el andlisis de los datos a partir de la reconstruccion de
la participacion de los estudiantes en la produccion del teorema Triangulo isosceles —
alturas congruentes. Hacemos una contextualizacion de las sesiones de clase en las que se
trabajo en el teorema, presentamos los episodios en los que dividimos la interaccion al
respecto, describimos e interpretamos la participacion en cada uno y valoramos esa
participacion de los estudiantes en dos momentos, uno en relacién al trabajo en parejas y

otro respecto al trabajo en gran grupo.

En el quinto capitulo mostramos los resultados que obtuvimos respecto al analisis de la
participacion de los estudiantes, en la construccion del teorema en mencién, teniendo en
cuenta el marco tedrico del estudio. Resaltamos los aspectos mas interesantes de la
participacion general de los estudiantes en el teorema, haciendo énfasis en las categorias de
analisis que usamos, y nos referimos a los perfiles de participacion que identificamos en los

estudiantes.

Por ultimo, en el sexto capitulo dilucidamos las conclusiones a las que nuestro estudio nos
permitio llegar, de acuerdo a las condiciones metodoldgicas y el marco de referencia
elegido. Presentamos algunas reflexiones finales sobre el trabajo y esclarecemos algunos

aspectos en los que se podria profundizar en futuras investigaciones.

El titulo inicialmente pensado para el trabajo fue “Mas alla del enunciado de un teorema”,
pero este se modifico al titulo actual debido a las observaciones de uno de los jurados,
quién nos hizo notar que ese titulo inicial no permitia ver el alcance del trabajo ni el
enfoque hacia la participacion de los estudiantes. A partir de las sugerencias recibidas, se

cambio el titulo para que fuera més preciso con el desarrollo de este estudio y su contexto.

! La expresion “gran grupo” se usa en el 4mbito escolar para denominar al conjunto de todos los estudiantes
de la clase, cuando el profesor se dirige a ellos.



CAPITULO 1: DELIMITACION DEL
PROBLEMA

Este capitulo se centra en detallar el planteamiento del problema. Para ello, inicialmente
presentamos una justificacion del estudio, teniendo en cuenta algunas evidencias empiricas
y tedricas que utilizamos para concretar la pregunta de investigacion. Seguidamente,
formulamos el problema y la pregunta. Luego nos referimos a los objetivos del estudio y

finalizamos con la revision de la literatura.

1.1. JUSTIFICACION

Segun la perspectiva socio cultural y especificamente en la teoria de la préactica social,
sugerida por Wenger (1998, citado por Camargo & Gutiérrez, 2010), el aprendizaje de las
matematicas se ve como sindnimo de participacion en una comunidad de practica en la que
se toman decisiones colectivamente a partir de presupuestos compartidos. Visto asi, la
educacion matematica contribuye a formar en valores democraticos a las personas.’. Esta
aproximacion permite considerar la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas desde
perspectivas diferentes a las usuales, como aquellas relacionadas con el trabajo de Wenger
(1998), de Skovsmose y Valero (2012), entre otros. Se hace un llamado a la educacion
matematica para que se responsabilice de la formacion en valores democréticos y del
impulso a procesos de participacion colectiva, en el logro de metas comunes, a partir de

sistemas de reglas compartidos.

De esta manera, en algunas aulas de matematicas se empieza a poner en practica esa
responsabilidad de modo que estas tienden a cambiar para dejar de ser espacios de

transmision y empezar a ser espacios de participacion colectiva en practicas valoradas

L Al referirnos a la palabra democracia no aludimos a esta en toda su extension, pues en este estudio no se
alude, por ejemplo, a la toma de decisiones por mayoria, sino a la construccion colectiva de una razén, de una
forma de actuar en la sociedad y una forma de compartir responsabilidades. En este sentido entendemos la
vida democraética de los ciudadanos.



socialmente. Es asi que Sfard (1996), considera que aprender matematicas tiene que ver con
convertirse en miembro de una comunidad matematica en la cual se adquiere cierta
habilidad para comunicarse en el lenguaje propio de la comunidad misma y para actuar bajo
unas normas particulares, las cuales son negociadas en el proceso de consolidacion de dicha

comunidad.

Desafortunadamente, en el caso del aula de geometria y especificamente en lo que tiene que
ver con el aprendizaje de la demostracion, esta no es la situacion comun. En la experiencia
personal, como docente, del autor de esta tesis y a partir de un cuestionario (Ver Anexo 1)
que fue aplicado a cinco docentes de un colegio privado en Bogota, en donde se les
preguntaba como ensefiaban a justificar en las clases, se evidencia que estas ideas y esta

responsabilidad de la educacién matematica aun no llegan al aula.

En las respuestas al cuestionario se percibe que los docentes solo reconocen la funcién de
verificacion en sus concepciones sobre la justificacion matematica, ya que Unicamente
hacen referencia a esta para constatar resultados mediante procesos deductivos o
inductivos. Al ser preguntados sobre los aspectos que tenian en cuenta al momento de
ensefiar un teorema, ellos se centran exclusivamente en la comprension del enunciado del
mismo y no mencionan que un teorema también est4d en estrecha relacion con su
demostracion y el sistema tedrico al que pertenece y ademas puede ser fruto de un proceso
de construccion colectiva. De estas respuestas, es posible vislumbrar el estatus que se le da
al enunciado de un teorema en las préacticas de algunos docentes en la escuela, el cual es
privilegiado, de modo que es dificil pensar en abarcar otros aspectos del teorema, como su
demostracion y la teoria en que este se encuentra. Perry, Samper, Camargo, Echeverry y
Molina (2012a), corroboran tales deficiencias en el aprendizaje de la argumentacion y

justificacién teorica, en geometria, en diferentes niveles educativos en Colombia.

Por otro lado, Dreyfus (1999, citado por Back, Mannila, & Wallin, 2009) enfatiza en que,
en el aula, los estudiantes no estan acostumbrados a justificar sus resultados y mucho
menos a demostrar teoremas. Es comin que los profesores le pidan a los estudiantes

explicar sus soluciones Unicamente cuando se han cometido errores (Back, et al., 2009).



Ademaés, Schoenfeld (1985) afirma que la relacion entre una construccién geometrica y el
teorema que la valida es algo muy complejo que no es inmediato para los estudiantes. Por
ende, a partir de estas dificultades, es valido afirmar que la ensefianza de las matematicas
tal como se lleva a cabo en las aulas de clase, con frecuencia parece estar apartada de la
construccion compartida de reglas para la toma de decisiones y lejos de contribuir a la vida
democrética (Skovsmose & Valero, 2012).

Esto llama la atencion y resulta paradodjico, puesto que la formacion en valores
democraticos emergio en la sociedad occidental de la mano de los métodos deductivos y de
la demostracion, tal como se conoce hoy en dia. Arsac (1987), plantea que los fil6sofos se
sorprendieron de la aparicién simultanea en Grecia de la democracia, la filosofia y la

geometria:

Para ellos, no hay duda que la aparicién de la demostracién en matematicas solo es la aplicacién
en esta ciencia del debate publico en el agora que caracteriza la organizacion politica de la
ciudad griega en relacién con los regimenes que la precedieron y los que la rodeaban. Durante
mucho tiempo, el origen de esa democracia griega parecié tan misterioso que se hablaba de
"milagro griego". El milagro griego, materializado por el nacimiento de la democracia, de la
filosofia, de la geometria, consistia en el descubrimiento por la humanidad de la "razén",
concebida implicitamente como una estructura de pensamiento universal, independiente de las

civilizaciones, que los Griegos habrian sido los primeros en descubrir. (Arsac, 1987, p. 14)

Arsac (1987) también menciona que debido al progreso de la ciencia y en particular,
gracias al acceso a la escritura de la civilizacion que precedio a la Grecia democréatica

sucedio ese “milagro griego” y fue posible

explicar cémo las transformaciones sociales permitieron pasar del pensamiento mitico a un
pensamiento racional, aun parcialmente marcado por sus origenes y que, ahora consideramos
como la racionalidad griega, y no como la encarnacién de una mitica razén universal...con una
civilizaciéon y una historia...la razén ya no es un valor que reina en el cielo de las ideas y
descubierta por los griegos, sino una construccién, con una fecha histérica, debida a una
civilizacion que enfrentaba ciertos problemas (desarrollo del comercio, etc. ) (Arsac, 1987, p.
14)



Por consiguiente, es factible establecer una conexion entre democracia y participacion en
comunidades de practica en matematicas desde esta perspectiva historica. Arsac (1987),
sugiere que el metodo deductivo en geometria surgio relacionado con las condiciones
sociopoliticas de la época, en Grecia, de manera que los modos de argumentar en
geometria, haciendo uso del razonamiento l6gico deductivo, tienen sus raices en el sistema

democratico griego.

En ese sentido, un saber que es muy importante y valorado social y culturalmente en la
educacion matematica es el saber que tiene que ver con la construccion y validacion de
hechos geométricos. Hay experiencias documentadas como la de Camargo (2010), en
donde, en busca de una alternativa para innovar respecto a la ensefianza tradicional de la
geometria; se trata de inducir a los estudiantes a participar en la actividad demostrativa de
modo que ellos puedan contribuir en practicas de definir, conjeturar y argumentar, a partir
del uso de unas reglas que se ponen en juego y unas formas de razonar que son aceptadas
por todos, en funcion de construir un sistema tedrico local, que hacen al estudiante participe

de esa construccién colectiva.

De hecho, Camargo (2010), muestra que si es factible que los estudiantes participen en la
actividad demostrativa, en la construccion de definiciones, en la elaboracion de
demostraciones y en la produccion de conjeturas. Pero Camargo no entr6 en detalles
respecto a la posibilidad de que los estudiantes construyan un saber que esta ligado a las
practicas de demostracion como lo es la produccion de teoremas. Por tanto, teniendo en
cuenta la responsabilidad que conlleva la formacion matematica, desde la perspectiva de
formacion en valores democraticos, es pertinente preguntarse qué tanto pueden participar
los estudiantes en la construccion de un teorema a partir de un sistema de reglas compartido

en una clase de geometria.

1.2. PREGUNTA DE INVESTIGACION

Este trabajo estd vinculado a la linea de argumentacion y prueba del grupo “ZeG de la

Universidad Pedagogica Nacional, el cual ha avanzado en la tipificacion de algunos



constructos como el de actividad demostrativa y en la identificacion de tipologias de
participacion en términos de la relevancia, autonomia y genuinidad de los aportes de los
estudiantes en la clase de geometria. Nuestra intencion es profundizar en como los
estudiantes participan en la produccion de un teorema, ya que vemos que el tratamiento
dado a los teoremas en la clase de geometria generalmente no se aprovecha para favorecer
el aprendizaje de préacticas relacionadas con la demostracion en matematicas (Mariotti,
2006) y colateralmente en la formacién de valores democraticos. Con base en estos
planteamientos y en los aspectos detallados en la seccion anterior, respecto a la importancia
de la formacién matematica de una persona para su participacion democréatica en nuestra

sociedad, la pregunta que orienta nuestro estudio es:

¢Como participan estudiantes de segundo semestre de un programa de Licenciatura en
Matematicas en la construccion de un teorema, en un curso de geometria plana, en el cual
se pretende instaurar un sistema de reglas compartido que promueve el aprendizaje como

participacion en una préactica valorada socialmente?
1.3. OBJETIVOS

1.3.1. Objetivo General

Describir, interpretar y analizar la participacion de los estudiantes en la construccion de un
teorema teniendo en cuenta su enunciado, la demostracion y el sistema teérico de

referencia.

1.3.2. Objetivos Especificos

» Decantar en la literatura los referentes tedricos que fundamentan el marco tedrico, a
partir de la terna propuesta por Mariotti para el constructo teorema, y que sustentan
las categorias de analisis propias de este estudio.

» Revisar los videos de la clase de geometria plana del primer semestre de 2007 del
programa de Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagogica Nacional

con miras a seleccionar un caso para su estudio.



» Diseflar categorias de andlisis que permitan describir la participacion de los
estudiantes en la construccion de un teorema.

» Analizar la participacion de los estudiantes haciendo uso de las categorias de
analisis desarrolladas, en funcion de inferir algunos resultados sobre las finalidades

de participacion y la calidad de esta.

1.4. REVISION DE LA LITERATURA

En esta seccion se describen algunas de las investigaciones que se consideraron relevantes
para este estudio. El constructo “teorema” definido por Mariotti, Bartolini Bussi, Boero,
Ferri y Garuti (1997), como una entidad conformada por su enunciado, la demostracion vy el
sistema tedrico al que pertenece, se constituye en la base para la revision de la literatura. La
revision se centra en una exploracion del uso de dicho constructo en investigaciones en
Educacién Matematica relacionadas con cada uno de los componentes de la entidad. Esta
revision se hizo en las siguientes publicaciones: Proceedings of the 21st PME Conference
(1997), Proceedings of the 22nd PME Conference (1998), Proceedings of the ICME 9
(2000), Handbook of Research on the Psychology of Mathematics Education (2006); For
the learning of mathematics (1989), International Newsletter on the teaching and learning
of mathematical proof (1999), Educational Studies in Mathematics (2000), Journal for
Research in Mathematics Education (2007); Theorems in schools: From history,
epistemology and cognition to classroom practice (2007), Excursions in the History of

Mathematics (2012) e Investigaciones en educacion geométrica (2012).

1.4.1. Introduccion del constructo teorema, propuesto por Mariotti et al. (1997), en el

ambito de la educacion matematica

A través de la historia se ha visto que los matematicos solo aceptan un nuevo teorema
cuando este se entiende, nada sugiere que sea falso, el teorema es consistente con la
estructura de resultados aceptados o existe un argumento matematico convincente para su
demostraciéon (Hanna, 1989). En este sentido, Mariotti et al. (1997) afirman que, para los

matematicos, existe una continuidad evidente entre el enunciado, la demostracion y el



contexto tedrico en el cual se inserta un teorema. Sin embargo, este no es el caso en el
campo de la Educacion Matematica pues en relacion con la demostracion en matematicas,
los teoremas no son aprovechados en la ensefianza para favorecer procesos de

argumentacion y justificacion.

Mariotti et al. presentan el constructo teorema en 1997, en una investigacion relacionada
con la aproximacion a los teoremas en la clase de geometria. En el estudio se introduce un
analisis histdrico y epistemoldgico de los teoremas matematicos vistos como entidades
conformadas por tres componentes y también se menciona otro constructo, denominado

unidad cognitiva, el cual esta muy relacionado con el constructo teorema.

En una primera aproximacion, la unidad cognitiva hace referencia a la posible continuidad
entre el proceso de construir una conjetura y la elaboracion de su demostracion. Garuti,
Boero y Lemut (1998), presentan las potencialidades investigativas del constructo unidad
cognitiva, en relacion a la construccion del significado de teorema, para interpretar y
predecir las dificultades de los estudiantes al momento de enfrentarse a la demostracion del
enunciado de un teorema. El constructo unidad cognitiva, segin Garuti, Boero y Lemut,
establece la relacién Optima entre las acciones argumentativas del estudiante durante la
produccion de una conjetura y la formulacién de un enunciado, para después pasar a una
demostracion en la que se organizan los argumentos producidos, en la etapa de
conjeturacion, de acuerdo a una cadena deductiva valida en un sistema tedrico. En este

punto se evidencia la conexion entre el constructo teorema y el constructo unidad cognitiva.

Desde el momento de la formulacion del constructo teorema (Mariotti, et al., 1997), este ha
sido utilizado principalmente por investigadores de la escuela italiana. Por ejemplo, Garuti,
Boero y Lemut (1998), mencionan que el constructo unidad cognitiva surgio del analisis
epistemoldgico de teoremas, en relacién al trabajo efectuado en el pasado por gedmetras
que mostraron diversos ejemplos de la continuidad entre la produccién de un enunciado y la
construccion de su demostracion. Igualmente, Bartolini Bussi (2000) hace uso del

constructo teorema, propuesto por Mariotti et al., en el estudio de la produccion de



conjeturas y la construcciéon de demostraciones en la escuela primaria, a traves de diversas

investigaciones relacionadas con diferentes teméticas de geometria.

En una investigacion llevada a cabo por Mariotti (2000), respecto a la introduccién al
pensamiento teodrico y el estudio de las formas en que este proceso es realizado con
estudiantes de grado noveno y décimo, en donde se tenia como objetivo desarrollar el
significado de “construccién” como procedimiento que puede ser validado por un teorema,
la investigadora concluye que los problemas relacionados con construcciones constituyen
un nucleo fundamental de las actividades para los estudiantes, pues les permiten relacionar
el proceso de conjeturacion que da lugar a un enunciado, con su demostracién en un
sistema tedrico. Por ello, hace referencia a la importancia de distinguir entre la construccion
intuitiva de conocimiento y su sistematizacion formal debido a la naturaleza de las
matematicas, en funcion de construir un teorema a partir de un razonamiento légico
deductivo. Precisamente, esta relacion estd asociada, para nosotros, al proceso de

construccion de una conjetura y se constituye en una guia para el presente estudio.

Mariotti (2006), también menciona que la demostracion ha ganado importancia
tradicionalmente por si misma, como si fuera posible aislarla del enunciado al que
proporciona soporte y del sistema tedrico en el que este apoyo tiene sentido. Para ella, es
necesario esclarecer el estatus de la demostracion en relacion al de la argumentacion. Es asi
que Mariotti afirma que cuando se habla de demostracidn, todos estos elementos estan
involucrados al mismo tiempo, aunque no siempre se mencionen. Por ende, segun Mariotti,
no es posible captar el sentido de una demostracion matematica sin vincularlo a los otros

dos elementos: un enunciado y una teoria general.

1.4.2. Estudios relacionados con participar en la formulacion del enunciado de un

teorema

Boero (1999) se posiciona en la concepcion de teorema de Mariotti et al. (1997) y afirma
que “ingresar a la cultura de los teoremas significa desarrollar competencias especificas

inherentes a la produccién de [enunciados] [...] y ala[...] [demostracion] de las conjeturas
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producidas mediante tomar en cuenta elementos del [...] [sistema] teorico” (Boero, 1999, p.
2). Boero se posiciona bajo estas ideas porque difiere de la perspectiva de Balacheff! (1999,
citado por Boero, 1999) respecto al rol de la argumentacion en el aprendizaje de la
demostracion en matematicas, al considerar que aproximarse a la demostracion es una
forma general de aprendizaje cultural y cognitivo que corresponde al ingreso a la cultura de

teoremas y teorias matematicas.

En este sentido, Boero hace alusion a la importancia de tener en cuenta la continuidad
posible entre la produccién de una conjetura y la produccién de su demostracion con el fin
de hacer una seleccion adecuada de situaciones problematicas favorables para el
funcionamiento de dicha continuidad (Garuti, et al., 1998) y asi construir un teorema a
partir del uso de elementos del sistema tedrico en la demostracion de la conjetura. En su
investigacion, Boero (1999) también tipifica algunos aspectos a tener en cuenta en las
actividades inmersas en la construccion del enunciado de un teorema a través de las
siguientes fases: produccién de una conjetura, formulacion de su enunciado y exploracion
del contenido de la conjetura. Por ende, consideramos importante tener en cuenta los
aspectos que Boero menciona sobre el enunciado de un teorema y asi, estas fases se
constituyen en una base para el establecimiento de las categorias de analisis del presente
estudio.

Lugue y Robayo (2011), retoman las fases propuestas por Boero (1999) y las adaptan para
crear unas categorias de andlisis en funcion de indagar cuales son las acciones realizadas
por un grupo de estudiantes en edad extraescolar, inmersos en un ambiente de actividad
demostrativa (Molina, Samper, Perry & Camargo, 2011), segun el constructo propuesto por

el grupo “Ze(, en la clase de geometria. Dentro de las categorias e indicadores sefialadas

por Luque y Robayo, relacionadas con el enunciado de un teorema, destacamos las

1 Balacheff considera que la argumentacion puede ser un obstaculo epistemolégico para el aprendizaje de la
demostracién. Para Boero (1999) la distincion entre prueba y proceso es un factor crucial en la discusion
respecto al rol de la argumentacion matematica en actividades que tienen que ver con teoremas.
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siguientes dos: “reconocimiento de la propiedad invariante” con indicadores como
interpretacion de la situacion, construccion de una representacion gréfica asociada a la
situacion problema, exploracion de la construccion y prediccion de la solucidon de la
situacion problema, y “formulacion del enunciado de acuerdo con convenciones culturales
compartidas” con los indicadores referentes al correcto establecimiento del antecedente y el
consecuente de la conjetura y la verificacion de la formulacion de la conjetura. Tales
categorias e indicadores constan de acciones que permiten evidenciar si los estudiantes se

involucran en la produccion de enunciados de conjeturas.

En la presente investigacion nos basamos en las fases de Boero (1999), nombradas
previamente, y en las categorias e indicadores propuestos por Luque y Robayo (2011) para
constituir las categorias correspondientes al analisis de las finalidades de participacién de
los estudiantes en la construccion de un teorema, en relacion con el componente enunciado
del constructo propuesto en 1997 por Mariotti et al. Sin embargo, no recurrimos a todas las
categorias que proponen Luque y Robayo, pues solamente algunas de ellas nos eran Utiles

para analizar los datos experimentales.

También nos basamos en el trabajo desarrollado por el grupo “ZeG. En particular, tenemos

en cuenta el constructo actividad demostrativa (Molina, et al., 2011) puesto que en ese tipo
de actividad se engloban dos procesos, uno de los cuales tiene que ver con acciones
especificas relacionadas con establecer el enunciado de una conjetura. Las acciones que
conforman este proceso son visualizar, explorar, generalizar y verificar conjeturas de modo
que sean planteadas con un grado alto de seguridad y que por tanto puedan ser candidatas

para entrar a un proceso de justificacion (Perry, et al., 2012a).

1.4.3. Estudios relacionados con participar en la demostracién de un teorema

Stylianides (2007) propone una conceptualizacion del significado de demostracion en las

matematicas escolares que apunta a aspectos socioculturales, relacionados con la formacion

1 Esta categoria es importante en nuestro estudio, pues los estudiantes resuelven el problema usando un
programa de geometria dindmica como apoyo, por lo cual pueden indagar respecto a qué cambia y qué se
mantiene invariante en una construccién geométrica mediante el arrastre.
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de valores democréticos, y examina aspectos del rol del profesor al dirigir la actividad
demostrativa de los estudiantes. Esta conceptualizacion se da a manera de definicién, de
modo que puede ser aplicada en el contexto de una comunidad de un aula de clases en un
determinado tiempo. En tal definicion, el autor se refiere a la demostracion como un
argumento matematico el cual “usa enunciados aceptados por la comunidad del aula de
clases [...] emplea formas de razonamiento [...] que son vdlidas [...] dentro de la
comunidad [...] y es comunicado con formas de expresion [...] que son apropiadas [...]
para la comunidad” (Stylianides, 2007, p. 291).

Esta conceptualizacion es importante para nuestro estudio ya que nos da subcategorias de
las finalidades de participacién de los estudiantes en la demostracion de un teorema y nos
permite realizar una primera decodificacion de los datos a partir de la clasificacion de
segmentos de las transcripciones de las clases analizadas, de acuerdo a lo que se esta
tratando en estas, en relacion a la demostracion. En este sentido, Stylianides (2007) plantea
que en una situacion en la que los estudiantes se encuentren envueltos en actividad
demostrativa, es factible analizar lo que hacen o dicen haciendo uso de los tres
componentes dados en la conceptualizacion del significado de demostracion, considerando

los condicionantes y restricciones especificas en la comunidad.

Ahora bien, Bartolini Bussi (2000), hace referencia a la creciente atencion hacia la
importancia de la explicacién, la justificacidon y la demostracion en educacién matematica y
en geometria. Menciona que Boero y Garuti, (1998) transformaron la unidad cognitiva de
teoremas como instrumento descriptivo, en uno interpretativo y predictivo para estudiar las
dificultades de los estudiantes a la hora de demostrar. Asi, Bartolini Bussi cita como
ejemplo problematico, las situaciones de clase en las que se omite la fase de conjeturacion,
la cual relacionamos en este trabajo con la participacion de los estudiantes en el
componente enunciado de un teorema, y se da directamente a los estudiantes un enunciado

para ser demostrado.

Igualmente, Bartolini Bussi (2000) alude a que una demostracion rigurosa solo existe

dentro de una teoria de referencia, es decir el sistema teérico al que pertenece un teorema.
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El sistema establece los postulados, las definiciones y teoremas basicos que se usan como
punto de partida para demostrar otros teoremas y determina cuales son las reglas
compartidas. Ademas, Bartolini Bussi establece que la traduccion del conjunto de
argumentos en una cadena ldgica, es un asunto de construccion social bajo la guia cultural
del profesor. Para la presente investigacion es de vital importancia esta perspectiva puesto
que la poblacion objeto de estudio se pretende constituir en una comunidad de préactica de
clase, de acuerdo a la perspectiva de Clark, (2005 citado por Camargo, 2010) y su trabajo
se enmarca en la construccion de teoremas a partir del uso de un sistema de reglas

compartido.

Boero (1999), también hace referencia a algunas fases de la actividad de produccion de
teoremas, las cuales relacionamos con el componente demostracién: seleccion y
encadenamiento de argumentos tedricos en una cadena deductiva, organizacién de la
cadena de argumentos y aproximacion a la demostracion formal. De manera similar que
con el componente enunciado, Luque y Robayo (2011), retoman también estas fases y las
adaptan a su trabajo. De esa categorizacion, retomamos las siguientes categorias e
indicadores: “Exploracion del contenido de la conjetura y los limites de validez de la
misma” con los indicadores exploracion del contenido de la conjetura y seleccién de
argumentos para explicar la validez de la conjetura y “Seleccion y encadenamiento de
argumentos tedricos coherentes en una cadena deductiva” con los indicadores
encadenamiento de argumentos tedricos coherentes en una cadena deductiva y
organizacion de la cadena de argumentos de forma deductiva y atendiendo a reglas de
inferencia. Algunos de estos indicadores los modificamos un poco para adaptarlos al
contexto de nuestra investigacion. Sin embargo, la categorizacion hecha por Luque y
Robayo (2011), retomando las fases propuestas por Boero (1999), se constituyd en un gran
aporte para nuestro trabajo y en una de las bases de la rejilla de analisis implementada en el

capitulo cuatro.

Por Gltimo, tuvimos en cuenta el segundo proceso descrito en el constructo actividad

demostrativa propuesto por el grupo “Ze(G, mediante el cual se tiene como fin desarrollar
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un discurso estructurado de manera deductiva que valide la conjetura dentro del sistema
tedrico en que se trabaje y en el cual pueden tener cabida las acciones de justificacion
referidas a la explicacion de validacion, la prueba y la demostracion formal. Concordamos
con Perry et al. (2012a), en que al adoptar una vision de actividad demostrativa como la

propuesta por el grupo “Ze@, se atienden dos funciones primordiales de la demostracion

matematica en el ambito educativo: “por un lado, promover la comprension del contenido
matematico implicado tanto en los enunciados de los teoremas como en sus justificaciones
y, por otro lado, apuntar a la validaciéon de dichos enunciados, en el marco de un sistema

teorico en construccion.” (Perry et al., 2012a, p. 132)

1.4.4. Estudios relacionados con participar en la construccion de un sistema tedrico de

un teorema

Respecto a la nocion de sistema tedrico, de Villiers (1986), distingue dos tipos de
aproximacion para la construccion de un sistema tedrico. El primer tipo es catalogado por
este autor como axiomatizacion constructiva. En esta, de Villiers alude a la adicion,
exclusion, generalizacion o reemplazo de postulados, a partir de un conjunto inicial de
estos, para construir un nuevo contenido de manera deductiva. Asi, para de Villiers las
geometrias no euclidianas de Lobachevsky o de Bolyai, son ejemplos de este tipo de

axiomatizacion.

Sin embargo, para la presente investigacion es de interés el segundo tipo de aproximacion
que propone de Villiers (1986), la cual es denominada como axiomatizacion descriptiva y
se refiere a la seleccion de un conjunto de postulados tomados de otro conjunto ya existente
de postulados y teoremas previos. Luego se analizan las implicaciones logicas entre
algunos enunciados, en funcion de determinar como estos se relacionan y, a partir de este
andlisis, se conforma el conjunto de axiomas® del cual emerge el desarrollo deductivo. Las

sentencias restantes son reacomodadas Yy estructuradas segun su deducibilidad.

L En este trabajo se considera “axioma” y “postulado” como sinénimos.
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Perry, Samper, Molina, Camargo y Echeverry (2012b) retoman algunas de las ideas
respecto a la axiomatizacion descriptiva que propone De Villiers (1986) y mencionan que
la seleccion inicial de postulados no es Unica y por ende se pueden tener diferentes
organizaciones deductivas para un sistema tedrico. Como ejemplo, mencionan que “la
geometria de Euclides se puede ver como una axiomatizacion descriptiva de la geometria

que se conocia en esa época” (Perry, et al., 2012b, p. 43).

Ahora bien, Perry, Samper, Molina, Camargo y Echeverry (2013), hacen referencia a un
enfogue metodoldgico en el cual se tiene al sistema tedrico como uno de tres elementos de
un compuesto organizador del curriculo con relacion a la ensefianza de la demostracién en
el nivel universitario. En dicho enfoque, Perry et al. aluden al modelo de Birkhoff (1932,
citado por Perry, et al., 2013) en el cual se introducen al sistema teorico “los hechos
encarnados en la regla y el transportador” (Perry, et al., 2013, p. 19). Es decir, se hace
referencia a la geometria euclidiana y a las construcciones geométricas que se pueden llevar
a cabo Unicamente con regla y compéas. Gracias a la reconstruccion de esos hechos
geométricos, a partir de un problema, comienza el proceso de construir un teorema para

incluirlo en el sistema teérico de referencia.

Luego, para Perry et al. (2013) es importante que el sistema tedrico enmarque las
resoluciones de los problemas que se proponen a los estudiantes en un curso de geometria
plana, de modo que “las conjeturas provenientes de resolver el problema... [permitan]
extender el sistema tedrico en la medida en que [las conjeturas] entren en calidad de

teoremas” (Perry, et al., 2013, p. 20).
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CAPITULO 2: MARCO TEORICO

En consonancia con la revision de la literatura, en este capitulo presentamos los referentes
tedricos que sustentan este trabajo. En primer lugar, describimos la forma cémo
entendemos la participacion de los estudiantes en la construccion de un teorema haciendo
énfasis en cada uno de los componentes del constructo teorema planteados por Mariotti et
al. (1997). Asi, en esta primera seccion caracterizamos la participacion de los estudiantes en
el enunciado, en la demostracién y en el sistema teérico en relaciéon al constructo en
mencion. En segundo lugar, desarrollamos las ideas que tenemos en cuenta para analizar la
calidad de la participacion de los estudiantes en la construccion de un teorema. Esta
participacion, en cada componente del teorema, se valora en términos de la autonomia, la
relevancia, la originalidad y la genuinidad de los estudiantes segin como lo desarrollan

Camargo y Gutiérrez (2010) y Molina, Samper, Perry y Camargo (2011).

2.1. ACCIONES DE PARTICIPACION EN LA CONSTRUCCION DE UN
TEOREMA

La nocion central de este trabajo es la idea de teorema. De acuerdo a los planteamientos de
Mariotti et al. (1997), llamamos teorema al constructo conformado por tres componentes: el
enunciado del teorema, su demostracion y el sistema teorico; de este Gltimo se escogen los
postulados, las definiciones o los teoremas con los que se lleva a cabo la demostracion.
Para cada componente, precisamos el tipo de acciones que nos permiten identificar en qué
esta participando un estudiante en la construccion del teorema, cuando el profesor realiza
una aproximacién metodoldgica en la clase, en la que invita a los estudiantes a resolver
problemas abiertos de conjeturacion y ellos pueden valerse de un programa de geometria

dindmica para enfrentarse a la actividad demostrativa.
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2.1.1. Tipo de acciones de participacion respecto al sistema tedrico de un teorema

Entendemos por sistema tedrico un conjunto de postulados, definiciones y teoremas,
organizados segun las relaciones logicas entre ellos. A partir de estas, el enunciado de un
teorema entra a hacer parte del sistema cuando su demostracion usa Unicamente los
elementos previamente organizados en este. La construccion del sistema tedrico comienza
con la seleccion de un conjunto de postulados y, a partir de ellos, se identifican las
relaciones ldgicas entre premisas para iniciar el proceso deductivo de validacion y
sistematizacion de enunciados, de modo que el orden logico sugiere qué enunciados deben
deducirse de otros (de Villiers, 1986). El sistema tedrico debe ser consistente en la medida
de que no haya argumentos circulares o se validen enunciados contradictorios. En este

aspecto es responsabilidad del profesor impedir la circularidad de los razonamientos.

En concordancia con Perry et al. (2012b), entendemos los postulados como afirmaciones
béasicas sobre algunos hechos geomeétricos; las definiciones, como caracterizaciones de los
objetos involucrados; y otras garantias, como afirmaciones que se deducen de las
definiciones, postulados y deméas teoremas del sistema tedrico. Sin embargo, dada la
metodologia del trabajo en el curso de geometria plana, en la cual se rompe con una
secuencia organizada por relaciones légicas, tal como suele aparecer en los textos, y se
procede a partir de las conjeturas que los estudiantes proponen, es factible que,
ocasionalmente, algunos teoremas sean incluidos en el sistema tedrico aceptando en su
demostracién, de manera temporal, el uso de teoremas que ain no se han incluido en la
teoria, pero siempre con la condicion de incluirlos mas adelante. Luego, como lo
mencionan Perry et al. (2012a), en referencia a esta forma de gestionar el contenido
geométrico hay una hipétesis didactica en la que
poder construir un sistema [tedrico]... en la clase a partir de la resolucion de situaciones
problema requiere que en ocasiones la comunidad acepte, por una parte dejar provisionalmente
incompleta la demostracién de una conjetura y, por otra, desviarse para considerar otra
situacion problema que conducira a obtener los elementos necesarios que permitirdn completar

la demostracion inicial...[es decir,] vincular la coherencia local a una mas global. (Perry, et al.,

2012a, p. 138)
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En el anélisis del presente estudio, este tipo de situaciones se pueden apreciar, puesto que
en algunos momentos de la demostracion de un teorema, se hace necesario suspender
temporalmente la demostracion e iniciar una nueva respecto a alguna garantia que se

requiere para poder continuar posteriormente con la demostracion inicial.

Ahora bien, después de revisar las fases de Boero (1999) y la categorizacidn propuesta por
Lugue y Robayo (2011), encontramos que ninguno de estos autores llega a describir
acciones de participacion de los estudiantes especificamente en relacion con el sistema
tedrico al que pertenece un teorema. Por ende, para este componente proponemos el
siguiente tipo de accién, teniendo en cuenta la revision que hicimos de los datos

experimentales:

Seleccion y organizacion de elementos centrales en relacion al teorema: En este tipo
de accion nos referimos a dos indicadores que nos permiten deducir si un estudiante
participa en la construccion de un teorema en relacion al componente sistema teorico.
Por una parte, nos centramos en la identificacion de elementos del sistema tedrico, que
los estudiantes deben hacer, para que la construccién geométrica que realizan en Cabri
o la formulacién del enunciado de la conjetura tengan sentido dentro del sistema que se
maneja en el curso. Asi, por ejemplo con este indicador tenemos en cuenta si los
estudiantes se cuestionan acerca de por qué en el enunciado de un problema abierto se

incluyen objetos geométricos que no se han definido en el curso:

[La profesora entrega el enunciado a los estudiantes. Dos grupos le preguntan qué se va a
considerar como la altura.]

2 Dario: Toca preguntarle qué es altura.

3 Leopoldo:  [Dirigiéndose a la profesora] ¢Por qué td hablas de altura si eso no lo hemos incluido?

E igualmente consideramos si los estudiantes tienen en cuenta la validez de realizar una
construccién geométrica en Cabri utilizando hechos geométricos que aun no se han

validado en el sistema tedrico del curso como se muestra a continuacion:

14 Efrain: ¢Por qué no le preguntamos?... Profe, una pregunta, eh, vamos a construir la altura de este
triangulo pero solo tenemos este punto [sefiala el vértice] ;podemos trazar esta perpendicular?
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15 P: Si

16  Efrain: Pues, sabemos que podemos, pero como no nos han dado la... [Se refiere a la inclusion en el
sistema del teorema de la existencia de la recta perpendicular a otra por un punto externo].

17 P: Ah, el teorema
18 Efrain: Pero, ¢lo hacemos?
19 P: Si, si, si, esperamos que ahora validemos eso

[Hacen la construccion de la recta perpendicular].

Por otra parte, en este tipo de accion también nos referimos a si los estudiantes, bien sea
por si mismos, 0 bajo la guia de la profesora, se preocupan por asegurarse de que la
conjetura que van a demostrar sea deducible en el sistema tedrico porque identifican
elementos que deben hacer parte del sistema para que la demostracion tenga sentido o
sea posible en este. Un ejemplo de este tipo se da en la siguiente situacion, en la que un

estudiante afirma lo siguiente respecto a sus intentos por demostrar una conjetura:

92  Daniel: Profe, es que yo hice unas cosas... pero es que... en esas cosas... hay cosas que tengo que
demostrar. [todos se rien]

93 P Qué?... ;qué?

94  Daniel: Pues yo hice una demostracion, pero en esa demostracion hay tres cosas que tocaria demostrar.

Luego, la preocupacion y apropiacion de los estudiantes para seguir las normas del
curso, en cudnto a solo hacer demostraciones con elementos que pertenezcan
exclusivamente al sistema tedrico de la comunidad de clase, es un indicador que
tenemos en cuenta para identificar si un estudiante detecta elementos que deben

incluirse en el sistema para llevar a cabo una demostracion de manera exitosa.

2.1.2. Tipo de acciones de participacion en el enunciado de un teoremat

En cuanto al enunciado de un teorema, lo entendemos como una expresion condicional,

fruto de un trabajo previo de exploracion y verificacion, en el marco de la formulacion de

un problema abierto de conjeturacion (Perry, et al., 2012a). Generalmente, el enunciado es

! Las acciones de participacion se realizan en el marco de la actividad demostrativa.
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el resultado de la identificacién de un invariante que liga dos propiedades geométricas y
que se generaliza a manera de conjetura. Un ejemplo de enunciado es el siguiente: si un
triangulo es isosceles, entonces las alturas correspondientes a los lados congruentes son

congruentes.

Nos guiamos bajo la aproximacion metodoldgica del grupo “Ze G, que impulsa la actividad

demostrativa, para entender y caracterizar las acciones relativas a la produccion de una
conjetura. Estas acciones comienzan a partir de situaciones problema propuestas a los
estudiantes, las cuales son abiertas, en el sentido de que a partir de ellas, se puedan
formular diferentes conjeturas plausibles (Perry, et al., 2012a). Ejemplos de este tipo de

situaciones problemas son las siguientes:
¢Cudl es la relacion entre el tipo de triangulo y la propiedad dos alturas son congruentes?

Dibujar A MOP. K es un punto de MP. (Cuando es LOKP > £0MK? (Perry, et al., 2012a, p.

136)
En la experiencia llevada a cabo en el experimento de ensefianza de Camargo (2010), del
cual provienen los datos que son objeto de estudio de este trabajo, se tuvieron en cuenta
este tipo de problemas. Perry, et al., (2013, p. 19), los describen de la siguiente manera:

Son de indole geométrica. Su resolucién por una parte requiere hacer exploracién empirica,

para lo cual se acepta el uso de geometria dindmica y, por otra parte, exige de manera explicita

formular una conjetura... En los problemas... la representacion de la situacién que describen

se basa exclusivamente en la construccién de objetos que cumplan las condiciones dadas en el

problema mismo y la bisqueda de invariantes se basa en la exploracién directa de los objetos

representados (construidos).
Entre todas las posibles acciones relacionadas con la participacion en la produccion de un
enunciado a modo de conjetura, hemos decidido tener en cuenta las siguientes, a partir de la
revision que hicimos de las fases propuestas por Boero (1999) en las actividades de
produccion de teoremas, la categorizacion realizada por Luque y Robayo (2011) teniendo
en cuenta esas fases de Boero, en torno al enunciado, y una primera mirada a los datos

experimentales:
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Interpretacion del enunciado del problema.

Exploracion libre de una representacion geométrica en Cabri.
Identificacion de regularidades claves para solucionar el problema.
Identificacion de argumentos para la plausibilidad de la relacion detectada.

Formulacion del enunciado del teorema a manera de conjetura.

A continuacion describimos y ejemplificamos cada una de estas acciones, las cuales en

algunos casos fueron renombradas y adaptadas a nuestro estudio, teniendo como base las

categorias desarrolladas por Lugue y Robayo (2011).

» Interpretacion del enunciado: En concordancia con Luque y Robayo (2011), en este

tipo de accion nos referimos a extraer la informacion que el problema abierto enuncia
para poder identificar qué es lo que esta dado y qué es lo que se pide. Para ello, nos
enfocamos en diferentes acciones de los estudiantes como la identificacion y
representacion de los objetos geométricos que se mencionan en el problema, lo cual se
evidencia cuando los estudiantes, por ejemplo, se refieren a una figura geométrica y la
representan inicialmente en lapiz y papel o en Cabril, aun cuando no aluden
explicitamente a sus propiedades. Tal representacion puede darse de manera blanda, es
decir, sin conservar las propiedades geométricas con el arrastre, 0 de manera robusta,

manteniendo asi las condiciones iniciales mediante el arrastre.

También tenemos en cuenta si los estudiantes aluden a las propiedades de los objetos
geométricos involucrados en el problema, bien sea al representarlos inicialmente en
Cabri 0 en un dibujo, y hacen mencién de manera explicita a alguna de las propiedades
inherentes al objeto. Nos fijamos en las posibles estrategias de resolucién que los
estudiantes formulen, en relacion al procedimiento de construccion o exploracién que

van a llevar a cabo y si anticipan o descartan posibles soluciones al problema.

Exploracion libre de una representacion geométrica en Cabri: Nos referimos a

aquellas acciones en relacion al uso que los estudiantes pueden hacer de herramientas

L En nuestro estudio los estudiantes contaban con el apoyo del programa Cabri para resolver el problema.
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que este software proporciona, tales como construir, medir y arrastrar objetos
geométricos como segmentos, triangulos, cuadrilateros, etc., con el objetivo de evaluar
si las construcciones realizadas se corresponden con la situacion planteada en el
problema y a partir del uso de estas herramientas identificar o descubrir nuevas
propiedades al igual que establecer relaciones entre estas. Molina, Samper, Perry y
Camargo (2011), concuerdan con que este tipo de acciones relacionadas con la
produccién de una conjetura, generalmente incluyen la exploracion de una situacion

geométrica para buscar regularidades.

Igualmente, coincidimos con Luque y Robayo (2011) en que este tipo de exploraciones
estan dirigidas a responder la pregunta planteada en el problema abierto y como estos
autores lo mencionan, es posible que:
el estudiante realice acciones que no aporten a la solucion al problema, tales como: toma de
medidas que no son Utiles para la solucién de la situacion, o arrastre de objetos que no
corresponden con la intencidn de la pregunta. Las acciones no afortunadas son evidencia de una
interpretacion inadecuada de la situacion, lo cual puede conducir al estudiante a releerla y
reorientar la exploracién. (Luque & Robayo, 2011, p. 53)
Identificacién de regularidades claves para solucionar el problema: Entendemos
este tipo de acciones como aquellas que tienen que ver con que los estudiantes detecten
un invariante clave o identifiquen relaciones claves entre invariantes, que les permitan
solucionar el problema que da lugar al enunciado de la conjetura. Un ejemplo de
deteccion de un invariante clave es cuando los estudiantes se dan cuenta, a través de la
exploracién en Cabri, de que si un tridngulo tiene dos de sus alturas congruentes,
entonces resulta ser un triangulo isésceles y asi los estudiantes encuentran una solucién
al problema. En cuanto a la identificacion de relaciones claves entre invariantes
consideramos, por ejemplo, si los estudiantes logran detectar dos hechos geomeétricos y
consiguen relacionarlos, en funcién de encontrar un resultado que les permita

solucionar el problema y por ende formular una conjetura.
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Luego, al igual que Luque y Robayo (2011), consideramos que en este tipo de acciones
estd inmersa la accion de generalizar entendida como el reconocimiento de una
propiedad que se cumple en varios casos, pero hacemos enfasis en que este tipo de
acciones puntualmente llevan a la resolucion del problema, a diferencia del tipo de
accion de exploracion libre de una representacion geométrica en Cabri, en las que se
pueden descubrir nuevas propiedades no mencionadas en el enunciado, pero que no

necesariamente conducen a la solucion del problema.

Identificacién de argumentos para la plausibilidad de la relacion detectada: De
manera similar a Luque y Robayo (2011), entendemos que este tipo de acciones tiene
que ver con la busqueda de argumentos por parte de los estudiantes para justificar la
plausibilidad de la conjetura que proponen. Asi, nos fijamos en si los estudiantes logran
identificar, bien sea en la construccion geométrica en Cabri, o en el sistema tedrico,
algunas propiedades del sistema que permitan darle soporte a su descubrimiento y
corroborarlo. Este tipo de acciones tienen que ver con la verificacion empirica que
podrian efectuar los estudiantes (Molina, et al., 2011).

Formulacién del enunciado a manera de conjetura: En este tipo de accién
consideramos codmo los estudiantes formulan un enunciado que “dé cuenta de la
generalidad encontrada durante la exploracion de la situacion propuesta” (Luque &
Robayo, 2011, p. 56). Coincidimos con Luque y Robayo (2011) y Boero (1999), en que
la formulacién del enunciado esta sujeta a convenciones culturales compartidas, lo cual
en la clase de geometria se refiere a las reglas que han sido institucionalizadas. Como lo
mencionan Luque y Robayo, en este tipo de accion la formulacion de la conjetura
comienza cuando se detecta y se establece el invariante clave y se materializa cuando se
hace la Gltima escritura de la conjetura. Luego, nos fijamos en identificar si los
estudiantes reconocen cual es el antecedente y el consecuente de la conjetura, segun la

construccidn geometrica que realizaron en Cabri, a partir de un problema abierto.

El antecedente corresponde a aquellos hechos geométricos o propiedades de las cuales

partieron los estudiantes en la construccion y a las condiciones que se impusieron. El
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consecuente corresponde a los resultados que encontraron, mediante el arrastre, dadas
esas condiciones iniciales. Por ejemplo, si en una construccion dinamica los estudiantes
parten de dos segmentos con la misma medida, que seran las alturas de un triangulo, y a
partir de estos descubren que el tipo de triangulo que tiene esta condicion es equilatero,
la conjetura correspondiente deberia ser: si un triangulo tiene dos alturas congruentes,
entonces el triangulo es equilatero. Esto connota la concordancia que se espera que
reflejen los estudiantes entre las construcciones o exploraciones realizadas y las

conjeturas propuestas.

Asi mismo, una vez los estudiantes han formulado la conjetura, tenemos en cuenta si
hacen una revision de la misma, ya sea mediante el trabajo por grupos o el trabajo en
gran grupo, es decir en socializacion entre todos los miembros de la clase y bajo la guia
del profesor, con miras a revisar el enunciado para perfeccionarlo. A diferencia de
Luque y Robayo (2011), para nosotros la formulacion de la conjetura debe sefialar
claramente el antecedente y el consecuente de la misma, teniendo en cuenta la

estructura légica condicional.

2.1.3. Tipo de acciones de participacién en la demostracién de un teorema

Respecto a la demostracion, adoptamos la conceptualizacion que propone Stylianides
(2007) para el contexto educativo, segin la cual, esta se concibe como un argumento
matematico que usa: enunciados aceptados por la comunidad del aula de clase, formas de
razonamiento que son validas para los participantes y formas de comunicacion que son
apropiadas para la comunidad. En la version del curso de geometria plana donde obtuvimos
la informacion para el andlisis, los enunciados aceptados son postulados, definiciones y
teoremas previamente incluidos en el sistema tedrico en construccion; las formas de
razonamiento hacen alusion a esquemas logicos racionamiento como modus ponendo
ponens y modus tollendo tollens, entre otros, con los cuales se puede satisfacer el criterio de
necesidad légica (Duval, 2007), a la hora de incluir un teorema en el sistema; y las formas

de comunicacién aceptadas combinan lenguaje usual con notacion y simbologia propias de
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la geometria euclidiana. En nuestro estudio, no establecemos diferencias entre los términos
demostracion y prueba, como si lo hacen diversos autores (Balacheff, 1987, citado por
Arsac, 1987; Perry et al., 2012a).

Igualmente, tenemos en cuenta la definicion de demostracion propuesta por el grupo AeG
como “un argumento de naturaleza deductiva basado en un sistema tedrico de referencia en
el cual la conjetura puede llegar a considerarse un teorema [del sistema]” (Molina, et al.,
2011, p. 74). La demostracion formal llevada a cabo en el curso objeto de estudio se escribe
en un formato a dos columnas. En la primera columna se escribe cada paso de la
demostracion, haciendo uso de la simbologia y notacion acordada en el curso. En la
segunda columna se escriben las garantias de cada paso de la demostracion. Tales garantias
hacen referencia a los objetos del sistema tedrico, los cuales pueden ser una definicién, un

postulado u otro teorema del sistema tedrico-

Tenemos dos tipos de acciones de participacion en la demostracion, las cuales también
fueron elegidas después de una revision de los datos experimentales, de las fases propuestas
por Boero (1999) y la categorizacion realizada por Luque y Robayo (2011):

» Exploracion del contenido y los limites de validez de la conjetura.

» Seleccion y encadenamiento de argumentos tedricos en una cadena deductiva.

A continuacion describimos y ejemplificamos cada una de estas acciones, las cuales, al
igual que en el tipo de acciones relacionadas con el enunciado, también en algunos casos
fueron renombradas y adaptadas a nuestro estudio partiendo como base de las categorias

desarrolladas por Luque y Robayo (2011).

» Exploracion del contenido y los limites de validez de la conjetura: En este tipo de
accion nos referimos a aquellas acciones previas o iniciales de la demostracion formal
de la conjetura, relacionadas con la elaboracion de argumentos en funcién de explorar el
contenido de esta y sus limites de validez. Coincidimos con Luque y Robayo (2011) en

gue en este marco de acciones se generan argumentos para justificar la relacién entre
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antecedente y consecuente, la plausibilidad y la validacion de la conjetura dentro del

sistema tedrico de referencia.

En ese orden de ideas nos fijamos en las representaciones geometricas que el grupo de
estudiantes realiza para hacer explicitas las propiedades del antecedente de la conjetura
que se va a demostrar. Tenemos en cuenta si los estudiantes identifican, en el sistema
tedrico, algunas propiedades que puedan inferir partiendo de lo que se tiene dado en el
antecedente, para darle soporte deductivo a la conclusion. Esta deteccion de
propiedades no siempre lleva a la ruta de demostracion, pero refleja la busqueda de

argumentos por parte de los estudiantes para determinar la validez de la conjetura.

Luego, en esa busqueda de argumentos, también nos centramos en el uso de la
conclusion como guia para buscar el camino a la demostracion y tenemos en cuenta si
los estudiantes intentan encadenar propiedades para argumentar acerca de la validez del
enunciado, al listar diferentes propiedades que pueden ser usadas en la demostracion,

pero sin discriminar qué se infiere de qué.

Seleccion y encadenamiento de argumentos tedricos en una cadena deductiva:
Hacemos alusion a aquellas acciones que llevan a que los estudiantes establezcan
relaciones légicas entre enunciados para generar la cadena deductiva, a partir de la
exploracion del contenido y los limites de validez de la conjetura. Por ende, nos
fijamos en que los estudiantes anticipen cdmo va a ser la cadena deductiva, organizando
los condicionales en el orden en que creen que van a quedar en esta finalmente. Por
ejemplo, en la siguiente situacion de clase en la que se estd demostrando que los
segmentos AF y CD son congruentes, se tiene esta figura en el tablero:

B

Figura 1.
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Y los estudiantes proponen cémo va a quedar la cadena deductiva:

128

129

130

133

134

Orlando:

P:

Orlando:

Melisa:

Orlando:

[Los lados] AB y BC son congruentes.
[Los lados] AB y BC son congruentes, si.

Entonces ya tenemos que este angulo [BFA] es congruente con este [BDC], y que este
angulo [DBC o FBA] es congruente consigo mismo. Entonces ya tenemos

[...]
FBA [Orlando escribe en el tablero: A BDC = A BFA].

Los dos triangulos son congruentes, entonces tenemos angulo — angulo — lado. Entonces
partes correspondientes de tridngulos congruentes son congruentes. [Luego los segmentos
FA y DC son congruentes].

Ahora bien, dentro de este tipo de acciones también consideramos si los estudiantes

logran encadenar de manera deductiva dos o mas afirmaciones usando como garantias

enunciados del sistema tedrico y organizan la cadena deductiva en un texto

comunicable a dos columnas. Esta accion también puede darse bajo la guia de la

profesora, quién en ocasiones, recogiendo los aportes de los estudiantes, va escribiendo

los pasos de la demostracion en el tablero.

2.2. CALIDAD DE LA PARTICIPACION EN LA CONSTRUCCION DE UN
TEOREMA

La calidad de la participacion de los estudiantes en la construccion de un teorema puede ser

vista desde diferentes posiciones. En nuestro caso, nos posicionamos bajo la premisa de que

el aprendizaje es visto como participacion en una comunidad de practica; como lo

mencionan Camargo y Gutiérrez (2010) tenemos en cuenta que

La participacion en la actividad demostrativa [entendida segun el constructo propuesto por el

grupo “ZeG] conforma con la materializacion de la actividad, en forma de produccion de un

conjunto de postulados, definiciones y teoremas con sus correspondientes demostraciones, una

relacion de complementariedad que da significado a la practica que se lleva a cabo en una clase

de geometria euclidiana plana de nivel universitario, en la que se tiene como meta construir

colectivamente una porcién de un sistema [tedrico]. (Camargo & Gutiérrez, 2010, p. 247)
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Consideramos cuatro caracteristicas para valorar como participan los estudiantes en la
construccion de un teorema. Estas caracteristicas estan en estrecha relacion con la
formacion en valores democraticos, tal y como lo describen Ortiz y Perafan (2004). A
continuacion mencionamos y describimos cada una de estas caracteristicas, basandonos en
las tipologias trabajadas por Camargo y Gutiérrez, (2010) y Molina et al. (2011). En cada
una de estas, hacemos alusién al trabajo de los estudiantes por parejas y al trabajo en gran
grupo y definimos cuando el grado de participacion es poco o bastante segin cada
caracteristica. En el caso de que no haya un tipo de participacion, simplemente no se

menciona.

» Original: Consideramos que la participacion de un estudiante es original cuando esta es
creativa y con ideas propias (Camargo & Gutiérrez, 2010). El estatus de originalidad lo
otorgamos de acuerdo a la comparacion con el trabajo de los demas estudiantes y de la
generalidad del grupo. Es decir, en cuanto al trabajo en parejas, entendemos que la
participacion de los estudiantes es original cuando las ideas planteadas, por ejemplo por
un grupo de estudiantes, son diferentes respecto a lo que la mayoria de estudiantes

realizaron.

Entendemos que el grado de originalidad es poco cuando, aln con ideas propias, la
actividad desarrollada por los estudiantes, en el trabajo por parejas, se corresponde con
la generalidad del trabajo realizado por la mayoria de los estudiantes. De manera
similar, entendemos que el grado de originalidad es bastante, cuando las ideas
propuestas por un estudiante, 0 grupo de estudiantes, se salen de lo comun en

comparacion al trabajo de los deméas miembros de la comunidad.

También, tenemos en cuenta si los estudiantes proponen y desarrollan ideas que el
profesor no tenia programado abarcar en las sesiones de clase. En caso de que este tipo
de participacion surja con la guia inicial del docente, por ejemplo, a partir de una
pregunta que el docente hizo, catalogamos la originalidad como poca. Si por el

contrario, el estudiante propone ideas que al profesor no se le habian ocurrido o que no
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estaban dentro de lo que este Gltimo tenia planeado y por ende, se alejan de lo esperado
por el profesor, entonces determinamos que la originalidad es bastante.

Autoénoma: Al igual que Camargo y Gutiérrez (2010) caracterizamos la participacion
en términos de auténoma, al referirnos a esta como espontanea, con un interés personal
y por iniciativa propia. Molina et al. (2011) plantean que en este tipo de participacion
“se activan recursos propios para comunicar y justificar las ideas propias, y para

confrontar y entender las de los demas” (Molina, et al., 2011, p. 75).

En el trabajo de los estudiantes por parejas nos referimos a participacién autbnoma, con
relacion al par, cuando el estudiante intenta tomar la iniciativa e intenta asumir una
postura de lider. Tenemos en cuenta si el estudiante solicita ayuda de su compafiero y
toma en cuenta sus aportes al proceder en la actividad, para catalogar el grado de
autonomia como poco. En caso de no requerir la ayuda de su par y tomar la iniciativa o
intentar convencer al compariero de sus propios planteamientos, consideramos que el

grado de autonomia es bastante.

Respecto al trabajo de los estudiantes en gran grupo consideramos que su participacion
es poco auténoma con relacion al profesor, cuando los aportes que realizan estan
mediados por las preguntas que lanza el docente, mas no por una iniciativa propia.
Cuando el estudiante procede sin la ayuda del profesor y asume una postura de lider,

consideramos su participacion como bastante autbnoma.

Genuina: Molina et al. (2011) consideran que la participacién de los estudiantes es
genuina cuando estos asumen “una disposicion de compromiso y se muestra interés
auténtico en busca de lograr la produccion de un teorema” (Molina, et al., 2011, p. 76).
Concordamos y nos posicionamos bajo esta caracterizacion de participacién genuina.
Camargo y Gutiérrez (2010) mencionan respecto a la genuinidad, que los estudiantes
son conscientes de la responsabilidad que tienen con las tareas o actividades que se
llevan a cabo, en funcién de la apropiacion de las normas del curso y tienen

fundamentos para los aportes que brindan. Entendemos que ese fundamento y
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apropiacion de las normas son indicadores que nos permiten establecer si un estudiante
participa de manera genuina. Por tanto, declaramos que el grado de genuinidad de la
participacion de un estudiante, en cuanto al trabajo en parejas, es poco, Si Sus
intervenciones reflejan parcialmente la apropiacion de las normas compartidas en la
clase y, es bastante, cuando el estudiante asume con responsabilidad y compromiso el
desarrollo de la actividad teniendo plena consciencia de estas normas compartidas.

Adicionalmente, si el estudiante intenta desarrollar la actividad con responsabilidad y
fundamento, es decir tratando de asumir todas las normas del curso, pero necesita la
guia del profesor para proceder respecto a una determinada norma, consideramos que la
participacion es poco genuina. Ahora bien, si las intervenciones del estudiante reflejan
un compromiso con el desarrollo de la actividad y del seguimiento de las normas del
curso, de modo que no necesita del profesor para proceder frente a una determinada
norma porque €l mismo entiende y se ha apropiado del sistema de normas compartido

en la clase, entonces su participacion es bastante genuina.

Relevante: Entendemos la participacion de un estudiante como relevante si esta resulta
ser esencial o util para el desarrollo de las actividades propuestas (Camargo &
Gutiérrez, 2010). En este sentido, Molina et al. (2011) mencionan que la participacion
de un estudiante es relevante si hace contribuciones que tienen algun desarrollo y son
utiles para la actividad en la que los estudiantes se encuentran involucrados.
Igualmente, Molina et al. comentan que un estudiante puede participar de manera
relevante incluso si tiene errores en su intervencion, pero aun asi logra generar un
aporte para el desarrollo exitoso de la actividad. Consideramos que en el trabajo en
parejas la participacion de un estudiante es poco relevante cuando sus aportes solo se
limitan a cuestionar o verificar las ideas de su par. En caso de que los aportes sean
pertinentes o utiles para el desarrollo de la actividad, catalogamos el grado de

relevancia como bhastante.

En cuanto al trabajo en gran grupo, determinamos que la participacion de los

estudiantes es poco relevante si sus intervenciones hacen pequefios aportes al desarrollo
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de la actividad, pero sus propuestas no prosperan debido a que no son viables. Cuando
estos aportes son pertinentes y gracias a estos se logra esclarecer el camino de la ruta de
la demostracion o se soluciona algun problema en relacién a la construccion del

teorema, consideramos la relevancia como bastante.

Esta caracterizacion nos permite pensar en la calidad de la participacion de los estudiantes y
también nos permite afirmar que en estas caracteristicas se encuentra el foco de lo que
entendemos como valores democraticos®. Ortiz y Perafan (2004), hacen una recopilacion de
lo que algunos autores entienden por democracia y su relacion con valores como el respeto,
la autonomia y la solidaridad. Adoptamos la posicién de Maturana (1994, citado por Ortiz
& Perafan, 2004) quién menciona que la democracia es un proyecto comun, pues se va
configurando de manera conjunta a cada momento en la convivencia. Es asi que, en
concordancia con los autores mencionados, entendemos que algunos valores democraticos
son necesarios en los seres humanos para que estos actden conforme a los ideales de la
democracia. Por ende, ademas de la relacion entre las finalidades de participacion vy el
trabajo bajo un sistema de reglas compartidas, adaptamos algunos de los planteamientos de
Ortiz y Perafan (2004) respecto a valores democréaticos y los complementamos con las

tipologias usadas por Camargo y Gutiérrez (2010).

Asi, consideramos que la originalidad refleja el derecho que tiene el estudiante a hacer uso
de su creatividad en la clase de matematicas y ser reconocido a la par de su maestro, en el
sentido de que todos somos iguales y que esto se constituye en una de las caracteristicas
pilares de la democracia (Ortiz & Perafén, 2004). En cuanto a la autonomia, concordamos
con estos autores en que esta tiene que ver con hacer lo que hay que hacer por conviccion y
no por obligacion. El estudiante es responsable de sus ideas a través de la autonomia

intelectual y de sus actos mediante la autonomia en la accion. Igualmente, consideramos

1 Sin desconocer que la relacién entre democracia y educacion matematica puede abarcar otros elementos
desde diferentes enfoques, nosotros nos centramos en la formacién en valores democraticos a partir de la
participacion en una comunidad de practica, en donde los valores relacionados con ser original, auténomo,
genuino y relevante ayudan a formar ciudadanos responsables que van a contribuir en la toma consensuada de
decisiones.
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que la genuinidad hace hincapié en la responsabilidad y conciencia de las ideas propias en
funcién de aportar para resolver un problema de manera conjunta con actitudes de
corresponsabilidad (Camps, 1994 citado por Ortiz & Perafan, 2004). Y en cuanto a la
relevancia, esta se manifiesta en la contribucion y en los aportes a solucionar problemas

compartidos que obedecen a necesidades comunes.
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CAPITULO 3: METODOLOGIA

Este estudio es de indole cualitativo, se corresponde con un estudio de caso y hace uso de
los datos experimentales! de la tesis doctoral de Camargo (2010), para interpretarlos y
analizarlos a la luz de otro marco de referencia y con otro objetivo. Esa investigacion tenia
como meta describir la conformacién de una comunidad de préctica, de futuros docentes de
matematicas, interesada en construir parte de un sistema axiomético de geometria
euclidiana. La presente investigacion se enfoca especificamente en la participaciéon de los
estudiantes en la construccién de un teorema, aspecto no documentado a profundidad por
Camargo (2010).

Como recurso metodoldgico se emplean técnicas de analisis retrospectivo como la
confrontacién, la evocacion y el recuerdo (Leblanc, et al., 2001), aprovechando que el autor
de la tesis fue estudiante del curso objeto de estudio de Camargo (2010) y a su vez, la
asesora de esta tesis, fue observadora no participante de ese curso. De esta manera, al
revisar los videos y transcripciones de las clases del curso de geometria de 2007, para
escoger los fragmentos con los cuales se lleva a cabo el andlisis en el presente estudio,
hemos tenido en cuenta aspectos relevantes de la experiencia vivida por estudiante y
asesora en el experimento de ensefianza en cuestion. Esta experiencia ha servido para
interpretar la actividad matematica de los estudiantes cuando participan de la construccion
de un teorema, vista a la luz de la conceptualizacion de Mariotti et al. (1997).

Especificamente usamos estas técnicas de andlisis retrospectivo (Leblanc, et al., 2001),
durante el estudio de las intervenciones de los estudiantes que hacen parte del estudio de
caso. Confrontamos lo que recordamos de esas experiencias en funcion de entender el

trabajo de los estudiantes y la forma en que participan en la construccion de un teorema.

1 Tomados en un curso de geometria plana en el segundo semestre de 2007. Aspectos de este curso se
describen en la seccion 3.1.
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También usamos la evocacion, al revisar los videos y asi poder determinar las razones que

Ilevaron a que los sucesos de la clase se desarrollaran en la forma en que se dieron.

A continuacién se hace referencia a la poblacion y el contexto. Después se describen el
proceso de construccion del conjunto de datos y los instrumentos para la descripcion,

interpretacion y andlisis de la informacion.

3.1. DESCRIPCION DE LA POBLACION Y EL CONTEXTO

La informacion para construir el conjunto de datos corresponde a las grabaciones en audio
y video de todas las sesiones de clase desarrolladas durante el curso de Geometria Plana
implementado en el segundo semestre de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad
Pedagdgica Nacional en el afio 2007. Los estudiantes del curso tenian edades aproximadas
entre los dieciocho y veintitrés afios. En el curso se realizé un experimento de ensefianza
cuyo objetivo era que los estudiantes aprendieran a demostrar y ampliaran su vision tanto
de la demostracion como del papel que esta tiene en el quehacer matematico en funcion de
desarrollar sus habilidades de argumentacion (Perry, et al., 2012a). En el anélisis realizado
por Camargo, ella hizo una seleccion de episodios en donde centrd su interés investigativo.
Las transcripciones de algunos de estos episodios hacen parte del material analizado en la
presente investigacion, aunque también se hicieron transcripciones de otras sesiones de

clase.

La construccion colectiva del sistema axiomatico local de geometria euclidiana plana en el
experimento de ensefianza (Camargo, 2010), implicaba que todo lo que se demostrara en la
clase se hacia de comudn acuerdo por todos los integrantes de la misma y haciendo uso
exclusivamente de los postulados, definiciones y teoremas que se habian incluido en el
sistema teorico del curso. Es decir que no se admitian demostraciones que hicieran uso de
otros teoremas que conocieran los estudiantes o que se encuentran en libros de texto, que no
se hubieran demostrado con los elementos del sistema tedrico construido. Por otra parte, las

tareas que usualmente se proponian son descritas por Perry et al. asi:
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Casi siempre se trata de situaciones que involucran a los estudiantes en una actividad

demostrativa completa; es decir, ellos tienen que comenzar por generar conjeturas que, luego de

ser verificadas y aceptadas por la comunidad como tales, son validadas dentro del sistema

axiomatico con el que cuentan. (Perry, et al., 2012a, p. 136)
En este sentido, el grupo de estudiantes junto con la profesora se constituyé en una
comunidad de practica segun la perspectiva de Clark (2005, citado por Camargo, 2010) y
esta comunidad se rigio bajo unas normas sociales y socio-matematicas en relacion con la
justificacion de todas las ideas que se planteaban y el respeto de los argumentos propuestos
por cada estudiante (Perry, et al., 2012a). Por ende, este ambiente es propicio para
identificar como fue el proceso de construccion de un teorema segin el constructo

propuesto por Mariotti et al. (1997).

La actividad matematica que desarrollaron los estudiantes se vio demarcada, en algunos
momentos de la clase, por el trabajo que realizaban en parejas y haciendo uso de geometria
dindmica con el software Cabri. Esto con el fin de lograr una construccion conjunta
mediante el didlogo, favoreciendo asi la interaccion social, la cual se consideraba clave para
el aprendizaje de la demostracion (Camargo, 2010). También hay momentos de la clase en
que se construyd el contenido geométrico de manera colectiva a través de la presentacion

que hacian los estudiantes de las conjeturas planteadas y su discusion.

El contexto mencionado permiti6 anticipar que habia suficiente informacion para
caracterizar la participacion de los estudiantes en la construccién de teoremas a partir de los
tres aspectos, enunciado, demostracion y sistema teorico, que Mariotti et al. (1997)

consideran para el constructo teorema.
3.2. PROCESO DE CONSTRUCCION DEL CONJUNTO DE DATOS

3.2.1. Seleccién inicial de datos

El conjunto inicial de informacion consiste en aproximadamente ochenta horas de
grabacion en audio y video de las clases, correspondientes a los datos de la tesis de
Camargo (2010). De ese total, en este trabajo, y a partir de una cuidadosa revision, se hizo
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una reduccion de la informacién al escoger aquellos videos en donde se pudiera rastrear la
construccion del teorema Triangulo isdsceles — alturas congruentes?, elegido por el autor de
este trabajo, porque desde su experiencia como estudiante de ese curso y por otro lado,
porque producto de su bagaje como docente de matematicas, considera que este teorema es
fundamental en un curso de geometria ya que su demostracién permite relacionar varios
teoremas importantes, que se mencionaran en el analisis. Ademas, teniendo en cuenta las
caracteristicas de este estudio, en la revision inicial realizada se rastrearon elementos
interesantes en este teorema respecto a la participacion de los estudiantes en cada

componente del mismo.

Una vez rastreados y seleccionados los videos, se vio necesario realizar algunas
transcripciones no hechas por Camargo (2010), sobre el trabajo desarrollado por algunos
grupos especificos. Por ejemplo, en la actividad por parejas del proceso de exploracion de
conjeturas relacionadas con el teorema Tridngulo isosceles — alturas congruentes, se tenia la
transcripcion de un solo grupo y fue necesario realizar la transcripcion de los otros dos
grupos que desarrollaron la actividad en la misma sesién, para tener mayor riqueza en la

informacion.

3.2.2. Construccion del conjunto de datos

Los datos son fragmentos del trabajo de los estudiantes relacionados con los componentes:
enunciado, demostracion y sistema tedrico que se consideran en la construccién de un
teorema (Mariotti, et al., 1997). El conjunto principal de datos corresponde al trabajo de
tres grupos de estudiantes y la respectiva socializacién, en relacién al teorema Triangulo
isdsceles — alturas congruentes. Sin embargo, es valido aclarar que en la dindmica del
analisis pueden mencionarse otros teoremas que intervienen en la construccién pero que no

son el foco especifico de la investigacion. Por ejemplo:

L El nombre del teorema se basa en el nombre asignado en la investigacion de Camargo (2010), de acuerdo a
los nombres acordados por la comunidad de aprendizaje que se constituyd en el curso objeto de estudio.
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T. Criterio de congruencia lado — &ngulo — angulo: Toda correspondencia lado —

angulo — angulo entre dos triangulos es una congruencia.

T. Medida angulo externo: La medida de un angulo externo de un triangulo es igual a la

suma de las medidas de los dos angulos internos no adyacentes.

Después de identificar los segmentos de las transcripciones en los que se desarrolla el
teorema Triangulo isosceles — alturas congruentes, que corresponden a seis sesiones de
clase, se realiza una reconstruccion del trabajo de los estudiantes en este teorema,
dividiéendolo asi en un total de veinte episodios. En cada episodio se codifican los
fragmentos correspondientes a un determinado componente: enunciado, demostracion o
sistema tedrico. Esta informacion se constituye en los datos principales de esta
investigacion. A continuacién se describen los instrumentos para codificar, describir,
interpretar e inferir resultados de la participacion de los estudiantes a la luz del marco de

referencia en cada episodio.

3.3. INSTRUMENTOS PARA LA DESCRIPCION, INTERPRETACION Y
ANALISIS DE LOS EPISODIOS

Como ya se dijo en el marco tedrico, el referente principal que se maneja en la
investigacion corresponde al constructo teorema, segin Mariotti et al. (1997). Para analizar
la participacion de los estudiantes en cada uno de los componentes de este constructo se
tienen en cuenta para el enunciado y la demostraciéon: las fases propuestas por Boero (1999)
y la categorizacion realizada por Luque y Robayo (2011). En cuanto al sistema tedrico,
proponemos un tipo de acciones de participacion tomando como referente la
axiomatizacion descriptiva que plantea de Villiers (1986). Con esta perspectiva se procede
a construir una rejilla para efectuar el analisis de cada episodio. Para ello, se establecieron
unas categorias preliminares con sus respectivos indicadores de andlisis. Estos se fueron

modificando a medida que se iban revisando los episodios.

El ejercicio analitico de cada episodio se hizo a partir de una seleccion inicial de

fragmentos que correspondieran a cada uno de los componentes del constructo teorema
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segun Mariotti et al. (1997). Esos fragmentos se sefialaban con un color que fue asignado
de la siguiente forma: amarillo para lo relacionado con el enunciado, verde para lo
relacionado con la demostracion y azul para lo referente al sistema tedrico. Una vez
identificados los fragmentos, describimos e interpretamos lo que sucedid y establecimos
inferencias sobre la participacion de los estudiantes. El listado de indicadores y de
significados asociados a cada indicador se fue mejorando cada vez mas, a medida que el
analisis avanzaba en los niveles descriptivo, interpretativo e inferencial. En repetidas

ocasiones se corroboro si los indicadores se estaban usando.

En esta revisién también se usaron técnicas de interpretacion y recuerdo (Leblanc, et al.,
2001) para la interpretacion y el analisis de los datos. En algunas ocasiones se revisaron
nuevamente los videos para constatar las evidencias obtenidas. Por momentos se trabajé de
forma separada, de modo que el autor y la asesora analizaban, individualmente, los
fragmentos con la rejilla y luego se cotejaba la informacion para identificar posibles
diferencias.

Para el manejo de la informacién se hizo uso de los paneles de navegacion en Word. Cada
titulo de un episodio se escribié con el mismo nivel de titulos en Word, de modo que al
hacer uso del panel de navegacién, se tenia facil acceso a cualquiera de los episodios. Esto
permitié comparar episodios entre si y encontrar semejanzas y diferencias en el trabajo
realizado por los estudiantes durante los diferentes momentos de construccién del teorema.
En el anélisis de cada episodio se hizo referencia a este tipo de comparaciones. Asi mismo
al usar los colores en la codificacion, con el zoom que permite realizar Word se efectuaron
vistas panordmicas del desarrollo del trabajo de los estudiantes en la construccion de un
teorema y esto permitié realizar inferencias respecto a la participacion de los estudiantes en

cada componente del teorema.

En la siguiente imagen (Figura 2) se aprecia el panel de navegacion al lado izquierdo y en
la parte derecha se ve como el zoom hacia afuera permite tener una vision general de la
participacion de los estudiantes en cada componente de la construccion del teorema, de

acuerdo a la distribucion de colores nombrada previamente.
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Figura 2.

La rejilla de analisis con las categorias y los indicadores finales respecto a la participacién
de los estudiantes en cada componente del teorema se presenta a continuacion. Esta se
divide en tres secciones, cada una haciendo énfasis en el componente del constructo
teorema al cual se hace referencia. Luego, cada seccion se divide en dos columnas asi: en la
primera, se plantean las categorias de participacion en la construccion de teoremas que
definimos y en la segunda, se nombran los indicadores correspondientes a cada categoria
con su respectivo codigo. Para la codificacién de estos indicadores, tuvimos en cuenta la
primera letra como E, D o S indicando el componente respectivo (Enunciado,
Demostracién o Sistema Tedrico). Seguidamente, una abreviacion de la primera palabra de
cada categoria usando las cinco primeras letras y por ultimo, una abreviacion de una o dos

palabras claves en la descripcion del indicador, utilizando entre tres a cinco letras.
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SISTEMA TEORICO

Categorias

Indicadores

Seleccion y
organizacion de
elementos centrales

S- Selec-lIdenPart: Identificacion de elementos del sistema que deben hacer parte para que la
construccion o el enunciado tengan sentido.

S- Selec-AsegDedu: Aseguramiento de que la conjetura es deducible en el sistema.

en relacién al
teorema.
ENUNCIADO
Categorias Indicadores

Interpretacion del
enunciado

E-Inter-l1denObj: Identificacidn de objetos geométricos involucrados.

E-Inter-AludProp: Alusion a las propiedades de los objetos geométricos involucrados.
E-Inter-RepDado: Representacion de los objetos geométricos dados y las relaciones indicadas.
E-Inter-FormEst: Formulacién de una o varias estrategias de resolucion.

E-Inter-AntiSol: Anticipacion de una posible solucion.

Exploracidn libre de
una representacion
geométrica en Cabri

E-Explo-HerrEval: Uso o comunicacion del uso de herramientas de Cabri para evaluar la
representacion.

E-Explo-Herrlden: Uso o comunicacion del uso de herramientas de Cabri para identificar
nuevas propiedades.

E-Explo-HerrRela: Uso o comunicacion del uso de herramientas de Cabri para establecer
relaciones entre propiedades.

Identificacion de
regularidades claves
para solucionar el
problema

E-ldentReg-Det: Deteccidn de un invariante clave.
E-ldentReg-Rela: Identificacion de relaciones claves entre invariantes.

Identificacion de
argumentos para la
plausibilidad de la
relacion detectada

E-ldentArg-PropComp: Determinacion de propiedades complementarias en la representacion o
en la teoria para darle soporte a una identificacion.

Formulacién del
enunciado a manera
de conjetura

E- Formu-AnteCons: Establecimiento del antecedente y del consecuente de la conjetura.
E- Formu-Enun: Planteamiento de la conjetura.

E- Formu-Concor: Establecimiento de la concordancia entre la construccion y la conjetura.
E- Formu-Revis: Revision del enunciado de la conjetura para perfeccionarlo.

DEMOSTRACION

Categorias

Indicadores

Exploracion del
contenido y los
limites de validez de
la conjetura.

D- Explo-RepAnte: Representacion geométrica que hace explicitas las propiedades del
antecedente de la conjetura que se va a demostrar.

D- Explo-ldenProp: Identificacion de propiedades complementarias que permiten darle
soporte deductivo a la conclusion.

D- Explo-UsConclu: Uso de la conclusién como guia para buscar el camino a la demostracion.

D- Explo-EncadPro: Encadenamiento de propiedades para argumentar acerca de la validez del
enunciado.

Seleccion y
encadenamiento de
argumentos tedricos

en una cadena
deductiva.

D- Selec-EstaRela: Anticipacion de la cadena deductiva a través del establecimiento de
relaciones ldgicas entre enunciados.

D- Selec-EncaDedu: Encadenamiento deductivo de dos o mas afirmaciones usando como
garantias enunciados del sistema.
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Acto seguido, presentamos una segunda rejilla para analizar la calidad de la participacion
de los estudiantes en cada uno de los componentes del teorema. Esta se divide en cuatro
secciones referidas a las caracteristicas del modo de participacion de los estudiantes. Para
cada una de estas secciones se describen dos indicadores del grado de participacion (poco o
bastante). Asi mismo, en cada aspecto de la calidad de la participacion de los estudiantes se
hace referencia a dos tipos de trabajo (por parejas y en gran grupo). Cada uno de los
indicadores se codifica asi: la primera letra hace referencia al grado de participacion, la

segunda letra a la calidad de la participacion y la tercer parte al tipo de trabajo. Asi, Par se

asigna al trabajo en parejas y Gran se corresponde con el trabajo en gran grupo.

INDICADORES DEL GRADO DE PARTICIPACION

CARACTERISTICA

Poco (+)

Bastante (++)

Original

P-O-Par: Planteamiento de ideas que se
corresponden con la generalidad del trabajo de
los demés estudiantes.

B-O-Par: Planteamiento de ideas que se
salen de lo comin en comparacion al
trabajo de los demas estudiantes.

P—-O-Gran: Desarrollo de ideas, bajo la guia
inicial del profesor, que no estaban dentro de lo
esperado por el docente.

B-O-Gran: Bosquejo de ideas que no
estaban dentro de lo planeado por el
docente.

Autonoma

P—A—Par: Pretension de tomar un rol dominante
procediendo en la actividad con la ayuda del par.

B—A-Par: Apropiacion y liderazgo al
proceder en la actividad tomando la
iniciativa o convenciendo a su par.

P—A-Gran: Mediacion por las preguntas que hace
el docente en los aportes generados.

B—-A-Gran: Apropiacion y liderazgo al
proceder sin solicitar ayuda del docente.

Genuina

P-G—Par: Apropiacion parcial de las normas
compartidas en la clase.

B—G—Par: Apoderamiento y apropiacion
de las normas compartidas en la clase.

P-G—Gran: Desarrollo de la actividad con
responsabilidad y fundamento requiriendo en
momentos de la ayuda del docente.

B-G-Gran: Compromiso con el desarrollo
de la actividad teniendo consciencia de las
normas compartidas en la clase sin requerir
del docente.

Relevante

P—R—Par: Limitacion de los aportes en cuanto a
Unicamente cuestionar o verificar las ideas de su
par.

B-R-Par: Pertinencia de los aportes de
modo que resultan Gtiles y cruciales para el
desarrollo de la actividad.

P—R-Gran: Generacion de aportes que ayudan al
desarrollo de la actividad pero no prosperan
debido a la poca viabilidad.

B—-R-Gran: Generacion de aportes que
permiten que el desarrollo de la actividad
prospere.
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En el anélisis de cada episodio se articulan tres aspectos. En primer lugar, el andlisis
descriptivo, el cual permite caracterizar y contextualizar al lector sobre qué se esta
trabajando y qué estan haciendo los estudiantes en referencia a alguno de los componentes
del teorema segun el constructo de Mariotti et al. (1997), puesto que en la codificacion
también se hizo una breve descripcion de lo que se observaba en relacion con el enunciado,

la demostracion o el sistema tedrico.

En segundo lugar, el analisis interpretativo, en donde se sefialan con indicadores las
intervenciones correspondientes a un componente. Este tipo de analisis tiene lugar al hacer
uso de las categorias de anélisis establecidas y aclarar con los indicadores descritos la
actividad de los estudiantes en relacién con su participacién en la construccién de un
teorema y la calidad de esta participacién. Esto se hace a partir de los cddigos y en la
explicacion del por qué hemos puesto ciertos indicadores a determinadas intervenciones.
Ademés se valora la calidad de la participacion de cada estudiante en los diferentes

episodios.

En tercer lugar, un analisis inferencial de los resultados, mediante el cual se pretenden
realizar algunas deducciones sobre como la participacién de los estudiantes en la
construccion de un teorema se ve favorecida o no por algunos de los aspectos mencionados
en los referentes tedricos. Este tipo de analisis se muestra con profundidad en el capitulo de

resultados.
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CAPITULO 4: ANALISIS

4.1. RECONSTRUCCION DEL TEOREMA TRIANGULO ISOSCELES -
ALTURAS CONGRUENTES

4.1.1. Contextualizacion

El trabajo relacionado con este teorema se lleva a cabo en algunos momentos de las
sesiones de clase desarrolladas durante los dias 10, 12, 17, 19, 24 y 26 de abril de 2007. La
actividad que da inicio a la construccion del teorema es la siguiente:
Escriba el proceso de construccién y las conjeturas que se establecen a partir de la siguiente
pregunta: ;Cual es la relacion entre el tipo de tridngulo y la propiedad: dos de sus alturas son
congruentes?
En la clase del 10 de abril los estudiantes trabajan por parejas haciendo uso de calculadoras
0 computadoras con el software Cabri. Cada grupo realiza un trabajo de construccién y
exploracién en Cabri y formula una conjetura en relacion a la pregunta planteada. En dos de
los grupos los estudiantes discuten sobre qué van a llamar altura de un tridngulo en el

sistema teorico. De esta sesidn se analiza el trabajo simultaneo de tres parejas.

En la clase del 12 de abril se socializan, en gran grupo y bajo la direccion de la profesora,
las conjeturas planteadas por las parejas de estudiantes para verificar si son plausibles y si
hay correspondencia, entre las conjeturas y las construcciones realizadas. Se da inicio a los
primeros intentos de demostrar la conjetura C1: Si un triangulo tiene dos lados
congruentes, entonces dos de sus alturas son congruentes. También, se incluyen en el
sistema tedrico las definiciones de rectas perpendiculares y segmentos perpendiculares,
ademas del teorema de existencia de la recta perpendicular a otra por un punto externo a
esta. Este ultimo, es demostrado colectivamente, debido a la necesidad de justificar la
existencia de los elementos que hacen parte del antecedente de la conjetura C1, es decir, de

las alturas, que para ese momento no se habian hecho explicitas en el antecedente.
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En la clase del 17 de abril se continda con los intentos de demostracién, en gran grupo, de
la conjetura C1 y se hace uso del teorema del tridngulo isosceles?, demostrado previamente
de acuerdo a las ideas propuestas por los estudiantes. Se concluye que es necesario el uso
de otro teorema, el criterio de congruencia de triangulos Lado-Angulo-Angulo, ain no
incluido en el sistema, para culminar la demostracion. Esto lleva a que la demostracion de

la conjetura C1 quede pendiente.

En la clase del 19 de abril los estudiantes y la profesora revisan detalladamente, en gran
grupo, los pasos que tienen hasta el momento en la demostracion de la conjetura C1 y
perfeccionan, de comdn acuerdo, el enunciado para tener mayor claridad respecto a lo que
esta dado por hipotesis y que para aquel momento no requiere justificacion alguna. Se hace
énfasis en el resultado que deben deducir y resaltan nuevamente que la demostracion
requiere del uso del teorema criterio de congruencia Lado-Angulo-Angulo, ain no incluido

en el sistema teodrico.

En la clase del 24 de abril, después de haber demostrado el teorema del angulo externo?,
con el cual pueden demostrar el criterio de congruencia Lado-Angulo-Angulo, se hace uso
de este ultimo y se culminan los pasos de la demostracién, en gran grupo, considerando
concluida la demostracion de la conjetura y su inclusion en el sistema teérico. Los
estudiantes quedan asi convencidos de haber construido el teorema Tridngulo isosceles —

alturas congruentes.

Finalmente, en la clase del 26 de abril, uno de los estudiantes descubre que en la
demostracion del Teorema, se asumi6 como dado que las alturas congruentes del triangulo
intersecan los lados congruentes debido a la representacién visual de la figura, mas no
porque se tuvieran las garantias de que esa condicion siempre se diera. Se socializa este
hallazgo en gran grupo y se hace una restriccion de la demostracion del teorema, hecha en

la clase anterior, Gnicamente para el caso de triangulos isdsceles acutangulos.

! Teorema del triangulo isésceles: Si un triangulo es isosceles, entonces los angulos opuestos a los lados
congruentes son congruentes.

2 Teorema del angulo externo: Un angulo externo de un triangulo es mayor que cada uno de sus angulos
internos no contiguos.
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4.1.2. Sintesis de la participacion

En la siguiente tabla se presentan los titulos de cada uno de los diecinueve episodios en los

que se dividio la reconstruccion del teorema?.

Trabajo Episodio Nombre

En parejas 1 Juan y Ana buscan una estrategia de resolucion.

En parejas 2 Juan y Ana hacen la representacion y proponen una conjetura.

En parejas 3 Dario y Leopoldo se cuestionan sobre la inclusion del objeto altura.
En parejas 4 Dario y Leopoldo discuten sobre lo que se pide en el problema.

En parejas 5 Dario y Leopoldo negocian la definicion de altura.

En parejas 6 Dario y Leopoldo exploran y conjeturan.

En parejas 7 Maria y Efrain deciden hacer una exploracidn por casos.

En parejas 8 Efrain se cuestiona sobre la inclusion del objeto altura en el enunciado del problema.
En parejas 9 Efrain y Maria exploran para verificar, a partir de la toma de medidas, y conjeturan.
En gran grupo 10 IIntro_duccicjm en el sistema de Ia_definicic')n de rectas perpendiculares y del teorema de

a existencia de la recta perpendicular por un punto externo.
En gran grupo 11 Correspondencia entre la conjetura y la construccion/exploracion de Dario y Leopoldo.
En gran grupo 12 Correspondencia entre la conjetura y la construccion/exploracion de Juan y Ana.
En gran grupo 13 Limitacion de la conjetura propuesta por Luz y Marina.
En gran grupo 14 Ejercicio preliminar a la demostracion de la conjetura.
En gran grupo 15 Inicio de demostracion de la conjetura.
En gran grupo 16 Surge la necesidad de ampliar el sistema tedrico.
En gran grupo 17 Perfeccionamiento del enunciado de la conjetura.
En gran grupo 18 Finalizacion de la demostracion del teorema.
En gran grupo 19 Restriccion del teorema Triangulo isésceles — alturas congruentes.

1 Por dificultades de espacio, los episodios 7, 8 y 9 se presentan en el Anexo 2 y los episodios 10, 11, 12y 13
se presentan en el Anexo 3. Sin embargo, durante todo el analisis conservamos la numeracion de estos
episodios tal y como se muestra en la tabla de sintesis de la participacion.
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En los primeros diez episodios, el trabajo es organizado en parejas. Los once episodios
restantes corresponden al trabajo en gran grupo. Para efectos del andlisis cada episodio esta
organizado de la manera en que se describe a continuacion. Inicialmente se presenta una
breve descripcion. Seguidamente, se muestran las respectivas intervenciones de estudiantes
o profesora en el episodio y los codigos en la parte derecha muestran el tipo de acciones de
participacion de los estudiantes en cada componente del teorema. Posteriormente, se
comentan dichas acciones de participacion y, en ocasiones, algunas acciones de la profesora
en funcién de promover la participacion de los estudiantes. Finalmente, se otorga una
valoracion a la calidad de la participacion de los estudiantes en el episodio. Cuando esa
valoracion tiene el grado de bastante, solo se menciona la caracteristica. Es decir, si un
estudiante tiene una participacion, por ejemplo, bastante relevante durante uno de los
episodios del trabajo en parejas, solo mencionamos que su participacion es relevante,
seguida del cddigo (B-R—Par). En el caso en que la participacion tenga, por ejemplo, el
grado de poco relevante, si incluimos la palabra poco y el cddigo (P-R—Par).

Aclaramos que los codigos de calidad no se incluyen en la parte derecha de las
intervenciones, porque la calidad de la participacion de los estudiantes se mira de manera
global en cada episodio. En algunos casos, se cita la linea de intervencion respectiva como
un fragmento representativo de la calidad de participacion del estudiante, pero siempre
teniendo en cuenta la globalidad del episodio. Por esta razén, estos cddigos aparecen
Unicamente en los comentarios posteriores a las intervenciones presentadas en cada
episodio. No se incluyen de manera puntual en una linea de intervencién especifica, en la
parte derecha, como si lo hacemos con los codigos referidos al tipo de acciones de

participacion de los estudiantes en cada componente del teorema.

ABRIL 10
EPISODIO 1: Juan y Ana buscan una estrategia de resolucion.

Descripcion: Una vez leido el enunciado del problema, Juan propone construir un
triangulo, a partir de dos segmentos congruentes que seran las alturas. Se valen del

programa de geometria dindmica para arrastrar los segmentos a una posicion adecuada con
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respecto a lo que serén los lados y vértices del triangulo. Para ello, Juan guia a Ana en la

construccion.

2 Ana: Cual es la relacién entre el tipo de triangulo y la propiedad.

3 Juan: Es un tipo de triangulo. Un triangulo que tenga la propiedad donde dos alturas sean
congruentes. [Empieza a hacer un dibujo de un triangulo rectangulo en el cuaderno].

Es decir, cuando hago un tridngulo [rectangulo]

este [cateto] es perpendicular a este [cateto] y esta [uno de los catetos] es la altura del
tridngulo, en un triangulo rectangulo. Esta es la altura del tridngulo con respecto a esta
recta, la recta contiene al lado opuesto. En un tridngulo rectdngulo aparentemente yo
creo que si. Son isdsceles, este y este [En el video no se ve lo que sefiala el estudiante
cuando dice que son isdsceles, pero parece ser que intenta decir que si el tridngulo
rectangulo es isosceles, entonces los catetos son las alturas congruentes.] Perpendicular
a esta recta. Y para ahora la otra altura, viene esta perpendicular. Hagamoslo en la
calculadora.

4 Ana: ¢Se construye primero el triangulo?

[Empieza la construccion en la calculadora con tres puntos que nombran asi: A, B y C.
Luego construye las rectas que pasan respectivamente por cada par de los tres puntos.]

5 Juan: Nunca cambia ¢si 0 no? [Sefiala un dibujo previo que tenian en el cuaderno. En este se
tienen dos puntos equidistantes a una recta dada y en semiplanos diferentes. El dibujo
luce de la siguiente forma:

Eso fue lo que nosotros vimos. Por lo tanto es como si fueran las alturas de un
tridangulo. [Sefala los dos segmentos perpendiculares a la recta FG, cuya longitud es la
distancia de cada punto, E y C, a la recta.]

Ahora si vamos a mirar el tridngulo completo, este seria una altura del triangulo [sefiala
uno de los segmentos], tocaria girar la recta acd y [no se entiende] quedaria un solo

triangulo [...].
6 Juan: ¢Hiciste la altura?
7 Ana: La altura de A a este lado [sefiala el lado opuesto al vértice A del triangulo construido

y la recta perpendicular a ese lado que pasa por A]
8 Juan: Tienes que hacer las perpendiculares mas bien primero.

9 Ana: Por eso. Esta es la perpendicular. [ContinUa sefialando la misma recta perpendicular.]
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10 Juan: Pero no que pase por A necesariamente. Osea, ese punto lo vamos a tener que correr
luego. Eso es lo que vamos a mirar.

11 Ana: Por eso, por eso, es que yo puedo correr este como yo quiera [Sefiala el punto Ay lo
mueve en la construccion.]

12 Juan: Pero no con respecto a la recta. Es que si tl lo sigues a la recta no. Traza una
perpendicular por aca. [Sefiala la parte derecha de la pantalla.] Una distancia. Y traza
otra perpendicular por aca, [Sefiala la parte izquierda de la pantalla] en otra recta, en
otra distancia y un punto en el que vamos a empezar a mover y vera que es lo que
ocurre. (Me hago entender? Borra la recta que pasaste por ese punto. [Sefiala el punto
A.] Por ejemplo mira, yo ahora voy a pasar una perpendicular por aca. [Primero borra
la recta perpendicular que pasaba por A] Mira. Esta va a ser mi recta AC y a esta, para
encontrar la altura tengo que encontrar una perpendicular. Porque ahi esta el segmento
[que serd una de las alturas]. Entonces [...]

tracemos la perpendicular. [Construye una recta perpendicular a la recta AC, en la
parte derecha de la pantalla] Ac4 Esta es perpendicular. Esta es mi recta
perpendicular, ¢si 0 no? Entonces aqui [en la recta perpendicular a AC] tomemos una
distancia. Tomemos la distancia a un punto. Un punto, ummm Illamémoslo H. Ahora
tomemos la distancia que hay de aca a aca. [Se refiere a la distancia de H a la recta AC.
Nombran el segmento que tiene esa distancia como s.] Entonces de aca hasta ac,
[toma la distancia en Cabri] 5.04 centimetros. Ahora vamos a tomar toda la recta BC o
la recta AB, ¢cudl de las dos quieres?

[El siguiente gréfico representa la propuesta de Juan de acuerdo a lo que pretende

s

construir: V‘\ F ]
13 Ana: Cualquiera

14 Juan: Esta que esté lejitos. [Escoge la recta AB] Deberia tener colores esta cosa. [Construye
una perpendicular a la recta AB] Y ahora transferimos [s] ¢Listo? Entonces [busca la
herramienta de transferir medida en Cabri y traslada la medida.] Ya tenemos dos
segmentos localizados. [Ambas alturas tienen longitud s. Luego comienzan a arrastrar
la construccion, de manera que las dos alturas congruentes con medida s queden en un
mismo triangulo.] Hasta por aca

15 Ana: Toca hacer coincidir los puntos. [Se refiere al pie de las alturas congruentes y los
veértices A 'y C del triangulo de modo que las alturas correspondan al mismo triangulo.]

16 Juan: Los tenemos que hacer coincidir para que las dos alturas sean las mismas. [En un

mismo tridngulo. Los estudiantes arrastran para hacer coincidir los vértices del
triangulo con los pies de las alturas].

En la intervencion [3] Juan anticipa una posible solucion (E-Inter-AntiSol) al problema,
sugiriendo que la relacion se cumple en un triangulo rectangulo isésceles y alude a algunas

de las propiedades de este en relacion con sus alturas (E-Inter-AludProp). Dicha

49



anticipacion no es tenida en cuenta para la construccion ya que, él y su compafiera no

construyen un tridngulo rectangulo isosceles.

Los estudiantes inicialmente no se entienden entre ellos, pues estan partiendo de dos
propuestas diferentes de representacion (E-Inter-RepDado). En las intervenciones [3-6]
Juan desea comenzar la construccion partiendo de las alturas congruentes del triangulo y
Ana desea comenzar por la construccion de un tridngulo. Juan alude a la representacion de
dos segmentos que seran las alturas (E-Inter-ldenObj), en una construccion auxiliar [5] y
asi en las intervenciones [4-11] los estudiantes difieren de opinion en cuanto a cuél debe ser
la ubicacion de las rectas perpendiculares que contienen las alturas del triangulo. Juan
propone como estrategia de resolucion (E-Inter-FormEst) partir de dos segmentos
congruentes que seran las alturas del triangulo y, a partir de ellos, construir el triangulo tal y
como se vislumbra en la intervencion [12]. Sin embargo, Ana esta pensando en que deben
empezar con el triangulo y, a partir de este, construir las alturas. Por ello, en las
intervenciones [4, 7, 9 y 11] Ana se centra en las rectas perpendiculares ya construidas a

partir del triangulo.

La estrategia de Ana es convencional, en contraste con la construccién semirrobusta que
propone Juan. En la intervencién [15] Ana acepta la propuesta de Juan y concuerda con él
para hacer coincidir las alturas y los lados de tal forma que sean parte del mismo triangulo.
Al seguir esta estrategia, los estudiantes llegan a la conjetura: Si en un triangulo dos alturas
son congruentes, entonces el tridngulo es isdsceles. No sabemos a qué conjetura habrian
Ilegado si hubieran procedido con la estrategia de Ana, debido a que ella decide seguir la
estrategia de Juan.

En general, en este primer episodio los estudiantes se centran en la interpretacion del
enunciado y los indicadores E-Inter-AntiSol, E-Inter-RepDado, E-Inter-FormEst, E-Inter-
AludProp y E-Inter-1denObj aparecen por primera vez en el analisis de la participacion de
los estudiantes en la construccion del teorema. En concordancia con ese acercamiento
inicial que ellos realizan al enunciado, se presentan acciones como identificar los objetos

geométricos, aludir a propiedades de estos, representarlos de manera blanda o robusta a
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través de Cabri, formular estrategias de resolucion y anticipar posibles soluciones al

problema planteado.

La participacion de Ana en este episodio es poco relevante (P-R—Par), ya que a pesar de
diferir inicialmente con su compafiero en la estrategia de resolucion, termina acomodandose
a la propuesta de Juan y sus aportes se limitan a cuestionar y verificar las ideas de él. En la
intervencion [4] Ana no esta segura sobre cdmo proceder y pregunta a su compafiero si
deben empezar por la construccién del triangulo. Seguidamente, en las intervenciones [7, 9
y 11] vemos que Ana no comprende del todo la idea de Juan y cuestiona sus
planteamientos. En la intervencion [13] Ana termina siguiendo la propuesta de Juan por lo

cual su estrategia no es tenida en cuenta.

La participacion de Juan en este episodio es relevante (B-R—Par), pues es él quien brinda
los aportes y las ideas que resultan dtiles para el desarrollo de la actividad. Desde el
momento en que los estudiantes leen el problema, Juan intenta anticipar una solucion [3] y
después recurre a una situacion geométrica similar en cuanto a la congruencia de dos
segmentos [5], para generar su propuesta de empezar la construccion por las alturas
congruentes y no por el triangulo. En la intervencion [12] Juan se encarga de convencer a
Ana de la pertinencia de su propuesta y del camino que deben seguir para el desarrollo de la
actividad. Por ello, también consideramos que la participacion de Juan es auténoma (B-A—
Par). Ademas, vale la pena resaltar la disposicion de Juan para explicarle a Ana su idea y
preguntarle sobre cudl recta quiere escoger para continuar con la construccion y localizar el
segundo segmento como altura del triangulo [12]. Esto, nos permite vislumbrar la intencién

por parte de Juan de llevar a cabo la construccion de manera compartida con su compafiera.
EPISODIO 2: Juan y Ana hacen la representacion y proponen una conjetura.

Descripcion: A partir de la idea de Juan, respecto a resolver el problema comenzando por
dos segmentos congruentes y cada uno perpendicular a las rectas que contienen dos lados

del triangulo, los estudiantes hacen una representacion semirrobusta de un triangulo, pues

51



se basa en dos segmentos que se arrastran para lograr un tridngulos cuyas alturas sean esos

segmentos. Una vez lograda la construccion, proponen la conjetura.

17 Juan: Todas [las alturas] tienen que intersectar.

18 Ana: [Arrastran una de las alturas construidas para que quede en el interior del triangulo
ABC, de manera que un extremo de la altura casi coincide con el vértice A.] Por
eso, es que lo que debemos hacer es construir la perpendicular. [Arrastran la altura
y hacen que uno de los extremos de esta coincida con el vértice A del triangulo.]
Ah si, y ese va a ser nuestro A.

[Los estudiantes discuten si deben borrar una de las rectas que contiene los lados
del posible triangulo. Luego deciden arrastrar las alturas de modo que el vértice A
coincida con el extremo de una altura y el vértice B con el extremo de la otra. La
idea que tiene Juan es pasar de esta figura:

c

aesta:
~.
.
\\\
\\ J \\
el ]
22 Ana: ¢ Y cuél es el triangulo?
23 Juan: El tridngulo, hasta el momento tenemos solamente este lado [sefiala la recta AC].
AN [

Este [sefiala el punto B], debe ser el vértice [del tridngulo.] [Los estudiantes
modifican la figura, de modo que las rectas que contienen los pies de las alturas
congruentes son ahora las rectas AC y BC. Al finalizar el arrastre obtienen la
siguiente figura:]

A 73\]

[Finalmente, toman las medidas de las dos alturas y de los lados BC y AC del
triangulo verificando, mediante el arrastre, que las dos alturas queden congruentes.
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Se dan cuenta que los lados AC y BC resultan con igual medida y escriben la
conjetura: Si en un triangulo dos de sus alturas son congruentes, entonces dicho
triangulo es isdsceles y los lados congruentes son aquellos que estan contenidos en
las rectas perpendiculares a las alturas respectivas.]

En la intervencion [18] Ana percibe que la construccidn que propone Juan no es totalmente
robusta, al mencionar que deben construir una recta perpendicular, y parece que desea
retomar su propuesta de partir de un triangulo y las rectas perpendiculares que contienen las
alturas. Sin embargo, al avanzar en la construccion y verificar (E-Explo-HerrEval) que la
idea de Juan lleva a una representacion de un triangulo con dos alturas congruentes [22-23],

Ana la acepta.

En general, en este episodio los estudiantes avanzan de una interpretacion del enunciado a
una exploracion libre de la representacion que realizaron, en funcion de identificar o
descubrir propiedades no mencionadas en el enunciado (E-Explo-Herrlden). Asi, se dan
cuenta de que al tener dos alturas congruentes el triangulo resulta ser isdsceles (E-ldentReg-

Det) y formulan su conjetura (E- Formu-Enun).

La construccion que hicieron los estudiantes es semirrobusta, aunque no surgen indicadores
en relacion a identificar regularidades claves para solucionar el problema o detectar
argumentos para la plausibilidad de la relacion detectada. Los indicadores E-Explo-
HerrEval, E-Explo-Herrlden, E- Formu-Enun y E-lIdentReg-Det aparecen por primera vez

en este episodio debido al proceso de exploracion que llevan a cabo los estudiantes.

Es de resaltar que este tipo de estrategia propuesta por Juan es novedosa y se sale de lo
esperado por el profesor, como se aprecia en el episodio 13*. Luego, la participacion de
Juan es original (B-O—Par) ya que su propuesta de empezar la construccion por las alturas
congruentes para luego armar el tridngulo, es una forma creativa de estudiar el problema y
sobresale en comparacion a las propuestas de los demas grupos. Esta propuesta resalta que

en el desarrollo del curso un estudiante puede estar a la par de la profesora y no hay una

1 En el episodio 12 Juan socializa su propuesta a toda la clase y se resalta que su estrategia no habia sido
considerada por la profesora.
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imposicion por parte de ella respecto a los posibles caminos de solucion que tomen los
estudiantes.

Asi mismo, Juan es quien lidera (B—A—Par) y guia a Ana en la construccién. Por ejemplo, a
partir de la diferencia de ideas que ambos tuvieron al empezar la resolucion del problema,
respecto a como representar la situacion propuesta en el enunciado, se evidencia que Ana
intenta cuestionar a Juan (P-R—Par) y después se convence de los planteamientos que él
realiza. En este episodio Ana se limita a seguir las indicaciones de Juan para efectuar la
construccidn [22], por ende su participacion es poco relevante. En cambio, la participacion
de Juan es auténoma (B-A-Par) al asumir el liderazgo y apropiarse de la dindmica de
resolucion. Ana ejecuta en Cabri las indicaciones que Juan le brinda y a su vez, Juan

responde [23] a las dudas de Ana respecto a la estrategia de resolucion.
EPISODIO 3: Dario y Leopoldo se cuestionan sobre la inclusion del objeto altura.

Descripcion: Los estudiantes leen el enunciado del problema y se cuestionan por la
inclusion del objeto altura en este. Le manifiestan esta inquietud a la profesora.

2 Dario: Toca preguntarle [a la profesora] qué es altura. S- Selec-
IdenPart

3 Leopoldo: [Dirigiéndose a la profesora] ¢Por qué ti hablas de altura si eso no lo hemos

incluido?

4 P: iNadie mas lo ha dicho!

5 Leopoldo: Lo hacemos con lo que sabemos [...] o

6 P: Ahora lo discutimos. Estoy esperando que algunos mas se den cuenta. [...] S- Selec-
IdenPart

8 Leopoldo: Hagamos una cosa, construydmoslo primero los dos en el computador y después

usted lo pasa a la calculadora.

9 Dario: No porque la profesora dijo que dejaramos tiempo para adivinar a ver qué cosas
salian.

En las intervenciones [2-3] Dario y Leopoldo se cuestionan por la inclusion del objeto
altura en el enunciado y le manifiestan esta inquietud a la profesora. Los estudiantes hacen

alusion a este elemento del enunciado porque, hasta el momento, no se ha incluido en el
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sistema tedrico del curso (S- Selec-ldenPart) y en este sentido, se entrevé que han
entendido la dinamica de construccion colectiva de un sistema tedrico y se sienten
responsables del cumplimiento de las normas alusivas a dicha construccion. Ellos saben
que los objetos geométricos usados deben estar definidos en el sistema tedrico. Por su parte,

la profesora da un poco de tiempo para que los demas grupos caigan en cuenta de ello [6].

El episodio es corto en funcidn de resaltar la preocupacion de los estudiantes por usar
unicamente elementos dentro de la teoria que estan elaborando en el curso. En este episodio
se ejemplifica, por primera vez, que no hay un orden especial para participar en alguna de
las acciones que caracterizan los tres componentes de un teorema. Esto, debido a que, de
manera global, la participacion de los estudiantes en la construccion del teorema en estos
primeros episodios esta centrada sobre el enunciado, pero este episodio, en particular, se

centra en el sistema teérico. Asi aparece por primera vez el indicador S- Selec-IdenPart.

La participacion de Dario y Leopoldo es genuina (B-G-Par), puesto que en las
intervenciones [2 y 3] ambos se cuestionan por un elemento que aun no ha sido incluido en
el sistema teorico vy ello refleja el interés y la conciencia que tienen ambos estudiantes por
respetar las reglas acordadas en la realizacion de la tarea que van a llevar a cabo, utilizando
Unicamente elementos validados por la comunidad de clase. Por consiguiente, Dario y
Leopoldo muestran evidencia de un empoderamiento y apropiacion de las normas de la
clase, al cuestionar la inclusién del objeto altura en el problema sin antes haberlo definido e
incluido en el sistema tedrico local del curso. Incluso Leopoldo, en la intervencion [5],
manifiesta su duda respecto a si deben proseguir sin que el objeto sea incluido en el

sistema, violando asi una de las normas del curso.
EPISODIO 4: Dario y Leopoldo discuten sobre lo que se pide en el problema.

Descripcion: Los estudiantes realizan una interpretacion errénea del enunciado e intentan
analizar qué sucede si dos triangulos tienen dos de sus alturas respectivamente congruentes.
Indagan sobre ello hasta que se dan cuenta que el problema alude a un solo triangulo con un

par de alturas congruentes. Luego, plantean una posible solucién.
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11  Leopoldo: Cual es la relacion entre el tipo de triangulo y la propiedad.

12 Dario: Si dos de las alturas son congruentes, de pronto son semejantes los triangulos... de
pronto son congruentes.

13 Leopoldo: Espere [...] ¢Se pueden hacer tridngulos de una vez [en Cabri]?
14  Dario: Poligono. Poligono regular [...] ah, no, poligono. [construyen un tridngulo usando
poligono]

15 Leopoldo: ¢Cudl es la altura? ;Qué es la altura? Un segmento que va desde un vértice [...] y
una perpendicular [...] digamos que esa fuera [...] ¢0 la hago perpendicular?

16 Dario: Primero hagdmosla [...] el bosquejo [...] en un cuaderno. ;Qué se tiene?
17  Leopoldo: Un tridngulo y las alturas.
18 Dario: ¢Dos tridngulos?

19 Leopoldo: Si. Dos triangulos [...] uy, pero no. [Los estudiantes realizan una exploracién
entendiendo erréneamente el enunciado. Piensan que se piden dos triangulos con
dos pares de alturas congruentes.]

21  Dario: [Hacen un bosquejo en papel.]Tenemos dos vértices. Estos dos tridngulos tienen
dos de sus alturas congruentes.

22 Leopoldo: ¢Cbmo son los triangulos?
23  Dario: El triangulo seria este.
24 Leopoldo: Mire, la altura de acé a ac4, [sefiala un vértice y el lado opuesto] seria esta [...] de

acé a acé seria esta [sefiala otro vértice y el otro lado opuesto] y de aca a aca seria
esta [sefiala otro vértice y el lado opuesto en el otro tridngulo.]

25 Dario: Pero [...] no va a tener relacion cada uno.

26  Leopoldo: No, no tienen ninguna. Mire, la idea es que si usted construye dos triangulos que
tengan dos alturas congruentes, de pronto son congruentes los tridngulos, o
semejantes, pero ya vimos que no.

27  Dario: ¢Para qué tipo de triangulo es la propiedad?
28  Leopoldo: Entre esta propiedad y el tipo de triangulo.

29 Dario: iAh! Pues por eso, equilatero [...] Es que dice qué tipo de triangulo [...] tenemos
un tridngulos con dos alturas

Este episodio se centra en la interpretacion del enunciado. En la intervencion [12] Dario
hace una anticipacion (E-Inter-AntiSol) que resulta ser equivocada debido a la incorrecta
interpretacion del enunciado por parte de ambos estudiantes [18-21]. Al creer que se pide
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construir dos triangulos con dos alturas congruentes, los estudiantes realizan una
representacion [21] en lapiz y papel de la situacion (E-Inter-RepDado). Sin embargo, Dario
se da cuenta del error al no encontrar alguna relacion geométrica interesante entre dos
triangulos con una altura congruente [24-26], hecho que los lleva a releer el enunciado del
problema. Al revisar el enunciado de nuevo, corrigen el rumbo y Dario [29] anticipa que la
propiedad se cumple en los triangulos equilateros (E-Inter-AntiSol) y que el problema alude

a un solo triangulo con dos alturas congruentes.

Por otra parte, al hacer referencia a la altura, los estudiantes intentan aludir a algunas de sus
propiedades (E-Inter-AludProp), de acuerdo a la mencion de esta en el enunciado (E-Inter-
IdenObj). No obstante, los estudiantes no llegan a formular una estrategia de resolucion del
problema en este episodio, quizas en parte por el hecho de haber realizado una
interpretacion erronea del enunciado. Llama la atencién la dificultad para comprender un
enunciado puesto que, en ocasiones, este tipo de incomprensiones genera fracaso en el
trabajo que realizan los estudiantes. En este caso, es de resaltar que uno de los estudiantes
es quiéen corrige el error y no necesariamente tiene que ser el profesor. Esto hace hincapié

en la igualdad entre profesora y estudiantes como miembros de la comunidad de clase.

Consideramos que la participacion de Dario en este episodio es relevante (B-R—Par), ya
que gracias a su anticipacion [29] los estudiantes pueden avanzar en la tarea. En caso de
que Dario no hubiera detectado que el problema se referia a un solo triangulo con dos
alturas congruentes, quizas los estudiantes no habrian podido proseguir en el planteamiento
de su conjetura. Por ende, resaltamos la pertinencia del aporte de Dario. De otro lado, a lo
largo del episodio Dario intenta asumir un rol de liderazgo (B—A—Par) y toma la iniciativa
tanto para anticipar de manera errada una posible solucion al problema, como para corregir
la interpretaciéon erronea. Es asi que los estudiantes inicialmente interpretaron mal el
enunciado debido a la intervencion de Dario [12], quien entendid que el problema aludia a
dos triangulos, pero asi mismo es Dario quién evidencia el error [29] y se da cuenta, sin que
medie la profesora o Leopoldo, que el problema se refiere a un tridngulo con dos alturas

congruentes. En este sentido la participacion de Dario es autbnoma (B—A—Par).
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EPISODIO 5: Dario y Leopoldo negocian la definicion de altura.

Descripcion: Los estudiantes dan sentido a la definicion de altura a partir de la
representacion realizada y los casos analizados en su construccion. Dario guia a Leopoldo

en la construccion de las alturas.

31 Leopoldo: [Construye en Cabri un triangulo y dos segmentos con extremos en vértices del
triangulo y los correspondientes lados opuestos. Arrastra los vértices del triangulo]

Es que me dan dos lineas y ellas quedan volando. Ni siquiera se intersecan en tal
lado, o algo asi. Venga, expongamosle [a la profesora] nuestra idea.

32  Dario: No. ;Qué va a preguntar? [hablan en susurros; no saben qué hacer; pasan mas de
tres minutos]

34 Dario: [...] Saquele las alturas a ese triangulo. Pero acuérdese que si va a hallar la
perpendicular no es al segmento, sino a la recta. [Nuevo silencio].

35 Leopoldo: Vea que cuando el tridngulo se vuelve obtusangulo, se desaparece una altura.

36 Dario: Por qué estd mal. Apuesto a que usted la saco perpendicular al lado. Es a la recta.
37  Leopoldo: ¢Eso es lo que me estaba diciendo ahorita? [...]

39 Leopoldo: Vea que si [el tridngulo] es recto no hay alturas.

40 Dario: iComo no va a haber! ;Cuéntas alturas tiene un tridngulo? Vea, las alturas son
[estas; sefiala los catetos del tridngulo].

41  Leopoldo: Si se vuelve recto, las alturas coinciden, [...] coincide con el lado y eso tocaria
demostrarlo [...] me imagino

[Repiten la construccion con un triangulo ABC y dos de sus alturas construidas
correctamente. Luego arrastran los vértices y caen en cuenta que cuando el
triangulo es obtusangulo las alturas quedan por fuera del tridngulo.]

43  Dario: Las alturas estan afuera.

44 Leopoldo: Ah, ya lo pillé.

En este episodio, se encuentran dos indicadores correspondientes a la categoria de
interpretacion del enunciado (E-Inter-RepDado) y (E-Inter-AludProp), y dos
correspondientes a la categoria de exploracion libre del enunciado (E-Explo-HerrEval) y
(E-Explo-Herrlden). Aungue inicialmente los estudiantes intentan hacer una construccion

en relacion a un triangulo y sus alturas [31], consideramos que el trabajo se centra en
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entender la tarea asignada. La interpretacion se dificulta porque Leopoldo construye las
alturas con relacion lados del tridngulo y no a la recta que los contiene [34-37]. Esto hace
que, eventualmente, al arrastrar los vértices del triangulo, las alturas desaparezcan en la
construccién y el estudiante dude de su existencia. Se entreve que Leopoldo tiene una
imagen conceptual restringida de la altura, lo cual le podria dificultar su participacion en la
construccion del teorema ya que, sin las aclaraciones de Dario respecto a la forma de
construir apropiadamente las alturas del triangulo, quizas Leopoldo habria planteado una
conjetura méas limitada debido a la restriccion de la construccion con triangulos cuyas
alturas intersecan los lados del tridngulo, excluyendo asi la exploracion de triangulos

obtusangulos y rectangulos.

En las intervenciones [39-43], aunque los estudiantes no se refieren a la relacién solicitada,
estan centrados en el antecedente, ya que estan descubriendo, en el caso de Leopoldo, o
verificando, en el caso de Dario, propiedades de las alturas (E-Inter-AludProp) segun el
tipo de triangulo. Es interesante distinguir el nivel de conocimiento de cada estudiante y
como Dario actia como guia para Leopoldo. Esta actitud de Dario evidencia una

corresponsabilidad en el propdsito de resolver la tarea de manera conjunta.

No ubicamos indicadores en relacion a la identificacion de regularidades porque los
estudiantes no estan atentos a un invariante, sino que estan construyendo una
representacion para acercarse al enunciado. En este episodio, resulta muy favorable el
trabajo en parejas para Leopoldo, ya que logra aclarar sus dudas respecto a las propiedades
de la altura de un triangulo [35, 37, 39, 41y 44].

Luego, Dario asume un rol de lider en este episodio (B-A-Par) y aunque no intenta
convencer a Leopoldo de las propiedades que él ya conoce sobre las alturas, si toma la
iniciativa y dirige la actividad de exploracion. En la intervencion [34 y 36] Dario le da unas
indicaciones a Leopoldo y lo corrige diciéndole que las alturas se construyen con rectas
perpendiculares respecto a la recta que contiene el lado del tridngulo y no respecto al lado
como tal. Para Leopoldo no era clara tal indicacién de Dario por lo cual en la intervencién

[37] hace referencia a que ahora si entiende lo que indicaba Dario.
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La participacion de Dario es autonoma (B-A—Par) porque asume el liderazgo en el
desarrollo de la actividad y corrige los errores de su compafiero aunque no intente
convencerlo para que caiga en cuenta del error. En ese sentido, Dario solo tiene en cuenta la
construccién que realizé Leopoldo, bajo sus indicaciones, para verificar que las alturas

quedan por fuera [43] cuando el tridngulo es obtusangulo.
EPISODIO 6: Dario y Leopoldo exploran y conjeturan.

Descripcion: Dario indica a Leonardo como usar el arrastre y medir la longitud de las
alturas para descubrir en qué casos estas resultan congruentes en la construccion que han

hecho. Luego de ello, plantean la conjetura.

46  Dario: Dos de sus alturas son congruentes [leyendo]. Pongale cuidado. Péngale cuidado.
Este es un tridngulo

47  Leopoldo: Escaleno.

48  Dario: No, acutangulo [...] por los &ngulos. Entonces construyamos otro asi. ;Cuéndo
estas alturas son congruentes? Esta altura y esta altura y esta altura.

49  Leopoldo: ¢Como hacemos para que estas alturas sean congruentes? [Pausa] ,Como le tomo
la medida?

50 Dario: Escoja este [distancia y longitud] y mida los segmentos.

51  Leopoldo: [Usa la herramienta en Cabri para mostrar la longitud de las alturas]

52  Dario: Vaya corriendo A més para all& [cuadran la longitud al 0jo]

53  Leopoldo: Listo, Dario. [Tienen la configuracidon de un triangulo is6sceles y parecen darse

cuenta de ello.]

54  Dario: ¢ Hay otra posibilidad de que sean congruentes? Cuando es equilétero [...] también
¢recto? no. [Hacen uso del arrastre en el triangulo para que sea equilatero.]

55  Leopoldo: Recto si. Pero que sea isosceles.

56 Dario: Pero que los lados que forman el &ngulo recto sean congruentes. [...]

58  Leopoldo: Listo, entonces la conjetura es [...]

62 Dario: La conjetura es: Si el triangulo tiene al menos dos lados que son congruentes,

entonces dos de sus alturas son congruentes.

63  Leopoldo: El procedimiento fue: construimos el triangulo y luego dos de sus alturas. Y
mediante el arrastre, se logré que dos de sus alturas fueran congruentes.
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En este episodio Dario y Leopoldo estan procediendo de manera diferente a pesar de que
parecen trabajar colaborativamente. Dario revisa el enunciado [46] y decide que el
consecuente de la conjetura es la propiedad alturas congruentes [48]; por ello sugiere una
exploracién en busca de triangulos que cumplan esa condicion. Por su parte, Leopoldo
entiende la exploracién como la busqueda del consecuente para el cual lo dado es que las
alturas son congruentes [49]. Esto hace que los indicadores en las intervenciones de Dario,
(E-Inter-1denObj) y (E-Inter-FormEst), estén centrados en la interpretacion del enunciado
ya que €l busca, segin su conocimiento, qué tipo de triangulos le permiten hacer esa
conclusion. Por otra parte, los indicadores en las intervenciones de Leopoldo, (E-Explo-
Herrlden) y (E-Explo-HerrRela), estan centrados en descubrir propiedades y explorar.

La participacién de Dario a través de los indicadores de la categoria de exploracion libre de
una representacion en Cabri [50 y 52], se constituye en guia para Leopoldo. Aunque Dario
piensa de manera diferente, al tener en cuenta la propiedad alturas congruentes como
consecuente de la conjetura, dirige la exploracion de Leopoldo, quién descubre que el
triangulo puede ser isdsceles. Asi Leopoldo continGa razonando bajo la premisa de que la

propiedad alturas congruentes es el antecedente de la conjetura.

Posteriormente, Leopoldo ayuda a Dario a pensar en diferentes tipos de triangulos [54-56],
segun la medida de sus lados, que puedan cumplir la propiedad alturas congruentes. De esta
forma, en las intervenciones [58-62] los estudiantes terminan formulando la conjetura (E-
Formu-Enun) de acuerdo a lo que pensaba Dario, es decir que la propiedad alturas
congruentes sea el consecuente. Sin embargo, ninguno de los estudiantes es consciente de
que la conjetura formulada no se corresponde con la construccion que realizaron!. El
indicador E-Explo-HerrRela aparece por primera vez en este episodio, cuando en las
intervenciones [53-56] los estudiantes hacen uso del arrastre para relacionar dos

propiedades de un triangulo. Tales propiedades aluden a tener un angulo recto y ser

! La coherencia entre la conjetura que realizé este grupo y la construccion que hicieron en Cabri se detalla a
profundidad en el episodio 11.
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isdsceles, en funcion de identificar todos los posibles casos en que las alturas de un

triangulo resulten congruentes.

La participacion de Dario y Leopoldo es relevante (B-R—Par), puesto que ambos aportan
ideas para la formulacién de la conjetura, a pesar de que cada uno estaba razonando de
manera distinta respecto a la concepcion del antecedente y el consecuente de la conjetura
que plantearon. En las intervenciones [54-55] se evidencia cémo ambos van aportando
ideas al desarrollo de la actividad. Dario menciona que cuando el triangulo es equiléatero
también se cumple la propiedad de las alturas congruentes y Leopoldo menciona que en el
caso de los tridngulos rectangulos también se cumple, pero el tridngulo rectangulo debe ser
isdsceles. Ambos aportes son Utiles y cruciales para el planteamiento de la conjetura que
finalmente redactan [63]. Luego, es de resaltar que en la forma como se enfrenta un
problema, a veces no se tiene consciencia de lo que cada estudiante esta pensando, tanto
por parte de los estudiantes como del docente. Este episodio es un ejemplo de un “disfraz
de trabajo en grupo”. Sin embargo, los estudiantes logran llevar a cabo la resolucién del
problema de manera conjunta atendiendo a una necesidad comun: el planteamiento de la

conjetura.

ABRIL 12

EPISODIO 14%: Ejercicio preliminar de demostracion de la conjetura.

Descripcion: Al dar inicio a la demostracion, la profesora indaga por las ideas que tuvieron
los estudiantes para intentar demostrar sus conjeturas y se hace explicito que necesitan
incluir nuevos elementos en el sistema teérico para desarrollar la demostracién, como la

definicion de triangulo isosceles y el teorema del tridngulo isdsceles.

92 Daniel: Profe, es que yo hice unas cosas, pero es que, en esas cosas hay cosas que tengo S- Selec-
que demostrar. [todos se rien] AsegDedu

93 P: (QUE? [...] (Qué?

94 Daniel: Pues yo hice una demostracion, pero en esa demostracion hay tres cosas que

tocaria demostrar.

! Los episodios 7, 8 y 9 se encuentra en el Anexo 2y los episodios 10, 11, 12 y 13 se encuentra en el Anexo 3.
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95

96

97

99

100

101

102

103

105

110

111

112

113

114

115

116

117

118

119

120

Daniel:

Ignacio:

P:
Ignacio:

P:

Henry:

Maria:

Henry:

P:

Alguien:

P:

Melisa:

P:

Daniel:

jAh! ;Y cudl era tu conjetura? ;La primera [Si el triangulo ABC es isdsceles con
los lados BA y BC congruentes, entonces las alturas correspondientes a estos lados
son congruentes] o la segunda [El reciproco de la primera conjetura]?

La primera.

¢Quién mas traté de demostrar la primera? Si es isosceles, tiene dos alturas
congruentes. ;Quién?... Bueno, entonces vamos a tratar de mirar esa demostracion.

[....] Bueno, vamos a demostrar la primera. Henry va a escribir las afirmaciones y
nosotros decimos las justificaciones [...] casi todos establecieron esta conjetura,
luego su demostracion debia ser esa.

[Se acerca y le habla pasito a la profesora] Profesora: es que todavia no entiendo si
podemos usar el criterio de congruencia lado — dngulo — &ngulo.

No lo tenemos, no lo puedes usar.
Paila.

[Pasa un tiempo. Maria y Henry estan reproduciendo una figura en el tablero]
Bueno, ¢y ya definimos tridngulo is6sceles? [Varios estudiantes dicen que no].

¢Y cudl va a ser nuestra definicion? Un tridngulo [...] jojo!, queda como definicion
de triangulo isosceles, aquel tridngulo que tiene dos lados congruentes. No se
vayan a inventar otras definiciones después. [...]

[Adn no habian escrito nada en el tablero. La profesora les hace un gesto
interrogativo] Es que nosotros partimos de que un triangulo is6sceles tiene sus dos
&ngulos congruentes

Los angulos opuestos a los lados congruentes
iNo!

Entonces desde ahi la tenemos mal.

Entonces esta mal [...] ¢ Ustedes?

¢Por qué esta mal esa?

Porque la definicion de [triangulo] isosceles la tomaron con dos &ngulos
congruentes, pero es con dos lados congruentes.

Nosotros también tenemos otro problema
¢ También la tomaron con dos dngulos congruentes?

No, pero después usamos una propiedad [...] también, pues dijimos que si era
triangulo isdsceles tendria dos angulos congruentes.

Bueno, bueno, entonces [...] ya varias de las personas que comenzaron la
demostracion me estan diciendo que tenemos un grave problema ;Qué es cudl?
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121 Daniel: Que necesitamos poder decir que un triangulo isdsceles tiene dos angulos
congruentes.

122 P: Entonces necesitamos propiedades. Hasta ahora no tenemos ninguna propiedad.
Tenemos ya la definicion de triangulo isosceles como un triangulo con dos lados
congruentes. [Escribe la definicion en el tablero] Entonces ¢ cual teorema quieren?

123 Daniel: Si un tridngulo es isosceles entonces [...]

124 P: [Escribe en el tablero el teorema: Si un triangulo es isésceles entonces los angulos
opuestos a los lados congruentes son congruentes]

[DEMOSTRACION TEOREMA DEL TRIANGULO ISOSCELES]

El episodio se centra en dos aspectos que tienen que ver con la posibilidad de demostrar la
conjetura en el marco de un sistema tedrico. Por un lado, la necesidad de asegurarse de que
los objetos geométricos que se enuncian en la conjetura hayan sido incluidos al sistema
para poder hacer referencia a ellos (S- Selec-ldenPart) y por el otro, la necesidad de que se

puedan tener las garantias tedricas para construir la cadena deductiva (S- Selec-AsegDedu).

Con relacion al primer aspecto, la profesora resalta a los estudiantes [103-105], que es
necesario definir triangulo isdsceles e introduce su definicion (S- Selec-ldenPart). En las
intervenciones [110,113], Henry cae en cuenta de que la propuesta para el comienzo de la
demostracion que va a exponer a los comparfieros no es pertinente porque se introdujo una
definicién diferente (S- Selec-IdenPart) a la que se acaba de introducir en el sistema. Maria
le aclara cudl definicién debia haber usado [111], pero un compafiero no ve que la idea de
Henry sea errada [115], lo cual conduce a la profesora a volver a mencionar la definicion

que van a adoptar en el sistema teorico.

Respecto al segundo asunto, se aprecian dos tipos de participacion diferentes. De una parte,
la participacion de Daniel, quien desde las dos primeras intervenciones [92, 94] sefiala que
la demostracion requiere usar teoremas que ain no se han incluido en el sistema (S- Selec-
AsegDedu) y luego se refiere explicitamente a la necesidad de tener el teorema del triangulo
isdsceles [119, 121]. De otra parte, la participacion de Ignacio, quien menciona de forma

explicita no saber si puede usar 0 no un teorema que aun no esté incluido en el sistema
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[100]; su pregunta refleja que ain no tiene claro como proceder a la hora de escoger
garantias para justificar las afirmaciones que se quieren demostrar (S- Selec-AsegDedu).

En el episodio también se aprecia que la profesora es quien regula a los estudiantes en la
inclusion de nuevos enunciados al sistema. En este caso, acepta la inclusion de la definicion
de tridngulo iso6sceles y del teorema del tridngulo isdsceles pero no el criterio de
congruencia de triangulos mencionado por Ignacio [100]. Esto se debe a que la
demostracion de este criterio requiere de la introduccién de mas elementos en el sistema

teorico, los cuales desviarian la atencion en el teorema del triangulo isosceles.

La participacion de Daniel es autonoma (B-A-Gran), genuina (B—-G—Gran) y relevante (B—
R-Gran) puesto que él por su propia cuenta intenté desarrollar una demostracion para el
teorema y aunque, en su intento usé elementos que no hacian parte del sistema tedrico en
ese momento, lo hizo con plena conciencia de que esos elementos debian ser
posteriormente incluidos, accién que refleja la responsabilidad con que llevé a cabo la
tarea. Ademas su participacion es relevante, en el sentido de que el intento de Daniel
contribuyd a resaltar la necesidad de incluir mas propiedades en el sistema tedrico del

curso, en funcién de poder avanzar en la demostracion.

La participacion de Henry es genuina (B-G-Gran), ya que el estudiante reconoce [110 y
113] que en su demostracién partieron de otra definicion para tridngulo isésceles, diferente
a la incluida en el sistema tedrico del curso, lo cual conlleva a que su intento de
demostracion no sea valido. En su intervencion, Henry manifiesta tener conciencia y
responsabilidad de estar comprometido con respetar las normas compartidas del curso y

Ilevar a cabo sus aportes sin quebrantar tales normas.

La participacién de Ignacio es poco genuina (P-G-Gran), puesto que en la intervencion
[100] refleja que aln no tiene muy claro si es valido usar un teorema que ain no se ha
incluido en el sistema tedrico del curso, para asi avanzar en la demostracion. Esto es
muestra de que aun no se ha apropiado de manera completa de las normas compartidas de

la comunidad de clase y aunque acttia con responsabilidad, al preguntar sobre la pertinencia

65



de su idea, no refleja un sentido de conciencia y empoderamiento del sistema de reglas en

funcion de llevar a cabo un fin comin de manera conjunta.

EPISODIO 15: Inicio de demostracion de la conjetura.

ABRIL 17

Descripcion: Bajo la guia de la profesora los estudiantes construyen los primeros pasos de

la demostracion y se generan ideas respecto a las posibles rutas a seguir, anticipando la

cadena deductiva para llegar a la conclusion deseada.

131

132

133

134

135

136

138

139

140

P:

Jaime:

P:

Jaime:

Daniel:

Daniel:

P:

Melisa:

Bien, comenzamos con tridngulo ABC, o sea que mi primer paso es tridngulo ABC

con AB congruente a BC. [Escribe: 1. 44BC con AB = BC . Hace el siguiente
dibujo

/\
VAN

i ¢ ] mi siguiente paso... voy a tratar de demostrar la conjetura...
trazo las alturas, entonces, ;qué digo? Sea... digamos CN y AP alturas del
triangulo. ¢Sabemos que existen? Si, ya lo tenemos demostrado que existen.
Entonces voy a ponerlas.

[Agrega elementos a la representacion

B

A

y escribe: 2. Sea CN altura Y AP altura del AABC] (Qué
hago ahora?

Por la definicion de altura entonces [en] el tridngulo esta este segmento [sefiala
AP ] perpendicular a BC

¢Cual es la definicion de altura?

Es el segmento perpendicular a la recta

AP es perpendicularaf...]
AP es perpendicular a BC
AP perpendicular a la recta, ;no? y

CN perpendicular a BA
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141

142

143

144

145

146

147

148

149

150

151

152

153

154

155

P:
Antonio:
P:
Antonio:
P:
Daniel:
P:
William:
P:
Henry:
P:
Henry:
P:
Henry:
P:

[Escribe: 3. AP L %; CN L ﬁ] Esa es la definicion de altura. Me da la
perpendicularidad. El siguiente paso... ;Antonio? ;Cual sera?

Estoy como perdido.

¢ Estas como perdido? [Se rien] Hasta ahora he nombrado que esta es perpendicular
a este lado... y... o sea, puedo afnadir esto... Bueno, hagamos lo que siempre
hemos dicho. (Esto es lo que necesito, no? [Escribe al lado de la figura:

NC = ﬁ] y de la altura saqué esto... paso 3 ;Qué puedo concluir?
Que son rectos.

Qué hay algin angulo recto. Bueno, entonces ¢los nombramos con ndmeros?

B

Py
[ ¢ ] Entonces, angulo 1... solo tengo derecho a un

angulo recto... por definicion de perpendicular... pero si quiero los otros, entonces
también puedo decirlo... jpor qué?

Forman par lineal

Por el teorema que dice que si se forma un angulo recto, se forman cuatro.
[Escribe: 4. £1y /3 son rectos. 5. £2y /4 son rectos.] Bueno, ahi vamos.
¢ Cudl es el objetivo? Mostrar que CN y PA son congruentes... ese es el objetivo

[Profesora observa las caras y llama a los estudiantes]... ¢Ignacio? ;jQuieres
sugerir algo?... ( William?

Segmento AC congruente a AC. [Escribe: 6. AC = AC ]
Bueno, podemos decir eso... de pronto nos sirve... ¢Henry?

No se... el triangulo BAP es congruente con el triangulo BCN porque tenemos...
un angulo que es el mismo... de los dos... el B...

O sea, ;me faltaria qué paso?

Decir que son congruentes los dos triangulos.
¢ Cuales?

BAP y BCN

BAP es congruente con BCN [Escribe: 8. ABAP = ABCN] Una posibilidad es
tratar de demostrar si estos dos tridangulos son congruentes. Y entonces usariamos
el angulo B... es informacion que podemos afiadir. Otra posibilidad es mostrar otra
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cosa... Aqui ya nos varamos Qué otra cosa? [muchos murmullos] ACN con

156  German: ACP

157 P Y ahi [Tacha lo que habia escrito en el paso 8 y escribe: AACN = AACP]... ;qué
informacion tenemos? [murmullos]

En este episodio por primera vez se hacen intentos para demostrar la conjetura usando el
formato a dos columnas. Se aprecian, por una parte, todos los indicadores de acciones de
exploracién del contenido y los limites de validez de la conjetura, (D- Explo-RepAnte), (D-
Explo-ldenProp), (D- Explo-UsConclu) y (D- Explo-EncadPro) y por otra, todos los
indicadores en relacion a la seleccion y encadenamiento de argumentos teéricos en una
cadena deductiva, (D- Selec-EstaRela) y (D- Selec-EncaDedu). Por ende estos indicadores
también aparecen por primera vez en la construccién del teorema. No se tiene éxito en la
empresa porque las propuestas llevan a la necesidad de usar el criterio de congruencia

Lado-Angulo-Angulo que no se tiene a disposicion.

A partir de una representacion del enunciado de la conjetura y la escritura de los dos
primeros pasos de la demostracion, que la profesora dibuja y escribe en el tablero, (D-
Explo-RepAnte) Jaime [133] propone escribir una primera afirmacion (D- Explo-EncadPro)
relacionada con la perpendicularidad de las rectas que contienen las alturas, afirmacion que
es considerada por Daniel y Melisa [136 y 140] en sus intervenciones para indicar qué
rectas son perpendiculares a cudles. Esto, lo hacen después de que la profesora y Jaime
[134-135] aseguran que la definicién de altura si permite afirmarlo (S- Selec-AsegDedu) y
lleva a la profesora [141] a escribir el tercer paso de la demostracion (D-Selec-EncaDedu),

de acuerdo a lo deducido por Jaime, Daniel y Melisa.

Para orientar a los estudiantes sobre como avanzar en la demostracion, la profesora [143]
los invita a pensar hacia donde van, teniendo presente la conclusion a la que quieren llegar
(Explo-UsConclu) y mirando qué provecho pueden sacar al paso 3. La sugerencia da frutos
pues Antonio [144] tiene la idea de afirmar que los angulos formados entre las alturas y los

lados del triangulo son rectos (D- Selec-EstaRela), con lo cual se avanza en nuevos pasos
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de la demostracion, aprovechando la informacion complementaria (D-Explo-ldenProp)
proporcionada por Daniel, [146], al mencionar la existencia de angulos rectos [145 y 147].
La profesora escribe los nuevos pasos encadenando deductivamente las afirmaciones que se
tienen (D- Selec-EncaDedu) y pide pensar de nuevo en la conclusion a la que hay que llegar
[147] para imaginar nuevos pasos de la demostracion (Explo-UsConclu). William y Henry
identifican (D-Explo-ldenProp) y seleccionan propiedades complementarias (D-Selec-
EstaRela), que apuntan a la congruencia de partes correspondientes de dos triangulos [148,
150, 152 y 154] y parece que llegan al criterio Lado-Angulo-Angulo, el cual no han
demostrado adn. Debido a esto, la profesora afirma que por esa via no pueden seguir e
intenta que se fijen en otra opcién [155 y 157].

La participacion de Antonio, Daniel y Henry es relevante (B—R—Gran), pues aportan ideas
cruciales que son consideradas como pasos de la demostracion o posibles estrategias.
Antonio [144] menciona que entre las alturas y los lados del tridangulo se forman angulos
rectos y con el aporte de Daniel [146] se avanza en la demostracion. Henry se apoya en el
aporte de William [148] para sugerir que se demuestre la congruencia entre dos triangulos
para concluir asi la congruencia entre las alturas [150, 152 y 154]. Vale la pena resaltar la
dindmica de participacion mediante la cual cada estudiante escucha y legitima la opinion de
los demés comparfieros, para tener en cuenta los demas aportes y pensar en ideas que
puedan apoyar el fin comdn que tienen respecto a encajar deductivamente todos los pasos

de la demostracion usando Unicamente elementos del sistema tedrico del curso.
EPISODIO 16: Surge la necesidad de ampliar el sistema teérico.

Descripcion: A partir de la identificacion de los angulos rectos, los estudiantes contindan
lanzando ideas respecto a las posibles estrategias y caminos a sequir para llegar a la
conclusion, pero se dan cuenta que necesitan usar otros teoremas aun no incluidos en el
sistema teorico para culminar la demostracion.

158  Juan: Podemos usar el teorema que [dice que] si dos lados son congruentes, los angulos D- Explo-
opuestos a las alturas son congruentes. IdenProp
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159

160

161

162

164

165

166

167

168

169

170

171

172

173

P:

Juan:

Juan:

Juan:

P:

Leopoldo:

P:

Leopoldo:

P:

Leopoldo:

German:

Ignacio:

iPero eso es lo que estoy tratando de mostrar! ...

No... yo no me refiero a lados congruentes, alturas congruentes. Yo me refiero al
teorema del triangulo isésceles.

jiAh! Podemos usar el [teorema del] tridngulo isdsceles. Entonces estés diciendo es D- Selec-
que digamos que el angulo BAC es congruente con BCA... teorema del tridngulo EncaDedu
isésceles [Borra lo que habfa escrito en el paso 8 y escribe: Z/BAC = Z/BCA ] Ese

es el primer obstaculo que presentaron algunos de ustedes y que ya lo podemos

aceptar, entonces... este con este... [Completa la representacion:

B

A [

ly

Angulo — Lado — Angulo. [...] D- Explo-
IdenProp
Mirelos separados y vera

Los pongo separados. Tenemos, el triangulo NAC con un &ngulo recto [angulo
N]... el 4ngulo [A] este... y este lado [AC]... con el [mismo] [

]
N

A c

¢ ] A ver, Leopoldo.
Es una idea.

Una idea.

Podemos tomar y nombrar el punto de interseccion de las dos alturas.

(Y estamos seguros de que se cortan? [Se rien] Yo puedo, en este caso... darle un
nombre. ¢Pero estoy seguro de que se cortan?

[Inaudible. Se refiere a que si eso es parecido a que de pronto las alturas no caen en
los lados del triangulo]

Es factible. Por eso tengo que tener cuidado y por eso ahi puse recta BC... porque
no necesariamente corta en el segmento. Por eso tengo que tener cuidado y no usar
cosas de la figura que no pueda yo asegurar que se cumplan sin importar el tipo de
triangulo isdsceles que miramos. [German alza la mano] German:

Ayer, cuando estdbamos pensando como hacer esa demostracion, pensamos en un D- Explo-
teorema que habiamos visto antes, que era el teorema hipotenusa — cateto IdenProp

Criterio de congruencia.
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174 P: ¢Dénde lo vieron? S- Selec-
AsegDedu

175  Ignacio: El semestre pasado.

176 P: jAh ya! Pero en esta clase no. Definitivamente parece que nuestro sistema necesita
ampliarse. Que no lo vamos a lograr. Que necesitamos el criterio, dices: hipotenusa
— cateto, o criterio lado — angulo — angulo, que algunos de ustedes sugieren que
usemos. Bueno, nos vemos el jueves para terminar esto. Vamos a ver como
ampliamos nuestro sistema porque parece que llegamos a un punto en el que
parece que no podemos seguir ¢Si?

En general en este episodio, Juan, Leopoldo y Germén sugieren propiedades
complementarias con las cuales avanzar en la demostracion (D- Explo-ldenProp), pero
estas no son fructiferas ya sea porque son incorrectas o llevan a usar teoremas no incluidos
en el sistema tedrico. En las intervenciones [158 y 160] Juan propone usar el teorema del
triangulo isdsceles y la profesora formula el paso de demostracion correspondiente (D-
Selec-EncaDedu) de acuerdo a la deduccién que Juan intenta comunicar. Luego, Juan [162]
sugiere usar de forma equivocada el teorema Criterio de congruencia Angulo-Lado-Angulo,
que ya tienen en el sistema tedrico (D- Explo-ldenProp), puesto que él considera que
pueden deducir la congruencia de los triangulos con ese criterio. La profesora [165] hace
una representacion para que se aprecie que la via propuesta por Juan conduce nuevamente

al criterio Lado-Angulo-Angulo y descartan la opcion.

Leopoldo [168] propone usar el punto de interseccién de las alturas (D- Explo-ldenProp),
pero no completa su idea pues se da cuenta, gracias a la guia de la profesora [169 y 171] de
que no pueden garantizar que las alturas se corten. German propone usar el criterio
hipotenusa-cateto estudiado en un curso anterior [172], lo que lleva a la profesora a
referirse a la necesidad de usar como garantias solo elementos incluidos en el sistema
tedrico en construccion (S- Selec-AsegDedu) y deja abierta la necesidad de ampliar el

sistema.

La participacion de Juan es relevante (B—R—Gran) pues, gracias a su intervencion [160] se
logra incluir el teorema del triangulo is6sceles como una de las garantias en los pasos de la

demostracion. A pesar de que Juan intenta anticipar de manera errénea, el uso de un criterio
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de congruencia, su anticipacién permite abrir un poco el camino en la ruta de la

demostracion.

La participacion de German es genuina (B-G-Gran) ya que, a diferencia de Ignacio?,
German plantea la posibilidad de usar un teorema que no ha sido incluido en el sistema
tedrico del curso pero su intervencion [172] refleja la consciencia que tiene German
respecto a ese uso en relacion con las normas del curso. Es decir, Germén tiene claro que
aln no pueden usar ese criterio y solo lo menciona como un aporte para resaltar la
necesidad de que es necesario ampliar el sistema teorico del curso, como efectivamente lo

corrobora la profesora [176].

Ademaés, consideramos que la participacion de Leopoldo es poco relevante (P-R—Gran) en
este episodio, debido a que, cuando intenta mencionar propiedades complementarias para
darle soporte deductivo a la conclusion, hace referencia a hechos geométricos, en la
representacion visual de la conjetura, cuyas garantias no se tienen y por ende su aporte no
prospera. Sin embargo, gracias a la intervencion de Leopoldo la profesora aclara a los
demas [171] que no deben usar elementos de la figura que no se puedan garantizar para
cualquier tipo de triangulo, sin importar el tipo de representacion visual. Luego, este es un
ejemplo de como en la busca de un fin coman, los aportes de cada uno de los miembros de
la comunidad son valiosos ya sea para avanzar en la empresa comun o para retroalimentar y

aprender del error.
ABRIL 19
EPISODIO 17: Perfeccionamiento del enunciado de la conjetura.

Descripcion: Se realiza una revision del enunciado de la conjetura para aclarar qué datos

corresponden al antecedente y cuales corresponden al consecuente.

1 En el episodio 14 Ignacio no tenia claro si podia usar o no el criterio de congruencia Angulo — Angulo —
Lado y se lo manifiesta a la profesora explicitamente. Ese criterio no hacia parte en el momento del sistema
tedrico del curso. En cambio, German menciona la posibilidad de usar un criterio de congruencia ain no
incluido en el sistema, pero percibimos que él tiene claro que no es valido usarlo y por ello solo lo plantea
como una posibilidad.
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1 P: Bien. Estabamos en el teorema o... conjetura... porque todavia no lo hemos
podido demostrar... que dice: si un triangulo es isésceles,... entonces las alturas a
los lados congruentes son congruentes. [Escribe: Si un triangulo es is6sceles

( AB = BC) entonces las alturas a los lados congruentes son congruentes]

4 P: B D- Explo-
RepAnte

A ¢ ]... (qué mas habiamos puesto? jAh! Que CN y AP
son alturas, como dado... Eso es una cosa. ¢Las alturas se supone que estan dadas?
Aqui, cuando lo escribo asi... tenemos un teorema que nos dice que las alturas
existen, pero cuando yo escribo este teorema asi [como lo escribi6 en el tablero]...
¢se supone que tengo las alturas dadas?, ;0 no?

5 Orlando: ¢Ahi?

6 P: Si... ahi.

7 Orlando: Si. Porque ahi nos dice: y las alturas

8 Orlando: iAh no!

9  Alguien: Esta después del entonces.

10 P Estd después del entonces pero yo no digo: entonces existen las alturas y son

congruentes. Yo digo: entonces las alturas son congruentes. [...]

12 P: Lo que no estd dado es la congruencia, ¢si? Entonces... eso sucede a veces. ES
decir, si realmente quisiéramos separar con el entonces... toda la hipdtesis...
deberiamos decir: si un triangulo es isosceles y CN y AP son las alturas a los lados
congruentes. .. entonces, son congruentes. Entonces deberiamos decir asi: [Corrige
la conjetura que estaba escrita en el tablero borrando trozos y agregando otros.

Queda escrito: Si un triangulo es isdsceles ( AB = BC ) y CN y AP son las alturas
a los lados congruentes, entonces son congruentes.]... Yo ya puedo hablar de las
alturas porque ya sabemos que existen. Entonces aqui [en el paso dos] seria dado.
Y, llegamos a que... eh... nombramos un angulo recto. [Los estudiantes y la
profesora repasan los pasos que habian realizado de la demostracidn en la sesion
anterior hasta el punto en que llegaron a que necesitaban algo mas para poder
continuar con la demostracion, en alusion al criterio Lado-Angulo-Angulo]

23 P Para llegar a ese algo mas, fue que les dimos otros problema en el taller 6 ;Se
acuerdan?

[SE INICIA LA DISCUSION Y DEMOSTRACION DEL TEOREMA DEL
ANGULO EXTERNO Y DEL CRITERIO LAA]

En este episodio se hace énfasis en la revision del enunciado de la conjetura C1 que se esta

demostrando (E- Formu-Revis) y la profesora [12] recalca la importancia de incluir en el
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antecedente los objetos involucrados en el enunciado, en este caso las alturas, de modo que
no sea necesario justificar su existencia en la demostracion debido a que ya estan dados por

la hipotesis de la conjetura.

En las intervenciones [1-4] la profesora recuerda a los estudiantes la representacion
geométrica que tenian para hacer explicitas las propiedades del antecedente de la conjetura
C1 que estan intentando demostrar (D- Explo-RepAnte) y pregunta a los estudiantes si la
existencia de las alturas estd dada. Ante esto, Orlando y uno de sus comparfieros [5-9],
comentan que asi como esta formulada la conjetura la existencia de las alturas pertenece al
consecuente y no estaria dada, lo cual conlleva a una revision del enunciado de la conjetura

(E- Formu-Revis).

En las intervenciones [10-12] la profesora retoma las ideas de Orlando y reescribe el
enunciado de la conjetura C1 de modo que la existencia de las alturas quede garantizada
como dada en la hipotesis. La participacion de Orlando en este episodio es autonoma (P—A—
Gran) en el sentido que su aporte permite evidenciar que la conjetura estaba mal redactada
y €l se da cuenta de ello por si mismo. A pesar de que Orlando intentaba responder una
pregunta de la profesora, él nota, sin mediacion alguna por parte de la docente, que en la
redaccion inicial de la conjetura las alturas no estan dadas y por ende estas harian parte del
consecuente de la misma. A partir de la reaccion de Orlando [8] la profesora aclara a los
demas [10 y 12] que para garantizar la existencia de las alturas como dadas, estas deben

hacer parte del antecedente en la escritura de la conjetura.
ABRIL 24
EPISODIO 18: Finalizacion de la demostracion del teorema.

Descripcion: Haciendo uso del teorema criterio de congruencia Lado-Angulo-Angulo,
previamente introducido en el sistema tedrico, se culmina la demostracién del teorema y su
inclusion en el sistema tedrico. La demostracion se realiza haciendo explicitas las

relaciones logicas entre enunciados para generar la cadena deductiva, mas no se escribe de
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manera formal organizada en un texto a dos columnas. Dicha organizacion la realizan los

estudiantes en sus cuadernos.

1 P: Bien, entonces... eh... ;por qué estébamos hablando de este teorema? [El Teorema S- Selec-

del angulo externo] Porque recuerden que todavia tenemos una tarea inconclusa. AsegDedu
Estdbamos tratando de demostrar un hecho que descubrimos hace como dos
semanas, yo creo. Que si el triangulo es isésceles, las alturas a sus lados
congruentes son congruentes. Pero todos llegamos a un punto en que queriamos
echarle mano a cosas que no podiamos. Entonces, ¢cémo lo vamos a resolver?
Dada la dindmica nuestra que es trabajar en un sistema axiomatico que hemos
venido construyendo. jClaro! Nosotros... muchos sabemos que hay muchos hechos
geométricos que nos han dicho toda la vida que son verdaderos, pero que no los
podemos usar porque todavia nosotros no hemos podido demostrarlos. Y la otra
idea que es... jtengo que introducir un concepto nuevo? O puedo demostrar los
teoremas con los conceptos que tenemos hasta ahora. Eso es lo que he estado
haciendo... es como frenando a algunos que quieren hablar ya de otros conceptos
que no quiero todavia abordar. Bien, Pero este teorema del angulo externo... nos
va a permitir demostrar el criterio de congruencia que quieren usar algunos de
ustedes que es ¢cudl?... lado — &ngulo — &ngulo. Razdén por la cual me sacan del
sombrero un teorema que no quiero ni mencionar ¢Si? [Risas] Porque no lo
podemos usar. Pero, ya tenemos todo lo que necesitamos.

[...DEMOSTRACION CRITERIO DE CONGRUENCIA L-A-A

123 P: O sea que criterio lado — dngulo — &ngulo es criterio de congruencia de triangulos.
Entonces, mi pregunta es si ahora podemos continuar y terminar con la
demostracion [del teorema que dice que si un triangulo es isosceles, las alturas a
los lados congruentes son congruentes. La profesora ya habia hecho la
representacion como esta, antes de la intervencion de Orlando:

B
D F
A C
] [Orlando alza la mano] ¢De este?

124  Orlando: Si.

125 P: ¢Cual es?

126  Orlando: Sabemos que [Orlando pasa al tablero] [...]

128  Orlando: [Los lados] AB y BC son congruentes. D- Selec-
EstaRela

129 P: [Los lados] AB y BC son congruentes, si.

130 Orlando: Entonces ya tenemos que este angulo [BFA] es congruente con este [BDC], y que

este angulo [DBC o FBA] es congruente consigo mismo. Entonces ya tenemos
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133 Melisa: [...] FBA [Orlando escribe en el tablero: A BDC = A BFA]

134  Orlando: Los dos triangulos son congruentes, entonces tenemos angulo — angulo — lado.
Entonces partes correspondientes de triangulos congruentes son congruentes.
[Luego los segmentos FA y DC son congruentes]

135 P: Entonces si es isosceles... las alturas [FA y DC] son congruentes.

Una vez asegurada la deducibilidad (S- Selec-AsegDedu) de las afirmaciones que llevan a
demostrar el criterio de congruencia Lado-Angulo-Angulo [1-123], necesario para culminar
la demostracién de la conjetura C1, Orlando anticipa como va a quedar la cadena deductiva
(D- Selec-EstaRela) sefialando las afirmaciones principales con sus respectivas garantias
[126, 128, 130, 134].

En este episodio se da por concluida la demostracion de la conjetura C1 y su inclusion en el
sistema teorico. Queda asi construido el teorema Triangulo isosceles — alturas congruentes.
La demostracién se finaliza a manera de anticipacion de la cadena deductiva, debido a que
los estudiantes ya tenian claro que aceptando el uso del criterio de congruencia Lado-
Angulo-Angulo en la demostracion, el problema quedaba resuelto. Sin embargo, aunque en
el episodio no se realiza la escritura de la demostracion en el formato a dos columnas (D-
Selec-EncaDedu), esta es una tarea que los estudiantes realizan posteriormente en sus

cuadernos.

La participacion de Orlando es relevante (B—R—Gran) debido a que es €l quien se encarga
de articular y establecer las relaciones Idgicas entre las afirmaciones de modo que los pasos
generales de la demostracion de la conjetura quedan desglosados deductivamente. Este
esbozo general de la demostracién es la estructura central que los estudiantes presentan
posteriormente en la demostracion formal con el formato a dos columnas donde cada paso
tiene su correspondiente justificacion. Orlando sintetiza y hace uso de los teoremas
incluidos previamente en el sistema teorico del curso. Asi, €l contribuye para que el fin
comun de la comunidad de practica quede finalizado y el teorema Tridngulo isdsceles —

alturas congruentes sea incluido en el sistema.
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ABRIL 26

EPISODIO 19: Restriccion del teorema Tridngulo isdsceles — alturas congruentes.

Descripcion: Dario hace una aclaracién respecto a los triangulos isdsceles y la posibilidad
de que las alturas correspondientes a los lados iguales intersequen dichos lados. Debido a
este hallazgo, se dan cuenta que la demostracion que hicieron del teorema Triangulo
isdsceles — alturas congruentes es valida solo para el caso de los tridngulos isdsceles

acutangulos.

1 Dario: Profe una pregunta.

2 P: ... [Dario alza la mano] ¢Dario?

3 Dario: ... (Como podemos asegurar que la altura corta con el lado? [Se refiere al caso de D- Explo-
un triangulo isdsceles y sus alturas] IdenProp

4 P: ... (Como sabemos que el punto D, que creo que lo usamos... esta entre B y A?...

Ese era el pequefio problema... muy bien Dario. Entonces, (como analizamos? ...[

B

A C]

[Discuten respecto a las posibles interestancias que podrian darse con los puntos A,
D y B en la representacion de un tridngulo isdsceles y sus alturas como se muestra
en la figura. Hacen una demostracion de que en un triangulo isésceles las alturas a
los lados congruentes cortan a los lados. Sin embargo, Dario tiene un no ejemplo.]

59 P: Bien, Dario [Le hace gestos para que pase al tablero] Dario... me tenia un
comentario, que vamos a pedirle que se lo haga a toda la clase, para que
determinemos las consecuencias de lo que Dario nos va a decir.

60 Dario: [Dario pasa al tablero, conecta su calculadora al view — screen, en donde se ve una D- Explo-
figura como la siguiente: RepAnte
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61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

92

93

Dario:

Dario:

Dario:

Dario:

Daniel:

Daniel:

P:

Orlando:

3.88 cm

,88 cm

] Es que pues... habiamos dicho que... que habia un
teorema... para... demostrar esta congruencia entre las alturas. Entre las alturas.

¢En un triangulo?

En un tridngulo isdsceles, las alturas correspondientes a los angulos de los lados
congruentes, ch... eh... cortan al lado opuesto, en el triangulo isdsceles.

En el segmento.

En el segmento. Entonces, pues... a mi me habia quedado la duda, porque yo habia
visto un tridngulo que era isosceles, pero que no cortaba precisamente a... al
segmento. Entonces, empecé a hacerlo y entonces, si, encontré uno que... pues
cuando este angulo era... era mayor. Entonces, pues, las alturas cortaban en

¢Ese angulo era qué? Eso es importante saberlo

Obtuso

Entonces... ;es cuando es obtuso que sucede eso?

Es mayor que 90 el angulo que forman los lados [congruentes]

... Entonces, esa es una de las alturas. [delinea con rojo la proyeccion en el tablero]
Este es el ngulo recto, y esta es la otra. Y el triangulo original, isosceles, es este
[lo resalta con azul]. O sea que esta es la prolongacion de un lado y esta es la
prolongacion del otro lado. [lo sobresalta con rojo, punteado

o

] Entonces, consecuencia... ;qué sucede? ;En qué
nos afecta lo que acaba de decir Dario?

Toca modificar el teorema.

Toca modificar el teorema.

Con algunas condiciones. [...]

¢Y como fue el proceso para la demostracion de eso?

Por triangulos congruentes.
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[Repasan los pasos de la demostracion del teorema Triangulo isdsceles — alturas
congruentes, y verifican que en uno de los pasos la justificacion es diferente debido
a que las alturas pueden caer dentro o fuera de los lados congruentes del triangulo.
Debido a esto el teorema es restringido para el caso de triangulos acutangulos y lo
reescriben de la siguiente forma: Si un triangulo ABC es is6sceles acutangulo con
AB = BC y CD y AE son las alturas a los lados congruentes, entonces esas alturas
son congruentes]

Este episodio se centra en el andlisis del contenido y los limites de validez de la
demostracion del teorema respecto al triangulo isdsceles y sus alturas congruentes.
Aparecen los indicadores D- Explo-ldenProp y D- Explo-RepAnte debido a que Dario
encuentra un no ejemplo para la condicién de que en todo triangulo isésceles las alturas
cortan a los lados del tridngulo. Repasan la demostracion del teorema y debido a que una de
las justificaciones depende de asumir esa condicion como cierta, restringen el teorema para

el caso de triangulos isosceles acutangulos.

Dario [3] manifiesta su inquietud respecto a cdmo garantizar que en un triangulo isdsceles
siempre las alturas cortan a los lados (D- Explo-ldenProp) y esto lleva a una discusion en
gran grupo en la que se concluye que en todo triangulo isésceles las alturas siempre cortan
a los lados. Sin embargo, Dario encuentra un no ejemplo [59-60] y pasa al tablero para
mostrar una construccién en la que estan representadas las condiciones del antecedente del
teorema (D- Explo-RepAnte) y luego a través del arrastre le muestra al grupo el caso en que

en un triangulo isdsceles las alturas no intersecan a los lados iguales [69].

En las intervenciones [64-68] Dario describe como su duda respecto a la condicion de que
las alturas siempre cortaran a los lados lo llevo a pensar en propiedades complementarias
como el hecho de que si el angulo que forman los lados congruentes en un triangulo
isosceles es obtuso, entonces las alturas tienen puntos en el exterior del tridngulo. (D-
Explo-IdenProp).

La profesora [69] pregunta qué consecuencias tiene este hecho para demostracion del
teorema y Daniel [70-72] afirma que hay que modificar el teorema con ciertas condiciones,

puesto que el no ejemplo hace que el soporte deductivo de la conclusion varie (D- Explo-

79



IdenProp). Finalmente, entre todos restringen el teorema para el caso de triangulos

acutangulos.

La participacion de Dario es relevante (B—R—Gran) y autbnoma (B—A-Gran), puesto que el
estudiante por su propia cuenta busco un caso en que no se cumpliera la condicion asumida
como cierta por el grupo, respecto a los triangulos isdsceles y el caso en que las alturas
intersequen los lados iguales. Al encontrar un no ejemplo y mostrarlo en la clase, este
permitio evidenciar que en la demostracion realizada para el teorema Triangulo isésceles —
alturas congruentes no se habia tenido en cuenta la situacion en que las alturas tuvieran
puntos en el exterior del tridngulo y por ello el teorema se restringié a solo tridngulos

acutangulos.
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CAPITULO 5: RESULTADOS

En este capitulo presentamos una discusion de los resultados del analisis llevado a cabo en
este estudio. Para la organizacion de esta, hacemos uso de algunas tablas de frecuencia y de

gréficos de representacion para la interpretacion de la informacién obtenida.

Exponemos dos secciones de discusion de resultados. En la primera parte, hacemos alusion
a la participacion general de los estudiantes respecto a cada componente® del teorema. Para
esto tenemos en cuenta la variedad en la participacion de los estudiantes a lo largo de la
reconstruccion del teorema; nos centramos en la participacion de los estudiantes en los
asuntos que se trabajaron en cada componente del teorema y en cada episodio. Detallamos
la cantidad de codigos correspondientes a las categorias de analisis que aparecen en los
episodios segun las acciones de participacion de los estudiantes y analizamos qué tipo de
acciones por parte de los estudiantes son las mas representativas respecto a cada
componente del teorema?. En la segunda parte, detallamos la participacion de cada
estudiante segun sus acciones decodificadas de acuerdo al tipo de participacion. Intentamos
establecer algunos perfiles de participacién, comparando y contrastando los resultados de
aquellos estudiantes que sobresalen en el conteo de codigos respecto a los tipos de acciones

de participacion y frente a la calidad con la que efectlan tales participaciones.

5.1. PARTICIPACION GENERAL DE LOS ESTUDIANTES SEGUN LOS
COMPONENTES DEL TEOREMA

5.1.1. Variedad en la participacion de los estudiantes en la construccion del teorema

Al hacer un zoom hacia afuera, haciendo uso del procesador de texto Word, en los

fragmentos de participacion de los estudiantes en la reconstruccion del teorema Triangulo

1 Como lo mencionamos en el marco tedrico, entendemos el teorema desde la perspectiva de Mariotti et al.
(1997) y nos fijamos en los siguientes componentes de un teorema: Enunciado, Demostracion y Sistema
Tedrico.

2 Por dificultades de espacio, este tipo de acciones representativas se presentan en el Anexo 5.
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isosceles —alturas congruentes en los 19 episodios analizados se obtiene la siguiente imagen
(Figura 3). En ella no nos interesa mostrar el contenido sino los colores que sobresalen.
Como se menciono en el capitulo de metodologia, cada color tiene que ver con las acciones
de participacion de los estudiantes en un componente del teorema de la siguiente forma:

amarillo para enunciado, verde para demostracion y azul para sistema teorico.

Figura 3.

En esta vista global se evidencia que no hay total linealidad en la participacion de los
estudiantes relacionada con cada componente del teorema. No hay un estricto orden v,
como se aprecia en la figura 3, el color azul aparece distribuido a lo largo de los episodios,
a veces después del color amarillo y otras veces después del color verde. Esto significa que
los estudiantes pueden participar con acciones relacionadas con el sistema tedrico en
cualquier momento, sin distinguir que estén trabajando en el enunciado o en la
demostracion del teorema. El color amarillo también aparece en algunas partes después del
color azul y en otras partes después del color verde. Por ende, vemos que no
necesariamente los estudiantes participan en un orden especifico respecto a los tres
componentes del teorema, sino que los asuntos relacionados con cada componente surgen

en diferentes momentos de la interaccion.

Igualmente, resaltamos la variedad de la participacion de los estudiantes entre estos tres

componentes. De hecho, tal variedad nos muestra que los estudiantes actan bajo un
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sistema de reglas compartido que les brinda unas condiciones de igualdad como miembros
de la comunidad de préactica y les otorga la libertad de “poder optar, preferir, elegir... [y] no
tener una senda previamente marcada” (Ortiz & Perafan, 2004). Ademas, la aparicion
dispersa del color azul a lo largo de los episodios refleja que dentro de las condiciones de la
comunidad de practica, esta la posibilidad de intervenir en cualquier momento para sefialar
asuntos, relacionados con el sistema tedrico, necesarios para desarrollar la actividad

demostrativa respetando las normas establecidas en el curso.

5.1.2. Participacion de los estudiantes por episodio y por componente del teorema

En la siguiente tabla sintetizamos el zoom global de la figura 3 resaltando Unicamente el o
los componentes del teorema en los que participaron los estudiantes en cada episodio. Asi,
se tiene una correspondencia entre el orden de aparicion de colores en todos los episodios a

través de la figura 3 y de la tabla 1.

Episodio | 1 |2 |3 |4 |5 |6|7|8|9|10|11]12|13|14|15| 1617|1819

Componente

Tabla 1.

La tabla 1 nos permite apreciar que en los episodios, 1, 2, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 12 y 13 los
estudiantes Unicamente participaron con acciones relacionadas con el enunciado. En los
episodios 3, 8 y 10 la participacion fue en relacion al sistema tedrico exclusivamente y en el
episodio 19 la participacion se centrd solo en la demostracion. Sin embargo, en los demas
episodios los estudiantes participaron con acciones ubicadas en mas de un componente. Por
ejemplo, en el episodio 14 los estudiantes participaron mediante acciones relacionadas tanto
con el enunciado como con el sistema teorico. Luego, como se mencion0 previamente, no
hay una linealidad en las acciones de participacion de los estudiantes, respecto a los tres
componentes, a lo largo de la reconstruccion del teorema. No obstante, mediante la tabla 1

se pueden ver algunas condiciones que detallamos a continuacion.
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En primer lugar, es importante que los estudiantes realicen un trabajo inicial principalmente
relacionado con el enunciado, antes de comenzar a construir la demostracion del teorema.
Tanto en la tabla 1 como en la figura 3 se puede detallar que, en términos generales, la
mayoria de acciones de participacion de los estudiantes en un principio tienden a centrarse
en el enunciado y en la parte final tienden a agruparse en torno a las acciones de
demostracion. Esto hace hincapié en la importancia de que los estudiantes primero exploren
propiedades y relaciones geomeétricas, sin que ello implique que no puedan participar en
otras acciones, para que asi puedan tener un convencimiento personal respecto a sus
hallazgos, planteen conjeturas y después busquen una justificacion por conviccion propia
(Perry, et al., 2012a). Esta conviccion es relevante para la toma de conciencia de cada
estudiante respecto a su papel en la comunidad de préactica y en relacion a ser autbnomos,
entendiendo esta autonomia como hacer lo que se debe hacer por conviccién y no por
obligacion (Ortiz & Perafan, 2004).

En segundo lugar, como las acciones de participacion de los estudiantes en el enunciado y
en la demostracion estan permeadas a lo largo de la reconstrucciéon del teorema, por
acciones participativas referentes al sistema tedrico, se tiene una coherencia entre el trabajo
realizado por los estudiantes y los procesos de conjeturacion vy justificacion desarrollados

en la actividad demostrativa, segin la propuesta del grupo “ZeG. Luego, es factible

“promover la comprension del contenido matematico implicado tanto en los enunciados de
los teoremas como en sus justificaciones y [...] apuntar a la validacion de dichos
enunciados, en el marco de un sistema tedrico en construccion” (Perry, et al., 2012a, p.
132).

Por ultimo, la tabla 1 permite apreciar la diversidad de combinaciones posibles, de acciones
de participacion de los estudiantes en dos componentes, en un mismo episodio. Por
ejemplo, en el episodio 14 los estudiantes participan en relacién al enunciado y al sistema
teorico, en los episodios 15 y 16 participan en acciones que tienen que ver con la
demostracion y con el sistema tedrico, y en el episodio 17 participan en la demostracion y

en el enunciado. Llama la atencion que no hay un episodio en el que los estudiantes
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participen en los tres componentes del teorema. Creemos que esto se debe a “la
complejidad inherente al aprendizaje de la demostracion [...] [Esta] complejidad incluye
aspectos como la comprension de la dependencia entre propiedades, del formato usual en el
que se formulan los teoremas (implicacién), del proceso deductivo necesario para construir

demostraciones” (Perry, et al., 2012a, p. 130).

5.1.3 Frecuencias de participacion de los estudiantes por componente del teorema

En la siguiente tabla representamos las frecuencias de los codigos de participacion de cada
componente del teorema, en todos los episodios, contabilizando los cddigos referentes a un
tipo de accién de participacion del mismo componente. Por ejemplo, en el episodio 1 los
estudiantes Unicamente tuvieron acciones de participacion en el enunciado y en el anélisis

que desarrollamos en ese episodio aparecieron 11 cddigos de esa categoria.

Episodio
1|2|3|4|5|6|7|8]9]|20]11[12|13|14 (1516171819
Componente

Enunciado 1116 |0 (9|6 (6 | 6|0|8|0|5|3]|5

Demostracion |0 |o|o|o0o|jo0|l0o|0|O|O|O|O|O]|O

S'S'Eema 0|0 o|lo|o0]oO 0 0l0]o0
Teorico

Tabla 2.

Al tener en cuenta las frecuencias de codigos con los que los estudiantes participaron en un
determinado episodio, podemos identificar en qué componente hubo mayor participacién
de los estudiantes. Por ejemplo, en el episodio 18 los estudiantes participaron de igual
manera con acciones relacionadas a la demostracion y al sistema teérico del teorema, con 1
codigo respectivamente en cada componente. Pero en el episodio 15 los estudiantes
participaron en una mayor proporcion con acciones relacionadas con la demostracion (11

codigos) y en una menor parte con acciones respecto al sistema tedrico (1 cédigo).

La gréafica que detallamos a continuacién, (Figura 4), se basa en la anterior tabla de
frecuencias (tabla 2). Mediante esta grafica realizamos algunas inferencias respecto a la

proporcién de participacion de los estudiantes por componente en cada episodio.
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Participacion por Componentes
Frecuencia
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Enunciado m Demostracién  m Sistema Tedrico Episodio

Figura 4.

En los primeros 13 episodios la participacion de los estudiantes es preponderante en el
enunciado del teorema. Exceptuando los episodios 3, 8 y 10, en estos 13 episodios las
acciones de los estudiantes se centran exclusivamente en interpretar el enunciado, realizar
exploraciones con Cabri, identificar regularidades claves y posibles argumentos para la
plausibilidad de la conjetura, y realizar una formulacién adecuada del enunciado de la
conjetura que van a demostrar. Esta primera seccion se corresponde con el proceso inmerso
en la actividad demostrativa que tiene como fin “llegar a establecer conjeturas de las que se
tiene un alto grado de seguridad y que, por tanto son candidatas a entrar en un proceso de

justificacion que las valide dentro del sistema [tedrico]” (Perry, et al., 2012a, p. 132).

En el episodio 14 se realiza el primer intento de demostrar la conjetura y para ello los
estudiantes indagan respecto a qué necesitan del sistema tedrico para inferir un resultado
que es clave en la demostracion®. Por ello, tiene sentido que la mayor parte del episodio 14
tenga acciones de participacion referentes al sistema tedrico. En los episodios 15 y 16, el
énfasis de las acciones de participacion de los estudiantes se da en la demostracion, puesto
que en el episodio 14 ya habian determinado los elementos que hacian falta en el sistema

tedrico para poder continuar con los pasos de la demostracion. En el episodio 17 se hace un

1 En el episodio 14 los estudiantes necesitan hacer uso del teorema del Tridngulo isdsceles, el cual ain no
habia sido incluido en el sistema tedrico del curso, para continuar con los pasos de la demostracion.
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perfeccionamiento del enunciado de la conjetura, en funcion de que los estudiantes tengan
claro, para la demostracion, qué estd dado por el antecedente y qué hechos geométricos
hacen parte del consecuente. Asi en los episodios 18 y 19 se finalizan los pasos de
demostracion de la conjetura y esta es incluida como teorema en el sistema tedrico. Esta
segunda seccion se corresponde con el proceso de la actividad demostrativa cuya meta es
“producir un discurso argumentativo de caracter deductivo que valide la conjetura dentro

del sistema [teorico] [...] en el que se esta trabajando” (Perry, et al., 2012a, p. 132).
5.2. PERFILES DE PARTICIPACION

5.2.1. Tipo de acciones de participacion por estudiante en el trabajo por parejas

En la siguiente tabla presentamos el conteo de cddigos por estudiante durante los primeros

9 episodios de la reconstruccion del teorema Tridangulo isdsceles — alturas congruentes.

Juan Ana Dario | Leopoldo | Maria Efrain
E-Inter-1denObj 1 0 3 4 1 1
E-Inter-AludProp 2 0 1 3 1 0
E-Inter-RepDado 5 3 1 1 3 2
E-Inter-FormEst 3 1 1 1 2 0
E-Inter-AntiSol 1 0 3 1 1 1
E-Explo-HerrEval 0 1 1 1 1 0
E-Explo-Herrlden 1 1 2 2 0 0
E-Explo-HerrRela 0 0 1 1 0 0
E-ldentReg-Det 1 1 0 0 0 0
E-ldentReg-Rela 0 0 0 0 1 0
E-IdentArg-PropComp 0 0 0 0 1 0
E- Formu-Enun 1 1 1 0 1 1
S- Selec-ldenPart 0 0 0
Tabla 4.

Debido a que en esta primera fase de trabajo en el teorema, los estudiantes debian plantear,
por parejas, una conjetura a partir del problema presentado, en la tabla 4 no aparecen
codigos relativos a la demostracion, pues los estudiantes ain no estaban pensando en
demostrar la conjetura. Igualmente, los codigos E- Formu-AnteCons, E- Formu-Concor y

E- Formu-Revis, tampoco aparecen en los primeros 9 episodios.
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Para interpretar los resultados que nos arrojan estas frecuencias de la tabla 4, hacemos uso
del siguiente diagrama radial, en el cual representamos la frecuencia con que cada

estudiante intervino codigo por cédigo en el trabajo en parejas.

Participacion en el trabajo en parejas

Leopoldo Maria = == Efrain

e ]an Ana e Dario

E-Inter-ldenObj
O o

S- Selec-ldenPart E-Inter-AludProp

E- Formu-Enu E-Inter-RepDado

E-Inter-FormEst

E-Inter-AntiSol

SVESNS:
L TRY
AL

E-Explo-HerrEval

E-Explo-HerrRela E-Explo-Herriden

Figura 5.

La escala de frecuencias la presentamos invertida en el diagrama, para poder diferenciar
mejor el comportamiento de cada estudiante respecto a los cddigos que muestran sus
acciones de participacion en la reconstruccion del teorema. Es asi que a cada estudiante le
corresponde un poligono con su correspondiente color como aparece en la figura 5. Cada
uno de los vértices del poligono se encuentra relacionado con uno de los codigos alrededor
del diagrama. Si el vértice esta en el borde quiere decir que el estudiante no participd con

ese indicador y entre mas se acerque el vértice al centro de la figura, mas alta fue la
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frecuencia del cddigo hasta llegar al 5 en el centro, el cual fue la frecuencia mas alta
registrada en esta seccion. A continuacion describimos el perfil de cada estudiante.

Respecto a Juan vemos que sobresale en las acciones de representacion de los objetos
geométricos dados y en la formulacién de estrategias de resolucion. Es un estudiante que
centra su atencion de una forma muy detallada en la interpretacion del enunciado y a partir
de este, imagina un plan de resolucion tal y como lo hizo en los dos primeros episodios de
la reconstruccion del teorema. Juan es habil para buscar relaciones entre objetos

geométricos a partir de la alusion a propiedades complementarias.

Ana es una estudiante que tiene un perfil bajo en cuanto a la cantidad de intervenciones
relacionadas con los tipos de acciones de participacion descritos en este trabajo.
Consideramos que ello se debe, quizas, al rol de liderazgo que asumid Juan en el trabajo
con ella y que probablemente repercutié en que la posicion de Ana fuera mas pasiva y se

limitara a seguir las instrucciones de Juan.

Dario es un estudiante que se destaca por su capacidad para identificar los objetos
geométricos involucrados en el enunciado y a partir de estos, anticipar posibles soluciones
al problema. Destacamos que sus conocimientos le permiten ser muy agil y rapido a la hora
de pensar en una respuesta al problema y confirmar o descartar sus planteamientos de una
manera eficaz. También se preocupa porque los elementos que hagan parte del enunciado

tengan sentido en cuanto a su pertenencia al sistema teorico del curso.

Leopoldo sobresale por su capacidad para identificar los objetos geométricos involucrados
en el enunciado y aludir a las propiedades de estos. Es un estudiante cuidadoso en los
detalles de las construcciones geomeétricas realizadas, de modo que él mismo pueda estar
seguro y convencido de las propiedades que identifica en tales construcciones con la ayuda
de su compafiero. En caso de tener dudas respecto a la inclusion de algin objeto geométrico
en el sistema teorico del curso, lo pone de manifiesto y también intenta sacar el mayor
provecho de la geometria dinamica para identificar nuevas propiedades a partir de las

herramientas que ofrece el software.
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Maria se destaca sobre los demas estudiantes, en el trabajo por parejas, en que logra
identificar propiedades complementarias en la representacion que hizo, en Cabri, para darle
soporte a su descubrimiento e identifica relaciones claves entre invariantes. Consideramos
que, en parte, esto se debe al estudio de casos que realizaron con su compafiero en la
exploracion del problema y en las construcciones que hicieron. Al tener diferentes tipos de
triangulos y comparar lo que sucedia en cada caso, respecto a las alturas, Maria evidencia
que es una estudiante rigurosa y sistematica al momento de representar objetos
geométricos, aludir a las propiedades de estos, formular estrategias de resolucion e

identificar posibles invariantes y relaciones entre tales invariantes.

Finalmente, en cuanto a Efrain, vemos que es un estudiante muy comprometido con
respetar las normas del curso. Sobresale en la identificacion de elementos del sistema que
deben hacer parte para que tanto el enunciado como la construccion tengan sentido. En la
construccion que realizaron con su compafiera Efrain se cuestiond sobre la posibilidad de
construir una recta perpendicular a otra por un punto externo debido a que no tenian un
teorema que garantizara tal construccion. Asi mismo, Efrain cuestiond si debian proseguir
con la construccidn a pesar de no tener el teorema que necesitaban, lo cual llevé a que la
profesora les comentara a los estudiantes que podian validar ese teorema® temporalmente

mientras mas adelante lo incluian en el sistema teorico.

5.2.2. Valoracién de la participacion de los estudiantes en el trabajo por parejas

A continuacion se relaciona la calidad de la participacion de cada estudiante y se resume,
de manera general, como se desarrollé esa participacion a lo largo de los primeros nueve
episodios. Si las intervenciones de un estudiante no reflejan las caracteristicas de los

indicadores del grado de participacion por parejas, la casilla correspondiente aparece vacia.

Si el grado de participacion es poco aparece + y si es bastante aparece ++.2

1 En ese momento del curso no se habia incluido el teorema de la existencia de la recta perpendicular por un
punto externo, el cual les permitia a los estudiantes justificar la construccion de una altura de un triangulo.

2 por dificultades de espacio, la valoracion de la participacién de los estudiantes en gran grupo se presenta en
el Anexo 4.
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VALORACION DE LA PARTICIPACION
ESTUDIANTE Original | Autonoma con relacion a su par Genuina Relevante
Juan ++ ++ ++
Ana +
Dario ++ ++ ++
Leopoldo ++ ++
Efrain ++ ++
Maria ++ ++
Tabla 5.

Consideramos que la participacion de Juan es autbnoma y original, ya que su propuesta de
empezar la construccién por las alturas congruentes para luego armar el tridngulo es una
forma creativa de estudiar el problema y sobresale en comparacion a las propuestas de los
demas grupos. También es relevante, ya que sus aportes permiten llegar al planteamiento de
la conjetura final que formula este grupo. En contraste, la participacion de Ana es poco
relevante, pues ella se limita a seguir las ideas de Juan y eventualmente cuestiona algunos
puntos de la construccion que Juan propone En general, Juan asume la postura de lider y

guia a Ana en el desarrollo del trabajo de construccién y exploracion.

La participacion de Dario y Leopoldo es genuina, puesto que ambos se cuestionan por un
elemento que ain no ha sido incluido en el sistema teérico y ello refleja su interés y
conciencia de la tarea que van a llevar a cabo, en funcién de utilizar inicamente elementos
validados por la comunidad de clase. También es relevante en el sentido que ambos aportan
ideas para la formulacién de la conjetura, a pesar de que cada uno estaba razonando de
manera distinta respecto a la concepcion del antecedente y el consecuente de la conjetura
que plantearon. En algunos pasajes del trabajo de este grupo Dario asume el rol de lider, ya
gue guia a Leopoldo en la construccion de las alturas de un triangulo, e intenta tomar la
iniciativa respecto a la actividad de exploracion y respecto a la anticipacion de posibles

soluciones al problema. En ese sentido, la participacion de Dario es autbnoma.
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La participacion de Efrain es genuina, ya que sus intervenciones reflejan la apropiacion y
conciencia que tiene acerca de respetar las reglas del curso y de justificar cada resultado
con elementos que hagan parte del sistema tedrico construido colectivamente. Maria tiende
a ser la lider en este grupo y su participacion es autonoma en ese sentido. Ella toma la
iniciativa en algunos pasajes del trabajo desarrollado por ambos estudiantes. Sin embargo,
Efrain también complementa y apoya con sus aportes los avances que realizan en las
construcciones ambos estudiantes para dar solucién al problema. Por ello, consideramos
que la participacion de Maria y Efrain es relevante. Como se sefiald en el andlisis, este
trabajo en grupo es méas equilibrado en comparacion con los roles méas dominantes que

toman Dario y Juan frente a Leopoldo y Ana, respectivamente.

5.2.3. Tipo de acciones de participacién por estudiante en el trabajo en gran grupo

En la siguiente tabla presentamos el conteo de codigos por estudiante durante los episodios

10 al 19, correspondientes al trabajo en gran grupo, de la reconstruccion del teorema.

Maria | Leopoldo | Ignacio | Juan | Orlando | German | Daniel | Henry Dario
E-Inter-RepDado 0 0 0 1 0 0 0 0 0
E-Explo-Herrlden 0 2 0 1 0 0 0 0 0
E- Formu-Enun 0 1 0 0 0 0 0 0 0
E- Formu-AnteCons 0 0 0 0 0 0 1 0 0
E- Formu-Concor 0 1 0 0 0 0 0 0 0
E- Formu-Revis 1 0 0 0 3 1 0 0 0
D- Explo-RepAnte 0 0 0 0 0 0 0 0
D- Explo-ldenProp 0 “
D- Explo-EncadPro 0 0

0

D- Selec-EstaRela:

ojo | o
o

S- Selec-ldenPart

o
o
o
o|o| o | ©

S- Selec-AsegDedu

Tabla 6.

En esta fase de trabajo sobre el teorema, los estudiantes discuten las conjeturas a las que
Ilegaron mediante el trabajo por parejas y, a través de los aportes que se van dando en la
discusion en gran grupo, construyen los pasos de la demostracion de la conjetura y el

teorema es incluido en el sistema tedrico del curso. El énfasis en estos episodios esta en la
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demostracion de la conjetura y por eso la mayoria de codigos son relativos a este
componente. Los seis codigos relacionados con el enunciado, son producto del esfuerzo de
estudiantes y profesora por formular el enunciado de la conjetura de una manera adecuada

para su demostracion, diferenciando de forma clara el antecedente y el consecuente.

Respecto a la interpretacion del enunciado Unicamente aparece un cddigo debido a que Juan
mostrd a sus compafieros en el tablero la propuesta que llevo a cabo con Ana para explorar
el problema, mediante una representacion de su idea en el tablero (E-Inter-RepDado). De
manera similar, el codigo E-Explo-Herrlden aparece debido a que, en la socializacion de
sus conjeturas, algunos estudiantes comunicaban a los demas el uso que hicieron de las
herramientas en Cabri para identificar nuevas propiedades. Para interpretar los resultados
que nos arrojan las frecuencias de la tabla 6, hacemos uso del siguiente diagrama radial, en
el cual representamos la frecuencia con que cada estudiante intervino cddigo por codigo en

el trabajo en gran grupo.

Participacion en el trabajo en gran

grupo
e \aria Leopoldo e |gnacio
Juan Orlando - == German
Daniel e» e» Henry e Dario

E-Inter-RepDado

-Explo-Herrlden

E- Formu-Enun

E- Formu-AnteCons

D- Explo-RepAnte
Figura 6.
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De manera analoga a la figura 5, en la figura 6 presentamos la escala de frecuencias
invertida en el diagrama, para poder diferenciar mejor el comportamiento de cada
estudiante respecto a los cddigos que dan cuenta de sus acciones de participacion en la
reconstruccion del teorema. A cada estudiante le corresponde un poligono con su
correspondiente color y tipo de linea como se aprecia en la figura 6. Del total de 15
estudiantes que intervienen en el trabajo en gran grupo, solo incluimos a los 9 estudiantes
que aparecen en la figura 6, debido a que ellos, en esta seccion del trabajo en el teorema
Triangulo isdésceles — alturas congruentes, fueron quienes tuvieron un mayor numero de
intervenciones para nuestro analisist. En lo que sigue, describimos el perfil de cada

estudiante.

En esta fase de trabajo en el teorema, Maria sobresale por identificar elementos que deben
hacer parte del sistema tedrico para que el enunciado tenga sentido, a diferencia de su
participacion en parejas, que estaba centrada en aspectos relacionados con el componente
enunciado. En la parte inicial de la discusién en grupo, Maria le hace caer en cuenta a la
profesora de que ain no han definido rectas perpendiculares en el sistema teoérico del curso.
A partir de su intervencion se incluye esta definicion en el sistema. Maria es una estudiante
cuidadosa vy, al igual que en la seccién del trabajo en parejas, sus intervenciones reflejan
que es sistematica y rigurosa al aportar para el desarrollo de la clase, en miras de contribuir

al fin comin de construir la demostracion de la conjetura.

Leopoldo sobresale, en el trabajo en gran grupo, por comunicar de forma clara y concisa el
proceso que llevaron a cabo con Dario, para la construccion geométrica que les permitio
plantear su conjetura. A partir de la descripcion que Leopoldo realiza y bajo la guia de la
profesora, Leopoldo cae en cuenta de que la conjetura que formularon con su comparfiero no
se corresponde con la construccion que realizaron en Cabri. Es asi que Leopoldo reconoce

como debe ser la concordancia esperada entre una conjetura y la construccion que la

! Los estudiantes Efrain, Luz, Jaime, Melissa, Antonio y William, tienen a lo sumo dos intervenciones cada
uno, en el total de episodios en gran grupo, por lo cual consideramos que no tenemos evidencia suficiente de
ellos para referirnos a su perfil de participacién con el marco tedrico propuesto en esta investigacion.
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origina. El caso de Leopoldo y su compafiero sirve como ejemplo ilustrativo para los demas
miembros del grupo, en relacion a la concordancia que debe haber entre una conjetura y la

construccion correspondiente realizada en Cabri.

Ignacio se destaca por su intencién de usar un teorema que aun no habia sido incluido en el
sistema tedrico del curso. En un primer momento de la discusion en gran grupo, Ignacio no
tiene muy claro si puede usar algunos elementos como garantias de justificacion, asi estos
no pertenezcan al sistema. Posteriormente, insiste en que es necesario usar un teorema® que
él ya conocia por una experiencia de otro curso. Este aporte contribuye a establecer la
necesidad de ampliar el sistema tedrico del curso para seguir avanzando en la demostracion
de la conjetura y concuerda con el de otros comparieros. Su insistencia en el uso de un
elemento, que no hacia parte del sistema teorico, ayuda a que este sea incluido para que la

demostracion de la conjetura sea factible.

Juan se destaca, en el trabajo en gran grupo, por identificar propiedades complementarias
que permitan darle un soporte deductivo a la conclusion. De manera similar a su
desempefio durante el trabajo en parejas, evidenciamos que Juan es un estudiante habil para
buscar relaciones entre objetos geométricos y de hecho, en sus intervenciones intenta
anticipar algunos pasos de la demostracion. Gracias a sus aportes, se comienza a usar el

teorema del triangulo isésceles en la demostracion que esta construyendo el curso.

Orlando resalta sobre los demas estudiantes por su detenimiento y rigurosidad para revisar
el enunciado y corregir detalles de este. En diferentes momentos de la discusion él participa
con aportes que tienen que ver con aspectos del enunciado y su escritura. Por una parte,
sefiala en algunos casos, condiciones que limitan la generalidad de la conjetura y la hacen
muy local. De otro lado, Orlando contribuye al perfeccionamiento del enunciado de la
conjetura al darse cuenta de que la existencia de las alturas ya esta dada y por ende, en la

escritura del enunciado, las alturas deben hacer parte del antecedente y no del consecuente.

1 Ignacio ya conocia el Criterio de congruencia de triangulos Angulo — Angulo — Lado.
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Germén es un estudiante que, aunque no tiene muchas intervenciones, genera aportes
importantes para la discusion en el grupo respecto a la demostracion en desarrollo. Por una
parte, contribuye a la revision del enunciado de la conjetura, sefialando posibles
limitaciones de esta. Por otra parte, al igual que Ignacio, su participacion tiene eco en que
es necesario ampliar el sistema tedrico del curso, al mencionar como posible propiedad
complementaria para un paso de la demostracion, el uso del criterio de congruencia
Hipotenusa — Cateto. Sin embargo, en su intervencion German menciona que ese es un
teorema de un curso anterior y él solo hace referencia a la posibilidad de usarlo,
entendiendo que este aun no se ha incluido en el sistema teérico del curso y considerando la

opcion de que se incluya.

Daniel es un estudiante que sobresale por su ingenio para intentar desarrollar toda la
demostracion y exponer su idea al grupo. En sus intervenciones refleja que aun cuando uso
elementos que no hacian parte del sistema tedrico del curso, tenia plena conciencia de ello y
su objetivo era tener una ruta clara para la demostracion. El menciona de forma clara qué
elementos usd, que no hacen parte del sistema, de manera que estos puedan ser incluidos.
Su aporte es crucial para hacer ver a los demas que es necesario tener mas propiedades y

mas elementos en el sistema teérico para poder proseguir con los pasos de la demostracion.

Henry es un estudiante que se preocupa por seguir las normas del curso y se da cuenta, con
plena consciencia, de que su intento inicial de demostracion esta errado debido a que usa
una definicién diferente para tridngulo isdsceles. Sin embargo, esto se da debido a que la
definicién de triangulo is6sceles se introdujo después de que él ya habia realizado una
propuesta de demostracién. Asi mismo Henry aporta ideas para los pasos restantes de la
demostracién y es quién orienta a los demas en la estrategia, que llevan a cabo, de

demostrar la congruencia de dos triangulos para llegar a la conclusion de la conjetura.

Dario tiene un papel crucial en la demostracion construida por el curso, ya que gracias a él

se evidencia que los estudiantes tomaron por dado un hecho visual de la representacion
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geométrica de la conjetural, el cual no estaba garantizado por las normas del sistema de
reglas compartido del curso. A partir de su aporte, es necesario restringir la demostracion
que hicieron para el caso exclusivo de triangulos isosceles acutangulos. Esto en parte se da,
debido a la habilidad de Dario para identificar propiedades complementarias que puedan
darle un soporte deductivo a la conclusién. Dario habia quedado con la duda de que en un
triangulo isosceles las alturas siempre cortaran al lado opuesto del triangulo y por ello,

encontrd que esto no siempre sucedia y esto repercutio en la demostracion realizada.

5.2.4. Correlacion entre finalidades de participacién y calidad de participacion

Teniendo en cuenta los perfiles de participacion de cada estudiante en la reconstruccion del
teorema y la calidad de sus intervenciones, de acuerdo a las categorias de andlisis descritas
en el marco tedrico, a continuacion presentamos algunas relaciones entre los resultados

obtenidos al contrastar el tipo de acciones de participacion y la valoracion de las mismas.

Respecto al trabajo por parejas: En los primeros nueve episodios, Dario, Leopoldo y
Efrain son los Unicos estudiantes que tuvieron una participacion genuina (B-G-Par),
debido a su empoderamiento y apropiacion de las normas de clase. Igualmente, estos tres
estudiantes fueron los dnicos que, en ese trabajo por parejas, realizaron acciones
relacionadas con identificar en el sistema tedrico elementos que hicieran falta para darle un

sentido al enunciado o a la construccion (S- Selec-ldenPart).

Esto nos permite inferir que la seleccion y organizacion de elementos centrales en relacion
a un teorema, a partir del uso de un sistema tedrico local y en el marco de una clase de
geometria, normada por un sistema de reglas compartido, favorece el desarrollo de la
genuinidad en los estudiantes. Un aspecto fundamental para esto radica en “la importancia
que se le da a la voz de los estudiantes al centrar el trabajo en clase, en el estudio colectivo

de las conjeturas propuestas por ellos, cuando resuelven problemas de un cierto tipo

Los estudiantes tomaron como dado que el triangulo isésceles que construyeron como representacion del
problema siempre era acutangulo y este hecho influyd en la manera como elaboraron la demostracion. En el
sistema de reglas compartido del curso no es valido justificar un hecho geométrico solo por la representacion
geomeétrica visual que tienen de este.
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planteados por el profesor dentro de un marco bien definido como lo es un sistema tedrico
de referencia” (Perry, et al., 2013, p. 20).

Respecto al trabajo en gran grupo: En los episodios restantes resaltamos las
participaciones de Orlando, Dario y Daniel, pues ellos sobresalen porque sus intervenciones
fueron autdnomas con relacion al profesor (B-A-Gran) y relevantes (B—R—Gran). Ademas,
cada uno de ellos se destacO sobre los demaés, en el trabajo en gran grupo, en un tipo de
accion correspondiente a cada componente del teorema. Orlando sobresalié en la revision
del enunciado de la conjetura para perfeccionarlo (E- Formu-Revis), Dario se destaco por
su habilidad para identificar propiedades complementarias en funcion de darle un soporte
deductivo a la conclusién (D- Explo-ldenProp) y Daniel relucié por la pertinencia de sus
aportes para asegurarse de que la conjetura fuera deducible en el sistema teorico del curso
(S- Selec-AsegDedu).

De esto, inferimos que promover el aprendizaje de teoremas en estudiantes de un curso de
geometria plana de nivel universitario, con las caracteristicas descritas en este estudio y de
acuerdo a la aproximacion metodoldgica sefialada, teniendo en cuenta el constructo teorema
de Mariotti et al. (1997), permite favorecer el desarrollo de la autonomia en los estudiantes,
a través de “la participacion individual en las tareas colectivas” (Camps, 1994, p.111,
citado por Ortiz & Perafan, 2004) como parte de los intereses y necesidades de los demas
miembros de una comunidad. Ademas, resaltamos que la empresa comun del curso no es
centrarse unicamente en la demostracién formal como producto final. Por el contrario,
prevalecen también otros aspectos cruciales como la identificacion de patrones, la
generacion de conjeturas y las diferentes formas de razonamiento que se pueden llevar a

cabo en una demostracion (Stylianides, 2007).
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CAPITULO 6: CONCLUSIONES

En este capitulo presentamos de manera sucinta las conclusiones de nuestro trabajo. A
continuacion nos referimos a la globalidad de los tipos de acciones de participacion de los
estudiantes y a la calidad de dicha participacion en una clase de geometria regida por un
sistema de reglas compartido; el objetivo del trabajo y a la pregunta de investigacion; la
proyeccion de este estudio; y, a algunos aspectos de nivel personal y profesional del autor
de la tesis.

La participacion de los estudiantes es diversa a lo largo de la produccién del teorema. En
las diferentes intervenciones de los estudiantes distinguimos aspectos que nos permiten
concluir que la participacion de algunos tiene calidad, en términos de relevancia,
autonomia, originalidad y genuinidad. Asi mismo, resaltamos la riqueza en la actividad
demostrativa en la que se ven inmersos la mayoria de los estudiantes y, en particular, el
trabajo que desarrollan en la exploracion del problema y en la formulacion del enunciado
de la conjetura. Cada grupo presenta una propuesta diferente. Una mirada detallada de ello
se da en los capitulos 4 y 5 del presente estudio.

Igualmente, consideramos que si es posible que los estudiantes construyan un saber
valorado social y culturalmente como lo es la produccion de un teorema. El hecho de que
en la comunidad de clase estudiantes hayan logrado llevar a cabo este fin comun de manera
colectiva, contribuye al desarrollo de los valores democréaticos en ellos. EI fomento de la
autonomia, la originalidad y la genuinidad, gracias a la aproximacion metodoldgica,
conlleva a que los estudiantes generen aportes relevantes en la toma consensuada de

decisiones.

Frente a los objetivos del trabajo, nos propusimos, de manera general, describir, interpretar
y analizar como participan los estudiantes en la construccién de un teorema teniendo en

cuenta el constructo propuesto por Mariotti et al. (1997). Para ello, abarcamos y cumplimos
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objetivos especificos relacionados con la decantacion en la literatura de referentes tedricos,
gque nos permitieran construir categorias de andlisis, para mostrar la participacion de
algunos estudiantes e inferir algunos resultados. Seleccionamos un estudio de caso, a partir
de una revision minuciosa de videos de una clase de geometria plana, y pudimos desarrollar
un andlisis de participacion de los estudiantes y de la calidad de esa participacion. Luego,
efectivamente cumplimos los objetivos en su totalidad.

Respecto a la pregunta de investigacion, indagamos sobre como participan estudiantes de
segundo semestre de un programa de formacién de profesores de matematicas, en un curso
de geometria plana, regido por un sistema de reglas compartido, que promueve el
aprendizaje como participacion en una practica valorada socialmente. A lo largo del trabajo
se fue abarcando la pregunta paulatinamente y al final podemos decir que, efectivamente,
este estudio la responde, pues se han podido identificar finalidades y caracteristicas de la

calidad de la participacion de los estudiantes.

Sobre la proyeccién de este trabajo nos surgen algunas inquietudes y nos quedan varias
preguntas. Por ejemplo, en nuestro estudio no se entrd en detalle sobre qué tan convencidos
quedaron los estudiantes de que el teorema que construyeron era cierto. Seria interesante
indagar si una vez demostrado, los estudiantes aceptan su validez como necesaria. De
hecho, Stylianides (2007) sefiala que el conocimiento que se puede considerar como
compartido en una comunidad no refleja necesariamente la comprension individual de cada

estudiante.

Dada la especificidad del analisis realizado, también podria ser importante estudiar si con
otros teoremas, incluso del mismo tipo, la participacion de estudiantes seria similar a
nuestro estudio de caso. (Como seria la calidad de la participacion si escogiéramos otro
teorema? ¢Habriamos encontrado los mismos cddigos en cuanto a las finalidades de
participacion? ¢ Los estudiantes que analizamos tendrian diferentes perfiles de participacion
con otros teoremas? ¢Los codigos con menor frecuencia habrian tenido mayor frecuencia
en otros teoremas? ¢Podriamos generalizar perfiles de participacion de un estudiante

contrastando finalidades y calidad de la participacion?
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De manera similar, se podria ahondar en la interaccion entre grupos de estudiantes, sin
ningun apoyo del profesor y hacer una mayor profundizacion en los posibles nexos entre
estas interacciones y la construccion de valores democraticos, en el marco de una
comunidad de aprendizaje con un fin coman. Ademas podria hacerse énfasis en el papel
que jugd el soporte tecnoldgico en la participacion de los estudiantes y si tuvo alguna

relacion con la formacién de valores en esa comunidad.

Finalmente, en cuanto a la formacién profesional del autor de la tesis, esta ha sido una
experiencia muy enriquecedora porque me ha permitido tener una vision mas amplia de mi
practica como docente, al salirme un poco del rol de maestro en el aula de clases e indagar
por aspectos que solo a la luz de una teoria de referencia especifica un investigador puede
distinguir. A nivel personal, considero que este estudio me sirvid para crecer como persona
en el sentido de poner a prueba mi rigurosidad, perseverancia y exigencia conmigo mismo

en el logro de una meta.
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ANEXOS

Anexo 1

Cuestionario sobre creencias respecto a la utilidad de ensefiar teoremas en la clase de

geometria

El instrumento consistio en un cuestionario de cinco preguntas y fue propuesto en un
Colegio Bilinglie privado en Bogota, a cinco docentes del area de Matematicas. A
continuacion se muestra una sintesis de las respuestas obtenidas, resaltando los aspectos

mas relevantes en cuanto a la dilucidacion del problema en este estudio.

Pregunta Consolidado de las Respuestas Sintesis

N En general, los profesores hacen | A pesar de que se hace referencia
1) ¢Quéesuna

demostracion? referencia a procesos deductivos o0 | a procesos deductivos, estos
inductivos para justificar ideas aluden a wuna definicion de
demostracién mas no es explicita

una conexidn con los teoremas.

2) ¢Usted realiza Cuatro docentes respondieron a veces y | Se  puede apreciar que la

. uno respondid nunca demostracién de teoremas no es
demostraciones en sus

clases de Geometria? algo muy comdn en las clases de

Geometria en la escuela.

. , e Para mostrar de donde sale Ia En este sentido, este tipo de
3) ¢Paraque puede informacion
. respuestas no muestran alguna
realizarse una P der al s 4 de |

[ ] .z .
. ara responder al ¢por ques de 10S | conexion con la idea de teorema.
demostracién en el . ) .
estudiantes mas aplicados

aula? . . .
e Potenciar la capacidad propositiva y
analitica del estudiante,

e Evidenciar que “algo” funciona.
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Pregunta

Consolidado de las Respuestas

Sintesis

4)

¢ Qué factores
considera mas
relevantes al
momento de ensefiar

un teorema?

e Que el estudiante tenga claro la
hip6tesis y la consecuencia

e Comprensién de la simbologia vy
lenguaje matematico

e Posibilidad de generalizar un
concepto a través de  sus
caracteristicas

o EI tiempo, las diferentes
representaciones del teorema y los
posibles usos o aplicaciones

e Las formas de comunicacién y las

discusiones que se puedan dar

Se hace énfasis en el enunciado
del teorema y se prioriza
notablemente respecto a otros

aspectos del mismo.

5)

¢Cree que es
importante ensefiar la
demostracién de un
teorema o alguna idea
de la demostracion?

¢Por qué?

e  Si, porque se justifican las ideas

e Si, siempre y cuando haya el tiempo
suficiente para lograr una
comprension  completa por  los
estudiantes

e Es importante pero la estructura
curricular de Colombia prioriza otras
habilidades, relegando la
demostracién al uso y ensefianza de
docentes apasionados que van mas
alla

e Si porque solo cuando el estudiante
comprende el porqué de lo que
hacemos, realmente entiende el tema

e Si, porque alimenta la competencia
argumentativa de los estudiantes y

potencia la curiosidad en ellos

Los docentes hacen alusion a las
dificultades que se tienen para
incluir teoremas y sus
demostraciones en el aula de

clases de la escuela.
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Anexo 2

EPISODIO 7: Maria y Efrain deciden hacer una exploracion por casos.

Descripcion: Una vez leido el enunciado del problema, los estudiantes deciden explorar

diferentes tipos de triangulos. Empiezan por decidir como van a construir las alturas.

[Inicialmente los estudiantes construyen en Cabri cuatro triangulos diferentes. Dos
de ellos son escalenos, uno es equilatero y el otro es rectangulo isésceles]

2 Maria: Un [tridngulo] rectangulo, pero ahora quiero hacer un [tridngulo] rectangulo que no
necesariamente sea isosceles.

3 Efrain: Pues entonces haz este rayo [en realidad se refiere a la hipotenusa que hace falta
para construir el tridngulo rectangulo. Luego construyen el segmento restante]

5 Maria: Ese es un [triangulo] rectangulo isdsceles, y hacemos un rectangulo [se refiere al
triangulo rectangulo que no sea isésceles] bueno, [Deciden empezar a construir las
alturas], ahora construimos las alturas. [Modifican uno de los tridngulos
inicialmente construido para que sea claramente escaleno]

7 Maria: Ese es escaleno [sefiala el primer tridngulo construido.] Este es equilatero [Se
refiere al tercer triangulo, construido con la herramienta poligono, para asegurar
que los 3 lados son iguales.] Este es escaleno [sefiala el segundo tridngulo
construido.]

8 Efrain: Y este es isdsceles [sefiala el tltimo triangulo construido.]
9 [Comienzan a indagar sobre la forma de construir las alturas]
10 Maria: Mira, lo que tenemos que hacer nosotros es, [sefiala el primer tridngulo escaleno]

construir la perpendicular que va por aqui [sefiala por donde iria la recta que
contiene un lado del tridngulo escaleno] hasta este punto [sefiala el vértice opuesto]

11 [Primero construyen la recta que contiene al lado elegido del triangulo]

12 Maria: Una perpendicular, pero que llegue a este punto [sefiala el vértice opuesto al lado
que esta contenido en la recta que acaban de construir]

Inicialmente, los estudiantes construyen cuatro tipos diferentes de triangulos (E-Inter-
IdenObj) para empezar a representar los objetos dados en el enunciado (E-Inter-RepDado).
A diferencia de las parejas conformadas por Juan y Ana, y Dario y Leopoldo, Efrain y
Maria eligen una estrategia de resolucion (E-Inter-FormEst) estatica, la cual se centra en el
andlisis de los casos, segun el tipo de triangulo, como se podria hacer en lapiz y papel. En

este sentido, se saca poco provecho de la geometria dindmica.
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En las intervenciones [5, 10 y 12] Maria toma la iniciativa respecto a construir las alturas y
le explica a Efrain como hacerlo, de acuerdo a la interpretacién que ella tiene sobre la
altura. Para esto, tiene en cuenta construir la perpendicular a la recta que contiene el lado
del triangulo y el vértice opuesto, aludiendo asi a las propiedades de la altura (E-Inter-
AludProp). Luego, la participacion de Maria en este episodio es autbnoma (B—A-—Par).
Ademas, ella se preocupa por explicarle a su compariero, lo cual evidencia su actitud de

corresponsabilidad para que ambos logren su cometido de manera conjunta.

Los indicadores en este episodio estan en la categoria de interpretacién del enunciado
porque, de manera global, los estudiantes deciden una estrategia, representan los objetos
geométricos y las relaciones indicadas en el enunciado, y aluden a algunas de las
propiedades que reconocen. Por ello, ain no emergen indicadores en relacion a la

exploracidn libre de una representacion a diferencia de las demas parejas en mencion.

EPISODIO 8: Efrain se cuestiona sobre la inclusién del objeto altura en el enunciado

del problema.

Descripcion: Después de repasar como se construye una altura de un triangulo, los
estudiantes leen el enunciado del problema y Efrain se cuestiona por la inclusion en este de
un elemento que aun no hace parte del sistema tedrico del curso. Al igual que Dario y
Leopoldo, Efrain manifiesta esta inquietud a la profesora.

14 Efrain: ¢Por qué no le preguntamos? [...] Profe, una pregunta, eh, vamos a construir la S- Selec-
altura de este triangulo pero solo tenemos este punto [sefiala el vértice] ;podemos IdenPart
trazar esta perpendicular?

15 P: Si
16 Efrain: Pues, sabemos que podemos, pero como no nos han dado la [...] [Se refiere a la

inclusion en el sistema del teorema de la existencia de la recta perpendicular a otra
por un punto externo]

17 P: Ah, el teorema

18 Efrain: Pero, ¢lo hacemos? S- Selec-
IdenPart

19 P: Si, si, si, esperamos que ahora validemos eso. [Los estudiantes hacen la

construccion de la recta perpendicular]
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En este episodio también se ejemplifica, al igual que en el episodio 3, que no hay un orden
especial para participar en algunas de las acciones que caracterizan los tres aspectos de un
teorema. Incluso, antes de comenzar a resolver el problema los estudiantes manifiestan su
inquietud sobre cdmo justificar la construccion de las alturas de los tridngulos [14], puesto
que en el sistema tedrico ain no se ha incluido un teorema que garantice la existencia de
una recta perpendicular a otra por un punto externo determinado.Sin embargo, a diferencia
de Dario y Leopoldo, quiénes sefialaron la no inclusion de la definicion de altura en el
sistema, Efrain expresa su preocupacion por la imposibilidad de garantizar la existencia de
la altura. En este sentido, codificamos los fragmentos coloreados de este episodio y del
episodio 3 con el mismo indicador, (S- Selec-ldenPart), ya que, a pesar del foco diferente,

en ambos casos se estan sefialando aspectos de la consistencia del sistema teérico.

En las intervenciones [18-19], de acuerdo a la indicacion de la profesora, los estudiantes
aceptan dejar pendiente la validacion de la existencia de la altura y la asumen como
garantizada provisionalmente. En general, la participacién de los estudiantes en el episodio
se centra en el sistema tedrico, al identificar elementos que deben hacer parte del sistema

para que la construccion que pretenden realizar tenga sentido en este.

Consideramos que la participacion de Efrain es genuina (B-G-Par), ya que refleja la
apropiacién y conciencia que tiene acerca de respetar las reglas del curso y de justificar
cada resultado con elementos que hagan parte exclusivamente del sistema teorico
construido de manera colectiva. Por ende, al respetar las normas compartidas Efrain es
consciente de que sus ideas deben aportar a la solucion del problema de una manera

responsable frente a lo que esta establecido como valido en el curso.

EPISODIO 9: Efrain y Maria exploran para verificar, a partir de la toma de medidas,

y conjeturan.

Descripcion: Los estudiantes construyen las alturas en cada uno de los triangulos
representados y verifican con el arrastre en qué tipo de tridngulos se mantienen congruentes

las alturas. Posteriormente, plantean su conjetura.
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21

23

24

25

26

27

28

30

31

33

34

En las intervenciones [21-27] los estudiantes representan diferentes tipos de triangulos,
cada uno con sus respectivas alturas (E-Inter-RepDado). En dicho proceso, Maria identifica
que en el caso del triangulo rectangulo isosceles dos de las alturas coinciden con los catetos
del triangulo (E-ldentArg-PropComp). Durante la exploracion [28] Maria anticipa que en
los triangulos equilateros se cumple la propiedad (E-Inter-AntiSol) y después de medir las

alturas en los tridngulos escaleno y equilatero y verificar con el arrastre (E-Explo-

Efrain:

Maria:

Maria:

Efrain:

Maria:

Maria:

Efrain:

Maria:

Y [construimos] este segmento [sefiala la parte de la recta perpendicular
construida, en donde debe ir el segmento correspondiente a la altura.
Seguidamente, asignan nombres a los vértices del triangulo y construyen el
segmento altura. Luego hacen el mismo proceso para otro lado del triangulo,
teniendo asi dos alturas construidas en el triangulo escaleno. Seguidamente,
construyen dos alturas en el triangulo equilatero y por Gltimo, en el triangulo
rectangulo isosceles construyen la altura correspondiente al vértice opuesto a la
hipotenusa.]

[Al intentar construir otra de las alturas se da cuenta que la recta perpendicular
coincide con el cateto del triangulo.] Ah, es que seguramente es esta recta.

[En el Gltimo triangulo, que también es escaleno comienzan a construir las alturas.]
¢Hacemos las tres alturas?

Si, si.

[Hacen las 3 alturas.]

[Sefiala el tridngulo equildtero] Este tipo de tridngulos nos da[ria] alturas
congruentes. [¢Qué hacemos?] para medir distancias [Busca en Cabri la
herramienta para medir distancias]

[Mide y constata que las alturas son congruentes en el triangulo equilétero.
Después miden las tres alturas que construyeron en el triangulo escaleno.]

A mi solo me da [las alturas congruentes en] los equilateros.

¢Para [alturas] congruentes? Dos de sus alturas congruentes, este si tiene dos
alturas congruentes. [Sefiala el tridngulo rectangulo is6sceles.] Si haces estas
rectas, la altura de este va a ser congruente con la altura de este. [Mediante el
arrastre del triangulo rectangulo isosceles comprueban que las alturas se mantienen
congruentes. Luego construyen un tridngulo rectdngulo mas, en el que sus lados
tienen medidas diferentes.]

La Unica que me estd dando es la del triangulo equilétero [le dice a otro grupo]

[Los estudiantes escriben la siguiente conjetura: Si se tiene un triangulo isésceles,
dos de sus alturas son congruentes y si el tridngulo es equilatero sus alturas son
congruentes.]
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HerrEval), en efecto, identifica que la propiedad si se cumple en los tridngulos equilateros
(E-1dentReg-Rela).

Los indicadores E-ldentArg-PropComp y E-ldentReg-Rela aparecen por primera vez en
este episodio, quizas debido a la dinamica elegida por este grupo mediante la exploracién
por casos, para identificar regularidades claves que les permitieran solucionar el problema e
identificar propiedades complementarias que les dieran soporte a su descubrimiento. En la
intervencion [31] Efrain anticipa que en el caso del tridngulo rectangulo isésceles también
se cumple la propiedad (E-Inter-AntiSol) y después de que descartan el caso del triangulo

rectdngulo no isdsceles, formulan la conjetura (E- Formu-Enun).

Luego, en términos generales la participacion de los estudiantes en este episodio se
enmarca con indicadores de la categoria de exploraciéon libre de una representacion, ya que
al parecer, los estudiantes descubren la relacién entre el tipo de tridngulo y la propiedad
alturas congruentes, al visualizar todos los tridngulos construidos. Finalmente, a partir de la
exploracién por casos que Maria y Efrain realizan, surge la conjetura que formulan, pues
como antecedente escriben el tipo de tridngulo y como consecuente, la congruencia de al

menos dos alturas.

Aunque Maria tiende a ser la lider en este grupo, Efrain complementa y apoya las ideas de
ella aportando a los avances que realizan en las construcciones para dar solucion al
problema. Por ello, consideramos que la participacion de ambos estudiantes es relevante
(B-R—Par) y este trabajo en grupo es mas equilibrado en comparacion con los roles mas
dominantes que toman Dario y Juan frente a Leopoldo y Ana respectivamente. En este
episodio, ambos estudiantes contribuyen a la solucion del problema a través de un trabajo

colectivo que obedece a una necesidad comun de plantear una conjetura.
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Anexo 3

EPISODIO 10: Introduccién en el sistema de la definicidn de rectas perpendiculares y
del teorema de la existencia de la recta perpendicular por un punto externo.

Descripcion: Maria sefiala la necesidad de incluir en el sistema algln teorema o definicién
que permita afirmar que si dos rectas son perpendiculares, entonces forman un angulo
recto, porque hasta el momento en el sistema no se tiene algo al respecto. La profesora guia
la participacion para incluir la definicion de rectas perpendiculares y, adicionalmente, se
hace alusion a la necesidad de incluir el teorema de la existencia de la recta perpendicular

por un punto externo.

1 Maria: Profesora, teniamos que [...] llegdbamos a un angulo de 90°, pero no tenemos en
nuestro sistema algo para llegar aqui [a decir que dos rectas son perpendiculares]
porque tenemos [...] definicion es de rayos perpendiculares.

2 P: ¢No hemos definido rectas perpendiculares? ;No?

Maria: En nuestro sistema. S- Selec-

P: jAh! entonces eso falta. Entonces, la definicion de rayos perpendiculares es si denPart

forman un angulo recto ¢Si? Y la definicion de rectas perpendiculares, ,cémo la
damos?

Daniel: Si forman un angulo recto.

P: Igual, si forman un angulo recto, si. Rayos, segmento, rectas, segmentos, bueno,
recuerden que si yo digo forman [...] cuando yo digo dos rectas forman un angulo
recto, lo que estoy diciendo es determinan, ¢no?, porque ya sabemos que un angulo
es la union de dos rayos, no de dos rectas. Si [...] segmento [...] si determinan un
angulo recto. Y entonces con esto ya existe la altura de los tridngulos, porque nos
demoramos bastante construyendo la definicion de altura, pero ninguno se
preocup6 por [...]¢existen o no? Aca estamos definiendo, definiendo [...] pero
¢Si? Recuerden que tenemos que garantizar la existencia de las cosas que
definimos. Bien.

S- Selec-
AsegDedu

Efrain: ¢Cémo llamamos a este teorema?
8 P: ¢Cémo se va a llamar? Pues [...] existencia de recta perpendicular por punto

externo. Entonces, ya tenemos la existencia de perpendicular por un punto en la S- Selec-
recta, y por punto externo a ella. IdenPart
En las intervenciones [1-3], Maria pregunta a la profesora como validar la construccion de
la altura correspondiente a un lado de un triangulo, pues ella y su compariero reconocen que
tiene que formar un angulo de 90° con la recta que contiene al lado del triangulo, pero
saben que hasta el momento no se han definido rectas perpendiculares en el sistema teoérico

construido colectivamente. Aungue tienen informacién previa sobre la definicion de rectas
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perpendiculares y su relacion con los angulos de 90° la intervencion de Maria refleja su
preocupacion por respetar la regla de hacer uso exclusivamente de elementos incluidos en
el sistema, para validar una construccion (S-Selec-ldenPart). Esta preocupacion es
primordial en los procesos de argumentacion que se llevan a cabo en la clase, ya que todas
las demostraciones se deben realizar haciendo uso de elementos validados en el sistema
tedrico. Ademas, con su participacion en este episodio Maria refleja la conciencia con la

que asume la responsabilidad de ser parte de una colectividad en busca de un fin comun.

En las intervenciones [4-8] la profesora y los estudiantes incluyen en el sistema tedrico una
definicion para rectas perpendiculares y el enunciado de un teorema que garantiza la
existencia de una recta perpendicular por un punto exterior a otra recta dada (S- Selec-
AsegDedu). Su demostracion queda pendiente. Sin embargo, con ello se aseguran que la
conjetura que van a proponer, sobre los triangulos con dos de sus alturas congruentes, sea
deducible en el sistema. Luego, es la primera vez que aparece el indicador S- Selec-
AsegDedu en la construccion del teorema, debido a la necesidad de tener todas las garantias
gue se requieren o la expectativa de que si se van a tener como sucede en este caso. Este
episodio ejemplifica, de manera similar a los episodios 3 y 8, que no existe una linealidad
en la participacion de los estudiantes en cada uno de los componentes de un teorema,
puesto que el desarrollo de este episodio se centra en la inclusién de elementos que hacen

falta en el sistema tedrico.

Consideramos que la participacion de Maria es genuina (B-G-Gran), al hacer énfasis en
que en el sistema local del curso [3] ain no se han definido rectas perpendiculares. Esta es
una inquietud propia que refleja su preocupacion por la importancia de que los resultados
que se deduzcan se hagan usando, exclusivamente, elementos del sistema tedrico que estan
construyendo. Por ende, Maria contribuye a la apropiacion y el respeto por las normas
compartidas de la clase y su anticipacion surge por su propio compromiso con la actividad,

sin requerir la ayuda de la profesora para llegar a su cuestionamiento.
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EPISODIO 11: Correspondencia entre la conjetura y la construccion/exploracion de
Dario y Leopoldo.

Descripcion: Leopoldo describe la construccion realizada para llegar a la conjetura que
plantearon con Dario. Bajo la guia de la profesora, el estudiante se da cuenta de que la
conjetura planteada no concuerda con la construccion que la soporta y representa. Al usar
el lenguaje proposicional indagan respecto a las dos opciones que se tienen para el
antecedente y el consecuente, a partir de la relacion entre las propiedades “tipo de

tridngulo” y “dos alturas congruentes”.

11 Leopoldo: Se construy0 el triangulo ABC, luego las alturas del tridngulo [...] y mediante el
arrastre se logré que dos de las alturas fueran congruentes. Conjetura [...]

12 P: Si. Ahora la conjetura.

13 Leopoldo: Conjetura. Si un tridngulo tiene dos lados congruentes entonces dos de sus alturas
son congruentes.

14 P: Bueno, entonces [...] mira. Vamos a determinar ahi, dos cosas. Una, vamos a
llamar p [...] eh [...] lados congruentes del triangulo ¢no? Y q [...] alturas
congruentes y q alturas congruentes. [Escribe en el tablero: p: lados congruentes
del triangulo y q: alturas congruentes] [...] Iéanme otra vez la construccion.

15 Leopoldo: Se construyo el triangulo ABC, luego las alturas del tridngulo [...] y mediante el
arrastre se logré que dos de las alturas fueran congruentes. Conjetura [...]

16 P: O sea que ustedes obligaron a qué, ;(Apoaq?

17 Leopoldo: Eh[...] la segunda.

18 P: A q [...] ¢Si? Esto es lo que ustedes obligaron ;Qué pasa? [Leopoldo hace
expresion de haber caido en cuenta de algo] ¢Qué pasa Leopoldo? A ver [...]

19 Leopoldo: No sé. Creo que de g dedujimos p.

20 P: De g dedujeron p [...] ¢ Y cudl fue la conjetura que me estableciste?
21 Leopoldo: Pues que si las alturas son congruentes [...] ah, si, p entonces
22 P: [...] y esto no les pasd solo a ellos. Muchos hicieron lo mismo. La construccion de

ellos fue obligar a que se cumpliera g [...] y se dieron cuenta que entonces se daba
p. Pero la conjetura que me escribieron fue: si p entonces q. Esto es muy
importante. Muy importante porque en el teorema la hipdtesis es aquello que
sabemos como valido. Y lo que ustedes sabian como valido era la congruencia de
las alturas, porque eso era lo que ustedes estaban buscando que sucediera. Entonces
digamos que la conjetura no corresponde a ti construccion.
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En la intervencion [11] Leopoldo comunica la construccion realizada mediante el uso de
Cabri para identificar propiedades no mencionadas en el enunciado (E-Explo-Herrlden) y
de acuerdo a esta menciona la conjetura que formularon (E- Formu-Enun). En la
intervencion [14] la profesora enfoca la atencidn en la estructura del enunciado condicional,
que corresponde a la conjetura, y se le da el status de antecedente (p: lados congruentes del
triangulo) y de consecuente (qg: alturas congruentes) a las proposiciones que hacen parte del
enunciado condicional y se relacionan en el proceso de construccion, en términos de
establecer su concordancia con la conjetura (E- Formu-Concor). La profesora cuestiona a
Leopoldo [16] respecto a qué obligaron en la construccion en terminos del antecedente vy el
consecuente de la conjetura (E- Formu-AnteCons). Es decir, lo que se fuerza por

construccidn o arrastre sera lo dado y lo que se descubre o verifica es la conclusion.

En ese orden de ideas, Leopoldo se da cuenta [19-21] de que la conjetura que realizaron no
se corresponde con su construccion, ya que en la conjetura plantearon g entonces p, pero la
construccion que desarrollaron corresponde a p entonces g. Como es la primera vez que
esto sucede en el curso, la profesora se basa en el lenguaje proposicional para apoyar la
comprension de la estructura del enunciado. Igualmente, los indicadores E- Formu-
AnteCons y E- Formu-Concor aparecen por primera vez en la construccion del teorema,
quizas debido al momento de la clase en que la profesora intenta guiar a los estudiantes
para que reconozcan la concordancia que debe haber entre construccion y conjetura. Esta
guia se da para que todos los miembros de la comunidad tengan clara la norma respecto a

esta concordancia y asi puedan proceder en llevar a cabo el fin comin de la comunidad.

De manera general, en este episodio las participaciones de los estudiantes se centran en la
formulacién del enunciado, bajo la guia de la profesora para identificar el antecedente y el
consecuente de esta, en funcién de establecer la concordancia entre la conjetura y la
construccion realizada por el grupo de Dario y Leopoldo. La participacion de Leopoldo en
este episodio es poco autonoma (P-A-Gran), ya que él se da cuenta de la inconsistencia

entre su conjetura y su construccion a partir de la guia de la profesora, quién, a través de las
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relaciones ldgicas de un enunciado condicional, le hace notar el error que cometieron con

Dario al plantear la conjetura de manera reciproca a la construccion que realizaron.

EPISODIO 12: Correspondencia entre la conjetura y la construccion/exploracion de

Juany Ana.

Descripcion: Juan describe la construccion realizada para llegar a la conjetura que
plantearon con Ana. La descripcion de la construccién es coherente con el enunciado que

los estudiantes plantearon como conjetura.

41 Juan: Para el caso de nosotros... nosotros no construimos el triangulo. Construimos dos
rectas. [El estudiante explica que partieron de las dos alturas congruentes para
después con ellas formar un tridngulo y determinar que propiedades tenian. Como
no encuentra el archivo de la construccion en la calculadora, pasa al tablero a
explicar su idea.]

49 Juan: Tomo una recta y un punto exterior... Y una recta perpendicular.

50 P: Si.

51 Juan: Luego tomo por acé otra recta que pase por A.

52 P: Cualquiera.

53 Juan: Y por acd otra recta perpendicular. Y sobre esa perpendicular tomo un segmento

que sea congruente con este. Luego, comencé a correr las dos rectas corriendo este
punto y este punto... buscando que en algin momento se coincidieran. Entonces en
un momento... por aca... se forma el vértice. Pero son las alturas las que estoy
construyendo... pero como las alturas van a un vértice. [Las siguientes
representaciones reflejan lo que hizo Juan en el tablero:

[) E\ |

54 P: jLas moviste hasta que se intersecaron!
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55 Juan: Entonces aqui va a quedar el triangulo ABC.

56 P: Ah bueno, entonces, segiin como me las estas describiendo [la construccion] si
corresponde con la conjetura que establecieron [mira la hoja del grupo D vy verifica
la conjetura planteada por ellos: Si en un triangulo dos de sus alturas son
congruentes, entonces dicho triangulo es isésceles y los lados congruentes son
aquellos que estan contenidos en las rectas perpendiculares a las alturas
respectivas]. Bueno, jmuy bien!...

Los indicadores que enmarcan la participacion de los estudiantes en este episodio hacen
referencia a las categorias correspondientes a la interpretacion del enunciado (E-Inter-
RepDado), la exploracién de una representacion (E-Explo-Herrlden) y a la formulacion del
enunciado (E- Formu-Concor). Luego, el episodio en general consiste en la descripcion que
Juan realiza sobre la construccion, para llegar a la conjetura propuesta, y el reconocimiento

de la coherencia que se evidencia entre ambas.

El indicador E-Inter-RepDado aparece debido a que Juan explica su idea en el tablero [41-
52] y por ello vuelve a representar los objetos geométricos involucrados en el enunciado, en
funcion de comunicar su representacion. En la intervencion [53] el estudiante describe la
exploracién que llevaron a cabo mediante el arrastre (E-Explo-Herrlden) y en este caso, la
construccién realizada si concuerda con la conjetura que plantearon los estudiantes (E-
Formu-Concor). Es el primer grupo, en la socializacidn en gran grupo, que muestra un caso

en que hay una concordancia entre la construccién y la conjetura.

La profesora reconoce la originalidad de la idea de Juan [54 y 56] y solo le pregunta a él
por algunos pasos en la descripcion de su construccion. Al parecer la profesora no habia
tenido en cuenta esta forma de construir una representacion del problema. Por ende,
consideramos la participacion de Juan como original (B-O-Gran) ya que, ademas de
mostrar una propuesta que no habia sido considerada por la profesora, para el momento de
la clase su descripcidn se constituye en un ejemplo de la concordancia esperada entre una
construccién efectuada y su correspondiente conjetura. Por ende, Juan actla en este
episodio a la par de la profesora en cuanto a mostrar un ejemplo aclaratorio a sus
compafieros. Ello evidencia la igualdad de condiciones de los miembros de la comunidad y

que no necesariamente es la profesora quién despeja las dudas del grupo.
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EPISODIO 13: Limitacion de la conjetura propuesta por Luz y Marina.

Descripcion: La profesora propone que los estudiantes analicen la conjetura planteada por
Luz y Marina, en términos de verificar la concordancia entre antecedente y consecuente de
la conjetura, de acuerdo a la construccion realizada. Entre todos concluyen que el
enunciado de dicha conjetura esta restringido a un caso especifico y por ello la conjetura es

muy local.

58 P: [...] Lo que quiero mostrarles es que cuando me reporten la conjetura, asegUrense
que me estan poniendo como hipétesis [...] todo aquello que ustedes obligaron a
que sucediera y como tesis lo que descubrieron, como resultado. Entonces vamos a
mirar algunas de las conjeturas.
Y van ustedes a analizar [La siguiente conjetura:] Si ABC es un triangulo y la
medida de uno de sus angulos es mayor a 90 y los lados que determinan este
&ngulo son congruentes entonces el tridngulo es isdsceles y dos de sus alturas son
congruentes. Quiero que examinen la propuesta de ellas y me digan qué piensan.

59 Maria: Es como muy local.

60 P: ¢Muy local?

61 Maria: Si, obliga a que el tridangulo sea mayor que 90.

62 P: Miren la propuesta, ¢y?

63 Maria: O sea, eso se cumple, pero para ese caso especifico.

64 P: ¢Qué es lo que se cumple?

65 Maria: Que el triangulo es isosceles y dos de sus alturas son congruentes.

66 Orlando: Lo que pasa que es que no puede ser cualquier tridngulo isdsceles sino uno con la
caracteristica de que el &ngulo donde,

67 P: El angulo del vértice, se llama [...] el &ngulo del vértice.

68 Orlando: Tiene que ser mayor a 90, el [angulo] que forma los lados iguales.

69 P: Si.

70 German: Estaria diciendo que eso no se cumple para el resto de tridngulos porque estaria

diciendo que cuando el triangulo tenga el vértice igual a 90 no se cumple.
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71 P: El angulo del vértice. Segun ellas, no pareceria que se cumpliera. Entonces es una
conjetura, que como dice Maria, esta muy localizada. Y no lo mas general posible.

72 Luz: Si. Pero fue lo que nosotros encontramos.

En este episodio la revision entre la concordancia de la conjetura y la construccion
realizadas por Luz y Marina, (E- Formu-Concor), lleva a que el andlisis se centre en la
revision del enunciado de la conjetura para perfeccionarlo (E- Formu-Revis). Es la primera
vez que este indicador aparece y ello tiene que ver con que la conjetura planteada por este
grupo esta restringida a un caso muy especifico. En general, a través del episodio los
estudiantes aportan ideas para sefialar las limitaciones que conlleva la conjetura, a partir de
la indicacion de la profesora [58] respecto a hacer una revision detallada de esta, en

términos de su concordancia con la construccion.

Al revisar el enunciado de la conjetura, Maria [59-63] afirma que en la hipdtesis se tienen
unas condiciones muy especificas (E- Formu-Revis) y Orlando menciona [66 y 68] que en
términos de aplicabilidad, si se demostrara esa conjetura, solo se podria usar con triangulos
que cumplan la condicion de ser is6sceles y obtusangulos. Es decir que, para un tridngulo
isésceles rectangulo o un triangulo isosceles acutangulo, no se podria concluir que dos de
sus alturas son congruentes (E- Formu-Revis). En este sentido, German y la profesora en las
intervenciones [70-71] aluden a que la conjetura esta planteada de forma muy local y no de
la manera més general posible (E- Formu-Revis).

Consideramos que la participacion de Maria, Orlando y German es autonoma (B—A-Gran)
y genuina (B-G—Gran), en la medida en que cada uno aporta ideas propias para convencer
a los demas de porqué la conjetura esta muy restringida y no permitiria abarcar una gama
de casos de manera mas general. Maria es quién primero manifiesta que la conjetura es muy
local [59] por obligar a que el angulo sea mayor que noventa grados [61]. Orlando prosigue
y complementa el aporte de Maria [66] enfatizando en que la conjetura no se podria usar en
triangulos que no sean obtusangulos. German, por su parte explica por qué la conjetura esta
restringida a un caso muy especifico y que no podria aplicarse a los triangulos rectangulos

y acutangulos [70]. Cada uno de ellos manifiesta tener conciencia de lo que implica el
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hecho de que la conjetura esté muy localizada. Esto es relevante para la discusion y asi

mismo, cada estudiante participa por iniciativa propia y no bajo el incentivo de la profesora.

En este episodio se da un discurso compartido, donde cada miembro de la comunidad de
clase que interviene escucha al otro e intenta brindar un aporte en miras de determinar de
manera comun el problema que tenia la conjetura propuesta por Luz y Marina. En la
intervencion [72] Luz también interviene y manifiesta su punto de vista. Se puede inferir
que ella no esta muy conforme con las criticas a su conjetura, pero no por ello se siente
limitada a manifestar su opinion.
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Anexo 4

Valoracion de la participacion de los estudiantes en el trabajo en gran grupo

A continuacion se relaciona la calidad de la participacion de cada estudiante en el trabajo

en gran grupo y se resume grosso modo cdmo se desarrolld esa participacion a lo largo de

los episodios correspondientes en esta seccion de trabajo en el teorema. De manera similar

a latabla 5, en la tabla 7 la casilla aparece vacia si las intervenciones de un estudiante no

reflejan las caracteristicas de los indicadores del grado de participacion en gran grupo. Asi

mismo usamos los simbolos + y ++ para indicar el grado de participaciébn como poco o

bastante.
TIPO DE PARTICIPACION
ESTUDIANTE | Original | Autonoma con relacion al profesor | Genuina | Relevante
Maria ++ ++
Leopoldo + +
Ignacio +
Juan ++ ++
Orlando ++ ++ ++
German ++ ++
Daniel ++ ++ ++
Henry ++ ++
Dario ++ ++
Tabla 7.

Consideramos que la participacion de Maria es genuina, pues

en un momento de la

discusion, ella hace énfasis en que en el sistema local del curso ain no se han definido

rectas perpendiculares. Esta es una inquietud propia que refleja su preocupacion por la
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importancia de que los resultados que se deduzcan se hagan usando, exclusivamente,
elementos del sistema tedrico que estan construyendo. Las intervenciones de Maria también
nos llevan a considerar su participacion como autonoma. Ella manifiesta tener conciencia
de lo que implica el hecho de que una conjetura esté muy localizada y sus aportes se dan

por iniciativa propia.

La participacion de Leopoldo es poco autdnoma, ya que él se da cuenta de la inconsistencia
entre su conjetura y su construccion a partir de la guia de la profesora, quién, a través de las
relaciones logicas de un enunciado condicional, le hace notar el error que cometieron al
plantear la conjetura de manera reciproca a la construccion que realizaron con Dario.
Igualmente, la participacion de Leopoldo es poco relevante debido a que al intentar
mencionar propiedades complementarias para darle soporte deductivo a la conclusion de la
conjetura, hace referencia a hechos geométricos de la representacion visual de la misma.

Tales hechos no tienen garantias y por ende su aporte no prospera.

Consideramos que la participacién de Ignacio es poco genuina debido a que él refleja en
sus intervenciones que no tiene muy claro si es valido usar un teorema, ain no incluido en
el sistema teorico del curso, para avanzar en la demostracion. Esto nos lleva a deducir que
no se ha apropiado de las reglas del curso, pues en mas de un episodio insiste en usar un
criterio de congruencia que no hace parte del sistema tedrico local.

En el episodio 12 la profesora reconoce la originalidad de la idea de Juan y le pregunta por
algunos pasos en la descripcidn de su construccién. Por ende, consideramos su
participacién como original, ya que en sus intervenciones muestra una propuesta que no
habia sido considerada por la profesora y esta se constituye en un ejemplo de la
concordancia esperada entre una construccion efectuada y su correspondiente conjetura.
Asi mismo, la participacion de Juan es relevante puesto que, en el episodio 16, propone
usar un teorema ya incluido en el sistema tedrico que ain no se habia usado, y este hecho
permite deducir un resultado que previamente los estudiantes habian intentado concluir
pero que los elementos del sistema no lo permitian en ese momento. Tal accién permite

avanzar en la demostracion.
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Consideramos que la participacion de Orlando es autbnoma y genuina, en la medida en que,
él intenta aportar ideas propias para convencer a los deméas de porqué algunas de las
conjeturas analizadas, en gran grupo, no permiten abarcar una gama de casos de manera
méas general. Sus aportes reflejan el grado de conciencia que tiene, respecto a la
formulacién del enunciado de una conjetura a manera condicional, de modo que reconoce
cuando un elemento hace parte del antecedente o del consecuente, segun la redaccion de la
conjetura. En el episodio 18 Orlando anticipa, de acuerdo a las reglas del curso, la manera
en gue se va a organizar la cadena deductiva para la demostracion del teorema, teniendo en
cuenta el orden de los condicionales y reflejando que es consciente de la importancia de
tener todas las garantias en cada uno de los pasos de la demostracién. Por esto,

consideramos que su participacion también es relevante.

La participacion de Germéan es autbnoma y genuina, pues €l también aporta ideas propias
para convencer a los demas de porqué una de las conjeturas analizadas, en gran grupo, esta
muy restringida y no abarca una mayor generalidad. En sus intervenciones manifiesta tener

conciencia de lo que implica el hecho de que una conjetura esté muy localizada.

La participacion de Daniel es autbnoma, genuina y relevante puesto que, él por su propia
cuenta intentd desarrollar una demostracion para el teorema y aunque en su intento uso
elementos que no hacian parte del sistema tedrico en ese momento, lo hizo con plena
conciencia de que esos elementos debian ser posteriormente incluidos, accion que refleja la
responsabilidad con que llevd a cabo la tarea. Ademas es relevante, en el sentido de que el
intento de Daniel contribuyd a resaltar la necesidad de incluir mas propiedades en el

sistema tedrico del curso, en funcion de poder avanzar en la demostracion.

La participacion de Henry es genuina, ya que el estudiante reconoce que en su intento de
demostracién de la conjetura partieron de una definicion diferente para triangulo isosceles,
en relacion con la incluida en el sistema tedrico del curso, lo cual conlleva a que su intento
de demostracion no sea valido. Igualmente, los aportes que Henry hace son utiles para el

desarrollo de la demostracion y sus intervenciones permiten llegar a un punto en que los
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estudiantes son conscientes de que deben deducir de alguna forma la congruencia entre un

par de tridngulos para llegar al resultado deseado de manera colectiva.

Por ultimo, consideramos que la participacion de Dario es relevante y auténoma. En el
episodio 19, el estudiante por su propia cuenta buscd un caso en que no se cumpliera la
condicion asumida como cierta, respecto a los tridngulos isosceles y el caso en que las
alturas caen en los lados. Al encontrar un contraegjemplo y mostrarlo en la clase, su
intervencion permitio evidenciar que la demostracion realizada para el teorema Triangulo
isdsceles — alturas congruentes no habia tenido en cuenta el caso en que las alturas
estuvieran por fuera del triangulo y por ello el teorema se restringié a solo triangulos

acutangulos.
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Anexo 5

Frecuencias de participacion de los estudiantes por cédigos

En la siguiente tabla presentamos la cantidad de veces que aparece cada uno de los cédigos,
correspondientes a los tipos de acciones de participacién de los estudiantes, en los 19
episodios que comprenden la reconstruccion del teorema. Estos codigos hacen parte de las
categorias de analisis. Los codigos en amarillo corresponden a los indicadores de las
categorias relacionadas con el enunciado, los codigos en verde corresponden a los
indicadores pertenecientes a la demostracion y los codigos en azul corresponden a los

indicadores relacionados con el sistema teorico.
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S- Selec-AsegDedu

Tabla 3.

125



Respecto al enunciado, los codigos mas representativos son E-Inter-RepDado, E-Inter-
IdenObj, E-Inter-AludProp, E-Inter-FormEst, E-Inter-AntiSol y E-Explo-Herrlden.
Consideramos que el primer codigo (E-Inter-RepDado), alusivo a la representacion de los
objetos geométricos dados, es el que mas aparece debido a que los estudiantes necesitan
tener una representacion inicial del objeto geométrico sobre el cual van a indagar. Por lo
general, vemos que en la construccion de tal representacion, los estudiantes identifican los
objetos geométricos involucrados (E-Inter-ldenObj). Posterior a esta construccion y
haciendo uso de la geometria dinamica, los estudiantes llevan a cabo las demas acciones
representativas en este componente tales como aludir a las propiedades de los objetos
involucrados (E-Inter-AludProp), formular posibles estrategias de resolucion (E-Inter-
FormEst), hacer anticipaciones de las posibles soluciones (E-Inter-AntiSol) y usar

herramientas en Cabri para identificar nuevas propiedades (E-Explo-Herrlden).

A partir de estos codigos representativos de las acciones de participacion de los estudiantes
en el enunciado del teorema vemos que “la geometria dinamica es un elemento mas que
favorece la generacion de un ambiente de indagacion, en el que su uso para explorar y
experimentar la convierte en herramienta de mediacion para el aprendizaje de la
demostracion” (Perry, et al., 2012a, p. 130). Sin embargo, resaltamos que los cédigos E-
Explo-HerrRela, E-ldentReg-Det, E-ldentReg-Rela y E-ldentArg-PropComp, solo aparecen
1 vez. Estos codigos tienen en comun que tratan sobre hallar regularidades o patrones
claves entre propiedades ya identificadas en la construccion geométrica y, a nuestro
parecer, la poca aparicion de este tipo de acciones se debe al proceso de familiarizacion que
Ilevaron a cabo los estudiantes con el software Cabri. Es decir, a la par que los estudiantes
del curso objeto de estudio fueron participes de una comunidad de practica y aprendieron a
demostrar, también fueron aprendiendo a usar el programa de geometria dinamica, pues no

tuvieron una induccidn previa sobre el manejo de este software.

En cuanto a la demostracion, el codigo que méas aparece es D- Explo-ldenProp y su
frecuencia es bastante amplia respecto a los demas codigos de esa categoria. Consideramos

que esto se debe a la construccion colectiva que se lleva a cabo en el curso de las
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demostraciones que se realizan en gran grupo. El hecho de que cada estudiante pueda
ejercer su derecho a opinar, respetando el punto de vista de los demés compafieros, hace
hincapié en dos aspectos. Por un lado, favorece en los estudiantes la posibilidad de aceptar
que es legitima la opinion del otro (Ortiz & Perafan, 2004). Por otra parte, los estudiantes
tienen la libertad de generar aportes a travées de propiedades complementarias mediante las
cuales, ellos creen que se puede tener un soporte deductivo para la conclusion de la
demostracion (D- Explo-ldenProp). Esto induce de manera natural la interaccion social
entre los miembros de la comunidad para llegar a un acuerdo comdn y por ende, tiene
sentido que este codigo sea el méas representativo en cuanto al tipo de acciones de esta
categoria.

Por dltimo, en los codigos referentes al sistema tedrico podemos apreciar que los dos
codigos de esta categoria, S- Selec-ldenPart y S- Selec-AsegDedu, tienen practicamente la
misma frecuencia a lo largo de la reconstruccion del teorema. Esto hace hincapié en la
apropiacion, de manera general, que tuvieron los estudiantes de las normas del curso a
partir del sistema de reglas compartido. Asi, el hecho de que la frecuencia de estos dos
codigos, con siete y ocho apariciones como se aprecia en la tabla 3, sea una de las mas altas
en toda la reconstruccion del teorema, nos permite evidenciar que la genuinidad fue una de
las caracteristicas que mas lograron adquirir los estudiantes en el desarrollo de este

teorema.
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