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2.Descripcion

El trabajo de grado que propone UNA POSIBLE TRANSFORMACION INVERSION RESPECTO A LA
ELIPSE, resulta ser un estudio relacionado al interés del estudiante que se acercé al hacer matematicas.
Esta monografia estd compuesta de dos partes principales, la primera es el acercamiento que se realiza a
todas las tematicas que contribuyeron a realizar esta propuesta de inversion (la inversién y las
transformaciones) y la segunda es el estudio que se desarroll6 de esta propuesta, se generaliza la
transformacion para cualquier elipse y a partir de esta se trata de generalizar cada una de las propiedades
qgue se encontraron de la misma, fue donde basicamente se realizaron conjeturas y luego las posibles
justificaciones de las mismas. Finalmente se concluye que la transformacion T no es una inversién, aun
asi, T no deja de ser una transformacién con unas propiedades inesperadas.

3. Fuentes

Para el desarrollo de este documento se acudié a consultar 11 referencias bibliogréficas, de las cuales se
sefialaran cuatro de las mas relevantes. El lector puede acudir a revisar la bibliografia en caso de querer
observar con mas detenimiento las referencias consultadas.

Cérdenas, R. Parra, W. (2013), Estudio de la métrica de Manhattan. Segmentos, rectas, rayos,
circunferencias y algunos lugares geométricos en la geometria del taxista. Tesis de pregrado en
licenciatura de mateméticas. Universidad Pedagdgica Nacional, Colombia: Bogota D.C.

Coronel, A. (2010), Transformaciones en el plano. Alianza de Matematicas y Ciencias del Turabo, Puerto
Rico: Gurabo.

Fuller, G. y Tarwater, D. (1999), Geometria Analitica, Séptima edicién, Pearson Educacion, México.
Lehmann, C. (1978), Geometria Analitica. LIMUSA, México: Utheta.

Montes, S. (2012), Una propuesta didactica para la ensefianza de transformaciones geométricas en el
plano con estudiantes de grado séptimo haciendo uso del entorno visual del juego Pacman. Trabajo para

Documento Oficial. Universidad Pedagogica Nacional
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optar como magister en ensefianza de las ciencias exactas y naturales. Universidad Nacional de
Colombia, Colombia: Bogota D.C.

Ramirez, J. (2007), Una generalizacion de la transformacion inversion respecto a la conica elipse (Tesis
pregrado). Universidad Pedagdgica Nacional, Colombia.

Ramirez, J. y Rubiano, G. (2015), A generelazation of the spherical inversion. International Journal of
mathematical Education (Science and Technology), Vol. 48 (1), 132-149.

Ramirez, J. Rubiano, G. Jurcic, B. (2015), Generating fractal paterns by using p-circle inversion. World
Scientific, Vol. 23(4), 1550047.1-1550047.13.

Rubiano, G. (2010), Topologia general [Un primer curso]. Editorial UN, Colombia: Bogota.

Smogorzhevski, S. (1978), Acerca de la Geometria de Lobachevski. Lecciones populares de Matematicas,
Editorial MIR. Moscu.

Uzcéategui, C. (2013), Los nameros reales y el infinito. Uniandes, Colombia: Bogota.

4. Contenidos

Primero se desarrollé una busqueda bibliografica para tener claridad en conceptos que se manejarian en
el resto del trabajo (Capitulo 1: Marco Referencial), procedente a ello se estudia sobre la transformacion T
respecto a una elipse, teniendo como referencia la usual (Smogorzhevski, 1978) y la planteada por
Ramirez (2007), que resulta ser el objetivo general, dentro de los objetivos especificos del trabajo esté:

1. Generalizar la transformacion T respecto a una elipse, para cualquier elipse.
2. Conjeturar y demostrar algunos hallazgos respecto a la transformacién T respecto a la elipse.

3. Dejar expresadas en términos algebraicos o geométricos algunas de las transformaciones T de rectas
y circunferencias.

4. Estudiar algunas propiedades de T.
El objetivo 1 esta evidenciado en el capitulo 2 (Transformacion T), y respecto a los objetivos 2 y 3, se

encuentran evidenciados en el capitulo 3 (Transformacion T aplicada a curvas) y finalmente el objetivo 4
se evidenciara en el capitulo 4 (Algunas caracteristicas de la transformacion T).

5. Metodologia

Para realizar este trabajo, se aplicé una metodologia coherente frente a lo que se queria estudiar, puesto
que primero se indago en la tematica que se abordaria, todo lo referente a transformaciones e inversion,
después se paso a definir la transformacion T en una elipse general, por construccion geométrica y
algebraica (para la construccion algebraica se tuvo muy en cuenta el uso del software Derive para reducir
calculos grandes a medida que se iban hallando las generalidades), luego con ayuda del software
Geogebra, se pasé a explorar transformaciones T de rectas y circunferencias para generar conjeturas y

Documento Oficial. Universidad Pedagogica Nacional
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asi mismo buscar la forma de demostrar tales curvas encontradas; finalmente después de la exploracion y
la actividad demostrativa se empez6 a estudiar la transformacion T como funcién, encontrando el dominio
y el posible rango.

6. Conclusiones

Fue un trabajo que dejo vivenciar el hacer matemdticas en cuanto permitid explorar, conjeturar y
demostrar; sin embargo al momento de demostrar se tuvieron dificultades que impidieron verificar
formalmente diversas propiedades encontradas.

Luego de indagar si la transformaciébn T era una inversion, se siguid investigando para descubrir
propiedades que llevaron a resultados inesperados, extrafios y a algunas formas conocidas.

Frente a los software que se mencionaron en el transcurso del trabajo: Geogebra y Derive, fueron
sumamente importantes en este proceso, éstos, facilitaron y ayudaron a explorar, reducir cuentas y
permitieron plantear conjeturas.

Se descubrié la generalizaciéon de la transformacion T para el dominio establecido para esta
transformacion, ademas de plantear la construccion geométrica de la transformacion para un punto interno
a la elipse, se llegd a la conclusiéon de que la transformacion T no es inversion bajo la definicién 9
(Inversion usual). Al momento de estudiar las transformaciones de las rectas y las circunferencias se not6
gue bajo ciertas especificaciones en cada una, se transformaran en curvas conocidas, como elipses,
circunferencias o hipérbolas, que llevaron a conclusiones sobre si se trataba de una transformacion
isométrica o no; finalmente se encontrd que se trataba de una transformacion no inyectiva, ni sobreyectiva
(por supuesto tampoco biyectiva) para luego pasar a hablar finalmente del dominio de la funcién.

Elaborado por: Figueroa Leguizamon, Lizeth Geraldin

Revisado por: Donado Nufiez, Gil Alberto de Jesus

Fecha de elaboracion del
Resumen:

Documento Oficial. Universidad Pedagogica Nacional
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INTRODUCCION

El siguiente trabajo es una exploracién sobre la transformacién T como posible inver-
sion respecto a la elipse. La idea de esta transformacion surgié a partir de la inversion, que
menciona Lobachevski en Smogorzhevski (1978), donde se reconoce que la inversién estd
relacionada con sus puntos de tangencia y el centro de la circunferencia. Partiendo de esta
inversion cabe preguntarse qué sucederia si en vez de una circunferencia de inversion, fue-
se una elipse, asi que se investiga que se ha realizado de inversién eliptica, donde aparece
Ramirez (2007), él realiza una generalizacién de inversién respecto a la elipse, bajo toda esta
informacion, se propone realizar una construccion diferente que me pueda llevar a ser una
posible inversion, alli aparece la transformacion T, que asigna a cada punto del plano el

corte de las normales provenientes de las tangentes a la elipse.

Luego de buscar todas las referencias necesarias para hablar de la inversién y transfor-
macion se procede a estudiar la transformacion T'. Se construira tal transformacién desde
la geometria, y a partir de esta se realizard la construccion algebrdica, donde primero se
llevara a cabo una generalizaciéon de la transformacion elipse para cualquier elipse y luego se
empieza a observar las transformaciones de algunos objetos geometricos, finalmente a partir
de todo esto se estudiara la transformacion T como funcién, donde se observara el dominio
y como se podria definir el codominio de la misma.

En resumen, lo que se vera de la transformaciéon T en este trabajo, sera el estudio de T
como funcién, se observaran las propiedades que cumple y algunos lugares geometricos junto
con demostraciones de algunos casos especificos de transformaciones T de rectas y circunfe-

rencias.

VIII



OBJETIVOS

Objetivo General

Estudiar la transformacién T, teniendo como referencia la inversién y la transformacion

inversion en la elipse.

Objetivos Especificos

1. Generalizar la transformacion T respecto a una elipse, para cualquier elipse.

2. Conjeturar y demostrar algunos hallazgos respecto a la transformacién T' respecto a

la elipse.

3. Dejar expresado en términos algebraicos o geométricos algunas de las transformaciones

T de rectas y circunferencias.

4. Estudiar algunas propiedades de T.

IX



Capitulo 1

MARCO REFERENCIAL

En este capitulo se expondra sobre el concepto de transformacién e inversion en el plano.
Todo esto tomado como base de la investigacion para el desarrollo de la transformacién T

que se trabajara a lo largo de este estudio.

1.1. Transformaciones

Se realizara una exposacién de las transformaciones en el plano cartesiano -esto como
contexto y fundamento de lo que se tratara mas adelante-, para asi pasar a la inversién
usua][ly la posible inversién a conocer. De la misma forma se definira transformacion, algunas

propiedades y donde se usan las transformaciones.

1.1.1. Funcion

Para presentar aclaraciones acerca de las transformaciones en el plano, es necesario com-

prender qué es funcién y los tipos de funcién que hay.

Definicién 1 (Funcién): Dados dos conjuntos A y B no vacios, si a cada elemento de

A le corresponde un unico elemento de B, se dice que esa correspondencia es una funcion f.

1Se le da el nombre de inversion usual de aqui en adelante a la inversién que menciona Lobachevski en

su geometria.



El conjunto A recibe el nombre de dominio de la funcién f y el conjunto B codominio
o rango de la funcién f. El subconjunto de los elementos de B que son imagenes de los
elementos de A, se denomina el recorrido de la funcién f y se denota por f(A). Hay tres

tipos de funciones, definidas de la siguiente forma:

Definicién 2 (Funcién Inyectiva): Sea f una funcion de A en B. Sucede que f es

inyectiva si dados a,a’ € A con a # d, se tiene que f(a) # f(d).

Definicién 3 (Funcién sobreyectiva): Sea f una funcion de A en B. Se dice que f

es sobreyectiva si dado b € B existe algin a € A tal que b= f(a).

Definicién 4 (Funcién biyectiva): Una funcion es biyectiva si es inyetiva y sobreyec-

tiva.

1.1.2. Transformacién en el plano cartesiano

Una transformacion geometrica es aquella que logra convertir una figura en otra por me-
dio de una(s) operacién(es), es decir que una transformacién ¢ en el plano, es aquella que
aplica una funcién f : R? — R?, donde a cada figura del plano en R? le corresponde una en

el codominio R?; bajo estas afirmaciones:

Definicién 5 (Transformacién): Una transformacion o funcion t : S — T, de un
congunto S a un conjunto T' no vacios, es una regla t que asigna a cada elemento p € S un

inico elemento t(p) € T, p se llama elemento original y t(p) se llama elemento imagen.

Con esta definicién, se aclara que una transformacion resulta ser una funcién. Dentro
de las tematicas a tratar en el estudio de la transofrmacion T', se mencionara la isometria
como objeto guia para esclarecer diversas conjeturas, se definird isometria y se mencionaran

algunos ejemplos que la idéntifican.



Definicién 6 (Isometrias): Sea t una transformacion en un plano, P y Q puntos cua-
lesquiera donde t(P) = P' y t(Q) = @', t es una isometria si y sélo si PQ = P'Q)’.
Se exponen algunos ejemplos de isometrias, tales como la Simetria Axial, la Simetria Central,

la Rotacién y la Traslacion.

Ejemplo 1: (Simetria Axial): Sea una recta m € R? y un punto A € R?, cada punto A

del plano tiene una transformacion t tal que t(A) = A" y A es simétrico Azxial de A si y sdlo:

1. Si A € m entonces t(A) = A" = A.

2. 81 A & m entonces m es mediatriz del segmento AA’.

Figura 1.1: Simetria Axial del punto A

Demostracion:
En el caso del inciso (1) se plantea que A, B € m con t(A) = A’ = Ay t(B) = B' = B, es
decir que A’ = Ay B’ = B, por ser el mismo punto se expone que d(A, B) = d(A’, B'), por
tanto cumple la isometria. Para el inciso (2) se plantea que A, B ¢ m dénde ademds m es
mediatriz de los segmentos AA’ y BB, lo cudl lleva a dos casos, donde estan los cuadrilateros
LABB'A" y JAB'BA’ y ambos resultan ser trapecios isésceles, de donde se concluye que
d(A, B) = d(A’, B'), por tanto es isometria.

X

Como se demostro, se preserva la distancia en esta transformacion -tal como se establecio

en la isometria-, teniendo en cuenta que la transformacién aqui presentada tiene como via

3



de transformacion a la recta m, puede ir a la imagen donde se especifica que la transfor-

macion ¢ del punto A es A’ bajo la recta m.

Ejemplo 2 (Simetria Central): Sea un punto M en un plano y un punto A en el
mismo plano, el transformado t del punto A serd A’, es decir t(A) = A’ si y sdlo:
1. Si M = A entonces t(A) =M = A
2. Si M # A entonces M es punto medio del segmento AA’.

AI

Figura 1.2: Simetria Central del punto A respecto al punto M

Demostracion:
Dado un A, B € R% En el inciso (1) por definicién: t(A) = M = Ay t(B) = M = B
y M = A = B, siendo los mismos puntos, se concluye que d(A, B) = d(A’, B’) = 0, por
tanto es isometria. En el caso del inciso (2) se plantea M # A # B con t(A) = A’y
t(B) = B’, de donde se reconoce de manera inmediata que por definicién y por congruencia
de angulos opuestos por el vértice se establece AAMB = AA’M B’ de donde se deduce que
d(A, B) = d(A’, B') por tanto es también una isémetria.

X

Para poder llevar a cabo la transformacion se debe tener en cuenta el punto sobre el cual
se hard la transformacién, en el caso de la imagen [1.2] el punto sobre el cual se realizara la

transformacién, es el punto M.



Ejemplo 3 (Rotacién): Sea M € R* y 6 un dngulo dirigido hacia el sentido contrario
a las manecillas del reloj. Una rotacion de dngulo 6 con centro M, es una transformacion
que hace corresponder a cada punto A un punto A’ € R?, tal que:
1. Si M = A entonces t(A) =M =A" = A
2. Si M # A entonces AM = A’M ym/AMA' = 0.

Demostracion:
Se reconoce un A, B € R?%. Para el {ftem (1) por definicién: t(A) = M = A’ = Ay t(B) =
M = B' = B, de dénde se deduce d(A, B) = d(A’, B') = 0 dado que son el mismo punto, por
tanto es isometria. Para el inciso (2) donde se especifica M # A # B, con la definicién se
obtiene d(M, A) = d(M,A") con mZAMA =6y d(M,B) = d(M,B") con m/BMB' = 6.
Aqui se presentan dos casos, tal como se expone en la imagen donde ZAMB < 0y
en la imagen [1.3(b)} donde ZAMB > 6. En el caso (a) se reconoce a B € intZAMA'y
A" € intZBMB', en el caso (b) se observa a A’ € mt/ZAMB y B € intZA'MB’, para
llegar por ambos casos que mZAMB = m/ZA’MB’, deducir luego ANAMB = NA'MB' y

finalmente concluir d(A, B) = d(A’, B'), por tanto es isometria.

X

At
% §=/AMA = /BM B’
0=/AMA = /BMB’ A
A }

M

(a) Caso ZAMB < 0 (b) Caso ZAMB > 6

Figura 1.3: Casos para la demostracion de la isometria en la Rotacion.

Bajo la definicion de Rotacion se demuestra que mantiene la distancia como lo pide la
isometria, segin el punto que se escoga en el plano, se realiza la rotacion especificada bajo
un angulo pedido. Tal como se muestra en la figura , se dice que t(A) = A’ respecto al

punto M, cumpliendo la definicién planteada.



Figura 1.4: Rotacién de un punto A respecto a un angulo ¢

Definicién 7 (Traslacién): Sea T un vector del plano R%.Una traslacion seqin U es
una transformacion que hace corresponder a cada punto A € R% un punto A’ € R? tal que

5
T = AA'. El vector T se llama vector de traslacidn.

Demostracion:
Dados A, B € R? tal que A # By ¥ un ventor en R?. Por la definicién se tiene que t(A) = A’
y t(B) = B' con AA' = ¥ y BB’ = 7, al trazar AB y A’B’ se construye el cuadrilatero
CIABB'A’ que es paralelogramo por las caracteristicas que cumplen los vectores iguales, bajo
las propiedades del paralelogramo se concluye d(A, B) = d(A’, B') lo cuél implica que cumple
la isometria.

X

En la traslacién, para exponer que t(A) = A’, tiene que existir un vector @ que hard posible
tal transformacion, y dependiendo de la ubicacion de los puntos A, aparecera la traslacion

de los mismos; como se muestra en la figura sucede t(A) = A’ respecto al vector 7.



Figura 1.5: Traslacion de un punto A respecto a un vector

Definicién 8 (Similaridad): Sea OM un segmento del plano y k (k # 0) un nimero
real positivo. Una similaridad es una transformacion que hace corresponder a cada punto A

de a algin punto A" (a conveniencia) de o tal que AA" =k -OM.

Figura 1.6: Similaridad del punto A apartir del segmento OM y la constante k

En la definicion 8 se puede notar que esta hace parte de una transformacién no isométri-
ca, puesto que ya no preserva la distancia, tal como se muestra en la figura [1.6] consiste en
reproducir k veces el segemento OM en el mismo plano, de tal forma que alcance una medida
AA, se observa que el A’ varfa segiin el k escogido. Otro ejemplo de una transformacién no

isométrica, es la homotecia.

Se han mencionado diversas transformaciones en el plano, es necesario reconocer qué es
una transformacién y asi mismo comprender en qué se pueden ver estas transformaciones,
tal como se presenta anteriormente; ahora, partiendo de las transformaciones, se acude a la

inversion, tema orientador en este trabajo.



1.2. Inversidon

La inversién fue introducida por L. J. Magnus en 1831 segiin Coxeter (1971), pero se
menciona que Apolonio hall6 unos teoremas basicos de la inversion y Simén A. J L’Huller
en 1808 mostrd casos especiales de este teorema, asi lo menciona Ramirez (2007); esto mues-
tra que no hay claridad en el origen especifico de la inversién, pero si ha sido claro que la
investigacion de ésta ha sido enriquecida con el paso del tiempo, e incluso ha sido usada pa-

ra la solucién de proposiciones en la teoria de elasticidad por Heves en 1969 (Ramirez, 2007).

Se presentara informacién general de la Inversién Usuaﬂ, qué se ha estudiado en ésta,
se tratardn algunos de los teoremas -sin adentrarnos en su teoria formal-,que han surgido a
partir de la inversion usual e incluso las investigaciones que han a aparecido con el paso del

tiempo partiendo de la inversién usual.

1.2.1. Inversién Usual

Se explicard la construccién de un punto inverso para cualquier punto del plano, y apartir

de esta construccion se establecera su definicion formal y algunas propiedades de la misma.

Construccién geométrica

La construccién geométrica depende del punto que se invertird y una circunferencia en
especifica que hara el papel de circunferencia de inversion, se plantea entonces la construccion
segun la ubicacién del punto que se invertird, es decir, tal que el punto esté externo o interno

a la circunferencia de inversion. Se llevard a cabo la construccion de ambos casos.

Inverso por el Punto A externo a la circunferencia x: Dada la circunferencia x con
radio r y centro en O y un punto A externo a ella en el mismo plano. Se trazan las rectas
n y m tangentes a la circunferencia x por A, tal como muestra la figura y se nombra

{Xi} =mnry {Xo} =nnk.

2Tal como se mencioné en la pagina 1, se le dard el nombre de inversién usual a la inversién trabajada

por Lobachevski en su geometria.



Figura 1.7: Construccién del punto inverso de A (externo) parte uno

Se traza el segmento X; X5 y el rayo (Tfi, tal como lo muestra en la ﬁgura y procedente
a ello se plantea que {A’'} = X;Xo N OA.

Figura 1.8: Construccién del punto inverso de A (externo) parte dos

Se expone ahora la demostracién de que el angul(ﬂ /X1 A'A es recto, teniendo en cuenta

todos los datos de la construccién que ya se realizo.

Demostracion:
Se reconoce que las rectas n y m son tangentes a la circunferencia s, por tanto los angulos
ZO0X1Ay ZOX5A son rectos.
Se sabe que OX; = OX, puesto que OX; = OX, = 7, se traza el segmento OA que es
congruente con sigo mismo y teniendo en cuenta que mZO0X1A = mZOX,A = 90, se llega
a AOX1A =2 AOX,A.
Ahora, se traza el segmento X;X,, como AOX;A = AOX,A, y por construccién se sabe
que O — A" — A, entonces /X{0A" =2 /OX, A, para llegar a AOX; A" = NOX, A’
Se deduce que mZ/X;A’A = 90, por par lineal y congruencia de sus angulos, por tanto

/XA’ A es recto y queda demostrada tal perpendicularidad.

X

3El dangulo que se mencionard se puede notar en la figura
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Partiendo de esta perpendicularidad, se puede deducir que AOX; A" ~ AOX; A de donde se

establece que %ﬁ} = OO—)?I, por tanto se llega a (0X;)? = OA’ - OA. Observe que OX; es el

radio de la circunferencia x, eso quiere decir que OA’ - OA = r2.

Ahora cabe preguntarse si se puede construir el inverso por un punto interior a .

Inverso por el Punto A interno a la circunferencia «: Dada la circunferencia x con
radio 7, centro en O y un punto A en el interior de la circunferencia x en el mismo plano, se
traza el rayo Wl y una recta m perpendicular al mismo por el punto A, es decir que m L ﬁ
y{A} =mn (Tfi, ahora se nota que m Nk = {X;, X»}, tal como lo muestra la figura .

Figura 1.9: Construccién del punto inverso de A (interno) parte uno

Ahora se construyen los segmentos OX; y OXs, se procede a trazar las rectas s y t, tal
que s L OX; por el punto X; y que t L OX;5 por el punto Xo; ﬁnalment se concluye que
sNt={A"}, tal como lo muestra la figura , es decir que A’ serd el inverso del punto A.

Figura 1.10: Construccién del punto inverso de A (interno) parte dos

4Resultan las rectas s, t y el rayo OA concurrir en el punto A’, pero sera algo que no se demostrard en

este trabajo.
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Definiciones y teoremas

Bajo la construccién anterior se ha llegado a la definicién de inversién usual, donde plan-

tea un producto que genera una constante:

Definicién 9 (Inversién Usual): Dada una circunferencia k con centro en O y radio
r en un plano. Sea un punto A diferente de O en el mismo plano, en la semirrecta OA hay
un punto A’, tal que A’ es inverso de A si y sélo si OA - OA" = r?. Se notard i(A) = A’

donde i hace referencia a la inversion.

Dentro de las generalizacione{l que se han realizado a traves del tiempo, se llegd a que
para cada punto A(z,y) en el plano, y dada la circunferencia x de radio r y centro en O(a, b),

el inverso del punto A es A’, donde:

(@y) = (a+ —E=” y — b)r”
m,y)—( +(x—a)2+(y—b)2’b+(517—@)2+(1/_b>2>

Al observar las figuras y [L.10] se puede observar que en esta inversién todos los puntos
A del plano externos a la circunferencia r, al hallar su inverso A’, este resulta estar en el
interior de la circunferencia; mientras que los puntos A del plano internos a la circunferencia

k, el inverso A’ estard en el exterior de la circunferencia .

Esto cobra sentido cuando usamos una circunferencia x centrada en O(0,0) con radio r y
teniendo un punto A(z,y), usando la generalidad presentada en [§], se plantean las siguientes

conjeturas:

2.4 2.4
2)2+(yT 2>7“2.

22 2 2 xer
1. Si z° + y* < r* entonces 1y pERwr

Para demostrarla suponemos que:
2274 . Y2t e
r
(z> +92)*  (2* +¢?)?

®La informacién que se leerd a continuaciéon puede ser corroborada en Ramirez, Rubiano y Jurcic (2015).

11



de donde se deduce que (z? + y*)rt < r?(2? 4+ y?)? para llegar a r? < (22 + y?), pero esto

. 2.4 2,4
contradice nuestro antecedente, luego (xf +22)2 + (mgf J:yg)g > r? y queda demostrado.

. 2,4 2.4
2. Si 22 4 y? > 12 entonces (z§+;2)2 + ($§’+22)2 < r2.

Se demuestra de manera analoga a la primera conjetura.

Asi queda demostrado que los puntos externos a la circunferencia k se van al interior, y

los puntos internos a la misma, se van al exterior de la circunferencia k.

Figura 1.11: Inversiéon de Un punto.

Si quiere observar mas detalladamente la inversién de un punto como la presentada
en la figura [1.11] y el cumplimiento de las conjeturas que se presentaron puede ingresar a

https://ggbm.at/DrabSpcvbl

Aqui es importante reconocer que quién realiza tal inversion es la circunferencia x, ahora
Jpor qué llamarlo inversion?, en el caso especifico en que r = 1, resultaria OA - OA’ =1, lo
cudl implicaria que OA’ es el inverso de OA.

Se puede preguntar en que se invierten algunos objetos matematicos, dentro de ello estan
las rectas y las circunferencias, el estudio de estas inversiones ya estd escrito y demostrad(ﬂ
sin embargo se mencionard algo de ello.

Inversién de Rectas: Dada la circunferencia s con centro en O y radio 7.

1. Para las rectas n tal que O € n, se cumple que i(n) =m ym =n.
2. Para las rectas n tal que O & n, se cumple que i(n) = n y n es una circunferencia con

O en..

6Puede leerlo en la geometria de Lobachebski o en Ramirez (2007).
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En la figura [I.12] se puede notar que el punto A que recorre la recta n se transforma en la
circunferencia conformada por el rercorrido A’ indicando que i(A) = A’. Puede entrar al

link https://ggbm.at/kQTaHx7j y explorar la inversién de tales rectas.

Figura 1.12: Inversa de la recta n donde O ¢ n

Ahora se presentara la inversién de circunferencias, bajo algunas propiedades que se men-

cionan en la Geometria de Lobachevski.

Inversién de Circunferencias: Dada la circunferencia x de inversién con centro en O
y radio 7.
1. Para la circunferencia n donde O € n, su inversion serd una recta n, tal que O & n.
2. Para la circunferencia n donde O & n, su inversion serd una circunferencia.
Hay propiedades dentro de esta teoria que se omitira, dado que no es el objetivo principal,

pero se presentara una de ellas, relacionado con las circunferencias ortogonales.

Figura 1.13: Inversion de una circunferencia n donde O € 7
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Teorema 1: Circunferencias Ortogonales): Dada una circunferencia n y la circunfe-
rencia K en un mismo plano, si los puntos A, A" € n, tal que A y A’ son simétricos respecto
a la circunferencia k de inversion, entonces k y n son ortogonales (Smogorzhevski, 1978).
Se le llama circunferencias ortogonales a aquellas que las tangentes a cada una de ellas que

pasa por el centro de las mismas, son perpendiculares entre si, tal como se muestra en la

figura

Figura 1.14: Circunferencias ortogonales

Inclusive, se ha llegado a estudiar la inversién usual en unas métricas diferentes a la usual,

hay que recordar la métrica del taxistaﬂ y observar que ha surgido a partir de esta.

Definicién 10 (Métrica)ﬂ: Una métrica d para un conjunto X es una funcion d :
XxX —= R>0=][0,00) —toma valores en los nimeros reales positivos— que satisface las
siguientes condiciones para todo x,y,z € X:

1. d(xz,y) =0 si y solo si x = yﬂ

2. d(z,y) = d(y,z),

3. d(z,y) <d(z,2) +d(z,y).

Hay diferentes métricas, mencionando unas conocidas, esta la métrica del taxista y la métrica

usual; se puede hablar de una ”p-distancia”, donde se define:

7Si se quiere reconocer o saber més informacién de esta métrica, puede leer en Cardenas y Parra (2013),

de donde se estudia la métrica del taxista de manera detallada.
8Informacién tomada de Rubiano (2010, p.28)
9Donde d denota la distancia.

14



Definicién 11 (p-distancia): Para p > 1, la p-distancia de (v, 79,...,7,) € R* y

(Y1, Y2, -, Yn) € R? se define como:

d(@n,Yn) = [(x1 —22)P + (Y1 = y2)" + . + (X1 — 20)" + (Y1 — ?Jn)p]l/p

n 1/p

d(@n, yn) = | D (@i = 2 1)" + (4 — vi1)”

=2

Cada una de estas p-distancias con p > 1 son métricas bajo la definicion 10, se omite la
demostracion de que esta ditancia es efectivamente métrica para cualquier p mayor o igual

a 1, ya que no es algo en lo que se quiera indagar.

Usando la definicién 11 se conoce que la distancia entre dos puntos A(z1,y1) v B(22,y2),

bajo la métrica del taxista sabiendo que p = 1 estd definida como d(A, B) =| zo—x1 | + | y2—

y1 | v la métrica usual donde p = 2 se dice entonces que d(A, B) = [(z2 — 21)? + (y2 — y1)"/?

Bajo circunstancias de la definicién 11, se expone que la circunferencia s de inversién, con

centro en O(a, b) y radio 7, un nimero p > 1, se cumple que ( |z —a |P + |y—1b|F)P =12

y se representan tal como se muestra en la ﬁgurﬂ

Figura 1.15: Circunferencias con p = 1,2,4, 00

Ahora observemos un ejemplo de inversion teniendo en cuenta la definicién 11; se tiene
una circunferencia x de inversién con p = 1 y centrada en O, se realiza una circunferencia 7 de
radio % con p = 2, centrada en O y con p = 2; ahora se halla la inversién de la circunferencia
71 respecto a la circunferencia k, que resulta ser la estrella roja que aparece en la imagen

1.16

10La informacién que se muestra en el presente parrafo junto con los siguientes que mencionan la inversién

en otras métricas, junto con las imagenes presentadas de esta informacién (Imagenes [1.15] [1.16] y [T.17)), ha

sido tomado de Ramirez, Rubiano y Jurcic (2015).
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Figura 1.16: Inversion de la circunferencia ¢ a traves de la circunferencia k

Y si se tiene una circunferencia k de inversién centrada en (0,0) con p = 1, se realiza una
circunferencia 7 de radio %, centrada en (1,0) con p = 2, al hallar la inversién respecto a k,

aparecen figuras como lo que surge en la imagen [1.17]

Figura 1.17: Inversiénes de las circunferencias con centro diferente al origen

Sin adentrarse a investigar mas sobre la inversién usual, se pasa a conocer una nueva
inversion, bajo la misma definicién de inversion usual, pero ya no sera una circunferencia de

inversion, sino una elipse de inversion.

1.2.2. Inversion Eliptica
Construccién geométrica
Esta inversién fue estudiada por Ramirez (2007), de aqui en adelante se presentardn

fragmentos de los resultados que obtuvo en su trabajo.

Inverso por el Punto A externo a la elipse x: Dada la elipse x con centro en O y un
punto A externo a ella en el mismo plano. Se trazaran las rectas n y m tangentes a la elipse

K, tal como muestra la figura y se nombrard {X;1} =mnNky {Xo} =nNk.
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Figura 1.18: Construccion del punto inverso de A bajo la elipse k parte uno

Hay que recordar que para un punto (¢, d) externo a la elipse k expresada por z—j + Z—z =1,
solo pasan dos tangentes, esto sucede dado que todas las posibles tangentes de la elipse
k tienen como pendiente m = _222_2 y bajo la definicion de punto pendiente obtenemos
(y—d) = (—227‘;) (x— c)de donde se llega a a?y? — (a*d)y+b*z(x —c) = 0 y se reconoce de
inmediato que hay sélo dos posibles soluciones en y por la solucion cudratica. En conclusién
solo hay dos tangentes por un punto externo a la elipse.

Luego se traza el segmento X; X, y el rayo O‘fi, y el punto A’ serd: {A'} = X;X, N @i;
donde se idéntifica a A" como el inverso del punto A, bajo la elipse x, tal como se muestra

en la figura [1.19

Figura 1.19: Construccion del punto inverso de A bajo la elipse x parte dos

Se puede notar que la construccién que se presenta en la inversion eliptica esta relacionada
con la inversion usual, cabe preguntarse si cumple las mismas propiedades que la inversién

usual.

HT,5 letra y en este caso hace referencia a la coordenada y de los puntos de tangencia en la elipse &.
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Definiciones y teoremas

Bajo la construccién que se presenté y la definicién 9, se construyé la definicion 12, te-

niendo en cuenta que se buscaba seguir el hilo de la inversién usual.

Definicién 12 (Inversién Eliptica): Dada una elipse k con centro en O y un punto
A # O en el plano, sea {Q} = kN (ﬁ; A’ es el inverso de A respecto a la elipse Kk si y sdlo
si se cumple que OA" - OA = (0Q)?.
Efectivamente Ramirez (2007) demuestra que la inversién eliptica cumple la defincién de
inversién usual, ademas de ello, muestra en coordenadas cartesianas que para cualquier
punto del plano A(u,v), con el semieje menor b y semieje mayor a en la elipse k de inversién

decimos que:

B a’b*u a’b*v
Hu,v) = b2u? + a2v?’ b2u2 + a2v?

Se presentaran algunas inversiones de las rectas y las circunferencias en la inversién elip-
tica, donde asegura Ramirez (2007) que la inversion eliptica cumple de manera analoga, las
mismas propiedades que la inversién usual, pero seran detalles que no se especificaran en este
trabajo; sin embargo, se exponen applets donde se podra visualizar algunos de los resultados

de su estudio.

Inversién eliptica de Rectas: Dada la elipse x de inversién con centro en O.
1. Si la recta n cumple que O € n entonces i(n) = n, es decir que su inversion es la misma
recta.
2. 81 la recta n cumple que O & n entonces la recta n se transforma en una elipse n tal que

Oen.
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o A

Figura 1.20: Inversion eliptica de la recta n tal que O € n

Aligual que con la inversién usual, es de notar que la inversién depende directamente de si
la recta n pasa o no por el centro de la elipse, en el siguiente link https://ggbm.at/R7ef5yQE
puede explorar tales inversiones.

De manera analoga, veremos en qué se invierten las circunferencias.

Inversién Eliptica de Circunferencias: Dada la elipse k de inversion con centro en
O y la circunferencia q tal que esta circunferencia esta en el mismo plano, la inversion de
esta circunferencia no pasa por O.
En la figura [1.21] se puede ver un ejemplo de una circunferencia ¢ y su inversién eliptica, si
quiere explorar como actua esta inversién en la elipse puede ingresar a https://ggbm.at/

GJj6t2aY.

Figura 1.21: Inversion eliptica de una circunferencia ¢

Esta inversion ha llegado tan lejos que se ha podido estudiar de ella no en un plano, sino

en el espacio, redefinir la inversion usual y la inversion eliptica para el espacio, cosa que han
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venido realizando Ramirez y Rubiano (2017) y se pueden presentar entonces inversiones en

el espacio de figuras tridimensionales, que aparezcan imagenes como en la ﬁguraEl

Figura 1.22: Inversion Eliptica tridimensional de una esfera

Se puede observar que en la inversién usual, la inversién de ciertas rectas era una cir-
cunferencia, se decia que las rectas se irfian en circunferencias, pero en el caso de inversién
eliptica, donde el objeto de inversion es una elipse, la recta se convierte en elipse, esto podria
llevar a pensar que si cambiamos el objeto de inversiéon a un parabola, probablemente la
inversion de un recta pueda resultar ser una parabola; pero no es algo en lo que se adentrara
a investigar, sélo es una hpotesis con poco fundamento; la gran pregunta seria qué pasaria si
se cambia la construccién de inversion y se trata de observar si tal construccién lleva a una

transformacién que podria ser una posible inversion.

12Esta informacién y la imagen presentada aqui se ha tomado de Ramirez y Rubiano (2017).
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Capitulo 2

LA TRANSFORMACION T

Al momento de construir la transformacion T' se tuvo en cuenta las tangencias, ya que
son de suma importancia en la inversion usual y eliptica, se noté que si se realizan tales
tangencias en una circunferencia y las normales por los puntos de tangencia, cualquier punto
del plano seria enviado inmediatamente al centro de la circunferencia, pero en una elipse,

esto no pasaria, pensandose de esta forma se plantea la siguiente construccion.

2.1. Costruccién geométrica de la Transformacién T

Se construye una elipse

1’2 2

Y
/{:ﬁ—i—gzlcona%b,b%(),a;éo (2.1.1)

con un punto A en el plano fuera de la elipse, tal como se muestra en la figura [2.1

Se construyen ahora las rectas tangentes [ y m a la elipse que pasen por el punto A. Sea

[Nk ={B}ymnek={C}, tal como se muestra en la figura 2.1]
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(a) Parte uno (b) Parte dos (c) Parte tres

Figura 2.1: Construccién geométrica Transformacion T

Luego, sea s L I por Byt L mpor Cy el punto {A’} = sNt, este punto A’, resultante de
la interseccién entre perpendiculares, es la imagen de A bajo la transformacién T respecto

a la elipse k, es decir que T'(A) = A’ ﬂ tal como muestra la figura [2.1}

2.2. Construccion algebraica de la Transformacion T

Ya se encontré cudl es la transformacion del punto A bajo T por medio de la construccién
geometrica, ahora, se realizara la misma construccién, pero algebraicamente, para encontrar

a la transformacion T de un punto del plano A(x,y), es decir hallar A'(2’,y’).

2.2.1. Construccion rectas tangentes a x por A

Se tiene una elipse k, cuya ecuacién esta dada por [2.1.1] y sea un punto A(c,d) € k con
sus respectivas coordenadas en el plano.
La rectas tangentes, pasaran por (¢, d) y los puntos (z,,y,) tal que (x,,¥y,) € K, es decir que

(%0, Yo) son los puntos de tangencia.

Siendo asi, las rectas tangentes tendran como pendiente:

d— 1,
c— 1,

my = (2.2.1)

De aqui en adelante se notara cualquier transformacién realizada por T en un conjunto x, como T'(z) =
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A partir de la derivada de la ecuacién ([2.1.1]) surge:

20°x + 20%yy =0

_b2yyl — CLZ.CC
a’z
= —— 2.2.2
Se sabe que la ecuacién (2.2.1]) es igual a la ecuacién (2.2.2)), entonces:
d—y,  a’z,
c—xz, by,

V2 yo(d — y,) = a®x,(z, — )
bdy, — b*y? = a*z? — a*cx,

a’x? — a’cx? — bdy, + by = 0

a%c + \/al — A(a)(—PPdy, 1 742)

To = 202
. ac £ \/a*c® + 4a2b?dy, + 4ab?y?

o 2a2
. a? £ \/a?(a?c? + 4b2dy, + 4b*y?)

o 2a?

+ /22§ 4Py,(d 1 v,
2, = feE Ve JQF Yo(d + bo) (2.2.3)
a

Se hallara ahora y, a partir de la ecuacion y obteniendo asi:

2
a2 (ac t Vo' ARy y)) + 0%y = a’b’

2a

Se usa el software Derive 6 para resolver esta ecuaciéon y dejar la variable y, en términos de

a,c,b,d, resulta:

a?(b*d £ c\/a?(c® — b?) + b2d?)
a’c? + b2d?

Yo = (224)
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De y, aparece y; y y2, teniendo en cuenta que:

(PP — eyJa? (e — 1?) + b2d?)
b= a2c® + b2d2

(2.2.5)

_d?(VPd + ey/a?( — b?) + b2d?)
v2 = a’c? + b2 d?
Ahora sustituyo en la ecuacién en la ecuacién para dejar la variable x, en

(2.2.6)

términos de a, b, ¢, d, resulta:

2
2?1 <a2(62d + cy/a?(c? — b?) + 62d2> _ 2

a?c? + b2d?

Nuevamente se usa el software Derive 6 para resolver esta ecuacién, resultan 4 posibles
resultados para x,, donde x; y x son valores establecidos por y; y los valores x5 y 2, son

valores establecidos por s:

b? \/2a20d\/a2(02 — b%) 4+ b2d? + a*c® + a?d?(c? — b?) + b2d*
L=+

[7] S (2.2.7)
/ 62\/2a20d\/oz2(c2 — b2) + 0?d? + a*c® + a?d?(c? — b?) + b?d4

(7 2= — AE TR (2.2.8)
b2\/—2a20d\/a2(02 —0?) + 0?d? + a*c? + a?d?(c? — b?) + b2d*

8] 22 = + (2.2.9)

2T a?c? + b2d? o

b? \/—2a20d\/a2(02 — 02) + V?d? + a*c? 4 a?d?*(c® — b?) + b2d*

[8] =5 = — (2.2.10)

CL202 + b2d2

Esto tiene sentido, puesto que en la elipse k (ecuacién [2.1.1)), para cada valor de y, existen

2 valores en z,, tal como muestra la figura
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Figura 2.2: Dos valores en z, por cada valor vy,

Para encontrar los puntos x, adecuados de cada valor y,, serd necesario dividir en zonas
el plano cartesiano, identificando que segun la posicién del punto A(c,d), le corresponden

determinados (x,, y,)-

Primero se notaran las zonas en la elipse, tal como se muestra en la figura [2.3

Cuadrante 11 2
6 Cuadrante |
i 15 5
8 12
-35 -3 -25 25 3 35 4 45 5 55
9 -1.5
: 11
Cuadrante Il 10 Cuadrante IV

Figura 2.3: Zonas de la elipse

Se identifica que cuando el punto A se encuentra en determinada zona que se especifica
en la figura los puntos de tangencia tendran determinada coordenada:
- Si el punto A se encuentra en la zona 1,2 y 12 entonces los puntos tangentes tendran
coordenadas (x1,11) y (z2,Y2)
- Si el punto A se encuentra en la zona 3,4 y 8 entonces los puntos tangentes tendran coor-

denadas (27,v1) y (2, y2)
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- Si el punto A se encuentra en la zona 5,6 y 7 entonces los puntos tangentes tendran coor-
denadas (z1,51) ¥ (5, y2)
- Si el punto A se encuentra en la zona 9,10 y 11 entonces los puntos tangentes tendran

coordenadas (7, y1) v (z2,92)

Siendo asi, se clasificaran ahora las zonas segin las coordenadas de los puntos tangentes,

se concluye que las zonas seran tal como se muestra en la figura [2.4]

3
2 0 1

4 35 -3 -25 - -15 -1 -05 0 05 1 15 25 3 35 4 4.5 5 55

Figura 2.4: Zonas segin coordenadas.

Donde el punto A que se ubique en:

- La zona 1 los puntos tangentes tienen coordenadas (z1,y1) y (%2, y2)
- La zona 2 los puntos tangentes tienen coordenadas (2, vy1) y (2%, y2)
- La zona 3 los puntos tangentes tienen coordenadas (z1,41) v (2%, y2)
- La zona 4 los puntos tangentes tienen coordenadas (z,y1) y (z2, y2)

Puede explorar en el siguiente link https://ggbm.at/XHY2jBTh las ecuaciones y el fun-
cionamiento de los puntos tangentes segin la zona.
Si el punto A se ubica en algunas de las semirectas h, i, j, k representados en la figura se

tiene lo siguiente.
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Figura 2.5: Zona de las rectas

Para el punto A ubicado en:

- La semirecta i se tienen los puntos tangentes con coordenadas (z,ys) =
- La semirecta j se tienen los puntos tangentes con coordenadas (zg,y2) =
) =

- La semirecta h se tienen los puntos tangentes con coordenadas (x1, y1

(
(
(
(

- La semirecta k se tienen los puntos tangentes con coordenadas (x1, ;) =

Lo, Y2 T1,

/
Ty, Y1

(
(l’ » Y2
(

ajayl x

)y (21, 41)
)y (z1,11)
)y (5, y2)
(%ayl)}’(@am)

- En el gje y sin el intervalo [a, —a], se tendran las tangentes con coordenadas:

(z1,91) = (z2,92) ¥ (), 41) = (¥, y2)

Asi pues concluimos que solo hay 4 coordenadas para los puntos tangentes, se hallaran

las 4 pendientes de estas.

Cabe hacerse la pregunta, ;FExiste una forma diferente, donde los posibles puntos de

tangencia no dependan de la zona donde se encuentra el punto externo a la elipse? La

respuesta es NO, dado que si suponemos que para cualquier recta y = mx + b tangente a la

elipse 75 -+ U 2z = 1, le corresponde s6lo un punto de la elipse, se puede decir entonces que:

22 m2a? 4 2mab + b?
Tt =1
a b2

b2x? + a*m?z® + 2a*bmz = 0

(b* + a*m?)z® + (2a®bm)z + 0 = 0
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Cémo queremos hallar el valor de z, realizamos:

—2a%bm + V4a*b?m?2

2(0° + a’m?)

Para que sélo de un valor en x, entonces v 4a*b?m? = 0, es decir que m = 0, lo cuél nos indica
que es necesario hallar las tangentes a la elipse por un punto externo a ella, determinando

la zona del punto en el plano, segiin la posicion de elipse.

Se reconoce que una recta tangente que pasa por un punto (,,y,) de la elipse a?x +b%y =
a’b?, tiene como ecuacidn:
a*zox + b2yoy = a?b?
Luego, a partir de esto, aparece:

a’z, b?
J— x —
Yo Yo

y:

Donde se puede reconocer que la pendiente en tales rectas tienen para cualquier punto (z,, y,)

la pendiente:
a’z,
by,

A partir de esto, se prosigue a construir las rectas normales por los puntos (x,,y,) iden-

tificados segin la zona en donde se ubique el punto A(c, d).

2.2.2. Construcciéon rectas normales a las rectas tangentes por los
puntos (z,,y,)

Dado que se necesita de las normales de tales pendientes, se reconoce que dos rectas con

pendientes m, y my son perpendicularesﬂ sil4+memp =00my, = —mi; asi pues resulta
entonces:
b2
m= 2 (2.2.11)
a*x,

Siendo asi, las normales tendrdan como ecuacién:

2
b*y,
a?x,

y = T+ h (2.2.12)

2Esto se menciona en (Fuller y Tarwater, 1999) [3, pag 18].
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De la ecuacion [2.2.12] se reconoce que h es la incognita de la recta normal. Los puntos
(%0,Yo) que aparecen en la ecuacién ([2.2.12)), se tienen ya identificados en las ecuaciones

©.24),0-2.7),22.8),@.2.9) y @.2-10).

Las ecuaciones de las rectas normales a la elipse, partiendo de la ecuacion (2.2.12)) por

los puntos de tangencia especificos son:

En el caso de la recta 1, que pasa por el punto (x1,y;), su pendiente es:
c\/a2 2 —b?) + b2d? — bid
\/ 2a2cd/aP(E — 17) + B2 + atc? + a?d?(c? — b2) + b2dA

my =

se halla el h y aparece entonces la recta normal 1:

cy/a2(c? — b2) + B2d? — b*d

y = - T+
\/Qa%d\/az 2 — b2) + b2d? + atc® + a?d?(c? — b?) + b2d*
(1? — a?)(cy/a2(c® — b?) + b2d? — bd)
2.2.1
+ (a®c?® + b2d2) ( 3)
En el caso de la recta 2, que pasa por el punto (s, ¥s), su pendiente es:
c\/oz2 —0?) + b2d? + b*d
\/ 2a%cdy/a?(c? )+ b2d? 4 a*c? + a?d?(c? — b?) + b2d*
se halla el h y aparece entonces la recta normal 2:
y cy/a2(c® — b2) + b2d2 + b*d -
\/(—Qa%d\/a2(02 — 02) + V?d? + a'c? + a?d?*(c? — b?) + b2d*
2 p? 2(c2 — b2) + b2d? + b2d
(a® = b*)(cy/a?(c? — b?) + b*d? + b°d) (2.2.14)
(a?c? 4 b*d?)
En el caso de la recta 3, que pasa por el punto (z,y;), su pendiente es:
bid — c\/a2(c2 — %) + b?d?
ms =
\/Qa%d\/az )+ b2d? + a*c? + a?d?(c? — b?) + b2d*
se halla el h y aparece entonces la recta normal 3:
b2d — c\/a?(c? — b%) + b2d?
y JEE—P) »
\/QCLZCd\/a2(CZ — 0?) + V?d? + ac? + a?d?*(c? — b?) + b2d*
2 b2 bZd _ 2( -2 bZ b2d2
A= eyl — 1) + ) (2.2.15)

a?c? + b%d?
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En el caso de la recta 4, que pasa por el punto (), y>), su pendiente es:

c\/a2 — b%) + b2d? + b*d
\/ 2a2cd/a?(c? + b2d? 4 a*c® + a?d?(c® — b?) + b2d*

my =

se halla el h y aparece entonces la recta normal 4:

cy/a?(c2 — b?) + B2d? + b*d
y = - x +
\/—2a2cd\/a2 c? — b2) + b2d? 4 a*c® + a?d?(® — b?) + b2d*
(a? — b?)(cy/a2(c? — b2) + b2d? + b2d)
a’c? + bd?

+

Para reduccién en espacio, se notara que:

s = v/a2(c2 — b2) + b2d>

t = \/2a2cds + a*c® + a2d?(c? — b2) + b2d*

n = +\/—2a2cds + a*c® + a2d?(c2 — b2) + b2d*

(2.2.16)

Segun la construccién geometrica, se intersecaran las normales que pasan por los puntos tan-

gentes -dependiendo de las zonas identificadas en la figura y asi se obtienen los puntos

de la transformacién T, surge entonces:

Definicién 13 (La transformacién T'): Sea la elipse de transformacion T y un punto

A(x,y) fuera de ella, existe un punto A'(x,,y,), tal que A" es la transformacion del punto

A, respecto a la elipse T de transformacion, tal que:

- Cuando A estd en la zona 1, el transformado T de A es A’, cuyas coordenadas en x, y

Yo SON:
. (a* — b*)tn [n(cs — b?d) — t(cs + b%d)]
“ 2d(a?c® + b*d?)3
v = (b — a?) [@*A(1? — A) + bd* — VAP [tn — a?® — a>d*(V* + *) — b*d*]

2d(a?c? + b2d?)?
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-Cuando A estd en la zona 2, el transformado T de A es A’, cuyas coordenadas en xp y

Yy Son:
(b* — a®)tn [n(cs — b*d) — t(cs + b*d)]
20(2F + PE)

Yp = Ya

Ty =

-Cuando A estd en la zona 3, el transformado T de A es A’, cuyas coordenadas en x. y

Y SON:
(a® — b?)tn [n(cs — b2d) + t(cs + bd)]
2d(ac? + b2d?)?
(a® = ?)(V? — ) [tn + a*® + a®d?(b? + ) + b*d?
2d(a?c? + b2d?)?

LTe =

Ye =

-Cuando A estd en la zona 4, el transformado T de A es A', cuyas coordenadas en x4 y

Yq SOn:
(b* — a®)tn [n(cs — b2d) + t(cs + bd)]
2d(a?c? + b2d?)?

Yd = Yc

Tqg —

La transformacion T resulta ser una transformacion, basandonos en la definicién 5, se
reconoce que a cada punto A del plano le corresponde un A’ en el mismo plano bajo la
transformacion T'. Si quiere explorar el cumplimiento de la definicién 13, puede ingresar
a los siguientes links: https://ggbm.at/JVNgxfbu, https://ggbm.at/hEt9F2wR, https:
//ggbm.at/dcH3BH8Y y https://ggbm.at/pA6wXEFf)
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distanciaOA’ = 1.8 distanciaQA’ = 1.61

distanciaOA = 4.12 distanciaOA = 3.61
w=/0A-0A w=+/0A"-0A
w = 2.72 w = 2.41
A
o A *
A A
(a) Contra ejemplo 1 (b) Contra ejemplo 2

Al querer saber si la transformacion T es una inversién, se llegd a la respuesta no, bajo
la definicién 9, la relacién que se realiza entre el centro del objeto inversiéon junto con el
punto A y su transformado A’, esto no se cumple, bajo la definicién 12, se reconoce que el
producto de distancias del centro al punto imagen y preimagen, debia ser una constante al
cuadrado, en la imagen podemos notar que bajo la diferente posicién de A, cambia A’,
pero el producto de las distancias no varia de forma constante como debia ser, en el link
https://ggbm.at/kSeeYHun puede explorar la informacion; aqui se puede rescatar que si el
punto A se ubica en la rectas que contienen los segmentos de los semiejes de la elipse, entonces
si se cumple la inversio'lﬂ (Esto lo puede verificar en el link https://ggbm.at/kSeeYHun),
pero como T no cumple la definicién 12 para todo punto del plano, entonces no es una

inversion.

Cabe resaltar que A’ es tnico, dado que ya se demostré que hay unicamente dos rectas
tangentes a la elipse por un punto externo, lo cual implica que hay sélo dos rectas normales
por los puntos de tangencia y la intersecciéon entre estas rectas perpendiculares serda un tinico

punto.

Pasemos a indagar en propiedades de la transformacion T'.

3Queda como pregunta abierta: ;Qué curva describiria los puntos que cumplen la definicién de la inversién

usual en la transformacién T'7
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Capitulo 3

TRANSFORMACION T APLICADA
A CURVAS

Se observara la imagen de algunos objetos geometricos mediante la trasnformacion T y
se buscard formalizar en casos especificos algunas conjeturas, reconociendo que se trabajara

con la elipse k (ecuacion [3.0.1]).

2 2

L Y
Kty gzlcona#b,b#o,a#o (3.0.1)

3.1. ;En qué se transforman las rectas?

Aqui se mostrara que algunas rectas se transforman en ciertas curvas conocidas, tal como
se expresa el item 1 y el item 5. Hay cinco posibles transformaciones para una recta, esto

depende de su posicion, es decir:

Ejemplo 3.1.1 Si la recta a transformar es paralela a uno de los semiejes de la elipse y
no tiene puntos en la elipse o en su interior, entonces su transformacion T serd una elipse, tal
como se muestra en la figura[3.1 Puede verificar esto en el link https://ggbm.at/crZFesdx
o en https://ggbm.at/j6x8e526.

Demostremos del ejemplo 3.1.1 para un caso especifico.
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Figura 3.1: Transformacién T de la recta m paralela al semieje mayor y ningin punto de la

recta m esta en la elipse o en su interior.

Demostracion:
Para la elipse t : 22 + 4y? = 4, teniendo un punto A con coordenadas (¢, d), que cumple las

restricciones de la transformacion T, le corresponde un A’, donde T'(A) = A’, decimos que:

3c(1 —d?) 3d(c* —4)
(c,d) = ( 2 +4d?> 7?4+ 4d?

Para la recta y = 2, a cada punto (x,2), al aplicarle el transformado T obtenemos:

—02? 62?24
T(z,2) =
(z,2) (:c2—|—16’ :c2+16)

Usando a x como un parametro, se puede decir que esto corresponde a una curva que se

puede expresar de la forma:

x (t) = < O 6 - 24> (3.1.2)

t2+16" t2+16
Por medio del Software Geogebra notamos que esta parametrizacion es una elipse, tal

como muestra la figura 3.2
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Figura 3.2: Transformacién T de la recta y = 2 respecto a la elipse t.

Al reconocer graficamente que la curva [3.1.2] es una elipse, notemos que:

—9¢2
r=———
2+ 16
81t
2 _
Y luego resolver que:
62 —24
YT 116
6t> — 6t2 = —24 — 16y
t’(y—6) = —24— 16y
—24 — 16
Reemplazamos en[3.1.3:
81 —24—16y
z? = y" (3.1.5)

2
—24—16
<Tﬁy + 16)

Al resolver la ecuacion B.1.H resulta:
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7%(—24 — 96)> = —81(24 + 16y)(y — 6)

72(8(—=3—12))*> = —81-8(3+2y)(y — 6)
22587 = —81(3+2y)(y —6)
2000* = —9(3y — 18 + 2% — 12y) (3.1.6)

Para finalmente resolver m y obtener 20022 4 18y? — 81y — 162 = 0, y por sus discri-

minantes se llega a que esto es una elipse.
X

Se intento realizar la demostracién para una recta y = n, tal que a < n < —a bajo la elip-
se k (ecuacidn [2.1.1)), pero las cuentas se hacen extensas y programas como derive 6 lanzan

resultados inconclusos. Lo mismo sucede para hablar de manera general bajo la definicién 13.

Cabe resaltar en este item que al observar de la recta y = n, los puntos x > 0 de la
recta, su transformado T serd un 2z’ tal que 2’ < 0; eso quiere decir que su transformado T
de cualquier punto A en este item, lo envia al semiplano determinado por el eje y donde no
estd A. Ademads de esto, cuando se toman los puntos A de la recta y = n, tal que A — oo,

entonces la elipse se cerrarda por completo (Observa la figura .
Ejemplo 3.1.2 Si la recta a transformar es paralela a uno de los ejes cartesianos y

tienen puntos en la elipse o en su interior, entonces su transformacion serd un trozo de

elipse, tal como se muestra en la figura[3.5,
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Figura 3.3: Transformacion T de la recta m paralela al semieje mayor con puntos de la recta

m en la elipse o en su interior

En el caso de este ejemplo, donde la recta y = n toma puntos en el interior de la elipse k,
cabe preguntarse por qué no se definen estos puntos en la transformacién T, esta pregunta
serd contestada en el capitulo 4, en el estudio de la transformacién Tﬂ
Este ejemplo podria ser demostrado pero utilizando la transformaciéon T de los rayos que
estan contenidos en la recta y = n cuyo punto de origen son las intersecciones entre la elipse

k vy la recta y = n y los puntos del interior de la elipse kK no estén en los rayos.

Ejemplo 3.1.3 Si la recta a transformar no es paralela a alguno de los ejes cartesianos
y no tiene puntos en la elipse o en su interior, entonces su transformacion serd algo muy

similar al "folium de Descartes”, tal como se muestra en la figura[3.4).

'Puede ingresar al link https://ggbm.at/Wnswhy7m o https://ggbm.at/AgBdCkBM y explorar el com-
portamiento de la tranformacién T de las rectas perpendiculares, cuando hay puntos en el interior de la
elipse k; puede ingresar al siguiente link https://ggbm.at/crZFesdx y verificar por medio de geogebra que

el comportamiento de las rectas planteado en el item 1 y 2 resultan veridicos.
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Figura 3.4: Bajo la transformacién T la recta m, donde m no es paralela a uno de los ejes

de la elipse k, y ningin punto de la recta m estd en la elipse o en su interior.

No resulta ser un Folium de Descartes puesto que no cumple la simetria que hay en este;

cabe decir que esta curva tiene una asintota, si se descubre la ecuacién de esta asintota,

posiblemente, ésta sea perpendicular a la recta m.

Ejemplo 3.1.4 Si la recta a transformar no es paralela a alguno de los ejes cartesianos

y tiene puntos en la elipse o en su interior, entonces su transformacion serd parecido a un

"folium de descartes”pero cortado, tal como lo muestra la figura [3.5

/
-
‘/3
N

Figura 3.5: Bajo la transformacién T la recta m, donde m no es paralela a uno de los ejes

de la elipse k, y puntos de la recta m estan en la elipse o en su interior.
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Ejemplo 3.1.5 Si la recta a transformar para por el centro de la elipse, entonces su

transformacion tenderd a ser una hipérbola, tal como se muestra en la figura[3.4

35 ) 3 , — 0 ‘y 3 3 5

Figura 3.6: La transformacion 1" de la recta m que pasa por el centro de la elipse.

Tal como se traté de demostrar la curva C' en el ejemplo 3.1.1, dado que su transfor-

macion T es una curva conocida, se demostrara este ejemplo también, bajo un caso especifico.

Demostracion:
Se trabaja nuevamente con la elipse ¢ : 2 + 4y? = 4, en este caso la recta y = 2z se nota

como los puntos m(z,2x), bajo la transformacién T

m(z, 22) — m' 3r — 1223 623 — 24x
’ 922 7 Ox?

3t — 123 613 — 24¢
£ — 3.1.7
< (1) < oz op > (3.L.7)
La curva resulta ser una hipérbola, notemos que:
3t — 12t
S 3.1.8
STE (3.1.8)
617 —24¢
(TP
3y — \/9y? + 64
=2 4y i (3.1.9)
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3y — /9y 1 64
fy = YT VI (3.1.10)

4

Reemplace [3.1.9) en y se obtiene la primera parte de la hipérbola:

2048z — 640+/9y? + 64 4 2176y = 0

Luego se reemplaza [3.1.10] en en [3.1.9] y se obtiene la segunda parte de la hipérbola:

2048z + 640+/9y? + 64 + 2176y = 0

Es una hiperbola rotada en el plano.

X

Puede ingresar al link https://ggbm.at/e2YaVHCX para indagar en la transformacion T
de cualquier recta en el plano. Bajo todo lo anterior, se pudo notar que las rectas se transfor-
maban en diferentes curvas, ninguna recta se transformaba en una recta, quiere decir (bajo
la definicién 6) que no es una transformacién Isométrica, puesto que se puede deducir que
esta tranformacion T no preserva la distancia y tampoco la interestancia, surge entonces el

Teorema 1.

Teorema 1 (Distancia en la transformacién T'): Dada la elipse k y dos puntos A
y B externos al elipse k. Si T(A) = A" y T(B) = B’ entonces no necesariamente d(A, B) =
d(A', BY).

2. n qué ransforman ircunferencias?
3.2. E é se transforman las circunferencias?

Segun la posicién de la circunferencia, estd se transforma en distintas figuras, veamos.

3.2.1Circunferencia cuyo centro coincide con el de la elipse

Hay 4 posibles transformaciones si la circunferencia tiene como centro el centro de la

elipse, y el radio de la circunferencia sea modificado estrategicamente:
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Ejemplo 3.2.1.1 Si la circunferencia a transformar tiene como radio la medida del

centro al vertice del eje mayor de la elipse, se transforma en la curva C', tal como lo muestra

la figura 3.7

Figura 3.7: Transformacion de la circunferencia e cuyo radio es b, bajo la elipse k.

En este ejemplo y en unos mas de esta seccion, es notorio que al realizar la transformacion
T, aparecen curvas desconocidasEl, posiblemente puedan ser expresadas bajo todas las ecua-
ciones que se han hallado, pero para realizar estos calculos es necesario acudir a softwares

diferentes a Derive 6 o Geogebra, puesto que las cuentas resultan ser muy grandes.

Ejemplo 3.2.1.2 Si la circunferencia a transformar tiene su radio entre b <r < a+b,
en este caso b determina el eje mayor de la elipse k que realiza la transformacion T,

se transformard en una curva, tal y como lo muestra la figura[3.3.

2Puede ingresar al siguiente link https://ggbm.at/mDSJSVus|e indagar en las curvas que surgen bajo la

restriccién de éste item.
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Figura 3.8: Transformacion T de circunferencias con un radio r tal que b < r < a + b.

En este ejemplo resultaron diversas curvas bajo un mismo intervalo de radio, se traté de
investigar en qué limites se cambiaba la figura, en que radio se pasaba de la figura [3.2] pero
resulté imposible bajo las cuentas que se estaban llevando a cabo, atin tratando de demos-
trarse en una elipse especifica fue dificil encontrar los radios especificos que debian cumplir
las circunferencias; puede visualizar las curvas que surgen bajo la restriccién del presente

item en el siguiente link https://ggbm.at/vQXJMmUu.

Ejemplo 3.2.1.3 Si la circunferencia tiene como radio r = a + b, donde a,b hacen
referencia a la ecuacion se transformard en una circunferencia q (cuyo radio es des-
conocido), tal y como lo muestra la figura . Puede ingresar al link https: //ggbm. at/

nueVbjpY y visualizar la razon de ser de esta conjetura.

Figura 3.9: La circunferencia e, por medio de la transformacion 7', se convierte en una

circunferencia.
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Demostracion:
En el caso especifico, para la elipse t : 422 + y? = 4, la circunferencia ¢ : 22 + y? = 32 se
transformara bajo T en una circunferencia.
Hay que recordar que bajo los terminos de la definicion 15 y la elipse ¢, para cada punto

A = (c¢,d) le corresponde A’ = <3c(1—d2) Sd(c2_4)>.

c2+4d? ) c2+4d?

Ahora, la circunferencia ¢ tiene la parametrizacion: x = 3cos(t) y y = 3sen(t), por tanto se

dird que:

9cos(t)(1 — 9sen?(t)) 9sen(t)(9cos*(t) — 4))
t

T(3cos(t), 3sen(t)) = ( 9cos%(t) + 36sen?(t) ~ 9cos?(t) 4 36sen?(t)

Usando a t como parametro, se dice entonces que:

_/9cos(t)(1 — 9sen?(t)) 9sen(t)(Icos?(t) — 4)
aft) = < 9cos2(t) 4+ 36sen2(t) ’ 9cos?(t) + 36sen?(t) > (3.2.11)

Se reducen los calculos y se expresa la curva:

alt) = <cos(t) (9cos?(t) — 8) ++/1 — cos?(t) (9cos®(t) — 4)> (3.2.12)

(4 — 3cos2(t))? (4 — 3cos2(t))?
De[3.2.12| se puede reconocer que:

2 os%(t) (81cos' (1) - 1440332(15) +64) (3.2.13)
(4 — 3cos?(t))
o _ —B1cos’(t) + 153c0s*(1) 580082@) +64 (3.2.14)
(4 — 3cos?(t))

Para luego deducir de [3.2.13] y 3.2.14] que:

s o 16 —24cos?(t) + 9cos*(t) (4 — 3cos2(t))? B
Y T e (1) (A 3eon(t) (3.2.15)

Queda entonces demostrado que la circunferencia con radio a + b, bajo la transformacion

T, se transforma en una circunferencia.

X

Demostrar este ejemplo en casos generales resulta ser complicado por las cuentas resultantes,

pero se puede comprobar tal curva en los links antes mencionados.
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Figura 3.10: Representacion de la curva «(t) mencionada en el ejemplo 3.2.1.3 de la presente

seccion.

Ejemplo 3.2.1.4 Si la circunferencia tiene su radio determinado por r > a + b , se

transformard en una curva, tal y como lo muestra la figura|3.11].

4 [
zZ

Figura 3.11: Transformacién T de la circunferencia e cuyo radio esté restringido por r > a+b.

Puede acceder al siguiente link https://ggbm.at/TKmr2bhJ y explorar las transforma-
ciones relacionadas con la circunferencia con centro en el origen de la elipse k, dénde ademas

podra explorar imagenes como la que aparece en la figura [3.12]

44


https://ggbm.at/TKmr2bhJ

Figura 3.12: Parte del plano abarcado por la transformacion T cuando el radio de la circun-

ferenciaesunr talque 0 <r<bolO<r<a

3.2.2 Circunferencia cuyo centro no coincide con el de la elipse

Nuevamente se reconoce que la circunferencia, segiin su posicién, bajo la transformacion

T sera una figura diferente, se mencionaran algunas:

Ejemplo 3.2.2.1 Dada la elipse k con centro en P, su eje horizontal es un segmento s
que pasa por P. Si la circunferencia q cuyo centro es O, estd en la recta que contiene a s

y no tiene puntos en el interior de k, se transformard en la curva C, tal como muestra la

figura|3.13,
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Figura 3.13: Transformacién T de la circunferencia ¢ con centro en O, donde O estd en la

recta que contiene a s.

Ejemplo 3.2.2.2 Dada la elipse k con centro en P, su eje horizontal es un segmento s
que pasa por P. Si la circunferencia q cuyo centro es O, estd en la recta que contiene a s y

tiene puntos en el interior de k, se transformard en la curva C, tal como muestra la figura

[3-14,

Figura 3.14: Transformacion T de la circunferencia ¢ con centro en O, donde O esta en la

recta que contiene a s y ¢ tiene puntos en el interior de k.

Ejemplo 3.2.2.3 Dada la elipse k con centro en P, su eje horizontal es un segmento s
que pasa por P. Si la circunferencia q cuyo centro es O, no estd en la recta que contiene a
s y no tiene puntos en el interior de k, se transformard en la curva C, tal como muestra la

figura3.13f]

3Puede explorar el comportamiento de la circunferencia el el siguiente link https://ggbm.at/uSzw4F7j
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L e

Figura 3.15: Transformacion T de la circunferencia ¢ con centro en O, donde O no esta en

la recta que contiene a s.

Ejemplo 3.2.2.4 Dada la elipse k con centro en P, su eje horizontal es un segmento
s que pasa por P. St la circunferencia q cuyo centro es O, no estd en la recta que contiene

a s y tiene puntos en el interior de k, se transformard en la curva C, tal como muestra la

figura [£.3.

Figura 3.16: Transformaciéon T de la circunferencia ¢ con centro en O, donde O no esta en

la recta que contiene a s y ¢ tiene puntos en el interior de k.

Dentro de las diferentes exploraciones que se realizaron en Geogebra, se pudo observar

gracias a este software, diferentes curvas que al jugar con las zonas que cubrian tales lugares
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geometricos aparecian formas curiosas que llamaron muchisimo la atencion, esto lo puede
observar en la figura y puede explorarlos en los links https://ggbm.at/uSzwdF7],
https://ggbm.at/JSYqzrej y https://ggbm.at/xDYccUEB.

LugarGeométrico(A', A)

Figura 3.17: Rastro de las curvas segin su tranformado T

Se pudo notar que no se demostro las transformaciones T de este capitulo, para hacer
tales demostraciones habia que basarse en la definicién 13, teniendo en cuenta las zonas de
tangencia que se mencionaron en el capitulo 2, lo cudl no beneficiaba mucho las cuentas
dado que habian maés de 2 raices en el transformado de A bajo T, esto complicaba aiin mas
las demostraciones, se intento realizar ello manualmente y usando softwares como Geogebra
y Derive 6, pero saturaba el sistema; por eso se tratdé de mencionar y demostar en casos

especificos algunas transformaciones T' en curvas conocidag]

4Cabe resaltar que sin embargo, se usé un apoyo en applets de Geogebra para comprobar las afirmaciones

realizadas.
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Capitulo 4

ALGUNAS CARACTERISTICAS
DE LA TRANSFORMACION T

Para poder hablar de esta transformaciéon como funcién, debemos hablar de su dominio
y su rango.
Al momento de realizar todos los célculos de la transformacién T del punto A(c, d), pudimos
notar diversas raices en la transformacién del punto A’(c,,d,), hay una raiz en especifico,

que nos dice que puntos no podemos notar del dominio, en la ecuacion [2.2.4] aparecié la raiz:

Va2(c? — b%) + b2d? > 0, observemos con atencién que:

a’c® — a?v? + v*d® > 0

a’c? + b*d* > a*b? (4.0.1)

La ecuacion muestra claramente que el punto A(c,d) tiene que estar en el borde
de la elipse o fuera de elleﬂ; esto cobra sentido cuando ponemos un punto dentro de ella, la
tangente a la elipse por este punto, no existe, o cuando ubicamos un punto sobre la elipse,
la tangente por este punto y la normal a esta tangente seria el mismo punto, estamos expo-
niendo que para los puntos sobre la elipse, su tranformaciéon T, seran el mismo. Podemos

concluir entonces que:

1De la ecuacién también se puede notar que a > 0y b > 0, aunque esto fue claro desde la ecuaciéon

EIY
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Dominio de T': Sea D el dominio de la transformacion T, donde k es la elipse men-

cionada en la ecuacion|2.1.1], entonces:
(c,d) € D+ a®c* + b*d* > a*b*

Hay que fijarse que no se especific6 cémo encontrar la transformacién T para los puntos
internos a la elipse k en el Capitulo 3; se quiso estudiar de una posible forma para hallar
esto, pero se debia saber primero si los puntos A’ en el rango, internos a la elipse k, tenian
un tnico punto A en el dominio, se hizo una construccién en Geogebra que llevo a descubrir
que para diversos puntos en el rango, en el interior de la elipse k£, hay mas de dos puntos en
el dominio, tal como se muestra en la imagen [.T} entonces se puede definir la transformacién
T de un punto interior de la elipse k, como T'(A") = A, pero lleva a una inconformidad frente
a la definicién 1, se podria entonces definir la transformacién T de un punto interior a la

elipse k, pero bajo unas restricciones que no me lleven a romper la definicién de funcién.

Figura 4.1: Transformacion T de tres puntos cuya imagen es la misma

La ﬁguraresulta ser un contraejemplo para la definicién 2 (Funcién Inyectiva), puesto
que para cada elemento del dominio hay més de una imagen en el rango, lo cual lleva a de-
ducir que la transformacién T no es inyectiva, en esta imagen se puede observar claramente

esto, puesto que T'(D) = D' = T(F) = F' = T(FE) = F’, lo cual lleva a decir que a tres
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puntos diferentes del plano, les corresponde el mismo punto bajo la transformacién T'.

Se penso en construir entonces el transformado T de un punto A interno a la elipse k£ de
la siguiente manera:
Dada la elipse k de transformacion T y un punto A interior a k, se trazan dos circunferencias

p vy q tangentes a la elipse k& por los puntos O y R respectivamente, tal como muestra la

figura .2

Figura 4.2: Construccion transformacién T punto A interno a k. (Parte 1)

Después por los puntos de tangencia O y R se trazan las rectas tangentes m y n respec-
tivamente a la elipse k, para luego decir que {A'} = m N n, donde T'(A) = A’, tal como lo

muestra la figura [4.3

Figura 4.3: Construccién transformacién T punto A interno a k. (Parte 2)

o1



A pesar de que parece bastante sencilla esta construccién, realizarla algebraicamente y
geometricamente no es muy facil, quiza se pueda construir la circunferencia ¢ que aparece en
la imagen [4.2] se puede usar un teorema que mencione la minima distancia o un teorema de
curvatura, lo cudl no es sencillo, ya que la curvatura depende de un punto en la curva, y en
este caso el punto no estd en la curva; la cuestién se complica aiin més cuando se quiere hallar
el radio de la circunferencia p que se muestra ne la imdgen Dadas estas complicaeionesﬂ,

se decidid no extender el dominio de la transformacion T'.

Ahora se tratara de definir o aproximarse a conocer cudl es el codominio de esta trans-
formacion T'. Es un desafio descubrir el codominio, pero para intentar acercarse un poco a
él, se traza una recta perpendicular al eje x y se pondra esta recta a recorrer todo el plano;
a todos los puntos de la recta perpendicular se les hara su transformado, y el rastro de este

transformado hara identificar la zona que cubre del plano y asi tener una cercania al codo-

minio de la tranformacion T', puede ingresar al link https://ggbm.at/CazfDYdW y notar el

comportamiento de la zona cubierta del plano, por la curva que surge de la transformacién

T.

Figura 4.4: Rango segin la recta perpendicular m al eje x (Zona morada)

De la figura [£.4] se pueden notar espacios en la parte superior de la imagen, en algin

punto, estos puntos no son tomados por el transformado T'; méas aun se quiso explorar el

2Quiza esto pueda realizarce algebraicamente, pero con un marco teorico atin més extenso y una investi-

gacién mas detallada.
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transformado T de las rectas perpendiculares al eje y, tal como lo muestra la figura [£.5] o el

applet https://ggbm.at/badUWxmM.

]

Figura 4.5: Rango segin la recta m perpendicular al eje y (Zona morada)

Respecto a la figura [4.5] se puede observar que la parte que no cubria las rectas m per-
pendiculares al eje x, lo cubrian las rectas m perpendiculares al eje y, esto no tenia mucho
sentido, porque siendo ambas rectas aquellas que recorren el plano, deberian cubrir los mis-

mos espacios.

Inclusive, dentro de la exploracion que se realizé para reconocer hasta dénde podria llegar
el codominio de la transformacién T, en la figura se nota que hay puntos en la recta de
eje mayor de la elipse k que no toma en su codominio; algo similar sucede con la figura [4.5]
pero alli se pudo descubrir que los puntos que nunca tocard, son los focos de la elipse k. A
partir de esto, se decide tomar todas las elipses mayores a la principal y realizar su transfor-
mado T y desde all{ visualizar qué parte del plano cubrirfa, aparece entonces la figura [4.6]

o puede ingresar al link https://ggbm.at/abJZBJA2 y visualizar lo planteado.

De la figura se puede observar que no toma los puntos del eje mayor y menor men-
cionados a partir de las figuras y [.5], esto supone que el codominio no es todo el plano,
pero no deja de ser extrano que las rectas m perpendiculares a los ejes de elipse k cubren
partes del plano diferentes, ademas de no cubrir ciertos puntos.

Dado que no esta definida esta transformacion T para todo el plano, bajo la definicién 3
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Figura 4.6: La transformacién T de las elipse C' mayores (en un intervalo de —a < x < a'y

—b <y < b) alaelipse k de transformacion, es el lugar geométrico presentado (Zona rosada)

(Funcién Sobreyectiva), esta transformacién no es sobreyectiva, por lo expuesto de la figura
4.1} esto podria cambiar si se define adecuadamente el codominio de la transformacién T'.
Para concluir finalmente, bajo la definicién 4, la transformaciéon T no es una funcién biyec-

tiva.

Aqui se da por concluido el trabajo a sabiendas de que quedan diversas preguntas por
realizarce, por ejemplo cabe resaltar que el rango de la funcién no esta atn claro, para indagar
en ello, se podrian hablar de limites de la transformacion T de la recta y = n cuando x — oo
y tratar de entender porque los focos no son reconocidos en el rango.

Se sabe que los focos estdn definidos como: a? + b* = 22, a partir de esto se puede decir que:
T = vVa?+ b2

Al mencionar las rectas m perpendiculares al ejey, donde se reconoce que su transformado
es la ecuacion z, con ¥y, vy también x4 con y; mencionadas en el capitulo de la construccion

algebraica. Se puede llegar a pensar y preguntar qué pasaria si:

tn[(a® — bv*)(cs — b*d) — (cs + bd)] 5
— Va1 12
2d(ac? + b2d?)? v

También cabe mencionar que la construccién algebraica de la transformacién T de un

punto interno a la elipse esta sin resolverse y hay curvas surgidas de la transformacién T

que estan sin expresar y también sin demostrar.
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CONCLUSIONES

Fue un trabajo que dejé vivenciar el hacer matematicas en cuanto permitié explorar,
conjeturar y demostrar; sin embargo al momento de demostrar se tuvieron dificultades que

impidieron verificar formalmente diversas propiedades encontradas.

Se generalizo la transformacion T' a cualquier elipse, de dénde se tuvo que generalizar las
tangentes a una elipse por un punto externo, para poder llegar a la definicién formal donde
se segun las coordenadas cartesianas se llega al transformado T'.

Luego de indagar que la transformacién T' no era una inversion bajo la definicion 9, se si-
guié estudiando para descubrir que algunas transformaciones de rectas y circunferencias bajo
ciertas restricciones se transforman en curvas conocidas, como lo son elipses, circunferencias
e hiperbdlas.

Se descubrio la generalizacion de la transformacion T para el dominio establecido para esta
transformacién, ademas de plantear la construccién geométrica de la transformacién para
un punto interno a la elipse. Finalmente se encontré que se trataba de una transformacién
no inyectiva, ni sobreyectiva (tampoco biyectiva) para luego pasar finalmente a exponer un

acercamiento al codominio de la transformacion T'.
Frente a los software que se mencionaron en el transcurso del trabajo: Geogebra y Derive,

fueron sumamente importantes en este proceso, éstos, facilitaron y ayudaron a explorar,

reducir cuentas y permitieron plantear conjeturas.
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PROYECCIONES

Hay preguntas que surgieron a medida que se avanzé en el trabajo, que no se alcanzaron

a investigar, pero vale mencionarlas como posibles ideas para futuros trabajos de grado.

1. Transformaciones como T resultan ser transformaciones no isométricas que pueden ser
tematicas interesantes para los estudiantes, se puede disenar una propuesta didactica que
haga mencién de este tema.

2. Si se siguen cambiando las construcciones de la inversion, se podria llegar a hablar de
transformaciones que pueden ser posibles inversiones. Por ejemplo:

- Si se aplica la misma construccién de la transformacion T' a una circunferencia k con centro
en O y radio r, la interseccién de todas esas normales a las tangentes de la circunferencia k
serd O, el centro de la circunferencia, es decir que T'(A) = A" = O, por tanto d(O,0) =0, y
bajo la defincién 9 decimos que OA’ - OA = 0 # r2, por tanto no es inversion.

- Dada una elipse k con centro en O y un punto A externo a la elipse k, se trazan las
tangentes a la elipse k por el punto A, y las paralelas por los puntos de tangencia respecto
a cada tangente, el punto de interseccion entre las paralelas construidas podria ser el punto
de inversién de A.

3. Hacer exploraciones con la transformacion T utilizando otras métricas, como las que
surgen en la p-distancia y cabe preguntarse si se mantienen las mismas propiedades que se

encontraron en la métrica usual.
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