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Resumen

Este trabajo de grado propone el disefio de una secuencia de tareas con sentido
profesional orientadas a la formacion de futuros profesores de matematicas, a través de la
exploracion de conexiones entre esta disciplina y la musica. El trabajo se inscribe dentro de un
enfoque cualitativo y exploratorio y recoge referentes historicos, teoricos y didacticos —desde el
monocordio de Pitdgoras hasta los ritmos euclidianos y la musica fractal- que sustentan la
relacion entre musica y matematicas; se propone su uso pedagogico en escenarios de formacion
inicial docente. La propuesta de tareas busca no solo enriquecer el conocimiento matematico del
profesor en formacion, sino también fomentar su creatividad, pensamiento critico e
interdisciplinariedad. Entre los hallazgos, derivados de la prueba piloto de una de las tareas, se
destaca que los futuros educadores valoran positivamente las estrategias contextualizadas que

permiten resignificar conceptos matematicos mediante la experimentacion y el juego musical.
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1 Introduccion

A lo largo de la historia del pensamiento humano, la relacion entre la musica y las
matematicas ha sido una constante fuente de inspiracion, analisis y creatividad. Desde las
investigaciones de Pitagoras con el monocordio, hasta las composiciones algoritmicas de
Xenakis, estas dos disciplinas han dialogado en multiples niveles, demostrando que la estructura,
el ritmo, la proporcién y la simetria son elementos compartidos que permiten tejer puentes entre
lo numérico y lo sonoro. Esta convergencia entre lo matematico y lo musical ha sido explorada
desde diversas perspectivas, revelando una profunda interdependencia entre ambas formas de
conocimiento. Sin embargo, en el &mbito educativo, especialmente en la formacion inicial de
profesores de matematicas, estas conexiones interdisciplinarias suelen permanecer en un segundo
plano, opacadas por enfoques tradicionales, rigidos y descontextualizados.

Este trabajo de grado surge precisamente como una respuesta a dicha situacion. En el
marco de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional y, en
particular, a partir de la experiencia formativa de la autora se reconoce la necesidad de
enriquecer el horizonte profesional del futuro profesor mas alla del dominio conceptual de los
contenidos matematicos. Se plantea entonces el reto de disefiar e implementar tareas con sentido
profesional que inviten al profesor en formacion a explorar nuevas formas de ensefiar
matematicas, incorporando elementos musicales que favorezcan una comprension mas integral y
significativa del conocimiento.

El trabajo parte de una revision documental en la que se identifican diversos puntos de
cruce entre las matematicas y la musica, tales como el uso de proporciones en la afinacion de
escalas, la aritmética modular en la construccion de estructuras tonales, los fractales en las

composiciones de Bach o Beethoven, las permutaciones en el juego de dados de Mozart, asi



como las transformaciones musicales que pueden ser representadas formalmente como funciones
matematicas. A partir de estas conexiones, se construyen las bases teoricas para disefiar tareas
que integren ambos lenguajes, el musical y el matematico, dentro de la formacion inicial
docente, permitiendo a los futuros educadores resignificar conceptos matematicos complejos a
partir de experiencias musicales.

Metodoldgicamente, el trabajo se enmarca en un enfoque cualitativo de tipo exploratorio,
con una intencidn interpretativa. No se busca generalizar resultados ni establecer causalidades,
sino enfrentar a los futuros profesores a propuestas pedagogicas distintas a las usuales que lo
invitan a pensar de forma creativa y contextualizada. Para ello, se disefid una secuencia de tareas
fundamentadas en algunas de las relaciones entre musica y matematicas; una de estas tareas fue
implementada en el curso de Probabilidad de la Licenciatura en Matemaéticas de la Universidad
Pedagogica Nacional, en el que se exploré como los futuros profesores abordan el concepto de
permutaciones con repeticion desde una perspectiva musical, reflexionan sobre su practica y
reconfiguran sus concepciones sobre la ensefianza de las matematicas.

En este sentido, la propuesta podria configurar una ampliacion de las posibilidades
formativas de la Licenciatura en Matematicas, apostando por una mirada interdisciplinar que
reconoce en la musica no solo un recurso didéctico, sino también un terreno fértil para la
exploracion matematica, la creatividad docente y el desarrollo de pensamiento critico. Se espera,
con ello, contribuir a una formacién de profesores mas integral, sensible a los multiples lenguajes
que configuran el conocimiento humano y capaz de construir propuestas de ensefianza
significativas, contextualizadas y transformadoras.

Este trabajo de grado se estructura en siete capitulos que guian al lector a través del

desarrollo de la propuesta. El primer capitulo, dedicado a los aspectos generales, expone la
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justificacion y los objetivos que dan origen a la investigacion, enmarcando la necesidad de
integrar la muasica como herramienta en la formacion de docentes de matematicas.

El segundo capitulo presenta el marco de referencia, en el que se abordan los principales
referentes conceptuales, desde la relacion historica entre musica y matematicas, hasta elementos
como las permutaciones, transformaciones musicales y tareas con sentido profesional.

En el tercer capitulo se detallan los aspectos metodoldgicos, explicando el enfoque
cualitativo y exploratorio que orientd la investigacion, asi como las fases que la componen, desde
el disefo hasta la implementacion de la propuesta.

El cuarto capitulo recoge los resultados obtenidos tras aplicar una de las tareas disefiadas,
destacando como los futuros profesores resignificaron nociones matematicas a partir de
experiencias musicales. Luego, el quinto capitulo presenta las conclusiones del proceso,
sefialando los aprendizajes logrados y proponiendo caminos para futuros trabajos.

Finalmente, el documento incluye un apartado de referencias, con todas las fuentes
consultadas y un capitulo de anexos con materiales complementarios, como partituras, escalas y

recursos didacticos que respaldan la propuesta desarrollada.
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2 Aspectos generales

Esta seccion expone la justificacion y los objetivos de una propuesta que busca integrar
musica y matematicas en la formacion de profesores, mediante el disefio de tareas con sentido
profesional.

2.1 Justificacion

A lo largo de los afios de formacion como futura educadora matematica de la autora se
han reconocido ciertas interacciones y practicas educativas en diferentes colegios, asociadas a
enfoques tradicionales y convencionales; este asunto ya ha sido reportado previamente por
autores como Villamizar et al. (2012), quienes hablan sobre una ensefianza de las matematicas
«que incluye practicas tradicionales, memoristicas y punitivas, ensefianza sin dialogo, desligada
de la vida real del aprendizaje y de otras disciplinas del conocimiento» (p. 60). De ahi que pueda
ser oportuno pensar en que las matematicas escolares se deben ensefiar con contextos para ser
usadas, atendiendo ademas a las normativas del Ministerio de Educacion Nacional [MEN]
(2006) en los Estandares Basicos de Competencias Matematicas. Una de las intenciones de
ensefar matematicas con contexto es que los estudiantes puedan visibilizar su utilidad y le den
mayor significado a las mismas.

La usual ausencia de respuestas que muestren la utilidad de lo que se ensefia, solo
significa que como profesores se debe saber algo mas que solo matematicas. Como profesores, al
conocer sobre diversos temas que se relacionen o se puedan explicar desde las matematicas, se
puede generar una mayor articulacion del conocimiento y a su vez mejorar el rendimiento
académico en los estudiantes (Rico, 2004). Sin embargo, en la Licenciatura en Matematicas de la
Universidad Pedagogica Nacional el aspecto de la interdisciplinariedad no es tan fuerte, pero se

puede mejorar.
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Es precisamente lo anterior a lo que le apunta esta propuesta de trabajo de grado. Se
propone aprovechar la relacion estrecha que se ha generado desde hace muchos siglos entre las
matematicas y la musica, para que los futuros educadores matematicos tengan oportunidad de
desarrollar otros conocimientos, aparte de los exclusivamente matematicos. La idea es poder
cerrar un poco mas la brecha de lo que un profesor puede articular en sus clases de matematicas
relacionandolo con otras areas, en este caso la musica, sin pretender que el profesor se convierta
en experto en otros campos. Especificamente, se propone el disefio de una secuencia de tareas
dirigidas a profesores de matematicas en formacion a través de las cuales puedan reconocer y
utilizar distintas conexiones existentes entre las matematicas y la musica (por ejemplo, la
proporcionalidad y los sonidos de la escala musica, el juego de dados aleatorios de Mozart).

Si bien la relacién musica-matematicas ha existido desde hace milenios, en los ultimos
afios es un tema del que se han generado multiples estudios: desde transformaciones musicales
con geometria (Diciembre, 2019), hasta andlisis de datos topoldgicos de la musica coreana en
Jeongganbo (Lan Tran et al., 2023); diferentes eventos como la Conferencia Internacional sobre
Matematicas y Computacion en la Musica (MCM) en 2024; asi como la existencia de revistas
académicas que se encargan de estudiar las relaciones existentes y nacientes entre estas dos areas
(Journal of Mathematics and Music, Musicae Scientiae, Organised Sound, entre otras).

Este interés globalizado y actual es el que hace pensar que proponer el disefio de tareas
para la formacion de profesores para aprender sobre la relacidon musica-matematicas es un asunto
de actual importancia y que contribuiria a una formacién mas integral de los futuros profesores.

Asi, a continuacion, se presentan los objetivos del trabajo de grado que guiardn la propuesta.
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2.2 Objetivos
2.2.1 General
Disefar una secuencia de tareas dirigidas a la formacion de profesores de matematicas en
las que se presenten relaciones entre la musica y las matematicas, a través del estudio de
diferentes investigaciones existentes sobre el tema, para potenciar la formacion de los futuros
educadores matematicos.
2.2.2 Especificos
1) Identificar distintas conexiones existentes entre la musica y las matematicas a través de una
revision documental.
2) Elaborar un conjunto de tareas con sentido profesional para profesores en formacion en las
que se evidencien relaciones entre la musica y las matematicas.
3) Realizar el pilotaje de al menos de una de las tareas diseniadas con el fin de obtener algunas

conclusiones generales.
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3 Marco de referencia

El presente capitulo desarrolla los fundamentos conceptuales y teoricos que sustentan la
propuesta, explorando las multiples conexiones entre la musica y las matematicas a lo largo de la
historia. Se abordan referentes tedricos que permiten entender cOmo nociones como proporcion,
simetria, probabilidad, transformacién y modularidad han sido compartidas y reinterpretadas por
ambas disciplinas. Este recorrido no solo evidencia la riqueza de la relacion musica-matematicas,
sino que ofrece un marco solido para el disefio de tareas orientadas a la formacion de futuros
profesores de matematicas. Asimismo, se presentan elementos clave sobre qué se entiende por
tareas con sentido profesional y cdmo pueden articular conocimientos matematicos, didacticos y
contextuales en la formacion inicial de profesores. Finalmente, se consideran aspectos
curriculares relevantes que permiten vincular esta propuesta con las orientaciones del sistema

educativo colombiano.

3.1 Marco matematico-musical

La relacion entre la musica y las matematicas tiene una historia larga y fascinante, llena
de descubrimientos que van desde los patrones mas basicos de la armonia, hasta complejos
sistemas de composicion. Pitagoras (570 a. C. - 490 a. C.), por ejemplo, descubrié que los
sonidos podian entenderse mediante proporciones matematicas usando un simple monocordio.
Mas tarde, Mozart (1756 - 1791) incorpord el azar en su musica con un juego de dados, creando
piezas unicas en cada tirada. A lo largo de los siglos, los compositores han explorado formas
creativas de aplicar conceptos matematicos: Schonberg (1874 - 1951) introdujo el
dodecafonismo para dar igualdad a cada nota, mientras Xenakis (1922 - 2001) empled

probabilidades para componer piezas musicales aleatorias. Desde las proporciones en las
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composiciones de Bartok (1881 - 1945), hasta los ritmos generados por algoritmos inspirados en
Euclides, este marco tedrico relata ejemplos que muestran como las matematicas han sido fuente
de ideas para la musica. Ademas, es una prueba de que conceptos como la probabilidad, la
simetria o las series pueden explorarse de forma creativa, despertando el interés y la curiosidad

en quienes aprenden sobre estas conexiones.
3.1.1 Pitagorasy el monocordio

Segun Gonzales (2006), Pitagoras (570 a. C. - 490 a. C.) fue una de las primeras personas
en indagar sobre relaciones entre musica y matematicas. El utilizé un instrumento llamado
monocordio, que consistia en una sola cuerda estirada sobre un marco con un puente movil
(Figura 1). Pitagoras descubri6 que, al dividir la cuerda en diferentes longitudes, se producian

diferentes sonidos.

Figura 1
Monocordio

Nota. La imagen muestra un antiguo instrumento de cuerda utilizado tradicionalmente para

estudios actsticos y musicales. Se compone de una caja de resonancia, una Unica cuerda tensa,

un puente movil para dividir la cuerda en diferentes proporciones y una regla o escala graduada.
Asi, Pitagoras concluyo que la relacion entre las longitudes de las cuerdas y las

frecuencias de los sonidos se podia expresar mediante razones. Por ejemplo, una cuerda cuya

longitud es la mitad de otra produce una nota que es una octava mas alta. Pitagoras identific
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varias proporciones fundamentales que se convirtieron en la base de la teoria musical occidental:

Octava (1:2), Quinta (2:3) y Cuarta (3:4).

Sin embargo, esto también reveld una limitacion llamada «coma pitagorica», que se
refiere a la diferencia en la afinacion al sumar quintas justas' y restar octavas. Esta discrepancia
se convirtio en un problema practico para los musicos, afectando la afinacion de instrumentos y
la armonia. La solucidn a esta problematica la presenté Marin Mersenne en el siglo xvir. El
propuso una escala cromatica® en la que los intervalos eran iguales, permitiendo asi
transposiciones mas fluidas entre tonalidades y resolviendo las dificultades derivadas de la
afinacion pitagorica. Como senala Fuentes y Sandoval (2017), los pitagdricos descubrieron que
las consonancias musicales —como la cuarta, la quinta y la octava— podian expresarse como
razones entre longitudes de cuerdas tensadas, siendo el monocorde el instrumento central en
estos experimentos. Estas razones no solo representaban relaciones numéricas, sino también
intervalos fisicos medibles, y dieron origen a conceptos fundamentales de la teoria de las

proporciones en la matematica griega.

3.1.2 Mozarty la composicion aleatoria

La obra «Juego de dados» de Amadeus Mozart (1756-1791) ilustra cdmo los principios
de la aleatoriedad pueden integrarse en la composicion musical. En este juego, Mozart cred 176
compases para los minuetos® y 96 compases para los trios*. Los compases fueron numerados y

organizados estratégicamente en tablas, de modo que los jugadores, al lanzar los dados, pudieran

! Las justas en musica son intervalos que suenan estables y agradables, como la cuarta, la quinta y la octava. Se
llaman asi porque historicamente se consideran “correctas” o “puras” al oido.

2 Es una sucesion de doce sonidos consecutivos separados por semitonos.

3 Un minueto es una pieza musical corta, escrita en compés de 3 tiempos (3/4) al igual que un vals, que se usaba
mucho en los siglos XVII 'y XVIII. Tiene un ritmo elegante y moderado.

4 Un trio en musica es una seccién que contrasta con el minueto y suele colocarse entre dos repeticiones del mismo.
Generalmente, es mas suave o ligero que el minueto.
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seleccionar y clasificar fragmentos previamente compuestos por Mozart, segun lo indicado en la
Tabla 1. Esta actividad resulta en un espacio muestral de 6616 combinaciones para posibles
piezas, lo que practicamente garantiza una nueva pieza en cada jugada. Este enfoque resalta la
naturaleza ludica de la musica en la época de Mozart y sugiere un método innovador para la

creacion musical (Gonzéles, 2006).

Tabla 1
Tablas dados de Mozart
I 1o 1 IV vV VI VI VI IX X XI XII XII XIV XV XVI

2 96 22 141 41 105 122 11 30 2 70 121 26 9 112 49 109 14
3 32 6 128 63 146 46 134 81 3 117 39 126 56 174 18 116 83
4 69 95 158 13 153 55 110 24 4 66 139 15 132 73 58 145 79
5 40 17 113 85 161 2 159 100 5 90 176 7 34 67 160 52 170
6 148 74 163 45 80 97 36 107 6 25 143 64 125 76 136 1 93
7 104 157 27 167 154 68 118 091 7 138 71 150 29 101 162 23 151
8 152 60 171 53 99 133 21 127 8 16 155 57 175 43 168 89 172
9 119 84 114 50 140 86 169 94 9 120 88 48 166 51 115 72 111
10 98 142 42 156 75 129 62 123 10 65 77 19 82 137 38 149 8
11 3 87 165 61 135 47 147 33 11 102 4 31 164 144 59 173 78
12 54 130 10 103 28 37 106 5 12 35 20 108 92 12 124 44 131

Nota. La tabla es una herramienta para seccionar el compas en orden, dependiendo de los
lanzamientos de los dados.

Ademas, Pérez (2020) menciona que la actividad «Juego de dados de Mozart» no solo
permite a los estudiantes explorar la creatividad a través de la musica, sino que también ensefia
conceptos matematicos fundamentales. Al analizar el espacio muestral y la distribucion de
probabilidad, los estudiantes pueden comprender mejor las matematicas involucradas en la
composicion musical. Ademas, la pieza musical generada, completamente unica, cumple con una
estructura de toda una obra musical con incertidumbre y resolucion. A su vez, esta actividad
invita a la reflexion sobre la naturaleza de la creatividad y la interaccion social en la musica. A
continuacion, se presenta un enlace (Figura 2) al video titulado «EI juego de los dados de

Mozart» para ver la composicion de una obra siguiendo este método (minuto 10:30):
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Figura 2 Figura 3
Video «El juego de los dados de Mozarty OR «El juego de los dados
de Mozarty

e

.

’
El ]uego de,los/i)%c;os

Nota. La imagen muestra
un codigo QR que dirige al
video «El juego de los
dados de Mozart».

Nota. La imagen muestra una ilustracion que hace referencia a
un video sobre «El juego de los dados de Mozart». En ella se
encuentra el vinculo al video
https://www.youtube.com/watch?v=aV4vE2a47ac .

3.1.3 Atonalidad y dodecafonismo

El desarrollo de la atonalidad y el dodecafonismo en el siglo XX, impulsado por
compositores como Arnold Schoenberg (1874-1951), marc6 un cambio radical en la musica
occidental (Gonzales, 2006). La atonalidad se refiere a la ausencia de una tonalidad central en
una composicion musical; esto significa que no hay una nota o acorde que funcione como un
«centro» en el que las demads notas giren, lo que resulta en una musica que puede sonar mas libre
y menos predecible. Arnold Schonberg, uno de los principales exponentes de la atonalidad,
busco nuevas formas de expresion que rompieran con la tradicion tonal. En su obra,
especialmente en sus primeras piezas atonales, se puede observar una clara ruptura con el
sistema tonal, promoviendo la idea de que la musica podia existir sin una jerarquia de notas
(Almarza, 2018).

Almarza (2018) ademas explica que el dodecafonismo, también desarrollado por
Schénberg, es un sistema que utiliza las 12 notas de la escala cromatica® dandoles el mismo nivel

de importancia, formando una serie que sirve como base para la composicion. Este método

5 Las 12 notas de la escala cromadtica son: do, do sostenido, re, re sostenido, mi, fa, fa sostenido, sol, sol sostenido,
la, la sostenido, si. La expresion «sostenido» significa que se aumenta en medio tono la nota original.


https://www.youtube.com/watch?v=aV4vE2a47ac
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establece que todas las notas deben ser usadas antes de repetir alguna, lo que garantiza que
ninguna nota tenga un protagonismo especial, a diferencia de las estructuras tonales
tradicionales.

Este enfoque permite a los compositores explorar nuevas sonoridades y texturas, aunque
se basa en principios matematicos subyacentes. Las relaciones entre las notas y su organizacioén
en la serie dodecafonica pueden entenderse a través de la teoria de conjuntos, demostrando coémo
la musica puede ser interpretada a través de herramientas matematicas. Seglin De la Vega (2020),
cada conjunto de 12 notas es tratado como un conjunto de elementos que se pueden manipular
mediante operaciones o transformaciones como la transposicion, inversion y retrogradacion.
Estos procesos son andlogos a las operaciones en teoria de conjuntos, en las cuales se pueden
realizar transformaciones sin alterar la «identidad» del conjunto.

En este contexto, cada nota se representa con un valor numérico dentro del sistema
modulo 12, permitiendo que estas transformaciones actien como funciones sobre el conjunto.
Por ejemplo, la transposicion puede verse como una suma modular: si a la nota do se le suma 2
semitonos, se obtiene re. La inversion seria como reflejar las distancias: si una melodia sube de

do a mi (4 semitonos), su inversion bajaria de do a lab (también 4 semitonos en direccion

opuesta). La retrogradacion, en cambio, consiste en tocar la melodia al revés: si la secuencia es
do—re—mi, su retrogradacion serd mi-re—do.

Estas operaciones preservan ciertas propiedades del conjunto original, como la
disposicion relativa de los intervalos y el orden de aparicion de las notas, lo que permite estudiar
la serie dodecafonica no solo como una secuencia musical, sino como una estructura matematica
que puede ser analizada formalmente. Asi, la musica atonal se convierte en un campo fértil para

aplicar conceptos como permutaciones, simetrias y clases de equivalencia, lo cual refuerza la
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idea de que la composicion musical también puede ser una forma de razonamiento logico y
abstracto. Para profundizar en este asunto se sugiere leer a Pachéon (2015).
3.1.4 Musica estocdstica

Iannis Xenakis (1922-2001) llevo la relacion entre matematicas y musica a nuevas alturas
con su enfoque estocastico. La musica estocastica se caracteriza por el uso de procesos aleatorios
en la composicion, permitiendo un grado de indeterminacion en la ejecucion. Xenakis aplicod
teorias matematicas para crear obras que exploraban la relacion entre el azar y el control
compositivo. En lugar de estructurar la mtsica mediante métodos deterministas, la muasica
estocastica se basa en calculos probabilisticos, utilizando funciones matematicas como las
distribuciones de probabilidad para definir parametros musicales como ritmo, altura, y densidad
sonora (Gonzales, 2006).

Xenakis describia esta técnica como una manera de liberar la composicion de las
limitaciones tradicionales y exploraba el uso de procesos estocasticos como el ruido blanco, las
cadenas de Markov y los procesos de Poisson. Esta metodologia dio lugar a obras que parecian
estar al borde del caos, pero que eran resultado de calculos precisos que ofrecian una nueva
experiencia sonora (Vazquez, 2008). Ademas, Gonzales (2006) plantea que en obras como
«Metastasis», Xenakis utiliza modelos matematicos para crear «masas de sonido» en las que la
distribucion de elementos individuales es impredecible, pero el comportamiento del conjunto
sigue un patrén comprensible.

Enseguida, se presentan enlaces para escuchar algunas de las obras de Xenakis (Figura 4

y Figura 6):
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Figura 4 Figura 5
Obra de Xenakis 1 OR Obra de Xenakis 1

Nota. La imagen muestra

Nota. La imagen muestra una imagen de un video de una un cédigo QR que dirige a
orquesta de cuerdas tocando una composicion de Xenakis. En un video de una orquesta
ella se encuentra el vinculo al video de cuerdas tocando una
https://www.youtube.com/watch?v=SCe25-TXbFk . composicion de Xenakis.
Figura 6 Figura 7

Obra de Xenakis 2 OR Obra de Xenakis 2

Nota. La imagen muestra una partitura grafica, un tipo de
notacién musical alternativa que utiliza simbolos visuales no
convencionales para representar sonidos. En ella se encuentra
el vinculo al video correspondiente a dicha imagen
https://www.youtube.com/watch?v=nvH2KYYJg-o.

Nota. La imagen muestra
un codigo QR que dirige a
un video de una
composicion de Xenakis.

Este enfoque refleja una comprension profunda de la teoria de probabilidades y la
estadistica, integrando conceptos matematicos en la creacion musical. Xenakis también aplico
principios geométricos en su musica, utilizando formas y espacios para estructurar sus
composiciones, lo que destaca alin mas la relacion entre estas disciplinas. Para profundizar en

este asunto se sugiere leer a Tiburcio (2006).


https://www.youtube.com/watch?v=SCe25-TXbFk
https://www.youtube.com/watch?v=nvH2KYYJg-o
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3.1.5 Musica fractal

La musica fractal se define por la repeticion de patrones y estructuras autosimilares®,
caracteristicas que se encuentran en la naturaleza y las matematicas. Compositores como Johann
Sebastian Bach (1685-1750), Ludwig van Beethoven (1770-1827) y Wolfgang Amadeus Mozart
(1756 - 1791) incorporaron estos patrones en sus obras (Gonzales, 2006). En el documento de
Degazio (1986) se describe como la geometria fractal puede aplicarse en la musica a través de la
creacion de estructuras autosimilares y complejas. Basicamente, la idea es utilizar patrones
repetitivos y escalables que aparecen en los fractales para formar melodias y ritmos. Estas
estructuras permiten que una pequeia seccion de la composicion tenga caracteristicas similares a
la totalidad de la obra, generando una coherencia interna que puede ser tanto armonica como
ritmica.

Degazio (1986) menciona métodos especificos para aplicar los fractales en la musica,
como el uso de algoritmos que generan secuencias basadas en patrones fractales, tales como el
conjunto de Mandelbrot. De esta manera, al dividir una melodia o ritmo en secciones y aplicar un
proceso de autosimilitud, se crean variaciones que mantienen un tema constante, pero a
diferentes escalas, logrando asi una progresion ritmica o melddica que se percibe familiar pero
siempre cambiante.

Por ejemplo, en la «Primera Escossaien» de Beethoven, la estructura de 32 compases se
organiza en secciones y periodos binarios, mostrando una clara jerarquia. Estas estructuras
reflejan la naturaleza de los fractales, en los cuales los patrones simples pueden combinarse para

formar composiciones complejas. El uso de motivos repetitivos en obras de Bach también se

® Es una propiedad por la cual una figura o estructura se repite a si misma a diferentes escalas.
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puede analizar desde esta perspectiva, resaltando como la musica puede ilustrar principios
matematicos (Gonzales, 2006).

Esta metodologia permite que la musica obtenga una calidad similar a la de los patrones
naturales, brindando un sentido de unidad y variacion en el tiempo. Es un enfoque que, como
senala Degazio (1986), proporciona nuevas posibilidades para los compositores interesados en
integrar conceptos matematicos y geométricos en su trabajo creativo. Enseguida un enlace para

escuchar un fragmento de la obra «Allegro vivace» (Figura 8) en la que esta presente la musica

fractal:
Figura 8 Figura 9
Fragmento «Allegro vivacey OR Fragmento «Allegro
Scherzo. vivace»
Allegro vivace.
7 _‘.hl L. i LET) 32 h'
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% EESEE N R "é;tj i tegm Db es Lyug £
=g T (T i T (]
;ﬁ: T, |, iy A - — Nota. La i t
P e e ey e ota. La imagen muestra
i s . un codigo QR que lleva al
Nota. La imagen muestra un fragmento de video en el que se video en el que se
reproduce «Allegro vivace» con su partitura. En ella se reproduce «Allegro
encuentra el vinculo al video vivace» con su partitura.

https://www.youtube.com/watch?v=0bCal570Xb¥Y &t=66s .

3.1.6 Transformaciones geométricas

Las transformaciones geométricas como traslacion, reflexion y rotacion son elementos
que se pueden observar en muchas partituras. Segin Garcia (2005) consisten en aplicar estos
conceptos de geometria en la traslacion musical, la inversion, la retrogradacion y la ampliacion

para modificar estructuras musicales. Gonzales (2006) comenta que estas técnicas permiten


https://www.youtube.com/watch?v=obCaI57OXbY&t=66s
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explorar la relacion entre la musica y la simetria matematica, generando variaciones y
complejidad en la composicion. Compositores como Joseph Haydn (1732-1809) y Ludwig van
Beethoven (1770-1827) utilizaron estas transformaciones para desarrollar temas y motivos a lo
largo de sus obras. Por ejemplo, en la «Sonata Hammerklavier» de Beethoven se pueden
identificar reflexiones en la estructura de la obra.

La traslacion, por ejemplo, desplaza las notas de una serie musical hacia arriba o hacia
abajo en la escala cromatica, mientras que la inversion implica la reproduccion de una serie de
notas de modo reflejado, creando un efecto de «espejo». La retrogradacion organiza las notas en
orden inverso, desde el final al principio, y la ampliacion alarga los valores ritmicos y melddicos
para crear una version expandida de la secuencia original. Estos métodos son especialmente
destacados en la musica serial y en el dodecafonismo de Schonberg, las cuales permiten la
construccion de una estructura coherente y simétrica dentro de la composicion musical (Garcia,
2005). A continuacion, se presenta un ejemplo de traslacion en un fragmento musical (Figura 10)
y una reflexion (Figura 11).

Figura 10
Ejemplo traslacion

Nota. En la imagen se muestra una partitura en la que las filas de notas azules se pueden ver
como una traslacion, lo mismo para las filas de notas verdes, rojas y moradas.
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Figura 11
Ejemplo reflexion
eje de
reflexion
b
!’:’ L ] ] I

Nota. En la imagen se muestra una partitura que se ve reflejada respecto al tiempo, la linea
sefalada es el eje de reflexion de los compases.

La musica palindroma, se refiere a aquellas composiciones que pueden leerse igual de
adelante hacia atras, es decir, tienen una estructura simétrica que permite que el material musical
se reproduzca de forma idéntica en ambas direcciones. Esta técnica estd presente en la musica
desde el periodo barroco hasta el contemporaneo, y uno de sus usos mas complejos fue
desarrollado en el siglo XX por compositores como Anton Webern (1983-1945), quien exploro6 la
simetria en piezas como su «Variaciones para piano Op. 27», en las que implementa secuencias
palindromas que logran una estructura formal tnica (Pérez, 2019). Segin Pérez (2020), obras de
compositores como Mozart presentan estas caracteristicas. La exploracion de la simetria y las
funciones en la musica permite ver la conexion entre la interpretacion musical y conceptos
matematicos.

3.1.7 Funciones a partir de partituras

Gonzales (2006) describe transformaciones de notas musicales comunes en la teoria
musical usando matematicas para representar y manipular notas en composiciones musicales y
aplicables en piezas musicales tanto populares como académicas. Estas transformaciones
incluyen funciones como transportar (subir o bajar una melodia manteniendo las mismas
distancias entre las notas), octavar (subir o bajar de octava’ una nota), retrogradar (revertir el

orden de notas en una melodia), inversiones tonales (reorganizacion de notas dentro de un

7 Bs la distancia entre dos notas con el mismo nombre pero que suenan mas agudas o mas graves
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acorde) y reales (los ascensos se convierten en descensos y viceversa, manteniendo las mismas
distancias en semitonos). Estas seran explicadas con mayor detalle mas adelante.

De igual forma, Gonzales (2006) introduce un método para traducir partituras a una
notaciéon matematica. Esto implica asignar a cada nota una terna ordenada (Orden (O), Altura (A)
y Duracion (D)), creando un conjunto referencial M de combinaciones posibles, en las que cada
terna representa caracteristicas especificas de la pieza musical. Define los conjuntos referenciales

de cada coordenada de la siguiente manera:

L4 0 = {a]1 < a<n, an € N}. Este conjunto representa el «Ordeny», es decir la
posicion de cada nota dentro de la partitura o pieza musical.

® A = {b|0 < b <85, b € N} de manera que los valores de b se corresponden
con lo que se muestra en la tabla 2.

Tabla 2

Tabla altura de las notas
1 DO 1 25 DO 3 49 DO 5 73 DO 7
2 DO#1 26 DO#3 50 DO#5 74 DO#7
3 RE1 27 RE3 51 RE 5 75 RE7
4 RE#1 28 RE#3 52 RE#5 76 RE#7
5 MI1 29 MI3 53 MI 5 77 MI17
6 FA 1 30 FA 3 54 FA S5 78 FA7
7 FA#1 31 FA#3 55 FA#5 79 FA#7
8 SOL 1 32 SOL 3 56 SOL 5 80 SOL 7
9 SOL#1 33 | SOL#3 | 57 SOL#5 81 SOL#7
10 LA1 34 LA3 58 LAS 82 LA7
11 LA#1 35 LA#3 59 LA#5 83 LA#7
12 SI1 36 S13 60 S15 84 S17
13 DO 2 37 DO 4 61 DO 6 85 DO S8
14 DO#2 38 DO# 4 62 DO# 6 0 SILENCIOS
15 RE 2 39 RE 4 63 RE 6
16 RE# 2 40 RE# 4 64 RE#6
17 MI2 41 MI4 65 MI6
18 FA 2 42 FA 4 66 FA 6
19 FA#2 43 FA#4 67 FA# 6
20 SOL 2 44 SOL 4 68 SOL 6
21 SOL# 2 45 | SOL#4 | 69 | SOL#6
22 LA2 46 LA4 70 LAG
23 LA#2 47 LA#4 71 LA#6
24 SI2 48 S14 72 S16

Nota. En la tabla se muestra la correspondencia entre nimeros y alturas de notas musicales,
segun Gonzales (2006).
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Este conjunto A representa la «Alturay, es decir la percepcion de cuan agudo o grave es

un sonido, siendo do 1 lo mas grave y do 8 lo mas agudo.

Tabla 3

D ={c|1 < c <11, c € N} de manera que los valores de ¢ se corresponden con lo

que se muestra en la tabla 3.

Tabla duracion notas musicales

Este conjunto D, la Duracion, indica el tiempo que dura la nota al ser interpretada. Se

Z -1
*
J' '—’2 'k"
— 8
2., )
J - 4 JQ'—-lo
. -5 f—~11

Nota. En la tabla se muestra la correspondencia entre nimeros y las posibles duraciones
de las notas musicales, segiin Gonzales (2006).

toma una unidad de tiempo arbitraria y esta se divide o amplifica para que dure el doble de dicho

tiempo, el triple, cuadruplo, etc., o la mitad, la cuarta parte, la octava o la decimosexta, etc. En

notacion musical estas duraciones, al ser representadas en un pentagrama®, se dibujan a través de

las figuras musicales presentadas en la Tabla 3.

A continuacion, se describen algunas de las transformaciones musicales en términos de

funciones de Gonzales (2006), utilizando ternas ordenadas para representar cada nota en la

8 Es un conjunto de cinco lineas y cuatro espacios donde se escriben las notas musicales.
Cada linea y espacio representa un sonido diferente segun la clave que se use, como la clave de sol. El Anexo F

muestra como ubicar las notas musicales en el pentagrama con clave de sol.
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partitura. La primera de ellas es la transportacion, que consiste en cambiar una pieza musical o
una melodia de una tonalidad a otra. Es decir, se suben o bajan en el pentagrama todas las notas
de una composicion manteniendo las mismas relaciones entre ellas, pero comenzando desde una
nota diferente. En la Figura 12 se ilustra como se modifica un compas al aplicar esta
transformacion. Asi, se define la funcion transportar (t), donde P representa la partitura.

Figura 12
Ejemplo transportar

Jfrase inicial:

f)
e L I > ‘I‘

Jrase transportada:

&HL,LF

Y L4

-
Nota. En la imagen se muestra un compas o frase antes y después de ser transportado (subido o
bajado una cantidad de semitonos), tomado de Gonzales (2006). Los #’ significan sostenidos, un
semitono arriba de la nota que indica.

e Transportar: t:P —» T(P) € O XA XD

(a,b,c) » (a,b+k,c),paraalgin |k| < 12,k € Zy detal modoque 1 < b + k < 85.

Como se observa, en esta funcion el Gnico parametro de la terna original que se modifica
es el de la altura. En particular, en la Figura 12 se reconoce que la melodia inicial y la
transportada mantienen las mismas duraciones y distancias, lo tnico que se cambid fueron las

notas; la frase inicial era: do-mi-sol-fa-re-si-do, mientras que la frase transportada es: re-fa

sostenido-la-sol-mi-do sostenido-re. Es decir, se subio un tono la frase inicial.

9 # se lee sostenido y significa que estd medio semitono arriba o mas agudo y b se lee bemol y significa que esta
medio semitono abajo o més grave.
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La segunda transformacion es octavar, que implica desplazar una nota o un grupo de
notas una octava hacia arriba o hacia abajo. Es decir, se toca la misma nota, pero en un registro
mas agudo (octava arriba) o mas grave (octava abajo). La imagen correspondiente (Figura 13)
muestra un ejemplo visual de esta modificacion aplicada a un compas. A partir de esto, se define
la funcion octavar (0), siendo P la partitura original.

Figura 13
Ejemplo octavar

Jrase inicial:

e

ol

Jrase octavada:

o] o
SEasSE==
) S
Nota. La imagen muestra un compds o frase antes y después de ser octavado (subido o bajado

una octava o 12 semitonos), tomado de Gonzales (2006).

e Octavar: 0:P - O(P) € OXAXD
(a,b,c) » (a,b+k,c), | k| = |12n|,k € Zy detal modoque 1 < b + k < 85.

Aunque la palabra octava sugiere ocho notas, en realidad al octavar se suben 12 sonidos
porque el sistema musical occidental divide la octava en 12 semitonos iguales, no en ocho. la
confusion viene de contar solo las notas naturales (do, re, mi, fa, sol, la, si, do), pero entre esos
dos do hay también sostenidos y bemoles. Por eso, subir una octava equivale a avanzar 12 pasos
cromaticos, no 8.

Por su parte, retrogradar hace referencia a invertir el orden de los sonidos de una
secuencia o fragmento musical, tocandolos o escribiéndolos al revés en el tiempo. Es decir, se

reproduce una serie de notas desde la Gltima hasta la primera, como si se leyera «de atras hacia
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adelante». La Figura 14 permite visualizar como se transforma el compas bajo esta operacion. De
esta manera, se introduce la funcion retrogradar (r), tomando como base la partitura P.
Figura 14

Ejemplo retrogradar
Jfrase inicial:

e

() R k2 &

Jrase retrograda:

I |
- &
Nota. La imagen muestra un compds o frase antes y después de que se le aplique una
retrogradacion (reorganizar las notas desde la tltima hasta la primera), tomado de Gonzales

(2006).

LTI

Como se observa, la frase inicial era do-mi-sol-fa-re-si-do; mientras que la frase retrograda
es do-si-re-fa-sol-mi-do.

e Retrogradar: 7r:P — R(P) € OXAXD

(a,b,c) » (n—a+1,b,c),n el orden de P.

Como el objetivo de esta funcion es reescribir las notas desde la Gltima hasta la
primera, esta afecta inicamente el valor del orden. Para ello, toma el valor de la Gltima nota del
fragmento musical, le resta el valor de la posicion de la nota en cuestion y le suma uno, ya que de
no hacerlo la primera nota tendria un orden de cero, el cual no esta definido en la funcion.

Cada una de las anteriores transformaciones se representa como una funcidn matematica
sobre un conjunto de ternas, en las que los resultados de las transformaciones pueden
superponerse o combinarse. De manera que también refiere a la composicion de funciones y
exhibe la asociatividad y conmutatividad para la composicion entre cualquiera de las tres

funciones.
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Las propiedades anteriormente mencionadas para la composicion de funciones se pueden
demostrar. Por ejemplo, la conmutatividad entre las funciones retrogradar (r) y octavar (0), lo
que es igual a r(0) = o(r). Primero, se evaliia r(o(a, b, c)) como o(a,b,c) = (a,b +k,c),
entonces r(o(a, b, c)) =r(a,b + k, c), que al aplicar la funcion retrogradar es igual a
r(a,b+k,c)=m—a+1,b+k,c). Luego, parte de que o(r(a, b, ¢)) de forma que
r(a,b,c) = (n—a+ 1,b,c), entonces o(r(a, b, c)) =o(n—a+1,b,c), que al aplicar la
funcion octavar es igualao(n —a+ 1,b,c) = (n—a + 1,b + k, ¢). Al ver el resultado de
r(o(a,b,¢)) yo(r(a,b,c)) senota que los resultados son iguales, quedando demostrado que
r(o(a,b,¢)) = o(r(a,b,c)).

Si se desea demostrar la asociatividad entre las funciones transportar (t), retrogradar (r) y
octavar (0) se puede hacer, por ejemplo, de la siguiente manera r[o(t)] = [r(0)]t. Primero, se
evalua r[o(t(a, b, c))] como t(a,b,c) = (a,b + k, ¢), entonces r[o(t(a,b,c))] =
rlo(a,b + k, c)]. Pero, o(a,b,c) = (a,b + k,c) y k de transportar es distinto al k de octavar
por ende la k de octavar para la demostracion sera [, entonces o(a, b,c) = (a,b + [, ¢), lo que
implicar[o(a,b + k,c)|=r(a, (b + k) + [, ¢), que al aplicar la funcion retrogradar es igual a
rla,(b+k)+Lcl]=mn—-a+1,(b+k)+10).

Luego, se evaltia [r(o (a,b, c))]t teniendo en cuenta que o(a, b,c) = (a,b + L, ¢),
entonces [r(o (a,b, c))]t =[r(a,b + [, c)]t. Si alo anterior se le aplica la funcion retrogradacion,
[r(a,b+1,c)]t = (a,(b+ 1)+ k,c)ty se evalia la funcién transportar queda
(a,(b+D)+kc)t=m—a+1,(b+1)+k,c). Al aplicar propiedad conmutativa y
asociativa al resultado anterior resulta (n —a + 1, (b + k) + [, ¢), lo que es igual al resultado de

rlo(t(a, b, c))]. Asi queda demostrado que r[o(t(a,b,c))] = [r(o(a, b, c))]t.
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Luego, la inversion tonal se refiere al cambio en el orden de las notas dentro de un
acorde'’, manteniendo la misma tonalidad. Es decir, no se altera el acorde en si (ni sus notas
fundamentales), sino cual de sus notas ocupa la parte mas grave (el bajo) o como se reorganizan
las alturas que lo componen. A continuacion, en la Figura 15 se presenta un ejemplo de una
inversion tonal de un acorde de tres notas.

Figura 15
Ejemplo inversion tonal

In3 InS

original In2 In4

Nota. La imagen muestra un compas o frase antes y después de que se le aplique una inversion
tonal (reorganizar las notas de un acorde), tomado de Gonzales (2006).

Como se observa, el acorde original era do-mi-sol (estas notas, al interpretarse de manera
simultanea se denominan acorde mayor de do); la inversion 1 (Inl) son las notas mi-sol-do, con
el do en una octava arriba; la inversion 2 (In2) son sol-do-mi, con el do y mi en una octava
arriba; la inversion 3 (In3) son do-sol-mi, con el mi en una octava arriba; la inversion 4 (In4) son
las notas mi-do-sol, con el do y sol en una octava arriba; y por ultimo, la inversion 5 (In5) es el
acorde sol-mi-do, con el mi una octava arriba y el do dos octavas arriba.

Desde un enfoque matematico, estos acordes pueden representarse mediante estructuras
como (a, (b1,b2,b3),c) para acordes de tres notas, cuyas inversiones corresponden a todas las
permutaciones posibles de sus alturas (seis en total). Para acordes de cuatro notas, se utiliza la

forma (a, (b1, b2, b3, b4), c), que permite obtener hasta 24 inversiones.

19 Es un conjunto de tres 0 mas notas que suenan al mismo tiempo y forman una unidad arménica.
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La quinta transformacion es la inversion real, que consiste en tomar un fragmento
melodico y reflejarlo verticalmente respecto a la altura de la primera nota: cada intervalo que
suba en la melodia original ahora baja en la misma proporcion, y viceversa. La Figura 16
muestra un ejemplo de esta modificacion aplicada a un compas.

Figura 16

Ejemplo inversion real
Jfrase inicial:

Y

e & &

inversion real:

|
PR I
0 ¥4 4 et
o 4@ F'# q
Nota. En la imagen se muestra un compas o frase antes y después de que se le aplique una

inversion real (reflejar las notas respecto a la tonica como eje de reflexion horizontal), tomado de
Gonzaéles (20006).

Como se observa, en la frase de «inversion real» las notas se reflejan respecto a la primera
nota que es do. La segunda (mi) estaba cuatro semitonos arriba de do, entonces baja lo mismo
respecto a do quedando en sol#. La tercera (sol) estaba siete semitonos arriba de do, entonces baja
lo mismo quedando en fa. La cuarta (fa) estaba cinco semitonos arriba de do, entonces baja lo
mismo quedando en sol. Asi sucesivamente, hasta la sexta nota (si) que estaba medio semitono
debajo de do, entonces sube medio semitono respecto a do y queda do#. Como la ltima nota es
do y la distancia de do respecto do es cero semitonos entonces la nota de esa posicion sigue siendo
do.

A partir de esto, se define la funcidn inversion real (Inr), siendo P la partitura original.
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e Inversionreal: Ing:P — Ing(P) € O XA XD

(a,b,c), a=1
(a,b,c) » {(a,|bt —b|+btc), a=1Ab>b b! altura de la primera nota.
(a,b* — |b* = b|,c), a#1AbL<b

Para las transformaciones posteriores introduce la siguiente notacién que genera un
cambio en la terna, especialmente en el componente de la altura (b):
do do# re re# mi fa fa#t sol sol# la la# si
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
(a,bg,c),1<K<12,K€EZ K tonica o altura de la primera nota.

Por su parte, pasar de modo mayor a menor implica cambiar el caracter de una pieza o
fragmento musical, de un sonido alegre, brillante y estable —tipico del modo mayor— a uno
mas melancoélico, oscuro o introspectivo, caracteristico del modo menor. En ese sentido, se pasa
de un modo con la estructura Tono—Tono—Semitono—Tono—Tono—Tono—Semitono que se utiliza
para construir las denominadas escalas mayores, a uno con la estructura Tono—Semitono—Tono—
Tono—Semitono—Tono—Tono, empleado para construir las llamadas escalas menores naturales. A
continuacion, se presenta un ejemplo (Figura 17) de como se transforma una escala, bajo esta
operacion. Posteriormente, se introduce la funcion modo mayor a menor (Man,).

Figura 17
Ejemplo pasar de modo mayor a modo menor

Fase inicial (modo mayor): do-re-mi-fa-sol-la-si-do
Modo menor: do-re-re#-fa-sol-sol#-la#-do

Nota. En la imagen se muestra una escala antes y después de que se le aplique un cambio de
modo de mayor a menor.

Como se muestra en la Figura 13, en la fase inicial es el modo mayor de do, de manera
que entre do y re hay un tono; entre re y mi hay un tono; entre mi y fa hay un semitono; entre fa

y sol un tono; entre sol y la, un tono; entre la y si, un tono y entre si y do, otro semitono. Pero
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después de pasar a modo menor de do, entre do y re hay un tono; entre re y re# hay un semitono;
entre re# y fa hay un tono; entre fa y sol, un tono; entre sol y sol#, un semitono; entre sol# y la#,
un tono y entre la# y do, otro tono.
e Modo mayor a menor: Man: P = Ma,(P) € OXAXD
(a,bg,c) » (a, by —1,c)talqueby =K+4+12poby =K +9+ 12ppara 0 <

p<7,plaoctavadelanotay1 < K <12

La séptima transformacion es pasar de modo menor a mayor. Esto implica el proceso
inverso al anterior. En ese sentido, se pasa de un modo con la estructura Tono—Semitono—Tono—
Tono—Semitono—Tono—Tono a uno con la estructura Tono—Tono—Semitono—Tono—Tono—Tono—
Semitono. A continuacion, se presenta un ejemplo de como se transforma una escala bajo esta
operacion (Figura 18). Posteriormente, se introduce la funcion modo menor a mayor (Mewm).

Figura 18
Ejemplo pasar de menor a modo mayor

Fase inicial (modo menor): re-mi-fa-sol-la-la#-do-re
Modo mayor: re-mi-fa#-sol-la-si-do#-re

Nota. En la imagen se muestra una escala antes y después de que se le aplique un cambio de
modo de menor a mayor.

Como se muestra en la Figura 18, en la fase inicial es el modo menor de re, de manera
que entre re y mi hay un tono; entre mi y fa hay un semitono; entre fa y sol hay un tono; entre sol
y la hay un tono; entre la y la#, un semitono; entre la# y do hay un tono y entre do y re, otro tono.
Pero después de pasar al modo mayor de re, entre re y mi hay un tono; entre mi y fa# hay un
tono; entre fa# y sol hay un semitono; entre sol y la, un tono; entre la y si, un tono; entre si 'y do#,
un tono y entre do# y re, otro semitono.

e Modo menor a mayor: Mem: P = Mey: (P) € O XA XD

(a,bg,c) » (a,bgx +1,c)
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Talqueby = K+3+12poby =K+8+12ppara0 <p<7y1<K<12,K €
N
3.1.8 Escalas musicales y aritmética modular
Segun Pardo (2004), en el sistema musical occidental una octava se divide en 12
semitonos, formando un ciclo en el que las notas se repiten. Esto permite asociar las notas con

los nimeros del 0 al 11, trabajando con el conjunto Z,, = {0, 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9,10, 11}, asi:

o do=0
. do# =1
. re =2
o re# =3
o mi=4
. fa=35
o fa#t =6
o sol =7
o sol# =8
o la=9
o la# =10
o si=11

En este sentido se simplifica la comprension de intervalos musicales. Si subimos un
intervalo de 7 semitonos desde do (0), llegamos a sol (7). Si repetimos este salto desde sol,
alcanzamos re (2). Si se analiza desde la aritmética modular, se podria pensar como 7 + 7 =

2mod(12).
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Las escalas musicales se construyen siguiendo patrones definidos de intervalos entre
notas. Por ejemplo, la escala mayor utiliza la secuencia de tonos y semitonos:
0,2,4,5,7,9,11,0 (mod 12). Este patron genera las notas de la escala mayor de do: do, re, mi,
fa, sol, la, si, do. El uso de la aritmética modular permite visualizar las escalas como un ciclo, en
el que las notas estan organizadas de manera repetitiva y estructurada, lo que es clave para
entender su simetria y armonia (Miranda, 2009).

Por su parte, Fernandez (2017) comenta que una de las ventajas de usar la aritmética
modular es que facilita las transposiciones. Para trasladar una escala a otra tonalidad, basta sumar
un nimero fijo a todas las notas, respetando la operacion modulo 12. Por ejemplo, al transponer
la escala mayor de do (+5 semitonos), obtenemos la escala mayor de Sol: (0 + 5, 2+ 5, 4 +
5 5+57+59+5, 11+ 5)mod(12) =5, 7, 9, 10, 0, 2, 4. Esto demuestra como la
matematica modular se integra de manera intuitiva al analisis y la composicion musical.

Todo lo anterior partiendo de la escala cromadtica; sin embargo, también funciona con la
escala diatonica. Puesto que Miranda (2009) afirma que la escala diatonica, base de la musica
tonal, consta de siete notas diferentes dentro de una octava, organizadas segiin patrones de tonos
y semitonos. Por ejemplo, en la escala mayor de do, las notas son: do, re, mi, fa, sol, la, si. En
términos numéricos, estas notas pueden representarse como numeros en Z, = {0,1, 2, 3,4, 5, 6},
asignando el 0 a do, el 1 a re, y asi sucesivamente. Como el sistema opera de manera ciclica, la
siguiente octava comienza de nuevo en 0 (do).

3.1.9 Ritmos euclidianos

La relacion llamada «ritmos euclidianos» se centra en la creacion de patrones ritmicos

mediante el maximo comun divisor (MCD). Utilizando el algoritmo de Euclides, los estudiantes

aprenden a calcular el MCD y como este se aplica en la musica (Pérez, 2020). El algoritmo de
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Bjorklund, que se inspira en los patrones de Euclides, fue desarrollado por Godfried Toussaint
(1944 —2019), logrando distribuir eventos (como golpes de percusion) de manera equitativa en
una secuencia dada. En musica, se utiliza para crear patrones ritmicos ciclicos que pueden
adaptarse a diferentes compases y estructuras, siendo especialmente relevante en musicas con
raices tradicionales o en géneros que exploran polirritmias y secuencias complejas (Toussaint,
2005).

Ejemplos como el tresillo!! y el cinquillo'? demuestran como se han utilizado patrones
ritmicos a lo largo de la historia musical.
3.1.10 Sucesion de Fibonacciy razon durea

La sucesion de Fibonacci y la razon durea son conceptos matematicos que han capturado
la atencion de compositores a lo largo de la historia. La sucesion aparece en la musica de
compositores como Béla Bartok (1881-1945) y Ludwig van Beethoven (1770-1827). En la obra
«Musica para cuerdas, percusion y celesta» de Bartok, se observa una estructura que refleja la
proporcion aurea. El primer movimiento, con 88 compases, esta organizado en secciones que
culminan en un climax en el compas 56, y concluye 34 compases después, sugiriendo una
relacion con la proporcion aurea (Gonzéles, 2006).

Enstitiisii (2020) habla de otros casos, como en los preludios de Frédéric Chopin (1810-
1849), en los que se han identificado momentos culminantes que coinciden con estas
proporciones. Sin embargo, es importante mencionar que, aunque algunos compositores han
utilizado intencionadamente estas estructuras, muchas relaciones son a menudo circunstanciales
y no necesariamente planificadas. A continuacion, se presentan enlaces para escuchar obras

relacionadas con la sucesion de Fibonacci (Figura 19 y Figura 21):

' Es un grupo de tres notas tocadas en el tiempo de dos.
12 Es un grupo de cinco notas ejecutadas en el tiempo de cuatro o de dos.



Figura 19
Ejemplo sucesion de Fibonacci 1

Musik Fiir Saiteninstrumente,
Schlagzeug und Celesta cin 4 satzen)
Musique pour instruments a cordes,

percussion et célesta (en 4 parties)

TI. 5 .

Andanls‘ tranquillo, & ea 116112 Béla Bartok

1-2-Violefm¥m Hioator e 25
vp

giﬁ :ﬁgﬁ:"fiﬁyg - EED

Nota. En la imagen se ve un fragmento de partitura y en ella
se encuentra un vinculo a un video relacionado a la sucesion
de Fibonacci.

https://www.youtube.com/watch?v=0QFEIT9KD4uX8 .

Figura 21
Ejemplo sucesion de Fibonacci 2

Nota. En la imagen se ven unas manos tocando piano y en ella
encuentra un vinculo a un video relacionado a la sucesion de
Fibonacci. https://www.youtube.com/watch?v=CU9Rg19i7Do
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Figura 20
OR Ejemplo sucesion de
Fibonacci 1

Nota. La imagen muestra
un codigo QR que dirige a
un video relacionado a la
sucesion de Fibonacci con
la partitura de fondo.

Figura 22
OR Ejemplo sucesion de
Fibonacci 2

Nota. La imagen muestra
un codigo QR que dirige a
un video de alguien
tocando una pieza musical
relacionada a la sucesion
de Fibonacci.

En resumen, la conexidn entre musica y matematicas ha sido una fuente de creatividad

para los compositores a lo largo del tiempo. Desde Pitagoras, experimentando con el monocordio

y descubriendo relaciones numéricas en las notas, hasta Mozart y su Juego de Dados, en las

cuales el azar y las combinaciones matematicas crean nuevas piezas. En cada época, estos


https://www.youtube.com/watch?v=QElT9KD4uX8
https://www.youtube.com/watch?v=CU9RgI9j7Do
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personajes han explorado como los nimeros pueden darle estructura y variedad a la musica.
Luego, con ideas como el dodecafonismo de Schoenberg y la musica estocastica de Xenakis, se
ve como las matematicas abren la puerta a nuevos sonidos y enfoques en la composicion. Y al
hablar de musica fractal o la proporcion aurea en obras como las de Bartok, se nota como los
patrones y secuencias matematicas crean piezas con una coherencia y belleza propias. Todo esto
muestra que los nimeros no solo estan en las formulas, sino también en las melodias y ritmos
que se escuchan, uniendo de una forma divertida y creativa el mundo de las matematicas y el
arte.

A continuacion, como parte de este marco de referencia, se presentan elementos para
conceptualizar lo que se entendera en este trabajo de grado por tarea con sentido profesional para

la formacion de profesores de matematicas.

3.2 Tareas con sentido profesional

Una tarea con sentido profesional en la formacion inicial de profesores de matematicas se
entenderd como una demanda estructurada que ofrece oportunidades de aprendizaje significativo
al integrar conocimientos matematicos y didacticos con la practica docente. Su proposito es
desarrollar competencias profesionales fundamentadas en la investigacion en Educacion
Matematica y en experiencias auténticas de ensefianza (Rendon et al., 2023; Mora et al., 2023).
Estas tareas articulan teoria e investigacion con la practica, permitiendo que los futuros
profesores comprendan y apliquen el conocimiento matematico para la ensefianza en contextos
reales. Ademas, abordan problematicas auténticas de la ensefianza de las matematicas,
facilitando experiencias cercanas a la realidad escolar (Morales y Rendén, 2023).

Asimismo, este tipo de tareas fomentan la reflexion y el desarrollo profesional al

promover la construccion del conocimiento a partir del andlisis de la practica, el trabajo
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colaborativo y la exploracion de diversas estrategias didacticas; también incentivan la
exploracion de multiples enfoques y soluciones, permitiendo que los futuros profesores
reconozcan y valoren diferentes formas de abordar el aprendizaje matematico (Rendon et al.,
2023). Un aspecto central de estas tareas es el desarrollo de la competencia docente «mirar
profesionalmente» la ensefianza, que implica analizar situaciones de aula, identificar evidencias
del aprendizaje y tomar decisiones pedagogicas fundamentadas.

Para su desarrollo, las tareas con sentido profesional siguen una metodologia estructurada
en seis fases: inicial, individual, grupal, tedrica, de reajuste e institucional (Mora et al., 2023). En
la fase inicial se plantea la situacion de ensefianza y se establece el problema o contexto
matematico que guiard la tarea. Luego, en la fase individual, cada participante analiza la
situacion a partir de preguntas dirigidas que le permitan relacionarla con el conocimiento
matematico para la ensefianza. Posteriormente, en la fase grupal, se fomenta la discusion
colectiva sobre el andlisis individual, favoreciendo el intercambio de ideas y estrategias. La fase
tedrica consiste en la revision de resultados (parciales o totales) asociados a investigaciones en
Educacion Matematica relacionadas con la tarea, lo que permite ampliar la comprension del
problema a partir de fundamentos teoricos. En la fase de reajuste se contrastan las reflexiones
individuales y grupales con los hallazgos tedricos, ajustando y profundizando el anélisis de la
tarea. Finalmente, en la fase institucional, se sistematizan los aprendizajes obtenidos, integrando
los conocimientos adquiridos en la practica docente.

Cabe aclarar que en este trabajo de grado se realizan ajustes a esta propuesta original. En
primer lugar, no se incluye una fase inicial diferenciada, sino que esta se articula directamente
con la fase individual. Ademas, la fase tedrica no contempla la revision de documentos de

investigacion en Educacion Matematica, sino que se orienta a la profundizacion de conceptos
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matematico-musicales. Por ultimo, el propdsito de las tareas disefiadas en esta investigacion no
es necesariamente didéctico, sino que se centran en la ensefianza de contenidos que articulan la

matematica con la musica.

3.3 Aspectos curriculares

El documento titulado «Estandares Bésicos de Competencias en Matematicas» del MEN
de Colombia (2006) establece un marco orientador para la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas en los niveles de educacion basica y media. A lo largo del texto, se enfatiza que los
estandares son herramientas para mejorar la calidad educativa, pues definen los aprendizajes
esenciales que todos los estudiantes deben alcanzar, sin importar la region o institucion educativa
a la que pertenezcan del pais. No constituyen un curriculo rigido, sino que ofrece un referente
comun que respeta la autonomia escolar y busca fomentar procesos pedagogicos flexibles y
contextualizados.

Los estandares estan organizados de manera progresiva y articulada desde primero hasta
undécimo grado y se presentan estructurados en torno a cinco conocimientos basicos:
pensamiento numérico y sistemas numéricos, pensamiento espacial y sistemas geométricos,
pensamiento métrico y sistemas de medidas, pensamiento aleatorio y sistemas de datos y
pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analiticos. Cada uno de estos pensamientos
representa un eje clave del desarrollo del razonamiento matematico y de la aplicacion de
conocimientos en contextos reales. Ademads, se promueve que el estudiante no solo adquiera
procedimientos y férmulas, sino que también comprenda, argumente, comunique y conecte
conceptos matematicos con su entorno, desarrollando una competencia matematica integral.

En suma, el documento no solo presenta qué competencias deben desarrollar los

estudiantes, sino que también sugiere como estas pueden lograrse dentro de una perspectiva
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critica y participativa, subrayando el papel del profesor como mediador y del estudiante como
constructor de sentido. En palabras del MEN (2006) «...los estandares no pretenden uniformar la
ensefanza, sino garantizar el derecho de todos los estudiantes a una educacion de calidad, que les
permita desarrollar su pensamiento matematico y participar de manera competente en la sociedad
actualy.

Aunque las tareas disefiadas en este trabajo estan dirigidas a profesores en formacion, se
toman en cuenta los estandares escolares porque ellos permiten proyectar la ensefianza desde una
mirada situada en la realidad educativa del pais. La formacioén docente no puede desligarse de los
referentes oficiales que guian el trabajo pedagogico en el aula escolar. Por tanto, considerar los
estandares no solo posibilita que el futuro profesor tenga claridad sobre los aprendizajes
esperados en sus estudiantes, sino que también favorece una reflexion critica sobre como ensefiar

esos contenidos de forma contextualizada, creativa y pertinente.
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4 Aspectos metodologicos

Este apartado tiene como finalidad presentar de manera general la metodologia que
orient6 el desarrollo del trabajo. Para ello, se describe el tipo de indagacion que se llevé a cabo y
las razones por las cuales se considerd adecuado para el propdsito del estudio. No se busca aqui
profundizar en aspectos tedricos o técnicos, sino mas bien ofrecer una caracterizacion breve que
permita entender el enfoque asumido y que sirva como sustento para los planteamientos

desarrollados posteriormente.

4.1 Investigacion cualitativa

El presente trabajo se enmarca en el enfoque cualitativo de investigacion educativa, ya
que busca comprender como los futuros profesores de matematicas se relacionan con una
propuesta didactica interdisciplinar entre musica y matematicas. No se pretende generalizar
resultados ni medir variables cuantificables, sino interpretar experiencias, significados y
transformaciones en las practicas de ensefianza que surgen a partir de una tarea innovadora.

Segtin Hernandez et al. (2014), la investigacion cualitativa se caracteriza por centrarse en
«la comprension de los fendmenos en su contexto natural y desde la perspectiva de los
participantes» (p. 364), lo cual resulta coherente con el proposito de este estudio, que busca
explorar nuevas formas de ensefiar combinatoria a partir de una mirada critica, reflexiva 'y
contextualizada.

En este sentido, se opta por una metodologia cualitativa, de corte exploratorio, que
permite abrir nuevas preguntas sobre la formacion docente, el papel de la creatividad en la
ensefanza de las matematicas y la potencialidad de la musica como recurso pedagdgico

interdisciplinar.
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4.2 Descripcion de los momentos o fases del trabajo
4.2.1 Fase I: arqueo de fuentes

En principio se determiné que la busqueda de informacién primaria debia ser sobre las
relaciones entre musica y matematicas. Para ello, se adelantd una revision documental en la que
se consultaron diversos repositorios de universidades (como la Universidad del Valle, la
Universidad Nacional y la Universidad Pedagogica Nacional) y en bases de datos como Springer,
Google Scholar, Dialnet, JStor, entre otras. Como resultado de esta busqueda se encontraron 25
articulos de revista, cinco libros o capitulos de libros, 10 tesis (cinco de pregrado, cuatro de
maestria, una de doctorado), una revista y una pagina web. Un segundo paso fue obtener la
informacion en formatos electronico. Se podria decir que este fue un primer filtro ya que la
informacion debia ser de facil acceso.
4.2.2 Fase 2: revision

Una vez obtenidos los archivos en formato electrdnico, se procedio a tomar aquellos que
mas pudiesen aportar a la elaboracion de este trabajo. Para ello, se analizaron los datos de
publicacion, bibliografia, tabla de contenido, resumen, palabras claves y las conclusiones de los
documentos adquiridos, los cuales proporcionaron una idea de los temas incluidos en dichas
obras. Los criterios de exclusion que se aplicaron a las fuentes fueron:

1. Deben ser validos académicamente (tener referentes teoricos).
ii.  Deben ser relativamente vigentes (publicados de 2000 en adelante).
iii.  Debe tratar relaciones que implique topicos matematicos no tan complejos,
considerando que las tareas seran para la formacion de profesores de matematicas

escolares.
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Después de ese proceso de seleccion el numero de fuentes se redujo sustancialmente; solo

quedaron las siguientes referencias (Tabla 4):

Tabla 4
Referentes seleccionados
Tipode Autor Aiio Titulo de la fuente
fuente (es)
Tesis  Gonzalez 2006 Las matematicas como una herramienta para la composicién
musical
Pérez 2020 Trabajo fin de méster: matematicas y musica
Fonseca 2021 La composicion algoritmica y su aplicacion en la generacion de
timbres, reverberacion y espacializacion.
Articulo  Liern 2008 La Musica y el nimero siete. Historia de una relacion
controvertida
Pastor 2008 Matematicas en la musica

Yore 2020  [Investigation of applications of Fibonacci sequence and golden

ratio in music

Aguado 2023  Sistemas de afinacion en musica desde el punto de vista de las

y Rivas matematicas

Lugos 2023 Sobre la matematica de los compases musicales y su relacion con

la geometria

Tomasini 2007 El fundamento matematico de la escala musical y sus raices

pitagoricas

Nota. En la tabla se muestran los referentes de relaciones entre muiisica y matematicas que se
escogieron como punto de partida para el trabajo de grado.

4.2.3 Fase 3: cotejo

Se estudiaron las relaciones que cada referente establece entre la musica y las
matematicas. Las fuentes resefiadas en la Tabla 5 fueron examinadas con el proposito de
compararlas y contrastarlas entre ellas, lo que permitio identificar, por una parte, distintos

enfoques tedricos que sustentan ciertas relaciones, y por otra, una serie de objetos matematicos
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comunes que atraviesan las diversas propuestas y que podrian servir para el posterior disefio de
las tareas.

Cabe aclarar que no todos los referentes seleccionados en la fase anterior estan presentes
en la tabla, ya que algunos de ellos contenian relaciones en comun con los aqui incluidos, pero
abordadas de manera menos especifica o con menor profundidad respecto al objeto de estudio de

este trabajo.

Tabla 5
Clasificacion referentes
Autor Objeto musical Objetos matematicos
Gonzales Monocordio y escalas (Pitdgoras) e Razones
(2006) e Proporciones
Juego de dados y composicion aleatoria e Probabilidad
(Mozart) e Combinatoria

o Espacio muestral

o Distribucion de probabilidad

Atonalidad y dodecafonismo (Schonberg) e Permutaciones
¢ Combinaciones
e Grupos en teoria de
conjuntos

e Aritmética modular

Musica estocastica (Xenakis) e Probabilidad
e Combinatoria
e Espacio muestral

¢ Distribucion de probabilidad

Musica fractal e Patrones
e Simetrias
e Autosimilitud
e Proporciones
e Secuencias

e Series




Transformaciones en el plano

Reinterpretacion de transformaciones de
composiciones musicales (transportar, octavar,
retrogradar, inversiones tonales, reales,

cambiar modo y tono)

Transformaciones en plano
Funciones

Composicion de funciones
Cambios de representacion

de funciones

Enstitiisii Belleza en la estructura de algunas e Sucesion de Fibonacci
(2020) composiciones musicales e Razon Aurea
Miranda Escalas musicales e Aritmética modular
(2009) e Bases numéricas
e Divisibilidad
Pérez  Transformaciones de composiciones musicales e Transformaciones en el plano
(2020) (transportar, octavar, retrogradar, inversiones

tonales y reales)

Ritmos Euclidianos

Combinaciones
Permutaciones
Grafos
Congruencias
Patrones

Maximo comun divisor

Nota. En la tabla se muestran como se organizaron los referentes seleccionados para analizar

conexiones.

La Tabla 5 muestra como se pueden relacionar ideas de la musica con temas de
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matematicas. Al revisar las propuestas, se notd que varios conceptos matematicos se repiten, lo

que indicaba que podian ser especialmente Utiles es la elaboracion de las tareas. Por ejemplo, el

tema de las proporciones aparece en varias partes, como en el uso del monocordio pitagorico y

en la musica fractal. Esto tiene que ver con como se organizan los sonidos en diferentes escalas o

estructuras.
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También se repiten ideas como el azar y las posibilidades de combinacion, que se usan en
composiciones aleatorias y en la musica estocastica. Estos conceptos permiten jugar con lo
impredecible dentro de una obra musical.

Otro punto importante son las transformaciones, como la rotacion o reflexion, que ayudan
a entender como se pueden modificar ciertas partes de una melodia o patron musical
manteniendo cierta logica.

Ademas, la aritmética modular, que tiene que ver con contar en ciclos, aparece en
propuestas como el dodecafonismo y el estudio de escalas.

4.2.4 Fase 4: delimitacion de las tareas

Con el fin de construir adecuadamente las tareas, se realizo una revision de lo que se
entiende por una tarea con sentido profesional, tomando como base tres documentos de
profesores de la Universidad Pedagdgica Nacional. Estos sirvieron como referentes para elaborar
una definicion. No obstante, la definicion propuesta en dichos documentos no se ajustaba
completamente a los propositos de este trabajo, ya que pone un énfasis particular en los aspectos
pedagbgicos y curriculares, los cuales no son centrales en este caso. Por ello, como se menciond
antes, fue necesario modificar y acotar la definicion original, adaptandola al enfoque especifico
del trabajo. El resultado fue una versidon mas acorde con los objetivos planteados, que se
presentan a continuacion.

Una tarea con sentido es una actividad estructurada que parte de una situacion concreta
vinculada a la ensefianza de las matematicas, y que plantea un desafio auténtico que exige
andlisis, interpretacion y toma de decisiones fundamentadas. Estas tareas conectan el
conocimiento matematico con experiencias reales del ambito educativo, favoreciendo la

reflexion critica, el trabajo colaborativo y la construccion de criterios profesionales. Su
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desarrollo se organiza en una secuencia de fases articuladas: en la fase individual, cada
participante analiza la situacion desde sus propias interpretaciones y saberes. En la fase grupal se
promueve el intercambio de ideas para enriquecer las perspectivas iniciales mediante el didlogo y
la argumentacion. La fase de reajuste permite confrontar y reorganizar las ideas a la luz de las
discusiones previas y los aportes tedricos especificos, generando una comprension mas profunda.
Finalmente, en la fase de institucionalizacion, se sistematizan los aprendizajes construidos y se
elaboran productos que integran los distintos niveles de analisis abordados. En conjunto, estas
tareas permiten desarrollar procesos de indagacion, andlisis critico y toma de decisiones
contextualizadas, contribuyendo a la formacion profesional desde una perspectiva situada y
reflexiva.
4.2.5 Fase 5: diseiio de tareas

Siguiendo la definicion modificada de tarea con sentido profesional y tomando como
base las relaciones mas comunes y recurrentes identificadas en la Tabla 5, se construyeron tres

tareas que se presentan a continuacion.

Tarea 1. Perspectivas sobre la enseitanza de la aritmética modular.

Presentacion.

Esta tarea tiene como proposito principal promover una reflexion tedrico-critica sobre la
ensefanza de la aritmética modular a través del reconocimiento de una posible relacion entre este
concepto matematico y un tipo de escala musical: la diatonica. Se busca que los futuros
profesores de matematicas puedan identificar nuevas formas de abordar la aritmética modular
desde una perspectiva no convencional, integrando elementos musicales que permitan
resignificar su ensefianza. A partir del anélisis de una experiencia personal de aprendizaje y del
estudio de las estructuras de escalas musicales en relacion con la aritmética modular, se espera

que los estudiantes:
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e Examinen su experiencia personal aprendiendo el concepto de aritmética modular o
teoria de congruencias, reconociendo aciertos, dificultades y posibles aprendizajes.
e Analicen la estructura de las escalas diatonicas y evaltien como estas pueden
modelarse mediante operaciones en modulo 12.
e Disefien y argumenten estrategias para ensefiar aritmética modular integrando
elementos musicales como herramienta de representacion matematica.
e Reflexionen sobre la practica docente, contrastando una propuesta personal con otra
basada en la relacion entre musica y matematicas.
La tarea se organiza en distintas fases que combinan el trabajo individual, la discusion
grupal y la socializacion, con el fin de favorecer un aprendizaje critico, colaborativo y
significativo. A continuacion, se describen las fases que componen la tarea.
Fase individual
El formador planteara distintas preguntas relacionadas con las experiencias de
aprendizaje de los estudiantes sobre la aritmética modular. Especificamente, se les pedira a los

futuros profesores lo siguiente:

Responda las siguientes preguntas de forma escrita e individual en los espacios
designados:

1. Bajo la mirada que tiene hoy, como futuro educador matematico, ¢qué
experiencias recuerda cuando aprendio por primera vez sobre aritmética modular o
teoria de congruencias? Describa la situacién, el contexto y qué elementos
facilitaron o dificultaron su comprensién.

2. ¢Considera que la forma en que aprendié este concepto fue adecuada para lograr

una comprensién profunda?, ¢ por qué si o por qué no?
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3. ¢Cree usted que seria pertinente que se ensefien elementos de la aritmética
modular en la escuela?, de ser asi, ¢ cuales? Argumente su respuesta.

4. Situviera la oportunidad de ensefiar asuntos de aritmética modular en un contexto
escolar, ;como lo haria? ;qué aspectos de su experiencia conservaria y cuales

cambiaria?

Se espera que, desde la perspectiva como futuro educador matematico, el estudiante
pueda identificar y describir experiencias significativas relacionadas con su primer encuentro con
la aritmética modular o la teoria de congruencias. Esto incluye el contexto en el que se abordo
(secundaria, universidad, cursos extracurriculares), las estrategias didacticas utilizadas, y los
factores que facilitaron o dificultaron su comprension, como el uso (o ausencia) de ejemplos
concretos, contextos significativos o explicaciones claras.

En cuanto a la forma en que aprendi6 este concepto, se espera que evalue criticamente si
los métodos empleados promovieron una comprension profunda o si, por el contrario, se
limitaron a una ensefianza mecéanica. De esta manera, se busca que reconozca la importancia de
abordar estos contenidos desde una perspectiva comprensiva y no meramente técnica.

Respecto a la ensefianza en la escuela, se espera que argumente si considera pertinente
incluir elementos de la aritmética modular —por ejemplo, nociones basicas de congruencia,
residuos o aplicaciones cotidianas como relojes o ciclos— y que justifique su respuesta en
términos del valor formativo, la conexion con otros saberes o su potencial para desarrollar
pensamiento algebraico.

Finalmente, si tuviera la posibilidad de ensefar estos contenidos, se espera que proponga
una estrategia didactica basada en su propia experiencia: conservando aquellos aspectos que
facilitaron su comprension (como el uso de representaciones visuales o problemas

contextualizados) y modificando aquellos que resultaron confusos o abstractos. En este punto,
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deberia emerger una postura reflexiva sobre su propio aprendizaje y una proyeccion de como
este puede ser transformado en una ensefianza mas significativa para sus futuros estudiantes.

Estas preguntas tienen como proposito generar una reflexion en torno a las formas en que
se ha ensefiado la aritmética modular y como dicha experiencia podria incidir en la futura
practica docente de los participantes. Se espera que los futuros profesores examinen criticamente
sus experiencias sobre este concepto, tomando como punto de partida tanto su formacion
matematica actual como sus conocimientos en didactica de las matemadticas.

Aunque la aritmética modular no hace parte explicita del curriculo de matematicas
escolares, se considera pertinente incluir este tema en la formacion de profesores, ya que permite
explorar conexiones profundas entre estructuras matematicas abstractas y su potencial didactico.
En particular, la aritmética modular ofrece oportunidades para pensar en nuevas formas de
representar, comunicar y contextualizar ideas matematicas, lo que resulta clave para enriquecer
la mirada pedagodgica de los futuros docentes.

Cabe aclarar que esta tarea solo tiene sentido con profesores en formacion que ya hayan
cursado previamente asignaturas como Teoria de Nimeros o Aritmética Modular, ya que se parte
del supuesto de un conocimiento previo que facilite ir més all4 de lo procedimental y abrir
espacios de reflexion conceptual y didactica.

El objetivo es que los futuros profesores puedan reconocer aciertos, asi como identificar
limitaciones o aspectos mejorables de la experiencia vivida con el aprendizaje de la aritmética
modular. Este ejercicio busca motivar a los participantes a pensar en estrategias didacticas que
promuevan una comprension mas profunda y significativa del concepto.

Se prevé que esta fase tenga una duracion aproximada de 20 minutos.
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Fase grupal

El formador organizara a los estudiantes por parejas y les pedira socializar las respuestas
generadas durante la fase individual, haciendo especial énfasis en la cuarta pregunta. Esta
socializacion busca propiciar un intercambio de perspectivas que enriquezca la reflexion
personal, a partir de los distintos enfoques y experiencias vividas, cuestionen y analicen el valor
de esas estrategias didacticas, considerando su potencial para enriquecer la ensefianza y generar
aprendizajes. Este espacio de analisis y argumentacion esta disefiado para que los estudiantes
exploren nuevas formas de concebir y planificar sus futuras clases.

Se estima que esta actividad tenga una duracion aproximada de 20 minutos.

Fase teorica

El formador entregaré a cada grupo un documento que trata sobre contextualizacion de
las matemadticas y la escala diatonica (aparece a continuacion o Anexo A). Se les pedird a los
estudiantes que registren en sus apuntes los aspectos que consideren mas relevantes de la lectura,
ya que esto servira como base para la actividad que sigue. Ademas, con el fin de comprender
mejor el funcionamiento del tipo de escala musical asignado, deberan cambiar la tonica de una
escala y explorar como suena a través del uso de un sintetizador virtual

(https://www.apronus.com/teclado-pianovirtual.online/).

Contextualizacion de las matematicas y escala diatonica

En la actualidad, cada vez resulta mas evidente la necesidad de repensar la
ensefanza de las matematicas desde una perspectiva mas cercana a la realidad del
estudiante mostrando una aplicabilidad. En este sentido Villadiego (2024) comenta lo
siguiente:

El aprendizaje de situaciones contextualizadas guarda una estrecha relacion

con la comprension que los estudiantes tienen sobre las ideas que rodean sus
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propias concepciones y el caso de estudio. En este sentido, las matematicas
se benefician al explorar numerosas situaciones del entorno estudiantil y
docente, permitiendo abordar teorias y teoremas desde una perspectiva
centrada en casos y representaciones que fusionan los numeros con las
intenciones del observador. Con el propésito de fomentar la creatividad de
los estudiantes, resulta esencial que las clases incorporen situaciones de la
realidad en sus planes y curriculos. De acuerdo con los estudios de Miranda
y Mamede (2022), las dificultades comunes que los estudiantes enfrentan
suelen atribuirse a la incapacidad de interpretar adecuadamente el contexto
de la problematica que necesitan investigar. [...] En consecuencia, la clase
de matematicas se convierte en una construccion de realidades a partir de
hechos que se resumen en situaciones desafiantes que requieren un
pensamiento reflexivo para encontrar soluciones. Es fundamental que los
estudiantes comprendan las representaciones presentadas por el docente para
lograrlo. [...] Considerando que la contextualizacion de situaciones medibles
en matematicas motiva al estudiante a encontrar sentido en su estudio, como
se destaca en la investigacion de Pérez y Palacio (2022), resulta esencial
comprender la intrinseca relacion entre el pensamiento matematico y la
organizacion de ideas. En este sentido, el pensamiento algoritmico
desempefia un papel crucial al representar situaciones del contexto. La
estrategia de ensefianza debe proporcionar una estructura clara y fomentar el
desarrollo de habilidades de pensamiento. Asimismo, Tupouniua (2023)
enfatiza la importancia de generar discusiones contextuales que permitan a
los estudiantes utilizar interpretaciones mediante algoritmos matematicos,
comprender sus acciones, proponer soluciones y analizar posibles errores
para corregir enfoques. En consecuencia, los docentes que planifican clases
de matematicas con una integracion contextual necesitan estimular su
creatividad para concebir situaciones que fomenten una interpretacion
matematica mas efectiva. (p. 52)

En ese sentido se habla de la escala diatonica para considerar su pertinencia como

método de contextualizacion para introducir la aritmética modular.
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Escala diatonica

Una escala es una serie de sonidos organizados en un orden especifico. En la

musica occidental hay un sistema que tiene 12 sonidos distintos y las escalas se construyen

eligiendo algunos de esos sonidos y poniéndolos en un patron repetitivo. Estos patrones se

usan para crear canciones, melodias o acompafiamientos. Una escala diatonica es un tipo

muy comun de escala que tiene siete sonidos diferentes antes de volver a repetirse. La mas

conocida es la escala de do mayor, que es: do — re — mi — fa — sol — la — si.

¢ Como cambiar la tonica de una la escala diatonica en un piano?

La ténica es la nota por la que empieza una escala, y que le da su nombre. Por

ejemplo, en la escala de do mayor la ténica es do.

1.

2
3.
4

Reconocer la tonica y las notas de la escala inicial.
Elegir la nueva tonica (nota base) deseada.

Contar las teclas entre la tonica inicial y la nueva ténica.

Moverse respecto a cada nota de la escala la misma cantidad de teclas que hay entre

la tonica original y la nueva ténica, procurando moverse hacia el mismo lado del

teclado.

Ejemplo:

Partiendo de la escala la — si — do — re — mi — fa# — sol, marcamos con asteriscos las

teclas que representan las notas de nuestra escala, asi:

fai @sol# dot |l res fas dot |l re$
solb | lab reb @ mib solb reb [l mib

do re mi fa sol la | si do re mi fa sol la si do re mi

Para cambiar la tonica a do, contamos las teclas entre la y do.

do# fa$ dof | red dof | re#
reb solb reb @ mib reb @ mib

b N wk
h | 4

do re mi fa sol la si do re mi fa sol la si do re mi

fas
solb

fa sol la @ si

fa
solb

fa sol la @ si
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Como nos corrimos tres teclas a la derecha, entones debemos desplazanos tres teclas a la

dot P fa$ ) / dos @ red
reb solb ; reb [l mib

derecha por cada nota inicial, asi:
A% 4

dot @ reé
reb @ mib

do re mi fa sol la si do re mi fa sol la si do re mi fa sol la si

do# |l re# fa# dot @ re
reb [l mib solb reb @ mib

Quedandonos asi:

do#
reb

fas @sol#
solb|l lab

re
mib

do re mi fa sol la si do re mi fa sol la si do re mi fa sol la si

Al traducir esos resultados obtenemos la siguiente escala:
do —re — re# — fa — sol — la — la#, que conserva exactamente la misma estructura que la

original. A continuacion, una imagen de como se puede ver mas claramente:

Tu turno:

A la escala, re — mi — fa — sol — la — si — do — re, cambiale la tonica, después

interprétala y grabala en el sintetizador (https://www.apronus.com/teclado-

pianovirtual.online/) para que posteriormente lo puedas escuchar.

Con esto presente, se le solicita a cada grupo que:

Lean el documento asignado, tomen apuntes de todo aquello que consideren relevante de su

lectura, generen una escala musical con el método explicado y pruébenla en el sintetizador.
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Esta parte tiene como propdsito que los estudiantes profundicen en el estudio de uno de
los tipos de escalas musicales (diatonica). A cada grupo se le asignara el documento especifico
con el objetivo de que comprenda a fondo el método de cambio de tonica de la escala diatonica.
Mediante la toma de apuntes sobre los aspectos mas relevantes del texto, se busca que los
estudiantes retinan elementos que sirvan como base para un momento posterior, con la ventaja
adicional de que al ser un trabajo de parejas esta enriquecido por distintas miradas.

Ademas, se incluye una experiencia practica en la que podran deducir y reproducir una
escala utilizando un sintetizador virtual, permitiendo aplicar los conceptos aprendidos y explorar
el impacto sonoro de dicha estructura. Se estima un tiempo de 60 minutos para esta fase de
lectura y revision grupal.

Fase de reajuste

En los grupos de trabajo y teniendo en cuenta lo estudiado, se les solicitara discutir las
propuestas iniciales de abordaje de aritmética modular que reportaron en la cuarta pregunta de la
fase individual, escoger una y hacer las modificaciones que se consideren necesarias integrando
las escalas musicales tras haber aprendido algo al respecto. Se estima que este momento de
trabajo tenga una duracion aproximada de 40 minutos.

Esta actividad busca promover una reflexion sobre la relacion entre las escalas musicales
y la aritmética modular. Se espera que los estudiantes valoren como esta escala puede ser ttil
para ensefiar este concepto matematico y exploren formas de integrarlas en propuestas
didacticas.

A través del didlogo y la escritura, los participantes podran identificar conexiones entre la

estructura ciclica del sistema musical temperado y las operaciones en médulo 12. Ademas, se
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espera que analicen la viabilidad de enfoques no tradicionales en la ensefianza de las
matematicas.

Fase de institucionalizacion

Se plantea que esta fase esté orientada por el formador y tenga una duracion aproximada
de 30 minutos. Durante este espacio, se revisaran las propuestas desarrolladas por los grupos
para abordar la aritmética modular, con el propdsito de valorar si los participantes comprenden
como es posible estudiar esta tematica a partir de dos tipos de escalas musicales. A partir de
dicha revision, se espera que el formador formule preguntas que promuevan la reflexion y el
intercambio de ideas con los futuros docentes. Algunas preguntas orientadoras podrian ser:

e /En qué medida la propuesta disefiada en clase para trabajar la aritmética modular
difiere del enfoque que conocieron durante su formacion escolar o universitaria?
e /Qué¢ elementos podrian incorporarse o mejorarse en la propuesta elaborada?

La socializacion de estas ideas busca propiciar un espacio para contrastar, complementar
y enriquecer los distintos planteamientos de ensefianza de la aritmética modular, favoreciendo el
analisis critico y la argumentacion entre los participantes. Al compartir sus perspectivas, los
futuros educadores tendran la oportunidad de reconocer la variedad de estrategias posibles,
analizar sus fortalezas y debilidades, y reflexionar sobre su aplicabilidad en diversos contextos
educativos. Este ejercicio también apunta a fortalecer su capacidad para tomar decisiones
pedagbgicas fundamentadas, promoviendo una ensefianza de la aritmética modular mas
significativa, contextualizada y flexible frente a las necesidades reales del aula.

En esta fase se busca institucionalizar la idea de que la aritmética modular puede
ensefiarse desde contextos musicales, reconociendo que conceptos como los residuos o las clases

de equivalencia adquieren mayor sentido cuando se vinculan con estructuras ciclicas como las
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escalas. También se afianza la nocion de que existen multiples formas validas de disefiar
propuestas didacticas significativas y contextualizadas.

Caracteristicas asociadas

A lo largo de la tarea propuesta se pueden reconocer, de manera directa, las siguientes
caracteristicas de las tareas con sentido profesional que favorecen la formacion profesional
inicial del profesor de matematicas:

Abordar [posibles] practicas o problemas profesionales del profesor de matemdticas

Los futuros profesores exploraran formas no convencionales de ensefiar la aritmética
modular, a partir del andlisis y la construccion de escalas musicales como la diatonica y la
pentatonica. Al relacionar estas estructuras sonoras con conceptos como la congruencia y las
operaciones médulo 12, se enfrentan al reto profesional de disefar propuestas didacticas que
articulen saberes matematicos y recursos interdisciplinarios con el proposito de enriquecer el
aprendizaje.

Poner en juego las creencias, concepciones y conocimientos de los futuros profesores

de matemadticas

La actividad invita a los participantes a revisar criticamente como aprendieron la
aritmética modular en su formacion escolar y universitaria, confrontando ese recuerdo con
nuevas maneras de abordarla desde las estructuras musicales. Esta comparacion impulsa una
reflexion sobre sus concepciones previas y sugiere posibles transformaciones en la manera como
entienden y ensefian este concepto.

Propiciar un rol activo por parte de los futuros profesores de matemadticas

Durante la actividad, los estudiantes participan activamente en la lectura de documentos,

el analisis individual, la discusion en grupos, la creacion de escalas musicales y la elaboracion
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colaborativa de propuestas de ensefianza. Este enfoque favorece la autonomia, la colaboracion y
la toma de decisiones fundamentadas en la practica docente.

Potenciar el desarrollo personal de los futuros profesores de matemadticas a partir de

las interacciones con otros

El trabajo colaborativo y la socializacion en plenaria permiten que los estudiantes
intercambien ideas, argumenten desde diferentes perspectivas y ajusten sus propuestas a partir
del didlogo. Estas experiencias fortalecen tanto las habilidades comunicativas como la capacidad
de adaptacion a diversos contextos escolares.

Permitir a los futuros profesores de matemadticas modificar su conocimiento

La incorporacion de escalas musicales como recurso didactico para ensefar aritmética
modular ofrece una oportunidad para resignificar el conocimiento matematico y didactico de los
participantes. A partir del andlisis, la experimentacion y la discusion, los estudiantes pueden
ampliar su comprension sobre modularidad y descubrir nuevas formas de hacerla accesible y
significativa para sus futuros estudiantes.

Adicionalmente, la tarea apunta parcialmente a las siguientes caracteristicas:

Permitir exhibir el conocimiento matemdtico, diddctico, curricular y pedagdgico de los

futuros profesores de matemadticas

El disefio de una propuesta de ensefianza basada en tipos de escalas musicales y su
conexion con la aritmética modular exige poner en juego conocimientos matematicos, didacticos
y curriculares. Si bien la actividad se centra en el concepto de congruencia, su abordaje requiere

considerar como este puede ser tratado desde otras disciplinas para potenciar su comprension.
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Tarea 2. Perspectivas sobre la enseiianza de las funciones

Presentacion

Esta tarea tiene como objetivo principal fomentar una reflexion tedrico-critica sobre la
ensefanza del concepto de funcion, a partir de la exploracion de su relacion con dos
transformaciones musicales: transportar y retrogradar. Se busca que los futuros profesores
reconozcan como estas transformaciones pueden ser representadas y analizadas desde una
perspectiva matematica, permitiendo abrir nuevas posibilidades para su ensefianza.

Mediante el analisis de definiciones de funcidon, tomadas de diferentes libros de texto, el
estudio de las transformaciones musicales y la articulacion con saberes matematicos, se espera
que los participantes:

e Examinen criticamente las definiciones presentadas de funcion, identificando

similitudes, diferencias y posibles ambigiiedades.

e Profundicen en el significado de cada transformacion musical y exploren posibles

relaciones con el concepto de funcion.

e FElaboren y argumenten estrategias didacticas que integren elementos musicales en la

enseflanza de funciones, considerando su valor formativo.

e Reflexionen sobre la toma de decisiones que ponen en juego su saber matematico

aplicado a enfoques que incorporan lo artistico.

La tarea se desarrolla en varias fases que combinan el trabajo individual, el intercambio
en pequefios grupos y la socializacion colectiva, con el propdsito de propiciar un aprendizaje
critico y significativo del concepto de funcion. A continuacion, se detallan las fases que

componen la actividad.



Fase individual

El formador presentara definiciones de funcion tomadas de diferentes libros de texto

escolares y preguntas sobre las cuales trata la tarea. Especificamente se les pedira a los futuros

profesores lo siguiente:

Considere las siguientes definiciones de funcién, tomadas de diferentes libros de textos

escolares de grados noveno y undécimo:

Segun Padilla, Samper y Moreno (2008):

SeaAyB conjuntos de niimeros reales. Una funcién f de A en B,
es una “regla” de correspondencia que asigna a cada elemento x
del conjunto A exactamente un elemento y en el conjunto B.

El conjunto A es el dominio de la funcién f, y el conjunto B el codominio.
El conjunto {f(x)eB:x € A} esel rango de la funcion f .

La funcién f de A en B se simboliza f : A — B, x — f(x), x es la entrada y )
la salida de la funcién.

Segun Centeno, Centeno y Ruiz (1994):
Dados dos conjuntos Ay B, diferentes de vacio, se define una funcién
Fde A en B, como el conjunto de parejas ordenadas (x,y), en el cual dos

parejas ordenadas distintas no tienen la misma primera componente. Es
bueno recordar que el dominio de F es todo el conjunto A.

Y segun Centeno, Centeno y Jiménez (1997):
Dados dos conjuntos A y B, diferentes de vacio, una
relacién F de A en B es una funcion, si el dominio de
F es todo el conjunto A y a cada elemento de A le
corresponde uno y sélo un elemento de B.
Con base en las definiciones presentadas, responda las siguientes preguntas de forma
escrita e individual.
1. ¢Qué elementos comunes y diferentes encuentra entre las tres definiciones?
2. Bajo la mirada que tiene hoy, como futuro educador matematico, ¢ qué aspectos
considera que pueden ser poco claros o confusos para los estudiantes en cada
definicién?

3. ¢Qué les haria falta a las definiciones para lograr una buena comprensién del

concepto?, ;por qué?
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Se espera que el FEM reconozca que las tres definiciones tienen elementos comunes,
como la nocién de correspondencia entre dos conjuntos (A y B), el hecho de que a cada elemento
de A le corresponde uno y solo un elemento de B, y la mencion del dominio como el conjunto de
partida. Como diferencias, puede destacar que algunas definiciones son mas formales (por
ejemplo, la de 1994, que se apoya en pares ordenados), mientras que otras introducen términos
como "regla" o hacen explicita la simbologia funcional (como en Padilla, Samper y Moreno,
2008).

Ademas, se espera que desde perspectiva actual como futuro profesor identifique
aspectos que pueden resultar confusos para los estudiantes, como el uso de lenguaje técnico sin
ejemplos, como “parejas ordenadas distintas no tienen la misma primera componente”, la
introduccion simultanea de varios términos nuevos (dominio, codominio, rango), o la
ambigiiedad en el uso de palabras como “regla”, que puede no ser suficientemente precisa.

Finalmente, se espera que proponga mejoras orientadas a una mejor comprension, como
complementar las definiciones con ejemplos concretos, representaciones visuales (diagramas,
tablas o graficas), y un lenguaje mas accesible para el nivel escolar. También podria sugerir que
las definiciones sean construidas de manera progresiva, partiendo de situaciones
contextualizadas que permitan a los estudiantes atribuir sentido a la idea de funcion antes de
formalizarla. Esto fomentaria una comprension mas profunda, significativa y duradera del
concepto.

El propdsito de estas preguntas es generar una reflexion sobre formas tradicionales en
que se han ensefiado las funciones en el ambito escolar y como esas experiencias pueden influir

en la futura labor docente de los participantes. Se espera que los futuros profesores analicen de
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manera critica las definiciones presentadas en torno a este concepto, tomando como punto de
partida su formacién actual en matematicas y en didactica de las matematicas.

En especial, se busca que reconozcan tanto los elementos que consideran acertados, como
las posibles limitaciones o aspectos que podrian mejorarse dentro de una ensefianza a partir de
definiciones. Este ejercicio pretende motivar a los participantes a pensar en estrategias didacticas
que promuevan un aprendizaje mas significativo del concepto de funcion.

Se estima que esta actividad tenga una duracion aproximada de 30 minutos.

Fase grupal

El formador configurard las parejas de trabajo, si la cantidad de estudiantes es impar,
entonces quedaria conformado un grupo de tres estudiantes. A continuacion, el formador
asignard a cada grupo un documento que aborda dos tipos de transformaciones musicales:
transportar y retrogradar (a continuacion o Anexo B). Se les pediré a los estudiantes que tomen
apuntes de los aspectos que consideren mas relevantes durante la lectura, ya que esa informacion
sera la base para el trabajo colaborativo que se propone a continuacion. Ademas, con el fin de
afianzar la comprension de las transformaciones asignadas, deberan crear un compas musical,
aplicarle las transformaciones correspondientes y utilizar un sintetizador virtual para explorarlo

de forma practica. (https:/flat.io/es/)

Transportar y retrogradar
Transportar

La transportacion es una transformacién musical que consiste en trasladar una pieza
o una melodia completa de una tonalidad a otra. En términos précticos, implica subir o
bajar todas las notas de una composicion manteniendo inalteradas las relaciones
intervalicas entre ellas. Es decir, aunque la pieza comienza desde una nota diferente,
conserva su estructura melodica y armonica original.



https://flat.io/es/

;Como transportar una pieza musical?
1. Identificar la tonica original.
2. Decidir la tonalidad a la que se desea transportar.
3. Determinar la distancia entre las dos tonalidades.
4. Aplicar ese mismo intervalo a todas las notas de la melodia.

Ejemplo:

En la imagen se representa la transportacion de un L
compas de siete notas. En la parte superior se encuentra el Jrase inicial:
fragmento original, y debajo aparece el fragmento —)?—4 —_T
transportado. El compas original tiene como tonica la nota ) ‘_—,Fi—i_.. —
do, mientras que en la version transportada la nueva tonica
es re, ambas en la misma octava. Esto indica una frase transportada:
transposicion de un tono completo hacia arriba, por lo tanto, A N i
todas las notas han sido elevadas un tono, dando como = _J_i

o) L

resultado el compas que aparece en la parte inferior.
Retrogradar

Retrogradar es una transformacién musical que consiste en invertir el orden de las
notas de una melodia, de modo que se reproduzcan en sentido contrario al original. Es
decir, la ultima nota pasa a ser la primera, la pentltima la segunda, y asi sucesivamente.
Aunque se invierte la direccion temporal de la frase, se conservan el ritmo y los valores de
duracion de cada nota, lo que da lugar a una version reflejada en el tiempo.
¢ Como retrogradar una pieza musical?

1. Identificar cada nota y su duracion.
2. Reordenar las notas en sentido inverso, manteniendo sus respectivas duraciones.

En la imagen se representa una retrogradacion de un

Jrase inicial: compas compuesto por siete notas. En la parte superior se

/ ) e E— encuentra el fragmento original, mientras que en la parte
DAt ®w 1 inferi | mismo fi to retrogradado. El :
o ® = inferior aparece el mismo fragmento retrogradado. El compas

original finaliza con una negra en do, que en la retrogradacion

se convierte en la primera nota. La pentltima nota, una corchea

en si de la octava inferior, pasa a ocupar el segundo lugar. Le
sigue una corchea en re, que se convierte en la tercera nota, y

| 11 1 T

1:‘:@;;!;:313 luego una corchea en fa, ahora la cuarta. La quinta nota es una

- v * corchea en sol, seguida por una corchea en mi como penultima,

frase retrograda:

y finalmente una corchea en do, que en el original era la
primera nota, se convierte en la tltima del fragmento
retrogradado.
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Funciones para las transformaciones

Estas transformaciones pueden representarse como funciones de la siguiente

mancra:

1. Asignar a cada nota una terna ordenada (Orden, Altura y Duracion), siendo los
conjuntos referenciales de cada coordenada asi:

a. 0 ={a|1<a<n aneN}

b. A = {b|0 < b <85, b € N} de manera que

0 Silencio | 18 | fa2 36 | si3 54 | fa5s 72 | si6

1 do 1 19 | fa#2 37 | do4 55 | fa#5 73 | do7

2 do# 1 20 | sol2 38 | do#4 56 | sol5 74 | do#7

3 re 1 21 | sol#2 39 | re4 57 | sol#5 75 | re7

4 re#t 1 22 | la2 40 | re#t 4 58 | 1a5s 76 | re# 7

5 mi 1 23 | la#2 41 | mi4 59 | la#5 77 | mi7

6 fal 24 | si2 42 | fa4 60 |si5 78 | fa7

7 fa# 1 25 | do3 43 | fat# 4 61 | do6 79 | fa# 7

8 sol 1 26 | do#3 44 | sol 4 62 | do# 6 80 | sol7

9 sol# 1 27 | re3 45 | sol#4 63 | re6 81 | sol#7

10 | lal 28 | re#3 46 | la4 64 | re# 6 82 | la7

11 | la# 1 29 | mi3 47 | la# 4 65 | mi6 83 | la#7

12 | sil 30 | fa3 48 | si4 66 | fa6 84 |si7

13 | do2 31 | fa#3 49 | do5 67 | fa# 6 85 [ do8

14 | do#2 32 | sol3 50 | do#5 68 | sol6

15 | re2 33 | sol#3 51 | re5 69 | sol#6

16 | re# 2 34 | 1a3 52 | re#5 70 | la6

17 | mi2 35 | la#3 53 | mi5 71 | la# 6

c. D={c|1<c<11, ¢ € N}demaneraque
o3[ 7] o)l A
20 ) 4] ) 6, (8 ) |10 )

2. Seleccionar la funcidn de la transformacion a realizar.

a. Def. Transportar:

(a,b,c) » (a,b+k,c),

ttP - T(P) € OXAXD

para algin |k| < 12,k € Z y de tal modo que 1 < b + k < 85.

b. Def. Retrogradar:

Ejemplo transportar:

L 18

—TTe

L 18

P - R(P) €S OXAXD
(a,b,c) » (n—a+1,b,c),nelorden de P.
3. Aplicar la funcion a cada terna ordenada.

Al compas de la imagen se asignan las

siguientes ternas ordenadas (1, 39, 9), (2, 42, 9), (3,
48,7), (4,42,7),(5,41,9)y (6, 44, 9). Para aplicar
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la funcion de transportar, definimos k = —3 porque la

tonica original es Re 4= 39, lanuevaes Si3= 36y 5 z i ]
36 — 39 = —3. Al aplicar la funcion de transportar a A - =—
cada terna resulta (1,36,9),(2,39,9), (3,45, 7), (4,

39,7),(5,38,9)y (6,41, 9). Al reescribir en términos

musicales queda el siguiente compas.
Ejemplo retrogradar:

b

Al compas de la imagen se asignan las siguientes
| q ternas ordenadas (1, 41, 11), (2,43, 11), (3, 39, 7), (4,
0,7),(5,46,7),(6,49,11)y (7,48, 11). Al aplicar la
funcién de retrogradar a cada terna resulta (7, 41, 11),
(6,43,11),(5,39,7),(4,0,7),(3,46,7), (2,49, 11) y

] 5 (1,48, 11). Reorganizando quedan las siguientes ternas
ﬁw——_"iﬂordmam: (1,48, 11, (2, 49, 11, (3, 46, 7), (4, 0, 7),
(5,39,7),(6,43,11)y (7,41, 11). Al reescribir en
términos musicales queda el siguiente compas.

Tu turno:

Compon, reproduce tu propio compas, luego transportalo reproducelo, retrogradalo
y reproducelo en el siguiente sintetizador con partitura online (https://flat.io/es/).
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Con esto presente, se le solicita a cada estudiante que:

Lea el documento asignado, tome apuntes de todo aquello que considere relevante de la lectura,

genere un compas, apliquele las transformaciones explicadas y pruébelas en el sintetizador

correspondiente.

Esta tarea tiene como proposito que los estudiantes profundicen en el estudio de dos
transformaciones musicales: transportar y retrogradar. A cada grupo se le asigna dicho
documento con el fin de que logre una comprension detallada de las transformaciones que les
corresponden. Mediante la toma de apuntes sobre los aspectos mas relevantes de la lectura, se

busca generar los insumos necesarios para una puesta en comun enriquecida por diferentes

perspectivas. Ademas, los estudiantes tienen la posibilidad de experimentar con la creacion de un

compas musical, su transformacidn y posterior reproduccion en un sintetizador virtual, lo que


https://flat.io/es/
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permite aplicar los conceptos de forma practica y explorar como cada transformacion impacta el
proceso creativo. Se estima un tiempo de 60 minutos para el desarrollo individual de esta
actividad de lectura y andlisis.

Fase de reajuste

En los grupos de trabajo, y teniendo en cuenta lo estudiado, se solicitara a los grupos lo

siguiente:

Lean, discutan y respondan lo siguientes de forma escrita y en los espacios designados.
1. Grafiquen el ejemplo de transportar plasmado en el documento entregado. Tener en cuenta
las siguientes sugerencias:
a. ¢Estaen el plano o en el espacio?
b. ¢Cual es el dominio y el rango?
c. ¢Cuando no es funcion?
d. ¢Qué tipo de figura se transporta?
e. ¢Conserva el grafico sus propiedades?

2. Lo expuesto en las lecturas puede ser una forma util o pertinente para reconocer relaciones
de funciones? Si la respuesta es no, justifiquen la respuesta. Si la respuesta es si, expliquen
cémo lo harian.

3. ¢Qué conocimientos requiere el profesor, si desea usar la transportacion y retrogradacion
para abordar el tema de funciones?

4. ;Requiere saberes previos el estudiante? ;Cuales?

Todas las preguntas estan orientadas a que los participantes movilicen sus conocimientos
sobre el concepto de funcidn, sus implicaciones y caracteristicas. El proposito es que puedan
llegar a una representacion grafica de la funcion (posiblemente no tnica), evaluando si cumple

con las condiciones propias de una funcion. Las preguntas no buscan respuestas cerradas, sino
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que actuan como una guia para suscitar reflexiones y sembrar inquietudes en torno a este
concepto.

El proposito de estas preguntas es invitar a una reflexion sobre la relacion entre las
transformaciones y las funciones. En particular, se pretende que los estudiantes analicen si estos
métodos pueden constituir una herramienta adecuada para la ensefianza de este concepto y, en
caso afirmativo, como podrian integrarse dentro de una propuesta didactica.

Mediante la discusion y la escritura, los participantes tendran la oportunidad de
identificar vinculos entre la estructura de las transformaciones musicales y las funciones
matematicas, valorar la pertinencia de este enfoque en el contexto escolar y reconocer los
conocimientos que tanto docentes como estudiantes requeririan para una implementacion
efectiva.

Del mismo modo, se busca que los futuros educadores matematicos cuestionen la utilidad
de estrategias no convencionales en la ensefanza de las matematicas. Este espacio de analisis y
argumentacion pretende abrir nuevas perspectivas en el disefio de sus futuras clases. Se estima
que esta actividad tenga una duracion aproximada de 30 minutos.

Fase de institucionalizacion

Se prevé un trabajo sea liderado por el formador y estima que el tiempo para la
realizacion de esta fase sea de 30 minutos.

Se revisaran las propuestas de abordaje de funciones planteadas por los grupos con el fin
de evaluar si los participantes comprenden que a través de cuatro tipos de transformaciones
musicales se pueden estudiar funciones. A propdsito de tal revision se espera que el formador
proponga algunas preguntas que susciten la reflexion y socializacion con los futuros profesores,

por ejemplo:
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e ;Qu¢ tan distintas son las gréficas de la funcion de cada grupo? ;Por qué?

e /Qu¢ tan distinta es la propuesta de abordaje de funciones disefiada en clase del
plan de estudios vivenciado en su etapa escolar o en la universidad?

e ;Qu¢ haria falta en la propuesta de abordaje de funciones disenada?

Se espera que esta institucionalizacion permita contrastar y enriquecer las diferentes
propuestas de abordaje de las funciones, fomentando el andlisis critico y la argumentacion entre
los participantes. Al compartir y discutir sus enfoques, los futuros educadores matematicos
podran reconocer la diversidad de estrategias posibles, valorar sus ventajas y limitaciones y
reflexionar sobre la pertinencia de cada una en distintos contextos educativos. Ademas, este
ejercicio busca fortalecer su capacidad para tomar decisiones fundamentadas en su futura
practica docente, promoviendo una ensefianza de funciones que sea significativa y adaptable a
las necesidades del aula.

En esta fase se espera institucionalizar es la funcidon como una herramienta que no solo se
representa graficamente o se define formalmente, sino que se puede usar para evaluar relaciones,
reconocer estructuras, y desarrollar una comprension mas profunda del concepto y sus
implicaciones. A través del trabajo con transformaciones musicales, los participantes consolidan
la idea de que ensefiar funciones puede ir mas alla de la manipulacion algebraica: implica
comprender su comportamiento, su representacion en distintos registros y su potencial para
describir fendémenos de manera significativa y contextualizada.

Caracteristicas asociadas

A lo largo de la tarea propuesta se pueden reconocer, de manera directa, las siguientes

caracteristicas que favorecen la formacidn profesional inicial del profesor de matematicas:
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Abordar [posibles] practicas o problemas profesionales del profesor de matemdticas

Los futuros docentes se enfrentan al reto de pensar como ensefiar el concepto de funcion
de una manera alternativa, integrando transformaciones musicales como transportar, retrogradar,
octavar e inversion real. Esta propuesta implica disefiar actividades que trascienden el enfoque
tradicional y permite que los participantes experimenten con recursos didacticos innovadores que
pueden ser adaptados a diversos contextos escolares.

Poner en juego las creencias, concepciones y conocimientos de los futuros profesores

de matemadticas

Al analizar las definiciones dadas y evaluarlas en un caso especifico, los futuros docentes
ponen en juego sus ideas previas para evaluar la pertinencia de la funcidn presentada y sus
posibles representaciones. Este analisis les permite cuestionarse como han sido sus propias
experiencias de aprendizaje y repensar sus concepciones sobre qué significa ensefiar y aprender
funciones en el aula.

Propiciar un rol activo por parte de los futuros profesores de matemdticas

Durante la actividad, los participantes leen, analizan, componen fragmentos musicales y
aplican transformaciones, tanto en espacios individuales, como grupales. Este proceso les exige
tomar decisiones, argumentar sus propuestas y colaborar con otros, asumiendo un papel
protagonico en la construccion de conocimientos y en la planificacion didactica.

Permitir que surjan nuevos cuestionamientos que potencien la perspectiva profesional

del futuro profesor de matematicas

El uso de herramientas poco convencionales como las transformaciones musicales genera
preguntas sobre las relaciones entre musica y matematicas, sobre la viabilidad de enfoques

interdisciplinarios y sobre el papel de la creatividad en la ensefianza. Estas inquietudes invitan a
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ampliar la mirada sobre el quehacer docente y explorar nuevas formas de acercarse al contenido
matematico.

Potenciar el desarrollo personal de los futuros profesores de matemadticas a partir de

las interacciones con otros

El trabajo en parejas y las discusiones grupales permiten que los futuros profesores
contrasten ideas, escuchen distintas formas de pensar y ajusten sus propuestas en funcion del
dialogo. Este tipo de interaccion favorece el desarrollo de habilidades comunicativas, la empatia
profesional y la flexibilidad para adaptarse a distintos escenarios educativos.

Permitir a los futuros profesores de matemadticas modificar su conocimiento

La tarea propone el analisis de documentos, la elaboracion de compases musicales
transformados y la discusion de propuestas de ensefianza. Estas experiencias permiten ampliar la
comprension del concepto de funcion y explorar nuevas maneras de ensefiarlo, lo que puede
modificar significativamente la vision que los participantes tienen sobre su ensefianza futura.

Adicionalmente, esta tarea se vincula parcialmente con las siguientes caracteristicas:

Promover la comprension de conceptos diddcticos, matemdticos, pedagogicos o

curriculares

Al abordar funciones desde una perspectiva interdisciplinaria, los futuros docentes
profundizan en la comprension de este concepto matematico y reflexionan sobre su ensefianza en
contextos reales. También se familiarizan con nociones pedagogicas como el uso de analogias, la
exploracion creativa y la transposicion didactica.

Posibilitar la reflexion sobre el quehacer del profesor de matemdticas

La propuesta lleva a los futuros docentes a cuestionar practicas tradicionales y a valorar

el potencial de enfoques alternativos. A través de la tarea, reflexionan sobre los propdsitos de la



74

ensefanza de funciones, los tipos de actividades que podrian disefiar y los saberes necesarios
para guiar el aprendizaje de sus futuros estudiantes.

Permitir exhibir el conocimiento matemadtico, diddctico, curricular y pedagogico de los

futuros profesores de matemadticas

La elaboracion y ajuste de propuestas de ensefianza sobre funciones, basadas en
transformaciones musicales, pone en evidencia no solo el conocimiento matematico de los
participantes, sino también su capacidad para disefar actividades didacticas coherentes y
fundamentadas. Aunque el foco principal est4 en el concepto de funcion, la tarea permite integrar

diversos tipos de saberes relevantes para la practica docente.

Tarea 3. Perspectivas sobre la ensefianza de la permutacion con repeticion

Presentacion
Esta tarea tiene como principal proposito promover una reflexion teérico-critica sobre la
ensefianza de las permutaciones con repeticion a través de reconocer la existencia de una relacion
entre las permutaciones con repeticion y dos métodos de composicion musical que se sirven de
herramientas probabilisticas y, con ello, darle posibles nuevas herramientas de ensefianza a los
futuros profesores. A partir del anélisis de una experiencia hipotética, la articulacion con la
miusica y sus conocimientos matematicos se busca que los futuros docentes:
e Examinen la manera en que se ensefia la permutacion con repeticion en un caso
hipotético, reconozcan aciertos y limitaciones en dicha experiencia.
e Analicen métodos de composicién musical y evalten su relacion con el concepto de
permutacion con repeticion, para que identifiquen posibles relaciones.
e Disefien y argumenten estrategias para la ensefianza de la permutacion con repeticion,

integrando elementos de los métodos de composicion musical.
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e Reflexionen sobre la toma de decisiones en la practica docente, contrastando una
propuesta tradicional con otra que tiene un enfoque de ensefanza a través de la
musica.

La tarea se desarrolla en diferentes fases, combinando trabajo individual, grupal y de
socializacidn en plenaria, con el fin de fomentar un aprendizaje critico y significativo sobre el
tema. A continuacion, se describen las fases que componen la tarea.

Fase individual

Esta primera fase se compone de dos momentos especificos, los cuales son:

Momento 1

El formador planteara distintas situaciones y preguntas sobre las cuales trata la

tarea. Especificamente se les pedira a los futuros profesores lo siguiente:

Considere la siguiente situacion:

Javier es un profesor de matematicas de grado décimo que debe ensefiar a sus
estudiantes permutaciones con repeticién. Para ello, la metodologia de clase del
profesor Javier es escribir en el tablero el titulo del tema y a continuacion escribir
la siguiente expresion:

n!

Pn1-nz.---.nk —

n nylnyleng!

Y luego mencionar a los estudiantes que n es la cantidad de elementos de un
conjunto dado, k es la cantidad de elementos distintos en el conjunto. Ademas, n,
es la frecuencia del primer elemento entre los k elementos distintos; n,, la
frecuencia del segundo elemento entre los k elementos distintos y sucesivamente
hasta definir n;, como la frecuencia del k-ésimo elemento.
A continuacién, dictar un ejemplo como este: ;Cuantas palabras diferentes se
pueden formar con las letras de la palabra BANANA? Y escribe en tablero el
siguiente procedimiento:

P61,3,2 _ 6! _ E _

113121 12

Finalmente, proponer un problema, por ejemplo: tres chicas, Rosa, Ana y Lucia

60

quieren recibir clases de piano. El profesor tiene libre los lunes, martes, miércoles
y jueves. Rosa y Ana se conforman con una clase a la semana, pero Lucia quiere
recibir dos clases. ¢De cuéantas formas diferentes podria el profesor completar su

horario para atender a las chicas?




76

Con base en la situacion presentada, responda las siguientes preguntas de
forma escrita e individual en los espacios designados.

1. Bajo la mirada que tiene hoy, como futuro educador matematico, ¢qué
ventajas o aciertos reconoce en el abordaje del tema de permutacion
con repeticién que hace el profesor Javier?, ¢ por qué los reconoce como
ventajas o aciertos?

2. Bajo la mirada que tiene hoy, como futuro educador matematico, ¢qué
desaciertos o desventajas advierte en el abordaje del tema de
permutacién con repeticién que hace el profesor Javier?, ¢ por qué los
reconoce como desaciertos o desventajas?

3. ¢Cobmo abordaria la ensefianza de la permutacion con repeticién? ;Qué
aspectos cambiaria y cuales conservaria de la situacion presentada?

Se espera que los futuros docentes reconozcan como aciertos del profesor Javier el uso de
una férmula clara, un ejemplo conocido (BANANA) y un problema contextualizado, lo cual
puede facilitar la aplicacion inmediata del concepto.Sin embargo, también deben identificar
limitaciones, como la falta de exploracion previa, el uso prematuro de la formula y la escasa
participacion de los estudiantes, lo que puede dificultar una comprension profunda.

Se espera que propongan un enfoque mas activo y exploratorio, partiendo de situaciones
concretas que permitan construir el concepto antes de formalizarlo. Podrian conservar el uso de
ejemplos y problemas, pero transformarlos en oportunidades para el andlisis y la reflexion.

La intencidn de estas preguntas es propiciar una reflexion sobre la manera en que se ha
ensefado tradicionalmente la permutacion con repeticion en la educacion escolar y como esta
experiencia puede influir en la futura practica docente de los participantes. Se espera que los
futuros profesores analicen criticamente la situacioén planteada en torno a este concepto, tomando
como referencia su formacion actual en matematicas y en didactica de las matematicas.

En particular, se busca que identifiquen elementos que consideren acertados, asi como

limitaciones o aspectos mejorables en una situacion hipotética de ensefianza tradicional de
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permutaciones con repeticion. Este ejercicio invita a que los participantes reflexionen sobre
estrategias didacticas que favorezcan un aprendizaje mas significativo del concepto.

Se estima que este momento tenga una duracion aproximada de 30 minutos.

Momento 2

Ahora, el formador asignara a cada estudiante un documento en el que se presente un
sistema de composicion musical: juego de dados de Mozart (a continuacion o Anexo C) o musica
estocastica (a continuacion o Anexo D). Esto se hard teniendo en mente que, para la siguiente
fase, se conformaran grupos (idealmente parejas) de trabajo. La intencion es que cada miembro
del grupo haya tenido asignado un documento distinto para que puedan compartir sus puntos de
vista desde sus propios focos.

Se solicitard a los estudiantes que tomen apuntes de aquello que consideren relevante de
su lectura, por cuanto esto sera el insumo para el trabajo grupal que se propone a continuacion.
Adicionalmente, para que comprendan coémo funciona el método que les correspondid y que
puedan crear una pieza musical empleando un sintetizador virtual

(https://www.apronus.com/teclado-pianovirtual.online/ o

https://play.google.com/store/apps/details?id=ar.com.pavanconsultores.mozart&pli=1)

Juego de dados de Mozart

El juego de dados de Mozart (o Musikalisches Wiirfelspiel) es una técnica creada en
el siglo XVIII para componer musica de manera aleatoria. Se le atribuye a Wolfgang
Amadeus Mozart y se basa en lanzar dados para seleccionar fragmentos musicales
precompuestos, los cuales se combinan en vals (género musical en compas de tres tiempos
0 3/4). Cada compas fue creado por Mozart para que sea agradable al oido. Este vals tiene
dos partes, la primera parte establece la idea principal, mientras que la segunda aporta
contraste, variedad y resolucion.
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JComo jugar el juego de dados de Mozart?

Material necesario:

Un par de dados de seis caras o simulador

(https://es.piliapp.com/random/dice/?num=2).

Los acordes compuestos por Mozart (anexo de
https://es.slideshare.net/slideshow/juego-de-dados-de-mozart/5953663).

Una tabla con los fragmentos musicales numerados, separando los fragmentos de la

primera parte vals y los de la segunda. Teniendo en cuenta que en nimeros romanos

refieren al orden de los compases y los numeros arabigos en negrilla, a los posibles
resultados de los dados. Tabla como la siguiente.

I o0 1m IV V VI VI VI IX X XI XI X XIV XV XVI
2 9 22 141 41 105 122 11 30 2 70 121 26 9 112 49 109 14
3 032 6 128 63 146 46 134 81 3 117 39 126 56 174 18 116 83
4 69 95 158 13 153 55 110 24 4 66 139 15 132 73 58 145 79
5 40 17 113 8 161 2 159 100 5 90 176 7 34 67 160 52 170
6 148 74 163 45 80 97 36 107 6 25 143 64 125 76 136 1 93
7 104 157 27 167 154 68 118 91 7 138 71 150 29 101 162 23 151
8 152 60 171 53 99 133 21 127 8 16 155 57 175 43 168 89 172
9 119 84 114 50 140 8 169 94 9 120 88 48 166 51 115 72 111
10 98 142 42 156 75 129 62 123 10 65 77 19 8 137 38 149 8
13 87 165 61 135 47 147 33 11 102 4 31 164 144 59 173 78
1254 130 10 103 28 37 106 5 45 35 20 108 92 12 124 44 131

e Un instrumento o software de notacion musical (https:/www.apronus.com/teclado-

pianovirtual.online/) para interpretar el resultado.

Pasos para jugar:

Se lanzan los dados 16 veces para determinar qué fragmento musical se usara en cada
compas.

Segtin la suma de los dados, buscar en la tabla cual es el fragmento musical
correspondiente.

Anotar la secuencia de los fragmentos seleccionados.

Tocar la pieza en un instrumento o usar un software de musica para reproducirla 'y
escucharla.

Ejemplo:

Lanzamos los dados y obtenemos lo siguiente: 5, 7,2,4,7,9,5,10,3,12,8, 11, 2,

6,9, 6. Como en el primer lanzamiento obtuvimos 5 como resultado, al reportarlos en la

tabla, marcamos la casilla correspondiente a ese compas y valor arrojado por los dados.
Siguiendo ese proceso con cada uno de los 16 nimeros obtenidos de cada lanzamiento, la
tabla queda de la siguiente manera.
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I II I v v VI VI VII I I 1I v Al VI VI VII

2 96 22 141 41 105 122 11 30 2 70 121 26 9 112 49 109 14
3 32 6 128 63 146 46 134 81 3 117 39 126 56 174 18 116 83
4 69 95 158 13 153 55 110 24 4 66 139 15 132 73 58 145 79
5 40 17 113 85 161 2 159 100 5 20 176 7 34 67 160 52 170
6 148 74 163 45 80 97 36 107 6 25 143 64 125 76 136 1 93
7 104 157 27 167 154 68 118 91 7 138 71 150 29 101 162 23 151
8 152 60 171 33 99 133 21 127 ] 16 155 57 175 43 168 89 172
9 119 84 114 50 140 86 169 94 9 120 g8 48 166 51 115 72 111
10 98 142 42 156 73 129 62 123 10 65 77 19 82 137 38 149 8

1 3 87 165 61 135 47 147 33 11 102 4 31 164 144 39 173 78
12 54 130 10 103 28 37 106 5 12 35 20 108 92 12 124 44 131

Tomamos los compases precompuestos correspondientes a los marcados en la tabla
y los organizamos en el orden dado por la misma, queda la siguiente partitura, la cual
podemos interpretar en un instrumento o sintetizador.

117 20 57 164 174 136 72 93

Tu turno:

Compodn y reproduce tu propio vals, para esto descarga y usa la siguiente aplicacion
en Play Store: Dados de Mozart
(https://play.google.com/store/apps/details?id=ar.com.pavanconsultores.mozart&pli=1)

Musica estocastica

La musica estocdstica es un enfoque compositivo en el que se usan procesos
probabilisticos para determinar diferentes aspectos de la musica, como el ritmo, la melodia,
la armonia y la dindmica. Fue popularizada por lannis Xenakis, quien aplico principios
matematicos y estadisticos para generar estructuras sonoras.
¢ Como componer musica estocdstica?

e Decidir qué elementos de la musica estaran sujetos al azar entre altura, duracion,
intensidad, timbre y estructura.

e Decidir cuales de diferentes enfoques matematicos usar para generar valores aleatorios
como:



https://play.google.com/store/apps/details?id=ar.com.pavanconsultores.mozart&pli=1

Distribuciones uniformes: Todas las opciones tienen la misma probabilidad.
Distribuciones gaussianas: Se centra en valores medios con menor frecuencia
en los extremos.

Procesos de Markov: La probabilidad de la siguiente nota depende solo de la
anterior.

Autématas celulares o fractales: Generan patrones con cierto grado de
aleatoriedad estructurada.

e Usar herramientas para generar nimeros aleatorios y aplicarlos a los parametros
definidos. Se pueden usar herramientas como softwares, aplicaciones, dados, ruletas,

Excel, entre otros.

e Generalmente, el compositor establece limites o reglas para que la musica estocéstica
no suene como solo ruido.

e Aplicar los métodos escogidos y anotar la secuencia de los resultados seleccionados

por el azar.

e Interpretar la pieza en un instrumento o usar un software de musica para reproducirla y
escucharla.

Ejemplo:

Escogemos la altura y duracion como los elementos sujetos al azar. Estos elementos
estaran sujetos a una distribucion uniforme y seleccionados a través de una formula en
Excel, “=ALEATORIO.ENTRE(inferior; superior)”, la cual garantiza una distribucion
exclusivamente uniforme en el proceso. Para facilitar el proceso, asignamos los siguientes
valores a cada una de las posibilidades de altura y de duracion respectivamente.

0 Silencio | 13 | do2 26 | do#3 39 | red 52 | rett5 65 | mi6 78 | fa7
1 dol 14 | do#2 27 | re3 40 | re#t d 53 | mi5 66 | fa0 79 | fa# 7
2 dot# 1 15 | re2 28 | rett3 41 | mi4 54 | fas 67 | fat 6 80 | sol7
3 re 1 16 | re#t?2 29 | mi3 42 | fad 55 | fat#s 68 | sol6 81 | sol#7
4 rett 1 17 | mi2 30 | fa3 43 | fatt 4 56 | sol5 69 | sol#6 82 | la7
5 mi 1 18 | fa2 31 | fa# 3 44 | sol4 57 | sol#5 70 | lao 83 | la#t 7
6 fal 19 | fa#2 32 | sol3 45 | sol# 4 58 | la5s 71 | la#t 6 84 | si7
7 fa#t 1 20 | sol2 33 | sol#3 46 | lad 539 | la# 5 72| si6 85 | do8
8 sol 1 21 | sol#2 34 | la3 47 | la#t 4 60 | si5 73 | do7
9 sol# 1 22 | la2 35 | la#3 48 | si4d 61 | doo 74 | do# 7
10 | lal 23 | la#2 36 | si3 49 | dos 62 | do# 6 75 | re7
11 | la# 1 24 | si2 37 | dod 50 | do#5 63 | re6 76 | re# 7
12 | sil 25 | do3 38 | dot#t4 51 |re5 64 | ret 6 77 | mi7

1 o [3[J0]s[ ] 7] JTo )] }

2L 4] ) e[ LN a0 A

Como limite establecemos hacer una composicion de 10 notas y usar solo las
octavas 2, 3 y4 o sea de 13 a 48 en la primera tabla. Al aplicar las formulas de Excel
obtuvimos los siguientes resultados.
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Orden |1 (2 |3 (4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
Altura 43121 |18 119 (29 46|31 |44 |42]|27
(13-48)
Duracion (10 |5 |7 |9 |1 |6 [10]9 |4 |3
(1-11)
Tomamos las notas correspondientes y las organizamos, queda la siguiente
organizacion, la cual podemos tocar en un instrumento o sintetizador.

Orden 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Altura | FA#4 | SOL#2 | FA2 | FA#2 | MI3 | LA4 | FA#3 | SOL4 | FA4 | RE3
o r k Y h A \
Duracién | N | | J | J o |l Nl J | J
Tu turno:

Compon y reproduce tu propio fragmento de musica estocéstica. Toma la altura como
unico elemento sujeto al azar, con distribucion uniforme y selecciona a través de una ruleta
virtual (https://spinthewheel.io/es). Para facilitar el proceso, basate en la tabla de alturas del
ejemplo. Como limite construye un fragmento musical de 20 notas. Para terminar,
interpreta y graba tu fragmento musical en el sintetizador
(https://www.apronus.com/teclado-pianovirtual.online/) para que posteriormente lo puedas
escuchar.

Con esto presente, se le solicita a cada estudiante que:

Lea el documento asignado, tome apuntes de todo aquello que considere relevante de su lectura,

genere una pieza musical con el método explicado y pruébela en el sintetizador correspondiente.

La intencién de esta tarea es que los estudiantes profundicen en el estudio de dos sistemas
de composicion musical distintos: el juego de dados de Mozart y la musica estocastica. Al
asignarles un documento especifico, se busca que cada estudiante adquiera una comprension
detallada del método correspondiente. A través de la toma de apuntes sobre los aspectos mas
relevantes de su lectura, los estudiantes podran generar los insumos necesarios para un trabajo
grupal enriquecido por perspectivas diversas. Ademas, se les proporciona la oportunidad de
experimentar con la creacion de una pieza musical utilizando un sintetizador virtual, con el fin de

aplicar de manera practica los conceptos aprendidos y explorar como cada método influye en el
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proceso compositivo. Para este ejercicio de lectura y revision individual se estima emplear un

tiempo de 60 minutos.

Fase grupal

El formador configurara las parejas de trabajo tal que los miembros de cada grupo tengan

documentos de lectura diferentes. Si la cantidad de estudiantes es impar, entonces quedaria

conformado un grupo de tres estudiantes, lo indispensable es que entre los integrantes se tengan

aportes sobre los dos documentos de lectura. La instruccion que sigue es:

1.

Lean, discutan y respondan las siguientes preguntas de forma escrita y en los espacios designados.

Si tenemos la secuencia de notas do, do, re, mi, de cuantas formas podemos organizarlas
sin cambiar la cantidad de veces que aparece cada nota?

¢, Se pueden relacionar las permutaciones con repeticion y los métodos presentados en las
lecturas? Si la respuesta es no, justifiquen la respuesta. Si la respuesta es si, expliquen
cémo lo harian.

¢ Lo expuesto en las lecturas puede ser una forma eficiente para ensefiar permutaciones con
repeticion? Si la respuesta es no, justifiquen la respuesta. Si la respuesta es si, expliquen
cémo lo harian.

¢, Qué conocimientos requiere el profesor si desea emplear estos métodos de composicién
para abordar el tema de permutacién con repeticion?

¢ Requiere saberes previos el estudiante? ;Cuales?

¢ Emplear esos métodos de composicion para trabajar el tema de permutacién con repeticidn

es necesario, util o un aporte interesante? Justifiquen.

Se espera que, ante la primera pregunta, los participantes identifiquen que se trata de un

problema de permutaciones con repeticion, ya que hay elementos que se repiten (dos notas do).

Considerando esas repeticiones, la respuesta correcta seria: 12 formas distintas.




&3

Respecto a la segunda y tercera pregunta, se espera que los futuros docentes reconozcan
que si es posible establecer una relacion entre las permutaciones con repeticion y los métodos de
composicion musical presentados en las lecturas, con la ventaja de que permiten representar
permutaciones de manera auditiva y visual, haciendo mas tangible y significativa la comprension
del concepto.

En cuanto al conocimiento requerido por el profesor, se espera que identifique la
necesidad de dominar tanto el concepto matematico de permutaciones con repeticion como las
nociones basicas de organizacion y composicion musical, ademas de tener la capacidad de
traducir estos elementos en actividades didécticas coherentes y significativas.

También se espera que los participantes reconozcan que los estudiantes requieren algunos
saberes previos, como el conteo basico, la nocion de factorial, la identificacion de elementos
repetidos, asi como una disposicion abierta hacia el trabajo con contextos musicales o poco
convencionales. Ademas, se espera que valoren el uso de métodos de composicién como un
aporte interesante y Util para enriquecer la ensefianza de las permutaciones con repeticion.

La intencion de estas preguntas es fomentar una reflexion en torno a la relacion entre los
métodos de composicion musical y el concepto de permutacion con repeticion. En particular, se
espera que los estudiantes analicen si estos métodos pueden ser una herramienta pertinente para
la ensefianza de dicho concepto y, en caso afirmativo, de qué manera podrian integrarse en una
propuesta didactica.

A través de la discusion y la escritura, los participantes podran identificar conexiones
entre la estructura de la composicion musical y los principios combinatorios, evaluar la
pertinencia de estos enfoques en el aula y determinar los conocimientos que tanto docentes como

estudiantes necesitarian para su implementacion efectiva.
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Asi mismo, se busca que los futuros educadores matematicos cuestionen la utilidad de
estrategias no convencionales en la ensefianza de las matematicas. Este espacio de analisis y
argumentacion permitira que los estudiantes consideren nuevas perspectivas en el disefio de sus
futuras clases. Se estima que este momento de trabajo tenga una duracion aproximada de 30
minutos.

Fase de reajuste

En los grupos de trabajo, y teniendo en cuenta lo estudiado, se solicitard a los grupos
discutir las propuestas iniciales de abordaje de permutacion con repeticion, que reportaron en la
pregunta 3 del Momento 1 de la Fase individual, escoger una y hacer las modificaciones que se
consideren necesarias tras haber aprendido acerca de los métodos de composicion musical. Se
estima que este momento de trabajo tenga una duracion aproximada de 40 minutos.

Fase de institucionalizacion

Se prevé un trabajo sea liderado por el formador y se estima que el tiempo para la
realizacion de esta fase sea de 30 minutos.

Se revisaran las propuestas de abordaje de permutacion con repeticion planteadas por los
grupos con el fin de evaluar si los participantes comprenden que a través de dos métodos de
composicion musical se pueden estudiar permutaciones con repeticion. A proposito de tal
revision se espera que el formador proponga algunas preguntas que susciten la reflexion y
socializacion con los futuros profesores, por ejemplo:

e ;Qué tan distinta es la propuesta de abordaje de permutacion con repeticion
disefiado en clase del plan de estudios vivenciado en su etapa escolar o en la

universidad?
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e ;Qu¢ haria falta en la propuesta de abordaje de permutacion con repeticion
disefiada?

Se espera que esta socializacion permita contrastar y enriquecer las diferentes propuestas
de abordaje de la permutacidon con repeticion, fomentando el andlisis critico y la argumentacion
entre los participantes. Al compartir y discutir sus enfoques, los futuros educadores matematicos
podran reconocer la diversidad de estrategias posibles, valorar sus ventajas y limitaciones y
reflexionar sobre la pertinencia de cada una en distintos contextos educativos. Ademas, este
ejercicio busca fortalecer su capacidad para tomar decisiones fundamentadas en su futura
practica docente, promoviendo una ensefianza de la combinatoria desde una perspectiva diferente
a la tradicional.

En esta fase, lo que se desea institucionalizar es la posibilidad de comprender y ensefiar
las permutaciones con repeticion a partir de estructuras musicales, reconociendo que ciertos
procedimientos de la composicion pueden ser modelados matematicamente. También, la idea de
que la combinatoria puede abordarse desde contextos no numéricos, lo cual permite generar
experiencias mas alla de lo operativo y culturalmente cercanas a los estudiantes, sin perder el
rigor del contenido matematico.

Caracteristicas asociadas

A lo largo de la tarea propuesta se pueden reconocer, de manera directa, las siguientes
caracteristicas que favorecen la formacidn profesional inicial del profesor de matematicas:

Abordar [posibles] practicas o problemas profesionales del profesor de matematicas

Los futuros profesores exploraran maneras de ensefiar el concepto de permutacion con
repeticion, contrastando estrategias tradicionales con enfoques distintos que involucran métodos

de composicion musical. Esta reflexion se alinea con una de las responsabilidades de un docente
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de matematicas: disefar y ajustar estrategias de ensefianza acordes a las necesidades de los
estudiantes.

Poner en juego las creencias, concepciones y conocimientos de los futuros profesores

de matemadticas

La tarea invita a los futuros docentes a comparar como aprendieron la permutacion con
repeticion en su etapa escolar con los nuevos enfoques discutidos. Esta comparacion promueve la
reflexion critica sobre sus experiencias previas y permite identificar cambios en sus
concepciones acerca de la ensefanza de la combinatoria.

Propiciar un rol activo por parte de los futuros profesores de matemdticas

A lo largo de la actividad, los participantes no solo responderan preguntas individuales,
sino que también trabajaran en parejas para analizar textos, generar piezas musicales y construir
colectivamente una propuesta de ensefianza para la permutacion con repeticion. Este enfoque
fomenta la autonomia, el trabajo colaborativo y la toma de decisiones fundamentadas en la
practica docente.

Permitir que surjan nuevos cuestionamientos que potencien la perspectiva profesional

del futuro profesor de matematicas

El uso de métodos de composicién como el juego de dados de Mozart o la musica
sstocastica plantea preguntas sobre la relacion entre la combinatoria y la musica, la utilidad de
enfoques interdisciplinarios y la manera en que los docentes pueden integrar recursos
innovadores en el aula. Se espera que estas inquietudes fortalezcan una mirada critica y flexible

sobre la ensefnanza de la matematica.



Potenciar el desarrollo personal de los futuros profesores de matemadticas a partir de

las interacciones con otros

El trabajo en parejas y la posterior socializacion en plenaria permitiran que los futuros
profesores intercambien ideas, argumenten sus puntos de vista y ajusten sus propuestas en
funcion del dialogo con sus compaifieros. Estas interacciones favorecen el desarrollo de
habilidades comunicativas y la capacidad de adaptacion en contextos educativos diversos.

Permitir a los futuros profesores de matemadticas modificar su conocimiento

A través del andlisis de los documentos y la experimentacion con métodos de
composicion, los participantes pueden ampliar su comprension sobre la permutacion con
repeticion y sus aplicaciones, asi como repensar las maneras en que se puede ensefar este
concepto de forma mas significativa para los estudiantes. Adicionalmente, la tarea apunta
parcialmente a las siguientes caracteristicas:

Promover la comprension de conceptos diddcticos, matemdticos, pedagogicos o

curriculares

La actividad permite que los futuros docentes comprendan de manera mas profunda
conceptos clave como la permutacion con repeticion, la enseflanza basada en conexiones
interdisciplinarias y el papel de la creatividad en el aprendizaje matematico.

Posibilitar la reflexion sobre el quehacer del profesor de matematicas

A lo largo de la tarea, se espera que los futuros docentes se cuestionen sobre el papel de
los enfoques innovadores en la ensefianza de la matematica, el impacto de las estrategias
didacticas en la comprension de los conceptos y las decisiones curriculares que influyen en el

aprendizaje de la combinatoria en la educacion escolar.
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Permitir exhibir el conocimiento matemadtico, diddctico, curricular y pedagogico de los

futuros profesores de matemadticas

El disefio de una propuesta de ensefianza sobre permutacion con repeticion exige que los
participantes pongan en juego su conocimiento matematico sobre combinatoria. Aunque se
emplea el término completo de esta caracteristica, su aplicacion se centra en el conocimiento
matematico.

4.2.6 Fase 6: implementacion

Por la disponibilidad de tiempos, para la implementacion de las tareas, se decidid realizar
un pilotaje solo de la Tarea 3, enfocada en perspectivas sobre la ensefianza de la permutacion con
repeticion. Para ello, participaron los estudiantes registrados en el espacio académico de
Probabilidad de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagogica Nacional, en el
semestre 2025-1. En comtn acuerdo con el profesor titular del espacio, la implementacion de la
tarea se llevo a cabo en dos sesiones de clase, cada una de dos horas. El motivo para seleccionar
a los estudiantes de este espacio académico era garantizar dos aspectos: primero, que todos los
participantes de la tarea fueran profesores en formacion; y segundo, que ya hubieran abordado el
tema de permutaciones con repeticion, una de las primeras tematicas que se aborda en el curso.

La primera sesion se desarrollé de manera virtual (por razones ajenas al curso o a la
ejecucion de la tarea), mientras que la segunda se realiz6 de forma presencial. En la
implementacion participaron ocho profesores en formacion en cada sesion y, de manera
indirecta, el profesor titular del espacio quien también realiz6 aportes. Cada uno de los
momentos de trabajo tom6 aproximadamente la mitad del tiempo previsto en la fase de disefio de
la tarea. La recoleccion de las respuestas y productos de las tareas se realizoé por medio de un

formulario de Microsoft Forms para poder facilitar su analisis.
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4.2.7 Fase 7: andlisis de resultados

Para el analisis de los resultados obtenidos a partir de la implementacion de la tarea sobre
permutaciones con repeticion, se emplea el método de viiietas, tal como es presentado por
Camargo (2021). Esta estrategia resulta adecuada debido a que permite reconstruir momentos
significativos del proceso de ensefianza y aprendizaje, a partir de la organizacion narrativa de
fragmentos de datos seleccionados. Segun la autora, “Una vifieta es una descripcion no neutral,
influenciada por los hallazgos, vivida y persuasiva de una serie de eventos que suceden en un
lapso y que son representativos o emblematicos del fendémeno que se estudia.” (Camargo, 2021,
p. 159).

En este estudio, las respuestas de los profesores en formacion fueron recolectadas
mediante dos formularios de Microsoft Forms, uno correspondiente a cada momento de la
implementacion. A partir de estas respuestas, se identificaron elementos claves que permitieron
dar cuenta y razon de como los participantes interpretaron y abordaron las ideas centrales de la
tarea. El método de vifietas ofrecio, en este caso, una herramienta pertinente para articular los
elementos contextuales, discursivos y conceptuales que emergen del analisis, sin fragmentar la
complejidad propia de la experiencia educativa. Es importante sefialar que este apartado es
solamente descriptivo de la fase; los resultados derivados del andlisis se presentan en detalle en
el siguiente capitulo del trabajo.

4.2.8 Fase 8: conclusiones

La ultima fase del estudio correspondi6 a la elaboracion de las conclusiones, en las que se
presentan reflexiones generales en relacion con la informacion recolectada a partir de las fuentes
revisadas, asi como de los resultados obtenidos durante el proceso de disefio, implementacion y

analisis. En este apartado, se examind el grado de cumplimiento de los objetivos generales y
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especificos propuestos al inicio del trabajo y se explicitaron los principales aportes derivados del
estudio. Asimismo, se identificaron algunos aspectos relevantes que pueden ser profundizados en

investigaciones futuras que sigan una linea similar.
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5 Resultados

Como se mencion6 con anterioridad, el analisis de los resultados de la implementacion de
la tarea Perspectivas sobre la enserianza de la permutacion con repeticion se realizdo mediante el
método de vinetas de Camargo (2021). Las respuestas de los futuros profesores (Anexo E) se
analizan a continuacion.

El primer momento de la experiencia consistio en presentar a los estudiantes la situacion
del profesor Javier (Figura 17).

Figura 17
Situacion del profesor Javier

Considere la siguiente situacion:

Javier es un profesor de matematicas de grado décimo que debe enseriar a sus
estudiantes permutaciones con repeticién. Para ello, la metodologia de clase del profesor
Javier es escribir en el tablero el titulo del tema y a continuacién escribir la siguiente

expresion:

Pn,.n‘,.,..nk — n!

» nyingleng!

Y luego menciona a los estudiantes que n es la cantidad de elementos de un
conjunto dado, k es la cantidad de elementos distintos en el conjunto. Ademas, n, es la
frecuencia del primer elemento entre los k elementos distintos, n,, la frecuencia del
segundo elemento entre los k elementos distintos y sucesivamente hasta definir n,, como

la frecuencia del k-ésimo elemento.

A continuacién, les dicta el siguiente ejemplo: ;Cudantas palabras diferentes se
pueden formar con las letras de la palabra BANANA? Y escribe en tablero el siguiente

procedimiento:

Finalmente, les propone el siguiente problema: Tres chicas, Rosa, Ana y Lucia
quieren recibir clases de piano. El profesor tiene libre los lunes, martes, miércoles y jueves.
Rosa y Ana se conforman con una clase a la semana, pero Lucia quiere dar dos clases.
¢De cuéntas formas diferentes podria el profesor completar su horario para atender a las
chicas?

Luego de leer dicha situacion, cada estudiante respondié de manera individual un

cuestionario en linea. La primera pregunta, “Bajo la mirada que tiene hoy, como futuro
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educador matemadtico, ;qué ventajas o aciertos reconoce en el abordaje del tema de
permutacion con repeticion que hace el profesor Javier?, ;por qué los reconoce como ventajas
o0 aciertos?”, los invitaba a reflexionar sobre los aciertos que encontraban en el abordaje del
profesor Javier. Se obtuvieron respuestas como las siguientes:

e “Laaplicacion en un contexto real sobre la asignacion de horarios para clases de piano
permite a los estudiantes conectar el concepto matematico con la resolucion de
problemas.”

e “Algo que siento que es una ventaja, es el uso de ejemplos y aplicacion de la férmula para
explicar, ya que puede permitir a los estudiantes relacionar ejemplos de la vida cotidiana
y poder comprender la aplicacion de la formula.”

e “La formula general se pueden identificar los elementos claves de la formula (n, &),
propuesta de un problema para poner en practica la formula.”

Estas coinciden con las del grupo en considerar pertinente el uso de ejemplos
contextualizados, ya que permiten evidenciar la utilidad del concepto matematico y dar sentido a
cada uno de los elementos de la formula. Aunque cada uno expreso6 su argumento de forma
distinta, todos resaltaron la importancia de conectar el contenido con situaciones reales.

La segunda pregunta, “Bajo la mirada que tiene hoy, como futuro educador
matemadtico, ;qué desaciertos o desventajas advierte en el abordaje del tema de permutacion
con repeticion que hace el profesor Javier?, ;por qué los reconoce como desaciertos o
desventajas?”, buscaba identificar posibles desaciertos o desventajas del abordaje presentado. Se

identificaron respuestas como las siguientes:
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e “El profesor introduce directamente la férmula de las permutaciones sin explorar
intuitivamente el concepto con ejemplos, esto puede dificultar la comprension de los
conceptos.”

e “Falta aclarar porque es una permutacion con repeticion, puesto que en los siguientes
problemas que se parezcan a estos no se resuelvan con la permutacion con repeticion.”

e “Ejemplo tnico y poco variado con solo el ejemplo de la palabra BANANA el
estudiante podria asumir que los ejercicios de permutacion solo se hacen con problemas
de ordenar palabras se podrian realizar otros ejemplos con nlimeros o otros objetos.”

Estas muestran acuerdo en que hubo poca exploracion previa por parte de los estudiantes
en la situacion hipotética, lo cual limito la posibilidad de deducir la férmula o comprender los
contextos en los que se aplica. Ademads, sefalaron la falta de ejemplos variados que ayudaran a
clarificar el uso de la formula.

A la tercera pregunta, " ; Cémo abordaria la enseiianza de la permutacion con
repeticion? ;Qué aspectos cambiaria y cudles conservaria de la situacion presentada?”,
estudiantes respondieron cosas como las siguientes:

e “Comenzaria proponiendo que los estudiantes resuelvan cierto tipo de problemas
que estén relacionados con repeticiones, y en base a eso llevar a cada uno de los
estudiantes a descubrir el patron que da origen a la formula que pienso trabajar.”

e “Presentar por qué son permutaciones con repeticion, buscar que los estudiantes
primero encuentren los espacios muestrales por expansion y al darse cuenta que no
alcanzan a contar tan facil la cantidad de posibilidades, les daré la formula con una

explicacion previa al por qué se hace asi.”
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e “Considero que es importante abordar lo que dije en el anterior punto, partiria de
explicar de donde sale la formula, el por qué cada elemento representa algo puntual,
explicaria en que situaciones se podria usar esta permutacion y brindaria mas ejemplos y
que se solucionen de la mano con los estudiantes.”

Estas respuestas coinciden con las propuestas del grupo en crear una necesidad de
generar una formula. La cual se siembra planteando espacios muestrales grandes, dificiles de
manejar sin una herramienta general como lo es la formula. Ademads, varios sugieren que, antes
de presentar la formula, se deben promover condiciones que lleven al estudiante a descubrir su
utilidad. También incluirian mayor cantidad y variedad de ejemplos después de llegar a la
formula.

Posteriormente, cada estudiante recibio uno de dos documentos: sobre musica estocastica
o sobre el Juego de dados de Mozart. Tras analizar su documento, se emparejaron con alguien
que leyo el otro texto y respondieron un nuevo cuestionario de forma colaborativa.

A la pregunta inicial, “Si tenemos la secuencia de notas do, do, re, mi, ;de cuintas
formas podemos organizarlas sin cambiar la cantidad de veces que aparece cada nota?”, las
respuestas fueron variadas (12, 24 y 6 formas de organizar las notas), lo que evidencia
confusiones persistentes sobre el concepto de permutaciones con repeticion.

En la segunda pregunta, “;Se pueden relacionar la permutacion con repeticion y lo
presentado en las lecturas? Si la respuesta es no, justifiquen la respuesta. Si la respuesta es
si, expliquen ;Cémo lo harian?”, todos los grupos respondieron afirmativamente. Sin embargo,
sus formas de explicarlo difieren. Las siguientes son representantes de los dos tipos de posturas

encontradas.



95

e “Si, en el caso de los dos documentos podemos ver una relacion, en donde en el
momento 1 y momentos 2 se llega a evidenciar una repeticion en algunos de los
resultados en los dados y en la ruleta y se puede llegar a asociar con la permutacion con
repeticion.”

e “Si, en la musica estocastica, puedes aplicar permutaciones al ordenar secuencias de
notas. Por ejemplo, si tienes un conjunto de notas (A, B, C), puedes crear diferentes
secuencias como ABC, ACB, BAC, etc. Cada una de estas secuencias puede ser
interpretada como una variacion musical. En los dados de Mozart, cada medida es
independiente de las demas, lo que permite un gran nimero de combinaciones posibles
y el orden de seleccion de los compases importa.”

Algunos ofrecen explicaciones claras que relacionan el orden y la repeticion en musica
con el concepto matematico. Otros, en cambio, utilizan un lenguaje mas vago o intuitivo y en
algunos casos se perciben contradicciones, como afirmar que el orden no importa, lo cual entra
en conflicto con la definicion del concepto trabajado.

Respecto a la pregunta, “; Lo expuesto en las lecturas puede ser una forma eficiente de
trabajar permutaciones con repeticion? Si la respuesta es no, justifiquen la respuesta. Si la
respuesta es si, expliquen ;Como lo harian?”, dos grupos consideran que si, siempre que los
estudiantes tengan conocimiento previo del contexto musical. Los otros dos grupos creen que no
es eficiente, ya que incluir conocimiento musical sin preparacion previa puede generar confusion
y sobrecarga cognitiva.

Cuando se les pregunto, “; Qué conocimientos requiere el profesor si desea emplear
estos métodos de composicion para abordar el tema de permutacion con repeticion?”, se

obtuvieron respuestas como:
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e “Debe tener conocimiento de cada uno de los métodos, ya que los estudiantes pueden tener
preguntas acerca del tema, y si el profesor no sabe como responderlas, el estudiante tampoco
entendera lo que el profesor queria explicar. Ademas, debe conocer bien lo que es la
permutacion con repeticion, cual es la definicion, la formula, por qué funciona y para qué
sirve.”

Todos coinciden en la necesidad de manejar con claridad el concepto de permutaciones
con repeticion, tener nociones basicas de musica y dominar bien los métodos de composicion
presentados. En cuanto a la pregunta “; Requiere saberes previos del estudiante? ;Cudles?”, 1a
mayoria argumento asuntos similares a los siguientes:

e “Principios de conteo, conceptos basicos de probabilidad, jN!, Excel, escala musical y
notacion musical”

Es decir, que deben tener ideas de probabilidad bésica, manejo de Excel y algo de
conocimiento musical. Solo una pareja considerd que bastaba con distinguir entre permutacion y
combinacion.

Finalmente, a la pregunta sobre si estos métodos representan un aporte util o interesante,
la mayoria opind que si: reconocen que puede motivar a los estudiantes, hacer el contenido mas
atractivo y vincularlo con otras areas del conocimiento, como la muasica. Aun asi, insisten en que
el profesor debe tener en cuenta los conocimientos previos del grupo, como se nota en la
siguiente respuesta de una pareja:

e “Esun aporte interesante para los estudiantes de como estos métodos Generan musica, los
estudiantes que les gusta la musica, puede ayudar a llamar la atencion de estos.”

En un tltimo ejercicio, se les pidi6 a los grupos ajustar su propuesta inicial de ensefanza,

incorporando los aprendizajes obtenidos de los métodos musicales. En todos los casos se
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incluyeron elementos musicales en el abordaje del tema. Algunas propuestas empezaron
ensefando conceptos musicales basicos, para luego explorar combinaciones con notas hasta
generar un espacio muestral amplio que justificara el uso de la férmula. Otras presentaban
primero el contexto musical y luego la formula, utilizdndola en ejemplos musicales como los
dados de Mozart o la musica estocastica.

El analisis de estas vifietas revela que, aunque los estudiantes valoran el uso de contextos
reales y creativos como la musica para enseflar permutaciones con repeticion, también reconocen
que su efectividad depende de una preparacion previa tanto del docente como del estudiante. La
experiencia permitid no solo fortalecer su comprension del contenido matematico, sino también
ampliar su vision sobre como integrar otras disciplinas en la ensefanza. A través del dialogo, la
reflexion y la reformulacion de sus propuestas, los futuros docentes exploraron nuevas formas de
hacer significativa la ensefianza de las matematicas, mostrando apertura a innovar, pero también

conciencia sobre los desafios que ello implica.
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6 Conclusiones

La propuesta desarrollada en este trabajo de grado parte de una premisa fundamental:
nuestra apuesta no estd orientada a hacer mas facil o didactica (i. e., ludica) la ensenanza de
contenidos como funciones, permutaciones o aritmética modular. Por el contrario, reconocemos
que incorporar lo musical a menudo implica un desafio mayor tanto para quien ensefia, como
para quien aprende. Sin embargo, creemos firmemente que este esfuerzo vale la pena si las tareas
permiten repensar esos objetos matematicos a partir de una interaccion profunda entre las
matematicas y la musica. Nuestra intencion no es simplificar los contenidos, sino abrir espacios
para comprenderlos desde nuevas perspectivas, enriquecer su enseflanza y ampliar los horizontes
formativos de los futuros profesores de matematicas.

Las conclusiones que se presentan a continuacion estan organizadas en torno al
cumplimiento de los objetivos especificos del estudio, los aportes conceptuales y didacticos
alcanzados, la reflexion sobre el enfoque metodoldgico adoptado y las posibles proyecciones de
esta propuesta en otros contextos educativos.

Este trabajo de grado logra cumplir con los objetivos especificos propuestos. En primer
lugar, se identificaron multiples conexiones entre la musica y las matematicas a través de una
revision documental amplia, que abarco desde enfoques historicos hasta propuestas didacticas
contemporaneas. En segundo lugar, se disefid una secuencia de tareas con sentido profesional
dirigidas a futuros profesores de matematicas, que integran elementos musicales como recurso
para abordar contenidos matematicos especificos. Finalmente, mediante la implementacion
piloto de una de las tareas, se logré evaluar la pertinencia y el impacto de la propuesta en la

formacion docente, cumpliendo asi el objetivo de valorar su potencial educativo.
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Por otra parte, este trabajo constituye una apuesta por enriquecer la formacion inicial de
los profesores de matematicas mediante una propuesta interdisciplinar que articula la musica con
el conocimiento matematico. A partir de la exploracion de multiples referentes teoricos,
historicos y didacticos, se ha demostrado que es posible disefiar tareas con sentido profesional
que integren elementos musicales para favorecer la comprension de conceptos matematicos
como las permutaciones con repeticion, la aritmética modular y las funciones.

Uno de los principales aportes de este estudio radica en mostrar que la musica, lejos de
ser un mero recurso estético o motivacional, puede constituirse en un medio riguroso y creativo
para el analisis, la representacion y la transformacion de objetos matematicos. Desde las
transformaciones musicales (como transportar, octavar, retrogradar o invertir) hasta estructuras
mas complejas como las escalas, los modos o los ritmos euclidianos, se evidencia que la l6gica
matematica estd profundamente imbricada en los procesos compositivos y de interpretacion
musical. Esta constatacion no solo respalda la pertinencia del enfoque interdisciplinar, sino que
amplia las posibilidades de ensefianza desde una perspectiva mas rica, contextualizada y
significativa.

Asimismo, la implementacion piloto de una de las tareas disefiadas permitio constatar el
potencial formativo de este enfoque. Los futuros profesores no solo lograron resignificar su
comprension de conceptos combinatorios, sino que ademads valoraron positivamente el uso de
elementos musicales como un recurso para enriquecer la enseflanza y despertar la curiosidad
matematica en el aula. Las respuestas analizadas evidencian que este tipo de propuestas puede
motivar la reflexion critica sobre la practica docente, favorecer la creatividad en el disefio de
clases y fomentar una postura mas flexible, sensible y adaptativa frente a los saberes

disciplinares.
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Otro aspecto relevante es el reconocimiento de que la ensefianza de las matematicas no
deberia desligarse del contexto, de la cultura ni del cuerpo. La musica, como lenguaje universal,
permite vincular lo abstracto con lo sensible, lo técnico con lo expresivo, lo logico con lo
intuitivo. En este sentido, se plantea que una formacion docente comprometida con la diversidad
de saberes debe abrirse a estas intersecciones, reconociendo que el conocimiento matematico
también puede construirse desde la experiencia estética, la corporalidad, el ritmo y el sonido.

En cuanto al disefio metodoldgico, el enfoque cualitativo y exploratorio adoptado fue
adecuado para comprender como los participantes se aproximan a propuestas innovadoras que
desafian las formas tradicionales de ensefiar. Las tareas con sentido profesional, estructuradas en
fases individuales, grupales, tedricas e institucionales, permitieron articular el conocimiento
matematico con la reflexion didéactica y la toma de decisiones fundamentadas. Este tipo de tareas,
mas alla de su componente interdisciplinar, resultan ser herramientas valiosas para fortalecer las
competencias profesionales del futuro docente, en la medida en que promueven el andlisis de
situaciones auténticas, el trabajo colaborativo y el pensamiento critico.

Finalmente, este trabajo deja abiertas varias lineas de proyeccion. Por un lado, se sugiere
continuar explorando otras conexiones posibles entre musica y matematicas, no solo en
combinatoria o funciones, sino también en geometria, algebra o estadistica. Por otro lado, se
plantea la necesidad de fortalecer la dimension interdisciplinar en los programas de formacion
docente, ofreciendo espacios sistematicos para el cruce entre saberes, lenguajes y culturas.
Asimismo, seria pertinente llevar estas propuestas a otros niveles educativos, asi como ampliar
las experiencias de implementacion para valorar su impacto en distintos contextos escolares.

En sintesis, este trabajo reafirma que ensefiar matematicas desde la musica no solo es

posible, sino deseable. No como una estrategia superficial o anecdética, sino como una forma
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genuina de enriquecer la comprension matematica, conectar con el mundo de los estudiantes y
ampliar el horizonte profesional del maestro en formacion. Al componer melodias matematicas,

se pretende abrir caminos para una educacion mas humana, mas creativa y significativa.
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8 Anexos

Contextualizacion de las matematicas y escala diatonica (Anexo A)

En la actualidad, cada vez resulta mas evidente la necesidad de repensar la ensefianza de
las matematicas desde una perspectiva mas cercana a la realidad del estudiante mostrando una
aplicabilidad. En este sentido Villadiego (2024) comenta lo siguiente:

El aprendizaje de situaciones contextualizadas guarda una estrecha relacion con la

comprension que los estudiantes tienen sobre las ideas que rodean sus propias

concepciones y el caso de estudio. En este sentido, las matematicas se benefician
al explorar numerosas situaciones del entorno estudiantil y docente, permitiendo

abordar teorias y teoremas desde una perspectiva centrada en casos y

representaciones que fusionan los nimeros con las intenciones del observador. Con

el propdsito de fomentar la creatividad de los estudiantes, resulta esencial que las
clases incorporen situaciones de la realidad en sus planes y curriculos. De acuerdo
con los estudios de Miranda y Mamede (2022), las dificultades comunes que los
estudiantes enfrentan suelen atribuirse a la incapacidad de interpretar
adecuadamente el contexto de la problematica que necesitan investigar. [...] En
consecuencia, la clase de matematicas se convierte en una construccion de
realidades a partir de hechos que se resumen en situaciones desafiantes que
requieren un pensamiento reflexivo para encontrar soluciones. Es fundamental que
los estudiantes comprendan las representaciones presentadas por el docente para
lograrlo. [...] Considerando que la contextualizacion de situaciones medibles en
matematicas motiva al estudiante a encontrar sentido en su estudio, como se
destaca en la investigacion de Pérez y Palacio (2022), resulta esencial comprender
la intrinseca relacion entre el pensamiento matematico y la organizacion de ideas.

En este sentido, el pensamiento algoritmico desempefia un papel crucial al

representar situaciones del contexto. La estrategia de ensefianza debe proporcionar

una estructura clara y fomentar el desarrollo de habilidades de pensamiento.

Asimismo, Tupouniua (2023) enfatiza la importancia de generar discusiones

contextuales que permitan a los estudiantes utilizar interpretaciones mediante

algoritmos matematicos, comprender sus acciones, proponer soluciones y analizar
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posibles errores para corregir enfoques. En consecuencia, los docentes que

planifican clases de matematicas con una integracion contextual necesitan

estimular su creatividad para concebir situaciones que fomenten una interpretacion

matematica mas efectiva. (p. 52)

En ese sentido se habla de la escala diatonica para considerar su pertinencia como método
de contextualizacion para introducir la aritmética modular.

Escala diatonica

Una escala es una serie de sonidos organizados en un orden especifico. En la musica
occidental hay un sistema que tiene 12 sonidos distintos y las escalas se construyen eligiendo
algunos de esos sonidos y poniéndolos en un patron repetitivo. Estos patrones se usan para crear
canciones, melodias o acompafamientos. Una escala diatonica es un tipo muy comun de escala
que tiene siete sonidos diferentes antes de volver a repetirse. La mas conocida es la escala de do
mayor, que es: do —re — mi — fa — sol —la — si.

¢ Como cambiar la tonica de una la escala diatonica en un piano?

La tonica es la nota por la que empieza una escala, y que le da su nombre. Por ejemplo,
en la escala de do mayor la tonica es do.
1. Reconocer la tonica y las notas de la escala inicial.
2. Elegir la nueva tdénica (nota base) deseada.
3. Contar las teclas entre la tonica inicial y la nueva tonica.
4. Moverse respecto a cada nota de la escala la misma cantidad de teclas que hay entre la
tonica original y la nueva tonica, procurando moverse hacia el mismo lado del teclado.

Ejemplo:

Partiendo de la escala la — si — do — re — mi — fa# — sol, marcamos con asteriscos las teclas

que representan las notas de nuestra escala, asi:

doé |l re# fai do# fas dos |l red fas
reb @ mib solb reb solb reb [l mib solb

do re mi fa sol la si do re mi fa sol la si do re mi fa sol la si

Para cambiar la tonica a do, contamos las teclas entre la y do.



109

doi |l red fa# do# |l re# fa$ dof | res fa$
reb |l mib solb reb |l mib solb reb @ mib solb.

do re mi fa sol la si do re mi fa sol la si do re mi fa sol la si

Como nos corrimos tres teclas a la derecha, entones debemos desplazanos tres teclas a la derecha

por cada nota inicial, asi:

do# @l re#
reb @ mib

do re mi

fa$
solb

mi fa sol la @ si

Quedandonos asi:

fa$
solb

fa$
solb

dot @ red
reb |l mib

do re mi fa sol la si do re mi fa sol la si do re mi fa sol la si

Al traducir esos resultados obtenemos la siguiente escala:
do —re —re# — fa — sol — la — la#, que conserva exactamente la misma estructura que la original.

A continuacion, una imagen de como se puede ver mas claramente:

Tu turno:

A la escala, re — mi — fa — sol — la — si — do — re, cdmbiale la tonica, después interprétala y

grabala en el sintetizador (https://www.apronus.com/teclado-pianovirtual.online/) para que

posteriormente lo puedas escuchar.


https://www.apronus.com/teclado-pianovirtual.online/
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Transportar y retrogradar (Anexo B)
Transportar

La transportacion es una transformacion musical que consiste en trasladar una pieza o
una melodia completa de una tonalidad a otra. En términos practicos, implica subir o bajar todas
las notas de una composicion manteniendo inalteradas las relaciones intervalicas entre ellas. Es
decir, aunque la pieza comienza desde una nota diferente, conserva su estructura melddica y
armonica original.
¢ Como transportar una pieza musical?

1. Identificar la tonica original.

2. Decidir la tonalidad a la que se desea transportar.

3. Determinar la distancia entre las dos tonalidades.

4. Aplicar ese mismo intervalo a todas las notas de la melodia.

Ejemplo:

En la imagen se representa la transportacion de un

compas de siete notas. En la parte superior se encuentra el Jrase inicial:
fragmento original, y debajo aparece el fragmento —/’L'i —
transportado. El compas original tiene como ténica la nota ﬁ:_—‘(—i—.i_j_ﬁ i
do, mientras que en la version transportada la nueva tonica ¢ ° e
es re, ambas en la misma octava. Esto indica una

.., . . frase transportada:
transposicion de un tono completo hacia arriba, por lo tanto,
todas las notas han sido elevadas un tono, dando como P —_— :
resultado el compés que aparece en la parte inferior. Y, L ,—Jl—-

Retrogradar

Retrogradar es una transformacion musical que consiste en invertir el orden de las notas
de una melodia, de modo que se reproduzcan en sentido contrario al original. Es decir, la Gltima
nota pasa a ser la primera, la penultima la segunda, y asi sucesivamente. Aunque se invierte la
direccion temporal de la frase, se conservan el ritmo y los valores de duracion de cada nota, lo
que da lugar a una version reflejada en el tiempo.
¢ Como retrogradar una pieza musical?

1. Identificar cada nota y su duracion.
2. Reordenar las notas en sentido inverso, manteniendo sus respectivas duraciones.
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frase inicial: En la imagen se representa una retrogradacion de un compas
0 -~ compuesto por siete notas. En la parte superior se encuentra el
gﬂ:‘ji—.'_“ fragmento original, mientras que en la parte inferior aparece el mismo
fragmento retrogradado. El compds original finaliza con una negra en
do, que en la retrogradacion se convierte en la primera nota. La
penultima nota, una corchea en si de la octava inferior, pasa a ocupar
el segundo lugar. Le sigue una corchea en re, que se convierte en la

N

L N
ol

frase retrograda:

I 1
| 1 — I

tercera nota, y luego una corchea en fa, ahora la cuarta. La quinta nota
- = - es una corchea en sol, seguida por una corchea en mi como penultima,

L1k

y finalmente una corchea en do, que en el original era la primera nota, se convierte en la tltima
del fragmento retrogradado.

Funciones para las transformaciones

Estas transformaciones pueden representarse como funciones de la siguiente manera:
1. Asignar a cada nota una terna ordenada (Orden, Altura y Duracion), siendo los conjuntos
referenciales de cada coordenada asi:
a. 0 ={all1<a<n aneN}
b. A = {b|0 < b <85, b € N} de manera que

0 Silencio | 18 | fa2 36 |si3 54 | fa5 72 | si6

1 do1 19 | fa#2 37 | do4 55 | fa# 5 73 | do7
2 do# 1 20 | sol2 38 | do#4 56 | sol5 74 | do# 7
3 re 1 21 | sol#2 39 [ red 57 | sol#5 75 | re7
4 re#t 1 22 | la2 40 | rett4 58 | l1a5s 76 | re#7
5 mi 1 23 | la#2 41 | mi4 59 | la#5 77 | mi7
6 fal 24 | si2 42 | fa4 60 | si5 78 | fa7
7 fa# 1 25 | do3 43 | fa#t 4 61 | do6 79 | fa# 7
8 sol 1 26 | do#3 44 | sol4 62 | do#6 80 | sol7
9 sol# 1 27 |re3 45 | sol# 4 63 | re6 81 | sol#7
10 | lal 28 | re#3 46 | la4 64 | re#t 6 82 |(la7
11 | la# 1 29 | mi3 47 | la# 4 65 | mi6 83 | la# 7
12 | sil 30 | fa3 48 | si4 66 | fa6 84 | si7
13 | do2 31 | fa#3 49 | do5 67 | fa#t 6 85 | do8
14 | do#2 32 | sol3 50 | do#5 68 | sol6

15 | re2 33 | sol#3 51 [ re5 69 | sol# 6

16 | re#2 34 | 1a3 52 | re#5S 70 | la6

17 | mi2 35 | la#3 53 | mi5 71 | la# 6

c. D={c|1<c<11, ¢ € N}demaneraque

1 g (310050 ) (71 )J]|9 ] ||}
20 )L 4] ) 6| )N |8 ) [10] K

2. Seleccionar la funcidn de la transformacion a realizar.
a. Def. Transportar: t:P - T(P) € OXAXD
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(a,b,c) » (a,b+k,c),
para algun |k| < 12,k € Z y de tal modo que 1 < b + k < 85.
b. Def. Retrogradar: r:P - R(P) € O XAXD
(a,b,c) » (n—a+1,b,c),n el orden de P.
3. Aplicar la funcién a cada terna ordenada.
Ejemplo transportar:

Al compas de la imagen se asignan las siguientes
- - . J ternas ordenadas (1, 39, 9), (2, 42,9), (3, 48, 7), (4, 42, 7),
%_‘ | (5,41,9)y (6, 44, 9). Para aplicar la funcion de transportar,
definimos k = —3 porque la tonica original es Re 4= 39, lanueva es Si 3= 36y 36 — 39 = —3.
Al aplicar la funcion de transportar a cada terna resulta H—

(1,36,9),(2,39,9),(3,45,7), (4,39, 7), (5,38,9) y (6, 41, %ué = #‘}L

9). Al reescribir en términos musicales queda el siguiente

\

fa)
” -1 p— T
F . I

L 18

L 188

L 18

compas.
Ejemplo retrogradar:

9 I N Al compas de la imagen se asignan las siguientes

- ternas ordenadas (1, 41, 11), (2,43, 11), (3, 39, 7), (4,0, 7),
(5,46,7),(6,49,11)y (7, 48, 11). Al aplicar la funcion de

retrogradar a cada terna resulta (7, 41, 11), (6, 43, 11), (5,39, 7), (4,0, 7), (3,46, 7), (2,49, 11) y

(1, 48, 11). Reorganizando quedan las siguientes ternas A |
ordenadas: (1,48, 11), (2,49, 11), (3,46, 7), (4,0, 7), i J 5 P
(5,39, 7), (6,43, 11) y (7, 41, 11). Al reescribir en o = o1

términos musicales queda el siguiente compas.
Tu turno:

Compon, reproduce tu propio compas, luego transportalo reproducelo, retrogradalo y
reprodiicelo en el siguiente sintetizador con partitura online (https://flat.io/es/).



https://flat.io/es/
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Juego de dados de Mozart (Anexo C)

El juego de dados de Mozart (o Musikalisches Wiirfelspiel) es una técnica creada en el
siglo XVIII para componer musica de manera aleatoria. Se le atribuye a Wolfgang Amadeus
Mozart y se basa en lanzar dados para seleccionar fragmentos musicales precompuestos, los
cuales se combinan en vals (género musical en compas de tres tiempos o 3/4). Cada compas fue
creado por Mozart para que sea agradable al oido. Este vals tiene dos partes, la primera parte
establece la idea principal, mientras que la segunda aporta contraste, variedad y resolucion.
cComo jugar el juego de dados de Mozart?

Material necesario:

e Un par de dados de seis caras o simulador (https://es.piliapp.com/random/dice/?num=2).

e Los acordes compuestos por Mozart (anexo de https://es.slideshare.net/slideshow/juego-de-
dados-de-mozart/5953663).

e Una tabla con los fragmentos musicales numerados, separando los fragmentos de la primera
parte vals y los de la segunda. Teniendo en cuenta que en nlimeros romanos refieren al orden

de los compases y los niimeros arabigos en negrilla, a los posibles resultados de los dados.
Tabla como la siguiente.

I I I v A4 VI VII VI IX X XI XII XII XIV XV XVI
296 22 141 41 105 122 11 30 2 70 121 26 9 11249 109 14
3 32 6 128 63 146 46 134 31 3 117 39 126 56 174 18 116 83
4 69 95 158 13 153 55 110 24 4 66 139 15 132 73 58 145 79
5 40 17 113 8 161 2 159 100 5 9% 176 7 34 67 160 52 170
6 148 74 163 45 80 97 36 107 6 25 143 64 125 76 136 1 93
7 104 157 27 167 154 68 118 91 7 138 71 150 29 101 162 23 151
8 152 60 171 53 99 133 21 127 8§ 16 IS5 57 175 43 168 89 172
9 119 84 114 50 140 86 169 94 9 120 8 48 166 51 115 72 111
10 98 142 42 156 75 129 62 123 10 65 77 19 8 137 38 149 8
11 3 ]7 165 61 135 47 147 33 11 102 4 31 164 144 59 173 78
12 54 130 10 103 28 37 106 5 12 35 20 108 92 12 124 44 131

e Un instrumento o software de notacion musical (https://www.apronus.com/teclado-
pianovirtual.online/) para interpretar el resultado.
Pasos para jugar:
1. Se lanzan los dados 16 veces para determinar qué fragmento musical se usard en cada compas.
2. Segun la suma de los dados, buscar en la tabla cual es el fragmento musical correspondiente.
3. Anotar la secuencia de los fragmentos seleccionados.
4. Tocar la pieza en un instrumento o usar un software de musica para reproducirla y escucharla.


https://es.piliapp.com/random/dice/?num=2
https://es.slideshare.net/slideshow/juego-de-dados-de-mozart/5953663
https://es.slideshare.net/slideshow/juego-de-dados-de-mozart/5953663
https://www.apronus.com/teclado-pianovirtual.online/
https://www.apronus.com/teclado-pianovirtual.online/
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Lanzamos los dados y obtenemos lo siguiente: 5, 7, 2,4, 7,9, 5, 10,3, 12,8, 11, 2,6, 9,

6. Como en el primer lanzamiento obtuvimos 5 como resultado, al reportarlos en la tabla,

marcamos la casilla correspondiente a ese compas y valor arrojado por los dados. Siguiendo ese

proceso con cada uno de los 16 nimeros obtenidos de cada lanzamiento, la tabla queda de la
siguiente manera.

1 n o IV VvV VI VI Vi I I n IV V VI VI VI
2 9 22 141 41 105 122 11 30 270 121 26 9 112 49 109 14
3 32 6 128 63 146 46 134 81 3 117 39 126 56 174 18 116 83
4 69 95 158 13 153 55 110 24 4 66 139 15 132 73 58 145 79
5 40 17 113 8 161 2 159 100 5 90 176 7 34 67 160 52 170
6 148 74 163 45 80 97 36 107 6 25 143 64 125 76 136 1 93
7 104 157 27 167 154 68 118 91 7 138 71 150 29 101 162 23 151
8§ 152 60 171 53 99 133 21 127 8 16 155 57 175 43 168 89 172
9 119 & 114 50 140 8 169 94 9 120 8 48 166 51 115 72 111
10 98 142 42 156 75 129 62 123 10 65 77 19 8 137 38 149 8
1 3 87 165 61 135 47 147 33 11 102 4 31 164 144 59 173 78
12 54 130 10 103 28 37 106 5 12 35 20 108 92 12 124 44 131

Tomamos los compases precompuestos correspondientes a los marcados en la tabla y los

organizamos en el orden dado por la misma, queda la siguiente partitura, la cual podemos
interpretar en un instrumento o sintetizador.

A e ey :
I -.--“_l—'—!.-' - —
— :-—-—'\-uf o

40 157 141 13 154 86 159 123

117 20 57 164 174 136 72 93
Tu turno:

- . > 3 —_—
1 . : o I 1t E

Compodn y reproduce tu propio vals, para esto descarga y usa la siguiente aplicacion en

Play Store: Dados de Mozart
(https://play.google.com/store/apps/details?id=ar.com.pavanconsultores.mozart&pli=1)



https://play.google.com/store/apps/details?id=ar.com.pavanconsultores.mozart&pli=1
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Misica estocastica (Anexo D)

La musica estocdstica es un enfoque compositivo en el que se usan procesos
probabilisticos para determinar diferentes aspectos de la musica, como el ritmo, la melodia, la
armonia y la dinamica. Fue popularizada por Iannis Xenakis, quien aplicé principios
matematicos y estadisticos para generar estructuras sonoras.
¢ Como componer musica estocdstica?

e Decidir qué elementos de la musica estaran sujetos al azar entre altura, duracion, intensidad,
timbre y estructura.
e Decidir cuales de diferentes enfoques matematicos usar para generar valores aleatorios como:
o Distribuciones uniformes: Todas las opciones tienen la misma probabilidad.
o Distribuciones gaussianas: Se centra en valores medios con menor frecuencia en los
extremos.
Procesos de Markov: La probabilidad de la siguiente nota depende solo de la anterior.
Autématas celulares o fractales: Generan patrones con cierto grado de aleatoriedad
estructurada.
e Usar herramientas para generar niimeros aleatorios y aplicarlos a los parametros definidos. Se
pueden usar herramientas como softwares, aplicaciones, dados, ruletas, Excel, entre otros.
e Generalmente, el compositor establece limites o reglas para que la musica estocastica no
suene como solo ruido.
e Aplicar los métodos escogidos y anotar la secuencia de los resultados seleccionados por el
azar.
e Interpretar la pieza en un instrumento o usar un software de musica para reproducirla y
escucharla.
Ejemplo:

Escogemos la altura y duracion como los elementos sujetos al azar. Estos elementos
estaran sujetos a una distribucion uniforme y seleccionados a través de una formula en Excel,
“=ALEATORIO.ENTRE(inferior; superior)”, la cual garantiza una distribucion exclusivamente
uniforme en el proceso. Para facilitar el proceso, asignamos los siguientes valores a cada una de
las posibilidades de altura y de duracion respectivamente.

0 Silencio | 13 | do2 26 | do#3 39 | red 52 | re# 5 65 | mi6 78 | fa7
1 do1 14 | do#2 27 | re3 40 | re# 4 53 | mi5 66 | fa6 79 | fa# 7
2 do# 1 15 | re2 28 | re#t3 41 | mi4 54 | fa5s 67 | fa# 6 80 | sol7
3 re 1 16 | re#2 29 | mi3 42 | fa4 55 | fa# 5 68 | sol 6 81 | sol#7
4 re# 1 17 | mi2 30 | fa3 43 | fa# 4 56 | sol5 69 | sol# 6 82 | la7
5 mi 1 18 | fa2 31 | fa#3 44 | sol4 57 | sol#5 70 | la6 83 | la#t 7
6 fal 19 | fa#2 32 | sol3 45 | sol# 4 58 | 1a$5 71 | la# 6 84 | si7
7 fat#t 1 20 | sol2 33 | sol#3 46 | la4 59 | la# 5 72 | si6 85 | do8
8 sol 1 21 | sol#2 34 | 1a3 47 | la# 4 60 | si5 73 | do7

9 sol# 1 22 | la2 35 | la# 3 48 | si4 61 | do6 74 | do#7

10 | lal 23 | la# 2 36 | si3 49 | do5 62 | do# 6 75 | re 7

11 | la# 1 24 | si2 37 | do4 50 | do#5 63 | re6 76 | re#7

12 | sil 25 | do3 38 | do#4 51 | re5 64 | re# 6 77 | mi7
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U o (3005 (70 ]9 |1n]}
2| ) 4J 6,__} 8| N |10 &

Como limite establecemos hacer una composicion de 10 notas y usar solo las octavas 2, 3
y 4 o seade 13 a 48 en la primera tabla. Al aplicar las formulas de Excel obtuvimos los
siguientes resultados:
Orden |1 (2 |3 (4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
Altura 43 121 |18 |19(29 |46 |31 |44 |42 |27
(13-48)
Duracion [ 10 |5 |7 |9 |1 |6 |10(9 |4 |3
(1-11)

Tomamos las notas correspondientes y las organizamos, queda la siguiente organizacion,
la cual podemos tocar en un instrumento o sintetizador.

Orden 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Altura FA#4 | SOL#2 | FA2 | FA#2 | MI3 | LA4 | FA#3 | SOL4 | FA4 | RE3

Duraciéon :‘ _ J. J | o .,_f f". J ,J J_d
Tu turno:

Compon y reproduce tu propio fragmento de musica estocéstica. Toma la altura como
unico elemento sujeto al azar, con distribucion uniforme y selecciona a través de una ruleta
virtual (https://spinthewheel.io/es). Para facilitar el proceso, basate en la tabla de alturas del
ejemplo. Como limite construye un fragmento musical de 20 notas. Para terminar, interpreta y
graba tu fragmento musical en el sintetizador (https://www.apronus.com/teclado-

pianovirtual.online/) para que posteriormente lo puedas escuchar.



https://spinthewheel.io/es
https://www.apronus.com/teclado-pianovirtual.online/
https://www.apronus.com/teclado-pianovirtual.online/
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Persona | Ventajas o aciertos Desaciertos o . Como abordaria la

desventajas ensefianza?

1 La aplicacion en un El profesor introduce Cambiaria abordar el tema con
contexto real sobre la directamente la la formula directamente y mas
asignacion de horarios | formula de las bien lo haria con una
para clases de piano permutaciones sin exploracion intuitiva antes de la
permite a los explorar intuitivamente | formula y utilizaria
estudiantes conectar el | el concepto con representaciones visuales como
concepto matematico ejemplos, esto puede los diagramas de arbol.
con la resolucién de dificultar la Conservaria aspectos como los
problemas. comprension de los ejemplos.

conceptos.

2 Usar problemas de Falta aclarar por qué es | Presentar por qué son
contextos reales, dado | una permutacién con permutaciones con repeticion,
que permite a los repeticion, puesto que | buscar que los estudiantes
estudiantes reconocer | en los siguientes primero encuentren los espacios
el uso de las problemas que se muestrales por expansion y al
permutaciones en parezcan a estos no se | darse cuenta que no alcanzan a
diferentes contextos resuelvan con la contar tan ficil la cantidad de
respondiendo a un permutacion con posibilidades, les daré la
problema. repeticion. férmula con una explicacion

previa.

3 El ejemplo con la Seria mas pertinente Partiria de explicar de donde
palabra BANANA explicar de donde sale | sale la formula... brindaria mas
puede ser muy la féormula, no darla asi | ejemplos y los solucionaria con
beneficioso para el como si nada. los estudiantes.
estudiante. ..

4 Propone diferentes Va directo con la Propondria una situacion como
ejemplos relacionados | presentacion de la el ejemplo de BANANA sin
con el uso de las formula, sin comprobar | formula y luego con férmula.
permutaciones con resultados.
repeticion...

5 Hace preguntas “raras” | Puede confundir con Abordaje mas participativo.
para mantener la esas preguntas si el Conservaria ecuaciones,
atencion. estudiante esta cambiaria preguntas.

distraido.

6 Uso de ejemplos y No hubo participacion | Que los estudiantes descubran
aplicacion de la ni interaccidén con el patron antes de la formula.
formula. estudiantes.

13 Transcripciones literales de las respuestas sujetas a errores en redaccion y ortografia.
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Identificacion de los
elementos claves de la
férmula (n, k).

Uso de un tnico
ejemplo: palabra
BANANA.

Ejemplos variados. Mantendria
explicacion de la formula
general.

Proponer ejemplo y
ejercicio después de la
explicacion.

Da definicion corta y
solo un ejemplo.

Ejemplo con irregularidades,
dar definicion y formula, luego
gjercicios y retroalimentacion.
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Grupo

3

4

Si tenemos la
secuencia de notas
do, do, re, mi, ;de
cuantas formas
podemos
organizarlas sin
cambiar la
cantidad de veces
que aparece cada
nota?

Utilizando el
principio de
multiplicacion,
podemos llegar a
ver de cuantas
formas se pueden
organizar sin
cambiar la cantidad
de veces que
aparece cada nota,
que en este caso
seria 24

12 formas

.Se pueden
relacionar la
permutacion con
repeticion y lo
presentado en las
lecturas? Si la
respuesta es no,
justifiquen la
respuesta. Si la
respuesta es si,
expliquen ;Como
lo harian?

Si. Por ejemplo
puedo componer do
do mi re o puedo
componer do re do
mi, que son dos
permutaciones con
el do repetido 2
veces

En la estocastica se
ve reflejada el uso
de las
permutaciones,
dentro de una
cantidad de notas
que en este caso
seria n, y cada nota
es un elemento de
ese conjunto de
notas que tiene una
probabilidad igual
de salir, en donde el
orden de las notas
afecta la musica y
se pueden repetir
las notas.
Asociando las notas

Si, en el caso de los
dos documentos
podemos ver una
relacion, en donde
en el momento 1y
momentos 2 se
llega a evidenciar
una repeticion en
algunos de los
resultados en los
dados y en la ruleta
y se puede llegar a
asociar con la
permutacioén con
repeticion.

Si, en el método 1
se utiliza en la
probabilidad de que
caiga una de las
doce posibles
opciones de la
suma del par de
dados, revisar cual
es la probabilidad
de que cada una de
estas 12 sumas en
los 16 tiros,
teniendo en cuenta
que se repiten e
importa el orden.
Si, en el método 2
se puede relacionar
con una

Si

En la musica
estocastica, puedes
aplicar
permutaciones al
ordenar secuencias
de

notas. Por ejemplo,
si tienes un
conjunto de notas
(A, B, C), puedes
crear

diferentes
secuencias como
ABC, ACB, BAC,
etc. Cada una de
estas secuencias
puede ser
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y los nimeros. permutacion con interpretada como
En los dados de repeticion porque una variacion

Mozart se ve
reflejado el uso de
las permutaciones
con repeticion,
como una variacion
con repeticion. En
cada compas se
tienen 11 posibles
notas musicales,
cada una asociada
con un nimero
entre 1y 176y
como son 16
compaces el total
de posibles
canciones
generadas son 11
elevado ala 16.

cuando hacemos
que la seleccion sea
aleatoria puede caer
dos veces 0o mas 'y
se repite sin
importar el orden.

musical.

En los dados de
mozart

Cada medida es
independiente de
las demas, lo que
permite un gran
numero de
combinaciones
posibles y el orden
de seleccion de los
compases importa.

Lo expuesto en
las lecturas puede
ser una forma
eficiente de
trabajar
permutaciones con
repeticion? Si la
respuesta es no,
justifiquen la
respuesta. Si la
respuesta es si,

Creo que si. Lo
musical le puede
poner un contexto
real y atractivo para
el estudiante y
quitar un poco la
aridez de una
exposicion formal

Si, desde que los
estudiantes logren
entender el lenguaje
musical y los
numeros asociados
a este. Los
estudiantes podrian
identificar a través
de esta formula,
que la probabilidad
de que al generar
dos fragmentos

No, por qué no se
hace evidente la
relacion entre la
actividad y las
permutacion con
repeticion. Para
poder entender el
gjercicio que se
propone,
consideramos que
se deben tener otros
tipos de

Es una forma
didactica 'y
entretenida de
ensefiar las
permutaciones con
repeticion, aunque
puede llegar a
confundir a los
estudiantes a la
hora de interpretar
cuales son las
relaciones que

No sentimos que
sea eficiente porque
en la actividad de
los dados de
Mozart puede ser
confuso el
procedimiento de
conversion de los
valores en aleatorio
a las notas, porque
algun valor puede
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4
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expliquen ;Como
lo harian?

musicales iguales
es demasiado baja'y
por ello es casi
imposible.

conocimientos, que
permitan realizar un
vinculo con el tema
que se va a tomar,
en este caso las
permutaciones con

existen entre los
dos métodos
presentados y la
definicién y
formula de la
permutacion con

confundirse y
quedar incorrecto.

repeticion. repeticion.
{Qué Requiere conocer Un buen manejo Se debe tener claro | Debe tener Las formulas de
conocimientos algo de lo temas respecto al uso y el | en concepto y la conocimiento de permutacion
requiere el expuestos en los lenguaje de los dos | relacion del tema cada uno de los Excel

profesor si desea
emplear estos
métodos de
composicion para
abordar el tema de
permutacion con
repeticion?

métodos de
composicion y por
supuesto lo relativo
a las permutaciones
con elementos
repetidos

métodos musicales.

con la actividad, y
buscar una manera
de mediar estos dos
para un buen
desarrollo del
concepto que se va
ensefiar y va
dirigido a los
estudiantes, para
que la explicacion
no sea tan rigurosa,
si no mas sencilla
de explicar y
relacionar.

métodos, ya que los
estudiantes puede
tener preguntas
acerca del tema, y
si el profesor no
sabe como
responderlas, el
estudiante tampoco
entendera lo que el
profesor queria
explicar. Ademas,
debe conocer bien
lo que es la
permutacion con
repeticion, cual es
la definicion, la
férmula, el porque
funciona y para que
sirve.

Uso basico del
piano y notacion
musical

JRequiere saberes
previos del

creo que serian
pocos saberes
previos. Al menos

Conocer como
funcionan los

Si, consideramos
que los estudiantes
tienen que tener

Require tener
conocimientos
previos en las

Principios de
conteo, conceptos
basicos de
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estudiante? distinguir la compaces, las notas | cierto conocimiento | matematicas y probabilidad
.Cuales? permutaciones de musicales. conceptual del tema | especialmente en la | N!

las combinaciones que se esta linea de la Excel

desarrollando, ya
que si no existe
dicho conocimiento
puede realizarse
mas una actividad
procedimental y se
pueda perder el
concepto que se
busca ensefiar.

estadistica como,
fundamentos de
combinatoria,
permutaciones y
combinaciones,
variacion, que sepa
reconocer cada una
de ellas.

Escala musical
Notacion musical

JEmplear esos
métodos de
composicion para
trabajar el tema
de permutacion
con repeticion es
necesario, util o un
aporte
interesante?
Justifiquen.

Lo considero 1til en
el sentido de
proveer un contexto
real en donde se
ven aplicacién de la
permutacion con
elementos repetidos

Es un aporte
interesante para los
estudiantes de
como estos
métodos Generan
musica, los
estudiantes que les
gusta la musica
puede ayudar a
llamar la atenciéon
de estos.

Consideramos que
puede ser util si, se
realiza una
implementacion
adecuada para
abordar el tema de
manera mas
eficiente y que se
pueda comprender
el tema

Consideramos que
es un tema util e
interesante, ya que
al momento de que
los estudiantes
manipulan
cualquiera de los
métodos, ellos se
estan entreteniendo
ala vez que
aprenden cual es la
definicion de
permutaciones con
repeticion. Sia un
estudiante le parece
entretenido algo,
por lo general suele
prestarle mas
atencion y
entenderlo mejor.

Un aporte
interesante permite
que el estudiante
relacione el tema
con otras areas del
conocimiento y si
al estudiante le
gusta la musica esto
podria captar mas
su atencion y que
participe.
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Escribir la Primero se propone | Tomamos como Al inicio de la Iniciamos la
conclusion del una actividad de propuesta abordar | clase, les actividad con los

trabajo grupal a
socializar

permutaciones con
repeticiones en
donde los
estudiantes puedan
escribir el espacio
muestral de la
solucion de la
actividad y este sea
corto. Al ver la
cantidad de sucesos
del espacio
muestral, se les
presenta la formula
de permutaciones
con repeticion y se
muestra que el
resultado es el
mismo que contar
el nimero de
sucesos del espacio
muestral. Luego se
les pide a los
estudiantes que
deben escribir todo
el espacio muestral
a partir de un
problema generado
(escribir los
diferentes
fragmentos

el tema en tres
momentos, el
primero se
conceptualizara a
los estudiantes de
tal manera en que
cada uno
comprenda los
conceptos y
elementos que se
trabajaran(Notas
musicales, compas
de cada nota), cada
uno con relacion al
tema, explicacion
del tema con
ejemplos concretos
que permitan
desarrollar de
manera eficaz la
actividad y después
como tercer
momento introducir
y explicar el tema
de manera correcta.

propondriamos a
los estudiantes
alguno de los dos
métodos de musica
(los presentados en
la clase virtual),
para luego,
empezar a revisar
cuales fueron los
resultados que
obtuvieron al lanzar
los dados o los
resultados del
Excel, luego, les
explicariamos que
son las
permutaciones con
repeticion, para que
sirven y cual es su
formula. Dada la
formula, les
pediriamos que
relacionen los
resultados
obtenidos, con la
actividad realizada
y lo explicado
anteriormente, para
que luego
compartan entre

dados de Mozart,
los estudiantes
obtienen los valores
aleatorios donde se
trabajaria con la
formula interactiva
donde los
estudiantes dan los
datos de la formula
y forman la
formula. De ahi se
va a una
explicacion de su
aplicacion con sus
respectivos
ejemplos
(estudiantes,
profesor) y abajo se
deja una actividad
para que el
estudiante lo intente
por si mismo.
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musicales que se
pueden crear en
cada método), al
ver que el espacio
muestral es
demasiado grande,
se le propondré a
los estudiantes que
en ambos métodos
encuentren una
solucion mas rapida
para conocer de
cudntas maneras se
puede crear
fragmentos
musicales y esperar
que ellos relacionen
el uso de la férmula
de permutaciones
con repeticiones.

ellos los resultados
al usar la formula.
Luego, les
dejariamos una
tarea que sea
didactica y
entretenida al igual
que con los
métodos
presentados, que a
su vez tenga que
ver con
permutaciones con
repeticion.
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Miisica estocastica (Anexo F)

La clave de sol es una de las mas utilizadas en la notacion musical y se encuentra al
inicio del pentagrama. Esta clave indica que la nota sol se ubica en la segunda linea del
pentagrama, contando de abajo hacia arriba. A partir de ahi, las demads notas se colocan en
orden ascendente o descendente siguiendo el alfabeto musical: do, re, mi, fa, sol, la y si.

Clave de sol

mifd En el pentagrama, que esta formado por cinco lineas y cuatro espacios, cada linea y
e cada espacio representa una nota diferente. En clave de sol, la primera linea (la mas baja) es
sido mi, el primer espacio es fa, la segunda linea es sol, el segundo espacio es la, la tercera linea es
sol & si, el tercer espacio es do, la cuarta linea es re, el cuarto espacio es mi, y la quinta linea (la mas
[ fa alta) es fa. Si se necesitan notas mas agudas o mas graves que las que caben en el pentagrama,

se usan lineas adicionales llamadas lineas suplementarias.

La posicion de la nota en el pentagrama permite saber qué sonido debe tocarse o cantarse, y la forma de la nota (negra, blanca,
redonda, etc.) indica cudnto tiempo debe durar ese sonido. Asi, la clave de sol actiia como una guia que organiza las notas musicales
en un espacio visual, facilitando su lectura e interpretacion.



