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INTRODUCCION

Al consultar algunos libros de texto de geometria analitica como Lehmann (1989), Fillol (1997),
Kindle (1987) y Oteyza (1994), o un texto muy usado en los cursos de Geometria como Moise y
Downs (1968), con la intencion de encontrar algun procedimiento para construir las conicas y trazar
sus tangentes, generalmente sélo encontramos la deduccién de la expresidon algebraica de estas a
partir de la definicién del lugar geométrico y algunos problemas que proponen encontrar las
ecuaciones de las rectas tangentes que cumplen ciertas condiciones. No es usual encontrar la
construccién de las cénicas y sus tangentes empleando algun software de geometria dindmica.

Indudablemente existen varias maneras de construir las cénicas y sus tangentes, pero en los libros
de geometria analitica que estan al alcance de los estudiantes de la Licenciatura en Matemadticas no
se incluyen estos procedimientos, los cuales le permitirian a los estudiantes reconocer mas
relaciones entre las cdnicas, sus tangentes y elementos como las circunferencias focales, los focos,
la directriz, etc.

Considerando que un maestro de matematicas en formacién no debe limitarse a mecanizar la
obtencion de ecuaciones de las cdnicas que cumplan ciertas condiciones y que debe profundizar en
las relaciones existentes entre todos los elementos que intervienen, es necesario proponer la
produccidn de materiales que llenen ese “vacio bibliografico” de los textos, por ello, y por el interés
personal que el autor ha desarrollado en los Ultimos afios por las construcciones geométricas y por
el disefio de representaciones dindmicas de objetos matematicos, se ha elaborado este recurso
bibliografico, en el que se usa software de geometria dindmica para complementar el contenido
tradicional que se presenta en los textos de geometria analitica en los capitulos referentes a las
conicas, ofreciendo al lector ademas de las construcciones, una serie de razonamientos que
acompaian los pasos de construccion aqui presentados y que corroboran la idoneidad de las
mismas.

Aunque podria emplearse cualquier software de geometria dinamica, como Cabri Plus, GeoGebra,
Cinderella o Geup, entre otros, se ha decidido emplear GeoGebra para realizar las construcciones
gue aqui se exponen, y a las que el lector puede acceder a través del Anexo 1, aprovechando que en
su configuracidn dispone por defecto de la “Vista Grafica”, en la que se cumplen los cinco postulados
de Euclides (incluyendo sus versiones equivalentes, como por ejemplo el axioma de Playfair en lugar
del Postulado de las paralelas) para la geometria en el plano.

En la escritura de este documento, se ha optado por incluir definiciones entre los pasos de las
construcciones y se han agregado comentarios para facilitar la comprensidon del proceso de
construccién de las cdénica y sus tangentes. Por otra parte, aunque no se acude a las ecuaciones de
los lugares geométricos, las directrices y ejes focales se tomaron sobre los ejes coordenados, o sobre
rectas paralelas a estos, de tal modo que esto no afecta los propdsitos de este trabajo.

Finalmente se incluye una carpeta que contiene las construcciones elaboradas, tanto de las conicas
como de sus respectivas tangentes, por los métodos presentados en este trabajo. En el apartado
correspondiente a cada método se hace explicito el nhombre de la construcciéon elaborada en
GeoGebra que esta asociada a ese método. Se sugiere que el lector acompaiie la lectura de cada
apartado con su correspondiente construccidn en GeoGebra, y de igual manera se invita a hacer
activo uso de la herramienta denominada “Protocolo de construccidon”, propia de este software.



OBIJETIVOS

General: Elaborar un recurso bibliografico que complemente a los libros de texto de geometria
analitica en lo referente a la construccidn de las cdnicas y sus tangentes.

Especificos:

e Construir de diferentes maneras las conicas empleando software de geometria dinamica.

e Construir de diferentes maneras las tangentes de las cdnicas, atendiendo a diferentes
condiciones impuestas, empleando software de geometria dindmica.

e Sistematizar las construcciones realizadas en un documento estructurado que incluya
orientaciones para su uso.

e Ofrecer al lector una fuente documental que consista en un escrito, y un paquete con
construcciones de las cénicas y sus tangentes realizadas en GeoGebra.



CAPITULO 1

Es este capitulo se presenta al lector el marco histérico y el marco de referencia del presente
documento. Se busca con ello presentarle elementos contextuales alrededor de las cdnicas, lo que
incluye los nombres de destacados matemadaticos como Menecmo, Apolonio, y Descartes, que
contribuyeron en sus distintos estadios. Tal exposicion no pretende ser exhaustiva, sino brindar
perspectiva histdrica al lector. De igual manera, se presenta al lector la conexidn existente entre las
representaciones de las secciones conicas como lugares geométricos que se producen en GeoGebra,
y el enfoque ontosemidtico del conocimiento, en lo referente al proceso de visualizacidn, planteado
por Godino et al. (2012)

1.1 MARCO HISTORICO

El desarrollo temprano de las secciones cdnicas se enmarcé en un contexto problematico planteado
fuera de la matematica griega misma, y mds cerca de su cultura mitica. Como sefiala Ramirez (2013),
“Fue entonces cuando surgid, con origenes que entrelazan lo histérico con lo legendario, uno de los
problemas cldsicos de la matematica: la duplicacidn del cubo.”

Este problema exigid ir mas alld de los recursos geométricos conocidos hasta ese momento e
impulsd la exploracidon de nuevas curvas. Las aproximaciones realizadas para la solucionar este
problema, al que también se conoce como problema de Delos, hicieron de este una figura icdnica
en la historia de la matematica.

Fue el griego Menecmo quién con sus procedimientos geométricos basados en la interseccion de
superficies obtuvo soluciones para situaciones concretas, dando lugar a la aparicion de la parabola,
la elipse y la hipérbola. Tal como sefiala Ayerbe Toledano (2025), “Menecmo introdujo las secciones
conicas como una herramienta geométrica para resolver el problema de la duplicacién del cubo”.

Retomando las curvas herencia de sus predecesores, fue Apolonio de Perge quien después de
Menecmo otorgd a las secciones cdnicas un nuevo estatus matematico, esto ultimo al sistematizar
sus propiedades, de modo que empezd de manera mas o menos oficial su progresiva desvinculacion
de los métodos que las originaron. Respecto al planteamiento de Apolonio, Ramirez (2013) sefiala
que “El cambio de nomenclatura envolvia un cambio conceptual, toda vez que las cdnicas ya no
serian descritas constructivamente, sino a través de relaciones de areas y longitudes.” Y, de este
modo, las cdnicas pasan a ser concebidas de forma abstracta, definidas por medio de relaciones, y
sujetas a demostraciones rigurosas.

Pero este proceso de abstraccion encontré una transformacion decisiva en la Edad Moderna con la
introduccién de la geometria analitica. En el siglo XVI, René Descartes desarrollé un método que
permitid expresar las curvas geométricas mediante ecuaciones algebraicas, modificando
radicalmente la manera de concebir las secciones cdnicas. Es en este nuevo escenario en el que las
secciones conicas dejaron de depender de sus origenes geométricos y adquieren un significado
algebraico general. En palabras de Poveda y Chavez (2015), “Con Descartes, las secciones cdnicas



dejan de estar ligadas al cono generador y pasan a ser entendidas como curvas definidas por
ecuaciones, lo que implica una transformacién profunda en su significado geométrico.” Y es asi como
las expresiones analiticas sustituyeron a las construcciones geométricas como forma de acceso
habitual a las cdnicas.

La geometria analitica transformd profundamente el significado matematico de las cénicas. Las
propiedades que Apolonio establecid mediante relaciones geométricas ahora podian reinterpretarse
como consecuencias de la ecuacion que describe a la respectiva cénica.

A continuacidn, se expone el método mediante el cual se usan las definiciones de las cdnicas como
espacio geométrico para encontrar sus respectivas ecuaciones candnicas, para ello se han tomado
las definiciones planteadas en la obra de Lehmann (1989)

Parabola: La obtencién de la ecuacidn de la pardbola parte de su definicion geométrica como el
conjunto de puntos del plano que equidistan de un punto fijo, llamado foco, y de una recta fija,
llamada directriz. Considerando un foco situado en F (p, 0)y una directriz dada por la recta x = —p,
y tomando un punto cualquiera P(x,y) de la curva, esta propiedad se expresa analiticamente
mediante la igualdad entre la distancia del punto al foco y la distancia del punto a la directriz, esto

es
Vx—p)?+y*=x+p.

Esta ecuacion traduce la condicién geométrica de equidistancia en lenguaje analitico. Al elevar al
cuadrado ambos miembros de la igualdad y simplificar la expresién resultante se obtiene una
ecuacién de segundo grado. Después del tratamiento algebraico correspondiente, se llega
finalmente a la ecuacion

y? = 4px

gue constituye la forma candnica de la parabola con vértice en el origen y eje horizontal.

3]

dpx

«
Il

Ll S L L T

A A
T‘m

Figura 1. Ecuacién candnica de la parabola
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Elipse: La obtencién de la ecuacion de la elipse parte de su definicion geométrica como el conjunto
de puntos del plano cuya suma de distancias a dos puntos fijos, llamados focos, es constante. Si se
consideran los focos ubicados en F;(—c, 0)y F,(c, 0), y un punto cualquiera P(x,y) perteneciente
a la curva, esta propiedad se expresa analiticamente mediante la igualdad

/(x+c)2+y2 + 4/ (x — )% +y2% = 2a.

Esta ecuacién traduce la definicion geométrica de la elipse al lenguaje analitico. Mediante un
tratamiento algebraico realizado sobre esta expresidn, tratamiento que consiste en aislar uno de los
radicales y elevar al cuadrado sucesivamente ambos miembros de la igualdad, se eliminan las raices
y se simplifican los términos obtenidos. Tras dicho tratamiento se llega finalmente a la ecuacién

x2 y2

2Tt

Donde b? = a? — c?. Esta ecuacidn constituye la forma candnica de la elipse con centro en el origen
y didmetro mayor horizontal.

: 3 2 | g2 i :
' : 4L =1 !
; i a? | ? : :
“““““ R \\*“'
| A e
' / 1 1 N '
ViR b e
o i N
V=/ F E' iV

P o12n
T
: ¢ 5 1 |
N, /|
o A
1 1 o o - I '

ol e i v e D i TN s v o s s s o i
4 : ; ’
: : 2a : |
i Donde | b* = a® — (5"?

Figura 2. Ecuacién candnica de la elipse

Hipérbola: La ecuacion de la hipérbola se obtiene a partir de su definicion geométrica como el
conjunto de puntos del plano para los cuales el valor absoluto de la diferencia de las distancias a dos
focos es constante. Situando los focos en F;(—c, 0)y F,(c,0), y considerando un punto P(x,y) de
la curva, esta condicién se expresa mediante la igualdad

| [(x+c)?+y? —/(x — )% + y2 |= 2a.

Al suprimir el valor absoluto, por ejemplo, suponiendo que la diferencia de distancias es positiva, se
obtiene la igualdad

(x+c)?+y? —\J(x — )2 +y2 =2a
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la cual involucra radicales y traduce directamente la definicién geométrica en lenguaje analitico.
Mediante dos elevaciones sucesivas al cuadrado y la correspondiente simplificacion algebraica, se
eliminan las raices y se llega finalmente a la ecuacién

X2 y? .

a? b2
Donde b? = c? — a?. Esta expresién constituye la forma candnica de la hipérbola con centro en el
origen y eje transversal horizontal.

Figura 3. Ecuacién candénica de la hipérbola.

1.2 MARCO DE REFERENCIA

Una de las razones principales, si no la principal, para recurrir al uso de software de geometria
dindmica es la posibilidad que este ofrece para visualizar y manipular construcciones, tal como
sugieren De Soussa et al. (2022).

Son estas actividades, a saber, visualizar y manipular las construcciones, las que han ofrecido un
punto de encuentro sélido entre la forma en que se plantea el presente documento y el enfoque
ontosemiotico del conocimiento matematico (EOS), en particular su teorizacién sobre la
visualizacion, efectuada en Godino et al. (2012)

Alli no solo se define qué se considera un objeto visual, requisito necesario ya que, como los mismos
autores informan, esa consideracidn no es clara en la literatura, sino que ademas se establecié una
tipologia que busca “esclarecer la naturaleza y componentes de la visualizacion, y su relacién con
otros procesos implicados en la actividad matematica” (Godino et al., 2012, p. 109).
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El planteamiento expuesto por estos autores es particularmente apropiado para la tarea asumida en
el presente documento, porque describe y aborda desde su plataforma tedrica la dualidad mas
prominente que identificd el autor de este documento mientras establecia los razonamientos y los
pasos de construccién de practicamente todas las construcciones aqui formuladas. Tal prominente
dualidad se percibe de manera sutil precisamente en los razonamientos que se han erigido como
evidencia tanto de la idoneidad los pasos de construccidn, como de la aceptabilidad de los resultados
obtenidos.

Esa dualidad de la que se habla es la que caracteriza las cualidades ostensivas - no ostensivas, y que
el enfoque ontosemidtico enmarca entre las especificaciones contextuales en las que se encuentran
o interactlan los objetos matematicos, y en particular, los objetos que satisfacen las condiciones
como objetos visuales. Todos los objetos geométricos que se usan en las construcciones aqui
presentadas, a saber, los puntos, los segmentos, rectas, circunferencias, etc., cumplen las
condiciones que impone el enfoque ontosemidtico del conocimiento matematico desde su
teorizacion sobre la visualizacién para ser considerados como objetos visuales, en particular por
tratarse de representaciones en GeoGebra, que es un software de geometria.

Godino et al. (2012) hacen énfasis en las dualidades a las especificaciones contextuales, ya que todo
objeto matematico sometido a consideracidon en el marco del EOS estd mediado por estas. Lo
anterior queda mas claro con la analogia que ellos mismos ofrecen en la que comparan al objeto
matematico con una moneda, teniendo una cara y un sello, pero siendo un unico objeto.

Como ejemplo, tdmese en GeoGebra una recta [ que esté definida por los puntos A y B no fijos
sobre el plano. Al considerar la dualidad ostensiva- no ostensiva de los puntos, su faceta ostensiva
proviene, entre otros, del hecho de que son perceptibles visualmente, y manipulables, y por el lado
de su faceta no ostensiva se observa que ambos puntos pertenecen a la recta [, siendo el enfoque
la relacidon de pertenencia, que ambos puntos determinan la recta [, y si consideramos el plano
cartesiano, a través de la ubicacion de los puntos se establece una relacién funcional.

Hay que hacer la salvedad de que la recta representada en GeoGebra no es el objeto matematico
ideal al que se denomina recta, el cudl es de naturaleza no ostensiva (salvo representaciones, y segin
la practica en la que intervenga, que es como se definieron estas dualidades).

13



CAPITULO 2

LA PARABOLA

En este apartado se exponen construcciones de la parabola y el vinculo que tienen estas con las
construcciones de la tangente a la parabola.

2.1 DEFINICIONES

En libros de texto] como los de Lehmann (1989), Coxeter (1969) y Heath (1956) se plantean los
siguientes resultados que aqui se han denominado Hechos Geométricos, asi como las definiciones
gue aqui se exponen. Se hace uso de estos resultados a lo largo del documento, razén por la cual no
estan limitados a la seccién de pardbola y han sido usados con su respectiva mencién en las
secciones de elipse e hipérbola.

Definicion 1 (Pardbola)

Una pardbola es el lugar geométrico de los puntos de un plano que equidistan de una recta llamada
directriz, y un punto que no pertenece a la directriz, llamado foco. El valor minimo de la equidistancia
se denomina canénicamente como p, y corresponde a la distancia del foco a la directriz.

Figura 4. Foco y Directriz.

Definicion 2 (Eje Focal)

El eje focal de una parabola es la recta perpendicular a la directriz que pasa por el foco. El eje focal
corta a la parabola en el vértice.

Definicidn 3 (Vértice)

Es el punto mas cercano a la directriz que pertenece a la pardbola. Se encuentra a la distancia p/2
tanto de la directriz como del foco.

Definicion 4 (Mediatriz)
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Dados dos puntos A y B, la mediatriz del segmento AB es el conjunto de puntos en el plano que
equidistan de A y de B. La mediatriz es la recta perpendicular al segmento AB por su punto medio.

Hecho Geométrico 1 (Pardbola contenida en semiplano)

Toda pardbola queda contenida en el semiplano definido por su directriz en el que se encuentra su
foco.

d

Figura 5. Parabola contenida en el semiplano del foco

Hecho Geométrico 2 (La distancia de un punto a una recta)

La distancia de un punto P a una recta [ esta dada por la longitud del segmento cuyos extremos son
el punto P y el punto de interseccion Q entre la recta [l y la recta perpendicular a la recta [, y que
pasa por el punto P.

Hecho Geométrico 3 (La distancia entre dos rectas paralelas)
La distancia entre dos rectas paralelas [ y m corresponde a la distancia entre un punto P
perteneciente a la recta [, y la recta m.

Hecho Geométrico 4 (Unicidad de la proyeccién ortogonal en una recta)
La proyeccion ortogonal de un punto sobre una recta es Unica.

Hecho Geométrico 5 (Un punto puede ser proyeccion ortogonal de distintos puntos)
Si Q es una proyeccidn ortogonal del punto P sobre la recta m, entonces Q es proyeccién ortogonal

de cualquier punto que pertenezca a la recta que pasa por Py Q. La recta (P_Q) es perpendicular a la
rectam.

Hecho Geométrico 6 (Proximidad entre las construcciones de la mediatriz de un segmento y la
bisectriz de un dngulo)

La forma en la que se construye la bisectriz de un dngulo usando regla y compas es proxima a la de
la construccion de la mediatriz de un segmento, pero es necesario establecer primero un par de
puntos equidistantes al vértice del angulo, de modo que haya uno de esos puntos en cada semirrecta
que define al dngulo.
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Hecho Geométrico 7 (Interseccidn recta — circunferencia)
Dado un punto P en el interior de una circunferencia, cualquier recta que pase por el punto P
intersecara a la circunferencia en exactamente dos puntos.

Hecho Geométrico 8 (Dos rectas que son perpendiculares a una tercera son paralelas entre si)
Dadas las rectas [, m, y n en el mismo plano, si [ es perpendicular a m, y m es perpendicular a n,
entonces [ y n son paralelas. Heath (1956)

Hecho Geométrico 9 (Interseccion circunferencias)
Si un punto de una circunferencia estd en el interior de otra, entonces las circunferencias se
intersecan en exactamente dos puntos.

2.2 CONSTRUCCION DE LA PARABOLA

En esta seccidon se presenta al lector tres (3) formas de construir la parabola. Tal como se establece
en la introduccién, se han incorporado explicaciones visuales y argumentales entre los pasos de la
construccion.

En cada una de las subsecciones se presenta el respectivo nombre del archivo en GeoGebra que estd
asociado a la construccién.

2.2.1 Método 1

Nombre de la construccidn asociada:  Construccién Parabola (Método 1)

La construccidn con base en la Figura 4 y la definicién de parabola se presenta a continuacion:

e Setraza una recta d, la cual serd la directriz.
e Se considera un punto F que no esté contenido en la directriz. El punto F sera el foco.
e Sea X un punto cualquiera de la directriz.

Por definicidn, los puntos que equidistan tanto de F como de X son los puntos que pertenecen a la
recta mediatriz del segmento XF.

e Seam la mediatriz del segmento XF
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Figura 6. Mediatriz dados directriz y foco

Es necesario que también se cumpla la condicién de equidistancia con la recta directriz, y debido a
la forma en la que esta definida la distancia de un punto a una recta, es necesario construir la recta
perpendicular a la directriz que pasa por el punto X.

e Se traza la recta p perpendicular a la directriz que pase por el punto X

El punto de interseccién entre la recta p y la mediatriz del segmento XF satisface las condiciones de
equidistancia respecto al foco y a la directriz.

e SeaT lainterseccidn entre la recta p y la recta m.

El lugar geométrico generado por T cuando se mueve X sobre la recta directriz es una parabola.

Figura 7. Construccion de parabola dados foco y directriz.
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2.2.2 Método 2

Nombre de la construccion asociada:  Construccion Parabola (Método 2)

En este método se hace uso de una circunferencia para construir a la pardbola.

e Setraza una recta d, la cual serd la directriz.
e Se define un punto F que no esté contenido en la directriz.
El punto F sera el foco.

En esta construccién se hace uso del resultado expuesto por Heath (1956) y aqui planteado como
Hecho Geométrico 8.

e Setrazalarecta perpendicular [ a la directriz, y que pasa por F.
La recta [ satisface la definicién de eje focal.

e Sea B al punto de interseccion entre la directriz y la recta L.
e Seencuentra el punto medio del segmento BF, y denominelo V.

El punto I/ satisface la definicion de vértice de la parabola.

Tal como establece el Hecho Geométrico 1, la parabola estad contenida en el semiplano que define
su directriz, y en el que estd su foco, asi que al usar el eje focal como recta sobre que se mueve el
punto que define al lugar geométrico, se consideran Unicamente los puntos del eje focal que estan
en el semiplano donde esta el foco, y para ello se continuda asi:

. —_—
e Setrazalasemirrecta VF

La semirrecta no solo esta contenida en el eje focal, sino que también esta contenida en el semiplano
donde estd F.

e Sea W un punto perteneciente a la semirrecta VF
e Seap larecta perpendicular a la recta [, que pasa por el punto W
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Figura 8. Recta paralela a la directriz.

Puede notarse que, debido a la forma en que se construyd, la recta p es paralela a la recta d, que es
la directriz, y ademas la distancia entre las rectas p y d es BW, resultado de aplicar el Hecho
Geométrico 3.

e Considere la circunferencia c con centro en F, y radio BW
Como la distancia VW es menor que la distancia BW, la circunferencia c interseca a la recta p

e lacircunferencia interseca a la recta p en dos puntos C1y C2.

C1 W c2

Figura 9. Construccion parabola método 2

Estos puntos de interseccidn equidistan del foco por pertenecer a la circunferencia ¢ cuyo radio es
BW, y equidistan de la directriz por pertenecer a una recta paralela a esta, la cual se encuentra a la
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distancia BW. Por lo tanto, el lugar geométrico generado por C1y C2 cuando W se mueve sobre la

semirrecta VF es una pardbola.

2.2.3 Método 3
Nombre de la construccion asociada:  Construccién Parabola (Método 3)

En el estudio de la ecuaciéon general de segundo grado propuesto en la obra de Lehmann (1989) se
llega a definir a toda seccién cénica como un caso particular de la alli denominada ecuacidn
candnica. En el andlisis de la ecuacién candnica el autor concluye que toda cénica puede ser
determinada al conocerse exactamente cinco (5) puntos en el plano que pertenezcan a la cénica. La
presente construccion muestra cdmo construir cinco (5) puntos que equidistan de un punto (foco) y
una recta (directriz) dada:

e Trace una recta d, la cual sera la directriz.
e Considere un punto F que no esté contenido en la directriz. El punto F sera el foco.
e Trace larecta g perpendicular a la directriz que pasa por F

Por ser perpendicular a la directriz, la recta g puede usarse para construir rectas paralelas a esta, lo
gue garantiza puntos a una distancia fija y conveniente para usar la definicidon de parabola.

e Lldmese X a la intercesion entre la directrizy la recta g.
e Ubique el punto medio entre F y X, y denomine a este punto V.

V es el vértice de la parabola, y por esta razén la distancia FX es 2*FV

e Se traza la circunferencia c1 con centro en F y radio FV
e Sea W alainterseccidon entre c1y la recta g, de tal manera que se presente la interestancia
V-F-W

Entonces, por construccion FW = FV
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X

Figura 10. Puntos destacables sobre el eje focal

Una vez han sido definidos estos puntos con distancias conocidas al foco, se procede a construir las
rectas paralelas a la directriz, y las circunferencias con las mismas distancias conocidas. Las
intersecciones entre estas rectas y las circunferencias definen puntos que equidistan del foco y la
directriz, todo lo anterior como se muestra a continuacion:

e Trace la recta h perpendicular a la recta g por el punto F.
e Trace la circunferencia c2 con centro en F y radio FX.

Radio FX = 2*FV

e Llame Ay B a las intersecciones entre la recta h y la circunferencia c2.
e Seam larecta perpendicular a la recta g por W

e Trace la circunferencia c3 con centro en F y radio 3*FV

e Llame Cy D alas intersecciones entre c3 y larectam

Observe que tanto la recta m, como la recta h son paralelas a la directriz por la forma en que se
construyeron, y que los radios de las circunferencias c1, c2, y ¢3 coinciden con la respectiva distancia
de la recta paralela a la directriz, lo que verifica la definicién de parabola para los puntos, 4, B, C, D,
yV.
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Figura 11. Construccion de 5 puntos que pertenecen a la parabola de foco F y directriz d

2.3 CONSTRUCCION DE TANGENTES A LA PARABOLA

En esta seccidn se presenta al lector seis (6) formas de construir la tangente a la parabola. Tal como
se establece en la introduccidn, se han incorporado explicaciones visuales y argumentales entre los
pasos de la construccion.

En cada una de las subsecciones se presenta el respectivo nombre del archivo en GeoGebra que
estd asociado a la construccion.

En las construcciones en las que se ha incorporado la presencia de los ejes coordenados se hace
mencidn de ello al inicio. Se ha establecido que en esos casos la recta directriz de la pardbola sea
paralela al eje X, o su condicidn equivalente, que sea perpendicular al eje Y.

2.3.1 Método 1
Nombre de la construccién asociada: M1 Tangente Pardbola

Dados los ejes coordenados, la parabola, el foco y un punto T de la parabola, trazar la tangente
que pasa por T.

De la seccién 2.1, correspondiente a definiciones, se tiene que el vértice de la parabola esta a la
misma distancia de la directriz que del foco, y alli también, por definicién de eje focal, también se
tiene que la directriz de una pardbola es perpendicular a su eje focal.

La directriz es la clave en el presente método para construir la tangente, de modo que se procede
como se muestra a continuacioén:
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e Setrazalarecta h paralela al Eje Y, que pase por el foco F.
Esta recta se conoce como el eje focal.

e Sea A lainterseccion del eje focal con la parabola.
Estas condiciones hacen de A el vértice de la pardbola.

e Se traza una circunferencia c con centro en A y radio AF
e Sea B lainterseccién de la circunferencia ¢ con el eje focal.
e Setrazalarecta d, perpendicular al eje focal, y que pasa por B.

Esta recta d es la directriz de la parabola.

h
EjeY

d

F Ej(.Y

Figura 12. Tangente a parabola dados los ejes coordenados

La tangente a la parabola toca a la parabola exactamente en un punto, por lo tanto.
e Sea T un punto perteneciente a la parabola.

Como la parabola estad contenida en el semiplano definido por la directriz en el que estd el foco, lo
cual corresponde al Hecho Geométrico 1, en particular se cumple que el punto T también estd en
dicho semiplano, de modo que la proyeccion ortogonal del punto T sobre la directriz es construible.
Este resultado ha sido abordado en la obra de Coxeter (1969). De este modo es posible construir la
mediatriz analoga a la planteada en la seccion 2.2.1, y mediante la cual se construyo la parabola.

e Setrazarecta p perpendicular a la recta directriz, que pase por T.
e Sea X lainterseccién de las rectas p y la directriz.
e Setrazala mediatriz m del segmento FX.

Como se observa en la figura 10, al satisfacer las condiciones anteriores la recta m es la tangente
buscada.
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Figura 13. Recta tangente a la parabola. Método 1 [ejes coordenados]

2.3.2 Método 2
Nombre de la construccion asociada: M2 Tangente Parabola

Dada la parabola, la directriz, el foco y un punto P de la parabola, trazar la tangente que pasa por
el punto P.

En la Figura 11 se observa que la recta mediatriz del segmento FX interseca al eje focal en un punto
C, siendo F el foco y X un punto que pertenece a la directriz.

q

d §C X

Figura 14. Interseccién mediatriz — eje focal
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Por X pertenecer a la recta directriz, es posible aplicar el resultado obtenido por Coxeter (1969), en
el que se afirma que la interseccidon entre una recta perpendicular a la directriz interseca a la
parabola en un punto, y asi asegurar que X se corresponde con la proyeccion ortogonal de un punto
P que pertenece a la parabola. Esto permite asegurar que la recta PX es paralela al eje focal, puesto
que es perpendicular a la directriz (por ser X proyeccién ortogonal de P)

De esta forma puede asegurarse que el cuadrildtero CFPX es un paralelogramo, y por lo tanto CF =
PX.

Figura 15. De paralelogramo a paralelas

Lo anterior ratifica la validez de la siguiente construccion:
e Setrazarecta q que sea paralela al eje Y, y pase por el foco F.
Esta recta cumple la definicidn de eje focal de la pardbola.

e Sea P un punto sobre la Parabola.

e Se traza circunferencia ¢ con centro en F y radio FP

e Sea (C lainterseccion de la circunferencia ¢ con la recta q.
e Setrazalarectam que pasaporPyC.

La recta m es la tangente buscada.
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Figura 16. Tangente parabola método 2

2.3.3 Método 3

Nombre de la construccidn asociada: M3 Tangente Pardbola

Dados los ejes coordenados, la parabola, el foco y un punto P de la pardbola, trazar la tangente
que pasa por P.

e Trace la recta s perpendicular el eje X que pase por un punto P de la parabola.
e Sea E lainterseccidn de la recta s con el eje X.

El dngulo £EPF existe en todos los casos en los que el punto de la pardbola y su proyeccion
ortogonal sobre el eje X son distintos, es decir, cuando el eje X no interseca a la parabola.

e Se trazala bisectriz del angulo £EPF.

@5
P

Figura 17. Tangente por bisectriz de angulo dados los ejes (1)
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En el Hecho Geométrico 6 se establece que construir la bisectriz de un angulo usando regla 'y compds
es, en esencia, una construccion analoga a la de la mediatriz de un segmento, y tal como se expone
en la seccidn 2.3.1, esa recta mediatriz del segmento cuyos extremos son un foco, y un punto
perteneciente a la directriz, es tangente a la parabola.

e Larectam es latangente buscada.

Para aportar mayor claridad, dado un angulo £ABC , la distancia AB puede ser distinta a la distancia
BC, por lo que una de las pociones es construir un punto D que pertenezca a la semirrecta BC, y
que cumpla que AB = BD para definir los puntos extremos del segmento y aplicar la definicién de
mediatriz.

Figura 18. Tangente por bisectriz de dngulo dados los ejes (2)

2.3.4 Método 4
Nombre de la construccidn asociada: M4 Tangente Pardbola

Dados la parabola, el foco, la directriz y un punto P de la pardbola, trazar la tangente que pasa por
el punto P.

Un caso parecido al anterior, pero aqui la directriz ya hace parte de lo dado.

e Setrazalarecta s perpendicular a la directriz que pase por un punto P de la parabola.
e Sea D lainterseccién de la recta s con la directriz.

El angulo £DPF existe en todos los casos, ya que, a diferencia del caso anterior, D y P no pueden
coincidir siendo el mismo punto en ningun caso.

e Setrazala bisectriz del angulo £DPF
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Se recurre a lo establecido en el Hecho Geométrico 6, y se suma a esto los pasos y razonamientos
discutidos en la seccion 2.3.3, con lo cual se concluye que esa recta bisectriz es tangente a la
parabola.

e Llarectam es latangente buscada.

&

D~

Figura 19. Tangente por bisectriz de dngulo dada la directriz

2.3.5 Método 5
Nombre de la construccidn asociada: M5 Tangente Pardbola

Dados la parabola, el foco y un punto P externo a la parabola, trazar la tangente que pasa por P.

En esta seccidn se hace uso del hecho de que la circunferencia es el lugar geométrico de todos los
puntos que equidistan de su centro. Es asi como tiene sentido considerar a la circunferencia con
centro en P, y radio PF, ya que cualquier interseccion de esta circunferencia con otro objeto
garantiza equidistancia entre punto de interseccién con el punto P, y el punto P con el punto F.

Lo que sucede en particular en este caso es que la circunferencia construida interseca en
exactamente dos puntos a la directriz de la parabola, porque al ser punto externo, su distancia al
foco es mayor a su distancia a la directriz y por lo tanto hay dos equidistancias que podemos usar.

e Se traza la circunferencia c con centro en P y radio PF
e Sean Ay B las intersecciones de la circunferencia c y la recta h, que es la directriz.
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Figura 20. Circunferencia que corta a directriz en dos puntos

Si una recta tangente ha de pasar por el punto P, entonces es necesario construir un punto sobre la
parabola, y que al mismo tiempo sea equidistante de los puntos F y A (o de F y B), asi que se procede
como sigue:

e Se trazan perpendiculares a la directriz que pasen por A y B. Denominense p y ¢q
respectivamente a estas perpendiculares.

e SeaD lainterseccion de larecta pylapardbola,y E la interseccidn de la recta q y la parabola.

e Setrazalarectam que pasaporPyE.

Obsérvese que la recta m es mediatriz del segmento BF
e Setrazalarectan que pasaporPyD.
Obsérvese que la recta n es mediatriz del segmento AF

e Lasrectas my n son las tangentes pedidas.

\ " »
[+

Figura 21. Rectas tangentes a la parabola por un punto externo
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2.3.6 Método 6

Nombre de la construccién asociada: M6 Tangente Pardbola

Dados la parabola, su directriz, el foco F y una recta r cualquiera, trazar la tangente que sea
paralelaar.

En esta construccion se hace uso del resultado expuesto por Heath (1956), y aqui planteado como
Hecho Geométrico 8.

En los métodos anteriores se ha observado y hecho uso de la recta mediatriz de un segmento para
determinar la tangente a la parabola, teniendo como extremos del segmento al foco, y a un punto
que pertenece a la directriz.

Salvo el caso de que una recta que pase por el foco sea paralela a la directriz, se tiene que la
interseccidn entre una recta que pase por el Foco y la directriz de la parabola existe, y se hace uso
de ello a continuacion:

e Trace larecta p, perpendicular a la recta r, y que pase por el foco.
e Sea D lainterseccién entre la recta p y la directriz.
e Trace el segmento DF, y su mediatriz m

Observe que por ser perpendicular a la recta p, la mediatriz m es paralela a la recta r dada.

e Larectam es la tangente buscada.

Figura 22. Tangente a la parabola que es paralela a una recta dada
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CAPITULO 3

LA ELIPSE

En este apartado se exponen construcciones de la elipse y el vinculo que tienen estas con las
construcciones de la tangente a la elipse.

3.1 DEFINICIONES

DEFINICION DE ELIPSE: Una elipse es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano tal
gue la suma de sus distancias a dos puntos fijos (llamados focos) de ese plano es siempre igual a una
constante k, mayor que la distancia entre los dos puntos.

Focos: Son dos puntos fijos interiores, ubicados en el eje mayor y equidistantes del centro de la
elipse.

Distancia focal: Es el segmento cuyos extremos son los focos de la elipse. Su longitud es el valor 2c.
Eje focal: Es la recta que pasa por los focos.
Vértices: Son los puntos resultantes de la interseccidn entre el eje focal y la elipse.

Diametro mayor: Es el segmento cuyos extremos son los vértices de la elipse. Su longitud es el valor
2a.

Centro: Es el punto medio de la distancia Focal.

Diametro menor: Al trazar la recta [ perpendicular al eje focal por el punto centro, esta recta corta
a la elipse en dos puntos. El diametro menor es el segmento cuyos extremos son esos dos puntos.
Su longitud es el valor 2b.

Radio vector: Siendo P un punto cualquiera sobre la elipse, los segmentos que unen a P con los
focos se denominan radiovectores de P.

Circunferencia Focal: Es una circunferencia que tiene como centro un foco de la elipse, y como radio
la longitud 2a.

ALGUNAS OBSERVACIONES SOBRE ELEMENTOS DE LA ELIPSE

Gracias al tratamiento analitico hecho sobre la elipse por diversos autores, entre ellos Lehman
(1994), se sabe que los valores definidos tanto por la distancia focal, como por los didmetros mayor
y menor, a saber, los valores a, b, y ¢ presentes explicita e implicitamente en la ecuacién candnica
de la elipse, estan relacionados a través de la expresién b? = a? — c2.

Esta expresion es una relacién pitagérica y por ello en las construcciones relacionadas con la elipse
aparecen triangulos rectangulos que vinculan las medidas a, b y c.
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3.2 CONSTRUCCION DE LA ELIPSE

Al inicio de cada construccidn que se presenta a continuacién se plantea un comentario con lo
“dado” para la construccion. En cada una de las subsecciones se presenta el respectivo nombre del
archivo en GeoGebra que estd asociado a la construccion.

En esta seccion se presenta al lector cuatro (4) formas de construir la elipse. Tal como se establece
en la introduccidn, se han incorporado explicaciones visuales y argumentales entre los pasos de la
construccién.

3.2.1 Método 1

Nombre de la construccién asociada:  Construccién Elipse (Método 1)

Conocido informalmente como el método del jardinero.
Dados dos puntos (focos) y un segmento para modificar la longitud de los radio vectores.
Para realizar esta construccién con GeoGebra, se procede de la siguiente manera:

e Se considera un segmento AB de longitud 2a.
e Sea C un punto que pertenece al segmento AB, de tal manera que A -C - B.

La condicién de interestancia da como resultado que AC + CB = AB = 2a

e Sean F; yF, dos puntos del plano tales que F; F, < 2a, estos puntos serdn los focos.
e Setraza la circunferencia c1 con centro en F; y radio AC.

e Se traza la circunferencia c2 con centro en F, y radio CB.

e Sean Dy E los puntos donde se intersecan las circunferencias c1 y c2.

El lugar geométrico generado por los puntos D y E cuando se mueve el punto C sobre el segmento
AB es la elipse.

A C B

Figura 23. Construccion Elipse. Método Uno.

32



3.2.2 Método 2
Nombre de la construccién asociada:  Construccién Elipse (Método 2)

Dados los focos de la elipse, y un punto 4 que fija el valor 2a.

e Considere una recta m en el plano.

e Sean Ay F; dos puntos que pertenecen a m, y dendtese como 2a la distancia entre estos
puntos.

e Sea F, un punto que pertenece al segmento AF;, de tal maneraque A—F, — F;

La condicion de interestancia se usa para establecer que AF; > F; F,

|
I

N

Figura 24. Interestancia A—F, - F;

Puede observarse que el punto dado A no pertenece a la elipse, y esto se puede asegurar debido a
que el valor resultante de sumar la distancia positiva AF, = k, y AF;= 2a es estrictamente mayor a
2a.

e [, yF, seran los focos de la elipse.

Observe que todo punto que se encuentre a una distancia 2a del punto F; puede prestar utilidad
para establecer algln tipo de relacidn con F, para encontrar puntos de la elipse, de modo que:

e Trace la circunferencia focal respecto de F;. Denominese c1 a esta circunferencia.
e Sea C un punto sobre c1, tracese el segmento CF;
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Figura 25. Circunferencia focal y un punto sobre ella.

Por C pertenecer a c1, se tiene que CF; = 2a

Notese también que para un punto B que pertenezca al segmento CF; ,y que cumpla la interestancia
C —B —F;, se cumple que CB + BF; =CF; =2a

Por lo tanto, si ese mismo punto B equidistara de C y de F,, es decir si CB = F,B, al hacer la
sustitucion se tendria que F,B + BF; = 2a, y de ese modo habriamos encontrado un punto que
pertenece a la elipse buscada.

La mediatriz, por definicién, permite encontrar todos los puntos que equidistan a un par fijo de
puntos, y entonces el procedimiento a seguir es el siguiente:

e Sean n la mediatriz del segmento CF,
e Sea B lainterseccion entre el segmento CF; y la recta n.

Figura 26. La mediatriz que es tangente.
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El punto B construido de esta manera cumple las condiciones que se mencionaron anteriormente,

de modo que pertenece a la elipse, y por lo tanto, el lugar geométrico generado por B al mover C
sobre la circunferencia c1, es una elipse.

Figura 27. Elipse como lugar geométrico de la mediatriz y el radio

3.2.3 Método 3

Nombre de la construccion asociada:  Construccién Elipse (Método 3)

Dados los focos y un punto perteneciente a la elipse.

Para este método se dispone de los focos F; y F, , y de un punto E sobre la elipse. Dados estos
elementos, es posible identificar los valores 2a y 2c de la presente elipse, ya que se encuentran
implicitos en ellos, siendo 2¢ = F;F, y2a = EF; + EF,

Figura 28. Focos y un punto que pertenece a la elipse.
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Una vez identificado el valor 2a es posible construir una de las circunferencias focales con el fin de
determinar los puntos que se encuentran a una distancia 2a del foco elegido. Al intersecar la
circunferencia focal con otros objetos geométricos, en particular con la mediatriz de un segmento,
su punto de interseccion satisface condiciones adicionales, como equidistancia a nuevos puntos. Es
esta propiedad de la que se hace uso en esta construccidn.

Se procede entonces como se muestra:

—

e Trace la semirrecta F, E
e Considere la circunferencia c1 con centro en E y radio EF,

Luego todos los puntos de c1 se encuentra a una distancia EF, de E, y en particular su interseccion

con la semirrecta F; E

—_—

e Sea D lainterseccidn entre c1y la semirrecta F; E
En este momento el valor 2a queda establecido de manera explicita por la distancia DF;. Entonces:
e Trace la circunferencia c2 con centro en F; y radio D.

c2 satisface la definicidn de circunferencia focal de la elipse respecto de F;

Figura 29. Circunferencia focal a partir de un punto de la elipse

Como se muestra en el razonamiento que concluye visualmente en la Figura 27, todo punto de un
radio de la circunferencia focal que es intersecado por le mediatriz del segmento CF,, siendo C el
punto del radio sobre la circunferencia focal y F, el otro foco de la elipse, se satisface la definicion
de elipse. De modo que el paso siguiente una vez trazada la circunferencia focal es ubicar un punto
libre sobre ella para construir un radio, y la mediatriz que lo tiene como extremo.

e Sea P un punto sobre c2, y tracese el radio PF;
e Trace la mediatriz g del segmento PF,
e Denomine Q al punto de interseccién entre g y el radio PF;
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El lugar geométrico generado por Q al mover P sobre la circunferencia c2, es una elipse.

v

Figura 30. Construccién Elipse. Método tres.

3.2.4 Método 4

Nombre de la construccidn asociada:  Construccidn Elipse (Método 4)

Dadas dos circunferencias concéntricas de distinto radio.

La longitud de los radios de las circunferencias corresponde a los valores a y b de la ecuacidn
canonica de la elipse, a > b, y de forma equivalente a la longitud de los diametros mayor y menor
de la elipse.

e Seam una recta en el plano, y los puntos A, B y O sobre ellatalesque O —A-B
Como esta construccion trata de circunferencias concéntricas, tdmese O como centro de tales
circunferencias, de modo que

e Trace la circunferencia c1 con centro O y radio OA, y c2 con centro en O y radio OB

w

Figura 31. Circunferencias concéntricas para construir una elipse
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El valor b de ecuacidn candnica de la elipse corresponde a la distancia OA, y de manera anéloga
sucede con el valor a, que corresponde a la distancia OB.

e Sea C un punto sobre c1
e Trace la semirrecta OC
e SeaD lainterseccién de la semirrecta OC yc2

Tal y como se deduce del tratamiento que hacen Alvarado et al. (2018), con rectas paralelas y
perpendiculares convenientes que relacionana C y a D, la elipse se construye como sigue:

e Trace la recta n perpendicular a m que pasa por D
e Trace larecta [ perpendicular a n que pasa por C

El punto de interseccidn de estas dos rectas pertenece a la elipse buscada
e Denominese E a la interseccidn de las rectasn y [

El lugar geométrico generado por E al mover C sobre la circunferencia c1, es una elipse.

Figura 32. Elipse generada por un par de circunferencias concéntricas

Los argumentos que apoyan la validez de esta construccidn pertenecen a la teoria de geometria
proyectiva, para la cual las representaciones en el plano cartesiano son un caso puntual. Se remite
al lector a Alvarado et al. (2018), toda vez que esa exposicion esta fuera de los alcances de este
documento.

3.3 CONSTRUCCION DE TANGENTES A LA ELIPSE

En esta seccidn se presenta al lector tres (3) formas de construir la tangente a la Elipse. Tal como se
establece en la introduccion, se han incorporado explicaciones visuales y argumentales entre los
pasos de la construccion.

En cada una de las subsecciones se presenta el respectivo nombre del archivo en GeoGebra que esta
asociado a la construccién.
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Durante la exploracidn realizada para la redacciéon del presente documento se pudo evidenciar que
la justificacidn mads recurrente que valida varias de las construcciones de la recta tangente a una
elipse se apoya en la propiedad de la circunferencia focal que fue discutida en el método dos de la
construccidn de la elipse, que se visualiza en la Figura 27.

Figura 27. Elipse como lugar geométrico de la mediatriz y el radio

Con la mediacién de la circunferencia focal c1 con centro en F; puede construirse la mediatriz n del
segmento CF,, siendo C un punto en c1, y siendo F, el otro foco de la elipse. La recta nn es una recta
tangente a la elipse considerada. Esta forma de emplear el circulo focal estd presente a lo largo de
las secciones que siguen.

3.3.1 Método 1
Nombre de la construccidn asociada: M1 Tangente Elipse

Dados la elipse, los focos y una recta m cualquiera, trazar las tangentes paralelas a la recta m.

Figura 33. Elipse con focos, y una recta dada.
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Encontrar el valor el valor 2a necesario para construir la circunferencia focal no representa mayor
dificultad, ya que teniendo la elipse dada puede recurrirse a estrategias como las abordadas en los
métodos dos y tres para construir la elipse, en las que se hizo uso del eje focal, o de la semirrecta
gue contiene al radio vector con el foco elegido como centro de la circunferencia focal, encontrando
primero un punto E sobre la elipse.

Para el caso de la elipse, por disponer de dos focos, es posible replicar la construccion realizada en
F, sobre F,, de modo que hay dos rectas que satisfacen ser tangentes a la elipse, y ser paralelas a la
recta dada.

Se ha elegido para el presente caso hacer uso del eje focal, encontrando asi los vértices, y por tanto
2a. Una vez que 2a ha sido establecido, se construye la circunferencia focal c1 respecto a F;.

Figura 34. Circunferencia focal (CTE.M1)

Como se ha mencionado en secciones anteriores, se hace uso del resultado expuesto por Heath
(1956), y aqui planteado como Hecho Geométrico 8.

Teniendo esto presente se procede asi:

Figura 35. Interseccién recta r y c1 (CTE.M1)
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e Trace la recta r perpendicular a la recta m (que es la recta dada), y que pase por F;.

Como F, esta al interior de la circunferencia focal, cualquier recta que pase por F, cortard a cl en
dos puntos. Esta propiedad ha quedado establecida por el Hecho Geométrico 7. Este es
particularmente el caso para la recta r.

e Sean Py Q@ las intersecciones de la recta r con la circunferencia focal.

La mediatriz de dos puntos cualquiera que pertenezcan a la recta r sera paralela a la recta m, pues
la mediatriz sera perpendicular a r. Puede observarse que este es una caso de aplicacion del Hecho
Geométrico 8.

e Trace las mediatrices [ y n de los segmentos F,P y F,Q respectivamente.

Es claro que las rectas [ y n son paralelas a la recta m, pues los puntos P, Q y F, pertenecen a la
recta r, que es perpendicular a ellas tres, y sumado al paralelismo se tiene que [ y n son rectas
tangentes a la elipse por la forma en que se han construido.

Figura 36. Tangentes a la elipse paralelas a una recta dada.

3.3.2 Método 2

Nombre de la construccidn asociada: M2 Tangente Elipse

Dados la elipse, los focos y un punto E externo a la elipse, construir la tangente que pasa por E.

Que un punto E sea externo a la elipse significa que la suma de las distancias del punto E a los focos
es mayor al valor 2a de la ecuacién candnica de la Elipse. Esto se expresa en forma de ecuacién
como FLE+EF;, =k >2a
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Figura 37. Elipse con focos y un punto externo.

El siguiente paso consiste en hallar el valor 2a, y para el caso presente se hace uso del diametro
mayor, que pasa por los focos e interseca a la elipse en los vértices. Una vez identificado este valor
se construye la circunferencia focal c1 respecto de F;

Figura 38. Circunferencia focal (CTE.M2)

Llegado a este paso, se ha de encontrar puntos que equidisten tanto de E como de F,.
e Se traza la circunferencia c2 con centro en E, y radio EF,

Como F, estd en el interior de la circunferencia focal, se tiene que las circunferencias c1 y c2 se
intersecan en dos puntos. Esto quedd establecido en el Hecho Geométrico 9.

e Denominese por M y N a los puntos de interseccion entre c1 y c2
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Figura 39. Puntos convenientes de interseccién con c1

Como M y N pertenecen a la circunferencia focal, se usa la propiedad expuesta en la Figura 36, como
sigue:

e Sea m la mediatriz del segmento MF,
e Sean la mediatriz del segmento NF,

Por construccidn, EF, = EM = EN, de modo que E pertenece tanto a la recta n como a la recta m.

Por las observaciones realizadas al inicio de la seccién 3.3, en particular lo relacionado a la
circunferencia focal en la figura 27, la conclusién es que tanto m como n son rectas tangentes a la
elipse.

Figura 40. Tangentes a la elipse por punto externo.
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3.3.3 Método 3

Nombre de la construccién asociada: M3 Tangente Elipse

Dados la elipse, los focos y punto E de la elipse. Construir la tangente que pasa por E.

Cuando se dispone de los focos y un punto E sobre la elipse, se observa que se ha dado el valor 2a
de manera implicita, y también estan dados los extremos de los radios vectores, razén por la cual es
posible construir el dngulo £ F,EF,

Figura 41. Focos y punto sobre la elipse.

La bisectriz del angulo £ F; EF, interseca a la elipse en dos puntos, pero la recta perpendicular a la
bisectriz del angulo 2 F; EF, por el punto E interseca a la elipse Unicamente en el punto E. Esta
afirmacion se apoya en el siguiente razonamiento:

Figura 42. Tangente que es perpendicular a la bisectrizde £ F, EF,

En secciones anteriores se ha hecho mencién del Hecho Geométrico 8. Asi que un segmento
conveniente paralelo a la bisectriz tendrd una mediatriz que al mismo tiempo es perpendicular de la
bisectriz.

—
e Considere larecta EF;, asi como una circunferencia con centro E y radio EF,

e lacircunferenciac2 cortaalarecta EF; en dos puntos, pero tdmese el punto de interseccion
D talque F; —E -D.
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De esta forma, se ha hallado el valor 2a, y de este modo el punto D asi construido pertenece a la
circunferencia focal con centro en F;

c2

Figura 43. Construccion de un punto D que pertenece a la circunferencia focal.

Por las equidistancias respecto de E que garantiza el paso anterior, se puede asegurar que E
pertenece a la mediatriz del segmento DF,, lo que a su vez permite asegurar que el tridngulo ADEF,
es isoésceles. En este paso la pregunta que permite plantear justificaciones geométricas es si el
segmento DF, es paralelo a la bisectriz del d&ngulo 2 F, EF,, a lo que puede responderse que si, por
como se muestra a continuacién:

La suma de los angulos internos del tridangulo AEF,D es 180, asi como es 180 la suma del angulo
llano £F,ED.

Como el dngulo £DEF, es un angulo que comparten, entonces el angulo £F; EF, debe medir lo
mismo que 2 veces el angulo £EF, D, esto por ser ADEF, un triangulo isésceles.

Ademds, por ser bisectriz, el angulo que se forma entre la recta s y el segmento EF, es 1/2 angulo
LFlEFZ = LEFzD

c2

Figura 44. Donde se muestra que el segmento DF, es paralelo a la bisectriz s
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Es decir, existe congruencia entre angulos alternos internos y por lo tanto el segmento DF, es
paralelo a la bisectriz s.

Considerando todas las conclusiones juntas, se tiene que:

e Elsegmento DF, es paralelo a la bisectriz s

e La mediatriz del segmento DF, es perpendicular al segmento DF,, y E pertenece a la
mediatriz del segmento DF,

e Solo existe una perpendicular a la bisectriz por el punto E.

Luego la recta perpendicular a la bisectriz s, y que pasa por el punto E es la misma recta mediatriz
del segmento DF, , D siendo un punto que pertenece a la circunferencia focal con centro F;.

La mediatriz con las caracteristicas descritas es tangente a la elipse.

3.3.4 Método 4
Nombre de la construccidn asociada: M4 Tangente Elipse

Dados la elipse y sus ejes mayor y menor, trazar la tangente a la elipse.

Figura 45. Didmetros mayor y menor de la elipse

Implicitamente en esta construccion se dan los valores de a y b, que corresponde a la mitad de los
didmetros mayor y menor respectivamente. Debido a perpendicularidad entre los diametros mayor
y menor, y a la relacidn pitagérica entre los valores a, b, y ¢ de la que se hace mencién tanto en el
marco de referencia, como al inicio de la seccién de la elipse, el valor de ¢ puede encontrarse como
se muestra a continuacion.

e Trace la circunferencia h con centro en A y radio OV, = a
e Sean F; y F, los puntos de interseccion entre la circunferencia h y el didametro mayor.
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De esta manera se forma un tridngulo rectangulo con hipotenusa de longitud a, y catetos de longitud
by c, por lo cual los focos quedan definidos.

Figura 46. Circunferencia de radio a para hallar los focos

e Sea P un punto que pertenece a la elipse.
e Setrazan las semirrectas F;Py F,P

La idea es recurrir nuevamente a la mediatriz, pero considerando la bisectriz de un angulo en su
lugar.

e Seaun punto H sobre la semirrectaFl—P)taI queF;, -P-H
De esta forma queda definido el dngulo 2 F,PH
e Setrazala bisectriz [ del angulo 2 F,PH

La recta [ es la tangente a la elipse por el punto P.

¢l

Figura 47. Bisectriz que es recta tangente al punto P
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Ndtese que es posible construir la circunferencia focal e intersecarla con la semirrecta Fl_P), y el punto
de interseccion Q satisface la interestancia F; — P — Q, luego el angulo £F,PH es el mismo angulo
£F,PQ. Tal como se establece en el Hecho Geométrico 6, el procedimiento para construir la bisectriz
de un angulo es similar al de la mediatriz de un segmento.

Figura 48. Mediatriz equivalente a la bisectriz.
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CAPITULO 4

LA HIPERBOLA

4.1 DEFINICIONES

DEFINICION DE HIPERBOLA: Una hipérbola es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un
plano de tal manera que el valor absoluto de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del
plano, llamados focos, es siempre igual a una cantidad constante, positiva y menor que la distancia
entre los focos.

Tomando como focos los puntos F y F', y siendo P un punto de la hipérbola, lo escrito anteriormente
equivale en términos de distancia a la siguiente expresion:

| FP—F'P|=2a
Que puede reescribir como
. FP—FP=2a
. FP—F'P=-2a

Estas dos expresiones equivalen graficamente a dos conjuntos de puntos que se denominan ramas
de la hipérbola.

Focos: Los focos de la hipérbola son dos puntos fijos del plano que estan sobre el eje focal, se
encuentran separados por una distancia 2c denominada distancia focal.

Distancia focal: Es el segmento cuyos extremos son los focos de la hipérbola. Su longitud es el valor
2c.

Eje focal: Es la recta que pasa por los focos.

Vértices: Son los puntos de interseccion de la hipérbola con el eje focal. Estos puntos representan
los extremos de cada una de las ramas de la curva y se encuentran situados a una distancia constante
a respecto al centro. La distancia comprendida entre ambos vértices se denomina eje real o eje
transverso y su longitud es equivalente al valor 2a.

Eje real (o eje transverso): Es el segmento cuyos extremos son los vértices de la hipérbola. Su
longitud es el valor 2a.

Centro: Es el punto medio de la distancia focal, del eje real, y del eje imaginario.

Eje imaginario (o eje conjugado): Porcidn definida de la recta perpendicular al eje focal por el punto
denominado Centro. Su longitud es el valor 2b.
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Radio vector: Son los segmentos que unen a H con los focos de la hipérbola, siendo H un punto
cualquiera sobre la hipérbola.

Circunferencia focal: Es una circunferencia que tiene como centro un foco de la hipérbola, y como
radio la longitud 2a.

Circunferencia focal (Definicion alternativa): La circunferencia focal con centro en F’ es el lugar
geométrico de los puntos simétricos del foco F a la recta tangente.

Asintotas: En el tratamiento analitico de la hipérbola, se identifican dos rectas, a las que se
denominan asintotas y cuya ecuacién se obtienen igualando a cero el segundo miembro de su
ecuacion reducida. (Lehmann, 1989)

4.2 CONSTRUCCION DE LA HIPERBOLA

En esta seccidn se presenta al lector tres (3) formas de construir la Hipérbola. Tal como se establece
en la introduccidn, se han incorporado explicaciones visuales y argumentales entre los pasos de la
construccion.

En cada una de las subsecciones se presenta el respectivo nombre del archivo en GeoGebra que estd
asociado a la construccion.

De manera andloga al caso de la elipse, durante la exploracidn de las construcciones que se
presentan a continuacion se observé la preponderancia tanto de la circunferencia focal como de la
mediatriz a la hora de proceder a construir y/o identificar los puntos que satisfacen las condiciones
de la definicion de hipérbola como lugar geométrico.

“« IM

En relacidn con lo anterior, al reescribir la expresién “I” de una de las ramas de la hipérbola, a saber
FP — F'P = 2a, expresion que fue presentada en el apartado de definicién de hipérbola, ahora
escrita como FP = 2a + F'P, se obtiene que al interpretar FP como segmento, al construir una
circunferencia con centro ya sea en F o en P, y radio F'P, el segmento restante tiene longitud 2a,
valor que puede usarse para establecer los vértices de la hipérbola, o para trazar las circunferencias
focales.

4.2.1 Método 1

Nombre de la construccidn asociada:  Construccién Hipérbola (Método 1)

Dados los focos y un segmento de longitud k = 2a, k < 2c.

Haciendo uso de la expresién reescrita de la definicidén de hipérbola, se observa que cualquier punto
exterior a la circunferencia focal puede definir una hipérbola, pues su distancia al foco
necesariamente sera mayor a 2a, pero también se hace imperioso recordar que para definir un lugar
geométrico debe haber un punto que pertenezca a un objeto, de este modo, el camino mas natural
es definir un punto sobre la circunferencia focal, y encontrar el punto exterior a la circunferencia que
cumpla la definicién:
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e Sean Fy F'los focos, y tracese la distancia focal.

e Sea B un punto sobre FF', tal que F — B — F'

e Trace la circunferencia con c1 con centro en F y radio FB
e Tbémese un punto en c1, y denominese A

e Trace la semirrecta FA

Todo punto X que cumple la interestancia F — A - X esta en el exterior de la circunferenciafocal,
y pertenece a la semirrecta FA

L

Figura 49. Punto exterior a la circunferencia focal

Ahora es necesario encontrar un punto que equidiste de F’y de A, y que también pertenezca a la

semirrecta FA, para eso se hace uso de la mediatriz como se muestra:

e Seam la mediatriz del segmento AF’
e Sea H lainterseccion entre la semirrecta ﬁ, ym

. i
A /
¢l \ )

f- '1.,

Figura 50. Hipérbola Método uno

El lugar geométrico generado por el punto H cuando el punto A se mueve por la c1 satisface la
definicion de hipérbola.
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4.2.2 Método 2
Nombre de la construccién asociada:  Construccién Hipérbola (Método 2)

Dados los focos y los vértices (valores 2a y 2c implicitos)

Asi como en el caso de la elipse pudo plantearse una construccion que hace uso de solo
circunferencias, método conocido como el método del jardinero, para la hipérbola también es
posible plantear algo parecido, como se muestra a continuacion:

e Sean FyF’ losfocos, VyV’ los vértices
e Setrazael eje focal, llame a esta recta [

Los 4 puntos del primer paso pertenecen, por definicion de eje focal, a la recta L.
Con esta configuracion podemos afirmarque FV =c—-a,VV' =2a,yque F'V'=c—a
e Tbémese un punto X sobreltalque F-V -V'-F -X,yseaV'X =k

Definido de esta forma es claro que VX = 2a + k, distancia apropiada para un punto exterior a la
circunferencia con centroen V.

Ahora solo es necesaria una segunda circunferencia conveniente que la interseque.

e Setrazala circunferencia c1 con centro en V y radio V'X
e Se traza la circunferencia c2 con centro en F’ y radio V'X
e Sean D yF las intersecciones entre c1y c2.

El lugar geométrico de los puntos de interseccién entre c1 y c2 corresponden a una rama de la
hipérbola.

N, /
N /
A ’

N /
¢l ;

\ V2
\ D N3
\ .

\ 1
\% i
A
-’ .

/ "\
Vi ’ EI'\
I '\
4 N\
\
J -\

Figura 51. Hipérbola generada a partir de dos circunferencias
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4.2.3 Método 3
Nombre de la construccién asociada:  Construccién Hipérbola (Método 3)

La construccion de Pappus.

En esta construccién se expone el método usado por el matematico griego Pappus, método que
divide al segmento dado en tres partes iguales. Es interesante notar que el Unico de los valores
modernos que puede hallarse en esta construccién corresponda al de 2¢, que es la distancia focal,
porque si bien se fabrica un valor 2a, no lo usa, esto Ultimo porque ese valor es una concepcion
moderna de la geometria analitica.

e Se define una distancia focal (es decir los focos F y F’, y el segmento del que son extremos)
e Se trazala mediatriz de la distancia focal, y sea A el punto medio de la distancia focal.

e Setrazala circunferencia c1, con centro en F y radio FA.

e Setrazala circunferencia c2, con centro en F’ y radio F’A.

c2

cl

Figura 52. Planteamiento de Pappus

A partir de estos elementos Pappus logra construir un tridngulo que tiene en su base un par de
angulos en el cudl uno es el doble del otro.

e Sefija un punto B sobre c1
e Setrazalasemirrecta FB
e Se traza la circunferencia c¢3 con centro en B y radio BA

Con este uUltimo paso creara un angulo del doble de valor.

e Sea (C laotrainterseccion de c3 con cl
e Sea (’ el simétrico C respecto de la rectam

. 1¥all
e Setrazalasemirrecta F'C

e Sea D lainterseccién entre la semirrecta FB y la semirrecta F'C’
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Figura 53. Hipérbola de Pappus.

El lugar geométrico generado por D al moverse B por c1 es la hipérbola de Pappus.
Observe que el dngulo £ BFF' mide la mitad del éngulo 2 FF'D

Al usar el método uno de hipérbola en esta construccién, y haciendo 2a = 2c/3, que es la condicién
analitica para que los vértices de la hipérbola dividan al segmento en tres partes iguales, se evidencia
en la exploracion realizada en GeoGebra que la construccion de Pappus esta desplazada respecto de
la hipérbola con las caracteristicas descritas.

Figura 54. Comparacién hipérbola de Pappus e hipérbola por método uno.

4.3 CONSTRUCCION DE TANGENTES A LA HIPERBOLA

En esta seccion se presenta al lector tres (3) formas de construir la tangente a la Hipérbola. Tal como
se establece en la introduccion, se han incorporado explicaciones visuales y argumentales entre los
pasos de la construccion.

En cada una de las subsecciones se presenta el respectivo nombre del archivo en GeoGebra que esta
asociado a la construccion.
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Durante la exploracion realizada en GeoGebra para la realizacién de esta seccién se evidencio la
presencia tanto de la circunferencia focal, como de las mediatrices, para determinar rectas tangentes
a la hipérbola.

Se observd que, a diferencia del caso de la elipse, no siempre es posible garantizar la interseccion
para la versién equivalente de la Figura 27 que corresponde a la hipérbola, entre las mediatrices y
las semirrectas que pasan por un punto en la circunferencia focal, y por lo tanto, hay restricciones a
las tangentes que es posible construir.

4.3.1 Método 1
Nombre de la construccién asociada: M1 Tangente Hipérbola

Dados los focos, la hipérbola y un punto T de la hipérbola, trazar la tangente que pasa por T.

Puede observarse en la seccidon 4.2.1 que la mediatriz del segmento cuyos extremos son el foco F;,
y un punto de la circunferencia focal respecto del foco F,, es tangente a hipérbola. Este resultado es
la base del método expuesto a continuacién:

e Primero, se traza el segmento F;F, y se hallan las intersecciones entre la hipérbola y el
segmento F, F,, estas intersecciones son los vértices V; y V5.
e Setrazala circunferencia c con centro en F; (si el punto T esta en la rama del foco F,) y radio
ViV,
La circunferencia c satisface la definicién de circunferencia focal.

e

e Setrazalasemirrecta F;T
e Sea P lainterseccion de la semirrecta Fl—f con la circunferencia c.
e Setraza el segmento PF,
e Setrazala mediatriz m del segmento PF,.
La recta m es la tangente buscada.

Figura 55. Tangente asociada al método uno.
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4.3.2 Método 2
Nombre de la construccién asociada: M2 Tangente Hipérbola
Dadas la hipérbola, los focos y una recta [ cualquiera, trazar la tangente que tiene la misma

pendiente de la recta .

Se hace uso del Hecho Geométrico 8, que dice que dos rectas perpendiculares a un misma son
paralelas entre si.

e Dados los focos y la hipérbola, se tienen los vértices intersecando la hipérbola con el
segmento limitado por los focos.
e Setrazalarecta perpendicular s a la recta dada [, por uno de los focos, digamos F’

Toda vez que se dispone de los vértices, puede trazarse la circunferencia focal.
e Trace la circunferencia focal c1 con centroen F.

Se considera solo el caso en el que c1 y la recta s se intersecan en dos puntos, ya que con estos
puntos de interseccién se definen segmentos a los que se puede encontrar la mediatriz. De esto
modo no queda definida una sola tangente, sino dos.

Figura 56. Circunferencia focal intersecada

e Sean My N los puntos de interseccién entre c1y [
e Trace la mediatriz m del segmento F'M
e Trace la mediatriz n del segmento F'N
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Figura 57. Construccion Tangente a la hipérbola. Método dos.

Se puede observar que las rectas m y n son tangentes a la hipérbola y paralelas a la recta [ dada.

4.3.3 Método 3
Nombre de la construccion asociada: M3 Tangente Hipérbola

Dadas la hipérbola, los focos y un punto P que no pertenece a la hipérbola. Trazar la tangente
que pasa por el punto P.

Una forma de resolver este ejercicio es usando la definicion alternativa de circunferencia focal.

e Sean F y F’ los focos de la hipérbola, k = 2a, y P un punto exterior a ella.
e Tomese la circunferencia focal c1 con centro en F’

Como P pertenece a la recta tangente que estamos buscando, el simétrico de P respecto de la
tangente debe estar a una distancia PF de P.

Figura 58. Circunferencias para encontrar puntos simétricos
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e Setrazala circunferencia c2 con centro en P y radio PF
e Sean My N las intersecciones entre c1 y c2

Luego, por la definicidn alternativa de circunferencia focal, tanto M como N son simétricos al punto
F por las rectas tangentes.

e Trace la recta mediatriz m del segmento FM
e Trace la recta mediatriz n del segmento FN

Figura 59. Rectas tangentes por un punto externo a la hipérbola.

Por el razonamiento hecho por medio del método uno, se concluye que las rectas m y n son las
tangentes buscadas.
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CONCLUSIONES

Finalizado este trabajo, se presentan las siguientes conclusiones:

e Se reconoce que trabajar estos objetos de la geometria analitica acompafiado de un software
de geometria dindmica puede potencialmente suscitar entusiasmo por las construcciones, asi
como estimular el interés por seguir trabajando con estos objetos, para ver qué propiedades se
descubren antes de leerlas en un libro de texto.

e Respecto al objetivo general del trabajo de grado, se considera que este documento puede
complementar libros de texto de geometria analitica, ya que ofrece al lector alternativas
concretas en lo que respecta a formas de construir las secciones cénicas y sus tangentes, asi
como ofrece construcciones ya listas para la exploracidn.

e Un hallazgo interesante fue la identificacion de la extensa presencia de la mediatriz en las
construcciones de las secciones cdnicas, esto debido al vinculo que las mediatrices establecen
entre distintos elementos de la cdnica con el fin de satisfacer su definicién. Su enorme
importancia se vio confirmada en las construcciones realizadas en este documento al
observarse que las tangentes a las cénicas resultaron ser las mediatrices de algun segmento
clave de la respectiva cdnica.

e Sereconoce a la circunferencia focal como un eje articulador de este documento, en particular
en sus apartados correspondientes a las cdnicas de doble foco, a saber, la elipse y la hipérbola.

e Las herramientas internas que GeoGebra tiene ya configuradas como el caso de la construccidn
de las conicas dados ciertos objetos (por ejemplo, para el caso de la pardbola: dada una recta,
a la que asigna como directriz, y dado un punto, al que asigna como foco), se ven potenciadas
por la posibilidad de superposicién de curvas que también permite este software. Esta
posibilidad favorece contrastes visuales. Tales contrastes fueron usados durante la elaboracion
de este documento para reconocer propiedades, y elaborar conjeturas cuando la construccion
requeria explicaciones que no eran inmediatamente evidentes.

e Valela pena destacar la herramienta “Protocolo de construccion” que brinda GeoGebra, ¢ COmo
podria hacerse uso este recurso en el aula de clase? Durante la realizacién de este documento,
esta herramienta facilitd al autor procesos de conjeturacion cuando los pasos de una
construccidn presentaban inconsistencias que exigian pasos o condiciones adicionales.

e Se observd durante la realizaciéon de este documento que existe una complejidad creciente
entre las diferentes cdnicas, que queda establecida al momento de plantearse la sucesidn
parabola — elipse — hipérbola, aumento que se debe a la mayor cantidad de elementos que
posee cada cdnica respecto a la anterior. Tomar en consideracidn esta caracteristica puede
ayudar a mejorar procesos de planeacién alrededor del estudio de las secciones cdnicas.
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e Finalmente, se propone el reto andlogo de estudiar métodos no analiticos para construir
tangentes de otros lugares geométricos clasicos como las espirales, las lemniscatas y otras
curvas polares.
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ANEXOS

Anexo 1

Link a carpeta con construcciones en GeoGebra:
https://drive.google.com/drive/folders/13PID9AWb-E38qIGNBy6vAlo6zwBCe-4M?usp=drive link
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