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“Por la falta de un clavo fue que la herradura se perdié.
Por la falta de una herradura fue que el caballo se perdio.
Por la falta de un caballo fue que el caballero se perdié.
Por la falta de un caballero fue que la batalla se perdié.

Y asi como la batalla, fue que un reino se perdio.

Y todo porque fue un clavo el que falto”.

George Herbert
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I Introduccion

La fisica se describe en términos de ecuaciones dindmicas. Estas ecuaciones describen
la forma en que un conjunto de variables relevantes (posicion y velocidad) para el sistema
cambia en el tiempo. Para ello se parte de las siguientes consideraciones: Caracterizar el
estado del sistema por una serie de pardmetros cuantificables (medibles) y seguidamente
introducir dichos parametros en un modelo conceptual (teoria). A partir de esto, se asume que
los modelos son una representacion “genuina” de las posibilidades fisicas del sistema en
cuestién. Por ello, la mecénica clésica es un referente, dado que permite establecer una
relacion biunivoca entre causa y efecto, y seria Laplace! quien inmortalizaria esta nocion al
afirmar que, conociendo las facetas del estado presente del sistema se puede derivar cualquier
estado, pasado o futuro®. Entonces la idea de una evolucion unica sugiere, que un estado dado
siempre es seguido (y precedido) por la misma historia de transiciones de estado, por
ejemplo, las ecuaciones de movimiento de un péndulo sin friccion produciran la misma
solucion siempre y cuando se tome la misma velocidad y posicion iniciales. En términos
generales, la idea es que cada vez que se devuelve el modelo matematico al mismo estado
inicial (o cualquier estado en la historia de las transiciones de estado), se sometera a la misma
historia de transiciones de un estado a otro. En otras palabras, la evolucion sera unica dada
una especificacion de condiciones iniciales y de contorno. Tenga en cuenta que, tal como esta
formulado, la evolucion Unica expresa transiciones de estado en ambas direcciones (pasado y

futuro).

Por ejemplo, imagine un sistema fisico tipico como una pelicula. Satisfacer la
evolucion Unica significa que si la pelicula se inicia una y otra vez en el mismo fotograma
(devolviendo el sistema al mismo estado inicial), entonces x repetira cada detalle de su

historia total una y otra vez y se produciran copias idénticas de la pelicula en la misma

L El determinismo hallé su expresion mas precisa en el famoso pasaje de Laplace: “Una inteligencia que en un
momento determinado conociera todas las fuerzas que animan a la naturaleza, asi como la situacion respectiva de
los seres que la componen, si ademas fuera lo suficientemente amplia como para someter a andlisis tales datos,
podria abarcar en una sola formula los movimientos de los cuerpos mas grandes del universo y los del atomo méas
ligero; nada le resultaria incierto y tanto el futuro como el pasado estarian presentes ante sus ojos” (Laplace, 1996,
pag. 25)

2 De hecho, fue Leibniz quien desarroll6 esta nocién, apoyandose en su principio de razén suficiente, antes que
Laplace. Y sin embargo ha sido la visién de Laplace, la que se ha convertido en ejemplo paradigmético del
determinismo en las teorias fisicas.



secuencia de iméagenes. Ademas, si se comenzara con un fotograma diferente, digase, un

fotograma en la mitad de la pelicula, todavia hay una secuencia unica de fotogramas.

Pero la Unica manera de que la concepcién de Laplace tenga validez es si el conjunto
de ecuaciones que describen el sistema es invariante ante transformaciones temporales.
Tolman en el capitulo V de su libro® demuestra, que, en el mejor de los casos, si las fuerzas
que actuan sobre el sistema son independientes del tiempo y la velocidad, entonces los
movimientos son reversibles. EI argumento de Tolman podria en principio haber probado que
los sistemas mecanicos conservativos son completamente reversibles, pero aqui, cabe hacer la
siguiente aclaracion, y es que el argumento de Tolman depende sutilmente del supuesto de
que la mecénica clésica es estrictamente determinista, en el sentido de que el conjunto de
ecuaciones diferenciales que gobiernan los sistemas dinamicos tiene soluciones Unicas una
vez aplicadas las condiciones de contorno. ;Qué se puede decir, entonces, acerca de los
teoremas de unicidad y existencia para las ecuaciones del movimiento? Parece ser que la raiz
del problema, concerniente al argumento de Tolman, se remonta al hecho de que los teoremas

matematicos garantizan la existencia y unicidad localmente en el tiempo.

A modo de contraste, supdngase que volver x al mismo estado inicial produce una
secuencia diferente de transiciones de estado en algunas de las ejecuciones. Considere que un
sistema es como un dispositivo que genera espontadneamente una secuencia diferente de
iméagenes en algunas ocasiones cuando se parte de la misma imagen inicial. Ademas, imagine
que dicho sistema tiene la propiedad de que simplemente eligiendo comenzar con cualquier
imagen que aparezca normalmente en la secuencia, a veces la imagen elegida no va seguida
de la secuencia habitual de imagenes. O imagine que algunas imagenes a menudo no
aparecen en la secuencia, 0 que se agregan nuevas de vez en cuando. Tal sistema no satisfaria

la idea de evolucion Unica y no calificaria como determinista.

Un caso de tales sistemas es el problema de los N-cuerpos* abordado por Poincaré a
finales del siglo XIX. La pregunta que Poincaré se hizo fue si habia una manera adecuada de

transformar el sistema de ecuaciones que describen el movimiento de planetario en un

3 Tolman, 1938, Collisions as a Mechanism of Change With Time, pags. 99-105.

“La estabilidad a largo plazo del Sistema Solar, reducible en el caso general al conocido problema de los N-
cuerpos, es uno de los problemas méas importantes que se han planteado en el curso del desarrollo tanto de las
matematicas como de la fisica. En 1885, el rey Oscar |1 de Suecia y Noruega, por sugerencia de G. Mittag-Leffler,
establecié un premio por resolver este problema: * Dado un sistema de muchos puntos de masa que se atraen
arbitrariamente entre si de acuerdo con las leyes de Newton, intente encontrar , bajo el supuesto de que nunca
colisionan dos puntos, una representacion de las coordenadas de cada punto como una serie en una variable que
es alguna funcion conocida del tiempo y para todos cuyos valores la serie converge uniformemente” (Whittaker,
pag. 351)



sistema donde la interaccion gravitacional desapareciera, de tal manera que cada planeta
fuese tratado independiente de los demés. Pero lo que Poincaré mostré fue que en general tal
transformacion no era posible para sistemas de N-cuerpos que interactian mutuamente, lo
que lo llevé a clasificar a los sistemas dindmicos® entre integrables, cuasi integrables y no

integrables (Poincaré, 1957).

La naturaleza del problema de los N-cuerpos es que dependiendo si este es integrable,
cuasi integrable o no integrable, la equivalencia entre los estados del sistema se mantiene o
no. Esto se entiende mejor si se considera la transicién de un estado A (un sistema de varios
cuerpos) sin interactuar en t = 0 a un estado B, después de cierto tiempo t 1os cuerpos habran
experimentado cierto nimero de interacciones. Obviamente la transicién de A hacia B
implica procesos diferentes que la transicion de B hacia A, entonces la equivalencia entre
causa y efecto no mantiene esa relacion biunivoca que si mantenia la descripcion de Laplace.
¢Pero a qué se debe este hecho? ¢sera una particularidad de la teoria empleada, 0 mas bien un
atributo del mismo sistema? Como se mostrard, el problema radica en la informacion que se
puede obtener de un sistema, ya que toda medida solo puede realizarse con cierto nimero
finito de cifras decimales. Entonces el problema de la equivalencia entre los estados de un
sistema dinamico se debe en principio a la imposibilidad de definir con exactitud la

informacion que posee este.

Pero a pesar de lo mencionado, la forma en que tradicionalmente se ensefia y explica
la mecanica clasica se basa en una representacion de estados “apropiados”, y apropiados es
un eufemismo para decir idealizados (con informacion completa). Normalmente esta
descripcion se basa en dos aspectos: el primero, que la interaccion entre las partes del sistema
o el sistema y el exterior no son tenidas en cuenta o son poco importantes. Hecho que facilita
el estudio de cada agregado por separado. Y segundo, que la relacion entre las partes sea
lineal, ya que este aspecto garantiza el analisis del proceso global como la suma de sus partes.
Como se puede ver, esta forma de abordar la mecanica excluye por supuesto los resultados de

Poincaré; pero claro, no se trata de deslegitimar esta forma de reducir y analizar los sistemas

® Esta clasificacion se baso en el rol que desempefian las resonancias en los sistemas dindmicos. Estas son el
producto de la interaccion entre los grados de libertad del sistema. Si las resonancias son conmensurables el
sistema se puede reducir por la teoria de perturbacion a un sistema integrable o casi integrable, en cuyo caso seria
un movimiento periddico o cuasi-periddico respectivamente, pero en caso contrario en que las resonancias sean
inconmensurables, la teoria de perturbacion no tiene nada que decir. Para el caso en que las resonancias son
inconmensurables los efectos colectivos (producto de las interacciones) primaran sobre el comportamiento
individual de las partes. Esto es caracteristico de los sistemas no integrables, sumado al hecho de la
imprevisibilidad.
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por parte de la mecénica clasica, ya que los resultados hablan por si mismos, sino de lo que se
trata es de proponer una forma alterna de describirla e interpretarla, en términos de la

evolucion temporal de las interacciones.

Teniendo en cuenta lo anterior y dada la naturaleza disciplinar de este trabajo y la
perspectiva personal desde la cual su autor la quiso abordar; se propone trabajar mediante una
descripcion documental de forma cualitativa, para ello, el autor ha propuesto dividir el trabajo
en tres partes, esto con el fin de presentar cierto nivel de comprension respecto a los temas
abordados, de tal forma que sean legibles y accesibles. Dado que el objetivo de este trabajo es
presentar una descripcion alterna a la de la mecénica clésica que tradicionalmente se ensefia

teniendo en cuenta los resultados de Poincaré, concernientes a los sistemas integrables.

Con lo anterior, el presente trabajo se propone presentar una descripcion de la no
equivalencia entre estados dindmicos para sistemas conservativos de la mecanica clésica,
teniendo en cuenta el concepto de no integrabilidad propuesto por Poincaré, por lo cual en el
primer capitulo se encuentra una descripcion de los diferentes topicos relacionados a la
descripcion de los sistemas conservativos dentro de la mecanica clasica, esto con el fin de
contextualizar los resultados obtenidos por Poincaré, respecto a la clasificacion de los
sistemas dinamicos y comprender el teorema que lleva su nombre. Se utilizara la
formalizacion Hamiltoniana dada sus ventajas, ya que permite evaluar la evolucion temporal
de cualquier propiedad del sistema sin tener que recurrir a la solucion de las ecuaciones que
describen el movimiento. El segundo capitulo consiste en demostrar que las interacciones y
los efectos colectivos derivados de ellas tienen una influencia general sobre la dinamica del
sistema. Hecho acompafado de las discontinuidades producto de la superposicion de
resonancias, asociado a la difusion de Arnol’d. Y finalmente en la tercera parte se relacionan
los conceptos de no integrabilidad y difusién, para mostrar que la irreversibilidad esta
implicita dentro de la descripcién de la mecénica clasica, sin necesidad de recurrir a
elementos ad hoc. Conviene subrayar que los resultados que se expondran se basaran

principalmente en técnicas geométricas.
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Il Objetivos

General

Presentar una descripcion de la no equivalencia entre estados dinamicos para sistemas
conservativos de la mecénica clasica teniendo en cuenta el concepto de no integrabilidad
propuesto por Poincaré.

Especificos

* Realizar una revision preliminar alrededor del papel que desempefian las
interacciones en la formalizacién y descripcion de la mecénica clésica, describiendo
las razones por las cuales no pueden ser eliminadas, desde la perspectiva de Poincaré.

« Identificar las condiciones para las cuales la equivalencia entre estados es un caso
particular (local) en la descripcion dindmica de la mecéanica clésica.

* Relacionar las condiciones de no integrabilidad con los procesos colectivos producto
de las resonancias.
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111 Antecedentes

Para introducirse al tema tratado de este trabajo es necesario conocer su origen como
su desarrollo a lo largo del tiempo. Por ello, a opinion del autor, estos tres trabajos recogen
estos dos aspectos. El primero por su formalismo y descripcion conceptual, el segundo por
mostrar como ha ido cambiando este tema a lo largo del tiempo y el tercero por ser el origen

de la cuestion tratada aqui.

1. Valdés (1983) realiza una descripcion detallada sobre el fendmeno de difusion de
Arnol”d, asociado a la interseccion de variedades invariantes, para sistemas con n > 2
grados de libertad. Parte de sus resultados permitiran comprender el comportamiento de
sistemas de la forma H = H, + A H;, que seran objeto de analisis en la primera seccion y
parte de la segunda seccion de este documento; haciendo especial enfasis en los casos en
que A < 1, pero para los casos particulares en que 2 > 1, el trabajo de Valdés brinda una
explicacion sobre las consecuencias que tiene sobre el sistema, sobre todo analizando las
cadenas de transicion, que es la manera de describir la transicion hacia la inestabilidad de

los sistemas dindmicos.

2. Nufiez (1990) presenta una descripcion general cualitativa sobre las caracteristicas que
tienen los sistemas dinamicos Hamiltonianos, en especial aquellos donde H = cte. Para
estudiar el comportamiento de cada uno de estos sistemas, Nufiez los somete a diferentes
condiciones limite, para distinguir los sistemas que son periodicos de aquellos que no lo
son, por ello, esta clasificacion hara parte de la segunda seccion de este trabajo, en la cual

se describiran los sistemas integrables, cuasi integrables y no integrables

3. Prigogine, Petrosky, Hasegawa, & Tasaki, (1991) desarrollan un nuevo método de
integracién en términos de funciones de distribucién (el conjunto de Gibbs), el cual
consiste en la construccion de un conjunto complejo de funciones propias y valores
propios para el operador de Liouville-Neumann. Por ello, para los sistemas integrables
clasicos, una solucion de este problema generalizado se reduce a trayectorias (a diferencia
de los casos cuanticos que se reducen a funciones de onda). Parte de los resultados
desarrollados por Prigogine y sus colaboradores haran parte de este documento en lo que
concierne a los efectos de las resonancias y la formacion y orientacion en el tiempo de

correlaciones; que formaran parte de la segunda seccion y parte de la tercera.
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1 SISTEMAS INTEGRABLES Y NO INTEGRABLES

A primera vista, pareceria que, cuando se conocen las ecuaciones dindmicas de un
sistema, se puede predecir con precision su estado en cualquier momento pasado o futuro en
el tiempo. Sin embargo, un examen més detenido revela el contraejemplo del movimiento
molecular en los gases. Aungue en este caso se conocen todas las ecuaciones de movimiento
de moléculas individuales y las leyes de sus colisiones, es indtil resolver estas ecuaciones en
un intento de predecir las posiciones y velocidades precisas de las moléculas en algun
momento futuro. La prediccion determinista falla en este caso debido a la extrema
sensibilidad de dicho sistema a pequefias variaciones en sus condiciones iniciales. La méas
minima perturbacién en las coordenadas y velocidades de las moléculas es suficiente para

cambiar completamente su movimiento.

Resulta que, bajo ciertas condiciones, una solucion de un sistema puramente
determinista de ecuaciones diferenciales ordinarias puede representar un proceso aleatorio.
Para entender esta idea, se comenzara con una descripcion del formalismo de la mecanica
Hamiltoniana, para de ahi deducir la nocion de lo qué significa un sistema integrable. En esa
medida se mostrara que los sistemas de esta indole tienen diferentes formas de representacion
(geometrica), siempre y cuando sean compatibles con la nocion de transformacion canénica.
Esta representacion permitira hacer la distincion y aclaracion de la forma de representar
geométricamente estos sistemas. Para el caso en que esta condicion no sea posible, se emplea
lo que se conoce como teoria de perturbaciones, que permitira tener una nocién mas clara

sobre la forma en que Poincaré abordo el problema de los sistemas integrables.

1.1  Mecanica Hamiltoniana

Gran parte del analisis de los sistemas fisicos tienen lugar en un espacio matematico
abstracto compuesto por las variables necesarias para especificar completamente el estado del
sistema®, por ejemplo, en la formulacion Lagrangiana ese espacio se llama, espacio de

configuracion, donde la representacion del estado del sistema se obtiene mediante

®Se considera gue un estado es una descripcion de los valores de las variables que caracterizan al sistema en
alglin momento t, para este caso serian la posicion y la velocidad. Como ejemplo simple de un modelo clasico,
considere un cafion disparando una bola. Las condiciones iniciales serian la posicidn inicial y la velocidad de la
bola cuando sali6 de la boca del cafion. La ecuacion de evolucion més estas condiciones iniciales describirian
entonces la trayectoria de la pelota.
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coordenadas y velocidades generalizadas respectivamente q4, ..., q, Y g1, ---, @n- En 12
formalizacion Hamiltoniana ese espacio se llama, espacio de fase, donde la descripcion del
sistema también viene dada por coordenadas generalizadas q = (qy, ..., q»), pero en lugar de
velocidades, estas se reemplazan por momentos generalizados p = (py, ..., pn). Asi que el
problema principal es encontrar la forma en que evolucionan estas cantidades en el tiempo,
q(t) y p(t). Esto se logra solucionado el siguiente conjunto de 2n-ecuaciones diferenciales
de primer orden conocidas como ecuaciones de Hamilton

. _OH  0H
ql - api, pi = aqu (l)

donde la funcion H = H(q, p) es el Hamiltoniano.

En la formulacion Hamiltoniana, el estado de un sistema con n grados de libertad, se
describe mediante un unico punto (q,p) = (¢4, ---»qn, P1, ---» Pn) €N UN €SpPacio 2n-
dimensional. Por lo tanto, comenzando ent = 0 desde un punto inicial (q,, po), €l estado
del sistema en un tiempo posterior t estara dado por el punto (q (t),p (t)), donde q (t) y
p (t) son las ecuaciones de movimiento, es decir, las soluciones de las ecuaciones (1) con las

condiciones iniciales q(0) = q, y p(0) = p,.

1.2 Sistemas integrables

El concepto de integrabilidad se refiere a la existencia de constantes de movimiento
que son responsables de la evolucion regular de las trayectorias en el espacio de fase, en
regiones bien definidas de éste. Hay varias formas equivalentes de enunciar este concepto’, y
en todas ellas se encuentra implicito de una forma u otra, que las ecuaciones de Hamilton
constan de igual nimero de constantes de movimiento como de grados de libertad. En otras
palabras, que el Hamiltoniano de un sistema con n-grados de liberdad es integrable si existen
n-constantes independientes (del tiempo) de movimiento, I; (p,q) = «; (a; = cte), que estan

en involucion®, lo que significa que las cantidades J; satisfacen la siguiente condicion

[L,]=0 (j=12..,n), (2)
es decir, el corchete de Poisson entre dos de ellos desaparece. Hay que resaltar que no basta

con gue existan n-constantes de movimiento, si estas no satisfacen la propiedad de involucién

7 Ver Golstein, 1994, capitulo IX.
8 Una funcion involutiva en matematicas es una funcion que es su propia inversa.
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(2), propiedad que garantiza la existencia de una transformacion canonica, para la cual los

momentos transformados, p, = I;, son integrales de movimiento, por lo tanto constantes.

Lamentablemente, la existencia de n-integrales de movimiento en involucién son la
excepcion méas que la norma. Poincaré demostro, que la mayoria de los sistemas mecanicos
solo tienen la energia como constante de movimiento. Por tanto la mayoria de los sistemas
con més de un grado de libertad no son integrables®. La existencia de n-constantes de
involucidn I;, hace que las trayectorias que estas describen se limiten a moverse en un
espacio particular del espacio de fase. Esto de debe al hecho de que las trayectorias se limitan
a moverse en una variedad M de n-dimensiones determinada por las constantes de
movimiento. De hecho, la variedad M esta definida por un conjunto de n-ecuaciones

algebraicas
11(‘]; p) = Adq, .y In(q: p) = aTl’ (3)

donde a4, ..., @, son constantes arbitariras. En este sentido, las trayectorias que describen este
conjunto de ecuaciones en el espacio de fases en el tiempo nunca salen de M, porque de lo
contrario se violarian las leyes de conservacion. Notese que la variedad M depende de los
valores particulares de las constantes de movimiento, y dado que éstas dependen de la
eleccion del estado inicial del sistema, se deduce que M esté fijada por las condiciones
iniciales. Se puede demostrar'® que M es una variedad compacta (cerrada y acotada), que

tiene la forma (topologia) de un toro n-dimensional (ver Fig. 1).

El problema de integracion de los sistemas Hamiltonianos, es bastante complejo,
aunque existen métodos bastante generales (aunque no universales) que permiten construir
soluciones de las ecuaciones (1) o aproximaciones de ellas. Sin embargo el sistema de
ecuaciones (1) es completamente integrable, si existe una transformacion candnica, es decir

una transformacion de variables que conserva la forma de las ecuaciones de Hamilton.'t

1.3 Variables de angulo-accién
Para un sistema integrable con n-grados de libertad, las trayectorias en el espacio de
fase se encuentran fijadas en toros n-dimensionales (toros invariantes), y este hecho

proporciona una forma de definir un nuevo conjunto de variables canoénicas.

®Ver Koslov V., pags. 17-27.
10 La demostracion se realizara en la segunda parte de este trabajo.
1 Ver Viniegra, 2009, pags. 60-66.
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De hecho cualquier toro de n-dimensiones es un objeto periodico que puede
considerarse como el resultado de n-periodicidades independientes. En otras palabras, puede
definirse n-curvas cerradas independientes, vy, ..., Y», €n un toro dado, donde ninguna de las
Y, puede deformarse continuamente entre si o reducirse a cero*. Por ejemplo, en la Fig. 1, se
muestra un toro bidimensional en el cual la trayectoria y, gira por el camino mas corto

mientras que la trayectoria y, lo hace por el camino més largo.

Fig. 1. Dos trayectorias y, Yy v,, independientes en un toro bidimensional.
Elaboracién propia.
Teniendo en cuenta el conjunto de curvas cerradas, se definen las variables de accién

mediantes las integrales de linea:

n

Ji Z%j‘i ZdeCIj: ()

i j=1
donde

son los momentos en funcion de las coordenadas generalizadas q = q(qy, -..,qn) Y 1as
constantes de movimiento @ = a(ay, ..., a,). La ecuacion (5) se obtiene resolviendo para los
momentos (p) el conjunto de ecuaciones algebraicas (3) proporcionado por la existencia de
n-integrales independientes. Ya que (4) se integra con respecto a las coordenadas

generalizadas, las variables de accion solo dependen de los invariantes integrales®

Ji =Ji(aq, ), (6)

12'\/er Tabor, 1988, pags. 71-73.
13 Las variables que siguen esta representacion se les conoce como variables ciclicas (o ignorables), ya que
permiten explicar el caracter periédico del comportamiento dindmico.
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gue son constantes de movimiento.

Si ahora se define una transformacion candnica de (g, p) a un nuevo conjunto de
variables (6, ]), donde las acciones son los momentos transformados y las variables angulares
son las coordenadas generalizadas. Una funcién generadora S para esta transformacion viene

dada por la siguiente integral indefinida

S(q']) = jzp](ql])dq]l (7)
j=1

donde p;(q,/) viene dada por la ecuacion (5), en el que a se escribe en términos de las acciones

(J) después de resolver la ecuacion (6). Por tanto las nuevas coordenadas

aS

= ®)

desemperian el papel de los &ngulos, aumentando en 2 cuando la trayectoria en el espacio de

fase experimenta un giro completo alrededor de y;, mientras que los momentos (las acciones)

son los radios de los toros invariantes (ver Fig. 2).
|

Fig. 2. En un sistema integrable, el espacio de fase se compone basicamente de un grupo de
toros anidados con diferentes relaciones de frecuencias. Las variables J, J, y J;configuran los

diferentes toros que corresponden a diferentes condiciones iniciales, y 84, 8, son las
coordenadas sobre el toro. Basado en el texto de Tabor.

En las variables de accion-angulo, las ecuaciones de Hamilton toman la forma

. OH’ , 0H’
0 —

TR ArT )

donde H” = H, ya que se trata de una transformacion canonica independiente del tiempo.
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Por otra parte, dado que j = 0, las J son constantes de movimiento. Por lo tanto,

aH'/ag = 0, lo que implica que H = H(J), donde

H()
0 = T = w(]) = cte. (10)

Asi, que la solucién de las ecuaciones de Hamilton (9) son

Ji=cte, 0;=w;(Dt+6, (11)

donde §; = 6,(0) (i = 1,...,n) y w; son las frecuencias angulares del movimiento
(multiperiodico) del sistema®¢. Por tanto, las variables de accion (momentos transformados)
son constantes mientras que las variables de angulo (coordenadas transformadas) son

funciones lineales del tiempo.

1.4 Movimiento periodico y multiperiddico
La relacion entre las variables originales, (q,p), y las nuevas, (8,]), esta dada por la
ecuacion (7). Esto implica que es conocida la relacion entre ambos conjuntos de variables

canonicas

qa=q.), p=p)) (12)

Debido a la naturaleza periodica de las variables angulares (ver A. 1), se tiene de (12) que los
momentos (p) y las coordenadas (g), son funciones multiperiodicas de las variables

angulares (8), con periodo 27, y lo mismo sucede para cualquier funcién dinamica £ (6,]).

Como es bien sabido, cualquier funcion periddica puede representarse mediante una

serie de Fourier. Asi, por ejemplo, q;, seria

[o9) [o9)

g = Z Z C}Ej) RO

1reens
ki=—o kp=—o0

con k; como indices enteros. Al tratar el conjunto de k; también como un vector n-

dimensional, k = (ky, ..., ky), la expansion se puede escribir de una forma mas compacta
oo

q; = clgj)e”"e donde Z Z : Z
k 1=—0

k ki=— kp=—o0

14 Ver Berry, 1978, pags. 27-30.
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Los coeficientes de Fourier c,Ej), que depende de las variables de accion, estdn dados
por
D) = Ty [ doy oo q;(8,))
R e ), T ales

Si también se escribe la dependencia temporal de las variables angulares dadas por

(11), entonces la dependencia temporal de q;, toma la forma

G(© =) al (eter,

e (13)

donde a,(c’) = c,?) e 9. De forma similar, esto puede extenderse para los momentos®.

pj(t) — Z bIEJ') () etk wt,

g (14)

Esto signifca que la trayectoria del sistema en M es multiperiodica con t periodos

_ 2T
“E (15)

Sin embargo, a pesar de que las coordenadas y los momentos de los sistemas
integrables son funciones periodicas con n-frecuencias independientes w;, esta propiedad no
implica que las g y p en general sean funciones periddicas del tiempo, pues seria necesario
que se cumpliese (15), es decir un periodo para el cual todas las q y p sean periddicas. A este
respecto, Loskutov'® muestra que este es el caso si y sélo si, las frecuencias w; son maltiplos

enteros de una sola frecuencia w,. Esto quiere decir
w; = k;w,
i Y0 (16)

dondei =1, ...,n, conk; € Z. Lo que quiere decir que, para tener un movimiento periodico,
las frecuencias deben ser conmensurables. Esto equivale a suponer que todas las frecuencias

son multiplos racionales entre si

a)i ki , . l
— = — = un numero racionadt.

Si las frecuencias son inconmensurables, es decir, que no estan relacionadas

racionalmente, entonces el movimiento se denomina cuasiperiodico y tiene la particularidad

5 Ver Brillouin, 1949, pags. 79-81.
16 \Ver Loskutov, 2007, pags. 942-944.
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de nunca repetirse (ver Fig. 3-b). Por otra parte, como las trayectorias del espacio de fase se
encuentran contenidas en los toros invariantes definidos por (11) se puede concluir que, en un
toro dado, la trayectoria en el espacio de fase ser& una curva cerrada, si y solo si las
frecuencias del movimiento son conmensurables (ver Fig. 3-a). Cuando las frecuencias son
inconmensurables, la trayectoria cubrird densamente el toro, sin cerrarse nunca sobre si

misma?’.

Una condicidn para que las frecuencias sean conmensurables es la existencia de n — 1

relaciones de la forma

n
> k=0, (18)
J
esto significa que se pueden escribir todas las frecuencias en términos de una de ellas, por

. . k; L
ejemplo w, . Esto sugiere que w; = ( J/kl) wq con ky Yy k; € Z. Por lo tanto la relacion

Jw; = J, €S un ndmero racional.

Fig. 3. a) Muestra un sistema que guarda una relacién racional (conmensurable) de las
frecuencias, lo que significa que la trayectoria es una curva cerrada en el toro. b) Por otro
lado si la relacion de las frecuencias es irracional (inconmensurable), la trayectoria nunca
se cerrard. Elaboracién propia.

Ahora bien, ¢Cudl de estas situaciones es tipica? Segun la teéria de numeros (como se
vera en la segunda parte de este trabajo) la comnesurabilidad es la excepcion mas que la

norma, donde la condicion (18) es valida solo para un conjunto de frecuencias (w).

7' \er Tabor, 1988, pags. 77-79.
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1.5 Sistemas no integrables

Desde la descripcion Hamiltoniana de la mecénica se sabe que un sistema dindmico
puede representarse de diferentes formas equivalentes por una transformacion candnica del
conjunto de variables (g, p). Entre todas las posibles transformaciones que existen, habra una
que permitira representar al Hamiltoniano como una funcién Gnicamente de los momentos
H(p), en otras palabras, si una transformacion canonica existe llevando un sistema de
ecuaciones que describe un conjunto de particulas que interactan en un conjunto donde las
interacciones desaparecen, entonces el sistema se clasifica como integrable®®. Esto significa
que el sistema original de ecuaciones se puede transformar en uno donde el comportamiento
de cada particula se describe completamente por una ecuacién que es independiente del

comportamiento de cualquier otra.

Pero lo que Poincaré mostré en el primer volumen de New methods of celestial
mechanics (1957), fue que en general tal transformacion era imposible para sistema de N-
cuerpos que interactian mutuamente, mostré que las interacciones no podian ser eliminadas
por un cambio adecuado de variables®®. Por ejemplo, los sistemas conservativos con un grado
de libertad siempre tienen una una integral de movimiento, la energia, pero entonces ¢qué
sucede con sistemas conservativos con n > 1 grados de libertad?, ¢son integrables?
Desafortunadamente no existe una respuesta general a este problema, ya que salvo algunos
casos muy particulares de la mecanica, no hay manera de obtener explicitamente formulas

para las transformaciones canonicas.

1.6 Teoria de la perturbacion

Como se ha venido diciendo, la mayoria de los sistemas mecanicos (conservativos) no
son integrables, teniendo solamente como primera constante de movimiento la energia. Sin
embargo, en varias situaciones, los hamiltonianos integrables y no integrables difieren un
poco. En tales situaciones es posible obtener soluciones mediante la teoria candnica de
perturbaciones. En realidad, se trata de un método méas que de una teoria. Este método se

pude aplicar si un cuerpo esta sujeto a ciertas fuerzas que en verdad puedan ser identificadas

18 Ver Prigogine, Petrosky, Hasegawa, & Tasaki, pags. 4-8.

19 La blsqueda de casos integrables se abordé principalmente en el siglo XI1X (Jacobi, Liouville, Kavalevska y
otros). Pero con el trabajo de Poincaré quedo claro que un sistema dindmico en su forma general no era
integrable, porque las integrales no solo no se conocian, sino que no existian en absoluto por que las trayectorias
en general no podian reducirse a un conjunto de variables invariantes, es decir, variables que no guardan
relacion con el criterio de transformacion candnica.
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como perturbaciones; “esto es, agentes fisicos que influyen minimamente sobre un sistema

dinamico” (Viniegra, pag. 164).

Si este es el caso, el Hamiltoniano del sistema H = H(6,]) puede dividirse en una
parte integrable H, = H,(J) y una parte no integrable pero que se pude representar como una

pequefa perturbacion H, de H,

H = H, + A H,, (19)

donde Hy, = Hy(J), H; = H,(6,]) y A es un pequefio parametro.

Si A =0, el sistema (19) es completamente integrable, de donde se deduce, que el
Hamiltoniano no perturbado H,, tiene lugar en un toro 2n-dimensional de radios J; = a;(i =
1,2,...). Ahora, si 1 # 0, lo que sigue es encontrar las correcciones al movimiento generadas
por el parametro A. En este punto lo que se busca son aproximaciones a través de expansiones
de series de potencias de A. Esto permite expandir la perturbacion como una serie de Fourier
de las variables angulares. Teniendo en cuenta la notacion presentada en la seccion [1.4], se
ve que (19) se puede escribir como?

H(,)) =Hy() + 2 ZH,.“)(]) cos(k - 6),
: (20)
donde 8 = (04, ...,6,),] = (J1, ..., Jn) Y k € Z. Los coeficientes de Fourier, Hl.(l)(/), estan

definidos por

1 21 2m
HOQ) = = [ dy .. [ H,,6) cosCk - 6)ao
0

2m)t ), (21)

La cuestion detras de este método consiste en encontrar, mediante una serie de

potencias de A, una transformacién candnica,
©.) ~ @), 22)

a un nuevo conjunto de variables, de modo que el Hamiltoniano transformado sea sélo
funcion de nuevas acciones H = H’'(J"), haciendo que (19) sea integrable, siendo las J*

constantes y las 8" funciones lineales del tiempo.

Tomese, la siguiente funcion generadora para la transformacion canonica

20 Es mas conveniente para el siguiente desarrollo de la teoria de la perturbacion trabajar con series de Fourier
reales, senos y cosenos, en lugar de series exponenciales complejas como en la seccidn 1.4.
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S6,))=6 -] + /12 S, () sin(k - 0) + 0(A2), -

que se define por una serie de perturbaciones hasta el primer orden de A con los coeficientes
de Fourier aun no determinados S;(J"). En términos de la funcién generadora, la

transformacién candnica se obtiene mediante

as ~2s

De donde se deduce
J =1 +2) i) cos(k- 0) + 0(2%) (24)
. 05,09 . 5
6’ =6+ AZ TR sin(k - 8) + 0(22%). (25)

Dado que se trata de una transformacion canonica independiente del tiempo, H = H'.
Por lo tanto, H" se obtiene a partir de (20) resolviendo las expresiones (24) y (25) para (8,])

como una funcion de (67,]"), es decir

H'(6',]) = Hy(") + AHSY + Az [HPU) + (k- @)S,07) | cos(k - 8) + 0(32),

i#0 (26)
donde w = w(J") son las frecuencias del movimiento no perturbado
_ 0H,
w = a]/ ) (27)

mientras que Hél)(]’) es el coeficiente de Fourier de la perturbacién correspondiente a k = 0,

que se obtiene a partir de (21)

1
(2m)n

1 2T 2T
HP () = f do, ... f de, H,(J', 6"). (28)
0 0

Es necesario recalcar que, aun se desconocen los coeficientes de Fourier S, (J*) de la

funcién generadora (23), en este sentido tomese

H-(l) ,
e (29)

(k # 0), de modo que el término dentro de la suma (26) desaparece, obteniéndose

H = Hy(J) + 2HP () + 0(22). (30)
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De ese modo, hasta el primer en A, el Hamiltoniano transformado H” es solo funcién

de las nuevas variables de accion y, por tanto, integrable (hasta el primer orden).

1.7 Teorema de Poincaré

Existen variedad de sistemas dindmicos donde, después de una transformacion
canonica H(p, q) — H(J, 8), el nuevo sistema puede expresarse como el conjunto de 2N-
ecuaciones (ver (11)). Los sistemas para los cuales H es solo funcién de /, son integrables.
Sin embargo en 1889 Poincaré (1957) demostré que, en general, es imposible derivar una
transformacion candnica (conservando la forma de la ecuaciones de Hamilton) que conduzca
a una representacion del tipo H = H(J), para sistemas de N-cuerpos que interactuan

mutuamente?L.

Poincaré primero se pregunto si existe para un sistema dinamico (conservativo) una
transformacion canonica que conduzca del H(p, g) a uno de la forma H(J), dependiendo solo
de las variables de accion. Esta pregunta, Poincare la formuld en términos de técnicas de

perturbacion. Pensé en un Hamiltoniano de la forma (ver (19))
H = HO + A Hll

en el que H, corresponde a la parte integrable del sistema, mientras que el segundo término
H, perturbado, describe el potencial de interaccion, donde A es la constante de acoplamiento,
parametro que mide la fuerza de interaccion. En este sentido, Poincaré se preguntd: ¢Es
posible eliminar las interacciones entre las partes que componen un sistema dindmico? O en
otras palabras ¢Es posible definir un nuevo conjunto de variables J*? De la forma | + AJ; +
A?J, + --- (donde J;, J,, ... son funciones de J y ), tales que /" tiende a J cuando A4 tiende a
cero. En términos mas precisos, se buscan variables de accidn que se puedan expresar como
series de potencias A. Esto asegura que /* se desvia poco de J cuando A es pequefio. Siempre
que esto sea posible, se podra eliminar el potencial asociado a las interacciones entre las

partes del sistema dindmico, ya que las nuevas acciones /', como ya se menciond, son

21 Por ejemplo, un sistema de dos cuerpos, como el sistema Tierra-Sol, es integrable en este sentido, en cambio
el sistema Tierra-Sol-Jupiter, no lo es. Por lo tanto la definicidn de un sistema dindmico integrable se configura
en la posibilidad de eliminar las interacciones entre las diferentes partes que componen al sistema, en este caso
la interaccién de la fuerza de la gravedad.
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constantes de movimiento y por ende integrables. Sin embargo Poincaré demostré que esto,

en general es imposible, debido a las relaciones entre las frecuencias?.

Entonces, ¢es la integrabilidad la regla o la excepcién? Si todos los sistemas fueran
integrables, las constantes de movimiento I;(q, p) = a; siempre existirian, y la incapacidad
para determinarlas seria la falta de ingenio por nuestra parte, para reducir el sistema H(p, q)
a H(J). Sin embargo, esta no es la cuestion. Como se detallo, la existencia de resonacias
prohibe, en general, una representacion en términos de variables ciclicas (J), es decir una
descomposicion del movimiento en movimientos periodicos independientes, salvo para los
casos en que las frecuencias guardan una relacion racional. Precisamente, la existencia de
resonancias (irracionales) es la que imposibilita la transformacién candnica de un sistema
dindmico a otro. En la siguiente seccion se abordara este aspecto, que se conoce como el

problema fundamental de la mecanica clésica.

22 \/er Brillouin, 1949, pags. 87-89.
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2 PROBLEMA FUNDAMENTAL DE LA MECANICA CLASICA

En esta seccidn se abordara el problema de los pequefios denominadores, y su
relevancia en la descripcion de los sistemas dindmicos. Debido a la irregularidad presentada
por los sistemas cerca de los puntos (resonancias) que guardan una relacion irracional y
ademas del reordenamiento cualitativo que experimentan las trayectorias bajo la accion de las
perturbaciones en la vecindad de las resonancias, una forma de describir y estudiar estos
sistemas dinamicos es mediante el uso de los mapas de Poincaré, que simplifica
significativamente el analisis de los sistemas hamiltonianos. En esta medida apareceran dos
tipos de puntos, elipticos e hiperbdlicos, los primeros, se caracterizaran por la estabilidad y
regularidad de las trayectorias cerca a ellos, los segundos, seran los causantes de la
inestabilidad e irregularidad en los sistemas dinamicos. Estos puntos hiperbolicos permitiran
explicar el funcionamiento de las cadenas de transicion, que son la forma de describir el

fendmeno de la difusién de Arnol’d

2.1  Problema de los pequefios denominadores

Poincaré no solo demostro la no integrabilidad, sino que ademas dio la razén de ello,
la existencia de resonancias entre los grados de libertad del sistema. Si se observa la ecuacion

(29), hay problemas cuando

k-w=kw +kw,++k,w, =0. (31)

Si las frecuencias de un sistema dindmico son conmensurables, entonces siempre
existe un conjunto de numeros enteros tales que la condicion (31) se cumple, sin embargo,
cuando las frecuencias de un sistema dinamico son inconmensurables (y recordando que
cualquier nimero irracional puede aproximarse, con cualquier grado de precision, mediante
una secuencia de nimeros racionales) siempre sera posible encontrar enteros k4, ..., k,,, que
genere denominadores k - w tan pequefios como se desee, poniendo en duda la convergencia
de la expresion (29). En realidad, serian dos dudas: la convergencia de la serie S;(J) y de la
serie de potencias de A. Este es el famoso problema de los pequefios denominadores, al que

Poincaré denominé “el problema fundamental de la mecanica clasica”?.

23 \Ver Tabor, 1988, pag. 104.
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Para detallar mejor los aspectos asociados a la inconmensurabilidad y su relacién con

los nimeros irracionales, considere un sistema con dos grados de libertad, donde la relacion
de sus frecuencias (wl/wz) sera . Teniendo en cuenta la expresion (31), esto se puede
escribir

_=o'=—=§ (rySEZ)' (32)

Por tanto o sera racional si las frecuencias son conmensurables, es decir las
trayectorias en M seran cerradas (r y s es una notacién mas conveniente para k, y k,). Por
otro lado, una M con frecuencias inconmensurables, donde sus trayectorias nunca se cierran,
tiene una o irracional, no pudiéndose escribir como (32). Pero puede aproximarse mediante

lo que se conoce como una fraccion continua? de o

oc=ay+ (ap €Z y,aq,ay,.., € N).

4+ ———— (33)

T
a,’

. . T . . .
define una secuencia n/sn de aproximaciones racionales a o. En contraste, esta

aproximacion es la mas adecuada?, en el sentido de que ningln racional /5 con's < s, esta

24 A diferencia de lo que pudiese pensarse, la teorfa de las funciones continuas se desarroll6 en los siglos XVIl 'y
XVIII pensando en la construccidn de un planetario. Un planetario es un modelo del sistema solar a escala: gira
una manija y un sistema de engranajes mueve los planetas a las velocidades proporcionales correctas. El
problema es que las relaciones de frecuencia no son todas racionales, por lo que el engranaje teGricamente
perfecto implicaria un nimero desmesurado de dientes.

25 Para ilustrar esto, témese a

Ty rn 22 r, 333 r; 355

—=3, —=—=3.1429, —=-—=3.1415], — = ——=3.1415929,

So s, 7 s, 106 s3 113
donde s < s,,. Donde o; se aproxima a los dos primeros digitos de m, o, 3 digitos y a5 seis digitos. Un hecho
particular es que este resultado ya era conocido por Leo-Tze (604-531) a.C.
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, 1, . . .
més cerca de o que /s . Esto muestra que la secuencia siempre converge a o (ver Fig. 4),

. T, .
y que los sucesivos valores de '/ s,, SON alternativamente mayores o menores que a.

1 2 3 4 5 6 7 n

. . . . . . T
Fig. 4. Convergencia de o a través de aproximaciones sucesivas de "/sn.
Elaboracion propia

Esto sugiere entonces que para cualquier o es posible encontrarzs racionales 7'/ que
difieran de o en una cantidad del orden de s~2. Entonces, en cualquier dominio de las 6,
incluso el mas pequefio, siempre habra una infinidad de tales puntos de inconmensurabilidad

(o degeneracidn).

2.2 Seccion de superficie de Poincaré

Ahora se discutira un metodo poderoso introducido por Poincaré para examinar el
movimiento de sistemas dinamicos. Sea S, una superficie dimensional n -1 transversal a las
trayectorias de un sistema dindmico. Considere un punto x, en S, ent = 0. A medida que
evoluciona la trayectoria que comienza en x,, eventualmente volverd a S, en x; después de

un cierto periodo.

Si se consideran todos los puntos en S, se puede definir un mapeo T de S, de
manera que x; = T(x,), y en general después de las n + 1 iteraciones (intersecciones)

Xn+1 = T(x,). El mapeo T se llama mapa o seccion de Poincare del sistema dinamico.

26 \/er Arnol’d, 1963, pag. 98.
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Fig. 5. Construccién de un mapa de Poincaré para un sistema Hamiltoniano.
Elaboracion propia.

La utilidad de estas secciones de superficie radica en que las iteraciones x,,
X5, ..., X, de un punto inicial x, revelan si el sistema es integrable o no. Si el sistema es
integrable, la trayectoria no explora toda la superficie de energia, sino un toro (M) particular
que dependera de las condiciones iniciales, es decir, que las intersecciones de la trayectoria con
S, apareceran como un conjunto de puntos distribuidos regularmente, formado una curva
cerrada I" (ver Fig. 6-a). Para el movimiento no integrable, los toros no se encuentran definidos,
lo que significa que las intersecciones de la trayectoria con S, apareceran aleatoriamente,

dispersas sobre S, (ver Fig. 6-c)

(a)
— — ~
e i |004 ‘\\‘

Ve NS,

/ 0.03 \

7 N
/ \

/ ____________ ooz \
l’f B

- S SO ~.
e B

- \
| -0.04-0.03 f(wszn.'m""“-om_ 002 03 o.dlft

L e N /
. D J m

Fig. 6. Mapa de Poincaré para un modelo de péndulo doble. (a) E = 0.04, (b) E =
1.26 y (c) E=3. Después de un nimero suficiente de iteraciones, se pueden sacar
conclusiones sobre la dinamica del sistema. Elaboracion propia.
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Cuando se incremento la energia E, la imagen experimenté cambios significativos.
Algunas curvas invariantes comenzaron a desintegrarse y formaron un denso conjunto de
puntos que aparentemente estaban dispersos de manera irregular sobre el plano S,. Por
ejemplo, para E = 1.26, la seccion S, muestra el conjunto de curvas cerradas (invariantes) Iy,
I, y I3, y a su alrededor un conjunto disperso de islas y puntos. En otras palabras, a este valor
de energia, el sistema tenia los dominios de comportamiento regular e irregular en su espacio
de fase. Para valores de energia aun mayores, como E = 3, el area ocupada por los toros se
redujo a regiones diminutas, haciéndose imperceptible. A continuacion, se describiran
algunas caracteristicas que presentan estos mapeos y su relevancia para distinguir un sistema

integrable de uno que no lo es.

2.2.1  Mapa de giro
Los toros de los sistemas integrables cortan la superficie S, en curvas concéntricas,
que para el caso mas simple son cerradas. Es comprensible el porqué de emplear las variables

de accion-angulo en S, ya que J y 6 describen las coordenadas polares en S,

(a) (b)

Fig. 7. @) Las curvas invariantes ahora son circulos concéntricos en S .. b) Para un
sistema integrable en términos de las variables de accién-angulo, el espacio de fase es un
conjunto de toros anidados. Basado en el articulo de (Berry, pag. 66).

Esto es consistente, ya que el area de la seccién S, del toro J es
jgp dq = 2nj = np?,

donde a partir de la ecuacién (4), se puede deducir esta relacion, y teniendo en cuenta que el

area de un circulo es A = nr? — mp? (ver A-3). El mapeo de cualquier trayectoria se

conserva J = cte y 6 varia linealmente (ver la ecuacion (11)). Sit = 27T/wj es el intervalo de
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tiempo (ver la ecuacion (15)) entre los diferentes cruces de una trayectoria con S, y sea 6 el
angulo con el que una trayectoria cruza S, si su angulo inicial era 8, entonces

w;
0=0y+ w;t=0y+2m— =0, + 21
0 i 0 w; 0 p (34)

donde 2—; = p recibe el nombre de nimero de rotacion (dado que p depende de w, y estas a
su vez dependen de J (ver la ecuacion (10))) Si p es irracional, entonces los puntos x,, llenan
todo el circulo cuando n — oo. Si p es racional, los puntos x,, se mapean entre si
sucesivamente, cada w; pasos?. Por tanto, si se utiliza esta representacion, se puede hablar de
circulos no resonantes y resonantes, y a medida que se pasa de un circulo a otro, el niUmero de
rotacion cambia. Para ser especificos, se asume que p(J) aumenta al aumentar J (ver Fig. 3y
Fig. 7). Por lo tanto, se ha reducido un sistema integrable a la forma

T = {]i+1 =i
641 = 6; + 2mp(J)), (35)

que se denomina mapa de rotacion o mapa de torsion.

¢Pero si ahora se considera un sistema perturbado? En la seccidn de Poincaré, tener en

cuenta la perturbacion corresponde a agregar nuevos términos al mapa de torsién

I, = Jiva =Ji + A (i, 6) (36)
0iv1 = 0; + 2mp(J;) + Ag U, 6)),
donde f y g son funciones periddicas de 6;. De acuerdo con el teorema KAM, bajo una
pequefia perturbacion, A « 1, la mayoria de los circulos con p irracional se conservan?. Para
ver esto, considere un circulo I' imperturbable p = r/s (racional). Todo punto de I" es un
punto fijo de T. Ahora considere dos circulos I'y y I'_ entre los cuales se encuentra el circulo
I' (ver Fig. 8-a). Como p(J) aumenta con J, los nimeros de rotacion irracional de tales
circulos satisfacen las respectivas desigualdades: EnT,, p > r/s yenT_, p < r/s%° Segun
el teorema KAM, los circulos 'y y I'_ se conservan y solo se deforman ligeramente, dichos

circulos I'# y I'2 son invariantes bajo la transformacion T:

27 Si el movimiento es periddico (la trayectoria es cerrada), entonces algunas intersecciones x,, coincidiran con
x, (n depende del orden de conmensurabilidad de las frecuencias w;/w;).

28 \Ver Masoliver & Ros, 2011, péag. 449.

29 Después de aplicar el mapa T, s veces (con el mapa iterado denotado por Tg), los puntos del circulo T, se rotan
en un &ngulo mayor que 27 y los puntos del circulo I'_ en un &ngulo menor que 27. Por lo tanto, parece que en
relacion con T, el mapa T, gira en sentido antihorario y I'_en sentido

horario
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(a) (b)
Ty:p>r/s
Iip=r/s

I:p<r/s

Fig. 8. @) CurvasT,, T yI'_. b) Resultado de la perturbacion T,. Basado en el
articulo de (Berry, pag. 69).

Bajo el mapeo perturbado Ty, estos giros relativos se conservan si A es lo
suficientemente pequefio, esto significa que para cualquier radio p = cte, entre las curvas I'2
y I'2, se puede encontrar un punto x(8, 1) tal que el mapa T; rota sus coordenadas angulares
exactamente a traves de 2m. Estos puntos x forman una curva R;, cercaa I, cuando A — 0.
Ahora, al aplicar T; a R;, se genera otra curva que es Ty . Esta curva debe cruzarse con
R; porque debe tener el misma area que R; (ver Fig. 8-b). Cada interseccion x es un punto

fijo de T}, donde la orbita formada por todos los x bajo T, consta de

x, Tyx, Tix, ..., Tit 1 x = x, (37)

por lo tanto, algunos puntos se conservan bajo la perturbacion A.

2.2.2  Puntos elipticos e hiperbolicos.

Una consideracion detallada del mapa T; en la vecindad de varios puntos x revela la
siguiente diferencia cualitativa. Los puntos vecinos a algunos puntos x permanecen cerca de
ellos y parecen girar alrededor de ellos, mientras que los puntos situados cerca de otros x
tienden a salir de su vecindario. Por esta razdn, estos puntos se denominan respectivamente
elipticos e hiperbolicos. Los puntos elipticos estan rodeados por una familia de trayectorias
cerradas que son invariantes bajo T; y forman "islas" (gaps); los puntos hiperbdlicos estan
conectados por separatrices. Este patron es tipico de los sistemas no lineales débilmente

perturbados y siempre emerge cerca de una resonancia®.

30 \Ver Tabor, 1988, pags. 139-142.
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Segun el teorema del punto fijo de Poincaré-Birkhoff®t, una secuencia de puntos
elipticos e hiperbdlicos alternos aparece en las proximidades de cada resonancia, aunque en
una escala menor. A su vez, una isla cerca de cada uno de estos puntos elipticos reproduce
todo el patron en miniatura®?. Las curvas cerradas en la vecindad de los puntos elipticos
corresponden a toros menores (ver Fig. 10b). Segun la teoria KAM, algunos de estos
“minitoros” se conservan; otros colapsan en otros mas pequefios debido a resonancias de
orden superior, y asi sucesivamente, hasta el infinito. Asi, la resonancia da como resultado un
patron muy complejo, que se repite en escalas progresivamente mas pequefias, siendo asi, en

cierto sentido, autosimilar.

La particularidad de los puntos hiperb6licos (H), es que cuentan con cuatro curvas
invariantes (o separatrices): dos estables (H¢) que entran a H, y dos inestables (H") que salen
de H.

Fig. 9. Puntos estables (H®) e inestables (H®) cerca de un punto hiperbdlico H.

Estos puntos son la forma de evidenciar la presencia de resonancias sobre §,.
Basado en el texto de (\Valdés, pag. 76).

Para el caso de un sistema integrable, se pueden conectar entre si multiples puntos
hiperbdlicos estables e inestables, formando trayectorias lisas. En S,., dicha trayectorias

aparecen como una transicion suave de una rama de separatriz inestable a una

31 En topologia simpléctica y sistemas dindmicos , el teorema de Poincaré-Birkhoff (también conocido

como teorema del punto fijo de Poincaré-Birkhoff y dltimo teorema geométrico de Poincaré ) establece que
cada homeomorfismo que conserva el area y la orientacion de un anillo que rota los dos limites en direcciones
opuestas tiene al menos dos puntos fijos .

32 Ver Berry, 1978, pags. 78-84.
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Fig. 10. Se observa cinco islas (color verde) alrededor de la trayectoria estable (color azul).
a) En el espacio entre isla e isla, estan los puntos de transicion hiperbolicos y elipticos. b)
Origen de estructuras auto semejante, conforme aumenta la escala. Basado en el texto de
(Tabor, pag. 131).

estable. Las ramas de la separatriz pueden estar cerca del mismo punto hiperbolico (ver Fig.
11-a) o conectar varios de esos puntos, formando una especie de nudos (Fig. 11-b). En el
primer caso, una rama de la separatriz estable (H®) e inestable (H') forma un bucle. Este
bucle, conocido como bucle homoclinico, es una trayectoria doblemente asintética con la

propiedad de que cualquier punto g en dicho bucle siempre se acerca a H *. Para en el

33 Esto significa que cuando lim TS g — H. Existe un punto dentro de la curva homoclinica. Ver Tabor, 1988,
S§—00
pags. 139-142 o Berry, 1978, pags. 69-80, para una descripcién més detallada.
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segundo caso, las trayectorias que consisten en ramas de separatriz estables e inestables se

denominan trayectorias heteroclinicas.

() (b)

Fig. 11. (a) Una trayectoria homoclinica y (b) una trayectoria heteroclinica.
Basado en el articulo de (Berry, pag. 78).
Si hay una perturbacion, las ramas de la separatriz ya no forman uniones homoclinicas

y heteroclinicas lisas, pero pueden cruzarse. El punto de interseccion de las ramas de una
separatriz estable e inestable de la misma resonancia se Illama punto homoclinico. Si una
rama estable e inestable de diferentes puntos hiperbdlicos (resonancias) se cruzan, aparece un
punto heteroclinico (ver Fig. 9y Fig. 10). Y son precisamente los puntos heteroclinicos la
transicion del movimiento regular al irregular, generado por una cadena de puntos elipticos e
hiperbdlicos (ver Fig. 10-a), que produce una descripcion complicada de las trayectorias en
S, Este aspecto permitira explicar el funcionamiento de la difusién de Arnol”d, mediante lo
que él catalogo como cadenas de transicion, pero antes de hacer esto, se describiran algunos

aspectos relacionados a las resonancias.

2.3 Resonancias internas

El surgimiento de las resonancias como ya se menciond, son el resultado de las
interacciones entre los diferentes grados de libertad del sistema dinamico. Este hecho
desemperfia un papel crucial en cuanto al analisis de sistemas integrables, ya que a partir de
las relaciones de las frecuencias (conmensurables e inconmensurables) se puede determinar si
un sistema es integrable o no. Para el caso de que se trate de un sistema no integrable, se ha
empleado el método de perturbacion, para tratar de reducir el sistema a la forma H = H,, +
A Hy, si A =0, el sistema es completamente integrable, pero si, 1 # 0 ¢qué tan fuertes son
entonces los cambios en el caracter del sistema integrable? Habria que discutir como
determinar la magnitud de los efectos de las interacciones. Si la interaccion es débil sus
efectos iran desapareciendo con el tiempo, dejando en equilibrio o cuasi equilibrio al sistema,

pero si sus efectos son considerables, repercutird en la dinamica misma del sistema.
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Atendiendo a esta situacion Chirikov* introdujo un pardmetro que describe el grado de

superposicion de resonancias®

_Aw A

—_—

~Sw o) (38)

si la interaccion es débil, es decir, si K « 1, el movimiento debe ser regular y las trayectorias
deben cubrir (n — m)-toros dimensionales (m denota J,,,) en todas partes densamente. Para el
caso en el que K > 1, la dindmica resulta compleja de describir, por su irregularidad, ya que

no se acomoda a los criterios periodicos o cuasiperiodicos. En este sentido, si la influencia de
la perturbacion A es lo bastante grande, puede llegar a generar resonancias de orden superior,

llegando a modificar sustancialmente la estructura del movimiento.

Por ejemplo, en un gas, las correlaciones® inducidas por los choques dependen
directamente de la densidad del nimero de particulas. Si la densidad es alta, las correlaciones
espaciales inducidas por las colisiones acoplaran cada particula con muchas de ellas. Y es
este acoplamiento lo que conduce al comportamiento colectivo responsable de la formacion
de estructuras coherentes, como turbulencias y ondas de choque (Bishop R. , pag. 20). Pero si
la densidad es baja, estos efectos colectivos®” asociados a las correlaciones desapareceran,
dada la distancia media que cada particula debe recorrer, haciendo poco probable que una
colision (evento) ocurra. Para ver la forma como se desarrollan estas correlaciones,
considérese el trabajo de Orban & Belleman (1967), en el cual, a partir de simulaciones
numéricas, analizan el comportamiento de la funcion H de Boltzmann para un gas
homogéneo a diferentes temperaturas. Cuando comienzan a chocar las moléculas del gas, las
primeras interacciones (estas interacciones estan asociadas con las resonancias) establecen
correlaciones binarias entre particulas. A medida que persisten las interacciones, comienzan a

aparecer correlaciones ternarias. El proceso continuara estableciendo correlaciones

34 \er Chirikov, 1960, pags. 255-257. El termino Aw representa la distancia entre resonacias y AJ es la distancia
entre dos bucles de separatriz, entonces, si las separaciones de las resonancias no se cruzan, no ocurren
interacciones entre las resonacias.

35 Para una demostracion ver Valdés, 1983, pags. 32-37.

36 Prigogine & Stengers presentan la siguiente definicion:

“...mientras que la definicidn de las interacciones, es decir, de las relaciones efectivas entre constituyentes, forma
parte de la misma definicion de un sistema, y por lo tanto, precede en este sentido al estudio de sus diferentes
regimenes de actividad, en cambio las correlaciones se definen con respecto al < todo >y las < partes >
que caracteriza cada uno de ellos” (1991, pag. 60)

Autores como Prigogine, Petrosky, Hasegawa, Tasaki, y otros..., se han preguntado cdmo un determinado suceso
local afecta a su entorno y en qué medida.

37 El término “efectos colectivos” se emplea para describir el comportamiento de un agregado de particulas
acopladas de alguna manera (fuerzas de largo alcance como el electromagnetismo y la gravedad o correlaciones
espaciales por interacciones) que es distinta del comportamiento de las particulas individuales.
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cuaternarias y asi sucesivamente a través de correlaciones N-arias a medida que mas y mas
particulas se involucren con otras a través de colisiones. Donde la progresion de correlaciones
de orden inferior (que aparecen primero) a correlaciones de orden superior (que aparecen
después) corresponde a un ordenamiento temporal® en la evolucion de los estados del gas.
Las correlaciones y otros efectos colectivos pueden rivalizar o superar el papel de las
trayectorias individuales, dejando a estas (las trayectorias) como un elemento explicativo
béasico (Bishop R. , 2004, pég. 21).

¢Esto que implica? Que antes de cualquier interaccion entre los diferentes grados de
libertad que pueda tener el sistema dindmico, estos pueden caracterizarse por trayectorias
(p, q) suaves del tipo (13) y (14). Pero conforme comienzan a interactuar, surgen
discontinuidades® asociadas a cada interaccion, esto significa que las ecuaciones que
describen la dindmica del sistema tendran soluciones unicas o aproximadas de acuerdo con
sus condiciones iniciales dentro de un intervalo de tiempo. Este intervalo puede ser cortoy, a
medida que pasa el tiempo, el intervalo de tiempo para el que existen tales soluciones puede
acortarse o incluso reducirse a cero de tal manera que después de algun periodo las
soluciones dejan de existir. De modo que, “aunque el determinismo pueda mantenerse a nivel
local, esto no garantiza que ¢l determinismo deba mantenerse a nivel global” (Bishop R. ,

2006, pag. 5).

24  Teorema KAM
Aunqgue no se pueda lograr una comprension profunda del teorema KAM, a
continuacion, se hara una descripcion, que, a consideracion, son los elementos mas relevantes

aqui.

A fines del siglo XIX, el consenso general era que la adicion de incluso la
perturbacion mas pequefia haria que cualquier sistema conservativo no fuera integrable, y que
cualquier trayectoria del espacio-fase exploraria densamente la capa de energia de una
manera irregular. Todos los esfuerzos e intentos de algunos de los mejores matematicos y

fisicos de la época fracasaron en resolver el problema del pequefio divisor, y, por tanto, a

38 Por ejemplo, supongase que se observa un vaso de agua, de acuerdo con las correlaciones que existen entre las
moléculas, se puede distinguir el agua “joven” de la “vieja”. Es decir, se puede precisar el estado del agua, entre
un antes y un después, en funcién del nimero de correlaciones.

39 Supéngase que se pasa del estado A (de un sistema de muchos cuerpos) sin correlaciones en t = 0 a un estado
B en el tiempo t que implica multiples correlaciones. Obviamente, la transicion de A hacia B implica procesos
diferentes que la transicion inversa de B hacia A (ver el trabajo de Orban & Bellemans, 1967 o Prigogine &
Stengers, 1991, pags. 103-134).
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principios del siglo XX, este campo de investigacion desaparecio y las cuestiones relativas a

la estabilidad planetaria a largo plazo casi se olvidaron en la investigacion convencional.

Sin embargo, hacia 1954, Kolmogorov* presentd una forma de obtener una teoria de
perturbaciones canonicas, apropiada para toros no resonantes. La nueva idea de Kolmogorov
fue probada rigurosamente en 1961 por Arnold e, independientemente, por Moser en 1962.
Que para la década de 1960 se conoceria como teorema KAM.

Siguiendo la descripcion desarrollada por Arnol”d, suponga un sistema integrable H,,

que es perturbado por la funcion H; de modo que el Hamiltoniano total es
H=H,() +1H,(,0),
donde A «< 1, y las ecuaciones de Hamilton vienen dadas por

. OH,
01’ = W; + A_,

Ji=—4 o,

20;’
oH, : -
con a—]‘_’ = w;, que representa las frecuencias del movimiento no perturbado.
l

La idea de Kolmogorov era que, lejos de las frecuencias de resonancias, es posible
construir una serie de perturbaciones, en potencias pares de A. Con el resultado general de
que, para la mayoria de las condiciones iniciales, el movimiento generado por el
hamiltoniano H = H,(J) + A H,(J, 8), permanece cerca de H, , es decir, confinado a residir

en ciertas superficies que se asemejan a toros ligeramente deformados.

Para ser mas precisos en la formulacion del teorema, hay que asumir que H es una
funcién analitica y que el movimiento no perturbado generado por H, no es degenerado*. La
altima afirmacién implica que el hessiano de H, es diferente de cero:

0%H,

det
d];0];

* 0,

lo que significa que las frecuencias del sistema no perturbado son funcionalmente

independientes.

40 «“On the conservation of conditionally periodic motions under small perturbation of the Hamiltonian” es el
articulo presentado por Kolmogorov. A su vez el articulo de Arnol’d se titula “The stability of the equilibrium
position of a Hamiltonian system of ordinary differential equations in the general elliptic case” y el presentado
por Moser lleva por nombre “On invariant curves of area-preserving mappings of an annulus”.

41 Es decir, que se pueden parametrizar los toros invariantes del Hamiltoniano H, por medio de las frecuencias,
con lo que realmente “casi todos” los toros invariantes para A = 0 se conservan, o para A lo suficientemente
pequefio.
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Ahora, el sistema debe estar fuera de la vecindad de una resonancia, es decir,

z kiwi > Clkl_r,
i

donde r depende del nimero de grados de libertad n del sistema y la constante c esta
determinada por la magnitud de la perturbacién AH,. Si AH, es lo suficientemente pequefio,
entonces para casi todas las frecuencias no resonantes @ existe una superficie invariante

M (w) del sistema perturbado tal que M (w) esta cerca de M, (w). En otras palabras, las
trayectorias del hamiltoniano perturbado evolucionaran en superficies M' = M (@) que estan
"cercanas" a los toros M, del sistema integrable. Esto significa que, para casi todas (pero no
todas) las frecuencias no resonantes, las trayectorias del espacio-fase son regulares en la
medida en que A es lo suficientemente pequefio (el teorema no dice qué tan pequefio debe ser
A). Por lo tanto, dadas las condiciones del teorema, las pequefias perturbaciones no destruyen
los toros invariantes M, sino que solo los deforman. Estos toros deformados, reciben el

nombre de superficies KAM.

Pero ¢qué pasa con los toros en los cuales sus frecuencias guardan una relacion
racional? En la seccidn 5.5 de Lieberman & Lichtenberg (1993) demuestran*? que las
resonancias destruyen completamente los toros resonantes. En consecuencia, las trayectorias
en estos toros, que, recordemos, en ausencia de perturbacion siguen curvas cerradas y
periddicas bien definidas en él, pierden sus limites y deambulan por el espacio de fase (de
hecho, solo a traves del subespacio dado por la superficie de energia constante). Por lo tanto,

el movimiento en toros resonantes se vuelve completamente irregular e inestable.

25 Difusion de Arnol'd

Para n = 2, considere el siguiente sistema casi integrable
H=H,(J) + AH.(,0),

si A = 0, toda trayectoria asociada al hamiltoniano definido por H, esta contenida en un toro
invariante /] = cte, con lo que dos trayectorias que se encuentren en dos toros diferentes
mantienen constante la distancia entre los momentos asociados. Ahora, cuando A # 0, por el

teorema KAM, se sabe que existiran algunos toros invariantes y otros no. Estos toros

42 El nombre de esta seccion es The effects of Correlations
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destruidos resultan estar intercalados entre los toros que se conservan bajo la perturbacion. La
trayectoria de estos toros destruidos estara acotada por el espacio que hay entre dos toros
invariantes, sin posibilidad de poder salir de ese espacio (Valdés, 1983, pag. 45). Esto
significa que las variables de accién correspondientes casi no cambian y permanecen cerca de
sus valores iniciales en el curso del movimiento. Por lo tanto, para sistemas con dos grados de
libertad que satisfacen las condiciones del teorema de Kolmogorov, para cualquier condicion
inicial, se conserva la estabilidad global (Koslov, Neishtadt, & Arnol’d, 2002, pag. 274).

Sin > 2, los toros invariantes ya no dividen la hipersuperficie de energia (2n — 1)-
dimensional en partes que no se cruzan. En tales sistemas, la dinamica es cuasiperiddica para
la mayoria de las condiciones iniciales. Pero existen condiciones, para las cuales las
trayectorias ubicadas entre las regiones de los toros invariantes pueden escapar a otras
regiones de la capa de energia. Esto se puede entender por el hecho de que, enn > 2, los
dominios de los toros destruidos se fusionan, formando una red (la red de Arnol’d). La
trayectoria que describe cualquier punto en la hipersuperficie de energia sobre esta red puede
acercarse arbitrariamente a cualquier punto de esta hipersuperficie (ver Fig. 6-c). Este
fendmeno, que existe para perturbaciones arbitrariamente pequefias, se conoce como difusion

de Arnold y solo aparece en sistemas con mas de dos grados de libertad.

Este fenomeno esta asociado a la influencia que tienen los puntos hiperbélicos sobre
la trayectoria de los sistemas dinamicos. Siguiendo la descripcion que hace Valdés (1983);
dado dos circulos de transicion T;, T,, sobre una variedad M, donde T; # T, se dira que hay

transicion de T; a T,, o lo que es lo mismo T; — T, si existe x € M tal que

HeT4 ﬂHl’Tl.
X

Esto significa que la transicion de un punto H¢ a uno H' se da en la medida en que las
superficies T; y T, tengan en comdn un punto x, tal que ambas superficies se conectan, y esta
sucesion del tipo T; —» T, — T5; — -+, finita o infinita recibe el nombre de cadena de

transicion.
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Fig. 12. Cadena de transicién como consecuencia de la transicién de un punto H®
auno H'. Elaboracion propia.

Hasta este punto, se puede observar las implicaciones que tienen las relaciones de las
frecuencias sobre la descripcion de los sitemas integrables y de aquellos que no lo son. En
consecuencia, para frecuencias conmensurables (racional) w; /w;, la trayectoria representa
una curva cerrada en el toro. Por otro lado, cuando w; /wj es irracional (es decir, las

frecuencias son inconmensurables), la trayectoria nunca se cierra.

La particularidad de que los sistemas integrables sean la excepcion y los no
integrables la norma, se debe en principio a la inconmensurabilidad de las resonancias. Este
hecho se manifiesta en la divergencia de las series de potencia del pardmetro A cuando se
aplica el método de perturbacion. En ese sentido el teorema KAM, presenta una alternativa a
la convergencia de estas series cuando la distancia a estos puntos es lo suficientemente
grande, de tal manera que si A es lo suficientemente pequefia, la mayoria de los toros se
conservan o se deforman levemente, pero en otros casos se destruyen. Sin embargo, el
numero de los toros que se conservan en comparacion de aquellos que se destruyen, es

mayor.

Ahora, cuando el nimero de grados de libertad es mayor que dos (n > 2), los toros
invariantes ya no dividen la hipersuperficie (2n — 1)-dimensional en partes desconectadas.
Como consecuencia, las regiones donde los toros son destruidos se fusionan y forman una
Unica red, esta red es la causante de que la trayectoria se desplace por todas partes de la
superficie de energia, este fendmeno se conoce como difusidn de Arnol"d (ver Fig. 6-c). Una

forma de describir y estudiar estos sistemas dindmicos es mediante el uso de los mapas de
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Poincaré, que simplifica significativamente el analisis de los sistemas hamiltonianos. Si se
conoce el mapa T (o se conoce el patron que dejan las trayectorias en la superficie S,), esto
permite sacar conclusiones importantes sobre el comportamiento de un sistema. De hecho,
cuando el mapa de Poincaré genera una secuencia finita de puntos (por ejemplo, A - B —

C — A), esto indica una trayectoria cerrada en el espacio de fase y, por lo tanto, la presencia
de movimiento periddico. Por el contrario, si el conjunto de puntos generado por un mapa de
Poincaré llena alguna curva cerrada en la superficie S, esto manifiesta un movimiento

cuasiperiddico.

Pero aun, no queda claro el porqué de la inconmensurabilidad de las resonancias. No
es claro si es una caracteristica que se deduce del propio marco tedrico empleado, 0 es mas
bien una manifestacion propia de los mismos sistemas dinamicos. Por otro lado, si las
diferencias entre los sucesivos estados de un sistema dinamico se deben simplemente a las
diferencias entre las configuraciones espaciales de los elementos en €l, simplemente seria
cuestion de tiempo para que la configuracion inicial se diese de nuevo. Segun el teorema de
recurrencia, un sistema mecanico conservativo, dado un tiempo suficientemente largo, debe,
pasar un namero infinito de veces por una configuracion que se halla infinitamente cerca de
una configuracion por la que ya ha pasado. Tal vez, entonces, el problema de la integracion
para los sistemas no integrables sea cuestion de esperar el tiempo suficiente. Pero como se
observara a continuacion, tal aseveracion solo sera valida para un tipo de sistema en

particular. Esta y la otra cuestion seran los temas para tratar en la siguiente seccion.
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3 TIEMPO DE RECURRENCIA

Teneiendo en cuenta que para un sistema integrable, el tiempo de recurrencia dependera
de la relacién de las frecuencias, esto implica , que si estas son conmensurables, equivale a
suponer que todas las frecuencias se pueden expresar como multiplos racionales entre si.
Teniendo un periddo igual al de la ecuacion (15). Para el caso contrario, en el que la relacion
de las frecuencias es inconmensurable, los sistemas pueden denominarse cuasiperiodico (o
ergodico), donde cualquier trayectoria es densa en una subvariedad del toro de dimension n —
dim M, ya que esta volvera a la proximidad de un estado inicial genérico infinitas veces*.
Este tipo de sistemas son tipicos en la medida en que A sea lo suficientemente pequefio (4 «
1). Aqui hay que recordar que estas afirmaciones reposan en la posibilidad de desacoplar el
conjunto de ecuaciones que describen el sistema, 0 en el mejor de los casos que por medio de
técnicas de perturbacion los efectos de las resonancias sean locales y no altere sustancialmente
la estructura dinamica del sistema. Pero qué pasa para sistemas con A > 1, ;Cudl es el tiempo
de recurrencia para estos sistemas y los anteriores? Estos aspectos seran los abordados en esta
seccion, primero decribiendo el tiempo de recurrencia para los sistemas cuasiperidicos, para
pasar luego al fenomeno de mezcla, que esta asociado a un tiempo de no recurrencia, que sera

la caracteristica de los sistemas no integrables.

3.1  Tiempo de recurrencia
Las ecuaciones que describen los sistemas dindmicos presentados hasta ahora tienen
la siguiente forma
x = v(x). (39)
Aqui x = {x4, ..., x,, } €S un vector n-dimensional que especifica el estado del sistema
y v = {vy, ..., U, } €S una funcion vectorial**. Cuando las condiciones iniciales x(0) = x, se

fijan, las ecuaciones tienen una solucion Unica

x(t) = F(t,x). (40)

3 La dimension dimM,, a veces se denomina multiplicidad de la resonancia, y es el nimero de relaciones de
resonancias independientes que existen entre las frecuencias wy, ..., w,. L0s casos extremos son dimM,,, = 0,
que generalmente se llama el caso no resonante, y dimM,, = n - 1, el caso completamente resonante. Ver
Giorgill, pags. 254-255.

44 Note que las ecuaciones dinamicas (1) de un sistema hamiltoniano con n-grados de libertad se pueden convertir
en la forma (38) si se asume que x; = q; Y X;., = p; parai=1,..n.
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Cualquier solucion x(t) determina una trayectoria en el espacio de fase formado por
todos los vectores x. Dado que la solucion (40) relaciona cada punto inicial x, con algin otro
punto x(t) en el tiempo t, esto define un cierto mapeo Ftx, = x(t) en el espacio de fase. Por

tanto, F* mapea cualquier region inicial Q, del espacio de fase en otra region Q, = FtQ,.

Fig. 13. a) Accion del mapeo F* para un sistema Hamiltoniano. b) Evolucion de
una pequefia region Q, bajo el flujo de fase. Elaboracién propia.

El volumen de la region Q, al transformase en ;, permanece constante. Esta
afirmacion, conocida como el teorema de Liouville*, se deriva de las propiedades (ver

seccion 1.1y 1.2) de los sistemas Hamiltonianos conservativos.

Supongase que h(x) es una funcion integrable, es decir, es solucion de (39). El

promedio de tiempo* de esta funcién es
_ 1t

Si las trayectorias del sistema dinamico no van al infinito, sino que estan limitadas a
alguna region D de volumen Vyen el espacio de fase. El promedio de fase de la funcion h(x)

puede definirse como

() = & h(x)dv, (42)
V)i

4 Ver Heriksson, 2021, pégs. 4-7.

46 para cualquier funcién integrable, la media del tiempo es igual a la media del espacio, o lo que es lo mismo, el
tiempo empleado por una trayectoria dentro de cualquier region € debe ser igual al volumen de esta region. Que
es similar a la expresion (15). Pero Frisch (pag. 4) demuestra que ese tiempo dependera del nimero de grados de
libertad del sistema, Es decir, cuanto mayor es el nimero de grados de libertad del sistema, menos es la fraccion
del tiempo que pasa cerca de cualquier estado inicial.
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donde dV = dx;, ..., dx,. Se dice que el movimiento del sistema dinamico es ergddico (o el
sistema dinamico se Ilama ergddico) si, para una funcion integrable arbitraria h(x), en casi
todas las condiciones iniciales x, el promedio temporal y de fase de h(x) coinciden

h(xo) = (h), (43)
esto significa que, para un sistema ergddico, el tiempo promedio no depende de la eleccion de

la condicidn inicial x,.

Hay que aclarar y tener en cuenta, que el flujo de fase de los sistemas hamiltonianos
no puede ser ergddico en el sentido estricto de la definicién anterior. Dado que, en tales
sistemas, la energia es una constante, la trayectoria debe estar en alguna hipersuperficie H =
E y el flujo puede ser ergddico solo dentro de esta hipersuperficie. Si hay I integrales de
movimiento adicionales, el movimiento de tal sistema estara restringido a una hipersuperficie
den — I — 1 dimensiones. Es esta hipersuperficie G la que representa entonces la "region™

alcanzable del espacio. Con esta nocion, la definicion (41) puede reformularse como

1t 1
lim — j h(x(®)dt =— | h(x)dS, (44)
donde la tltima integral se realiza sobre la hipersuperficie G y S, es el area de esta

hipersuperficie.

Por lo tanto, cuando el movimiento de un sistema hamiltoniano es ergodico, su
trayectoria en el espacio de fase cubre uniforme y densamente, con el tiempo, toda la
hipersuperficie especificada por las integrales de movimiento. Una propiedad caracteristica
del movimiento ergddico de un sistema hamiltoniano es la invariancia de la forma de un
pequefio dominio. A medida que pasa el tiempo, tal dominio simplemente se mueve sobre el

toro que cruza cada uno de sus segmentos infinitas veces (ver Fig.13-b).

3.2  Mezcla

Hay sistemas dinamicos hamiltonianos con regimenes de movimiento mas
complicados. En estos sistemas, cualquier pequefia regién inicial Q, se deforma fuertemente
a medida que se desplaza sobre la hipersuperficie de energia. En el proceso de dicho cambio,
la region se deforma, sin romperse nunca (ver Fig. 14). Si se espera lo suficiente, la region

inicial se extenderia por toda la hipersuperficie, por lo que sus piezas se pueden encontrar en
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cualquier parte de esta hipersuperficie. Se dice que tales sistemas dindmicos poseen la
propiedad de mezclarse*'.

Para formalizar el concepto de mezcla, se seguira a Balescu (1975). Considérese dos
dominios arbitrarios A y B dentro del dominio D < M. Supongase que el dominio B
permanece inmovil, mientras que el dominio A evoluciona bajo la accién de la
transformacion A, = F'A, Entonces la interseccion A,NB constituira la coleccion de todas las
partes de A que han llegado dentro del dominio inmévil B en un instante t. Se dice que el
sistema dinamico se mezcla, si en el limite t — oo, es igual

Lo ANB
tl)rcr}o B (45)

Se puede comentar esta definicion de la siguiente manera. Dado que el movimiento
considerado es conservador, deja invariante la medida de la region A, es decir, A, = A.
Ademas, A = A, /D es la fraccion relativa del volumen ocupado por A en toda la region
alcanzable D. Por otro lado, (A; N B)/B representa la fraccion relativa del volumen ocupado
en la regién B por las partes de A, que la habian alcanzado en el tiempo t. La ecuacion (45)
establece que en el limite t — oo estas dos razones coinciden“, independientemente de los

tamanos, formas y posiciones relativas originales de las regiones A y B.

Hay varias implicaciones importantes de la definicion anterior. La regién B inmovil
se puede elegir para que sea arbitrariamente pequefia y se pueda colocar en cualquier lugar. A
pesar de esto, después del paso de un tiempo t suficientemente largo, encontraremos dentro
de B partes de la region A, = FtA que evolucionaron a partir de la region inicial A. Esto
significa que cuando t — oo, partes de A; se pueden encontrar en cualquier pequefa vecindad
de cualquier punto en la region alcanzable del espacio de fase. En otras palabras, la region

inicial A se transforma con el tiempo en una red muy fina y penetrante cuyos hilos pueden

47 Para ilustrar este aspecto, considere el ejemplo clasico de Gibbs. Suponga que un recipiente contiene 30% de
tintay 70% de agua, y que inicialmente la tinta y el agua no se mezclan. Ahora, agitese el recipiente. Después de
un tiempo, encontrariamos que el liquido parece homogeéneo: cada parte de la mezcla consta de un 30% de tinta 'y
un 70% de agua. La mezcla dindmica en el espacio de fase se parece a este proceso, con la Unica excepcion de
que la region inicial no se divide en gotas separadas, sino que siempre permanece conectada.

48 Esto significa que en t — oo, las partes de A, se pueden encontrar en cualquier pequefia vecindad de cualquier
punto en la regién alcanzable del espacio de fase. En otras palabras, la region inicial A se transforma con el tiempo
en una telarafia muy fina y penetrante cuyos hilos pueden detectarse dentro de cualquier elemento de volumen,
por pequefio que sea. Sin embargo, el volumen total ocupado por esta red, que es siempre igual al volumen de la
region inicial A
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detectarse dentro de cualquier elemento de volumen, por pequefio que sea. Sin embargo, el

volumen total ocupado por esta red es siempre igual al volumen de la region inicial A.

to ty Ly

Fig. 14. Evolucion de una region en el caso de un sistema que presenta mezcla.
Basado en el articulo de (Heriksson, pag. 3)

Esto implica que las trayectorias de un sistema dindmico con mezcla son siempre
absolutamente inestables con respecto a pequefias perturbaciones y que divergen con el paso
del tiempo. La divergencia de trayectorias significa que el comportamiento de este sistema
dinamico es impredecible. Si se conoce la posicion inicial de un punto en el espacio de fase
solo con cierta precision finita, es decir, solo se sabe que este punto pertenece a una pequefia
region Q. de un tamafo caracteristico &, no se puede decir donde se encontrara después de un
tiempo suficientemente largo. Por lo tanto, la impredecibilidad se origina en sistemas con
mezcla. La sensibilidad de las condiciones iniciales del sistema (a pequefias perturbaciones)

juegan aqui un papel crucial.

Una caracteristica de este fendmeno es que produce una irreversibilidad efectiva, y es
que después de que haya transcurrido tiempo suficiente, cualquier parte alcanzable del
espacio de fase contendra las partes que provienen de muchas regiones iniciales distantes (y,
en el limite t — oo, de casi cualquier region inicial). En consecuencia, si solo se sabe que, en
un momento final en el tiempo, el punto del espacio de fase se encuentra en una pequefia
regién de tamafio €, no se puede determinar de manera Unica donde estaba el punto

inicialmente®. Por tanto, la inevitable inexactitud en la determinacion del estado actual del

9 En la mecanica clésica, es un supuesto fundamental que la evolucion de un sistema es determinista en ambas
direcciones del tiempo, es decir, tanto hacia el futuro como hacia el pasado. La evolucién determinista de un
sistema significa que es posible, con absoluta certeza, decir que cualquier estado dado del sistema evoluciond de
un estado Unico definido en el pasado y evolucionara a un estado Unico definido en el futuro. En este sentido
Heriksson explica
No puede haber ninguna ambigiliedad en la historia evolutiva de un sistema. Por lo tanto, la evolucién
determinista implica que en ninguna parte del espacio de fases los estados pueden converger o divergir
Los sistemas que parecen evolucionar de forma no determinista dan lugar a la aparicion de procesos
irreversibles en la naturaleza (2021, pags. 2-3).
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sistema juega un papel importante en este caso. Dado que, en cualquier experimento fisico,
las variables que describen a este, solo se pueden medir con cierta precision finita, entonces

la descripcion determinista de los sistemas dindmicos con mezcla no tiene sentido®.

Puede verse facilmente que no hay contradiccién con la existencia de ecuaciones de
movimiento reversibles que describen el movimiento con mezcla. La cuestion es que la
irreversibilidad esta relacionada con el engrosamiento o redondeo de algunas cantidades. En
este caso, parte de la informacion contenida en la solucién exacta se pierde desde el principio.
El estado de tal sistema solo puede volverse progresivamente menos definido con su
movimiento. Entonces la afirmacion antes expuesta sobre la existencia de soluciones a las
ecuaciones de movimiento durante intervalos de tiempo finitos cobra sentido (sec. [2.3]), ya
que las constantes de movimiento J; solo se mantienen como tal, durante un intervalo de

tiempo.

3.3 Relacion entre el teorema de Liouville y la difusion de Arnol d

El problema de la estabilidad de acuerdo con la Fig. 14, consiste en si la region A,
permanece localizada, a medida que t crece, o si, por el contrario, comienza a extender. Si la
region A permanece localizada conforme el tiempo avanza, se tiene una medida estable del
sistema (lo que significa estados fisicos detallados del sistema), y las imprecisiones en su
especificacion no se amplificaran con el tiempo, lo que implica que el volumen de la region A
permanece constante (Fig. 15-a). Por otro lado, puede suceder que el volumen de la region A
se preserve en el tiempo, con la diferencia del caso anterior, que puede dispersarse sobre
enormes regiones del espacio de fase (pasando por todos los estados energéticamente
posibles) (Fig. 15-b). Esto debido a que las imprecisiones en la medicidn se amplifican
levemente en el tiempo. Donde se puede ver una relacion entre estas dos situaciones, con los
sistemas integrables y cuasintegrables respectivamente, donde el factor A se asocia a la
precision con que se puede conocer los parametros que describen a un sistema dinamico; si

A = 0, lainformacion que se obtiene del sistema es total.

La razdn de esto es que, si un sistema comienza en un estado dado, no es necesariamente el caso de que el sistema
termine en el mismo estado inicial invirtiendo el movimiento del sistema en el tiempo.

%0 Durante mucho tiempo se creyd que la mezcla solo es posible en sistemas con muchos grados de libertad. Sin
embargo, el Sinai (Ergodic properties of certain systems of two-dimensional discs and three-dimensional balls)
demostré en 1962 que esta propiedad la posee incluso un sistema que consta de dos discos planos rigidos sobre
una mesa con bordes reflectantes rigidos. Aunque los rigurosos resultados de Sinai se aplican solo a dos discos
que interactian, se puede esperar que la misma propiedad se mantenga para conjuntos de muchos discos que
chocan elasticamente.
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Fig. 15. Varios tipos de flujo en el espacio de fase: a) no ergédico; b) ergddico, pero
sin mezcla y ¢) mezcla. Basado en el articulo de (Heriksson, pag. 3).

Sin embargo, existe un problema considerable respecto a la informacion que se puede
obtener de un sistema, ya que toda medida solo puede realizarse con cierto nimero finito de
cifras decimales. Este hecho se manifiesta, regresando al problema de estabilidad de la region
A, en que, si bien se preserva el volumen de la region, no implica que se conserve su forma:
de hecho, como ya se describid, la region tendera a distorsionarse sobre el espacio de fase,
formando una red, esta red sera el producto de la presencia de puntos homoclinicos y
heteroclinicos, que es en esencia la forma en que se describe el fenémeno de difusion de
Arnol"d (Fig. 15-c). Entonces, el problema de los pequefios denominadores, a diferencia de lo
que concebia Poincaré, no es un problema del formalismo empleado, sino una caracteristica
propia de como se perciben los fendmenos. Entonces lo que se observa es que el fendmeno de

difusion viola el teorema de Liouville (ver A-4).

Ahora, lo que se puede desprender de este aspecto, es que independientemente de la
precisién con que se conozca el estado inicial de un sistema (dentro de un limite razonable),
las imprecisiones tenderan a crecer con el tiempo y la informacion que inicialmente se tenia,
se hace casi indtil®t, en el sentido de que, bajo esta consideracidn, es como si el sistema
“olvidara” sus condiciones iniciales con el paso del tiempo. En este sentido, la mecanica
clasica es esencialmente impredecible, dado que, cuanto mayor sea el nimero de grados de

libertad del sistema, menor seré la posibilidad que de pase cerca de cualquier estado inicial.

°1 Si bien la informacidn se conserva en este tipo de sistemas, no lo hace su calidad, en el sentido de que la
distincién entre estados fisicos no se preserva en el tiempo, a excepcion de la energia.
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IV Analisis

En un principio el enfoque clésico sobre la integracion de sistemas dindmicos de la
forma H = H, + A H;, consistia en buscar la integrabilidad por cuadraturas, es decir, en
buscar una solucion de un sistema de ecuaciones diferenciales que involucran solo un nimero
finito de operaciones algebraicas y el calculo de integrales de funciones conocidas. Pero
segun el enfoque presentado aqui, se tiende a considerar que un sistema hamiltoniano es
integrable si su espacio de fase esta foliado en toros invariantes que Ilevan movimientos
periddicos o cuasi periddicos. Sin embargo, este tipo de sistemas son la excepcién mas que la
norma. Ya que la influencia de las interacciones entre las partes del sistema cambia de forma

significativa la estructura de este y por ende su dindmica con el tiempo.

Sin embargo, el enfoque ingenuo de la teoria de perturbacion consistia en probar que
el comportamiento del sistema dindmico para A # 0 no era muy diferente al del sistema no
perturbado H,. Més precisamente, se intentaba mostrar que el espacio de fase todavia admite
una foliacion continua en toros invariantes, que estan cerca de los no perturbados, y que el
movimiento sigue siendo periodico o cuasiperiddico en tales toros. Con este fin, contaba con
dos métodos. El primer método, era buscar una transformacion canonica (p,q — J,0) , de tal
forma que el nuevo sistema fuese independiente de las variables angulares H = H(J), siendo
directamente integrable. El segundo método, consiste en buscar integrales primeras que sean
perturbaciones de las integrales del hamiltoniano no perturbado H,. De hecho, este ultimo
método, aunque mas directo, presenta algunos problemas de consistencia formal que son
bastante delicados y han sido resueltos solo en casos particulares®?; estas dificultades se
superan en cambio mediante el primer método que es mas general. Pero tal enfoque fallo, por
el teorema de Poincaré , que probd la inexistencia de integrales analiticas® a excepcion de

la energia (ver A-3).

52 Por ejemplo, en el trabajo de Igor V. Volovich titulado Time irreversibility problem and funtional formulation
of classical mechanics, se presenta una descripcion de este tipo de casos.

53 “The canonical equations of celestial mechanics do not admit any analytical and uniform integral besides the

energy integral. ” Ver Brillouin, pag. 78.

5 Autores como M. Born, o Brillouin, pasaron por alto la no analiticidad de las J’s en el caso general, y
asumieron que adn se podria escribir una férmula de tipo (6), dando la energia en funcion de las J’s. Sin embargo,
no tendria sentido expresar una expresion bien definida, como la energia, en funcidn de cantidades no analiticas,
las J’s. EI método completo simplemente no funciona en los problemas mas generales, cuando no se usa ninguna
restriccion para limitar los valores de los coeficientes S, (J).
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Tal imposibilidad se debe a la presencia de resonancias, que alteran
significativamente la dindmica del sistema; estas pueden ser irracionales o racionales. Pero el
problema, son aquellas que guardan una relacion irracional entre si. En principio esta
dificultad, que se conoce como el problema fundamental de la mecénica clésica®, podria
atribuirsele al formalismo empleado, a la teoria, como algunos pensaron, incluso el mismo
Poincaré. Pero la cuestion es mas de fondo, ya que esta asociado a la cantidad de informacion
que se puede medir de las variables que definen a un sistema fisico; en vez de describir
cantidades enteras, normalmente la informacién medida se presenta como un nimero de

decimales finitos.

Asi que el ideal clasico, en el que el observador no tenia problemas para ver la
distincion entre los estados del sistema, donde la cantidad de informacion o conocimiento que
posee éste, en cualquier instante de tiempo es completa; o donde la irreversibilidad de los
estados dinamicos es una consecuencia de la aparente falta de conocimiento del observador,
al no ser capaz de rastrear con precision infinita los estados fisicos de éste, ya no es posible.
Dado que, si bien, las ecuaciones que describen a estos sistemas son ecuaciones diferenciales
ordinarias y se tienen pruebas de unicidad y existencia para ellas, el hecho es que estas
soluciones no se mantienen salvo las excepciones presentadas (sistemas integrables o
cuasintegrables) en el tiempo, esto significa, que la definicidn de variables 6, ] puede ser
materialmente alterada en puntos de degeneracion. Esta discontinuidad puede ser el resultado
de un cambio muy pequefio de cualquier parametro en las ecuaciones dinamicas, o0 también
de cualquier cambio pequefio en las condiciones iniciales. Esto implica, que con el transcurrir
del tiempo los valores de las variables definidas en el espacio de fase se vuelven

estadisticamente dependientes.

Por ello, es fisicamente imposible medir con precision todos los parametros que definen
un sistema dindmico. Aunque matematicamente se habla de un parametro con "cierto valor
dado™ y se admite que este valor estd estrictamente definido, sin ningln posible error.
Fisicamente se sabe que nada se puede medir con precision, que las teorias, incluso las mejores,
solo son aceptables dentro de ciertos limites y que hay que tener en cuenta los errores de
medicion en todas las aplicaciones posibles. En tales condiciones, la inestabilidad mencionada
corresponde a una situacion en la que la teoria es incapaz de producir una solucién bien definida

(analitica).

%5 Max Born escribio: “It would indeed be remarkable if Nature fortified herself against further advances in
knowledge behind the analytical difficulties of many-body problem” Ver Tabor, 1988, pag. 105.
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V Conclusiones

Las condiciones iniciales no se "dan"; deben medirse y observarse; esto significa que

las coordenadas q; y los momentos p, se conocen dentro de cierto margen de error Ag; y Ap;,

lo que implica que la menor variacién del parametro a,,, (ver [1.1]), o lo que es o mismo, el
menor cambio en los valores iniciales puede provocar variaciones no continuas de J;, 6; y dar
lugar a una solucion completamente diferente a la anterior, esto significa que los diferentes
estados por los que pasa el sistema a lo largo del tiempo no son equivalentes entre si. Y esto
es sin duda un tipo especial de inestabilidad, impuesto por el teorema de Poincaré, aunque no

estudiado completamente y no entendido completamente en todas sus consecuencias.

Cuando las variables no se pueden desacoplar, se debe admitir que no se puede
resolver tales problemas con exactitud. Y donde el uso y las ampliaciones de series para
aproximaciones no son demasiado fiables. El teorema de Poincaré prueba definitivamente
que estas expansiones en serie no convergen, en el mejor de los casos, pueden ser
semiconvergentes. Suponiendo que este sea el caso, se puede calcular soluciones
aproximadas para cualquier intervalo de tiempo limitado, pero no se puede obtener una
solucion estrictamente rigurosa, esto sugiere que las predicciones pueden ser buenas durante
un cierto periodo de tiempo, al principio; o incluso (si las condiciones iniciales estan
definidas con mucha precision) las predicciones pueden ser correctas durante un intervalo de
tiempo bastante largo (como es el caso de los problemas astrondmicos), pero a la larga, la
incertidumbre debe siempre llegar a ser dominante. Esto es asi, ya que, el margen de error
con el que se pueden precisar las variables de accion-angulo estan dadas respectivamente por
AJ;, A6;. Si bien los AJ,, permanecen constantes en el transcurso del tiempo (por definiciéon),
las variables angulares muestran un comportamiento diferente. El error Ag; aumenta
constantemente con el transcurrir del tiempo (por definicion), haciendo que a la larga el error

crezca y por ende la incertidumbre.

El problema de los pequefios denominadores, y el hecho de la inconmensurabilidad de
las frecuencias, surge en principio por la imposibilidad de definir con exactitud las
condiciones iniciales, asi, que de aqui se deduce, que a partir de las condiciones iniciales se

puede controlar la degeneracion.
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VIl Apendice
1 A1l

Los sistemas descritos por ecuaciones diferenciales de la forma
x = ¢(x a),
donde ¢ = {@4, @5, ..., p, } €s una funcién vectorial (normalmente suave), a simboliza el
conjunto de pardmetros y x = {x;,x,, ..., X, } €S un vector n-dimensional que caracteriza el

estado del sistema dinamico.

Definase los siguientes campos vectoriales ¢,, en el espacio de fase

Yi=\op aq)

Para visualizar que M tiene la forma de un toro n-dimensional, primero hay que
mostrar que los campos ¢; son independientes (paralelos) y tangenciales a M. La propiedad
de independencia se deduce inmediatamente de la independencia de las integrales ;. A

continuacion, se tiene que los gradientes 2n-dimensionales:

o (2 9
j apl aq )

son perpendiculares a toda superficie I;(p, q) = «;.

Por otro lado, el producto escalar de los campos ¢; con los gradientes es

o _ Ok 0 ol al,-_i oI, 91,  al;, dl
$i YT %p 9qg aq op  Zi\0qr0p. 0proqy)

k=1
y, teniendo en cuenta la propiedad de involucion, se obtiene
@ VL =[I,L] =0.
Por tanto, los campos ¢; son perpendiculares a VI;, y dado que los gradientes VI; son
perpendiculares a M, se concluye que los campos ¢; son tangenciales a la variedad M .

El teorema de Poincaré-Hopf (también conocido como “hairy ball theorem”), establece
que si en una variedad compacta M de dimension n, se pueden definir n campos vectoriales
independientes tangenciales a M, entonces M tiene necesariamente la forma de un toro n-

dimensional
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2 A-2

Con el fin de mostrar la periodicidad de las variables angulares, primero se mostrara
que cuando el estado del sistema completa una oscilacion completa a lo largo de la curva

cerrada y; (ver Fig. 3-a), la variable angular correspondiente varia en 2rr. Denotando esta

variacion por A;6; (el cambio de la variable de angulo 6; cuando la coordenada q; realiza una

oscilacion completa) se tiene que

n
26;
A:b; = Z jg 9q, 20 (A-2.1)

pero recordando la ecuacion (8), se tiene que 8; = S / 6]]., por tanto

A0 zn:jg o%s d 0 95 d
Vj = S 5 A9k = 7 ——aqg.
iYj &), 0q10]/; a]; Y, qy (A-2.2)

Por otra parte, de la ecuacion (7), se tiene que 0S / oq,, = p,., por eso

d
A0; = 6_]]35 P49k, (A-2.3)
]
y usando la relacion (4), se obtiene
aJ;
AG; = 2m—,
e aJ; (A-2.4)

y, dado que J4, ..., J, son variables independientes, se obtiene
i#j -0

A19]:27T6U, con SU{I.:] -1’

lo que significa que la variable angular 8; cambia en 27 solo cuando el sistema ejecuta una

oscilacion completa a lo largo de la curva y;.
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3 A-3

Los toros de los sistemas integrables cortan la superficie de la seccion S, en curvas
concéntricas que en el caso mas simple estan cerradas. Por ello es conveniente emplear
variables de accién-angulo (J, 8), dado que J, 6 son las coordenadas polares en S,,.. Esto es

consistente, ya que el &rea de la seccion S,.del toro J, es

fp dq = %px dy = 27y, (A-3.1)

Recuérdese la ecuacion (4).
El mapeo de cualquier trayectoria conserva p (es decir J,.), conforme 8. Sit =

2m/w,, es el intervalo de tiempo hasta el proximo cruce con S,, 6 habra recorrido

wx
9=90+th=00+2n )

donde % = p es la relacion de entre las frecuencias del toro considerado, y que se denomina
y

ndmero de rotacion.

Ahora, dado que el area de la seccion transversal del toro es A = /2, donde J hace de
radio y, por otro lado, como se observo en la Seccién 1, se sabe que / = J(w), es decir, las
acciones estan en funcién de las frecuencias; pero viendo también que p es funcion de las
frecuencias, se puede sustituir a J por p; asi quedando el area de la seccién transversal S, en

términos de las relaciones de las frecuencias A = mp?.
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4 A-4

Considere alguna funciéon ®°, que sea constante respecto al Hamiltoniano no

perturbado H,, esto significa

071 —
[Ho, ®7] = 0. (A-4.1)
Por el contrario, si ®°no es invariante
0

La pregunta es, entonces: ¢Es posible encontrar una funcién @ que se reduzca a ®°
para A — 0y que sea invariante del movimiento? Tal funcion tendria que satisfacer las

relaciones

[H, ®] = 0. (A-4.3)

Una respuesta precisa es asumir que & es analitica (en matematicas una funcion
analitica es aquella que puede expresarse como una serie de potencias convergente) en la

constante de acoplamiento, entonces se puede expandir & en una serie de Taylor de 4
— i () :
o ZA DY (D, e DN G1s s AN, (A-4.4)
i=0

donde ®® puede expresarse como una expansion de Fourier

oM = Z CD,(CD (p, ...py)e it a4,
- (A-4.5)
Ahora hay que determinar los coeficientes CDS), de tal forma que satisfagan (A-3.3).
De (A-3.3) y de la expresion (A-3.4) se obtiene, al igualar las potencias A, la siguiente

sucesion de ecuaciones

[H,, ®°] = 0
[Ho, ®°] + [Hy, @] = 0. (A-4.9)
Habria que demostrar primero que el término principal ®°, puede elegirse
independientemente de H,,. Asi que considere
®° = Y(Ho). (A-4.7)

Entonces la forma de la constante es ®° — y(H,). Para A — 0, este invariante se

desvanece, por definicidn. Entonces se puede escribir
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& — Y(H) = A[@'(O),cp'(l) + ]

o - W) = 10 (A-4.8)

donde, @’ es de nuevo una constante, un invariante.
Por lo tanto, si ®(® es una funcion de H,, siempre se podra encontrar otro invariante
cuyo término principal no sea una funcion de H,, excepto, por supuesto, en el caso trivial en

el que @ es una funcion de H.

Siempre que se consideren constantes de movimiento, que sean regulares respecto al
vector k, se podra excluir el caso en el que @ dependa de las coordenadas. De hecho,

usando (A-3.5) y la condicion (A-3.6), se obtiene

Wi Z ki-pi =0, (A-4.9)
7

esto requiere

9=0 o Zk-- .= 0.
lpk i i"Pi (A-4.10)

Pero la segunda condicidon s6lo puede satisfacerse de manera idéntica (es decir, para

todos los valores de p) si

ko =hp = =y (A-4.11)
Por tanto, se puede concluir que
0 —
Y, =0 exceptoparak =0 (A-4.12)

Ahora considérese la ecuacion (A-3.8), correspondiente al primer orden de A. Se

obtiene, teniendo en cuenta (A-3.12)

l/)lz ki= H Zk 007
k i pi i — k i i api (A—4.13)

donde Hj es el coeficiente de Fourier de la energia potencial (ver (13))

H,(J,6) = ZHl () etk O, (A-4.14)
k
Se observa que Hj no desaparece cuando las condiciones de resonancia
Z ki-p; =0, (A-4.15)

i
se satisfacen. De ello se deduce que en cada punto donde se satisfacen las condiciones de
resonancia, también se tiene
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oP°
zk"' oo = 0. (A-4.16)

L
Esta ecuacion es por lo tanto una consecuencia de la validez de las condiciones de
resonancia (A-3.15) y para todos los puntos para los que se satisface (A-3.15), se tiene
—

P1/ 90 - PZ/ 9o = 5O .
( /5p1) ( /apz) ( /apN) (A-4.17)

Esto significa, que las condiciones de resonancia tienen tantas “soluciones” como

relaciones del tipo ™/,, € Z,n + 0

Por ejemplo, para un sistema con dos grados de libertad, la condicién de resonancia
(A-3.15), se define como
pl'n1+p2'n2=0, (nEZ),

y simplemente expresa que p, Y p, son conmensurables entre si. Ahora bien, cada variacion
del dominio de p; y p,, por pequefio que sea, habrd un nimero infinito de valores para los

que se cumple esta condicion (ver (A-3.5)).

Por lo tanto, dado que (A-3.17) es valido para todos los puntos, y dado que las ®°’s
son funciones continuas, estas relaciones deben satisfacerse de manera idéntica. Pero eso

significa que todos los determinantes

pi pj
GCDO/ aq>°/
op; apj

desaparecen. Esta es precisamente la condicion de que ®° sea una funcion de H,.

=0, (A-4.18)

Se puede concluir que para sistemas que satisfagan la condicion de disipatividad, no
existen invariantes de movimiento, excepto la energia, que es analitica en la constante de
acoplamiento y tiene coeficientes de Fourier no singulares. Pero, para el resto, estos son

destruidos por las interacciones.



