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DESCRIPCION. Este documento muestra diversas formas para generar funciones reales a
partir de series. Primero, se parte de los sistemas numéricos, aprovechando el hecho de que
por ejemplo los nimeros racionales pueden escribirse como numeros n-males finitos o
infinitos, los cuales al ser representados por medio de series de potencias permiten definir
funciones que asocian a un nimero una funcién. Luego de esto, al buscar y estudiar
distintas series convergentes que no fueran de potencias, tales como las series p, se hallo
otras formas de asociar a un numero real una funcion, lo cual sugirié estudiar algunos

topicos matematicos tales como, los trabajos desarrollados por Euler en cuanto al



tratamiento que dio a las series, la expansion de funciones por medio de fracciones

continuas y viceversa, la serie hipergeométrica, entre otros.

FUENTES

Bibliografia: Se consultaron 25 documentos entre libros y articulos de revistas referentes a
los nimeros n—males, los sistemas numeéricos, las series convergentes de nimeros reales,
historia de la matemadtica, fracciones continuas, conjunto de Cantor, la funcion zeta de

Riemann, entre otros.

CONTENIDOS

Objetivo General.

Estudiar y hallar métodos para la generacion de funciones reales por medio de series,
partiendo de los sistemas numéricos hasta ejemplos mas elaborados como la solucién de la

ecuacion diferencial hipergeométrica.

Capitulo 1. los sistemas numéricos y la generacion de funciones reales a partir de

series

— Generacion de funciones reales a partir de los nimeros naturales
— Generacion de funciones reales a partir de los nlimeros racionales positivos
— Generacion de funciones reales a partir de los nimeros racionales y los numeros

irracionales cuadraticos

Capitulo Il. Generacién de funciones reales a partir de series en algunos topicos

matematicos

— Generacion de una funcidn real a partir de la construccion del conjunto de cantor
— Euler y el desarrollo de algunas funciones reales como series de potencias
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Las fracciones continuas y la generacion de funciones reales a partir de series

La serie hipergeométrica

CONCLUSIONES.

Dado que un niimero natural cualquiera puede ser escrito en sistema posicional como
una suma de productos formados por un coeficiente, que corresponde a cada una de las
cifras del niimero, y una potencia de la base, se consiguié definir una funciéon que

asigna a cada nimero natural escrito en base 4, una funcion polindmica de dominio real.

Por otro lado, sabiendo que cualquier numero nelN, puede expresarse como

n=(n-1),(k—1) en base k, se obtiene una nueva funcidon que asigna a cada nimero

natural una funcién afin de dominio real.

A partir de la expansion de los nimeros racionales como numeros n—males, es decir

como series de potencias, se logroé definir la funcién biyectiva & para cada base fija

k > 2, con dominio en el conjunto de los numeros racionales expresados como k—males

y rango el conjunto P, U (P, + H) formado por funciones racionales, permitiendo de

este modo, copiar la estructura de nimeros racionales en el conjunto P4 (P + H).

La generacion de funciones reales a partir de los niimeros racionales se realizd en
principio por medio de la representacion n—mal, por tanto, faltaba generar funciones
reales sin hacer uso de las expresiones n—males de los nimeros racionales, para ello se
recurri6 a la division larga, lo cual permitido conectar la historia de la matematica
reflejada en las diferencias finitas, con el teorema de Taylor y finalmente con la

generacion de funciones reales.
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4. La forma como fueron construidos los diferentes sistemas numéricos en los espacios
académicos del pregrado (Aritmética y sistemas numéricos), permitid seguir un camino

logico para la generacion de funciones reales a partir de ellos.

5. Dado que las funciones reales encontradas a partir de los sistemas numéricos, tenian su
origen principalmente en las series de potencias convergentes, se decidio recurrir a otro
tipo de series también convergentes pero no de potencias, tales como, la serie de los
reciprocos de los nlimeros triangulares que converge a 2, o la serie de los reciprocos de

, 2 .
los nimeros cuadrados que converge a m°/6, entre otras, por lo cual fue necesario
estudiar algunos trabajos desarrollados por Euler en torno a las series y las funciones,
consiguiendo definir y redescubrir otras funciones reales a partir de las series estudiadas

por Euler.
6. Con este estudio, se permitido apreciar que la mayoria de las funciones reales que

habitualmente se estudian, son analiticas, lo cual se ve reflejado por medio del teorema

de Taylor y series como la serie hipergeométrica.
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INTRODUCCION

El presente trabajo nace de la pregunta: ;Como generar funciones reales a partir de series
sin recurrir en principio a los métodos conocidos, tales como el teorema de Taylor? Por lo

cual se planted el siguiente objetivo:

Estudiar y hallar métodos para la generacion de funciones reales por medio de series,
partiendo de los sistemas numéricos hasta ejemplos mas elaborados como la solucion de la

ecuacion diferencial hipergeométrica.

De modo que al iniciar el estudio, se comenzo6 con el conjunto de los nimeros naturales y
observando que este conjunto es posicional se logra hallar una primera forma para generar
funciones reales; pero no so6lo se logra el cometido con esta observacion, sino también, al

considerarse la expansion de cualquier nimero natural como un nimero #n-mal, ademas de

encontrar otra forma para generar funciones a partir de N, se empieza a trazar una ruta

logica establecida por las mismas herramientas matematicas usadas en la construccion de
los sistemas numéricos para ser aprovechadas en la generacion de funciones; continuando
de este modo con los nimeros n—males para llegar a los racionales positivos y finalizar con
los irracionales cuadraticos expresados como fracciones continuas. Asi en el primer
capitulo, se encontraran precisados algunos métodos para generar funciones reales por

series a partir de los sistemas numéricos.

En el capitulo 2, se amplia un poco el estudio de la generacion de funciones, principalmente
porque en el primer capitulo, resultan en su mayoria series de potencias convergentes, de
modo que esto sugiere considerar otro tipo de series diferentes a las de potencias pero con
la caracteristica de la convergencia para poder generar nuevas funciones desde las mismas

series.
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Asi mismo, al realizar la busqueda de algunas de estas series, se hace necesario estudiar
ciertos topicos matematicos involucrados con ellas, como es el caso de las series de los
reciprocos de los nimeros triangulares, o la serie de los reciprocos de los nimeros naturales
elevados a la p, entre otras series, que a su vez conducen a funciones ampliamente

estudiadas como por ejemplo la funcidn zeta de Riemann o la serie hipergeométrica.
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CAPITULO 1

LOS SISTEMAS NUMERICOS Y LA GENERACION DE
FUNCIONES REALES A PARTIR DE SERIES

1.1. GENERACION DE FUNCIONES REALES A PARTIR DE LOS
NUMEROS NATURALES

1.1.1. Los numeros naturales y las funciones polinémicas
Un niimero natural cualquiera puede ser escrito en sistema posicional como una suma de
productos formados por un coeficiente, que corresponde a cada una de las cifras del
numero, y una potencia de la base, por ejemplo, el natural 45687 ;) se escribe como:
4568710y = 410"+ 5-10° + 6:10° + 8:10" + 7-10°,
De igual manera, el nimero natural 45687 ;) es:
4568712 = 412* + 5:12° + 6:12° + 812" + 7-12°,

y en general, el nimero natural 45687, para k > 8 se escribe como:

45687 = 4k* + 5K + 6k> + 8k+ 7,



Esta observacion sugiere que a cada numero natural escrito en alguna base £, le

corresponde una funcion polindmica, asi por ejemplo al nimero 45687 le corresponde:

Ax) = 4(kx)* + 5(kx)® + 6(kx)* + 8(kx) + 7,

Para formalizar lo anterior, se considerard a N como el conjunto de los numeros naturales y

a un conjunto denotado por P definido de la siguiente manera:

P = {fi: RoR| fux) = an (kx)"+a, 1 (kx)" " +...+ ai(kx) + ao, 0< a;<k,a; eN,i=0, 1,..., n}

Puede observarse que en una base cualquiera £, el nimero natural & es representado por 10,

por tanto, para efectos practicos en la escritura de los elementos de P se reemplazard en

algunos casos a & por 10.

Ahora, sea H; una funcion de N en P tal que a cada numero natural a,a, | araiay escrito

en alguna base fija k > 2, le corresponde la funcion polinomica f; donde

i) = an (kx)" + apy(kx)"" +...+ a1(kx) + ao,

Esto es:
Hilana,-1 .. araraow) = fr
Con,
i) = an (kx)" + ap (k)™ +.. .+ a1 (kx) + a.
Como es usual, el grado de la funcion polinomica f; es el mayor valor de n para el cual a,

es diferente de 0 y se notara por grad f;.
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Teorema 1. La funcion Hy: N — P es biyectiva.

Demostracion

Para cada base ke N mayor o igual a 2, si H(a,a,-1a,2..axaia0) = Hi(bpbn-1b,-2. b2b1by) esto

implica que a,a,-1.ao=b,b,1 _bo ya que en una base cualquiera k£ > 2, cada numero natural
tiene una unica forma de representarse como producto de sus coeficientes y potencias de la

base, por tanto la funcién Hj es inyectiva.

Por otro lado, dada cualquier funcidon polindmica f; de P, existe en N un nimero natural »

escrito en base k, tal que Hy(n) = f;, esto debido a la misma definicion de P. Entonces H; es

sobreyectiva. Por tanto H es biyectiva. 0

Dada la biyectividad de la funcion H; para k fija; se definen las siguientes operaciones en P.

De aqui en adelante se denotara la funcion H; simplemente por H.

Definicion 1. Para cada par de elementos f;. y gi de P, se define la adicion como sigue:

fo + g =HH () +H ' (g0).

donde + es la suma de los numeros naturales y

(i + g(x) = fi (@) + gk (x).

Definicion 2. Para cada par de elementos f; y g, de P, se define la multiplicacion como

sigue:

fixge =HH'(f1) =< H ' (gv).

donde x es la multiplicacion de los numeros naturales y (fy % g)(x) = fi (x) % gk (x).
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Teorema 2. Para todo fi, gk 'y hi elementos de P se tiene que:

i [fe+ g+ he=fi + (g + hal,

ii.  Existe en P un elemento [ tal que fy + I =I; + fr = I,

~.

ii.  fo+ 2= gkt f

i Si f; + gk = fr + hi entonces gi = hy,

=

V. Ui % gi] > hie = fre % [k % hil,

vi.  Existe en P un elemento i tal que fi x ix = ix X fr = fi,

VII. ﬁxgkzgk Xﬁ{,

viii. Sifi % gx = fr % hy entonces gy = hy,

x.  fixlge+thl=[fixg]+ [fix Ml

Demostracion.

Por la definicion de +

[fi + g + he=H (H ' (f) + H '(g0) + hi

= HH '(H (H'(fy) + H '(20)) + H '(hy)) definicién de +

=H((H'(f) + H \(g0) + H '(ht)) composicién de Hy H''

= H (H \(fi) + (H '(g) + H '(h1))) Propiedad asociativa de la suma de nimeros
naturales

=H H \(fy) + H '(HH '(gx) + H '(hy)))) composicién de Hy H'

= £, (x) + H(H "(g0) + H '(hy)) definicién de +

= fr + [gx + hi] definicion de +

16



Ahora, en N existe el elemento 0 tal que para todo neN se tiene que 0 + n =n + 0 = n, por
tanto, mediante la funcion H, se tiene que H(0) = I, donde [i(x) = 0. Entonces, si f; es un

elemento cualquiera de P, resulta:

fi + HO) = H (H''(ft) + H'(H(0))) = H (H''(fy) + 0) = H (H '(fy)) = fi y de manera similar

H(0) + f = fi. Por otro lado,
fe+ ge=H(H () + H '(g0) definicion de +

=HH 1(gk) +H 1(fk)) Propiedad conmutativa de la suma de nimeros naturales

=g+ fr definicion de +

Ahora, si f; + gx = fi + hy resulta:

HH \(fo) + H (g0) = HH ' (f) + H ' () Definicion de +
H'\(f)+H (g =H'(f)+ H () Pues H es biyectiva
1 _ gyl Porque la suma de numeros
H (g =H " (h) naturales es cancelativa.
gk = hy Pues H ' es biyectiva.

Las pruebas de v, vi y vii y viii son muy similares a las anteriores. Finalmente se tiene que:

fix [gi + b = fi x H (H \(gi) + H'(hy)) Definicion de +
=H (H \(fy) x H'(H (H '(g0) + H '(hy)))) Definicién de x
=HH'(f) x (H '(g0) + H '(hy))) Composicion de Hy H'

=HH'(f) x H'(g0) + H'(f) x H(hy)) propiedad distributiva de la

multiplicacion con respecto a la adicion de niimeros naturales

17



=H (H '(H (H '(fi) x H '(g0)) + H '(H(H '(fi) x H '(h))))
Composicionde Hy H'
= [H (H () x H (g)] + [H(H '(fo) x H '(h))] Definicion de +

= [fi % @] + [fi % hs] Definicion de x 0

De este modo, la funcién biyectiva H: N — P, es un isomorfismo entre (P, +, x) y (N, +, x).

Ejemplo 1.

Sea k = 16. Efectuar la suma entre fis dada por fig(x) = 20000x* + 3000x> + 100x* + 30x +1

y g16 dada por gj6(x) = 5000x> + 400x* + 70x + 5, elementos de P.

Se procede a expresar cada funcion de la siguiente forma':
fi6(x) =2(10x)* +3(10x)* + 1(10x)* + 3(10x) + 1,
y
216(x) = 5(10x)* + 4(10x)* + 7(10x) + 5,
Aplicando H ' a cada funcién se tiene:
H \(fie) = 231316 y H(g16) = 547506).
Sumado estos numeros naturales se tiene:

H \(fie) + H (g16) = 2313116) + 5475(16) = 285A6(15)

Aplicando H, resulta la suma buscada:

! Como la base es 16, entonces 10 corresponde a 16 en esta base, es decir, se reemplaza a k= 16 por 10, como

se aclaro al definir P.

18



f16 +g16= H(285A6)
donde,

(fi6 + 216)(x) = 2(10x)* + 8(10x)° + 5(10x)* + A(10x) + 6.

Como puede observarse, la suma en este caso se obtiene simplemente sumando

componente a componente los coeficientes de las funciones dadas.
Ejemplo 2.

Sea k = 10. Sumar los elementos fip dado por fio(x)= 500x* + 20x + 3 y gio con

g10(x) = 900x> + 80x* + 1. Se expresa cada una de las funciones de la siguiente forma:
Ffio(x) =5(10x)* +2(10x) +3 v gio(x) = 9(10x)* + 8(10x)* + 0(10x) + 1
Aplicando H ' a cada una de las funciones:
H'(fi0) =523 y H '(g10) = 9801,
Efectuando la suma de los nimeros y aplicando H a la suma:

H(H (fio) + H '(g10)) = H(523 + 9801) = H(10324) = fio + g10
donde
(fio + g10)(x) = 1(10x)* + 0(10x)* + 3(10x)* + 2(10x) + 4
= 1000x" + 30x* + 20x + 4

Entonces,

(500x% + 20x + 3) + (900x” + 80x* + 1) = 1000x* + 30x” + 20x + 4.
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En este ejemplo a diferencia del primero, la suma no resulta tan simple, esto se debe a que

por ejemplo 8 + 5 =13 > k= 10.

Ejemplo 3.

Dada k > 2 una base determinada. Sean las funciones f; y gx € P definidas por

fix) = a(kx)" + ..+ aj(kx) +ap y  gux) = bu(kx)" + ... + bi(kx) + by con n > m. Al

aplicar H ' a las funciones anteriores, se tiene:
H' () = an...a1a0 y H ' (g0) = by...bibo

Al efectuar la suma de estos niimeros naturales escritos en base &k, se suman las unidades
con las unidades, las k-enas con las k-enas, las k*-enas con las &*-enas y asi sucesivamente,
asi mismo, es posible que algunas de estas sumas sean mayores que k, por tanto, si se
supone que para todo indice i < n se tiene que a; + b; < k, entonces, no se tendra en cuenta el
hecho de llevar. Ademas, dado que n > m, las primeras n — m cifras de H '(gs) son cero, por

tanto:

H () + H (20 = (an...a1a0) + (bp...b1bo)
= (@0 + 0) (@1 + 0)(amer + 0)(dm + by )( dm 1 + br)... (a0 + bo)
=a, ap1...Ame1(@m + b)) a1 + by1)... (ao + bo)

= ay(k)" + ap 1 (k)" .. F a1 ()™ + (@ + bp)K)™ +.... (ao + bo)

Al resultado anterior se le puede aplicar H ya que para toda i = 0, 1,..., n; se tiene que

0 < a; + b; <k, entonces:
HH (1) + H (@)oo = an(kn)" + @ 1(0)"™ . aar (k)™ + (a + b) (k)™ +... (a0 + bo)

Que es (fr + g1)(x). De este modo, se tiene que:
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n ) m ) max{n,m} )
(fi + 1)(x) =fulx) + gulx) = Za,« (kx)" + Zbi (kx)' = D (a,+b) (k)"

i=0

Es decir; si del producto cartesiano P x P se considera al subconjunto:

{(ft» gk)€P x P| para todo i < max{grad fi, grad gi}, a; + b; <k}

la suma de dos elementos cualesquiera de este subconjunto es simplemente sumar

componente a componente los coeficientes.

Ejemplo 4.

Dada k > 2 una base determinada y f;, g € P con fi(x) = a,(kx)" + ...+ a1(kx) +ap 'y

@i(x) = bu(kx)" + ... + by(kx) + by. De igual forma que en el ejemplo anterior, se aplica H '

a cada funcion, obteniéndose los numeros naturales:
H'(f) = an...a1a9 y H'(g1) = by...b1bg

Multiplicando estos numeros naturales en base k, se procede a multiplicar cada una de las
cifras de uno de los numeros por las cifras del otro y luego se suman las cifras
correspondientes, pero al igual que en la suma, es posible que algunas de estas
multiplicaciones sean mayores que k, por lo cual el proceso de llevar se debe tener en

cuenta tanto en la multiplicacion como en la suma de las cifras. Sin embargo, si se

considera un subconjunto del producto cartesiano N x N tal que dada una pareja ordenada

de niimeros de este subconjunto el proceso de llevar no se tenga en cuenta cuando se
multiplican los numeros, entonces, para un par de nameros como los obtenidos

anteriormente, resulta un namero de (n + m + 1) cifras, que puede ser representado por:

(a,,...alao) . (bmblbo) = Pntm-..P1P0,
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Pero cada p; puede determinarse explicitamente como se indica a continuacion:

La cifra de las unidades p, es resultado del producto de las unidades de ambos niimeros,

esto es:

Po = aobo,

La cifra de las k-enas del numero, es decir pi, resulta al sumar los productos entre las

unidades y las k-enas de cada uno de los niumeros, esto es:
DP1= aoby + aib,
. 2 ,
La cifra de las k"-enas del niimero, esto es p,, resulta al sumar los productos entre: las
. 2 , ,

unidades y las k"-enas de cada uno de los numeros, y entre las k-enas de cada nimero. Es
decir:

p2 = asbo + a1by + aobs,
En general, la cifra de las k'-enas, es decir p; viene dado por:

pi=aiby+ ai1by + aioby + ...+ apby,

Siendo i < n + m. De este modo, se tiene que:

D =ZaHbt O también p, = Zarbs
t=0

r+s=i

Por tanto:

n+m n+m—-1 2 1
Pntm---P1P0= (Z - j[ z @yimr-ib; J " [ a, b, j[z a,_b, J(aobo ) :
i=0 i=0

i=0 i=0

A este numero natural se le puede aplicar la funcion H, ya que cada p; < k, asi:
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H(pn+m-..p1po0) = fis
Donde,

Ji@) = pue mlb)™™ + ...+ pi(kx) + po.

Este resultado es la multiplicacion entre f; y gx. Escrito en notacion sigma se obtiene:

(/i 800 = /i) % g(x) = [Za (kx)fj x (Zb (kx)"] - f[ia,-_tb,}(/a)i .

i=0 \ t=0
La suma y la multiplicacion halladas en los dos ejemplos anteriores para operar elementos

de P bajo ciertas condiciones sobre el proceso de llevar, corresponden a la suma y la

multiplicacion de polinomios en una indeterminada x con coeficientes en un anillo 4, ya
que kx hace el papel de indeterminada y aunque los coeficientes son niimeros naturales, el
hecho de que no pertenezcan a una estructura de anillo, en realidad no es una cuestion

grave, ya que la multiplicacion se puede definir de forma similar.

Ejemplo 5.

Cuando al operar dos funciones de P para una base £ determinada, el proceso de llevar se ve

involucrado, es posible caracterizar el resultado mediante la siguiente observacion:

Supongase que ai(kx)' y bi(kx)' son dos términos de algin par de funciones fi(x) y gi(x)
imagenes de f;, gx de P para una base fija £, si se procede a sumar o multiplicar estas dos

funciones como se vio en el ejemplo anterior y resulta que por ejemplo a; + b; > k, entonces:

a, +b,

(a,+b)(kx)' = cocienle( j(kx)"“ +[(a, + b,ymod k|(kx)'.

De igual forma, si a; x b; > k, entonces:

a;(kx)' b, (kx)’ = COCiente(%[)iJ(/cx)i+j+l n [(ai xbymod k]( k)’
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1.1.2. Los nimeros naturales y las expresiones n-males?

Un namero natural n se puede escribir en los nimeros n—males, como:

n=(n-1),(k—1) enunabase k>n

Por ejemplo 1 en base 5 es 0,4_1 y en general

1=0,(k—1) en base k.

Para la demostracion de este hecho, se usa la serie geométrica:

r+rl+ﬁ4~~+r“%~:IL—smmme@m|rkl
—r
Como:
k-1 k-1 k-1 k-1
0,(k—1)= + .
k kZ k32 ]gn
= (k-1 LN O N e
k k k k
1
k 1
=k_1 = k—l ~—=1
)=
k

Esto sucede para todo & entero mayor o igual a 2.

De igual manera, el racional entero 2 se puede representar en una base k determinada mayor

que 2, asi:

2 El término n—mal es usado para referirse a representaciones de numeros decimales en base n distinta de 10,
puede consultarse mas al respecto en: LUQUE, C.; MORA, L.; TORRES, J., Actividades matemdaticas para el
desarrollo de procesos logicos: clasificar, medir, invertir. Bogota, Universidad Pedagdgica Nacional, nomos,
2005.
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2=1,(k-1),

y esto expresado como una serie geométrica corresponde a:

s DAURCREH Rl

De manera que un racional entero positivo n, se puede representar en una base k > n como

la serie geométrica:

n:(n—1)+(k—1)[(%j+(%j +(%j +-~-(%jp+--1=(n—1)+(k—l)i(%jp ,

Esta representacion n—mal de los niumeros racionales enteros positivos por medio de series

geométricas sugiere la definicion de la siguiente funcion:

Para todo numero natural n distinto de 0 escrito en una base fija k > 2, se define la

funcion® Fy de N'=N—{0} en ™" tal que:

F,(n)= fn,k )

Rk O

Donde f,  es una funcion de v esta definida por la expresion:

Jox()=(n —1)+(k—1)i:(%j ;

Esto es:

3 El conjunto denotado por R™** esta definido de la siguiente forma:
ROED= (£ (—k, k) >R | fes funcién}
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Fi: N — ROED

noe S oxes (n—l)+(k—1)i(%jp

El rango de la funcion Fj es R™ ® porque al ser de este modo, la serie geométrica que

aparece en la definicién de f,«(x) converge, asunto que se resuelve con el teorema que

sigue.

Teorema 3. La funcion f, . (—k, k) > R puede expresarse como:

£ ==+ 2
’ k—x

Demostracion.

Como el dominio de la funcion f, es (4, k), significa que —k< x < k, por tato —1< % <lo

lo que es igual

R

© p
. yoo X
<1, de esta forma la serie geométrica Z[—j converge a:
p=l1

X
k X

De este modo,

Con esto, se tiene que la funcion Fj se puede expresar de la siguiente manera:

Fi(n) =fx donde f, ,(x)=(n—1)+ (kk_—l)x con—k <x <k.
— X

26



Ejemplos.

1. Considérese el numero natural 1 escrito en base 2, del cual se obtiene:

X
2—x

F>(1) = fia donde f,(x)= con—2<x<2

Del mismo numero 1 pero ahora en base 3, se obtiene:

2x
3—x

con-3<x<3

F3(1) =f15 donde f,(x)=

En base 4, se tiene:

3x

Fy(1) = f1adonde f ,(x)= 1 con 4 <x<4

Y, en general, para una base k:

(k- 1)x

Fi(1) = fixdonde f (x)= con—k<x<k.

En la siguiente grafica se ilustran algunas Fi(1).
a4y
7

6
Frooo(1)

O

Fip(l

Grdfica 1
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2. Considérese el nimero natural 2 escrito en base 2, del cual se tiene que:

Fo(10) = o> donde f,,(x)=1+— =2 con-2<x<2
’ 2—-x 2—x

Para el nimero natural 2 escrito en base 3 resulta:

F3(2)=f>3donde f, (x)=1+ 2x _3tx con-3<x<3
’ -x 3-—x
Para el mismo namero 2 escrito en base 4:

3x  4+2x

4—-x 4-x

con—4<x<4

Fy(2) = fradonde f, ,(x)=1+

Y en general, en base k:

(k=Dx k+((k-2)x
k—x k—x

con -k <x<k.

Fi(2)=faxdonde f,,(x)=1+

Algunas gréficas de estas funciones aparecen a continuacion:

-7

3

Grdfica 2
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Estos dos ejemplos muestran que a cada numero natural se le puede asociar infinitas
funciones £}, una para cada base k, ademas, esta funcion estd bien definida, ya que la base
siempre esta fija, por tanto ;Como definir una funcién tal que a cada nlimero natural le
corresponda el conjunto infinito de funciones F; que resultan para cada base k? para

resolver esta cuestion, se define lo siguiente:

Para cada neN', se define el conjunto

(k—Dx

A = {fnk (k) > R| [, (x)=(n-D+ A,k = 2,3,4,..}

y se denotard por I al conjunto formada por todos los A,:
J= {Al, Az, A3,. ces Ak,. . }

De lo anterior se puede deducir que la interseccion de dos cualesquiera elementos de I es

vacia y que la union de todos los 4, es 3, en efecto:

Sean A4,, A, dos elementos distintos cualesquiera de 3, y supongase que A, N A, # J,
entonces existe una funcion f;, con —p <x < p para algun 7, p naturales, que esta tanto en 4,

como en 4,,, de lo cual resultan las siguientes igualdades:

Jip = Jnk y Jip = Jmj

para algiin £ y j naturales. Analizando la primera de las dos igualdades anteriores se tiene
que si fi, = fux entonces p = k, ya que el dominio de f;, es (—p, p) y el dominio de f,; es
(—k, k), por tanto el dominio de ambas funciones deben ser iguales como un primer
requerimiento para que la igualdad dada se tenga, entonces f;, = f,, para alguna base p,
pero de esta igualdad se concluye que i = n; de manera similar, para la segunda igualdad

también se deduce que i = m, entonces m = n y por tanto 4, = A4,, lo cual es una
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contradiccion, asi que 4, N 4, = J; ademas esto demuestra que todos los elementos de 3

son distintos. Por otro lado, la unién de todos los 4, es 3 por la misma definicion de 3.

De este modo, se puede definir una funcion tal que a cada numero natural le asigne un

elemento de 3, esto es:

.7 * 4
Sea F una funcion de N en 3 tal que a cada numero natural n le corresponda el elemento

A, de 3. Esto es:

F(n)=A4,.

De esta manera se logra asignar a cada natural una colecciéon de funciones. Ademas, se
puede observar que cada 4, converge®, tal hecho puede observarse de manera informal en
las graficas 1 y 2 que representan algunos elementos de 4; y 4> respectivamente en el plano
cartesiano, por ejemplo 4; parece que converge a larectay =x,y A alarectay=x+ 1, en

efecto; considérese 4, y obsérvese que:

De igual manera, si se considera A, se tiene lo siguiente:

X
. L (k—l)x B . x—%_
I{lgifz’k(X)—]!ﬂ(l+Tj—l+£ggl . =x+1,
k

Y en general para 4,, resulta el limite de convergencia:

4 ., . .. , ,
Cada 4, es una sucesion de funciones reales con dominios que se amplian conforme & se hace mas grande.
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X

L%
ll{imfn’k(x):Ilcim((n—l)+(]§€_—1)xj:(n—1)+lim—f:x+(n—l),

k—0

k

Ahora, denotando con A_n al limite de convergencia de 4, cuyo resultado es una funcién
afin definida sobre R, es decir A_n: R — R; y ¥ al conjunto formado por los A_n, y

modificando un poco la definicion de la funcion F, se establece lo siguiente:

Sea G una funcién de N' en N = AI,A_Z,...A } tal que a cada numero natural n le

noce

corresponde el elemento A_n de N. Esto es:
G(n)= A, donde 4 (x)=x+(n—1),

. .y * . .
Efectivamente G es una funcién, ya que todo neN tiene al menos una imagen en N,

ademads dicha imagen es unica, ya que si se supone que G(n) tiene dos imagenes distintas,
por ejemplo: G(n)y = x + (n — 1) y G(n)w) = x + (n” — 1), entonces G(n)o) —n + 1 =

G(n)x —n’+ 1y de esto se deduce que n = n’, por tanto G(n) es Unica.

Por otro lado, se ha ganado sencillez con esta definicion, ya que se partido de un conjunto
infinito formado por conjuntos infinitos y ahora se obtiene un conjunto un poco mas simple
que solo estd constituido por funciones afines. De este modo se procede a definir

operaciones sobre el conjunto N.

Definicion 3. Para todo A_n , A_m elementos de N, se tiene que

A,®4,=4,(4,),

m



A la operacion ® se denomina adicion o suma de elementos de N, y
(4, @4, )0 = 4,00 @ 4,00 = 4,(4,().

Se ha definido la suma de dos elementos cualesquiera de N de esta forma porque, en
particular, Z(x) =Xx bajo la composicioén de funciones constituye el elemento neutro, por

otro lado, al componer dos de estas funciones cualesquiera el resultado también esta en N.

Por otro lado, la suma anterior puede escribirse de la siguiente manera:

A4,(0)® 4, (x) = 4,(4,(x))

= A (x+m-1)
=(x+m-D+n-1)=x+(n+m-1]-1)
:Aer—l('x)

esto es:

Demostracion

1. La suma de elementos de ¥ es asociativa.
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(4,04, )04, =4,(4,)e 4, Definicién de ®

= (A_k(A_m) A_p) Definicion de @
- A_k(A_m(A_)) Asociativa de la composicion de funciones
_ A_k( 1o A_) Definicion de ®

m P

= A_k ® (A_m @ A_p) Definicion de @
2. La suma de elementos de & es conmutativa.

DA = _k(A_,,,) Definicién de @

= Ay Definicion de @

=4, Propiedad conmutativa de la suma en N

=4, 94, Definicién de ®

Ademas de las propiedades anteriores, en el conjunto N existe un elemento especial del

cual ya se ha hablado, se trata de Z(x) =x, el cual es el elemento neutro de la adicioén de

elementos de .

De aqui en adelante y para efectos practicos, se adoptara una nueva notacion que permita

una mayor familiaridad con los simbolos usuales usados para representar a N:

Se notard a A_ncomo n—1)
De esta forma, se tiene que:
N={n-1D"RoR|(n—-1)y=x+@n-1),n=1,2,3,..}

I3 . , ey . * * .
Ademas la suma antes definida resulta mas familiar, ya que si se suman m y n , se obtiene:
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m (—D n = Am+1 (—Ba
= Am+n+l
=(m + n)*.

Como se puede apreciar, con esta notacion es mas sencillo realizar cualquier suma de

elementos de X, ademas el conjunto puede escribirse de la siguiente forma:

N=1{0,1,2"..,n,..}

el cual a primera vista es el conjunto de los nimeros naturales, ya que tiene un primer

* .
elemento denotado por 0 y cada elemento tiene un sucesor, entonces, al recordar la

representacion de N por medio de:

N=10,1,2,3,....,m, ...}

surge la siguiente definicion:

Definicion 4. Para todo elemento n* del conjunto X, se define el sucesor de n" notado por

(n*)Jr como:

*

() ="

+ +
Donde n" es el sucesor de n 'y tanto n como n' son elementos de .

De esta definicion se deduce la definicion por recurrencia de la operacion @, asi:

Teorema 5. Para todo par de elementos m", n" de N la suma (®) se define como:

. * * *
i m ®0 =m

i. m@®m) =[m+n7
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Demostracion:

im @0 = (m—+ O)* Segun la definicion de suma en N

*

=m Definicion de suma o adicion de numeros naturales
.. * *\+ * +* L4
ii.m ©@(n) =m @ (n') Definicion de sucesor en N
Sk . ey,
=(m+n’) Definicidon de suma en N
4% . ., I
=[(m+ n) ] Definicion de suma de nimeros naturales
Esto prueba lo que se queria. O

Para finalizar esta seccion, se tiene la siguiente definicion:

Definicién 5. Para todo par de elementos m", n" de N se define la operacién multiplicacion
notada ® por:

m*®n*=(m~n)*

donde (*) es la multiplicacion de numeros naturales.

De esta definicion se deduce la definicion por recurrencia de la operacion ®, asi:

Teorema 5. Para todo par de elementos m,n de N la multiplicacion (D) se define como:

i m®0 =0
ii. m ®n) =(mn) ®m
Demostracion:
i.m ®0 =(m-0) Definicion de multiplicacion en N

* . ey, . . .y /.
=0 Definicion de multiplicacién de nimeros naturales
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.o *\+ * H* ey
ii.m ®(n) =m ®(n') Definicion de sucesor en N
R . ey, . g .y
=(m-n) Definicién de multiplicacion en N
* ., . g .y ,
=(m-n+m) Definicion de multiplicacion de nimeros naturales

* * ey,
=(m - n) @ m Definicion de suma en N

Esto prueba lo que se queria. 0

En conclusion, se logré a partir del conjunto de los nimeros naturales definir funciones
reales por medio de dos caminos; el primero, recurriendo al hecho de que en el sistema
posicional de los nimeros naturales cualquier elemento de este conjunto puede escribirse
como una suma de productos formados por un coeficiente, que corresponde a cada una de
las cifras del namero, y una potencia de la base; permitiendo definir una funcién biyectiva

Hj entre los nimeros naturales y un conjunto formado por funciones polindmicas denotado

por P, obteniéndose como resultado un isomorfismo entre N y P.

Por otro lado, se recurrid a las series geométricas y a la representacion n—mal de los
numeros naturales en el conjunto de los nimeros racionales para definir en principio una

RCk B

funcion F entre N* y siendo £ un numero natural fijo mayor o igual a dos que

funciona como base; después k dejo de desempefiarse como una constante fija para
convertirse en una variable, por tanto, cada nimero natural definia por medio de Fi un
conjunto infinito de funciones, una para cada k, por lo cual se definieron las clases A4,
formadas por todas las funciones que 7 escrito en cualquier base k genera a partir de Fj, con

lo cual, se form¢ el conjunto denotado por I constituido por todas las clase 4,, lo que

permitio definir otra funcion, ahora de N en J; sin embargo, cada clase 4, que no es otra
cosa que una sucesion de funciones, converge a una funcién afin con dominio en R, lo cual

sugirid definir una altima funcién entre N y un conjunto denotado por ¥, integrado por
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todos los limites de convergencia de las clases 4,, obteniéndose finalmente un isomorfismo

entre Ny X.

Ahora, en la seccion que sigue, se procurara un trabajo similar pero tomando como base al
conjunto de los numeros racionales y definiendo funciones reales a partir de lo desarrollado
en esta seccion y por supuesto de nuevas formas que surgiran al trabajar con este sistema

numérico.

1.2. GENERACION DE FUNCIONES REALES A PARTIR DE LOS
NUMEROS RACIONALES POSITIVOS

1.2.1. Los numeros n—males y algunas funciones

1.2.1.1. Funciones reales a partir de n—males finitos

Sea keN una base fija mayor o igual a dos y considérese el conjunto 4 de los nimeros

k—males finitos escritos en base k:
A={aan 1. amami. a0, 0<a;<k,a,#0,i=0,1,2,...,n}

Al igual que los nlimeros naturales, los nimeros k—males también pueden escribirse como
una suma de productos formados por un coeficiente, que corresponde a cada una de las

cifras del nimero y una potencia de la base; por ejemplo en base 5:
243, 40125 =2(5)* + 4(5) + 3(5)" +4(5) ' + 0(5) T+ 1(5)° +2(5)*

Y este nimero a su vez, puede expresarse como:

2434012 5 = 2(5)° +4(5)° +3(5)* +4(5)° +0(5)* +1(5)" +2(5)°

243, 4012 == 5 :

37



. . . , . ., .. *
Escritura que sugiere asociar al nimero anterior la funciéon con dominio R :

_2(5%)° +4(5x)° +3(5x)" +4(5x)’ +0(5x)” +5x+2

g(x) )’

3

Ahora, en el caso general, si a,a,1...am, an-1..ao €s un k—mal escrito en base k, entonces:

Anlly 1. G, Gy 1@ 2. A0 = An(K)"" + ap 1 (k)" "+ L+ an(R) T + (k)

ama(k) 2+ ..+ ag(k)™

- - _ a a a
:an(k)nm+...+am(k)n(m+(n m) 4 R T RO B

k kK’ k"
_a,(k)""(k)" +...+a, (k)" (" v a, (k)" +.. . +a,
(k)"
_a,(k)"+a,, k)" +a, (k)" +a, ()" +a, (k)" +...+a,
k)"

Lo cual permite escribir al conjunto 4 como:

...ta
L 0<a, <k,

P {an k)" +a, (k)" ... +a, k)" +a, ()" +a, (k)" +
()"

a,#0,n,meN,n>2m,i=0,12,...,n }

Por otro lado, sea

b - {H(k'”a)

HkE™) ,k"o €N, a es un k£ —mal finito con m cifras en el periodo y H (k") # 0}

siendo H la funcién de N en P definida en la seccion 1.1.1. Con base en lo anterior se

define:
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Para una base fija k, sea H.4 una funcion de A en Py, tal que a cada k—mal o de A le

H(k"o)
H(k™)

corresponde la funcion de P4. Esto es:

%(AZA—)PA.

ak"+...a, o H(ak"+...ay) _ fi
K HED g

(x)= an(kx)" +...+ta,

donde fi(x) = a, (kx)"+...+ ao, gi(x)=(kx)"y (ﬂj ()"

8

De esta manera se logra asignar a cada A—mal finito una funcion racional con dominio en

* , 4
R; ademds en el caso de que el k—mal sea un nimero natural, todo se reduce a lo

desarrollado en la primera seccion.

1.2.1.2. Funciones reales a partir de n—males infinitos periddicos

Un nimero k—mal de una sola cifra en el periodo, por ejemplo a,a, 1. ao,c puede

2 n
Ayp_1. do,C = ank”+an71k”’1+...+a0+c l—i—(l) +(lj S
k \k k

de modo que a partir de los resultados obtenidos en la seccion 1.1.2. resulta obvio asociar al

escribirse:

nimero anterior la siguiente expresion:
x (xY x )
h(x)=a,(kx)" +a, (k)" +...+a, + C[ZJ{EJ +---(—J +}
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Ignorando por un momento el dominio de esta funcidén y asumiendo que || <1 entonces la

X
k

serie converge y la funcion anterior puede escribirse:

CcX

B = a, ()" +a,, (k)" g+

- X
Ahora, sean los conjuntos para una base fija k:

Py = {fi: (=k, H)>R | fix) = @ (kx)" + ap 1(kx)"' +...+ a0, 0< a;<k, a;eN,i=0,1,...,n}

H],kZ{f,::(—k,k)eR |f,:(x)=ki,0£c<k} y
—X

P+ Hix = {fi+tfi |/icPi A, fi €Hig)

Luego:

Para una base fija keN, k > 2, sea O el conjunto de los numeros k—males infinitos

periodicos de una sola cifra periodica y

Hip: Oy — Pr+ Hig

Una funcion tal que si o. es un k—mal infinito con n + 1 cifras en [[a]] y un numero c en el

periodo, diferente de cero y de k-1, entonces’:

cX

k—x

6 (o) = H([[o]]) + fi donde f; (x) =

Asi, si o = aya,-1. ap,c entonces (o) = h, donde

> [[a]] designa la parte entera del k~—mal o.
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h(x) = a, (k)" +a, , (k)" +...+a, +

k—x

como S€ esperaba.

Considérese ahora el caso de un k—mal infinito con dos cifras en el periodo, por ejemplo,

ay..aop, cd , dicho nimero se puede escribir:

_ 1 1 2n-1 1 2 1 2n
an. ap,cd = ak"+...+a,+c —+---+(—) +-o |+d (—) +...+(_j +..-
k k k k

escritura que sugiere asociar a la expresion anterior la funcion:

u(x)=a,(kx)" +...+a, +c[%+~--+(%j i +]+d{(%j ++(%) n +]

<1, entonces las series que aparecen convergen, y la funcidén u es

si se supone que |
equivalente a:

ckx + dx?

2 2
ke —x

u(x) = a, (k)" +a, (ko)™ +...+a,+

Precisando; sean los conjuntos para una base fija &:

Hay ={f: (k) - B £ () = S }

PR 0<c,d<k

y
Pi+Hox = {fi+fi | ficPi A, fi €Has)

Luego:
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Para una base fija keN, k > 2, sea O, el conjunto de los numeros k—males infinitos

periodicos de dos cifras periodicas y

Sy O > Pr+ Hop

Una funcion tal que si o es un k—mal infinito con n + 1 cifras en [[a]] y dos numeros c, d

diferentes y menores que k en el periodo, entonces:

ckx + dx?

Ho(0) = H([teID) + /i donde f;'(x)==5—

De este modo, si o. = a,,_ag,cd entonces:

2
o x 4 ckx + dx
'%,k(a) =u —H([[(X]]) +ﬁ€ H donde u(x) =a, (kx)" +an—1 (kx)” +"'+a0 + k2 _x2
Para el caso general, sea oo = a,qa, ,...a,,c,c,...c, un k—mal con m cifras periddicas,
expresado como:
— ¢ ¢ ¢ c c c c c
a,...a,,cc,...c, =ak"+...+a, +{?+k—22+k—33+---k—’r"n+ k'”l“ + kmiz + km3+3 +-~~k2’”m +}

el cual es igual a:

) 1 1 1 1 1 1
a k" +. . Fagto| At |G| e [, |
k k" k k” k k?

esto sugiere asociar al nimero anterior la expresion:
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o pm+l1 » pm+2 o pm
v(x)zan(kx)”+...+a0+clz[%) +c22(%j +---+cmzo(%j
=

p=0 p=0

<1, y como para todo r€R, si | r | <1 e i, meN, entonces la serie

Si se asume que |

i

. L L y .
P AP+ converge a ; la funcion anterior queda:

m

—-r

ck™'x+c, k" x4 k" .+ x"
v(x)=a,(kx)" +...+a, +— 2 2 -

"
que puede escribirse también:
m
. Z c k" Px?
V) =Y a, o)+
i=0 k" —x

Lo anterior puede precisarse al considerar los siguientes conjuntos definidos para una base
fija k:
Pr={fi: (=k, >R | fi = @ (kx)" + ap 1(kx)" ' +... + ao, 0< a;<k, a;eN,i=0,1,...,n}

-1 -2_2
k" x+c, k" x"+. 4, x"
kﬂ’l _xm

H:{ﬁ*i(—kak)ﬁlek*(XF ,OSc,.<k,i=0,1,...,m}

y
Pe+ H={fi+fi |ficPiA, fi €H}

De manera que:

Para una base fija keN, k > 2, sea Qi el conjunto de los numeros k—males y

%ZQ/(—)PAU(P/(‘FH)

Una funcion tal que:
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i) Sio esun entero o un k—mal finito de n numeros y m cifras k—males, entonces:

_ H(k"a)

i) =

ii) Si o es un k—mal infinito con n + 1 cifras en [[a]] y m numeros c; en el periodo, no

todos iguales a k—1 o cero, entonces:

icpk’"_px”
Hi(0) = (L) + £ donde f; (1) = ——.

De esta forma, se logra integrar el caso finito de la seccion anterior con el caso infinito

manejado en esta. A continuacion se enuncian y demuestran algunos resultados:

Teorema 6. Py m (Pr+ H) = Py
Demostracion.

Sea f'eP4, N (Px + H) entonces feP, y fePy+ H, esto significa que:

_ H(k"w)

oy

/

para algin a finito elemento de Qy, ya que P4 es un conjunto definido sobre k—males

finitos. Por tanto, fk* esta dada por fk*(x) =0 pues a es finito, asi:

_ H("a) _

! H(k")

S
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donde f; = H(B) para algiin BeN. De este modo, si & = @,@u-1..Am, Am-1..a0y B = by...bo

entonces:

H(k"o) _H(k"(a,a,,...a,.4,,...a))) _H(a,a,,...a) _ [, donde

H(k™) H (k™) H(k™) g

[ f j(x) _a,(k0)" +a,, (k)" ... +a
i (kx)"
y
H(B) =fi con fi(x) = by(kx)? + by 1(kx)*" +... + by.

Luego:

a, (k)" +a, (ke)""...+a
(hx)™

0 = b (kx)? + by 1(kx)"" +... + by.

Para que esto ocurra (kx)" debe ser 1, por tanto m = 0; asi:
an(kx)" + a1 (k)™ +... + ag = by(kx)? + by 1(kx) " +... + by

Como son dos funciones polindomicas iguales, se concluye que n = ¢ y a; = b; para todo

0<i < n; esto significa que

Py (Pr+ H) < Py
pues f = fi dada por fux) = an(kx)" + a,1(kx)""' +... + ao pertenece a Py por la misma

definicion de P,.

Por otro lado, si f; dada por fu(x) = au(kx)" + a,1(kx)"" +... + ay pertenece a Py, entonces

fi € P4 (Pr+ H) pues fr € P4 ya que todo entero es k—mal y si o = a,,...aop, entonces:
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H(k) _ H(a) _ o
H(ko)_ ; = f, donde i(x) =1

Ademas f; € P;+ H ya que si /i (x) = 0 entonces

a(kx)" +... + ag + 0= (a,(kx)" +... + ao) + fi (x) = filx) + fi (x)

para algin fi(x) = a,(kx)" +... + aop. Esto prueba f; € P4 N (P; + H); de modo que:

P.c Py (Pk+H)

Y por tanto, P4 N (Py + H) = P4 O

Teorema 7. La funcion & es biyectiva.

Demostracion.

Para todo k€N, k> 2; sean oo y B dos elementos de Q; tales que #(a) = (), entonces
o = B pues la representacion k—mal de cualquier a.eQy es Unica, salvo representaciones

equivalentes tales como por ejemplo 0,9=1=1,0 en la base 10, pero este tipo de casos no
se consideran por la segunda parte de la definicion de la funciéon . Entones 4 es

inyectiva.

Por otro lado, dada cualquier funcion de P4 U (P, + H), se tiene las siguientes opciones:

46



i. Dicha funcion esta solo en P4, y como H es biyectiva, entonces existe un a.eQy tal que
J(a) es la funcion dada.

ii. La funcién esta sélo en P, + H, por tanto es de la forma f; + f; y de este modo, existe
algiin neN tal que H(n) = f; el cual representa la parte entera del &~—mal buscado, y por
la misma definicion de H cuyas funciones quedan determinadas por los ¢;, se halla el
periodo infinito, con lo cual se demuestra la existencia de un a.e Q.

iii. La funcion estd en P4 n (Pr + H) y por el teorema anterior, la funcidon estd en Py, y

como H es biyectiva, entonces existe en (J; un k—mal entero n tal que #(n) es la

funcidén dada.

Asi, , es sobreyectiva; y se concluye que - es biyectiva. 0
., . . . e, . 1 .
Como la funcion # es biyectiva, entonces existe la funcion inversa & , lo cual permite

definir las operaciones de suma y multiplicacion en P4 U (P; + H) asi:

Definicion 6. Para todo x, y elementos de P4 U (Py + H), se define la adicion (H) como
sigue:
x By = S () + S (7))

donde + es la adicion de elementos de Q.

Definicion 7. Para todo x, y elementos de P4 U (Py + H), se define la multiplicacion (X)
como sigue:

x Xy = S(A (%) x A1)

donde x es la multiplicacion de elementos de Q.
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De esta forma, a partir del conjunto de los nimeros racionales escritos como k—males se

logr6é definir el conjunto de funciones P, U (Pr + H) isomorfo a @y, haciendo una

construccion muy similar a la de las secciones precedentes.

En la siguiente seccion, se abordara también la generacion de funciones reales a partir de

los nimeros racionales pero desde otro punto de vista.

1.2.2. Los numeros racionales positivos y las divisiones largas

Considérese el racional % 10) = 0,®(1o> y aplicando ) a 0,@ se tiene:

2
ZCPIOZ”’x”
260(0.09) = 11(Jo.05])+ 15, donde ;0= ——
y de este modo:

9x?

0—x?

%0(0,®)(x) = 1

una funcidn racional asociada al racional ﬁ escrito como un decimal.

, . 1 . .
Obsérvese que por ejemplo ﬁum es un racional cuyo numerador y denominador son

nimero naturales y puede escribirse como:

—(10) =

11 10+1

(10)

y si se aplica al numerador y al denominador del racional anterior la funcion H definida en

la seccion 1.1.1. se obtiene la siguiente funcion:
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7= Gonde hix) = (&j(x) S
H(11) H(l1) 10x+1

funcién que es diferente a (O,@). De modo que:

Para una base fija k mayor o igual a 2, con [(a, b)] la clase de equivalencia® de + donde
a, beN y son primos relativos, sea % : Q" — R® una funcion tal que para todo [(a, b)] €Q"

(@, H)]) %

donde H(a), H(b)eP y H(b)) # 0.

Con esta nueva funcion estaria solucionada la cuestion planteada, sin embargo, asi como en

Q se toma un elemento y se desarrolla la division, es natural pensar en tomar una imagen de

Z y desarrollar la division mediante el método de la division larga usado en el siglo XVII

por J. Gregory y N. Mercator’, obteniéndose una aproximacion de la funcion considerada
en algun rango de convergencia. El procedimiento de division larga consiste en hacer la
divisiéon de un polinomio por otro de grado superior, ordenando los términos de los

polinomios en orden creciente de izquierda a derecha segtin los grados de los polinomios y

efectuar la division; por ejemplo para la funcion A(x) = se procede de la siguiente

Ox+1

manecra:

SPuede verse sobre la construcciéon de los nimeros racionales en: MUNOZ, J., Introduccion a la teoria de
conjuntos, 4a. ed. Bogota, Universidad Nacional de Colombia, 2002.

7 KLINE, M., El pensamiento matemdtico de la antigiiedad a nuestros dias, Vol. II. Madrid, Alianza
Editorial, 1992.
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1 1+10x

-1-10x 1-10x+(10x)* = (10x)> +---
—10x
10x + (10x)>
(10x)*
—(10x)* —(10x)°
—(10x)*...

1

ast A0 =10

=1-10x+ (10x)*> = (10x)* +---(=10x)" +--- siempre que |10x | < 1, pues

la serie hallada es una serie geométrica.

Con base en la idea de la division larga, considérese los siguientes dos casos:

1. Sea k una base fija, a, b, c € Ny a = cb, es decir, [(a, b)] =[(c)] y ceN, entonces:

F([(a, b)]) = Z([(c)]) = H(c)

este caso se reduce al estudio desarrollado en la seccion 1.1.1.

2. Sea k una base fija, a, b, c € Ny b = ca de manera que [(a, b)] =[(1, ¢)], cno es cero y

¢ # 1. Aplicando % se tiene:

2D _ 1

A1, o)) = Heo  HE

y con base en esto se pueden considerar los siguientes subcasos:

i. ¢ esunnumero natural de una sola cifra, entonces H(c) =f con f{x) = ¢ y de este modo:

50



1
A 1’ =
A, D =~

ii. ¢ esun numero natural de dos cifras. Supongase ¢ = cico y ¢ # 0; asi:

Z([(1,0)]) :ﬁ = fi donde fi(x) = co + c1kx

de modo que,

1
A1, )y = ———,
¢, +ckx
efectuando la division larga:
1 | o +okx
2 3
€o €o €o

como puede apreciarse, resulta en el cociente una serie de potencias que aproxima a la

funcion Z([(1, ¢)]); sin embargo, para que tanto la serie como la funcion sean iguales

se requiere hallar el intervalo de convergencia; obsérvese que la serie:

1 ¢k +(Clk3)2 xz_(c1k4)3 PERS 1

2 3
¢k c,k ¢k
———5x toe=—| 1+ x|+ x| +| x| +--
¢ ¢ o o Cy Co Co Co
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es una serie geométrica, por tanto para que Z([(1, ¢)]) sea igual a la anterior serie, se

debe cumplir que ‘ ‘ <1; es decir | x |< y de esta forma:

1 1 & c,k
Z[(1, ¢ = = ——1" x| siempre que |x|<-
([(1, D) ok Co;): . pre que [x < %

iii. ¢ es un numero natural de tres cifras. Supongase ¢ = cxcico y co# 0. Asi

1
A e = =y

efectuando la division,

2
1 ¢, + ¢ kx +c, (kx)
]Gk ok 2 L _ak ey alkioaek’ (2
o o € ¢ I
ok ok? 2
o € X
ok ok 4 Leh)” (clk) x 4 ok’ clczk 3
o co 0
ck) —coesk? 2 ack® 3
( 1 ) 20 2 X _"_ 1 23 X

o o
2 c13k3 —cociak® 3 clzczk3 —coczzk3 4
- 3 X = 3 X
€ €0

_ (e1k)? —coerk?

2
€o

2co0i0,k° —¢° K> 3 ¢k —coc, k4
01231 x_ae 302 x*.

€ o

La serie que resulta pareciera que no tuviera una expresion general que la representara

pero al completar cuadrados en el denominador y efectuando la division resulta una

expresion mas general:
Co+chx+c, (kx)* =AX* + C

donde, 4 = )k, X = ( ) y C —M ; luego
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1 1
7 [(1, c = =
4([( )])(x) ¢, +ckx+c, (kx)2 C+AX?

Efectuando la divisiéon como se ha hecho, resulta que:

7 __ L (A Ae) (A s oLy (LA xeY
(1, ) C+AX2_C(1 (CX J+(CX) [CXjJr ]_Cz[ CX)

siempre y cuando —gX ?

< 1. Sustituyendo los valores de 4, C'y X, se tiene:

2 4 2
CoC) — € CoC) — €

A, o =4Lz(_MJ

Siempre que:

2 2
¢ |4coc1 - |
X+ < S
20,k ) | 4e’k |
iv. c¢ esun namero natural de cuatro cifras. Supongase ¢ = cicacico y co# 0. Asi:

N _ I
A, ey co + et ¢, (kx)” + ¢, (kx)'

Haciendo la division larga, resulta la siguiente serie en el cociente:

2 3 3
C € S Co

2 2 3 2 3
ck k(¢ —c,c k’(¢c,"c, —2c,cc, +¢
G LA (¢ oz)xz_ (¢ ¢y 0“1 1)x3

4 2 2 2 4 5 3 2 2 3 5
k™ (¢, (2cic5+¢,7)=3cyc ¢, +¢ )x4 N k”(2¢, cycy =3¢, ¢ (cic5 +¢,7 ) +4cc ¢, — ¢ )x5 e
5 6
Co Co
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Pero de esta serie, no se ve inicialmente una expresion general ni como determinar el
intervalo de convergencia; por tanto, se retomara esta cuestion después de hacer una
corta revision historica del desarrollo de funciones reales por series que aparece a

continuacion.

1.2.2.1. Las diferencias finitas y el teorema de Taylor®

A finales del siglo XVII y durante el siglo XVIII, los matematicos se enfrentaban a diversos
problemas que surgian debido a los progresos en navegacion, astronomia y geografia, tales
como el calculo de tablas trigonométricas, logaritmicas entre otras, por lo cual se vieron
obligados a que dichas tablas fueran lo mas precisas posibles, para ello los matematicos
recurrieron a la interpolacion de funciones, siendo la interpolacion lineal la més usada, sin
embargo, las funciones consideradas no eran lineales por lo cual tenian que hallar otras

formas de interpolacion mas precisas y mejores.

Es Brigss en su Arithmetica Logaritmica (1624) quien inicia un método de interpolacion de
funciones que lo complementan James Gregory y Collings e independientemente lo obtiene

Newton. El método es el siguiente:

Supdngase que f es una funcidon cuyos valores se conocen en a, a + ¢, a + 2¢, a + 3c,...,

a + nc; y sean:
Af(@)=f(a+c)- f(a),
Af(at+c)=fla+2c)- flato),
Af(a+2c)=f(a+3c)— f(a+2c),

Af(a+(n-l)c)=f(a+nc)—f(a+(n-l))

¥ Las ideas principales de esta seccién se han tomado de: KLINE, M., El pensamiento matemdtico de la

antigiiedad a nuestros dias, Vol. 1. Madrid, Alianza Editorial, 1992. pp., 584-587.
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a estas diferencias se denominan primeras diferencias finitas. Por otro lado, sean:

Nf(@=Af(a+c)-Af(a)
Af(a+c)=Af(a+2c)—Af(a+c)
Af(a+2c)=Af(a+3c)—Af(a+2c)

Nf(a+(n-1)c)=Af(a+n-2)c)~Af(a+(n-1)c)
denominadas segundas diferencias finitas.

Y asi sucesivamente:

Nf (@)= A f(a+ )= Nf(a)

A'f(a)=A""f(a+c)-A"'f(a)

llamadas en general diferencias finitas. En la siguiente figura se muestra un esquema que

resume como se forman estas diferencias:

Flay fla+cy [fla+2c) fla+3e) fla+de) - fla+@n-Dec) flatno)
MA@y Af(a+e) M(a+2c) Afla+3c) A (a + (n—1)e)
.&{f\(é Iy f(\a{c) A szc) 2 fla+ (-2
E,><&/> ﬂ?féx{@ o B fla+(n-3)0)
K f(a)

Figura I
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YaqueAf(a)=f(a+c)— f(a)se sigue que:

flato=Af(a)+ f(a) (1)

Por otro lado:

Nf(@)=Af(a+c)-Af(a)
=fla+2c)=2f(atc)+f(a)
=f(a+2c)—2 Af(a)—f(a) Sustituyendo por (1)

de modo que:

fla+2c)= f(a) +2Af(a) + Af (a) 2)

Con el fin de recordar la secuencia se abusara de la notacidn, escribiendo las ecuaciones (1)

y (2) de la siguiente forma:

fla+c)=(1+A)f(a) (1)
fla+2c)=(1+2A+A% f(a)=(1+A) f(a) (2°)

Se tiene también:

Af (@)= A (a+c) - f (a)
=(Afa+t2c)-Af(atc)—-(Af(atc)-Af(a)
=Af(a+2c)-2Af(a+c)+Af(a)
=[f@a+30)-fla+20)]-2[f(a+2c)-fla+ )] +[fla+c)-f(a)
= f(a+3c)—3f(a+2c)+3f(a+c)—f(a)al sustituir por (1) y (2) se tiene
= fa+3c)-38% (a) = 3Af () £ (a)

de modo que
fla+3¢)=Af(a)+ 30 (a) + 3Af (a) + f(a)
=(1+3A+3A* +A%) f(a)

=(1+4)f(a) (3)
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la induccidon matematica permite generalizar que:

n(n

f(a+nc)= f(a)+nAf(a)+ 1)Azf(a)+ +A"f(a)

=(1+4)" f(a) )

) b . )
haciendo n =— la ecuacion (4) se convierte en:
c

(), L)
fla+b)=f(a)+~ Af(a)+ A f(a)+E ; € Nf@+- (5

¢ésta es la formula de Gregory-Newton y se usa de la siguiente manera:

“Para calcular f en un valor de x comprendido entre dos valores en los que
se conoce f basta hacer simplemente b = x — a; el valor calculado no es
necesariamente el verdadero valor de la funcion, lo que da la formula es el
valor de un polinomio en b que coincide con la verdadera funcion en los
valores especiales a, a + ¢, a + 2¢, a + 3c,...” (Tomado textualmente de la

referencia que aparece en el pie de pagina 8)
Gregory aplica la férmula (5) a la funcién (1 + d)*, ya que conocia los valores de la funcion

en x =0, 1, 2, 3,... obteniendo: f (0) = 1, Af (0) = d, Azf (0) = & y asi sucesivamente,

entonces al hacera =0, b=x—0y ¢ =1 en la férmula de Gregory-Newton, resulta:

(1+d) =1+dx+

x(x—1) d2+x(x—l)(x—2) pE (©6)
] 3!

De este modo, Gregory obtuvo el desarrollo binomial para un x general, tal como Newton
habia hecho al generalizar el teorema del binomio para exponentes fraccionarios y

negativos, hecho del cual se tiene registro en dos cartas dirigidas por el mismo Newton a
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Henry Oldenburg en 1976, secretario de la Royal Society, en las cuales enuncia el resultado

m/n

general de la expansion de (P + PO)™" que dice haber investigado antes de 1669°.

Pero aqui no termina la historia, el resultado tal vez mds importante lo obtiene Brook
Taylor y es publicado por primera vez en su Methodus Incrementorum Directa et Inversa
(1715), en el que Taylor expone el teorema'® que aun lleva su nombre y que habia

enunciado en 1712.

Taylor sustituye a ¢ por Ax en la férmula de Gregory-Newton; asi por ejemplo el segundo

término de la formula (5) se convierte en:

%Af(a) =%(f(a+Ax)—f(a)) =(f(“+m)—f(a)jb

Ax

de este modo, Taylor concluyd que cuando Ax = 0, el término anterior se convierte en

b f(a).

De igual forma, para el tercer término de la ecuacion (5) se tiene:

b(b_lJ b(b_ j

CE R f (@) =BT (@ + A0 -4/ ()]
_ b(b-Ax) {Af(a +Ax) — Af(a)}
) Ax?

bI@
2!

cuando Ax = 0, Taylor concluyé que el término anterior se convertia en

manera que la formula de Newton-Gregory queda:

’ NEWTON, I. “Sobre el teorema del binomio para exponentes fraccionarios y negativos”, en NEWMAN, J.,
Sigma: el mundo de las matematicas, Tomo IV, 10a. Ed. Barcelona, Grijalbo, 1985.

19 El teorema de Taylor ya era conocido por James Gregory en 1670 y fue descubierto independientemente
por Leibniz, pero ninguno de ellos lo publico. Jean Bernoulli publicé el mismo resultado en las Acta

Eruditorum de 1694, y aunque Taylor conocia este resultado no se refiri6 al él.
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fla+b)= f(a)+f(a)b+f”(a) +f'”()

y si b =x — a entonces la expresion anterior es:

(x— a) (x— a)

J) = fla)+ fla)x-a)+ [ (@) ———+ " () ———

Resultado conocido como Teorema de Taylor. Taylor no fue lo suficientemente riguroso
como se exige actualmente, ni tampoco se planted la cuestion de la convergencia; sin

embargo es un método potente para desarrollar funciones por series.

1.2.2.2. De regreso a las divisiones largas

En la ultima parte de la seccion 1.2.2. se obtuvo que:

(L)) =f

donde
fi) = 1
¢y +cihx +c, (kx)? +c, (kx)’
2 3
_ b cl2 4 k* (C1 3cocz)x2 _ks(co G _2200102 +¢ )xs n
Co € Co Co

k4(002(201c3 +0222_3c001202 +c14)x4 4 (7)

Co

y de esta expresion no se conoce por ahora un término general que la genere ni tampoco los
valores de x para los cuales la igualdad es cierta; sin embargo, en la seccion anterior se vio
que la férmula de Gregory-Newton engendra el desarrollo del polinomio de Taylor para

una funcion dada; por tanto es posible que la serie obtenida al hacer la division de la
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funcion anterior se relacione con el teorema de Taylor, de hecho, se tiene el siguiente
teorema que no se demostrard debido a que la demostracion no es relevante pues no se hara
un estudio a profundidad del teorema de Taylor, pero que permite escribir de forma general

la expresion anterior:

Teorema'' 8. Sea f una funcién derivable n veces en a, y supéngase que P es un polinomio
en (x — a) de grado menor o igual n, igual a f hasta el orden n en a. Entonces P = P, .

[Py es el polinomio de Taylor de grado n para f'en a]

Suponiendo la convergencia de la serie que aparece en (7) en algln intervalo de numeros
reales, la igualdad (7) es cierta y por tanto el polinomio obtenido al hacer la division n

veces coincide con el polinomio de Taylor de grado n para f'en cero; de este modo:

(i)
A1 =fx) = Zf O+ R

i=0

donde R,(x) es el resto y esta dado por:

R (x)= jf(nm() —1)"dt.

siendo £V integrable sobre [0, x].

De este modo, si R,(x) = 0, entonces el intervalo donde esto ocurre, la funcion Z([(1,¢)])w)

y el desarrollo de Taylor son iguales.

Asi, para una base fija k, si [(a, b)]€Q", a y b primos relativos y a = a,a,_i...ao, b = b,...by,

entonces:.

' La demostracion de este teorema puede consultarse en: SPIVAK, M., Calculus cdlculo infinitesimal, vol. 2,

ed. Reverté, Barcelona, 1978., p. 508. Aparece como un corolario.

60



H(a,a,,...a,)
H®bD, ,...by)

Fl(a, b)])=f =

donde,

Ca (k) teta, & O0)
SO = by v b, =2

siempre que x sea un niimero real tal que:
(n+1)
X t
[ SO Gy =0,
0 n!

o mas general, para un meR en el que siempre existe la n—ésima derivada de f:

Fll(a, ) =fx) = 2 (x—m)".

i=0

& SO (m)
i!

siempre que x sea un numero real tal que:

rw(x—t)"dtzo.
n!

m

En conclusion, se logrd construir funciones reales a partir del conjunto de los niimeros
racionales desde dos puntos de vista; el primero considerando los numeros k—males y
siguiendo una linea parecida a lo desarrollado en la seccion 1.1. y el segundo, basado

fundamentalmente en las divisiones largas y el teorema de Taylor.

En la seccién que sigue, se abordard la construccion de funciones reales a partir del

conjunto de los niimeros irracionales cuadraticos, bajo la idea de las fracciones continuas.
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1.3. GENERACION DE FUNCIONES REALES A PARTIR DE LOS
NUMEROS RACIONALES Y LOS NUMEROS IRRACIONALES
CUADRATICOS

Una forma para probar que \/; para algin peQ" es irracional cuando p no es un cuadrado

perfecto, es recurriendo a las fracciones continuas simples y ver que la fraccidon continua es

infinita y perioddica. Por otro lado, para cualquier peQ es posible hallar una fraccion

continua simple finita equivalente a p.

De esta manera, por ejemplo 3 escrito como una fraccion continua simple es:

3
==——=[0;1,3],
2 [0;1,3]

1+

‘

W | =

y el nimero &dureo como fraccion continua simple es:

(p:1+1+=[1;i],
o
1+ 11

I+—

también se tiene que V2 es:
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Lo anterior sugiere que por ejemplo la fraccion continua simple de 2 definala expresion:

=Tt
2x+
1
2x+ I
2x +—
y que ¢ defina la expresion:
1
o(x)=1+ -1
X+ Hil
1
X+—
y de manera similar, que 2 defina:
1
X+—
3x

De este modo, si /= {p | peQ", v, p es un irracional cuadritico} Se define:

R:[— R*

Una funcion tal que:

. 1 1 1
i. sipeQ’,entonces p=a,+— — — con ay,..., a,eNy
a, +a,+-+a,

R(p)= R, donde R,(x) = a, +L . L
ax+a,x+--+ax

Se escribird también a R,(x) como: R,(x) = [ao; aix, a)x,..., ax]
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ii. sip esunirracional cuadratico, entonces

N 1 1 1 1 1 1 [ —]
p=a,+— — — — — — =lay;a,..,a,_,,a,,a,,,...,a,|
Catea a, ta dera, a4+ D0 T

y

R(p) = R, donde R,(x) = a, +L ! ! ! ! ! .
ax+-a_ x+ax+a_x+---+ax+ax+--+

Se escribird también a R,(x) como: R,(x) = [ao;alx,. e, X,0,X,0,,,X,.. .,anx] .
Ejemplos.

14+/5 -
(p: =

5 [1;1] es un irracional cuadratico, por tanto al aplicar ‘R se tiene:

R(p) = R, que se notard R, = O

y

1

] =[1;x],

d(x)=1+
X+

1
X+ —

A partir de esta igualdad, resulta:

1

N e

y por tanto:

(Ox))* + (x = 2)D(x) —x =0

.y, I cr 12
una ecuacion cuadratica en @ cuya solucion ~ es:

12 S6lo se considerara la solucion que suma la raiz cuadrada del discriminante, debido a que de esta manera se

logra obtener el nimero aureo.
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2—x+~x*+4

O(x) = 5

La funcién anterior indica que las reductas de la fraccion continua @(x) convergen a

esta funcion en algln intervalo, estas son algunas reductas:

. x+1 uinta reducta:
Primera reducta: ——, Q
* X0+ xt+4x° +3x7 +3x+1
2 5 3 >
x“+x+1 x> +4x +3x
Segunda reducta: ————
x°+1 Sexta reducta:
3 2
X +x +2x+1 6, .5 4 3 2
Tercera Reducta: - ’ X +x +5x"+4x +6x" +3x+1 ,
X+ 2x x+5xt +6x7 +1
x'+x’+3x>+2x+1  Séptima reducta:

Cuarta reducta: T 37 11 ;
+3x" +
X x"+x°+6x° +5x" +10x° +6x7 +4x+1

x'+6x° +10x° +4x

b

Y las graficas para valores positivos de x aparecen en la grafica siguiente:

@.8125

1.8333 2.8667 3.1 4.1333 5.1667 6.2 7.2333 8.2667 7.3

Grdfica 3
La grafica de color magenta es la correspondiente a la reducta 16 y la roja es ®(x).
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Por otro lado, si se remplaza a x por 1 en las reductas anteriores resulta el siguiente
conjunto de racionales:
f3ssinm
172737578713721
que corresponden a las primeras siete reductas del irracional ¢; por otro lado:

1+\/§_

o) =—

5

también se tiene por ejemplo:

D(2)=+2,

Z]: (Qa—n)+~n*+4

. Considérese el irracional p = [a;

con a y b numeros reales. Al

2
aplicar ‘R resulta:
1 N
Ry(x) = a+—1 = |a,nx|,
nx +
nx—+-—
de esta igualdad se obtiene:
1

SR"(x)_a:nx—(sﬁp(x)—a)’

asi mismo, resulta la siguiente ecuacion cuadratica en R ,(x):

[R,(0)] + [1nx — 2a] R,(x) + (@* —anx — 1) =0,
cuya solucion es:

(2a —nx) +n’x* +4

R, (x) = .

Llamando £, .(x) a R,(x), puede verse que f, (1) = p; por otro lado fn’l(%): 0.

Ahora, sia= 1y n=2, entonces p = V2 y

66



fz,l(x):(l—x)+\/x2 +1,

En la expresion anterior, si x = 4/3 se tiene:

Fl)=0-) ErT = 5=,

un resultado que puede parecer inesperado pero que ilustra el porque para demostrar
que un irracional cuadratico es irracional por medio de fracciones continuas, es

necesario que la fraccion continua sea simple, pues con este ejemplo se tiene que:

de donde puede surgir una supuesta contradiccion de que 5 es irracional porque puede

expresarse como una fraccion continua infinita.

En el capitulo que sigue, se volvera sobre las fracciones continuas pero en otros topicos de

la matematica.
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CAPITULO 2

GENERACION DE FUNCIONES REALES APARTIR DE
SERIES EN ALGUNOS TOPICOS MATEMATICOS

En el capitulo anterior, se trabajaron series de potencias convergentes, las cuales
permitieron definir funciones reales, sin embargo, puede ampliarse el estudio de la
generacion de funciones al considerarse otras series también convergentes pero no de
potencias, como es el caso de las series de los reciprocos de los cuadrados de los nimeros
naturales, la serie de los reciprocos de los niimeros triangulares, las series que aparecen por
ejemplo en la construccion del conjunto de Cantor, entre otras. De modo que el objetivo de
este capitulo es mostrar otras formas de generar funciones desde algunos tdpicos de la

matematica donde las series convergentes aparecen.

2.1. GENERACION DE UNA FUNCION REAL A PARTIR DE LA
CONSTRUCCION DEL CONJUNTO DE CANTOR?®®

Sea E el intervalo [0, 1]. Separese el segmento ( JA ,%) v sea E\ la reunion de los intervalos

[0, 51 [£.1].

B Ver respecto al conjunto de cantor en: RUDIN, W., Principios de andlisis matemdtico, 2a ed. México,

McGraw-Hill, 1977.



Separese los tercios centrales de los intervalos anteriores, y sea E, la reunion de los

intervalos

0,361 4. 561 156 74} %11,

continuando de este modo; se obtiene una sucesion de conjuntos E,, tales que

a Ei1oE,DE3>D ...

b. E, es lareunion de 2" intervalos, cada uno de longitud 3™".

El conjunto

P=(\E,.

n=1

se llama conjunto de Cantor.

Por otro lado, considérese los segmentos que se han extraido del intervalo [0, 1] para la

construccién del conjunto de Cantor, esto es:

Cuando se forma £, se elimina el intervalo (}4,%) de longitud % .

Cuando se forma E», se eliminan los intervalos: (%,%), (%,%) de longitudes (}4)° cada uno

Cuando se forma Es, se eliminan los intervalos: (%4;,%:) (1. %0), (1%7.2%,), (%,,2%,) de

longitudes (%)’ cada uno.

En general, cuando se forma E, se eliminan 2" intervalos de longitud ( JA )" cada uno, y asi

sucesivamente; de modo que, sumando las longitudes de los segmentos que se han extraido

del intervalo [0, 1] después de construido el conjunto de Cantor, se obtiene la serie:

2 3 4 n
(1]”[1) +2z(lj +2s(lj +...+2n—l(lj e,
3 3 3 3 3
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que puede expresarse como:

(e

Ahora, sean los conjuntos:

I = {2ka: NOR | 24, es el producto de keR por la serie geométrica convergente de razéon a},
y
1) - o i
P=or: a5 RIS, () =k (ax)  keR §,

Para los cuales se define la funcion:

C: 9> %
tal que:
€(L.)=fi
con,
Y.=ky @)y L=k (ax)
Esto es,
C: 9> %
K d o o, Hala >
X ki(ax)i

De modo que, la serie (1) estd en 4, y si Zl} = %Z(%) entonces:

donde,
fa0=12 (&) )



Como xe(—%,%) segun la definicion de %, entonces la serie (2) converge y puede

expresarse Como:

1&(2 Y 1
f??(x)_Ez(Exj T 3-2x’ )

n=0
. . . 33 .
De este modo, se consigue encontrar una funcion real con dominio =53 a partir de la

construccion del conjunto de cantor. Obsérvese que la funcidon encontrada es s6lo un caso

particular de la funcion €. Por otro lado, la funcion obtenida de esta forma no es nueva, ya

que antes, a partir de los nimeros naturales y racionales se obtuvieron funciones racionales.

2.2. EULERY EL DESARROLLO DE ALGUNAS FUNCIONES
REALES COMO SERIES DE POTENCIASH®

Dado que con el conjunto de Cantor no se logra un resultado sorprendente, se decide
recurrir a la historia de las matematicas y estudiar algunos trabajos desarrollados por el
matematico suizo Leonar Euler (1707-1783) como una excusa para conocer la forma como
genero algunas funciones por series y a su vez intentar definir funciones a partir de las

series por ¢l trabajadas.

2.2.1. Las funciones exponencial y logaritmo natural

2.2.1.1. Generalidades

Napier (1550-1617) fue el matemadtico que introdujo el término /ogaritmo a principios del

siglo XVII, ademas fue el primero en comprenderlos; sin embargo Henry Briggs (1561-

4 Los métodos descritos de esta seccion se encuentran en: DUNHAM, W., Euler el maestro de todos los

matematicos. Espafia, Nivola, 2000.
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1631) construyé durante varios afios la tabla de logaritmos comunes" (de base 10) por
medio de un método'® que aunque ingenioso muy poco util, debido a la extension del
mismo en comparacion de otros métodos mucho mas sencillos y eficientes de la misma
época, tales como los descubiertos por Mercator (1620-1687), Gregory (1638-1675) y
Newton (1642-1727), expuestos algunos en la seccion 1.2.2. del primer capitulo; los cuales,
utilizan series de potencias; reduciéndose, por ejemplo, la aproximacion de raices
complicadas, a simples sumas y multiplicaciones de niimeros racionales; sin embargo, a
pesar de que algunos de estos métodos permitian aproximar el valor de ciertos logaritmos,
no se tenia como tal una expresion general desarrollada en serie de potencias que permitiera
hallar logaritmos por simple sustitucion, tal como se hacia para aproximar raices. Los
primeros trabajos enfocados en esta direccion fueron dados por Gregory of St. Vincent
(1584-1667) y Alfonso de Sarasa (1618-1667), quienes encontraron una relacion entre los
logaritmos y el area bajo un segmento de hipérbola; tal descubrimiento se resume a

continuacion, haciendo uso del calculo actual:

1 x

Grdfica 4

!5 Obra citada en el pie anterior, p. 69.

'® Obra citada, pp. 70-71.
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Sea A(x) el area bajo la hipérbola y :% entre t = 1 y ¢t = x, como se muestra en la grafica 4.

entonces:
ab ] al ab ] al b 1
A(ab)=j1 Jdi=] ;dt+L ;dz=jl ;dt+J'1 —(adu), (1)
donde la segunda integral se ha transformado utilizando la sustitucion ¢ = au. Por tanto,
a 1 b 1 s
A(ab)zj —dz+j “du = A(a)+ A(b), (1)
1t T u
Por otro lado, haciendo la sustitucion ¢ = u" en (1) se obtiene:
A(a") = J.arldt = j“i(m"-ldu) = rj“ldu =r- A(a) (1)
It L u” Lu ’

Se observa que las propiedades (1”) y (1°°) del area hiperbolica, son las mismas que las de

los logaritmos.

Actualmente se sabe que el area en cuestion es el logaritmo natural, pero a mediados del
siglo XVII las relaciones anteriores no eran bien comprendidas; sin embargo Newton
encontrd una aproximacion a las areas hiperbodlicas mediante series infinitas. Usando la

notacion actual, la idea de Newton fue la siguiente:

Se hace una pequefia modificacion, corriendo la hipérbola de la figura 4 hasta que uno

coincida con cero, y se define:

in(l+x) = J.Ox%ﬂdt : 2)
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Entonces desarrollando %z (1+1)™" utilizando el teorema del binomio generalizado de
+

1 . , . , . .
Newton'’ ¢ integrando término a término se obtiene:

2 3 4
X X X

m(+x) = [ (=140 =0 +1* —ed == =T

Pero para llegar a esta serie, como se vio fue necesario hacer uso del calculo; herramienta
de la cual Euler no disponia debido a la naturaleza elemental de su obra; sin embargo esto
no fue un impedimento para que lograra desarrollar mediante series infinitas las funciones

exponencial y logaritmica, como se vera en las secciones que siguen.

2.2.1.2. Eulery la funcion Exponencial

Euler habia definido previamente las funciones exponenciales, considerandolas bastante

sencillas; por tanto pasa a considerar el caso inverso:

“...Daremos un valor a z tal que a~ = y. Este valor de z, considerado

como una funcion de y, es llamado el logaritmo de y”lg.

De este modo, Euler veia el asunto de los logaritmos en su auténtica naturaleza, ya que para

¢l la funcion logaritmica era la funcién inversa de la exponencial.

En seguida se mostrard como obtuvo una serie de potencias para la funcion exponencial

y=a',dondea>1,

"7 También puede realizarse la division larga, tal como se hizo en la seccion 1.2.2. obteniéndose el mismo
resultado.

"8 DUNHAM, W., Euler el maestro de todos los matemdticos. Espafia, Nivola, 2000. p. 75.
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Euler supone que w sea un “nimero infinitamente pequefio”, que aunque no sea igual a
cero, se verifique:

a’=1+y,

donde w es también un numero infinitamente pequefio. Luego, para relacionar las

cantidades w y v, hace que y = kw, entonces,

a’=1+ko.

La igualdad anterior permite hallar el desarrollo de a' para un numero finito x,

introduciendo una nueva variable j ==, por tanto:

g =

v (a) :(1+kw);i=(1+ﬁjj,

J

y usando el teorema del binomio generalizado de Newton en la expresion anterior se

obtiene:

PRIt k*x? LU=DG=2) ke x? LU=DG=2)(G=3) kixt .
j L2 Jj 3.2-1 i 4.3.2.1 ’

Dado que x es finita y @ una cantidad infinitamente pequefia, entonces j =< debe ser

infinitamente grande. De ello, segun Euler, se deduce que jT_.lzl, jjizl y asi

sucesivamente; en términos modernos, Euler enunci6 que:

hmﬂ =1, paratodo n >1.
Joe

Por tanto, la ecuacion anterior es:
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2.2 3.3 4_4
a":1+kx+kx +kx +kx +
2! 3! 4!

€)

Haciendo x = 1 en la anterior ecuacion, resulta una serie para la base a en funcién de £:

si en la ecuacion anterior se elige a como la base para la cual £ = 1, es decir, se selecciona

la base a de tal forma que a” =1 + w, donde w es infinitamente pequefia, entonces:

1 1 1
a=l+l+—+—+—+-,
2030 4

Euler calcul6d que el nimero anterior era aproximadamente 2.71828182845904523536028,

una constante que designd con la famosa letra e. A los logaritmos asociados con esta base

los llamo naturales o hiperbolicos.

Por otro lado, haciendo k= 1y a = e en (3), se tiene:

X

! ! '+... P
21 3 4 kok.

2.2.1.3. Eulery la funcion logaritmo natural

Euler observd que siendo w una cantidad infinitamente pequefia, entonces:

e’=1+ow,
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de lo cual deduce que @ = ¢n(1 + w) (escrito en términos modernos) y

Jjo=jm(l +w)= tn(l +w)’.

Pero aunque w es infinitamente pequefia, es, sin embargo, positiva, por lo que “es evidente
que cuanto mayor sea el nimero escogido para j, mas excedera (1 + w)”’ a 1”. De esto,

Euler dedujo que para cualquier nimero positivo x se puede encontrar j tal que:

x=(+w) -1,

concluyendo lo siguiente:

i wo=(1+x)"-1.

ii. 1+x=(1+w)’=e’®, lo cual sugiere que (n(1 + x) = jo.

iii. Como ¢n(1 + x) es finito mientras que w una cantidad infinitamente pequefia, entonces j

debe ser una cantidad infinitamente grande.

Ahora, usando los tres resultados anteriores y el teorema del binomio generalizado de

Newton, se obtiene:

(X-) . GX--2)

€n(l+x)=ja)=j[(1+x)1/j—1]=j1+_17x+ 7 X"+ 3 X 4=
L U)o G=D@J=D s, G=DEI=DGI-D "
2j 2j-3j 2j-3j-4j
Como j es infinitamente grande, entonces Euler garantiza que %=%, (Zé fl) =§,
J J

Gj-H_3 . : .
4 = Z y asi sucesivamente, €sto en terminos modernos es:
J
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nj—1 _ n

e (n+1)j o+l

Entonces, sustituyendo los valores anteriores en (4) resulta la siguiente serie:

¥ X X L X"
m(l+x)=x——+"——"—+--(=1)"" —+---. 5
(1+x) >t 32 =D " (5)

Como conclusion':

“La evolucion moderna de la serie logaritmica utiliza el calculo Para
obtener el desarrollo descrito en (5); por el contrario, se ha visto que
Euler llega a esta serie sin un uso explicito del calculo diferencial e
integral en su deduccion. De esta forma, sin el riesgo de caer en un
circulo vicioso, Euler tenia la libertad de aplicar la serie a los problemas

de calculo”.
2.2.2. Eulery las funciones trigonométricas, seno y coseno

Para el desarrollo por series de las funciones trigonométricas seno y coseno, Euler usa

variable compleja y el teorema de De Moivre (1667-1754), esto es:
Para todon > 1,
(cos@+isend)" = cos (n6) + i sen (nb)
(cos@—isenb)" = cos (n6) —isen (n6)

Por tanto, al sumar las expresiones anteriores y dividendo por dos, Euler obtuvo:

(cos@+isend)’ N (cos@—isend)
2 2

cosnf =

b

"% Obra citada, p. 81.
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luego, aplicando el teorema del binomio para desarrollar las potencias de la expresion

anterior, resulto:

. n-1 _ n-2 2 _ _ . n-3 3
cosnd - %[cos" g4 icos Osen® n(n—1)cos" " Osen” @ n(n—1)(n-2)icos" " fsen” +}

2! 3!
. n-1 _ n—2 2 _ _ . w3 5
+l cos"H—mCOS 49sen49_n(n 1)cos" = @sen ¢9+n(n 1)(n—2)icos" @sen 9+... ’
2 1 2 3
y de esto:

n(n—1)cos" > @sen’ N n(n—1)(n—2)(n—3)cos"* Gsen* @ L
2! 4!

cosn@ =cos" 8-

b

en este punto, Euler hizo que # fuera una cantidad infinitamente grande, por tanto si x = n6,

entonces 6= x/n es infinitamente pequena, de lo cual concluyd que cosd=1y send= 6.

Dado que 7 es una cantidad infinitamente grande, entonces las cantidades n — 1, n — 2,... no
se diferencian entre ellas y n; por tanto Euler sustituyd cada una de estas expresiones por n

en la ecuacidn anterior, obteniendo la serie:

2 (x ) e (V4 =Y
A PER )
2! 4!

2 4 6 +1_2
x* xt ox (=1)* X
B

24 6l (2n)!

De manera similar, se obtiene la serie para la funcidn sen x, restando y dividiendo por dos

las identidades del teorema de Moivre, con ello se llega a que:

x3 xS X7 (_ 1)n+1 xzn,l
senx=x——F————4-e 4~
35 7 2n—1)!
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2.2.3. Lasseriesp

Es natural pensar en series que sumen por ejemplo los reciprocos de los nimeros naturales,
o los reciprocos de los numeros triangulares, asi como los reciprocos de los cuadrados de
los nimeros naturales, entre otras, y de igual manera determinar si dichas series convergen
0 no, y en el caso de que sea asi, establecer cudl es el limite. Algunos de estos problemas
fueron enfrentados por el matematico Jacob Bernoulli (1654-1705) de hecho, a €l se debe la
demostracion clasica® de la divergencia de la serie arménica, aunque fue su hermano
Johann Bernoulli (1667-1748) quien al parecer demostrd primero este resultado®' basado en

la suma de la serie de los inversos de los numeros triangulares demostrada por Leibniz

(1646-1716) a saber:

I 1 1 1 11 1 1 1
I+—+—+—+—+=2| =+ —F+—+—+—+--
3 6 10 15 2 6 12 20 30

(--(-9-2G4
-]

I
)

Il
[\
[S—
+

[

N | —
+
N | —
N—
_|_
|
W | —

W |

que es el caso de una serie telescopica.

Con esto, Johann Bernoulli considera las series:

A:1+l+l+l+...+ 1 -,
2 3 n+l
:l+£+i+...+ n +...:A_1’
2 6 12 n(n+1)

20 Ver la demostracion en: KLINE, M., El pensamiento matematico desde la antigiiedad hasta nuestros dias,
Vol. II. Madrid, Alianza Editorial, 1992, p. 580.
*I SANCHEZ, C.; VALDES, C., De los Bernoulli a los Bourbaki, 1* ed. Espafia, Nivola, 2004. p. 227.
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y denotando por C la serie de Leibniz de los reciprocos de los niimeros triangulares con

cada término dividido por 2, obtiene las series:

el i
2 6 12 20
1 1 1 1 1 1
=t —t—t=Cm= =,
6 12 20 2 2
E=L+L+L+...=D_l=l_l=l’
12 20 30 6 2 6 3
=L+L+L...:E_i=l_i=l,
20 30 56 12 3 12 4

y asi sucesivamente. Luego, Bernoulli sumé las dos primeras columnas del conjunto

infinito de ecuaciones anterior y obtuvo:

C+D+E+...=l+ l+l + L+L+L + L+L+i+i e,
2 \6 6 12 12 12 20 20 20 20
3

Finalmente, al sumar la altima de las columnas, resulto:
1 1
+—+—4+—+-+=4,
3 4

por tanto, concluyd que 4 — 1 = A, lo cual es absurdo, entonces 4 es una cantidad
infinitamente grande, de este modo Johann Bernoulli demostré la divergencia de la serie

armonica.

Por otro lado, Jacob Bernoulli también demostr6 que la serie:
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a a+c a+2c a+3c
+ + +

b bd bd’® bd’

cuyos numeradores forman una serie aritmética a, a+c, a+2c, a+3c,... y cuyos

denominadores forman una serie geométrica, b, bd, bdz, bd’ L converge22 a
ad® —ad +cd
bd* -2bd +b°
También obtuvo por ejemplo que, oF =6y ZQ_" =26
x=1 K=l

denominadas series p, se dio cuenta que para p = 1 se tiene la serie arménica que como
demostré es divergente; pero en el caso de p =2 no logr6 encontrar una suma exacta para la
serie, lo cual no significo una derrota total pues utilizando la desigualdad 2k* > k(k + 1)
(siendo k un nimero natural mayor o igual a 2, se tiene que &> > k, esto permite demostrar

que la desigualdad es cierta, sumando k* a ambos lados de la desigualdad) encontrd que:

de modo que,

2 Obra citada pp. 97-98.
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1+l+l+i+...+L+...<1+l+l+i+...+ 1
4 9 16 k* 3 6 10 kik+1i’

2

donde esta ultima serie converge hacia 2 como se vio antes; asi al tener la mayor de las dos
. . . .7 r ~ s r 4 2
series una suma finita, Bernoulli establecié que la més pequefia también la debia tener™,

ademas, como k% < k% para todo p > 2, entonces por el mismo argumento concluy6 que las

series p con p > 2 convergen. Sin embargo, a pesar de esta magistral demostracion de la

convergencia de las series p, ain quedaba la duda de saber el valor al que converge la serie

Z ﬁ Admitiendo su derrota, desde Basilea, Bernoulli escribio su peticion de ayuda:
k=1

“Grande sera nuestra gratitud si alguien encuentra y nos comunica lo que

24
hasta ahora ha escapado a nuestros esfuerzos™".

Este problema conocido como el problema de Basiela perdur6 hasta mas allad de Jacob

Bernoulli.

2.2.3.1. Euler resuelve el problema de Basilea

Cuando Euler se enfrent6 al problema de Basilea, tratd6 de aproximar el valor al cual
converge la serie, haciendo algunas sumas parciales, pero encontrd que esta serie converge
muy lentamente, actualmente se sabe por ejemplo, que la aproximacion para mil términos

de la serie,

1 1
R

1
I+—+—
4 9 10007

~1,64393

2 Bernoulli aplicé lo que actualmente se denomina el criterio de comparacion para convergencia de series;
por supuesto, ignoraba la existencia de este teorema.

* SANCHEZ, C.; VALDES, C., De los Bernoulli a los Bourbaki, 1* ed. Espaiia, Nivola, 2004.
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solo es correcta en sus dos primeras cifras decimales; sin embargo, hall6 la igualdad:

1 N | >
— =Y ——+[m2},
;kz ;:kzzkl

obteniéndose como resultado una nueva serie que converge rapidamente gracias al término
2K pero a pesar de los esfuerzos, atn el problema no tenia solucién. Es en el afio de 1735
cuando finalmente Euler la encuentra; el razonamiento requiere de un par de observaciones

y un acto de fe.

En primera instancia considérese una ecuacion polinomica P(x) = 0 de grado n, con raices

i, 12,..., Iy, distintas de cero y P(0) = 1, entonces P(x) puede factorizarse como:

Poy=1-2 12 1= 2|12, (6)
h r n T

en efecto, six = 0 entonces P(0) =1y six =r, 1< k< n, entonces P(ry) = 0.

En segundo lugar, Euler necesitd el desarrollo en serie de la funcion sen x, como se vio en

la seccidn anterior esta es:

senx=x—x—+x——x—+x——-~-, (7)
o579

“El acto de fe consistia en creer que aquello que se cumple para un polinomio ordinario se
cumple también para un polinomio de infinitos términos. En este caso, asume que una
expresion polinomica con infinitas raices puede descomponerse en factores de la misma

forma que P(x) lo fue antes™.

» ACEVEDO M.; FALK M., Recorriendo el dlgebra: De la solucion de ecuaciones al dlgebra abstracta,
Bogota, Universidad Nacional de Colombia, Colciencias, 1997.
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De este modo,

2
T

-l
Teoremal. » —=—

Demostracion.

Euler escribi6

xoxt ox X

Px)=l-—+——+——--+,
st 9

el cual consider6 como un polinomio infinito. Se observa que P(0) = 1. Para hallar las

raices de P(x) = 0, se tiene que si x es diferente de cero, entonces:

de este modo, si P(x) = 0, entonces la igualdad anterior implica que sen x = 0, lo cual es

cierto siendo x =+ km, para k=1, 2,...

Luego, Euler factoriz6 P(x) asi:

B e C e e e
i [l_;_j[l_ = j[l_ = j[l_ o J | ®

de manera que:
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x*oxt Xt L8 x’ x? x? x*
l-— ———+—— . =P(x)=|1-= | 1- 1- 1- e 8’
3579 ) [ T’ ][ 47? J( 9’ J( 16n2] ®)

Desarrollando el segundo miembro de (8’) se obtiene:

l_x_+x__x_+x__...=1_(i ! + 1 + 12+"')X2+"', (9)

. 4 . . . .
donde los coeficientes de x* y otras potencias pares superiores son innecesarias por el

. . 2 .
momento. Entonces igualando los coeficientes de x” en (9), se tiene:

y por tanto:

De esta forma, Euler logra resolver el problema de Basilea. Como puede observarse, en el
transcurso de la demostracion, se hacen suposiciones fuertes sin demostracion, lo cual ha
hecho que actualmente la prueba de Euler no se considere valida, sin embargo son

. .. s1s 1 26
precisamente estos supuestos los que permitieron hallar un resultado valido™.

2 KALMAN, D., “Six ways to sum a series”. The college mathematics journal, Volume 24, N° 5, November,

1993, pp. 402-421.
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2.2.3.2. (Y las otras series p a qué valores convergen?

Euler, no obstante, ofrece otra serie de resultados, la mayoria bajo los supuestos de
extender los casos finitos a los infinitos, con lo cual logré hallar la suma exacta para otras
series p con p # 2. Para ver esto, Euler establece el siguiente teorema que describe la

relacion entre las raices y los coeficientes de una ecuacion polindmica:
Teorema®’ 2. Si el polinomio de grado n

P(y)=y' —Ay""' + By > - Cy"+ .. N, (10)
Se descompone en factores de la forma

PW=Y-r)y-r)y—rs)...(y—r), (11)

Entonces,

n

;rk:/l

n

Zrkz = AZrk -2B
k=1

= (11°)

n

Zr,sz rkz—BZrk+3C
k=1 k=1

k=1

Zr,f = AZV; —BZI*,{2 +C2rk -4D
k=1 k=1 k=1

k=1

y asi sucesivamente.

27 Actualmente, las formulas que aparecen en el teorema se conocen como formulas de Newton, éstas

aparecen publicadas en la Arithmetica Universalis.
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Demostracion.

Aplicando logaritmos a (11), se tiene la igualdad:
mPyY)=my—-r)+y—r)tHny—r)+.. +h{y—r)

diferenciando ambos lados de la igualdad anterior, resulta:

Py 1 1 1]

P(y) y-n y-n y-n y-r,

; (12)

ahora, obsérvese que

,con 1<k < n, es el limite de una serie geométrica, esto es:

Yy—n

Por tanto, seglin (12), se obtiene:

%:§+{Zrk}%+[ZF;J-%+---[ZF,{”J-yln , (13)

k=1

P'(y)

Obsérvese que (13) expresa en funcion de las raices del polinomio original.

Por otro lado, derivando (10) y dividiendo también por (10),

P'(y) B nyn—l _A(n_l)yn—Z +B(l’l—2)yn_3 _C(n_3)yn—4 T
P(y) - yn _Ayn—l +Byn—2 _Cyn—3 Lot N

; (14)
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P'(y)
P(y)

De esta forma, Euler encuentra formulas diferentes para la misma cantidad. Luego,

ecuacion que expresa

en funcion de los coeficientes del polinomio original.

igualando (13) y (14), y operando se llega a:

my" = A =Dy + B(n=2)y" = Cn=3)y" 4o =

(y” —Ay"" + By"? —Cy"” +~-~J_rN)- ij{znl~%+[er}~%+---(2r{} yln

k=1

k=1

n-1 n-2 2 n-3
=ny" +|—nd+ rka +[nB—A r, + rkjy —ee
) 2%

. ., . -1
Los dos miembros de esta ecuacion empiezan con ny" . Por tanto, comparando los

coeficientes de los términos del mismo grado en y se obtienen las relaciones buscadas. [

La anterior demostracién al mejor estilo de Euler, tiene algunos puntos sobre los cuales

discutir; por ejemplo, cuando se considera ¢n (y — r;), se asume implicitamente que y > 7

y cuando se desarrollan los cocientes de la ecuacion (12) como series de potencias se

supone la convergencia.
Pero este teorema no se queda alli, Euler lo usa para encontrar otros resultados referentes a
las series p. En efecto, considérese un polinomio que contenga s6lo potencias pares de x y

factoricese de la siguiente forma:

1-A +Bx =+ . 2N =(1=rx?) (1 =) (1= rx?) ... (1= 1), (15)

. 2 1 . .
ahora, sustituyendo x” por — en la ecuacion anterior:
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AT )

Multiplicando por y" a ambos lados de la expresion anterior, se obtiene:

VA By Oy T+ AN = (y-r) (Y —1) (Y—73) ... (Y — 1)

y este es el caso que Euler considerd en el teorema anterior; por lo tanto, de (15) se tiene

también las férmulas (117).

Euler asumi6 que las relaciones que establece el teorema 2 son validas cuando (10) y (11)

son infinitos, por tanto, retomando (8’):

x2 x4 x6 )C8 x2 x2 x2 xz
-2+ = 42 =P = 1-= | 1= 1- 1-
315 79 ) n’ 47° 9’ l6m°

e 1 1 1 1
5 = — = — = — S > 1-
que es la version infinita de (15) con A4 vk B R C P y r, pEpEE para k > 1;
entonces, segun la primera igualdad de (11°):
il 11 =1 n
E —— =A=—=—,portanto, }) —=—
- [T 316 ok 6

resultado ya demostrado. Por otro lado, la segunda y tercera igualdades de (11°)

proporcionan nuevas igualdades:
0 2 0 2 © 2
Z % :AZ%—ZB: 1 —2:L y entonces ZL“:E_
-\ kT k*m 3! 5190 i /" 90
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2

(1 Y (1 Y <! 1 ~ 1 x
—— | =4 —— | -B ——+3C =—— v entonces —_— =
kz(kznzj ;(kznzj ;kznz 945~ Lk 945

=1

De este modo, Euler no s6lo encontr6 respuesta al problema de Basilea, sino que también
ide6 una forma para hallar el limite de convergencia de las series p con p par; sin embargo
y hasta la actualidad los valores exactos de las series p con p impar, es ain un problema sin

resolver.

2.2.4. Generacion de funciones reales a partir de las series p

2.2.4.1. Algunas funciones polindmicas y las series p

De manera similar al tratamiento realizado en el capitulo uno para la obtencién de
funciones que resultaban de la expansién de los nimeros por series, se pretende en este

apartado, a partir de las series p convergentes, definir otras funciones; por ejemplo, dada la

o0
serie Z—Z podria asociarse la expresion:

ro=(3] GGG e Bl

Una funcion de dominio real, no muy sorprendente, ya que es simplemente una funcion
cuadratica, sin embargo, lo curioso de la funcion es su coeficiente que corresponde al limite

de convergencia de la serie p con p = 2. De este modo, considérese el conjunto:

SP = {f,: N — R| f, es una serie p, peN, p>2}

Ahora, sea ¢: SP -R*, una funcion tal que para toda f, € SP,
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14
0 X 0 1
¢ (f,) = f donde f(x):Z(_j =3
o \k =k
Entonces la funcion g tiene por imagen a una funcién polinémica generada a partir de las

series p.

2.2.4.2. Otras funciones generadas a partir de las series p

Considérese una vez mas la serie:

<N | 1 1 1
D=l —ee,
ok 4 9 16

a la cual puede por ejemplo asociarsele la expresion:

2 3 4 k

x° X x X = ( x*
X)=x+—+—+—+t—+---= — .
/() 4 9 16 k? ;[

Por medio del criterio del cociente, puede encontrarse el intervalo de convergencia de la

serie, en efecto:

k+1
X

T R
(k;_kl) :Kkilj -x] — x cuando k —>wx
I3

de modo que los valores de x deben ser menores que 1 para que la serie converja, por tanto,
la funcién anterior estd definida para los xe (-1, 1). Sin embargo, puede observarse ademas
que six = 1, entonces f(1) = /6, por lo tanto la serie también converge para x = 1, ahora si

x =—1, entonces /' (—1) = —1*/12, porque:

1 1 1 I 1 1 1 n’
4=+ —+ ottt + -+ S| =—,
9 25 (2k-1) 4 16 36 (2k) 6
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y de esto se tiene que:

por tanto:
© 1 2 7_[:2
;(21«—1) -8
finalmente:
f(—l):_]+l_l+i_i+...: 1+L+L+...+ 1 = |- 1+l+i+...+;2
49 16 25 416 36 (2n) 9" 25 k-1
v o _ %
24 8 12

de modo que el dominio de esta funcidon es [—1, 1]. La grafica siguiente muestra algunas

aproximaciones de esta funcion:

Y +6
“5.5
5
4.5
4
3.5
3
2.5
2
1.5
1
a.5
-B8.5 a.5 1 1.5 2 2.5 3
- -8.5 . . . .
-1
-1.5
-2
Grdfica 5

La grafica de color rojo es la aproximacion de la funcion desde k£ = 1 hasta k£ = 200.
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Lo anterior sugiere considerar el siguiente caso general:

Sea la serie p,

ZL:1+L+L+L+---+L+---,coanZypeN.
el TR VI VIPY. K

Luego, a esta serie puede asociarsele la expresion:

2 3 4 k © k
X X X X X
F(X)=x+—+—+"—F ot =
P( ) 217 3P 4P kP ;[ ]

Usando el criterio del cociente para la serie anterior, se determina el dominio de esta
funcion:

k+1
X

P P
& +k1) = Kkk 1) -x} — x cuando k —
X +
i

por tanto, para que el criterio pueda aplicarse x debe ser un numero del intervalo (-1, 1); sin
embargo, para x = 1 y x = —1, la serie también converge pues en estos valores se tienen las

series p, por tanto x € [—1, 1].

Precisando se tiene:

Sea & : SP — RN yna funcion tal que para toda serie p J» € SP:

é(f, )= F, donde F,(x)= i (;—i]
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De este modo, se logro definir una funcién que asigna a cada serie p una funcién

F, : [-1, 1] >R expresada como una serie; ademas cabe preguntarse si las imagenes de la

funciéon & pueden calcularse mediante una expresion explicita como lo plantearon los

Bernoulli, Euler, entre otros cuando se enfrentaron al problema de Basilea. Por ahora, la

pregunta queda sin una respuesta.

2.2.4.3. La funcion zeta®®

Se vio que las series p con p > 1y peN convergen todas, por tanto la pregunta que surge es,

. o 1 ,
(Para valores reales de p mayores que uno, la serie E — converge? La respuesta es si,
k=1 kP

de hecho, el resultado es inmediato por la misma convergencia de las series p; de modo
que, podria definirse una funcion cuya variable sea p; esta funcioén fue definida por Euler
para todo real p >1 y posteriormente por Riemann (1826-1866), considerando a p un

numero complejo cuya parte real es mayor que uno.

Definicion. Sea ¢ : (1, ©) =R, una funcion tal que para todo s€(1, ©)

11 .1 1 1
)=l+—+—+—+—+--= — .
)=ttty Z[HJ

0
k=1

. . ., 29
A la funcion C se denomina funcion zeta de Euler™.

2 EDWARDS H., Riemann’s zeta function, Mineola, New York, Dover publications, 2001.

¥ Actualmente esta funcién es un caso particular de la funcion zeta de Riemann. Como se comenté antes,
estas funciones difieren en que la funcion zeta de Euler esta definida para nimeros reales mayores que uno,
mientras que la funcion zeta de Riemann esta definida para todo nimero complejo con parte real mayor que la

unidad.
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Euler asi mismos, descubrié algunos resultados interesantes relacionados con esta funcion;

a continuacidon se mostrara uno de ellos:

Supdéngase que se quiere sumar todos los reciprocos de los enteros positivos cuyos Unicos

factores primos son 2 y 3, es decir, se desea obtener la suma de:

I 1 1 1 1 1
—t—t—F—F—F— e,

I 1 1 1 1
S=l+—4+—4+—+—+—+— —+— —
3 4 6 8 9 12 16 18 24 27 32

1
2
Como se aprecia, todos los denominadores de los términos de la serie son nimeros

naturales de la forma 2”37, por lo cual lo anterior puede escribirse como:

Se puede observar que en cada corchete aparece una serie geométrica de razon menor que

uno, por tanto, escribiendo el término al cual converge cada serie se tiene:

11 23
1 _1_1.2'
2 3

Por otro lado, el teorema fundamental de la aritmética permite que todo niimero natural

pueda descomponer como producto de nimeros primos, de modo que:

1 1 1 1
s)=l+—+—+—+—+---,
T T

puede escribirse como:
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g(s)=[1+%+( o ﬁ”lg( T T }

R e e e B L A e

donde todos los niimeros p son primos; de manera similar que en el ejemplo, cada corchete
contiene una serie geométrica convergente, entonces sustituyendo cada una de ellas por el

limite de convergencia correspondiente se obtiene:

- 1-—— 1-— 1-
2S 3S SS pS

1 1 1 1 .
C(s) = T 1 1" 1 —Hm Con p primo.

Es asi como Euler logra relacionar la funcion zeta con los nimeros primos.

En conclusion, las series p resultaron un buen recurso para la obtencion de funciones reales,

encontrando tres caminos diferentes de los cuales dos resultaron nuevos.

2.3. LAS FRACCIONES CONTINUAS Y LA GENERACION DE
FUNCIONES REALES A PARTIR DE SERIES

En la ultima seccidon del capitulo primero, se trabajaron algunas funciones dadas como
fracciones continuas a partir de los numeros irracionales cuadraticos, sin embargo, no se
determinaron funciones a partir de las fracciones continuas halladas para representar

algunos niimeros trascendentes como e o ; por ejemplo, Euler en 1737 obtuvo:

3 LUQUE, A.; MORA L.; TORRES, J., Una construccién de los nimeros reales positivos. Bogota,
Universidad Pedagogica Nacional, 2004. p. 79.
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de manera similar a la forma como se asociaron funciones a las fracciones continuas de los
irracionales cuadraticos, se puede por ejemplo obtener la siguiente expresion a partir de la

fraccion continua anterior:

e(x)=2+ ! ]
X+
2x + 2
3
3x+ A
4x +
Sx+..
Hallando algunas reductas y sus graficas se obtiene:
Primera reducta: 2
int ta:
Segunda reducta: Xy Quinta reducta
* 48x* +24x° +52x* +14x+6
457 +2x+2 24x" +26x% +3
Tercera reducta: —_—
2x"+1 Sexta reducta:
3 2 4 3 2
Cuarta reducta: 2%+ 6’; +10x+2 240x° +120x* +308x° +94x> +70x +8
6x" +5x 120x° +154x° +35x
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Grdfica 6

De lo anterior se pueden hacer algunas observaciones, por ejemplo que cuando los valores
de x crecen, las funciones se acercan a dos y que cuando x = 1, las reductas se aproximan al
nimero e. Sin embargo, se tiene pocos recursos para saber si estas reductas se aproximan a

alguna funcion.

2.3.1. Lafuncion log(1 + x) y las fracciones continuas

Dada una serie, cabe preguntarse si dicha serie puede expresarse como una fraccion

continua; por ejemplo, la serie de potencias para la funcion log(1 + x) es:

x2 x3 x4 X 2 3
log+x)=l(x)=x——+——-"—+-=x| | -——+———+--- |, 1
g+ x)=1,(x) > 3 4 5 1 (D

2 3 -l
definiendo / (x) = (1 —g + % - x? +-- j —1, entonces /y(x) puede expresarse como:
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_ X
b= @

Por otro lado, obsérvese que:

-1 -
R P SN 1(&)1_
2 3 4 X log(1+x)

de modo que al hallar el polinomio de Taylor en a = 0, de /;(x), lo anterior resulta:

2 3 4
e P S Y1 DY SHE S SNEC S | 3)
log(1+ x) 20 6 12 360 80

3 4 -1
Definiendo, /,(x) = -2y x——19—x+3i—--- —1, se observa que:
6 12 360 80

x/2
L= 4)
1+17,(x)
Por otro lado:
E_L 19x° 3x4+m
1 | = 6 12 360 80

6 12 360 80

_2(Xf q+1
3 log(1+ x)

L(x)=
(%) x x* 19x° 3x x x* 19x° 3x
1 4+ = 1-—4+——
6 12 360 80

= Por (3)
20 x
X (log(l + X) J
X
. 9 _ (x+2)log(1+x)—2x (5)
- X 1 - 2(x—log(1+x))
log(1+x)
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Hallando el polinomio de Taylor en a = 0 de L (x), (5) resulta:

lz(x)z(x+2)log(1+x)—2x=£(1_£+m]' ©)
2(x—log(1+x)) 6 3
X -1
Definiendo /;(x) = (1 3 +-- j —1, entonces (6), puede escribirse:
x/6
=20 ™
1+4(x)
de manera similar:
x/3
L =—5 ®)
1+1,(x)

Donde /4(x) es una serie de potencias que se determina de forma similar como se hallo /y(x),

L(x), y ;3(x).
De esta forma, (2), (4), (7) y (8) sugieren la identidad:

o ©)
x/6

’ 1L X3
1+1,(x)

log(1+x) =

1+

De hecho, aunque el método anterior resulta ser extenso, aproxima a una de las fracciones

continuas de log(1 +x), a saber”':

' LORENTZEN, L, WAADELAND, H., Continued fractions with applications, Elsevier science publishers,
Netherlands, 1992. p. 17.
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2.3.2. De las fracciones continuas a las series de potencias. Un ejemplo

Considérese la identidad:

Jl+x—-1= al ,
2+\Wl+x -1

De esta igualdad se deduce que:

Jx-1=2 2 % al , 10
2+2+~-+2+2+‘«/1+x—1i (10

de esta forma, la expresion anterior sugiere considerar la fraccion continua:

) YD) : (11)
242+ 4242+
Calculando el polinomio de Taylor de la funcion f(x)=+/1+x —1 en a = 0, resulta:
2 3 5x4 7x5 w (1
\/1+x—1=£—x—+x____|_ o 2 |k 12
2 8 16 128 256 =k (12)

siempre que | x | < 1.
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Ahora, expandiendo algunas aproximaciones de la fraccion continua (11) se tiene:

Primera aproximacion.

2o 0 +0x e,
2 2
Segunda aproximacion.
x X 2 _x % X x ¥
2+2 x+4 8 32 128 512

Tercera aproximacion.

2 2 .3 .4 5
X x x x+4x x x* x x x

242+2 4x+8 2 8 16 32 64

b

Cuarta aproximacion.

4x* +8x X xX X 5xt 13x5_

X>+12x+16 28 16 128 512

X x x X
2424242

Los términos subrayados, son los términos que coinciden con la serie de la funcion.

De este modo, se puede pasar de la fraccion continua a la serie; el proceso contrario como
se vio parece un poco mas dificil; sin embargo, el tratamiento efectuado en este ejemplo no

es riguroso, pero intuitivamente muestra que la fraccion (11) converge a la serie (12).

En conclusiodn, las fracciones continuas son una herramienta potente para generar funciones
reales; ademas permite ir en una doble via, de las fracciones continuas a las series y de las
series a las fracciones continuas; por otro lado, la expansion por fracciones continuas de

algunas funciones reales convergen en intervalos mas grandes que cuando la funcion se

103



expresa como una serie, es el caso de la funcion f(x) =+/14+x —1 que expandida como (11)

converge™® para todo xe[—1, ) mientras que expandida como (12) solo converge en el

intervalo (-1, 1).

Con el fin de precisar un poco mas lo desarrollado hasta ahora en cuanto a las fracciones
continuas, se ofrece en la seccion que sigue la definicion de este concepto y algunas

propiedades, que aparecen en la bibliografia citada abajo.

2.3.3. Definicion de fraccion continua®

Sea {x,} una sucesidon de numeros reales, entonces la serie
o0
an=x1+x2+---+xn+---, (13)
n=l1
es la sucesion {X,} de las sumas parciales:
n
X=2 %
k=1

las cuales pueden definirse por recurrencia asi:
Xnt1 =Xy + Xui1,

Si la sucesion de sumas parciales {X,} converge a un ntimero real 7, entonces la serie (13)

es convergente y tiene suma 7" en cuyo caso se escribe:

32 LORENTZEN, L, WAADELAND, H., Continued fractions with applications, Elsevier science publishers,
Netherlands, 1992. p.16.

3 Ver bibliografia citada en el pie de pagina anterior.
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Hpn=P1‘P2"'Pn"', (14)

los cuales pueden definirse por recurrencia asi:
Pui1 =Py - pui,

Si la sucesion {P,} converge a un numero real P, entonces (14) es convergente y tiene

producto P en cuyo caso se escribe:

Hpn =P.

n=1

Ahora, sean {a,} y {b,} dos sucesiones de numeros reales, donde todos los a, # 0, y {f,}

una sucesion de B = RU{—o0, oo} dada por:

y en general:
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Jo = : (15)

De manera similar a las series y los productos infinitos, lo anterior conduce al concepto de

fraccion continua. Luego:

K())=—4 . (16)

es la sucesion {f,} de aproximaciones dadas por (15). Si {f,} converge a un niumero real F,

entonces (16) converge y se escribe:

Puede observarse que en los tres casos expuestos, la construccion de cada uno de ellos

puede hacerse de la siguiente manera:

Dada una sucesion {¢y} de R en I, por composicion puede construirse una nueva sucesion

{®,} dada por:

D, = ¢, D, = @y 1(@n) = 21(P2A@3(...(@))))- (17)

Asi mismo, en los tres casos existe un numero real fijo ¢, por medio del cual puede

definirse la convergencia de {®,}, asi por ejemplo, para el caso de las series:
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o(w) = w + xi,

y las sumas parciales son:

®,(0) = @i(@(@3(...(0:(0))) = x, +x, +--

donde ¢ = 0.

Para los productos se tiene:
o(w) =w - pr,

y los productos parciales son:

@,(1) = pi(A@3(...(@ D)) = P, Py

donde c=1.

Para el caso de las fracciones continuas, se tiene que:

a
¢k (w) = s
b, +w
y las aproximaciones son:
a
® (0)= la ,
b, + 2
a
3
b, +
b3 + + aJ

donde ¢ = 0.

Precisando atin mas, se tiene:
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Definicion. Una fraccion continua es una pareja ordenada

(({an}, {ba}), n})s (18)

donde {a, }::1 y {b, }::0 son dos sucesiones de niimeros reales, con todos los a, # 0, y {f,}

una sucesion de numeros en el sistema ampliado de los numeros reales, dada por:

fn=S:(0), n=0,1,2,..., (19)
donde
SO(w) = S()(ZU), Sn(w) = Sn,](sn(ZU)), n= 19 29 39' ) (20)
so(w) = bo + w, s (Wy=—2— p=1,2,3,.... Q1)
b +w

n

Por otro lado, al tomar algunas aproximaciones f, y realizar los calculos respectivos, puede

observarse lo siguiente:

fo = bo >
__bb, +a,

A Th
f = b,(bb, +a,)+a,(b,)

g b,b, +a,
£ = b;[b,(bb, +a,) + a,(b))]+a,[bb, +a;]

3 5

by (b,b, + a,) + a; (b))

£, = b,{b;[D, (Db, + ) + a,(b))]+ a;[bb, + a1} + a, b, (b, + a)) + a,(b,)}

=

by(by(b,b, +a,)+as(b)) +a,(b,b +a,) ’

Analizando los numeradores y los denominadores de las aproximaciones anteriores resulta:
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1. Para los numeradores:

Si se denota a by como Ao, y se define 4| = 1, entonces, biby + a1= b1dp + a14-1, y

llamando a esta expresion A, se tiene para el numerador de f;:

A1 =b140 + a144,

De igual manera, para el numerador de f;, bo(b1by + a1) + ax(bg) = b4, + a4y, y llamando a

esta expresion A,, se tiene:

Az = b4, + axAo,

Similarmente, denotando al numerador de f3, 43; resulta:

Az = b3[ba(b1bg + a1) + ax(bo)] + as[bibo + ai]
=b3A + azA,,

y para el numerador de f1, denotado 44, se tiene:

Ay = bsAsz + asA,,

La inducciéon matematica permite demostrar que el numerador de la n-ésima aproximaciéon

fu, denotado A4, puede escribirse como:

An = bnAn—l + a,lA,,,z. (22)

2. Para los denominadores:

El denominador de fj es 1, y se define By = 1. Por otro lado, llamando B, al denominador de

/1y definiendo B_; = 0, entonces:
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Bi=biBo+aB.1=by,
Asi mismo, denotando B, al denominador de f;, se tiene:
By = byB1 + axB,,
De igual manera el denominador de f; es:
B3 =b3B, + a3By,

En general, la induccién matematica permite demostrar que el denominador B, de la

n-ésima aproximacion f,, puede escribirse como:
B,=b,B, 1+ a,B,. (23)
De este modo,

Teorema 1. Sean

A% 24
B,) (1) (4
)2l )

=b +a, : (25)
Bn Bn—l Bn—Z

Al’l
B

n

entonces,

S (0)=f. = n=0,1,2,... (26)

Se denomina a A, el n-ésimo numerador canonico de f, v a B, el n-esimo denominador

canonico de f.
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El teorema que sigue muestra una relacion entre los numeros 4, y B,.

Teorema 2. Sea A, el n-ésimo numerador candnico de f, y B, el n-esimo denominador

canonico de f,, entonces

Aan—l - An—an = (_l)n_lHak : (27)
k=1

Demostracion.
Sin =1, entonces:
AlB()*AoBlelfboBl por (12),

= (b1A0 + alA_l) — bo(blBo + alB_l) por (13),

:b1b0+a1 —blbo pOI‘(12),

=D""a.

Supdéngase que para n — 1 se tiene que:

Ay 1Byo = Ay 2By =(=1)" ], (28)
Luego:
Aan,] - Anlen = (bnAnfl + anAn72)anl _Anfl(annfl + aan72) POT (25)9

= an(An72Bn71 - Anleth)
= an(Anlenf2 - An72Bn71)

n—1
a0 ()7 ]a, por (28),
k=1

- (_1)"-113% .

Esto demuestra lo que se queria. O
En la seccidon que sigue se mostrard otra forma de generar funciones a partir de fracciones

continuas, haciendo uso de la denominada serie hipergeométrica.

111



2.4. LA SERIE HIPERGEOMETRICA

2.4.1. Generalidades

Hasta el momento, se ha obtenido un buen nimero de funciones generadas por medio de
series, sin embargo, existe una serie que engendra a muchas de las funciones antes

. . . r,. 34 .
estudiadas, esta es la serie hipergeométrica’, la cual se expresa por medio de:

afb£+a(a+1)b(b+l)£+m+a(a+1)---(a+n)b(b+1)---(b+n) x"! e (D
c 1 c(c+1) 2! c(c+1)---(c+n) (n+1)!

F(a,b;c;x)=1+

donde |x |<1,c#0yceZ.

Gauss (1777-1855) not6 que para valores especiales de los parametros a, b y c¢ la serie (1)
induce casi todas las funciones trascendentes entre otras. En efecto, la observacion de
Gauss es vital, ademas encontr6 relaciones con otras funciones conocidas tales como la

funcion gamma de Euler, relacion que se expresa por medio de la igualdad:

F(Cl bCl) — F(C)F(C—a _b)
77 T(e—a)(c-b)’

Por otro lado, y atendiendo a la observacioén de Gauss, se tienen los siguientes ejemplos:

** La serie hipergeométrica es una solucion particular de la ecuacion diferencial

x(I=x)y" +(c—(a+b+ 1x)y —aby=0.
Gauss le dio el nombre de ecuacion diferencial hipergeométrica, la cual depende de los parametros a, b y c.
Puede encontrarse de manera detallada la solucion a esta ecuacion diferencial en: VILLAMARIN, G.,
“Solucion de una ecuacion diferencial hipergeométrica”, Boletin de matematicas, volumen XVII, N° 1, 2, 3.

Bogota, Universidad Nacional de Colombia. 1983, pp. 42-57.
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1. Haciendoa=1yc=>ben(l),se obtiene:

2 n+l

F(l,b;b;x):1+1x+1(2)%+--~(1-2~3-~-n)x' T
. n

1
=14+ X+ XX X =
I-x

2. Sia=b=1yc=2,entonces (1) es:

| 2 | 3 | 2 n+l
Fll2x =142 G0 GYx (D) x

2 3020 4 3! (n+2)! (n+1)!
X x2 x3 n+l
=l+—+—+—4+--+ +--
2 3 4 n+2
2 3 X4 xn+2
=—|x+—+—+— + +
x( 2 3 4 n+2 ]
1 1
=—log —|. Con xe(-1, 1) - {0}
X l-x

3. Sia=b=1,c=2ysereemplaza a x por —x en (1), se obtiene:

X x2 x3 xn+l

FQl2—x)=1-—4+"——"—+4.. 4 (-1)"
( %) 2 3 4 ( )n+2

1 ¥ % . X2
= X——+———+---+(—l) + ...
X 2 3 4 n+2

+ ..

zlog(l—+x). Con xe(-1, 1) - {0}
X

. . 3
4. Haciendo que a y b crezcan, y sustituyendo a ¢ por > y X por — 4x - en (1) resulta:
a
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lim [x- Fla,b;3-2 )| = lim

DR
a,b—o 2 4ab a,b—w

1 ab szra(a+1)b(b+l)x4
3lab Sla’h?

_a(a+1)(a+2)b(b+1)(b+2) 6 4. H

Na’b’
( x2 x4 x6 ]
=x{l-——+—=——+--
st 7
x3 )C5 x7
=X——+———+--=senx
357

5. Obsérvese que la serie F(a, b; c; x) se vuelve finita si @ 6 b son iguales al entero

negativo —n; como caso particular se tiene:

(=)’

F=nb;bi—x) =1+ (=m)b (=x) + (=n)(=n+Db(b+1)
T 1-b 1-2-b(b+1)
L (Em)(En+D(=n+2)b(b +1)(b+2)
1-2-3-b(b+1)(b+2)
(~n)(=n+1)---(=n+@m=1))b(b+1)---(b+n—-1)
nb(b+1)---(b+n-1)

(=x)* +-+

(=x)"

n(n—l)x2 _'_n(n—l)(n—Z)x3 ..

3 --+x”:(l+x) .

=1+nx+

2.4.2. Las fracciones continuas y la serie hipergeométrica

A continuacién se muestra como generar fracciones continuas a partir de la serie
hipergeométrica, para ello, las siguientes identidades’ se obtienen a partir de (1),

comparando las series de potencias en ambos lados de la igualdad, término a término:

3 LORENTZEN, L, WAADELAND, H., Continued fractions with applications, Elsevier science publishers,
Netherlands, 1992. pp. 18-20.
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F(a,b;c;x)zF(a,b+1;c+1;x)—a(c—_b)x-F(a+1,b+1;c+2;x),
c(c+1)
y
_(b+1)(c—a+l)x'
(c+D(c+2)

F(a,b+l;c+l;x)=F(a+1,b+1;c+2;x) F(a+1,b+2;c+3;x),

Suponiendo que no se divide por cero, las igualdades anteriores pueden escribirse asi:

—a(c—-Db)
— X
F(a,b;c;x) s c(c+1) 2
F(a,b+1;c+1;x) Fla,b+1;c+1;x)

F(a+1,b+1;c+2;x)

—(b+1)(c—a+1)
Flap+lie+lix) _  (ctle+2)
F(a+1,b+l;c+2;x)_ Fla+1,b+1;c+2;x)°

Fla+1,b+2;c+3;x)

3)

Obsérvese que el denominador del lado derecho de la ecuacion (2) es igual al término del
lado izquierdo de la ecuacion (3). Ademas, el denominador del lado derecho de la ecuacion
(3) coincide con el término del lado izquierdo de la misma ecuacion si se reemplaza a a por
a+ 1, bpor b+ 1ycporc+ 2 en todos los lugares. Por tanto, incrementando
repetidamente los dos primeros parametros por 1 y el tercero por 2 de la ecuacion (3), se

obtiene una fraccion continua.

Como conclusion, puede verse que casi todas las funciones que habitualmente se trabajan
en matematicas, se consiguen expresar por medio de series, es decir, son funciones
analiticas; constituyendo por ejemplo, el teorema de Taylor una de las herramientas mas
potentes y generales para el desarrollo de funciones por series, o asi como lo visto en esta
ultima seccion con la serie hipergeométrica que también permite generar un considerable

numero de funciones con solo elegir de manera adecuada los parametros a, b y c.
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CONCLUSIONES

Dado que un niimero natural cualquiera puede ser escrito en sistema posicional como
una suma de productos formados por un coeficiente, que corresponde a cada una de las
cifras del nimero, y una potencia de la base, se consiguié definir una funciéon que

asigna a cada nimero natural escrito en base &, una funcion polindmica de dominio real.

Por otro lado, sabiendo que cualquier numero neN, puede expresarse como

n=(n-1),(k—1) en base k, se obtiene una nueva funcién que asigna a cada niimero

natural una funcién afin de dominio real.

A partir de la expansion de los nimeros racionales como niimeros n—males, es decir

como series de potencias, se logrod definir la funcion biyectiva & para cada base fija

k > 2, con dominio en el conjunto de los niumeros racionales expresados como k—males

y rango el conjunto P4 U (P + H), formado por funciones racionales, permitiendo de

este modo, copiar la estructura de niimeros racionales en el conjunto P4 (P, + H).

La generacion de funciones reales a partir de los numeros racionales se realizd en
principio por medio de la representacion n—mal, por tanto, faltaba generar funciones
reales sin hacer uso de las expresiones n—males de los nimeros racionales, para ello se
recurrid a la division larga, lo cual permitié conectar la historia de la matematica
reflejada en las diferencias finitas, con el teorema de Taylor y finalmente con la

generacion de funciones reales.
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4. La forma como fueron construidos los diferentes sistemas numéricos en los espacios
académicos del pregrado (Aritmética y sistemas numéricos), permitid seguir un camino

logico para la generacion de funciones reales a partir de ellos.

5. Dado que las funciones reales encontradas a partir de los sistemas numéricos, tenian su
origen principalmente en las series de potencias convergentes, se decidio recurrir a otro
tipo de series también convergentes pero no de potencias, tales como, la serie de los
reciprocos de los nimeros triangulares que converge a 2, o la serie de los reciprocos de

, 2 .
los nimeros cuadrados que converge a m°/6, entre otras, por lo cual fue necesario
estudiar algunos trabajos desarrollados por Euler en torno a las series y las funciones,
consiguiendo definir y redescubrir otras funciones reales a partir de las series estudiadas

por Euler.
6. Con este estudio, se permitido apreciar que la mayoria de las funciones reales que

habitualmente se estudian, son analiticas, lo cual se ve reflejado por medio del teorema

de Taylor y series como la serie hipergeométrica.

117



2]

[3]

[9]

BIBLIOGRAFIA

ACEVEDO M.; FALK M., Recorriendo el algebra: De la solucion de ecuaciones al

dlgebra abstracta, Bogota, Universidad Nacional de Colombia, Colciencias, 1997.
APOSTOL, T., Calculus. Vol. 1. Barcelona, Reverté, 1988.

AYOUB, R., “Euler and the zeta function”, The American Mathematical Monthly,
Vol. 81, N° 10. 1974. pp. 1067-1086.

BOYER, C., Historia de la matematica. Madrid, Alianza Universal, 1986.

CARTAN, H., Teoria elemental de las funciones analiticas de una y varias

variables complejas. Madrid, Selecciones cientificas, 1968.

CASTRO, 1., El mas prolifico en la historia de la matematica Leonar Euler.

Meéxico, Grupo Editorial Iberoamericana, 1996.
DUNHAM, W., Euler el maestro de todos los matematicos. Espafia, Nivola, 2000.

DUBREIL, P.; DUBREIL, M, L., Lecciones de dlgebra moderna. 2a. ed. Barcelona,
Editorial Reverté, 1975.

EDWARDS H., Riemann’s zeta function, Mineola, New York, Dover publications,
2001.

118



[10]
[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

GEMIGNANI, M., Elementary topology. Canada, Adisson-Wesley, 1967.
KALMAN, D., “Six ways to sum a series”. The College Mathematics Journal,
Vol. 24, N° 5, November, 1993, pp. 402-421.

KLINE, M., El pensamiento matemadtico de la antigiiedad a nuestros dias, Vol. 11.

Madrid, Alianza Editorial, 1992.

LORENTZEN, L.; WAADELAND, H., Continued fractions with applications,

Elsevier science publishers, Netherlands, 1992.

LUQUE, A.; MORA L.; TORRES, J., Una construccion de los numeros reales
positivos. Bogota, Universidad Pedagdgica Nacional, 2004.

LUQUE, C.; MORA, L.; TORRES, J., Actividades matematicas para el desarrollo
de procesos logicos: clasificar, medir, invertir. Bogota, Universidad Pedagogica

Nacional, nomos, 2005.

MUNOZ, J., Introduccion a la teoria de conjuntos, 4a. ed. Bogota, Universidad
Nacional de Colombia, 2002.

NEWTON, 1. “Sobre el teorema del binomio para exponentes fraccionarios y
negativos”, en NEWMAN, J., Sigma: el mundo de las matemdticas, Tomo 1V, 10a.
Ed. Barcelona, Grijalbo, 1985.

PERALTA, J., “Una caracterizacion de m obtenida al resolver un problema en

clase”, en: Revista Suma, N° 45, febrero, 2004. pp. 59-67.

RENDON, A.; HARO, M., “Una propuesta para la aproximacién intuitiva de
funciones por polinomios en la ESO y el bachillerato”, en: Revista Suma, N° 45,

febrero, 2004. pp. 29-34.

119



[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

RUBIANO, G., “Fractales: la huella del caos”, Lecturas Matematicas, Vol. 18,
N° 1. Bogota, Sociedad colombiana de matematicas, Universidad Distrital Francisco
de José de Caldas.1997. pp. 53-69.

RUDIN, W., Principios de andlisis matemdtico, 2a ed. México, McGraw-Hill, 1977.

SANCHEZ, C.; VALDES, C., De los Bernoulli a los Bourbaki, la ed. Espafia,
Nivola, 2004.

SPIVAK, M., Calculus calculo infinitesimal, vol. 1, ed. Reverté, Barcelona, 1978.
SPIVAK, M., Calculus calculo infinitesimal, vol. 2, ed. Revert¢, Barcelona, 1978.
VILLAMARIN, G., “Soluciéon de una ecuacion diferencial hipergeométrica”,

Boletin de matematicas, volumen XVII, N° 1, 2, 3. Bogotd, Universidad Nacional de

Colombia. 1983, pp. 42-57.

Algunos Sitios Consultados en Internet

http://www.eulerarchive.com/

http://mathworld.wolfram.com/

www.maths.ex.ac.uk/~mwatkins/zeta/zetafn.htm

120



