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PARA N-FASES

Adriana Escobar Velandia
Freddy Alexander Torres Payoma

UNIVERSIDAD PEDAGÓGICA NACIONAL
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2.3. Ejemplos de funciones periódicas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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impedancia dentro de un circuito cualquiera. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

4.3. Analogı́a entre las distintas conductividades eléctricas y las contribuciones de
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Resumen

En los circuitos eléctricos polifásicos de corriente alterna las señales senoidales de voltaje

y corriente son analizadas mediante el uso de diagramas fasoriales que representan el compor-

tamiento de un sistema en el dominio de la frecuencia, y se desarrollan a través de las leyes

fundamentales de la teorı́a de los circuitos eléctricos. Sin embargo, el estudio se limita a cir-

cuitos polifásicos de tres fases simétricos, es decir, sus fasores presentan una misma magnitud

y ángulo de desfase uno respecto al otro. Para el caso contrario, donde los sistemas eléctricos

trifásicos no son simétricos, se emplea el teorema de Fortescue o de componentes simétricas,

el cual es utilizado para relacionar sistemas eléctricos asimétricos mediante la combinación

lineal de sistemas simétricos. Por otra parte, la teorı́a generalizada de la potencia instantánea

desarrollada por los profesores Ustariz-Farfan & Cano-Plata de la Universidad Nacional de

Colombia, establece que el tensor de potencia instantánea en un sistema eléctrico polifásico

se obtiene mediante el producto diádico entre el tensor de voltaje y el tensor de corriente. No

obstante, el análisis actual de la potencia compleja se limita a sistemas eléctricos monofásicos

lineales o trifásicos simétricos y asimétricos. A partir de lo anterior, la presente investigación

desarrolla un análisis geométrico de manera tensorial de los sistemas eléctricos polifásicos de

corriente alterna, relacionando el teorema de Fortescue con la teorı́a del tensor de potencia ins-

tantánea, permitiendo ası́, generalizar y ampliar la teorı́a ya existente de los sistemas eléctricos

en torno al análisis complejo de los circuitos de corriente alterna deduciendo los elementos

activos, pasivos y la generalización de la potencia aplicadas a ejemplos prácticos.
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Introducción

Este proyecto tiene como objetivo ser un aporte teórico de novedad cientı́fica al promover

el estudio y análisis de circuitos de corriente alterna en el Departamento de Fı́sica y en la Facul-

tad de Ciencia y Tecnologı́a de la Universidad Pedagógica Nacional. Adicional a ello, existen

varios enfoques donde se intenta llegar a una integración de varias disciplinas, uno de ellos,

es el transdisciplinar, el cual propone resolver un problema desde diferentes perspectivas dis-

ciplinarias; este tipo de actividades en el departamento y en la facultad permitirán dar diversas

soluciones a un problema en común, en torno a las nuevas tendencias en la enseñanza de la

fı́sica y, para el caso particular, la enseñanza de los circuitos eléctricos, promoviendo un desa-

rrollo conceptual más profundo que pueda ser implementado en cursos de teorı́a de circuitos

eléctricos y en la construcción de algoritmos computacionales más sencillos.

Por otra parte, la generalización de modelos geométricos adoptados a conceptos generales

de la fı́sica, han hecho que cada vez sea más importante su análisis. El teorema de Fortescue o

de componentes simétricas, es usado, con frecuencia, para relacionar sistemas eléctricos des-

balanceados mediante la superposición de tres balanceados y ası́ se puede reducir el análisis

matemático para estos sistemas. La teorı́a generalizada de la potencia instantánea, establece

que el producto tensorial entre el tensor de voltaje y el tensor de corriente determina el tensor

de potencia instantánea para un sistema eléctrico de n-fases.

Sin embargo, el análisis actual de la potencia compleja se ha estudiado sobre todo en sis-

temas eléctricos monofásicos o trifásicos, por ello, se desarrolla una conceptualización teórica

geométrica de los sistemas eléctricos n-fásicos, generalizando la teorı́a de los sistemas eléctri-

cos polifásicos junto con el método de coordenadas simétricas generalizadas para dar una si-

metrı́a a las componentes de los fasores de corriente, voltaje e impedancia.
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2. Descripción 

 

En los circuitos eléctricos polifásicos de corriente alterna las señales senoidales de voltaje y corriente son analizadas 

mediante el uso de diagramas fasoriales que representan el comportamiento de un  sistema en el dominio de la 

frecuencia, y se desarrollan  a través de las leyes fundamentales de la teoría de los circuitos eléctricos, sin embargo, el 
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mediante el  producto diádico entre el tensor de voltaje y el tensor de corriente. Sin embargo, el análisis actual de la 

potencia compleja se limita a sistemas eléctricos monofásicos lineales o  trifásicos simétricos y asimétricos. A partir 

de lo anterior, la presente investigación desarrolla un análisis geométrico de manera tensorial de los sistemas 

eléctricos polifásicos de corriente alterna, relacionando el teorema de Fortescue con la teoría del tensor de potencia 

instantánea, permitiendo así, generalizar y ampliar  la teoría ya existente  de los sistemas eléctricos en torno al análisis 

complejo de los circuitos de corriente alterna deduciendo los elementos activos, pasivos y la generalización de la 

potencia aplicadas a ejemplos prácticos.  
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4. Contenidos 

 

Este proyecto tiene como objetivo ser un aporte teórico de novedad científica al promover el estudio y análisis de 

circuitos de corriente alterna en el Departamento de Física y en la Facultad de Ciencia y Tecnología de la Universidad 

Pedagógica Nacional.  Adicional a ello, existen varios enfoques donde se intenta llegar a una integración de varias 

disciplinas, uno de ellos, es el transdisciplinar, el cual propone  resolver un problema desde diferentes perspectivas 

disciplinarias; este tipo de actividades  en el departamento y en la facultad permitirán dar diversas soluciones a un 

problema en común, en torno a las nuevas tendencias en la enseñanza de la física y, para el caso particular, la 

enseñanza de los circuitos eléctricos promoviendo un desarrollo conceptual más avanzado que pueda ser 

implementado en cursos de teoría de circuitos eléctricos avanzados de nivel profesional y en la construcción de 

algoritmos computacionales. 

 

Por otra parte, la generalización de modelos geométricos adoptados a conceptos generales de la física, han hecho que 

cada vez sea más importante su análisis. El teorema de Fortescue o de componentes simétricas, es usado, con 

frecuencia, para relacionar sistemas eléctricos desbalanceados mediante la superposición de tres  balanceados y as\'i se  

puede  reducir el análisis matemático para estos sistemas. La teoría generalizada de la potencia instantánea, establece 

que el producto tensorial entre el tensor de voltaje y el tensor de corriente determina el tensor de potencia instantánea 

para un sistema eléctrico de n-fases.  

 

Sin embargo, el análisis actual de la potencia compleja  se ha estudiado sobre todo a sistemas eléctricos monofásicos 

lineales o trifásicos, por ello, se desarrolla una conceptualización teórica geométrica de los sistemas eléctricos n-

fásicos, generalizando la teoría de los sistemas eléctricos polifásicos junto con el método de coordenadas simétricas 

generalizadas para dar una  simetría a las componentes de los fasores de corriente, voltaje e impedancia.  

 

5. Metodología 

La Metodología que se trabajó en este proyecto, fue enfocada directamente desde un contexto  problema en donde se 

formuló una pregunta que guíe la investigación  de manera lógica y coherente, a través de un análisis descriptivo y 

explicativo, con el fin de obtener una mayor riqueza en la información. 

 

La investigación se desarrolló a través de cuatro etapas, descritas a continuación: 
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Etapa 1: Recopilación de la Información 

 

En esta etapa se recopiló la información más relevante  acerca de la teoría de circuitos eléctricos de n-fases, el  

teorema de Fortescue y la teoría generalizada del tensor de potencia instantánea, con el fin de sustentar el marco 

teórico relevante a la investigación. 

 

Etapa 2: Interpretación geométrica del Teorema de Fortescue 

 

Para esta etapa de la investigación, se determinaron las estructuras y elementos  físicos y matemáticos  que definen e 

interpretan geométricamente el teorema de Fortescue, teniendo en cuenta la relación geométrica, y la relación entre la 

cantidad de fases y  las tensiones de los sistemas eléctricos de n-fases. 

 

Etapa 3: Comparación entre la teoría del tensor de potencia y el análisis de la potencia compleja 

 

En esta fase, se  realizó una comparación entre el tensor de potencia instantánea y las definiciones de la potencia 

compleja en sistemas eléctricos de corriente alterna, con el fin de relacionar las componentes esenciales que 

establecen las distintas demostraciones y relaciones físicas de los conceptos. 

 

Etapa 4: Desarrollo geométrico y análisis conceptual  

 

Finalmente,  se desarrolla un análisis generalizado sobre los principios que  definen la teoría de los circuitos eléctricos 

de n-fases haciendo uso del álgebra tensorial. 

 

6. Conclusiones 

 

El desarrollo tensorial de los sistemas eléctricos a partir del análisis de la potencia instantánea y compleja, posibilita 

una nueva alternativa para evaluar sistemas n-fásicos independientes de su naturaleza, es decir, si son sistemas 

simétricos o asimétricos, aportando a la investigación en física, enseñanza de la física, ingeniería y 

telecomunicaciones, en los nuevos planteamientos teóricos de fallas simétricas y asimétricas en sistemas polifásicos y 

máquinas rotativas, a su vez. El análisis geométrico a partir del tensor de potencia instantánea y el teorema de 

Fortescue-Stokvis propone un nuevo estudio generalizado de una nueva metodología que puede ser usada como 

estrategia de enseñanza-aprendizaje en los cursos de circuitos eléctricos y aplicaciones a cursos de cálculo tensorial 

con aplicaciones. 

 

El objetivo general de la investigación se logró alcanzar luego de solucionar los aspectos recurrentes en torno a los 

objetivos específicos:  

  

Se demostró física, experimental y matemáticamente  el teorema de Fortescue de forma tensorial para un sistema de n-

fases luego de desarrollar un análisis geométrico sobre las distintas características de los circuitos eléctricos 

polifásicos a partir de  las concepciones clásicas de los circuitos eléctricos y del análisis geométrico relacionado con 

las teorías de los números complejos.  

 

Se logró relacionar y generalizar el tensor de potencia instantánea con el teorema de  Fortescue en forma tensorial 

basándose en un tensor de potencia compleja desarrolladas mediante transformaciones fasoriales, donde se 

desengloban todas las formas complejas de la potencia, tales demostraciones parten desde las relaciones existentes al 

definir los elementos matriciales del tensor de potencia compleja y del teorema de Fortescue generalizado.  

 

Se Desarrolló un análisis tensorial sobre los conceptos fundamentales de potencia, voltaje, corriente e impedancia 

eléctrica en los sistemas eléctricos de n-fases, determinando los elementos geométricos en el análisis de sistemas de 

potencia en circuitos de corriente alterna de n-fases, desarrollando geométricamente cada uno de los conceptos 
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definidos por las leyes de Kirchhoff, ley de Ohm y el análisis de nodos y mallas en sistemas eléctricos en el dominio 

de la frecuencia. 

  

También, se desarrollaron dos trabajos presentados en eventos científicos, en el primero se trabaja sobre la enseñanza 

de los circuitos eléctricos de n-fases a partir del teorema de Fortescue-Stokvis y el tensor de potencia instantánea,   

donde se participó activamente en categoría de ponente contando con el resumen aprobado en el capítulo de memoria 

del congreso. También,  el trabajo relacionado al análisis geométrico de los sistemas eléctricos a partir del tensor de 

potencia instantánea, presentados en el XXVI Congreso Nacional de Física en Manizales Colombia (Anexo 

Resúmenes). 

 

Finalmente, este trabajo presenta una perspectiva interdisciplinar para el departamento de Física, la facultad de 

Ciencia y Tecnología y con instituciones universitarias logrando suplir uno de los propósitos propuestos en el Plan de 

Desarrollo Institucional de la Universidad Pedagógica Nacional, abriendo las miras de que puede ser trabajado a 

posterior al retomar los conceptos y seguir reforzando los conceptos propuestos en dicho trabajo. 

 

Elaborado por: Freddy Alexander Torres Payoma, Adriana Escobar Velandia 

Revisado por: Yesid Javier Cruz Bonilla 

 

Fecha de elaboración del Resumen: 12 11 2015 
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B.5. Código de implementación para el ejemplo 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98



Capı́tulo 1

Problema de investigación

1.1. Antecedentes del problema de investigación

Dado que el objeto de investigación se centra en un análisis geométrico de los sistemas

eléctricos polifásicos, en este apartado en particular se presenta una breve revisión literaria re-

ferente a los circuitos eléctricos de n-fases, donde se describen los estudios referentes a modelos

matemáticos desarrollados sobre sistemas eléctricos simétricos y asimétricos.

1.1.1. Estudios referentes a la enseñanza de los circuitos eléctricos

El propósito del trabajo de grado pretende promover el estudio y análisis de los circui-

tos de corriente alterna, mediante el cual se propone un aporte teórico a través de un análisis

geométrico generalizado de los sistemas eléctricos de n-fases, para ello, se plantean aquellos

estudios que dan el aval y revelan la importancia en la enseñanza de la fı́sica. Inicialmente,

Sánchez (2012) en su trabajo de grado “El electromagnetismo una experiencia para vivir-

ealiza una descripción sobre la necesidad de crear estrategias de anclaje que permitan crear

estructuras conceptuales más solidas que contribuyan de manera mas eficaz a la creación de

nuevas explicaciones que aporten a la construcción de nuevos conocimientos cientı́ficos [39],

partiendo del hecho que en la actualidad es importante afrontar distintos temas de investigación

a través de herramientas conceptuales que logren abarcar de manera más general problemas

que se presenten en la actualidad y que ayuden en la construcción de conceptos. Uno de los

1
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objetivos de la enseñanza está en diseñar nuevas estrategias y teorı́as modernas de aprendizaje,

que lleven a una visión interdisciplinaria e integral del mundo, Neira (1997) plantea la impor-

tancia del uso de enfoques interdisciplinares para el aprendizaje de la matemática [32]. Por otra

parte, Sánchez (2009) evidencia el tipo de dificultades conceptuales que se tienen y que per-

sisten a lo largo de todo el estudio de los circuitos eléctricos, apoyando a la investigación, en

no cometer errores que dificulten un aprendizaje conceptual [40]. Cruz (2010) en sus notas de

geometrı́a y fı́sica escritas a lo largo de su experiencia como docente en el curso de Geometrı́a

y fı́sica en el departamento de fı́sica de la Universidad Pedagógica Nacional, indica la impor-

tancia de comprender los conceptos generales de la geometrı́a en el desarrollo de nuevas teorı́as

fı́sicas [7] finalmente, López-Rupérez (1995), en su articulo “una nueva fuente de inspiración

para la Educación Cientı́fica”, sugiere estudiar varias problemáticas desde diversas disciplinas

permitiendo ası́ una amplia visión del conocimiento cientı́fico [29].

1.1.2. Estudios referentes a trabajos sobre sistemas eléctricos simétricos

y asimétricos

Por otra parte, en el desarrollo conceptual de la investigación se desarrolla una recopilación

de antecedentes referentes al análisis de la teorı́a en circuitos eléctricos de n-fases simétricos y

asimétricos. Jabr y Dzafic (2015) realizan un acercamiento al teorema de Fortescue mediante

métodos computacionales analizando sistemas en cortocircuito evaluados en tiempo real sobre

redes polifásicas [26]. Téllez, Galarza & Ortiz en (2015) discuten las pérdidas de energı́a en

redes monofásica, bifásica y trifásica desarrollando criterios a tener en cuenta en los diseños

de sistemas de distribución de energı́a eléctrica, proporcionando una herramienta de diseño

óptimo [43] y, finalmente, Ustariz-Farfan & Cano-Plata (2012), proponen la nueva Teorı́a del

Tensor de Potencia Instantánea, a través del cálculo tensorial [45]. Dichos estudios garantizan

la pertinencia en el desarrollo conceptual generalizado de los sistemas polifásicos al realizar

el análisis desde perspectivas algorı́tmicas computacionales y caracterı́sticas de eficiencia y

eficacia sobre el análisis de sistemas eléctricos de corriente alterna.
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1.2. Formulación del problema

La enseñanza de los circuitos eléctricos usualmente está ligada a aspectos algorı́tmicos, por

esta razón, los estudiantes tienden a manipular ecuaciones para resolver problemas de carácter

cuantitativo, pero su desarrollo a nivel conceptual no es coherente con la teorı́a, y esto genera

que los estudiantes respondan erróneamente a situaciones problemas, causando dificultades en

el aprendizaje de los sistemas eléctricos [40], como por ejemplo, no poder distinguir entre

potencia eléctrica y potencial eléctrico. Estas dificultades por lo general, persisten en los es-

tudiantes durante la enseñanza de cursos de circuitos eléctricos y/o electromagnetismo, por lo

tanto, deben ser tratadas especı́ficamente por el estudiante como un compromiso significativo

que éste tenga consigo mismo [41].

Es por ello que, el presente trabajo de grado pretende combatir aquellas dificultades de

aprendizaje que puedan presentarse al expresar los conceptos que se definen a través del álge-

bra tensorial. Con esto se llegará a una aplicación de los tensores en los sistemas eléctricos

de n-fases a partir del teorema de Fortescue en relación con la teorı́a del tensor de potencia

instantánea, de ello resultará un análisis más profundo desde un punto de vista geométrico,

ayudando a incrementar el nivel conceptual que se tiene sobre estos sistemas eléctricos . A

partir de lo anterior, se formula la siguiente pregunta problema:

¿Cómo expresar geométricamente los sistemas eléctricos de n-fases simétricos y asimétri-

cos de manera tensorial?

1.3. Justificación

El presente proyecto, tiene como finalidad desarrollar un aporte teórico de novedad cientı́fica

a partir de un análisis geométrico que lleve a un aprendizaje autorregulado y significativo, me-

diante el estudio de un caso particular: “los sistemas eléctricos vistos desde una perspectiva

geométrica”. A su vez, en el proceso de formación, se busca fortalecer aquellos fundamentos

conceptuales que guı́an al proceso investigativo del aprendizaje [29][40], partiendo del hecho

que, al reestructurar un conocimiento, se deberá tener un mejor dominio de los conceptos ge-

nerales que se definen en la investigación, asignando un significado conceptual a cada uno de
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los componentes fı́sicos que se regulan en el problema de investigación [25].

Por otra parte, al promover el estudio y análisis de circuitos de corriente alterna, es nece-

sario crear estrategias de anclaje en una estructura conceptual, contribuyendo a la construcción

del nuevo conocimiento cientı́fico [39], ya que actualmente es importante afrontar distintos te-

mas de investigación a través de herramientas conceptuales que logren abarcar de manera más

general problemas que se presenten en la construcción de conceptos y, en general, uno de los

objetivos de la enseñanza está en una búsqueda constante de estrategias y teorı́as modernas de

aprendizaje, que lleven a una visión interdisciplinar e integral del mundo [39], es por ello que

a través de dichas estrategı́as se pueden comprender ciertos fenómenos eléctricos y magnéticos

en el área del electromagnetismo de manera generalizada, con ello se podrá dar un significado

fı́sico más relevante a algunos modelos matemáticos usados cotidianamente.

Por todo lo anterior, se puede pensar en la forma de lograr expresar los sistemas eléctricos

de n-fases simétricos y asimétricos a partir del teorema de Fortescue y la generalización de la

potencia compleja mediante las definiciones dadas en la formulación del tensor de potencia ins-

tantánea. Esto permitirá incentivar y ampliar el estudio de los sistemas eléctricos de corriente

alterna en los estudiantes de diferentes departamentos de la Facultad de Ciencia y Tecnologı́a

de la Universidad Pedagógica Nacional [16], y servirá como punto de partida a futuros trabajos

sobre temas relacionados en el Departamento de Fı́sica, buscando un desarrollo de proyec-

tos de investigación que fomenten relaciones académicas entre estudiantes de diferentes áreas

del conocimiento consolidando vı́nculos investigativos entre distintos proyectos curriculares y

universidades, como lo plantea uno de los objetivos del PDI (2014) 1.

Ası́ mismo, la Facultad de Ciencia y Tecnologı́a de la Universidad Pedagógica Nacio-

nal, plantea en su misión, formar futuros docentes que logren generar interrogantes acerca de

los fundamentos en ciencias experimentales, las matemáticas, la tecnologı́a, sus pedagogı́as y

didácticas [16], es por ello, que este trabajo pretende consolidar y enriquecer las concepciones

que se tienen del electromagnetismo y, en particular, el análisis de sistemas eléctricos, vistos

desde un enfoque diferente “perspectiva geométrica”.

1Las siglas (PDI) corresponden al Plan de Desarrollo Institucional definido para el periodo de 2014 - 2019 de
la Universidad Pedagógica Nacional. Objetivo 4, pág. 29. [20]
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1.4. Objetivos

1.4.1. Objetivo General

Analizar geométricamente los sistemas eléctricos simétricos y asimétricos de n-fases a

través de la teorı́a generalizada del tensor de potencia instantánea y el teorema de Fortescue.

1.4.2. Objetivos especı́ficos

Expresar el teorema de Fortescue de forma tensorial para un sistema de n-fases.

Relacionar y generalizar la teorı́a de la potencia compleja a partir del tensor de potencia

instantánea y el teorema de Fortescue de manera tensorial.

Desarrollar un análisis tensorial sobre los conceptos fundamentales de potencia, voltaje,

corriente e impedancia eléctrica en los sistemas eléctricos de n-fases

1.5. Metodologı́a

La Metodologı́a que se trabajó en este proyecto, fue enfocada directamente desde un con-

texto problema en donde se formuló una pregunta que guı́e la investigación de manera lógica

y coherente, a través de un análisis descriptivo y explicativo, con el fin de obtener una mayor

riqueza en la información [25].

La investigación se desarrolló a través de cuatro etapas, descritas a continuación:

Etapa 1: Recopilación de la Información

En esta etapa se recopiló la información más relevante acerca de la teorı́a de circuitos

eléctricos de n-fases, el teorema de Fortescue y la teorı́a generalizada del tensor de potencia

instantánea, con el fin de sustentar el marco teórico relevante a la investigación.
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Etapa 2: Interpretación geométrica del Teorema de Fortescue

Para esta etapa de la investigación, se determinaron las estructuras y elementos fı́sicos y

matemáticos que definen e interpretan geométricamente el teorema de Fortescue, teniendo en

cuenta la relación geométrica, y la relación entre la cantidad de fases y las tensiones de los

sistemas eléctricos de n-fases.

Etapa 3: Comparación entre la teorı́a del tensor de potencia y el análisis de la potencia

compleja

En esta fase, se realizó una comparación entre el tensor de potencia instantánea y las de-

finiciones de la potencia compleja en sistemas eléctricos de corriente alterna, con el fin de

relacionar las componentes esenciales que establecen las distintas demostraciones y relaciones

fı́sicas de los conceptos.

Etapa 4: Desarrollo geométrico y análisis conceptual

Finalmente, se desarrolla un análisis generalizado sobre los principios que definen la teorı́a

de los circuitos eléctricos de n-fases haciendo uso del álgebra tensorial.



Capı́tulo 2

Sistema Eléctrico de n-fases

2.1. Descripción

Los sistemas eléctricos de n-fases son aquellos que poseen más de una fuente de tensión

las cuales distribuyen varias corrientes monofásicas desfasadas entre si [15]. En los circuitos

eléctricos polifásicos se recurre al uso de fuentes de corriente alterna (CA)1, puesto que, las

fuentes de corriente directa (CD)2 no varı́an respecto al tiempo y, la conexión de varias fuentes

(CD) resultarı́an en la suma de ellas mismas, sin embargo, las fuentes (CA) varı́an con respecto

al tiempo y a un ángulo de desfase distinto, es por ello que, en este capı́tulo, se debe hacer un

análisis profundo de los sistemas eléctricos en el dominio temporal y de frecuencia.

2.2. Elementos activos y pasivos de los circuitos eléctricos

Los elementos de un circuito eléctrico son fundamentales para analizar de manera eficiente

las tensiones y corrientes presentes en él. Los elementos se dividen entre elementos pasivos y

elementos activos, en el primero, no se presenta ningún tipo de generación de energı́a, mientras

que en el segundo si.

Los elementos pasivos fundamentales son el resistor, el inductor y el capacitor, los cuales

tienen distinto tipo de respuesta evaluadas en el tiempo, en términos de su tensión, potencia y

1Abreviatura de Corriente Alterna
2Abreviatura de Corriente Directa

7
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energı́a eléctrica.

2.2.1. Resistor

Es un elemento que tiene como finalidad limitar el valor de la corriente eléctrica, su modelo

ideal es la homogeneidad y la superposición. Se expresa mediante la ley de Ohm [5] 3

V = RI [V ] (2.1)

donde V es la tensión o voltaje, R la resistencia e I la corriente.

La potencia absorbida P por el resistor se da a partir de la expresión

P = V I =
dW

dt
[W ] (2.2)

Y la energı́aW que se realiza luego de hacer un trabajo desde un tiempo t1 hasta t2 está dada

por

W =
1

R

∫ t2

t1

V 2dt [J ] (2.3)

2.2.2. Inductor

Es un elemento que se encarga de almacenar energı́a por medio de un campo magnético,

está compuesto por una bobina de alambre conductor enrollado, se deduce que el inductor es

proporcional a la velocidad de cambio de la corriente con respecto al tiempo, es decir:

V = L
dI

dt
[V ] (2.4)

La potencia absorbida por el inductor se da a partir de la expresión

P = LI
dI

dt
[W ] (2.5)

3Se hace mención a la ley de Ohm, postulada en 1827 por Georg Simon Ohm [ref]
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Y la energı́a que se realiza luego de hacer un trabajo desde un tiempo t1 hasta t2 está dada

por

W =
1

2
L(I22 − I21 ) [J ] (2.6)

donde L es el valor de la inductancia.

2.2.3. Capacitor

El capacitor es el elemento encargado de almacenar energı́a por medio de un campo eléctrico

E, en general4 consta de dos conductores de metal donde se establece una diferencia de poten-

cial, en términos de la capacitancia C se expresa como:

V =
1

c

∫ t2

t1

Idt [V ] (2.7)

La potencia absorbida por el capacitor se da a partir de la expresión

P = CV
dV

dt
[W ] (2.8)

Y la energı́a que realiza luego de hacer un trabajo desde un tiempo t1 hasta t2 está dada por:

W =
1

2
C(V 2

2 − V 2
1 ) [J ] (2.9)

2.3. Leyes de Kirchhoff

Las Leyes de Kirchhoff de los circuitos eléctricos data del año 1846 descritas por el fı́sico

prusiano [34]5 Gustav Kirchhoff. En general, las leyes de Kirchhoff se dividen en dos, en las

Leyes de Voltaje de Kirchhoff (LVK) y las Leyes de Corriente de Kirchhoff (LCK)

4Existen otras formas de almacenar energı́a por medio de un campo eléctrico, sin embargo, se hace mención a
la forma que generalmente se utiliza para la fabricación de capacitores de uso comercial.

5Prusiano hace referencia a las personas actualmente nacidas en Kaliningrado, Rusia
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2.3.1. Leyes de Voltaje de Kirchhoff (LVK)

La LVK6 establece que la sumatoria de voltajes en un lazo cerrado fig.(2.1) de elementos

eléctricos será igual a cero, es decir [1]:

∞∑
k=1

Vk = 0 (2.10)

Respetando la convención de signos de la fig.(2.1), la sumatoria estará dada como:

Figura 2.1: Voltajes dentro de un lazo cerrado.
Varias cargas resistivas en serie representan una caı́da de potencial que va a ser igual al voltaje

generado por la fuente de alimentación del circuito. Realizada por los autores

∞∑
k=1

Vk = −Vs + V1 + V2 + V3 + ....+ Vn = 0 (2.11)

Donde Vs es la fuente de tensión que suministra una diferencia de potencial eléctrico sobre

cada una de las cargas.

6En adelante, se abreviará en el documento a través de dicha sigla cuando se haga mención de las Leyes de
Voltaje de Kirchhoff
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2.3.2. Leyes de Corriente de Kirchhoff (LCK)

La LCK 7 establece que la sumatoria de las intensidades que entran en un nodo fig.(2.2)

será igual a cero, es decir [1]:

∞∑
k=1

Ik = 0 (2.12)

Respetando la convención de signos de la fig.(2.2), la sumatoria estará dada como:

Figura 2.2: Corrientes que entran y salen en un mismo nodo.
Un nodo puede ser representado como un punto o una linea, en el cual se conectan varios
elementos activos o pasivos que distribuye corriente eléctrica entre si. Realizada por los

autores.

∞∑
k=1

Ik = −ig + i1 + i2 + i3 + ....+ in = 0 (2.13)

Donde ig es la corriente generada por la fuente de tensión que alimentan a las cargas.

2.4. Señales y formas de onda

Como se mencionó en la introducción al capı́tulo, los circuitos de corriente alterna (CA)

manejan señales que varı́an en función del tiempo y se encuentran desfasadas una con respecto

a la otra. A continuación se realiza un estudio de las funciones periódicas y no periódicas

presentes en estos sistemas [3].

7En adelante, se abreviará en el documento a través de dicha sigla cuando se haga mención de las Leyes de
corriente de Kirchhoff
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2.5. Funciones Periódicas

Se dice que una función es periódica si y solo si los valores de los intervalos se repiten en

un periodo de tiempo T determinado.

Figura 2.3: Ejemplos de funciones periódicas.
La imagen se repite según el periodo definido de oscilación. Realizada por los autores

2.5.1. Señal senoidal

Es una señal que representa gráficamente una función senoidal. Tiene como elementos prin-

cipales: la amplitud de oscilación Vo, una velocidad angular ω, un periodo de oscilación T , una

frecuencia f y fase de oscilación φ. Tiene como caracterı́stica principal ser continua. este tipo

de señales son utilizadas generalmente en el análisis de los circuitos de corriente alterna (CA)

[3].

En el dominio temporal, la función que determina una señal sinusoidal se escribe como:

v(t) = Vosen(ωt+ φ) = Vocos(
π

2
− ωt+ φ) (2.14)
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2.5.2. Señales no sinusoidales

Son señales periódicas en las que su comportamiento no es sinusoidal. para su análisis se

recurre a ciertos elementos definidos a por las Series de Fourier, con el fin de escribirlas en

términos de senos y cosenos. Cualquier señal periódica f(t) puede ser representada en función

de senos y cosenos a partir de Series de Fourier descrito matemáticamente como [2]:

f(t) =
ao
2

+
∞∑
n=1

[
ancos(

nπx

L
) + bnsin(

nπx

L
)

]
(2.15)

donde, ao, an y bn son los coeficientes de Fourier que se determinan a partir de

ao =
1

L

∫ L

−L
f(x)dx (2.16)

an =
1

L

∫ L

−L
f(x)cos(

nπx

L
)dx (2.17)

bn =
1

L

∫ L

−L
f(x)sin(

nπx

L
)dx (2.18)

Fuente no sinusoidal

Al aplicarse una tensión periódica no sinusoidal a una combinación de elementos no li-

neales se obtendrá una superposición en las fuentes eléctricas cuyas frecuencias no serán las

mismas, logrando ası́, una cantidad de potencia absorbida por una carga, se expresa mediante

la ecuación:

V (t) = VDC +
∞∑
k=1

Vk cos(kwot+ θk) [V ] (2.19)

donde VDC es la componente DC de la señal de entrada.
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2.5.3. Funciones no periódicas

Son funciones que no se pueden definir para cualquier instante de tiempo t, es decir, a lo

largo del tiempo su comportamiento es distinto, puesto que puede variar en cuanto a amplitud

o frecuencia.

Figura 2.4: Ejemplo de funciones no periódicas.
Aunque la señal posea el mismo periodo de oscilación, sus amplitudes cambian a lo largo del
tiempo, es decir, su comportamiento no será igual (no periódico). Realizada por los autores

2.6. Análisis de circuitos en estado estacionario

Usualmente, en las señales de corriente alterna (CA) se evalúa el comportamiento de la

corriente en función del tiempo i(t) y de voltaje en función del tiempo v(t). Sin embargo, el

análisis de circuitos CA no se realiza usualmente en el dominio del tiempo, al ser el análisis

muy extenuante y complicado, si no que se trabaja en el dominio de la frecuencia transformando

las señales sinusoidales en fasores más comodos de trabajar. [17]

2.6.1. Transformada fasorial directa e inversa y fasores eléctricos

Una señal sinusoidal v(t) puede ser transformada al dominio de la frecuencia determinando

su señal exponencial compleja. Para ello se aplica la transformada fasorial, y, en caso contra-

rio que se quiera trasladar del dominio de la frecuencia al temporal se aplica la transformada
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fasorial inversa. [49]

Transformada fasorial directa

Sea f(t) una función en el dominio temporal, descrita como [19]

f(t) = focos(ωt+ φ) (2.20)

donde, fo es su amplitud, ω la frecuencia angular y φ su angulo de fase, puede escribirse en

el dominio de la frecuencia F (ω) a partir de la transformada fasorial P . [21]

P{f(t)} = P{focos(ωt+ φ)} (2.21)

Para ello, aplicando la identidad de Euler8 se puede definir la transformada fasorial como 9

P{f(t)} = Re{foej(ωt+φ)} = Re{foejωtejφ} (2.22)

al realizarse una transformación fasorial, se debe tener en cuenta que todos los componen-

tes del sistema deben estar definidos en base a una misma frecuencia angular ω, por ende la

solución se expresa como 10:

P{f(t)} = foe
jφ (2.23)

La ecuación (2.23) define la transformada fasorial de una función temporal.

Transformada Fasorial inversa

De manera análoga, se puede transformar del dominio de la frecuencia al dominio del

tiempo, para ello, la transformada inversa fasorial P−1 se define como [19]

8eiθ = cosθ + jsenθ
9Se expresa la unidad imaginaria de los numeros complejos con la letra j, con el fin de no confundirse con la

letra i o j que serán utilizadas para expresar indices o I que expresa la corriente eléctrica, es decir j =
√
−1

10Nótese que el término ejωt se omite al ser un valor constante sobre todo el sistema, es decir, todas las expre-
siones fasoriales tendrán el la misma frecuencia angular ω en función del tiempo al estar el sistema oscilando en
intervalos de tiempos iguales.
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P−1{F (ω)} = P−1{foejφ} (2.24)

Se recupera la variable ejωt resultando finalmente como

P−1{F (ω)} = Re{foejφejwt} (2.25)

Resultando nuevamente el fasor escrito en el dominio temporal como

P−1{F (ω)} = focos(ωt+ φ) (2.26)

Fasores eléctricos

Sea la función V (t) = Vocos(ωt + φv) la cual produce una señal sinusoidal de tensión

eléctrica cuya señal asociada es tipo exponencial compleja V̆ (t) = Voe
j(wt+φv). La señal ex-

ponencial compleja puede expresarse como el producto de la exponencial de la frecuencia

multiplicada por la exponencial del ángulo de fase, es decir:

V̆ (t) = Voe
jwteP

−1{F (ω)}φv [V ] (2.27)

Despreciando la componente que depende del tiempo y teniendo en cuenta el valor de

la amplitud de la señal, se define como fasor al producto de la magnitud de la señal por el

exponencial complejo del valor de la fase, denotado como

V = Voe
jφv [V ] (2.28)

donde V es el fasor asociado a la función de voltaje en el dominio de la frecuencia. En

forma polar será,

V = Vo∠φv [V ] (2.29)

Donde ∠ representa el ángulo de la fase (o argumento) de la función V (t), Vo su amplitud.

De manera análoga se obtiene el fasor de corriente como
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I = Io∠φi [V ] (2.30)

2.6.2. Impedancias (Z) y Admitancia (Y)

En los circuitos eléctricos de corriente alterna (CA), usualmente se recurre al termino de

impedancia Z con el fin de crear una analogı́a directa a partir de la ley de Ohm. [4]

Se define la impedancia Z en los circuitos AC como el elemento que se opone al paso de la

corriente es un fasor, donde:

Z =
V
I

[Ω] (2.31)

es la ley de ohm para circuitos de corriente alterna (CA).

Cualquier elemento pasivo (Resistor, Capacitor e Inductor) pueden ser representados como

impedancias, aplicando las siguientes ecuaciones 11

Para el Resistor en (CA)

ZR = R [Ω] (2.32)

Para el Inductor

ZL = jwL [Ω] (2.33)

Para el Capacitor

ZC = −jw 1

L
[Ω] (2.34)

donde XL e XC las reactancias inductivas y capacitivas respectivamente.

Las suma de impedancias Zeq en serie es igual a la sumatoria de cada impedancia de lazo

cerrado, es decir

Zeq =
∞∑
k=1

Zk [Ω] (2.35)

11Se omite la demostración de las soluciones para cada uno de los elementos descritos en términos de la impe-
dancia
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La suma de impedancias Zeq en paralelo es igual al inverso de la sumatoria de los inversos

de cada impedancia, es decir:

(Zeq)−1 =
∞∑
k=1

1

Zk

[Ω] (2.36)

La Admitancia Y se define como el valor inverso de la impedancia Z, la unidad fı́sica es el

Siemens [S] que es igual al inverso del Ohmio, es decir 1S = 1
1

Ω

Y =
1

Z
[S] (2.37)

2.7. Potencia en circuitos de Corriente Alterna (CA)

Uno de los parámetros más evaluados en la teorı́a de circuitos eléctricos de corriente alterna

es la potencia, la cual dependen de los productos entre funciones en términos temporales y

fasoriales. [5]

2.7.1. Potencia instantánea en el dominio temporal

La potencia activa en el dominio temporal se define como el producto del voltaje con res-

pecto a la corriente

P (t) = I(t)V (t) [W ] (2.38)

2.7.2. Potencia Activa y Reactiva

En términos de los valores medios o eficaces, se expresa la potencia activa como la potencia

real que consume un elemento pasivo, es decir

Pmed = VefIefcos(θV − θI) [W ] (2.39)

El factor de potencia para la potencia activa se denota como
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fp = cosθ =
Pmed

Vo,efIo,ef
(2.40)

la potencia reactiva Q no es consumible por las cargas, si no en la disipación de campos

eléctricos o magnéticos producidos por los elementos capacitivos e inductivos, denotada como

Qmed = VefIefsin(θv − θi) [V AR] (2.41)

2.7.3. Potencia compleja y aparente

la potencia compleja S es aquella que resulta del análisis de los circuitos alternos. En térmi-

nos matemáticos:

S = P + jQ = VI∗ [V A] (2.42)

la potencia aparente es la magnitud de la potencia compleja, es decir

S = |S| (2.43)

2.8. Circuitos de n-fases

Los circuitos de n-fases son aquellos que están conformados por más de una fuente de

tensión que le suministran energı́a a una misma carga fig.(2.5) [45]. Existen dos tipos de repre-

sentaciones en los circuitos eléctricos n-fásicos, los que presentan simetrı́a entre sus fases y los

que no la presentan.

2.8.1. Representación fasorial de circuitos eléctricos simétricos (balan-

ceados)

Para el estudio de los circuitos eléctricos polifásicos, se trabaja usualmente con circuitos

simétricos, también los cuales están desfasados de igual manera, uno con respecto al otro y su
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Figura 2.5: Conexión de fuentes polifásicas a una carga.
La imagen representa varias fuentes de voltaje conectadas en un punto común a tierra y a una

impedancia. Realizada por los autores

magnitud fasorial es la misma [28]. Es decir:

Sea un sistema eléctrico de n-fases

Vn =
∞∑
k=1

Vk = V1cos(ωt) + V2cos(ωt+ φ2) + .....+ Vncos(ωt+ φn) (2.44)

el ángulo que define la separación entre cada uno de los fasores fig. (2.6) es decir, la dife-

rencia entre cada una de las fases φn − φn−1 para cualquier relación estará definida por [50]

Figura 2.6: Simetrı́a de los circuitos eléctricos polifásicos.
Representan las distintas configuraciones de los fasores para diversos sistemas simétricos,

donde se demuestra ángulos de separación de fase y magnitudes iguales uno con respecto al
otro. Realizada por los autores
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ϕi =
2π

n
(2.45)

o también,

ϕi =
360o

n
(2.46)

donde n es el número de fases del sistema

Teniendo en cuenta el desfase entre cada una de las fases del sistema se logra realizar un

estudio a partir de las Leyes de Kirchhoff.

2.8.2. Representación fasorial de circuitos eléctricos asimétricos (no ba-

lanceados)

Es el caso contrario a los circuitos n-fásicos simétricos, no se presenta un desfase igual entre

el ángulo y magnitud, ya sea por alguna falla en cierta fase del sistema o fuente de excitación

que no se encuentra conectada [28].

Sea un sistema eléctrico de n-fases

Vn =
∞∑
k=1

Vk = V1cos(ωt) + V2cos(ωt+ φ2) + .....+ Vncos(ωt+ φn) (2.47)

el ángulo que define la separación entre cada uno de los fasores fig. (2.6) es decir, la dife-

rencia entre cada una de las fases φn − φn−1 será diferente entre ellos, es decir
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Figura 2.7: Sistemas no simétricos de los circuitos eléctricos polifásicos
El ángulo y la magnitud de cada fase son diferentes uno respecto al otro. Realizada por los

autores

ϕi 6=
2π

n
(2.48)

en terminos de los grados

ϕi 6=
360o

n
(2.49)



Capı́tulo 3

Teorema de Fortescue-Stokvis y teorı́a del

tensor de potencia instantánea

3.1. Descripción

Uno de los teoremas más estudiados en redes de circuitos eléctricos y máquinas rotativas

es el teorema de Fortescue. Fue propuesto por C.L. Fortescue en el año de 1918 [18] y estu-

diado simultanea mente por Stokvis; tiene como función representar sistemas asimétricos en

simétricos de un mismo número de vectores utilizando el operador de secuencia, las fórmulas

que se presentan en este teorema se derivan de los circuitos trifásicos, el motor de inducción

monofásico, el generador sı́ncrono y algunos convertidores de fase.

Por otra parte, el origen del tensor de potencia instantánea es reciente, en el año 2010, A.J.

Ustariz y E.A Cano [45] , en el departamento de Ingenierı́a Eléctrica de la Universidad Nacio-

nal de Colombia sede Manizales, su estudio se centra en el análisis de los circuitos eléctricos y

el problema que existe al poder generalizarlos, lo cual genera ciertas problemáticas en la imple-

mentación de algoritmos computacionales que reducen la velocidad de procesamiento de los

datos en algunos softwares computacionales y dispositivos de I/O1 programados. Es por ello

que le definen un sentido geométrico a los fasores sı́ncronos generados por fuentes polifásicas,

1En los dispositivos eléctricos, se suele recurrir a dicha abreviación para describir algún procesamiento de
señales de entrada y salida, que es lo mismo en sus siglas en inglés Input/Output

23
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dándole a partir de la definición de potencia instantánea evaluada a lo largo de un punto en el

tiempo determinado.

3.2. Resolución de sistemas asimétricos

Se tiene una función compleja ζ que al ser operada linealmente realiza una misma operación

con su conjugado ζ∗ y al sumar los dos resultados obtenidos de ζ y ζ∗ se tendrá como resultado

2e que se interpreta como la proyección de vectores paralelos al mismo plano dándole una

dirección a ζ (sentido positivo) y ζ *(sentido negativo) [18]

e =
ζ + ζ∗

2
(3.1)

3.2.1. Operador de secuencia a

Antes de representar los sistemas de vectores asimétricos en simétricos, es necesario esta-

blecer un operador que defina las componentes simétricas del sistema n-fásico en términos de

los valores no simétricos del sistema. [18]

Dado un sistema n-fásico cualquiera, con n cantidad de fases, la separación entre cada fase del

sistema estará dada como:

ϕi =
2π

n
(3.2)

Teniendo en cuenta que, las fases del sistema eléctrico deben ser distintas una de la otra y

aplicando la identidad de Euler:

ejx = cosx+ jsinx (3.3)

y, x = ϕir, con r ∈ R, se deduce la siguiente ecuación

ejϕir = cos(ϕir) + jsin(ϕir) (3.4)

Reemplazando el valor de ϕ en (3.4), se deduce la separación de fases en términos de la
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identidad de Euler:

e
j2πr
n = cos(

2πr

n
) + jsin(

2πr

n
) (3.5)

A partir de lo anterior, se define el operador a como la magnitud unitaria de un vector con

argumento igual a su fase independiente, es decir:

a = 1∠ϕ1 = 1∠
2π

n
(3.6)

A partir de dicho operador, es posible demostrar que un vector asimétrico puede ser repre-

sentado a través de una combinación lineal de vectores simétricos.

3.2.2. Sistema de n-vectores asimétricos aplicando operador de secuencia

A partir del operador de secuencia establecido en la ecuación (3.6), se logra describir de

manera general un sistema de n-vectores asimétricos a partir de sus componentes simétricas.

Sea Ei un sistema de n-vectores asimétricos, [18]

Ei = E1, E2, ....., En (3.7)

El operador a se aplica sobre el sistema de n-vectores a partir de la combinación lineal de

cada componente simétrica sobre la sumatoria de cada una de los n-vectores evaluados sobre

un vector especı́fico, es decir:

Ei =
1

n
[a(0)

n∑
i=1

En] + [a(+)
n∑
i=1

En] + a(−)
n∑
i=1

En] (3.8)

donde a(0) es la componente homopolar o de secuencia nula cuyo valor que adopta el

operador es a = 1∠0, a(+) es la componente directa o de secuencia positiva definida como

a = 1∠ + 2π
n

y a(−) es la componente inversa o de secuencia negativa dada por a = 1∠− 2π
n

.

Aplicando el operador de secuencia sobre cada una de las componentes En, se logran re-

presentar a partir de su componente fundamental:
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E1 =
E1 + E2 + E3 + ....+ En

n
+
E1 + aE2 + a2E3 + ....+ an−1En

n

+
E1 + a2E2 + a4E3 + ....+ a2(n−1)En

n
(3.9)

+ · · ·+ E1 + a(r−1)E2 + a2(r−1)E3 + ....+ a(r−1)(n−1)En
n

Para la siguiente componente se obtiene,

E2 =
E1 + E2 + E3 + ....+ En

n
+ a−1

E1 + aE2 + a2E3 + ....+ an−1En
n

+a−2
E1 + a2E2 + a4E3 + ....+ a2(n−1)En

n
(3.10)

+ · · ·+ a(r−1)
E1 + a(r−1)E2 + a2(r−1)E3 + ....+ a(r−1)(n−1)En

n

De forma general, para cualquier componente se obtiene la expresión 2:

En =
E1 + E2 + E3 + ....+ En

n
+ a−(n−1)

E1 + aE2 + a2E3 + ....+ an−1En
n

+a−2(n−1)
E1 + a2E2 + a4E3 + ....+ a2(n−1)En

n
(3.11)

+ · · ·+ a−(r−1)(n−1)
E1 + a(r−1)E2 + a2(r−1)E3 + ....+ a(r−1)(n−1)En

n

3.3. Componentes simétricas de sistemas trifásicos

Como se mencionó anteriormente, el estudio del teorema de Fortescue-Stokvis tuvo su

mayor implementación para circuitos de tres fases. A continuación se estudian los conceptos

presentes en el teorema para los sistemas trifásicos

2La notación utilizada en las ecuaciones anteriores son tomadas del texto original escrito por Fortescue en
1918 [18]
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3.3.1. Operador matricial trifásico

En la matriz presente en (4.4), se representa unicamente las tres primeras componentes

necesarias para la solución de los sistemas trifásicos, es decir [46].

Ŝ =


1 1 1

1 a2 a

1 a a2

 (3.12)

3.3.2. Fasores asimétricos trifásicos

Sean los fasores Va, Vb y Vc asimétricos,

V̂i =


Va

Vb

Vc

 (3.13)

pueden ser representados a partir de una combinación lineal a través de sus tres compo-

nentes definidas por el operador matricial Ŝ, es decir, para los valores en donde p = 0, 1, 2,

denominada como secuencias 0, 1, 2 ó secuencia homopolar, positiva y negativa respectiva-

mente, tal como se muestra en la fig(3.1)

3.3.3. Denotación en componentes simétricas

Cualquier 3-fasor puede ser representado mediante la combinación lineal de sus 3-componentes

simétricas.

Sea Va, Vb y Vc fasores asimétricos, cada uno de ellos puede ser representado como la

combinación lineal de sus componentes simétricas Vi1, Vi2 y Vi3, es decir [20]:

Va = Va
1 + Vb

2 + Vc
3 (3.14)
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Figura 3.1: Método de las componentes simétricas.
La gráfica muestra un sistema asimétrico que se convierte en simétrico a través de la

combinación lineal de sus componentes simétricas. Realizada por los autores

3.3.4. Solución mediante las 3-componentes simétricas

A partir de ello, se logran definir los vectores de secuencia Va1, Va2 y Va3, de la siguiente

manera3

V̂ p
a =


Va

1

Va
2

Va
3

 (3.15)

La representación simétrica del sistema n-fásico de las componentes fasoriales asimétricas

respecto a sus vectores de secuencia se determinan mediante la matriz

3Cabe aclarar, que los supra indices 1, 2, 3 indican los términos referentes al tipo de secuencia, no muestran
ninguna operación matemática directa (p.e., no son tensores ni potencias)
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ˆ
Va

Vb

Vc

 =


1 1 1

1 a2 a

1 a a2



Va

1

Va
2

Va
3

 (3.16)

Según la solución matricial presentada en (3.16), define, en principio, la solución general

para vectores asimétricos, logrando expresar las ecuaciones del sistema original en función

del operador a y su secuencias, en términos de ecuación, los voltajes de entrada pueden ser

representados como:

V̂a = Va
1 + Va

2 + Va
3 (3.17)

V̂b = Va
1 + a2Va

2 + aVa
3 (3.18)

V̂c = Va
1 + aVa

2 + a2Va
3 (3.19)

El juego de ecuaciones (3.24), (3.23) y (3.22), representan el sistema simétrico o balanceado

de los vectores asimétricos, ahora si se desean obtener las componentes simétricas del juego

de fasores [28] [46], se determina su inversa de la matriz Ŝ presentada en (3.20), dando como

resultado

Ŝ−1 =
1

3


1 1 1

1 a2 a

1 a a2

 (3.20)

Y las componentes simétricas del sistema estarán dadas por:


Va

1

Va
2

Va
3

 =
1

3


1 1 1

1 a2 a

1 a a2



Va

Vb

Vc

 (3.21)
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Y, finalmente, los voltajes simétricos obtenidos de (3.21) estarán dados en términos de los

voltajes de fase como:

Va
1 =

1

3
(Va + Vb + Vc) (3.22)

Va
2 =

1

3
(Va + a2Vb + aVc) (3.23)

Va
3 =

1

3
(Va + aVb + a2Vc) (3.24)

De manera análoga, el análisis se realiza para la corriente I .

3.4. Representación de las componentes simétricas de Stok-

vis para una matriz 3x3

Retomando el caso particular de los sistemas eléctricos trifásicos, las representación de los

terminos de las componentes unitarias de secuencia homopolar, directa e inversa del teorema de

Fortescue son representados a partir de una matriz 3x3 definidas mediante el operador complejo

de rotación a como se muestra a continuación:

Γ =


1 1 1

1 a2 a

1 a a2


Se determina como la matriz de componentes simétricas de Fortescue-Stokvis o simplemente

Stokvis para la solución de sistemas eléctricos asimétricos.
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3.5. Análisis Tensorial de la Potencia Instantánea

El análisis tensorial de los sistemas eléctricos n-fásicos es propuesto en el año 2010 en el

cual se define el tensor de potencia como el producto diádico del tensor de voltaje se y el tensor

de corriente [45]. El tensor de voltaje se describe como:

Vi =



V1

V2

V3

V4
...

Vn


(3.25)

El tensor de corriente tiene la misma dimensión del tensor de voltaje, es por ello que se

define de manera análoga como

Ij =



I1

I2

I3

I4
...

In



El tensor de potencia instantánea se basa en el producto diádico entre los tensores de tensión

y corriente, para evaluar la potencia eléctrica en sistemas de n-fases. De manera matricial se

obtiene la matriz:
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Pij =



V1I1 V1I2 V1I3 V1I4 · · · V1In

V2I1 V2I2 V2I3 V2I4 · · · V2In

V3I1 V3I2 V3I3 V3I4 · · · V3In

V4I1 V4I2 V4I3 V4I4 · · · V4In
...

...
...

...
. . .

...

VnI1 VnI2 VnI3 VnI4 · · · VnIn


En ecuación, se determina como

Pij = Vi ⊗ Ij (3.26)

Se puede observar que entre las propiedades del producto diádico, el resultado matricial

también puede ser descrito al aplicar el tensor transpuesto de la corriente, de esta manera,

Pij = ViI
t
j (3.27)

donde t es el operador de transposición.

3.6. Tensor de Potencia Activa y Reactiva

Después de definir el tensor de potencia instantánea, se puede obtener el tensor de potencia

reactiva, con el fin de llegar a la solución general de tensor de potencia aparente [45].

A partir del tensor de potencia instantánea definido en la ecuación (3.26), aplicando sobre

él nuevamente el operador de transposición se obtiene que

(Pij)
t = (ViI

t
j)
t = I ⊗ V = IV t (3.28)

Escribiendo la solución del tensor de corriente a través de la potencia instantánea y la norma

en el espacio euclidiano, el término de corriente es generado a través de

I =
P 2
ij

‖V ‖2
V (3.29)



3.6. TENSOR DE POTENCIA ACTIVA Y REACTIVA 33

Utilizando un arreglo en el cual se sugiere restar las componentes transpuestas y no trans-

puestas del tensor de potencia instantánea:

(Pij)
t = (Pij) + ((Pij)

t − (Pij)) (3.30)

Resolviendo y despejando las variables asignadas en las ecuaciones (3.29) y (3.30), se ex-

tiende la expresión de la corriente I en términos de su componente activa Ip y reactiva Iq4

I = Ip + Iq (3.31)

Aplicando la definición planteada en (3.26) y evaluando independientemente la componente

activa y reactiva de la corriente, se determina el tensor de potencia activa

P p
ij = (Vi ⊗ Vj)

Pij
V · V

(3.32)

Para la potencia reactiva, se llega a la expresión

P q
ij = (Vi ⊗ Vi)

(P t
ij − (Pij)

t)

V · V
(3.33)

La potencia instantánea se obtiene mediante la suma de la potencia activa y reactiva.:

Pij = P p
ij + P q

ij (3.34)

4Las corrientes activa y reactiva se escriben a partir de la notación original utilizada en el artı́culo [45].



Capı́tulo 4

Análisis geométrico de los sistemas

eléctricos de n-fases

4.1. Descripción

A lo largo del documento, se han venido presentado las definiciones elementales de los

circuitos eléctricos, también se retomó el Teorema de Fortescue para el análisis de sistemas

asimétricos y se extendió un análisis sobre el Tensor de Potencia Instantánea que generaliza la

teorı́a de sistemas eléctricos de n-fases.

Ahora bien, tomando cada uno de los elementos y referentes teóricos mencionados anterior-

mente, se realiza a continuación un estudio minucioso de la geometrı́a existente en los sistemas

eléctricos n-fásicos, definiendo cada uno de los conceptos abordados en los capı́tulos anteriores

y generalizándolos de manera tensorial en una teorı́a de sistemas eléctricos mucho mas amplia

y minuciosa que supla las necesidades para cualquier sistema polifásico sin la necesidad de

analizarlos independientemente por presentar simetrı́a en el plano complejo, o si su desfase es

equivalente entre ellos o no 1.

En este capitulo se elabora todo un análisis conceptual que será validado con ejemplos

teóricos que den veracidad de la solución diseñada, cumpliendo con las leyes fundamentales de

1Desde este capı́tulo en adelante, la producción realizada es de los autores de la tesis

34
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los circuitos eléctricos 2.

Cabe aclarar que las distintas soluciones presentadas posteriormente son tratadas con sis-

temas n-fásicos de señales de corriente alterna (AC), ya sean de tipo periódicas o no. Para

los sistemas eléctricos (DC) también funcionarı́a, sin embargo, cada tensor definido deberá to-

marse como un tensor de orden ”0” y su análisis serı́a un poco más tedioso que el convencional

partiendo del hecho que el resultado obtenido será de manera equivalente.

4.2. Operador de secuencia generalizado

En el capı́tulo anterior se definió el operador de secuencia a en forma polar y en notación

exponencial, sin embargo, es necesario representarlo como una sucesión de términos la cual

permita representarse de manera más general.

Tomando valores para r = 1, 2, 3, · · · ,m, se obtiene la siguiente sucesión de términos sobre

la ec. (3.5)

{ar} = {a1, a2, a3, · · · , am} (4.1)

Por definición en notación exponencial mostrado el operador a según su posición se obtiene

{ar} = {e
j2π
n , e

j4π
n , e

j6π
n , · · · , e

j2πm
n } (4.2)

Al buscar simetrı́a, el indice n es igual al subı́ndice m, de ello resulta

{ar} = {e
j2π
n , e

j4π
n , e

j6π
n , · · · , ej2π} (4.3)

Al solucionar cada uno de los términos de la sucesión se demuestra que el termino final

será igual a 1, es decir

{ar} = {e
j2π
n , e

j4π
n , e

j6π
n , · · · , 1} (4.4)

Utilizando la propiedad exn = exn, la ecuación (4.4) puede ser reescrita en términos del

2Ley de Ohm, leyes de Kirchhoff y ley de Faraday- Lenz
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primer termino a1

{ar} = {(a1)1, (a1)2, (a1)3, · · · , (a1)m} (4.5)

renombrado a1 = a y escribiéndolo en términos de su magnitud y argumento:

{ar} = {a1, a2, a3, · · · , an} (4.6)

Recordando que, el operador de secuencia a esta definido como

a = 1∠ϕ1 = 1∠
2π

n
(4.7)

Desarrollando a partir de la sucesión, se expresa la ecuación (4.6) como

{ar} = {1∠2π, 1∠π, 1∠
2π

3
, · · · , 1∠2π

n
} (4.8)

A partir de la ecuación (4.8) se generaliza el operador de secuencia en forma polar para n

conjuntos de vectores.

4.3. Componentes simétricas de rotación del teorema de For-

tescue

Fortescue define las componentes simétricas de rotación dependiendo del desfase el cual

presente el sistema, para ello considera una analogı́a respectivamente al sentido de giro en el

sistema, determinando una componente homopolar en la cual, los fasores no presentan rotación,

seguido de componentes directas las cuales hacen analogı́a a la rotación en sentido de las

manecillas del reloj de cada uno los fasores y, finalmente las componentes inversas, que giran

en sentido contrario de las manecillas del reloj.

Para el análisis, la única componente homopolar estará dada por:

Γ0 = {1, 1, 1, · · · , 1}
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Las componentes directas son representadas por los indices de rotación positivos desde Γ1

hasta Γr+1

Γ1 = {1, a−1, a−2, · · · , a−(n−1)}

Γ2 = {1, a−2, a−4, · · · , a−2(n−1)}

...

Γr = {1, a−r, a−2r, · · · , a−(n−1)r}

...

Γr+1 = {1, a−(r+1), a−2(r+1), · · · , a−(n−1)(r+1)}

...

Finalmente, las componentes inversas irán desde Γr+1 hasta Γr−1

Γr−1 = {1, a−(n−1), a−2(n−1), · · · , a−(n−1)2}

En la fig. (4.1) se muestra la rotación de cada uno de los fasores a partir de la componente

simétrica asignada.

Figura 4.1: Rotación de fasores en secuencia homopolar, directa e indirecta.
Realizada por los autores
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4.4. Matriz Generalizada para sistemas n-fásicos de manera

tensorial

Un sistema de n-fasores asimétricos cualesquiera determinado estará definido a partir de

componentes simétricas equivalentes para cada fasor simétrico como resultado de la operación

del operador de secuencia a definido anteriormente.

Las componentes simétricas describen los diferentes puntos de rotación que el fasor puede

tomar dependiendo de su magnitud y fase. Teniendo una secuencia de rotación, cada elemento

de giro dependerá del valor que adopte el fasor, es decir, la matriz deberá definir el giro de cada

fasor independientemente.

A partir de ello, se define Γij como el tensor de secuencia de giro con i = j. Expandiendo,

para el caso donde la cantidad de componentes simétricas esta definida por i = 1, 2, 3, · · · , n y

j = 1, 2, 3, · · · ,m. Escrito de manera matricial, se define Γij el operador matricial de secuencia

de giro como:

Γij =



Γ11 Γ12 Γ13 Γ14 · · · Γ1m

Γ21 Γ22 Γ23 Γ24 · · · Γ2m

Γ31 Γ32 Γ33 Γ34 · · · Γ3m

Γ41 Γ42 Γ43 Γ44 · · · Γ4m

...
...

...
...

. . .
...

Γn1 Γn2 Γn3 Γn4 · · · Γnm


Para obtener los elementos de la matriz generalizada Γij se debe recurrir al operador a que

por definición,

a = 1∠ϕ1 = 1∠
2π

n
. (4.9)

Cabe la pena señalar que los fasores a través del operador complejo a pueden ser represen-

tados a partir de cualquier vector simétrico, en términos de la combinación lineal del conjunto

de fasores.

La matriz Γij existe si se cumple que:
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1) Si n = m; ∃ ∀ R

2) n define la cantidad de fases del sistema.

Los términos de Γij se obtienen a partir de la función inversa del operador a en función de

los indices de asignación por casilla, es decir:

Γij = f(a) (4.10)

En términos del operador a, dependiendo del valor de la casilla correspondiente a la ubi-

cación matricial nm, las componentes pueden ser obtenidas como:

Γnm =
1

a(n−1)(m−1)
(4.11)

Γnm = a−(n−1)(m−1) (4.12)

A partir de lo anterior, escribiendo los términos de la matriz de coeficientes será

Γij =



a0 a0 a0 a0 · · · a−0(m−1)

a0 a−1 a−2 a−3 · · · a−1(m−1)

a0 a−2 a−4 a−6 · · · a−2(m−1)

a0 a−3 a−6 a−9 · · · a−3(m−1)

...
...

...
...

. . .
...

a−0(n−1) a−1(n−1) a−2(n−1) a−3(n−1) · · · a−(n−1)(m−1)


(4.13)

Donde, la matriz (4.13) muestra el tensor de componentes simétricas para circuitos de n-

fases.

4.5. Análisis geométrico: Postulado de correspondencia Dual

(CD)

Al ser el operador a un elemento complejo, la matriz en general será compleja, para justi-

ficar que la matriz contravariante tiene correspondencia dual se define para el sistema que [13]
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[24]:

Sea Γ ∈ C ∃ CD 3 ssi Γ→ Γ∗,debe cumplir la condición de ortonormalización

Γ∗Γ = δij (4.14)

con

δij =

1 si i = j

0 si i 6= j

(4.15)

Definiendo los elementos de la matriz contravariante Γij y su covariante Γij y, ambas ma-

trices están definidas por términos complejos, cumple

1

||Γ∗ijΓij||
Γ∗ijΓ

ij = δij (4.16)

con ||Γ∗ijΓij||, la norma del tensor resultante, el cual tiene el mismo valor de la cantidad de

fases del sistema que se evalúa, es decir,

n = ||Γ∗ijΓij|| (4.17)

Finalmente, la condición de ortonormalización será

1

n
Γ∗ijΓ

ij = δij (4.18)

de lo anterior se concluye

Γij = Γij (4.19)

tienen correspondencia dual compleja. 4

Con el fin de demostrar que el tensor contravariante Γij es dual del tensor covariante Γij se

utiliza la matriz de Stokvis en un sistema de n = 3 fases, es decir,

3En adelante, las siglas CD definen Correspondencia Dual
4la demostración del postulado se encuentra en el apéndice (A.1)
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1

3
Γ∗ijΓ

ij = δij (4.20)

La matriz contravariante 3X3 será

Γij =


a0 a0 a0

a0 a−1 a−2

a0 a−2 a−4

 (4.21)

Seguidamente, se definen los valores a partir del operador de secuencia trifásico a a partir de

a = 1∠
2π

n
(4.22)

con n = m = 3 resulta el operador definido como a = 1∠120o en forma polar, en forma

rectangular 5 será a = −1

2
− j
√

3

2

Las componentes contravariantes están definidas como:

a0 = 1; a−1 = −1

2
− j
√

3

2
; a−2 = −1

2
+ j
√

3

2
; a−3 = 1; a−4 = −1

2
− j
√

3

2

Las componentes covariantes son:

a1 = −1

2
+ j
√

3

2
; a2 = −1

2
− j
√

3

2
; a3 = 1

Las componentes contravariantes conjugadas son:

a0∗ = 1; a−1∗ = −1

2
+ j
√

3

2
; a−2∗ = −1

2
− j
√

3

2
; a−3∗ = 1; a−4∗ = −1

2
+ j
√

3

2

De lo cual resultan relaciones simétricas como

a0∗ = 1; a−1∗ = a; a−2∗ = a2; a−4∗ = a

De manera matricial se obtiene que,

5La unidad imaginaria es representada con la letra j, es decir, j =
√
−1, con el fin de no generar confusiones

entre los ı́ndices i, j y las corrientes I
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(Γij)∗ =


1 1 1

1 a a2

1 a2 a

 (4.23)

Multiplicando las matrices

(Γij)∗ =


1 1 1

1 a a2

1 a2 a

 (4.24)

Resolviendo (4.25)

1

3


1 1 1

1 a a2

1 a2 a




1 1 1

1 a a2

1 a2 a

 = δij (4.25)

Se demuestra que existe correspondencia dual compleja (CD) entre
1

3
Γ∗ijΓ

ij al obtener


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 = δij (4.26)

4.6. Análisis tensorial complejo de los sistemas eléctricos

Los sistemas eléctricos n-fásicos se escriben a partir de las corrientes que pasan a través de

cada uno de los conductores I , la cual será la misma que pasa por cada una de las fases y por

los voltajes entre dos lı́neas VL, el voltaje por cada fuente o fase V . A partir de lo anterior, se

establece que

I = IL (4.27)

V =
√
nVL (4.28)

El tensor de potencia instantánea, descrito en [45], cumple su propiedad para cualquier

sistema eléctrico de n-fases (simétrico y asimétrico) como



4.6. ANÁLISIS TENSORIAL COMPLEJO DE LOS SISTEMAS ELÉCTRICOS 43

Pij = Vi ⊗ Ij (4.29)

El cual es obtenido a partir de los tensores de voltaje Vi y corriente Ij en el dominio tem-

poral. En el dominio de la frecuencia, al aplicar una transformada fasorial sobre el tensor de

voltaje y el tensor de corriente en el dominio temporal se obtiene Vi, descrito como el tensor

de voltaje fasorial:

Vi =



V1∠Φ1

V2∠Φ2

V3∠Φ3

...

Vn∠Φn


(4.30)

Análogamente, el tensor de corriente fasorial Ij será:

Ij =



I1∠φ1

I2∠φ2

I3∠φ3

...

In∠φn


(4.31)

La potencia instantánea no discrimina si el sistema es simétrico o asimétrico, sin embargo,

en el análisis de circuitos eléctricos es limitado, puesto que se recurre con mayor frecuencia

al cálculo de las potencias activa, reactiva, aparente y compleja. Para determinar cada una de

estas potencias se define inicialmente el tensor de potencia compleja como:

Pij = Vi ⊗ I∗j (4.32)

donde sus componentes estarán definidas en la matriz
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Pij =



V1I∗1 V1I∗2 V1I∗3 V1I∗4 · · · V1I∗m
V2I∗1 V2I∗2 V2I∗3 V2I∗4 · · · V2I∗m
V3I∗1 V3I∗2 V3I∗3 V3I∗4 · · · V3I∗m
V4I∗1 V4I∗2 V4I∗3 V4I∗4 · · · V4I∗m
...

...
...

...
. . .

...

VnI∗1 VnI∗2 VnI∗3 VnI∗4 · · · VnI∗m


(4.33)

A través del tensor Pij se definen la Potencia Activa, Reactiva, Aparente y Compleja del sistema

n-fásico:

La Potencia Activa (P ) se define como la suma de las componentes diagonales del tensor

Pij multiplicadas por el factor de potencia6, es decir, la traza por el factor de potencia por

componente

P = tr{|Pii|cosθii} (4.34)

En notación de Einstein

P =
n∑
i=1

ViI
∗
i cosθii (4.35)

La Potencia Reactiva (Q) se determina de manera análoga, calculando las componentes a

partir del seno del ángulo del factor de potencia θii, es decir

Q = tr{|Pii|sinθii} (4.36)

En notación de Einstein

Q =
n∑
i=1

ViI
∗
i sinθii (4.37)

La Potencia Aparente S será la traza de la magnitud del tensor Pij , es decir

S = tr|Pii| (4.38)

6El factor de potencia cosθii se define como la diferencia del coseno entre el ángulo de fase del fasor voltaje
Φi menos el ángulo de fase del fasor de corriente φ de cada uno de los elementos de la diagonal, es decir cosθij =
cos(Φi − φj)
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En notación de Einstein

S =
n∑
i=1

ViI
∗
i (4.39)

Finalmente, la Potencia Compleja será la suma entre la potencia activa P y la reactiva Q

multiplicada por la unidad compleja j, es decir:

S = P + jQ (4.40)

S =
n∑
i=1

ViI
∗
i cosθii + j

n∑
i=1

ViI
∗
i sinθii (4.41)

También, la potencia compleja puede ser calculada como la traza del producto tensorial

entre el tensor de voltaje fasorial y el conjugado del tensor de corriente, es decir

S = tr{Vi ⊗ I∗i } (4.42)

4.7. Análisis de la potencia fasorial en sistemas simétricos so-

bre cargas balanceadas

Por otra parte, se puede simplificar el análisis de los circuitos n-fásico a partir de su simetrı́a.

Si el sistema es simétrico cumple que el valor de las potencias aparentes de cada termino es

igual y el ángulo del factor de potencia será el mismo, se pueden denotar las ecuaciones (4.6),

(4.39) y (4.40) respectivamente como

P = nViI
∗
i cosθii (4.43)

Q = nViI
∗
i sinθii (4.44)

S = nViI
∗
i (4.45)

Finalmente, la potencia compleja se logra expresar como
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S = nViI
∗
i cosθii + jnViI∗i sinθii (4.46)

De esta manera, se logra simplificar el cálculo teniendo en cuenta únicamente la cantidad de

fases en el sistema.

4.8. Análisis de la potencia fasorial en sistemas asimétricos

Para el caso de la existencia de un vector columna que defina las fases del sistema simétrico,

se define Vi como el tensor de voltaje del sistema n-fásico de la siguiente manera:

Vi = V1 + V2 + V3 + · · ·+ Vp (4.47)

Descrito en forma matricial,

Vi =



V1

V2

V3

...

Vn


(4.48)

Cada una de las fases asimétricas pueden ser representadas como una combinación lineal

de sus componentes simétricas respectivas, es decir:

Sea el vector asimétrico Vi, µ corresponda a las secuencias de giro respectivas a la compo-

nente lineal del fasor y ν es el número de la fase respectiva, con µ = 0, 1, 2, ..., j − 1 y ν como

el indice especı́fico de la fase, es decir:

Vi = Vµ
ν ;µ = 1, 2, 3..., n (4.49)

en notación sigma

Vi =

j∑
i=1

Vj−1
ν (4.50)
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es decir, geométricamente el fasor v es una combinación lineal de los vectores base de las

componentes simétricas.

El subı́ndice i tiene su máximo en la cantidad de fases del sistema, describiendo en no-

tación sigma cada uno de los términos de un sistema n-fásico como combinación lineal de sus

componentes simétricas será

V1 =

j∑
i=1

Vj−1
1 (4.51)

V2 =

j∑
i=1

Vj−1
2 (4.52)

V3 =

j∑
i=1

Vj−1
3 (4.53)

· · · (4.54)

Vn =

j∑
i=1

Vj−1
n (4.55)

De forma matricial será como



V1

V2

V3

...

Vn


=



∑j
i=1V

j−1
1∑j

i=1V
j−1
2∑j

i=1V
j−1
3

...∑j
i=1Vj−1

n


(4.56)

Ahora, si se desea escribir un fasor de voltaje m + 1 en términos del fasor m se desarrolla

mediante el teorema de Stokvis. Como ejemplo, un sistema trifásico simple:


V1

V2

V3

 =


1 1 1

1 a−1 a−2

1 a−2 a−4



V0

1

V1
1

V2
1

 (4.57)

de forma generalizada, la solución de sistemas n-fásicos multiplicados por el vector de voltaje
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será



V1

V2

V3

V4

...

Vn


=



a0 a0 a0 a0 · · · a−0(m−1)

a0 a−1 a−2 a−3 · · · a−1(m−1)

a0 a−2 a−4 a−6 · · · a−2(m−1)

a0 a−3 a−6 a−9 · · · a−3(m−1)

...
...

...
...

. . .
...

a−0(n−1) a−1(n−1) a−2(n−1) a−3(n−1) · · · a−(n−1)(m−1)





V0
1

V1
1

V2
1

V3
1

...

Vp−1
1


(4.58)

Para el caso de los sistemas asimétricos, se puede obtener de manera análoga los sistemas

simétricos si los tensores de voltaje y de corriente fasorial son expresados a partir de una com-

binación lineal entre las componentes simétricas definidas a partir de la matriz generalizada

Γij . Sea µ = j − 1 y ν el supraı́ndice que define la secuencia de giro del operador a sobre los

tensores de voltaje y corriente, de manera simplificada se obtiene la expresión en notación de

Einstein:

Vi = ΓijVj−1
ν (4.59)

En términos de las componentes simétricas el tensor se establece como

Vj−1
ν = (Γij)−1Vi (4.60)

De manera análoga, el tensor de corriente será



I1
I2
I3
I4
...

In


=



a0 a0 a0 a0 · · · a−0(m−1)

a0 a−1 a−2 a−3 · · · a−1(m−1)

a0 a−2 a−4 a−6 · · · a−2(m−1)

a0 a−3 a−6 a−9 · · · a−3(m−1)

...
...

...
...

. . .
...

a−0(n−1) a−1(n−1) a−2(n−1) a−3(n−1) · · · a−(n−1)(m−1)





I01
I11
I21
I31
...

Ip−11


(4.61)
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Escrito de manera tensorial

Ii = ΓijIj−1ν (4.62)

En términos de las componentes simétricas el tensor se establece como

Ij−1ν = (Γij)−1Ij (4.63)

La potencia compleja determinada en (4.42), a partir de las componentes simétricas del

sistema resulta

S = tr{ΓijVi−1
ν ⊗ Γij(Ij−1ν )∗} (4.64)

O también.

S = tr{ΓijVi−1
ν (Γij(Ij−1ν ))∗t} (4.65)

Al ser los tensores de voltaje y corriente tensores columna se aplica la propiedad tr(ABt) =

AtB, para el sistema será

tr{ΓijVi−1
ν (Γij(Ii−1ν ))∗t} = (ΓijVi−1

ν )t(Γij(Ii−1ν ))∗ (4.66)

Escrita de la nueva manera

S = (ΓijVi−1
ν )t(Γij(Ii−1ν ))∗ (4.67)

Resolviendo se llega a

S = (Vi−1
ν )t(Γij)tΓij(Ii−1ν )∗ (4.68)

con

(Γij)tΓij = nδji (4.69)

Se determina la expresión final de potencia compleja para sistemas asimétricos a partir de
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sus componentes simétricas será

S = n(Vi−1
ν )tδji (Ii−1ν )∗ (4.70)

La multiplicación del delta de Kronecker por el tensor columna de corriente da como resul-

tado el mismo tensor, por ello se omite y se obtiene finalmente 7

S = n(Vi−1
ν )t(Ii−1ν )∗ (4.71)

La potencia activa P y reactiva Q se determinan a partir de las componentes real e imagi-

naria de la potencia compleja S , es decir;

P = Re[n(Vi−1
ν )t(Ii−1ν )∗] (4.72)

Q = Im[n(Vi−1
ν )t(Ii−1ν )∗] (4.73)

4.9. Impedancias y admitancias tensoriales

En la teorı́a de circuitos eléctricos de corriente alterna, los elementos pasivos son represen-

tados a partir de impedancias Z o de admitancias Y, los cuales observados en señales senoidales

permiten realizar cálculos en el dominio de la frecuencia a partir de la ley de Ohm, tal y como

se discutió en la sección (2.6.2).

Teniendo en cuenta lo ya mencionado, se deben llegar a dos tensores, uno que represente

las impedancias y otro que determine las admitancias para que, de alguna manera, se relacionen

los tensores de voltaje y corriente, llegando ası́ a la generalización tensorial de la ley de Ohm

para los circuitos de corriente alterna.

7Cabe aclarar que la potencia compleja no depende del tensor Γij pero si de la cantidad de fases del sistema n.
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4.9.1. Tensor de Impedancia Zij

En un sistema eléctrico de n-fases cualesquiera, la contribución de las impedancias sobre

una o más lineas es determinada a partir de los distintos elementos conectados sobre los nodos

del sistemas en alguna de las fases y el neutro, es decir, todas las combinaciones posibles entre

cada nodo, tal como lo determina la ley de corrientes de Kirchhoff.

En un sistema de n-fases, con n fuentes de tensión y m corrientes, las contribuciones de

impedancias sobre todos los nodos referentes a la fase estará definida como:

Zij =



Z11 Z12 Z13 Z14 · · · Z1m

Z21 Z22 Z23 Z24 · · · Z2m

Z31 Z32 Z33 Z34 · · · Z3m

Z41 Z42 Z43 Z44 · · · Z4m

...
...

...
...

. . .
...

Zn1 Zn2 Zn3 Zn4 · · · Znm


(4.74)

Donde, Zij se define como el tensor de impedancia producido por las contribuciones de

impedancias 8 para sistemas n-fásicos.

4.9.2. Tensor de Admitancia Yij

Por definición, la admitancia es inversamente proporcional al valor de la impedancia sin

importar su lugar geométrico del sistema eléctrico. Para el tensor de admitancia, los elementos

se definen como los inversos propios de la impedancia localizada en la posición nm, en otras

palabras, las componentes de admitancias Yij será igual al inverso de las componentes del

tensor de impedancia Zij , es decir;

Yij = Z−1ij (4.75)

teniendo en cuenta lo anterior, el tensor de admitancia será

8cabe aclarar que los elementos de la matriz de impedancia no necesariamente se refieren a una única impedan-
cia sobre el nodo, si no a la impedancia equivalente de los elementos existentes sobre dichas fases, es por ello que
pueden existir varias impedancias sobre el sistema que representen a un único elemento de la matriz generalizada.
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Yij =



Y11 Y12 Y13 Y14 · · · Y1m

Y21 Y22 Y23 Y24 · · · Y2m

Y31 Y32 Y33 Y34 · · · Y3m

Y41 Y42 Y43 Y44 · · · Y4m

...
...

...
...

. . .
...

Yn1 Yn2 Yn3 Yn4 · · · Ynm


(4.76)

También, se puede llegar a obtener la matriz anterior análogamente como se realizó para el

tensor de impedancia determinando las ecuaciones sobre los nodos pero con la diferencia de

obtener las ecuaciones dependientes de los voltajes que entran sobre cada uno de los nodos en

términos de sus corrientes.

4.10. la ley de Ohm en forma tensorial

4.10.1. Ley de Ohm generalizada

Clásicamente, la ley de Ohm en un material se describe a partir de la conductividad eléctrica,

su formalización matemática se describe a partir de la densidad de corriente ~J donde es igual

al producto de la conductividad eléctrica que presenta σ entre el campo eléctrico ~E, es decir

~J = σ ~E (4.77)

Sin embargo, la conductividad eléctrica σ es considerada una magnitud escalar. En la

mecánica de medios continuos, en sólidos cristalinos, la densidad de corriente ~J no es ho-

mogénea en todos los puntos del material. Este tipo de materiales son conocidos como an-

isotrópicos, puesto que, a partir de lo mencionado anteriormente, en distintas ubicaciones del

material su conductividad debe ser diferente. Para describir el comportamiento de la conducti-

vidad eléctrica en distintos puntos del material se define un tensor de segundo orden. [10]

Sea Jj el tensor que describe la densidad de corriente y Ei el tensor de campo eléctrico, la

conductividad eléctrica es generada por un tensor de conductividad σij , es decir:
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Jj = σijEi (4.78)

De manera matricial, el tensor de conductividad se representa como:

σij =



σ11 σ12 σ13 σ14 · · · σ1m

σ21 σ22 σ23 σ24 · · · σ2m

σ31 σ32 σ33 σ34 · · · σ3m

σ41 σ42 σ43 σ44 · · · σ4m
...

...
...

...
. . .

...

σn1 σn2 σn3 σn4 · · · σnm


(4.79)

La densidad de corriente tensorial Ji en un área superficial A, la cual es constante a lo largo

del material, es decir, no deformable, en términos de la corriente tensorial Ii se define como

Jj =
1

A
Ij (4.80)

Ahora, la variación de potencial eléctrico ∆Vj en un conductor se define a partir del pro-

ducto entre la longitud L y el campo eléctrico tensorial Ej ,

∆Vi = LEi (4.81)

Reemplazando en la ecuación (4.78), las ecuaciones (4.80) y (4.81) se llega a

1

A
Ij = σij

∆Vi
L

(4.82)

Como A y L son constantes, se despeja L

L

A
Ij = σij∆Vi (4.83)

Si se multiplica por la matriz inversa de conductividad en ambos lados, es decir

L

A
σ−1ij Ij = σ−1ij σij∆Vi (4.84)
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Se llega a la relación de la variación de tensión con respecto a la corriente

L

A
σ−1ij Ij = ∆Vi (4.85)

Las componentes inversas de la matriz de conductancia representan la resistividad del ma-

terial, es decir σ−1ij = ρij , donde ρ es la resistividad del material, el cual, de la misma manera,

no será igual en todos los puntos se obtiene

L

A
ρijIj = ∆Vi (4.86)

La variación de potencial ∆Vi = Vi − Vo, asumiendo la condición donde Vo → 0 para

cualquier punto inicial del material, es decir ∆Vi ≈ Vi, y que, por definición la resistencia

es igual al producto de la resistividad del material multiplicado por su longitud sobre el área

superficial, para el caso tensorial será Rij =
L

A
ρij , la ley de Ohm de manera tensorial será

Vi = RijIj (4.87)

Para el caso de escribir la ley de Ohm de manera tensorial en relación a la corriente y

la conductancia Gij, la ecuación (4.87), se multiplica por el inverso del tensor de resistencia

eléctrica, es decir

R−1ij RijIj = R−1ij Vi (4.88)

Resolviendo, se llega a

Ij = R−1ij Vi (4.89)

Finalmente, la conductancia Gij será igual al inverso de la resistencia R−1ij , entonces

Ij = GijVi (4.90)

De esta manera, se determina la ley de Ohm para cualquier sistema n-fásico.
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4.10.2. Ley de Ohm en el dominio de la frecuencia

En los circuitos de corriente directa DC y corriente alterna AC, existen varias analogı́as,

una de las analogı́as principales es la ley de Ohm en el dominio de la frecuencia representada

por los fasores de voltaje, corriente e impedancia

V = RI ←→ V = ZI

I = GV ←→ I = YV

Para que exista la correspondencia entre ambos espacios, se establece que la resistencia

R se relaciona con la impedancia Z y la conductancia G con la admitancia Y, el voltaje y la

corriente en ambos dominios describen el mismo comportamiento en la ecuación.

Ahora, aplicando la misma analogı́a para la ley de Ohm de manera tensorial en las ecuacio-

nes (4.87) y (4.90) se llega a

Vi = RijIj ←→ Vi = ZijIj (4.91)

Ij = GijVi ←→ Ij = YijVi (4.92)

A partir de lo anterior, se logran determinar de forma matricial los tensores de voltaje y

corriente respectivamente en términos de la impedancia y de la admitancia.

El tensor de voltaje será:



V1

V2

V3

V4

...

Vn


=



Z11 Z12 Z13 Z14 · · · Z1m

Z21 Z22 Z23 Z24 · · · Z2m

Z31 Z32 Z33 Z34 · · · Z3m

Z41 Z42 Z43 Z44 · · · Z4m

...
...

...
...

. . .
...

Zn1 Zn2 Zn3 Zn4 · · · Znm





I1
I2
I3
I4
...

In


(4.93)
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De la misma manera, tensor de corriente:



I1
I2
I3
I4
...

In


=



Y11 Y12 Y13 Y14 · · · Y1m

Y21 Y22 Y23 Y24 · · · Y2m

Y31 Y32 Y33 Y34 · · · Y3m

Y41 Y42 Y43 Y44 · · · Y4m

...
...

...
...

. . .
...

Yn1 Yn2 Yn3 Yn4 · · · Ynm





V1

V2

V3

V4

...

Vn


(4.94)

Con el fin de demostrar fı́sicamente la existencia de los tensores de voltaje y corriente,

se hace una analogı́a con la ley de ohm demostrada tensorialmente para el caso del tensor de

conductividad.

Figura 4.2: Analogı́a entre las distintas conductividades eléctricas y las contribuciones de im-
pedancia dentro de un circuito cualquiera.

Realizada por los autores
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Un material de conductividad eléctrica tensorial σij , como el representado en la fig. (4.2) en

(a), se considera una geometrı́a donde en distintos puntos la densidad de corriente y el campo

eléctrico son distintos, es por ello que, en dichos puntos la conductividad será diferente, en

esos mismos puntos el valor de la resistencia tensorial Rij también sera diferente, puesto que,

la oposición de corriente eléctrica desde un punto a otro generado por la diferencia de potencial

a causa del campo eléctrico cambiará su magnitud y dirección.

Para el caso (b) de la misma figura, se representa una carga cualquiera la cual consta de

distintos elementos eléctricos en conexiones distintas a n fuentes de tensión o corriente que

alimentan n cantidades de elementos. Dichos elementos, pueden representar un circuito de una

conexión de impedancias generadas por máquinas eléctricas, electrodomésticos, cargas de un

sistema interconectado, etc., las cuales no serán exactamente iguales y pueden presentar alguna

variación una respecto a la otra y, a su vez, no se conectan de un mismo punto a otro.

Figura 4.3: Analogı́a entre las distintas conductividades eléctricas y las contribuciones de im-
pedancia dentro de un circuito cualquiera.

Realizada por los autores

Para dejar una mayor claridad del sentido fı́sico de las impedancias, se supone un sistema

trifásico como el que se muestra en la fig. 4.3 definido por un tensor de voltaje Vi, tal como

los generados en una red eléctrica, dicho sistema es alimentado por tres fuentes de tensión

que generan tres corrientes de linea. Los cables a lo largo del sistema presentan una oposición
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al paso de la corriente generando una impedancia de linea, también, se suponen tres cargas

de impedancia diferentes conectadas en el sistema trifásico sobre cargas bifásicas, es decir,

elementos conectados sobre dos de las lineas de fase (omitiendo el neutro), en ellas se dispone

una impedancia Z12 de una casa conectada sobre las lineas (1) y (2), otra impedancia generada

por una fabrica conectada sobre las lineas (1) y (3) que generan una impedancia Z13 sobre las

lineas y finalmente un edificio de apartamentos conectado sobre (2) y (3) generando sobre el

sistema una impedancia equivalente Z23.

Las impedancias generadas por la casa, la industria y el edificio serán distintas entre si ya

sea por el consumo de corriente o por la cantidad de resistencias, inductancias y capacitancias

dentro de cada uno de ellos, por otra parte, las impedancias vistas desde las lineas y desde las

edificaciones serán las mismas, es decir, existe un principio de simetrı́a donde Znm = Zmn,

puesto que la carga vista desde alguna de las corrientes existentes en la malla generada por las

impedancias cambiara su dirección (es decir el signo de corriente) más no cambiara el valor de

la impedancia porque las cargas serán las generadoras por ellas mismas.

4.11. Leyes de Kirchooff de manera tensorial

Las leyes de Kirchhoff de tensión y corrientes permanecen invariantes en los calculos ma-

temáticos, puesto que dependen de la cantidad de cargas que se suministran a una fuente de

tensión o a un nodo general, es decir, se pueden escribir de manera tensorial como:

Ley de Voltajes de Kirchhoff

p∑
k=1

Vik = 0 (4.95)

Donde el subı́ndice i representa la malla en la cual se realiza la sumatoria, es decir, es

constante para dicha configuración, donde el voltaje de la fuente i será igual a la suma de todas

las tensiones generadas por la sumatoria de todos los elementos del sistema y será igual a cero,

es decir:
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p∑
k=1

Vik = Vi1 + Vi2 + Vi3 + · · ·+ Vip (4.96)

Ley de Corrientes de Kirchhoff

p∑
k=1

Ijk = 0 (4.97)

Donde el subı́ndice i representa el nodo de la sumatoria, es decir, es constante para dicha

configuración, donde la corriente de la fuente j será igual a la suma de todas las corrientes

generadas por la sumatoria de todos los elementos en el nodo y será igual a cero, es decir:

p∑
k=1

Ijk = Ij1 + Ij2 + Ij3 + · · ·+ Ijp (4.98)

De manera análoga, el cálculo de los análisis de nodos y mallas conservan las mismas

formalidades propuestas en las soluciones de circuitos eléctricos convencionales.



Capı́tulo 5

Aplicaciones

Este capı́tulo pretende ejemplificar casos particulares del análisis de los circuitos eléctricos

polifásicos de manera tensorial cada uno enriqueciendo la teorı́a. Para ello, se establecen redes

de sistemas eléctricos comunes como de 3-fases, redes eléctricas de conexiones sobre cargas

polifásicas, métodos de análisis en sistemas de potencia y simulaciones.

Cabe aclarar que, son muchos más las aplicaciones de los tensores de tensión, voltaje y co-

rriente sobre los sistemas eléctricos, sin embargo, el presente trabajo consiste en demostrar teo-

rica y computacionalmente la formalización fı́sica de las componentes del análisis geométrico

desarrollado con anterioridad.

Como se ha venido recopilando a lo largo del análisis del trabajo, los sistemas de n-fases

en generaciones de corriente alterna son evaluados principalmente en sistemas trifásicos, para

demostrar el uso de los tensores en dichos sistemas se consideran los siguientes casos:

5.1. Análisis geométrico de n-fases para sistemas de nodo

común

En la teorı́a de circuitos eléctricos es usual poseer redes eléctricas que comparten un punto

en común, por ejemplo. las conexiones (estrella o Y) todos los puntos negativos de la fuente

se conectan entre si y las salidas se conectan a cargas individuales que también se encuentran

conectadas a un nodo común. Se plantea una generalización de la unión sobre nodos depen-

60
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dientes de las n-fases del sistema tal y como lo muestra la figura (5.1), para ello, se plantea un

sistema de n-ecuaciones con n-incognitas para la solución sobre n-fases, definiendo el tensor

de impedancia generalizado al plantear la solución por LCK.

Figura 5.1: Sistema de n fuentes de tensión de fase conectadas sobre n impedancias de linea.
Para este caso, las corrientes primadas representan a las definidas por LCK sobre cada malla

generada entre dos cables que tienen una correspondencia significativa dependiendo dela
corriente de linea definida. Realizada por los autores

Existen dos casos de análisis para este tipo de redes, el primero es cuando las cargas se

encuentran balanceadas, es decir, todas las cargas son iguales, en el caso general será Z11 =

Z22 = Z33 = Z44 = · · · = Znn, y, el siguiente caso será cuando las cargas no estén balanceadas,

es decir, sean diferentes 1.

5.1.1. Análisis geométrico para sistemas simétricos con cargas iguales

En un sistema eléctrico con cargas balanceadas, las impedancias de linea tienen una relación

directa con las corrientes de linea y voltajes de fase. Al no existir impedancias conectadas, desa-

rrollando un analisis a través de las LCK entre las lineas se puede concluir que las impedancias

existentes son unicamente los elementos diagonales dentro de la matriz de impedancia plan-

1Cabe aclarar, que el método para cargas desbalanceadas también puede ser aplicado para cargas balanceadas,
es decir, la concepción mediante las LCK permite la inclusión de las variables independientes definidas para los
circuitos balanceados definiendo los elementos y considerándolos en estado desbalanceado.
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teada en (4.93), es decir:



V1

V2

V3

V4

...

Vn


=



Z11 0 0 0 · · · 0

0 Z22 0 0 · · · 0

0 0 Z33 0 · · · 0

0 0 0 Z44 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 0 0 0 · · · Znn





I1
I2
I3
I4
...

In


(5.1)

Para construir la matriz anterior a partir de la ley de Ohm de manera tensorial expresada en

(4.93), aplicando el delta de Kronecker sobre la matriz de impedancia obteniendo la solución

general de la ley de Ohm para este tipo de sistemas asi:

Vi = δjiZijIj (5.2)

En el caso de no conocer el tensor de corriente y conocer las demás variables, despejando

se obtiene

(δjiZij)−1Vi = (δjiZij)−1δ
j
iZijIj (5.3)

Por propiedades, δji = (δji )
−1. Finalmente el tensor de corriente estará definido por

Ij = δji (Zij)−1Vi (5.4)

Conforme al análisis de la potencia compleja tensorial se aplican las mismas ecuaciones

planteadas en el capı́tulo anterior para sistemas equilibrados.

Ejemplo 1: Se tiene un sistema de 3-fases con cargas balanceadas como el que se muestra

en la figura (5.2). La fuente de tensión inicial es de 120 V en AC y las demás se encuentran
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desfasadas 120o respectivamente y las tres cargas inductivas 2 con un valor de impedancia de

5∠90◦ Ω. a) Determine las corrientes de linea de cada una de las fuentes y b) calcule la potencia

activa, reactiva, aparente y compleja3.

Figura 5.2: Sistema de 3-fases balanceado para el ejemplo 1.
Las fuentes de tensión son simétricas y las impedancias de linea también lo son. Realizada por

los autores

Para solucionar el anterior ejercicio, inicialmente se recopila la información en la tabla

(5.1).

Datos

V1 = 120∠0oV

V2 = 120∠− 120o V

V3 = 120∠− 240o V

Z11 = j5 = 5∠90oΩ

Z11 = Z22 = Z33

Cuadro 5.1: Recopilación de la información ejemplo 1

2Se refiere a cargas que son unicamente conformadas por inductancias, por ejemplo un motor, un relé o una
bobina de tesla

3para el desarrollo de todos los cálculos matemáticos se utiliza un programa diseñado por los autores en
MATLAB R©, el cual se encuentra descrito en el apéndice (B)
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a) Calculo de corrientes de linea: Definiendo la ley de Ohm con los datos recopilados en

forma matricial para n = 3 a partir de la ecuación (5.2) se obtienen


120∠0oV

120∠− 120oV

120∠− 240oV

 =


5∠90◦Ω 0 0

0 5∠90◦Ω 0

0 0 5∠90◦Ω



I1
I2
I3


Aplicando la ecuación (5.4) y escribiendo el sistema de manera matricial para n = 3,

obteniendo la inversa de la matriz de impedancia calculada a través del software diseñado en

MATLAB R©, se obtiene


I1
I2
I3

 =


0,2∠90◦Ω−1 0 0

0 0,2∠90◦Ω−1 0

0 0 0,2∠90◦Ω−1




120∠0oV

120∠− 120oV

120∠− 240oV


Solucionando el sistema matricial se llegan a las expresiones de corrientes de linea respec-

tivamente como


I1
I2
I3

 =


24∠− 90oA

24∠− 30oA

24∠30oA


b) Calculo de la potencia activa, reactiva, aparente y compleja

Para este calculo se utilizan los tensores de potencia definidos en las ecuaciones (4.43),

(4.44), (4.45) y (4.46), al ser el sistema simétrico y balanceado.

La potencia activa, reactiva, aparente y compleja serán respectivamente definidas, para ello

se toma i = j = 1, es decir, la componente (1, 1) de la matriz resultante de potencia compleja.

P = 3V1I1cos(θ11) = 3(120V )(24A)cos(90o)W = 0 [W ]

Q = 3V1I1sen(θ11) = 3(120V )(24A)sen(90o)W = 8640 [V AR]4

4La unidad general de la potencia es el vatio W , sin embargo, se suele utilizar las siglas V AR para referirse a
la cantidad de vatios reactivos generados por el sistema, es decir, VAR=Volti-Amperio Reactivo=W (reactivo)
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S = 3V1I1 = 3(120V )(24A) = 8640 [V A]5

S = P + jQ = j8640 = 8640∠90o [V A]

En el apéndice (B) sección (B.3) se encuentra el código de implementación en MATLAB R©

para la solución sobre sistemas de n-fases simétricos y balanceados.

5.1.2. Análisis geométrico para sistemas simétricos con cargas diferentes

Por otra parte, existen casos particulares donde las cargas son de diferente valor entre si,

es decir, están desbalanceadas. Para la solución de este tipo de sistemas es necesario aplicar la

LCK sobre cada lazo.

Al aplicar el analisis mediante LCK, el análisis de mallas reduce un sistema de ecuaciones

de n elementos a sistemas de n− 1, es decir, las componentes tensoriales tienen un orden infe-

rior6.

Las ecuaciones de cada lazo estarán dadas como (ver fig. (5.1))

Para la Malla # 1

I′1(Z11 + Z22)− Z22I′2 = V1 − V2

Para la Malla # 2

−Z22I′1 + I′2(Z33 + Z22)− Z33I′3 = V2 − V3

Para la Malla # 3

−Z33I′2 + I′3(Z33 + Z44)− Z44I′4 = V3 − V4

Para la Malla # 4
5Dicha sigla de potencia se define como la cantidad de vatios generados por el sistema, es decir, VA=Volti-

Amperio=W(totales)
6Mediante este análisis puede también desarrollarse los sistemas balanceados donde sea necesario reducir la

cantidad de ecuaciones presentes en el sistema, sin embargo, es un análisis un poco más largo en cuanto a cálculos
y procedimientos matemáticos
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−Z44I′3 + I′4(Z44 + Z55)− Z55I′5 = V4 − V5

...

Para la Malla # n− 1

−Z(n−1)(n−1)I′n−2 + I′n−1(Z(n−1)(n−1) + Znn) = Vn−1 − Vn

Sea x = 1, 2, 3, ...n − 1 e y = 1, 2, 3, ...n − 1 los subı́ndices que definen los tensores

de voltaje, corriente e impedancia para el análisis de malla. En forma matricial, el tensor de

impedancias de LCK Z′xy se expresa como

Z′xy =



Z11 + Z22 −Z22 0 0 · · · 0

−Z22 Z22 + Z33 −Z33 0 · · · 0

0 −Z33 Z33 + Z44 −Z44 · · · 0

0 0 −Z44 Z44 + Z55 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 0 0 −Z(n−1)(n−1) · · · Z(n−1)(n−1) + Znn


(5.5)

El tensor de corriente estará definido a partir de las corrientes de malla I′y como

Ij =



I1
I2
I3
I4
...

In


=



I′1
I′2 − I′1
I′3 − I′2
I′4 − I′3
...

−I′n−1


(5.6)

El tensor de voltajes de malla V′x estará determinado por
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V′x =



V′1
V′2
V′3
V′4
...

V′n


=



V1 − V2

V2 − V3

V3 − V4

V4 − V5

...

Vn−1 − Vn


(5.7)

El tensor descrito de manera general, definido a partir de las corrientes y voltajes de malla

es determinado por cada uno de los lazos cerrados del circuito n-fásico, que, en total, serán

n-1 lazos cerrados de corriente sobre los cuales la diferencia de potencia estará determinada

mediante los voltajes n-fásicos del propio sistema. Es decir, para obtener los voltajes de malla

V′x se multiplica el tensor de impedancias Z′xy por el tensor de corrientes de malla I′y definidos

en las ecuaciones (5.5), (5.6) y (5.7)

V′x = Z′xyI′y (5.8)

Cuyo analisis demuestra que se sigue aplicando las LCK:

I1 + I2 + I3 + I3 + · · ·+ Im = 0 (5.9)

En el caso de no conocer el tensor de corriente y las demás variables se conocen, despejando

se obtiene

(Z′xy)−1Vx = (Z′xy)−1Z′xyI′y (5.10)

Finalmente el tensor de corriente estará definido por

I′y = (Z′xy)−1V′x (5.11)

Conforme al análisis de la potencia compleja tensorial se aplican las mismas ecuaciones

planteadas en el capı́tulo anterior para sistemas equilibrados.
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Ejemplo 2: Se tiene un sistema de 3-fases con cargas desbalanceadas como el que se mues-

tra en la figura (5.3). La fuente de tensión inicial es de 120 V en AC y las demás se encuentran

desfasadas 120o respectivamente y las tres cargas inductivas con valores de impedancia de

5∠90oΩ, 10∠70oΩ y 20∠30oΩ. a) Determine las corrientes de linea de cada una de las fuentes

y b) calcule la potencia activa, reactiva, aparente y compleja.

Figura 5.3: Sistema de 3-fases desbalanceado para el ejemplo 2
Las fuentes de tensión son simétricas y las impedancias de linea no lo son. Realizada por los

autores

Para solucionar el anterior ejercicio, inicialmente se recopila la información en la tabla

(5.1).

Datos

V1 = 120∠0oV

V2 = 120∠− 120o V

V3 = 120∠− 240o V

Z11 = 5∠90oΩ

Z22 = 10∠70oΩ

Z33 = 20∠30oΩ

Cuadro 5.2: Recopilación de la información ejemplo 2
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a) Calculo de corrientes de linea: inicialmente, se deben determinar los elementos de la

matriz de impedancia Z′xy, y los voltajes V′x, de la siguiente manera:

Z′11 = Z11 + Z22 = 14,79∠76,36oΩ

Z′12 = −Z22 = −(10∠110oΩ) = Z′21

Z′22 = Z22 + Z33 = 28,39∠43,1oΩ

V′1 = V1 − V2 = 207,84∠30oV

V′2 = V2 − V3 = 207,84∠− 90oV

Con los datos anteriores, a partir de las matrices (5.5), (5.6) y (5.7) se aplica la ley de Ohm

de manera tensorial quedando definido como 207,84∠30oV

207,84∠− 90oV

 =

 14,79∠76,65oΩ −(10∠− 110o)Ω

−(10∠− 110o)Ω 28,39∠43,1oΩ

 I′1
I′2


Aplicando la ecuación (5.11) y escribiendo el sistema de manera matricial para n = 2,

obteniendo la inversa de la matriz de impedancia calculada a través del software diseñado en

MATLAB R©, se llega a

I′1
I′2

 =

0,0865∠− 70,622◦Ω−1 0,03∠136,32◦Ω−1

0,03∠136,32◦Ω−1 0,045∠− 36,97◦Ω−1

  207,84∠30oV

207,84∠− 90oV


Solucionando el sistema matricial se llegan a las expresiones de corrientes de malla respec-

tivamente como

I′1
I′2

 =

22,44∠− 55,99oA

12∠− 172,83oA


Para expresar las corrientes de linea en términos de las corrientes de malla se aplica la

matriz (5.6)



70 CAPÍTULO 5. APLICACIONES


I1
I2
I3

 =


I′1

I′2 − I′1
−I′2

 =


22,44∠− 55,99oA

29,85∠145,03oA

12∠7,17oA


b) Calculo de la potencia activa, reactiva, aparente y compleja

Para este calculo se utilizan los tensores de potencia definidos en las ecuaciones (4.6),

(4.37), (4.39) y (4.40), al ser el sistema simétrico pero con cargas distintas.

Inicialmente se encuentra el tensor de potencia compleja definido en (4.32), del cual resulta

al aplicar el producto diádico entre los tensores de voltaje y corriente en el ejemplo;

Pij =


2692,92∠55,99◦ 3582∠− 145,03◦ 1440∠7,17◦

2692,92∠− 69,01◦ 3582∠94,97◦ 1440∠− 127,17◦

2692,92∠175,99◦ 3582∠− 25,03◦ 1440∠112,83◦

 V A

La potencia activa, reactiva, compleja y aparente serán respectivamente definidas como:

P = tr{|Pii|cosθii}

P = 2692,92cos(55,99)W + 3582cos(94,97)W + 1440cos(112,83)W

P = 637,21W

Q = tr{|Pii|sinθii}

Q = 2692,92sin(55,99)V AR + 3582sin(94,97)V AR + 1440sin(112,83)V AR

Q = 7127,99V AR

S = tr{Vi ⊗ I∗i } = 637,21 + j7127,99V A

O también,
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S = P + jQ = 637,21 + j7127,99V A

S = |S| = 7156,42V A

En el apéndice (B) sección (B.4) se encuentra el código de implementación en MATLAB R©

para la solución de sistemas de n-fases simétricos y balanceados.

5.2. Tensor de Admitancia de Barra Yij

En los sistemas de potencia, se modela cada uno de los elementos del sistema como im-

pedancias sobre la linea, en otras palabras, los componentes sobre la red, sin necesitar de una

información entre la conexión de los distintos elementos en el sistema polifásico.

Figura 5.4: Diagrama explicativo unifilar de un sistema de potencia.
Cada generador representa una impedancia sobre el sistema, al igual que las lineas. Entre cada

nodo existen impedancias de linea y contribuciones de corriente generadas por las cargas
conectadas en los demás nodos, se suele utilizar esta representación unifilar al ser más sencillo

de analizar el sistema. Realizada por los autores
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Generalmente, el análisis de los sistemas eléctricos de potencia se basan desde el calculo

de la matriz de admitancia de barra o más conocida como Ybus, la cual consiste en definir

las impedancias generadas por cada carga conectada sobre cada nodo y evaluar las posibles

conexiones entre ellas, esta matriz es utilizada en el estudio de flujos de potencia y de análisis

de fallas.

Con el fin de generalizar dicha matriz, se define a partir del tensor de admitancia Yij defi-

nido en (4.75), se define como:

Sea Yij el tensor de admitancia de barra, donde los subı́ndices son determinados a través de

la cantidad de nodos que existen en el sistema, tal como muestra la fig. (5.2).

Figura 5.5: Contribuciones de impedancias sobre ca uno de los n nodos.
En la figura se representan las posibles contribuciones nodales de las impedancias distintas

entre nodos, su existencia y necesidad de denotarlas para la definición del tensor de
admitancia. Realizada por los autores

Notese que, en cada uno de los nodos existe una contribución de cargas acopladas sobre

cada uno de los nodos. Aplicando un analisis de nodos sobre cada uno de ellos, se logra apre-

ciar una impedancia asociada respecto a la ubicación especı́fica de los elementos del tensor.

Solucionando mediante Kirchhoff aplicando la ley de Ohm de manera tensorial, se obtienen los

sistemas de ecuaciones
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Nodo 1:

I1 = (Y11 + Y12 + · · ·+ Y1n)V1 − Y12V2 − · · · − Y1nVn (5.12)

Nodo 2:

I2 = −Y21V1 + (Y21 + Y22 + · · ·+ Y2n)V2 − · · · − Y2nVn (5.13)

... (5.14)

Nodo n:

In = −Yn1V1 − Yn2Vn + · · ·+ (Yn1 + Yn2 + . . .Ynn)Vn (5.15)

En forma matricial, la matriz se obtiene al organizar los términos de la ley de Ohm se

deduce de Ij = YijVi como:

Yij =
Y11 + Y12 + · · ·+ Y1n −Y12 · · · −Y1n

−Y21 Y21 + Y22 + · · ·+ Y2n · · · −Y2n

...
...

...
...

−Yn1 −Yn2 · · · Yn1 + Yn2 + . . .Ynn

 (5.16)

De esta manera se generaliza la matriz de admitancia de barra a partir del tensor de Ybarra

ejemplo 3: Determinar el tensor Yij del sistema de tres nodos de la fig. (5.6)

Para determinar los elementos de la matriz, se expande hasta n = 3, cuyo valor es el total

de los nodos, es decir
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Figura 5.6: Sistema de potencia de 3 nodos.
En este sistema se establecen de manera gráfica las impedancias generadoras por las lineas y
fuentes de corriente eléctrica, para la simplicidad y entendimiento del documento, se denotan

cargas altamente inductivas, es decir, sin valores resistivos, que generalmente son de dicha
naturaleza. Realizada por los autores

Y33 =


Y11 + Y12 + Y13 −Y12 −Y13

−Y21 Y21 + Y22 + Y23 −Y2n

−Y31 −Y32 Y31 + Y32 + Y33

 (5.17)

Los elementos se calculan a través del la figura (5.6) analizando las relaciones entre los nodos

ası́:

Y11 + Y12 + Y13 = −j3 + (−j2) + (−j5) = −j10

Y21 + Y22 + Y23 = −j2 + (−j6) + (−j8) = −j16

Y31 + Y32 + Y33 = −j5 + (−j8) + 0 = −j13

−Y12 = j2 = −Y21

−Y13 = j5 = −Y31

−Y23 = j8 = −Y32

Finalmente, el tensor de admitancia será
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Yij =


−j10 j2 j5

j2 −j16 j8

j5 j8 −j13

Ω−1

5.3. Análisis de falla por corto circuito

En un circuito eléctrico polifásico pueden existir diversas fallas ocasionando que el sistema

simétrico esté en un nuevo estado asimétrico, por ejemplo, cuando en una red trifásica cae un

rayo sobre una de las lineas de tensión de red, se desconecta a causa de la sobre tensión7 y el

sistema pierda su simetrı́a.

Figura 5.7: Falla eléctrica sobre una lı́nea ocasionada por una descarga atmosférica.
Las lineas (1) y (2) desarrollan una contribución a la linea (3) existiendo corrientes parasitas

dentro de los elemetos de medida. Realizada por los autores

Como ya se mencionó, antes de la falla, el sistema será simétrico, sin importar si la carga

estaba balanceada, desbalanceada, conectada o desconectada, luego, después de la falla, una o

varias de las fases que alimenta dicha carga cambia su magnitud y dirección. En los sistemas

polifásicos, todas las corrientes desarrollan una contribución sobre cada nodo del sistema, es

decir, cada corriente contribuye en un determinado valor de magnitud y angulo fasorial sobre
7Tensión superior a la soportada por el conductor eléctrico ocasionando un corto circuito a tierra y posterior

falla
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cada linea de tensión, en tal caso que exista una falla sobre el sistema, en ese punto (aunque

no exista una contribución simétrica de la fase que se desconecto) existirán contribuciones por

las componentes simétricas del sistema, es decir, existirán corrientes que aún estén llegando al

nodo interrumpido del sistema. Para determinar dichas corrientes o voltajes se utiliza el teorema

de Fortescue-Stokvis que en el capı́tulo anterior se mencionó y generalizo para sistemas de n-

fases.

Para sustentar lo anteriormente mencionado se desarrolla un ejemplo sencillo de 3-fases.

Ejemplo 4: En un sistema de 3-fases pasa una corriente de 10 A sobre la primera linea, la

tercera fase se desconecta a causa de una descarga atmosférica ocasionando que la corriente

a través de la tercera linea no fluya. La corriente suministrada por la segunda fuente es de -

10A. a) Determine las contribuciones de las componentes simétricas de corriente a través de la

tercera linea b) Calcule las componentes simétricas de las fuentes si el voltaje de las lineas es

de 120 V y cada una esta desfasada 120o una linea respecto a la otra. c)Determine la potencia

compleja del sistema a partir de las componentes simétricas de la corriente y el voltaje.

Datos

I1 = 10∠0oV

I2 = 10∠− 180o V

I3 = 0∠0o V

V1 = 120∠0Ω

V2 = 120∠− 120oΩ

V3 = 120∠− 240oΩ

Cuadro 5.3: Recopilación de la información ejemplo 4

a) Calculo de las componentes simétricas de la corriente: Expandiendo el tensor hasta

i = j = 1, 2, 3 y ν = 1 genera una matriz 3x3 en la ecuación (4.61) se llega a
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Figura 5.8: Falla eléctrica de circuito abierto en la fase 3.
Realizada por los autores


I1
I2
I3

 =


1 1 1

1 a−1 a−2

1 a−2 a−4



I01
I11
I21


Al conocer los términos del tensor de corriente, se aplica la ecuación (4.63) sobre el sistema:


I01
I11
I21

 =


1 1 1

1 a−1 a−2

1 a−2 a−4


−1 

I1
I2
I3


Como a = 1∠360o

n
y, con n = 3 se determina que a = 1∠120o En términos numéricos es-

tablecidos por el código de programación en MATLAB R© dispuesto para el ejemplo, se obtiene

que


I01
I11
I21

 =


0,3333 0,3333 0,3333

0,3333 −0,1667 + j0,2887 −0,1667− j0,2887

0,3333 −0,1667− j0,2887 −0,1667 + j0,2887




10∠0◦

10∠− 180◦

0∠0◦

A

Finalmente, las componentes simétricas de la corriente son
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
I01
I11
I21

 =


0

5,77∠− 29,94

5,77∠29,94

A
b)Calculo de las componentes simétricas del voltaje: Se realiza el mismo procedimiento

anteriormente descrito con el cambio de los parámetros en el voltaje. Resolviendo todo el sis-

tema se obtienen las componentes simétricas como


V0

1

V1
1

V2
1

 =


0

120

0

V
c) Calculo de la potencia compleja simétrica:Para el calculo de la potencia compleja, se

sabe que n = 3 y, mediante la ecuación (4.71) se determina la potencia como

Sii = 3(V0
1I01 + V2

1I21 + V3
1I31) (5.18)

Despejando cada uno de los términos se llega a

S = 3[0 + (120)(5,77∠− 29,94) + 0] = 2077,2∠− 30V A (5.19)

En rectangular será

S = 1800− j1037 V A

Por definición, la potencia activa y reactiva serán

P = 1800W

Q = −j1037 V AR

En el apéndice (B) sección (B.5) se encuentra el código de implementación MATLAB R© para

la solución del análisis de falla por corto circuito



Conclusiones y Perspectivas

El desarrollo tensorial de los sistemas eléctricos a partir del análisis de la potencia ins-

tantánea y compleja, posibilita una nueva alternativa para evaluar sistemas n-fásicos indepen-

dientes de su naturaleza, es decir, si son sistemas simétricos o asimétricos, aportando a la inves-

tigación en fı́sica y su enseñanza en los nuevos planteamientos teóricos de fallas simétricas y

asimétricas en sistemas polifásicos y máquinas rotativas. A su vez, el análisis geométrico a par-

tir del tensor de potencia instantánea y el teorema de Fortescue-Stokvis propone un nuevo estu-

dio generalizado de una nueva metodologı́a que puede ser usada como estrategia de enseñanza-

aprendizaje en los cursos de circuitos eléctricos y aplicaciones a cursos de cálculo tensorial con

aplicaciones.

En el proceso de desarrollo de la investigación se llegó a un analisis mas profundo de los

elementos, teoremas y leyes que fundamentan el estudio de los sistemas eléctricos, permitiendo

ası́, una nueva interpretación vista desde la geometrı́a diferencial.

El objetivo general de la investigación se logró alcanzar luego de solucionar los aspectos

recurrentes en torno a los objetivos especı́ficos:

Se demostró fı́sica y matemáticamente el teorema de Fortescue de forma tensorial para un

sistema de n-fases luego de desarrollar un análisis geométrico sobre las distintas caracterı́sti-

cas de los circuitos eléctricos polifásicos a partir de las concepciones clásicas de los circuitos

eléctricos y del análisis geométrico complejo.

Se logró relacionar y generalizar el tensor de potencia instantánea con el teorema de For-

tescue en forma tensorial basándose en un tensor de potencia compleja desarrolladas mediante

transformaciones fasoriales, donde se desengloban todas las formas complejas de la potencia,

tales demostraciones parten desde las relaciones existentes al definir los elementos matriciales

79
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del tensor de potencia compleja y del teorema de Fortescue generalizado.

Se Desarrolló un análisis tensorial sobre los conceptos fundamentales de potencia, voltaje,

corriente e impedancia eléctrica en los sistemas eléctricos de n-fases, determinando los ele-

mentos geométricos en el análisis de sistemas de potencia en circuitos de corriente alterna de

n-fases, desarrollando geométricamente cada uno de los conceptos definidos por las leyes de

Kirchhoff, ley de Ohm y el análisis de nodos y mallas en sistemas eléctricos en el dominio de

la frecuencia.

Como producto de la investigación se realizaron dos trabajos presentados en un evento

cientı́fico: en el primero se trabaja sobre la enseñanza de los circuitos eléctricos de n-fases

a partir del teorema de Fortescue-Stokvis y el tensor de potencia instantánea, donde se par-

ticipó activamente en categorı́a de ponente contando con el resumen aprobado en el capı́tulo

de memoria del congreso. También, el trabajo relacionado al analisis geométrico de los siste-

mas eléctricos a partir del tensor de potencia instantánea, presentados en el XXVI Congreso

Nacional de Fı́sica en Manizales Colombia (Anexo Resúmenes).

Finalmente, este trabajo pretende dar un aporte teorico desde la integración de varias disci-

plinas logrando alcanzar uno de los propósitos propuestos en el Plan de Desarrollo Institucional

de la Universidad Pedagógica Nacional, el cual menciona la importancia de consolidar vı́ncu-

los e integraciones investigativas y académicas con otras universidades, ampliando el escenario

para futuros trabajos.
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trotécnica, Março 2005.
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Apéndice A

Demostraciones

A.1. Demostración del postulado de correspondencia dual

Realizando una comprobación del método inductivo, la matriz de Stokvis es una repetición

de tripletas de téminos, es decir, será equivalente a los términos obtenidos en la matriz genera-

lizada como se demostró anteriormente, por ello se establecen las condiciones de ortnormoali-

zación para 1;n y n+ 1

Para n=1

i = j = 1 y n = 1

1

1
Γ∗11Γ

11 = δ11 (A.1)

El elemento en la casilla 1x1 es igual a 1, por ello se demuestra que

1 = 1 (A.2)

Para n

Se fundamenta de manera general a través de



1

n
Γ∗ijΓ

ij = δij (A.3)

Para n+1

Los indices estarán definidos como i = j = 1, 2, ...., n, n + 1, a su vez, los términos

matriciales corresponderán a la sucesión dada de la tripleta de la matriz de Stokvis y del tensor

generalizado. resultando

1

n+ 1
Γ∗ijΓ

ij = δij (A.4)

Resulta la matriz

1

n+ 1


n+ 1 0 . . . 0

0 n+ 1 . . . 0
...

... . . .
...

0 0 . . . n+ 1

 = δij (A.5)

Multiplicando el valor de la norma por la matriz, se obtiene el delta de Kronecker


1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
...

... . . .
...

0 0 . . . 1

 = δij (A.6)

A.2. Ley de Ohm en sistemas simétricos con cargas balan-

ceados

Se comprueba por inducción matemática con casos particulares, con el fin de demostrar el

comportamiento fı́sico a partir d elas leyes de Kirchhoff para n = 1, n = 3 y n+1 = 3+1 = 4.



Para n=1

Para i = j = 1 se obtiene la solución trivial de un sistema monofásicos (una sola malla)

resultando:

V1 = Z11I1 (A.7)

Para n=3

El sistema trifásico corresponde a la conexión de tres fuentes de tensión fasoriales V1, V2

y V3 en fase conectadas sobre un nodo común y tres impedancias Z11, Z22 y Z33, que están

dispuestas de la misma manera, donde fluye por cada una de ellas las corrientes de linea I1, tal

como muestra la fig. (A.1).

Figura A.1: Sistema de tres fuentes de tensión de fase conectadas sobre tres impedancias de
linea.

Realizada por los autores

Aplicando la ley de Ohm

Vx = ZxyIy (A.8)

expresado de manera matricial


V1

V2

V3

 =


Z11 0 0

0 Z22 0

0 0 Z33



I1
I2
I3

 (A.9)



Ahora, un sistema equivalente al de 3-fases pero con una fuente adicional, es decir, de

4-fases es representado en la fig. (A.2).

Figura A.2: Sistema de cuatro fuentes de tensión de fase conectadas sobre cuatro impedancias
de linea.

Realizada por los autores

Para n=4

Dicho sistema posee un comportamiento análogo al sistema anterior, con la diferencia de

que el tensor que lo define tendrá un corrimiento de indices hasta cuatro términos; para el caso

general donde se conocen el tensor de corriente y el valor de las impedancias se tiene que la

representación matricial del tensor será


V1

V2

V3

V4

 =


Z11 0 0 0

0 Z22 0 0

0 0 Z33 0

0 0 0 Z33




I1
I2
I3
I4

 (A.10)

A.3. Ley de Ohm en sistemas simétricos con cargas desba-

lanceadas

De manera similar se demuestra para n = 1, n = 3 y n+ 1 = 3 + 1 = 4.



Para n=1

Se determina el elemento de la matriz resultando

V′1 = (Z11 + Z22)I′1 (A.11)

Para n=3

Sea I′1 e I′2 las corrientes de las mallas respectivas, se desarrolla el sistema de ecuaciones

lineales resultando:

Para la Malla # 1

I′1(Z11 + Z22)− Z22I′2 = V1 − V2 (A.12)

Para la Malla # 2

−Z22I′1 + I′2(Z11 + Z22) = V2 − V3 (A.13)

Finalmente, de manera matricial resulta como

V′1
V′2

 =

Z11 + Z22 −Z22

−Z22 Z22 + Z33

 I′1
I′2

 (A.14)

Con I′1 = I1, I′2 = −I3 e I′2− I′1 = I2 = I3− I1, relacionando las corrientes se demuestra la

LCK como:

I1 + I2 + I3 = 0 (A.15)

Para n=4

Mediante el método de análisis de mallas se reduce el sistema tal como se obtuvo en el caso

trifásico definiendo las ecuaciones de las tres mallas correspondientes como

Para la Malla # 1



I′1(Z11 + Z22)− Z22I′2 = V1 − V2 (A.16)

Para la Malla # 2

−Z22I′1 + I′2(Z11 + Z22)− Z22I′3 = V2 − V3 (A.17)

Para la Malla # 3

−Z33I′2 + I′3(Z33 + Z44) = V3 − V4 (A.18)

De manera matricial,


V′1
V′2
V′3

 =


Z11 + Z22 −Z22 0

−Z22 Z22 + Z33 Z33

0 −Z33 Z33 + Z44



I′1
I′2
I′3

 (A.19)

Con I1 = I′1, I2 = I′2− I′3, I3 = I′3− I′2 e I4 = −I′3 relacionando las corrientes se demuestra

la LCK como:

I1 + I2 + I3 + I3 = 0 (A.20)



Apéndice B

Códigos en MATLAB R©

B.1. Cambio de complejos rectangulares a polares

Se diseña un programa que convierte complejos de rectangulares a polares

1 % U n i v e r s i d a d Pedagóg ica N a c io n a l

2 % Código de s i m u l a c i ó n Conversor de R e c t a n g u l a r e s a P o l a r e s

3 % s i m é t r i c o s con car ga s b a l a n c e a d a s

4 % Elaborado por :

5 % Adriana Escobar V e l a n d i a

6 % Freddy A l e x a n d e r T o r r e s Payoma

7

8 Z= input ( ’ I n t r o d u z c a e l nùmero comple jo de forma r e c t a n g u l a r :\ n ’ ) ;

9 rho = s q r t ( r e a l ( Z ) ∗ r e a l ( Z ) +imag ( Z ) ∗ imag ( Z ) )

10 a n g l e 1 =atan ( imag ( Z ) / r e a l ( Z ) ) ;

11 ang le =( a n g l e 1 ∗180) / pi

B.2. Cambio de complejos polares a rectangulares

Se diseña un programa que convierte complejos de polares a rectangulares

1 % U n i v e r s i d a d Pedagóg ica N a c io n a l

2 % Código de s i m u l a c i ó n Conversor de P o l a r e s a R e c t a n g u l a r e s

3 % s i m é t r i c o s con car ga s b a l a n c e a d a s



4 % Elaborado por :

5 % Adriana Escobar V e l a n d i a

6 % Freddy A l e x a n d e r T o r r e s Payoma

7

8 Z1= input ( ’ i n g r e s e l a magni tud d e l número comple jo : \n ’ ) ;

9

10 a n g l e 1 = input ( ’ i n g r e s e e l á n gu lo d e l número comple jo : \n ’ ) ;

11

12 ang le =( a n g l e 1 ∗ pi ) / 1 8 0 ;

13

14 Z=Z1∗ cos ( ang le ) +Z1∗ s i n ( ang le ) ∗ i

B.3. Código de implementación para el ejemplo 1

Se desarrolló el siguiente código para sistemas trifásicos:

1 % U n i v e r s i d a d Pedagóg ica N a c io n a l

2 % Código de s i m u l a c i ó n e j e m p l o # 1:

3 % A n á l i s i s g e o m é t r i c o para s i s t e m a s

4 % s i m é t r i c o s con car ga s b a l a n c e a d a s

5 % Elaborado por :

6 % Adriana Escobar V e l a n d i a

7 % Freddy A l e x a n d e r T o r r e s Payoma

8 % A d q u i s i c i ó n de d a t o s

9 % TODOS LOS DATOS DEBEN SER INGRESADOS EN POLARES

10 V11= input ( ’ i n g r e s e l a magni tud de V1 : \n ’ ) ;

11 a n g l e 1 1 = input ( ’ i n g r e s e e l á n gu lo de V1 : \n ’ ) ;

12 V22= input ( ’ i n g r e s e l a magni tud de V2 : \n ’ ) ;

13 a n g l e 2 2 = input ( ’ i n g r e s e e l á n gu lo de V2 : \n ’ ) ;

14 V33= input ( ’ i n g r e s e l a magni tud de V3 : \n ’ ) ;

15 a n g l e 3 3 = input ( ’ i n g r e s e e l á n gu lo de V3 : \n ’ ) ;

16 Z1= input ( ’ i n g r e s e l a magni tud de Z : \n ’ ) ;

17 a n g l e z 1 = input ( ’ i n g r e s e e l á n gu lo de Z : \n ’ ) ;

18 % P o l a R e c t

19 a n g l e 1 =( a n g l e 1 1 ∗ pi ) / 1 8 0 ;



20 V1=V11∗ cos ( a n g l e 1 ) +V11∗ s i n ( a n g l e 1 ) ∗ i

21 a n g l e 2 =( a n g l e 2 2 ∗ pi ) / 1 8 0 ;

22 V2=V22∗ cos ( a n g l e 2 ) +V22∗ s i n ( a n g l e 2 ) ∗ i ;

23 a n g l e 3 =( a n g l e 3 3 ∗ pi ) / 1 8 0 ;

24 V3=V33∗ cos ( a n g l e 3 ) +V33∗ s i n ( a n g l e 3 ) ∗ i ;

25 a n g l e z =( a n g l e z 1 ∗ pi ) / 1 8 0 ;

26 Za=Z1∗ cos ( a n g l e z ) +Z1∗ s i n ( a n g l e z ) ∗ i

27 % Tensor de Impedanc ia

28 Z=[ Za 0 0 ; 0 Za 0 ; 0 0 Za ] ;

29 % Tensor de V o l t a j e

30 V=[V1 ; V2 ; V3 ] ;

31 % Tensor i n v e r s o de impedanc ia

32 ZZ= inv ( Z )

33 % Tensor de C o r r i e n t e en Rec t

34 I =ZZ∗V

35 % Tensor de C o r r i e n t e en P o l a r e s

36 I1 = s q r t ( r e a l ( I ( 1 , 1 ) ) ∗ r e a l ( I ( 1 , 1 ) ) +imag ( I ( 1 , 1 ) ) ∗ imag ( I ( 1 , 1 ) ) )

37 a n g l e I I 1 =atan ( imag ( I ( 1 , 1 ) ) / r e a l ( I ( 1 , 1 ) ) ) ;

38 a n g l e I 1 =( a n g l e I I 1 ∗180) / pi

39 I2 = s q r t ( r e a l ( I ( 2 , 1 ) ) ∗ r e a l ( I ( 2 , 1 ) ) +imag ( I ( 2 , 1 ) ) ∗ imag ( I ( 2 , 1 ) ) )

40 a n g l e I I 2 =atan ( imag ( I ( 2 , 1 ) ) / r e a l ( I ( 2 , 1 ) ) ) ;

41 a n g l e I 2 =( a n g l e I I 2 ∗180) / pi

42 I3 = s q r t ( r e a l ( I ( 3 , 1 ) ) ∗ r e a l ( I ( 3 , 1 ) ) +imag ( I ( 3 , 1 ) ) ∗ imag ( I ( 3 , 1 ) ) )

43 a n g l e I I 3 =atan ( imag ( I ( 3 , 1 ) ) / r e a l ( I ( 3 , 1 ) ) ) ;

44 a n g l e I 3 =( a n g l e I I 3 ∗180) / pi

45 % P o t e n c i a A c t i v a

46 P=3∗V11∗ I1 ∗ cos ( ang le11−a n g l e I I 1 )

47 % P o t e n c i a R e a c t i v a

48 Q=3∗V11∗ I1 ∗ s i n ( ang le11−a n g l e I I 1 )

49 % P o t e n c i a Compleja

50 S=P+Q∗ i



B.4. Código de implementación para el ejemplo 2

Se desarrolló el siguiente código para sistemas trifásicos desbalanceados:

1 % U n i v e r s i d a d Pedagóg ica N a c io n a l

2 % Código de s i m u l a c i ó n e j e m p l o # 2:

3 % A n á l i s i s g e o m é t r i c o para s i s t e m a s

4 % s i m é t r i c o s con car ga s d e s b a l a n c e a d a s

5 % Elaborado por :

6 % Adriana Escobar V e l a n d i a

7 % Freddy A l e x a n d e r T o r r e s Payoma

8 % A d q u i s i c i ó n de d a t o s

9 % TODOS LOS DATOS DEBEN SER INGRESADOS EN POLARES

10 V11= input ( ’ i n g r e s e l a magni tud de V1 : \n ’ ) ;

11 a n g l e 1 1 = input ( ’ i n g r e s e e l á n gu lo de V1 : \n ’ ) ;

12 V22= input ( ’ i n g r e s e l a magni tud de V2 : \n ’ ) ;

13 a n g l e 2 2 = input ( ’ i n g r e s e e l á n gu lo de V2 : \n ’ ) ;

14 V33= input ( ’ i n g r e s e l a magni tud de V3 : \n ’ ) ;

15 a n g l e 3 3 = input ( ’ i n g r e s e e l á n gu lo de V3 : \n ’ ) ;

16 Z1= input ( ’ i n g r e s e l a magni tud de Z11 : \n ’ ) ;

17 a n g l e z 1 1 = input ( ’ i n g r e s e e l á n gu lo de Z1 : \n ’ ) ;

18 Z2= input ( ’ i n g r e s e l a magni tud de Z22 : \n ’ ) ;

19 a n g l e z 2 2 = input ( ’ i n g r e s e e l á n gu lo de Z2 : \n ’ ) ;

20 Z3= input ( ’ i n g r e s e l a magni tud de Z33 : \n ’ ) ;

21 a n g l e z 3 3 = input ( ’ i n g r e s e e l á n gu lo de Z3 : \n ’ ) ;

22 % P o l a R e c t

23 a n g l e 1 =( a n g l e 1 1 ∗ pi ) / 1 8 0 ;

24 V1=V11∗ cos ( a n g l e 1 ) +V11∗ s i n ( a n g l e 1 ) ∗ i

25 a n g l e 2 =( a n g l e 2 2 ∗ pi ) / 1 8 0 ;

26 V2=V22∗ cos ( a n g l e 2 ) +V22∗ s i n ( a n g l e 2 ) ∗ i ;

27 a n g l e 3 =( a n g l e 3 3 ∗ pi ) / 1 8 0 ;

28 V3=V33∗ cos ( a n g l e 3 ) +V33∗ s i n ( a n g l e 3 ) ∗ i ;

29 a n g l e z 1 =( a n g l e z 1 1 ∗ pi ) / 1 8 0 ;

30 Z11=Z1∗ cos ( a n g l e z 1 ) +Z1∗ s i n ( a n g l e z 1 ) ∗ i ;

31 a n g l e z 2 =( a n g l e z 2 ∗ pi ) / 1 8 0 ;

32 Z22=Z2∗ cos ( a n g l e z 2 ) +Z2∗ s i n ( a n g l e z 2 ) ∗ i ;



33 a n g l e z 3 =( a n g l e z 3 3 ∗ pi ) / 1 8 0 ;

34 Z33=Z3∗ cos ( a n g l e z 3 ) +Z3∗ s i n ( a n g l e z 3 ) ∗ i ;

35 Za11=Z11+Z22 ;

36 Za12=−Z22 ;

37 Za21=Za12 ;

38 Za22=Z22+Z33 ;

39 Va1=V1−V2 ;

40 Va2=V2−V3 ;

41 %t e n s o r de v o l t a j e

42 V=[V1 ; V2 ; V3 ] ;

43 % M a t r i z de impedanc ia

44 Z=[ Za11 Za12 ; Za21 Za22 ] ;

45 % M a t r i z I n v e r z a de impedanc ia

46 ZZ= inv ( Z )

47 % Tensor de V o l t a j e de mal la

48 Va=[ Va1 ; Va2 ] ;

49 % C o r r i e n t e s de Malla

50 I a =ZZ∗Va

51 % C o r r i e n t e s de L inea

52 I11 = I a ( 1 , 1 ) ;

53 I22 = I a ( 2 , 1 )−I a ( 1 , 1 ) ;

54 Ik = I a ( 2 , 1 )

55 I33=−Ik

56 I1 = s q r t ( r e a l ( I11 ) ∗ r e a l ( I11 ) +imag ( I11 ) ∗ imag ( I11 ) )

57 a n g l e I I 1 =atan ( imag ( I11 ) / r e a l ( I11 ) ) ;

58 a n g l e I 1 =( a n g l e I I 1 ∗180) / pi

59 I2 = s q r t ( r e a l ( I22 ) ∗ r e a l ( I22 ) +imag ( I ( 2 , 1 ) ) ∗ imag ( I22 ) )

60 a n g l e I I 2 =atan ( imag ( I22 ) / r e a l ( I22 ) ) ;

61 a n g l e I 2 =( a n g l e I I 2 ∗180) / pi

62 I3 = s q r t ( r e a l ( I33 ) ∗ r e a l ( I33 ) +imag ( I33 ) ∗ imag ( I33 ) )

63 a n g l e I I 3 =atan ( imag ( I33 ) / r e a l ( I33 ) ) ;

64 a n g l e I 3 =( a n g l e I I 3 ∗180) / pi

65 %Tensor de C o r r i e n t e

66 I =[ I11 ; I22 ; I33 ]

67 %Tensor de p o t e n c i a



68 P=V∗ conj ( I ’ )

69 %P o t e n c i a Compleja

70 S=P ( 1 , 1 ) +P ( 2 , 2 ) +P ( 3 , 3 )

71 %P o t e n c i a A c t i v a

72 Pa= r e a l ( S )

73 %p o t e n c i a R e a c t i v a

74 Q=imag ( S )

B.5. Código de implementación para el ejemplo 4

Se desarrolló el siguiente código para sistemas trifásicos desbalanceados:

1 % U n i v e r s i d a d Pedagóg ica N a c io n a l

2 % Código de s i m u l a c i ó n e j e m p l o # 2:

3 % A n á l i s i s g e o m é t r i c o para s i s t e m a s

4 % s i m é t r i c o s con car ga s d e s b a l a n c e a d a s

5 % Elaborado por :

6 % Adriana Escobar V e l a n d i a

7 % Freddy A l e x a n d e r T o r r e s Payoma

8 % A d q u i s i c i ó n de d a t o s

9 % TODOS LOS DATOS DEBEN SER INGRESADOS EN POLARES

10 V11= input ( ’ i n g r e s e l a magni tud de V1 : \n ’ ) ;

11 a n g l e 1 1 = input ( ’ i n g r e s e e l á n gu lo de V1 : \n ’ ) ;

12 V22= input ( ’ i n g r e s e l a magni tud de V2 : \n ’ ) ;

13 a n g l e 2 2 = input ( ’ i n g r e s e e l á n gu lo de V2 : \n ’ ) ;

14 V33= input ( ’ i n g r e s e l a magni tud de V3 : \n ’ ) ;

15 a n g l e 3 3 = input ( ’ i n g r e s e e l á n gu lo de V3 : \n ’ ) ;

16 I1 = input ( ’ i n g r e s e l a magni tud de I1 : \n ’ ) ;

17 a n g l e i 1 = input ( ’ i n g r e s e e l á n gu lo de I1 : \n ’ ) ;

18 I2 = input ( ’ i n g r e s e l a magni tud de I2 : \n ’ ) ;

19 a n g l e i 2 = input ( ’ i n g r e s e e l á n gu lo de I2 : \n ’ ) ;

20 I3 = input ( ’ i n g r e s e l a magni tud de I3 : \n ’ ) ;

21 a n g l e i 3 = input ( ’ i n g r e s e e l á n gu lo de I3 : \n ’ ) ;

22 %P o l a R e c t

23 a n g l e 1 =( a n g l e 1 1 ∗ pi ) / 1 8 0 ;



24 V1=V11∗ cos ( a n g l e 1 ) +V11∗ s i n ( a n g l e 1 ) ∗ i

25 a n g l e 2 =( a n g l e 2 2 ∗ pi ) / 1 8 0 ;

26 V2=V22∗ cos ( a n g l e 2 ) +V22∗ s i n ( a n g l e 2 ) ∗ i ;

27 a n g l e 3 =( a n g l e 3 3 ∗ pi ) / 1 8 0 ;

28 V3=V33∗ cos ( a n g l e 3 ) +V33∗ s i n ( a n g l e 3 ) ∗ i ;

29 a n g l e i 1 =( a n g l e i 1 1 ∗ pi ) / 1 8 0 ;

30 I11 = I1 ∗ cos ( a n g l e i 1 ) + I1 ∗ s i n ( a n g l e i 1 ) ∗ i ;

31 a n g l e i 2 =( a n g l e i 2 ∗ pi ) / 1 8 0 ;

32 I22 =Z2∗ cos ( a n g l e i 2 ) +Z2∗ s i n ( a n g l e i 2 ) ∗ i ;

33 a n g l e i 3 =( a n g l e i 3 3 ∗ pi ) / 1 8 0 ;

34 I33 = I3 ∗ cos ( a n g l e i 3 ) + I3 ∗ s i n ( a n g l e i 3 ) ∗ i ;

35 % M a t r i z g e n e r a l i z a d a

36 a =−0.5+0.866025∗ i ;

37 A=[1 1 1 ; 1 a ˆ(−1) a ˆ(−2) ; 1 a ˆ(−2) a ˆ(−4) ]

38 % Tensor de v o l t a j e

39 V=[V1 ; V2 ; V3 ]

40 % Tensor de C o r r i e n t e

41 I =[ I11 ; I22 ; I33 ]

42 % I n v e r s a

43 AA= inv (A)

44 % Componentes s i m é t r i c a s de I

45 I s im =AA∗ I

46 % Componentes s i m é t r i c a s de V

47 Vsim=AA∗V

48 % P o t e n c i a c o m p l e j a

49 S=3∗ ( Vsim ( 1 , 1 ) ∗ I s im ( 1 , 1 ) +Vsim ( 2 , 1 ) ∗ I s im ( 2 , 1 ) +Vsim ( 3 , 1 ) ∗ I s im ( 3 , 1 ) )

50 % P o t e n c i a a c t i v a y r e a c t i v a

51 Pa= r e a l ( S )

52 Q=imag ( S )



Divulgación cientı́fica

A continuación se encuentra los resumenes aceptados de los trabajos referentes a la inves-

tigación:

ANÁLISIS GEOMÉTRICO DE LOS SISTEMAS ELÉCTRICOS A PARTIR DEL TENSOR

DE POTENCIA INSTANTÁNEA

LA ENSEÑANZA DE LOS CIRCUITOS ELÉCTRICOS POLIFÁSICOS A PARTIR DE

LA TEORÍA GENERALIZADA DE LA POTENCIA INSTANTÁNEA Y EL TEOREMA DE

FORTESCUE-STOKVIS

en el XXVI Congreso Nacional de Fı́sica Colombiano, presente en el libro de resumenes

publicado en la pagina oficial del congreso 1 con No. H349-O, pág. 164 y No. G324-O. pág.

142 respectivamente.

También se anexan las cartas de aceptación en calidad de Ponentes al evento.

1Disponible en http://www.xxvi-cnf.co/wp-content/uploads/2015/09/LibroResumenes Final 18 11 2015.pdf







 
 

Manizales, 24 de Agosto de 2015 

 

SR. Freddy Alexander Torres Payoma. 

 

Asunto: Aceptación Resumen “XXVI CONGRESO NACIONAL DE FÍSICA –MANIZALES 2015“ 

 

Me complace informarle que entre el  29 de Septiembre y el 2 de Octubre del  presente año se 

dará lugar en la ciudad de Manizales al  “XXVI CONGRESO NACIONAL DE FÍSICA “,  evento en el 

cual se presentarán expositores y conferencistas nacionales e internacionales, desarrollando 

temas afines con las ciencias físicas. 

Motivo por el cual  para nosotros es un honor extenderle la cordial invitación al  evento que 

ofrecerá una programación científica variada en el ámbito de las ciencias físicas que serán de gran 

utilidad para todos y cada uno de los participantes.  

Con el deseo de contar con su participación en el evento, reciba nuestro cordial saludo y le 

informamos que su trabajo titulado “ANÁLISIS GEOMÉTRICO DE LOS SISTEMAS 

ELÉCTRICOS A PARTIR DEL TENSOR DE POTENCIA INSTANTÁNEA” ha sido 
aceptado. A partir del 4 de septiembre se informará sobre la modalidad bajo la cual ha sido 
aceptado (oral o poster). Se le sugiere tener en cuenta las recomendaciones asociadas a la 
presentación de la respectiva modalidad, las cuales encontrará en la página www. xxvi-cnf.co. 
 

Atentamente,  

 

_____________________________ 

Dr. Carlos Vargas Hernández 

Director “XXVI CONGRESO NACIONAL DE FÍSICA – MANIZALES 2015 “ 

Universidad Nacional De Colombia  
Sede Manizales 

 

Para mayor información sobre el congreso favor remitirse a la página web del evento. 

http://www.xxvi-cnf.co  

http://www.xxvi-cnf.co/


 
 

Manizales, 31 de Agosto de 2015 

 

SR. Adriana Escobar Velandia 

 

Asunto: Aceptación Resumen “XXVI CONGRESO NACIONAL DE FÍSICA –MANIZALES 2015“ 

 

Me complace informarle que entre el  29 de Septiembre y el 2 de Octubre del  presente año se dará 

lugar en la ciudad de Manizales al  “XXVI CONGRESO NACIONAL DE FÍSICA “,  evento en el cual se 

presentarán expositores y conferencistas nacionales e internacionales, desarrollando temas afines 

con las ciencias físicas. 

Motivo por el cual  para nosotros es un honor extenderle la cordial invitación al  evento que ofrecerá 

una programación científica variada en el ámbito de las ciencias físicas que serán de gran utilidad 

para todos y cada uno de los participantes.  

Con el deseo de contar con su participación en el evento, reciba nuestro cordial saludo y le 

informamos que el trabajo titulado “La enseñanza de los circuitos electrónicos polifásicos a 

partir de la teoría generalizada de la potencia instantánea y el teorema Fortescue-Stokvis” 

cuyos autores son Yesid Javier Cruz Gaviria, Freddy Alexander Torres Payoma, Adiana 

Escobar Velandia  ha sido aceptado. A partir del 4 de septiembre se informará sobre la 

modalidad bajo la cual ha sido aceptado (oral o poster). Se le sugiere tener en cuenta las 

recomendaciones asociadas a la presentación de la respectiva modalidad, las cuales 

encontrará en la página www. xxvi-cnf.co  
 

Atentamente,  

 

_____________________________ 

Dr. Carlos Vargas Hernández 

Director “XXVI CONGRESO NACIONAL DE FÍSICA – MANIZALES 2015 “ 

Universidad Nacional De Colombia  
Sede Manizales 

 

Para mayor información sobre el congreso favor remitirse a la página web del evento. 

http://www.xxvi-cnf.co  

http://www.xxvi-cnf.co/

