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Capitulo 1: Origen y contexto de este proyecto

Este proyecto se enfoca en la promocion del desarrollo de pensamiento algebraico, y tuvo
su origen en una inquietud que me surgi6 a partir de una situacion que vivi en mi propia
aula de ensefianza de las matematicas, antes de iniciar el programa de maestria en el que
este se enmarca. En virtud de ello, considero relevante iniciar la presentacion de este
trabajo compartiendo con el lector tal situacion (ver la Figura 1.1), los interrogantes que
sobre esta inicialmente me surgieron, y como esos interrogantes fueron cambiando a
medida que fui profundizando sobre lo que significa pensar algebraicamente, y lo que
puede estar implicado en mi practica de ensefianza cuando el propdsito es apoyar el

desarrollo del pensamiento algebraico desde los grados de basica primaria.

Cuando a Samuel, un estudiante de Grado 8°, quien ha realizado algin trabajo
sobre el tema “expresiones algebraicas”, se le presenta una expresion como:

x—20=151

Yy se le pregunta acerca del valor de la “x” en la expresion, se le observa su cara
de asombro y, con ella, su respuesta: “Profe, ;me recuerda que hay que hacer?. . .
en realidad, no recuerdo cémo se hace eso”’.

Ahora, cuando a Sara, una estudiante de Grado 4° de primaria quien ha venido
trabajando en un contexto aritmético, se le presenta una expresion como:

[[]-20=151

y se le pregunta acerca del valor que va en la casilla, facilmente, luego de pensar
unos cuantos segundos y de hacer unos sencillos calculos aritméticos, ve que en []

va el nimero 171, es decir que: =171

Figura 1.1: La situacion que origino la idea de desarrollar este proyecto

Ante la situacion de Samuel, descrita en la Figura 1.1, la pregunta que inicialmente me
surgio fue, ¢por qué Samuel pierde el sentido de su conocimiento aritmético cuando se le
presenta una ecuacion como x — 20 = 151, en la que en cambio de aparecer una caja vacia,
hay una letra, y ello, a pesar de su experiencia en la manipulacion de expresiones con

literales?



A través del estudio inicial de la literatura, y de la interaccion con mi asesora, llegué a ver
que el caso de Samuel es el de muchos estudiantes de Grado 8° en el contexto colombiano
y en contextos internacionales, incluso de muchos estudiantes que llegan a Grado 11° sin
haber atribuido a las letras, en algebra, el significado matematico que tienen (ver, por
ejemplo, Agudelo-Valderrama, 2000; 2002; Kiichemann, 1981; Mason, Graham, Pimm, y
Gowar, 2014). Lo recalcado por estos autores, y mi experiencia propia como profesor,
sefialan que para muchos estudiantes el trabajo en algebra resulta aburrido, sin sentido y
muy dificil. Mas adn, Agudelo-Valderrama (2002) subraya como el algebra, en algunos

casos, se vuelve “el coco” de la escuela.

El telon que cubria lo que yo veia como un problema o dificultad propia de los estudiantes,
y en este caso de Samuel, empezd a correrse, pues a través del largo proceso de interaccion
con mi asesora y su constante apoyo para que aprendiera a escudrifiar estudios y resultados
de investigaciones relevantes, llegué a reconocer mi incomprension sobre lo que es el
pensamiento algebraico, y su importancia en el proceso de asignacion de significado al uso
de las letras en algebra. Las profundizaciones conceptuales alcanzadas sobre lo que puede
estar involucrado en la ensefianza y el aprendizaje en el inicio del trabajo algebraico
escolar, esto es, en un trabajo que apoye el desarrollo del pensamiento algebraico desde
edades tempranas—profundizaciones que he empezado a delinear en este capitulo, y que
son presentadas de manera mas amplia en el Capitulo 2—me llevaron a replantearme las
preguntas que estaba haciendo para el caso de Samuel. Ahora, las preguntas que repicaban
en mi mente sobre el caso de Samuel se referian a la pertinencia de mis decisiones y actos
de ensefianza, y no a las dificultades de los estudiantes. Presento a continuacion, dos de
esas nuevas preguntas, seguidas de clarificaciones y reflexiones especificas alcanzadas que
apoyaron mi reconsideracion de la problematica con la que inicié mi recorrido en esta
maestria e impulsaron la decision de centrar la atencion, en este proyecto, en el caso de la
ensefianza de estructura de area rectangular como contexto para apoyar el desarrollo de

pensamiento algebraico:

e ;Acaso solucionar una ecuacion como x - 20=151, requiere del estudiante, el uso de

pensamiento algebraico?



e ;Puedo como profesor esperar que Samuel le encuentre sentido a esa letra, y que la

entienda como un nimero indeterminado solo porque le muestro esa expresion simbélica?

En primer lugar, la solucién de la ecuacion x — 20 = 151 no requiere uso de pensamiento
algebraico, ya que esta se puede solucionar con un pensamiento netamente aritmético, y
esto es lo que hacen muchos estudiantes cuando se pretende introducirlos a su trabajo
algebraico simplemente con la presentacion de ecuaciones como la presentada a Samuel
que, en este caso, corresponde a una ecuacion de la forma ax + b = ¢ (ver por ejemplo,
Filloy y Rojano, 1989; Kiuchemann, 1981; MacGregor y Stacey, 1991). En segundo lugar,
la ecuacion se le presenta a Samuel, aislada de una situacién-problema especifica que le
pueda ayudar a encontrar sentido, significado y posibilidades de acceso para que use el
conocimiento que ya tiene. Como lo subrayan Radford (1996) y Rojano (1996) (citados en
Agudelo-Valderrama, 2002), empezar con el uso de simbolos para representar cantidades
desconocidas o cantidades que cambian no fue el proceso de desarrollo natural del algebra a
través de la historia. La busqueda de solucion a problemas especificos representd el punto
inicial en el desarrollo del algebra; ademas, en la busqueda de formas de solucionar
problemas especificos o familias de problemas, cuando aparecié el uso de lenguaje
simbolico, la creacion de las expresiones simbolicas “no tuvo lugar en forma desconectada
de la situacion problema a la que se le buscaba solucion” (Agudelo-Valderrama, 2002, p.
19). Esto ayuda a explicar la dificultad para asignarle significado al uso de letras en
algebra, y “el sinsentido que se crea para muchos estudiantes cuando se les presenta el
algebra escolar como una nueva materia en la que se trabaja con letras” (Agudelo-

Valderrama, 2014, p. X).

En tercer lugar, y el mas importante, el pensamiento algebraico en el contexto del trabajo
con ecuaciones tiene que ver con el reconocimiento de la incdgnita como una cantidad
indeterminada, y la capacidad de operar con ésta; esto es, para quien soluciona la ecuacion,
antes de encontrar el valor de la incAgnita, ésta representa cualquier nimero, esto es una
generalidad porgue es un ndmero que no se conoce; sin embargo, puede operar con ese
namero (Filloy y Rojano, 1989). En este sentido, el nimero indeterminado (la incognita)

contiene una manifestacion de variable, por cuanto su primera percepcion, por parte de



quien contempla o considera la ecuacion, como ya subrayé, debe ser la de “cualquier
valor”, cualquier nimero (Trigueros y Ursini, 2001), la variable como nimero general. Sin
embargo en mis précticas de ensefianza en la introduccion al algebra elemental siempre he
orientado a los estudiantes desde la solucion de ecuaciones como la presentada a Samuel en
la Figura 1.1, sin estar consciente, yo mismo, de que iniciar el trabajo algebraico con la
presentacion de ecuaciones, como la presentada a Samuel, puede no promover la idea de
indeterminacion (cualquier numero o generalidad) que debe estar involucrada al
considerarse lo que representa la x en la ecuacion x - 20 = 151, antes de que por razon de
haberse operado con esta y se encuentre el valor que satisface la igualdad (Trigueros y
Ursini, 2001)—observandose, asi, las dificultades ya subrayadas.

Agudelo-Valderrama (1999) resalta que a raiz de la identificacion de las limitaciones de
una ensefianza que normalmente inicia el trabajo algebraico con un énfasis en la
presentacion de ecuaciones para hallar la incognita—sin que los estudiantes hayan
encontrado un sentido al uso de las letras en &lgebra'—y el conocimiento de la variedad de
dificultades de los estudiantes para alcanzar una nocién de la versatilidad del concepto de
variable, la comunidad internacional de educadores matematicos propuso varias formas de
abordar el inicio del trabajo algebraico escolar. Se hizo, entonces, gran énfasis en la
promocion del desarrollo del pensamiento algebraico desde una aproximacion a la nocion
de variable como nimero general (ver, por ejemplo, Kiichemann, 1981; Mason et al. ,2014;
Kieran, 1996). Es de resaltar, en este punto, que si bien el desarrollo del algebra empezé
por la necesidad de solucionar problemas especificos, esto es, inicio con el uso de la
incdgnita, la investigacion ha mostrado que a los nifios les queda muy facil identificar
regularidades y patrones, esto es, identificar generalidad (Agudelo-Valderrama, 2000;
Mason, 1999; Mason et al., 1999). Consecuente con lo anterior, los lineamientos
curriculares de las matematicas escolares en contextos internacionales (Ver, por ejemplo,

National Council of Teachers of Mathematics, NCTM), y en nuestro contexto nacional,

! Enfasis que corresponde a lo que yo vivi como estudiante de algebra escolar, y he continuado en mi
ensefianza como se evidencia en la Figura 1.1.



recomendaron impulsar, desde edades tempranas, el desarrollo de la capacidad para

identificar y comunicar generalizaciones matematicas.

Sin embargo, a pesar de las recomendaciones de los lineamientos y estandares curriculares
de matematicas (Ministerio de Educacion Nacional [MEN], 1998, 2006), en mi propia aula
de clase, y segun las percepciones surgidas de mi experiencia como profesor, en muchas
aulas de clase del contexto escolar, el estudio del algebra se ve reducido a procesos
netamente “instrumentales” (Skemp, 1976) que conducen al estudiante a manipular
expresiones simbolicas dadas, mediante el uso de la memoria y la reproduccién mecéanica
de reglas de procedimiento presentadas por el profesor o los textos guia. Estas practicas,
ahora entiendo, estan apoyadas en una concepcion de las matematicas escolares como una
lista de tépicos fragmentados y organizados jerarquicamente (Agudelo-Valderrama, Clarke
y Bishop, 2007) que se deben entregar en el aula para que los estudiantes las reciban y las
reproduzcan. Asi, los temas se parcelan y se presentan, cada uno como un objetivo de
ensefianza y aprendizaje que se puede alcanzar facilmente en un tiempo pre-especificado,
esto es, el algebra se concibe como un ‘“curso empaquetado, prefabricado” (Agudelo-
Valderrama et al., 2007) consistente en la presentacion, por parte del profesor—y
reproduccion, por parte de los estudiantes—de una coleccion de reglas de procedimiento
para manipular expresiones simboélicas dadas que poco significado tienen para los
estudiantes. Segun mi interpretacion de los planteamientos de Stenhouse (1991), esta forma
de concebir lo que es el conocimiento matematico y este enfoque de ensefianza se
convierten en “un curriculo por objetivos conductuales”, como se explica en el Capitulo 2.
Un vivaz ejemplo de lo sefialado se encuentra en la ensefianza y el aprendizaje de “area
rectangular” que tiene lugar principalmente por los esquemas sefialados en algunos textos
guia populares (ver un ejemplo en la Figura 2.5 del Capitulo 2), los cuales por lo regular
presentan rutinas de trabajo para el contenido a ensefiar (area del rectangulo), ligadas a
unos objetivos regularmente de procedimiento (e.g., aprender a hallar el area del
rectangulo). Como subrayan Skemp (1976) al describir el aprendizaje instrumental, y
Agudelo-Valderrama (2000), al dar un ejemplo de un minicurriculo de objetivos

conductuales (ver la Figura 1. 2), la rutina de clase inicia con la presentacion de la formula



(A= b x h), sequida por el desarrollo de ejemplos de su aplicacion, y luego de ejercicios
similares para aplicar y mecanizar® la férmula. La evaluacion del aprendizaje esta enfocada
a verificar que los estudiantes, en ejercicios del mismo tipo de los ya trabajados, aplican la

formula y hallan una respuesta correcta.

Agudelo-Valderrama (2000) explica que la estructura esquematizada (que presento en la
Figura 1.2) fue disefiada intencionalmente para ilustrar el caso de un minicurriculo
netamente conductista que convierte el aprendizaje en un simple entrenamiento (Stenhouse,
1991). Considero que aungue se tengan en cuenta los elementos centrales que podemos
considerar al tomar decisiones curriculares en la cotidianidad del aula: decisiones sobre el
qué, el para qué y porque, y el como de la ensefianza y el aprendizaje (Agudelo-
Valderrama, 2000), el esquema subraya la intencion de mostrar a los estudiantes como usar
una formula dada—y no cémo involucrarlos en un proceso de construccién conceptual de
la formula. Asi, la conceptualizacidn y planeacién de la clase se convierte en una guia de
ensefianza que no tiene en cuenta la complejidad del aprendizaje, no permite reflexionar en
torno a los diferentes procesos de pensamiento de los estudiantes con quienes se trabaja; es
decir que se deja de lado el contexto del aula para el cual se disefia, y se ignoran los tipos

de potencialidades naturales de los estudiantes.

Contenido (&0ué?)
/ Medician de area del rectangulo \
Objetiva &Para que? Orientaciones metodoldgicas éCdmo?
Los estudiantes deben aprender a Presentar la farmula y hacer ejercicios de
hallar el drea del rectangulo aplicacidn y mecanizacian

\ Evaluacidn &0ué y cémo se evalia? /
El estudiante debe estar en capacidad de resolver ejercicios

que involucren |a aplicacion de la farmula de &rea

Figura 1.2: Una esquematizacion que describe un curriculo por objetivos conductuales en la
ensefianza de area rectangular, segin Agudelo-Valderrama (2000, p. 10)

2 Con la palabra “mecanizar” me refiero al entrenamiento que el estudiante hace al hacer muchos ejercicios
que le implican aplicar instrumental y repetitivamente la formula de area rectangular.



Ademaés, esta forma de ensefianza del concepto, que considero tan relevante en el &mbito
escolar, se queda en apoyar el saber qué hacer a partir de la memorizacion de la formula, y
pone un velo al reconocimiento de las relaciones numérico-espaciales que la estructuran,
asi como de la estructura multiplicativa que representa, es decir, al saber qué, coémo y por
qué (Skemp, 1976). Estas profundizaciones me motivaron a considerar para el desarrollo de
este proyecto, la necesidad de involucrarme en un proceso de aprendizaje y reflexion en
torno a los diferentes elementos curriculares y, por ende, conceptuales implicados en la
ensefianza y aprendizaje de estructura de area rectangular, por el potencial identificado en
este foco matematico para apoyar el desarrollo de pensamiento algebraico, dados los

procesos de generalizacion inmersos en la construccion de la formula.

Consecuentemente, el trabajo del proyecto que aqui se reporta tuvo como preocupacion,
apoyar el desarrollo del pensamiento algebraico de un grupo de estudiantes de primaria,
mediante la identificacién y comunicacion de la estructura espacial de area rectangular, es
decir, el reconocimiento y comunicaciéon de la estructura matematica subyacente en la
formula de érea rectangular—reconocimiento que involucra el uso de pensamiento
numerico, pensamiento métrico-espacial y, en términos del desarrollo de pensamiento
algebraico al que anteriormente hice referencia, la identificacion de variable como namero
general. Con este foco de atencién en mente, el proposito general de este proyecto fue
identificar los alcances en el desarrollo de pensamiento algebraico de un grupo de
estudiantes de grado quinto de primaria, de una innovacién curricular—una secuencia de
actividades—disefiada con la intencion de apoyar el reconocimiento de estructura espacial

de area rectangular.

1.1 Justificacion del trabajo de este proyecto

Para el desarrollo de este proyecto consideré crucial trabajar en la identificacion de la
estructura espacial que subyace a la férmula de area rectangular, ya que como nos
sugieren Outhred y Mitchelmore (2000), el tema de area es un tema particularmente
importante en el desarrollo de comprensién de las matematicas escolares y, por ende, es

importante tenerlo en cuenta como foco central en el disefio y desarrollo del curriculo



escolar. Ademas, la medicion de area rectangular es una de las actividades/tareas de
medicién mas comunes de la vida cotidiana. La identificacion de la estructura espacial de
area rectangular es fundamental en el desarrollo del razonamiento multiplicativo; en un
contexto como el de la ensefianza del algebra de grado 8°, permite relacionar y reconocer
las estructuras matematicas espaciales y numéricas que estan presentes, por ejemplo, en la

multiplicacién de expresiones algebraicas y la factorizacion.

De igual manera, vi en esta tematica una oportunidad para promover pensamiento
algebraico desde edades tempranas, ya que como nos muestran Mason y colegas (2014), es
posible desarrollar el pensamiento algebraico de los nifios, a partir de situaciones problema
concretas que los llevaran a explorar regularidades y a reconocer patrones y expresarlos
como generalizaciones; en el contexto de este proyecto, a partir de la identificacion y
comunicacion de la estructura espacial de &rea rectangular. Esto coincide con las
recomendaciones de los estandares curriculares (MEN, 2006), de crear oportunidades de
aprendizaje para la construccién de estructuras conceptuales que fundamenten el estudio de
la variacion y el cambio, y una forma apropiada de apoyar un aprendizaje significativo de
los sistemas algebraicos y su manejo simbolico. Para ello se sugiere iniciar con el
reconocimiento de regularidades que pueden incluir formas espaciales y numeéricas, y el
reconocimiento de sus reglas de formacion que dan lugar a la identificacion vy
comunicacion de patrones; “estos pueden ser reproducidos o representados de manera
general por medio de un determinado procedimiento, algoritmo o férmula” (p. 66); se
habla, entonces, de elementos conceptuales que son centrales en el desarrollo de

pensamiento algebraico.

Por ultimo, el desarrollo de este proyecto me implicé como profesor en un proceso de
aprendizaje y desarrollo profesional, retindome a profundizar y reflexionar sobre mis
concepciones que me llevaron a estar inmerso en procesos de aula no solo como profesor,
sino como estudiante e indagador de los procesos de pensamiento y aprendizaje de los
nifios, para poder tomar decisiones pertinentes sobre mi ensefianza. Estos planteamientos

son sefialados por Stenhouse (1991) en su propuesto modelo curricular por procesos,



modelo en el que el profesor necesita mantenerse en procesos continuos de aprendizaje y

mejoramiento de la practica profesional.

1.2 Estructura de este trabajo

En este capitulo se presentd una descripcion general de la naturaleza y propdsito del trabajo
de este proyecto, asi como de su origen en las preocupaciones profesionales de su autor. En
el Capitulo 2 se hace una descripcion de los principales elementos tedricos que sirvieron
como referentes para el desarrollo de dicho propoésito, y que permitieron al autor reflexionar
frente a los procesos de ensefianza y aprendizaje propuestos y vividos en el aula, asi como
la toma de decisiones para el disefio de la secuencia de actividades desarrollada que se
enfoco en la identificacion de la estructura matematica de area rectangular. Luego, el
Capitulo 3 se dedica a presentar el enfoque metodoldgico que resulta de mi nueva
concepcion de la naturaleza del conocimiento matematico y consecuentemente de mi rol en
el aula; este es seguido por una descripcion del proceso de indagacion, ensefianza y
reflexion que tuvo lugar a lo largo del desarrollo de este proyecto. De alli se desglosan los
resultados obtenidos en la secuencia desarrollada, los cuales son presentados en el Capitulo
4. Por altimo, el Capitulo 5 da una mirada retrospectiva del proyecto, dando cuenta y razén
de los aprendizajes, reflexiones y conclusiones finales alcanzadas del proceso desarrollado

en este proyecto.



Capitulo 2: Marco referencial

El proposito de apoyar el desarrollo del pensamiento algebraico, en un grupo de estudiantes
de grado quinto, a partir de la identificacion de la estructura espacial que involucra la
férmula de &rea rectangular, me llevé a involucrarme en un proceso de aprendizaje que me
permitio alcanzar una mejor comprension de la problematica planteada en el capitulo
anterior. Dicho proceso necesariamente incluyé el estudio de la literatura pertinente que nos
presenta avances en cuanto a la ensefianza y aprendizaje de este foco conceptual
involucrado, que es identificado como objeto crucial de aprendizaje en las matematicas
escolares. Al haber alcanzado una mejor comprension de los elementos conceptuales que
surgieron como centrales, de acuerdo con el foco y propdsito de este proyecto, en
interaccion y colaboracion permanente con mi asesora se construyd el marco referencial

que se estructur6 como se muestra en la Figura 2.1

Aprendizaje < > |dentificacion de la
relacionalde las estructura espacial
matematicas \ de area rectangular

Promover el desarrollo de
PENSAMIENTO ALGEBRAICD en un grupo
de estudiantes de grado quinto

e "

Curriculo centrado El Profesor como
investigador

A
v

en el proceso

Figura 2.1: Estructura general del marco referencial

Promover el desarrollo de pensamiento algebraico en un grupo de estudiantes de grado
quinto requiere apoyar en ellos un aprendizaje relacional, es decir, que al abordar una
situacion (problema), el estudiante debe saber qué hacer y por qué, y no simplemente

memorizar reglas dadas en el aula, y sin razon (Skemp, 1976). En el contexto de este
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proyecto, un aprendizaje relacional tiene que ver con la identificacion de la estructura
espacial de area rectangular: Identificarla, comunicarla y explicarla en su forma general,
e identificar estructura espacial para el caso general, que como lo veremos en la siguiente
seccion, requiere de pensamiento algebraico. Para promover un aprendizaje relacional es
necesario que el profesor reflexione frente a la perspectiva educativa con que se posiciona
al tomar decisiones para el aula; decisiones que tienen que ver con el qué el como y el
porqué de lo que se propone y se lleva a la acciéon en la ensefianza. Mi propuesta se
fundamenta en una perspectiva curricular centrada en el proceso (Stenhouse, 1998), ello
quiere decir que el profesor se convierte en un profesional de la educacion que se involucra
en procesos de indagacion en el aula y reflexion sobre su propia préctica para mejorarla y
atender a las necesidades de aprendizaje de los estudiantes, por lo cual se apodera del rol de
profesor como investigador (Stenhouse, 1998); por esta razon todos los elementos de mi

marco referencial estan dinamicamente conectados como se muestra en la Figura 2.1.

2.1 Qué significa pensar algebraicamente en el contexto de este proyecto

No presumo intentar dar un tratamiento exhaustivo sobre lo que significa pensar
algebraicamente. Partiendo de mi proposito de apoyar un aprendizaje con comprension,
esto es, un aprendizaje relacional en matematicas (Skemp, 1976), y del reconocimiento de
la declaracion de Agudelo-Valderrama (2005, p. 380):

el inicio del trabajo algebraico escolar, en el marco de una ensefianza basada

en 'la comprensiéon y el significado', estad relacionado con la provision de

ambientes de trabajo en el aula que ayuden a los nifios a involucrarse

activamente en procesos generativos del concepto multifacético de variable,
que por naturaleza esta en el corazon del pensamiento algebraico,

me propongo alcanzar una profundizacion sobre algunas formas de apoyar el desarrollo de
pensamiento algebraico en el aula, su generacion, en lo que se relaciona con el uso de
variable como numero general. En esta seccion me ocupo en dar explicaciones breves sobre
lo que significa ‘pensar algebraicamente’ en el contexto de este proyecto, y sobre el

caracter multifacético de variable.
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Ya se subrayo en el Capitulo 1, que pensar algebraicamente, en el contexto de una situacion
matematica dada, requiere reconocer, representar cantidades indeterminadas, y operar con
ellas (Filloy y Rojano, 1989; Trigueros y Ursini, 2001); esto conlleva al trabajo con
numeros generales, lo cual contrasta con lo que sucede en el pensamiento numerico donde
las cantidades con las que se opera son cantidades determinadas, conocidas y especificas.
Por ejemplo, en la férmula convencional de area rectangular (A = b X h), b y h representan
nameros generales; consecuentemente para que los estudiantes mismos construyan la
formula de area del rectangulo se hace necesario involucrarlos en actividades de aula que
apoyen la identificacion de tales niUmeros generales, asi como de la forma como estos se
relacionan (esto es, reconocer que se puede operar con ellos). Construir la formula de area
del rectangulo requiere de pensamiento algebraico ya que para ello los estudiantes necesitan
usar lo que para nosotros los profesores representa la variable como nimero general—una
de las facetas de variable, pues como se muestra mas adelante, variable es un concepto

‘multifacético’. ;De qué nimero general o qué numeros generales hablamos en este caso?

v" El primer nimero general puede ser el nimero que representa una agrupacién de
unidades cuadradas, organizadas horizontalmente en una fila, que puede cambiar o

variar segun las dimensiones del rectdngulo como se muestra en la Figura 2. 2 (b).

v El segundo numero general puede ser el nimero que representa una agrupacion de
unidades cuadradas alineadas verticalmente en una columna, que puede cambiar 0
variar segun las dimensiones del rectangulo, que ademas sirve para reconocer el nimero

de filas, como se muestra en la Figura 2. 2 (c).

a b C

Figura 2.2: (a) Un rectangulo cubierto por unidades cuadradas, (b) la organizacion de las
unidades que lo cubren agrupadas horizontalmente por filas, y (c) la organizacion de las
unidades que lo cubren alineadas verticalmente en columnas
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Concepto multifacético de variable

Una vez mas, resalto que estos numeros generales en algebra elemental son una
manifestacion de variable (Trigueros y Ursini, 2001), la cual en el contexto de una
situacion determinada, puede tener diferentes usos, y verse o entenderse como: un numero
general, como una incognita o como variable en relacion funcional (Kichemann, 1981;
Trigueros y Ursini, 2001). En la situacion problema que se presenta en la Figura 2.3,

intento presentar una ilustracion de estos tres usos de la variable.

Con baldosas cuadradas de color verde, Jesus coloca bordes alrededor de jardineras de distintos
tamarios, que también son cuadradas. Los tamafios de las jardineras se muestran en la figura con
baldosas blancas.

Para hacer el borde de la jardinera que se representa en la figura se necesitan 16 cuadritos verdes

a. ¢Cuantas baldosas verdes se necesitan para hacer el borde de una jardinera que tiene, de lado,
9 baldosas blancas?

b. Explica la estrategia que usaste para encontrar el nimero de baldosas del borde para la
jardinera de lado 9

¢. ¢Qué estrategia usarias para encontrar el numero de baldosas que se requieren para el borde
de una jardinera de cualquier tamafio?

Figura 2.3: Una situacion en la que puede ser posible reconocer los tres usos de variable, arriba
mencionados

Esta situacion busca apoyar en los estudiantes la identificacion y comunicacion de la
relacion que hay entre las dos variables involucradas: el niamero de baldosas del borde, y el
namero de baldosas en el lado de la jardinera. Dicha situacion permite al estudiante abordar
el desarrollo de la tarea de acuerdo con sus preferencias y con las formas de conteo que a
bien tenga, pues podria pensar en el numero total de baldosas de toda la pieza (es decir el
cuadro y su borde), también pensar en el namero total de cuadritos en el lado de la
jardinera, o incluso en el numero total de cuadritos de la jardinera (entendiéndose que la
jardinera es el conjunto de cuadritos blancos dado que cambia). Asi, cuando el estudiante
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reconoce que el nimero de baldosas del borde o el nimero de baldosas en el lado de la
jardinera pueden ser dos numeros cualesquiera que cumplen con la condicion de la
situacion, es decir, que pueden tomar un conjunto de valores, de alguna manera se puede
decir que esta reconociendo la variable como nimero general. Sin embargo, segun Mason y
colegas (2014), identificar tales nimeros generales solo es un paso hacia la identificacion y
expresion de la generalidad; por ello se hace necesario apoyarlos a que encuentren,
comuniquen (digan) y registren (escriban) la relacion entre estos, es decir, la generalizacion

del patron subyacente.

En el contexto del embaldosado que realiza Jesus, podemos presentarle al estudiante otra
situacion en la que su tarea es encontrar un valor especifico pedido (el valor de una
incdgnita), a partir del conocimiento del valor de una de las variables antes consideradas;
digamos: “Para hacer el borde de una de las jardineras, Jesus necesitd 256 baldosas verdes.
¢ Cudl es el nimero de baldosas que hay en el lado de esa jardinera?”” En el caso en que esta
pregunta se presente al estudiante después de haber abordado las preguntas que se
plantearon en la situacion inicial (ver la Figura 2.3), ya cuenta con la formula general, y
solo necesita usar el valor dado para proceder a encontrar el valor pedido. En este caso se
podré entender que el nimero pedido representa una de las posibilidades—un valor para un
caso especifico de las jardineras a las que Jesus les va a colocar un borde—y en este
sentido, se espera que el trabajo con los dos usos de variable, nimero general e incognita
representen una oportunidad en el proceso del estudiante para asignarle sentido y
significado a la nocion de variable. En cuanto al uso de variable en relacion funcional, es
claro que su aceptacion como numero general precede la identificacion de la variacion
ligada de las cantidades involucradas en una situacion problema o un patron figural dado
(Radford 1996). En consecuencia, cuando el estudiante encuentra por si mismo la regla
general, o estrategia, para encontrar el total de baldosas en el borde como una dependencia
del nimero de baldosas en el lado de la jardinera, esta reconociendo la variable en relacion

funcional, i.e. un patrén.
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2.2 Identificar un patron es identificar estructura matematica

Observemos que en la situacion anterior, la de la Figura 2.3, de manera intencionada, no se
ha presentado una secuencia de figuras de las jardineras, como comunmente se observa en
textos guia para el trabajo con patrones. La situacién se ha disefiado asi porque la
investigacion muestra que cuando a los nifios se les presenta una secuencia ordenada de
figuras se les ofrece un camino fécil para que ellos identifiquen una regla computacional,
i.e. una regla de recurrencia (MacGregor y Stacey, 1995), para encontrar cualquier término
de la secuencia pedido, sin que haga conciencia, identifique y explique la relacion que
existe entre las cantidades involucradas (ver Agudelo-Valderrama y Martinez, 2015;
McGregor y Stacey, 1995). Ello no les permite atender a lo que en realidad seria la
identificacion y comunicacion de un patrén matematico en una situacién dada, es decir,

reconocer y comunicar la forma como se relacionan las variables que en ella intervienen.

En la Figura 2.4 se presenta un ejemplo de una situacién problema, incluida en un
cuestionario para profesores (disefiado por Agudelo-Valderrama en 2018), donde se
presenta una descripcion de la forma como un estudiante de Grado 7°, Juan, aborda la
situacion que ilustra lo planteado anteriormente®. En su respuesta a las preguntas dadas en
la situacion, se puede observar que la formula de Juan parece haber sido obtenida de
calculos hechos con los nUmeros que puso en una tabla, pero cuando describe el conteo del
namero de palillos para cada una de las figuras no lo hace describiendo una misma
estructura, o una regularidad observable para cada caso; por el contrario, Juan esta
comunicando el conteo, cada vez, de forma diferente. Dicha situacion permite inferir que
Juan no identificé la estructura matematica presente, la forma como se relacionan las dos

variables involucradas, sino una regla computacional que le permite hallar datos pedidos;

% Esta situacion fue tomada de un cuestionario, disefiado por Agudelo-Valderrama en 2018, para explorar el
pensamiento de profesores de matematicas participantes del proyecto, Universidad y Escuela: Creando
Comunidades de Aprendizaje alrededor de las Experiencias de Practica Pedagogica de Futuros Profesores
de Matematicas, UPN.
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por consiguiente, se puede decir que realmente no ha identificado el patrén que esta

presente en la situacion.

La siguiente situacion-problema fue presentada a un grupo de estudiantes de Grado 7° que, segun su
profesora, habia trabajado en la identificacion de patrones desde Grado 6°

Usando palillos de los que se pueden encontrar en las mesas de algunos restaurantes, un

estudiante armé una secuencia de figuras con cuadrados. Presentamos a continuacion la figura
de 3 cuadrados.

1. Encuentre y registre una formula para determinar el nimero de palillos que se necesitan para
armar una figura de cualquier nimero de cuadrados.

2. Describa de manera detallada su pensamiento o las posibles imagenes que su mente va
creando a medida que se va moviendo hacia el encuentro de su férmula.

Un estudiante, Juan, inicialmente organizé una tabla de dos columnas en la que colocé las parejas de
valores (1, 4); (2, 7); (3, 10); (4, 13), y luego escribid:

“El patron es MAS 3” [haciendo referencia a las cantidades dependientes],
Luego concluyé: La formula es: “Numero de la figura x 3 mds 1”

Cuando se le pidi6é que explicara su férmula, dijo, a medida que iba sefialando con el dedo en las
figuras:

Para 1 [un cuadrado], se multiplica por 3. Es 1, 2, 3 [refiriéndose a 3 lados del cuadrado],
mas 1 [refiriéndose al lado vertical izquierdo del cuadrado].

Para el de 2 cuadrados en la figura 2, cuento los palos de afuera y le adiciono el 1 que esta en
la mitad.

Para la de 3 [cuadrados], hay un grupo de 3 [refiriéndose a los Gltimos 3 palillos del dltimo
cuadrado adyacente], dos grupos de 3 [refiriéndose a los anteriores dos cuadrados], més 1
[refiriéndose al primer lado vertical del primer cuadrado]

Figura 2.4: La respuesta de Juan a una situacién problema, que muestra la regla computacional
o de procedimiento que presenta sin mostrar comprension del patron involucrado

Es importante que el profesor atienda al pensamiento de los estudiantes y a los argumentos
que ellos pueden tener cuando se les pide abordar situaciones problema como la presentada
en la Figura 2.4, pues si queremos apoyar a los estudiantes en el desarrollo de sus procesos
de pensamiento algebraico, resulta crucial apoyarlos hacia el reconocimiento y
comunicacion de la relacion matematica existente entre las variables involucradas; para ello

es necesario apoyarlos: hacerles preguntas que les ayuden a centrar atencién en la
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estructura matematica presente en casos particulares de una secuencia (un patrén), que

luego pueden ver y comunicarla de manera general.

Tipos de patrones
De acuerdo a Mulligan, English, Mitchelmore, Welsby y Crevensten (2011) los nifios de
edades tempranas aprenden las ideas matematicas observando patrones en caminos
organizados, buscando diferencias y similitudes; de esta manera afirman que los patrones
matematicos, desde el pensamiento de los nifios, pueden ser (Mulligan, et. al. 2011,
p.1023):
e Repeticiones simples: Tales como una “unidad de repeticion”: ABC,
ABC, ABC...
e Patrones espaciales: Tales como disefios de 2 o 3 dimensiones;
teselaciones o transformaciones
e Patrones de crecimiento: Tales como aumentos o disminuciones
sistematicas; por ejemplo, el patron de los nimeros triangulares: 1, 3, 6,
10, 15,...

e Funciones: Funciones donde la relacién entre las variables esta formada,
por ejemplo en una tabla de valores

Quiero resaltar dos aspectos relaconados con lo que he venido subrayando sobre lo que
involucra identificar un patrén; en primer lugar, un patrébn no necesariamente debe ser
observado en “caminos organizados”, porque se puede tender a encontrar reglas de
recurrencia, tal como se menciond al iniciar esta seccién. En segundo lugar, lo que los
autores consideran pueden ser patrones matematicos los puedo resumir a uno solo: el patrén
funcional. Por ejemplo, en la situacion descrita en la subseccion anterior en la que Jesus
coloca bordes alrededor de jardineras (ilustrada en la Figura 2.3) y se promueve identificar
el patron que estructura la situacion, o la relacion de dependencia, i.e. la relacion funcional
entre las dos variables involucradas: el nimero de baldosas del borde y el nimero de
baldosas en el lado de la jardinera—se abre la posibilidad de representarlo por medio de
figuras de jardineras de distintos tamafios que conserven la misma estructura y que crezcan
en forma regular; es decir podria verse involucrando un patrén espacial y un patron de
crecimiento. Incluso en un patrén de repeticion simple es posible establecer una relacién

funcional entre nimeros naturales y la posicion que ocupa el elemento que se repite.
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2.3 Identificacion de la estructura espacial de area rectangular: Una
puerta de entrada al desarrollo de pensamiento algebraico

Battista, Clements, Arnoff,. Battista, y Borrow (1998, p. 531) advierten que “la estructura
de filas y columnas [presente en una cuadricula rectangular] no reside en las
imagenes/diagramas o cuadriculas que les presentamos a los nifios”; de igual manera,
Outhred y Mitchelmore (2000), de sus estudios con grupos de nifios de Grados 1°, 2°, y 3°
concluyeron que tal estructuracion necesita ser construida personalmente por el individuo,
pues esta no esté en el arreglo de cuadritos que conforman la cuadricula dada. Esto significa
que es necesario involucrar a los estudiantes, inicialmente, en el cubrimiento de superficies
rectangulares con una unidad de su misma naturaleza (Curry y Outhred, 2005; Nunes,
Light, Mason, 1993; Outhred y Mitchelmore, 2000), es decir, con una unidad cuadrada’, de
manera que posteriormente se les facilite la identificacion de la bidimensionalidad (Battista
et al., 1998; Mulligan y Mitchelmore, 2009).

Como se describié en la seccion anterior, cuando los cuadritos que conforman una
cuadricula dada son organizados de forma horizontal, por filas, y las filas son reconocidas
por un estudiante o0 una persona como nuevas unidades para el conteo y, ademas de esto,
reconoce que el nimero de filas que se requieren para cubrir un area rectangular dependera
del numero de cuadritos de la columna, es porque ha reconocido la bidimensionalidad; en
palabras de Battista y colegas (1998) ha reconocido la ortogonalidad®, esto es, la estructura
espacial de la cuadricula. Una vez los estudiantes han visualizado e identificado, por su
propia cuenta, la organizacion de los cuadritos de forma ortogonal en una cuadricula
particular, es posible apoyar el reconocimiento de dicha organizacion en otros casos, donde
pueden variar las dimensiones del rectangulo, es decir que pueden empezar a identificar el
patron matematico presente en la estructura espacial de area rectangular; de esta forma,

para encontrar el total de cuadritos que cubren un rectangulo sera necesario observar el

* En el contexto de este proyecto cuando hablo de “unidad cuadrada” me refiero a los cuadritos o cuadrados
que cubren un rectangulo.

® Ortogonal (del griego ortos ‘recto’ y gonos ‘4ngulo’) puede entenderse como una generalizacion de la
nocién de perpendicularidad, es decir se puede considerar un adjetivo que sirve para nombrar todo aquello
que esté organizado en angulo recto (Ortogonalidad-Matematicas, Wikipedia, s.f.).
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nimero de cuadritos de una fila, y considerarlo tantas veces como lo sefiale el nimero de
cuadros que hay en una columna, (multiplicar el nimero de cuadritos de una fila por el

numero de filas).

Si involucramos a los nifios en actividades para identificar, por ejemplo, el nimero de
baldosas que se requieren para cubrir una superficie rectangular, y los apoyamos en el
reconocimiento de un numero cualquiera de cuadritos que se itera tantas veces como sea
necesario, segun el numero de cuadritos de la columna, estaremos apoyando la
identificacion de la generalizacion de la estructura que subyace a la férmula de area
rectangular. Por tanto, cuando hablo de “identificacion de la estructura espacial de &rea
rectangular: una puerta de entrada al desarrollo de pensamiento algebraico”, me refiero a
apoyar, en los estudiantes, procesos de pensamiento que involucran la identificacion de
la(s) regularidad(es) numérico-espacial(es) presente(s) en la estructura espacial de las
cuadriculas rectangulares, de modo que ellos mismos puedan reconocer y comunicar de
manera general su estructura espacial como una relacion especifica entre dos nimeros

generales.

Apoyar la identificacion de la estructura espacial de area rectangular en los estudiantes, esto
es, apoyar un aprendizaje relacional de la formula, requiere apoyarlos en su proceso de
identificacion de la estructura espacial y su comunicacién como una generalizacion: la
férmula; posicién contraria a lo descrito al respecto en el Capitulo 1, donde comunmente
resulta “mas facil” para su ensefianza “darles” la formula y que ellos la retengan y la
mecanicen, a partir de la repeticion de ejercicios que requieran de su aplicacion. A partir de
esta diferenciacion en el aprendizaje de las matematicas, i.e., aprendizaje relacional y
aprendizaje instrumental (Skemp, 1976), me es posible establecer dos formas de abordar la
ensefianza de area rectangular en el contexto escolar, las cuales aluden a dos concepciones
diferentes de la naturaleza del conocimiento y, consecuentemente, de la naturaleza del
aprendizaje, lo que conecta con los dos enfoques curriculares sefialados por Stenhouse
(1998): el curriculo centrado en el proceso, y el curriculo centrado en objetivos

conductuales.
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Mi constructo de curriculo

Sobre la nocién de curriculo que he alcanzado por razén del desarrollo de este proyecto,
considero necesario, en este punto, hacer explicito que inicialmente, para mi, el curriculo
era una directriz organizativa de contenidos que se debian ensefiar grado a grado, propuesta
por el colegio; el curriculo me hablaba sobre “qué ensefiar”. Ahora veo que curriculo tiene
que ver con la toma de decisiones no solo sobre los contenidos a ensefiar sino, ademas,
sobre el como de la ensefianza y el aprendizaje (el enfoque de trabajo en el aula) y el
proposito de la ensefianza (el porqué y el para qué). Estos focos o elementos de decision se
pueden considerar en el nivel micro (el del aula), el meso (el de una institucion o el de un
area curricular) y en el nivel macro (los lineamientos para un sistema educativo). Como lo
veremos mas adelante, el disefio y desarrollo del curriculo requiere de una profunda y
continua reflexion, por parte del profesor, en torno a los procesos de ensefianza y
aprendizaje que esta apoya en los estudiantes. En resumen, el curriculo hace relacion a las
decisiones, acciones y reflexiones que toma el profesor frente a las siguientes preguntas
(Agudelo-Valderrama, 2000, Stenhouse, 1998):

v' ¢ Qué ensefiar?

v’ ¢Para qué y por qué ensefiar?

v' ¢Cbémo ensefiar?, y ;como se lleva a cabo el aprendizaje de los estudiantes? (esto
incluye la evaluacién de los procesos de aprendizaje de los estudiantes, y su
proposito)

2.4 Aprendizaje relacional y curriculo centrado en el proceso

Como ya se subrayd, para que haya un aprendizaje con significado en matematicas, y
particularmente en la identificacion de la estructura espacial de area rectangular, se hace
necesario involucrar a los estudiantes, inicialmente, en el cubrimiento de superficies
rectangulares con una unidad de su misma naturaleza, de manera que se facilite la
identificacion de la bidimensionalidad. Si los nifios logran identificar esta misma estructura
en otras situaciones donde las dimensiones del rectangulo varian y, ademas, la comunican

de manera general, estarian dando un paso importante en su proceso de asignacion de
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significado al concepto. Esto es posible gracias a que en realidad lo estan construyendo por
si mismos, ya que estan creando conexiones entre los conceptos que ya conocen, tales como
contar, sumar, multiplicar ya sea por unidades simples 0 compuestas, y que se requieren
para encontrar el total de unidades que cubren una superficie rectangular, a partir de la

identificacion de su estructura espacial.

Cuando el estudiante logra reconocer, en la cuadricula dada, un esquema que le permite
visualizar las relaciones entre los elementos que estan involucrados, es decir, entre el
namero de cuadritos en una fila y el numero de filas, se puede decir que el ambiente de
clase organizado ha apoyado lo que Sierpinska (1994, citada en Agudelo-Valderrama y
Martinez, 2015) denomina un “acto de comprension tentativa” que ha de constituir un logro
significativo en el proceso de construccién conceptual de medicién de area rectangular.
Esto conlleva a que ademaés del saber qué, se promueve el saber por qué y cémo (cémo se
puede construir la formula). De esta manera se estard apoyando un aprendizaje con

significado y comprensién en la escuela (MEN, 1998, 2006).

Curriculo centrado en el proceso

Poner en accion en el aula una secuencia de ensefianza, con un proposito explicito sobre el
aprendizaje que se quiere promover, y que estd guiado por un enfoque en el que las
diferentes formas de pensar de los estudiantes y sus posibles procesos de construccion
conceptual representan el centro de atencion para el profesor, requiere de una forma de
saber matematicas con la que yo no contaba al inicio de del trabajo de este proyecto. La
forma de saber matematicas a la que me refiero estd asociada a una posicion filosofica
constructivista (una forma de ver el mundo y de concebir el conocimiento y su aprendizaje)
que subraya el rol activo de quien aprende en la construccion de sus comprensiones (sus
aprendizajes, sus conceptos) de las matematicas, mediante la identificacion de conexiones
entre sus ideas y conocimientos previos con los que esta estudiando en la escuela, y
conexiones entre conceptos especificos y sus contextos (Agudelo-Valderrama y Martinez,

2015). Estos planteamientos muestran coherencia con los de un aprendizaje relacional de
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Skemp (1976) que ya expliqué, y, a su vez con el enfoque curricular centrado en el proceso
(Stenhouse, 1998).

Como he venido resaltando, la comprension alcanzada a través del largo proceso de estudio
y aprendizaje en el que he estado envuelto, con el &nimo de iniciar una ensefianza que
apoye un posible proceso de desarrollo de pensamiento algebraico en mis estudiantes de
Grado 5°, me llevo a establecer que, indiscutiblemente, era necesario que como profesor
me posicionara como un indagador de los procesos de pensamiento de los estudiantes al
proponerme involucrarlos en una secuencia de actividades disefiadas para apoyar el
reconocimiento de la estructura espacial de area rectangular—esto es, para que puedan crear
y construir las conexiones entre los elementos numeérico-espaciales que involucra la

identificacion y comunicacion de dicha estructura espacial.

2.5 Aprendizaje instrumental y curriculo por objetivos conductuales

Contrario a lo descrito en la seccién anterior, y como se describe en el Capitulo 1, cuando
la ensefianza se concibe como una tarea de presentacion y explicacion minuciosa de una
serie de definiciones de conceptos y reglas de procedimiento para solucionar problemas y
ejercicios correspondientes a temas establecidos para un curso determinado, promovemos
en los estudiantes un aprendizaje que radica en la memorizacion y reproduccion de los
algoritmos dados por el profesor o por el texto guia (ver, por ejemplo, Agudelo-Valderrama
2002). En este caso, estamos conduciendo a los estudiantes a un saber como hacer un
gjercicio determinado para hallar una respuesta solicitada, y estamos promoviendo en ellos
un aprendizaje netamente instrumental de las matematicas (Skemp, 1976). Este enfoque de
ensefianza-aprendizaje es promovido en aulas de clase de matematicas (ver, por ejemplo,
Nunes et al., 1993; Skemp, 1976), particularmente en la ensefianza de medicion de area
rectangular, el cual, en ocasiones, puede estar apoyado por libros de texto populares cuando
proponen, para su ensefianza, presentarle a los estudiantes la formula con la cual pueden
calcularla; es decir que el area de un rectangulo es un numero que resulta de usar la formula

“A = b x h”, sabiendo las longitudes de los lados. Se presenta la formula, que “te dice que
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para obtener el area de un rectangulo, debes multiplicar el largo por el ancho” (Skemp,

1976, p. 2); veamos el ejemplo presentado en la Figura 2.5.

¢{COMO SE CALCULA EL AREA DE LOS CUADRILATEROS?

Superficies rectangulares. El drea de cualquier superficie rectangular es
igual al producto que se obtiene de multiplicar la longitud de la base por
la longitud de la altura.

[A = base x altura | [ A_=ladoxlado |

4cn

‘J cn

A[ = base x altura AU = lado X lado
A=5cmx2cm Ap=LcmXxULcm
A, = 10 cm? A, = 16 cm?

{ Dibuja en tu cuaderno rectangulos con las medidas dadas. Luego, calcula su area.

rLargo: 4 cm sLargo: 6 cm Largo: 10 cm
Ancho: 3 cm > Ancho: 2 cm 5 Ancho: 3 ¢cm > n:t:l:ql.q—%
Area: m Area: 12 cm Area: 30 cm< .

& Area: 12 C ® .

1=y

Largo: 7 cm l ; Largo: 5 cm Largo: 9 cm
Ancho: 4 cm 5 Ancho: 7 cm 5 Ancho: 7 cm 2

L Area: 28 cm” & Area: 35 €M J L Area: 63 cm<

Figura 2.5: Una forma de presentar y trabajar el tema de medicion de &rea rectangular en un libro
de texto colombiano

Para observar si los estudiantes han “comprendido” la férmula de area rectangular, lo que
considero como una “retencion” de la formula, se les pide que resuelvan una serie de
gjercicios en los que pueden reemplazar valores numéricos dados, de modo que la puedan
mecanizar y memorizar, tal como se observa en la Figura 2.6; es decir, se considera que si
los estudiantes logran encontrar la respuesta correcta es porque han mostrado
“comprension” en cuanto a lo que significa medir area rectangular. Estas situaciones hacen

que el proceso de medicién de area rectangular se vea reducido a hacer una multiplicacion
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entre dos valores de longitudes dadas—trabajo netamente procedimental—que los lleve a
obtener un numero o resultado final, sin saber por qué este puede funcionar, de dénde
resulta, y el aprendizaje de los estudiantes se reduce a la sustitucion de valores y
mecanizacion de la formula, sin haber podido atribuirle algun significado a los nimeros
generales involucrados, las letras que aparecen en la formula. Este planteamiento fue
descrito ampliamente en la descripcion de la problemética y se puede observar en el
Capitulo 1, la Figura 1.2. Cabe preguntarnos entonces, por qué muchos estudiantes, cuando
se les pregunta por el valor del area, en una situacion determinada, ofrecen respuestas

numericas como, el area es 25 metros (ver, Parra, 2018).

Curriculo por objetivos conductuales

Mientras que una ensefianza que se fundamenta en el principio de que la responsabilidad
del profesor estd en organizar ambientes de aprendizaje para que los estudiantes usen sus
ideas y el conocimiento que ya tienen para que ellos mismos construyan sus ideas
matematicas, una enseflanza que se guia por la pre-especificacion de objetivos de
aprendizaje definidos y puntuales a alcanzar en tiempos determinados (normalmente se
establecen para que se logren en una clase), estd asociada al rol del profesor como
instructor y explicador y dador de respuestas (Stenhouse, 1998). Como se plante6 en la
seccién anterior, caso de la ensefianza de medicion de area rectangular, este enfoque de
ensefianza promueve un aprendizaje instrumental. EI manejo instrumental de la formula,
ademas de no permitir a los estudiantes reconocer la estructura multiplicativa que subyace
la férmula de area, puede hacerlos caer en errores conceptuales como el de confundir letras
con objetos como lo muestra Lesley Booth (citado en Mason et al., 2014). Esta forma en la
que es presentada la formula de area, tiene que ver una concepcion absolutista de las
matematicas escolares (Ernest, 1991), es decir, estas son concebidas como un conjunto de
formalizaciones ya establecidas, un conocimiento definido, Unico, y externo al sujeto que
conoce o aprende, y se encarga de retenerlo y reproducirlo (Agudelo-Valderrama, 2007;
Ernest, 1991; Stenhouse, 1998). El curriculo por objetivos mantiene vigencia y fuerza en la
escuela y en contextos de la educacion superior debido a su utilidad para la verificacion de

los aprendizajes que se han definido bajo este enfoque y concepcion de la naturaleza del
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conocimiento (Stenhouse, 1998). En la Figura 2.6 se intenta mostrar los dos posibles

enfoques de ensefianza descritos anteriormente.

Conocimiento (rganizacitn centrada en procesos Construccién de!la
recreado/ de construccidn conceptual —  Aprendizaig  —— f6rmula
construido (Lurriculo centrado en el Relacional (Generalizacidn)

procesa)

Dos enfoques de
ensefianza de drea
rectangular

Organizacian itemizada y jerarquica
de Ios contenidos
(Curriculo centrado en /a
transmisidn directa de contenidos

Presentacidn de la
Aprendizaje farmula
instrumental > A=bxh

Conocimiento
recibido

“objetivas conductuales )

Figura 2.6: Dos enfoques curriculares para la ensefianza de area rectangular

2.6 Apoyando la identificacion y construccion de la estructura espacial
de area rectangular en el aula de Grado 5°

Para apoyar la ensefianza de area rectangular en el ambito escolar, Outhred y Mitchelmore

(2000) proponen dos posibles rutas de ensefianza que emergen de su estudio:

v' La primera tiene que ver con introducir el concepto de area y luego explorar su
medicion vista como el cubrimiento de una region rectangular con una unidad cuadrada,
de modo que se puedan observar las formas de cubrimiento usadas y relacionarlas con

las dimensiones del rectangulo.

v" La segunda inicia con el cubrimiento de una superficie rectangular con la unidad
cuadrada, luego a través de procesos de conteo se busca reconocer la bidimensionalidad
u ortogonalidad para la identificacion de la estructura espacial y, por Ultimo, se

introduce o formaliza el concepto de area.
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Godino, Batanero y Roa (2002) hacen alusién a dos conceptos que estén interrelacionados
cuando se mide un atributo geométrico como el de “area rectangular”: el de superficie y el
de area. El primero hace alusion a lo yo llamaria el “objeto”, en el cual podriamos
identificar u observar caracteristicas o rasgos cualitativos que pueden ser medidos, es decir
la o las magnitudes asociadas al objeto, en nuestro caso la extension o superficie del
rectangulo. El segundo hace alusion al “numero”, es decir la cantidad, valor numérico, o
rasgo cuantitativo que puede tomar o representar la magnitud superficie, es decir el area.
Por su parte Curry y Outhred (2005) Ilaman medicidn espacial a encontrar la relacion entre
una unidad de medida y un objeto de su misma naturaleza, es decir que compartan el
mismo “atributo” espacial. Para ello una actividad que involucre medicion conlleva iterar la
unidad de medida en el objeto que se quiera medir, ya sea en un sentido espacial
unidimensional (longitud), bidimensional (area) o tridimensional (volumen), para luego
identificar el patron que se forma cuando las unidades Ilenan el objeto, esto es, encontrar la

estructura numérico-espacial presente.

En este sentido cuando hablo de apoyar en los estudiantes el proceso de medir la superficie
de un rectangulo me refiero a que reconozcan que esta consiste en la accion de cubrir con
una unidad cuadrada, la unidad de medida, el rectangulo, y una vez cubierto por completo
apoyarlos a que puedan identificar las formas de organizar o agrupar el conjunto de
unidades que lo cubren, esto es, identificar la estructura espacial bidimensional de los
cuadritos (Battista et al., 1998) que puede ser representada a través de niameros, o en forma
cuantitativa a partir de su estructura numérica o multiplicativa, es decir la estructura del
area del rectangulo. Segun Outhred y Mitchelmore (2010), este proceso puede ser
desarrollado teniéndose en cuenta cuatro principios operacionales que se pueden observar

en la Tabla 2.1 y que fueron identificados en sus investigaciones.
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Tabla 2.1: Principios operacionales para la ensefianza de &rea rectangular propuestos por
Outhred y Mitchelmore, (2000)

Principio Generalidad
Una: Cubrir El rectangulo debe estar cubierto completamente por unidades cuadradas sin
completamente solapamientos ni espacios entre ellos
Jos:Reconocimiento de la | Las unidades cuadradas deben estar alineadas con el mismo nimerao de unidades en cada
estructura espacial fila o columna. Esto se refieren a que las filas en una cuadricula sean congruentes

El numero de unidades ubicadas horizontalmente en el lado del ancho representa el
nimero de unidades de la fila y el nimero de unidades que se ubica en el lado del alto
representa el nimero de filas. Para encontrar el total de unidades de en una cuadricula
rectangular puede ser hallada a partir del producto el nimero de unidades de una 7@ por
el nimero de filas o el namero de unidades de una ca/umna por el nimero de columnas.
(uienes hacen una iteracian de //as o de co/umnas, visto como una suma repetida,
muestran implicitamente una estructura multiplicativa; es decir un conteo a partir de
miltiplos (unidades compuestas).

Tres:Reconocimiento de la
estructura multiplicativa
de la cuadricula

Ademas proponen un cuarto principio que es el reconocimiento de la formula de &rea, en el
cual se requiere una comprension de la estructura numérica del cubrimiento que se deriva
de su estructura espacial. Asi este principio se adapta para el contexto de este proyecto
como la generalizacién y comunicacion de la férmula en términos de su estructura
multiplicativa, lo cual seria equivalente a comunicar la estructura espacial de area
rectangular de forma general:

Principio cuatro: EI nimero total de unidades que cubren una cuadricula rectangular es
equivalente al nimero de unidades que hay en una fila (nimero de unidades que cubren el
lado del ancho) por el nimero de filas, 0 nimero de unidades que hay en una columna

(namero de unidades que cubren el lado del alto).

Ademas de los 4 principios descritos, estos autores proponen 2 principios adicionales que
estan relacionados entre si:

v La medicidn de la longitud de los lados del rectangulo

v" Relacionar la longitud de los lados del rectangulo con el nimero de unidades de la fila o
la columna
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Ambos principios se tuvieron en cuenta para la Fase 1 (tal como se describe en las bases de
referencia del Capitulo 3) donde se sigui6 la Ruta de ensefianza 1 (Ruta 1), que se observa
en azul en la Figura 2.7, comenzando con la medicién de longitud. Sin embargo, para la
Fase 2, se adapto y siguid la ruta de ensefianza que se observa en verde en la Figura 2.7

(Ruta 2), comenzando con el cubrimiento de un rectangulo.

Relacionar |a medida de los lados del 5 Farmula de &rea

rectangulo con el nimero de unidades de la fila _—
v Comunicacitn de

|a estructura

Medician de longitud ~ ———

Reconocer la estructura bidimensional
(Generalizacidn)

Cubrir un b,
) |dentificar formas de _ .
rectangulo . Reconocer la unidad Relacionar el nimero de
contar las unidades _ . :
completamente compuesta (fila) y su iteraciones de una fila con el
que cubren una N ) i
) iteracidn para el numero de unidades de la
cuadricula -
cubrimiento rectangular columna

rectangular

*Fn azul se muestran los principios que se tuvieron en cuenta para fa Fase | del proyecto y en verde los tenidos en cuenta para la
Fase 7 o estudio principal

Figura 2.7: Principios del proceso desarrollado en la identificacion de la estructura espacial, adaptados para
este proyecto de Outhred y Mitchelmore (2000).

De forma paralela, Battista y colegas (1998) hacen un estudio similar al de estos autores,
pero enfocado particularmente a observar las formas y el proceso—niveles de
pensamiento—que siguen los estudiantes desde que inician con el cubrimiento de
rectangulos y el conteo de las unidades cuadradas, hasta llegar a la identificacion de la
estructura espacial, soslayando el trabajo que conlleva la medicion de longitud de los lados
y su relacion con el tamafio, o0 nimero de unidades, de la fila o la columna. En este sentido,
para apoyar el desarrollo del pensamiento e identificacion de la estructura espacial en el
grupo de estudiantes, se siguié ademas de los principios operacionales de Outhred y
Mitchelmore (2000), la orientacion dada por Battista y colegas sobre ciertos niveles de
pensamiento que se describen en la siguiente seccion, siendo una guia para observar y

caracterizar el proceso de pensamiento seguido por los estudiantes.
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2.7 Observando y caracterizando el pensamiento de los estudiantes en la
identificacion de la estructura espacial

Inicio esta seccion presentando en la seccion 2.7.1 los resultados de estudios realizados con
grandes grupos de nifios de primaria (de grados 1° a 4°) realizados por Mulligan y
Mitchelmore (2009; 2012) y por Battista et al. (1998), que fueron tomados como referentes,
y luego en la subseccion 2.7.2, presento los niveles de pensamiento adaptados para

caracterizar el pensamiento de los estudiantes participantes en este estudio:

2.7.1 Niveles de pensamiento en la identificacién de la estructura espacial,
segun la investigacion

Para apoyar el proceso de identificacion de la estructura espacial en lo estudiantes, asi
como para caracterizar sus pensamientos, se tuvo en cuenta el trabajo de tres estudios
realizados por varios autores, con grupos grandes de nifios de los niveles de basica primaria
(Grados 1° a 4°); en ellos observaron los procesos involucrados para la identificacion de
estructura de area rectangular, e identificaron niveles de pensamiento estructural. Los dos
primeros de: Mulligan y Mitchelmore (2009; 2012) y el segundo de Battista et al., (1998).

Los estudios de Mulligan y Mitchelmore (2009; 2012) muestran resultados de sus trabajos
que han sido desarrollados por afios con nifios de primaria y que hace énfasis en la
identificacion de patrones y estructura matematica, como parte de la construccion de
relaciones estructurales en las matematicas tempranas (Ver, por ejemplo, Mulligan 2010;
Papic, Mulligan y Mitchelmore, 2011; Mulligan, y Mitchelmore, 2013). Asi han
identificado 4 niveles de pensamiento estructural; estos son: Pre estructural, emergente,
estructural parcial y estructural (Ver Tabla 2.2), que pueden ser observados de acuerdo
con las representaciones que usan los estudiantes para comunicar sus pensamientos
(Mulligan y Mitchelmore, 2009; 2012) y fueron tenidos en cuenta para caracterizar el

pensamientos de mis estudiantes en la Fase 1 y Fase 2 del proyecto:
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Tabla 2.2: Los niveles de pensamiento estructural de Mulligan y Mitchelmore (2009; 2012)

. Ejemplo .
Nivel 1emp . Generalidad
(De la estructura espacial)
Brg las representaciones carecen de cualquier evidencia de estructura
numérica o espacial. La mayorfa de los ejemplos muestran caracteristicas
estructural I -
distintivas de acuerdo a cada nifio.
] las representaciones muestran algunos elementos relevantes de la
Emergente L % estructura dada, pero la estructura numérica o espacial no esta
I - representada.
’ ’ las representaciones muestran los aspectos més relevantes de |a
Estructural 00 o . . .
. estructura numérica o espacial, pero la representacion es inexacta o
parcial — .
) incompleta.
Estructural BEEE i Las representaciones integran correctamente las caracteristicas de la
4'1“*4’ ' estructura numérico-espacial.

En Mulligan y Mitchelmore (2012) se resalta que el reconocimiento inicial de similitudes y
diferencias haciendo uso de diferentes representaciones matematicas desempefian un papel
fundamental en la identificacion de patrones y estructuras matematicas; entre ellas
enfatizan que la estructuracion espacial es necesaria en los procesos de visualizacion y

organizacion de situaciones concretas dadas.

Battista et al. (1998) establecen de manera analoga a Mulligan y Mitchemore (2009; 2012)
5 niveles de pensamiento estructural espacial—o niveles de sofisticacion en la
identificacion de la estructuracion de las cuadriculas. Estos niveles fueron identificados en
el trabajo con estudiantes de segundo grado de primaria entre los 7 y 8 afios, y estudiantes
de tercer y cuarto grado, cuando los involucran en tareas que requieren cubrir rectangulos a
partir de un cuadrado dado y determinar el nimero de cuadrados necesarios para hacerlo y
explicar como los cuentan. Para ello requieren de alguna manera estructurar los cuadrados
para el conteo. Los niveles son identificados mediante la realizacion de entrevistas en las

que se les presentan a los estudiantes figuras rectangulares especificas, y se les muestran
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cuéntos cuadrados organizados horizontalmente cubren la figura (la fila superior) y cuantos
cuadrados organizados verticalmente se necesitan para formar la columna (izquierda),
luego se les pide que predigan cuantos cuadrados se necesitan para cubrir el rectangulo, vy,
por ultimo, se les pide que lo dibujen y expliquen cdmo los cuentan. Battista y colegas no
sugieren que los niveles de pensamiento sucedan de manera secuencial. Resaltan que los

niveles representan los de los estudiantes entrevistados.

A continuacién se describen los niveles de pensamiento identificados en los estudiantes,
seguidos de ejemplos en los que se presentan las preguntas especificas dadas y la

descripcion de sus pensamientos.

1. Ausencia total de estructura por filas o columnas: El estudiante no reconoce una fila o
una columna como una unidad compuesta, muestra dificultad para visualizar la

ubicacion de los cuadritos en el arreglo rectangular, asi como para contarlos.

La Figura 2.8 ilustra la dificultad de estudiantes para ubicar, dibujar, contar, y explicar
cémo cuentan, y por ende estructurar, los cuadritos que cubrian un rectangulo dado, vacio
de 3 x 7 con marcas a los lados (Ver la Figura 2.8 a), luego de preguntarles por el nimero
de cuadrados que lo cubren. Para predecir el numero de los cuadrados que lo cubren, un
estudiante cuenta uno por uno, y usa 2 dedos juntos para contar los cuadrados 1 al 6 y 22 al
25, tal como se muestra en la Figura 2.8 (b), obteniendo un total de 30 cuadrados. Luego
dibuja los cuadrados haciendo “unidades simples” no equivalentes y de distintos tamafios,
como se observa en la Figura 2.8 (c), y los cont6 siguiendo una ruta de conteo
“unidimensional” no sistematica, comenzando por los bordes y terminando en el centro,
encontrando 32 cuadrados en total. Esto se debid a que conto dos veces un mismo cuadrado
en las filas 2 a 4 de la columna derecha. Luego los enumerd con un lapiz mientras los
contaba, uno por uno, y llegd a un total de 30 (Figura 2.8 d). Finalmente se le pidi6 cubrir
el rectangulo con cuadritos (cuadritos movibles), sin embargo después de hacerlo

correctamente, nuevamente los contaba mal.
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¢Cuantos cuadrados cubren  Prediciendo el nimero de Los dibuja y los cuenta Los enumera

el rectangulo? cuadrados
T T 114 !
B | ,1236 5 \
16 2

[ 27 . 221

P2 I 23/1
5 - Fi1

(@) (b) © (d)

Figura 2.8: Dado un rectangulo vacio con marcas a los lados, se muestra una forma de predecir,
dibujar y contar los cuadritos que lo cubren, donde hay ausencia total de estructura

2. Estructura parcial de fila o columna: El estudiante identifica una fila o columna como

una unidad compuesta, pero esta no la utiliza para cubrir todo el rectangulo.

La Figura 2.9 muestra el ejemplo de un estudiante al que se le entrega un rectangulo de
6 X 3 con marcas a los lados (Figura 2.9 a), e identifica la estructura para las partes

superior e inferior del rectangulo, pero no lo hace para el centro de la figura (Figura 2.9 b).

R ta:
Pregunta: BSpUEsta

t.Cuéntos cuadrados
cubren el rectangulo? P i/

El estudiante observando la parte superior e inferior encuentra B cuadrados, luego afirma:
“la parte superior e inferior equivaldrian a 12, [mavimiento sus manos hacia adentra). y
estos 2 [seiialando /os lados derecho e izquigrds, en e/ medio/ podrian ser 14, yo digo que tal
vez hay 12 en el medio [usands los dedos para estimar visualmente la colocaciin de
cuadradas uno por uno en gl centra)-12 més 12 es igual a 24. Asi que dirfa que son 24"

Figura 2.9: El ejemplo de un estudiante que ante la pregunta y el rectdngulo dados, muestra y
describe una identificacion de estructura parcial de fila

3. Estructura de la cuadricula como un conjunto de filas o columnas: El estudiante
reconoce la cuadricula como una organizacién cubierta por grupos de filas, pero no las

coordina adecuadamente con la dimension ortogonal o bidimensional.
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La Figura 2.10 presenta un ejemplo en el que a un estudiante se le entrega un rectangulo de
4 x 3 sin ningan tipo de marca (Figura 2.10 a), e identifica la parte superior como una fila
con 4 cuadros que usa para cubrir el rectdngulo; sin embargo no encuentra el nimero
correcto de iteraciones de la fila, ignorando el numero de cuadrados de la columna y
estimando visualmente el numero de filas, encontrando que 4 lo cubrian (y no 3 como era
correcto). Luego, a pesar de que le presentan otro rectangulo de 4 X 6 con marcas en el
interior (Figura 2.10 b), seguia ignorando las marcas dadas en las columnas. En ambos
casos las preguntas del entrevistador juegan un papel crucial en la comunicacion del

pensamiento del estudiante.

’ 1 2 3 4

—I- 5# 6 T 8

il 10 11 12

13 14 15 16

Entrevistador Estudiante | poe sl
¢Cuantos cuadrados Yo predigo que son 20 I i

cubren el rectangulo?  /zantands uno por uno] 1*_ 5o f—g’i
. X : 29 30 31 32

¢Cdmo lo consequiste?  Porque conté cada fila de a 4

¢Par qué habias
consequido 20 antes?

¢Por qué ahora piensas
que es diferente a los |6
que dibujaste?

[Lvego cubre el rectsngulo por filas, y

cuenta IF cuadrados] Entrevistador

¢Cuéntos cuadrados
cubren el rectangulo?

Porque yo pensé que estos eran més
pequefos
[después encuentra que son [7]

No estoy realmente segura, porque 4Lma supiste hasta

puede ser que |os dibujé mas grandes o qué punto debias

mas pequefios...iMas pequerios!” contar?]
(@)

Estudiante
Aqui podrian ser 1, 2, 3, 4
[cantinuando el conten
ustrado en fa figura] 32

Porque me gustd intentar
pensar de que tamafio era
el cuadrado”

(b)

Figura 2.10: La respuesta de un estudiante que estructura la cuadricula como un conjunto de filas,
ignorando el nimero de cuadrados de la columnay las marcas dadas sobre el rectangulo

4. lteracion visual por filas o columnas: El estudiante itera una fila como unidad

compuesta que distribuye sobre, o relaciona con, los cuadritos de una columna. Alli se

pueden diferenciar dos casos. Cada caso se realiza con el mismo estudiante:
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a. Cuando no hay unidades dibujadas, el estudiante determina el nimero de iteraciones

estimando visualmente como encajan las filas en el rectangulo.

La Figura 2.11 ilustra un ejemplo en el que a un estudiante se le entrega un rectangulo
vacio de 4 x 4, e identifica la fila que le sirve para cubrir el rectangulo, sin embargo no

encuentra el nimero correcto de veces que debe iterarla (Figura 2.11 b), solo lo estima.

tCuantos cuadrados
cubren el rectangulo? PN P—

al—
cl—""

D

El estudiante mueve el extremo de un l&piz a través del rectangulo, afirmando:
“Si esto fuera 4 [A)], luego habria otros 4 [B] y aqui abajo otros 4 [C]. tal vez 4 de 4"
[Se le pregunta: 4Por qué dices que tal vez, 4 de 47]
“Porque podrian ser 3 [empieza a mover su l&piz nuevamente], | aqui [A]. 2 aqui [B] y 3 aqui
[C]. pero podria haber otro aqui abajo [moviendo su lapiz varias veces en la posician D]"

(@) (b)

Figura 2.11: Un estudiante que identifica una fila de 4 cuadrados, la itera y estima visualmente cémo
encajan las filas en el rectangulo, ignorando el nimero de cuadrados de la columna

b. Cuando hay cuadritos dibujados verticalmente, los usa para indicar el nimero de

veces que se itera la fila.

Luego al mismo estudiante del ejemplo “a@”, de la Figura 2.11, se le entrega un rectangulo
de 5 x 4 con unos cuadritos dibujados en diagonal (Figura 2.12 a). Alli luego de identificar
el nimero de cuadrados de la fila (Figura 2.12 b), usa el conjunto de cuadros para

relacionar, o indicar, el nimero de iteraciones de la fila (Figura 2.12 c).

¢Cuantos cuadrados

cubren el rectangulo? 10
1] 2 ‘ 304 5 ‘ 15
20
Yo veol,2, 3, 4,5 [pasands su “Yo puedo contar por a, 10, 19, 20, [z medida
deds por Iz filg 5] 151" sefiglandn los cuadros en diagona/]iSon 200"
(@) (b) (©

Figura 2.12: El ejemplo del mismo estudiante del caso “a”, en el que itera la fila y usa los cuadritos de la
diagonal como indicadores del nimero de filas
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5. Estructuracion por filas o columnas y proceso interiorizado de iteracion: El
estudiante ha interiorizado que itera una fila o columna como unidad compuesta, y que
usa el nimero de cuadrados en una columna o fila de forma ortogonal para determinar
el nimero de iteraciones. Aqui el estudiante puede no necesariamente realizar
graficamente la representacion espacial de la estructura, porque ya la ha reconocido. Y
tampoco requiere de material perceptivo (los cuadrados movibles o dibujados) para

reconocer la estructura y puede llegar a “operacionalizar” la estructura fila por columna.

La Figura 2.13 muestra el ejemplo de un estudiante al que se le entrega un rectangulo vacio
de 5 x 7 (Figura 2.13 a), y reconoce la fila como un conjunto de 5 cuadritos que usa para
cubrir el rectangulo contando de 5 en 5 y ademéas comunica que el nimero de filas esta

indicado por el nimero de cuadrados que hay en la columna.

¢Cuantos cuadrados  Luego de quitar los cuadrados que cubren la fila y la columna [Esta se ubica en el centro del

cubren el rectangulo] El estudiante dice:
rectangulo? "0 atraves... [Seialando con el dedp fa fila superior (pausa)/ 1 hacia abajo... /empieza a contar
por miltiplos de 5 hacia abajo moviends sus dedos de izquierda a derecha/ 5.10. 13, 20, 25, 30.

idal
[F entrevistador le prequntsa: 4Por qué paraste en 357]
Porque cuando levanté mi dltimo dedo supe que habia solamente 7,
[H entrevistador ahora pregunta: 4gué te djo eso, por qué 77
Porque solo hay 7 hacia abajo de esta manera [maviendo su dedo verticalmente por el centro]”

@ (b)

Figura 2.13: Un rectangulo vacio (a) en el que un estudiante muestra que ha interiorizado el
proceso de identificacion de la estructura espacial, sin el uso de marcas, dibujos o cuadritos
movibles

Reconocer cada uno de los niveles de pensamiento estructural de Mulligan y Mitchelmore
(2009), y los niveles de pensamiento estructural espacial de Battista, et al. (1998), me
permitié ver una correspondencia, y coherencia, entre los descriptores de cada estudio a
partir de sus distintos niveles. En este sentido, es posible establecer una relacion entre cada

uno de los niveles de ambos estudios, equiparandolos, tal como se observa en la Tabla 2.3.
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Tabla 2.3: Relacién entre los niveles de pensamiento estructural Mulligan y Mitchelmore (2009, 2011), y de

pensamiento estructural espacial de Battista et al. (1998) considerados para caracterizar el pensamiento de
los estudiantes

Pensamiento estructural

(Mulligan y Mitchelmore, 2009):

Pensamiento estructural espacial (Battista, et al. 1398)

Nivel/Ejemplo

Generalidad

Nivel/Ejemplo

Generalidad

Pre-estructural

Ausencia total de estructura

Las representaciones
carecen de cualguier
evidencia de estructura
numérica o espacial. La
mayoria de los ejemplos
muestran caracteristicas
distintivas de acuerdo
con el pensamiento de
cada nifio.

El estudiante no reconoce filas o
columnas. Estructura la cuadricula
como un camino unidimensional, y
tiene dificultad para visualizar la
ubicacitn de los cuadritos sobre el

rectangulo, asi como para contarlos.

gente

Estructura parcial de fila o columna

Las representaciones
muestran algunos
elementos relevantes de
|a estructura dada, pero
|a estructura numeérica o
espacial no esta
representada.

El estudiante identifica una fila o

columna como una unidad compuesta,

pero esta no |a utiliza para cubrir
todo el rectéangulo.

Estructural parcial

Estructura de la cuadricula com

o un conjunto de filas o columnas

|

R

DO

Las representaciones
muestran los aspectos
més relevantes de la
estructura numeérica o
espacial, pero la
representacitn es

El estudiante reconoce la cuadricula
Como una organizacin bidimensional
cubierta por grupos (o nuevas
unidades compuestas) de filas o
columnas, pero no las coordina
adecuadamente con la dimensidn
ortogonal o bidimensianal.

lteracidn visual por filas o columnas

inexacta o incompleta.

‘15

20

El estudiante itera una fila como
unidad compuesta que distribuye
sobre, o relaciona con, los cuadritos
de una columna.

Estructural

Estructuracidn por filas o columnas: Proceso interiorizado de iteracidn

T

Las representaciones
integran correctamente
|as caracteristicas de la
estructura numerico-
espacial.

El estudiante ha interiorizado que

itera una fila o columna como unidad
compuesta y que usa el nimero de

cuadrados en una columna o fila de

forma ortogonal para determinar el
nimero de iteraciones.
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2.7.2 Niveles de pensamiento considerados para caracterizar el pensamiento
de los estudiantes participantes en este proyecto

Para caracterizar el pensamiento de los estudiantes durante el proceso desarrollado en el
que se apoyaron sus procesos de identificacion de la estructura espacial, se tuvo como
referente la relacion entre los niveles de pensamiento estructural de Mulligan y
Mitchelmore (2009, 2011), y de pensamiento estructural espacial de Battista et al. (1998)
observados en la Tabla 2.3.

Dado que el propdsito de este proyecto radicaba en la identificacion y generalizacion de la
estructura espacial de cuadriculas, Mulligan y Mitchelmore (2011) proponen un nivel de
pensamiento adicional al estructural: el estructural avanzado. En este nivel los autores
afirman que los nifios reconocen la “generalidad de la estructura fundamental”, integrando
la estructura numérico-espacial presente. Sin embargo los autores no abordan la
comunicacion de la generalizacién de las estructuras que los nifios trabajan. En este sentido,
en el marco de este proyecto, el nivel de pensamiento estructural avanzado (Mulligan y
Mitchelmore, 2012) es adaptado a las necesidades del contexto y equivale a identificar y
comunicar la generalizacion de la estructura espacial de cualquier cuadricula; por tanto no
se presenta en la Tabla 2.3, ya que los estudios de los autores referenciados en esta seccién
(Mulligan y Mitchelmore, 2012 y Battista et al., 1998), no avanzaron a la “generalizacion”

de estructura.

2.8 El profesor como investigador

Como se resaltd en la descripcion de la problematica, asi como en la seccién anterior, una
mirada curricular tradicionalista o conductual fundamentada en un pensamiento absolutista
de las matematicas, muchas veces lleva a ver la matematica como un conjunto de verdades
acabadas y preestablecidas que deben ser memorizadas y replicadas por los estudiantes.
Esta mirada trasciende a la practica y puede fundamentar el centro de la actividad
matematica a partir de objetivos conductuales y procedimentales que buscan el
entrenamiento y la instruccion y que a su vez son facilmente verificables a partir de las

précticas de evaluacion enfocadas a observar la memorizacion y retencion de informacion.
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Este curriculo se centra en el producto, y es el que Stenhouse (1991/1998) describe como
un curriculo por objetivos conductuales. Esta perspectiva curricular al centrarse
mayormente en la ejercitacion y en la promocién de un aprendizaje instrumental, es decir el
qué hacer, no forma parte de un escenario propicio para motivar un aprendizaje relacional
y con comprension en los estudiantes, y ademas me convierte como profesor en un sujeto
pasivo como simple instructor, transmisor y validador de los conocimientos dentro del
proceso ensefianza y aprendizaje. En este sentido me propuse para el desarrollo de este
proyecto, mas que una serie de objetivos, la finalidad de trabajar bajo una mirada puesta en
los procesos de construccion conceptual de la estructura espacial de &rea rectangular de un
grupo de estudiantes de Grado 5°, en el que mi papel de profesor sea el de un sujeto activo
y mediador en sus procesos de aprendizaje. Esto me implico estar inmerso, e involucrarme
dentro de los procesos de aula no solo como profesor, sino como estudiante, investigador e
indagador, sobre los procesos de pensamiento de los estudiantes. Esto es, apoyarlos en la
construccion de sus aprendizajes a través de la toma de decisiones pertinentes y necesarias
sobre mi proceso de ensefianza y actuar en el aula, acorde a las necesidades del contexto
real del grupo de estudiantes. Esta mirada hace parte de una concepcion constructivista, o
falibilista de las matematicas (Ernest, 1991), en la que el estudiante se involucra en
procesos de resolucion de problemas practicos en contextos matematicos que son, en
principio, un medio para la construccion de sus propios conocimientos. Estos
planteamientos que sefiala Stenhouse, tienen que ver con un desarrollo curricular por
procesos, en el cual se pretende apoyar los procesos de construccion de sus conocimientos
que emergen de la solucién de problemas précticos y de un contexto proximo a la realidad
los estudiantes—procesos enfocados al reconocimiento de la estructura espacial de area
rectangular. Para ello, requeri involucrarme en procesos continuos de indagacion vy
reflexion durante el desarrollo del proyecto, procesos sobre los cuales trata el siguiente

capitulo: el enfoque metodologico.
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Capitulo 3: Enfoque metodologico

El propdsito de este proyecto y mi énfasis en apoyar procesos de construccion conceptual
en el aula para fomentar un aprendizaje relacional (Skemp, 1976) me implicaron como
sujeto activo y profesor en un continuo proceso de aprendizaje sobre los procesos de
pensamiento de mis estudiantes para, asi, poder tomar decisiones pertinentes sobre mi
ensefianza y actuar en el aula. Tal como se resaltd en el Capitulo 2, las secuencias de
actividades disefiadas y llevadas a la accion estaban inspiradas en una perspectiva curricular
que atiende a los procesos que se dan en el aula, tanto para el estudiante como para el
profesor (Stenhouse, 1998); por consiguiente, mi trabajo de ensefianza requirié mantenerme
en el desarrollo de ciclos de indagacion y reflexion, enfocando el pensamiento y
construcciones de mis estudiantes, a medida que se involucraban en el desarrollo de las
actividades de aula propuestas. El conocimiento de las ideas matematicas y construcciones
de los estudiantes, alcanzado a través la recoleccion sistematica de informacion y la
identificacion de evidencias, se iba convirtiendo en insumo central para la toma de
decisiones curriculares a medida que se avanzaba en el desarrollo de la secuencia de
actividades previstas (Agudelo-Valderrama, 2015; Ley N° 115, 1994). Esto significa que el
enfoque de investigacidn accién se constituyd en el enfoque metodoldgico base de este

proyecto.

Teniendo el enfoque de investigacion accion como un marco amplio en el que se apoyd mi
proceso de aprendizaje profesional durante el desarrollo de este proyecto, al describir la
secuencia de trabajo disefiada, con el propdsito de apoyar el aprendizaje de mis estudiantes,
puedo entender y suscribir dicha secuencia de trabajo como lo que Cobb, Confrey, diSessa,
Lehrer, y Schauble, (2003) y Molina, Castro, Molina, y Castro, (2011) denominan una
investigacion de disefio, ya que la actividad de ensefianza se disefia a partir del
conocimiento de las ideas matematicas de los estudiantes, i.e. de las evidencias de sus
construcciones conceptuales y/o de sus necesidades de aprendizaje, segun lo sefiale la
informacidn recolectada de manera sistematica, como se explica ampliamente en la seccion

3.2, para revisar y reacomodar el disefio de ensefianza segun las necesidades detectadas.
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Desde esta Optica, el proceso de ensefianza se convierte en un continuo proceso de
aprendizaje para el profesor (Stenhouse, 1998), pues la ensefianza requiere actitud y ojo
indagador por parte del profesor, para asi poder atender a los procesos de pensamiento de
sus estudiantes, y entenderlos. Quiero resaltar, entonces, que en esta investigacion de
diseilo—que en su puesta en accion se funde con los ciclos que planteo de investigacion-
accion antes descritos—hay un aspecto importante que la diferencia de los disefios
reportados por Cobb y colegas: mientras que la investigacion de disefio planteada por estos
autores es realizada por investigadores profesionales, en la cual no se develan las
oportunidades de aprendizaje profesional para el profesor colaborador, en este proyecto, la
investigacién de disefio estuvo bajo mi responsabilidad como profesor, obviamente con el
apoyo continuo de mi asesora. Resaltar esta diferencia es importante aqui, ya que,
siguiendo a Jaworski (2003), considero que los enfoques de investigacion en el aula que
apuntan al mejoramiento de la ensefianza de las matematicas requieren que el profesor
colaborador esté involucrado no solo con el rol de facilitador, sino especialmente como
sujeto activo que aprende en colaboracién, indagando e investigando en su aula, y
potenciando sus capacidades; de esta manera propende por el mejoramiento de la practica

de ensefianza de las matematicas (Kieran, Krainer y Shaughnessy, 2013)

3.1 El enfoque de investigacion-accion

Como se mencion6 anteriormente, el enfoque metodoldgico de este proyecto emerge de un
enfoque curricular centrado en el proceso, en coherencia con una posicién filoséfica
constructivista en la que el estudiante es quien construye sus conocimientos y el profesor es
quien organiza ambientes de aprendizaje para apoyar sus procesos de construccion
conceptual. Consecuentemente el trabajo de ensefianza necesito desarrollarse como ciclos
de indagacion sobre lo que sucedia en el aula por razén de lo que como profesor proponia a
los estudiantes—segun Hopkins (1993), como ciclos de investigacion-accion. Hopkins
resalta que el enfoque de investigacion-accion fue inspirado originalmente por el trabajo de
Kurt Lewin en 1946, como una forma de abordar problematicas sociales particulares en la
época de la posguerra. En el campo de la educacion este enfoque, de cierta forma,
corresponde a la propuesta de Stenhouse (1998) de “el profesor como indagador en su
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aula”, y por Kemmis y McTaggart (1988) como ciclos de accion reflexiva, quienes los ven
como una puerta de entrada al profesor para cuestionar y cambiar su préctica en el aula,
retomando y apropiando los elementos teodrico-practicos que permitan comprenderla y

mejorarla.

Dentro de las etapas del proceso de investigacion-accion, en este proyecto se considerd
inicialmente el reconocimiento de una problematica o idea inicial en el contexto especifico
de mi practica de ensefianza de las matematicas en el aula (Idea inicial), la cual dio paso a
la elaboracion de un plan de accion para tratar de abordar dicha problemaética en el contexto
que se desarrolla, a través de la secuencia de actividades (Plan). Posteriormente este plan
fue llevado a la practica y observado (Accién y Observacién), para finalmente reconocer y
evaluar su efecto (Reflexién) en relacion con la problematica. Asi, como profesor me
converti en un indagador activo de mi propia practica, enfocando los procesos de
pensamiento y posibles aprendizajes de mis estudiantes. A partir de los resultados
encontrados durante el desarrollo de la primera secuencia de actividades, o Fase 1, se
encuentra que dicho trabajo es susceptible de mejora, lo cual requiere que dicha secuencia
sea iterada de acuerdo con las necesidades del contexto identificadas en el aula, y al

propasito del proyecto.

Haber dejado de lado el papel del profesor como mero instructor (que pasa del papel de
sujeto “facilitador” en el proceso de investigacién) al de investigador, en el que se convierte
a través de la practica en un indagador activo de los procesos de aprendizaje y pensamiento
de los estudiantes, me permiti6 entender que la investigacion-accion, ademas de representar
un medio para resolver una problematica educativa particular, es una forma de ver y
entender mi practica profesional que involucra trabajo en la formacion continua, y aporta la
mejora de mis procesos de ensefianza y acciones en el aula. Desde este marco metodolégico
se propuso, para el desarrollo de este proyecto, disefiar una secuencia de ensefianza (o
secuencia de actividades) que tuvo como proposito apoyar la identificacion de estructura
espacial rectangular en un grupo de estudiantes de grado quinto. Esta secuencia
inicialmente esquematizada se fue adecuando a medida que fue desarrollandose para

atender a las necesidades de aprendizaje que se identificaban en el aula, por lo que
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considero se convierte en un enfoque metodoldgico que posibilita el desarrollo curricular
(Stenhouse, 1998).

El trabajo con los estudiantes en este proyecto se desarrolld en dos fases. En la “Primera Fase”
tuvo lugar una secuencia de actividades (o secuencia de ensefianza) que se convirtio en lo que
quiero llamar la Fase 1 que puede denominarse el “Estudio Piloto” de la secuencia, pues la
experiencia y las reflexiones que de su puesta en accion emergieron, plantearon la necesidad de
mejorarla y de nuevo llevarla a la accién, dandose paso a la Fase 2 de este trabajo, que he
denominado “Estudio Principal” y es el objeto de atencion del Capitulo 4. De esta manera, el
trabajo en la Fase 1 se convirtio en un pilotaje de la secuencia de actividades, y, por ello, la

Fase 2 fue una iteracion de esta, pero mejorada.

[ Idea inicial o problematica ]

Exploracion inicial de
i Reconsideracitn de las necesidades de
aprendizaje de los estudiantes

|as ideas matematicas
de los estudiantes

Grado 5° afio 2017

Disefio de la secuencia Analisis de |a Exploracidn de las ideas
de actividades informacidn y reflexidn mateméticas de los
estudiantes Evaluacitn
Gradn 5°. afin 2018 y Reflexidn
Puesta en accion de
|a secuencia y l ?
abservacin Redisefio de la secuencia de Analisis de la
actividades de acuerdo a las informacitn y
necesidades identificadas reflexian

Puesta en accidn de la
secuencia v observacitin

Fase 1: El estudio piloto | Fase 2: El estudio principal |

Figura 3. 1: Las dos fases de la secuencia de trabajo desarrollado en este proyecto
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3.2 La secuencia de trabajo que desde un enfoque de investigacion-
accion puede ser descrita como una investigacion de disefio

En la Tabla 3.1 se describe de manera resumida la secuencia de trabajo desarrollada en este
proyecto, en las dos fases, dando cuenta de manera relacionada, tanto de los ciclos de

investigacion-accion como de los ciclos de la investigacion de disefio desarrollados.

Tabla 3.1: Las secuencias disefiadas en este proyecto: La investigacion de disefio inscrita en ciclos de
investigacién accién

Fase Investlga(ln- IAE;] -heritn Investigacian de Diseiio (I-D)
Reconocimiento de la
problemética en el v Exploracitn inicial de las ideas matematicas de los estudiantes (Grupo piloto-Grado 2°,
contexto real del grupo 2017)
de estudiantes de Grado
a? 2017
Fase | v" Disefio de la secuencia de actividades (o secuencia de ensefianza) y de las formas
Planeacian, Accidn y de recoleccion de la informacion, durante el desarrollo de la secuencia de
Estudio Observacidn actividades
piloto v Implementacién de la secuencia. recoleccion y analisis de la informacion del
desarrollo de cada actividad
v Analisis integral de la informacion recolectada durante el desarrollo de la
Analisis, reflexian y toma secuencia (2017)
de decisiones v" Reflexian y reconsideracian de las necesidades de aprendizaje de los estudiantes y
toma de decisiones para el mejoramiento de la secuencia de actividades que
condujo a la Fase 2
Reconsideracidn de las
necesidades de v Exploracion de las ideas matematicas de los estudiantes (Grupo principal-Grado a° al
aprendizaje de los inicin del afio 2018)
Fase 2: estudiantes al terminar
Estudio Grado 2° 2017
principal v Disefio de |a secuencia de actividades (o secuencia de ensefianza) y de las formas
- . de recoleccian de la informacian, teniendo como referente los resultados de la
(0 iteracidn Planezcitn Accif y Fase | y los resultados de la exploracion de las ideas matematicas de los
de la Observacian Y 0 P
_ estudiantes (Grado °, 2018)
Secuencia) v" |mplementacitn de la secuencia, recoleccian y anélisis de la informacidn
v Analisis integral de la informacian recolectada durante el desarrollo de la
Analisis y Reflexian secuencia (2018)
v" Reflexian y conclusiones generales del estudio

La secuencia de trabajo descrita en la Tabla 3.1 se presenta como una secuencia de pasos
ordenados o etapas para mostrar de manera simple la secuencia de trabajo desarrollada. Sin
embargo, en la realidad de aula estos procesos fueron mucho mas complejos, y no se
pueden presentar al lector en un solo esquema, ya que mientras hay planeacion, hay analisis

y reflexion; mientras hay accion también hay reflexion y elementos de planeacion—hechos
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que vivi a lo largo del desarrollo de mi trabajo y que realimentaron de forma continua las
decisiones y acciones durante cada una de las dos fases de trabajo desarrolladas en el aula,
pues a medida que se ponia en accion cada actividad de la secuencia, se necesitaba

observar, analizar, y asi decidir sobre la siguiente actividad.

En las secciones siguientes se presenta el proceso desarrollado para el disefio y puesta en
accion de las dos fases de la secuencia de trabajo, las bases de referencia que se tuvieron en

cuenta, asi como las formas de recoleccion y analisis de la informacion

3.3 Bases de referencia para el diseiio y desarrollo de la secuencia de
actividades y su iteracion

Para el disefio de las secuencias desarrolladas, mientras que para el disefio de la Fase 1 se
tuvieron en cuenta 3 bases de referencia, para la Fase 2 o estudio principal se tuvieron en
cuenta 4 bases de referencia, asi: Para la Fase 1, i) el contexto del grupo de estudiantes, ii)
los resultados de la exploracion inicial de su pensamiento e ideas matematicas (como se
muestra en la Tabla 3.1), y iii) el marco de referencia planteado en el Capitulo 2. Para la
Fase 2 se tuvieron en cuenta estos mismos referentes, mas, los aprendizajes y reflexiones

logradas a partir del desarrollo de la Fase 1.

3.3.1 El contexto de los grupos de estudiantes

Las secuencias de actividades se desarrollaron con dos grupos de estudiantes de grado
quinto de primaria, en un colegio estatal de Bogota que atiende estudiantes de un nivel

socioecondmico medio, asi:

v' Fase 1: Se desarroll6 en 8 sesiones de clase, durante un periodo de 4 meses, en el
segundo semestre de 2017 con un grupo conformado por 28 estudiantes con edades

entre los 10 y 11 afios.

v Fase 2: Se desarroll en 5 sesiones de clase, durante un periodo de 2 meses, al iniciar el
afio académico 2018, con un grupo conformado por 31 estudiantes con edades entre los
10 y 11 afios de edad.

44



La razdn por la que se considerd que la Fase 2 podia considerarse una iteracion fue porque
el contexto de ambos grupos fue similar, teniendo en cuenta que ambos trabajaron con el
mismo profesor en grado cuarto, es decir en 2016 y 2017 respectivamente. Ademas la
informacidn recolectada sobre sus experiencias previas de aprendizaje de area rectangular
en ambos grupos, mostré que este fue abordado desde la presentacion de su férmula,
comenzando con la medicion de las longitudes de las dos dimensiones y efectuando el
producto entre estas. Esta informacion fue suministrada por el profesor encargado y
confirmado por el trabajo registrado en los cuadernos de los estudiantes. Obsérvese la

Figura 3.2:
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Figura 3. 2: Una evidencia de la forma como los 2 grupos de estudiantes de Grado 5° abordaron el
tema de &rea rectangular en Grado 4°
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3.3.2 Resultados de la exploracion inicial de los pensamientos e ideas
matematicas de los estudiantes

El propdsito de la exploracion inicial de las ideas matemaéticas de los estudiantes a través
del cuestionario y su entrevista de seguimiento, como su nombre lo dice, fue explorar su
pensamiento en relacion con el foco de atencion matematico o disciplinar e identificar sus
posibles necesidades de aprendizaje, tanto para la Fase 1 como para la Fase 2. Los
resultados y necesidades de aprendizaje encontrados en dicha exploracion permitieron
reconocer el contexto real del grupo de estudiantes, para asi tomar las decisiones
pertinentes frente al disefio y desarrollo de la secuencia de actividades de las Fases 1y 2.
Estos se presentan en la seccion 1 del Apéndice 1 (para la Fase 1) y en la seccién 4.1 (para
la Fase 2).

3.3.3 Elementos conceptuales del marco referencial

Algunos de los componentes conceptuales, subrayados en el marco referencial (Capitulo 2)
apoyaron la estructuracion de las secuencias de actividades desarrolladas en cada una de las
fases del proyecto; para el estudio principal (Fase 2) se dio especial atenciéon a los
planteamientos de Battista y colegas (1998), y a los principios operacionales propuestos por
Outhred y Mitchelmore (2000). La secuencia de ensefianza seguida en el estudio principal
compartio elementos basicos de la segunda ruta de ensefianza propuesta por Outhred y
Mitchelmore (2000)—ya que estos autores proponen dos rutas a seguir (ver la Figura 2.7

del Capitulo 2), que nuevamente presento:

i) Introducir el concepto de area tempranamente, trabajar la medicion de area como un
cubrimiento de una region con una unidad fija, y luego investigar cubrimientos

rectangulares en el contexto de medicion de area.

i) Comenzar el proceso con el cubrimiento de una superficie rectangular, investigar
cubrimientos rectangulares para identificar estructura espacial para, luego,

introducir el concepto de area.

La ruta de ensefianza se disefio teniendo como referente importante los aprendizajes de los

estudiantes y mis reflexiones sobre el desarrollo de la secuencia de ensefianza de la primera
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fase, reflexiones que se describen en la subseccion siguiente 3.3.4. Asi, se considero para la
Fase 2, centrar especial y mayor atencion a la identificacion de estructura espacial por parte
de los estudiantes, apoyando la necesidad de crear formas efectivas de contar el conjunto de
cuadritos que cubren un rectangulo dado, con miras a promover el conteo por agrupaciones
relacionadas con alguna de las dimensiones del rectangulo, énfasis que no se presento en la

Fase 1.

3.3.4 Los aprendizajes y reflexiones logrados a partir del desarrollo de la
Fase 1.

Del analisis y reflexion alcanzada en la Fase 1 (para mas detalle ver Apéndice 1) surgieron
aprendizajes y aportes que permitieron tomar decisiones frente al proceso de ensefianza y
aprendizaje a seguir con los estudiantes en la Fase 2 o estudio principal. De este analisis y
reflexion puedo resaltar los siguientes aprendizajes que guiaron dichas decisiones para la

Fase 2:

v Un primer aprendizaje me permitié reflexionar frente a la poca efectividad de la
secuencia de ensefianza, teniendo en cuenta la cantidad y pertinencia de las tareas
desarrolladas, las cuales fueron muy numerosas, y queriendo abarcar mucho, los
estudiantes profundizaron poco en cuanto al foco conceptual de atencidén. Me centré mas
en que los estudiantes pudieran relacionar la longitud del ancho con el nimero de
cuadritos en fila, y la longitud del alto con el nimero de cuadritos de la columna; esto
les permiti6 encontrar nimeros que podian facilmente multiplicar para encontrar el total
de cuadritos, sin relacionar la multiplicacion con la estructura espacial (foco central del
proyecto), dando evidencia de un aprendizaje instrumental o0 manejo operacional de las
tareas, al hallar el namero de cuadritos que cubren el rectdngulo a través de las
respuestas que comunicaron textualmente como: “multiplico los cuadritos del ancho por
los cuadritos del alto”, “multiplico el ancho por el alto”, o “multiplico los nimeros del
ancho por el alto”. Ademas quiero resaltar que, ninguno de ellos, mostré o comunico la
identificacion de la estructura espacial o multiplicativa presente en cuadriculas vista
como una agrupacion de cuadritos o unidad compuesta (fila) que se itera o repite para

cubrir el rectangulo.
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v Un segundo aprendizaje tiene que ver la ausencia de una exploracion profunda del
pensamiento de los estudiantes, por ejemplo, cuando respondian a preguntas como,
“;,Como haces para encontrar el nimero de baldosas...?”’; no se sondearon las razones
por las que contestaban, por ejemplo, “multiplico el ancho por el alto, o “multiplico los

numeros”.

v" De los dos aprendizajes anteriores y de lo observado en el desarrollo de la Fase 1, donde
centré mi atencién en el proceso de ensefianza en la medicion de las longitudes del
rectangulo, puedo concluir que no habia creado espacios de aprendizaje para que los
estudiantes dirigieran su atencion a la identificacion de la estructura espacial y la
explicaran. A pesar de mi intencién de alejarme de la promocién de un aprendizaje
instrumental, habia dejado el espacio para que los estudiantes recurrieran a reglas sobre
area rectangular, con las que se habian familiarizado en el grado escolar anterior, que ya

reporté (Ver la Figura 3.2).

De esta manera, partiendo de las reflexiones alcanzadas en esta Fase 1, con el apoyo de mi
asesora y siguiendo a Nunes, Light y Mason (1993), quienes subrayan la dificultad que se
genera para la identificacion de estructura poder relacionar desde un inicio la longitud de
los lados con el tamafio de las unidades de medicion, dada la inexactitud que se puede
generar entre estas, replanteé la secuencia, haciéndose evidente la necesidad realizar una
iteracion de esta con miras a alcanzar el propdsito del proyecto, dando lugar a la Fase 2 de

este trabajo.

3.4  El estudio principal o Fase 2

Como se subray6 anteriormente, la Fase 2 de este proyecto correspondid a una iteracion de
la primera secuencia desarrollada en lo que llamé estudio piloto o Fase 1, guiada por las
reflexiones alcanzadas en la Fase 1, y las demas bases de referencia. Esta iteracion atendio
a los principios operacionales de Outhred y Mitchelmore (2000) reportados en la Figura
2.7, y siguio la secuencia de trabajo que se observa en la Tabla 3.2, con sus

correspondientes formas de recoleccion de la informacion.
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La Fase 2 (al igual que la Fase 1) comenzo con la exploracion de las ideas matematicas de
los estudiantes, para lo cual se aplico el cuestionario de exploracion de las ideas
matematicas que se puede ver en el Apendice 3, y su correspondiente entrevista de
seguimiento. El analisis de la informacién alli recolectada fue crucial para identificar los
conocimientos previos de los estudiantes, asi como sus necesidades de aprendizaje—
elementos necesarios para apoyar sus aprendizajes en torno al desarrollo del foco del

proyecto.

Tabla 3. 2: La secuencia de trabajo y formas de recoleccion de la informacién de la Fase 2

Secuencia de
trabajo

Propdsitos

Actividades y propasitos

Formas de
recoleccidn de
informacitn

Exploracion  de
las ideas
matematicas de
los estudiantes
(Grupo 2% afio

Explorar las ideas matematicas de
los estudiantes, centrando atencidn
en las estrategias de conteo de las
unidades que cubren una superficie
rectangular.

El: Aplicacin del cuestionario y la entrevista de
sequimiento al grupo de estudiantes que
empezaban grado quinto (2018)

E2: Sistematizacidn y analisis de la informacidn
recolectada

Cuestionario y
entrevistas de

. . . seguimiento
2018), " . E3: Entrevista de sequimiento al cuestionario g
|dentificar necesidades de g )
. . E4: Reflexion a partir de Ios resultados del
aprendizaje de los estudiantes. L ) .
cuestionario y su entrevista de sequimiento
Diseic de la | Esquematizar una posible secuencia | DI: Actividad |: Apoyando el reconocimiento de la Hoias de

NUEVA SECUENCia
de ensefianza

Implementacidn
de la secuencia,
recoleccion  y
andlisis de Ia
informacion  de
cada actividad

de actividades enfocada a |a
identificacion y comunicacion de la
estructura  espacial de  area
rectangular

Redisefio, implementacion y analisis
de |a secuencia de ensefianza

A medida que se desarrolla cada
actividad de la secuencia se analizan

estructura espacial

0Z: Actividad 2: Apoyando la comunicacidn y
generalizacidn de |a estructura espacial

03: Actividad 3: Observando posibles formas de
comunicar generalizaciones en una situacion
especifica: con cuadriculas

trabajo de los
estudiantes

-Entrevistas de
seguimiento

-Video registro

-Audio registro

o Diario de
sus resultados y se disefia la
o . campo
siguiente actividad.
Anélisis de la | Sistematizar y  analizar  la | Rl: Sistematizacion y anélisis global de la
informacidn informacidn recolectada de manera | informacian  recolectada, centrada en el
recolectada. retrospectiva para observar los | proceso de identificacion de la estructura
Reflexion vy | alcances de la  secuencia de | espacial de los estudiantes N/A
establecimiento | actividades en el proceso de

de conclusiones

aprendizaje de los estudiantes, y en el
marco general del proyecto

N2: Anélisis retrospectivo y reflexian sobre los
alcances y aprendizajes alcanzados a partir del
desarrollo de la secuencia
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Luego de detectar las necesidades de aprendizaje de los estudiantes se da lugar al disefio de
la secuencia de ensefianza, la cual tuvo lugar a través de tres actividades principales, y la
documentacion del pensamiento de los estudiantes, necesaria para realimentar los ciclos
continuos de accion y reflexion, como se describio en la seccion 3.2. En la Tabla 3.3 se
presenta un esquema de la secuencia de actividades desarrollada con los propositos y las
tareas propuestas para cada una. El trabajo de la Fase 2 culmind con la evaluacién y
reflexion final, lo cual permitid6 dar una mirada global al proceso desarrollado en el
proyecto. El Capitulo 4 centra su atencion en el analisis de los resultados encontrados a

partir de la implementacion de la secuencia de ensefianza desarrollada en la Fase 2.

Tabla 3. 3: Propositos y tareas de la secuencia de ensefianza de la Fase 2

Actividad

Propasito (por actividad)

Tareas

I: Apoyando el reconocimiento de |a

Apoyar el reconocimiento de la

Usando ventanas de [Geogebra para

generalizacion de la estructura
espacial

comunicacion y generalizacian de
la estructura espacial de una
cuadricula.

estructura espacial estructura  espacial de una cubrir rectangulos, a partir de cuadritos
cuadricula dados (unidades simples)
Cubrir un rectangulo a partir de la
identificacian y cubrimiento paor filas
2: Apoyando la comunicacian y | Observar el proceso  de Cubrir dos rectangulos dada la primera

fila y comunicar la estructura espacial
Encontrar una regla para encontrar el
nimero de cuadritos que cubren un
rectangulo de cualquier tamafio

3: Observando posibles formas de
comunicar generalizaciones sobre

estructura  espacial en  una
situacidn especifica con
cuadriculas

Observar la identificacion vy
comunicacin de generalizacion
para encontrar el nimero de
cuadritos que bordean
cuadriculas dadas

Colocar bordes de cuadritos a
cuadriculas  dadas, y describir el
procedimiento para encontrar el nimero
de cuadritos en el borde

3.5 Recoleccion de la informacion

La informacion obtenida en el proyecto fue recolectada usando los siguientes instrumentos

y formas de recoleccién de informacién:

Cuestionario y entrevista de seguimiento: EIl propdsito del cuestionario era explorar las
ideas matematicas de los estudiantes en contextos de cubrimiento de areas rectangulares, y

sus formas de conteo del conjunto de cuadritos que las cubren. Se queria establecer como
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estaban los estudiantes en cuanto a la identificacion de estructura espacial de éarea
rectangular. La entrevista de seguimiento al cuestionario tenia como propoésito indagar con
mayor profundad sobre el pensamiento de los estudiantes en sus respuestas al cuestionario.
Tanto el cuestionario como la entrevista, en cada una de las fases, fueron debidamente
piloteados®. Las entrevistas fueron audiograbadas y transcritas verbatim (palabra por
palabra).

-Cuestionario de la Fase 1. El cuestionario para Fase 1 se presenta en el Apéndice 2.
Este cuestionario estaba compuesto por 6 preguntas; la primera pedia medir una
longitud dada. Las demés preguntas requerian cubrir superficies rectangulares y

explicar sus formas o estrategias de conteo.

-Cuestionario del estudio principal o Fase 2. El cuestionario de la Fase 2 estaba
compuesto por 3 preguntas, inspiradas en los tres tipos de tarea que plantearon Outhred
y Mitchelmore (2000) para indagar las estrategias de un grupo de nifios para cubrir
superficies rectangulares, y su conteo. La pregunta nimero 1 pide usar una unidad
movible para cubrir un rectangulo dado; la pregunta 2 pide cubrir un rectangulo con una
unidad no movible. La pregunta 3 requeria cubrir un rectangulo con dimensiones dadas
usando una unidad de dimensién 2 x 2 con la necesidad de identificar el cubrimiento
rectangular, dadas solamente las dimensiones del rectangulo y de la unidad cuadrada.
En cada pregunta se pide que describan las formas que usan para el conteo de las
unidades. El cuestionario se presenta en el Apéndice 3.

Las respuestas de los estudiantes en el cuestionario fueron sistematizadas y categorizadas
de acuerdo a los niveles de pensamiento que sirvieron como referente, y fueron discutidos
en el Capitulo 2 (ver la Tabla 4.1 en el capitulo siguiente). Para la entrevista de
seguimiento, se seleccionaron subgrupos de estudiantes de cada nivel identificado, como se

muestra en la Tabla 4.1.

® El cuestionario de la Fase 1 fue piloteado con un grupo de estudiantes que finalizaba grado quinto en 2016.
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Hojas de trabajo de los estudiantes: Durante el desarrollo de las actividades de clase, a
cada estudiante se le entregaba una hoja trabajo en la que se registraba el trabajo o la forma
de abordar las situaciones-problema dadas, o sus respuestas a las preguntas dadas. Su

propdsito fue recopilar la informacion de los pensamientos de los estudiantes.

Audio registro: Este instrumento se empled para tener registro de los pensamientos de los
estudiantes en situaciones particulares de clase que lo ameritaron, por ejemplo
intervenciones puntuales de algunos estudiantes o preguntas hechas por el profesor para
explorar sus pensamientos en torno a formas de pensamiento particulares. Ademas también
fue una forma de registro del pensamiento de los estudiantes durante las entrevistas de

seguimiento hechas a los grupos seleccionados.

Video registro: Para las sesiones que requirieron espacios de discusion o socializacion de
las tareas propuestas con los estudiantes, se realiz6 video registro, para luego observar con
detalle momentos puntuales de clase que brindaban informacion especifica sobre sus

pensamientos.

Mi diario de campo: Este fue un instrumento que permitié tomar nota sobre aspectos
cruciales que sucedieron durante los procesos de ensefianza y aprendizaje en los espacios
de clases que lo requirieron, asi como para la realimentaciones y reflexiones que se llevaron
a cabo durante estas y durante las sesiones de asesoria del proyecto bajo la direccién de mi

asesora.

3.6 Analisis de la informacion

La informacion recolectada en cada una de las Fases del proyecto era analizada en forma
continua ya que era necesario prestar atencion al pensamiento y aprendizajes de los
estudiantes, al finalizar cada una de las tareas, con el fin de tomar decisiones para las tareas
siguientes, teniendo en cuenta los focos de atencidn propuestos para cada una. También se
hizo un analisis retrospectivo al finalizar cada una de las Fases, la cual permitié observar y

reconocer los alcances del trabajo del proyecto en general y reflexionar sobre la accion.
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Para el andlisis de la informacién recolectada en la exploracion de las ideas matematicas de los
estudiantes a través de los cuestionarios y entrevistas de seguimiento, se utiliz6 la informacion
primaria suministrada por ellos (tal como la presentaron), la cual se transcribid, sistematizd y
sirvié como insumo para organizar en tablas de acuerdo a niveles de pensamiento, adaptados de

los referentes tedricos y conceptuales planteados en el Capitulo 2.

En cuanto al andlisis de la informacion recolectada en las secuencias de ensefianza se tuvo en
cuenta la informacion recolectada a partir de sus distintas formas (diario, entrevistas y
observaciones) e instrumentos o medios que se utilizaron para el registro y recoleccion de la
informacion. Una vez la informacion primaria—esto es, tal como fue suministrada por los
nifos—fue levantada, se procedié a su organizacién y reduccion para contrastarla y
triangularla, cuando era posible, y asi poder presentarla de manera Util para la observacion de

resultados.

Por altimo quiero resaltar que el analisis retrospectivo, ademas de ser clave para observar el
proceso desarrollado en la Fase 1, permitié tomar decisiones para la Fase 2 (como se describe
en la subseccion 3.3.4) frente al proceso de ensefianza y aprendizaje a la luz de los resultados
obtenidos en la primera fase. De igual manera, sirvié como insumo para dar una mirada general
al desarrollo del proyecto, lo cual se puede observar en las conclusiones generales del estudio

en el capitulo 5.

3.7 Aspectos de ética y calidad de investigacion del proceso de
actividad desarrollado

La informacién suministrada por los estudiantes, asi como su identidad, se manejé de manera
anonima siguiendo los principios de la ética de la investigacion. Ademas para los registros
(audio y video registros) se elabor6 un consentimiento informado, comunicando a los padres de
familia el proyecto del cual participarian los estudiantes (si asi lo permitian), asi como la
confidencialidad en el manejo de la informacién que pudiese llevar a la identificacion de
alguno de ellos. En el Apéndice 6 se observa el consentimiento informado suministrado a los
padres de familia, y el consentimiento firmado por la profesora del grupo de estudiantes con

quienes se realizo el pilotaje del cuestionario y la entrevista de seguimiento para la Fase 1.
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Capitulo 4: El estudio principal

En este capitulo se hace una descripcion del proceso desarrollado en la Fase 2 o estudio
principal, asi como de los alcances logrados por los estudiantes en su proceso de
construccion conceptual de estructura espacial de area rectangular. Para facilidad del lector
el trabajo correspondiente a la Fase 1 o estudio piloto—la primera secuencia de
actividades—se presenta en el Apéndice 1, al igual que las reflexiones y aprendizajes

alcanzados en el desarrollo de esta fase.

En la Seccion 4.1 se muestran los resultados de la exploracion inicial de las ideas
matematicas de los estudiantes, obtenidos a través del cuestionario y la entrevista de
seguimiento (descritos metodoldgicamente en la seccion 3.5), estos resultados sirvieron
como referente para el disefio de la secuencia de actividades que se llevé al aula en el
estudio principal. En la Seccion 4.2 se describe.

4.1 Resultados de la exploracion inicial de las ideas matematicas de los
estudiantes

El proposito de la exploracién inicial de las ideas matematicas de los estudiantes fue
observar y prestar atencion a la forma como los estudiantes cubrian un rectangulo a partir
de una unidad dada, y sus estrategias de conteo, con miras a la identificacion de los
conocimientos con los que contaban, asi como de sus necesidades de aprendizaje. Para
facilidad del lector, presento a continuacion las tres preguntas que conformaron el
cuestionario, disefiadas a partir de los tres tipos de tarea propuestas por Outhred y
Mitchelmore (2000). El cuestionario se puede ver en el Apéndice 3, y en la Figura 4.1 se

presentan las 3 preguntas del cuestionario.

Para el desarrollo de la pregunta 1 se entrega una hoja en la que hay un rectangulo de
12cm x 8cm junto con las explicaciones requeridas y, ademas, un cuadrito de cartéon de
2cm X 2cm, con el fin de observar si los estudiantes hacian un cubrimiento adecuado del
rectangulo usando el cuadrito, pero esencialmente para observar las estrategias de conteo de

los cuadritos que lo cubrian.
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Para el desarrollo de la pregunta 2 se entrega una hoja en la que aparecen dibujados un
cuadrado de 16cm X 16cm y un cuadrito rojo de 2cm X 2cm junto con la explicacion
pedida que se observa en la Figura 4.1. Se queria observar si cubrian adecuadamente el
rectangulo a partir del cuadrito dibujado, pero principalmente para observar las formas de

encontrar el total de unidades que lo cubren.

Para la pregunta 3 se entrega la pregunta y la explicacion pedida que se observa en la
Figura 4.1, sin ninguna representacion grafica, con el fin de observar las estrategias de

solucion que proponen y comunican los estudiantes frente a la situacion.

1. Vamos a cubrir el rectangulo que est4 a continuacion, con cuadritos como el que te hemos entregado. Por favor,
dibuja todos los cuadritos necesarios para cubrir el rectangulo.

A continuacidn, explica:
a.  64lueé hiciste para dibujar los cuadritos?
b. éCuantos cuadritos son necesarios para cubrir la figura?

c. 4Camo contaste los cuadritos?

2. [uantos cuadraditos rojos, como el que se presenta, se necesitan para cubrir totalmente el cuadrado blanco.

Se necesitan: cuadritos rojos

a. Explica como hiciste para encontrar |a respuesta:

3. Cuantos cuadritos de 2 cm de lado se requieren para cubrir un rectangulo que tiene 8 cm de ancho y 10 cm de alto.

Explica como hiciste para encontrar |a respuesta:

Figura 4.1: Las 3 preguntas del cuestionario del estudio principal
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El cuestionario de exploracién, compuesto por las tres preguntas anteriormente descritas, se
entrego a los estudiantes y se destind un total de 60 minutos para que lo solucionaran. A
medida que los estudiantes lo desarrollaban, el profesor pas6 por sus puestos de trabajo
verificando que entendieran lo que se pedia que hicieran. Una situacion particular alli
presentada fue que algunos empezaron a usar el cuadrito de cartdén de la pregunta 1 para
solucionar la pregunta 2, incluso la pregunta 3, por lo que hubo que indicar que este era de
uso exclusivo de la pregunta 1. A partir de las explicaciones escritas y orales que el
profesor solicit6 a varios estudiantes de manera individual, se pudieron observar las formas
y estrategias que usé el grupo de estudiantes para contar el total de cuadritos necesarios
para cubrir por completo cada uno de los rectangulos. Los resultados obtenidos del
cuestionario y la entrevista de seguimiento realizada a 11 estudiantes seleccionados a partir
de los tres niveles de pensamiento identificados (5 para el nivel uno, 5 para el dos y 1 para

el tres) se pueden observar, de forma sintética y organizada, en la Tabla 4.1.

En cada una de las preguntas los estudiantes cubrieron los rectangulos dados de manera
adecuada, es decir sin dejar espacios o solapamientos entre los cuadritos que los cubrian,
atendiendo a los requerimientos dados; para ello usaron el cuadrito de carton (unidad
movible) o el cuadrito dibujado (unidad no movible). Esto era de esperarse, dado el nivel de
escolaridad, Grado 5° (con edades entre los 10 y 11 afios). A partir de la observacion de las
estrategias utilizadas o ideadas por ellos para el conteo de las unidades (cuadritos) que

cubrian los rectangulos; las respuestas se pudieron organizar en 3 niveles (Ver Tabla 4.1):

v El nivel uno con el 39% (12 de 31 estudiantes) no reconoce ningln tipo de estructura
para el conteo y usa una estructura netamente aditiva, ya que cuentan por unidades
simples 0 “de 2 en 2”. A partir de la entrevista de seguimiento (un ejemplo de las
entrevistas se puede observar en el Apéndice 5) se pudo observar que 1 estudiante
contaria de “2 en 27, 2 estudiantes pasarian a contar por filas y 2 estudiantes
multiplicarian los cuadritos del ancho por los del alto, sin explicar por que la
multiplicacion funciona. Esto era de esperar, ya que como se describié en la Seccion
3.3, habian tenido un primer acercamiento al concepto de area rectangular a partir de la

presentacion de la formula.
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Tabla 4.1: Niveles de pensamiento del grupo de 31 estudiantes identificados de las respuestas al cuestionario y su entrevista de seguimiento realizada a

11 de los 31 estudiantes

CLESTIONARID ENTREVISTA DE SEGLIMIENTD (Realizada a 11 estudiantes)
Nivel / Generalidad: Estrategias de
£l conteo de los Porcentaje canten (Ejemplos Propisito . Pregunta(s) fue Descriptores de sus respuestas Nﬂmﬂ.m de
cuadritos que cubren los textuales de los orientaron la entrevista estudiantes
rectangulos Io hacen... estudiantes)
Pasarfa de contar “de [ en | a contar de "2 en 2" Ided
Ind
ndagar con mayor
Una: 33% “Cuento de len " profundidad sobre sus ¢Podrias idearte una forma Pasarfa a contar por el ndmero de cuadritos de las 7 de5
Contando “De uno en uno” o ) . , estrategias de conten distinta o més répida de filas
“de dos en dos” Estudiantes Cuento de 2 en? presentadas en el contar los cuadritos? - — .
cuestionario Pasaria a multiplicar el ancho por el alto (sin 7 de5
relacionar las estructura)
Indagar si al multiplicar Multiplica porque es una forma répida de obtener el [de?
“Multipliqué el ancho estan relacionando la &Por qué si haces una resultado
Dos: 6% por el alto y me dio el multiplicacian con la multiplicacidn, puedes obtener —— . :
45Y% ) resultado” estructura espacial de los el nimero de cuadritos? Ve la multiplicacian coma una suma repetida de filas Ide?
(43%) a Estudiantes rectangulos o columnas (reconociendo la estructura)
-Mu|t|p||candglftll ancho por el Seguiria contando por el nimero de cuadritos de la [de 3
Indagar con mayor ¢Por qué cuentas en miltiplos fila
i de 4667
. ., . Eg?::?gl?;dj:ligifef Seguiria contando por el nimera de cuadritos de la
-Contando par el nimero de 23% Cuento de 4 en 4 4 . 4[ué significa para ti ese fila o la columna, seqin el que menos cuadritos.
dritos d fila (4 [Ademés observar sia ) : ) : ; Ided
cuadritos de una fila 9 Estudiantes "Cuento de B en B oarir de las prequntas es namero? (El 4 o el B) Intenta asociar el nomero de filas con los cuadritos
cuadritos) o de una columna la cal | | t
A oosible apoyarlos a que e qué depende el ndmera de de la columna, pera no |o reconoce claramente
avancen de nivel] veces que se repiten las filas? Multiplicaria el nimero de cuadritos de la fila por el lde3
de la columna
Tres ) Indagar con mayar ¢Como contaste los cuadritos
. Multiplico el ancho y el | profundidad sobre el conten del rectangulo?
. 16 % alto.nosda 6 X 4 = | de los cuadritos para saber Muestra |a relacion entre el nimero de cuadritos de
Mostrando un reconocimienta Idel

de la estructura espacial de
|os cuadritos

3 Estudiantes

24, porque las filas se
repiten 4 veces".

si efectivamente |o estan
relacionando con la
estructura espacial

4Coma contarfas los cuadritos
que cubren un rectangulo de
cualquier tamafio?

|a fila y el ndmero de filas para poder multiplicar




v" El nivel dos con el 45% (14 de 31 estudiantes) usan diferentes explicaciones pero se

asimilan en un solo nivel. Alli se pueden identificar 2 grupos:

e Un primer grupo del 16% (5 de 31 estudiantes) realiza una multiplicacion de los
cuadritos del ancho y del alto para contar o encontrar el total de cuadritos. A partir
de la entrevista, se observé que 1 estudiante ve la multiplicacién como una forma de
obtener el resultado, es decir una forma instrumental de ver la formula de area
rectangular, pero no la asocia con la estructura espacial, ya que “su mama le dijo
que multiplicando se podia”. Por otro lado 1 estudiante multiplica porque ve en la

multiplicacidén una suma que se repite, ya sea por filas o por columnas.

e EI segundo grupo con el 29% (9 de 31 estudiantes) agrupa para el conteo los
cuadritos por filas o columnas, ya que los cuentan por multiplos segun como los
hayan agrupado. A partir de la entrevista, 1 estudiante seguiria contando por el
namero de cuadritos de la fila, 1 estudiante contaria segun el nimero de cuadritos
por fila o columna (segln la agrupacion que menor nimero de cuadritos tenga, sin
relacionar claramente la relacion ortogonal), y 1 estudiante multiplicaria el nimero

de cuadritos de la fila por el niUmero de cuadritos de la columna.

v Y el nivel tres con el 16% (5 de 31 estudiantes) comunica el nimero de cuadritos que
cubren los rectangulos en términos de su estructura, es decir que cuentan los cuadritos
que ven en una fila (o hilera como uno ellos le Ilama), luego cuentan el nimero de filas
y multiplican tales nimeros. A partir de la entrevista realizada a 1 estudiante en este
nivel, se pudo observar que efectivamente el conteo lo hizo a partir de la observacion de
la estructura espacial de los cuadritos en cada uno de los rectdngulos dados en las tres

preguntas.
En conclusion, la exploracion inicial de las ideas de los estudiantes mostré que en general

el grupo cubre los rectangulos de forma adecuada, es decir sin dejar espacios o

solapamiento entre los cuadritos, y el 84% necesita ser involucrado en experiencias de
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aprendizaje que apoyen la identificacion de la estructura de las cuadriculas. Por ello se
decidio que para la secuencia de actividades de la Fase 2 era necesario: Involucrar a los
estudiantes en el desarrollo de actividades que requirieran centrar la atencion en formas de

conteo mas eficaces con miras de apoyar la idea de agrupacion.

4.2 Lasecuencia de actividades del estudio principal

Esta seccion se dedica a describir el proceso desarrollado durante el estudio principal, el
cual tuvo lugar a partir de tres actividades principales tal como se puede observar en la

Tabla 3.3 del Capitulo 3, y que presento nuevamente a continuacion en la Tabla 4.2.

Tabla 4.2: Propdsitos y tareas de la secuencia de ensefianza (Actividades 1,2 y 3) de la Fase 2

Actividad Propdsito (por actividad) Tareas
o Apoyar el reconocimiento de |a v" Cubrir un rectangulo a partir de
I: Apoyando el reconocimiento de estructura espacial de una cuadritos dados (unidades simples)

|a estructura espacial ’ , . )
P cuadricula v" [ubrir un rectangulo a partir de la

identificacian y cubrimiento paor filas

v" [ubrir dos recténgulos dada la

2: Apoyando la comunicacidn y Observar el proceso de primera fila y comunicar la estructura
o comunicacion y generalizacion de espacial
generalizacian de |a estructura | ol d
ial 8 estructura espacial de una v Encontrar una regla para encontrar el
Bspacia oyl ;
cuadricuta nimero de cuadritos que cubren un

rectangulo de cualquier tamafio

3: Observando posibles formas

de identificar y comunicar (bservar comao podian comunicar v Colocar bordes de cuadritos a
estructura de manera general en | posibles formas de generalizacian cuadriculas de distintos tgmaﬁns y
una situacian especifica: para el conteo del ndmero de encontrar una estrategia para
Encontrando el nimero de cuadritos que componen los bordes contarlos (los cuadritos que
cuadritos que bordean una de cuadriculas componen los bordes) sin importar su
cuadricula dada tamafio

4.2.1 Actividad 1: Apoyando el reconocimiento de la estructura
espacial

Con la intencion de apoyar en los estudiantes el reconocimiento de la estructura espacial

rectangular se disefiaron dos tareas que fueron entregadas en dos hojas de trabajo para que
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registraran por escrito. Cada tarea la trabajaron por parejas de estudiantes con el apoyo de
dos ventanas diferentes disefiadas en el software Geogebra. Para el desarrollo de las dos
tareas de la Actividad 1 y la discusién de clase que gir6 en torno a la pregunta 2 se destino
un total de 90 minutos. A medida que los estudiantes desarrollaban las tareas, el profesor

estuvo presto a:
v' Atender las dudas o inquietudes que ellos tuvieran

v" Verificar que en cada pregunta entendieran lo que efectivamente se les estaba pidiendo,

y si no era asi mirar qué estaban entendiendo en cada pregunta

v" Observar en qué centraban su atencion a medida que iban trabajando para poder apoyar

sus procesos de construccion conceptual

v" Observar como comunicaban lo que hacian y sus pensamientos a partir de cada

pregunta

Estos aspectos a los cuales el profesor estuvo presto durante el desarrollo de la Actividad 1,
también formaron parte de las demas actividades desarrolladas en el estudio principal
(Actividades 2 y 3). Por tanto, tales aspectos no seran enunciados en las descripciones de

los desarrollos de las Actividades 2 y 3.

421.1 La Tarea 1 de la Actividad 1

El propésito de esta actividad era ofrecer un espacio dinamico (que se presumia, ayudaria a
centrar la atencién de los nifios en la forma como se organizan las unidades de cubrimiento)
para que los estudiantes cubrieran un rectangulo dado, manipulado las unidades cuadradas
disponibles en una ventana de Geogebra, previamente disefiada, al mismo tiempo que se
familiarizaban con el software. La ventana utilizada para la Tarea 1, que se presenta en la

Figura 4.2, mostraba un rectangulo A de 4 x 3,y 17 cuadritos sueltos de distintos colores.

La Tarea consistia en cubrir el rectdngulo A con cuadritos azules. Una vez cubierto, se
debia dibujar en la Hoja de trabajo entregada a cada estudiante, que pedia: “Dibuja el

rectangulo, tal como quedo cubierto con los cuadritos azules”.
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Tarea

Vamos a cubrir el rectangulo A, usando cuadritos azules

Rectingulo D D D D
) N
H N = []
N
mE m B

Figura 4.2: Ventana de Geogebra utilizada para la Tarea 1 de la Actividad 1

El desarrollo de la Tarea 1 tuvo una duracién de 20 minutos. Alli se observo que el 100%
de los estudiantes no presentd inconvenientes para cubrir el rectangulo con los cuadritos

dados correctamente, tanto en la ventana, como en sus hojas de respuestas.

421.2 La Tarea 2 de la Actividad 1

Esta Tarea 2 se disefid pensando en observar las estrategias que pudieran comunicar los
estudiantes para cubrir el rectangulo “B” y las formas de agrupar los cuadritos que lo
cubrian. Las preguntas que orientaron la tarea se presentan en la Figura 4.3. La ventana
utilizada para la tarea, que se presenta en la Figura 4.3 (a), mostraba un rectangulo B de

3 x 5y 4 cuadritos sueltos (3 verdes y 1 rojo).

La Tarea consistia en cubrir el rectangulo B con cuadritos verdes, estos alcanzaban
solamente para cubrir una fila y no una columna. Una vez se cubria la primera fila, esta se
volvia una sola agrupacion, o unidad compuesta, y con el movimiento de un deslizador
podian copiar las filas de modo que se podia cubrir todo el rectangulo. En la Figura 4.3 (b)
se observa la fila que se copia 3 veces, por accion del movimiento del deslizador , para f=3

(3 filas segun el programa).
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Tarea 2
Vamos a cubrir el rectangulo B, usando cuadritos verdes

A A partir de los cuadritos verdes dados, 4qué estrategia usarias para cubrirlo completamente?

B. (iLuantos cuadritos verdes harian falta para cubrirlo? iExplica por qué!

€7 tarea 2 —-ggb = | B [ |
Archivo Edita Vista Opciones Heramientas Ventana Ayuda
a=2 =/ ae | |[fem

@B

Rectangulo

B

=0

€ tarea 2 —ggb = | B S

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

B3 4 o] 53 (o 5 O [ =

=) 2 Y ) i fol )= P

Rectangulo

D =3

()

Figura 4.3: La ventana de Geogebra utilizada para la Tarea 2 de la Actividad 1
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El desarrollo de la Tarea 2, junto con la discusién de clase guiada por el profesor que gird
en torno a esta tuvo una duracion de 70 minutos. Esta inici6 pidiendo a los estudiantes que
cubrieran el rectangulo usando cuadritos verdes, tal como se observa en la ventana de la
Figura 4.3(a). Mientras los estudiantes realizaban la tarea, el profesor’ pasé por los puestos
observando el trabajo de los estudiantes, mientras una maestra en formacion acompafiaba
haciendo la videograbacion de la sesion de clase. Alli se pudo observar que algunos
estudiantes intentaron ubicar los cuadritos por columnas, pero estas quedaban incompletas
con solamente 3 cuadritos disponibles, o 4 para los que usaban el cuadrito rojo, y ante esta

restriccién vieron la necesidad de ubicarlos en una fila.

Dos parejas de estudiantes (4 estudiantes) intentaron ubicarlos sobre el espacio
bidimensional o superficie del rectangulo como cuadritos o unidades sueltas, mostrando
inicialmente una ausencia total de estructura (Battista et al., 1998), o nivel de pensamiento
pre estructural (Mulligan y Mitchelmore, 2009, 2012), como se observa en la situacion de
Camilo y Enrique (Obsérvese la Figura 4.4 (a) y (b))

(b)

Figura 4.4: Dos estudiantes que cubren de manera no sistemética el rectangulo

En este mismo grupo, Camilo sefiala a su compariero Enrique, con su mano, que con esos
cuadrados no alcanzan a cubrir el rectangulo (Figura 4.5 a), y luego Enrique le sefiala que

hay que cubrirlo completamente haciendo un “barrido con su mano” de derecha a izquierda

sobre la pantalla. (Figura 4.5 (b) (c) y (d))

" Mi directora de proyecto estuvo presente en esta sesion de clase, pues ofrecié su colaboracion en la
recoleccion de la informacion.

63



@ (b)

(©) (d)

Figura 4.5: Camilo mostrando a Enrique que los cuadritos no alcanzan a cubrir el rectangulo (a) y Enrique
haciendo un “barrido” con su mano sefialando la necesidad de cubrirlo completamente (b)(c) y (d).

Luego de ello, Camilo y Enrique, proceden a ubicar los cuadritos en fila en la parte inferior
del rectangulo como en la Figura 4.6 (a) y de forma similar los demaés estudiantes del curso

los ubican en fila en la parte superior del rectangulo (Figura 4.6 b).

(a) (b)

Figura 4.6: Los estudiantes Camilo y Enrique mostrando una fila inferior (a) y otra pareja de estudiantes
ubicando la fila superior (b), mostrando en cada cado una estructura emergente o local de la estructura
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Esto permite ver que el grupo de estudiantes ha llegado a reconocer la necesidad de hacer
una agrupacion de cuadritos horizontalmente, lo cual seria equivalente a reconocer una fila.
Cuando se observa que los estudiantes han ubicado los cuadritos en fila, se procede a
socializar el ejemplo de una de las estudiantes, Laura, quien muestra al grupo su
organizacion o agrupacion de los cuadritos en forma de “fila” en la parte superior del

rectdngulo como se muestra en la Figura 4.7

Figura 4.7: Laura mostrando al grupo la fila o agrupacién horizontal de cuadritos
formada

A continuacion, con la necesidad de apoyar el pensamiento de los estudiantes, usando los
términos que involucra la estructura espacial rectangular, el profesor busca que los
estudiantes den nombre a esta agrupacion de cuadritos o unidad compuesta, para ello

pregunta al grupo de estudiantes:
¢ Como estan organizados los cuadritos que esta sefialando Laura?

De esta pregunta, la mayor parte de los estudiantes afirman que por “fila” otros la llaman
“hilera” o “columna”; de alli el profesor sigue con la afirmacion: “Entonces a esta
organizacion horizontal de cuadritos le llamaremos Fila”, quedando como acuerdo con el
grupo que a dicha organizacion se le llamaria “fila”. El proceso siguiente fue apoyarlos a
gue avanzaran a reconocer la estructura de la cuadricula como un conjunto de filas (Battista
et al., 1998); es decir, que observaran que podian usar esta fila, o nueva unidad compuesta
por 3 cuadritos para cubrir todo el rectangulo. Para ello se sigui6 con la discusion de clase

que se describe en la Transcripcion N° 4.1:
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Profesor: Ahora, a partir de esta fila ¢ qué podriamos hacer para cubrir todo el rectdngulo?
Sofia: Podemos seguir bajando los cuadritos, bajdndolos, bajéndolos, y asi.
Profesor: El hecho es que solo tenemos esos tres cuadritos verdes...

[En este momento de clase se observa que el hecho de tener solo los 3 cuadritos verdes generd dificultad en los
estudiantes para observar camo cubrir todo el rectangulo; por ello se les propuso que pensaran en una situacion de la
vida real donde debian "embaldosar un piso” representado por los cuadritos verdes y el rectangulo dado)

Profesor: Pero si no tenemos mds baldosas verdes, ¢ qué hacemos?, ¢ qué se les ocurre hacer?
Samuel: Partirlas

Profesor: No se podria porque si las partimos y las movemos nos quedaria un pedazo sin
embaldosar. Entonces, ¢ Qué se les ocurre?

Juan Pablo: Comprar mds baldosas verdes

Profesor: jBien!, comprar mds baldosas verdes. Luego de que las hayamos comprado, équé
hacemos?

Juan Pablo: Ponerlas

Profesor: écomo las ponemos?

Julian: En filas

Profesor: jBien! en filas, y ¢como las ubicarias?
Mariana: Copidndolas

Laura: jYo sé profe, yo quiero pasar!

En ese instante pasa Laura al tablero y muestra al grupo como ubicaria las filas, haciendo sefias con su dedo y
sefialando los espacios donde se ubicaria cada una de las filas, tal como se ilustra en el diagrama siguiente:

Transcripcion N° 4.1: La discusion de clase que da lugar a la identificacion de filasy su
iteracion

Una vez el profesor ha observado que Mariana y Laura reconocen la necesidad de copiar,
esto es iterar, las filas para cubrir el rectangulo, tal como se lo muestra a sus comparieros, se

puede ver que esta identificando y comunicando, al grupo, la estructura de la cuadricula
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como un conjunto de filas que cubren el rectdngulo. Por tanto, se procede a centrar la
discusion de clase hacia la identificacion de la estructura espacial de este rectangulo a
través de la participacion de los demas estudiantes, como respuesta a los planteamientos de

Laura. De esta manera la discusion contina como se observa en la Transcripcion N° 4.2:

Profesor: Y ahi ¢ya quedaria cubierto todo el rectdangulo?
Sary: Si profe!
Profesor: ¢ Como podemos saber cudntas veces colocamos las filas?

Maria Paula: Poniendo las que tenemos (sefialando los cuadritos de la fila) en una columna
(Mostrando una relacion entre las filas y los cuadritos de una columna)

Profesor: Entonces, ( Cdmo podriamos saber cudntas filas se necesitan?

[En ese momento el grupo de estudiantes hace silencio]

Transcripcion N° 4.2: La discusion que gener6 la necesidad de usar el deslizador para
cubrir el rectangulo a partir de la iteracién de filas

A partir de la discusion, se observa que el grupo de estudiantes no sabe como sacar las
demas filas para cubrir el rectangulo y asi apoyar el reconocimiento de la estructura
espacial. Por ello se les explica que mover el deslizador les permite “tener mas filas de
baldosas”, es decir sacar mas filas que les permita cubrir el rectangulo. A continuacion se
deja un espacio de 15 minutos para que con ayuda de la ventana de Geogebra las parejas
comuniquen sus pensamientos en torno a la Tarea 2 (ver la Figura 4.3). Para ello los
estudiantes contaron con el apoyo tanto del profesor, como de su colaboradora, la asesora
del proyecto, quienes pasaban por los puestos de trabajo observando sus trabajos,
atendiendo a las inquietudes o dudas que se generaron y apoyando la comunicacion de sus
pensamientos. Luego de este espacio, se procede con la socializacion de las ideas dadas por
los estudiantes en torno a esta tarea, tal como se describe en la Transcripcion N° 4.3,

comenzando con la estrategia que encontraron para cubrir el rectangulo completamente:
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Profesor: ¢ Qué estrategia usaron para cubrir el rectdngulo?
Natalia: Pegando mds filas
Profesor: Y, icomo las pegaron?
Natalia: Sacando mds cuadritos con el deslizador
Profesor: Bien, y ¢ cudntos cuadritos verdes hacian falta?
Sebastidn: Pues nosotros lo hicimos con filas, pero nosotros usamos 5 filas con 3 cuadritos
Profesor: 5 filas con 3 cuadritos...Y eso (qué quiere decir para ustedes?
Sebastidn: Que las filas y cuadritos necesarios son 5y 3 para llenar todo el cuadro (rectdngulo)
Profesor: ¢ Estdn todos de acuerdo?
[El grupo de estudiantes a una sola voz afirma que jsil]
Profesor: Ok., jsigamos!, ¢ Qué les indica el 3?
Sebastidn: Que cada fila se llena de 3 cuadritos
Profesor: Y que les indica el 57

Sebastidn: Que todo el rectdngulo se llena con 5 filas

Transcripcion N° 4.3: La discusion en torno a la pregunta 2 que mostré la identificacién de la
estructura espacial por parte de Sebastian

El espacio de clase mostr6 que para Natalia, “pegar mas filas” es la estrategia que le
permite cubrir el rectdngulo, similar a lo que observa Sebastian. Cuando se les pregunta por
el total de cuadritos que harian falta, este Gltimo a pesar que no indica el nimero de
cuadritos que faltarian, comunica la cantidad en términos de su estructura espacial, es decir
“5 filas con 3 cuadritos”; hecho que permite ver que ha reconocido la relacién ortogonal de
los cuadritos para este caso. A continuacion, el profesor retoma las ideas de estos dos
estudiantes y muestra a todo el grupo con ayuda de la ventana 2 de Geogebra el
cubrimiento rectangular visto como una “repeticion de filas de 3 cuadritos, una por una”,
usando el deslizador. Esta situacion la apoya Helen, quien levanta la mano y dice: “jProfe,
ya entendi!, ;puedo pasar?”, el profesor le da la palabra y sigue la pequena discusion que se

observa en la Transcripcion N° 4.4.
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Profesor: Bueno Helen, iqué idea nos querias comentar?
Helen: Que para poder saber cudntos cuadritos hay en el rectdngulo, toca realizarlos en filas
Profesor: Ok., y entonces, é¢qué harias ahi?
Helen: Hacerlo en filas
[En ese momento Helen sefiala la ubicacion de las filas de forma similar a la que mostré Laura en la Figura 4.7]

Profesor: (Asi?
[En ese momento el profesor cubre el rectangulo solo con las tres primeras filas usando el deslizador]

Profesor: Listo, (Y ahora?
Laura: Volverlo a hacer en filas, con todo el rectdngulo

[En ese momento el profesor pregunta a todo el grupo: ¢, Cuantas filas creen que le van a salir a Laura?, todos de
forma unanime responden: 5!]
Profesor: ¢ési, Laura?, é¢por qué?, éestds de acuerdo?, muéstranos con el dedo

[Enseguida Laura afirma que si, y cuenta 1, 2, 3, 4, 5 sefialando los cuadritos de la columna del borde izquierdo,
tal como se muestra en la secuencia de imagenes]

Transcripcion N° 4.4: La discusion en torno a la Tarea 2 donde Helen muestra junto al grupo
de estudiantes la identificacion de la estructura espacial del cubrimiento rectangular
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La discusion muestra que Helen ha identificado la fila como una nueva unidad, compuesta
por 3 cuadritos, que se repite para cubrir todo el rectdngulo, ademés que estas repeticiones
dependen de los cuadritos de la columna, relacionando asi cada fila con cada uno de los
cuadritos de la columna del borde izquierdo. Esto permite ver que ha reconocido la
organizacion ortogonal de los cuadritos. Cuando se observa que la discusion de clase con el
grupo de estudiantes ha llegado a este nivel de reconocimiento de la estructura (que seria
equivalente a un reconocimiento parcial de la estructura, o de iteracion visual por filas) se
retoma el ejemplo pero enfocandolo hacia la identificacion y comunicacion de la estructura

espacial, o nivel de pensamiento estructural o estructuracion por filas o columnas.

Profesor: éQuién nos puede decir, qué es una fila?,

Daniela: Son las que van horizontales

Profesor: Las agrupaciones de cuadritos que van horizontales, y ¢ qué es una columna?
Kevin: Las filas verticales (habla el estudiante sin que se le dé la palabra)

Maria José: Pues la agrupacion de las filas

Profesor: ¢ Como asi que la agrupacion de las filas?

Maria José: Si, o sea la columna me sirve para saber cudntas filas hay

Profesor: Muy bien, observen que Maria José le estd dando un uso a la columna, ahora, en esta figura
(sefialando el rectdngulo), { Cudntos cuadritos hay en la columna?

[En ese momento lo nifios responden en coro: j5 Cuadritos!]
Profesor: Entonces segun lo que me indica Maria, (qué me indica ese numero de cuadritos?
Jesus: Que hay 5 filas
Profesor: Entonces, ide qué depende el numero de filas que cubren un rectdngulo?
Juan Diego: De la columna
Profesor: Entonces équé le ven a la columna?
Juan David: Pues los cuadritos
Profesor: Entonces, ide qué depende el numero de filas que cubren un rectdngulo?
Sofia: Pues de los cuadritos que hay en la columna

Profesor: jBien, del numero de cuadritos que hay en una columna!

Transcripcion N° 4.5: La discusion con los estudiantes, en la que Maria José muestra la
identificacion de la estructura espacial de forma general
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La discusion que se muestra en la Transcripcion N° 4.5 es realizada por los estudiantes y
protagonizada especialmente por una de ellas, Maria José, quien, a partir de las
intervenciones hechas por los compafieros y las preguntas hechas por el profesor, comunica
como emerge la identificacion de la estructura espacial, a partir del reconocimiento de la
relacion entre la fila y el nimero de cuadritos de la columna. Este espacio de discusion
permitié retomar las ideas de varios estudiantes y guiarlos hacia el reconocimiento de la
estructura espacial de manera general, encontrando asi la relacion ortogonal de los
cuadritos que cubren las dos dimensiones del rectangulo, es decir la relacion entre la fila 'y

sus iteraciones, o nimero de unidades en la columna.

Posteriormente se retomaron las ideas comunicadas por el grupo de estudiantes para las dos
preguntas en sus hojas de trabajo, evidencidndose que a partir de lo visto en la socializacion
de clase, el 100% reconocieron la fila como una unidad que se “itera” para cubrir el
rectangulo, y evidentemente ninguno de ellos us6 propiamente esa palabra, sino términos
como: “cubrir”, “pegar”, “repetir”, “duplicar”, “ubicar”, “poner”, “acomodar”, “llenar” o

“rellenar”; a partir de la fila.

A partir de las respuestas dadas por los estudiantes a estas preguntas en sus hojas de
trabajo, y en momentos a partir de la interaccion con ellos, y centrando especial atencion en
las formas como cubririan el rectdngulo completamente, se pudieron identificar dos niveles

de pensamiento en el grupo de estudiantes:

v El primer grupo con el 58% (18 estudiantes) se ubicé en un nivel de reconocimiento
parcial de la estructura o de estructuracion de la cuadricula como un conjunto de filas o
columnas (Battista et al., 1998; Mulligan y Mitchelmore, 2009), ya que reconocieron la
fila como una nueva unidad compuesta que les permite cubrir el rectangulo, aunque no

relacionan sus iteraciones con la dimension ortogonal.

v El segundo grupo con el 42% (13 estudiantes) se ubico en un nivel de pensamiento
estructural o de estructuracion por filas (Battista et al., 1998; Mulligan y Mitchelmore,
2009), ya que relacionan el cubrimiento de las dos dimensiones del rectangulo a partir
de la fila y el nimero de filas, o0 nimero de cuadritos de la columna (nimero de

iteraciones).
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Las estrategias mostradas por los estudiantes de forma general, de acuerdo con estos dos
niveles de pensamiento identificados, se pueden clasificar como se observa en la Tabla 4.3.

Tabla 4.3: Los niveles de pensamiento observados en el grupo de estudiantes a partir de sus estrategias para
el cubrimiento del rectangulo “B” de la Actividad 1

Nivel de Generalidad del cubrimiento % Estrategias observadas para el cubrimiento
pensamiento (Ejemplos textuales de los estudiantes)
Reconocimienta de “Compraria mas baldosas y luego las ubicamos en filas”
la estructura de la Reconocen el cubrimiento como una i . : , .
) L a . Dibujando mas cuadraditos en filas de 3 en 3, y asi
cuadricula comao un iteracidn de filas, sin comunicar la ] —_—
. : - . 0 rellenarian el rectangulo
conjunto de filas o | relaci6n ortogonal (es decir reconocer | 55%
de columnas o comunicar de qué depende el nimero “listo, tenemas la primera fila, después como no tenemos
de iteraciones) més, los comprarfa con mi dinero y llenarfamos todas y [o

(Nivel estructural L "
organizaria en filas de 3

parcial)
Muestran una multiplicacion “5x3"como . .
P . 3% “Multiplicando los cuadritos, 3 x 5"
£y forma de cubrir el rectangulo
Reconocimiento de | Relacionan el nimero total de filas con BY “Lo que usarfa, serfa dibujar mas cuadritos en filas de 3
la estructuracidn |a altura del rectangulo en 3 y asi se completaria segdn la altura del rectangulo”
por filas y - - - - - .
Relacionan el nimero total de filas con "Poner los cuadritos en a filas de a 3 cuadros por fila. El
columnas . 13 ) . "
las unidades de la columna numerao de filas depende de los cuadros de la columna
(Nivel estructural)
Eumunn:an.la estructura como el "Yo cubriria el rectangulo con 3 filas de 3 cuadritos”
nimerao de filas compuestas por el 23% . .
7% ntimero de cuadritos Pegarfa i filas de 3 cuadros hasta que se llene

El desarrollo y los resultados obtenidos en esta Actividad 1 suscitaron las siguientes

reflexiones:

v' La primera fue que, en general, el 100% de los estudiantes reconocieron la fila como

unidad compuesta que les permite cubrir el rectangulo.

v' La segunda es que 8 estudiantes asociaron la iteracion de filas o cubrimiento
rectangular con el uso del deslizador en Geogebra, por lo cual era necesario que se
desprendieran de esta mirada centrada en el programa y la reconocieran

independientemente del uso del software.
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v' La tercera fue reconocer la necesidad de apoyar el grupo que se ubica en el
reconocimiento parcial, 0 que reconocen la estructura como un conjunto de filas, a que
avancen al reconocimiento del nimero de veces que se itera la fila para cubrir un

rectangulo completamente.

v Y la cuarta fue reconocer la necesidad de apoyar al grupo en general a que avance al
reconocimiento y comunicacion de la generalizacion de la estructura espacial; es decir

sin importar el nimero de unidades que componen las filas, o el nimero de filas.

Por ello se decidi6 que para la Actividad 2 era necesario apoyar al grupo a que identificaran
la estructura espacial vista como la iteracién de filas que depende del nimero de unidades
de la columna, es decir a que progresaran a un nivel de pensamiento estructural y a su vez

que la comunicaran de manera general.

4.2.2 Actividad 2: Apoyando la comunicacion y generalizacion de la
estructura espacial

La Actividad 2 se disefié con la intencién de continuar apoyando a los estudiantes en el
reconocimiento de la estructura espacial de cuadriculas dadas, para aquellos estudiantes que
se encuentran en un nivel de identificacion de la estructura parcial, asi como para apoyarlos
en la comunicacion de dicha estructura y su generalizacion. Para ello, se disefiaron 2 tareas

que se desarrollaron en dos momentos:

v En el momento 1 se apoy0 el reconocimiento y comunicacion de la estructura espacial a
partir de la Tarea 1.
Luego de analizar los resultados encontrados en este primer momento, se disefi¢ la Tarea 2

gue guio el segundo momento.

v" En el momento 2 se inst6 a los estudiantes hacia la comunicacién de la generalizacion

de dicha estructura espacial.
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El proceso desarrollado en los dos momentos, y los resultados encontrados a partir de las

Tareas 1y 2, son presentados en esta subseccion.

4.2.2.1 La Tarea 1 de la Actividad 2: Apoyando la comunicacion de la estructura
espacial

La primera tarea de la Actividad 2, fue disefiada en una hoja de trabajo como se observa en

la Figura 4.8, con el fin de observar el pensamiento de los estudiantes cuando requieren

contar las unidades que se necesitan para cubrir dos rectangulos determinados; un

rectangulo A (de 8 x 6) y un rectangulo B (5 x 8), dada solamente la primera fila en cada

uno.

Tarea /

1. Termina de cubrir cada uno de los siguientes rectangulos

Rectangulo A Recténgulo B

a. ACuantos cuadritos se necesitaron para cubrir todo el rectangulo?

b. Describe como los contaste

Figura 4.8: La Tarea 1 de la Actividad 2 dada en una hoja de trabajo

Para desarrollar la Tarea 1 se destinaron 45 minutos de clase, en los que cada estudiante, de
forma individual, registré su pensamiento en la hoja de trabajo que se le entregé. En la
primera parte de la clase (25 minutos) cada uno trabajé de forma individual en su hoja de
trabajo. En la segunda parte (20 minutos) el profesor fue acompafiando a los estudiantes a

través de preguntas orientadoras que les permitieron clarificar lo que estaban pensando,
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debido a la dificultad que causo, para algunos, comunicar su pensamiento de forma clara en

términos de la estructura espacial. De acuerdo con lo que pensaban y decian los estudiantes,

algunas de estas preguntas orientadoras, fueron:

v

Cuando no usaban los términos fila, nimero de filas o de columna, sino que se referian
a la ubicacion de los cuadritos “horizontal” o “vertical”, se les preguntaba: ;A qué te
refieres cuando dices horizontal?, o ¢a qué te refieres cuando dices vertical?

Cuando no hablaban del nimero de cuadritos en las filas, sino de “miro la fila” o “miro
la columna” se les preguntaba: ¢qué observas cuando “miras” una fila? o ;qué observas
cuando “miras” una columna? o ;que conforma una fila?

En el momento en el que decian de forma operacional “cuento los cuadritos de la fila y
la columna y multiplico”, se les preguntaba: ;Qué representa una fila para ti?, y ¢qué
representa una columna?

Cuando los estudiantes decian que sumaban “por filas” se les preguntaba ;De qué
depende el nimero de veces que sumas las filas?, y algo similar cuando sumaban por
multiplos ya fuera “de 8 en 8” o “de 5 en 57, alli se les preguntaba ;de qué depende el

namero de veces que sumas 8?, 0 ¢de qué depende el numero de veces que sumas 5?

A partir de la intervencién en el aula, y de los pensamientos comunicados por los

estudiantes en torno a las formas como cubririan los rectangulos dados, se identificaron dos

grupos de acuerdo con sus niveles de pensamiento:

v

Un primer grupo conformado por el 29% (9 estudiantes) pudo ‘“quizd” haber
identificado la estructura, pero la comunico de forma incompleta, ya que la enunciaron
como una multiplicacion entre el numero de cuadritos de la fila y el numero de

cuadritos de la columna.

Un segundo grupo conformado por el 71% (22 estudiantes) describié y comunico el
conteo de los cuadritos que cubrian ambos rectangulos en términos de la estructura
espacial rectangular, lo cual me permitié ubicarlos en un nivel de pensamiento

estructural o de estructuracion por filas (Battista et al., 1998; Mulligan y Mitchelmore,
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2009), ya que para cubrimiento de las dos dimensiones de los rectdngulos relacionaron

el nimero de cuadritos de la fila y el numero de filas.

De esta manera, el desarrollo y los resultados obtenidos luego del desarrollo de la Tarea 1,
de la Actividad 2, me dejaron 3 reflexiones principales, con el fin de seguir apoyando sus

procesos de construccion conceptual para el momento 2:

v La primera fue observar el progreso de los estudiantes en sus procesos de identificacion
y comunicacion de la estructura espacial, ya que los resultados de la Actividad 1
mostraron que el 42% de los estudiantes se ubicaba en un reconocimiento de la
estructura, mientras que al finalizar esta actividad este porcentaje aumentd
significativamente al 71%. Ademas solamente el 29% se ubica en un reconocimiento

parcial de la estructura.

v' La segunda es resaltar que haber apoyado a los estudiantes por parte del profesor
pasando por sus puestos de trabajo explorando sus pensamientos, Ssirvid
significativamente para que centraran la atencion en los elementos cruciales de la
estructura (numero de cuadritos por fila, la iteracion y la relacion de dependencia entre
la fila y el nimero de cuadritos de la columna) para que asi pudieran comunicar mejor

sus formas o estrategias para comunicar la estructura.

v’ La tercera es reconocer que posiblemente la atencién y apoyo prestado por parte del
profesor al grupo de estudiantes que se ubico en un reconocimiento parcial o global de
la estructura no fue suficiente durante el espacio de intervencion, por lo cual no
centraron la atencion en los elementos cruciales de la estructura que quiza les hubiera
permitido una mejor 0 mas completa comunicacién de sus pensamientos en torno a la

estructura espacial.

Ante estas evidencias del pensamiento de los estudiantes, se procedié a seguir apoyando sus

procesos de comunicacién y generalizacion de la estructura espacial.
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4.2.2.2 LaTarea 2 de la Actividad 2: Apoyando la identificacion y comunicacion de
la estructura espacial en forma de generalizacion

La Tarea 2 buscO apoyar los estudiantes a la identificacion y comunicacion de la
generalizacion de la estructura espacial. Fue disefiada, tal como se presenta en la Figura 4.9,
con el fin de observar el pensamiento de los estudiantes cuando requieren encontrar y
proponer estrategias para encontrar el total de cuadritos que se necesitan para cubrir un

rectangulo de cualquier tamafio.

Tareal

I.  En el siguiente espacio, dibuja un rectangulo del tamafio que td quieras y cabrelo con cuadritos
del tamafio que ti quieras

Encuentra una regla para hallar el nimero de cuadritos que |o cubren

Ahara, si te entregamos un rectangulo cubierto de cuadritos, sin importar su tamaio,

¢[ué regla usarias para hallar el nimero de cuadritos que lo cubren?

Figura 4.9: La Tarea 2 de la Actividad 2

Tal como lo muestra la Figura 4.9, la pregunta se disefié bajo un contexto, pensado en que
ellos mismos crearan una cuadricula rectangular del tamafio que quisieran®, observaran y
comunicaran su estructura, y a partir de ella propusieran una regla donde comunicaran la

estructura espacial de manera general.

Para desarrollar la Tarea 2 con el grupo se destinaron 90 minutos de clase, donde cada
estudiante de forma individual comunico sus pensamientos en la hoja de trabajo que se le

entrego. Cada uno trabajé de forma individual en su hoja de trabajo, y eventualmente, junto

8 Se pidi6 que crearan una cuadricula “ya cubierta por cuadritos”, pensando en apoyar los estudiantes a la
identificacion y comunicacion de la estructura espacial, mas no pensando en apoyarlos a que midieran la
superficie rectangular a partir de la unidad de medida, teniendo en cuenta que sus lados podrian no ser
divisores de los lados del rectangulo.
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con el acompafiamiento del profesor, quien paso por los puestos de trabajo observando sus
respuestas, con miras a apoyarlos para que pudieran comunicar al mMA&ximo sus
pensamientos en torno a la generalizacion de la estructura espacial, y teniendo en cuenta la

dificultad que podia generar para algunos dicha comunicacion.

El analisis de las respuestas de los estudiantes en torno a la generalizacion de la estructura,
es decir, la “regla” que construyen a partir de la pregunta de la Figura 4.9, y que usarian
para hallar el nimero de cuadritos que cubren un rectdngulo cubierto sin importar su

tamafio, permitié identificar dos grupos de acuerdo con sus niveles de pensamiento:

v"El primer grupo conformado por el 6% (2 estudiantes) no logrd identificar ni comunicar
la estructura de manera general, ya que al proponer la regla, la comunicaron como una
multiplicacién entre la cantidad de cuadritos de la fila y la cantidad de cuadritos de la
columna, sin relacionar la multiplicacion con la identificacion de la estructura espacial
rectangular. Esto me permitié ubicarlos en un nivel de pensamiento parcial de la

estructura, ya que comunicaron la regla de forma operacional (Skemp, 1976).

v El segundo grupo conformado por el 94% (29 estudiantes) logré identificar y comunicar
la estructura espacial de manera general, i.e. la generalizacion de la estructura espacial,
ya que cuando propusieron o construyeron la regla, la comunicaron de diferentes
maneras, pero siempre mostrando el reconocimiento de la estructura espacial
rectangular, asi las palabras usadas no la describieran de manera explicita, tal como se
puede observar en la Tabla 4.4. Este proceso me permitié ubicar al grupo en un nivel
de pensamiento estructural avanzado, segun los niveles de pensamiento planteados en la

Seccion 2.7 del Capitulo 2.
Las formas en que los estudiantes comunicaron la regla de forma general, de acuerdo con

los dos niveles de pensamiento identificados, se pueden clasificar y describir como se

observan en la siguiente Tabla 4.4:
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Tabla 4.4: Los niveles de pensamiento observados en el grupo de estudiantes a partir de la regla

gue comunican en la Tarea 2 de la Actividad 2

Nivel de Forma en la que comunican la % Regla que usarian para encontrar el nimero total de
pensamiento generalizacidn de la estructura cuadritos que cubren un recténgulo de cualquier tamafio
espacial . .
P (Ejemplos textuales de los estudiantes)
“Primera cuento cuantos cuadritos hay en una fila, luego cuento
o cuéntos cuadritos hay en una columna y multiplico los dos
REEDH"JEIHZI“EIMD resultados y me da el resultadn”
parcial de la .
estructura [Ante esta afirmacidn el profesor le prequnta: iPara qué
(el Miran “Cusintos” cuadritos hay en una cuentas los cuadritas de /as filas y de las colimnas?]
ive
estructural fila y en una columna y multiplican las 6% “Los cuento para saber cuantos cuadritos tiene la columna y
parcial) cantidades cuantos tiene la fila"
[Nuevamente el profesor pregunta: 4For qué si multjplicas
% estas nimeras obtienes gl resultado?]
0
“Porque si los cuento uno por uno (los cuadritos) me da lo
mismo, o sea el mismo nimero”
L _ “Multiplico el nimera de cuadritos que hay en una fila por el
E“E”tﬂ';.l el T‘“;”E,r” denﬂéjaﬁ'ms En nimerao de filas que tenga el rectangulo”
una fila y "el ndmera” de filas y
muttiplican los nimeros 42% | "Pues yo contarfa el nimero de cuadritos que hay en una fila y
multiplico por el nimero de filas"
Euentanl a ?,Entldad_ dE,,Euad_mDS e 0 Yo multiplicaria la cantidad de filas por la cantidad de unidades
una fila y "la cantidad” de filas y 13% de [a fila. Fiemplo: 5xB=30"
multiplican las cantidades - HEmpIE:
Cuentan "el ndmero” de cuadritos en e ) . .
' - una fila y "la cantidad" de filas y los 0% Multiplico el ndmerao de cuadritos que hay en una fila por el
econocimiento ilas”
y generalizacian multiplican ot de fles
de la estructura | Cuentan "l ndmera” de cuadritos en
. ila v el nimero" ; Multiplicaria el ndmero de cuadritos que tiene la primera fila de
(Nivel una fila y "el nimero" de cuadritos en
ructural una columna y multiplican las arriba por el nimero de cuadritos que tiene la primera columna
EstriC ';re)l cantidades de |a izquierda, asi yo |o harfa.
T " 235 | fhnte asta afirmacicn ol profasor le pragunta: éué reprsent
[Mostrando el reconocimienta de la nte esta afirmaciin el profesor Ie pregunta: ¢Lué representa
] estructura espacial coma una iteracitn para i el mimero de cuadritos que tiene ung columna?]
% de filas QSE dﬂpsﬂflje dEll nﬂm?rn de “Para mi representa el nimero de veces que sumo una fila"
cuadritos de la columna
Cuentan “la cantidad” de cuadritos en
una fila y “la cantidad” de cuadritos en
una columna y multiplican las
cantidades BY Multiplicaria |os cuadritos de una fila y de una columna y asi
0

[Mostrando el reconocimiento de la
estructura espacial como una iteracidn
de filas que depende de la cantidad de
cuadritos de la columna)

hallo el nimero de cuadritos que cubren el rectangulo
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De esta manera, el desarrollo y los resultados obtenidos, luego del desarrollo de la Tarea 2
me dejaron 4 reflexiones principales, en torno al proceso desarrollado por los estudiantes:

v El primero de ellos fue observar el progreso de los estudiantes hacia la generalizacién y
comunicacion de la estructura espacial, en comparacion con la Tarea 1 de esta
Actividad 2, en la que el 29% de los estudiantes se ubicaba en un reconocimiento
parcial o global de la estructura, bajando asi el porcentaje de este grupo al 6%. De igual
manera el 71% que se habia ubicado en un nivel de reconocimiento estructural, avanzo
al nivel estructural avanzado que implico la generalizacion y comunicaciéon de la

estructura espacial rectangular, alcanzando un total del 94%.

v El segundo fue poder resaltar que el grupo, en general, pudo relacionar la estructura
espacial rectangular, o generalizacion que propusieron, con una “regla” que les permitia
encontrar el nimero total de cuadritos de un rectangulo de cualquier tamafio; es decir la

estructura de la formula de area del rectangulo

v' Latercera es resaltar que haber apoyado a los estudiantes por parte del profesor pasando
por sus puestos de trabajo explorando sus pensamientos, sirvio significativamente para
que centraran la atencién en los elementos cruciales de la estructura (nimero de
cuadritos por fila, la iteracion y la relacion de dependencia entre la fila y el nimero de
cuadritos de la columna) para que asi pudieran identificarla y comunicar mejor sus

pensamientos.

v Y la cuarta, a raiz de las dos anteriores, fue observar y concluir que el grupo en general
identificé y comunico la estructura espacial rectangular, por tanto se penso en proponer
una situacién que permitiera ver otro posible proceso de generalizacion, e identificacion

de estructura, a partir del conteo del nimero de cuadritos que componen cuadriculas.

Asi, se procedid con el trabajo de la Actividad 3, que se enfoc6 a observar como podian
comunicar posibles formas de generalizacion para el conteo del nimero de cuadritos que

componen lo que llamo “bordes” de cuadriculas dadas.
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4.2.3 Actividad 3: Observando posibles formas de identificar y comunicar
estructura espacial de manera general en una situacion especifica:
Encontrando el nimero de cuadritos que bordean una cuadricula dada

La Actividad 3 se disefid con el propdsito de continuar explorando el pensamiento de los
estudiantes, en cuanto a la identificacion de la estructura espacial de area rectangular, en un
contexto distinto al que habian trabajado inicialmente de contar cuadritos en cuadriculas
determinadas. Se queria corroborar si estaban viendo las agrupaciones horizontales y
verticales que habian manifestado al finalizar la Actividad 2. En esta Actividad ya no tenian
la cuadricula para contar cuadritos, sino que a una cuadricula dada debian ponerle un borde
con cuadritos de un color dado. Para ello se disefiaron 2 preguntas que estructuraron la
actividad en torno a colocar bordes de cuadritos alrededor de una cuadricula dada, y luego,

alrededor de cuadriculas que ellos mismos proponian (ver la Figura 4.10).

Pregunta I uiero poner un borde azul, de un cuadrado de ancho, alrededor de esta cuadrado.

¢Cuéntos cuadritos necesitaré para el borde?

Pregunta Z:Ahora escoge cuadrados de diferentes tamaiios y ponles un borde de color de un cuadrado de ancho

¢0ué puedes decir sobre el nimero de cuadritos que se necesitan para el borde, en los casos que escogiste?

Figura 4.10: Las preguntas 1y 2 dadas en la hoja de trabajo de la Actividad 3

En esta actividad se presto especial atencién a la segunda pregunta, la cual se disefié para
observar la creacion de cuadriculas de distintos tamafios con sus bordes correspondientes y,
especificamente, para observar formas de conteo que involucraran la identificacion de una

misma estructura espacial para los casos propuestos, que luego podrian comunicar.
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Luego de observar las estrategias de los estudiantes que iban comunicando a medida que
respondian, en especial en la pregunta 2, el profesor observé la ambigliedad de algunos de
sus pensamientos en torno a la identificacion de una posible estructura, por lo que
reflexiond en cuanto a la poca efectividad de esta pregunta y propuso una ‘“tercera
pregunta” que les permitiera centrar la atencion en observar y comunicar una estrategia

para encontrar el nimero de cuadritos en el borde:

Pregunta 3: ¢ Como harias para saber cuantos cuadritos hay en el borde de un cuadrado,

sin importar su tamafio?

En torno a esta pregunta gird mi observacion centrada en la identificacién y comunicacion
de una posible estructura, y luego la socializacion de clase que busco que los mismos

estudiantes compartieran con el grupo las formas creadas e ideadas por ellos mismos para

encontrar el nimero de cuadritos.

Figura 4.11: Ejemplos de cuadriculas propuestas por los estudiantes mismos, para luego hacerles
un borde’

Para desarrollar las tres preguntas y la discusién de clase se destind un total de 90 minutos.
En la primera parte de la clase (65 minutos) los estudiantes se centraron en solucionar cada
una de las preguntas de forma individual, o con el acompafiamiento del profesor en los

casos que alguna pregunta no les fuera clara. En la segunda parte (25 minutos) se dio la

% La respuesta del estudiante de la figura del centro fue revisada para sefialar el uso incorrecto del signo igual
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discusion de clase guiada por el profesor, pero protagonizada principalmente por los
estudiantes, quienes compartieron con sus comparieros las estrategias planteadas para
cuadriculas propuestas por ellos mismos en respuesta a la pregunta 3, a medida que las iban

explicando. Tres estrategias socializadas por ellos se pueden ver en la Figura 4.11.

A partir de las estrategias de trabajo comunicadas por los estudiantes, especificamente en la
pregunta 3, esto es, en torno a posibles formas de conteo de los cuadritos del borde de

cuadriculas dadas, sin importar sus tamarfios, se identificaron tres niveles de pensamiento:

v'Un primer grupo conformado por el 13% (4 estudiantes) identifica y comunica la
estructura de forma parcial o incompleta, ya que ignoran las esquinas de los bordes. 3
estudiantes la comunicaron como una multiplicacién del nimero de cuadritos de la fila
por 4, y 1 como una suma. Sus respuestas me permitieron ubicarlos en un nivel de
pensamiento parcial de la estructura, ya que, si bien reconocen partes de la estructura,

no identifican la generalidad de la cuadricula dada con la estructura del borde.

v/ Un segundo grupo conformado por el 23% (7 estudiantes) describié y comunico el
conteo de los cuadritos del borde, usando una estructura valida que involucraba el uso
de la fila para cubrir o construir los bordes. 3 estudiantes relacionaron el nimero de
cuadritos de uno de los bordes (la fila de la cuadricula “aumentada en 2 cuadritos™)
para cubrir los lados superior e inferior, y luego los cuadritos de la columna para los
lados laterales (ver la estrategia de la parte derecha de la Figura 4.11), luego sumaban
cada una de las cantidades para obtener el total de cuadritos que bordeaban el cuadrado.
4 estudiantes tomaban uno de los bordes, lo sumaban 4 veces y restaban las esquinas.
En la Figura 4.12 se observa el ejemplo dado por uno de ellos en el que sefala las 4
esquinas con un “4” para indicar que las esta restando (y no que cada esquina vale 4,
como se podria interpretar a primera vista). Las formas de pensamiento de este segundo

grupo me permitieron ubicarlos en un nivel de pensamiento estructural
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Transcripcidn:

el . sumar |a parte de

_ it 7 s abajoy la de arriba
';\ \ I I [

[ \ y los de los lados.

'E % 1 ‘ Lo que yo hice es
[,

J a8 Tubts coid, - : Ejemplo...

el resultado

] l _.  | Luego resto 4 para
t

Figura 4.12: Un estudiante que reconoce el nimero de cuadritos del borde mostrando que los
cuadritos de las esquinas los habia repetido en el conteo inicial

v Y un tercer grupo conformado por el 64% (20 estudiantes) identificd la estructura de
manera uniforme y la comunic6 de manera general, a partir de dos estrategias

observadas:

e La primera estrategia comunicada por un 38,5% (12 estudiantes) consistié en
construir los bordes, o contar el nimero de cuadritos que lo conforman,
relacionando la fila de la cuadricula con el cubrimiento de los 4 lados del cuadrado

y luego sumar sus esquinas (ver Figuras 4.13 y 4.14).

e Por su parte a través de la segunda estrategia comunicada por un 25,5% (8
estudiantes) consistio en la identificacion la pieza completa (conformada por la
cuadricula y el borde). Alli reconocian que la pieza contenia la cuadricula dada,
entonces para encontrar el nimero de cuadritos del borde debian restarle a la pieza

el nimero de cuadritos de la cuadricula (ver la Figura 4.15).
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Transcripcion:

¢Cémo hacemos
para saber cuantos
cuadritos hay en el
borde de un
cuadrado, sin
importar su
tamain?

Cuento el ndmero
de cuadritos en una
fila [sefiala con la
flecha la fila), lo
multiplico por 4 y al
resultado |e sumo 4
[sefiala el cuadrito
rojo de la esquina
superior izquierda]

Figura 4.13: Un estudiante que cuenta el nimero de cuadritos en una fila, las multiplica por 4 y
suma las esquinas, mostrando su respuesta con un ejemplo figural

Y despues, lo muthplico x4 me&emplo un cvado de HyA

drifog que resecio parar Dordkor un cvadre de. BxH

onmerace Iode mito cuadiog coadlon tiene el® PQ‘YQ peror el cuad

\
o Forte vganor son 5 ertones miteleo 564+120 4 por e

s esqunos Y ™ da de. esulinclo 24 erfbness €35 Serian |

Q8 cuq

Figura 4.14: Un estudiante que cuenta el nimero de cuadritos en una fila, las multiplica por 4 y

suma las esquinas, usando su lenguaje natural
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Transcripcidn:

Mi estrategia
SEria que
multiplico la
primera
columna del
borde por la fila

i del borde, y
XU = YT | luego resto el

nimero de
3 cuadritos que
i tiene el

cuadrado de
adentrao.

Figura 4.15: Un estudiante identifica la pieza completa (la cuadriculay el borde) y resta la
cuadricula dada

Las 2 estrategias comunicadas por este tercer grupo me permitieron ubicarlos en un nivel de

pensamiento estructural avanzado.

Las estrategias mostradas por los estudiantes en cada nivel de pensamiento me permitieron
reconocer sus potenciales para observar las regularidades presentes en esta actividad que
involucraba un mayor nivel de complejidad, ya que podian relacionar, de alguna manera, la
estructura espacial de las cuadriculas propuestas por ellos mismos con el borde que ellos le
ponian. Las estrategias que idearon y comunicaron se pueden clasificar y describir, de

forma general, en 7 formas diferentes ilustradas en la Tabla 4.5.
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Tabla 4.5: Los niveles de pensamiento observados en el grupo de estudiantes a partir de la
Pregunta 3y sus estrategias mostradas desarrollada en la Actividad 3

Regla que usarian para encontrar el
nimero total de cuadritos que se

Nivel de Forma en la que identifican y comunican la Total necesitan para el borde de un rectangulo
pensamiento generalizacidn de la estructura o, de cualquier tamafio
(Ejemplos textuales de los estudiantes)
Reconocimiento
parcial de la
estructura Distingue la fila del borde de la fila del cuadrado 13% “Miraria la fila del borde que es més grande
(Nivel dado, pero al contar los cuadritos del borde ignora que el cuadrado que nos dan y la multiplico
estructural que se repiten |os cuadritos de las esquinas 4Est. por 4"
parcial)
13%
Encontraria el nimero de cuadritos de una fila del . tetln e:n;llthls:"lszrdl: ZL:TEDT;E ﬁ:acdar:t?jagujg
Reconocimiento | borde para cubrir dos lados de la cuadricula, luego 0% gac o por £ ¥
. cuadritos que tenga una fila del cuadrado de
de la estructura | suma dos filas o dos columnas para completar el | g fgt .
(Nivel borde - | adentro por 2 y los nimeros que me den los
estructural) sumo”
23% Encontrarfa el namero de cuadritos de una fila del | 13% Sumar s 4 lados de bnr.dE' segin as
o . unidades que hay en cada fila y restar las
borde, la multiplica por 4 y |e resta las esquinas 4 Fst I
- Esquinas
“Lo que harfa seria multiplicar al nimero de
Estrunt.ur'an Encontrarian el namero de 725% | cuadritos que hay en cada fila por 4 porque
a par‘t.lr' de | ynidades de una fila, Io multiplican estoy cubriendo cada lado del cuadrado, y
la fila por 4 y le sumarian las esquinas TEst después |e sumo los 4 cuadritos de las
esquinas y asf me daria el total del borde”
38.5% “Todos los bordes se pueden hallar de la
Construirfan el borde a partirde 4 | 1g% misma forma; En cada lado del cuadrado le
R it filas que ubicarian a los lados y le pones una fila con el mismo ndmero de
EEDME;”{]IEF f 12 Est agregarian las 4 esquinas a st cuadritos del cuadrado, luego simale 4
gs:frruami: cuadritos que son las esquinas del borde”.
(Pensamiento Encontrarfan el ndmero de
estructural cuadritos de la pieza (cuadricula y . “Mi estrategia seria que multiplico la primera
avanzadn) Estructuran | borde) y e restarian el ndmero de 22.5% columna del borde paor la fila del barde, y
BA% la pieza cuadritos del cuadrado dado TEst | luego resto la cantidad de cuadritos que tiene
[area mayor — el cuadrado de adentro”
area menor]
25.5% Reconoce la pieza como la ;
;i . ;i Bordear el cuadrado es hacer un cuadrado
cuadricula con 2 cuadritos mas de ) . )
ancho, donde al quitar Ja 9, de la misma medida encima del cuadradn,
8 Est. cuadricula obtendria el borde [ Est pero ton 2 nuadm?ns mas de ancho y
[superficie mayor — - | entonces |e quito el primer cuadrado y ahi me
szfperficie meynor] queda el borde buscado”
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4.3 Resumen

En este capitulo se presentd y describi6 el proceso desarrollado por los estudiantes para la
identificacion y comunicacion de la estructura espacial de cuadriculas, para luego apoyar su
posterior generalizacién, a partir de las dos actividades propuestas para el alcance de este
proposito, las Actividades 1 y 2. La identificacion de la estructura espacial de cuadriculas
se continud explorando a través de la Actividad 3, en la que requerian bordear con color
cuadriculas dadas. A continuacion, se presenta el resumen de los alcances de los nifios en

su desarrollo de pensamiento, luego de cada actividad.

4.3.1 Actividades 1y 2: Apoyando el reconocimiento, la comunicacion y
generalizacion de la estructura espacial
En el desarrollo de estas actividades quiero resaltar la utilidad de Geogebra en el proceso de
ensefianza de la Actividad 1, apoyando en los estudiantes la identificacion de una nueva
unidad compuesta, conformada por los cuadritos agrupados en la primera fila, que luego
podian usar de manera dindmica para cubrir el rectangulo dado. Este recurso los involucrd
en un proceso de discusion de clase, guiado por el profesor, en el que podian ver la
variacion y relacion entre el nimero de filas usadas para el cubrimiento y el nimero de
cuadritos de la columna. Al finalizar la Actividad 1 el 42% se ubic6 en un nivel de
pensamiento estructural (13 estudiantes) y el 58% de los estudiantes (18 estudiantes) en un

nivel de pensamiento parcial de la estructura.

Posteriormente en la Actividad 2, buscando continuar apoyando la identificacion vy
comunicacion de la generalizacion de la estructura espacial, luego de la Tarea 1 el 71% de
los estudiantes se ubicd en un nivel de pensamiento estructural (22 estudiantes) y el 29% en
un nivel de pensamiento parcial de la estructura (9 estudiantes). Luego, al finalizar la Tarea
2, solo el 6% de los estudiantes (2 estudiantes) se ubico en un nivel de pensamiento parcial
de la estructura y el 94% (29 estudiantes) identificaron la relacion entre las dos variables
involucradas en la estructura espacial: el nimero de cuadritos de la fila, y el nimero de
cuadritos de la columna (el niamero de filas) encontrando diversas formas de comunicarla

en sus propias palabras, es decir usando un lenguaje natural (Mason, 1999), tal como se
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puede observar en la Tabla 4.4. Esto me permitié caracterizarlos en un nivel de pensamiento
estructural avanzado. En la Figura 4.16, se observa el progreso en los niveles de pensamiento

estructural luego de las Actividades 1y 2.

Progreso en los niveles de pensamiento de los estudiantes
100%
90%
a0 e
70% —— 7
60% —— —
Porcentaje 0%
1€ 20% — /
30% 4
20% 4
0 /
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% At"d/dZ Actividad 2
. ctivida ctivida
Actividad (Tarea ) (Tarea 2)
=—Estructural avanzado 0% 0% 34%
===[structural 4% 1% 34%
Estructural parcial a8% 29% 6%

Figura 4.16: El progreso de los estudiantes en sus niveles de pensamiento en torno a la
identificacion y generalizacion de la estructura espacial, a partir de las Actividades 1y 2
De este modo se pudo ver que el proceso de generalizacion de dicha estructura permitio apoyar
a los estudiantes a dar un pequefio paso al inicio del desarrollo de su pensamiento algebraico, es
decir, la identificacion y generalizacion de la estructura espacial de area rectangular como

una puerta de entrada al desarrollo del pensamiento algebraico.

4.3. 2 Actividad 3: Encontrando el nimero de cuadritos que bordean una
cuadricula dada
Luego de observar las estrategias comunicadas por los estudiantes para contar y bordear con
cuadritos de un color determinado, cuadriculas dadas, en el desarrollo de la Actividad 3 fue
posible reconocer sus potenciales para observar regularidades presentes en situaciones de
mayor complejidad, al tener que relacionar la estructura espacial de la cuadricula a bordear con
el borde que ellos mismos le ponian. Al finalizar la actividad, el 64% de los estudiantes (20
estudiantes) evidencio estar en un nivel de pensamiento estructural avanzado, el 23% en un
nivel de pensamiento estructural (7 estudiantes) y el 13% de los estudiantes (4 estudiantes) se

ubico en un nivel de pensamiento estructural parcial. Estos niveles se presentan en la Tabla 4.5.
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Capitulo 5: Resultados, reflexiones y aprendizajes del

estudio

El proposito de este proyecto era identificar los alcances de una innovacion curricular—
disefiada con la intencion de apoyar el reconocimiento de estructura espacial de area
rectangular—en el desarrollo de pensamiento algebraico de un grupo de estudiantes de
Grado 5°. En el Capitulo 1 subrayé la importancia de la comprension, por parte de los
estudiantes, del tema de medicion de area rectangular ya que dicha comprension es central
en el aprendizaje de las matematicas escolares; también sefialé la necesidad de considerar el
tema de la estructura espacial de area rectangular como un foco de atencion fundamental
para el disefio y desarrollo curricular de las matematicas escolares en el nivel elemental. En
el transcurso del desarrollo de este proyecto me hice consciente de que la identificacion de
la estructura espacial de area rectangular, ademas de apoyar el desarrollo de pensamiento
algebraico por medio del estudio de la variacion y el cambio, representa un espacio muy
significativo para el desarrollo de razonamiento multiplicativo, como lo evidencian los
resultados de la actividad de aula presentados en el capitulo anterior. Estas evidencias, asi
como las conclusiones y reflexiones alcanzadas, que presento en este capitulo, son producto
del desarrollo de ciclos de indagacion en el aula y reflexién, en los que me involucré como
profesor y como estudiante de los procesos de pensamiento y aprendizaje de los estudiantes
de Grado 5°. El resultado del desarrollo de estos ciclos de indagacion sistematica y
reflexion sobre mi accion como profesor esta representado en un cambio significativo de
mis concepciones® (i.e., mi conocimiento y creencias, mi actitud y disposicién como
profesor) sobre las matematicas escolares, su ensefianza, y aprendizaje; en otras palabras:
un cambio de paradigma en relacion con la naturaleza del conocimiento matematico vy el

mejoramiento de mi préactica profesional como profesor de matematicas.

19'\/er Agudelo-Valderrama, Clarke y Bishop (2007)
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En este capitulo se presentan los resultados del estudio, asi como las reflexiones y
aprendizajes alcanzados de mi proceso de aprendizaje profesional, durante el desarrollo de
este proyecto, en relacion con el foco disciplinar del proyecto, su ensefianza y aprendizaje.
En la Seccion 5.1 se presenta un resumen de los resultados ya expuestos en el Capitulo 4, y
la Seccion 5.2 se ocupa de la descripcion de mis reflexiones, y la explicacion de los
aprendizajes que considero mas relevantes, en conexion con la situacion problematica de

mi practica de ensefianza, descrita en el Capitulo 1.

5.1 Resultados del estudio

La identificacion de la estructura espacial que subyace a la formula de area rectangular se
convirtio en el foco central de la innovacion curricular, o secuencia de actividades, que fue
Ilevada al aula con el fin de explorar posibilidades de apoyo al desarrollo del pensamiento
algebraico en el grupo de estudiantes de Grado 5°. Asi, las secuencias de actividades fueron
disefiadas teniendo como referentes centrales las potencialidades y necesidades de
aprendizaje de los estudiantes, que fueron identificadas mediante las actividades de
exploracion de su pensamiento en cada fase del trabajo. A continuacion presento los
alcances del trabajo de aula del estudio principal o Fase 2 del proyecto (Actividades 1, 2 y
3), en relacion con la identificacion de la estructura espacial y el desarrollo de pensamiento
algebraico. Como ya se advirtid, los resultados del trabajo de aula que se convirti6 en Fase
1, o piloto, se presentan en el Apéndice 1.

5.1.1 Resultados del trabajo en las Actividades 1 y 2: Apoyando el
reconocimiento, la comunicacién y generalizacion de la estructura
espacial

Al final del proceso desarrollado en las Actividades 1y 2, el 6% del grupo de estudiantes

evidencio reconocimiento de la estructura de una cuadricula como un conjunto de filas o de

columnas; esta fue una “identificacion parcial de la estructura”, ya que si bien reconocian el
cubrimiento de un rectangulo como una organizacion de cuadritos por filas, para encontrar
el total de cuadritos que lo cubren multiplican el nimero de cuadritos de la fila por los de

ya columna, pero explican que “multiplicar es mas facil” porque “no toca hacer el conteo”,
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por ejemplo, de a “uno en uno”; esto se interpreta como ausencia de identificacion de la
estructura de la multiplicacion en la organizacion del total de cuadritos de las cuadriculas

dadas.

El 94% del grupo de estudiantes (29 estudiantes de 31) logré avanzar hacia el
reconocimiento de la estructura espacial de una cuadricula, ya que a partir del
reconocimiento de “el nimero de cuadritos de una fila” como una nueva unidad para el
conteo, “una unidad compuesta”, que se itera para completar la cuadricula (o para cubrir un
rectangulo), comunicaron la generalizacion de la estructura espacial de cualquier
cuadricula. Este logro en el desarrollo de razonamiento de los estudiantes, se convierte en
lo que yo considero el fulcro o punto de apoyo para el desarrollo de pensamiento
multiplicativo y, eventualmente, algebraico, teniendo en cuenta que, mas adelante,
identificaron que habia dos cantidades que cambian (que pueden tomar diferentes valores),
presentes en la situacion: el nimero de cuadritos de la fila y el nimero de filas. Este 94%
del grupo de estudiantes reconocié y comunico a partir de una “regla”, creada por ellos
mismos, que para encontrar el nimero total de cuadritos que cubren un rectangulo de
cualquier tamafio debia tenerse en cuenta cuantos cuadritos hay en una fila y en una

columna, comunicando su regla de conteo de la siguiente manera:

e El ndmero de cuadritos de la fila por el nimero de filas (13 estudiantes)

e El nimero de cuadritos de la fila por el nimero de cuadritos de la columna (16
estudiantes). Este segundo subgrupo explico que el nimero de cuadritos de la

columna representaba el nimero de filas.

La regla comunicada por este grupo de estudiantes equivale a identificar y comunicar la
generalizacion de la estructura espacial (o el patron matematico) que subyace a la formula
de area rectangular; es decir, se evidencia un reconocimiento de la estructura multiplicativa

presente, y un aprendizaje relacional de la estructura espacial rectangular.
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5.1.2 Resultados del trabajo en la Actividad 3: Encontrando el numero de
cuadritos que bordean una cuadricula dada
Los resultados de la Actividad 3—propuesta con la intencion de continuar apoyando la
identificacion de estructura espacial de area rectangular, pero en una situacion contextual
de mayor complejidad, luego de los resultados identificados en las Actividades 1 y 2—
fueron una muestra de la firmeza de las construcciones conceptuales de los estudiantes,
evidenciadas en las estrategias que propusieron, cuando en el contexto de cuadriculas dadas
0 imaginadas por ellos que, debian bordearlas, pues identificaron un patrén, usando la
representacion grafica y el lenguaje natural para comunicarlo. Esto se tradujo en que el
64% del grupo de estudiantes pudo comunicar la generalidad, esto es el patron, y se ubico
en un nivel de pensamiento estructural avanzado (ver la Seccion 2.3, Capitulo 2): El 23%
del grupo se ubicd en un nivel de pensamiento estructural, y el 13% en un nivel de
pensamiento estructural parcial. Las formas de comunicacion de dicho patrén se pueden

observar en la Tabla 4.5 del Capitulo 4.

Los estudiantes que alcanzaron un nivel de pensamiento estructural avanzado encontraron
diversas formas de comunicar la generalizacion de la estructura en sus propias palabras, es
decir, usando un lenguaje natural (Mason, 1999), sin tener que hacer uso del lenguaje
“simbolico” presente en la formula del &rea del rectangulo, como tradicionalmente es
memorizada y replicada por los estudiantes de muchas aulas de clase en las cuales la
adquieren de manera instrumental ya que no entienden qué representan las letras (Agudelo-
Valderrama, 2002; Parra, 2018). Estos resultados son una muestra de la potencialidad que
tienen los nifios para la identificacion y comunicacion de regularidades y generalizaciones

(Mason et. al., 2014), ain en periodos cortos para el aprendizaje.

Al finalizar el desarrollo de la Actividad 3 pude constatar que el proceso desarrollado—que
partié de la exploracion inicial de las ideas matematicas de los estudiantes, en relacion con
el tema foco de atencion d este proyecto—me permitié detectar sus necesidades de
aprendizaje y, asi, apoyarlos de manera acorde en su construccion conceptual de la

estructura espacial de area rectangular; de igual manera, en la identificacion y
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comunicacion en su lenguaje natural de la generalizacion de la estructura presente—Ila
identificacion y comunicacion del patron—en una situacion de mayor complejidad, ya que
se requeria bordear cuadriculas de cualquier tamafio. La secuencia de actividades disefiada,
puesta en accion, observada y analizada permitio apoyar al grupo de estudiantes a dar un
pequefio paso en su proceso de desarrollo de pensamiento algebraico, esto es, la
identificacion y generalizacion de la estructura espacial de &rea rectangular se constituyo

en una puerta de entrada al desarrollo del pensamiento algebraico.

5.2 Reflexiones y aprendizajes

En esta seccion se presentan mis reflexiones y aprendizajes principales, a partir de la
situacion descrita en el Capitulo 1 (ver la Figura 1.1), la cual vivi en mi aula con Samuel y
Sara, situacion que rondé mi pensamiento y me motivé a estudiar la maestria en la que se
desarrollo este proyecto. Posteriormente se presentan unas reflexiones en torno al desarrollo

del proyecto en general.

5.2.1 Reflexiones y aprendizajes a partir de la situacion de aula vivida
con Samuel y Sara

La pregunta que origind la idea de desarrollar este proyecto, y que se muestra en la Figura

1.1 del Capitulo 1 fue:

¢ Por qué Samuel pierde el sentido de su conocimiento aritmético cuando se le
presenta una ecuaciéon como x — 20 = 151, en la que en cambio de aparecer
una caja vacia, hay una letra, y, ello, a pesar de su experiencia en la
manipulacién de expresiones con literales?

Esa dificultad de Samuel yo la atribuia a su desinterés por aprender el algebra de Grado 8°,
y esto fue algo que vivi con frecuencia en mi aula de clase, y me llevo a plantear y pensar
en torno a las dos siguientes preguntas, también descritas en el Capitulo 1, pero que en este

punto del desarrollo de este proyecto, entiendo, son mas complejas. Estas preguntas eran:

¢Acaso solucionar una ecuacion como x - 20=151, requiere el uso de
pensamiento algebraico?
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¢ Puedo como profesor esperar que Samuel le encuentre sentido a esa letra, que
la entienda como un nimero indeterminado, y que ademas opere con ella, solo
porque le muestro esa expresion simbdlica?

Inicialmente yo le estaba pidiendo a Samuel, y a sus comparieros, que operara con esa letra.
Asi pues, lo primero que identifiqué fue que Samuel, al igual que sus compafieros, no le
encontraba significado a las letras, entonces si no le encontraba significado a la x, menos
iba a operar con ella. De aqui, la propuesta de empezar a trabajar en contextos de donde
pudiera surgir la idea de “niimeros generales” para ver si los estudiantes lograban encontrar
un sentido de la generalidad, partiendo de la identificacion de cantidades especificas con las
que normalmente los estudiantes operan; para ello se escogid el tema de la estructura de
area rectangular, gracias a su versatilidad, teniéndose en cuenta que representa un contexto
propicio para identificar estructura porque los estudiantes tienen la opcion de manipular, de
tener y usar material concreto si se necesitara, y de vivenciar la variacion a parir de

cuadriculas de distintos tamafios.

El hecho de haber enfocado la atencion en la identificacion de estructura tanto espacial
como numérica me llevd a reconocer que practicamente a todo concepto matematico
subyace una estructura matematica, la cual puede tener diferentes formas de representacion
(no necesariamente simbolicas). Ademas, esto me hizo ver que, antes, en mi ensefianza del
algebra yo mismo no identificaba la estructura de los conceptos matematicos—ni era
consciente de que existia—y mucho menos la promovia en el aula como profesor. Un
ejemplo claro esta en que yo pensaba que lo que le preguntaba a Sara ([L]— 20 = 151)
era adecuado en un contexto aritmético (ver Figura 1.1), para empezar a promover su
pensamiento algebraico, sin ser consciente que este tipo de expresiones son aritméticas y
pueden promover un tratamiento netamente computacional, y no la identificacion de
estructuras aritméticas, de tal manera que éstas constituyan en un punto de partida para la

promocion de pensamiento algebraico.

Con esta tarea que le proponia a Sara y a sus compafieros, ni siquiera estaba promoviendo

un aprendizaje relacional, si lo considero en un contexto de trabajo aritmético (pensamiento
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numerico), puesto que solo estaba promoviendo un enfoque computacional, y pensaba que
porque hacia eso, ella estaba lista para empezar un trabajo con letras. Con lo anterior, estoy
resaltando que inicialmente yo solo estaba cuestionando lo que le estaba planteando a
Samuel, sin ser consciente que lo que le presentaba a Sara, también necesitaba ser
cuestionado, al ser poco adecuado para apoyar un aprendizaje relacional (Skemp, 1976). En
lugar de la expresion presentada inicialmente, en la que se ve el signo igual como el
indicador de una operacion, una respuesta, para apoyar un aprendizaje relacional seria mas

conveniente presentar, inicialmente, una expresion como:
[J] —20 =170-19

En esta expresion matematica se puede apoyar a los estudiantes para que construyan un
significado relacional del signo igual, estableciendo una equivalencia entre cantidades; sera
posible apoyarlos a que establezcan una relacion entre los sumandos de ambos lados de la

igualdad, donde se disminuye en 1 cada uno, es decir:

-1

7 X

171 | =20 =170—-19

N =7

-1

Situacion a partir de la cual estarian encontrando la estructura de la igualdad, relacionando
los términos involucrados. Cuando los estudiantes han reconocido la estructura que opera
en esa igualdad aritmética, aparece la posibilidad de considerar la misma estructura,
cambiando los numeros, y producir/comunicar una generalizacion de la estructura alli
presente. Lo anterior lo quise describir para resaltar que, en la Fase 1, durante el proceso de
ensefianza centré toda mi atencion en la medicion de las longitudes de los lados del
rectangulo, lo cual me permitié concluir que no habia creado espacios de aprendizaje para
que los estudiantes dirigieran su atencion a la identificacion de la estructura espacial y la

explicaran, conduciendo a los estudiantes a que recurrieran a las reglas de procedimiento
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para hallar &rea rectangular—reglas que, para ellos, eran mas practicas, pues las habian
aprendido en el grado escolar anterior (Grado 4°)—esto es, “simple: multiplicar el ancho
por el alto” para encontrar el area. Esta situacion fue reportada en el Capitulo 3, y ademas,
es algo que, segun mi experiencia, sucede en muchas aulas de clase, y que se reporta en
estudios como, por ejemplo, el de Nunes et al. (1993), favoreciendo escenarios en los que
se promueve un aprendizaje netamente instrumental. Los resultados de la Fase 1 crearon la
necesidad de replantear y mejorar la estrategia de ensefianza, creandose la Fase 2 del
proyecto, con el objeto de apoyar a los estudiantes para que centraran la atencion en la
estructura espacial. Los resultados del trabajo de la Fase 2 constituyen evidencia robusta del
potencial de los nifios para generar sus propias construcciones matematicas, comunicarlas y
avanzar a la identificacion de una estructura de mayor complejidad, en este caso: bordear
con cuadritos una cuadricula cualquiera, y establecer una regla que comunique el método

para hallar el nimero de cuadritos en el borde.

Finamente dentro del proceso desarrollado en torno a la situacion de aula vivida con
Samuel y Sara, y en este proyecto, ademas me encontré y quise hacer énfasis en las

siguientes reflexiones que quiero rescatar y compartir con el lector:

v' Para lograr una comprension sobre la profundidad de las preguntas con las que inicié el
trabajo de este proyecto fue necesario involucrarme en un proceso de reflexion y
metacognicidn que me permitid reconocer que ademds de “aprender mas” debia
“desaprender mucho”; esto me llevé a cuestionar mis conocimientos de las
matematicas, mis practicas de ensefianza y mi rol como profesor en los procesos de aula
que promovia. jSolo hasta el momento de iniciar mi proyecto, empecé a hacerme
preguntas relacionadas con el Qué, el Para qué, el Porqué, y el Como de la ensefianza

del algebra escolar!

v Consideraba que por presentarle a Samuel—y en general a mis estudiantes—ecuaciones
0 expresiones simbdlicas como la presentada en la descripcion de la situacion que dio
origen al desarrollo de este proyecto (ver la Figura 1.1), y entrenarlo en “la

manipulacion de tales expresiones”, Samuel entenderia que las letras representaban un
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namero indeterminado, i.e., cualquier nimero, y que ademas estaba desarrollando su
pensamiento algebraico. Desconocia que lo importante de mi ensefianza en el inicio del
trabajo algebraico escolar radicaba en poder apoyar a los nifios para que reconozcan
numeros generales: cantidades que cambian; cantidades indeterminadas, y ademas, para
que puedan operar con estos numeros indeterminados. En este sentido, percibir o
reconocer la incognita como una cantidad indeterminada (una manifestacion de
variable), o como “cualquier nimero” con el cual se puede operar, mucho antes de

pensar en encontrar el valor gue representa.

5.2. 2 Reflexiones y aprendizajes a partir del desarrollo del proyecto en
general
Mi motivacion inicial de entrar a la maestria fue tratar de responder muchas preguntas que
a diario me surgian como un cuestionamiento a mis practicas y papel como profesor,
preguntas sobre situaciones de mi aula de matematicas, de las cuales no entendia su
génesis. Hoy en dia veo que muchas de ellas se han clarificado, encontrando luces que,
creo, me han movido hacia un nivel profesional como educador, si considero que he
construido herramientas conceptuales cruciales que considero se constituyen en pivotes del
conocimiento del profesor de matematicas. Las profundizaciones alcanzadas sobre la
naturaleza del conocimiento matematico, con especial atencion al desarrollo del
pensamiento algebraico en el nivel escolar, su ensefianza y su aprendizaje, como ya lo
afirmé, tuvieron inmediata conexion con mi vision del “Curriculo”, al haberme impulsado a
cuestionarme sobre mis ideas y creencias en relacion con el Qué, el Para qué, el Porque, y
el Como de la ensefianza del algebra escolar. A continuacion comparto la mirada que tenia
en torno a cada uno de estos focos conceptuales, antes de iniciar este proyecto, y la vision
desde la cual hoy me posiciono como profesor (descrita con atencion al algebra escolar).

Este cambio sobre mis concepciones se ilustra en la Figura 5.1.
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Mi punto FINAL: Mis concepciones JESPUES de realizar el proyecto
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Figura 5.1: El cambio sobre mis concepciones como profesor, luego del desarrollo del
proyecto

1. Mi concepcion del algebra escolar se resumia en: Un conjunto de verdades absolutas y
estaticas, representadas por medio de expresiones simbolicas y reglas de procedimiento
cuyo fin radica en poder encontrar el o los valores numéricos que representaban los
simbolos (un enfoque absolutista de las matematicas). Ahora reconozco que esta debe
atender de manera natural, asi como en la historia, a dar solucién a problemas
particulares o familias de problemas que involucren trabajar y operar con cantidades
indeterminadas o desconocidas (identificacion de la variable), sin necesariamente
involucrar el uso de un lenguaje simbdlico de forma inicial, es decir, la veo como una
forma de expresar relaciones matematicas de forma general, esto es, la generalizacién

de patrones o de estructura matematica.
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v' La ensefianza del &lgebra a mis estudiantes se enfocaba en la transmision de lo que
yo consideraba era el algebra escolar. Ahora veo que mi tarea al ensefiar debe
centrarse en apoyar sus procesos de construccion conceptual, es decir la
construccion de las estructuras matematicas que conforman los conceptos en algebra
y en consecuencia las matematicas en general, i.e. apoyar el desarrollo del

pensamiento algebraico, esto es en Ultimas su pensamiento matematico.

v" El papel de mis estudiantes en el aprendizaje del algebra y de las matematicas era el
de receptores del conocimiento, de lo que antes consideraba el algebra escolar; es
decir un aprendizaje instrumental del algebra. Ahora veo que para que logren crear
un verdadero significado de lo que aprenden, es decir un aprendizaje relacional del
algebra, es necesario que ellos mismos logren atribuir significado a las variables
presentes en situaciones problema y, ademas, que logren reconocer cdmo estas se
relacionan, se operan y estructuran un patron, es decir que construyan y

comuniquen la generalidad.

v El curriculo lo concebia como una directriz organizativa de temas, contenidos y
objetivos de procedimiento (dada por el colegio a través de un curriculo
“manifiesto”), que me indicaban o explicitaban “qué ensefiar”, es decir, una mirada
de curriculo ligada a una perspectiva curricular por objetivos conductuales. Ahora
veo que el curriculo lo disefa el profesor y ademas debe contemplar los procesos de
ensefianza y aprendizaje que se viven en el aula y que lo empoderan frente a las
decisiones que toma en torno a qué ensefiar, como hacerlo y para qué hacerlo,
atendiendo a las experiencias vividas en el aula, al contexto, los pensamientos y
necesidades de aprendizaje de los estudiantes—una mirada de curriculo ligada a una
perspectiva curricular por procesos. Ahora puedo entender por qué, a pesar de las
recomendaciones curriculares del MEN (1998), de promover el desarrollo del
pensamiento algebraico desde grados de primaria, este se sigue concibiendo como
una asignatura de octavo y noveno en la que se ve la matematica, pero con “letras”,
y creo tener explicaciones para la siguiente pregunta que me surgié durante el

desarrollo de mi proyecto:
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¢, Por qué si los lineamientos curriculares de matematicas en Colombia, vigentes
desde 1998—y la comunidad internacional de educadores matematicos (e.qg.,
Agudelo- Valderrama, 2002;, Mason, 1999; Mason et al., 1999)—recomiendan
apoyar el desarrollo del pensamiento algebraico desde grados de primaria, mi
practica de ensefianza y la que he podido observar en el contexto de la institucion

en la que me desempefio no refleja esto?

2. Mi forma de concebir las matemaéticas y, en particular, el algebra escolar antes de
iniciar el proyecto repercutia directamente en mis practicas de ensefianza y en la forma
como veia el aprendizaje de mis estudiantes, ya que consideraba esta forma como la
“Gnica”. Estas concepciones tienen que ver con un sistema de creencias o “herencia
cultural” propias de la cultura colombiana, incluso internacional (Bishop, 2005), y los
paradigmas en los cuales he estado inmerso y he vivido como estudiante y como
profesor. De hecho, cuando reconocemos que existen “otras” concepciones, podemos
involucrarnos en procesos de reflexion que nos permiten confrontar y mejorar nuestras
practicas de aula y posicionarnos como profesionales de la educacion: competentes para
construir el curriculo, y consciente del curriculo que opera en nuestras aulas de clase
(Agudelo-Valderrama, 2006).

3. Las creencias sobre las matematicas se tornan no solo escolares, sino como lo mencioné
anteriormente, culturales. Esto lo pude evidenciar en el desarrollo de mi proyecto
cuando dos padres de familia de los estudiantes del curso en el que se implementaron
las actividades en la Fase 1 cuestionaron mi practica de ensefianza, y manifestaron su
inconformismo, argumentando que en trabajos como estos los estudiantes no
“avanzaban en temas”, y que los nifios se quedaban solamente “contando cuadritos”, y
que ademas para el Grado 5° “los nifios ya tenian que haber visto otra cierta cantidad de
contenidos”. Esto me hace ver que enfoques diferentes de trabajo en la ensefianza
pueden ser cuestionados por el contexto de la misma cultura, lo cual puedo interpretar
como un apego a las matematicas como ellos (los padres) las experimentaron en su

colegio y como un cierto “temor” al cambio.
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4. Antes de iniciar mi proyecto, siempre me centré en apoyar un aprendizaje instrumental
de las matematicas, y veia de manera fragmentada los contenidos en la escuela. Esto no
me permitia ver que los conceptos matematicos mantienen una estructura matematica
que permanece a través de los contenidos o focos disciplinares que hacen parte de una
estructura curricular escolar, solo que con distintos niveles de complejidad. Las formas
convencionales o instrumentales de presentar las matemaéticas a los nifios facilmente,
hoy en dia, las pueden encontrar en libros, en Internet o en la sapiencia de sus mismos
padres y familias quienes, en su mayoria, han crecido y aprendido en el contexto de una

cultura que les ha mostrado esta imagen sobre las matematicas.

5. Antes no me detenia a observar que practicamente a todo concepto matematico subyace
una estructura espacial y numérica, las cuales se encuentran relacionadas gracias a la
generalidad de su estructura matematica, o el patron matematico que lo forma. Bien lo
resaltan Mulligan y Mitchelmore (2009, p 33) al afirmar que “el poder de las
matematicas reside en las relaciones y transformaciones que dan lugar a los patrones y
las generalizaciones”. Asi, identificar y trabajar con la estructura matematica equivale a
alcanzar una profunda comprensiéon de los conceptos, y por ende se convierte en la

meta del aprendizaje de las matematicas (Mulligan y Mitchelmore, 2009, p. 33).

6. El impacto en mi vision como profesor, que tuvo el proceso de trabajo desarrollado en
este proyecto, fue identificado con mayor claridad cuando reconoci el papel que
jugamos los maestros en los procesos de contribucién al mejoramiento y desarrollo de
las practicas educativas, y al de la educacion matematica en general, como medio para
acercar al estudiante a la construccion de los conocimientos con significado, y al

reconocimiento de su entorno y realidad.

7. Ahora veo que el enfoque metodoldgico adaptado para el desarrollo de este proyecto,
centrado en un enfoque curricular por procesos que se fundia con los ciclos de
investigacién-accion y con la propuesta de investigacion de disefio, no deberia formar
parte solamente de un proyecto de grado, sino de mis précticas cotidianas de ensefianza

en el aula—quiza sin el mismo rigor de la sistematizacion que aqui se involucré—como
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una manera de realimentar y mejorar mis procesos de ensefianza. Esto lo vislumbro a
partir del disefio de tareas y actividades que pueda llevar a la accion para atender a las
necesidades de aprendizaje de los estudiantes, y que me permitan indagar sobre sus
procesos de pensamiento para apoyarlos a la construccion significativa de su

aprendizaje de las matematicas.
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APENDICE 1: LA FASE 1 0 ESTUDIO PILOTO

Este apéndice (que he llamado la Fase 1 o estudio piloto), describe el proceso desarrollado
por el grupo de estudiantes con el que se trabajo en el segundo semestre de 2017 durante la
Fase 1 del proyecto. Para ello, este se estructura a partir de dos secciones:

v SECCION 1: Resultados de la exploracion inicial del pensamiento sobre las ideas
matematicas de los estudiantes a través del cuestionario inicial y entrevista de

seguimiento

v SECCION 2: Descripcion de la secuencia de actividades desarrollada en la Fase 1 del

proyecto y de los resultados observados a partir de su puesta en accion

A continuacion se describe cada seccidn a partir de las preguntas (para el cuestionario) o

actividades (para la secuencia), sus propositos y los resultados observados en cada una.

SECCION 1: Resultados de la exploracién inicial de las ideas matematicas
de los estudiantes

La exploracién inicial del pensamiento de los estudiantes se realizd a través del
cuestionario de exploracion de las ideas matematicas de los estudiantes de la Fase 1, y su
correspondiente entrevista de seguimiento. EI cuestionario esta conformado por 6 preguntas
que se pueden observar en el Apéndice 2 (para facilidad de lectura y organizacion de la
informacidn de este apendice). Los propositos de cada una de las preguntas del cuestionario

se pueden ver en la siguiente Tabla 1:

Tabla 1: Las preguntas del cuestionario de exploracion inicial de la Fase 1 y sus propdésitos

PREGUNTAS PROPOSITO

| (bservar si los estudiantes miden correctamente longitud

) Observar las estrategias de |os estudiantes para el conteo de bolitas organizadas en forma rectangular

3.4 0yh Observar las estrategias de conteo de |os cuadritos que se requieren para cubrir rectangulos dados:

v" A partir de un cuadrito de cartan (Pregunta 3)
v" Dada la primera fila y la primera columna (Pregunta 4)
v A partir del cuadrito dibujado (Pregunta o)
v" Dada la primera fila (Prequnta B)
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El cuestionario, compuesto por las seis preguntas anteriormente descritas, se entrego6 a los
estudiantes de manera escrita, destinando un total de 90 minutos para su solucion. A
medida que los estudiantes lo desarrollaban, el profesor pas6 por sus puestos de trabajo
verificando que entendieran lo que se pedia que hicieran. En la Figura 1 se ilustra la

pregunta 1.

|.  La tortuga quiere comerse la hoja; para ello debe seguir el camino que se observa en la figura.
&0ué distancia en centimetros debera recorrer? (si no tienes una regla avisale al profesor)

&z

En el espacio siguiente, escribe la distancia que debe recorrer la tortuga, y explica a qué pusiste
atencian al medir:

Figura 1: La pregunta 1 del cuestionario de exploracion

En la Tabla 2 se presentan de manera general los resultados observados en esta pregunta
(P1), que centrd6 especial atencién en si los estudiantes sabian medir correctamente
longitud, mostrando que el 82% lo hace de manera correcta y el 18% restante encontrd

longitudes diferentes a la distancia pedida que es de 12cm.

Tabla 2: Las generalidades observadas en la medicion de longitud de la pregunta 1 y su entrevista de
seguimiento

CUESTIONARIO (PREGLINTA 1) ENTREVISTA DE SEGUIMIENTO

Descripcidn de la
medicitn de longitud Pregunta(s)
Generalidad | Total . g Propdsito que orientaron Respuestas de los estudiantes
(Ejemplos textuales de .
. la entrevista
los estudiantes)
Miden la
longitud de “|a tortuga tiene que Indagar con mayar
manera 80 recorrer [Zcm” profundidad sobre
adecuada ’ “Debe recorrer 12cm sus estrategias de N/A N/A
Encuentran |a porque con la regla me medician de
Jangitud did del 0 hasta el 12" |ongitud
exacta [Zcm
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De 3 estudiantes entrevistados se

concluyd que:

v' | usd una regla rota, midid
desde el 7. y no tuvo en cuenta

" distancia es 20 om Indagar con mayar | 4Cdma hiciste las unidades de medida, solo

Encuentran los d i " | profundidad sobre | para encontrar considerd el ndmerao final de la
|ungitudes 18% Enhauljia ﬁ:dpiggd[;sdqg“ sus estrategias de | la distancia que medicidn (20)

diferentes extremn & extremo” medicidn de debia recorrer | v | midid con la escuadra y no

longitud. la tortuga? prestd atencidn a los cm, sino

a las pulgadas que contd
v' | midid desde el uno, y no
desde el cero

En cuanto a las demas preguntas (P2, P3, P4, P5 y P6) que centraron especial atencion en
las estrategias usadas por los estudiantes para contar los cuadritos que cubren los
rectangulos dados, y debido a que en su mayoria cada estudiante no siguié un mismo patron
de conteo para cada pregunta, se obtuvo el promedio de cada nivel obtenido en cada una de

las 5 preguntas (nivel uno, dos y tres), tal como se puede ver en la Figura 2.

Niveles de conteo

90
80 Py
70 4 \(/\\ U
Lo |7 ~—— —
E 50 P Promedio Nivel Uno
o 40 N
g 30 % e D OS
20 N~ .
10 Promedio Nivel Dos
0 —rEg
YV > ™ Ne) © QO
R R Q R < <§>\ e Promedio Nivel Tres
™
QQ~

Figura 2: El porcentaje de los niveles uno dos y tres para cada pregunta (P2 a P6) y el promedio de todas,

identificados para el conteo de los cuadritos

De acuerdo con los resultados observados y el promedio obtenido que dio lugar a los tres
niveles de conteo identificados, y como se observa en la Tabla 3, se pueden clasificar las

estrategias de conteo tal como se pueden ver, obteniendo que:
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Tabla 3: Los niveles de pensamiento identificados a partir de las preguntas 2, 3, 4, 5y 6 y su entrevista de

seguimiento
CLUESTIONARID
(PREGUNTAS 2. 3. 4, 5 Y E) ENTREVISTA DE SEGUIMIENTD
Nivel /
Generalidad: Estrategias de
Generalidad: conteo .
£l canteo de (Ejemplos . Freg_]unta(s) fue Descriptares de Nimero de
. Total Propésito orientaron la respuestas de los .
los cuadritos textuales de . . estudiantes
que cubren s los entrevista estudiantes
rectangulos o estudiantes)
hacen...
Yo contaria de 2 en
" p lde4
Lino 9Est. | "Cuentodelen o 7 i
" Indagar con mayor ¢Podrias contar los "N veo otra forma
Contando: “De 2% | “Cuento de 7 en profundidad sobre sus | cuadritos de una forma de contar” I de 4
uno en uno” o p estrategias de conteo. | distinta 0 més répida? [— -
" " i Yo contaria de 4 en
e dos en dos i I de 4
Dos
|I'IdEIgEI[‘ sial f L. T "Purqug Bs una
- Multiplicando | 7 £ “Multipliqué el multiplicar estén GPEE;hunSEnSﬂIHTEUrlE:l(IE?S forma de obtener el
' ancho por el relacionando |a "
ELEEI,:I;EFDDD;? 955 altoy mE. din el multiplicacian con la ;IJHSE:EI:D; ilu;hsgu FFZT;T;[:E, E[;lﬁf Zdel
. u n .
pueden Exp’lmar resultado EStl}E:t:;stzﬁgﬁr[::| de total de cuadritos? EStr‘I.IE.tL;H‘,E'i
por qué espacia
funciona la
multiplicacian
¢Por qué cuentas en
~Contanda por |0 Est. | “Cuentode 4 en miltiplos de 4 6 67
|os nimeras de 4 Indagar con mayar
il |5 | it | T | o | P | 16
cua F'TDS) 0 E enf" g " | cuadritos de una forma peo p
una Eud”_T”a)( distinta o mas rapida?
cuadritos
Tres Indagar con mayor
profundidad sobre el
Mostrando un 9 Est “Multiplico el | conteo de los cuadritos | éPor qué si haces una "DorQUe BS COmo si
reconocimiento " | anchoyelalto, para saber si multiplicacian, puedes sumira oI B oor 4 ldel
de la 01 y me da efectivamente lo estén | obtener el ndmero de VEEESHP
estructura " | 6x4=24"| relacionandoconla cuadritos?
espacial de los estructura
cuadritos Espacial

v El nivel uno con el 32% (9 estudiantes) no reconoce ningun tipo de estructura para el

conteo Yy esta vinculado al reconocimiento y uso de una estructura aditiva, ya que cuenta
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por unidades simples o “de 2 en 2”. A partir de la entrevista de seguimiento se pudo
observar que un estudiante pasaria de contar de 1 en 1 a contar de 2 en 2, otro pasaria al

nivel uno “4” y el otro al dos.
v En el nivel dos con el 61% se encuentran 2 grupos:

e Un grupo con el 25% (7 estudiantes) realiza una multiplicacion de los cuadritos del
ancho y del alto para contar o encontrar el total de cuadritos. A partir de la
entrevista, se observd que 2 estudiantes ven la multiplicacion como una forma de
obtener el resultado—es decir una forma instrumental de ver la formula de area

rectangular, pero no la asocia con la estructura espacial.

e Otro grupo con el 36% (10 estudiantes) agrupa para el conteo los cuadritos por filas
o0 columnas, ya que los cuentan por multiplos segin como los hayan agrupado. A
partir de la entrevista realizada, un estudiante seguiria contando por filas, y el otro
contaria por filas o columnas, segun la agrupacién que mayor nimero de cuadritos

tenga (para contar mas rapido), ninguno reconoceria la estructura espacial.

v El nivel tres con el 7% (2 estudiantes) reconocen la multiplicacién relacionandola con

la estructura, es decir que observan una suma repetida.

En conclusion, la exploracion inicial de las ideas matematicas de los estudiantes mostré que
en general a través del cuestionario, el 82% del grupo de estudiantes sabe medir longitud de
forma correcta. Como el 18% del grupo no encontr6 la longitud correcta, para la secuencia
de actividades se considerd necesario prestar atencion a este aspecto. Ademas en general el
grupo esta distribuido en los tres niveles de pensamiento de forma equitativa, con mayor
proporcion en para quienes cuentan por filas (36%, 10 estudiantes), seguido de quienes
cuentan de 1 en 1 0 de 2 en 2 (32%, 9 estudiantes), y luego muy cerca los que multiplican
(25%, 7 estudiantes) y solamente el 7% (2 estudiantes) muestra un acercamiento al
reconocimiento de la estructura. Esto permitio que para la primera actividad de la secuencia
de actividades se centrara la atencion en saber qué entienden los estudiantes por medir una

longitud y particularmente en los lados de rectangulos.
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SECCION 2: Descripcion de la secuencia de actividades desarrollada en la
Fase 1 del proyecto

La secuencia de actividades desarrollada en la Fase 1 (o estudio piloto) estuvo conformada
por cuatro actividades disefiadas teniendo en cuenta los resultados de la exploracion de las

ideas matematicas de los estudiantes:

v" Medir longitud

v" Dibujar una cuadricula y comunicar su estructura,

v" Cubrir un rectangulo, reconocer y comunicar su estructura.
v" Comunicar la estructura espacial

En la Tabla 4, se observan las actividades junto con los propdsitos de cada una, asi como
las tareas que las compusieron. Para el andlisis de los pensamientos de los estudiantes,
mostrados para cada una de las actividades y en cada uno de los momentos, tuve en cuenta
los siguientes focos en los que centré mi atencion al momento de la observacion del trabajo,

y de la recoleccion y analisis de la informacion:

v ¢Qué entienden los estudiantes sobre lo que se les pregunta?
v ¢En dénde y en qué ponen su atencion?

v ¢Como justifican sus afirmaciones, declaraciones y/o generalizaciones?

Por tanto en esta seccidn se presenta una descripcion detallada de los resultados de cada

una de las 4 actividades
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Tabla 4: La secuencia de actividades de la Fase 1y sus propositos

ACTIVIDAD PROPOSITO TAREAS
Dibujando y construyendo una regla en
Explorar el significado de medir para los papel
estudiantes, cuando se involucran en el Medir |a longitud de una lana usando lanas
UNO: Medir proceso de medir longitudes. Ademas de distintas longitudes como unidad de
longitud apoyar al reconocimiento de las medida

dimensiones del rectangulo y llegar a un
acuerdo en |a forma de nombrar cada una

Medir la longitud de los lados de un
rectangulo y comunicar el nombre de sus
dimensiones

DOS: Dibujar una
cuadricula y
comunicar su
estructura

(bservar las estrategias que reconocen
|os estudiantes al observar y comunicar la
estructura espacial de cuadriculas de
distintos tamafios

Dibujar y comunicar |a estructura espacial
de cuadriculas observadas en fichas

Comunicar una estrategia que permita
dibujar la estructura de una cuadricula
cualquiera sin importar su tamaio

TRES: Cubrir un
rectangulo,
FECONDCEr Y

comunicar su

Observar los pensamientos que describen
y comunican los estudiantes al momento
de apoyarlos a que:

v Relacionen, las dimensiones de la
unidad de medida (unidad cuadrada)
con las del rectangulo, sin necesidad

Encontrar el nimero de cuadritos
necesarios para cubrir dos rectangulos
dados (sin necesidad de cubrirlos) y
explicar como |o encontraron

Describir lo que se observa y el nimero de
cuadritos que cubren 3 rectangulos que
donde varia el nimero de filas y 3 donde

varia el nimero de columnas

Encontrar el ndmero de cuadritos
necesarios para cubrir dos rectangulos

estructura de dibujarlas. dada la medida de sus dimensiones (sin
v" Reconozcan y comuniquen de manera | necesidad de dibujarlos) y explicar camo lo
general su estructura espacial encontraron
Encontrar una estrategia que permita
encontrar el nimero de baldosas que
cubren un rectangulo de cualquier tamaiio
usando una ventana en Geogebra
CLATRD: o Comunicar “por teléfono” la estructura
Comunicar la Apoyar la comunicacian de la estructura espacial de dos cuadriculas
de |a estructura espacial en el contexto de
estructura medician de &rea Observar las formas de comunicacicn de
espacial medicidn de rea
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ACTIVIDAD UNO: Medir longitud
Para la Actividad 1 se disefiaron las tres tareas que se observan en las Figuras 2, 3 y 4,
destinando un total de 90 minutos de clase para su trabajo con el proposito de explorar el

significado de medir para los estudiantes:

Tarea 1: Dibujando y construyendo una regla en papel
La actividad pedia que pintaran una regla en una tira de papel, y estuvo conformada por dos
momentos; el primero en el que lo hacen individualmente y la segunda en la que debian
hacerlo por parejas; en cada caso se les pide que describan lo que van pensando y a qué

ponen atencion al momento que la van pintando (ver la Figura 3).

. Seles entrega a los estudiantes de manera individual una tira de papel blanca en forma de rectangulo
de278cm x 3cm:

Y se les pide que en esa tira de papel pinten una regla. Por el respaldo deben explicar cama la pintaron.

2. luego se les entreqd en parejas a los estudiantes una tira de papel idéntica a la del trabajo individual
(punto 1) y se les pidio que en ella pinten |a regla y por el respaldo expliquen camo la pintaron

Figura 3: La Tarea 1 de la Actividad 1

Del trabajo individual se pudo concluir que un 68% del grupo presto atencion a ubicar los
cm y los milimetros que dibujan, teniendo en cuenta que para dibujar los milimetros o los
centimetros se debe tener en cuenta que la distancia (o unidad de medida que estimaban)
entre ellos debe ser la misma. Mulligan & Mitchelmore (2012) definen este pensamiento
como un pensamiento estrcutural, ya que los nifios reconocen la generalidad de la
estructura (repetir una misma unidad de medida). Por su parte, el 32% restante de los
estudiantes se ubica en un nivel de pensamiento estructural parcial al representar
correctamente la estructura de la regla, pero no la comunican de manera adecuada, ya que
prestan principalmente a los nombres de los centimetros o milimetros, pero no

preponderaban la importancia de que haya la misma unidad de medida entre ellos
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En el trabajo en parejas se logré observar conclusiones similares al trabajo individual, a
diferencia que un grupo manifesté que pusieron especial atencion a la decoracion (muestra
de un pensamiento pre-estructural), ya que gracias al trabajo individual ya sabian como
pintar la regla, sin embargo luego del trabajo en grupo fueron reconociendo que la unidad
de medida debia ser igual para los centimetros y los milimetros que dibujaban, al igual que
los demas grupos, en lo que se observo un trabajo colaborativo. Finalmente luego de la
socializacion en el tablero de la actividad surgieron las mismas ideas que manifestaron de
manera individual, concluyendo que era necesario usar la misma unidad de medida; para
ello los nifios usaron la “tapa del esfero”, otro los “dedos”, los “lapices”, “borradores”, u

objetos para mostrar como replicarian las unidades para construirlas iguales.

En conclusion, a pesar que las reglas quedaron distintas y en todas las unidades de medida
para la construccion fueron diferentes, los estudiantes comunicaron la necesidad que para
poder pintar la regla era necesario que la unidad de medida empleada para dibujar los
centimetros o milimetros debia ser la misma.
Tarea 2: Medir la longitud de una lana usando lanas de distintas longitudes como
unidad de medida
Para esta situacion se plantearon algunas preguntas para observar qué describen los nifios

por medir, como se observa en la Figura 4:

. luego se les entregaran cuatro tiras de lana de 3cm (Verde), cm (Roja), 12cm (Azul) y 18cm
(Blanca) de longitud

e |
| —— |
Y se les entregara una hoja con las siguientes prequntas:
e (Puedes medir la longitud de cada una de las lanas, usando |a lana verde?
e (Luanto mediria cada una?

e Y, iqué otras lanas puedes usar para medir la longitud de las demas?
e (Parati, en qué consiste el proceso de medir longitudes?

Figura 4: La Tarea 2 de la Actividad 1
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Ante la pregunta: ¢Puedes medir la longitud de cada una de las lanas, usando la lana
verde?, el 100% responde que si. Luego, ante la pregunta: ¢ Cuanto mediria cada una?, se
pueden observar dos grupos; El primer grupo con un 82% usa la iteracion de la unidad de
medida para medir las demas, es decir la lana verde. Para ello afirman que compararian la
unidad de medida con las demas lanas que buscan medir. De este grupo, el 53% se ubican
en el nivel de pensamiento de estructura parcial, ya que reconocen las caracteristicas mas
relevantes de la estructura, pero sus representaciones son inexactas o incompletas, teniendo
en cuenta que relacionan la medida de la lana con su dedo pulgar y miden con el dedo, por
lo que afirman que usarian pulgadas, y otro grupo de estudiantes estima que la lana mide
3cm (lo cual concidencialmente es cierto), por tanto comparan cuantas veces cabe la lana
en las demas y encontrando mdltiplos de 3 llegarian a la medida buscada. Por su parte el
29% restante iterarian la lana verde y observarian cuantas veces caben en las demas, es
decir que reconocen la generalidad de la estructura, ubicAndose en el nivel de pensamiento

avanzado.

En cuanto al segundo grupo conformado por el 18% restante, el 4% estimaria de manera
visual o “a 0jo” cuantas veces cabe la lana verde en las demas, el 7% afirma que la lana
verde mide 1cm y de alli pude comparar y medir las demas y el otro 7% doblaria las lanas
que quiere medir el nimero de veces que sea necesario para llegar hasta la medida de la
lana verde, quienes se ubican en los niveles emergente, estructural parcial y avanzado

respectivamente.

Ahora, frente a la pregunta: ¢Cuanto mide cada una?, el 100% responden de manera
acertada, incluso quienes estiman la medida, ademas el resultado de la medicion de cada
lana esta relacionado con la forma en que midieron, es decir quienes compararon la unidad
de medida con las demas lanas afirmaron que la verde cabe en la roja 3 veces, en la azul 4 y
en la blanca 6 veces respectivamente, hecho al que también llegaron los estudiantes que
doblaron la lana hasta llegar a la unidad de medida. Los que midieron con el dedo
igualmente encontraron este numero de veces y los que midieron iterando los centimetros,
encontraron las medidas directamente que son de 9cm, 12cm y 18cm en cada caso. Y para
la pregunta que busca indagar sobre lo que piensan sobre medir: ¢Para ti, en qué consiste el
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proceso de medir longitudes?, el 61% afirma que es encontrar la distancia entre dos puntos,
el 25% dice que es el proceso de sumar una misma unidad de medida, es decir iterar,
ubicandose en un pensamiento estructural y el 14% restante afirma que es comparar lo que

se busca medir con lo que se mide, ubicandose en un nivel de pensamiento avanzado.

En conclusion se pudo observar, a partir de la actividad de medir con las lanas, que para los
estudiantes el proceso de medir tiene que ver con crear estrategias donde “iteran” una
misma unidad de medida, y la relacionan con procesos como ‘“‘sumar”, “comparar”, 0 con

“encontrar la distancia” entre dos puntos.

Tarea 3: Medir la longitud de los lados de un rectdngulo y comunicar el nombre de

sus dimensiones

Las preguntas que guiaron la tarea 3 (Figura 5) buscaban observar si median

adecuadamente longitud con la regla y que reconocieran las dimensiones del rectangulo

La “harmiguita”

Para llegar a su hormiguera, la hormiga solo puede seguir dos caminos como indican las flechas. Un camino es la linea por
donde esté |a hoja y el otro es la linea por donde esté la manzana. &Cual camino seria mas corto? Y &Por qué lo puedes afirmar?

e — = |
| -
W) N

_—

Para |a parte dos se usard la situacian de la hormiga. Para ello se les preguntara:

v" {llué recorrido hace la hormiga cuando sigue el camino por el que esté la hoja?
v" {llué recorrido hace la hormiga cuando sigue el camino por el que esté la manzana?
v" {[lué tienen en coman los dos recorridos?

Figura 5: La Tarea 3 de la Actividad 1
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En esta actividad el 93% de los estudiantes encontraron de manera correcta la distancia del
recorrido (alrededor del rectangulo) entre la hormiga y el hormiguero que es de 13cm,
ademas afirmaron que ambos recorridos tienen la misma medida. Solo el 7% pensé en que
podria ser diferentes, teniendo en cuenta que la hormiga no llegaba a la base del

hormiguero, sino que por el recorrido saltaria directamente a este.

A partir de la socializacion surgieron distintas formas de nombrar el ancho del rectangulo
como “lo horizontal”, el recorrido hacia “adelante” o hacia “el lado”, pero cuando se les
pregunta por la figura que describe los recorridos, facilmente afirman que es un rectangulo
y al preguntarles por la forma como se ubican sus lados, lograron asociar lo horizontal con
el ancho y lo vertical con el largo, elemento necesario para trabajar mas adelante con la

estructura de los arreglos rectangulares por filas o columnas.

A partir del desarrollo de la Actividad 1, los niveles de pensamiento identificados luego de

cada tarea se resumen en la Tabla 5:

Tabla 5: Los niveles de pensamiento identificados en la Actividad 1

ACTIVIDAD LIND : MEDIR LONGITUD (Tareas)

Tarea
| 2 3
Nivel
0, 0,
B68% 6% 93%
Afirman que “La distancia entre Encuentran la distancia

Comparan la unidad de medida, y la iteran de

; adecuada del recorrido
manera general observando el nimero de veces

entre la hormiga y el

Estructural | oo 5 mm debe ser la misma”, es
decir reconocen la importancia de

. . . it .
usar la misma unidad de medida Gue se era hormiguero
al%
32% Comparan la unidad de medida, e iteran de
g manera particular, asignando valor numérico a 7%
Estructural | Prestan atencion a los cmy mm la unidad
parcial que dibujan, mas no a la Miden inadecuadamente
importancia de usar la misma 10% longitud, estiman la medida
idad de medid .
unidad de medica Reconocen la generalidad de la estructura, pero
usan el dedo para medir “la pulgada”
4%
Emergente Estimaria la medida visualmente, ignorando la

necesidad de usar lanas
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Teniendo en cuenta los resultados de la Actividad 1, se prosigue con la Actividad 2,
pensando en observar las estrategias que reconocen los estudiantes al observar y comunicar

la estructura espacial de cuadriculas de distintos tamafios

ACTIVIDAD DOS: Dibujar una cuadricula y comunicar su estructura

Para la actividad 2 se disefiaron las dos tareas que se observan en las Figuras F5 y F6,
destinando un total de 90 minutos de clase para su trabajo, con el proposito de observar las
estrategias que reconocen los estudiantes al observar y comunicar la estructura espacial de
cuadriculas de distintos tamafios y una posible forma general.
Tarea 1: Dibujar y comunicar la estructura espacial de cuadriculas observadas en
fichas
En la Tarea 1, se trabajo por parejas en la comunicacion de la estructura de las dos
cuadriculas propuestas una A (4 x 3) y una B de (2 x 4) para lo cual se dio 5 segundos
para recordar cada cuadricula. Este trabajo se realizo en parejas. A cada estudiante se le

entrega una ficha, cada una con una cuadricula como se observa en las Figura 6:

Ficha estudiante A Ficha estudiante B

[Liada estudiante le mostrard [ ficha a su compaiero (en un tigmpa no mayor 4 J sequndas) y en cada
£aso Se les preguntard:]

v" Dibuja la cuadricula que te mostrd tu compaiiero
v"iCamo hiciste para recordar y poder dibujar la cuadricula?

Figura 6: La Tarea 1 de la Actividad 2

El 100% de los estudiantes dibujo cada cuadricula correctamente, y se pudo identificar 5

estrategias que describen los estudiantes para recordarla y dibujarla. Dentro de ellas esta el

121



de recordar el nimero de unidades horizontales y verticales con un 36%, el de recordar el
ndmero de unidades a lo ancho y a lo alto con el 28%, el 14% que muestra el arreglo
expresado como una multiplicacion, el 11% que recuerda el nimero de unidades por filas y

el 11% restante que recuerda las unidades por filas y columnas

En este sentido, se puede afirmar que en general el grupo reconoce la estructura de los
arreglos como conjuntos de filas y columnas, y al momento de comunicarla solamente el
22% hace alusion a filas y columnas o replicando el nimero de unidades de la fila, por su
parte el 78% relacionan la cantidad de unidades de una fila con el ancho o lo horizontal y el
namero de filas con el alto o lo vertical, o la expresan a través de una multiplicacion. En
general se puede concluir que el grupo se ubica en un nivel de pensamiento estructural
parcial, ya que reconocen y describen los arreglos como conjuntos de filas o columnas,

pero no reconocen la organizacion ortogonal bidimensional.

Tarea 2: Comunicar una estrategia que permita dibujar la estructura de una

cuadricula cualquiera sin importar su tamafio

Esta tarea (ver Figura 7) fue similar a la Tarea 1, pero centrada en la comunicacién de la
estructura de una cuadricula sin importar su tamafio. Inicialmente debian observar la

estructura de las cuadriculas A (3 x2)yB (3 x 3).

Este trabajo se realizard en parejas. A cada estudiante se |e entregard una ficha cada una con una
cuadricula como se observa en las figuras siguientes:

Ficha estudiante A Ficha estudiante B

[Lada estudiante le mostrard la ficha a su comparera (en un tiempa no mayor a 5 sequndos) y en cada
£aso Se les preguntard:]

v' iLomo hiciste para recordar y poder dibujar la cuadricula?
v' illué estrategia usarias para recordar y poder dibujar una cuadricula que te muestren
en otra ficha, sin importar su tamafio?

Figura 7: La Tarea 2 de la Actividad 2
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En esta actividad el 100% de los estudiantes dibuja las cuadriculas correctamente, sin
embargo al momento de comunicar la estrategia que usaron para recordarlas y dibujarlas
hablan del ancho y del alto, sin hacer alusién a la estructura, sino a la memorizacién de lo
que observan, y a que “la recordaron muy bien para poderla dibujar”. Dentro de las
distintas las maneras de recordarlas, se encuentran respuestas textuales como: el 25%
indican que “me fijaria en las filas y las columnas para poder dibujarlas”, el 17% afirma
que “yo contaria las filas y las columnas y asi la recuerdo”, el 11% dice “yo miraria las
unidades de la primera fila y la primera columna y asi la dibujo”, y el 4% restante dice “yo
recordaria las unidades horizontales que son filas y las verticales que son columnas”. Por su
parte el 29% describe “yo me memorizo el ancho y el alto y asi la puedo dibujar”, y el 14%
lo describen como una multiplicacion, es decir “yo multiplico el ancho por el alto, por

ejemplo la primera Figura es de 3 x 2 y asi haria con las demas”

Las estrategias comunicadas por los estudiantes al finalizar esta Actividad me permitieron
observar que no identificaron y comunicaron la estructura como yo esperaba, por ejemplo
al entrevistar algunos estudiantes que les preguntaba que por qué una multiplicacién servia
para describir la organizacion de los cuadritos en la cuadricula para dibujarlos, me
manifestaban que “porque era una forma rapida de hacerlo y porque daba el mismo
resultado que si contaban los cuadritos uno por uno”, es decir que estaban viendo una forma
rapida para encontrar el resultado, algo operacional, pero no observaban formas eficaces
para el conteo basadas en la identificacion de filas o columnas—su estructura. Ademas mi
forma de guiar la Actividad, tampoco me permitié generar conciencia en que fijaran
atencion en elementos fundamentales de la estructura como la agrupacion de los cuadritos

por filas o columnas y la forma como estas se relacionan para el cubrimiento.

En conclusidn, y pese a las diversas estrategias empleadas y descritas por los estudiantes, el
100% se ubica en un nivel de pensamiento estructural parcial, teniendo en cuenta que: El
58% relaciona el ancho de la cuadricula con las filas y el alto con las columnas, sin
embargo no las usa de forma relacionada para describir el cubrimiento del rectangulo u
organizacion ortogonal. EI 29% cuentan los cuadros de los lados solo para recordar el

ancho y el alto, y el 14% restante sefialan que una “multiplicacion del ancho por lo alto” les
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permite recordar la cuadricula para dibujarla. De esta manera, se continta el proceso con la
Actividad 3, disefiada con el proposito de observar los pensamientos que describen y
comunican los estudiantes al momento de apoyarlos a que relacionen, las dimensiones de la
unidad de medida (unidad cuadrada) con las del rectangulo, sin necesidad de dibujarlas, y

ademas, que reconozcan y comuniquen de manera general su estructura espacial

ACTIVIDAD TRES: Cubrir un rectangulo, reconocer y comunicar su
estructura

Para la actividad tres se disefiaron las cuatro tareas que se observan en las Figuras 8, 9, 10 y
11, destinando un total de 340 minutos de clase (3 sesiones de clase) para su trabajo:
Tarea 1: Encontrar el nUmero de cuadritos necesarios para cubrir dos rectdngulos
dados
La tarea se disefid con el propdsito de que asociaran la medida de las dimensiones de la
unidad con la de las dimensiones de un rectangulo. Alli se pide que indiquen el nimero de

baldosas que cubren cada rectangulo sin necesidad de dibujarlas (Figura 8).

J Baldosa de | cm de lado

Rectangulo A Recténgulo B

v" Sin necesidad de dibujar las baldosas, diga cuantas baldosas verdes de lcm x lom se necesitan para
cubrir cada una de los rectangulos A y B.

v" Diga como hizo para saber cuéntas baldosas verdes de lcm x lcm se necesitan para cubrir cada una
de los rectangulos Ay B.

[V luego se pide que intercambien hojas con un compariera y se e pregunta sobre el trabajo de su comparero:;]

v" Diga qué opina de las respuestas que escribid su compaiiero. Si hay algo en lo que no esté de
acuerdo, explique qué es.

Figura 8: La Tarea 1 de la Actividad 3
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En cuanto a como lo hicieron, son distintas las formas que comunicaron para encontrar el
total de baldosas: el 46% afirma que multiplicaria para encontrar el total de unidades, para
lo cual debian medir el ancho y el alto de los rectangulos, el 21% indicaron que
relacionaron el numero de unidades con cada fila, el 11% tendria en cuenta el nimero de
filas y de columnas, el 7% afirman que calcularon las unidades en una fila y contaria por
maltiplos teniendo en cuenta el ndmero de filas, al igual que otro 7% que miraria las
columnas y las unidades en ellas, un 4% miraria la primera fila y la primera columna y el

ultimo 4% que estimaria el total de unidades.

De los resultados de la Tarea 1 se puede observar como son dos formas de pensamiento las
que presentan los estudiantes; por una parte con el 96% el nivel de pensamiento estructural
parcial, con el 50% de los estudiantes que reconocen la estructura del arreglo como un
conjunto de filas y columnas, y que escriben los arreglos usando esos términos (filas y
columnas), otro grupo que basicamente hace una multiplicacion de las medidas del ancho y
el alto para encontrar el total de unidades (46%), y, por otra parte, el grupo del 4% que se

ubica en un nivel emergente que estimaria el total de unidades.

Tarea 2: Describir lo que se observa y el numero de cuadritos que cubren 3

rectangulos que donde varia el namero de filas y el nimero de columnas

Esta tarea presenta una secuencia de rectangulos en la que se varia una dimensién (nimero
de cuadritos en filas o ndmero de filas), mientras la otra permanece constante, con el

propdsito de observar qué generalidad(es) logran visualizar (ver Figura 9)

En esta actividad, en la primera parte todos los estudiantes reconocen que el tamafio del alto
varia, algunos lo asocian con el nimero de unidades por fila, otros lo expresan como “lo
alto”, u otros hacen la descripcion de que aumenta a la “parte inferior” del rectangulo. Para
encontrar el nimero de unidades de cada figura, el 50% muestra como a medida que
aumenta el alto, ven facilmente que estas aumentan en multiplos de 3, el 35% muestran que
para encontrar el total de unidades multiplican el ancho por el alto, un 10% al ver que el
ancho es contante, multiplicarian 1, 2 0 3 por el “3” que permanece constante y el 5%

muestra una multiplicacion para encontrar las unidades.
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Observa la siguiente secuencia de rectangulos. Pensemos que los cuadritos pequefios, dentro de cada rectangulo,
son baldosas que los cubren.

L[]

v" Describe de manera detallada todo Io que observas en la secuencia de rectangulos.
v" iCamo haces para encontrar el nimero de baldosas de cualquiera de los 3 rectangulos? Explica completamente.

La secuencia de rectangulos, ahora es asi:

v" Describe de manera detallada todo lo que observas en esta secuencia de rectangulos.
v" iComo haces para encontrar el nimero de baldosas de cualquiera de los 3 rectangulos? Explica completamente.

Figura 9: La Tarea 2 de la Actividad 3

En la segunda parte, de igual manera los estudiantes reconocen que también varia el
tamano, pero en este caso es mas facil para los estudiantes ver cdmo varia el ancho, ya que
lo describen en términos de ancho, o de columnas a la derecha. Para encontrar el numero de
unidades de cada figura, se mantiene una relacion con las formas de conteo para encontrar

el nimero de unidades de cada figura que usaron para la primera parte.

En este sentido, se pudo observar que el 100% de los estudiantes usa estrategias de conteo
que involucran el reconocimiento de una estructura parcial de los arreglos rectangulares, ya
sea multiplicando el ancho por el alto o contando por filas o columnas a partir de los

maultiplos.

Tarea 3: Encontrar el nUmero de cuadritos necesarios para cubrir dos rectangulos,

dada la medida de sus dimensiones

En la tarea deben relacionar la medida de la unidad con las dimensiones de dos rectangulos
en las que no pueden hacer la representacion espacial y deben reconocer la cantidad de

cuadritos que los recubren (Figura 10).
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Sin necesidad de dibujar, escribe cuantas baldosas de 1c¢m x 1.cm como la que se observa en la figura, se
requieren para cubrir algunos rectangulos que tienen las siguientes dimensiones:

—

v" Explica claramente como hiciste para encontrar el nimero de baldosas de cualquiera de los 2 rectangulos anteriores A y B.

A 4cmdeanchoy? dealto
B. ZScmdeanchoy4 dealto

[Luego se pide que intercambien hojas y respondan]

v" Diga qué opina de las respuestas que escribid su compafiero. Si hay algo en lo que no esta de acuerdo, explique qué es.

Figura 10: La Tarea 3 de la Actividad 3

En esta actividad cabe resaltar que el 100% de los estudiantes logran reconocer de manera
correcta la cantidad de baldosas que cubren cada uno de los rectangulos, es decir 8 baldosas
el rectangulo A y 12 en el rectdngulo B. En cuanto a las estrategias, el 11 % hace alusion a
relacionar la unidad con el nimero de cuadritos que hay en la fila y en la columna, en la
que afirman hacer una representacién mental de la situacion pensando en los cuadritos que
los cubren. Por su parte el 64% afirma que deben multiplicar el ancho por el alto teniendo

en cuenta que son las medidas de los lados alto y ancho de los rectangulos.

De esta actividad se puede ver que el grupo se ubica en un nivel de pensamiento estructural
parcial, teniendo en cuenta que el 11% trata de relacionar la unidad con las dos
dimensiones del rectangulo, ya sea por filas o por columnas, sin embargo no reconoce, 0
describe la estructura los rectangulos, y el 89% restante solucionan correctamente la
situacion, pero lo hacen mediante una multiplicacion (de manera instrumental) y no hacen

alusion a la estructura presente.

Tarea 4: Encontrar una estrategia que permita encontrar el namero de baldosas

gue cubren un rectangulo de cualquier tamafio usando una ventana en Geogebra

En la Tarea 4 se pretendia que los estudiantes, de manera general, pudieran comunicar
como encontrar el numero de unidades cuadradas que cubren un rectangulo, sin importar su
tamano. Para ello se disefi6 una ventana en Geogebra con un rectangulo en el que podian

variar la dimension ancho y la dimension alto con un deslizador, a medida que este iba
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quedando cubierto por unidades cuadradas. La Ventana y la Tarea 4 se pueden observar en

la Figura 11.

La Tarea 2

[Primera se les explicard la generalidad del applet en el que deben mover el deslizador de ancho o lto segin fa dimensidn gue
quigran variar, o sencillamente ubicar el nimern en las casilas de entrada]

v" Describan qué pasa si mueven solo el deslizador ancho
v" Describan qué pasa si mueven solo el deslizador largo
v" iCémo harfan para encontrar el nimero total de baldosas de un rectangulo de cualquier tamafio?

€7 cuadriculaJPG.ggb ==y X

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

[l 2]

Elige y Mueve =

Arrastra o selecciona objeto

Alto §

Alto, =5

e

Total = 15

Ancho, 3

Ancho=3

UNIDAD
-“@

Enirada:

[Para terminar la actividad se le pedird a cada grupo que lea sus respuestas g todo el curso, buscands socializar las distintas
Opiniones dadas por sus compaieros]

v Luego de escuchar a sus compafieros. 4cambiarfan alguna de sus respuestas?
v Expliquen cuél o cuéles y digan por qué.

Figura 11: La Tarea 4 de la Actividad 3

En conclusion se puede observar que los estudiantes se ubican en un nivel de pensamiento
estructural parcial al finalizar esta tarea, clasificados en dos grandes grupos segun sus
estrategias; el primero con el 8% habla del nimero de unidades en el alto y en el ancho, sin
embargo no hablan de la fila como unidad que permita cubrir el rectangulo. Por su parte el

restante 92% ven la necesidad de “medir” los lados del rectangulo, para multiplicar las dos
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longitudes, haciendo un manejo operacional o instrumental para el conteo de las baldosas,

sin comunicar estructura espacial.

Finalmente los niveles de pensamiento identificados en la Actividad 3 se resumen en la

Tabla 6:

Tabla 6: Los niveles de pensamiento identificados en la Actividad 3

ACTIVIDAD 3: CUBRIR UN RECTANGLILD, RECONOCER Y COMUNICAR SU ESTRUCTURA

al%

Comunican la estructura

Ven la variacidn de las
cuadriculas por filas o
columnas a partir de

Comunican la estructura
del arreglo para justificar

Tarea
| 2 3 4
Niveles
8%
B0% Comunican la estructura
1% de un arreglo de cualquier

tamafio relacionando la
unidad con el rectangulo

sistematica

- . . . 0,
del E”"f'_"lgglﬂ Enltermmns de mltiplos el total de unidades B3%
ilas y columnas .
Estructural Y Comunican la estructura
parcial 46% del arreglo en términos de
. 40% 8% ancho y alto
Comunican la estructura _
como una multiplicagion |  Expresan laestructurade | Comunican la estructura 23%
cualquier cuadricula como coma una multiplicacidn
una multiplicacian Comunican la estructura
del arreglo, pero ven la
necesidad de medir
4%
Emergente Cuentan de manera no

ACTIVIDAD CUATRO: Comunicar la estructura espacial

En vista que los estudiantes no comunicaban la estructura espacial, esta actividad se centrd

en apoyar y observar si finalmente lograban comunicarla. Para ello se plantearon dos tareas

que se pueden ver en las Figuras 12 y 13.

Tarea 1: Comunicar “por teléfono” la estructura espacial de dos cuadriculas

En esta tarea se les pide a los estudiantes que describan como si estuvieran hablando “por

teléfono” la estructura de las cuadriculas A 'y B (ver Figura 12).
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I. Suponga que va a llamar por teléfono a su mejor amigo para hacer una tarea, y necesita describirle
completamente las siguientes cuadriculas para que las dibuje:

Cuadricula A Cuadricula B
Describalas de manera que su amigo |as pueda dibujar correctamente
2. Dibuje las siguientes cuadriculas, e indique cuantos cuadritos tiene cada una:

a. Jfilasy b columnas
b. 8columnasy & filas

Figura 12: La Tarea 1 de la Actividad 4

A partir de la primera pregunta se encontr6 que el 61 % describe la estructura de la
cuadricula como un conjunto de filas y columnas, por su parte el 25% lo describe como una
cuadricula compuesta por cuadritos a lo ancho y a lo alto, y el 14% lo describe como un
“rectangulo con un niumero de cuadros”, ignorando comunicar la forma como se organizan

en las dos dimensiones del rectangulo.

En este sentido, se puede asociar el 86% a un nivel de pensamiento estructural parcial,
teniendo en cuenta que a pesar que reconocen filas y columnas, no reconocen la relacion
ortogonal entre ellas, y el 14% restante a un pensamiento emergente, ya que al tener que
comunicar la estructura, no la relacionan con las dimensiones de la cuadricula, ignorando la

organizacion bidimensional.

Las cuadriculas que se pide que dibujen lo hacen adecuadamente, sin embargo para
contarlos ninguno comunica la estructura, solamente muestran el resultado sin decir como

lo obtienen (54%) y los que describen afirman que “multiplicando”.
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Tarea 2: Observar las formas de comunicacién de medicidén de area

Antes de empezar la tarea se les dijo a los estudiantes que cuando cubren la superficie de un
rectangulo con baldosas cuadradas la estan comparando, es decir que la estan midiendo;
ahora cuando encuentran el nimero de esas baldosas que cubren la superficie estan
encontrando el “area del rectangulo”. Luego se les entrega la tarea en una hoja (ver Figura
13) con el proposito de observar si efectivamente reconocian y comunicaban la estructura

en ese contexto de medicion de area.

| iCamo encontrarian el area total de una superficie que tenga forma rectangular, sin importar su tamafio?
2. Expliquen por qué es cierta la afirmacion que han hecho
3. 4Cuél seria el drea del siguiente rectangulo? [Se entrega un rectangulo de 6¢cm X S5cm]

Figura 13: La Tarea 2 de la Actividad 4

A partir de la primera pregunta se encontr6 que el 14% reconoce y centra su atencion en el
namero de cuadritos en la fila y en la columna para multiplicarlos y encontrar el area, el
62% relacionan los cuadritos con el ancho y el alto para luego multiplicar las cantidades,
sin hacer manifiesta la identificacion o comunicacion de filas o columnas; ambos grupos se
pueden ubicar en un nivel de pensamiento estructural parcial. Por su parte el 24% centran
su atencion en la medida de las longitudes ancho y alto, que luego multiplican para
encontrar el area, sin hacer alusion a la relacion de la unidad cuadrada con el cubrimiento

total, ubicandose en un nivel emergente.

En la pregunta 2 todos comunican que la afirmacion es cierta porque ‘“‘si multiplican
encuentran el resultado” (38%), porque “es una manera rapida en cambio de contar uno por
uno” (14%), porque “es igual a como lo han hecho durante las clases anteriores”
(refiriéndose a las Tareas de esta Fase 1) (28%) y porque “cuando se multiplican las filas

por las columnas se encuentra el total” (20%). En la pregunta 3 el 100% encontraron el
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nimero correcto de unidades, sin embargo el 28% dijo que el area serian “30 cuadritos”, el
24% solo dijo “30” y el 48% dijo “30 cm”, hechos que vislumbran un manejo puramente

operacional de la formula de area rectangular.

Los niveles de pensamiento identificados en la Actividad 4 se resumen en la Tabla 7:

Tabla 7: Los niveles de pensamiento identificados en la Actividad 4

ACTIVIDAD 4: COMUNICAR LA ESTRUCTURA ESPACIAL

Tarea 10 il

Niveles

BI% 14%

Observan la generalidad de un cubrimiento de filas o columnas
compuestas por cuadritos. Expresan la generalidad en términos de

iU una “multiplicacion” como “multiplico el nimero de cuadritos de la
Estructural fila por el ndmero de cuadritos de la columna”

arcial
d 62%

Comunican la estructura de un arreglo en términos
de las dimensiones de un rectangulo por filas y/o

25%
Comunican la generalidad para encontrar el drea en términos de una
“multiplicacian” como “multiplico los cuadritos a o ancho por los
cuadritos a lo alto”

Comunican la estructura de un arreglo en términos
de una cuadricula

16% 24%

No logran comunicar claramente su idea de medicidn de &rea, ni en
qué elementos de |a estructura fijan su atencidn. Se acercan a la
farmula de drea afirmando “multiplicando el ancho por el alto”

Emergente Comunican la estructura de un arreglo. sin
mencionar rectangulo ni cuadricula.

RESUMEN

En este apéndice se present0 y describid el proceso desarrollado por los estudiantes a partir
de las 4 Actividades disefiadas e implementadas con el propdsito de apoyar en la
identificacion de la estructura espacial en la Fase 1 del proyecto. Al final del proceso se
puede concluir que en general el grupo de estudiantes no identifico la estructura espacial,
teniendo en cuenta que ninguno de ellos progres6 mas alla del nivel estructural parcial y
que la estrategia comdn que fue comunicada por ellos para describir la estructura fue
“multiplicar el ancho por el alto” o “multiplicar las filas por las columnas”, sin haber una
concientizacion clara de la identificacion de fila como una nueva unidad compuesta que se
usa para cubrir el rectangulo, ni de la organizacién ortogonal de los cuadritos en una

cuadricula.
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Resultados y reflexiones de la Fase 1

Luego del desarrollo de la secuencia de actividades, y particularmente luego de la Tarea 2
de la Actividad 4 (actividad final), en la que se pide a los estudiantes “una forma” de
encontrar el area de una superficie rectangular, sin importar su tamafio, se puede concluir
que el 76% se ubico en un nivel de pensamiento estructural parcial. De este grupo
solamente el 14% logro relacionar las dimensiones del rectangulo con el nimero de
unidades de la fila y la columna, para luego multiplicar los nameros, sin embargo no
muestran una relacion entre el nUmero de unidades de la columna y el nimero de filas. Por
su parte el 62% usan los cuadritos de las dimensiones “alto y ancho” para multiplicarlos y
asi encontrar el total de cuadritos, sin embargo no relacionan los cuadritos con la
composicion de filas o columnas, ni con la estructura espacial. Por otra parte el 24% fija su
atencion en los numeros que representan las longitudes de los lados y los multiplican,

ubicandose asi en un nivel emergente.

De esta manera, el desarrollo y puesta en accion de la Fase 1 me llev a tener las siguientes

conclusiones:

1. Los resultados identificados en la Tarea 2 de la Actividad 4, y en general a lo largo de
la secuencia de actividades, muestran la poca efectividad de la secuencia de ensefianza,
ya que los pensamientos comunicados por los estudiantes mostraron que estaban
alejados del foco de atencion del proyecto, esto lo pude observar en la presentacion de
sus respuestas, lo que para mi fueron sus pensamientos, en los que mostraron un
dominio netamente instrumental de la formula de éarea; ya que al buscar que
comunicaran la estructura espacial lo hacian de forma instrumental a partir de
estrategias como “multiplico los cuadritos del ancho por los cuadritos del alto” y
“multiplico el ancho por el alto”, resaltando que ninguno de ellos mostrd la
identificacion de la estructura espacial o multiplicativa inmersa en cuadriculas
rectangulares vista como una agrupacion de cuadritos o unidad compuesta (fila) que se

itera 0 repite para cubrir el rectangulo. Esto considero se debié a la falta de una

133



adecuada creacion de ambientes de aprendizaje que los apoyara a construir y comunicar
la estructura, debiéndose a factores como:

La forma como formulé las preguntas de la secuencia en términos de “Diga cuantas
baldosas se necesitan...”, de “Escriba cudntas baldosas se requieren...” o de “;Coémo
haces para encontrar el nimero de baldosas...?”; giraron en torno a “cuantos”, es decir
al cémo, lo cual los llevé a comunicar la estructura de la formula desde un enfoque mas

instrumental, y no relacional como se pretendia o esperaba

La cantidad de tareas desarrolladas fue muy numerosa y poco pertinentes, ya que
queriendo abarcar mucho profundizaron poco en el foco de atencién del proyecto,

desvidndome de su esencia. En consecuencia, se genero la conclusion siguiente

Me centré méas en enfocarlos a comunicar la estructura rectangular como una relacién
entre las dimensiones del rectdngulo (medicion de longitud de los lados del rectangulo y
su relacién con el nimero de unidades de la fila 0 columna) y el total de unidades que lo
cubren, y no en sus procesos de identificacion de la estructura espacial desde la
identificacion de la fila como unidad compuesta y su iteracion (nimero de filas).

Como se observa en la Figura 3.2, un primer acercamiento a la presentacion de la
formula de area rectangular en Grado 4° pudo afectar la forma de comunicar los
pensamientos, ya que era muy familiar para ellos decir “multiplico el ancho por el alto”
para encontrar los cuadritos de una cuadricula, y al momento de preguntarles el por qué
servia la multiplicacion, la principal afirmacion era “porque si multiplico y si cuento
uno por uno me da el mismo resultado”, haciéndose visible un interés de ellos mas por

el resultado, que por la justificacion o reconocer el por qué funciona.

El asumir por primera vez como profesor una perspectiva curricular por procesos, no
fue una tarea ni un proceso facil desde lo metodologico; muestra de ello fueron los
resultados evidenciados en esta fase del proyecto que mostraron como me sali un poco
del foco central del proyecto debido a mi propuesta de ensefianza centrada mas hacia un
manejo instrumental de las matematicas, una concepcion sobre mi vision y forma de

trabajo en la que estuve inmerso durante varios afios en mi aula de clase, y a pesar del
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proceso de estudio y reflexion desarrollado en esta primera fase, con el apoyo de mi
asesora, no fue suficiente para alcanzar el verdadero propdsito en el aula, creandose la

necesidad de iterar y replantear la secuencia, dando paso a la Fase 2.

Reconozco que fallé en la forma como guié la secuencia de ensefianza, en la que la
formulacién de las preguntas, y por ende de las actividades, fue crucial para no obtener
los resultados de aprendizaje esperados en los estudiantes. Ello me llevé a reflexionar y

replantear la secuencia de la Fase 2.

Puedo inferir de la experiencia vivida en esta Fase, y del contexto del grupo de
estudiantes, que para muchos de ellos la matematica es vista como algo netamente
procedimental y de “buscar un resultado”—instrumental, por lo cual tienden a buscar
una operacion para encontrar la respuesta en una situacion particular, y no ven la
importancia de analizar el contexto ni de comunicar las ideas que les permita justificar

lo que hacen y entender sus pensamientos.

135



APENDICE 2: EL CUESTIONARIO DE EXPLORACION DE LAS IDEAS
MATEMATICAS DE LA FASE 1

Exploremos nuestras ideas matematicas

Nombre:

Fecha: Curso: Edad: _ afios

Recuerda que

Esta no es una prueba para evaluar tu rendimiento en este periodo. Solo queremos
identificar aspectos que nos ayuden a mejorar el trabajo que se realiza en el aula de
clase.

e Por favor, lee atentamente cada pregunta y asegurate de que entiendes lo que
se esta preguntando, antes de que empieces a contestar.

e Si no estas seguro o segura de qué es lo que se pregunta, levanta la mano
para que el profesor te colabore.

e Trata de contestar las preguntas que mas puedas, pero no te preocupes Si
encuentras algunas que son desconocidas para ti.

e Escribe todas tus respuestas y operaciones en los espacios que se
proporcionan.

e Revisa tu trabajo cuidadosamente.
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1. La tortuga quiere comerse la hoja; para ello debe seguir el camino que se
observa en la figura. ¢Qué distancia en centimetros deberd recorrer? (si no

tienes una regla avisale al profesor)
iz

En el espacio siguiente, escribe la distancia que debe recorrer la tortuga, y explica a qué
pusiste atencién al medir:

2. En las fichas de un juego para nifios, que se muestran a continuacion, se ven
bolitas azules. Al frente de cada ficha, escribe el nimero de bolitas azules que hay
en ella, y explica como las contaste.

Nota: Si consideras necesario, haz 0 marca una sefial en las bolitas con lapiz, a
medida que las cuentes, para que el profesor pueda saber de qué manera las
contaste.

Ficha A

\/ \/ \/ \) Numero de bolitas en la Ficha A =
\) \) \/ \) ¢ Como las contaste?

Ficha B

NuUmero de bolitas en la Ficha B =

OO TOT
OO TTOT

¢ Cémo las contaste?
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3. Usando el cuadrito que te hemos entregado [Se le entrega un cuadrito de
cartén de 1em X 1cm], por favor dibuja todos los cuadritos necesarios para
cubrir la siguiente figura.

A continuacion, explica:

¢ Qué hiciste para dibujar los cuadritos?

¢ Cuéntos cuadritos son necesarios para cubrir la figura?

¢ CoOmo contaste los cuadritos?

EMBALDOSANDO CON JESUS

4. JesUs trabaja embaldosando pisos. Para embaldosar con baldosas verdes el piso
de una sala que tiene forma de rectangulo, Jesus empezé a pegar las baldosas como
se muestra en la figura.

A. Termina de dibujar las baldosas para cubrir totalmente el piso de la sala.
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B. Cuando hayas terminado de cubrir el piso totalmente, cuenta las baldosas que
fueron necesarias, y di cdmo hiciste para contarlas:

5. Di cuantos cuadraditos rojos necesita Jesus para cubrir totalmente el cuadrado
blanco.

Jesus necesita: cuadritos

Explica como hiciste para encontrar la respuesta:
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6. Jesus siempre se preocupa por saber cuantas baldosas utilizara cada vez que
trabaja. Sin necesidad de dibujar las baldosas, indica el nimero total de baldosas
que usara en cada una de las siguientes figuras:

Figura A Figura B

e Enlafigura A usara baldosas

Explica que hiciste para encontrar el nimero total de baldosas de la figura A:

e Enlafigura B usard baldosas

Explica que hiciste para encontrar el nimero total de baldosas de la figura B:
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APENDICE 3: EL CUESTIONARIO DE EXPLORACION DE LAS IDEAS
MATEMATICAS DE LA FASE 2

Exploremos nuestras ideas matematicas

Nombre:

Fecha: Curso: Edad: ___ afios

Recuerda que

Esta no es una prueba para evaluar tu rendimiento en este periodo. Solo queremos
identificar aspectos que nos ayuden a mejorar el trabajo que se realiza en el aula de
clase.

e Por favor, lee atentamente cada pregunta y asegurate de que entiendes lo que
se esta preguntando, antes de que empieces a contestar.

e Si no estas seguro o segura de qué es lo que se pregunta, levanta la mano
para que el profesor te colabore.

e Trata de contestar las preguntas que mas puedas, pero no te preocupes Si
encuentras algunas que son desconocidas para ti.

e Escribe todas tus respuestas y operaciones en los espacios que se
proporcionan.

e Revisa tu trabajo cuidadosamente.
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1. Vamos a cubrir el rectangulo que esta a continuacién, con cuadritos como el que te
hemos entregado [Se le entrega un cuadrado de carton de 2cm X 2cm]. Por favor,
dibuja todos los cuadritos necesarios para cubrir el rectangulo.

a. ¢Qué hiciste para dibujar los cuadritos?

b. ¢Cuéntos cuadritos son necesarios para cubrir la figura?

c. ¢Coémo contaste los cuadritos?
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2. Cuéntos cuadraditos rojos, como el que se presenta, se necesitan para cubrir totalmente
el cuadrado blanco.

Se necesitan: cuadritos rojos

a. Explica como hiciste para encontrar la respuesta:
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3. Cuantos cuadritos de 2 cm de lado se requieren para cubrir un rectangulo que tiene 8 cm
de ancho y 10 cm de alto.

Explica como hiciste para encontrar la respuesta:
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APENDICE 4: LA SECUENCIA DE ACTIVIDADES DEL ESTUDIO
PRINCIPAL

Actividad 1

Tarea 1%

Nombre: Fecha:

Vamos a cubrir el rectangulo A, usando cuadritos azules

1 E| desarrollo de esta tarea estuvo apoyado por la ventana disefiada en Geogebra que se puede observar en la
Figura 4.2 del Capitulo 4
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Tarea 2%

Nombre: Fecha:

Vamos a cubrir el rectangulo B, usando cuadritos verdes

1. A partir de los cuadritos verdes dados, ;Qué estrategia usarias para cubrirlo

completamente?

2. ¢Cuantos cuadritos verdes harian falta para cubrirlo? jExplica por qué!

12 E| desarrollo de esta tarea estuvo apoyado por la ventana disefiada en Geogebra que se puede observar en la
Figura 4.3 del Capitulo 4
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Actividad 2

Tareal

Nombre: Fecha:

1. Termina de cubrir cada uno de los siguientes rectangulos

Rectangulo A Rectangulo B

a. ¢Cuantos cuadritos se necesitaron para cubrir todo el rectangulo?

b. Describe como los contaste
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Tarea 2

Nombre: Fecha:

1. En el siguiente espacio, dibuja un rectangulo del tamafio que tu quieras y cubrelo con

cuadritos del tamarfio que tu quieras

Encuentra una regla para hallar el nimero de cuadritos que lo cubren

2. Ahora, si te entregamos un rectangulo cubierto de cuadritos, sin importar su tamafio,

¢ Qué regla usarias para hallar el namero de cuadritos que lo cubren?
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Actividad 3

Nombre: Fecha:

1. Quiero poner un borde azul, de un cuadrado de ancho, alrededor de esta cuadrado.

¢ Cuantos cuadritos necesitaré para el borde?

2. Ahora escoge cuadrados de diferentes tamafios y ponles un borde de color de un

cuadrado de ancho

¢ Qué puedes decir sobre el nimero de cuadritos que se necesitan para el borde, en los casos

que escogiste?

149



APENDICE 5: UN EJEMPLO DE LA TRANSCRIPCION DE UNA DE LAS
ENTREVISTAS DE SEGUIMIENTO AL CUESTIONARIO INICIAL DE
EXPLORACION DE LAS IDEAS MATEMATICAS DE LA FASE 2

Santiago (S.)

Profesor: ¢Como contaste los cuadritos que cubren el rectangulo del punto 1?

S.: Con el dedo y por 6

Profesor: ;Como lo hiciste?

S.: Pues como aqui hay 6 cuadritos en la primera hilera [sefialando la primera fila] y en las
demas hileras también hay 6 cuadros, trazo lineas con la regla 6 mas 6, 12, mas 6, 18, mas
6, 24

Profesor: Bien, en el punto 2, dices que encontraste la respuesta copiando el cuadro, pero
¢ Como los contarias?

S.: Por hileras, igual que la primera parte, porque como aca también hay 6, entonces 6 mas
6, 12, mas 6, 18, mas 6, 24, mas 6, 30, mas 6, 36.

Profesor: En el punto 3 dices que dividiendo ¢Como?

S.: Es que como el tiempo no me alcanzo, lo hice a la rapida

Profesor: Pero ¢qué hiciste?

S.: Pues como decia que cuadritos de 2cm, entonces eran 18, 16 cuadros

Profesor: Ah ¢son 162,

S.: Son 22

Profesor: ;Como los cuentas?

S.: Por filas: 4 mas 4, 8, mas 4, 12, mas 4, 16, mas 4, 22, eh digo, 20

Profesor: ¢ Como harias entonces para contar todos los cuadritos que cubran un rectangulo
sin importar su tamafio?

S.: Pues contaria uno por uno cuantos cuadritos hay en la primera hilera y con la cantidad
que tengo puedo resolver el problema

El profesor le entrega una cuadricula de 14 x 8

S.: Digamos aqui hay 2,4,6,...14, hay 14. Entonces 14 mas 14, 28, mas 14, 42, mas 14, 56,
mas 14, 60, ah no 70, méas 14, 84, méas 14, 98, méas 14, seria 112, 116,

Profesor: Ok, entonces en ese habrian...

S.: [El estudiante dura un momento pensando] 106 cuadros

Profesor: Entonces tu estas sumando 14 varias veces, ¢ Cuantas veces lo sumarias?

S.: 8, 8x14, me daria 106

Profesor: ¢por qué multiplicas?, ti venias sumando ¢por qué pasaste ahora a multiplicar?
S.: Es sencillo porque estos cuadros son de multiplicar, mi otra técnica seria esta, contar los
cuadritos de la primera hilera y los de la primera columna y ahi con esos dos resultados
multiplicaria y me daria el resultado facilmente

Profesor:¢Qué indica para ti el nimero de cuadritos de la columna?

S.: Las columnas, las hileras! [pensativo]... Indicaria que toca multiplicar.
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APENDICE 6: CARTAS DE CONSENTIMIENTO INFORMADO
CONSENTIMIENTO INFORMADO PADRES O ACUDIENTES DE
ESTUDIANTES

Proyecto: Un programa de innovacion en el desarrollo del pensamiento algebraico inicial
en estudiantes de Grado 5 °

Prof. Edwin Parra Prof. Cecilia Agudelo
Estudiante de Postgrado Asesora de proyecto
Responsable del Proyecto Docente U.P.N
Yo Mayor de
edad, [ ] Madre, [ ] padre, [ ] acudiente o [ ] representante legal del estudiante
de afios de edad, he sido informado

acerca de la participacion de mi acudido en una practica de investigacion escolar en el area

de Matematicas, en la que los estudiantes proyectan su voz o su figura de manera total o

parcial de acuerdo a los canones de la etiqueta y la moral. EIl proceso de recoleccion de

informacion en el que participaran los estudiantes de Grado 5°, se har4 mediante las

siguientes formas:

v Cuestionario con preguntas sobre las ideas matematicas de los estudiantes y entrevista
de seguimiento al mismo (que seran audiograbadas)

v Audiograbaciones de las sesiones de trabajo

v Videograbaciones de las sesiones de trabajo

v Evidencias del trabajo que los estudiantes realizaran durante las actividades de clase

Declaramos que hemos sido invitados(as) a participar en el estudio de manera voluntaria, y
entendemos también, que la informacion que se recolecte es confidencial y que ninguna
informacién que pueda conducir a la identificacién de la institucién o de cualquier
individuo participante sera revelada en ninguno de los reportes de este proyecto, 0 a
terceros.

Autorizamos SI, [ ] NO, [ ] eldesarrollo del trabajo de aula propuesto por Edwin,
asi como el proceso de recoleccion de informacion.

Nombre: Firma:

La Universidad Pedagdgica Nacional agradece sus aportes y decidida colaboracion
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CARTA DE CONSENTIMIENTO PARA LA PROFESORA RESPONSABLE DE GRADO QUINTO
DONDE SE HARA LA RECOLECCION DE INFORMACION DEL ESTUDIO INICIAL MEDIANTE
LA PRUEBA PILOTO

Bogotd, Septiembre 23 de 2016

PROYECTO: El impacto de un programa de intervencién en la comprensién de variable
en un grupo de estudiantes de grado sexto

El estudiante Edwin Yesyd Parra Buitrago de la Maestria en docencia de las Matematicas
de la Universidad Pedagdgica Nacional, me ha explicado los propésitos del proyecto que
realiza en el marco de su estudio de posgrado y sobre el proceso de recoleccién de
informacién, en el cual se veran involucrados algunos estudiantes de grado 5, de quienes
actualmente soy profesora de matematicas:

®=  Prueba piloto sobre algunas ideas matemdticas relacionadas con la nocién de
patrén y estructura.

= Algunas entrevistas de seguimiento a la prueba piloto (las cuales serdn audio
grabadas)

Ademas, entiendo que el manejo de la informacién recolectada se hard con fines
académicos y que ninguna informacién relacionada con la identificacién de los estudiantes
serd revelada a terceros.

Por lo anterior, autorizo a Edwin Yesyd Parra Buitrago para que desarrolle la prueba piloto
y su correspondiente proceso de recoleccién de informacién.

Nombre: \{C\M\\@ NQFIQSJJQ p\

Firma: T"’V‘%lzva Ll <

1
T U

Fecha: 23 de Septhembre /16
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