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Contenido 1

Introduccion

En el presente trabajo de grado, se abordara una solucion global de tipo de de Sitter desde
un analisis geométrico, con el propdsito de estudiar sus simetrias, las cuales conduciran a
cantidades fisicas conservadas en un universo como este.

Para el ano 1915 Albert Einstein (1979 — 1955) publica un articulo titulado Die Feldglei-
chungen der Gravitation en el cual muestra de forma definitiva las ecuaciones de campo
de la teoria general de la relatividad. Las ecuaciones de campo son un conjunto de diez
ecuaciones diferenciales’ cuya solucién describe la dindmica del espacio-tiempo, que en este
contexto es el fendmeno de la gravitacion. En el anio 1917 Einstein publica una solucién glo-
bal de las ecuaciones de campo donde describe a un Universo no vacio y estatico, conocido
como uniwerso cilindrico de Einstein. En este mismo ano, el matematico Willem de Sitter
(1872 — 1934), por su cuenta, publica una solucién global en la cual describe a un Universo
vacio y en expansion acelerada, posteriormente conocido como Universo de de Sitter. Con
estos dos sucesos, se originé la cosmologia relativista.

El tema principal esta basado en una solucién desarrollada bajo las condiciones dadas por
de Sitter, pero bajo el marco del modelo estindar de la Cosmologia, que es una coleccion de
modelos de Universo que obedecen datos obervacionales[22]. Al ser el Universo de de Sitter
tan exotico, da pie a diferentes problemas, en particular con relacién en que si no hay masa,
no existe la estructura de la materia y, debido a esto, no hay emisores de luz. Como conse-
cuencia, tampoco hay interacciones fundamentales que afecten el estado de movimiento de
algin cuerpo secundario o que causen el confinamiento del mismo, por lo cual se hace bas-
tante interesante entender como emergen las leyes de conservacién de las cantidades fisicas
mas fundamentales, concretamente, el momentum lineal, el momentum angular y la energia.

Naturalmente, surge una pregunta muy general: ;jComo deducir las cantidades fisicas fun-
damentales que se conservan en el Universo de de Sitter?

Esta pregunta induce un panorama bastante amplio en cuanto a la bisqueda de su respuesta,
razén por la cual, el problema se simplifica en conocer las simetrias de este Universo para dar
unos primeros indicios a tal respuesta. Este problema, entonces, se trabaja desde un corte
netamente disciplinar, asi que sera abordado mediante un enfoque geométrico, ya que en la
Fisica actual hay una fuerte tendencia en encontrar simetrias fisicas que se derivan de es-
tructuras matematicas simétricas, lo cual implica obtener cantidades conservadas. Entonces,
es posible deducir las propiedades fisicas mas fundamentales del Universo de de Sitter con el

LConsiderando tensores de segundo orden simétricos.



2 Contenido

calculo de las simetrias, mediante la solucién de una ecuacién diferencial conocida como la
ecuacion de Killing, y la solucién es un campo vectorial que apunta en la direccion de tales
simetrias.

Problema y objetivos del trabajo de grado

Planteamiento problema

Para conocer la direccién de las simetrias del Universo de de Sitter se plantea encontrar los
vectores de Killing asociados a este modelo cosmolégico. Entonces, debido a esto, surge la
pregunta que motiva el desarrollo de este trabajo de grado:

., Cémo a través de un andlisis de cardcter geométrico se pueden encontrar las simetrias del
modelo cosmoldgico de de Sitter?

Objetivos

Objetivo general

Encontrar los vectores de Killing asociados al modelo cosmoldgico de de Sitter mediante un
analisis geométrico para conocer las direcciones de simetria.

Objetivos especificos

» Construir la variedad de Riemann para estudiar la estructura matemaética de la teoria
general de la relatividad.

= Realizar la solucion de de Sitter segtin el modelo estdandar de la cosmologia para conocer
la métrica de dicho Universo.

= Solucionar las ecuaciones de Killing para el modelo cosmoldgico de de Sitter para asi
obtener los vectores asociados a tales simetrias.



1 Capitulo 1

En el presente capitulo se retomaran algunas ideas y definiciones fundamentales del dlgebra
y la topologia que permitiran construir, de forma precisa y cuidadosa, el concepto de varie-
dad suave, que es un espacio topolégico localmente euclidiano al que se le pueden extender
propiedades del calculo diferencial. Dicho de una forma simple de imaginar, una variedad
suave es un espacio suavemente curvado, que en las cercanias de un punto cualquiera no es
posible reconocer la curvatura que tiene, por lo que parece plano desde dicho punto.

Este concepto de variedad suave es requerido para la geometria de Riemann, debido a que
se toma como punto de partida para establecer funciones métricas, que son importantes
para tomar medidas, y, con esto, motivar la implementacién de las nociones bésicas de la
geometria analitica y diferencial. Para esto, se necesita reajustar la definicion de derivada
para los espacios curvos, ya que a definicién usual sélo es vélida para espacios planos. Esta
construccién es conveniente para la Teoria General de la Relatividad de Einstein, por lo que
en sus postulados integran a una pseudo-variedad de Riemann como el espacio-tiempo, vy,
con base en esto, en los modelos cosmologicos es el propio Universo.

1.1. Algebra

Sea V un conjunto diferente de vacio y K un cuerpo algebraico®. Se dice que V es un espacio
vectorial si y s6lo si (V,+) es un grupo abeliano® y bajo una operacién binaria externa
: K x V — V, denominada como multiplicacion por escalar, se satisface que

I.VueV,aeK|a-u=u-a,
2. VueV,a,beKl|a-(b-u)=(a-b)-u,
3. VueV,a,beK|(a+b)-u=a-u+b-u

4. Yu,veV,aeK|a- (u+v)=a-u+a-v,

1Un cuerpo algebraico es una estructura algebraica en donde la suma, resta, multiplicacién y divisién estdn
bien definidas.

2Un grupo abeliano es una estructura algebraica que cumple las propiedades asociativa, conmutativa, exis-
tencia de elemento neutro y existencia de elemento inverso.
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5. VueVieeKlecu=u-e=u, &
6. VueV,eleKlel u=u-et=ul.

Donde a e se le llama elemento neutro multiplicativo de Ky a e inverso aditivo del elemento
neutro multiplicativo de K [13]. Usualmente, el simbolo () es suprimido y la multiplicacién
por escalar es expresada como au.

Un espacio vectorial V' es denominado finito si existe un conjunto finito de elementos que
generen todos los demas. A este conjunto finito, representado como una sucesién finita B =
{e1,...,e,} CV, para todo n € N, se le dice base de V si y sdlo si satisface que [13]

1. Los elementos de B son linealmente independientes,

2. Si todos los elementos u de V' pueden ser escritos como una combinacién lineal de B,
n

esto es, u = E u;e;, entonces se dice que B genera a V' &
i=1

3. () es la base del espacio vectorial cero V' = {0}.

La dimension de V es la cardinalidad® de B, denotado como |B|, por lo que a V se le dice
finito-dimensional, o, si |B| = n, se le dice n-dimensional.

Existe un espacio en particular donde los aziomas de Euclides son completamente validos,
por lo que se le denomina como espacio euclidiano. Este espacio se construye con el pro-
ducto cartesiano R x R x --- x R, donde se acoge la notacion de potencia para abreviar,
R":=R x R x --- x R. Este es el conjunto de todas las n-tuplas ordenadas (z1, z, ..., ),
donde z; € R, x5 € R, ..., z,, € R. Graficamente, cada n-tupla ordenada representa un punto
en el espacio euclidiano [13].

Considerar la tripla (R, +, -), donde + es la adicién de n-tuplas ordenadas y - es la multipli-
cacién de un escalar por una n-tupla. De esta manera, al espacio euclidiano se le puede dotar
de estructura de espacio vectorial finito sobre el cuerpo R, con neutro aditivo (01, 0, ..., 0,,),
inverso aditivo (—x1, —xs, ..., —x,), neutro multiplicativo 1 e inverso aditivo del neutro mul-
tiplicativo —1. La base de este espacio es la base unitaria B = {é1, és, ..., €, }, por lo que la
dimensién es n. Finalmente, se le dota de una estructura de espacio métrico* con la funcién
distancia d,, definida como

du(z,y) = /(21— 11)% + (22 — 12)2 + - + (20 — Yn)?,

para todo z,y € R™ [17].

3Ntmero de elementos de un conjunto.
4Un espacio métrico es una estructura en la cual se define una funcion distancia.
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Sea F una funcién de V en W, esto es, F : V — W donde V' y W son espacios vectoriales
finito-dimensionales arbitrarios sobre el cuerpo K. Es posible preservar esta estructura de
espacio vectorial finito-dimensional si F es definido como F(au+ bv) = aF (u) + bF (v), para
todo a,b € Ky u,v € V. A esta funcién se le denomina funcién lineal o, como le llamara
posteriormente, mapeo lineal [13].

Al conjunto de todos los elementos de la forma F(u) € W, para todo u € V| se le denota
como ImJF y es llamado como imagen de F. Si ImF = W, pues F es sobreyectiva.

Por otra parte, se establece la coleccién de todos los mapeos lineales de V' en W como
LV,W):={F:V — W},

con V' y W espacios vectoriales finito-dimensionales [7]. Se considera un caso de particular
importancia, en que W = K, es decir, los mapeos lineales son de la forma F : V — K.
Estos mapeos son denominados formas lineales o funcionales lineales, y son elementos del
espacio vectorial V* := L(V,K). A V* se le llama espacio dual de V [7].

Si B = {ey,...,e,} es una base para V', entonces una base para V* serd un conjunto B* =
{F1, ..., Fn}, si satisface las propiedades de la base y si satisface que F;(e;) = ¢;;, para todo
i,7 € N, entonces, a B* se le llama base dual. 9;; es la delta de Kronecker, definida como 1 si
i=jo0sii# j,cone; € B [8]. Actualmente, es utilizada una notacién mas conveniente para
los elementos del espacio dual, que consiste en escribir a estos elementos con supraindices.
Entonces, la base para el espacio dual queda expresada como B* = {Fy, ..., F,.} = {e}, ..., e"},
y, consecuentemente, F;j(e;) = i se cambia por €’(e;) = d5. Los elementos de V' pueden ser
representados como

n
i
v = E v'e;,
i=1

donde v* es un coeficiente, es decir, un elemento de K, lo que equivale a ser un elemento de
V* [13]. Asi mismo, los elementos de V* pueden ser escritos como combinacién lineal de la
base dual, y, por convencién de notacién, se escriben como [8]

n

i

w = E w;e".
i=1

Ahora, se generalizan las definiciones anteriores. Sea Vectx = {Vi, Vs, ..., W, ...} un conjunto
de espacios vectoriales arbitrarios finito-dimensionales® sobre un cuerpo K [7]. Se establece
al producto cartesiano de m elementos de Vectg, para m € N, como la productoria

[TVi=VixVax - xV,

k=1

5Pueden ser de diferente dimensién.
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para todo k € N. Entonces, sea F una funcién de H Vi, en W, esto es, F : H Vi — W,
k=1 k=1
que es denominada funcion multilineal o mapeo multilineal [7] si y sélo si satisface que

f(ul, cey Uj—1,AU;5 + bwj7u]'+1, ,Um) =
CL]:(Ul,...,Uj_17Uj,Uj+1,...,Um) +bf(u1,...,uj_1,wj,uj+1,...,um)

para todo u; € V;, vj,w; € Vj, cont,j € Ny a,be K.
Anélogamente a los mapeos lineales, también se conforma la coleccion de todos los mapeos

multilineales L(Vi, ...,V ; W) = S F: HVk — W}, que, por supuesto, establecen un

nuevo espacio vectorial [7].

En el caso en que m = 2, el mapeo F es bilineal [4], es decir que tiene la forma F : Vi x Vo —
W'y cumple que F(au; + bus,v) = aF (uy,v) + bF (uz,v), para todo ui,us € Vi,v € Vo y
a,b € K. La coleccién de todos los mapeos bilineales es el espacio vectorial L(Vy, Va; W) :=
{F : Vi x Vo — W}, con el cual, si se hace que W = K, pues se tiene al espacio vectorial
L(V1, V; K), cuyos elementos son llamados formas bilineales [4].

Teniendo entonces un mapeo bilineal F de V' x V en K, es decir,

F:VxV —K
(uiauj) — ‘F(uiauj)a

con u;,u; € V y i,j € N. Al mapeo bilineal F se le dice producto interno en V si y sélo si
satisface que [7]

1. Vui,uj S V|.7-"(ul,uj) = .F(uj,ui),

El primer axioma es denominado como simetria conjugada, donde F(u;, u;) denota al com-
plejo conjugado de F(u;,u;). El segundo es denominado como definido positivo. El tercero
es denominado como no degenerado. Usualmente, al producto interno se le denota como
(u, uz) = F(ug, uy) [4].

Coherentemente, para generalizar aun mas esto ﬁltimo sea Vectg = {V1, Vo, ..., W, ...} y sea

F un mapeo multilineal de H Vi en W, es decir, F H Vi — W. A este mapeo se le dice

producto tensorial para multzples espacios vectoriales, denotado por ®, si y solo si satisface
que [7]

1. El mapeo multilineal de los elementos u; € Vi, ...,u,, € V,, en W, es decir, u; ®- - - @y,
generan a W, lo que quiere decir que Im F = W o que F es sobreyectiva, &
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m
2. Si ¥ es un mapeo multilineal de H Vi en un espacio vectorial arbitrario S, esto es,
k=1
m
(N H Vi — S, entonces, existe un unico mapeo lineal F : W — S de tal manera

k=1
que el mapeo bilineal v queda definido como v := F o F. Diagramaticamente, esto es,

d N
[V, —w
j=1
\ F
FoF
S

El segundo axioma, siendo consecuente con el primero, se refiere a que todo producto ten-
sorial implica un mapeo lineal [7].

Tomando esta definicién del producto tensorial para multiples espacios vectoriales, sea V' un

m

espacio vectorial y sea ® V=V®--®V, denominado como espacio producto tensorial,
k=0

cuyos elementos son llamados tensores de rango m [8]. Los mapeos bilineales, denotados por

®, entre espacios tensoriales cumplen la propiedad de que [7]

m—+r

@:é&/x@{/—ug)v
k=0 k=0 k=0

m T
lo que quiere decir que este mapeo bilineal es un producto tensorial entre ® Vy ® V,
k=0 k=0

0 1
cuyos elementos son tensores de rango m + r. Se tiene también que ® V =K, ® V=V,

k=0 k=0
2 3

® V=VaV, ® V=V®V®V, etc. El producto tensorial no es conmutativo y satisface

k=0 k=0
0 m

que a ® u,donde o € ® Vyuce ® V', es la multiplicacion de un tensor por un escalar,

=0 k=0
m

donde el resultado es nuevamente un tensor en ® vV [7].

k=0
Los espacios tensoriales, analogamente a los espacios vectoriales finito-dimensionales, tam-

bién pueden ser generados a partir de un conjunto minimo de elementos, es decir, existe una
base de espacios tensoriales [4]. Para definir esta base, se parte de una base B = {ey, e, ..., e, }
para V, tal que cada elemento u € V' esté representado como 8]
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n
v = E v'e;
i=1

con esto, se hace el multiple producto tensorial m veces,

n n

VR QU = (Zv“eil)(@---@(zvim@im)

i=1 i=1

Por la propiedad de multilinealidad, se tiene que

Zv e, @ ®e;)

donde el producto de escalares v’ - - - vim queda denotado por £4im v es la componente del
tensor v ® - - - ® v, con base e;, ®---®e; . La cardinalidad de la base de este espacio define
la dimensién. Este tensor es llamado tensor contravariante de rango m [8] y se representa
como

VR @u=Y (e, ®®e;,)

i=1
Tomando en consideracién al espacio dual de V', se obtienen espacios tensoriales de la forma
T

® Vi =V"®- .- ® V" que satisfacen las mismas propiedades ya dadas para un espacio

1=
tensorial [7]. Un tensor perteneciente a este espacio tensorial es llamado tensor covariante
de rango r y se representa como

Ow= Z£i1,...,ir(€il R ® eir>
i=1

También se pueden obtener espacios tensoriales definidos por el producto tensorial multiple
entre m veces el espacio vectorial V' y r veces el espacio dual V*, es decir, V ® --- ®
VeV ®- - ®V* que también satisfacen las propiedades del espacio tensorial [7]. Un
tensor perteneciente a este espacio tensorial es llamado tensor mizto [8], que es m veces
contravariante y r veces covariante, el cual, en términos de su base tensorial se representa
como

11, :ZT
i=1 j=1

VR RUR W - ®W_ZZ]1’ IR e, @ ®ey,)

Esta es una forma practica de escribir a los tensores, pues al operarlos es cuestién de ma-
nipular, principalmente, los coeficientes® [8], ya que estos salen del producto tensorial como
un producto usual.

6Posteriormente, se utilizard esta estructura tensorial y su notacién para desarrollar la teoria de las varie-
dades de Riemann,.
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1.2. Variedades

1.2.1. Variedades topoldgicas y diferenciables

Sea (M, 7) un espacio topoldgico” con topologia 7. Se dice que M es una variedad topoldgica
si y sélo si satisface que [12]

1. Es espacio de Hausdorff,
2. Es 2-contable, y
3. Es localmente euclidiana.

Que sea de Hausdorff significa que todos sus puntos pueden ser separados por medio de abier-
tos disyuntos [2], es decir, todos sus puntos pueden ser desconectados. Que sea 2-contable
significa que su topologia tiene una base contable [5], es decir, la familia de abiertos que
conforman la topologia puede ser generada a partir de una colecciéon de bésicos a los que se
les puede asignar un nimero natural. Finalmente, que sea localmente euclidiana significa que
si se toma un abierto U de la variedad, es posible establecer un homeomorfismo® o mapeo a
un abierto V del espacio euclidiano?, esto es, sitd € M y ¥V C R" entonces ¢ : U — V [12].
Se determina la dimensién de M via homeomorfismo, es decir, si el homeomorfismo es
@:U =V, con V C R" pues la dimensién de M se dice que es n [15]. Por otro lado, el
teorema de la invariancia del dominio [12] establece que sélo puede haber homeomorfismos
entre espacios de la misma dimension, .

Un ejemplo clasico de variedad topoldgica es pensar en una superficie M suavemente curva-
da embedida!® en R3. Luego, sea p, € Y € M, con a € N, siendo I un abierto. Si existe un
homeomorfismo ¢ de U en un abierto de R? que contiene a la imagen de este punto o(p,),
la representacion se puede ver en figura 2-2 [12].

Los homeomorfismos tienen un papel de suma importancia, ya que pueden dotar de coor-
denadas a la variedad por medio de parches coordenados que, dicho en un lenguaje poco
técnico, se pegan sobre la variedad [4]. Estos parches son denominados como cartas coor-
denadas [15]. Entonces, sea M una variedad topolégica, un abierto 4 C M y un abierto
VY C R". Una carta coordenada en M es un par (U, ), donde ¢ es un homeomorfismo de U
en V y al se le llama dominio coordenado [12].

El homeomorfismo ¢ es llamado mapa local coordenado y genera la imagen del dominio coor-
denado U en R", denotada como p(U) = V, pero descrito de forma precisa, cada punto p,, del
dominio coordenado viene dado por las componentes (z', ..., ™), que son los valores de entra-
da del mapeo ¢ en V C R™, tal que el mapeo de cada punto serd p(p) = (z'(pa), - 2"(Pa)),

"Un espacio topolégico es una estructura que define conexiones o relaciones de proximidad entre los ele-
mentos de un conjunto.

8Un homeomorfismo es una funcién continua que tiene inversa continua.

9Denotado como R™.

100 inmersa.
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Figura 1-1: Homeomorfismo de un abierto 4 € M y un abierto V de R?. Fuente propia.

y a esto se le llama coordenadas locales en U [15].

Generalmente, en la variedad pueden haber dos cartas coordenadas (U, vo) vy (Us, pp), con
a,B € Ny a# 3, cuyos dominios coordenados se superponen en una cierta region, la cual
es una interseccién de puntos de ambos dominios [11], esto es,

Vpe M|pel,NUs C M

Si U, NUg # 0, se dice que U, y Us son compatibles [12].

Haciendo mapeos respectivos ¢, y ¢ de los dominios en abiertos V, y Vs de R", es decir,
Yo Uy = Vo v @ : Us = V3, teniendo en cuenta que V, = ¢(U,) v Vs = ¢(Uz). Luego,
para cada carta coordenada se mapea la region superpuesta de tal manera que cada punto
p de la interseccion es especificado por distintas coordenadas de acuerdo a cada carta. Asi,
se busca una estrategia para pasar de un sistema coordenado a otro que permita identificar
este punto especifico, y, de forma practica, todo punto de la interseccién [15]. Para lograr
dicha estrategia, se toma la inversa de una de las cartas, es decir, se vuelve a la variedad,
para, posteriormente, ir a la otra carta, lo que implica una composicién de mapeos ¢z o ot
Este mapeo compuesto es llamado mapa de transicion [12], el cual es una transformacion
de coordenadas entre espacios euclidianos, esto es, una funciéon F : V, — Vs y se define
formalmente como

0500t PuUa NUs) — 05U NU)
cuya inversa es
-1 .
Pa 0@y pg(Ua NU) = @a(la NU)

Para ilustrar lo anterior, se toma como ejemplo una variedad de dimensién 2 y mapeos a
abiertos de R? como se muestra en la figura 1-2 [15].

A la coleccién de suficientes cartas coordenadas {Ua, ¢}, cuyos dominios coordenados son
compatibles, se le llama atlas [12], tal que U, es un cubrimiento de M, esto es,
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Figura 1-2: Mapa de transicién entre cartas con regiones superpuestas. Fuente propia.
M= Ju,
(03

Si el mapa de transicién es una funcién continuamente diferenciable, se le llama de clase C!.
Si es r veces diferenciable, se le llama de clase C", que significa que existen sus derivadas
parciales de orden r que son continuas. Si es infinitamente diferenciable, que es el principal
interés, se le llama de clase C*°, que significa que existen sus derivadas parciales de todos los
érdenes y ademds son continuas, a lo que se le denomina como estructura de suavidad [21].
Como esta funciéon es una composicién de mapeos anteriormente definidos como homeo-
morfismos, es, por tanto, también un homeomorfismo, y al ser diferenciable, se le llama
difeomorfismo [15]. Posteriormente, se dice que el atlas de M es suave si para cada par de
cartas existe un difeomorfismo, y a la variedad M se le denomina variedad diferenciable o
variedad suave [12].

Las variedades difereciables'! permiten reproducir estructuras conocidas como las representa-
ciones coordenadas y los espacios vectoriales [4]. Entonces, sea M una variedad diferenciable
y sea f: M — R™ una funcién, con m € N. f es llamada suave si para cada p € M existe

una carta coordenada (U, ¢) con estructura de suavidad para M [12]. Entonces, p € U C M,
de tal manera que la composicién de funciones fo@~! es suave en el abierto p(U) =V C R™.
Luego, se tiene una nueva funcién denotada por f , con la forma f cpU) — R™, que es
llamada la representacion coordenada de f [12], tal que f := f oL Esto puede ser visua-
lizado en la figura 1-3.

Por otra parte, se define una colecciéon C*°(M) de todas las funciones suaves [12|f : M —
R, denominadas como funciones de valor real, tal que es posible dotar con la estructura de
espacio vectorial a C*°(M) sobre el cuerpo R, ya que la adicién de funciones suaves es suave
y la multiplicacién de un escalar por una funcién suave es suave [21].

HTambién las variedades suaves
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Figura 1-3: Representacién coordenada de f.

El espacio de configuraciones como variedad diferenciable

Para complementar lo anterior, se hace relevante mencionar al espacio de configuraciones,
que es una una coleccién de todas las configuraciones posibles de un sistema fisico [3]. Se
define a una configuracién como

g={¢; €eR"|iel CN}

donde ¢; representa al sistema de coordenadas generalizadas del sistema e I es un intervalo
de N [3]. Entonces, debe existir una coleccién € de todas las configuraciones del sistema de
manera que

Vqec€|e TR

Esta coleccién € significa la coleccién de todos los posibles estados que un sistema fisico
puede tomar, y, de acuerdo a ciertas restricciones, se piensa en transiciones de estados de
manera continua y suave, por lo que se forman objetos geométricos como curvas, superficies,
volumenes y demds, pero es comun obtener objetos geométricos muy concretos, como esfe-
ras, cilindros, toros, etc., y estos objetos geométricos conforman la familia de soluciones del
sistema. En sintesis, el espacio de configuraciones es una variedad suave [3]. Como ejemplo,
se puede considerar al péndulo restringido a moverse en un plano, cuyo espacio de configu-
raciones es la esfera S*, ver la figura 1-4, o el péndulo restringido a moverse en el espacio
tridimensional, cuyo espacio de configuraciones es la esfera S2.
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Figura 1-4: Espacio de configuraciones mecanico para el péndulo restringido al plano. Fuen-
te propia.

1.2.2. Espacios tangentes

Sea v : I C R — M una curva sobre M, donde I es un subconjunto cerrado de R,
que coincide! exactamente con un intervalo de una funcién de valor real suave f [12]. Se
establece un punto p sobre la variedad de tal manera que la curva v pase por él, es decir, el
punto es simplemente p = (), donde )y es un parametro fijo de v con Ay € R [12]. De
esta manera, si se quiere conocer cémo varia la funciéon f de acuerdo a la curva v en p, se
hace una composiciéon de funciones de la manera f o+, por lo que f(v(X\g)) [12]. Asi, sélo
bastaria conocer (f o) (\g), lo que equivale a conocer la velocidad en p, por lo que se le
denota como v,(f) [11]. Esta derivada es una funcién

Up(f) : C*(M) — R,

es decir, v,(f) es una funcién lineal, por las propiedades de las derivadas, que va desde el
espacio vectorial C*(M) a los reales [11]. Esto tltimo tiene como consecuencia que todos
los vectores tangentes a un punto p € M se pueden coleccionar en un conjunto de funciones
lineales L(C>(M),R) [12].

Se define al espacio tangente a un punto p de la variedad concretamente como

ToM = A{v,(f) € LIC*(M),R) |7 : I — M A~y(Ao) = p € M}

13

Todo p € M admite un espacio tangente [11]. Como este es un modelado lineal para la
vecindad de cada punto p de M [12], la coleccién de todos los espacios tangentes 7,M
reconstruyen a la variedad!'4.

El espacio dual de T, M sera entonces la coleccién de todas las funciones lineales de la forma
F :T,M — R [8], esto es, Ty M = L(T,M,R), pero, adicionalmente a esto, este espacio
dual es denominado como espacio cotangente al punto p de la variedad [8].

Ahora, se define la operacién suma [11] como

12Es decir, que estd contenida en la funcién f como una parametrizacién respecto a A € R en un intervalo
dado.

13La coleccién de todos los mapeos lineales v, (f) para toda posible curva v que pasa por p.

4Por medio del concepto de haz vectorial [12], se define el haz tangente, pero esto no sera tema estudio en
este escrito.
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+ : T M x T,M — L(C>®(M),R)
(Uyp +5p) (f) = vy (f) +vs5,(f),

para todo v, ,,vs, € T, M.
Al multiplicar un real por un elemento de 7T, M, el resultado es un producto usual entre dos
numeros reales, por lo que se define la operaciéon multiplicacién [11] por escalar como

R xTy,M — L(C®(M),R)
(a-vyp)(f) = a-vsp(f),

para todoa € Ry v, , € T,M.

Finalmente, se evidencia que estas operaciones en 7, M satisfacen la estructura de un espacio
vectorial [11].

Para tomar distancias entre dos vectores u, y v, tangentes a M y se aplica su producto
interno, que, en este caso, serd una forma bilineal [11]

g: TLMxT,M— R
(Upvvq> — g(vqu)

que es denominada como métrica de Riemann, siy sélo si, satisface que
1. Siv, € LMy v, € T,M, entonces, g(v,,v,) > 0. Esto es, que g es definido positivo.
2. Siv, € T,My v, € T,M, entonces, g(vy,v,) = g(vq,v,). Esto es, que g es simétrico.

3. Siv, € T,M y v, € T,M, entonces, g(v,,v,) =0, siy sélo si, v, = 0. Esto es, que g es
no degenerativo.

Es posible construir un espacio tensorial utilizando espacios tangentes!® a puntos arbitrarios
de la variedad mediante el multiple producto tensorial 7, M®- - - @ T, MQT,M*®- - -QT, M*,
el cual es denominado espacio tensorial sobre la variedad diferenciable, cuyos elementos son
llamados, consecuentemente, tensores tangentes a la variedad diferenciable [8].

En este contexto, la métrica de Riemann puede ser contruida como un producto tensorial
T,M* @ T,M*, por lo que también es llamada como tensor métrico [11]. Este es uno de los
tensores mas importantes y se le considera el tensor fundamental. Para un espacio vectorial
T, M con una base {e;}, se establece el tensor métrico como el producto interno de la base,
esto es, g;; := (e;, €;). Entonces, este tensor, es asignado a cada punto de la variedad suave
y, asi, toda variedad suave M equipada con un tensor métrico g, establece un par (M, g),
denominado como variedad de Riemann [11].

15También cotangentes.
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1.3. Calculo en variedades

Aplicando las nociones del calculo sobre la variedad de Riemann permite empezar a cons-
truir elementos heredados de la geometria diferencial. Los vectores y formas lineales, al ser
cambiados de base, sufren el efecto del cambio de sus componentes, lo que implica que los
tensores también son afectados de la misma manera [8]. Los vectores cambian de base de
acuerdo a la regla

iz
= Aje;,
mientras que las formas lineales cambian de base de acuerdo a la regla

i Aisd.
e’ = Ale’;

i

donde Ag y A;'. son las componentes de la matriz jacobiana, es decir, que Az = gﬁ A’ = 8;’]
[8]. Luego, aplicando el producto miltiple sobre el espacio vectorial V', se obtiene la regla de

transformacion contravariante

Ve QU= (e ® ®ew)—Zv“---v"%en@---@eid)=
i=1
- o i oz ozJd z 8x31 o oxa _
; P d{zaueh '® e]d} lezlale 1”.%”%6]&@“'@6]&):
S, @@ ,) = Zé“ ey @ ®E,) =T BT

Jj=1

Aplicando el producto multiple sobre el espacio dual V*, se obtiene la regla de transformacion

covariante
w®"'®wzzgi1,.,' eh@' Zwu' wld “®"'®€id>:
i=1
& "L Oxh 8:U“ oxte »
Zwil.”wid{z(ajjleh ® - ejd } Zzaxﬂ il...afjdwid(ejl ®...®e.7d) —
Z:1 7/7 Jf

Zwﬂ- G {@ @ @E)) = Zfﬂ, W@ e =0 @

Por lo tanto, la regla transformacién para un tensor d veces contravariante y r veces cova-
riante es

v®---®v®w®---®w:zz Idie @ Qe ®ET @ @) =

=1 =1

n n

E E 1 ] i1 ir)
U]"'Ujdwzj"'wir(@jl®"'®€jd®€ ®...®er)_

=1 =1
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0 oz a@ka 8:c"1 oh ox'r ,
ZIZU el wil...wir(%ekl(g...@axjd a I ®...®a£hre )_
j=1 i=1

oxkr Ok 035“ or'r _ T 5
Zza$]1 ]1...8xjdv a$h1 "'%wir@h@”'@ekd@e1®"'®6 ):
7j=1 i=1

@kl...@kd@hl...@hr(ékl®...®ékd®éh1®...®é}“):
k=1 h=1
DD Gl @ 06,08 Q- Q) =18 IR - R.
j=1 i=1

Para sintetizar de una manera practica la escritura de este tipo de sumas, se define que
para cada par de indices repetidos se asume una suma, de esta manera es posible suprimir el
simbolo de sumatoria, y esta notacién es conocida como convenio de Finstein. Como ejemplo,
se reescribe la regla de transformacion para un tensor mixto genérico como

VR RMURWR - R = 2117 ’jd(€g1®"'®€jd®€il®"'® id)

ir

/U]l e Ujdwll w'lr(e_]l ® . ® ejd ® e’Ll ® ) —

i i azk1 ~ ozhkd ozl gh oz’ _
U‘h “ e ’Ujdwil e wiT(ale ekl ® . ® O 7 6kd ® ox hl 1 ® ® PrD ) —
azk1 | j ozhd Ozl oz = ~h She)
OL Lt o DA Ja DB e DT (G @ @ Eyy @ EM @ - ® ehr) =

@kl...vkdwhl...@hr(ekl®...®ekd®éh1®...®éhr):
5}131, Z‘i(ekl®...®ékd®éh1®...®éhr):@®...®@®@®...®@

Ahora, es necesario introducir la derivada de Lie, que es la primer nocién propia de derivada
sobre las variedades de Riemann. La derivada de Lie es necesaria para conocer el cambio de
alguna cantidad tensorial sobre el flujo de cierto campo vectorial definido por los vectores
tangentes a la variedad [8].

Teniendo un campo vectorial u = u'e; dado sobre una variedad diferenciable M, cuyas
curvas integrales son funciones escalares de la forma z°()\) y z'(n), donde las componentes
del vector u son derivadas de la forma u! = Cfl—af. Para poder definir a esta derivada se plantea
la regla de transformacion de las componentes de los vectores

i:(‘)i‘i j

v OxI

y se define una transformacién lineal en forma de desplazamientos infinitesimalmente pe-

quenos como
T =2 + da’
y, por la regla de la cadena, se tiene que
P= gl B = o utd)

Asi, la derivada parcial es
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ozt __ Ozt +(9u d\

Oxi — Oxd OxI
Luego, se sustituye en la regla de transformacion
gl — 9T ,j ou’ Oz’ j 4 Ou',j
v = 6963'“ (8x] + oz d)\) xjv + 027 Y dX

La derivada parcial de una funcién respecto a variables de la que es independiente y respecto
a si misma es 0 si es diferente y 1 si es la misma, por lo que se vuelve el tensor de Kronecker,
ozt i :
esto es, 75 = &} [11], entonces, se tiene que
MJ 0z + vjd)\ = 0! + ?)]d>\
De esta manera, se tiene que la transformacion es

vl =0t —l—ajvjd)\

Por otro lado, se hace una aproximacion lineal del vector tangente que ha tenido un despla-
zamiento diferencial del punto p al punto ¢ mediante una expansién de Taylor [11],

v'(z + dx) = v'(z) + %(m)dﬂ
que es equivalente a
v(q) = v'(p) + 55 (p)da’

Teniendo en cuenta a estas dos aproximaciones hechas, se hace una diferenciaciéon denomi-
nada como derivada de Lie de un vector, definida por

‘ vi(g) — 7
L.0(p) = lim (Q)/\ (q)

Sustituyendo en esta derivada se tiene que

i v’ oul , j
Lo = lim U B v e
A—0 A
Ovt ; i ;
QU i — vjd)\ ovt  dx? out . d\
— ’ 693] ’ ¢ J(2"
i . =l o () T 55 ()

_ ovidrd _ dul,jd)
— 927 dx OxJ dX

Y asi, se obtiene la expresiéon para la derivada de Lie de las componentes de un vector como

— O i 0ut
Lv" =l §5 — vl gL

Siguiendo con esto, se procede a obtener una expresién que permita calcular la derivada de
Lie del tensor métrico, donde se ha hecho un desplazamiento desde un punto p hasta un
punto ¢ de la variedad de Riemann [11]. Entonces, se plantea la regla de transformacion del
tensor métrico por medio de la regla de transformacion de los vectores de la base sobre el
punto ¢
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— /= =\ __ J0zF Az _ Ozk o2t _ 9z* 9t
Gij = (€, €j> = (Weka Weﬂ = o @(@meﬁ = 55 oz7 Ikl

Se tiene la transformacion lineal de desplazamiento
_ _ K _
xk:xk—dxk:xk—ddi/\d)\:xk—ukd/\

la cual se deriva parcialmente respecto a las coordenadas del punto ¢, para obtener

ock _ 9rk _ ouk gy _ sk _ out
ozt — ozt ozt A\ = 5%‘ ozt dX

Luego, se sustituye en la regla de transformacién

_ J:k Z‘l uk: ul
Gij = 200 gy = (6F — Z5dN) (6} — 25dN)gu

= (OF0L — ¥ U AN — SLOL G\ 4 QUL D 132y g,

i 9z J ozt 8zt 077

Como el término dA\? es practicamente nulo, se desprecia, y se tiene que

= (5f6§ — 5k Ou! dX\ — 51» Bu’f d/\)gkl = 5f5§gkl — 6591{?1 auj d\ — 5;91@! Qut dA

i 0z J ozt oz ozt
_ ol ouk 1y,
= Gij — GilgardN — Grj G dN;

De este procedimiento, se concluye que la transformacion del tensor métrico del punto p al
punto g es

_ ul uk
Gij = 9ij — il d\ — gi; 3 d.

Por otro lado, se hace una aproximacion lineal del tensor métrico que ha tenido un despla-
zamiento diferencial del punto p al punto ¢ mediante una expansién de Taylor, entonces, se
tiene que

gij(x + dzx) = g;j(x) + gii,f (x)dx*
que es equivalente a
9gi
9i;(q) = gi;(p) + %(p)dxk.

Teniendo en cuenta a estas dos aproximaciones hechas, se define a la derivada de Lie del
tensor métrico como

Sustituyendo en esta derivada se tiene que

O i ul uk
Coar — lim 9 + SZhda — gij + g2 dA + giy 3 dA
ulij = /\lgtl) b\
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D dpk 4 gy Q8 AN+ gy 28 dN
= lim

A—0 )\

‘m 8gm (dek)—l— , Gul dA , au’“ dA

Sy
A0 Oxk g 9 83?]( A )+ o0

= Qo (daty g Dul ANy | g Ouh (A,

Asi, se obtiene la expresién para la derivada de Lie del tensor métrico, y en general para
cualquier tensor covariante de segundo orden, como

/C 9gi
ﬁu.gij axlg + gzl I + gk] 8x1

pero se tiene que la derivada parcial del tensor métrico es nula, por lo que, exclusivamente
para el tensor métrico, se tiene que

£ugij il pz7 8:2" + gk] amz .

Considerando a la derivada covariante, es posible sustituirla en lugar de la derivada parcial,
en el caso de la derivada de Lie, se reescribe como

L.gi; = gaVjul + g Viuk,
Por propiedades del tensor métrico, se tiene que
V(gau') + Vi(grju®) = Vju; + Viug;
Asi, se tiene que la derivada de Lie del tensor métrico es
L.gij = Vju; + Viu;.

Tomando a esta tultima expresion de la derivada de Lie, es posible ver que es una ecuacion
diferencial en términos del flujo de campo vectorial definido sobre la variedad de Riemann.
Si se asume que el cambio del tensor métrico es nulo'®, esto es, £,g;; = 0, este flujo de campo
vectorial sera constante, es decir, sera un flujo sin cambio alguno. La implicacion de esto es
que un campo vectorial como este estaria definido sobre alguna direccién donde la variedad
de Riemann se mantiene invariante, y asi, se sabe que en esa direccion hay simetria. Segin
esto, la expresion resultante sera

?]’Ui + ?iuj = 0,

A esta ecuacion diferencial se le conoce como ecuacion de Killing y al campo vectorial sobre
la variedad de Riemann que satisface esta ecuacion se le llama campo vectorial de Killing.
Es comin denotarlo con la letra £, entonces, finalmente, la ecuacién queda reescrita como

V& +Vi& =0

16Una minimizacién.
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En el presente capitulo se estudiaran las ideas fundamentales de la teoria general de la relati-
vidad, de los cuales hacen parte sus postulados y las ecuaciones de campo de la gravitacién,
que toman al espacio-tiempo como una variedad suave con una métrica pseudoriemanniana.
Dicha métrica tiene el importante papel de resolver las ecuaciones de campo, pues da cuenta
de la geometria local del espacio-tiempo debido al contenido de materia-energia presente.
Las soluciones globales permiten obtener la geometria y evolucién temporal del Universo,
entonces, de acuerdo a las condiciones que sean definidas para las ecuaciones de campo, se
pueden realizar modelaciones del Universo denominadas modelos cosmoldgicos. Particular-
mente, para este andlisis, es necesario entender el modelo cosmolégico desarrollado por el
matematico y astronomo Willem de Sitter.

2.1. Estructuras matematicas que subyacen a la teoria
especial de la relatividad

La teoria especial de la relatividad establece dos postulados que consisten en la covariancia
de las leyes fisicas en marcos inerciales y la invariancia de la medida de la velocidad de la luz
en marcos inerciales. Con estos postulados se puede desarrollar toda la teoria, pero estos,
a su vez, implican una estructura mateméatica mucho mas general, que es la de grupo de
Lie [20]. Un grupo de Lie es un par (M, ®) que satisface la usual estructura de grupo! con
una operacion interna ©®, pero el conjunto M es una variedad suave, de tal manera que los

mapeos
w:Mx M — M
(z,y) — Oy,
Ve,ye M,y
M — M
x— !

Va,xz~! € M, son siempre suaves.

'El grupo puede o no ser conmutativo.



2.1 Estructuras matematicas que subyacen a la teoria especial de la
relatividad 21

Uno de los grupos méas importantes de la teoria de grupos es el grupo lineal general real [20],
definido como

GL(n,R) := {p : R* — R"|detp # 0}

lo que quiere decir que cada mapeo lineal de R™ a R"™ satisface que su determinante es dife-
rente de cero, es decir, que es invertible [13].

Por otra parte, al definir un pseudo-producto interno como una forma bilineal, pero cam-
biando el tercer axioma de definido positivo por el axioma de no degenerativo, se obtiene un
teorema relevante que dice que hay tantos pseudo-productos internos en un espacio vectorial
V' como hayan diferentes signaturas. Entonces, al definir una base en V', se tiene que

—1 -« 0 0 --- 0]
0 -1 0 0
{earea) = | 0 1 0
(0 -~ 0 0 - 1

donde p representa la cantidad de veces que aparece el nimero —1 en la diagonal principal y
q representa la cantidad de veces que aparece el niimero 1, de tal manera que la dimension
de V es dada por p + ¢ [8].

De acuerdo con esto anterior, sea el grupo ortogonal respecto al pseudo-producto interno
recientemente definido

Op,q) == A{y: V. — V((v), p(w)) = (v, w)}

Yuo,w € V, y de esta manera es posible notar que que este no es mas que un subgrupo

de GL(p + q,R), puesto que cumple la misma estructura del grupo lineal general real [§].

La teoria especial de la relatividad satisface esta tltima definicion del grupo ortogonal, con
=1y g =3, es decir, O(1,3), y este es denominado como grupo de Lorentz.

Las transformaciones de Lorentz son organizadas de forma matricial y pueden ser escritas
como [§]

—V __ AV W
= Az
donde A, satisface que

oAy,
o0x°

=0
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y, junto con el tensor de Minkowski, definido como

-1 0 0 0
0O 100

- 2-1
0 0 01

se cumple que
v\T v
(Au> UWAM = Nuwv

se pueden evidenciar ciertas condiciones particulares de simetria.

Las simetrias en el espacio de Minkowski pueden ser bien estudiadas mediante el cédlculo
de los vectores de Killing, ya que encontrar simetrias de caracter geométrico en un espacio-
tiempo, que es una entidad fisica, debe implicar una relacién con alguna o algunas cantidades
fisicas. Los vectores de Killing pueden ser obtenidos a partir de la ecuacion

V& +V,6, =0

que al estar en una variedad de Minkowski, los simbolos de Christoffel que aparecen en la
derivada covariante se anulan, debido a que estos simbolos son correcciones de las derivadas
parciales usuales respecto a la curvatura del espacio, pero como en este espacio las trayec-
torias de la luz en el vacio son rectas, pues la curvatura es inexistente. Por lo anterior, la
ecuacion se reduce a cambiar las derivadas covariantes por derivadas parciales usuales

[ 08
Ozt + c‘):}cllt =0

Por cuestiones de simplicidad en la notacién, los operadores diferenciales parciales se cam-
biardn de la siguiente manera [11]:

o _
ox° - aO’
asi que la ecuacién de Killing en Minkowski queda escrita como

au€u + aufu =0 (2_2>

Ahora, para resolverla, lo que se hard diferenciar una segunda vez para hacer una permutacién
de indices que permita sumar y restar términos de la suma y, de esta manera, reducir la
ecuacion a solucionar. Para esto, se procede de la siguiente manera

050, + 0,0,§, =0
Las permutaciones en los subindices son

8Uau§V + aaaugu =0 (2'3)
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0,058 + 0,08 =0 (2-4)
0,065 + 0,0,§, =0 (2-5)

Se suma (2-3) con (2-4) y se les resta (2-5)

0508 + 050, + 0,058, + 0,0,6 — 0,0,& — 0,0,§, =0

Con lo que se llega a

20,0, =0

Esto es, que

050,& =0 (2-6)
La solucién general de la ecuacién (2-6) es de la forma [3]

& = hyat +k, (2-7)

Esta solucion general muestra la forma general de unas transformaciones de coordenadas de
rotacién y de traslacion en el espacio-tiempo. Es necesario encontrar algunas propiedades
de esta solucién, particularmente, del término h,,, que parece tener relaciéon alguna con las
rotaciones.

Al sustituir la solucién (2-7) en la ecuacién (2-2), se observa que

0y + 0,6 =hyy +hy =0
Que inmediatamente revela la propiedad de antisimetria de la matriz h,,,, esto es, que

hp = —hy (2-8)

vp —

Es decir, por la forma general de las matrices antisimétricas, tiene la siguiente forma

0 -A -B -C
A 0 -D —-F
hy, = 2-
a B D 0 -=-F (2-9)
¢ E F 0

Para obtener soluciones con algin significado fisico de la forma como se explicé de la soluciéon
general 2-7, se hace que la constante de integraciéon k, = 1y h,, = 0, para representar
traslaciones unitarias, obteniendo los cuatro primeros vectores de Killing para el espacio de
Minkowski, estos son

£=0, (2-10)
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£=0, (2-11)
£=0, (2-12)
£=0. (2-13)

Ahora, fijando la constante de integracion k, = 0, para tener un enfoque en las rotaciones,
la solucion queda como

& = hya” (2-14)

cuyas componentes de indice arriba son escritos como é’ = %, = £“0,, por lo que se
multiplica al tensor métrico de Minkowski (2-1), pero con sus componentes contravariantes,
por (2-14), obteniendo asi

éa — 77041/&/ — nmjh,}#ﬂ?'u (2—15)
-1 0 0 0 0 -A —B —-C| |ct

_ 0O 10 0/|1/A 0O —-D —-FE| |z (2-16)
0O 010||B D 0 -—F Y
0O 00 1| |C FE F 0 z

De esta manera, para dar una primer solucién, se anulan todas las componentes de h,,,, pero
D=1, asi

ga — naugy — nauhyux,u (2—17)
-1 0 0 0] [0 O 0O O |ct
1 —1
_ 0 0 0] [0 O 0 (2-18)
0O 010101 0 O Y
0O 00 1110 0 0 O z
= (07 _y7$70) (2—19)

Como E: %04, pues

g: (navhwxu)aa (2-20)
asi,
O
. 8I
¢=(0,—y,z,0) 5| = —y0y + 20, (2-21)
y
0,

Esto implica rotaciones en el espacio tridimensional alrededor del eje z, y todo debido a

la matriz h,,, que tiene la cualidad de ser un generador de rotaciones en el espacio de

vy
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Minkowski.
Debido a lo anterior, teniendo las siguientes matrices generadoras,

00 0 0

hWZOO—IO
01 0 0
00 0 0
[0 —1 0 0]
1 0 00

h,, =

“~ 1o 0 0 0
0 0 0 0]
[0 0 —1 0]
00 0 0

h”“_1000
00 0 0
[0 0 0 —1]

hwzoooo
000 O
100 0]
[0 0 0 0]
000 —1

h,, =

“~ 1000 0
010 0]
[0 0 0 0]
000 O

h”“_ooo—1
001 0

con las cuales se obtienen, respectivamente, los tltimos seis vectores de Killing faltantes,
completando asi, diez vectores Killing para el espacio de Minkowski, siendo coherente con la
propiedad de espacio maximalmente simétrico [6]

£y = —yd, + 20, (2-22)
&1] = a:(?t + ct@z ( )
£ = YO + ctd), (2-24)
é[’g] = z@t + ct@z ( )
£5) = —20, + 20, (2-26)
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Eig) = —20, + y0. (2-27)

Estos vectores de Killing representan todas las simetrias del espacio de Minkowski. Cual-
quier rotacion en este espacio, puede ser escrita como una combinacié lineal de las matrices
generadoras, por lo que generan al grupo de rotaciones de Minkowski [22].

2.2. Elementos de la Teoria General de la Relatividad y
del modelo estandar de la Cosmologia

En la teoria especial y general de la relatividad el espacio y el tiempo son unificados en una
unica entidad denominada espacio-tiempo, que se define como la coleccién de todos los even-
tos. El espacio-tiempo es representado matematicamente como una variedad suave de cuatro
dimensiones y se le asigna un tensor métrico de Lorentz. Este tensor métrico de Lorentz es
llamado pseudoriemanniano, que, junto con la variedad, establecen el par (M, g), denomi-
nado pseudovariedad de Riemann [9]. Este tensor métrico pseudoriemanniano es un tensor
que satisface las propiedades del tensor métrico, pero el producto interno es de tipo Lorentz,
que significa que la propiedad de definido positivo se intercambia por la propiedad de inde-
finido. Esto anterior implica que no es definido positivo ni negativo, permitiendo longitudes
mayores, iguales y menores que cero. La propiedad de indefinido tiene como consecuencia
a los tipos de conexion que existen en el espacio-tiempo, donde el intervalo relativista es
llamado como de tiempo si es mayor que cero, como de luz o nulo si es igual que cero y como
de espacio si es menor que cero.

La teoria general de la relatividad es sostenida por medio tres postulados fundamentales.

Como de

ot Como de Z g Como de
espacio P Iz (Superficie)

Figura 2-1: Representacion de las regiones del espacio-tiempo. Fuente propia.

El primero de ellos es conocido como causalidad local, que consiste en que si se escoge un
abierto? U € M, en el cual se toman dos puntos p,q € M, se puede emitir una senal de
luz que parte desde p y llega a ¢, de tal manera que la trayectoria de un tnico fotén que va

2En el espacio-tiempo, representado como la variedad M.
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de p a g puede ser descrita por una curva de clase C! que une a ambos puntos y que queda
completamente dentro del abierto U.

El segundo postulado es conocido como conservacion local del momentum y la energia, que
consiste en que las ecuaciones que describen el comportamiento de los campos de mate-
ria contienen un tensor simétrico representado por el tensor T°°, denominado tensor de
momentum-energia y que satisface que este tensor desaparece en un abierto U del espacio-
tiempo si todos los campos de materia desaparecen en el abierto U y que este tensor obedece
la ecuacién de continuidad

V. T =0, (2-28)

que implica que el momentum y la energia se conservan en el abierto U donde esté definida
[9].

El tercer postulado es conocido como las ecuactones de campo, que consiste en la existencia
de las ecuaciones de la gravitacién, construidas por A. Einstein® y publicadas en el afio 1915,
las cuales describen toda la dindamica del espacio-tiempo de acuerdo a su contenido de energia
[9]. Las ecuaciones de campo covariantes son entonces

1
2
Siendo R.p el tensor de curvatura de Ricci, R el escalar de curvatura, go.p el tensor métri-
co, A la constante cosmoldgica, k una constante que relaciona la velocidad de la luz con la

Rag — Rgag + Agag = HTag, (2—29)

contante de gravitacion universal y Topg el tensor de materia-energia. Con base en esto, es
posible entonces cambiar a la preocupacién de determinar la soluciéon de Universo que sera
utilizada en el estudio de este escrito. El modelo estandar de la cosmologia es una coleccion
de soluciones de las ecuaciones de campo de la gravitacion que satisfacen el principio cos-
mologico. Este principio consiste en dos condiciones que determinan propiedades espaciales y
que estan asociadas a simetrias globales. La primer condicion es la de isotropia del Universo,
que es una invarianza de este bajo rotaciones. La segunda condicion es la de homogeneidad
del Universo, que es una invarianza de este bajo traslaciones [22].

Ahora, con base en estas condiciones, las soluciones se suelen asumir para un Universo que
estd en expansion acelerada, donde las distancias entre objetos suele incrementarse a un rit-
mo cada vez més rapido. Se introduce un término a(t), denominado como factor de escala, el
cual afecta el tamano del espacio en funcién del tiempo [22]. Estas soluciones son, entonces,
escritas en coordenadas esféricas como

1
ds® = dt* — a*(t) (mdr2 + r?df® + r* sin® 0dq§2> (2-30)
— RT

Para el Universo de de Sitter, estas condiciones se satisfacen, pero la curvatura espacial se
considera nula, esto es, k = 0, y, ademaés, se considera vacio [22]. Por tanto, las soluciones

3A la par con D. Hilbert.
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son de la forma
ds* = dt* — a*(t) (dr® + r*d6* + r* sin® 6d¢?) (2-31)

Entonces, el problema se reduce a encontrar el factor de escala, para lo cual, se utiliza la
ecuacion de Friedmann [18], de segundo orden, ya que esta ecuacién se deduce de utilizar
unicamente las componentes temporales de las ecuaciones de campo (2-29), con el fin de
solucionar una ecuacion diferencial mucho mas sencilla. La ecuacién de Friedmann es

1 d?a(t) e

at) a2 3 (p+3p)+% (2-32)

donde p es la densidad del Universo y p es la presion, pero como el Universo de de Sitter es
vacio, se anulan [18]. Luego, la ecuacién se reduce a

1 d?%a(t)
a(t) di?

(2-33)

w| =

La solucién a esta ecuacién se obtiene a partir del ansatz? a(t) = Ae®, por lo que se sustituye
en (2-33)

1
Aeat

a?Ae™ = = = o = (2-34)

w| =

2_ A
3

Se toma la solucion positiva de la raiz cuadrada, debido a que esta representa un crecimiento
exponencial que es necesario para modelar la expanson acelerada del espacio. Esto es,

A A
2—— = — -
of =2 =a=y/3 (2-35)

Se sustituye (2-35) en el ansatz, que queda como a(t) = AeV3t, Luego, se toma esta expresion
para un tiempo inicial ¢,

alty) = AeV5to (2-36)

Y se dividen

A
a(t) _ Aex/A?t L al®) _ e (2-37)
a(t(J) Ae\/gto CL(to)
Haciendo que a(ty) = ao, se llega, finalmente,
a(t) = aoe\/g(t_tO) (2-38)

4Ansatz es un término utilizado para referirse a una solucién conocida.
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Este factor de escala se sustituye en (2-31). También se tiene que la constante de Hubble

es precisamente el término \/g , que se denota como Hj. Finalmente, se expresa la solucion
para el Universo de de Sitter como [22]

ds® = dt* — g1 (dr? + 1?dh? + r? sin® 0d¢?) (2-39)

A modo de analisis de esta solucién, el factor de escala encontrado aoe\/g(t_t()), muestra
un comportamiento de crecimiento exponencial respecto al tiempo, que multiplica a las
componentes espaciales del Universo de de Sitter, es decir, hace que el espacio crezca a este
ritmo acelerado a medida que el tiempo transcurre.

Al hacer una representacién grafica de este Universo, representado como un circulo, el factor
de escala muestra cémo este Universo se expande en un ritmo acelerado. La solucién (2-39)
se muestra en la grafica 2-2 por encima del 0, mientras que la solucién negativa, que no se
tomo, se muestra por debajo del tiempo igual a 0
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Figura 2-2: Representacion gréfica del Universo de de Sitter. Fuente propia.

De esta manera, se tiene una visualizacién aproximada del comportamiento de este Universo
de de Sitter.
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En el presente capitulo se plantearan las ecuaciones de Killing asociadas al modelo cosmologi-
co de de Sitter, que requeriran de suposiciones que faciliten resolverlas de manera particular,
reduciéndolas a ecuaciones conocidas que permitan aplicar métodos simples. De esta manera,
se encontrard un conjunto de vectores que satisfagan estas ecuaciones. Adicionalmente, se
hara una exploracion sobre la estructura matematica que estos vectores obedecen, para asi
clasificarlos formalmente.

3.1. Solucidén de las ecuaciones de Killing para el
Universo de de Sitter

Se procede a encontrar los vectores de Killing del Universo de de Sitter [6]. Entonces, reto-
mando la ecuacion

Vugu + Vygu =0
que al expandir, se llega a las siguientes diez ecuaciones [6]

atgt =0
1
Eatgr + 87“675 - 2F:r§r =0

1
0o+ Ot — ¢ = 0

1
Eatfso + 08t — 2Ff¢f@ =0

0p&r — 17,6 =0

Oro + D& — 2T 0gEp = 0

Or€p + 0,6 — 2I7 &, =0

Oo&o — Dol — Thp&r =0

99y + 0pp — 215 &, = 0

0ol — waft — 1006 — Fiw@ =0
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Simbolos de Christoffel no nulos
oW Tr, - dFen [, - e
Iy, =17, = 250 tg = —T I7, = —rsin?f
Ty =Th = 2™ | T =15 =1 | T%, = —sinbcost
If, =Tg = cal(t) dilgtt) I, =1%. = % ngo — Fi9 = cot ¢

Tabla 3-1: Tabla de simbolos de Christoffel no nulos para el modelo estandar de la cosmo-
logia. Calculos hechos por el autor.

Simbolos de Christoffel no nulos

2 2 2
It — Hoag e2Ho(t=to) | Tt — Hoag r2e2Ho(t—to) | Tt — Hoag r2 sin2 ge2Ho(t—to)

rr C 69 C [%20%) C

r _ 1r _ Ho roo_ [S)
FZT = th = 0F99 = r : gw = —rsin“0

_ __ Iio — — 1 — _ Q]

[y =Ty, = = g =Ty, = I, = —sinf cosf

Y _1¥ — Ho o T —1 TP —
Fw = Fw == Fw = I‘W = FQ@ = ané = cot

Tabla 3-2: Tabla de simbolos de Christoffel con sus respectivos valores. Calculos hechos por

el autor.

En la tabla 3-1 se muestran los simbolos de Christoffel previamente calculados [22]. Teniendo
en cuenta que, en la solucion de la ecuacion de Friedmann para el Universo de de Sitter, se

obtuvo que a(t) = agpe
muestra en la tabla 3-2.

Hy (t—to)

, pues los simbolos de Christoffel quedan expresados como se

Sustituyendo los simbolos de Christoffel con el factor de escala ya calculado, se tiene el
siguiente sistema sobredeterminado de ecuaciones diferenciales de Killing

& =0

1 2H,
“O, + 0.6 — 26, =0
C C

1 2H,
0o+ 0o — =269 =0

1 2H,
0o+ 0,6 — =6, =0

0,6, — Hoag 62H0(t7t0)£t —0
c

2
0o + Op&y — ;59 =0

2
arggo + aﬁp&r - ;&0 =0
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H, 2
Oty — = 2t 41, = 0 (3-9)
0pép + 0,89 — 2 cot 0, =0 (3-9)
HOaO 2 2H0 t— to)
0p€p — sin” fe & + rsin® 0, +sinfcos ¢y = 0 (3-10)

Impomendo la condicién de que & = &, = 0, pensando como referencia en las soluciones de
las ecuaciones de Killing desarrolladas para el espacio-tiempo de Minkowski en el Capitulo
2, para asi obtener soluciones que involucren dos componentes, pues asi se hace visible la
relacién entre parejas de componentes y ademas facilita las soluciones. Este argumento se
utilizara en cada uno de los posteriores sistemas de ecuaciones. Entonces, el presente sistema
se reduce a

9 =0 (3-11)
1 2H,
O+ 08— =6 =0 (3-12)
By, = 0 (3-13)
0,6 =0 (3-14)
2
0,&r — Hoay e2Holt=to)¢, — () (3-15)
c
By, = 0 (3-16)
0,6 =0 (3-17)
H. 2
_ OaOT‘2€2HO(t_tO)§t +7r& =0 (3—18)
c
_H,
(;ao r? sin? fe2Ho(t—to) & + 7sin 9&} =0 (3-19)

Para empezar a resolver, se despeja el término ¢, de la ecuaciéon (3-18)

& = HOTCL%@QHO(ttO)T& (3-20)
Al derivarlo respecto a r, se tiene que

0,6 = Hia“e% @-to)g, 4 o0 27“62H°(t )0,&, (3-21)
Que al sustituir en (3-15), se llega a que

Hya? Hya? Hya?
(;ao (2Holt—to)g, 4 iaorewo(t’m)arft _ (;aoewo(tfto)ft =0 (3-22)

H. 2
0Qq 7"62H0(t_t0)8r§t =0 (3—23)
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Esto es,
0T£t:0:>§t:oz1
Siendo «; una constante, por lo que la ecuacién (3-20) queda escrita como

2
OélHoR _
fr — 0€2H0(t to)r
C

La cual se verifica, para lo cual se deriva respecto a t

20{1[‘[2@2 _
atgr — ; 0 U€2H0(t to),’,,

Y se sustituye en (3-12)

20q H2a? _ o Hyal -
090 j2Ho(t~t0) . _ 2H, 0 p2Ho(t—to) .| —
c

200 H2a? 201 Hiad
0% 2Ho(t~t0) . _ 070 ,2Ho(t=t0),. —
C C

(3-24)

(3-25)

(3-26)

(3-27)

(3-28)

Por lo que se puede evidenciar que estas dos componentes satisfacen el sistema de ecuaciones.

De esta manera, el vector de Killing serd

2
é['l] — 0518t + a1H0a0 e2H0(t7t0)7087‘
C

Imponiendo la condicion de que &, = £, = 0, el sistema se reduce a

atgt =0

argt =0

1 2H,

~ 049 + 006 — 6 = 0
C C

a@ég == 0

2
_M€2Ho(t—to)£t -0
c

2
a’r&@ - _59 =0

r

H, 2
By — (;ao e2Holt=to)2¢, — 9
0,80 =0

H. 2
_ 210%0 2Ho(t-t0) .2 5,2 0&: + sinf cos &y = 0
c

(3-29)

(3-30)
(3-31)
(3-32)
(3-33)
(3-34)
(3-35)
(3-36)
(3-37)

(3-38)
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Teniendo en cuenta la ecuacién (3-34), se puede deducir que

& =0 (3-39)
Ahora, con la ecuacién (3-30), (3-31) y (3-33), se evidencia que & = &(6). Por otro lado,

tomando la ecuacién (3-38), se despeja la componente &y y se llega a la relacién

H. 2
50 = Lao(321{0(1571}0)7’2 tan 9& (3_4())
C

que, debido al resultado (el de & = 0), se llega a que

§ =0 (3-41)

Por lo tanto, el vector de Killing resultante sera

g =0 (3-42)

Imponiendo la condicién de que &, = & = 0, el sistema se reduce a

9§ =0 (3‘43)
0,6 =0 (3-44)
& =0 (3-45)
1 2H
O+ 0,8 — =26, =0 (3-46)
B Hoad 2Holt=to)g, — () (3-47)
C
2
81”530 - ;&p =0 (3—48)
__Hoca% TZeQHO(t_tO)ft =0 (3-49)
O0p€, —2cot B, =0 (3-50)
2
0,6, — 1000 2 2 ge2tii-to)g, — g (3-51)
C

Teniendo en cuenta las ecuaciones (3-47) y (3-49), se puede deducir que

& =0 (3-52)
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De acuerdo a esto, tomando la ecuacién (3-51), se a llega a que

0,8, =0

y, ademas, la ecuacién (3-46) se vuelve

at&p - 2H0€<p =0

cuya solucién es

590 = C(T, 9)62H0t

y solucionando las ecuaciones (3-48) y (3-50) se tiene respectivamente

fap = A(t> 9)7'2

&, = B(t,r)sin?0

que implican que

§o = ape?0lr? gin? §

Por lo tanto, el vector de Killing sera

3 = a0l 5in? H0®

Imponiendo la condicién de que & = &, = 0, el sistema se reduce a

atgr - 2H0€r =0
019 — 2Ho&p = 0
argr =0

2
0r&o + 0p&y — ;fa =0
0,6, =0

(3-53)

(3-54)

(3-55)

(3-56)

(3-57)

(3-58)

(3-59)
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Opbg +1& =0 (3-65)
Doty = 0 (3-66)
rsin® 0€, + sinf cos 0 = 0 (3-67)

Para solucionar este sistema, se toman las ecuaciones (3-60) y (3-61) de la siguiente manera

atgr = 2HU€7" (3'68)

0o = 2Ho&p (3-69)

Cuyas soluciones son, respectivamente, mediante el método de variables separables

& = R()e*Ho! (3-70)

&9 = O(r, 0)e*Hot (3-71)

Tomando la ecuacién (3-67), se despeja &y, para obtener una funcién de la siguiente manera

o = —rtan b, (3-72)

por lo que sélo queda por hallar .. Entonces, tomando la ecuacién (3-63), se sustituye la
ecuacion (3-72), y se llega a

—tan 0&,. + 0p&, + 2tan &, = 0 (3-73)
que es lo mismo que

09, + tanbé, =0 (3-74)
y su solucion es

& =T(t)cosb (3-75)
Asi, juntando esta solucién (3-75) con (3-70), se llega a que

& = aze*™ cos (3-76)

siendo a3 una constante de proporcionalidad. De esta manera, sustituyendo (3-76) en (3-72),
se tiene que

&y = —aze?™lrsin g (3-77)
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Por lo tanto, el vector de Killing es
54] = age®™ cos 00" — aze? ol sin 00’ (3-78)

Imponiendo la condicién de que & = & = 0, el sistema se reduce a

& —2HWE, =0 (3-79)
0y — 2Ho&p = 0 (3-80)
0.6 =0 (3-81)
0p&r =0 (3-82)
2

arggo + 83057" - ;&0 =0 (3—83)
ré& =0 (3-84)
Opé, — 2cot 0, =0 (3-85)
D€y + rsin® ¢, = 0 (3-86)
Por lo tanto, el vector de Killing sera

55] = ape*olr?sin? 0¥ (3-87)
Imponiendo la condicién de que & = &, = 0, el sistema se reduce a

0y — 2Ho&y = 0 (3-88)
0§y — 2Ho&, = 0 (3-89)

2
Or&o — ;59 =0 (3-90)
2

& — ;fso =0 (3-91)
0p&p =0 (3-92)
(i)gfcp + 8¢§9 — 2cot 9&0 =0 (3—93)
0p€, + sinf cos 0y = 0 (3-94)

Para empezar a solucionar este sistema de ecuaciones diferenciales se comienza tomando las
cuatro primeras ecuaciones, cuyas soluciones, respectivamente, no son mas que

& = O1(r, )™ (3-95)



38 3 Capitulo 3

Ep = D1 (r, 0, )" (3-96)
&9 = Oa(t, o)1’ (3-97)
£ = Bo(t, 0, )1 (3-98)

por lo que se tiene,
& = f(p)eorr? (3-99)

Eo = g(0, )0 (3-100)
Entonces, sustituyendo (3-97) y (3-100) en (3-94), se tiene que

e*H1r29_9(0, @) + e*'r? sin § cos O f (p) = 0 (3-101)
que, simplificado y reordenado, queda escrito como
0,9(8,p) = —sinfcos b f(p) (3-102)

La solucion de esta ultima se obtiene mediante la expresion

g(0,¢) = —sinf cos b / fle)dp (3-103)
que es equivalente a

g(0,p) = —sinf cos / f()dy + h(6) (3-104)

Derivando la expresién (3-104) respecto a 6, se tiene que

959(0, ) = (sin® 6 — cos®0) / f(@)d' + Oph(0) (3-105)

y, entonces, se sustituyen las funciones (3-99) y (3-100) junto con (3-104) en (3-93), por lo
que se tiene que

9pg(0, ¢) + 0, f(p) — 2cot Bg(0, ) =0 (3-106)
que es equivalente a
(sin @ — cos® 0) / f(@)de' + 0gh(0) + O, f (¢) + 2 cos? / f(@)dg' —2cot Oh(0) =0 (3-107)

el cual, simplificado y reordenado, queda escrito como

sin? 0 / f(@)dy¢' + cos® 0 / f(@")de" 4+ Oph(8) + O, f () — 2 cot Oh(0) =0 (3-108)
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(sin® @ + cos® 0) /f(go')dgo' + Ogh(0) + 0, f () — 2cot 6h(0) =0 (3-109)
/ F(9)dg' + Dph(8) + D, (5) — 2 cot BA(B) = 0 (3-110)
y esta tultima se deriva respecto a ¢, por lo que se obtiene una ecuacién diferencial de la
forma

d*f

d—SOQ(SO) +f(p)=0 (3-111)

cuya solucién general es
fle) = assinp + agcos g (3-112)

donde a5 y ag son constantes. De manera similar, se procede a hallar la funcién h(), al
retomar (3-111) tal que, reordenando, se escribe como

0uh(6) ~ 2c000h(6) = ~ [ 7’ - 2,119 (3-113)
que es equivalente a
%(0) — 2cot Oh() = —as (3-114)

donde a7 es una constante de separacién. La solucién a esta ecuacion (3-114) es
h(0) = azsinfcos + agsin® f (3-115)

Asi, se tienen todas las funciones necesarias para poder obtener las componentes del vector
de Killing. De esta manera,

€9 = age®™'r? (a5 sin @ + g cos @) (3-116)

¥y, a su vez, para obtener &, se debe encontrar primero ¢(f, ¢), entonces

g(0,p) = —sinf cos /(a5 sin ¢’ + ag cos ¢’ )dy' + oy sinf cos § + agsin® f (3-117)

9(8, ) = —sin 6 cos O(—as cos ¢’ + agsin ') + oy sin b cos § + ag sin® 0 (3-118)
pero ¢’ = ¢, por lo que

g(0, ) = sin 6 cos (s cos p — ag sin @ + ar) + agsin® 6 (3-119)
de lo que se tiene entonces que

2Hot2 [

&, = aqpe sin @ cos B( a5 cos ¢ — agsinp + ar) + ag sin? 6 3-120
©
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Por lo tanto, el vector de Killing sera

g_{ﬁ} = e 082 (a5 sin p+ag cos )07 +ay e ol [sin 0 cos 05 cos  — agsin g + o) + g sin? 49] 0¥

(3-121)

Reuniendo las componentes solucion de sus respectivos sistemas de ecuaciones, se propone

que la forma de los vectores sea 5 = £90,, pero estas soluciones son componentes covariantes,

por lo que se debe hacer que E 9°P€,0,. Como las componentes del tensor métrico con

supraindices mezclados son nulos, se reescribe esto como 5 = ¢77¢,0,. Asi, § = ¢"&,0, +
G476, + ¢ 600y + g796,0,

Como cada sistema corresponde a un campo vectorial particular, se denota a cada vector

con un subindice de esta manera é{ﬂ. Ahora, se escriben cada uno de los vectores de Killing

como
€1 =0 (3-122)
€2 =0, (3-123)
£ = Do (3-124)
H
5[5] = —Q’lat + alc Orar (3—125)
. 2Hoto 2Hoto 0
§lg) = —5— cos 00, — ‘ 5 o Oy (3-126)
0 g T
. €2H0t0
§m) = " Dy (3-127)
0
. €2H0t0 €2H0t0
Eg) = - (Acosg+ Bsiny)oy + - cot O(—Asinp + Bcosy + aztanf + k)0, (3-128)
0 0
Escogiendo que o = achO = 62:—3% =1, ay = Cy k =0, se obtiene, finalmente, que
0
€1 =0 (3-129)
£ = 0, (3-130)
€31 = s (3-131)
£5) = —0; + 10, (3-132)
- in@
o = cos 00, — 0, 3-133
(6]
En =0, (3-134)

5[8] = (Acosyp + Bsinp)0y + (—Acot@sing + Bcotfcosp + C)0, (3-135)
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Cada uno de ellos, como se describio en el Capitulo 1, es elemento del espacio tangente a
la variedad, T'M, en este caso, el Universo de de Sitter. Estos vectores encontrados son un
conjunto de siete vectores que apuntan en direccion de las simetrias de dicho Universo.

Se toma el producto interno entre el vector (3-129) y el cuadrimomentum con el propdsito
de encontrar las proyecciones del cuadrimomentum sobre la direccién temporal, ya que esto
permite entender como se comporta el momentum en dicha direccién de simetria. También
se deriva respecto al tiempo para entender como se comporta el momentum a medida que
avanza el tiempo mientras se proyecta sobre este vector. De esta manera, se tiene que

d d . d iay dpt dp'

o (O, p"0,) = dt<at’p Or) + dt<at’p 0;) = i (O, Or) + i (O, 0;)

_dpt _dpt  dE

= g O+ 0= = =0

Es decir, que

d dE

il 1y y — - ;

o (O, p"0,) o 0 (3-136)

lo que significa que la energia se conserva.

Se toma el producto interno entre los vectores (3-130), (3-131) y (3-134) y el cuadrimo-
mentum, con el propdsito de encontrar las proyecciones del cuadrimomentum sobre dichos
vectores que apuntan en direcciones espaciales de simetria. Se deriva respecto al tiempo para
entender cémo se comporta el cuadrimomentum a medida que avanza el tiempo mientras se
proyecta sobre esto vectores. Asi, se tiene que

d oy dpt dp

d d

- u - t _ 9.\ — £ - )
dt<arvp au> dt<ar7p at) + dt<arap az> dt <araat> + dt <8raaz>
P P

=0+ —(0r,0) = —- =0

el término (0,,0;) = 1 debido a que el subindice corresponde a la componente espacial r.
Asi,
d dp

n <8T7 p”au> = 7

= -1
7 I 0 (3-137)

lo que significa que el momentum lineal se conserva.

Los vectores (3-130), (3-131) y (3-134) representan traslaciones unitarias espaciales, por lo
cual estdn asociadas al momentum lineal, y el vector (3-129) representa traslaciones unita-
rias temporales que, tal como se motrd, estd asociado a la energia. El vector (3-135) es una
manifestacion explicita de las rotaciones espaciales que se trabaja en la mecénica clésica [19].
Por lo anterior, la interpretacion fisica de estos vectores tiene relacion con las tres cantidades
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fisicas principales que se conservan!, ya que estos vectores representan traslaciones y rota-
ciones en este Universo de de Sitter expresados en coordenadas esféricas. De esta manera,
es posible notar la importancia de los vectores de Killing para expresar geométricamente la
invarianza de cantidades fisicas, como el momento lineal y la energia, que estan asociadas
con las traslaciones espacio-temporales, y el momento angular y, nuevamente, la energia, que
se relacionan con las rotaciones espacio-temporales.

!Momentum lineal, momentum angular y la energfa.



4 Reflexiones finales y conclusiones

El conjunto de conceptos abordados en el Capitulo 1 permitieron profundizar sobre las es-
tructuras matematicas subyacentes a la teoria general de la relatividad desde un punto de
vista actual, lo cual se evidencia en la amplia terminologia utilizada al estudiar esta teoria.
Como ejemplo, es comun referirse a los términos de wector tangente o cotangente, tensor
métrico, tensor de Ricci, derivada covariante, entre otros mas. La geometria de Riemann es
el suelo tedrico sobre el cual la teoria general de la relatividad descansa, y puede entenderse,
en simples palabras, como la unificacién del Algebra, la Topologia y el Calculo.

En este primer capitulo se logré realizar una contextualizacion de la definicion de espacio
tangente a la variedad de acuerdo a la conviccion de querer expresar de manera escrita y
rigurosa la tipica imagen de este concepto, es decir, una superficie suavemente curvada y un
plano tangente a un punto de la superficie. A este plano se le da la connotacién de espacio
tangente, pero, a pesar de que no sea una idea errénea, no es la més precisa, puesto que
existen infinitas maneras de representar a los espacios tangentes y, ademas, a las variedades.
Asi, la solucién consistié en pensar como describir textualmente esta imagen y luego tratar
de capturar las condiciones que permanecerian invariantes bajo una idea general y abstracta
de variedad suave. Entre estos invariantes, se consider6 un punto de referencia y un conjunto
de curvas sobre la variedad que pasan por este punto, lo cual establece una relacién entre
estas curvas. Una vez entendiendo cudles eran estos invariantes, se procedi6 a estudiar la na-
turaleza de los vectores tangentes, que consistié en definir funciones reales sobre la variedad
que cambiaran al ritmo de las curvas mencionadas anteriormente, por lo que se evaluo este
ritmo de cambio mediante una derivada total respecto al parametro previamente establecido
con las curvas. Este parametro en Fisica puede ser un tiempo. Estas derivadas son los vec-
tores tangentes a la variedad suave, por lo que su coleccion resulta ser el espacio vectorial
L(C>*(M),R). Finalmente, el espacio tangente toma elementos de L(C>*(M),R) y les pone
como restriccién las condiciones invariantes que fueron identificadas anteriormente.

Este concepto fue clave para el trabajo de grado, puesto que todos los objetos matematicos
que fueron ttiles para cumplir con los objetivos planteados son elementos de este espacio o
son derivados del mismo.

En el Capitulo 2 se abordaron algunas estructuras matematicas aplicadas a la teoria espe-
cial de la relatividad, con el objetivo de mostrar un referente importante para el posterior
tratamiento tedrico del Universo de de Sitter. Principalmente, se solucionan las ecuaciones
de Killing para el espacio-tiempo de Minkowski de forma candnica. Para estas soluciones se
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escogen unas condiciones particulares que permiten obtener unos vectores que evidencian
una relacion con las rotaciones y traslaciones en el espacio-tiempo.

Posteriormente, se explica brevemente en qué consiste la teoria general de la relatividad,
partiendo de una definicién de espacio-tiempo formal, entendiendo a esta entidad como una
pseudovariedad de Riemann debido a su métrica lorentziana. Luego, se describieron los pos-
tulados de la teoria, de los cuales uno de ellos introduce las ecuaciones de campo de Einstein.
Después se explicéd, también brevemente, el modelo estdandar de la Cosmologia, mostrandolo
como un conjunto de universos que satisfacen el principio cosmoldgico, es decir, la hipétesis
de un Universo isotrépico y homogéneo. Este modelo postula una métrica en coordenadas
esféricas que soluciona globalmente las ecuaciones de Einstein, satisfaciendo el principio cos-
moldgico. Se introdujeron las condiciones para un Universo de de Sitter, es decir, un Universo
vacio y en expansién acelerada, por lo que el problema se redujo a encontrar el factor de
escala a(t). Para este propdsito, se acudié a las ecuaciones de Friedmann, que, afortuna-
damente para el caso, fue una alternativa bastante simple para hallar el factor de escala.
Finalmente, se tiene el factor de escala y se plantea la métrica que permite determinar el
modelo de Universo de de Sitter.

En el Capitulo 3 se establecieron las ecuaciones de Killing para el Universo de de Sitter, que
resulto ser un sistema de diez ecuaciones diferenciales parciales y acopladas. Al comienzo, se
plantearon diferentes conjuntos de soluciones que fueron desechados, puesto que no tenian
la forma de las soluciones halladas en el Capitulo 2 para el espacio-tiempo de Minkowski.
Debido a esta dificultad, se considerd hacer suposiciones similares a las hechas en Minkowski,
asi que se anularon parejas de componentes, por lo que salieron diez casos de ecuaciones
diferenciables, pero con la facilidad de que podian ser desacopladas utilizando el método
de variables separables. La resoluciéon de las ecuaciones de Killing implic6 encontrar un
conjunto de siete vectores linealmente independientes en coordenadas esféricas que apuntan
en direccion de las simetrias del Universo de de Sitter. Las constantes que aparecieron en
los vectores a medida que se solucionaban las ecuaciones fueron calibradas de manera que
se hiciera una simplificacién, es decir, se igualaron a la unidad para hacer explicita la forma
matematica, ya que estas constantes representan un conjunto de infinitas soluciones. Se
demostré que estos vectores de Killing permiten deducir cantidades fisicas que se conservan,
por ejemplo, tomando el producto interno entre los vectores de Killing y el momentum lineal
y luego derivandolo respecto al tiempo, ya que esto permite proyectar al momentum lineal
sobre los vectores para entender como seria su evolucion temporal sobre tales direcciones
de simetria, arrojando las clasicas leyes de conservaciéon de momentum lineal, asociado a
traslaciones espaciales, energia, asociado a traslaciones temporales y momentum angular,
asociado a rotaciones espaciales.

Finalmente, este trabajo es una introducciéon que permite explorar nuevas experiencias de
profundizacion disciplinar para las y los maestros en formaciéon que quieran estudiar este
tipo de temas relacionados con la Astronomia y la Cosmologia Moderna.
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