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vación e inspiración para continuar retándome

intelectualmente en el paso de esta carrera.

Dedico este trabajo a mi perrita, Kika, quien
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3 Caṕıtulo 3 30

3.1 Solución de las ecuaciones de Killing para el Universo de de Sitter . . . . . . 30

4 Reflexiones finales y conclusiones 43



Contenido 1

Introducción

En el presente trabajo de grado, se abordará una solución global de tipo de de Sitter desde

un análisis geométrico, con el propósito de estudiar sus simetŕıas, las cuales conducirán a

cantidades f́ısicas conservadas en un universo como este.

Para el año 1915 Albert Einstein (1979 − 1955) publica un art́ıculo titulado Die Feldglei-

chungen der Gravitation en el cual muestra de forma definitiva las ecuaciones de campo

de la teoŕıa general de la relatividad. Las ecuaciones de campo son un conjunto de diez

ecuaciones diferenciales1 cuya solución describe la dinámica del espacio-tiempo, que en este

contexto es el fenómeno de la gravitación. En el año 1917 Einstein publica una solución glo-

bal de las ecuaciones de campo donde describe a un Universo no vaćıo y estático, conocido

como universo ciĺındrico de Einstein. En este mismo año, el matemático Willem de Sitter

(1872− 1934), por su cuenta, publica una solución global en la cual describe a un Universo

vaćıo y en expansión acelerada, posteriormente conocido como Universo de de Sitter. Con

estos dos sucesos, se originó la cosmoloǵıa relativista.

El tema principal está basado en una solución desarrollada bajo las condiciones dadas por

de Sitter, pero bajo el marco del modelo estándar de la Cosmoloǵıa, que es una colección de

modelos de Universo que obedecen datos obervacionales[22]. Al ser el Universo de de Sitter

tan exótico, da pie a diferentes problemas, en particular con relación en que si no hay masa,

no existe la estructura de la materia y, debido a esto, no hay emisores de luz. Como conse-

cuencia, tampoco hay interacciones fundamentales que afecten el estado de movimiento de

algún cuerpo secundario o que causen el confinamiento del mismo, por lo cual se hace bas-

tante interesante entender cómo emergen las leyes de conservación de las cantidades f́ısicas

más fundamentales, concretamente, el momentum lineal, el momentum angular y la enerǵıa.

Naturalmente, surge una pregunta muy general: ¿Cómo deducir las cantidades f́ısicas fun-

damentales que se conservan en el Universo de de Sitter?

Esta pregunta induce un panorama bastante amplio en cuanto a la búsqueda de su respuesta,

razón por la cual, el problema se simplifica en conocer las simetŕıas de este Universo para dar

unos primeros indicios a tal respuesta. Este problema, entonces, se trabaja desde un corte

netamente disciplinar, aśı que será abordado mediante un enfoque geométrico, ya que en la

F́ısica actual hay una fuerte tendencia en encontrar simetŕıas f́ısicas que se derivan de es-

tructuras matemáticas simétricas, lo cual implica obtener cantidades conservadas. Entonces,

es posible deducir las propiedades f́ısicas más fundamentales del Universo de de Sitter con el

1Considerando tensores de segundo orden simétricos.
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cálculo de las simetŕıas, mediante la solución de una ecuación diferencial conocida como la

ecuación de Killing, y la solución es un campo vectorial que apunta en la dirección de tales

simetŕıas.

Problema y objetivos del trabajo de grado

Planteamiento problema

Para conocer la dirección de las simetŕıas del Universo de de Sitter se plantea encontrar los

vectores de Killing asociados a este modelo cosmológico. Entonces, debido a esto, surge la

pregunta que motiva el desarrollo de este trabajo de grado:

¿Cómo a través de un análisis de carácter geométrico se pueden encontrar las simetŕıas del

modelo cosmológico de de Sitter?

Objetivos

Objetivo general

Encontrar los vectores de Killing asociados al modelo cosmológico de de Sitter mediante un

análisis geométrico para conocer las direcciones de simetŕıa.

Objetivos espećıficos

Construir la variedad de Riemann para estudiar la estructura matemática de la teoŕıa

general de la relatividad.

Realizar la solución de de Sitter según elmodelo estándar de la cosmoloǵıa para conocer

la métrica de dicho Universo.

Solucionar las ecuaciones de Killing para el modelo cosmológico de de Sitter para aśı

obtener los vectores asociados a tales simetŕıas.
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En el presente caṕıtulo se retomarán algunas ideas y definiciones fundamentales del álgebra

y la topoloǵıa que permitirán construir, de forma precisa y cuidadosa, el concepto de varie-

dad suave, que es un espacio topológico localmente euclidiano al que se le pueden extender

propiedades del cálculo diferencial. Dicho de una forma simple de imaginar, una variedad

suave es un espacio suavemente curvado, que en las cercańıas de un punto cualquiera no es

posible reconocer la curvatura que tiene, por lo que parece plano desde dicho punto.

Este concepto de variedad suave es requerido para la geometŕıa de Riemann, debido a que

se toma como punto de partida para establecer funciones métricas, que son importantes

para tomar medidas, y, con esto, motivar la implementación de las nociones básicas de la

geometŕıa anaĺıtica y diferencial. Para esto, se necesita reajustar la definición de derivada

para los espacios curvos, ya que a definición usual sólo es válida para espacios planos. Esta

construcción es conveniente para la Teoŕıa General de la Relatividad de Einstein, por lo que

en sus postulados integran a una pseudo-variedad de Riemann como el espacio-tiempo, y,

con base en esto, en los modelos cosmológicos es el propio Universo.

1.1. Álgebra

Sea V un conjunto diferente de vaćıo y K un cuerpo algebraico1. Se dice que V es un espacio

vectorial si y sólo si (V,+) es un grupo abeliano2 y bajo una operación binaria externa

· : K× V → V , denominada como multiplicación por escalar, se satisface que

1. ∀u ∈ V , a ∈ K | a · u = u · a,

2. ∀u ∈ V , a, b ∈ K | a · (b · u) = (a · b) · u,

3. ∀u ∈ V , a, b ∈ K | (a+ b) · u = a · u+ b · u

4. ∀u, v ∈ V , a ∈ K | a · (u+ v) = a · u+ a · v,
1Un cuerpo algebraico es una estructura algebraica en donde la suma, resta, multiplicación y división están

bien definidas.
2Un grupo abeliano es una estructura algebraica que cumple las propiedades asociativa, conmutativa, exis-

tencia de elemento neutro y existencia de elemento inverso.
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5. ∀u ∈ V , e ∈ K | e · u = u · e = u, &

6. ∀u ∈ V , e−1 ∈ K | e−1 · u = u · e−1 = u−1.

Donde a e se le llama elemento neutro multiplicativo de K y a e−1 inverso aditivo del elemento

neutro multiplicativo de K [13]. Usualmente, el śımbolo (·) es suprimido y la multiplicación

por escalar es expresada como αu.

Un espacio vectorial V es denominado finito si existe un conjunto finito de elementos que

generen todos los demás. A este conjunto finito, representado como una sucesión finita B =

{e1, ..., en} ⊆ V , para todo n ∈ N, se le dice base de V si y sólo si satisface que [13]

1. Los elementos de B son linealmente independientes,

2. Si todos los elementos u de V pueden ser escritos como una combinación lineal de B,

esto es, u =
n∑

i=1

uiei, entonces se dice que B genera a V &

3. ∅ es la base del espacio vectorial cero V = {0}.

La dimensión de V es la cardinalidad3 de B, denotado como |B|, por lo que a V se le dice

finito-dimensional, o, si |B| = n, se le dice n-dimensional.

Existe un espacio en particular donde los axiomas de Euclides son completamente válidos,

por lo que se le denomina como espacio euclidiano. Este espacio se construye con el pro-

ducto cartesiano R × R × · · · × R, donde se acoge la notación de potencia para abreviar,

Rn := R × R × · · · × R. Este es el conjunto de todas las n-tuplas ordenadas (x1, x2, ..., xn),

donde x1 ∈ R, x2 ∈ R, ..., xn ∈ R. Gráficamente, cada n-tupla ordenada representa un punto

en el espacio euclidiano [13].

Considerar la tripla (Rn,+, ·), donde + es la adición de n-tuplas ordenadas y · es la multipli-

cación de un escalar por una n-tupla. De esta manera, al espacio euclidiano se le puede dotar

de estructura de espacio vectorial finito sobre el cuerpo R, con neutro aditivo (01, 02, ..., 0n),

inverso aditivo (−x1,−x2, ...,−xn), neutro multiplicativo 1 e inverso aditivo del neutro mul-

tiplicativo −1. La base de este espacio es la base unitaria B = {ê1, ê2, ..., ên}, por lo que la

dimensión es n. Finalmente, se le dota de una estructura de espacio métrico4 con la función

distancia du definida como

du(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + · · ·+(xn − yn)2,

para todo x, y ∈ Rn [17].

3Número de elementos de un conjunto.
4Un espacio métrico es una estructura en la cual se define una función distancia.
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Sea F una función de V en W , esto es, F : V −→ W , donde V y W son espacios vectoriales

finito-dimensionales arbitrarios sobre el cuerpo K. Es posible preservar esta estructura de

espacio vectorial finito-dimensional si F es definido como F(au+ bv) = aF(u)+ bF(v), para

todo a, b ∈ K y u, v ∈ V . A esta función se le denomina función lineal o, como le llamará

posteriormente, mapeo lineal [13].

Al conjunto de todos los elementos de la forma F(u) ∈ W , para todo u ∈ V , se le denota

como ImF y es llamado como imagen de F . Si ImF = W , pues F es sobreyectiva.

Por otra parte, se establece la colección de todos los mapeos lineales de V en W como

L(V,W ) := {F : V −→ W},

con V y W espacios vectoriales finito-dimensionales [7]. Se considera un caso de particular

importancia, en que W = K, es decir, los mapeos lineales son de la forma F : V −→ K.

Estos mapeos son denominados formas lineales o funcionales lineales, y son elementos del

espacio vectorial V ∗ := L(V,K). A V ∗ se le llama espacio dual de V [7].

Si B = {e1, ..., en} es una base para V , entonces una base para V ∗ será un conjunto B∗ =

{F1, ...,Fn}, si satisface las propiedades de la base y si satisface que Fi(ej) = δij, para todo

i, j ∈ N, entonces, a B∗ se le llama base dual. δij es la delta de Kronecker, definida como 1 si

i = j o 0 si i ̸= j, con ej ∈ B [8]. Actualmente, es utilizada una notación más conveniente para

los elementos del espacio dual, que consiste en escribir a estos elementos con supráındices.

Entonces, la base para el espacio dual queda expresada como B∗ = {F1, ...,Fn} = {e1, ..., en},
y, consecuentemente, Fi(ej) = δij se cambia por ei(ej) = δij. Los elementos de V pueden ser

representados como

v =
n∑

i=1

viei,

donde vi es un coeficiente, es decir, un elemento de K, lo que equivale a ser un elemento de

V ∗ [13]. Aśı mismo, los elementos de V ∗ pueden ser escritos como combinación lineal de la

base dual, y, por convención de notación, se escriben como [8]

ω =
n∑

i=1

ωie
i.

Ahora, se generalizan las definiciones anteriores. Sea V ectK = {V1, V2, ...,W, ...} un conjunto

de espacios vectoriales arbitrarios finito-dimensionales5 sobre un cuerpo K [7]. Se establece

al producto cartesiano de m elementos de V ectK, para m ∈ N, como la productoria

m∏
k=1

Vk := V1 × V2 × · · · × Vm,

5Pueden ser de diferente dimensión.
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para todo k ∈ N. Entonces, sea F una función de
m∏
k=1

Vk en W , esto es, F :
m∏
k=1

Vk −→ W ,

que es denominada función multilineal o mapeo multilineal [7] si y sólo si satisface que

F(u1, ..., uj−1, avj + bwj, uj+1, ..., um) =

aF(u1, ..., uj−1, vj, uj+1, ..., um) + bF(u1, ..., uj−1, wj, uj+1, ..., um)

para todo ui ∈ Vi, vj, wj ∈ Vj, con i, j ∈ N y a, b ∈ K.

Análogamente a los mapeos lineales, también se conforma la colección de todos los mapeos

multilineales L(V1, ..., Vm;W ) :=

{
F :

m∏
k=1

Vk −→ W

}
, que, por supuesto, establecen un

nuevo espacio vectorial [7].

En el caso en quem = 2, el mapeo F es bilineal [4], es decir que tiene la forma F : V1×V2 −→
W y cumple que F(au1 + bu2, v) = aF(u1, v) + bF(u2, v), para todo u1, u2 ∈ V1, v ∈ V2 y

a, b ∈ K. La colección de todos los mapeos bilineales es el espacio vectorial L(V1, V2;W ) :=

{F : V1 × V2 −→ W}, con el cual, si se hace que W = K, pues se tiene al espacio vectorial

L(V1, V2;K), cuyos elementos son llamados formas bilineales [4].

Teniendo entonces un mapeo bilineal F de V × V en K, es decir,

F : V × V −→ K
(ui, uj) 7−→ F(ui, uj),

con ui, uj ∈ V y i, j ∈ N. Al mapeo bilineal F se le dice producto interno en V si y sólo si

satisface que [7]

1. ∀ui, uj ∈ V | F(ui, uj) = F(uj, ui),

2. ∀ui ∈ V | F(ui, ui) ≥ 0, &

3. ∀ui ∈ V | F(ui, ui) = 0 ⇔ ui = 0V .

El primer axioma es denominado como simetŕıa conjugada, donde F(uj, ui) denota al com-

plejo conjugado de F(ui, uj). El segundo es denominado como definido positivo. El tercero

es denominado como no degenerado. Usualmente, al producto interno se le denota como

⟨ui, uj⟩ := F(ui, uj) [4].

Coherentemente, para generalizar aún más esto último, sea V ectK = {V1, V2, ...,W, ...} y sea

F̂ un mapeo multilineal de
m∏
k=1

Vk en W , es decir, F̂ :
m∏
k=1

Vk −→ W . A este mapeo se le dice

producto tensorial para múltiples espacios vectoriales, denotado por ⊗, si y sólo si satisface

que [7]

1. El mapeo multilineal de los elementos u1 ∈ V1, ..., um ∈ Vm enW , es decir, u1⊗· · ·⊗um,
generan a W , lo que quiere decir que Im F̂ = W o que F̂ es sobreyectiva, &
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2. Si ψ es un mapeo multilineal de
m∏
k=1

Vk en un espacio vectorial arbitrario S, esto es,

ψ :
m∏
k=1

Vk −→ S, entonces, existe un único mapeo lineal F : W −→ S de tal manera

que el mapeo bilineal ψ queda definido como ψ := F ◦ F̂ . Diagramáticamente, esto es,

d∏
j=1

Vj
F̂ //

F◦F̂
��

W

F

��
S

El segundo axioma, siendo consecuente con el primero, se refiere a que todo producto ten-

sorial implica un mapeo lineal [7].

Tomando esta definición del producto tensorial para múltiples espacios vectoriales, sea V un

espacio vectorial y sea
m⊗
k=0

V := V ⊗ · · · ⊗ V , denominado como espacio producto tensorial,

cuyos elementos son llamados tensores de rango m [8]. Los mapeos bilineales, denotados por

Φ, entre espacios tensoriales cumplen la propiedad de que [7]

Φ :
m⊗
k=0

V ×
r⊗

k=0

V −→
m+r⊗
k=0

V

lo que quiere decir que este mapeo bilineal es un producto tensorial entre
m⊗
k=0

V y
r⊗

k=0

V ,

cuyos elementos son tensores de rango m+ r. Se tiene también que
0⊗

k=0

V = K,
1⊗

k=0

V = V ,

2⊗
k=0

V = V ⊗V ,
3⊗

k=0

V = V ⊗V ⊗V , etc. El producto tensorial no es conmutativo y satisface

que α ⊗ u,donde α ∈
0⊗

i=0

V y u ∈
m⊗
k=0

V , es la multiplicación de un tensor por un escalar,

donde el resultado es nuevamente un tensor en
m⊗
k=0

V [7].

Los espacios tensoriales, análogamente a los espacios vectoriales finito-dimensionales, tam-

bién pueden ser generados a partir de un conjunto mı́nimo de elementos, es decir, existe una

base de espacios tensoriales [4]. Para definir esta base, se parte de una base B = {e1, e2, ..., en}
para V , tal que cada elemento u ∈ V esté representado como [8]
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v =
n∑

i=1

viei

con esto, se hace el múltiple producto tensorial m veces,

v ⊗ · · · ⊗ v = (
n∑

i=1

vi1ei1)⊗ · · · ⊗ (
n∑

i=1

vimeim)

Por la propiedad de multilinealidad, se tiene que

n∑
i=1

vi1 · · · vim(ei1 ⊗ · · · ⊗ eim)

donde el producto de escalares vi1 · · · vim queda denotado por ξi1,...,im , y es la componente del

tensor v⊗ · · · ⊗ v, con base ei1 ⊗ · · · ⊗ eim . La cardinalidad de la base de este espacio define

la dimensión. Este tensor es llamado tensor contravariante de rango m [8] y se representa

como

v ⊗ · · · ⊗ v =
n∑

i=1

ξi1,...,im(ei1 ⊗ · · · ⊗ eim)

Tomando en consideración al espacio dual de V , se obtienen espacios tensoriales de la forma
r⊗

i=0

V ∗ := V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗, que satisfacen las mismas propiedades ya dadas para un espacio

tensorial [7]. Un tensor perteneciente a este espacio tensorial es llamado tensor covariante

de rango r y se representa como

ω ⊗ · · · ⊗ ω =
n∑

i=1

ξi1,...,ir(e
i1 ⊗ · · · ⊗ eir)

También se pueden obtener espacios tensoriales definidos por el producto tensorial múltiple

entre m veces el espacio vectorial V y r veces el espacio dual V ∗, es decir, V ⊗ · · · ⊗
V ⊗ V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗, que también satisfacen las propiedades del espacio tensorial [7]. Un

tensor perteneciente a este espacio tensorial es llamado tensor mixto [8], que es m veces

contravariante y r veces covariante, el cual, en términos de su base tensorial se representa

como

v ⊗ · · ·⊗v ⊗ ω ⊗ · · ·⊗ω =
n∑

i=1

l∑
j=1

ξj1,...,jmi1,...,ir
(ei1 ⊗ · · · ⊗ eir ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejm)

Esta es una forma práctica de escribir a los tensores, pues al operarlos es cuestión de ma-

nipular, principalmente, los coeficientes6 [8], ya que estos salen del producto tensorial como

un producto usual.

6Posteriormente, se utilizará esta estructura tensorial y su notación para desarrollar la teoŕıa de las varie-

dades de Riemann,.
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1.2. Variedades

1.2.1. Variedades topológicas y diferenciables

Sea (M, τ) un espacio topológico7 con topoloǵıa τ . Se dice que M es una variedad topológica

si y sólo si satisface que [12]

1. Es espacio de Hausdorff,

2. Es 2-contable, y

3. Es localmente euclidiana.

Que sea de Hausdorff significa que todos sus puntos pueden ser separados por medio de abier-

tos disyuntos [2], es decir, todos sus puntos pueden ser desconectados. Que sea 2-contable

significa que su topoloǵıa tiene una base contable [5], es decir, la familia de abiertos que

conforman la topoloǵıa puede ser generada a partir de una colección de básicos a los que se

les puede asignar un número natural. Finalmente, que sea localmente euclidiana significa que

si se toma un abierto U de la variedad, es posible establecer un homeomorfismo8 o mapeo a

un abierto V del espacio euclidiano9, esto es, si U ⊆ M y V ⊆ Rn entonces φ : U → V [12].

Se determina la dimensión de M v́ıa homeomorfismo, es decir, si el homeomorfismo es

φ : U → V , con V ⊆ Rn, pues la dimensión de M se dice que es n [15]. Por otro lado, el

teorema de la invariancia del dominio [12] establece que sólo puede haber homeomorfismos

entre espacios de la misma dimensión, .

Un ejemplo clásico de variedad topológica es pensar en una superficie M suavemente curva-

da embedida10 en R3. Luego, sea pα ∈ U ⊆ M, con α ∈ N, siendo U un abierto. Si existe un

homeomorfismo φ de U en un abierto de R2 que contiene a la imagen de este punto φ(pα),

la representación se puede ver en figura 2-2 [12].

Los homeomorfismos tienen un papel de suma importancia, ya que pueden dotar de coor-

denadas a la variedad por medio de parches coordenados que, dicho en un lenguaje poco

técnico, se pegan sobre la variedad [4]. Estos parches son denominados como cartas coor-

denadas [15]. Entonces, sea M una variedad topológica, un abierto U ⊆ M y un abierto

V ⊆ Rn. Una carta coordenada en M es un par (U , φ), donde φ es un homeomorfismo de U
en V y a U se le llama dominio coordenado [12].

El homeomorfismo φ es llamado mapa local coordenado y genera la imagen del dominio coor-

denado U en Rn, denotada como φ(U) = V , pero descrito de forma precisa, cada punto pα del

dominio coordenado viene dado por las componentes (x1, ..., xn), que son los valores de entra-

da del mapeo φ en V ⊆ Rn, tal que el mapeo de cada punto será φ(pα) = (x1(pα), ..., x
n(pα)),

7Un espacio topológico es una estructura que define conexiones o relaciones de proximidad entre los ele-

mentos de un conjunto.
8Un homeomorfismo es una función continua que tiene inversa continua.
9Denotado como Rn.

10O inmersa.
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Figura 1-1: Homeomorfismo de un abierto U ⊆ M y un abierto V de R2. Fuente propia.

y a esto se le llama coordenadas locales en U [15].

Generalmente, en la variedad pueden haber dos cartas coordenadas (Uα, φα) y (Uβ, φβ), con

α, β ∈ N y α ̸= β, cuyos dominios coordenados se superponen en una cierta región, la cual

es una intersección de puntos de ambos dominios [11], esto es,

∀ p ∈ M| p ∈ Uα ∩ Uβ ⊂ M

Si Uα ∩ Uβ ̸= ∅, se dice que Uα y Uβ son compatibles [12].

Haciendo mapeos respectivos φα y φβ de los dominios en abiertos Vα y Vβ de Rn, es decir,

φα : Uα → Vα y φβ : Uβ → Vβ, teniendo en cuenta que Vα = φ(Uα) y Vβ = φ(Uβ). Luego,

para cada carta coordenada se mapea la región superpuesta de tal manera que cada punto

p de la intersección es especificado por distintas coordenadas de acuerdo a cada carta. Aśı,

se busca una estrategia para pasar de un sistema coordenado a otro que permita identificar

este punto espećıfico, y, de forma práctica, todo punto de la intersección [15]. Para lograr

dicha estrategia, se toma la inversa de una de las cartas, es decir, se vuelve a la variedad,

para, posteriormente, ir a la otra carta, lo que implica una composición de mapeos φβ ◦φ−1
α .

Este mapeo compuesto es llamado mapa de transición [12], el cual es una transformación

de coordenadas entre espacios euclidianos, esto es, una función F : Vα → Vβ y se define

formalmente como

φβ ◦ φ−1
α : φα(Uα ∩ Uβ) → φβ(Uα ∩ Uβ)

cuya inversa es

φα ◦ φ−1
β : φβ(Uα ∩ Uβ) → φα(Uα ∩ Uβ)

Para ilustrar lo anterior, se toma como ejemplo una variedad de dimensión 2 y mapeos a

abiertos de R2 como se muestra en la figura 1-2 [15].

A la colección de suficientes cartas coordenadas {Uα, φα}, cuyos dominios coordenados son

compatibles, se le llama atlas [12], tal que Uα es un cubrimiento de M, esto es,
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Figura 1-2: Mapa de transición entre cartas con regiones superpuestas. Fuente propia.

M =
⋃
α

Uα

Si el mapa de transición es una función continuamente diferenciable, se le llama de clase C1.

Si es r veces diferenciable, se le llama de clase Cr, que significa que existen sus derivadas

parciales de orden r que son continuas. Si es infinitamente diferenciable, que es el principal

interés, se le llama de clase C∞, que significa que existen sus derivadas parciales de todos los

órdenes y además son continuas, a lo que se le denomina como estructura de suavidad [21].

Como esta función es una composición de mapeos anteriormente definidos como homeo-

morfismos, es, por tanto, también un homeomorfismo, y al ser diferenciable, se le llama

difeomorfismo [15]. Posteriormente, se dice que el atlas de M es suave si para cada par de

cartas existe un difeomorfismo, y a la variedad M se le denomina variedad diferenciable o

variedad suave [12].

Las variedades difereciables11 permiten reproducir estructuras conocidas como las representa-

ciones coordenadas y los espacios vectoriales [4]. Entonces, sea M una variedad diferenciable

y sea f : M −→ Rm una función, con m ∈ N. f es llamada suave si para cada p ∈ M existe

una carta coordenada (U , φ) con estructura de suavidad para M [12]. Entonces, p ∈ U ⊆ M,

de tal manera que la composición de funciones f ◦φ−1 es suave en el abierto φ(U) = V ⊆ Rn.

Luego, se tiene una nueva función denotada por f̂ , con la forma f̂ : φ(U) −→ Rm, que es

llamada la representación coordenada de f [12], tal que f̂ := f ◦ φ−1. Esto puede ser visua-

lizado en la figura 1-3.

Por otra parte, se define una colección C∞(M) de todas las funciones suaves [12]f : M −→
R, denominadas como funciones de valor real, tal que es posible dotar con la estructura de

espacio vectorial a C∞(M) sobre el cuerpo R, ya que la adición de funciones suaves es suave

y la multiplicación de un escalar por una función suave es suave [21].

11También las variedades suaves
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Figura 1-3: Representación coordenada de f .

El espacio de configuraciones como variedad diferenciable

Para complementar lo anterior, se hace relevante mencionar al espacio de configuraciones,

que es una una colección de todas las configuraciones posibles de un sistema f́ısico [3]. Se

define a una configuración como

q = {qi ∈ Rn | i ∈ I ⊂ N}

donde qi representa al sistema de coordenadas generalizadas del sistema e I es un intervalo

de N [3]. Entonces, debe existir una colección C de todas las configuraciones del sistema de

manera que

∀ q ∈ C |C ⊆ Rn.

Esta colección C significa la colección de todos los posibles estados que un sistema f́ısico

puede tomar, y, de acuerdo a ciertas restricciones, se piensa en transiciones de estados de

manera continua y suave, por lo que se forman objetos geométricos como curvas, superficies,

volúmenes y demás, pero es común obtener objetos geométricos muy concretos, como esfe-

ras, cilindros, toros, etc., y estos objetos geométricos conforman la familia de soluciones del

sistema. En śıntesis, el espacio de configuraciones es una variedad suave [3]. Como ejemplo,

se puede considerar al péndulo restringido a moverse en un plano, cuyo espacio de configu-

raciones es la esfera S1, ver la figura 1-4, o el péndulo restringido a moverse en el espacio

tridimensional, cuyo espacio de configuraciones es la esfera S2.
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Figura 1-4: Espacio de configuraciones mecánico para el péndulo restringido al plano. Fuen-

te propia.

1.2.2. Espacios tangentes

Sea γ : I ⊂ R −→ M una curva sobre M, donde I es un subconjunto cerrado de R,
que coincide12 exactamente con un intervalo de una función de valor real suave f [12]. Se

establece un punto p sobre la variedad de tal manera que la curva γ pase por él, es decir, el

punto es simplemente p = γ(λ0), donde λ0 es un parámetro fijo de γ con λ0 ∈ R [12]. De

esta manera, si se quiere conocer cómo vaŕıa la función f de acuerdo a la curva γ en p, se

hace una composición de funciones de la manera f ◦ γ, por lo que f(γ(λ0)) [12]. Aśı, sólo

bastaŕıa conocer (f ◦ γ)′(λ0), lo que equivale a conocer la velocidad en p, por lo que se le

denota como vp(f) [11]. Esta derivada es una función

vp(f) : C∞(M) −→ R,

es decir, vp(f) es una función lineal, por las propiedades de las derivadas, que va desde el

espacio vectorial C∞(M) a los reales [11]. Esto último tiene como consecuencia que todos

los vectores tangentes a un punto p ∈ M se pueden coleccionar en un conjunto de funciones

lineales L(C∞(M),R) [12].
Se define al espacio tangente a un punto p de la variedad concretamente como13

TpM := {vp(f) ∈ L(C∞(M),R) | γ : I −→ M∧ γ(λ0) = p ∈ M}

Todo p ∈ M admite un espacio tangente [11]. Como este es un modelado lineal para la

vecindad de cada punto p de M [12], la colección de todos los espacios tangentes TpM
reconstruyen a la variedad14.

El espacio dual de TpM será entonces la colección de todas las funciones lineales de la forma

F : TpM −→ R [8], esto es, T ∗
pM := L(TpM,R), pero, adicionalmente a esto, este espacio

dual es denominado como espacio cotangente al punto p de la variedad [8].

Ahora, se define la operación suma [11] como

12Es decir, que está contenida en la función f como una parametrización respecto a λ ∈ R en un intervalo

dado.
13La colección de todos los mapeos lineales vp(f) para toda posible curva γ que pasa por p.
14Por medio del concepto de haz vectorial [12], se define el haz tangente, pero esto no será tema estudio en

este escrito.
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+ : TpM× TpM → L(C∞(M),R)
(vγ,p + vδ,p)(f) 7→ vγ,p(f) + vδ,p(f),

para todo vγ,p, vδ,p ∈ TpM.

Al multiplicar un real por un elemento de TpM, el resultado es un producto usual entre dos

números reales, por lo que se define la operación multiplicación [11] por escalar como

· : R× TpM → L(C∞(M),R)
(a · vγ,p)(f) 7→ a · vδ,p(f),

para todo a ∈ R y vγ,p ∈ TpM.

Finalmente, se evidencia que estas operaciones en TpM satisfacen la estructura de un espacio

vectorial [11].

Para tomar distancias entre dos vectores up y vq tangentes a M y se aplica su producto

interno, que, en este caso, será una forma bilineal [11]

g : TpM× TqM −→ R
(vp, vq) 7−→ g(vp, vq)

que es denominada como métrica de Riemann, si y sólo si, satisface que

1. Si vp ∈ TpM y vq ∈ TqM, entonces, g(vp, vq) ≥ 0. Esto es, que g es definido positivo.

2. Si vp ∈ TpM y vq ∈ TqM, entonces, g(vp, vq) = g(vq, vp). Esto es, que g es simétrico.

3. Si vp ∈ TpM y vq ∈ TqM, entonces, g(vp, vq) = 0, si y sólo si, vp = 0. Esto es, que g es

no degenerativo.

Es posible construir un espacio tensorial utilizando espacios tangentes15 a puntos arbitrarios

de la variedad mediante el múltiple producto tensorial TpM⊗· · ·⊗TpM⊗TpM∗⊗· · ·⊗TpM∗,

el cual es denominado espacio tensorial sobre la variedad diferenciable, cuyos elementos son

llamados, consecuentemente, tensores tangentes a la variedad diferenciable [8].

En este contexto, la métrica de Riemann puede ser contruida como un producto tensorial

TpM∗ ⊗ TqM∗, por lo que también es llamada como tensor métrico [11]. Este es uno de los

tensores más importantes y se le considera el tensor fundamental. Para un espacio vectorial

TpM con una base {ei}, se establece el tensor métrico como el producto interno de la base,

esto es, gij := ⟨ei, ej⟩. Entonces, este tensor, es asignado a cada punto de la variedad suave

y, aśı, toda variedad suave M equipada con un tensor métrico g, establece un par (M, g),

denominado como variedad de Riemann [11].

15También cotangentes.
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1.3. Cálculo en variedades

Aplicando las nociones del cálculo sobre la variedad de Riemann permite empezar a cons-

truir elementos heredados de la geometŕıa diferencial. Los vectores y formas lineales, al ser

cambiados de base, sufren el efecto del cambio de sus componentes, lo que implica que los

tensores también son afectados de la misma manera [8]. Los vectores cambian de base de

acuerdo a la regla

ei = Aj
i ēj,

mientras que las formas lineales cambian de base de acuerdo a la regla

ei = Ai
j ē

j;

donde Aj
i y A

i
j son las componentes de la matriz jacobiana, es decir, que Aj

i =
∂x̄j

∂xi y A
i
j =

∂xi

∂x̄j

[8]. Luego, aplicando el producto múltiple sobre el espacio vectorial V , se obtiene la regla de

transformación contravariante

v ⊗ · · · ⊗ v =
n∑

i=1

ξi1,...,id(ei1 ⊗ · · · ⊗ eid) =
n∑

i=1

vi1 · · · vid(ei1 ⊗ · · · ⊗ eid) =

n∑
i=1

vi1 · · · vid{
n∑

j=1

(
∂x̄j1

∂xi1
ēj1 ⊗ · · · ⊗ ∂x̄jd

∂xid
ējd)} =

n∑
i=1

n∑
j=1

∂x̄j1

∂xi1
vi1 · · · ∂x̄

jd

∂xid
vid(ēj1 ⊗ · · · ⊗ ējd) =

n∑
j=1

v̄j1 · · · v̄jd(ēj1 ⊗ · · · ⊗ ējd) =
n∑

j=1

ξ̄j1,...,jd(ēj1 ⊗ · · · ⊗ ējd) = v̄ ⊗ · · · ⊗ v̄

Aplicando el producto múltiple sobre el espacio dual V ∗, se obtiene la regla de transformación

covariante

ω ⊗ · · · ⊗ ω =
n∑

i=1

ξi1,...,ir(e
i1 ⊗ · · · ⊗ eir) =

n∑
i=1

ωi1 · · ·ωid(e
i1 ⊗ · · · ⊗ eid) =

n∑
i=1

ωi1 · · ·ωid{
n∑

j=1

(
∂xi1

∂x̄j1
ēj1 ⊗ · · · ⊗ ∂xid

∂x̄jd
ējd)} =

n∑
i=1

n∑
j=1

∂xi1

∂x̄j1
ωi1 · · ·

∂xid

∂x̄jd
ωid(ē

j1 ⊗ · · · ⊗ ējd) =

n∑
j=1

ω̄j1 · · · ω̄jd{(ēj1 ⊗ · · · ⊗ ējd)} =
n∑

j=1

ξ̄j1,...,jd(ē
j1 ⊗ · · · ⊗ ējd) = ω̄ ⊗ · · · ⊗ ω̄.

Por lo tanto, la regla transformación para un tensor d veces contravariante y r veces cova-

riante es

v ⊗ · · ·⊗v ⊗ ω ⊗ · · ·⊗ω =
n∑

j=1

n∑
i=1

ξj1,...,jdi1,...,ir
(ej1 ⊗ · · · ⊗ ejd ⊗ ei1 ⊗ · · · ⊗ eid) =

n∑
j=1

n∑
i=1

vj1 · · · vjdωi1 · · ·ωir(ej1 ⊗ · · · ⊗ ejd ⊗ ei1 ⊗ · · · ⊗ eir) =
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n∑
j=1

n∑
i=1

vj1 · · · vjdωi1 · · ·ωir(
∂x̄k1

∂xj1
ēk1 ⊗ · · · ⊗ ∂x̄kd

∂xjd
ēkd ⊗

∂xi1

∂x̄h1
ēh1 ⊗ · · · ⊗ ∂xir

∂x̄hr
ēhr) =

n∑
j=1

n∑
i=1

∂x̄k1

∂xj1
vj1 · · · ∂x̄

kd

∂xjd
vjd

∂xi1

∂x̄h1
ωi1 · · ·

∂xir

∂x̄hr
ωir(ēk1 ⊗ · · · ⊗ ēkd ⊗ ēh1 ⊗ · · · ⊗ ēhr) =

n∑
k=1

n∑
h=1

v̄k1 · · · v̄kdω̄h1 · · · ω̄hr(ēk1 ⊗ · · · ⊗ ēkd ⊗ ēh1 ⊗ · · · ⊗ ēhr) =

n∑
j=1

n∑
i=1

ξ̄k1,...,kdh1,...,hr
(ēk1 ⊗ · · · ⊗ ēkd ⊗ ēh1 ⊗ · · · ⊗ ēhr) = v̄ ⊗ · · ·⊗v̄ ⊗ ω̄ ⊗ · · ·⊗ω̄.

Para sintetizar de una manera práctica la escritura de este tipo de sumas, se define que

para cada par de ı́ndices repetidos se asume una suma, de esta manera es posible suprimir el

śımbolo de sumatoria, y esta notación es conocida como convenio de Einstein. Como ejemplo,

se reescribe la regla de transformación para un tensor mixto genérico como

v ⊗ · · ·⊗v ⊗ ω ⊗ · · ·⊗ω = ξj1,...,jdi1,...,ir
(ej1 ⊗ · · · ⊗ ejd ⊗ ei1 ⊗ · · · ⊗ eid) =

vj1 · · · vjdωi1 · · ·ωir(ej1 ⊗ · · · ⊗ ejd ⊗ ei1 ⊗ · · · ⊗ eir) =

vj1 · · · vjdωi1 · · ·ωir(
∂x̄k1

∂xj1
ēk1 ⊗ · · · ⊗ ∂x̄kd

∂xjd
ēkd ⊗ ∂xi1

∂x̄h1
ēh1 ⊗ · · · ⊗ ∂xir

∂x̄hr ē
hr) =

∂x̄k1

∂xj1
vj1 · · · ∂x̄kd

∂xjd
vjd ∂xi1

∂x̄h1
ωi1 · · · ∂xir

∂x̄hr ωir(ēk1 ⊗ · · · ⊗ ēkd ⊗ ēh1 ⊗ · · · ⊗ ēhr) =

v̄k1 · · · v̄kdω̄h1 · · · ω̄hr(ēk1 ⊗ · · · ⊗ ēkd ⊗ ēh1 ⊗ · · · ⊗ ēhr) =

ξ̄k1,...,kdh1,...,hr
(ēk1 ⊗ · · · ⊗ ēkd ⊗ ēh1 ⊗ · · · ⊗ ēhr) = v̄ ⊗ · · ·⊗v̄ ⊗ ω̄ ⊗ · · ·⊗ω̄

Ahora, es necesario introducir la derivada de Lie, que es la primer noción propia de derivada

sobre las variedades de Riemann. La derivada de Lie es necesaria para conocer el cambio de

alguna cantidad tensorial sobre el flujo de cierto campo vectorial definido por los vectores

tangentes a la variedad [8].

Teniendo un campo vectorial u = uiei dado sobre una variedad diferenciable M, cuyas

curvas integrales son funciones escalares de la forma xi(λ) y xi(η), donde las componentes

del vector u son derivadas de la forma ui = dxi

dλ
. Para poder definir a esta derivada se plantea

la regla de transformación de las componentes de los vectores

v̄i = ∂x̄i

∂xj v
j

y se define una transformación lineal en forma de desplazamientos infinitesimalmente pe-

queños como

x̄i = xi + dxi

y, por la regla de la cadena, se tiene que

x̄i = xi + dxi

dλ
dλ = xi + uidλ

Aśı, la derivada parcial es
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∂x̄i

∂xj = ∂xi

∂xj +
∂ui

∂xj dλ

Luego, se sustituye en la regla de transformación

v̄i = ∂x̄i

∂xj v
j = ( ∂x

i

∂xj +
∂ui

∂xj dλ)v
j = ∂xi

∂xj v
j + ∂ui

∂xj v
jdλ

La derivada parcial de una función respecto a variables de la que es independiente y respecto

a śı misma es 0 si es diferente y 1 si es la misma, por lo que se vuelve el tensor de Kronecker,

esto es, ∂xi

∂xj = δij [11], entonces, se tiene que

∂xi

∂xj v
j + ∂ui

∂xj v
jdλ = δijv

j + ∂ui

∂xj v
jdλ

De esta manera, se tiene que la transformación es

v̄i = vi + ∂ui

∂xj v
jdλ.

Por otro lado, se hace una aproximación lineal del vector tangente que ha tenido un despla-

zamiento diferencial del punto p al punto q mediante una expansión de Taylor [11],

vi(x+ dx) = vi(x) + ∂vi

∂xj (x)dx
j

que es equivalente a

vi(q) = vi(p) + ∂vi

∂xj (p)dx
j

Teniendo en cuenta a estas dos aproximaciones hechas, se hace una diferenciación denomi-

nada como derivada de Lie de un vector, definida por

Luv
i(p) := ĺım

λ→0

vi(q)− v̄i(q)

λ

Sustituyendo en esta derivada se tiene que

Luv
i = ĺım

λ→0

vi + ∂vi

∂xj dx
j − vi − ∂ui

∂xj v
jdλ

λ

= ĺım
λ→0

∂vi

∂xj dx
j − ∂ui

∂xj v
jdλ

λ
= ĺım

λ→0

∂vi

∂xj
(
dxj

λ
)− ĺım

λ→0

∂ui

∂xj
vj(

dλ

λ
)

= ∂vi

∂xj
dxj

dλ
− ∂ui

∂xj v
j dλ
dλ

Y aśı, se obtiene la expresión para la derivada de Lie de las componentes de un vector como

Luv
i = uj ∂vi

∂xj − vj ∂u
i

∂xj .

Siguiendo con esto, se procede a obtener una expresión que permita calcular la derivada de

Lie del tensor métrico, donde se ha hecho un desplazamiento desde un punto p hasta un

punto q de la variedad de Riemann [11]. Entonces, se plantea la regla de transformación del

tensor métrico por medio de la regla de transformación de los vectores de la base sobre el

punto q
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ḡij = ⟨ēi, ēj⟩ = ⟨∂xk

∂x̄i ek,
∂xl

∂x̄j el⟩ = ∂xk

∂x̄i
∂xl

∂x̄j ⟨ek, el⟩ = ∂xk

∂x̄i
∂xl

∂x̄j gkl

Se tiene la transformación lineal de desplazamiento

xk = x̄k − dxk = x̄k − dxk

dλ
dλ = x̄k − ukdλ

la cual se deriva parcialmente respecto a las coordenadas del punto q, para obtener

∂xk

∂x̄i = ∂x̄k

∂x̄i − ∂uk

∂x̄i dλ = δki − ∂uk

∂x̄i dλ

Luego, se sustituye en la regla de transformación

ḡij =
∂xk

∂x̄i
∂xl

∂x̄j gkl = (δki − ∂uk

∂x̄i dλ)(δ
l
j − ∂ul

∂x̄J dλ)gkl

= (δki δ
l
j − δki

∂ul

∂x̄J dλ− δlj
∂uk

∂x̄i dλ+ ∂uk

∂x̄i
∂ul

∂x̄J dλ
2)gkl

Como el término dλ2 es prácticamente nulo, se desprecia, y se tiene que

= (δki δ
l
j − δki

∂ul

∂x̄J dλ− δlj
∂uk

∂x̄i dλ)gkl = δki δ
l
jgkl − δki gkl

∂ul

∂x̄J dλ− δljgkl
∂uk

∂x̄i dλ

= gij − gil
∂ul

∂x̄J dλ− gkj
∂uk

∂x̄i dλ;

De este procedimiento, se concluye que la transformación del tensor métrico del punto p al

punto q es

ḡij = gij − gil
∂ul

∂x̄J dλ− gkj
∂uk

∂x̄i dλ.

Por otro lado, se hace una aproximación lineal del tensor métrico que ha tenido un despla-

zamiento diferencial del punto p al punto q mediante una expansión de Taylor, entonces, se

tiene que

gij(x+ dx) = gij(x) +
∂gij
∂xk (x)dx

k

que es equivalente a

gij(q) = gij(p) +
∂gij
∂xk (p)dx

k.

Teniendo en cuenta a estas dos aproximaciones hechas, se define a la derivada de Lie del

tensor métrico como

Lugij(p) := ĺım
λ→0

gij(q)− ḡij(q)

λ

Sustituyendo en esta derivada se tiene que

Lugij = ĺım
λ→0

gij +
∂gij
∂xk dx

k − gij + gil
∂ul

∂x̄J dλ+ gkj
∂uk

∂x̄i dλ

λ
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= ĺım
λ→0

∂gij
∂xk dx

k + gil
∂ul

∂x̄J dλ+ gkj
∂uk

∂x̄i dλ

λ

= ĺım
λ→0

∂gij
∂xk

(
dxk

λ
) + ĺım

λ→0
gil
∂ul

∂x̄J
(
dλ

λ
) + ĺım

λ→0
gkj

∂uk

∂x̄i
(
dλ

λ
)

=
∂gij
∂xk (

dxk

dλ
) + gil

∂ul

∂x̄J (
dλ
dλ
) + gkj

∂uk

∂x̄i (
dλ
dλ
);

Aśı, se obtiene la expresión para la derivada de Lie del tensor métrico, y en general para

cualquier tensor covariante de segundo orden, como

Lugij = uk
∂gij
∂xk + gil

∂ul

∂x̄J + gkj
∂uk

∂x̄i

pero se tiene que la derivada parcial del tensor métrico es nula, por lo que, exclusivamente

para el tensor métrico, se tiene que

Lugij = gil
∂ul

∂x̄J + gkj
∂uk

∂x̄i .

Considerando a la derivada covariante, es posible sustituirla en lugar de la derivada parcial,

en el caso de la derivada de Lie, se reescribe como

Lugij = gil∇̄ju
l + gkj∇̄iu

k,

Por propiedades del tensor métrico, se tiene que

∇̄j(gilu
l) + ∇̄i(gkju

k) = ∇̄jui + ∇̄iuj;

Aśı, se tiene que la derivada de Lie del tensor métrico es

Lugij = ∇̄jui + ∇̄iuj.

Tomando a esta última expresión de la derivada de Lie, es posible ver que es una ecuación

diferencial en términos del flujo de campo vectorial definido sobre la variedad de Riemann.

Si se asume que el cambio del tensor métrico es nulo16, esto es, Lugij = 0, este flujo de campo

vectorial será constante, es decir, será un flujo sin cambio alguno. La implicación de esto es

que un campo vectorial como este estaŕıa definido sobre alguna dirección donde la variedad

de Riemann se mantiene invariante, y aśı, se sabe que en esa dirección hay simetŕıa. Según

esto, la expresión resultante será

∇̄jui + ∇̄iuj = 0,

A esta ecuación diferencial se le conoce como ecuación de Killing y al campo vectorial sobre

la variedad de Riemann que satisface esta ecuación se le llama campo vectorial de Killing.

Es común denotarlo con la letra ξ, entonces, finalmente, la ecuación queda reescrita como

∇̄jξi + ∇̄iξj = 0.

16Una minimización.
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En el presente caṕıtulo se estudiarán las ideas fundamentales de la teoŕıa general de la relati-

vidad, de los cuales hacen parte sus postulados y las ecuaciones de campo de la gravitación,

que toman al espacio-tiempo como una variedad suave con una métrica pseudoriemanniana.

Dicha métrica tiene el importante papel de resolver las ecuaciones de campo, pues da cuenta

de la geometŕıa local del espacio-tiempo debido al contenido de materia-enerǵıa presente.

Las soluciones globales permiten obtener la geometŕıa y evolución temporal del Universo,

entonces, de acuerdo a las condiciones que sean definidas para las ecuaciones de campo, se

pueden realizar modelaciones del Universo denominadas modelos cosmológicos. Particular-

mente, para este análisis, es necesario entender el modelo cosmológico desarrollado por el

matemático y astrónomo Willem de Sitter.

2.1. Estructuras matemáticas que subyacen a la teoŕıa

especial de la relatividad

La teoŕıa especial de la relatividad establece dos postulados que consisten en la covariancia

de las leyes f́ısicas en marcos inerciales y la invariancia de la medida de la velocidad de la luz

en marcos inerciales. Con estos postulados se puede desarrollar toda la teoŕıa, pero estos,

a su vez, implican una estructura matemática mucho más general, que es la de grupo de

Lie [20]. Un grupo de Lie es un par (M,⊙) que satisface la usual estructura de grupo1 con

una operación interna ⊙, pero el conjunto M es una variedad suave, de tal manera que los

mapeos

µ : M×M −→ M
(x, y) 7−→ x⊙ y,

∀x, y ∈ M, y

i : M −→ M
x 7−→ x−1

∀x, x−1 ∈ M, son siempre suaves.

1El grupo puede o no ser conmutativo.
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Uno de los grupos más importantes de la teoŕıa de grupos es el grupo lineal general real [20],

definido como

GL(n,R) := {φ : Rn −→ Rn|detφ ̸= 0}

lo que quiere decir que cada mapeo lineal de Rn a Rn satisface que su determinante es dife-

rente de cero, es decir, que es invertible [13].

Por otra parte, al definir un pseudo-producto interno como una forma bilineal, pero cam-

biando el tercer axioma de definido positivo por el axioma de no degenerativo, se obtiene un

teorema relevante que dice que hay tantos pseudo-productos internos en un espacio vectorial

V como hayan diferentes signaturas. Entonces, al definir una base en V , se tiene que

⟨eα, eβ⟩ =



−1 · · · 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

...

0 · · · −1 0 · · · 0

0 · · · 0 1 · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

...

0 · · · 0 0 · · · 1


donde p representa la cantidad de veces que aparece el número −1 en la diagonal principal y

q representa la cantidad de veces que aparece el número 1, de tal manera que la dimensión

de V es dada por p+ q [8].

De acuerdo con esto anterior, sea el grupo ortogonal respecto al pseudo-producto interno

recientemente definido

O(p, q) := {φ : V −→ V |⟨φ(v), φ(w)⟩ = ⟨v, w⟩}

∀v, w ∈ V , y de esta manera es posible notar que que este no es más que un subgrupo

de GL(p + q,R), puesto que cumple la misma estructura del grupo lineal general real [8].

La teoŕıa especial de la relatividad satisface esta última definición del grupo ortogonal, con

p = 1 y q = 3, es decir, O(1, 3), y este es denominado como grupo de Lorentz.

Las transformaciones de Lorentz son organizadas de forma matricial y pueden ser escritas

como [8]

x̄ν = Λν
µx

µ

donde Λν
µ satisface que

∂Λν
µ

∂xσ
= 0
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y, junto con el tensor de Minkowski, definido como

ηµν =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 (2-1)

se cumple que

(Λν
µ)

TηµνΛ
ν
µ = ηµν

se pueden evidenciar ciertas condiciones particulares de simetŕıa.

Las simetŕıas en el espacio de Minkowski pueden ser bien estudiadas mediante el cálculo

de los vectores de Killing, ya que encontrar simetŕıas de carácter geométrico en un espacio-

tiempo, que es una entidad f́ısica, debe implicar una relación con alguna o algunas cantidades

f́ısicas. Los vectores de Killing pueden ser obtenidos a partir de la ecuación

∇µξν +∇νξµ = 0

que al estar en una variedad de Minkowski, los śımbolos de Christoffel que aparecen en la

derivada covariante se anulan, debido a que estos śımbolos son correcciones de las derivadas

parciales usuales respecto a la curvatura del espacio, pero como en este espacio las trayec-

torias de la luz en el vaćıo son rectas, pues la curvatura es inexistente. Por lo anterior, la

ecuación se reduce a cambiar las derivadas covariantes por derivadas parciales usuales

∂ξν
∂xµ + ∂ξµ

∂xν = 0

Por cuestiones de simplicidad en la notación, los operadores diferenciales parciales se cam-

biarán de la siguiente manera [11]:

∂
∂xσ = ∂σ

aśı que la ecuación de Killing en Minkowski queda escrita como

∂µξν + ∂νξµ = 0 (2-2)

Ahora, para resolverla, lo que se hará diferenciar una segunda vez para hacer una permutación

de ı́ndices que permita sumar y restar términos de la suma y, de esta manera, reducir la

ecuación a solucionar. Para esto, se procede de la siguiente manera

∂σ∂µξν + ∂σ∂νξµ = 0

Las permutaciones en los sub́ındices son

∂σ∂µξν + ∂σ∂νξµ = 0 (2-3)
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∂µ∂σξν + ∂µ∂νξσ = 0 (2-4)

∂ν∂µξσ + ∂ν∂σξµ = 0 (2-5)

Se suma (2-3) con (2-4) y se les resta (2-5)

∂σ∂µξν + ∂σ∂νξµ + ∂µ∂σξν + ∂µ∂νξσ − ∂ν∂µξσ − ∂ν∂σξµ = 0

Con lo que se llega a

2∂σ∂µξν = 0

Esto es, que

∂σ∂µξν = 0 (2-6)

La solución general de la ecuación (2-6) es de la forma [3]

ξν = hνµx
µ + kν (2-7)

Esta solución general muestra la forma general de unas transformaciones de coordenadas de

rotación y de traslación en el espacio-tiempo. Es necesario encontrar algunas propiedades

de esta solución, particularmente, del término hνµ, que parece tener relación alguna con las

rotaciones.

Al sustituir la solución (2-7) en la ecuación (2-2), se observa que

∂µξν + ∂νξµ = hνµ + hµν = 0

Que inmediatamente revela la propiedad de antisimetŕıa de la matriz hνµ, esto es, que

hνµ = −hµν (2-8)

Es decir, por la forma general de las matrices antisimétricas, tiene la siguiente forma

hνµ =


0 −A −B −C
A 0 −D −E
B D 0 −F
C E F 0

 (2-9)

Para obtener soluciones con algún significado f́ısico de la forma como se explicó de la solución

general 2-7, se hace que la constante de integración kν = 1 y hνµ = 0, para representar

traslaciones unitarias, obteniendo los cuatro primeros vectores de Killing para el espacio de

Minkowski, estos son

ξ⃗ = ∂t (2-10)
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ξ⃗ = ∂x (2-11)

ξ⃗ = ∂y (2-12)

ξ⃗ = ∂z (2-13)

Ahora, fijando la constante de integración kν = 0, para tener un enfoque en las rotaciones,

la solución queda como

ξν = hνµx
µ (2-14)

cuyas componentes de ı́ndice arriba son escritos como ξ⃗ = ξαeα = ξα∂α, por lo que se

multiplica al tensor métrico de Minkowski (2-1), pero con sus componentes contravariantes,

por (2-14), obteniendo aśı

ξα = ηανξν = ηανhνµx
µ (2-15)

=


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



0 −A −B −C
A 0 −D −E
B D 0 −F
C E F 0



ct

x

y

z

 (2-16)

De esta manera, para dar una primer solución, se anulan todas las componentes de hνµ, pero

D = 1, aśı

ξα = ηανξν = ηανhνµx
µ (2-17)

=


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



0 0 0 0

0 0 −1 0

0 1 0 0

0 0 0 0



ct

x

y

z

 (2-18)

= (0,−y, x, 0) (2-19)

Como ξ⃗ = ξα∂α, pues

ξ⃗ = (ηανhνµx
µ)∂α (2-20)

aśı,

ξ⃗ = (0,−y, x, 0)


∂t
∂x
∂y
∂z

 = −y∂x + x∂y (2-21)

Esto implica rotaciones en el espacio tridimensional alrededor del eje z, y todo debido a

la matriz hνµ, que tiene la cualidad de ser un generador de rotaciones en el espacio de
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Minkowski.

Debido a lo anterior, teniendo las siguientes matrices generadoras,

hνµ =


0 0 0 0

0 0 −1 0

0 1 0 0

0 0 0 0



hνµ =


0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0



hνµ =


0 0 −1 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0



hνµ =


0 0 0 −1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0



hνµ =


0 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 0 0

0 1 0 0



hνµ =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0


con las cuales se obtienen, respectivamente, los últimos seis vectores de Killing faltantes,

completando aśı, diez vectores Killing para el espacio de Minkowski, siendo coherente con la

propiedad de espacio maximalmente simétrico [6]

ξ⃗[4] = −y∂x + x∂y (2-22)

ξ⃗[1] = x∂t + ct∂x (2-23)

ξ⃗[2] = y∂t + ct∂y (2-24)

ξ⃗[3] = z∂t + ct∂z (2-25)

ξ⃗[5] = −z∂x + x∂z (2-26)
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ξ⃗[6] = −z∂y + y∂z (2-27)

Estos vectores de Killing representan todas las simetŕıas del espacio de Minkowski. Cual-

quier rotación en este espacio, puede ser escrita como una combinació lineal de las matrices

generadoras, por lo que generan al grupo de rotaciones de Minkowski [22].

2.2. Elementos de la Teoŕıa General de la Relatividad y

del modelo estándar de la Cosmoloǵıa

En la teoŕıa especial y general de la relatividad el espacio y el tiempo son unificados en una

única entidad denominada espacio-tiempo, que se define como la colección de todos los even-

tos. El espacio-tiempo es representado matemáticamente como una variedad suave de cuatro

dimensiones y se le asigna un tensor métrico de Lorentz. Este tensor métrico de Lorentz es

llamado pseudoriemanniano, que, junto con la variedad, establecen el par (M, g), denomi-

nado pseudovariedad de Riemann [9]. Este tensor métrico pseudoriemanniano es un tensor

que satisface las propiedades del tensor métrico, pero el producto interno es de tipo Lorentz,

que significa que la propiedad de definido positivo se intercambia por la propiedad de inde-

finido. Esto anterior implica que no es definido positivo ni negativo, permitiendo longitudes

mayores, iguales y menores que cero. La propiedad de indefinido tiene como consecuencia

a los tipos de conexión que existen en el espacio-tiempo, donde el intervalo relativista es

llamado como de tiempo si es mayor que cero, como de luz o nulo si es igual que cero y como

de espacio si es menor que cero.

La teoŕıa general de la relatividad es sostenida por medio tres postulados fundamentales.

Figura 2-1: Representación de las regiones del espacio-tiempo. Fuente propia.

El primero de ellos es conocido como causalidad local, que consiste en que si se escoge un

abierto2 U ∈ M, en el cual se toman dos puntos p, q ∈ M, se puede emitir una señal de

luz que parte desde p y llega a q, de tal manera que la trayectoria de un único fotón que va

2En el espacio-tiempo, representado como la variedad M.
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de p a q puede ser descrita por una curva de clase C1 que une a ambos puntos y que queda

completamente dentro del abierto U .
El segundo postulado es conocido como conservación local del momentum y la enerǵıa, que

consiste en que las ecuaciones que describen el comportamiento de los campos de mate-

ria contienen un tensor simétrico representado por el tensor Tαβ, denominado tensor de

momentum-enerǵıa y que satisface que este tensor desaparece en un abierto U del espacio-

tiempo si todos los campos de materia desaparecen en el abierto U y que este tensor obedece

la ecuación de continuidad

∇αT
αβ = 0, (2-28)

que implica que el momentum y la enerǵıa se conservan en el abierto U donde esté definida

[9].

El tercer postulado es conocido como las ecuaciones de campo, que consiste en la existencia

de las ecuaciones de la gravitación, construidas por A. Einstein3 y publicadas en el año 1915,

las cuales describen toda la dinámica del espacio-tiempo de acuerdo a su contenido de enerǵıa

[9]. Las ecuaciones de campo covariantes son entonces

Rαβ −
1

2
Rgαβ + Λgαβ = κTαβ, (2-29)

Siendo Rαβ el tensor de curvatura de Ricci, R el escalar de curvatura, gαβ el tensor métri-

co, Λ la constante cosmológica, κ una constante que relaciona la velocidad de la luz con la

contante de gravitación universal y Tαβ el tensor de materia-enerǵıa. Con base en esto, es

posible entonces cambiar a la preocupación de determinar la solución de Universo que será

utilizada en el estudio de este escrito. El modelo estándar de la cosmoloǵıa es una colección

de soluciones de las ecuaciones de campo de la gravitación que satisfacen el principio cos-

mológico. Este principio consiste en dos condiciones que determinan propiedades espaciales y

que están asociadas a simetŕıas globales. La primer condición es la de isotroṕıa del Universo,

que es una invarianza de este bajo rotaciones. La segunda condición es la de homogeneidad

del Universo, que es una invarianza de este bajo traslaciones [22].

Ahora, con base en estas condiciones, las soluciones se suelen asumir para un Universo que

está en expansión acelerada, donde las distancias entre objetos suele incrementarse a un rit-

mo cada vez más rápido. Se introduce un término a(t), denominado como factor de escala, el

cual afecta el tamaño del espacio en función del tiempo [22]. Estas soluciones son, entonces,

escritas en coordenadas esféricas como

ds2 = dt2 − a2(t)

(
1

1− kr2
dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2

)
(2-30)

Para el Universo de de Sitter, estas condiciones se satisfacen, pero la curvatura espacial se

considera nula, esto es, k = 0, y, además, se considera vaćıo [22]. Por tanto, las soluciones

3A la par con D. Hilbert.



28 2 Caṕıtulo 2

son de la forma

ds2 = dt2 − a2(t)
(
dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2

)
(2-31)

Entonces, el problema se reduce a encontrar el factor de escala, para lo cual, se utiliza la

ecuación de Friedmann [18], de segundo orden, ya que esta ecuación se deduce de utilizar

únicamente las componentes temporales de las ecuaciones de campo (2-29), con el fin de

solucionar una ecuación diferencial mucho más sencilla. La ecuación de Friedmann es

1

a(t)

d2a(t)

dt2
= −4πG

3
(ρ+ 3p) +

Λ

3
(2-32)

donde ρ es la densidad del Universo y p es la presión, pero como el Universo de de Sitter es

vaćıo, se anulan [18]. Luego, la ecuación se reduce a

1

a(t)

d2a(t)

dt2
=

Λ

3
(2-33)

La solución a esta ecuación se obtiene a partir del ansatz 4 a(t) = Aeαt, por lo que se sustituye

en (2-33)

1

Aeαt
α2Aeαt =

Λ

3
⇒ α2 =

Λ

3
(2-34)

Se toma la solución positiva de la ráız cuadrada, debido a que esta representa un crecimiento

exponencial que es necesario para modelar la expansón acelerada del espacio. Esto es,

α2 =
Λ

3
⇒ α =

√
Λ

3
(2-35)

Se sustituye (2-35) en el ansatz, que queda como a(t) = Ae
√

Λ
3
t. Luego, se toma esta expresión

para un tiempo inicial t0

a(t0) = Ae
√

Λ
3
t0 (2-36)

Y se dividen

a(t)

a(t0)
=
Ae

√
Λ
3 t

Ae
√

Λ
3
t0

⇒ a(t)

a(t0)
= e

√
Λ
3
(t−t0) (2-37)

Haciendo que a(t0) = a0, se llega, finalmente,

a(t) = a0e
√

Λ
3
(t−t0) (2-38)

4Ansatz es un término utilizado para referirse a una solución conocida.
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Este factor de escala se sustituye en (2-31). También se tiene que la constante de Hubble

es precisamente el término
√

Λ
3
, que se denota como H0. Finalmente, se expresa la solución

para el Universo de de Sitter como [22]

ds2 = dt2 − a20e
2H0(t−t0)

(
dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2

)
(2-39)

A modo de análisis de esta solución, el factor de escala encontrado a0e
√

Λ
3
(t−t0), muestra

un comportamiento de crecimiento exponencial respecto al tiempo, que multiplica a las

componentes espaciales del Universo de de Sitter, es decir, hace que el espacio crezca a este

ritmo acelerado a medida que el tiempo transcurre.

Al hacer una representación gráfica de este Universo, representado como un ćırculo, el factor

de escala muestra cómo este Universo se expande en un ritmo acelerado. La solución (2-39)

se muestra en la gráfica 2-2 por encima del 0, mientras que la solución negativa, que no se

tomó, se muestra por debajo del tiempo igual a 0

Figura 2-2: Representación gráfica del Universo de de Sitter. Fuente propia.

De esta manera, se tiene una visualización aproximada del comportamiento de este Universo

de de Sitter.



3 Caṕıtulo 3

En el presente caṕıtulo se plantearán las ecuaciones de Killing asociadas al modelo cosmológi-

co de de Sitter, que requerirán de suposiciones que faciliten resolverlas de manera particular,

reduciéndolas a ecuaciones conocidas que permitan aplicar métodos simples. De esta manera,

se encontrará un conjunto de vectores que satisfagan estas ecuaciones. Adicionalmente, se

hará una exploración sobre la estructura matemática que estos vectores obedecen, para aśı

clasificarlos formalmente.

3.1. Solución de las ecuaciones de Killing para el

Universo de de Sitter

Se procede a encontrar los vectores de Killing del Universo de de Sitter [6]. Entonces, reto-

mando la ecuación

∇µξν +∇νξµ = 0

que al expandir, se llega a las siguientes diez ecuaciones [6]

∂tξt = 0

1

c
∂tξr + ∂rξt − 2Γr

trξr = 0

1

c
∂tξθ + ∂θξt − 2Γθ

tθξθ = 0

1

c
∂tξφ + ∂φξt − 2Γφ

tφξφ = 0

∂rξr − Γt
rrξt = 0

∂rξθ + ∂θξr − 2Γθ
rθξθ = 0

∂rξφ + ∂φξr − 2Γφ
rφξφ = 0

∂θξθ − Γt
θθξt − Γr

θθξr = 0

∂θξφ + ∂φξθ − 2Γφ
θφξφ = 0

∂φξφ − Γt
φφξt − Γr

φφξr − Γθ
φφξθ = 0
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Śımbolos de Christoffel no nulos

Γt
rr =

a(t)
c

da(t)
dt

Γt
θθ =

a(t)r2

c
da(t)
dt

Γt
φφ = a(t)r2 sin2 θ

c
da(t)
dt

Γr
tr = Γr

rt =
1

ca(t)
da(t)
dt

Γr
θθ = −r Γr

φφ = −r sin2 θ

Γθ
tθ = Γθ

θt =
1

ca(t)
da(t)
dt

Γθ
rθ = Γθ

θr =
1
r

Γθ
φφ = − sin θ cos θ

Γφ
tφ = Γφ

φt =
1

ca(t)
da(t)
dt

Γφ
rφ = Γφ

φr =
1
r

Γφ
θφ = Γφ

φθ = cot θ

Tabla 3-1: Tabla de śımbolos de Christoffel no nulos para el modelo estándar de la cosmo-

loǵıa. Cálculos hechos por el autor.

Śımbolos de Christoffel no nulos

Γt
rr =

H0a20
c
e2H0(t−t0) Γt

θθ =
H0a20

c
r2e2H0(t−t0) Γt

φφ =
H0a20

c
r2 sin2 θe2H0(t−t0)

Γr
tr = Γr

rt =
H0

c
Γr
θθ = −r Γr

φφ = −r sin2 θ

Γθ
tθ = Γθ

θt =
H0

c
Γθ
rθ = Γθ

θr =
1
r

Γθ
φφ = − sin θ cos θ

Γφ
tφ = Γφ

φt =
H0

c
Γφ
rφ = Γφ

φr =
1
r

Γφ
θφ = Γφ

φθ = cot θ

Tabla 3-2: Tabla de śımbolos de Christoffel con sus respectivos valores. Cálculos hechos por

el autor.

En la tabla 3-1 se muestran los śımbolos de Christoffel previamente calculados [22]. Teniendo

en cuenta que, en la solución de la ecuación de Friedmann para el Universo de de Sitter, se

obtuvo que a(t) = a0e
H0(t−t0), pues los śımbolos de Christoffel quedan expresados como se

muestra en la tabla 3-2.

Sustituyendo los śımbolos de Christoffel con el factor de escala ya calculado, se tiene el

siguiente sistema sobredeterminado de ecuaciones diferenciales de Killing

∂tξt = 0 (3-1)

1

c
∂tξr + ∂rξt −

2H0

c
ξr = 0 (3-2)

1

c
∂tξθ + ∂θξt −

2H0

c
ξθ = 0 (3-3)

1

c
∂tξφ + ∂φξt −

2H0

c
ξφ = 0 (3-4)

∂rξr −
H0a

2
0

c
e2H0(t−t0)ξt = 0 (3-5)

∂rξθ + ∂θξr −
2

r
ξθ = 0 (3-6)

∂rξφ + ∂φξr −
2

r
ξφ = 0 (3-7)
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∂θξθ −
H0a

2
0

c
r2e2H0(t−t0)ξt + rξr = 0 (3-8)

∂θξφ + ∂φξθ − 2 cot θξφ = 0 (3-9)

∂φξφ − H0a
2
0

c
r2 sin2 θe2H0(t−t0)ξt + r sin2 θξr + sin θ cos θξθ = 0 (3-10)

Imponiendo la condición de que ξθ = ξφ = 0, pensando como referencia en las soluciones de

las ecuaciones de Killing desarrolladas para el espacio-tiempo de Minkowski en el Caṕıtulo

2, para aśı obtener soluciones que involucren dos componentes, pues aśı se hace visible la

relación entre parejas de componentes y además facilita las soluciones. Este argumento se

utilizará en cada uno de los posteriores sistemas de ecuaciones. Entonces, el presente sistema

se reduce a

∂tξt = 0 (3-11)

1

c
∂tξr + ∂rξt −

2H0

c
ξr = 0 (3-12)

∂θξt = 0 (3-13)

∂φξt = 0 (3-14)

∂rξr −
H0a

2
0

c
e2H0(t−t0)ξt = 0 (3-15)

∂θξr = 0 (3-16)

∂φξr = 0 (3-17)

−H0a
2
0

c
r2e2H0(t−t0)ξt + rξr = 0 (3-18)

−H0a
2
0

c
r2 sin2 θe2H0(t−t0)ξt + r sin2 θξr = 0 (3-19)

Para empezar a resolver, se despeja el término ξr de la ecuación (3-18)

ξr =
H0a

2
0

c
e2H0(t−t0)rξt (3-20)

Al derivarlo respecto a r, se tiene que

∂rξr =
H0a

2
0

c
e2H0(t−t0)ξt +

H0a
2
0

c
re2H0(t−t0)∂rξt (3-21)

Que al sustituir en (3-15), se llega a que

H0a
2
0

c
e2H0(t−t0)ξt +

H0a
2
0

c
re2H0(t−t0)∂rξt −

H0a
2
0

c
e2H0(t−t0)ξt = 0 (3-22)

H0a
2
0

c
re2H0(t−t0)∂rξt = 0 (3-23)
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Esto es,

∂rξt = 0 ⇒ ξt = α1 (3-24)

Siendo α1 una constante, por lo que la ecuación (3-20) queda escrita como

ξr =
α1H0R

2
0

c
e2H0(t−t0)r (3-25)

La cual se verifica, para lo cual se deriva respecto a t

∂tξr =
2α1H

2
0a

2
0

c
e2H0(t−t0)r (3-26)

Y se sustituye en (3-12)

2α1H
2
0a

2
0

c
e2H0(t−t0)r − 2H0

[
α1H0a

2
0

c
e2H0(t−t0)r

]
= 0 (3-27)

2α1H
2
0a

2
0

c
e2H0(t−t0)r − 2α1H

2
0a

2
0

c
e2H0(t−t0)r = 0 (3-28)

Por lo que se puede evidenciar que estas dos componentes satisfacen el sistema de ecuaciones.

De esta manera, el vector de Killing será

ξ⃗[1] = α1∂
t +

α1H0a
2
0

c
e2H0(t−t0)r∂r (3-29)

Imponiendo la condición de que ξr = ξφ = 0, el sistema se reduce a

∂tξt = 0 (3-30)

∂rξt = 0 (3-31)

1

c
∂tξθ + ∂θξt −

2H0

c
ξθ = 0 (3-32)

∂φξt = 0 (3-33)

−H0a
2
0

c
e2H0(t−t0)ξt = 0 (3-34)

∂rξθ −
2

r
ξθ = 0 (3-35)

∂θξθ −
H0a

2
0

c
e2H0(t−t0)r2ξt = 0 (3-36)

∂φξθ = 0 (3-37)

−H0a
2
0

c
e2H0(t−t0)r2 sin2 θξt + sin θ cos θξθ = 0 (3-38)
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Teniendo en cuenta la ecuación (3-34), se puede deducir que

ξt = 0 (3-39)

Ahora, con la ecuación (3-30), (3-31) y (3-33), se evidencia que ξt = ξt(θ). Por otro lado,

tomando la ecuación (3-38), se despeja la componente ξθ y se llega a la relación

ξθ =
H0a

2
0

c
e2H0(t−t0)r2 tan θξt (3-40)

que, debido al resultado (el de ξt = 0), se llega a que

ξθ = 0 (3-41)

Por lo tanto, el vector de Killing resultante será

ξ⃗[2] = 0⃗ (3-42)

Imponiendo la condición de que ξr = ξθ = 0, el sistema se reduce a

∂tξt = 0 (3-43)

∂rξt = 0 (3-44)

∂θξt = 0 (3-45)

1

c
∂tξφ + ∂φξt −

2H0

c
ξφ = 0 (3-46)

−H0a
2
0

c
e2H0(t−t0)ξt = 0 (3-47)

∂rξφ − 2

r
ξφ = 0 (3-48)

−H0a
2
0

c
r2e2H0(t−t0)ξt = 0 (3-49)

∂θξφ − 2 cot θξφ = 0 (3-50)

∂φξφ − H0a
2
0

c
r2 sin2 θe2H0(t−t0)ξt = 0 (3-51)

Teniendo en cuenta las ecuaciones (3-47) y (3-49), se puede deducir que

ξt = 0 (3-52)
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De acuerdo a esto, tomando la ecuación (3-51), se a llega a que

∂φξφ = 0 (3-53)

y, además, la ecuación (3-46) se vuelve

∂tξφ − 2H0ξφ = 0 (3-54)

cuya solución es

ξφ = C(r, θ)e2H0t (3-55)

y solucionando las ecuaciones (3-48) y (3-50) se tiene respectivamente

ξφ = A(t, θ)r2 (3-56)

ξφ = B(t, r) sin2 θ (3-57)

que implican que

ξφ = α2e
2H0tr2 sin2 θ (3-58)

Por lo tanto, el vector de Killing será

ξ⃗[3] = α2e
2H0tr2 sin2 θ∂φ (3-59)

Imponiendo la condición de que ξt = ξφ = 0, el sistema se reduce a

∂tξr − 2H0ξr = 0 (3-60)

∂tξθ − 2H0ξθ = 0 (3-61)

∂rξr = 0 (3-62)

∂rξθ + ∂θξr −
2

r
ξθ = 0 (3-63)

∂φξr = 0 (3-64)
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∂θξθ + rξr = 0 (3-65)

∂φξθ = 0 (3-66)

r sin2 θξr + sin θ cos θξθ = 0 (3-67)

Para solucionar este sistema, se toman las ecuaciones (3-60) y (3-61) de la siguiente manera

∂tξr = 2H0ξr (3-68)

∂tξθ = 2H0ξθ (3-69)

Cuyas soluciones son, respectivamente, mediante el método de variables separables

ξr = R(θ)e2H0t (3-70)

ξθ = Θ(r, θ)e2H0t (3-71)

Tomando la ecuación (3-67), se despeja ξθ, para obtener una función de la siguiente manera

ξθ = −r tan θξr (3-72)

por lo que sólo queda por hallar ξr. Entonces, tomando la ecuación (3-63), se sustituye la

ecuación (3-72), y se llega a

− tan θξr + ∂θξr + 2 tan θξr = 0 (3-73)

que es lo mismo que

∂θξr + tan θξr = 0 (3-74)

y su solución es

ξr = T (t) cos θ (3-75)

Aśı, juntando esta solución (3-75) con (3-70), se llega a que

ξr = α3e
2H0t cos θ (3-76)

siendo α3 una constante de proporcionalidad. De esta manera, sustituyendo (3-76) en (3-72),

se tiene que

ξθ = −α3e
2H0tr sin θ (3-77)
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Por lo tanto, el vector de Killing es

ξ⃗[4] = α3e
2H0t cos θ∂r − α3e

2H0tr sin θ∂θ (3-78)

Imponiendo la condición de que ξt = ξθ = 0, el sistema se reduce a

∂tξr − 2H0ξr = 0 (3-79)

∂tξφ − 2H0ξφ = 0 (3-80)

∂rξr = 0 (3-81)

∂θξr = 0 (3-82)

∂rξφ + ∂φξr −
2

r
ξφ = 0 (3-83)

rξr = 0 (3-84)

∂θξφ − 2 cot θξφ = 0 (3-85)

∂φξφ + r sin2 θξr = 0 (3-86)

Por lo tanto, el vector de Killing será

ξ⃗[5] = α2e
2H0tr2 sin2 θ∂φ (3-87)

Imponiendo la condición de que ξt = ξr = 0, el sistema se reduce a

∂tξθ − 2H0ξθ = 0 (3-88)

∂tξφ − 2H0ξφ = 0 (3-89)

∂rξθ −
2

r
ξθ = 0 (3-90)

∂rξφ − 2

r
ξφ = 0 (3-91)

∂θξθ = 0 (3-92)

∂θξφ + ∂φξθ − 2 cot θξφ = 0 (3-93)

∂φξφ + sin θ cos θξθ = 0 (3-94)

Para empezar a solucionar este sistema de ecuaciones diferenciales se comienza tomando las

cuatro primeras ecuaciones, cuyas soluciones, respectivamente, no son más que

ξθ = Θ1(r, φ)e
2H0t (3-95)
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ξφ = Φ1(r, θ, φ)e
2H0t (3-96)

ξθ = Θ2(t, φ)r
2 (3-97)

ξφ = Φ2(t, θ, φ)r
2 (3-98)

por lo que se tiene,

ξθ = f(φ)e2H0tr2 (3-99)

ξφ = g(θ, φ)e2H0tr2 (3-100)

Entonces, sustituyendo (3-97) y (3-100) en (3-94), se tiene que

e2H0tr2∂φg(θ, φ) + e2H0tr2 sin θ cos θf(φ) = 0 (3-101)

que, simplificado y reordenado, queda escrito como

∂φg(θ, φ) = − sin θ cos θf(φ) (3-102)

La solución de esta última se obtiene mediante la expresión

g(θ, φ) = − sin θ cos θ

∫
f(φ)dφ (3-103)

que es equivalente a

g(θ, φ) = − sin θ cos θ

∫
f(φ′)dφ′ + h(θ) (3-104)

Derivando la expresión (3-104) respecto a θ, se tiene que

∂θg(θ, φ) = (sin2 θ − cos2 θ)

∫
f(φ′)dφ′ + ∂θh(θ) (3-105)

y, entonces, se sustituyen las funciones (3-99) y (3-100) junto con (3-104) en (3-93), por lo

que se tiene que

∂θg(θ, φ) + ∂φf(φ)− 2 cot θg(θ, φ) = 0 (3-106)

que es equivalente a

(sin2 θ− cos2 θ)

∫
f(φ′)dφ′+∂θh(θ)+∂φf(φ)+2 cos2 θ

∫
f(φ′)dφ′− 2 cot θh(θ) = 0 (3-107)

el cual, simplificado y reordenado, queda escrito como

sin2 θ

∫
f(φ′)dφ′ + cos2 θ

∫
f(φ′)dφ′ + ∂θh(θ) + ∂φf(φ)− 2 cot θh(θ) = 0 (3-108)
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(sin2 θ + cos2 θ)

∫
f(φ′)dφ′ + ∂θh(θ) + ∂φf(φ)− 2 cot θh(θ) = 0 (3-109)∫

f(φ′)dφ′ + ∂θh(θ) + ∂φf(φ)− 2 cot θh(θ) = 0 (3-110)

y esta última se deriva respecto a φ, por lo que se obtiene una ecuación diferencial de la

forma

d2f

dφ2
(φ) + f(φ) = 0 (3-111)

cuya solución general es

f(φ) = α5 sinφ+ α6 cosφ (3-112)

donde α5 y α6 son constantes. De manera similar, se procede a hallar la función h(θ), al

retomar (3-111) tal que, reordenando, se escribe como

∂θh(θ)− 2 cot θh(θ) = −
∫
f(φ′)dφ′ − ∂φf(φ) (3-113)

que es equivalente a

dh

dθ
(θ)− 2 cot θh(θ) = −α7 (3-114)

donde α7 es una constante de separación. La solución a esta ecuación (3-114) es

h(θ) = α7 sin θ cos θ + α8 sin
2 θ (3-115)

Aśı, se tienen todas las funciones necesarias para poder obtener las componentes del vector

de Killing. De esta manera,

ξθ = α9e
2H0tr2(α5 sinφ+ α6 cosφ) (3-116)

y, a su vez, para obtener ξφ, se debe encontrar primero g(θ, φ), entonces

g(θ, φ) = − sin θ cos θ

∫
(α5 sinφ

′ + α6 cosφ
′)dφ′ + α7 sin θ cos θ + α8 sin

2 θ (3-117)

g(θ, φ) = − sin θ cos θ(−α5 cosφ
′ + α6 sinφ

′) + α7 sin θ cos θ + α8 sin
2 θ (3-118)

pero φ′ = φ, por lo que

g(θ, φ) = sin θ cos θ(α5 cosφ− α6 sinφ+ α7) + α8 sin
2 θ (3-119)

de lo que se tiene entonces que

ξφ = α10e
2H0tr2

[
sin θ cos θ(α5 cosφ− α6 sinφ+ α7) + α8 sin

2 θ
]

(3-120)
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Por lo tanto, el vector de Killing será

ξ⃗[6] = α9e
2H0tr2(α5 sinφ+α6 cosφ)∂

θ+α10e
2H0tr2

[
sin θ cos θ(α5 cosφ− α6 sinφ+ α7) + α8 sin

2 θ
]
∂φ

(3-121)

Reuniendo las componentes solución de sus respectivos sistemas de ecuaciones, se propone

que la forma de los vectores sea ξ⃗ = ξσ∂σ, pero estas soluciones son componentes covariantes,

por lo que se debe hacer que ξ⃗ = gσρξρ∂σ. Como las componentes del tensor métrico con

supráındices mezclados son nulos, se reescribe esto como ξ⃗ = gσσξσ∂σ. Aśı, ξ⃗ = gttξt∂t +

grrξr∂r + gθθξθ∂θ + gφφξφ∂φ.

Como cada sistema corresponde a un campo vectorial particular, se denota a cada vector

con un sub́ındice de esta manera ξ⃗[i]. Ahora, se escriben cada uno de los vectores de Killing

como

ξ⃗[1] = ∂t (3-122)

ξ⃗[2] = ∂r (3-123)

ξ⃗[3] = ∂θ (3-124)

ξ⃗[5] = −α1∂t +
α1H0

c
r∂r (3-125)

ξ⃗[6] =
e2H0t0

a20
cos θ∂r −

e2H0t0

a20

sin θ

r
∂θ (3-126)

ξ⃗[7] =
e2H0t0

a20
∂φ (3-127)

ξ⃗[8] =
e2H0t0

a20
(A cosφ+B sinφ)∂θ +

e2H0t0

a20
cot θ(−A sinφ+B cosφ+ α2 tan θ+ k)∂φ (3-128)

Escogiendo que α1 =
α1H0

c
= e2H0t0

a20
= 1, α2 = C y k = 0, se obtiene, finalmente, que

ξ⃗[1] = ∂t (3-129)

ξ⃗[2] = ∂r (3-130)

ξ⃗[3] = ∂θ (3-131)

ξ⃗[5] = −∂t + r∂r (3-132)

ξ⃗[6] = cos θ∂r −
sin θ

r
∂θ (3-133)

ξ⃗[7] = ∂φ (3-134)

ξ⃗[8] = (A cosφ+B sinφ)∂θ + (−A cot θ sinφ+B cot θ cosφ+ C)∂φ (3-135)
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Cada uno de ellos, como se describió en el Caṕıtulo 1, es elemento del espacio tangente a

la variedad, TM, en este caso, el Universo de de Sitter. Estos vectores encontrados son un

conjunto de siete vectores que apuntan en dirección de las simetŕıas de dicho Universo.

Se toma el producto interno entre el vector (3-129) y el cuadrimomentum con el propósito

de encontrar las proyecciones del cuadrimomentum sobre la dirección temporal, ya que esto

permite entender cómo se comporta el momentum en dicha dirección de simetŕıa. También

se deriva respecto al tiempo para entender cómo se comporta el momentum a medida que

avanza el tiempo mientras se proyecta sobre este vector. De esta manera, se tiene que

d

dt
⟨∂t, pµ∂µ⟩ =

d

dt
⟨∂t, pt∂t⟩+

d

dt
⟨∂t, pi∂i⟩ =

dpt

dt
⟨∂t, ∂t⟩+

dpi

dt
⟨∂t, ∂i⟩

=
dpt

dt
⟨∂t, ∂t⟩+ 0 =

dpt

dt
=
dE

dt
= 0

Es decir, que

d

dt
⟨∂t, pµ∂µ⟩ =

dE

dt
= 0 (3-136)

lo que significa que la enerǵıa se conserva.

Se toma el producto interno entre los vectores (3-130), (3-131) y (3-134) y el cuadrimo-

mentum, con el propósito de encontrar las proyecciones del cuadrimomentum sobre dichos

vectores que apuntan en direcciones espaciales de simetŕıa. Se deriva respecto al tiempo para

entender cómo se comporta el cuadrimomentum a medida que avanza el tiempo mientras se

proyecta sobre esto vectores. Aśı, se tiene que

d

dt
⟨∂r, pµ∂µ⟩ =

d

dt
⟨∂r, pt∂t⟩+

d

dt
⟨∂r, pi∂i⟩ =

dpt

dt
⟨∂r, ∂t⟩+

dpi

dt
⟨∂r, ∂i⟩

= 0 +
dpi

dt
⟨∂r, ∂i⟩ =

dpi

dt
= 0

el término ⟨∂r, ∂i⟩ = 1 debido a que el sub́ındice corresponde a la componente espacial r.

Aśı,

d

dt
⟨∂r, pµ∂µ⟩ =

dpi

dt
= 0 (3-137)

lo que significa que el momentum lineal se conserva.

Los vectores (3-130), (3-131) y (3-134) representan traslaciones unitarias espaciales, por lo

cual están asociadas al momentum lineal, y el vector (3-129) representa traslaciones unita-

rias temporales que, tal como se motró, está asociado a la enerǵıa. El vector (3-135) es una

manifestación expĺıcita de las rotaciones espaciales que se trabaja en la mecánica clásica [19].

Por lo anterior, la interpretación f́ısica de estos vectores tiene relación con las tres cantidades
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f́ısicas principales que se conservan1, ya que estos vectores representan traslaciones y rota-

ciones en este Universo de de Sitter expresados en coordenadas esféricas. De esta manera,

es posible notar la importancia de los vectores de Killing para expresar geométricamente la

invarianza de cantidades f́ısicas, como el momento lineal y la enerǵıa, que están asociadas

con las traslaciones espacio-temporales, y el momento angular y, nuevamente, la enerǵıa, que

se relacionan con las rotaciones espacio-temporales.

1Momentum lineal, momentum angular y la enerǵıa.
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El conjunto de conceptos abordados en el Caṕıtulo 1 permitieron profundizar sobre las es-

tructuras matemáticas subyacentes a la teoŕıa general de la relatividad desde un punto de

vista actual, lo cual se evidencia en la amplia terminoloǵıa utilizada al estudiar esta teoŕıa.

Como ejemplo, es común referirse a los términos de vector tangente o cotangente, tensor

métrico, tensor de Ricci, derivada covariante, entre otros más. La geometŕıa de Riemann es

el suelo teórico sobre el cual la teoŕıa general de la relatividad descansa, y puede entenderse,

en simples palabras, como la unificación del Álgebra, la Topoloǵıa y el Cálculo.

En este primer caṕıtulo se logró realizar una contextualización de la definición de espacio

tangente a la variedad de acuerdo a la convicción de querer expresar de manera escrita y

rigurosa la t́ıpica imagen de este concepto, es decir, una superficie suavemente curvada y un

plano tangente a un punto de la superficie. A este plano se le da la connotación de espacio

tangente, pero, a pesar de que no sea una idea errónea, no es la más precisa, puesto que

existen infinitas maneras de representar a los espacios tangentes y, además, a las variedades.

Aśı, la solución consistió en pensar cómo describir textualmente esta imagen y luego tratar

de capturar las condiciones que permaneceŕıan invariantes bajo una idea general y abstracta

de variedad suave. Entre estos invariantes, se consideró un punto de referencia y un conjunto

de curvas sobre la variedad que pasan por este punto, lo cual establece una relación entre

estas curvas. Una vez entendiendo cuáles eran estos invariantes, se procedió a estudiar la na-

turaleza de los vectores tangentes, que consistió en definir funciones reales sobre la variedad

que cambiaran al ritmo de las curvas mencionadas anteriormente, por lo que se evaluó este

ritmo de cambio mediante una derivada total respecto al parámetro previamente establecido

con las curvas. Este parámetro en F́ısica puede ser un tiempo. Estas derivadas son los vec-

tores tangentes a la variedad suave, por lo que su colección resulta ser el espacio vectorial

L(C∞(M),R). Finalmente, el espacio tangente toma elementos de L(C∞(M),R) y les pone

como restricción las condiciones invariantes que fueron identificadas anteriormente.

Este concepto fue clave para el trabajo de grado, puesto que todos los objetos matemáticos

que fueron útiles para cumplir con los objetivos planteados son elementos de este espacio o

son derivados del mismo.

En el Caṕıtulo 2 se abordaron algunas estructuras matemáticas aplicadas a la teoŕıa espe-

cial de la relatividad, con el objetivo de mostrar un referente importante para el posterior

tratamiento teórico del Universo de de Sitter. Principalmente, se solucionan las ecuaciones

de Killing para el espacio-tiempo de Minkowski de forma canónica. Para estas soluciones se
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escogen unas condiciones particulares que permiten obtener unos vectores que evidencian

una relación con las rotaciones y traslaciones en el espacio-tiempo.

Posteriormente, se explica brevemente en qué consiste la teoŕıa general de la relatividad,

partiendo de una definición de espacio-tiempo formal, entendiendo a esta entidad como una

pseudovariedad de Riemann debido a su métrica lorentziana. Luego, se describieron los pos-

tulados de la teoŕıa, de los cuales uno de ellos introduce las ecuaciones de campo de Einstein.

Después se explicó, también brevemente, el modelo estándar de la Cosmoloǵıa, mostrándolo

como un conjunto de universos que satisfacen el principio cosmológico, es decir, la hipótesis

de un Universo isotrópico y homogéneo. Este modelo postula una métrica en coordenadas

esféricas que soluciona globalmente las ecuaciones de Einstein, satisfaciendo el principio cos-

mológico. Se introdujeron las condiciones para un Universo de de Sitter, es decir, un Universo

vaćıo y en expansión acelerada, por lo que el problema se redujo a encontrar el factor de

escala a(t). Para este propósito, se acudió a las ecuaciones de Friedmann, que, afortuna-

damente para el caso, fue una alternativa bastante simple para hallar el factor de escala.

Finalmente, se tiene el factor de escala y se plantea la métrica que permite determinar el

modelo de Universo de de Sitter.

En el Caṕıtulo 3 se establecieron las ecuaciones de Killing para el Universo de de Sitter, que

resultó ser un sistema de diez ecuaciones diferenciales parciales y acopladas. Al comienzo, se

plantearon diferentes conjuntos de soluciones que fueron desechados, puesto que no teńıan

la forma de las soluciones halladas en el Caṕıtulo 2 para el espacio-tiempo de Minkowski.

Debido a esta dificultad, se consideró hacer suposiciones similares a las hechas en Minkowski,

aśı que se anularon parejas de componentes, por lo que salieron diez casos de ecuaciones

diferenciables, pero con la facilidad de que pod́ıan ser desacopladas utilizando el método

de variables separables. La resolución de las ecuaciones de Killing implicó encontrar un

conjunto de siete vectores linealmente independientes en coordenadas esféricas que apuntan

en dirección de las simetŕıas del Universo de de Sitter. Las constantes que aparecieron en

los vectores a medida que se solucionaban las ecuaciones fueron calibradas de manera que

se hiciera una simplificación, es decir, se igualaron a la unidad para hacer expĺıcita la forma

matemática, ya que estas constantes representan un conjunto de infinitas soluciones. Se

demostró que estos vectores de Killing permiten deducir cantidades f́ısicas que se conservan,

por ejemplo, tomando el producto interno entre los vectores de Killing y el momentum lineal

y luego derivándolo respecto al tiempo, ya que esto permite proyectar al momentum lineal

sobre los vectores para entender cómo seŕıa su evolución temporal sobre tales direcciones

de simetŕıa, arrojando las clásicas leyes de conservación de momentum lineal, asociado a

traslaciones espaciales, enerǵıa, asociado a traslaciones temporales y momentum angular,

asociado a rotaciones espaciales.

Finalmente, este trabajo es una introducción que permite explorar nuevas experiencias de

profundización disciplinar para las y los maestros en formación que quieran estudiar este

tipo de temas relacionados con la Astronomı́a y la Cosmoloǵıa Moderna.
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[19] Rojas, W.C. (2015). Simetŕıas, cantidades conservadas y vectores de Killing. Universidad

Nacional de Colombia.

[20] Serre, J-P. (1992). Lie Algebras and Lie Groups. Springer.

[21] Sohrab, H. (2010). Basic Real Analysis. Springer-Verlag.

[22] Weinberg, S. (1972). Gravitation and cosmology. Principles and applications of the

general theory of relativity. John Wiley and Sons, Inc.


