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RESUMEN

El presente Trabajo de Grado evidencia el disefio de un Robot Bipedo que tiene como
finalidad el cambio en la longitud de sus eslabones entre los percentiles 5 y 95. ElI Robot
tiene 9 Grados de Libertad (GDL), compuestos por 5 GDL prismaticos (dos en cada pierna
y uno en la cadera) y 4 rotacionales (uno en cada pierna y dos en la cadera). El conjunto
prismético se encarga de elongar y comprimir las piernas del robot gracias a la distancia
que toma el sensor adaptado para esta tarea; por su parte, los pares rotacionales permitiran
la futura caminata del prototipo. Es importante aclarar que en este proyecto se realizara el
disefio del sistema para la configuracién antropométrica dentro del rango de percentil

especificado.

El Trabajo de Grado esta dividido en cinco capitulos: el primer capitulo esta conformado
por el marco tedrico y referencial en donde se definen los conceptos fundamentales para la
realizacion del proyecto, asi como los antecedentes que permitieron darle fundamento al
presente trabajo. En el segundo capitulo, se hace hincapié al estudio antropométrico en el
cual se establecen las dimensiones que debe tener el robot en sus eslabones y se presentan
las alternativas de solucién del disefio para seleccionar el modelo final del robot. En el
tercero, se desarrollan los modelos cinematico y dinamico para el robot bipedo, ademas del
modelado CAD en donde se describen los componentes mecanicos y electrénicos que lo
conforman. En el cuarto capitulo se seleccionan los componentes electronicos del sistema
que permitird la configuracion de sus eslabones con su respectivo esquema de conexion.
Finalmente, se tienen en cuenta las recomendaciones y conclusiones, con miras a la

construccion del prototipo en un futuro.

Palabras claves: Robot Bipedo, percentiles, eslabones, antropometria, cinematica,
dindmica.



ABSTRACT

The present work of Degree evidences the biped robot design that has like purpose the change
of the length of their links between the percentile 5 and 95. The robot has 9 degrees of freedom
(DOF), compound by 5 prismatic DOF (two on each leg and one on the hip), and 4 rotational
DOF. The prismatic assembly is in charge of elongating and compacting the robot legs, thanks
to the distance that the adapted sensor takes for this task; for their part, the rotational pairs (two
GDL on the knees and other two on the hip) will allow the future walk of the prototype. It is
important to clarify that in this work only the design of the system will be shown for the

anthropometric configuration within the specific percentile range.”

The degree work is divided in five chapters: the first chapter is conformed by the theoretical
and referential frameworks where is defined the fundamental concepts for the realization of the
project, as well as the background that allow give him basis to the work. In the second chapter
emphasis is placed to the anthropometric study in which are established the dimensions that the
robot must have in their links and are presented the solution alternatives of the design of the
robot for choosing the final model. In third, are developed the kinematic and dynamic models
for the biped robot, in addition to the CAD modeling, besides the description of the mechanical
and electronic components of the system that shape the prototype. In the fourth chapter are
selected the electronic components of the system that will allow the configuration of the links
with respective connection system. Finally, the recommendations and conclusions are taken
into account, with a view to implementing the prototype in a future for the change of length of

their links and, possibly, its walk.

Keywords: Biped Robot, percentile, links, anthropometry, kinematic, dynamic.
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2. Descripcion

Trabajo de grado presentado para obtener el titulo de Licenciado en Electronica, en el cual se
propone el disefio de un robot bipedo de nueve grados de libertad que pueda configurar las
longitudes de sus eslabones entre los percentiles 5 y 95. Se hace un estudio antropométrico en
donde se establecen las dimensiones que debe tener el robot en sus eslabones y luego se proponen
las alternativas de solucién en donde se selecciona el modelo final del disefio del prototipo.
Fijando los parametros adecuados se desarrollan los modelos cinematico y dindmico del robot
bipedo, y se determinan los parametros y criterios para la seleccion de los componentes

electronicos que se implementaran en una futura etapa de construccion.
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4. Contenidos

El presente documento trata los siguientes capitulos:

En el primer capitulo se establece el marco teorico, en el cual son tenidos en cuenta los conceptos
fundamentales a trabajar para el disefio del robot bipedo, asi como un marco referencial, en donde
se hace revisién de los antecedentes ligados a este proyecto.

El segundo se hace un estudio antropométrico en donde se establecen las dimensiones que debe
tener el robot en sus eslabones y luego se proponen las alternativas de solucién en donde se
selecciona el modelo final del disefio del prototipo

El tercero define el disefio mecénico, determinando la cinematica y la dinamica del robot bipedo y
el modelado CAD del esquema establecido.

El cuarto contempla el disefio electronico, en el cual se seleccionan los actuadores, sensores,
drivers y tarjetas a utilizar para el prototipo y su respectivo esquema de conexién, junto con el
modelo de la planta del robot.

Finalmente, se dan a conocer las conclusiones y recomendaciones del trabajo realizado en el

disefio del robot bipedo.

5. Metodologia

En este trabajo de grado se realiza una investigacion aplicada, la cual se enfoca en encontrar
mecanismos o estrategias que permitan lograr un objetivo concreto, como curar una enfermedad o

conseguir un elemento o bien que pueda ser de utilidad.

Las estrategias utilizadas fueron las siguientes: la evaluacion de sistemas mecanicos a partir de
matrices DOFA y de ponderacion de datos particulares, la obtencion de los modelos cinematico y
dindmico mediante un método cuantitativo y un método cuasi-experimental de seleccién de los

componentes electrénicos adecuados para el funcionamiento del robot bipedo.




6. Conclusiones

Luego de la busqueda de informacion y la presentacion de alternativas viables para el
disefio se encontr6 en la valoracion y analisis que el sistema tuerca tornillo es
recomendable por cuanto a las caracteristicas fisicas que incluyen la baja friccion, la
variacion casi nula del centro de gravedad, el tiempo de respuesta adecuado para la
variacion de sus longitudes, la rigidez que le brinda al sistema, la eficiencia en el
posicionamiento y ademas es un mecanismo liviano.

Debido al andlisis de los estados de la marcha bipeda, se desarrollan dos modelos
cinematicos para el robot bipedo mediante los parametros de Denavit-Hartenberg: el
primer modelo es el momento en el que el robot tiene el pie derecho en fase de soporte
simple (contacto con el suelo) y el izquierdo esta en estado de balanceo, y el segundo,
cuando el pie izquierdo esta en fase de soporte simple y el pie derecho esta en balanceo;
cuando ocurre la transicion del primer modelo al segundo, las 2 piernas hacen un contacto
simultaneo con el suelo; definiendo asi los modelos correspondientes al robot de 9 GDL, 5
prismaticos que son los encargados del posicionamiento de los eslabones y 4 rotacionales
gue permitiran la marcha del robot.

El desarrollo del modelo dinamico del robot bipedo por el método algoritmico de Lagrange
— Euler permitié hallar la ecuacion de torque en donde se establecen la matriz de inercia D,
la aceleracion angular g, la matriz de fuerzas de Coriolis y centripeta H y C como
columnas de fuerzas de gravedad, obteniendo asi los valores de los torques requeridos
tanto para las articulaciones prisméaticas como para las articulaciones rotacionales, con el
fin de facilitar la seleccion de los motores cuyos torques tuvieran una aproximacion a los
hallados en la ecuacion final del modelo dindmico para el robot bipedo de 9 GDL.

Se seleccionan los componentes electrénicos para el funcionamiento adecuado del robot
bipedo como los sensores infrarrojos lineales que se encargan de operar dentro del rango
de variacion de los percentiles requeridos, los motores aptos para mover las masas de las
articulaciones prismaticas y rotacionales, ademas de los mddulos drivers que permiten el
control de sentido de giro de los motores y la tarjeta de adquisicién de datos que controla
las sefiales digitales y analogas del sistema; con estos elementos seleccionados se logra
llevar a cabo la futura construccion del robot bipedo para un funcionamiento 6ptimo.

La realizacion de este Trabajo de Grado habré la posibilidad de gestionar espacios en los




cuales se fomente la ensefianza de la robdtica no sélo en el &mbito universitario, sino en
cualquier otro espacio académico.

e Este proyecto es novedoso ya que se trabaja una configuracion antropomeétrica dada por la
variacion de los percentiles de los eslabones del robot; esto no se evidencia en los

prototipos bipedos que tratan un solo tipo de antropometria.

Elaborado por: Ana Silvia Claros Collazos y Andrés David Ramirez Gonzdlez

Revisado por: Luis Carlos Sarmiento Vela

Fecha de elaboracién del
Resumen:
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PRELIMINARES

INTRODUCCION

El disefio de robots bipedos ha generado un aporte significativo en la tecnologia, a partir del
desarrollo de mecanismos autdmatas o humanoides que suplan ciertas actividades humanas,
como la marcha, y ha contribuido en el campo de la medicina en el desarrollo de dispositivos
que faciliten la caminata en personas con discapacidad motora. Dado el enorme alcance que
puede abarcar la elaboracion de dichos disefios, se hace mencion en el anélisis cientifico vy,
especialmente, en el matematico, ya que se recurre al algebra lineal para resolver los modelos
cinematico y dinamico (los movimientos del robot bipedo), elementales para el desarrollo de
estos sistemas. La consolidacion de los robots bipedos se ve reflejada en prototipos de
desarrollo parcial, destinados exclusivamente al estudio de la marcha humana con alteraciones
de densidad baja 0 escasa, 0 se asocian con el desarrollo completo de los humanoides (de mas
GDL), y los cuales incorporan el mecanismo bipedo dentro del robot.

Aungue el alcance de los robots bipedos en diversas aplicaciones es continuo y esta a
disponibilidad de las personas que trabajan en robética tanto en el campo educativo como
en el industrial y de acuerdo a la revision bibliografica que se llevo a cabo, no existe el
registro sobre un prototipo que pueda configurar la longitud de sus eslabones, y menos
cuando esta se da por percentiles, que es un patron empleado con frecuencia en la
antropometria para la medicion de eslabones o articulaciones del cuerpo humano. El
presente trabajo tiene como finalidad permitir configurar cualquier sistema en cuanto a
eslabones, por eso la importancia de hacer una revision antropométrica previa para

establecer las dimensiones de las articulaciones del robot.

Es de rescatar el analisis inmerso en este proyecto, que involucra conceptos desarrollados en
diferentes areas de la Licenciatura en Electronica de la Universidad Pedagogica Nacional
(informaética, instrumentacion y sistemas de control, entre otras), como la identificacion de los

motores que se utilizan en el sistema, el analisis cinematico y dinAmico del mecanismo
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de 9 GDL; y también es importante contar con el soporte tedrico de areas inherentes al
programa de Disefio Tecnolégico de la UPN, el cual es de apoyo esencial al momento de
dar el enfoque técnico en el disefio mecéanico del robot bipedo.

El documento se desarrolla en los siguientes capitulos: el primero hace mencion a los
marcos teorico y referencial, en los cuales se tienen en cuenta los conceptos a trabajar
durante el proyecto, asi como los antecedentes que se revisan para la posterior elaboracion
del prototipo; en el segundo se desarrolla la fase inicial del prototipo del robot,
contemplando datos de los percentiles a trabajar y alternativas de solucion para el disefio
final del robot; en el tercero se hace mencion al disefio mecénico, desarrollando la
cinemética, dindmica y el modelado CAD; en el cuarto se seleccionan los componentes del
sistema electrénico, como los sensores, los actuadores, los drivers y una tarjeta de
adquisicion de datos y la conexién de dichos elementos para el funcionamiento adecuado,
junto con el modelo de la planta del robot, y en el quinto, se realizan las posteriores

reflexiones de este trabajo, evidenciadas en las conclusiones y recomendaciones.
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PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Es la antropometria importante dentro del desarrollo de sistemas bipedos por la informacion
suministrada para el disefio de estas estructuras, simuladas y controladas, que han permitido
la elaboracion de prototipos para el estudio de la marcha bipeda y, en algunos casos, para
posibilitar la ayuda en la caminata a las personas con dificultad para realizar esta tarea. Méas
alla de encontrar un modelo que ejecute la marcha bipeda, desarrollar el disefio de uno que
pueda configurar los percentiles en sus eslabones no se evidencia dentro de los

antecedentes indagados para este trabajo de grado.

DESCRIPCION DEL PROBLEMA

Dentro de la revision bibliografica que se llevé a cabo se elaboran prototipos de robots con

un solo tipo de antropometria para los diferentes modelos de marcha bipeda.

FORMULACION DEL PROBLEMA

¢Qué tipo de mecanismo permite que un prototipo de robot bipedo pueda configurar la
longitud de sus eslabones entre el percentil 5y el percentil 95?
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JUSTIFICACION

El estudio realizado en robots bipedos ha contribuido en diversos campos de desarrollo, como
en la didactica misma de la robotica y la industria, contemplando siempre la disponibilidad y
actualizacion de mecanismos exitosos (que bien pueden ejecutar la caminata parcial o total, o
solo contemplan el movimiento de sus extremidades para alguna funcion especifica).
Emprender un proyecto de esta magnitud implica un alto costo en recursos tangibles, asi como
poseer una formacion adecuada en sistemas de control, instrumentacion y representacion de

estados para considerar el sistema como una solucién viable.

Dentro de la revision bibliografica que se llevo a cabo, incluyendo el trabajo de grado
realizado en la Licenciatura en Electronica de la Universidad Pedagdgica Nacional, no se
ha evidenciado un robot bipedo que varie la longitud de sus eslabones. Dada la importancia
del andlisis tedrico y practico que conlleva el mecanismo a desarrollar se propone el disefio
de un prototipo de robot bipedo que permita configurar la longitud de sus eslabones entre
los percentiles 5y 95, lo que significa que el 90% de la poblacién sera beneficiada para una
aplicacion futura basada en este estudio, teniendo en cuenta las siguientes dimensiones:
longitud desde la cadera hasta la rodilla, longitud desde la rodilla hasta el pie y longitud del
ancho de la cadera. Este proyecto invita a promover el desarrollo de robots bipedos en la
Universidad con base al estudio de las dimensiones antropométricas y a las alternativas de
disefio para obtener el modelo final del robot. Por ende, la propuesta contemplard la
posibilidad de ser desarrollada para posteriores trabajos de grado dando paso a la
construccion del prototipo.
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OBJETIVOS

Objetivo general

Disefiar un prototipo de robot bipedo que pueda configurar sus dimensiones
antropométricas entre el percentil 5y el percentil 95.

Obijetivos especificos

Evaluar las alternativas de solucion para el disefio de un prototipo de robot bipedo
que pueda configurar sus eslabones.

Determinar el modelo cinematico del prototipo de robot bipedo.

Determinar el modelo dindmico del prototipo de robot bipedo.

Seleccionar los componentes del sistema electronico que le permita la configuracion
de los eslabones que conforman el robot bipedo.
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CAPITULO 1: MARCO TEORICO

Se tienen en cuenta conceptos fundamentales como la antropometria, la marcha bipeda, la
cinematica, la dinamica y la identificacion de sistemas, debido a que algunos conceptos
relacionados con las areas anteriormente mencionadas permiten desarrollar el calculo de los
parametros de desempefio adecuados para el robot bipedo y ademas, define una correcta
aplicacion metddica de los procedimientos para establecer los modelos cinemaético y
dindmico del robot. Esta recopilacion conceptual es el soporte teérico del presente

documento.

1. 1. Conceptos

1. 1. 1. Antropometria

o Generalidades

La antropometria es una rama de las ciencias del cuerpo que trata sobre la medicion de las
dimensiones del mismo; esto se refiere a tener certeza de la proporcion de longitud, fuerza,
forma y capacidad de trabajo de las extremidades, articulaciones u otras regiones del fisico
del ser humano en cuestién. La antropometria estudia la ergonomia, la cual esta definida
como la ciencia del trabajo en el sentido técnico, para la adaptacion y manejo de artefactos
(en especial, herramientas) Utiles para el cuerpo, y para tal fin se analizan la forma fisica y
las dimensiones que puede llegar a manifestar un usuario final respecto a sus capacidades
de alongarse, comprimirse o ajustarse, asi como el espacio en el que desarrolla las mismas
aptitudes, estableciendo asi un patron de distancia y masa, magnitudes fisicas relacionadas
con la medicién del cuerpo, llamada percentil, y éste se establece en milimetros (mm) para

medir longitudes y en kilogramos (kg) para establecer tnicamente la masa del cuerpo.

o Principios y practica de la antropometria
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Al momento de poner en practica el conocimiento referente a la antropometria, se debe
tener en cuenta la intencion final, esto se refiere al problema existente de disefio en el cual
no se pueden generalizar patrones dimensionales sobre algunas partes del cuerpo, sino de la
adaptabilidad; este dltimo término se refiere a las caracteristicas antropométricas de la
poblacion usuaria de algan producto final, las formas que conllevan a plantear restricciones
sobre el disefio planeado y los criterios que definen una coincidencia definitiva entre el
producto y el usuario. Para tener en cuenta en el posterior andlisis de los percentiles, al
momento de disefiar el robot bipedo, se hara una introduccion matematica de la ciencia
antropomeétrica tanto en el énfasis que se hace sobre la estadistica de las dimensiones del

cuerpo humano, como algunos términos y ecuaciones utilizados en esta rama.

e Descripcion estadistica de la variabilidad humana: es un analisis matematico que
contempla la variedad de datos de una poblacion determinada sobre una dimension
establecida para definir, segun la cantidad de dicha poblacién, la adaptacion del
prototipo a disefiar. Por ejemplo, dada una grafica que caracterice una medicién
estipulada, como la altura de la cadera en los individuos de sexo masculino, se
pueden definir algunos términos esenciales al momento de contemplar el disefio del
sistema que adecuara los percentiles de la cadera y las piernas. En la siguiente
grafica se muestra la distribucion de frecuencia (o funcién de probabilidad de
densidad) para la estatura de los hombres britanicos (Knight, 1984):
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Figura 1. 1. Distribucién estandar de la estatura de los hombres britanicos. En la parte inferior de la grafica
se establece una recta en paralelo con el eje horizontal que indica la estatura; dicha recta representa los
percentiles para la dimension medida (Kinght, 1984).

Segun la grafica expresada, ya que obtenemos una distribucion simétrica, podemos

realizar las siguientes caracterizaciones:

o Media: es la dimension (en este caso, estatura) mas probable en encontrarse
en una poblacién determinada. Cuando hay curvas simétricas, se refiere a la
division en poblaciones de mayor y menor longitud en dimension respecto a
la media; en conclusion, la distribucion de la media es igual al percentil 50
(P50% 0 Pso0).

o n% de poblacion: segun la direccion que se le dé a la grafica, dicho
porcentaje es de menor o mayor longitud en dimensién respecto al percentil
Pn. Para el caso de la gréfica, una parte de la poblacion es corta, o de menor
proporcién al percentil Ps, y otra parte de la muestra es alta, o de mayor
proporcion al percentil Pes. Dada la simetria de la curva, entre los dos
percentiles descritos anteriormente, se puede encerrar el 90% de la
poblacion, que bien puede representar un promedio, pero se debe aclarar que
tanto el percentil como el promedio no es general.



29

o Percentil: éste no es un patron universal en una poblacion. Es decir, en una
muestra, un sujeto con un percentil Pn tiene un percentil Pm en un grupo
especifico de dicha muestra. Ademas, el percentil de una parte del cuerpo de un
individuo en cuestion no es el mismo para otra region a medir (el percentil de
estatura no es el mismo que el percentil de la altura de la cadera).

Es comun encontrar en estudios antropometricos graficas simétricas, o resultantes
de una distribucion gaussiana; esta distribucion, en este campo, se conoce como
normal, ya que es de bastante utilidad al momento de aplicar y permite el ajuste de
variables antropométricas a la distribucion normal, al menos, dentro de poblaciones

razonablemente homogéneas.

o Restricciones y criterios

La gestion de calidad en el disefio de un objeto es fundamental, por lo que se han de considerar
ciertas restricciones y algunos criterios. En antropometria se debe tener certeza en la definicion
de estos dos conceptos. El primero se refiere a una caracteristica observable en los seres
humanos, de preferencia medible y que tiene consecuencias en el disefio de un artefacto
adaptado a los cuerpos medidos para definir el disefio, y el segundo hace referencia a un
aspecto de juicio que establece condiciones en la medicion de la “casualidad” entre el usuario y
el artefacto, como lo son la comodidad, la seguridad, la eficiencia, la estética, etc. Estos
criterios se conocen como generales y para llegar a ellos se deben satisfacer criterios de

segundo nivel o especiales (caracteristicas sobresalientes de un cuerpo en cuestion).

- Conjunto de restricciones de la antropometria.

e Alcance: determina la dimension maxima aceptable del objeto disefiado y esta
basado en la proporcion minima (Ps).

e Distancia: también conocida como restriccion de espacio libre, es un parametro
unidimensional que determina la dimensién minima aceptable en el objeto a disefiar.
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Es decir, basado en la proporcion maxima que puede concebir un objeto (Pss), éste
sera necesariamente comodo para percentiles inferiores.

Postura: Se determina a partir de la relacion entre las dimensiones del cuerpo y las
de su estacion de trabajo.

Fuerza: Es indispensable determinar un nivel de fuerza para el objeto, ya que en el
disefio pondera la resistencia, o sea, cuan mayor es la aplicacion de fuerza que se
debe tener en cuenta en el disefio final, para que el objeto soporte energias mayores

y tenga una solidez robusta.

Nota: Estos parametros (restricciones y criterios) son establecidos a partir del principio del

usuario limitador, el cual es el que impone las condiciones de mayor consideracion al

disefio del artefacto, dadas sus caracteristicas fisicas. Ademas, para llegar al disefio final, se

debe realizar un ensayo apropiado, y en la mayoria de los casos se aplica una maqueta

ajustable del objeto para cierta cantidad de sujetos de diferentes proporciones corporales; a

partir de éste se determina la dimension final para la poblacion en general.

- Definiciones antropométricas

Fuentes: Pocos estudios tienen en cuenta mediciones de las dimensiones humanas,
en especial, la altura y el peso. En dichas mediciones escasas se ha aplicado el
método de medicion de “escala de proporcidon”, definida como el manejo de datos

de una poblacién que tiene una variacion minima relativa.

Precision: Para un percentil Pn, se hace practicamente imposible una precision de mas
de 5 mm, dadas ciertas mediciones antropometricas. Para establecer una precision sobre
algunas mediciones hay que hacer algunas correcciones sobre la ropa, la variacion
postural y demas, pero seran inexactas. En calculos antropométricos habituales, la
precision establecida ha alcanzado los 25 mm, y dentro de los mismos este valor se ha
considerado como una pulgada antropométrica.

Correcciones de la ropa: La mayoria de mediciones antropométricas se realizan
con personas desnudas.
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e Posturas antropométricas estandar:

o Postura de pie estandar: el sujeto estd erguido, tiene los hombros relajados,
los brazos colgando sueltos por los costados y ojos mirando hacia adelante,
libre de muros, instrumentacion o cualquier otro objeto que se pueda
considerar un obstaculo.

o Postura de sentado estdndar: el sujeto se encuentra sentado y erecto sobre
una superficie horizontal plana, tirado a toda su altura y mirando hacia
adelante. Los hombros se relajan con los brazos, colgando libremente por los
lados y codos flexionados en angulo recto. La altura del asiento se ajusta
hasta que los muslos estén horizontales y las pantorrillas estén verticales
(rodillas flexionadas en angulo recto). El plano de referencia es la superficie

del asiento.

a) b)

Figura 1.2. Posturas antropométricas estandar: a) de pie, y b) sentada. Tomado y modificado “Bodyspace:
Anthropometric, Ergonomics an the Design of Work”, por S. Pheasant, 2003, Taylor & Francis. 2a.
edicion, p. 31y 34.

e Definicion de la poblacion objetivo: al momento de definir una poblacion objetivo,
que en Ultimas sera la usuaria final del artefacto disefiado, o sobre la cual se elabora un

prototipo, se debe tener en cuenta un conjunto con los siguientes factores: sexo,
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edad, etnia o nacionalidad, y ocupacion o clase social, establecidos en ese orden de

importancia, con miras a obtener datos antropometricos.

o Dimensiones del cuerpo para tener en cuenta

Estatura: es la distancia vertical desde el suelo hasta el vértice (corona de la
cabeza). En antropometria esta dimension define el espacio vertical requerido para
el trabajo de pie y la altura minima aceptable para evitar obstrucciones aéreas. Para
hacer mediciones precisas, se agregan 25 mm cuando el individuo usa sombrero o
35 mm si usa casco protector; debe tener zapatos puestos, y en aplicaciones en las

cuales el cuerpo se alarga, se agregan 15 mm aproximadamente.

Altura de la cadera: una longitud vertical que comprende desde el piso hasta el
trocanter mayor, un hueso saliente situado en el extremo superior del fémur. Este
actla como centro de rotacion de la articulacion de la cadera, de ahi la longitud
funcional de la extremidad inferior (cualquiera de las piernas).

Longitud nalga-rodilla: distancia horizontal desde la parte posterior de la nalga,
sin comprimir, hasta la rétula. Esta longitud aplica en el caso de separar los
respaldos y los obstaculos ubicados delante de la rodilla. Para hacer una medicion

antropomeétrica precisa, se agregan 20 mm por la ropa pesada.

Longitud nalga-poplitea: es una distancia horizontal desde la parte posterior de las
nalgas descomprimidas hasta el angulo popliteo (por ello la denominacion de la
longitud), ubicado en la parte posterior de la rodilla, donde la parte posterior de las
piernas se articula con la parte inferior del muslo. Esta dimension define el alcance
méaximo del eslabén formado por el fémur, en especial para disefiar objetos donde
reposa éste.

Altura rodilla: longitud vertical comprendida desde el suelo hasta la superficie

superior de la rodilla (generalmente medida en los cuadriceps en lugar de la rodilla).
Como la anterior longitud, define el alcance maximo del eslabon, esta vez formado
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por la pantorrilla (tibia y peroné), asi como el espacio maximo para la elaboracion
de mesas o cualquier otro objeto en el cual circule libremente dicho eslabon.

e Ancho de cadera: es la distancia horizontal méaxima a través de la cadera en
posicion sentada, en cuya postura se establece dicha longitud. Para una mejor
precision en la medicion antropomeétrica, se agregan 10 mm para ropa ligera, 25 mm

para ropa mediana y 50 mm para ropa pesada.

1. 1. 2. Marcha bipeda

Dentro de los propositos de la robdtica se encuentra el construir robots que supere las
habilidades propias de un prototipo que emula una funcion biomecénica, asi como la
adaptacion de dicho mecanismo disefiado a las condiciones las cuales son comunes al
observar, por ejemplo, en la caminata, como el balanceo y el apoyo de las piernas durante
la marcha. Tal es el caso de la locomocién bipeda, fundamental para la investigacion vy el
desarrollo de sistemas bipedos tanto autonomos como controlados.

La locomocién bipeda es el ciclo de movimiento de las dos extremidades inferiores que se
asumen, para el caso del analisis matematico y la obtencion del posterior modelo del
sistema a disefiar, como dos pares cinematicos y a su vez, pueden ser modelados como
mecanismos de 4 o 6 barras (4 para la union fémur — rodilla — tibia, y 6 para la conexién
fémur — rodilla — tibia — tobillo — pie) debido a la perspicacia que se tiene sobre la caminata,
es decir, no se percibe con obviedad la flexibilidad de los muasculos de las piernas.
Haciendo analisis sobre el plano sagital de un ser humano, se puede modelar el
correspondiente mecanismo que simula su marcha bipeda y se puede tener en cuenta dos

aspectos esenciales (ver fig. 1. 3.):

1. Si se considera el sistema como un mecanismo dinamico en constante movimiento,
el robot posee 5 GDL (fig. 1. 5), y
2. En el caso de encontrarse el mecanismo en estado de reposo, este se vuelve un sistema

rigido, que contiene 3 GDL, que solo tiene en cuenta el movimiento del centro de
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gravedad (para mantener el equilibrio) y el de apoyo de las piernas (dado por los
pies o el extremo de la tibia opuesto a la union con la rodilla).

(a) (b)

Figura 1. 3. Modelos de robots bipedos: a) Modelo de robot bipedo en fase de caminata, b) modelo de
caminata en modo balistico (movimiento de alta velocidad de los musculos de las piernas)1
Un mecanismo en reposo implica la pérdida de un grado de libertad respecto al modelo

original. Como el sistema resultante es de 3 GDL, se consideran éstos para el movimiento de un
GDL, ubicado a la altura de la cadera, para el movimiento relativo de las piernas, y de los dos
GDL restantes, del movimiento pie — tobillo. Es importante considerar el mecanismo en reposo,
ya que es soporte para el andlisis de la caminata en sistemas bipedos y, esencialmente, en
humanos, debido a que durante un pequefio lapso de tiempo el sistema se vuelve rigido
mientras se efectla la transicion de los movimientos entre los dos pares de eslabones.
El ciclo de caminata de un robot bipedo hace la division del modelo en modos establecidos
para las piernas: modo de apoyo (que mantiene la pierna de soporte en un estado de rigidez)
y modo oscilante (en el cual actta el GDL que se omite en la fase de reposo,
correspondiente a la rodilla); a partir del establecimiento de estos modos se puede inferir en
las siguientes 3 fases para la caminata:

1. Despegue del pie o dedo del pie, de la superficie. EI despegue lo realiza la pierna en

modo oscilante, empezando asi el paso.

! Vepa, R. (2009). a) Vista en plano sagital de modelos de caminata, b) en modo balistico (figura 2. 1).
Recuperado de Biomimetic Robotics: Mechanisms and Control. Cambridge.
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2. Movimiento del cuerpo: el tronco se impulsa hacia adelante con la ayuda de la
pierna en modo de apoyo, articulada con la superficie, que es la accion que efectla
durante el paso.

3. La pierna oscilante ancla con la superficie (gracias al talén, que es el primer elemento
en hacer contacto con el suelo), y ésta se transforma en la pierna de soporte, mientras
que la pierna contraria (de apoyo) se convierte en la nueva pierna oscilante, ya que
vuelve a hacer contacto con la superficie, completando el paso.

Durante la transicion de las fases 2 y 3, las 2 piernas hacen un contacto simultaneo con el
suelo, convirtiéndose en pares de soporte del cuerpo, completando la accion muscular del
GDL de la cadera.

El proceso dinamico de la caminata implica una coordinacion en la que se debe mantener el
equilibrio y la energia que proporcionan las piernas para el soporte y el impulso de las
mismas, ya que un desajuste en la postura, por minimo que sea, propende a la pérdida de
control efectivo. EI modelo de la caminata es asumido como uno que permite movimientos
inelasticos, es decir, sin tener en cuenta el efecto de los musculos, y en el cual durante
algunos intervalos de tiempo se restringe o libera al robot de un GDL. Las ecuaciones del
movimiento presentes en esta dinamica establecen “un ciclo limite” estable, representado
por un movimiento periédico neutral. Los componentes de este ciclo limite son las fases
anteriormente descritas (apoyo y oscilacion), con cambios de velocidad instantaneos al
momento de que se presenten contactos o colisiones con el suelo. El control efectivo que se
debe realizar sobre este ciclo se basa en la aplicacion de torques en las articulaciones,
generando angulos de desplazamiento y grandes ganancias, que produzcan “ciclos limite”
estables, y con una mayor érbita de afinidad que sea invariable a pequefias pendientes. Esta
aplicacion es Unica en el campo de la ingenieria y del control, debido a que se necesita
incrementar los margenes de estabilidad, caracteristico del estado de equilibrio dinamico de

un sistema.
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1. 1. 3. Cinematica

La cinematica es una rama de la mecénica que estudia el movimiento de los cuerpos sin
considerar las causas que lo generan. Por lo general, la cinematica se enfoca en el analisis
teorico de la trayectoria de un cuerpo en funcion del tiempo, cuya base esta en el uso de
transformaciones entre sistemas de referencia, partiendo de un sistema de coordenadas (qo,
g1, 92, 0s3,..., qn) para calcular la posicion y orientacion del extremo final de un mecanismo
(x, v, z, 0, B, 7), y viceversa. En sintesis, la cinematica establece la relacion entre los valores
de las variables articulares (coordenadas) y su localizacion (posicion y orientacion) en el
espacio. El desarrollo de la cadena cinematica del robot permite obtener la topologia y

geometria de los eslabones y las articulaciones del mismo (fig. 1. 3).

Cinematica directa
Valor de las P> Posicién y

coordenadas orientacion del
articulares extremo del robot

(9% Cinemadtica inversa (rz,008,)

2

Figura 1. 4. Relacion entre cinematica directa y cinematica inversa

En la cinematica se tienen en cuenta las magnitudes de posicion, velocidad y aceleracion; se
pueden desarrollar cadenas abiertas y cerradas (aunque las cadenas cinematicas que mas se
analizan son las abiertas, siendo esta la que se aplicara posteriormente), y se divide en dos
modelos de solucion: cinematica directa y cinematica inversa. La descripcion de cualquier
sistema en forma cinematica se logra a partir del conocimiento de 4 cantidades asociadas a cada
articulacion: una, que es la variable de la misma, y 3 parametros fijos. Estos 4 valores se
conocen como parametros Denavit-Hartenberg D-H, y deben ser definidos al momento de

desarrollar una solucion del sistema (cinemaética directa o inversa). Antes de definir los

2 Barrientos, A. (1997). Diagrama de relacion entre cinematica directa e inversa (figura 4. 1). Recuperado de Fundamentos de Robética.
Mec. Graw Hill.
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parametros D-H se debe aplicar una secuencia algoritmica asignando los sistemas fijos a
cada articulacion. Dicha secuencia se puede definir de la siguiente forma:

e Numeracion de segmentos: se enumera desde 0 la base inmovil y se sigue
enumerando las siguientes articulaciones (1, 2, 3,..., n).

e Eje zi, descansa a lo largo del eje de la articulacion.

e Eje xi es normal al eje zi1, y se dirige fuera de él.

e Eje yise obtiene a partir de la regla de la mano derecha.

Un robot de n grados de libertad se puede definir como un sistema de n eslabones unidos
por n articulaciones, y cada par articulacién-eslabon representa un grado de libertad. Para

dicho robot, se asocia una matriz i'1Ai, que es la representacion DH mencionada con
anterioridad, y la cual permite establecer un sistema de coordenadas que esta ligado a un
eslabon i de una cadena articulada, para determinar las ecuaciones cinematicas de la cadena
completa. EI anexo No. 11. dara explicacion, con mayor énfasis, sobre los analisis
cinematicos directo e inverso.

1. 1. 4. Dindmica
o Generalidades

La dindmica se encarga de desarrollar y solucionar las ecuaciones que describen el
movimiento de un robot, calculando el desplazamiento, la velocidad y la aceleracién de
cada uno de los eslabones que componen el mecanismo, generados por la aplicacion de una
fuente motora, especialmente fuerzas presentes en las articulaciones prismaticas o torques
en las rotacionales. La dindmica se entiende como el modelamiento de un robot que puede

definirse, en teorfa, como la relacién matematica de:
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e La localizacion del robot, la cual esta definida por sus variables articulares o por las
coordenadas de ubicacion de su extremo (variables de desplazamiento y
orientacion) y sus derivadas: velocidad y aceleracion,

e Las fuerzasy los pares aplicados en las articulaciones, y

e Parametros dimensionales del mecanismo a desarrollar: longitud (I), masas (m) e
inercias (i).

Al calcular la dindmica de un sistema robdtico, se deben obtener del mismo los siguientes
aspectos: su simulacion y movimiento (computacién del modelo dindmico), el disefio y la
evaluaciéon de su estructura mecénica, el dimensionamiento de los actuadores (tipos de
motores o sensores), Yy el disefio y la evaluacion del control dindmico del robot: esta Gltima
propiedad determina la calidad del control, debido a que se han de fijar la precision y
velocidad de los movimientos del mecanismo. El desarrollo de la dinamica de los
elementos (barras o eslabones), y de los sistemas de transmision, actuadores y equipos
electrénicos de mando también se debe priorizar a la par con la dinamica del sistema fisico,
a su vez que esto implica el establecimiento de nuevas inercias, rozamientos, saturaciones,
etc., aumentando su complejidad. Esta complejidad va en aumento al numero de grados de
libertad que posea el robot, aunque en sistemas simples (1 o 2 grados de libertad), el
método no es exhaustivo, pero en cualquier caso, se ha de aplicar un procedimiento
numérico de forma iterativa para obtener la dinamica del sistema a desarrollar.

Es esencial tener en cuenta al robot como rigido, como una regla que facilita el calculo de
la dinamica del mecanismo (en casos especiales, como sistemas de mayores dimensiones 0
para aplicaciones espaciales, se establecen como no rigidos, dada las deformaciones
presentes), esta regla permite obtener ecuaciones que se basan en la segunda ley de
Newton, el equilibrio de fuerzas, y la ley de Euler, referente al movimiento de rotacion.
Matematicamente, el modelo dinamico se expresaria de la siguiente manera, respecto a las

leyes mencionadas anteriormente:

ZF = mA.y ZT=1w + o(lo) @)
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Determinar la locomocion del robot a partir de su analisis dinamico se refiere,
esencialmente, al analisis de fuerzas con parametros fijos asi como con restricciones tenidas
en cuenta y condiciones fisicas asumidas. En el anexo No. 12. se mencionan algunas pautas

a tener en cuenta en el desarrollo dindmico del disefo.

1. 1. 5. Identificacion de sistemas

La identificacion es un método de solucion al funcionamiento de un sistema dinamico. Este
permite obtener la expresion matematica de un modelo que representa al mismo sistema; de
este modo, dicha expresion rige al mecanismo o planta gracias a los datos (entradas y
salidas) que se registran para su posterior analisis, propio de esta técnica. Es una
herramienta algoritmica ya que se puede experimentar sobre ésta el registro de valores de
entrada y salida infinitas veces hasta obtener un modelo que se aproxime lo mas cercano
posible al comportamiento deseado del sistema. Para tener una mejor comprension de este
proceso, se debe hacer hincapié en los conceptos de sistema dindmico y de modelos,

ademas se tendran en cuenta diferentes métodos para modelar un sistema.

o Sistemas dinamicos

En el sentido méas general de todos, un sistema es un objeto en el que interacttan variables de
diferentes tipos (en general, fisicas). Para el caso concreto de identificacion y de control, se ha
de tener en cuenta la enorme relevancia que tiene reconocer un sistema dindmico y mas
aplicado en el campo de la robotica, ya que no son arbitrarias las condiciones de
funcionamiento del mismo, sino que han de cumplir los requerimientos adecuados para que se
logre ese buen rendimiento; estas condiciones se distinguen por ser estimulos externos, y que al
interactuar con el sistema producen sefiales cuya observabilidad dependera del tipo de sistema;
dichas sefiales que interactian en éste son las entradas y salidas, normalmente. Hay otras

sefiales que interfieren en el comportamiento puro de la dindmica del sistema, pero que
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influyen mucho o poco en el modelamiento posterior, en la medida que se tenga en cuenta
dicha interferencia; ademas, existe una relacién entre la entrada y el sistema, Ilamado error,
que a menudo se considera poco importante (Lennart, 1999).

Para demostrar esta definicion, se toma como ejemplo de un sistema dinamico, una casa que
emplea energia solar. Para este sistema, se puede definir como la entrada (estimulo externo) una
fuente de energia como la radiacion solar; la salida (o sefial a distinguir) es la temperatura con
la que es activada la casa, y algunas interferencias como el viento y la temperatura exterior
pueden ser las posibles interferencias. Posteriormente, se hace el registro de dichas variables
(temperatura, radiacion) en una serie de tiempo, la cual sera importante para hacer la eleccion
del modelo que se adecte al sistema en mencién. Se puede inferir que la salida, que no es
observable en un sistema dindmico, produce valores que dependen de la sefial de entrada y de

los valores registrados anteriormente a la medicion en un tiempo t.

o Modelado de sistemas

En un sistema dindmico, un modelo es la relacion entre variables, las cuales son las sefiales
de entrada — salida que maneja dicho sistema. EI modelo se expresa en varias formas y se
determina con una variedad amplia de formalismos matematicos. Estos modelos se
elaboran, mayoritariamente, por experimentar con el registro de datos entrada — salida, en
tablas (mediciones) o en el comportamiento reflejado en “plots” (graficos que muestran el
comportamiento de la salida respecto a la entrada); para sistemas avanzados, se manejan
ecuaciones diferenciales (continuos) o en diferencias (discretos). Estos dos dltimos, que se
determinan matematicamente, son los que tienen mayor validez en el proceso de modelado,
ya que sus caracteristicas variadas permiten la mejor seleccion del modelo apropiado
(manejo en dominio continuo o discreto, agrupado o distribuido, deterministico o
estocastico, lineal o no lineal, etc.); esto es fundamental para la posterior identificacion.

Para facilitar la eleccion o construccién del modelo adecuado para un sistema determinado, se
acostumbra a elaborar multiples software que maneje varias subrutinas, tablas de busqueda y
demas aspectos relacionados, ademas de seguir un procedimiento secuencial, que establece un

modelo listo para ser evaluado. EI modelamiento requiere de la division del sistema en
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varios subsistemas, que es una forma empirica para comenzar a modelar; si se parte de un
analisis matematico, los subsistemas obtenidos, unidos, pueden formar el modelo deseado,
aunque en programas de computadora estos subsistemas se representan en bloques, y la

unién de éstos genera un modelo mejor establecido para la identificacion consecuente.

o Metodologia de identificacion

La identificacién es un proceso secuencial e iterativo que se desarrolla continuamente,
teniendo en cuenta todos los elementos presentes en el registro de las mediciones realizadas
(valores de las variables establecidas con anterioridad, caracteristicas de ambiente de
trabajo, etc.) y en el cual el empleo de su algoritmo correspondiente permitira obtener un
modelo valido después de su implementacion; de lo contrario, se procede a la revision de
parametros y datos registrados, entre otras condiciones. La identificacion involucra la
aplicacion del algoritmo como sigue (ver fig. 1. 1): tener conocimiento previo del sistema a
identificar, disefiar el sistema o el experimento, registrar datos de entrada y salida, elegir los
modelos que mejor se adecUen al sistema, ajustar criterios, el calculo de los parametros que

mejor se adecuan al modelo y la validacion del mismo [21] .
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Figura 1.5. Algoritmo del proceso de identificacion (Saha,2015)
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La identificacion del sistema o de una planta define caracteristicas listas a tener en cuenta
para la aplicacion de un componente, como un motor, posterior a su medicion, eleccion de
los modelos candidatos para ajustarse al funcionamiento del motor, definicion de criterios o
caracteristicas de funcionamiento y validacion (después de un numero indefinido de

pruebas) para aplicar en un sistema controlado:

e Conocimiento previo del sistema: en términos generales se ha de tener certeza del
funcionamiento de una planta o un sistema, se seleccionan las entradas y las salidas
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y se han de reconocer las posibles perturbaciones asi como manifestaciones no
deseadas pero presentes en dicho sistema.

e Disefio: se procede a elaborar el sistema adecuado, teniendo en cuenta las variables
a registrar en la obtencion de los valores de entrada — salida.

e Registro de datos de entrada — salida: se debe registrar la evolucion de entradas —
salidas del sistema, durante un intervalo de tiempo y al ser excitado con una sefial
de entrada.

e Seleccion del conjunto de modelos candidatos: conociendo y teniendo en cuenta
la fisica que rige el proceso (que se analizard posteriormente), se puede determinar
la estructura para un modelo entre varios posibles, y segun las sefiales a manipular
(entradas) y las posibles perturbaciones (errores) que se vayan a presentar durante la
implementacion del sistema se prepara uno de estos.

e Ajuste de criterios: se estima la calidad del modelo a trabajar.

e Obtencion de los pardmetros del modelo: se estiman los parametros de la estructura
que mejor ajustan la respuesta del modelo a los datos recopilados inicialmente.

e Validacion del modelo: por la validez que se le dé al sistema, lo mas esencial de la
identificacion es verificar si el modelo obtenido satisface el grado de exactitud
requerido para la aplicacion deseada, y dada dicha validez se puede implementar el
mecanismo Yy efectuar el analisis matematico presente en él.

El anexo No. 13. muestra el proceso de identificacion para los motores con mayor detalle.
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1. 2. MARCO REFERENCIAL

Los antecedentes revisados hacen mencion a diversos sistemas bipedos que en su mayoria
ejecutan la caminata y se enfatizan en el analisis de disefio y construccion, asi como de su
movimiento a partir de los GDL presentes en el mecanismo, plano de marcha, componentes
electrénicos, etc. Son de relevancia en el presente documento debido a la relacion que
guardan con las tematicas expuestas en el marco teérico, es decir, consideran la importancia
del sistema para la marcha, aunque resultan obviando el aspecto antropométrico, por lo cual

estos registros hacen destacar el presente proyecto dentro del mismo ambito.

e “Design and Real-Time Control of a 4-DOF Biped Robot” (Vasquez & Velasco
Villa, 2013)

ARTICULACION PRISMATICA
CON TORNILLO DE BOLAS
RECIRCULANTES

MECANISMO DE PRESION

AL FINAL DE CADA PIE

a) b)

[ ]
Figura 1.6. Detalles de la estructura fisica del Robot Bipedo de 4 GDL; a) ubicacién de los GDL b)
mecanismos de presion y de articulacion. En “Design and Real-Time Control of a 4-DOF Biped Robot”, por
J. A. Vasquez y M. Velasco-Villa, 2013, International Journal Advanced Robotic Systems, Vol 10, p.4.
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Este trabajo esti enfocado en el disefio y control de un Robot Bipedo (BR) de 4 GDL. El
movimiento del robot se lleva a cabo en el plano sagital, realizando una fase de balanceo
durante un 80% de la marcha, seguida por una fase de doble apoyo ejecutada en el 20%
restante. El sistema tiene 2 GDL distribuidos en L1y L2 (fig. 1. 8. a), que son prismaticos con
tornillos de bolas recirculantes, y 1 GDL prismatico en el punto C de cada pierna. Su altura, en
posicién inicial entre Ay D, es de 0.75 m y su masa total es de 7.5 kg. El BR se activa a partir
de 4 motores DC de 24 V, 1 por cada articulacién y su consumo de corriente total es de 2.5 A,
para calcular la presion que se ejerce al momento del impacto de la pierna oscilante con el
suelo, se utilizan dos sensores de fuerza FlexiForce, ubicados en el punto D; para medir la
variacion angular en las articulaciones, se emplea un encoder en cada una de ellas, de 1000
CPR (ciclos por revolucion) y se implementa un inclinémetro de 9000 CPR que se encarga de
medir el angulo de inclinacion entre C y D con respecto a la vertical.

Se hace un analisis Denavit — Hartenberg para definir el modelo cinematico del BR. Su
modelo dindmico es obtenido por medio de la formulacién de Euler-Lagrange, bajo la
hipotesis de masa concentrada en cada articulacion, sin tener en cuenta la fuerza de friccion
en las articulaciones y los actuadores. Se establece un analisis de control por realimentacién
y éste se implementa en un dispositivo DSP DS1104. La programacion del sistema se
realiza en la plataforma Matlab — Simulink con un tiempo de muestreo de 1 ms. Se
registran los primeros 10 s de la marcha produciendo asi 4 pasos completos en los cuales el
bipedo muestra un sistema estable. La fase de soporte simple (FSS) es el patrén
fundamental de la marcha, ya que la fase de soporte doble (FDS) se considera una

perturbacion, esto por el impacto instantaneo de la pierna oscilante con el suelo.

e “Tuning a PD Controller Based on an SVR (Support Vector Regression) for
the Control of a Biped Robot Subject to External Forces and Slope Variation”

(Ferreira, Crisstomo & Coimbra, 2013)
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Figura 1. 7. Estructura mecanica del BR; a) ubicacion de los GDL de BR b) sensores y actuadores. En
“Tuning a PD Controller Based on an SVR for the Control of a Biped Robot Subject to External Forces and
Slope Variation”, por J. P. Ferreira, M. Criséstomo & P. Coimbra, 2014, International Journal Advanced
Robotic Systems, p.2.

El robot tiene 7 GDL rotacionales: 6 en los puntos B, C y D de las piernas, y 1 en un
péndulo invertido para el equilibrio lateral de la estructura, ubicado en el punto E (fig. 1. 9.
a). Para calcular la magnitud de la presion al momento del impacto del pie con el suelo, se
implementan 8 sensores de fuerza tipo Strip (4 por pie). Para activar las articulaciones se
utilizan 7 servomotores (fig. 1. 9. b). La estructura del bipedo estd hecha en acrilico y
aluminio, pesa 2.3 kg (0.15 kg entre los puntos C y D, 0.15 kg entre By C, 0.6 kg entre los
puntos Ay B, y 0.54 kg el péndulo) y tiene una altura de 0.5 m entre A y D distribuidos de
la siguiente forma: 0.035 m los pies, 0.115 m entre C y D, 0.115 m entre B y C, 0.065 m
entre Ay B, y 0.17 m el péndulo. Su placa tiene 2 PIC: uno lee los datos de los sensores de
fuerza y el otro acciona los servomotores.

Se muestra un sistema de control hecho a partir del anlisis dindmico del ZMP (Zero Moment
Point) (Vukobratovic, 1970), el ZMP se calcula leyendo los sensores de fuerza colocados
debajo de cada uno de los pies del robot; no obstante, esto no permite mantener un estado de

equilibrio del bipedo, por lo que se opta por desarrollar una técnica de control eficaz basada
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en el método SVR para disefiar un controlador PD, cuyos valores se establecen a partir del
segundo método de Ziegler — Nichols. Se logr6 el objetivo propuesto gracias a la
implementacion del SVR pudiendo demostrar que un controlador desarrollado bajo esta

técnica es eficiente para mantener la estabilidad en el BR.

e “Design, Modeling and Control of a Biped Line-Walking Robot” (Wang, Liu,
Xu, Wang, Cheng & Zhang, 2010)
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Figura 1. 8. BR disefiado para caminata lineal, a) prototipo y b) modelo del LWR. En “Design, Modeling and
Control of a Biped Line-Walking Robot”, por L. Wang, F. Liu, S. Xu, Z. Wang, S. Cheng & J. Zhang, 2010,
International Journal Advanced Robotic Systems, p.45.

Este trabajo trata sobre el disefio y analisis de movimiento de un robot bipedo de marcha lineal
con una sola pierna de balanceo. Debido a la estructura del robot, al menos un pie debe estar en
contacto con la linea todo el tiempo; esto hace que la estructura no sea simétrica. Los bloques
deslizantes de las dos piernas estan conectados por una articulacion rotacional que representa la
cadera, y el angulo de esta articulacion junto con la longitud de las dos piernas determinan la
marcha del robot; el movimiento del mismo se ejecuta en el plano sagital. EI BR tiene 80 cm
entre A — B,y C — D (fig. 1. 10. a), y 10 cm de ancho cuando estd en posicion inicial. La

propulsion de la pierna oscilante se efectla al anclar la otra a la linea de
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transmision. Tiene una linea de energia que enlaza la extremidad izquierda para realizar su
caminata por medio de la articulacion de inclinacion. EI LWR tiene 2 GDL: uno en el punto
E (fig. 1. 10. b), que corresponde a la union de las articulaciones prismaticas y uno en una
pierna, correspondiente a la articulacién de inclinacion que se adjunta a la linea de
transmision, rotacional, lo cual permite la elongacién o contraccion de las piernas. La
longitud del bipedo es de 80 cm entre los puntos C — D y A — B y en posicion cero, la
longitud a lo ancho es de 10 cm.

El BR tiene 7 servomotores de los cuales se emplean 2 para las articulaciones prismaticas,
acopladas con sus respectivos tornillos de bolas recirculantes, y los 5 restantes son para
accionar 4 moddulos configurados con el chip TMS320F2812 de Texas Instrument, que
brindan el control del mecanismo. Al anclar el pie izquierdo a la linea de transmision de
energia se definen los pardmetros Denavit — Hartenberg y se emplea la cinematica inversa
para obtener las variables de las articulaciones con una configuracién conocida de la
ubicacion de los pies al inicio y en el extremo del sistema. EI modelo dinamico se establece
en funcion de la locomocion de las articulaciones prisméticas del BR y la gravedad que
influye en dicho movimiento, gracias al método Lagrange — Euler. Al momento de la
implementacion del bipedo, se propone el CdM ajustado a la pierna derecha, permitiendo
una secuencia de dos fases de movimiento: levantamiento de la pierna izquierda por
contraccion de la pierna derecha, y la rotacion de la pierna izquierda a partir del punto E.
Después de la experimentacion se logré proyectar la estabilidad deseada para posibilitar el
ciclo completo de marcha, proporcionando una caminata y salto efectivos, dada la

ejecucion alterna del movimiento de las articulaciones.

e “Gait Balance and Aceleration of a Biped Robot Based on Q-Learning)” (Lin,
Hwang, Jiang & Chen, 2016)
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Figura 1. 9. BR BIDOID para implementacién de control de marcha con base en aprendizaje Q-Learning. En
“Gait Balance and Aceleration of a Biped Robot Based on Q-Learning”, por J. L.Lin, K. S. Hwang, W. C.
Jiang & Y. J. Chen, 2016, IEEE Access. Open Access Journal, p. 7.

Este BR realiza su movimiento en el plano sagital. Para el sistema se definen las fases FDS
(soporte y reposo) y FSS (balanceo y transferencia de ZMP). El robot tiene 18 GDL, de los
cuales 7 se ubican en las piernas y estan distribuidos asi: 2 entre E y F (rotacionales), 2 en G
(rotacionales), 2 en H (rotacionales) y 1 en un péndulo invertido (traslacional) (fig. 1. 11). La
masa del BR es de 2.3 kg, de los cuales se asignan 0.15 kg a los enlaces formados entre H-I,
0.15 kg entre F-G, 0.6 kg la region de la cintura y 0.54 kg al péndulo; la masa resultante se
distribuye en los brazos, la cabeza y el torso. Su altura en estado de reposo es de 0.5 m entre los
puntos A e |y se distribuyen de la siguiente forma: 0.035mdeHal,0.115mdeGal, 0.115m
de E a G, 0.065 m la cadera, y 0.17 m el péndulo. EI mecanismo cuenta con 18 servomotores
RC ubicados en cada articulacién y se implementan dos sensores de fuerza ubicados en el

enlace H — I, que establecen un valor analdgico de presion durante la marcha.
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Se emplea el método SVR (Support Vector Regression) para disefiar un controlador PD
teniendo en cuenta la segunda regla de Ziegler — Nichols. BIODID camina bajo diversas
inclinaciones de la plataforma, programando la configuracién de caminata realizada en una
simulacion proporcionada por el software WEBOTS. La estructura bipeda sigue un algoritmo
que detecta los valores de los sensores de fuerza y son procesadas en un modulo AGB65-ADC.
En este trabajo se disefia y se implementa la estrategia de control de aprendizaje por refuerzo
(Q-Learning) en el humanoide BIODID. Se orienta la accion de control que determina las
diferentes distancias del logro del aprendizaje, manejando las condiciones de inclinacion de la
superficie. El aprendizaje por Q-Learning de la caminata del robot se logra en 100 pasos,

determinando asi su adiestramiento en las diferentes modalidades de marcha.

e “Evaluacion experimental del caminado en tiempo real de un robot bipedo de 5
GDL con marcha basada en movimientos cicloidales” (De-Leon-Gomez,
Pamanes & Santibafiez, 2015)
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Figura 1. 10. BR de 5 GDL. En “Evaluacion experimental del caminado en tiempo real de un robot bipedo de
5 GDL con marcha basada en movimientos cicloidales”, por V. De-Le6n-Gomez, J. A. Pamanes & V.
Santibafiez, 2015, Science Direct, Revista Iberoamericana de Automética e Informética Industrial 12, p. 9.

El trabajo muestra el resultado de pruebas con un BR de 5 GDL en el cual se establece un
patrén de marcha desarrollado con base a las leyes del movimiento de tipo cicloidal. Para su
construccion, se elaboran 2 piernas de 2 GDL cada una (enlaces L1y L2) y la cadera (punto

C) (fig. 1. 12) que tiene 1 GDL con un mecanismo de balanceo que permite su movimiento en
el plano frontal, con direccion en el eje z. Su estructura estd formada por paralelogramos
articulados en C y las articulaciones formadas entre L1, L2 y B. Sus dimensiones corresponden
a parametros similares a los de una persona, pues su masa es de 92 Kg (teniendo en cuenta
algunos elementos de instrumentacion) y su altura entre Ay B es de 1.31 m. Para ejecutar el

movimiento deseado se emplean 4 motores Brushless DC AKM32D, con sus ejes
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inclinados respecto a la horizontal para amplificar el torque y se articulan con un conjunto
de tornillos sin fin y tuercas.

Se aplica cinemética directa (pardmetros Denavit — Hartenberg) para transformar las
trayectorias de los movimientos cicloidales especificados para la cadera y el pie libre a
coordenadas en el espacio articular (i, donde i = 1,...,4); este modelo estd definido en
funcién a @i, asi como su respectivo modelo cinematico inverso. El desarrollo de
controladores que aseguran la estabilidad durante la marcha se enfoca en el analisis ZMP y
un PD saturado. Para su experimentacion en tiempo real, se usa el ToolBox de Matlab-
Simulink, con un tiempo de muestreo de 3 ms; 2 tarjetas adquisitorias Sensoray 626 para la
comunicacion y aplicacion de sefiales de control, y 5 drivers Koll Morgen 5603, que
controlan los motores. Los parametros especificados para los patrones de marcha

aseguraron una caminata estable del robot, sin saturar los torques de los motores usados.

e “Realization of a Biped Robot Lower Limb Walking without Double Support
Phase on Uneven Terrain” (Wang & Li, 2013)

L1
A1 (rotativa)
L2

A1 (prismatica)

SERVO-CILINDRO
HIDRAULICO LINEAL

b)

Figura 1. 11. Estructura Fisica del BR con fase de soporte doble; a) mecanismo de articulacion b)
Distribucién de GDL. En “Realization of a Biped Robot Lower Limb Walking without Double Support Phase
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on Uneven Terrain”, por H. Wang & Y. Li, 2013, Hindawi Publishing Corporation, Journal of Control
Science and Engineering. Volumen 2013, p. 2.

El sistema disefiado muestra la mejora en caminata a condiciones de alteracién complejas de un
sistema cuadrupedo3, convirtiendolo a uno bipedo. EI BR realiza su marcha en los planos

frontal y sagital y fija el centro geométrico del tronco como punto de origen del sistema de
coordenadas en X (desplazamiento delantero), Y (movimiento frontal) y Z (eje perpendicular a
L1). Se realiza el modelo de pendulo invertido inverso para considerar algunas variables fisicas
que inciden en la marcha. Tiene 8 GDL, 4 que corresponden a Al (2 rotacionales y 2
traslacionales), 2 a A2 y 2 a A3 (rotacionales) (fig. 1. 13). Sus longitudes en los ejes X, Yy Z
son de 44 cm, 48.2 cm y 88.236 cm, respectivamente. La masa total del robot es de 40 Kg,
distribuida de la siguiente forma: 12.53 Kg para L1y 27.22 Kg para las dos piernas (L3 y L4),
al cual se le agrega un contrapeso de 100 Kg, que ayuda a mantener el equilibrio del sistema. El
robot tiene 8 servocilindros, que corresponden a los 8 GDL descritos con anterioridad, y se
emplean dos sensores de fuerza de 6 dimensiones, que determinan la variacién del peso en los
enlaces que forman las piernas.

Se hace un analisis de parametros Denavit — Hartenberg para determinar las condiciones de
marcha en los planos X, Y y Z, y cinematica inversa para establecer las relaciones entre los

angulos de movimiento de las articulaciones y la elongacion de las mismas. Se utiliza el método
de equilibrio dinamico®, Se realizan dos experimentaciones para el robot: la primera fase se

simula en MSC-ADAMS sobre una superficie inclinada en 3° y -3° (en dos ciclos de marcha) y
se programa el paso de escalon de 20 mm (movimiento sobre el eje Z) y 270 mm (sobre el eje
X), teniendo en cuenta el contrapeso. En la segunda fase se omite el bloque de contrapeso,
generando asi un sistema mas liviano. EI BR camina sobre una superficie con algunas
alteraciones que varian de los 8 mm hasta los 13 mm, por esto, se fija el CoM en las piernas. Es
un éxito el proceso de caminata bajo las dos fases ya que, a partir del traslado de CoM que se
hace por medio del método de equilibrio dindmico, el BR puede caminar en superficies

desiguales. Como se desea calcular los parametros de la caminata para el miembro

3 x. Rong, Y. Li, J. Ruan, and B. Li, “Design and simulation for a hydraulic actuated quadruped robot,” Journal of
Mechanical Science and Technology, vol. 26, no. 4, pp. 1171-1177, 2012.

“Boston Dynamics. http://www.bostondynamics.com/robotpetman.htmi
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inferior del sistema, la méxima longitud de desplazamiento del paso es 30 cm, asi como el
escalon ejecutado por este es de 24 cm, en un periodo de marcha de 0.4 s.

e “Step-Exchange Strategy for Balance Control of a Walking Biped under a
Lateral Impact” (Kim, Lee & Lee, 2014)

SISTEMA DE
REFERENCIA
(AHRS)

MOTORES
CONECTADOS
EN SERIE

—— W RX-24F

Figura 1. 12. BR RH-1 en momento inicial. En “”, por Y. J. Kim, J. Y. Lee y F. F. Lee, 2014.
Emerald Insight, Journal of Control Step-Exchange Strategy for Balance Control of a
Walking Biped under a Lateral Impact Science and Engineering. Volumen 2014, p. 458.

El BR RH-1 tiene una altura de 36 cm entre A 'y B (fig. 1. 14), distribuidos de la siguiente
forma: 5.2cmen L1, 7.17cmen L2, 6 cmenL3,5.2cmen L4,425cmen L5y 8 cmen
L6. Su peso total es de 1.162 kg. Tiene 12 GDL: 2 en las rodillas y 2 en los tobillos
(rotacionales), 2 en los pies (rotacionales) y 6 en la cadera (2 para el movimiento de las
piernas, 2 para el balanceo en el plano frontal, y dos para el movimiento en el plano sagital,
todos rotacionales). Se utilizan motores RX-24F en cada articulacion, con un torque de 26
kgf/m y una resolucion de 0.33 grados. El robot se desplaza en los planos frontal, sagital y
lateral, utilizando una eficiencia energética generada por el método de Tchebyshey para
crear una estrategia de intercambio de pasos, con un tiempo total de 9.75 s y el paso entre
cada pie es de 0.15 m aproximadamente. A la altura del torso, el bipedo tiene un Sistema de
Referencia de Actitud y Encabezamiento (AHRS), que es el que controla a todo el robot.
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El modelo cinematico se establece mediante los parametros de Denavit — Hartenberg. El
BR realiza dinamica directa a partir de la solucion de la ecuacion discreta de Newton —
Euler; se implementa un equilibrador dinamico que efectla un estado instantaneo de
velocidad angular cero después de que se aplique una fuerza de impacto lateral al robot. Se
emplean dos métodos de control: el feed — forward, que permite al robot mantener cierto
grado de equilibrio y controlar el motor en el plano sagital, y el feed — back, que
proporciona un balance mas robusto y controla los motores en los planos lateral y frontal.
Ademas, se utiliza una estrategia de patrones centrales ZMP para mantener un movimiento
de ciclo limite mientras el robot se mantiene equilibrado. La unidad de control esta
conectada a través de un protocolo IEEE 485, con una unidad de muestreo de 30 Hz. El
equilibrador dindmico extiende la pierna del BR en el plano frontal para alcanzar una
velocidad angular cero instantanea, incorpora la dinamica de avance, la conservacion del
momento angular y la ecuacion de energia para calcular el angulo de extension de la pierna.
Después de alcanzar una velocidad angular cero instantanea, el mantenedor de balanceo se

activa para ayudar al robot a mantener el equilibrio.

e “Design and control of a pneumatic musculoskeletal biped robot” (Zang, Liu, Liu
& Zhao, 2016)
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Figura 1. 13. Robot Bipedo neumatico musculo-esquelético. En “Design and control of a pneumatic
musculoskeletal biped robot”, por X. Zang, Y. Liu, X. Lee & J. Zhao, 2014 Technology and Health Care 24,
Journal of Control Science and Engineering.2016, p. 445.

En este estudio se disefia un BR musculoesquelético actuado por PAMs (Musculos
Neumaticos Artificiales). El robot estd hecho en polioximetileno (POM) una especie de
polimero con alta resistencia mecanica y baja densidad. Su altura desde los puntos A-C (fig.
1. 15) en posicion inicial es de 110 cm (44 cm el muslo y 43 cm la tibia) y 35 cm de ancho.
Todas las piezas estdn conectadas con un pin de articulacion unidimensional, creando la
articulaciéon de cadera, rodilla y tobillo, obteniendo asi un sistema de 6 GDL. El
movimiento del robot esta restringido en el plano sagital, ejecutando una fase de soporte
simple y una fase de soporte doble. Se planea la marcha segln el criterio ZMP. La
estructura del BR estd compuesto por baterias de litio, un microcontrolador en el cual se
procesa la informacion, electrovalvulas solenoides on/off VFS1320 para el control del

sistema y para fijar el angulo en las articulaciones, se usan sensores.
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En la identificacion del BR se tuvieron en cuenta los modelos de control del PAM incluyendo
los procesos de presurizacion y despresurizacion. Se observa la relacion entre el tiempo de
accion de la valvula solenoide y la longitud del masculo bajo determinada presion de trabajo.
Durante este proceso se mide la contraccion del musculo que cambia a lo largo del tiempo. En
el proceso de presurizacién la curva obtenida muestra la longitud de contraccion media del
musculo, obteniendo asi un sistema de segundo orden con un rendimiento de retraso de tiempo
puro. Se utiliza una entrada escalon que permite la respuesta reflejada durante el experimento.
El proceso de despresurizacion a diferencia del proceso de presurizacion, se aplica la técnica de
ajuste polinomial para establecer la curva y asi obtener la relacion entre la longitud de la
contraccién y el tiempo. Se opta el método general de control PID para controlar cada PAM.
Los &ngulos de union se utilizan como la sefal de realimentacion del controlador PID. El robot
se coloca en una exoestructura con ruedas que es la que le permite mantener el equilibrio
durante la marcha, pero no proporciona ninguna fuerza de propulsion hacia adelante. La
longitud del paso del BR es de 50 cm y el ciclo de marcha es de 8 s. Los resultados muestran

que el robot es capaz de caminar con la estrategia de control propuesta.

e “Motion synthesis and force distribution analysis for a biped robot” (Trognacki

& Zielinska, 2011)
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Figura 1. 14. Mecanismo de robot bipedo disefiado. En “Motion synthesis and force distribution analysis for a
biped robot”, por M. T. Trognacki & T. Zielinska, 2011. Acta of bioengineering and biomechanics, Journal of
Control Science and Engineering.2016, p. 4.

La construccidon del robot bipedo se efectud con base en la simulacion realizada en el software
Ungraphics, hecha por los autores del presente trabajo. EI movimiento del sistema se ejecuta en
los planos sagital y frontal, aunque la locomocidn que realiza es Unicamente de avance. Toma
como referencia dos sistemas de coordenadas: OXYZ, que es un marco no movil, esencial para
analizar el movimiento de elementos pasivos como los muelles insertados en el pie, y el marco
movil RXYZ, para el analisis de los elementos activos. El bipedo esta compuesto por 12 GDL,
6 GDL para cada pierna (fig. 1. 16), distribuidos de la siguiente forma: 3 GDL en la region A
(rotacionales), 1 GDL en C (rotacional) y 2 GDL en el enlace D — E (pies), siendo asignado 1
para D (rotacional y activo) y 1 para E (rotacional y pasivo, por el resorte insertado). La masa
total del BR es de 1.5 Kg: 0.363 Kg en A, 0.109 Kg en el enlace formado entre Ay B, 0.171
Kg en el enlace B — C, 0.103 Kg en el enlace C — D y 0.193 en enlace D — E. Su estatura es de
40.6 cm entre los puntos Ay E (13.5cmen A—B,10cmenB—-C,10cmenC—-Dy 7.1 cm

en D — E), y sus proporciones en los ejes X y son
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130 cm y 140 cm, respectivamente. Para activar los GDL se emplean los servomotores
Dynamixel DX — 113y DX —116.

La identificacion del sistema es paramétrica y se hace a partir de un patrén de tiempo de
0.08 s y teniendo en cuenta la trayectoria de la pierna derecha, se analiza la variacion de los
angulos que se forman en los puntos B y C, obteniendo una funcion de movimiento que
involucra el marco de coordenadas RXYZ. Para la cinematica, los autores proponen un
algoritmo que definen los puntos fijados sobre las coordenadas OXYZ, ya que este es un
sistema en el cual no se fija el movimiento del robot o es nulo. Se aplica la estrategia de
Newton-Euler para definir la dindmica del BR en el sistema de coordenadas RXYZ, es
decir, el sistema movil. La simulacion del robot se hace en la plataforma Matlab-Simulink y
Simulink 3D, y en estas representaciones se pone a prueba el mecanismo, teniendo en
cuenta la determinacion de valores para las fuerzas de friccion con el suelo, la dependencia
(producto de la aplicacion de los resortes dentro de los pies) y la facilidad de evitar el
deslizamiento. Se espera en futuras investigaciones implementar el sistema en tiempo real,

que refleje el éxito obtenido en las simulaciones.

o “EkInBot - A Humanoid Platform for Human Robot Interaction using Finger
Gesture Identification” (Rokbani, Zaini & Alimi, 2011)
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CONFIGURACION DE LOS ENLACES
Y LAS ARTICULACIONES

Figura 1. 15. Humanoide EkInBot. En “EkInBot- A Humanoid Platform for Human Robot Interaction using
Finger Gesture Identification”, por R. Hari Krishnan & AL. Vallikannu, 2012. International Journal of
Computer Aplications. Vol. 46, p. 3.

EkInBot, un sistema de bajo costo, esta definido por 7 fases sucesivas de caminata, en los
cuales se extiende las FSS y FDS, pero se tiene en cuenta el patrén de movimiento de los dedos
que simulan la marcha bipeda. El sistema esta compuesto por 8 GDL, los cuales 4 se le asignan
a las piernas, 2 GDL para cada una. La distribucion de los GDL son: 2 en Aly 2 en A2, todos
ellos rotacionales (fig. 1. 17). El robot se caracteriza por ser un sistema liviano, compuesto
principalmente de aluminio, y cuyos pies poseen unas almohadillas de plastico. No se denotan
longitudes entre A y C ni masas en el documento, se establecen las piernas como enlaces
denominados L1. Se implementan 4 servomotores de torque de 14 Kg/cm, los cuales se
adecuan al disefio de la estructura, realizado por la estrategia de Interaccién Robot

—Humano (HRI), ademaés. Se emplean dos acelerémetros, los cuales detectan el contacto
del sistema formado por un guante, que ejecutara el patrén de movimiento del robot.

Se emplean los pardmetros Denavit — Hartenberg para definir el modelo cinemaético del robot,
determinando la posicion de 3 centros de masa, ubicados en B y en un sector intermedio entre
Aly A2, asi como la orientacion de cada pie. La identificacion se lleva a cabo teniendo en

cuenta los gestos de los dedos. Para la prueba del robot, se hace la interconexion cableada
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entre éste y el guante que maneja el patron de marcha. Los resultados mostrados
proporcionan una plataforma para el sistema, y puede abrir paso a las aplicaciones comunes
de los BR como la deteccion de obstéculos.

e “ldentifying Ground-Robot Impedance to Improve Terrain Adaptability
in Running Robots” (Arévalo, Sanz — Merodio, Cestari & Garcia, 2015).

MOVIMIENTO DE
ARTICULACIONES

Figura 1. 16. Prototipo de pierna HADE. En “Identifying Ground-Robot Impedance to Improve Terrain
Adaptability in Running Robots”, por J. C. Arévalo, D. Sanz — Merodio, M. Cestari & E. Garcia, 2015.
International Journal of Advanced Robotics Systems. Vol. 2015, p. 5.

Es un mecanismo planar. La pierna marcha sobre el plano sagital y esta se fija a la pared por
medio de un riel deslizante, por los que los movimientos horizontales son restringidos, pero es
capaz de moverse verticalmente. Se tiene en cuenta la elaboracién del prototipo a partir de las
proporciones de un caballo &rabe. El robot tiene 3 GDL, distribuidos en Al (cadera), A2
(rodilla) y A3 (espoldn) (fig. 1. 18). Todas las articulaciones del mecanismo son rotacionales.
El sistema es accionado por dos actuadores elasticos en serie SEA (series elastic actuators),

cada uno ubicado en A1y A2, mientras que en A3 se acciona su articulacion pasivamente
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por medio de un resorte de extension con una constante de rigidez de 3.113 N/m; ademas, tiene
2 encoder unidos a un resorte, que sirven como sensores de fuerza de 1.2 N por conteo, 1
encoder para medir la posicion con una resolucion de 50.8 pum por conteo y el tobillo tiene un
encoder lineal con resolucion de 224 um por conteo, equivalente a 0.69 N por conteo.

El modelo cinematico se obtiene por parametros Denavit — Hartenberg. El sistema disefiado
se desarrolla a partir de la identificacion del sistema impulsado por eventos, basado en el
método de minimos cuadrados recursivos (RLS), y tiene en cuenta los parametros del suelo
y la variacion de algunas variables fisicas de la pierna cuando ésta contacte con la
superficie. El desarrollo de un esquema de control PID se implementa en dos controladores
para Al y A2, usando un PXI-1024Q de National Instruments. Se prueba la pierna en dos
superficies diferentes, ordenando que ésta se mueva hacia arriba hasta que no esté en
contacto con el suelo; en esta posicion, se programa un estado de reposo que dura 0.5 sy,
posteriormente, se programa la fase de contacto con la superficie y otro estado de reposo en
esta fase por otros 0.5 s. Este proceso se repite 2 veces por cada experimentacion. El
método de identificacion propuesto genera una convergencia y seguimiento aceptables para

el mecanismo que se puede desempefiar en un terreno con diferentes caracteristicas.

e “The poppy Humanoid Robot: Leg Design for Biped Locomotion” (Lapeyre,
Rouanet & Oudeyer, 2013).
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Figura 1. 17. Estructura fisica del Robot Humanoide Poppy y detalle de las piernas y el mecanismo de rodilla.
“The Poppy Humanoid Robot: Leg Design for Biped Locomotion”, por M. Lapeyre, P. Rouanet & P. Y.
Oudeyer, 2013. International Journal of Advanced Robotics Systems. Vol. 2013, p. 3.

El Robot Humanoide Poppy tiene un tamafio en posicion inicial entre A'y B de 84 cm (fig.19.
a) y su peso total es de 3,5 kg, sus piezas estan hechas en poliamida (un tipo de polimero)
las cuales se elaboraron en una impresora 3D. EI movimiento del sistema se lleva a cabo en
el plano sagital. Poppy cuenta con 7 GDL destinados a la marcha asi: 3 en los punto C, D1
y D2, de los cuales 2 son prisméticos que corresponde a la union con las piernas y 1 de tipo
rotacional unido al tronco; 2 en E1 y E2 y 2 en F1 y F2 que son rotacionales (fig. 1. 19).
Para el accionamiento de cada articulacion se utilizan servomotores Robotis Dynamixel
MX-28 y AX-12, con una masa de 1.8 kg. Para calcular la fuerza del impacto del pie con el
suelo, se implementan 8 sensores de fuerza debajo de cada pie (fig. 1. 19. b).

Se hace un analisis de cinematica directa basado en la obtencion de los parametros Denavit
— Hartenberg. Se realiza la identificacion a partir de una representacion no lineal por medio
de un modelo de péndulo invertido. Para el movimiento de Poppy se lleva a cabo la
programacion en el software Python, utilizando la libreria Pypot para controlar robots
basados en motores Robotics. Al momento de su implementacion se establece un patron de

marcha en lazo abierto mientras el robot es guiado a través de la interaccion fisica de un ser
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humano. La funcion del usuario es proporcionar equilibrio y control del robot. Al final de la
experimentacion se demostrd que con poca ayuda fisica del usuario, Poppy puede producir
una marcha muy similar a la humana, gracias a los mecanismos implementados en sus
articulaciones, compuestos esencialmente de resortes, facilitando el amortiguamiento y la

elongacion de las piernas en las fases de FSS y FDS.

e “Use of Support Vector Regression in Stable Trajectory Generation for

Walking Humanoid Robots” (Kin, Seo, W. de Silva & Park, 2009)

Figura 1. 18. Estructura fisica del Robot Humanoide y ubicacion de sus GDL. En “Use of Support Vector
Regression in Stable Trajectory Generation for Walking Humanoid Robots”, por D. W. Kim, S. J. Seo, C. W.
de Silva, G.T. Park, 2013. International Journal of Advanced Robotics Systems. Vol. 2009, p. 566.

El robot bipedo tiene una altura desde A y B en posicion inicial de 30 cm, y su masa es de 2,7
kg incluyendo baterias y la camara CCD en su cuerpo (fig. 1. 20) y tiene 19 GDL, de los cuales

10 le permite ejecutar la marcha y se distribuyen asi: 5 en cada pierna, 2 de ellos estan
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ubicados en los puntos C1 y C2 (prismatico y rotacional, respectivamente), 1 en D1
rotacional y 2 en E1 y E2 (prismatico y rotacional, respectivamente). A partir de los
angulos de union en las articulaciones se ejecuta un patrén de marcha ciclico a través de la
FSS y la FDS. Para activar las articulaciones del robot se utilizan servomotores RC HSR-
5995TG con un torque de 30 kg/cm a 7.4 V y usa una tarjeta de control AAA Ni-poly que
se alimenta con una fuente de 7.4 V, 1700 mA; para determinar la estabilidad del robot se
utilizan sensores de fuerza FlexiForce A201 puestos en las esquinas de cada pie.

Se hace un analisis de parametros Denavit — Hartenberg. EI modelo dindmico del bipedo se
obtiene por medio de la formulacién Euler-Lagrange, para establecer los parametros de
caminata estable por medio de Maquinas de Soporte Vectorial (SVR), a las que también se le
aplica las funciones de Kernel; su identificacion se realiz6 mediante el modelo de regresion
lineal, teniendo en cuenta los registros de los valores obtenidos a través de las funciones de
Kernel. Para modelar la trayectoria del bipedo a partir del ZMP se determina los parametros de
control segun el método SVR. Metodoldgicamente el robot realiza su marcha por movimientos
naturales, como referencia para la caminata a partir de la implementacion del SVR y la funcion
RBF. Se obtuvo buenos resultados de estabilidad del sistema con el método SVR, no obstante

el robot puede volverse inestable por perturbaciones externas inesperadas.

e “System Identification of a Humanoid Robot Power Transmission System”
(Shahrokhshahi, Yousefi-Koma, Khalili & Mahdavian, 2014)
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SISTEMA DE TRANSMISION .
DE POTENCIA

b)

Figura 1. 19. Mecanismo de caminata del robot humanoide SURENA I11. En “System
Identification of a Humanoid Robot Power Transmission System”, por A. Shahrokhshahi,
A.Yousefi-Koma, M. Khalili &M. Mahdavian, 2014. International Journal of Advanced
Robotics Systems. Vol. 2014, p. 5.

El robot humanoide SURENA 111 tiene una altura entre A 'y B de 100 cm aprox. (fig. 1. 21.
€), Y su masa total es de 98 kg. De los 31 GDL que tiene el sistema, 12 estan destinados
para la marcha (6 en cada pierna) y estan distribuidos desde B1 hasta B6 y desde B7 hasta

B12 (B1, B3 y B5 son rotacionales, y B2, B4 y B6 son prisméticos)S. El movimiento del

robot se lleva a cabo en los planos sagital y frontal; con el fin de mantener la rigidez de los
enlaces y el peso del robot lo més bajo posible, se utilizan placas de aluminio para las
piernas; las articulaciones de cada una de éstas son accionadas por motores Maxon EC de
453 W, un mecanismo de poleas y un modulo de accionamiento armonico para la
transmision de potencia (ver figuras 1. 21. a, 1. 21. b). Para accionar los motores, se utiliza
interruptores de contacto puestos en la planta de los pies, y para registrar los valores de
fuerza al momento del contacto pierna-superficie, se implementaron sensores F/T.

Para analizar el movimiento del robot, el modelo dindmico para la transmision de potencia

del bipedo se calcula empleando funciones de Lagrange y Kane®. Se hace un método de

5 SURENA 111, an autonomous human-size humanoid robot capable of performing various maneuvers.
Generalkonsulat der Islamischen Repunlik Iran Minchen. Recuperado de:
http://de.munich.mfa.ir/uploads/en_news.pdf

6 Surena (2015). Specification. Recuperado de: http://surenahumanoid.com/?page_id=22041
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identificacion de sistema lineal: los parametros se obtienen a partir de las curvas de los
resultados experimentales del robot bipedo a una velocidad de 3,4 km/h. Un analisis de
control en posicién de cascada es determinado para corregir las vibraciones que pueden
existir debido al accionamiento de los motores. Gracias al sistema de transmision de
potencia de SURENA 11l se establecié que el robot es apto para caminar en planos
inclinados y subir escaleras, ademas la identificacion del sistema de propulsion gener6 un

modelo dindmico més preciso para su ciclo de marcha.

e “Design and Development of a Biped Humanoid Robot to Generate Dynamic
Walking Pattern” (Shivaraj, Cyril Prasanna Raj & Lasitha, 2012)

1 & 2- Shoulder (Pitch)
3 & 4- Shoulder (Roll)
5 & 6- Elbow (Pitch)

7 & 8- Hip (Yaw)

9 & 10- Hip (Roll)

11 & 12- Hip (Pitch)
13 & 14- Knee (Pitch)
15 & 16- Ankle (Pitch)
17 & 18- Ankle (Roll)

Las flechas rojas
indican la posicién cero
en el motor

Figura 1. 20. Estructura fisica y distribucion de los GDL del robot humanoide. En “Design and Development
of a Biped Humanoid Robot to Generate Dynamic Walking Pattern”, por D. Shivaraj, P. Cyril Prasanna Raj &
M. Lasitha, 2012. International Journal of Advanced Robotics Systems. Vol. 11, p. 72.

El robot humanoide de este trabajo tiene una altura en posicion inicial de B hasta D de 26.9 cm
(14.1 cm desde B hasta C, y de C a D de 12.8 cm) y sus piezas se disefian en SolidWorks. El
robot camina con una marcha dinamica estable en los planos frontal y sagital. Tiene 18 GDL,
de los cuales 12 estan destinados para la marcha, es decir, 6 en cada pierna (distribuidos en
orden impar de Al hasta A1l y en orden par desde A2 hasta A12) (fig. 1. 22). A1y A2 son

articulaciones prismaticas y las correspondientes desde A3 hasta A12 son rotacionales;
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para accionar estas articulaciones se utilizan servomotores con un torque de 1.74 Nm, de O -
12 V y 1.5 A, tienen una velocidad de comunicacién de 1 Mbps y se emplea una tarjeta
FT232L para activarlos. Se aplica la Unidad de Medicién Inercial (IMU) para medir la
velocidad del robot, la orientacion y las fuerzas gravitacionales; un acelerémetro detecta la
velocidad actual en el espacio tridimensional y un giroscopio determina el cambio de
movimiento del robot y su desplazamiento en los ejes. Para obtener una marcha estable del
robot, se estima una cinemética inversa. Se ha utilizado la plataforma MATLAB para
construir un protocolo USB para la comunicacién en tiempo real entre el computador y el
robot humanoide. De este estudio se observé que el robot ha funcionado con éxito gracias
al codigo realizado en MATLAB.

e “Development and Physical Control Research on Prototype Artificial Leg” (Li,
Zhang & Xie, 2016)

b)

Figura 1. 21. Mecanismo prostético de pierna con la ubicacion de sus articulaciones: a) Estructura mecénica
virtual de pierna artificial & b) Prototipo. En “Development and Physical Control Research on Prototype
Artificial Leg”, por F. Li, F. Zhang & H. Xie, 2016. International Journal of Bionic Automatization. Vol. 20,
p. 90.

En este trabajo se estudia el mecanismo de prétesis inteligente que propone un nuevo patrén de
funcionamiento para un robot bipedo con piernas heterogéneas (BRHL, por sus siglas en

inglés). EI movimiento de la pierna se analiza en el plano sagital. Las piezas del mecanismo



69

se disefian en MSC — ADAMS (fig. 1. 23. a). Inicialmente, del mecanismo se obtienen 3 GDL
(A3, Al y A2, todos rotacionales (fig. 1. 23. b)), sin embargo, se combinan las caracteristicas
de la pierna humana con la suposicion del caminar recto humano para el desarrollo de un
mecanismo de 1 GDL rotacional (acople de A2 con A3), y en Al, se trabaja un mecanismo
multi-axial de cadena cerrada de 4 barras. Se instalan actuadores neumaticos musculares
(PMA) para la rodilla (Al); para una eficiencia y una mejor similitud con la dinamica de la
pierna humana se emplean servomotores de corriente alterna SGMJV-04ADEGE para A2 y A3,
un servomotor regular SGDV-R90A01B002000 con potencia de 400 W y torque de 1.27 Nm y
un reductor armoénico 1B060L2-32-P2-S2 que maneja un torque de 50 Nm para A3; y para A2
se utiliza el servomotor SGDV-2R8A01B con potencia de 100 W y torque de 0.31 Nm vy el
reductor armonico I1B060L2-12-P2-S2 con un torque de 40 Nm. Para A3 y A2, los torques
requeridos son de 45.85 Nmy 8.6 Nm, respectivamente.

El modelo cinematico de la pierna se obtiene por medio de pardmetros Denavit — Hartenberg.
Se ejecuta una identificacion no lineal, basada en el registro de entradas — salidas en funcién del
tiempo; en esta identificacion se tiene en cuenta el modelo de caja negra, aplicandose ésta
asumiendo que no se tiene una informacién completa del registro mencionado anteriormente.
Se desarrolla la estrategia de Control PID industrialmente maduro y su implementacion se hace
en un controlador de movimientos programable multi-axiales (PMAC), esencialmente, para el
control de los PMA. La experimentacion del mecanismo se realiza a partir del disefio de una
plataforma de control para la pierna. Se hace seguimiento del funcionamiento del controlador
PID sobre las articulaciones durante la marcha. EI mecanismo se puede tener en cuenta debido
a que su disefio responde de una forma similar a la de una pierna humana. El error, en cuanto al
calculo de los valores obtenidos por la accion de las articulaciones, es menor, y se debe

esencialmente a la inestabilidad de los masculos neumaticos.
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e “Honda humanoid robots development” (Hirose & Ogawa, 2007)

B

N N
A9 — b
AP i’

Figura 1. 22. Estructura fisica y distribucion de los GDL del robot humanoide ASIMO. En “Honda humanoid
robots development”, por M. Hirose& k. Ogawa, 2007. Philosophical Transactions: Mathematical, Physical

and Engineering Sciences, Vol.365, No. 1850, p. 16’

El robot humanoide ASIMO, tiene una altura en posicion inicial desde B hasta D de 130 cm y
de C hasta D de 61 cm (fig. 1. 24. a); su masa total es de 54 kg; sus piezas estan elaboradas en
aleacion de magnesio y resina de plastico, este material es liviano, por lo tanto ayuda a reducir
la fuerza de impacto de los pies con el suelo al momento de ejecutar su marcha. A partir de los
angulos de union en las articulaciones se ejecuta un patron de marcha en los planos frontal y
sagital a través de la FSS y la FDS. Este humanoide tiene 34 GDL y s6lo 12 estan destinados
para su ciclo de marcha, distribuidos en orden impar desde Al hasta A1l y en orden par desde
A2 hasta A12. A1y A2 son articulaciones prismaticas y las demas son rotacionales (fig. 1. 24.

b). Los servomotores DC y un reductor de velocidad realizan las

" Honda (2007) Technical Information. Recuperado de: http://asimo.honda.com/downloads/pdf/asimo-
technical-information.pdf
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funciones de los musculos. El robot mantiene el equilibrio gracias a los valores que
detectan el giroscopio y el acelerometro puestos en su torso, y los sensores de posicion de 6
ejes ubicados en sus pies.

El analisis cinematico del bipedo se describe utilizando la notacion Denavit- Hartenberg.
La dinamica del modelo se presenta utilizando la formulacién de Euler-Lagrangeg. Se hace

un analisis de control PD y se implementa en un dispositivo con compensacion por
gravedad. Para determinar la ubicacion del centro de gravedad de cada pierna, se utilizo el
del cuerpo humano como referencia, y para calcular el torque ideal para las articulaciones
durante la marcha, se midieron los vectores en las articulaciones durante la caminata
humana y durante la reaccion del suelo. El ciclo de caminata normal de ASIMO es de 2,7
km/h, logrando asi un funcionamiento estable durante la marcha evitando deslizamientos.

e “Virtual Prototyping Based Collaborative Simulation of Biped Robot with
Heterogeneus Legs” (Wang, Xie, Xu & Wang, 2007)

b) c)

8 Rameez & Ali Khan (2015). Modeling and Kinematic Analysis of the Biped Robot. Recuperado de:
file:///C:/Users/Samsung/Downloads/277%20KK%20New.pdf.pdf
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Figura 1. 23. Robot bipedo con piernas heterogéneas; a) Robot bipedo con piernas homogéneas, b) Modelo
BRHL & C) Representacion modelo en protesis de pierna humana. En “Virtual Prototyping Based
Collaborative Simulation of Biped Robot with Heterogeneus Legs”, por F. Wang, H. Xie, X. Xu & Y. Zhang,
2007. Paper. Journal of Robotics, p. 2.

Se realiza el disefio de un robot bipedo con piernas heterogéneas (BRHL). La marcha del
mecanismo se ejecuta en el plano sagital. El sistema cuenta con 6 GDL (Al, A2 y A3 para
la cadera, A4 para la rodillay A5y A6 para el tobillo (fig. 1. 25. a)), no obstante, la pierna
bidnica (BL) tiene 4 GDL: 3 en la cadera, 1 en la rodilla y O en el tobillo (fig. 1. 25. b);
todas estas articulaciones son rotacionales. Las articulaciones se accionan por
electromotores y los amortiguadores magnetoreoldgicos (MR) ajustan la rotacién de cada
articulacion; se utiliza un sensor de momento de fuerza de 6 ejes que detectan los valores de
la fuerza de reaccion del suelo.

El célculo de los pardmetros Denavit — Hartenberg determina el modelo cinematico de la
pierna. La dindmica se establece por medio del anélisis de Lagrange. Se emplea un método
de identificacion paramétrica, a la vez, con un modelo virtual del amortiguador MR.
Ademas, se aplica un modelo de control de aprendizaje iterativo para sistemas BRHL, en
esencial, que maneja de forma parcial dicho amortiguador. Al desarrollar los modelos
cinematico, dindmico y de control se simula el sistema en Matlab del prototipo de la pierna,
en conjunto con Pro/E y Adams (para el disefio del mecanismo) para ejecutar dichas
representaciones. La simulacion demuestra que los modelos cinematico, dinamico y de
control para la pierna, funcionan en mecanismos BRHL y que ademas, por tratarse de un
sistema virtual y convergen las representaciones matematicas del movimiento, significa una

precision alta en la marcha de este sistema.

e “Foot Placement Modification for a Biped Humanoid Robot with Narrow Feet”

(Hashimoto, Hattori, Otani, Lim & Takanishi, 2014)
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Figura 1. 24. Caracteristicas del Robot Humanoide WABIAN-2R; a) mecanismo fisico, b)
esquema de los GDL de WABIAN vy c) caracteristicas de articulacion. En “Foot Placement
Modification for a Biped Humanoid Robot with Narrow Feet”, por K. Hashimoto, K. Hattori,
T. Otani, H. O. Lim & A. Takashami, 2014. Paper. Journal of Robotics, p. 2. Scientific
World Journal.

El robot humanoide WABIAN-2R se caracteriza por ser un sistema liviano, compuesto
principalmente de aluminio, y sus pies poseen unas almohadillas de plastico. El analisis de
la marcha del robot se hace en los planos sagital y frontal, con programacion del patron de
las FSS y FDS. La FSS se configura a partir de los mddulos de control de obediencia,
cambio y retorno del movimiento de la pierna que estd en balanceo. El sistema esta
compuesto por 41 GDL, y de estos se obtienen 13 GDL para ejecutar la marcha: 7 GDL
para Al, A2, A3, A4, A8, A9y A10 (5 rotacionales y 2 prisméticos), 2 para A5 y All
(rotacionales) y 4 para A6, A7, A12 y A13 (2 rotacionales y 2 prismaticos) (figs. 1. 26. ay
fig. 1. 26. b). Se utilizan sensores de fuerza puestos en cada pie para detectar la magnitud
generada por éste al momento del contacto con el suelo.

Se establece el modelo cinematico a partir de la aplicacion de las cinematicas directa e inversa.
Los datos de los sensores de fuerza se actualizan cada 10 ms, y se halla un polinomio de quinto

orden para modificar los angulos de los pies. Para este sistema se aplica un



algoritmo de control que consta de 5 patrones: 1. Modificacion de la ubicacion de un pie

segun su angulo, 2. Control virtual de obediencia para reducir el impacto del pie, 3. Control

del movimiento de retorno del pie a partir de un patron determinado, 4. Modificacion de la

trayectoria de la cintura y 5. Control del movimiento de retorno del pie oscilante a lo largo

del eje lateral de marcha. Se llevaron a cabo experimentos de caminata hacia adelante con

una longitud de paso de 200 mm/s y un ciclo de marcha de 1 seg/paso; el robot no puede

caminar con pies méas anchos de 30 cm. El sistema de control propuesto no puede evitar la

caida lateral del robot, el objetivo es desarrollar controles de estabilidad mas sélidos para

solucionar este problema.

[ “Actuated Dynamic Walking in a Seven-Link Biped Robot” (Braun, Mitchell

& Goldfarb, 2012)

Gmoscomo’
n

B

SENSORES
ALTURA DE CUERPO
MOTORES DC

17.27 cm

1016 cm
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b) q7 |t Cm' Q8

Figura 1. 25. Parametros fisicos del Robot Bipedo Hum; a) actuadores para las articulaciones, b)
caracteristicas de articulacion y ¢) sePRInsores de fuerza. En “Actuated Dynamic Walking in a
Seven-Link


http://ieeexplore.ieee.org/search/searchresult.jsp?searchWithin=%22Authors%22:.QT.David%20J.%20Braun.QT.&newsearch=true
http://ieeexplore.ieee.org/search/searchresult.jsp?searchWithin=%22Authors%22:.QT.David%20J.%20Braun.QT.&newsearch=true
http://ieeexplore.ieee.org/search/searchresult.jsp?searchWithin=%22Authors%22:.QT.Michael%20Goldfarb.QT.&newsearch=true
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Biped Robot™, por D. J. Braun, J. E. Mitchell & M. Goldfarb, 2012 . IEEE/ASME Transactions on
Mechatronics, p. 5.

El robot bipedo trabajado en este articulo tiene una altura en posicion inicial desde A hasta
C de 120 cm y su masa total es de 14.3 kg; su altura y su masa para el ciclo de marcha se
distribuye de la siguiente manera, respectivamente: desde B hasta q1 39 cm, de gl a g3
29.5cm, de g3 a g5 29.8 cmy de g7 a g8 18.3 cm; desde B hasta q1 6.12 kg, de ql1 a g3
0.67 kg, de g3 a g5 0.55 kg y de q7 a g8 0.36 kg (fig. 1. 20. b). Los pies del BR estan
elaborados en plastico y la planta de éstos se complementa con almohadillas de caucho de
silicona con altas propiedades de friccion, las cuales tienen buena durabilidad y capacidad
de absorcion de impactos inapropiados. El bipedo camina en una trayectoria circular de 1.6
m de radio, gracias a una correa mecénica unida a la articulacion del cuerpo (fig. 1. 27. a);
un mecanismo de bolas recirculantes entre la correa mecanica y el robot, impide que
cualquier momento significativo se transfiera a la cuerda del robot para evitar caidas. Este
sistema tiene 6 GDL orientados a la marcha distribuidos de la siguiente forma: dos en g1y
g2 que son prismaticos, y cuatro en g3, g4, g5 y g6 rotacionales (fig. 1. 27. b). Cada
articulacion consta de un motor DC de 150 W Maxon RE40, (fig. 1. 27. a) el cual se une
con un reductor planetario de bajo consumo Maxon GP42C cada pie estd equipado con
cuatro resistencias de deteccion de fuerza Interlink 402 FSR, (fig. 1. 27. c) estos sensores
estan situados entre la parte inferior del pie y una placa delgada hecha de acero de resorte.
Cuando los pies tocan el suelo la almohadilla de goma circular imparte la fuerza resultante
a los sensores del pie, la sefial correspondiente sirve para identificar la configuracion de
contacto entre el pie y el suelo. Las coordenadas de rotacion, el contacto de los pies con el
suelo y la extension completa de la rodilla, se proporciona mediante una combinacion de 6
codificadores de articulacion Maxon, ENC-MR-L-1024 (PT) y un giroscopio MEMS
localizado en el punto |1 detecta la velocidad actual del robot.

Se presenta un controlador "no cinematico”, es decir, que no prescribe articulaciones de
trayectoria, no impone restricciones cinematicas entre las articulaciones o requiere simetria
de movimiento y no requiere un seguimiento preciso de la trayectoria de las articulaciones.
Con el fin de evitar la supresion de la dinamica inercial y gravitacional del bipedo, el robot

es disefiado con articulaciones de baja impedancia. Se hace un método de identificacion por


http://ieeexplore.ieee.org/search/searchresult.jsp?searchWithin=%22Authors%22:.QT.David%20J.%20Braun.QT.&newsearch=true
http://ieeexplore.ieee.org/search/searchresult.jsp?searchWithin=%22Authors%22:.QT.Jason%20E.%20Mitchell.QT.&newsearch=true
http://ieeexplore.ieee.org/search/searchresult.jsp?searchWithin=%22Authors%22:.QT.Michael%20Goldfarb.QT.&newsearch=true
http://ieeexplore.ieee.org/xpl/RecentIssue.jsp?punumber=3516
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minimos cuadrados. Se usa un controlador PD de baja ganancia que permite validar tanto la
implementacién de la unidad de control de los actuadores como los parametros del modelo.
La respuesta del sistema en este caso no es totalmente prescrita por la fuerza de control,
sino influenciada por la dinamica natural del robot. Se tienen en cuenta los primeros 14.03 s
de marcha. Los resultados experimentales apoyan las hipotesis hechas previamente que el
regulador proporciona la eficacia mejorada de la locomocion del bipedo y una camina
natural con respecto a las aproximaciones del control que requieren el seguimiento exacto
de la trayectoria.

El marco tedrico es referente para el desarrollo del posterior analisis conceptual, ya que se
han de tener en cuenta algunos criterios como las mediciones antropométricas que son
soporte para definir el disefio final que permitira el cambio de la longitud de los eslabones.
Ademas, el marco referencial sirve para crear disefios que permiten conocer la ubicacion de
componentes esenciales como los GDL del robot, los componentes electronicos mas
utilizados, el ciclo de marcha y el plano de movimiento, aspectos a considerar dentro del
disefio. Es importante mencionar el poco o escaso estudio antropométrico en los anteriores
antecedentes, ya que confirma la existencia del problema a tratar en el presente documento:

la carencia de un mecanismo que sea capaz de cambiar sus percentiles.
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CAPITULO 2. DISENO CONCEPTUAL

Las estrategias utilizadas para la seleccion del modelo final de disefio del prototipo fueron
las siguientes: la evaluacion de sistemas mecanicos a partir de matrices DOFA y de
ponderacion de datos particulares, la obtencion de los modelos cinematico y dinamico
mediante un método cuantitativo y un método cuasi-experimental de seleccién de los

componentes electronicos adecuados para el funcionamiento del robot bipedo.

Antes de seleccionar el modelo final del robot bipedo, es importante hacer una indagacion
antropométrica para definir las dimensiones en las que se va a llevar a cabo el cambio de
eslabones entre los percentiles 5y 95, por lo que se toma como referencia un estudio de la
poblacion britanica comprendida en edades entre los 19 y los 65 afios (Pheasant, 2003). En
la tabla 2.1., se muestran los datos antropométricos de las dimensiones relevantes en este
proyecto como el ancho de la cadera, la longitud de la cadera a la rodilla y la longitud de la
rodilla al suelo, dentro de otras consideraciones de importancia.

2.1. DIMENSIONES ANTROPOMETRICAS ESTIMADAS PARA ADULTOS
ENTRE LOS 19 Y LOS 65 ANOS®

Tabla 2. 1. Dimensiones antropomeétricas de la poblacion britanica adulta entre los 19 y 65

anos.
Hombre Mujer
SD SD
Dimension P5% P50% | P95% | (Desviacion P5% P50% | P95% (Desviacién
Estandar) Estandar)
Estatura 1625 1740 | 1855 70 1505 1610 1710 62
Altura de
cadera 840 920 1000 50 740 810 885 43
Longitud
cadera- 540 595 645 31 520 570 620 30
rodilla

9 Pheasant. (2003). Dimensiones antropométricas para adultos britanicos entre 19 y 65 afios (Tabla 2. 3).

Recuperado de Bodyspace. Anthropometry, Ergonomics and the Design of Work. Second Edition.




Longitud
cadera- 440 495 550 32 435 480
poplitea

530

78

30

Altura de

rodilla 490 545 595 32 455 500

540

27

Ancho de

cadera 310 360 405 29 310 370

435

38

Apartado de algunas de las dimensiones, en especial, de las que se trabajaran en el presente documento, sobre

las estimaciones antropométricas para adultos britanicos entre 19 y 65 afios. Las dimensiones se representan

en milimetros (mm). Las dimensiones se representan en milimetros (mm).

Hombre

Percentil § (mm) Percentil 95 (mm)

1615 1855

1505 1710

Figura. 2. 1. Percentil 5y 95 del hombre y de la mujer
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En la tabla 2. 2. se muestran los maximos y minimos de los percentiles 5 y 95, tanto del
hombre como de la mujer, como se muestra en la figura 2. 2; sobre estos se trabajaran las

dimensiones de los eslabones del robot:

Tabla 2. 2. Valores maximos y minimos de los percentiles 5 y 95 (todos los valores se
expresan en milimetros).

Dimension [ Maximo Minimo | Diferencia [ Maximo Minimo | Diferencia
Hombre | Hombre (H) Mujer Mujer (M)
Ancho
405 310 95 435 310 125
cadera
Cadera-
. 405 350 55 345 285 60
rodilla
Rodilla-pie 595 490 105 540 455 95

Luego de establecer los rangos de los percentiles de cada eslabdn se procede a determinar
una ecuacion caracteristica de la variacién de un valor de desplazamiento a otro, es decir,
del Ps al Pgs, 0 al Pso, cubriendo todas las posibilidades de elongacién o compresién de un
eslabon. Para ello se utiliza el método de interpolacion, que es una técnica para determinar
las funciones que regiran el movimiento de los eslabones y determinando un valor de
longitud d para un percentil determinado. Por ejemplo, el percentil 5 de la altura de la
cadera en el hombre es de 840 (mm), mientras el percentil 95 de la misma distancia es de
1000 (mm); con estos valores es suficiente determinar la funcion que permitird la
elaboracion del modelo para el eslabdn que maneja esta altura, y se ejecuta el siguiente

proceso en MATLAB® (en los anexos se recopila el cddigo de ejecucion de esta técnica):

En la siguiente tabla se evidencia la region en la que se va a trabajar y se determina

la funcidén obtenida por interpolacion para garantizar el cambio de los percentiles.

Tabla 2. 3. Ecuaciones de acuerdo a cada médulo de los eslabones

Regién a trabajar Funcion obtenida por interpolacion en
hombres

Longitud cadera - rodilla (1 y = 0.00001*x2 + 1.2222*x + 433.8889*e?
Altura rodilla (2 y =0.0012*x2 + 1.3*x + 4.8*e2
Ancho cadera (3 y = 0.0012*x2 + 1.2*x + 3*e2
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Ahora se realizan las gréficas correspondientes a cada regibn como se muestra a
continuacion:

4 Figures - Figure 1 [E=H E=R ™<=
File Edit ‘iew Insert Tools Debug Desktop Window Help N ax
NEdS MIAIAOPDLL- 2| 0B | 0@ BEODE =0
| Figure1

o o o
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540 S
,’///‘
520 7
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//
480 r
.-'//7
460 5
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o o o

Figura 2.2. Grafica de interpolacion del eslabon cadera-rodilla

4 Figure 1 (oo =
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Figura 2.3. Grafica de interpolacion del eslabon de rodilla - pie
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Figura 2.4. Gréfica de interpolacion del eslabon de la cadera

El método de interpolacion se realizO para establecer el rango de operacion de los
componentes a tener en cuenta para la variacion de la longitud de los eslabones, haciendo
hincapié en las dimensiones tratadas en el presente documento y mencionadas en la tabla 2.
Las funciones obtenidas son puntos de partida para una eventual programacion del sistema
electronico o mecénico que rija el movimiento del robot, permitiendo configurar las
longitudes descritas con facilidad al momento de definir un percentil en especifico entre los
rangos 5y 95.

Como se puede observar, las 3 graficas muestran una respuesta similar por lo que se puede

tomar cualquier de las 3 funciones establecidas para proceder al cambio de percentiles.
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2.2. DISENO DEL PROTOTIPO

Las tablas que se muestran a continuacion, evidencian el andlisis previo de disefio de la
estructura mecanica mas adecuada para determinar el modelo del robot bipedo, teniendo en
cuenta la revision bibliografica de antecedentes y conforme a sus caracteristicas de
desempefio y las cualidades abstractas que permiten determinar el mejor sistema. Se tienen
en cuenta 16 mecanismos (9 discretos y 7 continuos) y se evalGan bajo una matriz de
ponderacién general, una de ponderacion particular y una matriz de debilidades,
oportunidades, fortalezas y amenazas (matriz DOFA) con el fin de llegar a un modelo final

para efectuar el cambio de percentiles de los eslabones del robot.

2.2.1. Alternativas de solucién

Cada tabla que se muestra a continuacion contempla los diferentes disefios que se evaluaron
para poder llegar a un modelo final del prototipo.
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Tabla 2. 4. Matriz de ponderacion de datos particulares (mecanismos discretos)

Mechanism for
Mecanismo Cilindro de Mecanismo de advancing perforated
telescopio trinquete strip 3
hidraulico
Imagen i
Estabilidad 3 1 2
centro de masa
Posicionamiento 1 3 4
adecuado
Baja friccién 5 3
Facil
elaboracion 1 %
Tiempo de
respuesta del 3 4 3
sistema
Costo 4 2 2
Masa (kg) 2 2 3
Promedio 3,43 2,43 2,86
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Miciiieas Mecanismo con cierres Principio mecanico
) discretos del bisturi
60
Imagen
A
Estabilidad
centro de masa 2 > 3
Posicionamiento 1 2 1
adecuado
Baja friccion 3 5 2
Facil
elaboracion 2 2 3
Tiempo de
respuesta del 3 2 3
sistema
Costo < 3 3
Masa (Kg) 4 3 4
Promedio 3 343 2,71
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NMecanizmo de

: Mecanizmo pifion Mecanizmo de
Mecanismo > avance para
cremallera yugo Ezcocés posicionami o
Imagen
Estabilidad centro
4 3 2
de masa
Posicionamiento
b - 5
adecuado
Baja friccion 3 4
Facil elaboracién 3
Tiempo de
respuesta del 4 2 1
sistema
Costo 3 2
Masa (Kg) 4 3 2
Promedio 4 314 2,7




Tabla 2. 5. Matriz de ponderacion de datos particulares (mecanismos continuos)
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Deslizamiento sincrono (polea-correa, piion-cremallera)

Estabilidad centro de gravedad

Posicionamiento adecuado

Baja friccién

Facil elaboracion

Tiempo de respuesta del sistema

Costo

Masa (Kg)

B B B B B ) o)

Promedio

429
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Mecanismo de biela P Mecanizmo de cambio
Mecanizmo con romboz e taﬁ:a de rotacional a
articuladoz P traslacional
Y
Imagen
Estabilidad
centro de 3 4 2
gravedad
Posicionamiento
3 5 5
adecunado
Baja friccion 3 3
Facil elaboracion 4 2 3
Tiempo de
respuesta del < 3 3
sistema
Costo 4 2 3
Masa (kg) 5 3 2
Promedio 457 3,14 3,00
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M . Mecanizmo de Mecanizmo con L{e.c a;usmo ROX
o e pifiones tornillo-cremallera .
mgneha
Imagen
Estabilidad centro
4 4 1
de gravedad
Posicionamiento
4 4 1
adecuado
Baja friccién 2 2 1
Ficil elaboracion 3 1
Tiempo de
respuesta del 2 3 1
sistema
Costo 3 3 1
Maza (kg) 2 2 1
Promedio 2.86 3.00 1

Se escogieron los mecanismos de biela con rombos articulados y deslizamiento sincrono, el

de polea correa, el pifién cremallera y se adiciona uno que es el mecanismo tuerca tornillo.
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Se seleccionan estos disefios ya que su estabilidad de centro de masa, su adecuado
posicionamiento, la baja friccidn, la facil elaboracion, entre otros pardmetros, obtuvieron un
promedio igual o mayor a 4 que se considera que es el 80% de la evaluacion de los
sistemas. Sin embargo se vuelve a hacer una evaluaciéon de matrices con los 4 mecanismos
seleccionados, incluyendo la evaluacién de una matriz DOFA y una de ponderacion de
datos particulares para cada mecanismo, esto con el fin de obtener un éptimo resultado en
cuanto a la seleccién de un sistema que permita configurar el cambio de eslabones entre los

percentiles 5y 95.
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Tabla 2.6. Matriz de evaluacion de datos particulares (disefios finales)

. Mecanizmo de Biela con | Deslizamiento sincrono (polea
BeSAEREica rombos articuladoz correa, piiion cremallera)
Imagen
Estabilidad COG 4
“Posicionamiento 4
adecuado 5
[ Tiempo de respuesta del -
sistema 3
Baja friccien 4 4
fFacil elaboracion B 4
Costo 3 4
Masa () T T
Promedio 3,85 4,28
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Mecanizmo Mecanismo pinon cremallera | Mecanismo tuerca tornillo

Imagen

Estabilidad COG 3 5

Posicionamiento adecuado

wn
wn

Tiempo de respuesta del
sistema

Baja friccién

fFacil elaboracion

Costo

£ I O B < BV B S

Masa (kg)

B o) IR I S LY B S

Promedio 4

-
[
S




Tabla 2. 7. Matriz de Debilidades, Oportunidades, Fortalezas y Amenazas (DOFA)
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Mecanizmo de Biela con | Deslizamiento sincrono (polea correa,
Kk rombosz articuladoz pinion cremallera)
Imagen
Propenzo a las fuerzaz | Alta friccion, Complejidad al momento de
3 externas, El sizstama es establecer la cinematicas del sistema
Tlaikihales inestable. (Alta)
El s1zstema me permite Me permite una elongacion y comprezion
- tener un centro de preciza para el cambio de percentiles en la
Oportmiales | o ivedad estibile en cadera (3@ hotizoutal)
___cualquier percentil B
Fortalezas El zistema no requiere de Esz un sizstema estable v que z2 puade
un material espacifico elaborar con mateniales economicos
Amenazas Frente a2 una perturbacion Frente a una perturbacion externa, el
externa, el mecanizmo ze mecanismo ze puede desestabilizar
puede desestabilizar
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Mecanismo pinon cremallera

Mecanizmo
Imagen
Propenso a las fuerzas externas, £l Altz friccion, Comple)dad al
Debilidad s1stema es inestable momento de establecer la
cmematicas del sistema (Alta)
El sistema me permite tener un centro | Me permite una elongacion y
? de gravedad estable en cualquier compresion precisa para el
Oportunidades percentil cambio de percentiles en la
cadera (eje honizontal)
Fortalezas El sistema no requiere de un matenial | Ls un sistema estable v que se
especifico puede elaborar con matenales
. 2CONOmMICos
Amenazas Frente 2 una perturbacion externa, el Frente 2 una perturbacion
mecanismo s pusde desestabilizar externa el mecamamo ze

puede desestabihizar
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Luego del analisis comparativo y complementado con la valoracion adelantada con la de las
matrices de ponderacion que consideran las diferentes variables y diferentes parametros
tenidos en cuenta para el proyecto se llega al mecanismo que combina los cuatro sistemas.
Tabla 2. 8. Matriz de ponderacion de datos particulares (mecanismo tuerca tornillo)

Mecanismo 1 2
Imagen
Estabilidad COG 5 4
Posicionamiento 5 3
adecuado
Tiempo de respuesta del 4 3
sistema
Baja friccién - 3
Costo 4 4
Masa 4 4
Promedio 4,33 383
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Mecanismo
Imagen
Estabilidad COG 5 4
adecuado
Tiempo de respuesta del 2 -
sistema
Baja friccién 3 3
Costo 3 <
Masa 2 3
Promedio 333 35
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Tabla 2. 9. Matriz de Debilidades, Oportunidades, Fortalezas y Amenazas (Matriz DOFA)

Mecanizmo 1 2
Imagen
- Gran peszo zobre las bazes da - Mecanismo poco voluminoso
zus articulaciones - Soportes dados unicamente por loz
- Mayor interaccion de tornillos
fuerzas durante el
Debilidades movimiento horizontal
- Equilibrio mejor dominado - Mejor precizion de percentiles
- Rizidez alta ante cualquier | - Rigidez del sistema en estado natural
Oportunidades perturbacidn (repozo)
- Friccion reducida - Tiempo de respuesta optimo
- Alta precizion
- Barras deslizantes casi - Alta fnccion en el deslizamiento de
totalmente lizas tuercas
-Centro demasa fijoen el eja | - Cantro de gravedad fijo en el 100%
vertical del sistema
Fortalezas - Ezlabones netamenta - Movimiento de tomillos generado por
prismaticos motores paso a paso v programacion de
- Movimiento generado por circuitos
motores paso a paso
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Mecanismo 3 1
Imagen
El ezpacio honzontal que Inestabilidad en el sistema. El centro de
Debilidades ocupa el mecanismo ez muy gravedad de la cadera ez vanable
ancho, tiempo de respueszta
El cambio de percentiles en serial,
Oportunidades El centro de gravedad permitiendo una mejor precision al
permanece astable momento de adecuarlos
Fortalezas E= un sistema rizido. El iempo de respuesta del mecanizmo
Facil elaboracion es rapido
Amenazas Alto consume de comente El sistema se puede caer con facilidad
ante una fuerza externa

Luego de realizar una revision frente a los objetivos propuestos y la ponderacién de las

variables y parametros requeridos se escoge finalmente la opcion 1 que es la del mecanismo
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tuerca tornillo, ya que este sistema posee los mejores criterios de desempefio como la baja
friccion, el tiempo de respuesta adecuado para el cambio de percentiles, ser un sistema
liviano, la poca alteracion del centro de gravedad, su rigidez y su posicionamiento preciso.

CAPITULO 3: DISENO MECANICO DEL ROBOT BIPEDO

El modelo final del robot se determina en la fase de soporte doble (el robot esta en estado
inicial, las dos piernas estdn en el suelo), sin embargo para establecer los modelos
cinematico y dindmico del mismo se tienen en cuenta dos momentos, cada uno en la fase de
soporte simple (una pierna apoyada en el suelo y la otra en balanceo, respectivamente).

Para el primer modelo, el conjunto de la pierna derecha estad en fase de soporte simple
empezando con rl y termina en r5 que es cuando la pierna est4 en balanceo, como se

muestra en la figura 3.1.

3.1. CINEMATICA DEL ROBOT BIiPEDO

Con el fin de establecer la cinemética del robot bipedo, considerando la fundamentacion
tedrica y teniendo presente que la cinematica se encarga de estudiar y obtener
representaciones del movimiento que efectua el robot respecto a un sistema de referencia,
sin dar relevancia a las causas que generan dicha locomocion, se desarrolla un analisis
cinematico que conlleva a las siguientes acciones: considerar los 9 GDL del prototipo (5
prismaticos y 4 rotacionales), representar graficamente el sistema de coordenadas de cada
uno de estos, calcular los parametros fundamentales de este analisis (analizar los modelos
directo e inverso) y finalmente, obtener su representacion matematica caracteristica. Este

proceso se desarrolla cominmente en robdtica, para hallar el modelo del robot bipedo.

A continuacion, se realiza el analisis cinematico de dos representaciones graficas, que por

similares que sean, no significa siempre la misma solucion al problema cinematico directo,
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en especial por los sistemas de referencia (puntos de apoyo) y de coordenadas de los GDL

que se establecen.

3. 1. 1. Modelo Cinematico 1

z5

Figura 3. 1. Modelo 1, aplicacidn del algoritmo de Denavit — Hartenberg

3.1.1.1. Cinemética Directa

La cinematica directa permite determinar la posicion del efector final del robot bipedo, el
cual va a ser el eslabon r5, que es el vertical inferior (una representacion de la pantorrilla
derecha del ser humano). Para tal fin hay que definir un conjunto de pardmetros que
representan la rotacion y la traslacion de las articulaciones respecto a un sistema de

coordenadas ligado a los eslabones que se mueven. El calculo de estos parametros se refleja
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en una matriz de transformacion que representa el movimiento desde el eslabdn ei-1 hasta el
eslabon ei.

Para la solucion del problema cinematico directo existen diversos métodos, especialmente
en los que juega un papel fundamental el algebra lineal y la geometria. Uno de ellos es el
método Denavit — Hartenberg (D — H), con los cuales se busca relacionar parametros de
distancia entre sistemas de coordenadas, formas de articulaciones y posiciones de eslabones
respecto a su eje. Estos parametros son d, o, a 'y 6, calculados para las articulaciones ni-1 y
ni y definidos entre ellos como la distancia entre las articulaciones con respecto al eje x,
angulo de giro entre ejes x, distancia entre ejes z y angulo de giro con respecto al eje z. Para
el modelo de este robot bipedo que posee 5 eslabones y 5 articulaciones (ver fig. 3. 1) se
aplica la metodologia del célculo de parametros D — H que se desarrolla en el siguiente

algoritmo, contemplado en 9 pasos, a saber:

1. Numerar los elementos desde 1 hasta 10 (el elemento estd definido como la
ubicacion del GDL), que son los enlaces moviles del robot. La base movil se
numera con O (eslabon 0).

2. Localizar el eje de cada articulacion, que para el caso del bipedo, sera el eje a lo
largo del cual se produce el desplazamiento.

3. Ubicar los ejes z (desde zo hasta z10) sobre los ejes de las articulaciones.

4. Definir origen So del sistema de coordenadas del eje zo (aplicar la regla de la
mano derecha).

5. Definir sistema de coordenadas de los eslabones donde xn sea normal a zn-1.

6. Establecer una tabla con los parametros D- H (d, o, a y 0).

7. Calcular matrices de transformacion homogéneas 1.

8. Con el producto de las matrices homogéneas establecer el modelo de cinematica
directa para posicion y orientacion de sistemas de coordenadas del efector final,
reflejado en un conjunto de ecuaciones de 9 incognitas (11+d1, 01, 12+d2, 62,
I3+ds, 03, 14+d4, 04 y 15+ds).
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De acuerdo a lo establecido en los parametros de Denavit — Hartenberg del modelo de la fig.

2.1, se elabora la siguiente tabla:

Tabla 3. 1. Pardmetros D - H para modelo 1.

Articulaciones 0 d A
1 0 0 0
2 -7/2 11+d: /2
3 ‘ 0 -1/2
4 0 12+d2 /2
5 1 0 I7
6 0 [3+d3 0
7 ‘ 0 -7/2
8 0 14+da /2
9 . 0 -/2
10 0 I5+ds 0

La forma general para establecer las matrices de las articulaciones es la siguiente:

6 — aSe aSe 0

(15)

Ahora se procede a establecer la matriz de transformacion para cada articulacion:

1 - 1 o (16)!

1, = 0 0 0 1 (17),
o 1 o 141
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o . oo (18),

0 ! 0 0
o o o 1
1 0 0 0
et 0 1 0 1 (19)'
0 f o 242
0 0 o 1
[ [ 0 0
et -6 0 ’ (20)’
o o ! .
o o 0 1
1 0 0 0

L ", (1),

€O 0 —S0; 0

. R u‘ (22),

o . (23),

€O, 0 —504 0

S ‘ (24),
1 0 0 0

L n u‘ (25),

El producto entre las matrices (16) y (25) de transformacion ~1(26): 1= 110+ 112% 123* 134* 1%5* 15 + 167> 17g* 189* 1107

(26)
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El producto se puede desarrollar con eficiencia gracias al uso de MATLAB®X, Después,
se establece un término compuesto por los elementos mostrados a continuacion:

] (27),

En la cual la matriz de tamafio 3(13+d3) (resaltada en color verde), definida por los valores de
n, sy a, corresponden a la orientacion en los ejes X, y z, mientras que el vector, de 3(I11+d1)
(amarillo), formado por los valores de p en los 3 ejes, representa la posicion final del eslabon
Rs. Debido a la extension de términos generado por el producto de las matrices, se opta por
definir cada uno de los elementos que componen a (27), tanto la matriz de orientacion 3(13+d3)
(n, s, a para los 3 ejes), como la de posicion (p en las 3 direcciones), que corresponderan a los

términos establecidos en la matriz de transformacion total T1 (26).

J =0; =1 =0; = d3+I3;

o = sin(04)*(cos(63) *(cos(01) *sin(02) + cos(62)*sin(01)) +
sin(03)*(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(62))) - cos(04)*(cos(03) *(cos(01) *cos(62) -
sin(01)*sin(02)) + sin(03)*(cos(01) *sin(02) + cos(02)*sin(01)));

=0; = sin(04)*(cos(03) *(cos(01) *cos(02) - sin(01)*sin(62)) +
sin(03)*(cos(01)*sin(02) + cos(02)*sin(01))) - cos(04)*(cos(03)*(cos(01)*sin(62) +
cos(62)*sin(01)) + sin(03)*(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(62)));

=sin(01)*(d2 + 12) - (cos(04)*(cos(03) *(cos(01) *sin(62) + cos(62)*sin(01))
+ sin(03)*(cos(01)*cos(02) - sin(01)*sin(62))) -
sin(04)*(cos(03) *(cos(01)*cos(02) - sin(01)*sin(02)) + sin(03)*(cos(01) *sin(62)
+ cos(02)*sin(01))))*(d5 + 15) + (cos(03)*(cos(01)*sin(62) + cos(62)*sin(01)) +
sin(03)*(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(602)))*(d4 + 14);

10 se utiliza MATLAB® de ahora en adelante para las operaciones matriciales, en especial en el analisis
cinematico y dindmico.



104

. == cos(04)*(cos(03)*(cos(01)*sin(02) + cos(62)*sin(01)) -
sin(03)*(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(02))) + sin(04)*(cos(03) *(cos(01) *cos(62) -

sin(01)*sin(62)) - sin(03) *(cos(01)*sin(02) + cos(62)*sin(01))), = ; == -
cos(04)*(cos(83)*(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(62)) - sin(63)*(cos(01)*sin(62) +
cos(02)*sin(01))) - sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*sin(02) + cos(02)*sin(01)) -
sin(03)*(cos(01)*cos(02) - sin(01)*sin(02))); ==dI + 11 + cos(@1)*(d2 + I2) -
(cos(04)*(cos(03)*(cos(01)*cos(02) - sin(01)*sin(02)) - sin(03) *(cos(01)*sin(62) +
cos(62)*sin(01))) + sin(04)*(cos(03) *(cos(01)*sin(62) + cos(62)*sin(01)) -
sin(03)*(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(62)))) *(d5 + 15) +
(cos(03)*(cos(01)*cos(02) - sin(01)*sin(02)) - sin(03)*(cos(01)*sin(62) +
cos(62)*sin(01)))*(d4 + 14).

3.1.1. 2. Cinematica Inversa

A partir de la cinemética inversa se establece la representacion del sistema de coordenadas
para el efector final, para este caso la punta del pie del robot, y se calcula por medio de la

obtencion de la inversa de la matriz de transformacion homogénea T1, asi:

e Obtener la matriz de transformacion T1 (26).

Se procede a hallar la matriz inversa de cada una de las matrices ~! como sigue

12 12 -

(28)

i 0 0 0 1 1

e Se calculan las matrices inversas para el primer modelo (fig. 2.1):

oo (29),
' 0 o 10
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s
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0 -1 0 0
: (30),
()] &)
) 0 0
- (8]
c " " (31),
- 0 0
()= o 0 (32)’
(2 »
N [ 22+ (92 N o N
- , : - .. (393),
’ o 1 0
l .
0 0 11
, , “ (34),
° ! ~3-3
(3) (9
) 0 0
0
“ (35),
"
o o 1
1 R )
RESE : (36),
o 0
() 9
n
” (37),
o 0
0 0 0 1]
1 0 B ,
o 0
PRSI ‘ ) (38),
" »
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Teniendo en cuenta que la ecuacion de la posicion y la orientacion del robot se definen en
(27) y sus respectivas matrices de transformacion establecidas durante la solucion del
problema cinematico directo, se despeja la matriz del efector final (el punto final del pie del

robot) como sigue (obtenida a partir de (26)):

1109: T*( 10)—1 % ( 12)—1 % ( 34)—1 % (45)—1*( 56)_1 * (67)—1 % ( 78)—1 % (89)—1 (39)

El anterior producto genera una matriz 110?, de la cual se obtiene una submatriz definitiva de rotacion 01(3(13+d3)), un vector de posicién P1 (3(I1+d1f), yun
vector que completa la estructura de esta matriz, tal y como se defini6 en la ecuacion (28). Por producirse términos extensos, se procede a establecer la

representacion matricial en términos de 110%:

11 12 13 11

Debido a la extension del resultado de la cinematica inversa, se adjunta este en el anexo No.
1.

3. 1. 2. Modelo Cinemaético 2

Este modelo contempla la ejecucion del analisis cinematico como se realizo anteriormente.
El conjunto de la pierna izquierda del robot es la que hace contacto con el suelo (fase de
soporte simple) y la derecha esta en estado de balanceo, empezando con rl y terminando

con r5, respectivamente.



Figura. 3. 2. Modelo 2, aplicacion del algoritmo de Denavit — Hartenberg

3.1.2.1. Cinematica Directa

13+d3 r3

Tabla 3. 2. Pardmetros D - H para modelo 2.
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Articulaciones 0 d a
1 0 0 0
2 -1/2 11+d1 -/2
3 : 0 /2
4 0 12+d> -1/2
5 7 0
6 0 13+ds -
7 0 /2
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14+d4

-7/2

0

/2

10

I15+ds

Asi como en el anterior modelo, se aplica el mismo calculo de matrices —! para, posteriormente, obtener la matriz de transformacion T2.

(51),

(52)

(53)

(54)

(55)

(56)

(57)

(58)



L (59)
29 = © 1 0 0 1 (60)

Ahora se establece la matriz de transformacion para el modelo cinematico 2:

2 2 2 2
. z (61)
2= 20 « 21 % 92% 3% dx 25 4« 26% 27% 28% 29 (62)
e Con: =0; =-1; =0; =d3+I3;

- sin(04)*(cos(63) *(cos(61) *sin(01) + cos(82) *sin(61)) -

sin(63)*(cos(61) *cos(62) - sin(01)*sin(02))) - cos(64)*(cos(03) *(cos(01) *cos(02) - sin(61) *sin(62)) + sin(63)*(cos(@1) *sin(01) + cos(02)*sin(01))); =0;

=- cos(04)*(cos(03) *(cos(01)*sin(01) + cos(02)*sin(01)) - sin(03)*(cos(61)*cos(02) - sin(01)*sin(62))) - sin(64) *(cos(03)*(cos(01) *cos(62) -

sin(01) *sin(6’2)) + sin(03)*(cos(01)*sin(01) + cos(62)*sin(01)));
d4*l4*(cos(03)* cos (01)*sin(01) + cos(<92) *sin(01)) - sin(03) *(cos(@] *cos(02) -
sin(01)*sin(62))) - (cos(04)*(cos(03)*(cos(01)*sin(01) + cos(62)*sin(01)) -

sm(@/*(c é ] *cos (62) -sm((e)]*sm(ﬁ f) +s1n(9 *(cos U)))*(cos(@ )*cos(62) -

sin(01)*sin(l )+ cos(@ *sin(01))))*(d5 +15) -

) Esin(l
sin(01)*(d2 +
. =cos(04)*(sin(03) *(cos(01) *cos(02) - sin(01)"2) - cos(03)*(cos(01)*sin(02) + cos(62)*sin(01))) - sin(04)*(cos(03)*(cos(01) *cos(62) - sin(01)"2) +

sin(03)*(cos(01)*sin(02) + cos(62)*sin(01))); s

2)/ + sm(93) *(cos
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cos(04)*(cos(03)*(cos(01)*cos(02) - sin(01)"2) + sin(03)*(cos(01)*sin(62)

+ cos(02)*sin(01))) + sin(04)*(sin(03) *(cos(01) *cos(62) - sin(01)"2) -
cos(63)*(cos(01)*sin(62) + cos(62)*sin(01))), e

cos(01)*(d2 + 12) + (d5 + 15)*(cos(04)*(cos(03) *(cos(01) *cos(02) - sin(01)"2) +
sin(03)*(cos(01)*sin(02) + cos(62)*sin(01))) + sin(64)*(sin(03) *(cos(01) *cos(62) -
sin(01)"2) - cos(03)*(cos(01)*sin(62) + cos(62)*sin(01)))) -
d4*14*(cos(03)*(cos(01) *cos(02) - sin(01)"2) + sin(03)*(cos(01)*sin(62) +
cos(62)*sin(01)))

3. 1. 2. 2. Cinematica Inversa

En consecuencia, para el modelo de la figura 2. 2, se resolvera de forma similar el problema cinematico inverso, no sin
antes realizar las respectivas transformaciones inversas de las matrices que corresponden a ( 21%) hasta ( 210%).

W (63)

(64)

(65)




(2)
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(2)

(sh1=

(67)
: o 0(68)
(;0)
L (72)

La ecuacion mostrada a continuacion serd para definir las variables a tener en cuenta

cuando se desee ubicar al robot bipedo en un valor (percentil fijo):
210%= T*( 10)—1 *( 12)—1 *( 34)—1 * (45)—1*( 56)_1 * (67)—1 * ( 78)_1 * (89)—1 (73)
Por generarse términos extensos, se procede a establecer la representacion matricial en

w2 €N (74):
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El resultado de la matriz de la cinematica inversa del modelo 2, se adjunta en el anexo No.

2 ya que los términos son extensos.

Con el desarrollo de la cinematica del sistema se definen las ecuaciones del movimiento del
efector final, ya que lo que distingue a la cinematica es que no hay fuerzas que hagan
mover el sistema y por eso sOlo se definen las matrices de transformacion. Las
transformaciones homogeéneas son usadas para calcular los valores de las coordenadas de

un determinado elemento en este caso del robot bipedo.

3. 2. DINAMICA DEL ROBOT BIPEDO

El objetivo principal de desarrollar la dinamica del robot bipedo es hallar los torques de los
motores que se requieren para realizar el movimiento de las articulaciones prismaticas y las
articulaciones rotacionales. A continuacion, se halla el modelo dindmico del robot bipedo
de 9 GDL por el algoritmo computacional de Lagrange-Euler.

El algoritmo se desarrolla en los siguientes pasos:

e | — E 1: Establecer sistemas de referencia:



Z 50 13+d3 -

Figura 3.3. Sistema de referencia del modelo dindmico del robot bipedo
. L — E 2: Establecer matrices de transformacién © para cada elemento i:

=9, por el nimero de elementos, o motores presentes en la representacion gréfica. En este

paso se establecen los resultados de los productos que generan las matrices comprendidas entre 19y O9:

Al1=[00-10;-1000;01011+d1;000 1];
Al12=[cos(tetal) O -sin(tetal) O; sin(tetal) O cos(tetal) 0;0-100; 000 1];

A23=[1000;00-10;01012+d2;000 1],
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A34= [cos(teta2) sin(teta2) 0 0; sin(teta2) -cos(teta2) 00;00-10;000
1]; A45=[1000;0100;00113+d3;000 1],
A56= [cos(teta3) O -sin(teta3) 0; sin(teta3) O -cos(teta3) 0; 0-100; 00 0 1];
A67=[1000;0010;01014+d4;000 1];
A78= [cos(tetad) O -sin(tetad) O; sin(teta4) 0 -cos(teta4) 0; 0-100; 000 1];
A89=[1000;0100;00115+d5;000 1],

Ahora se procede a hacer las multiplicaciones de las matrices .y«
Los resultados de 10 hasta %9 se muestra en el anexo No.3.

e L — E 3: Se obtienen las matrices Uij, que son las derivadas parciales de las matrices
de transformacidn respecto a las variables definidas. La ecuacion para la obtencion
de estos parametros es la siguiente:

. (81)

Tenemos en cuenta la matriz Q, que sera diferente al momento de operar segun el tipo de

articulacion:

(Rotacional),

(Prismatica).
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El resultado de la matriz se muestra en el anexo No.4.

e L — E 4: Se Determinan las matricesen donde:

w()x 1 2

v

(82)

Debido a la extension de los resultados para esta matriz, se agregan estos en el anexo No.5.

e L-E 5: Se establecen las matrices de pseudoinercia Ji, para cada elemento que
compone el robot (los eslabones, donde i = 1, 2, ..., 5) , en términos de la variacion
de la masa respecto al sistema de coordenadas determinado para cada eslabon:

e J I

; | (83)

J1=[0000;0000; 00 (11+d1)*2*m1 (11+d1)*m1; 0 0 (11+d1)*m1
m1];J2=[0000;0000;0000; 000 m2];

J3=[0000;0000; 00 (I12+d2)*2*m3 (I12+d2)*m3; 0 0 (I12+d2)*m3
m3]; J4=[0000;0000;0000; 000 m4];

J5=[0000;0000; 00 (I3+d3)*2*m5 (13+d3)*m5; 0 0 (13+d3)*m5
m5]; J6=[0000;0000;0000; 000 mé];

J7=[0000;0000; 00 (14+d4)"2*m7 (14+d4)*m7; 0 0 (14+d4)*m7
m7];J8=[0000;0000;0000; 000 m8];

J9=[0000;0000; 00 (I5+d5)*2*m9 (I15+d5)*m9; 0 0 (15+d5)*m9 m9];
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e L —E 6: Célculo de matriz de inercia D: los parametros dij respectivos del prototipo
se calculan como sigue:
: S (84),

El célculo de la Matriz de inercia D, se agrega en el anexo No.6

e L —E 7: Se procede a obtener los parametros hikm, con el apoyo de Matlab®
nuevamente, aplicAndose también para los mismos GDL.

hooo=% ( £ ox) (85)

En el anexo No. 7 se muestra el resultado de la matriz h

e L —E 8: Se procede a definir la matriz de fuerzas de Coriolis y centripeta H:

=[h] (86)
o (87)

H=[h1; h2; h3; h4; h5; h6; h7; h8; h9];

El anexo No. 8 muestra el resultado de la matriz de fuerzas de Coriolis y centripeta H.

e L —E 9: Obtener la matriz columna de fuerzas de gravedad C:
=[1
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El Resultado de la matriz columna de fuerzas de gravedad C se muestra en el anexo No. 9.

e L —E 10: Ecuaciones dinamicas del robot bipedo
T3 A 6T 8 O]

Después de aplicar el procedimiento del modelo computacional de Lagrange-Euler,
se establece la ecuacion de dinamica general para determinar los torques de los
motores de las articulaciones de robot, los cuales estaran determinados por los
valores de masa, las longitudes de los eslabones, los movimientos articulares y sus
respectivas variaciones, teniendo en cuenta ademas, la masa del robot que se

distribuye en los modulos de las piernas derecha e izquierda, y el de la cadera.

Gracias al apoyo de Solidworks, se obtienen los valores de las masas de cada

maodulo del robot bipedo como se muestra en la tabla 3.3.

Tabla 3. 3. Distribucion de las masas del robot bipedo

hMasa total hMasa total
§ § Masa total
modulo hMasa total | mddulo
i del robot
derecho | cadera(kg) | izquierdo bipedo ()
(kg) (kg)
2,83897 4,19571 2,83897 9,87365

movimiento del robot es:

La ecuacion general de dinamica que permite hallar los torques empleados para el
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T=D+H+C (88)

Donde tao (torque) = D (Fuerzas dindmicas del mecanismo o sistema)*“(variables dindmicas presentes en
el sistema) + H (matriz o vector fuerzas centripetas y de Coriolis) + C (vector fuerzas de gravedad)

Ahora se procede a darle valores a las variables de las matrices D, "H Y C. Los
valores asignados de las matrices se obtienen de acuerdo a las medidas tenidas en
cuenta al momento del cambio de percentiles del robot que es la longitud, la
distancia que recorre d, la influencia de la gravedad, y las variables que defines
las acciones del movimiento del robot, como se muestra en la siguiente tabla:

Tabla 3.4. Asignacion de valores a las variables de las matrices D, Hy C.

Longitud Distancia Gravedad
Variable | Masa (Kg) | Variable m) Variable ™ Variable (m/sh2)
ml 1,11974 11 0.40 dl 0.14 g 9.8
m2 0,50218 12 0.40 d2 0.14
m3 1,62192 13 0.40 d3 0.14
mé 0,842223 14 0.40 d4 0.14
mS 4,19471 IS 0.40 dS 0.14
mé 0,842223 0.40
m7 1,62192 0.40
m8 0,50218 0.40
m9 1,11974 0.40
variable |Posicién )| variabie | VOI°9% | \oiable [AOlORAOR] rtabie | PM
angular angular (rad/s)
ql 0 dql 0 d2ql 0 tetal 1.256
q2 90 dq2 90 d2q2 0,418 teta2 1.256
q3 0 dq3 0 d2g3 0 teta3 1.256
q4 S0 dqg4 S0 d2qg4 0,418 tetad 1.256
qs 0 dgs 0 d2q5 0
q6 S0 dgé S0 d2g6 0,418
q7 0 dq7 0 d2q7 0
q8 30 dqg8 90 d2qg8 0,418
q9 0 dq9 0 d2qs 0
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Una vez se conocen los valores de las matrices de las ecuaciones de torques (88), se hallan

estos para las articulaciones del sistema:

Torquel= 3,34 N*m
Torque2=1,88 N*m
Torque3= 17,89 N*m

El desarrollo para hallar los valores del Torquel, Torque2 y Torque3 con el apoyo de
Matlab, se muestra en el anexo No. 10.

El Torquel, (articulacion rodilla) el Torque 2 (articulacién prismética) y el Torque 3
(articulacion cadera) representan los valores de los torques que deben tener los motores
para poder mover los eslabones de cada articulacion.

Con el fin de disminuir el peso de los motores de las articulaciones prismaticas, al momento
de hacer el cambio de percentiles el robot bipedo estara en posicién horizontal, como
dentro de la ecuacion de torque, la matriz de columnas de fuerzas de gravedad C, es la que
relaciona la componente dindmica de gravedad y en esta posicion es 0, hace que el torque

para las articulaciones del cambio de eslabones disminuya.

3. 3. MODELADO CAD

El modelado CAD representa las piezas que conforman cada conjunto de la estructura del
robot bipedo y estara dividido en tres mddulos: el modulo de la pierna derecha, el de la
cadera y el médulo de la pierna izquierda (figuras 3.4, 3.5y 3.6). Las tablas 3.3, 3.4y 3.5,

evidencian la representacion de las piezas de cada médulo.
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Figura 3.4. Numeracidn de los componentes electrénicos y mecanicos del médulo de la pierna derecha
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Tabla 3. 5. Componentes electrénicos y mecanicos del moédulo de la pierna derecha.

Esquema

Material

Descripcion

Cantidad
por
modulo

1.Base 1

Sus piezas estan
hechas en
Acrilonitrilo
Butadieno
Estireno (ABS).

El ABS es un
plastico muy
resistente al
impacto (golpes) y
se utiliza en
automocion, en la
industria y para el
uso doméstico.

Esta es la base del
moédulo de la pierna
derecha que conecta con
las barras de soporte
para el sistema tuerca
tornillo. Y también la
conexiéon entre la
articulacion de la rodilla

2. Barra

Las barras estan
hechas en ABS.

Estas barras permiten
darle estabilidad al
eslabon, al momento del
cambio de percentiles
(cuatro para el conjunto
de cadera-rodilla y dos
para el de rodilla-pie).

3.Soporte

El material en el
que estan hechos
los soportes es
ABS.

Los soporte y las barras
permien darle
estabilidad al sistema al
momento del
desplazamiento de los
eslabones para el
cambio de percentiles
(dos para el conjunto de
cadera-rodilla y uno
para el de rodilla-pie).
Dentro de los soportes,
estan la tuerca y el
tornillo  como  se
muestra en el esquema.
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Esquema

Material

Descripcion

Cantidad
por
modulo

4. Tuerca

Esta pieza esta
hecha en acero

1010.

La tuerca es el
complemento del
tomillo  (mecanismo
tuerca tomillo) para
permitir el
desplazamiento de los
eslabones para el
cambio de percentiles
(la primera para el
conjunto de cadera-
rodilla y la segunda para
el de rodilla-pie).

[

5. Tomnillo

Tomillo de rosca
cuadrada de 3/8 de

paso 2.25.

Esta pieza es el acople
de la erca, generando
asi el sistema tuerca
tomillo y permitendo el
desplazamiento de los
eslabones para el
cambio de percentiles
(el primero para el
conjunto de cadera-
rodilla y el segundo
para el de rodilla-pie).

[

6. Buje

El buje es de
aluminio con
tomillos
prisioneros bristol
de % por media
pulgada.

Es el que une el eje del
motor con el eje del
tomillo (uno para el
conjunto de cadera-
rodilla y el otro para el
de rodilla-pie).
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Cantidad
Esquema Material Descripcion por
modulo
Motoreductor 100:1
Lo que rodea al | 37D x 57L, es el que
eje de  este| permite a través del
motoreductor DC | acople del buje y del 2
esta hecho | tornillo  hacer el
aluminio y el resto | desplazamiento de los
en otros metales. | eslabones para el
cambio de percentiles
7. ,M,Otor para (uno para el conjunto
posicionamiento de cadera-rodilla y el
otro para el de rodilla-
pie).
Sirven para fijar el
motor en un area en
Los soportes del | especifica (el primero
motor estan | para el conjunto de 2
hechos en metal. | cadera-rodilla y el
segundo para el de
= rodilla-pie).
8. Soporte
Es la que pemite la
Labase estahecha | union del  primer 1
de Acrilonitrilo | eslabon con el
Butadieno segundo, y se
Estireno. encuentra centrada en

9. Base 2

el area de la rodilla.
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Esquema

Material

Descripcion

Cantidad
por
modulo

10 Polea

Las poleas estan
hechas en ABS.

Son las encargadas por
medio de cormreas
insdustriales de hacer
el desplazamiento de
los eslabones para el
cambio de percentiles
(dos en el moédulo de
cadera-rodilla y una
para el de rodilla-pie).

11. Eje solido

Los ejes solidos
estin hecho en
ABS.

Su funcién es
ensamblar las poleas,
este conjunto va fijo a
la base 2, permitiendo
asi el posicionamiento
del sistema (uno en el
modulo de cadera-
rodilla y el otro para el
de rodilla-pie).

12.Soporte motor
articulacion rotacional

El material de

este soporte es
ABS.

Permite fijar el motor
del movimiento
rotacional, se
encuentra ubicado en
el adrea de cadera-
rodilla.
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Cantidad
Esquema Material Descripcion por
modulo
Este motor esta ([ El 12 RPM HD
hecho de wuna|Premmum Planetary
aleacion de | Gear Motor |
aluminio y otros | wEncoder es el
- . metales. encargado de permitir
13. Motor articulacion el e N

rotacional

rotacional a la
articulacion de la
rodilla.

14 Abrazadera

Estan hechas en
ABS.

Es la encargada de
sujetar el motor de la
articulacion  de la
rodilla.

15. Base cadera

Esta base estd
compuesta  de
ABS.

Son las que conecta el
moédulo de la piema

derecha y el médulo
de la pierna izquierda.

[
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Figura 3. 5. Numeracion de la estructura del médulo de la cadera

Tabla 3.6. Componentes electrénicos y mecanicos del médulo de la cadera.
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Esquema

Material

Descripcion

Cantidad
por modulo

16. Polea

Las poleas estan
hechas en ABS.

Son las encargadas por
medio de correas
insdustriales de hacer el
desplazamiento de los
eslabones para el
cambio de percentiles
(una en cada extremo
de la cadera).
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Esquema Material Descripcion Cantidad
por
moédulo
Es la encargada de
sujetar el motor de la 2
Estan hechas en | articulacion de la
ABS. rodilla.
17. Abrazadera
Los 12 RPM HD
Este motor esta | Premium Planetary
hecho de una | Gear Motor
aleacion de | w/Encoder son los
aluminio y otros | encargados de 2
metales. permitir el
18. Motor articulacion OIS o
rotacional rotacional a la
articulacion de la
cadera.
Conecta al soporte
rotatatorio que
La rotula esta | pemite darle 1
hecha en ABS. | equilibrio al sistema
(contrapeso)

19. Roétula
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Esquema

Material

Descripcion

Cantidad
por
modulo

20. Soporte rotatorio

Esta pieza esta
hecha en
Acnlonitrilo
Butadieno
Estireno.

Es el que conecta el
tubo de 38 para darle
equilibrio al sistema.

21. Soporte del sistema

El soporte del
sistemaesta
hecho en ABS.

Es el que conecta el
area de la cadera con
el contrapeso vy
ensambla las bamras y
el soporte  del
modulo.

22. Barra

Las barras estan
hechas en ABS.

Estas barras penmiten
darle estabilidad al
eslabén, al momento
del cambio de
percentiles en el
médulo de la cadera.

J
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Esquema

Material

Descripcion

Cantidad
por modulo

23. Soporte

El material en el
que estan hechos
los soportes es
ABS.

Los soporte y las
barras permien darle
estabilidad al sistema
al momento  del
desplazamiento de los
eslabones para el
cambio de percentiles
esta ubicada en el
moédulo de la cadera.

24. Eje

El gje esta
hecho en ABS.

Este eje conecta con el
buje del motor y
permite ensamblar el
soporte que
comprende el
mecanismo tuerca
tornillo.

25. Barrades

Varilla calibrada
de 3/8.

Permite desplazar los
soportes del eslabon de
la cadera.
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Esquema Material Descripcion Cantidad
por
médulo
El buje es de
aluminio  con | Es el que une el eje
tornillos del motor con el eje 1
prisioneros del tomillo.
bristol de ¥ por
di da.
26. Buje medinpales

27. Soporte

Los soportes del
motor estan
hechos en metal.

Sirve para fijar el
motor en el area de la
cadera.

28. Motor para
posicionamiento

Lo que rodea al
eje de este
motoreductor
DC esta hecho
aluminio y el
resto en otros
metales.

Motoreductor 100:1
37D x 57L, es el que
permite a través del
acople del buje y del
tomillo hacer el
desplazamiento  de
los eslabones para el
cambio de
percentiles.

\

29.Tubo de 38

Este tubo esta
hecho en ABS.

Es el que pemmite
darle equilibrio al
robot bipedo y se
encuentra  ubicado
justo en el medio del
area de la cadera
(contrapeso).
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Debido a la simetria de las piernas del robot bipedo, se utilizan los mismos componentes
electrénicos y mecanicos del mddulo de la pierna derecha en el mddulo de la pierna
izquierda. El nmero de componentes que comprende todo el sistema es de 5 motores para
las articulaciones prismaticas que son los que permite el cambio de percentiles de los
eslabones, y 4 motores rotacionales que son los encargados de generar el movimiento en las
articulaciones rotacionales; seguido de 32 piezas en el médulo de la pierna derecha y 32 en
el modulo de la pierna izquierda, adicional, 19 elementos que conforman el &rea de la

cadera, para un total de 92 piezas en todo el sistema.
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CAPITULO 4: SELECCION DE LOS COMPONENTES ELECTRONICOS DEL
SISTEMA

En la variacion de la longitud de los eslabones del robot bipedo, la seleccion de los
componentes electrénicos juega un papel importante, porque se analizan, evallan y
seleccionan éstos para incorporar al mecanismo y para un alto desempefio en cuanto al
funcionamiento del disefio, como los motores, los sensores y las tarjetas de adquisicion de
datos (DAQ); el ensamble de estos elementos genera, al momento de activarse, la ubicacion
en un punto o distancia d de dichos eslabones de acuerdo al percentil definido por el
usuario, gracias a las sefiales generadas desde el software hacia la tarjeta NI PCI-6229, la
cual transforma estos datos en un valor de entrada de voltaje hacia los actuadores. Por eso
es importante hacer una seleccion de componentes eléctricos y electronicos para el debido
funcionamiento del prototipo seleccionado.

4.1. SENSORES

Para el posicionamiento de eslabones del robot bipedo es fundamental el uso de sensores de
distancia que miden la variacion de su longitud; con esto se logra establecer el rango de
desplazamiento en el cual va a operar el sensor, definido entre los percentiles 5y 95. En la
tabla 4. 3. se evidencia la recopilacion de las principales caracteristicas de los sensores
contemplados durante el proceso de seleccién para el posicionamiento del sistema a partir
de los datos técnicos (datasheet) y las pruebas realizadas. Antes de la seleccion, es
importante establecer el rango de medida que se debe sensar, en cuanto a distancia, con el

fin de escoger un sensor que cumpla con los parametros requeridos.

Los rangos maximos y minimos de los percentiles entre el hombre y la mujer se muestran
en la tabla 4.1., asi como la distancia que debe examinar el sensor para el posicionamiento
de los eslabones. Es importante aclarar que en esta tabla la medida maxima en las
articulaciones de cadera — rodilla y rodilla — pie, es el del hombre, y para el ancho de la

cadera, la medida maxima es la de la mujer, tal como se refleja en la tabla 4.2.
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Tabla 4.1. Rango de distancia que debe tomar el sensor. (Medida maxima del hombre)

Maximo

Rango de medicién

. . Maximo Minimo mujer | hombre menos .
Dimension . requerido del
hombre (mm) (mm) minimo de
. sensor (mm)
mujer
Cadera-rodilla 405 285 120 120
RodiHa-pie 595 455 140 140

Tabla 4.2. Rango de distancia que debe tomar el sensor. (Medida méaxima de la mujer)

Dimensién

Maximo mujer

Minimo

Méaximo mujer

menos minimo

Rango de medicion

requerido del

mm hombre (mm
(mm) (mm) hombre sensor (mm)
Cadera- rodita 405 285 120 120
Rodilla-pie 595 455 140 140

Se procede a hacer un estudio previo de sensores para seleccionar el mismo que dara

cumplimiento a los parametros requeridos para el posicionamiento correcto del cambio

entre los percentiles 5y 95 de los eslabones del robot. En este estudio se hace hincapié a los

requerimientos del sensor definido por la distancia de operacion, entre un rango de 0 a 140

mm, siendo este Gltimo obtenido por la diferencia entre el maximo mujer menos el minimo

del hombre; ademas, se hace la caracterizacién de ventajas y desventajas de cada sensor, y

posteriormente, se determina si el sensor se adecUa a los requerimientos (ver tabla 4. 4), que

cubran las distancias maximas requeridas (ver tabla 4. 3):

Tabla 4. 3. Criterios requeridos para la seleccion del sensor

Dimensién Rango de operaciéon (mm)
Cadera — rodilla 0-120
Rodilla — pie 0- 140
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Imagen Sensor Ventaja Desventaja ¢Cumple con
los criterios
requeridos?

Potenciémetro | Se ubica de Debido a que es No, debido a
Lineal acuerdo auna | un sistema que que en el
sefal de funciona por comercio se
entrada contacto, a largo | encuentran estos
plazo puede potenciometros
generar ruido lineales con un
rango de
funcionamiento
de hasta 90 mm
Sensor Es un sensor Al momento de No, porque
Infrarrojo Optico que, al | encapsularse debido al
Sharp no activarse para protegerlo | encapsulamiento
GP2D120 por contacto, de ruidos del sensor
no genera externos, pierde infrarrojo, el
desgaste. sensibilidad y rango de
disminuye su medicion se
rango de reduce a 80 mm
funcionamiento
LVDT Es un sensor Tiene un rango Debido al rango
de facil de de
elaboracion, se | funcionamiento | funcionamiento
adecta a los pequefio debido minimo, no
pardmetros que | a que es cumple con los
requiera el inducido por un criterios
sistema al que | campo
se implemente. | magnético
Sensor Es un sensor Si, ya que
Infrarrojo Optico que, al resiste al
Sharp no activarse encapsulamiento
GP2Y0A21YK | por contacto, Y no genera
“ no genera pérdida de
desgaste. sensibilidad
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Para poder seleccionar el sensor, se requiere que este tenga un rango de medicién entre 0
mm a 140 mm (medida maxima entre el hombre y la mujer).

Se evalud cada sensor conforme al rango de medida maximo requerido para el cambio de
percentiles; aunque el sensor Sharp GP2D120 cumplia con los parametros, al momento de
encapsularlo para protegerlo de ruidos externos, perdié efectividad en cuanto a la medicion requerida y
por eso se descartd, el potenciometro deslizable RS6011Y1401A tiene un rango de medicién de 0 mm a

90 mm, y al no cumplir con los requerimientos, se omiti6, asi como el sensor LVDT.

Finalmente se escoge el sensor de distancia infrarrojo GP2Y02A21YK de Sharp que utiliza
sefiales infrarrojas para medir la distancia al objeto de 10 a 800 mm y que tiene una salida
analogica, dando asi cumplimiento del desplazamiento requerido. El rango de operacion en
el que trabaja este sensor muestra la siguiente curva de respuesta en la que se refleja la
evolucion del voltaje de salida respecto a la variacion del desplazamiento, que se evidencia
en su hoja técnica:
GP2Y0DA21YK

s White paper

(Reflective ratio:9%0%)

..... Gray paper
(Reflective ratio: I18%)

l C

s

Ambg omput valtage Vo (V)
L

PP

0 100 20 3 40 50 &0 70 SO

Distance to reflective object L (cm)

Figura. 4. 1. Voltaje analogo de salida (Vo) Vs. Distancia L realizada por el Sharp GP2Y0A21YK.
Recuperado de “Sharp. General Purpose Type Distance Measuring Sensor. Fig. 5. Analog Output Voltage vs.
Distance to Reflective Object”. Disponible en: http://tdrobotica.co/download/GP2Y0A21Y K.pdf

La grafica anterior (fig. 4. 1) da constancia de que el voltaje Vo va estabilizandose en un
valor aproximado a los 0.6 V, a medida de que el desplazamiento L es mayor. Cuando L es

aproximadamente 10 cm, comienza la operacion del sensor, por eso se define en la hoja de


http://tdrobotica.co/download/GP2Y0A21YK.pdf
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datos del fabricante el rango entre 10 y 80 cm. Sin embargo, se desea validar esta
informacion, por lo que se procede al registro real de los datos del voltaje de salida cuando
se implementa este dispositivo. La siguiente grafica muestra los resultados de la
implementacion fisica que se realizd con el sensor, obteniendo un comportamiento similar

al que se refleja en la figura 4. 4:

Voltaje Vo Vs. Desplazamiento L

3
l,%
S 25 ’«»\
2 Ng
> 2 e
%0 "
w 1.5 %&w,ﬁ
& e )
|
]
)
> 05
0
0 5 10 15 20 25 30

Desplazamiento L (cm)

Figura. 4. 2. Gréfica de voltaje analogo de salida (Vo) vs distancia L, obtenida por la experimentacién
practica del sensor Sharp GP2Y0A21YK

Utilizando Eurega version estudiantil, que es un software para determinar ecuaciones
matematicas que describen conjuntos de datos en su forma mas simple, y con base a la

figura 4.2. se obtiene la siguiente ecuacion:

= —0.001045 * 3 4 0.04628 * 2 —0.7172 * 4+ 5.516 (98)

donde;:

e X:Vvoltaje de salida Vo (medido en V), y

e y: desplazamiento L (medido en cm).
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Y para el control del sensor de distancia infrarrojo GP2Y02A21YK de Sharp, se tendrad en
cuenta la siguiente ecuacion obtenida mediante el software educativo Microsoft Mathematics

version estudiantil, que permite a los usurarios resolver problemas matematicos y cientificos.

100000 194860476496 . 77490975670847811584 100000 194860476496

9256

(99)

Con base a la ecuacion (99) se determina la siguiente curva de respuesta.

25 \

05f sk

Figura 4. 3. Comportamiento del sensor con el desplazamiento como salida (eje x).

Este proceso de analisis de datos, establece la curva que relaciona la distancia en la que debe

posicionarse el sensor frente al voltaje de salida. Teniendo como resultado tanto la curva final
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como la ecuacién en el eje x que permite el desplazamiento de los eslabones, el sensor
tomara un valor de posicionamiento en especifico de acuerdo al percentil que se le ingrese.
Es adecuado el comportamiento del dispositivo ya que su comportamiento logaritmico
permite una estabilidad de voltaje a mayor distancia recorrida, o un voltaje de operacion

adecuado para el manejo del sensor.

4.2. ACTUADORES

Para el modelo disefiado es necesario utilizar dispositivos electrénicos que convierten la
energia eléctrica generada por el sistema que va a controlar el desplazamiento de los
eslabones del robot, principalmente (sefial generada por el computador). Dicha conversion
permite la activacion de los procesos requeridos para lograr la variacion de los percentiles
establecidos, asi como para brindar la capacidad al mecanismo de mover los eslabones en
los planos sagital y frontal (para el caso de la implementacion futura). De acuerdo a los
torques hallados en el planteamiento de la dindamica del robot bipedo se seleccionan los

motores de las articulaciones prismaticas y las articulaciones rotacionales.

Torque 1(articulacion de la rodilla) = 3,34 N*m
Torque 2 (articulacion prismatica) =1,88 N*m

Torque 3(articulacion de la cadera)= 17,89 N*m

Se utilizan dos clases de motores para realizar la implementacion tanto del posicionamiento
de los eslabones como para el movimiento rotacional de las articulaciones del robot bipedo.
Para el cambio de los percentiles establecidos se tienen en cuenta el torque, expresado en
Newton por metro (N*m) y la velocidad apropiada, definida en revoluciones por minuto
(RPM), como caracteristicas principales del motor a emplear. Ademas, se emplean cinco
motores DC para las articulaciones prismaticas (Motoreductor 100:1 37D x 57L) y cuatro
para las articulaciones rotacionales (12 RPM HD Premium Planetary Gear Motor

w/Encoder).



4. 2.1. Parametros fisicos de los motores

139

La siguiente tabla muestra los parametros correspondientes a los motores seleccionados para

cada articulacion del robot bipedo.

Tabla 4. 5. Parametros fisicos de los motores

1112,

Motor

Dimensiones

Caracteriticas

Motoreductor 100:1 37D x 57L
(para posicionamiento)

Tamafio: 57
Longitud x 37
Dimetro (mm)
- Peso: 200 gr.

- Didmetro del eje: 6 mm

- Torque maximo a 12 V: 1,57 N*m
-Velocidad sin carga del motor a 6 V: 50 rpm
- Corriente méaxima consumida a 6 V: 2500 mA
- Velocidad sin carga del motor a 12 V: 100 rpm
- Corriente sin carga del motor a 12 V: 300 mA
- Corriente m&xima consumida a 12 V: 5000 mA

-

& ]

a\,\)
NP
)

12 RPM HD Premium
Planetary Gear Motor
w/Encoder (para
rotacion articular)

Tamafio:118.1

Longitud x 38

Didmetro (mm)
- Peso: 380 gr

- Didametro del eje: 6 mm

Voltaje nominal. 12v.

Rango de voltaje recomendado (6V- 12V)
Velocidad (sin carga): 12 RPM
Corriente. 20A

- Torque. 57,3 N*m

4. 2. 2. Motor para el sistema de posicionamiento

Se implementa el Motoreductor 100:1 37D x 57L, debido a que el torque que se requiere para el

cambio de eslabones es suficiente para la masa que se va a levantar, ademas de manejar

1 Tdrobética.co (2017). Motorreductor 100:1 37D x 57L/ 16 kg-cm/100 RPM. Recuperado de
http://tdrobotica.co/motoreductor-1001-37d-x-57116-kg-cm100-rpm/424.html.

12 Servocity.com (2017) 12 RPM HD Premium Planetary Gear Motor w/Encoder. Recuperado de
https://www.servocity.com/12-rpm-hd-premium-planetary-gear-motor-w-encoder



http://tdrobotica.co/motoreductor-1001-37d-x-57l16-kg-cm100-rpm/424.html
https://www.servocity.com/12-rpm-hd-premium-planetary-gear-motor-w-encoder
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una velocidad apropiada al determinar el cambio de percentiles. Este actuador es el mas
aproximado a los valores de torque y desplazamiento, calculados a partir de las ecuaciones
de masa, e inercia en los ejes x y, respectivamente. Como EIl torque que se requiere para
ejecutar el desplazamiento de los eslabones no es tan incidente como lo es el que controla
las articulaciones rotacionales, se utiliza uno que maneje un torque caracteristico en el que

se hace una aproximacion de que la masa que va a mover, es de 10kg.

4. 2. 3. Motor para las articulaciones rotacionales

Al momento de definir las caracteristicas del motor de rotacion, se ha de considerar cuanta
masa ha de poder levantar éste cuando en el futuro ejecute su fase de caminata. Dicha
rotacion en las articulaciones para el movimiento en los planos sagital y frontal ha de
necesitar un torque de aproximadamente 500 Kg — cm, asi como una velocidad que logre el
levantamiento de ese peso; esta accion requiere de un motor con un alto torque,
proporcionado por una cantidad de corriente considerable, y por esto se emplea el motor 12
RPM HD Premium Planetary Gear con Encoder, con un torque de 584 Kg-cm, lo
suficientemente alto para ejecutar dicha tarea. Para definir estos valores o unos
aproximados, se hizo recurso de la herramienta de identificacion de MATLAB®, en la cual
dados los valores de torque definidos con anterioridad, permitié establecer la funcion de
transferencia general, y a su vez, el torque minimo de motor (reflejada en la ecuacién ()).
Cabe aclarar que la corriente de arranque de motor es superior a la especificada por el

fabricante, llegando hasta el doble (20 mA, aproximadamente).

4.3. TARJETA DE CONTROL

Para el area del centro de operaciones del sistema en general, se requiere de una tarjeta de
adquisicion de datos (DAQ) que contemple varias sefiales de entradas y de salidas anélogas y
digitales, al tiempo, puesto que para el disefio del robot no basta con las que ofrece tarjetas que
manejan un rango minimo de sefiales, se elige la tarjeta National Instruments PCI-6229, que

ofrece un rango alto de estas variables. Para el disefio del robot bipedo se emplean 5
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sefiales de entrada analogas y 30 canales configurados como entradas-salidas digitales para
el posicionamiento de los eslabones y el movimiento de las articulaciones

La figura 4.4. muestra la tarjeta de adquisicién de datos que es la que esta disponible en la
Universidad y con la que se pretende trabajar a futuro para implementar la construccion del
robot.

Figura. 4. 4. Tarjeta National Instruments PCI-6229

La National Instruments PCI-6229 es una tarjeta de adquisicion de datos (DAQ)
multifuncional que permite el tratamiento de sefiales de computadora, sean estas analogas o
digitales, procesandolas y convirtiéndolas en sefiales eléctricas o fisicas que activan un
dispositivo electronico, como el subsistema compuesto por el sensor y el motor; consta de
36 canales analogos (32 entradas y 4 salidas) y 48 canales digitales configurables como
entradas o salidas, segln se requiera. También posee una resolucién ADC de 16 bits y trata
diversas sefiales al tiempo, permitiendo una comunicacion eficaz, cuestion que no pueden
solventar otras tarjetas DAQ, y permite la ejecucion de uno o varios procesos en tiempo
real, gracias al manejo de Real Time.

La NI PCI-6229 se destaca en el mecanismo completo como la interfaz entre el software y
el hardware, dado el procesamiento de las sefiales que proporciona la CPU para adquirir las
sefiales anélogas y digitales necesarias durante el proceso (ver fig. 4. 5).
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Figura. 4. 5. Comunicacion completa

En la figura 4. 6. Se muestra la configuracion de los canales que maneja la tarjeta.
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D GND
D GND
P0.24
P0.23
P0.31
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P0.20
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Al 25
Al GND
Al 16

NC = No Connect

Figura. 4. 6. Configuracidén de canales de la National Instruments PCI-6229

4. 4. TARJETAS DE ALIMENTACION

Las tarjetas de alimentacion son las fuentes que proveen de energia eléctrica a los

componentes electronicos para el posterior funcionamiento del robot bipedo. En este

proyecto se emplean fuentes de 12 V DC, para la activacion de los actuadores, fuentes de 5

V para los sensores y ademas, la energia brindada por el PC de procesamiento de datos para

la tarjeta National Instruments PCl — 6229. En la tabla 4. 11., se analizan con detalle las

fuentes de energias utilizadas.



Tabla 4.6. Fuentes de alimentacién para la activacion del prototipo

con encéder

Imagen Referencia Energia Funcién Cantidad
suministrada
Fuente dual
regulable de Alimentacién
voltaje 12V de 5 drivers| 3
UNI-T L298N
UTP3702S
0-32VDC
Generacion de
. Se establece a .
Tarjeta ) las salidas
: partir de la
National .. | analogas y
configuracion | 1
Instruments ) digitales a
determinada
PCI - 6229 . | emplear en el
por el usuario )
prototipo
Después  de
energizado
Driver Puente con la fuente
H L298N (se de 12 V. éste
pueden 5V proporciona 5 3
conectar 2 V para la
motores DC) alimentacion
de los
sensores.
. Activa los 9
Driver Puente
motores 12
H L298N
RPM HD
(para 12V ; 2
: : Premium
articulaciones
. Planetary Gear
rotacionales)

144
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Imagen Referencia Energia Funcioén Cantidad

suministrada

Alimentacién
PCLG,con .

de la tarjeta
procesador

NI PCI - 1
INTEL 5V

6229, a partir
CORE 17,

) del  puerto

Windows 8 )

serial

Es fundamental saber identificar con qué valor de voltaje se alimenta cada componente

electrénico, esto para prevenir dafios en los circuitos.

4.5. DRIVERS

Se requiere de estos drivers para el control del sentido de giro y del PWM tanto para los
motores que se emplean para el sistema de posicionamiento (articulaciones prisméticas)
como los que manejan las articulaciones rotacionales, con un voltaje y corriente

determinada de acuerdo a los parametros de los motores a utilizar.
4.5. 1. Modulo Driver L298N (para las articulaciones prismaticas)
Este dispositivo permite controlar funciones del motor como el PWM vy el sentido de giro.

Es de facil acceso y manejo para el usuario. A continuacion se muestran los parametros de

funcionamiento:
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Tabla 4. 7. Caracteristicas de Modulo Driver L298N

Especificaciones Imagen

-Doble puente H

-Chip L298N

-Voltaje logico: 5V

-Voltage de operacién: SV-35V
-Corriente control: OmA-36mA

-Méxma corriente de operacion: 2A(por
motor)

-Temperatura de operacion: -20 to +135 C
-Méxima portencia: 25W

La figura 4.7 muestra los pines del puente H L298.

Un puente H es un circuito electronico que permite el giro en ambos sentidos, avance y
retroceso a un motor eléctrico DC, son utilizados en el area de la robdtica y como

convertidores de potencia.
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Figura.4. 7. Pines puente H L298
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La figura 4.8. muestra el circuito del puente H que se emplea para controlar el sentido de

giro de un motor de corriente continua y sirve para controlar motores de mediana potencia.

El sentido de giro del motor DC depende de los niveles de voltaje llamados avance y
retroceso, y solo uno de ellos puede estar a nivel alto para activar los transistores

correspondientes y permitir su giro.

-,?n ag: * OOnF outs

:}“}' — g ) 0 0 .

t

1 2 3 4
5 s o %
"é' 7 ™ 3
e : i = -

mao—g. 'T ﬁ—im- s

Figura.4. 8. Pines del médulo H 1208p*3

4.5. 2. Modulo Driver L298N (para las articulaciones rotacionales)

A diferencia del driver que se utiliza para el control de giro de los motores para las
articulaciones prismaticas, éste médulo, permite una corriente mas alta para el uso de los

motores que se utilizaran para las articulaciones rotacionales.

Bidrobotica.co (2017) Block Diagram (Full-Bridge) — L298P. Recuperado de
https://www.sparkfun.com/datasheets/Robotics/L298 H_Bridge.pdf
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Tabla 4. 8. Caracteristicas de Modulo Driver L298N

Especificaciones Imagen

-Doble puente H

-Voltaje de operacion: hasta
50V

-Corriente méaxima: 2A por
canal o 4A maximo (con
fuente de voltaje externa)
-Sensado de corriente:

1.65V/A

4.6. ESQUEMA DE CONEXION

El siguiente esquema muestra la conexion de los actuadores, los sensores y los drivers
conectados a la tarjeta de adquisicion de datos Nationals Instruments PC-6229 (variables
NI1 y NI2), que en conjunto permite la activacion tanto de las articulaciones rotacionales
como la de las articulaciones prismaticas. Las variables s1, s2, s2, s4 y s5, hacen referencia
a los sensores que van conectados a las articulaciones prismaticas para efectuar el cambio
de percentiles en los eslabones; los motores ml, m2, m3, m4 y m5 son los de las
articulaciones prismaticas con sus respectivos drivers para controlar el sentido de giro di,
d2, d3, d4 y d5; y m6, m7, m8 y m9 son los motores para las articulaciones rotacionales,

con los drivers que le permite el controlar el sentido de giro d6 y d7.
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NI2

Figura. 4.9. Esquema de conexion general del sistema

4.7. MODELO DE LA PLANTA (ROBOT BIPEDO)

El analisis desarrollado en el inciso 3. 2, permitié obtener el modelo dindmico del robot
bipedo, con el que se pudo obtener las ecuaciones de los torques que deben emplear los
motores para activar el mecanismo que variara los eslabones de acuerdo a un percentil

determinado por el usuario. La representacion dindmica se expresa en la ecuacion (81):

- +
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En las cuales las matrices C (de gravedad), %/ H (fuerzas centripetas y de Coriolis) dependen
de q y ",respectivamente. El célculo de las fuerzas del mecanismo (3/considera la eficiencia
de torque, y mucho mas si en el actuador si existen fuerzas perturbadoras o de rozamiento,
por lo que la ecuacion a tener en cuenta para determinar un valor mayormente definido es la
siguiente:

(82)

La no linealidad de la ecuacion (81) permite obtener el modelo directo para representar la
trayectoria planeada para el recorrido de los percentiles de los eslabones, pero al conocer la
efectividad del torque que necesita el motor para tal fin (definido en (82)), se propone el
desarrollo del modelo a partir de las variables de estado. Para comenzar, se definen como
dichas variables, las posiciones y velocidades que desarrolle cada una de las articulaciones;
en este proyecto se establecen las longitudes y distancias de las articulaciones prismaticas,
y los giros de las articulaciones rotacionales, asi como las variaciones de estas. El vector de

estado se establece como sigue:
[]

donde g=[q1; 92; g3; g4, d5; g6; q7; 8; q9l;
R BT R e A e e ey

Los resultados de las matrices D, H y C, se muestran en los anexos No.6, No 8 y No. 9,

respectivamente.

Si las fuerzas centrifugas y de gravedad implicadas en el movimiento del mecanismo se
establecen como un término adicional N (N = H + C), entonces la ecuacion (80) se plantea

como.
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=) (83)

Determinando “como la variacion de la velocidad ejercida por las articulaciones en el dominio del tiempo, y empleando para esto las variables de estado definidas:

— ‘ | ‘ (84)

Para obtener una representacion mejor desarrollada de las variables de estado, se aplican

estas en términos de entradas y salidas (las que alimentara y generara el sistema):

(= 111+1 (89),

0

Donde | es la matriz identidad y = _15 — ), y sobre esta excitacion del sistema cae la no linealidad, por ende, se obtiene una
representacion lineal en términos del desplazamiento generado por los motores y las velocidades de dicho movimiento, se deduce que:

A =[00 0], matriz cuadrada 2n x 2n, y B = [0] , vector de 2n x n.

Modelando el estado caracteristico'= + de (85), se obtiene el siguiente diagrama de blogues:
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Figura 4. 10. Diagrama de bloques de la dindmica de un robot en el espacio de estados

En sintesis, el analisis de los componentes electronicos que haran activar el sistema
disefiado, incorpora elementos del analisis antropométrico definidos en las dimensiones de
trabajo, y méas aun, estableciendo el valor maximo de la cadera — rodilla, rodilla — pie o
ancho de cadera; Se hace la evaluacion del sensor que cumpla con el rango percentil
definido en 140 mm, en el cual el sensor Sharp GP2Y02A21YK es la mejor opcion para
trabajar la distancia de operacion requerida. Posteriormente, se hace un estudio de los
motores, de tal forma que se adquieran los que cumplan con el criterio establecido en la
ecuacion de dinamica, es decir, que maneje los torques calculados en la seccién 3. 3.
Ademas, se definen los componentes de activacion de los sensores y actuadores, junto con
la tarjeta de adquisicion de datos (DAQ) National Instruments PCI — 6229, para establecer

el sistema de conexion y de control como se definen en las figuras 4. 9 y 4. 10.
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CAPITULO 5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

5. 1. Conclusiones

Luego de la busqueda de informacién y la presentacion de alternativas viables para
el disefio se encontrd en la valoracion y analisis que el sistema tuerca tornillo es
recomendable por cuanto a las caracteristicas fisicas que incluyen la baja friccion, la
variacion casi nula del centro de gravedad, el tiempo de respuesta adecuado para la
variacion de sus longitudes, la rigidez que le brinda al sistema, la eficiencia en el
posicionamiento y ademas es un mecanismo liviano.

Debido al anélisis de los estados de la marcha bipeda, se desarrollan dos modelos
cinematicos para el robot bipedo mediante los parametros de Denavit-Hartenberg: el
primer modelo es el momento en el que el robot tiene el pie derecho en fase de soporte
simple (contacto con el suelo) y el izquierdo esta en estado de balanceo, y el segundo,
cuando el pie izquierdo esta en fase de soporte simple y el pie derecho esta en balanceo;
cuando ocurre la transicion del primer modelo al segundo, las 2 piernas hacen un
contacto simultaneo con el suelo; definiendo asi los modelos correspondientes al robot
de 9 GDL, 5 prismaticos que son los encargados del posicionamiento de los eslabones y
4 rotacionales que permitiran la marcha del robot.

El desarrollo del modelo dindmico del robot bipedo por el método algoritmico de
Lagrange — Euler permitio hallar la ecuacion de torque en donde se establecen la
matriz de inercia D, la aceleracion angular ~, la matriz de fuerzas de Coriolis y
centripeta H y C como columnas de fuerzas de gravedad, obteniendo asi los valores
de los torques requeridos tanto para las articulaciones prismaticas como para las
articulaciones rotacionales, con el fin de facilitar la seleccion de los motores cuyos
torques tuvieran una aproximacion a los hallados en la ecuacion final del modelo
dindmico para el robot bipedo de 9 GDL.

Se seleccionan los componentes electronicos para el funcionamiento adecuado del robot
bipedo como los sensores infrarrojos lineales que se encargan de operar dentro del

rango de variacion de los percentiles requeridos, los motores aptos para mover las
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masas de las articulaciones prismaticas y rotacionales, ademéas de los moddulos
drivers que permiten el control de sentido de giro de los motores y la tarjeta de
adquisicion de datos que controla las sefiales digitales y analogas del sistema; con
estos elementos seleccionados se logra llevar a cabo la futura construccion del robot

bipedo para un funcionamiento éptimo.

e La realizacion de este Trabajo de Grado habré la posibilidad de gestionar espacios
en los cuales se fomente la ensefianza de la robética no s6lo en el ambito
universitario, sino en cualquier otro espacio académico.

e Este proyecto es novedoso ya que se trabaja una configuracion antropométrica dada
por la variacion de los percentiles de los eslabones del robot; esto no se evidencia en
los prototipos bipedos que tratan un solo tipo de antropometria.

5. 2. Recomendaciones

e Se espera que sea de alguna consideracion importante a tener presente en el trabajo
desarrollado construir el prototipo de robot bipedo para evidenciar el cambio de
percentiles en los eslabones de rodilla-pie, cadera-rodilla y modulo de cadera.

e En el presente disefio no se contempla el sistema de control para el cambio de
percentiles, razén por la cual se debe adelantar el disefio correspondiente.

e Es también recomendable un proceso de identificacion con pruebas en tiempo real,
en el cual se puedan registrar sefiales medibles de los motores con el que se
desarrollara la identificacion de sistemas, para poder efectuar un proceso con

diferentes métodos de solucién.
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ANEXOS

Anexo No.1. Resultado de la matriz de transformacion para el primer modelo de cinematica

inversa del robot bipedo.

A continuacion, se definen cada uno de los términos de la matriz que, para este modelo, con

el vector P1 (1+dy)):

P11 = (13+d3) - (11+d1) - (14+d4)*((cos(01)*cos(03))/((cos(03)"2 - sin(03)"2) *(cos(01)"2
+ sin(01)"2)) + (cos(01)*sin(01)*sin(63))/((cos(03)"2 - sin(03)"2) *(cos(01)"2 +
sin(01)"2)*(cos(01)"2 + sin(01)"2))) - ((12+d2)*cos(01))/(cos(01)"2 + sin(01)"2) +
((13+d3)*cos(01))/(cos(01)"2 + sin(01)"2);

P12 = (14+d4) *((sin(03) *((sin(01) *(cos(64) *(cos(03) *(cos(01) *cos(01) - sin(01)*sin(01)) +
sin(03)*(cos(01)*sin(01) + cos(01)*sin(01))) - sin(04)*(cos(03)*(cos(01) *sin(01) +
cos(01)*sin(01)) + sin(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(01)*sin(01)))))/(cos(01)"2 + sin(01)"2)
+ (cos(01)*cos(01)*(cos(04)*(cos(03) *(cos(01) *sin(01) + cos(01)*sin(01)) +
sin(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(01)*sin(01))) - sin(04)*(cos(03) *(cos(01) *cos(01) -
sin(01)*sin(01)) + sin(63)*(cos(01) *sin(01) + cos(01)*sin(01)))))/((cos(O1)"2 +
sin(01)"2)*(cos(01)"2 + sin(01)"2))))/(cos(63)"2 - sin(63)"2) -
(cos(03)*sin(01)*(cos(04)*(cos(03) *(cos(01) *sin(01) + cos(01)*sin(01)) +
sin(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(01)*sin(01))) - sin(04)*(cos(03) *(cos(01)*cos(01) -
sin(01)*sin(01)) + sin(03)*(cos(01)*sin(01) + cos(01)*sin(01)))))/((cos(03)"2 -
sin(03)"2)*(cos(01)"2 + sin(01)"2))) + (12+d2)*sin(01) -

(15+d5)*(cos(04)*(cos(03) *(cos(01) *sin(01) + cos(01)*sin(61)) +
sin(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(01)*sin(01))) - sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*cos(01) -
sin(01)*sin(01)) + sin(03)*(cos(01)*sin(01) + cos(01)*sin(01)))) +
(14+d4)*(cos(03)*(cos(01) *sin(01) + cos(01)*sin(01)) + sin(03)*(cos(01)*cos(01) -
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sin(01)*sin(01))) - ((12+d2)*sin(01) *(cos(04) *(cos(63) *(cos(01) *sin(01) +
cos(01)*sin(01)) + sin(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(01)*sin(01))) -
sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(01)*sin(01)) + sin(03)*(cos(01)*sin(01) +
cos(01)*sin(01)))))/(cos(01)"2 + sin(01)"2) +

((13+d3)*sin(01)*(cos(04) *(cos(03) *(cos(01) *sin(01) + cos(01)*sin(01)) +
sin(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(01)*sin(01))) - sin(04)*(cos(03) *(cos(01) *cos(01) -
sin(01)*sin(01)) + sin(63)*(cos(01) *sin(01) + cos(01)*sin(01)))))/(cos(01)"2 + sin(01)"2),
Pis = (l1+dl) + (12+d2)*cos(01) -

(14+d4)*((sin(63) *((sin(01) *(cos(04) *(cos(63) *(cos(01) *sin(01) + cos(01)*sin(01)) -
sin(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(01)*sin(01))) + sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*cos(01) -
sin(01)*sin(01)) - sin(03) *(cos(01)*sin(01) + cos(01)*sin(01)))))/(cos(01)"2 + sin(01)"2) -
(cos(01)*cos(01)*(cos(64)*(cos(03) *(cos(01) *cos(01) - sin(01)*sin(01)) -
sin(63)*(cos(01)*sin(01) + cos(01)*sin(01))) + sin(04)*(cos(63)*(cos(01)*sin(01) +
cos(01)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(01)*sin(01)))))/((cos(01)"2 +
sin(01)"2)*(cos(01)"2 + sin(01)"2))))/(cos(03)"2 - sin(63)"2) +

(cos(03)*sin(01)*(cos(604) *(cos(03) *(cos(01) *cos(01) - sin(01)*sin(01)) -
sin(63)*(cos(01)*sin(01) + cos(01)*sin(01))) + sin(04)*(cos(63)*(cos(01)*sin(01) +
cos(01)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(01)*sin(01)))))/((cos(603)"2 -
sin(03)"2)*(cos(01)"2 + sin(01)"2))) - (I5+d5)*(cos(04)*(cos(63) *(cos(01) *cos(01) -
sin(01)*sin(01)) - sin(03) *(cos(01)*sin(01) + cos(01)*sin(01))) +
sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*sin(01) + cos(01)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(61) -
sin(01)*sin(01)))) + (14+d4)*(cos(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(01)*sin(01)) -
sin(03)*(cos(01)*sin(01) + cos(01)*sin(01))) -

((12+d2)*sin(01) *(cos(04) *(cos(03) *(cos(01) *cos(01) - sin(01)*sin(01)) -
sin(03)*(cos(01)*sin(01) + cos(01)*sin(01))) + sin(64)*(cos(03)*(cos(01) *sin(01) +
cos(01)*sin(01)) - sin(63)*(cos(01)*cos(01) - sin(01)*sin(01)))))/(cos(01)"2 + sin(01)"2) +
((13+d3)*sin(01)*(cos(04) *(cos(03) *(cos(01) *cos(01) - sin(01)*sin(01)) -
sin(03)*(cos(01)*sin(01) + cos(01)*sin(01))) + sin(64)*(cos(03)*(cos(01) *sin(01) +
cos(01)*sin(01)) - sin(@3)*(cos(01)*cos(01) - sin(01)*sin(01)))))/(cos(01)"2 + sin(01)"2).
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Luego se procede a igualar la columna de A110?, obtenida a partir de los parametros D — H, con el vector de posicion P1 (3(11+d1)), obteniendo las siguientes ecuaciones:

cos(61)*cos(083)
e (I3+d3)—(11  +d1) —(4+d4)=( +

(cos(83)~ sin(83)2)+(cos(81)?+ sin(81)2)

(cos(03)2~ sin(03)2)#(cos(81)2+ sin(81)2)#(cos(81)%+ sin(81)?) )= cos(01)2+ sin(01)?

(41),

cos(81)2+ sin(61)?

o (l4+d4)*((sin(03)*((sin(01)*(cos(64) *(cos(63) *(cos(01) *cos(01) - sin(01)*sin(61))
+ sin(03)*(cos(01)*sin(01) + cos(01)*sin(01))) - sin(64)*(cos(63)*(cos(01) *sin(61)
+ cos(01)*sin(01)) + sin(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(01)*sin(01)))))/(cos(@1)"2 +
sin(01)"2)+(cos(01)*cos(01)*(cos(04) *(cos(03) *(cos(01) *sin(01)+
cos(01)*sin(01)) + sin(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(@1)*sin(01)))
sin(04)*(cos(03)*(cos(01) *cos(@1) - sin(01)*sin(@1)) + sin(03)*(cos(@1)*sin(@1) +
cos(01)*sin(01)))))/((cos(01)"2 + sin(01)"2)*(cos(01)"2 + sin(@1)"2))))/(cos(63)"2 -

sin(03)"2) - (cos(03)*sin(01)*(cos(04)*(cos(03) *(cos(01) *sin(01) +
cos(01)*sin(01)) + sin(03)*(cos(01)*cos(61) - sin(01)*sin(@1)))

sin(04)*(cos(03)*(cos(01) *cos(01) - sin(01)*sin(@1)) + sin(03)*(cos(@1)*sin(01) +
cos(01)*sin(01)))))/((cos(03)"2 -  sin(03)"2)*(cos@1)"2 + sin@1)"2))) +

(12+d2)*sin@1) - (I5+d5)*(cos(04)*(cos(03)*(cos(01)*sin(01) + cos(01)*sin@1)) +
sin(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(01)*sin(01))) - sin(04)*(cos(03)*(cos(01) *cos(61) -
sin(01)*sin(@1))  +  sin(@3)*(cos(@1)*sin(@1) +  cos(01)*sin@1)))) +
(14+d4)*(cos(03)*(cos(01)*sin(01) + cos(01)*sin(01)) + sin(63)*(cos(01)*cos(01) -
sin(01)*sin(01))) - ((12+d2)*sin(01)*(cos(04) *(cos(63) *(cos(01) *sin(01) +

cos(01)*sin(01)) + sin(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(01)*sin(61)))
sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(01)*sin(01)) + sin(03)*(cos(01)*sin(01) +
cos(01)*sin(01)))))/(cos(01)"2 + sin(01)"2) +

((13+d3)*sin(01)*(cos(04) *(cos(03) *(cos(01) *sin(@1) +  cos(01)*sin(@1)) +
sin(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(01)*sin(01))) - sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*cos(01) -
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sin(01)*sin(01)) +
sin(03)*(cos(01)*sin(01)
+
cos(01)*sin(01)))))/(cos(61)
) +
sin(@1)"2) = 0, (42),
o (I11+d1) + (12+d2)*cos(61)

(14+d4)*((sin(03) *((sin(01) *(cos(604) *(cos(03) *(cos(01) *sin(01) + cos(01)*sin(61))
- 5in(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(01)*sin(01))) + sin(604)*(cos(03)*(cos(01) *cos(61)
- sin(01)*sin@1)) - sin(@3)*(cos(@1)*sin(@1) + cos(01)*sin(01)))))/(cos(01)"2 +
sin(01)"2) - (cos(01)*cos(01)*(cos(64) *(cos(83) *(cos(61) *cos(01) - sin(01)*sin(61))

- sin(03)*(cos(01)*sin(01) + cos(01)*sin(01))) + sin(64)*(cos(03)*(cos(01)*sin(01)
+ cos(01)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(01)*sin(01)))))/((cos(@1)"2 +
sin(01)"2)*(cos(01)"2+sin(01)"2))))/(cos(03)"2-sin(63)"2)+
(cos(03)*sin(01)*(cos(64) *(cos(03) *(cos(01) *cos(01)-sin(01) *sin(01))-
sin(03)*(cos(01)*sin(01) + cos(01)*sin(01))) + sin(64)*(cos(03)*(cos(01)*sin(01)
+ cos(01)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(01)*sin(01)))))/((cos(03)"2 -
sin(03)"2)*(cos(01)"2 + sin(01)"2))) - (I5+d5)*(cos(64)*(cos(63)*(cos(01)*cos(61)
- sin(01)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01) *sin(01) + cos(01)*sin(01))) +
sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*sin(@1) + cos(@1)*sin(@1)) - sin(03)*(cos(01)*cos(01) -
sin(01)*sin(01)))) + (14+d4)*(cos(03)*(cos(01) *cos(01) - sin(01)*sin(01)) -
sin(03)*(cos(01)*sin(61) + cos(01)*sin(01)))
((12+d2)*sin(01)*(cos(64) *(cos(63) *(cos(01) *cos(01) -  sin(@1)*sin(01))
sin(03)*(cos(01)*sin(01) + cos(01)*sin(01))) + sin(64)*(cos(63)*(cos(01)*sin(61)
+ cos(01)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(01)*sin(01)))))/(cos(@1)"2 +
sin(01)"2) + ((13+d3)*sin(01)*(cos(64) *(cos(63) *(cos(01) *cos(61)

sin(01)*sin(@1)) - sin(03)*(cos(01)*sin(01) + cos(01)*sin(01))) +
sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*sin(01) + cos(01)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(61) -
sin(01)*sin(01)))))/(cos(01)"2 + sin(01)"2) = 0 (43),

Se analiza, ademas, lo que se puede remplazar obteniendo las siguientes igualdades:



11 +d1=15+ds (44) 12+ d2 =14 + d4 (45),

81=65 (46) , y 02=04 (47).



163

Remplazando (44), (45), (46) y (47) en (41), (42) y (43), se obtienen 3 ecuaciones con 3
incognitas, que resuelven el problema cinematico inverso:

cos(81)*cos(03)
(11 +d1) =03 +d3)—(4+d4)=*( B, +
<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<< )= cos(01)2+ sin(01)?
(48),
(((((((((((((((((
o (I12+d2) = 1/((sin(03) *((sin(01) *(cos(64) *(cos(03) *(cos(61) *cos(61)

sin(01)*sin(01)) +  sin(@3)*(cos(01)*sin(61) +  cos(01)*sin(01)))
sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*sin(01) + cos(01)*sin(01)) + sin(03)*(cos(01)*cos(01) -
sin(01)*sin(01)))))/(cos(01)"2 + sin(01)"2)
(cos(01)*cos(01)*(cos(64) *(cos(03) *(cos(01) *sin(@1) +  cos(01)*sin(0@1)) +
sin(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(@1)*sin(01))) - sin(64)*(cos(03)*(cos(01)*cos(01) -
sin(01)*sin(01)) + sin(03)*(cos(01)*sin(01) + cos(01)*sin(01)))))/((cos(01)"2 +
sin(01)"2)*(cos(601)"2 + sin(01)°2))))/(cos(63)"2 - sin(03)"2)
(cos(03)*sin(01)*(cos(04) *(cos(03) *(cos(01) *sin@1) +  cos(@1)*sin@1)) +
sin(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(@1)*sin(01))) - sin(64)*(cos(03)*(cos(01)*cos(01) -
sin(01)*sin(01)) + sin(03)*(cos(01)*sin(01) + cos(01)*sin(01)))))/((cos(63)"2 -
sin(03)"2)*(cos(601)"2 + sin(01)"2))) + (12+d2)*sin(01)
(15+d5)*(cos(04)*(cos(03) *(cos(01) *sin(61) + cos(01)*sin(01)) +
sin(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(01)*sin(01))) - sin(04)*(cos(03) *(cos(01)*cos(01) -
sin(@1)*sin@1))  +  sin(03)*(cos(01)*sin(01) +  cos(@1)*sin@1)))) +
(14+d4)*(cos(63)*(cos(01)*sin(01) + cos(01)*sin(01)) + sin(63)*(cos(01)*cos(01) -
sin(01)*sin(01))) - ((12+d2)*sin(01)*(cos(604) *(cos(03) *(cos(01) *sin(01) +

cos(01)*sin(01)) + sin(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(01)*sin(01)))
Sin(04)*(cos(03)*(cos(01) *cos(01) - sin(01)*sin(01)) + sin(03)*(cos(@1)*sin(01) +
cos(01)*sin(01)))))/(cos(01)"2 + sin(01)"2) +

((13+d3)*sin(01)*(cos(04) *(cos(63) *(cos(01) *sin(01) + cos(01)*sin(01)) +
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sin(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(01)*sin(01))) - sin(64)*(cos(03) *(cos(01) *cos(61) -
sin(01)*sin(01)) + sin(03)*(cos(01)*sin(01) + cos(01)*sin(01)))))/(cos(01)"2 +
sin(01)"2) (49),

o 2(I1+d1) + (12+d2)*cos(01)
(12+d2)*((sin(03) *((sin(01) *(cos(04) *(cos(03) *(cos(01) *sin(01) + cos(01)*sin(61))
- 5in(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(01)*sin(01))) + sin(604)*(cos(03)*(cos(01) *cos(01)
- sin(@1)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*sin(@1) + cos(01)*sin(@1)))))/(cos(01)"2 +
sin(01)"2) - (cos(01)*cos(01)*(cos(64) *(cos(83) *(cos(61) *cos(01) - sin(01)*sin(61))
- sin(03)*(cos(01)*sin(01) + cos(01)*sin(01))) + sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*sin(01)
+ cos(01)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(01)*sin(01)))))/((cos(01)"2 +
sin(01)"2)*(cos(01)"2+sin(01)"2))))/(cos(03)"2-sin(63)"2)+
(cos(03)*sin(01)*(cos(64) *(cos(03) *(cos(01) *cos(01)-sin(01) *sin(01))-
sin(03)*(cos(01)*sin(01) + cos(01)*sin(01))) + sin(64)*(cos(03)*(cos(01)*sin(01)
+ cos(01)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(01)*sin(01)))))/((cos(03)"2 -
sin(03)"2)*(cos(01)"2 + sin(01)"2))) - (I5+d5)*(cos(64)*(cos(03)*(cos(01)*cos(01)
- sin(01)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01) *sin(01) + cos(01)*sin(01))) +
sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*sin(01) + cos(01)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(01) -
sin(01)*sin(01)))) + (14+d4)*(cos(03) *(cos(01) *cos(01) - sin(01)*sin(01)) -
sin(03)*(cos(01)*sin(61) + cos(01)*sin(01)))
((12+d2)*sin(01)*(cos(64) *(cos(63) *(cos(01) *cos(01) -  sin(@1)*sin(01))
sin(03)*(cos(01)*sin(01) + cos(@1)*sin(01))) + sin(64)*(cos(63)*(cos(01)*sin(01)
+ cos(01)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(01) - sin(01)*sin(01)))))/(cos(01)"2 +
sin(01)"2) + ((13+d3)*sin(01)*(cos(04) *(cos(63) *(cos(01) *cos(01)

sin(@1)*sin@1)) - sin(@3)*(cos(01)*sin(01) +  cos(01)*sin(61))) +
sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*sin(01) + cos(01)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(61) -
sin(01)*sin(01)))))/(cos(@1)"2 + sin(01)"2) = 0 (50).

Anexo No. 2. Resultado de la matriz de la cinematica inversa del modelo 2.
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021 022 023 P21

Pa=d3-d1-11+ 13- (d4 + 14)*((cos(01)*cos(03))/((cos(01)"2 + sin(01)"2)*(cos(63)"2
+ sin(03)"2)) + (cos(62)*sin(01)*sin(63))/((cos(01)"2 + sin(01)"2) *(cos(02)"2 +
sin(02)"2)*(cos(603)"2 + sin(03)"2))) - (cos(01)*(d2 + 12))/(cos(01)"2 + sin(01)"2) +
(cos(01)*(d3 + 13))/(cos(01)"2 + sin(01)"2)

P22 = (cos(03)*(cos(01)*sin(62) + cos(02)*sin(01)) - sin(03) *(cos(01) *cos(62) -
sin(01)*sin(62)))*(d4 + 14) - (cos(04)*(cos(63) *(cos(01)*sin(02) + cos(62)*sin(01)) -
sin(03)*(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(62))) + sin(64)*(cos(03)*(cos(01) *cos(62) -
sin(01)*sin(62)) + sin(63)*(cos(01) *sin(02) + cos(62)*sin(01))))*(d5 + 15) - sin(01)*(d2 +
12) + ((sin(03)*((sin(62) *(cos(604) *(cos(03) *(cos(01) *cos(62) - sin(01)*sin(62)) +
sin(03)*(cos(01)*sin(02) + cos(02)*sin(01))) - sin(64)*(cos(03)*(cos(01) *sin(62) +
cos(02)*sin(01)) - sin(63)*(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(62)))))/(cos(02)"2 + sin(62)"2) +
(cos(01)*cos(02)*(cos(64) *(cos(03) *(cos(01) *sin(62) + cos(62)*sin(01)) -
sin(03)*(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(62))) + sin(604)*(cos(03)*(cos(01) *cos(62) -
sin(01)*sin(62)) + sin(03)*(cos(01) *sin(62) + cos(62)*sin(01)))))/((cos(@1)"2 +
sin(01)"2)*(cos(02)"2 + sin(02)"2))))/(cos(63)"2 + sin(63)"2) -

(cos(03)*sin(01)*(cos(64) *(cos(03) *(cos(01) *sin(62) + cos(62)*sin(01)) -
sin(03)*(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(62))) + sin(64)*(cos(03)*(cos(01) *cos(62) -
sin(01)*sin(62)) + sin(03)*(cos(01) *sin(02) + cos(62)*sin(01)))))/((cos(@1)"2 +
sin(01)"2)*(cos(03)"2 + sin(03)"2))) *(d4 + 14) -

(sin(01)*(cos(04)*(cos(03) *(cos(01) *sin(02) + cos(62)*sin(01)) - sin(63) *(cos(01)*cos(62)
- sin(01)*sin(62))) + sin(64)*(cos(03) *(cos(01) *cos(62) - sin(01)*sin(62)) +
sin(03)*(cos(01)*sin(02) + cos(02)*sin(01)))) *(d2 + 12))/(cos(01)"2 + sin(01)"2) +
(sin(01)*(cos(04)*(cos(03)*(cos(01)*sin(62) + cos(62)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(62)
- sin(01)*sin(02))) + sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*cos(62) - sin(@1)*sin(62)) +
sin(03)*(cos(01)*sin(62) + cos(62)*sin(01))))*(d3 + 13))/(cos(@1)"2 + sin(01)"2)
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P =dl + 11 + cos(@1)*(d2 + 12) + (cos(04) *(cos(03) *(cos(01) *cos(02) - sin(01)*sin(02))
+ sin(03)*(cos(01)*sin(02) + cos(02)*sin(01))) - sin(64)*(cos(03)*(cos(01)*sin(62) +
cos(62)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(02) - sin(01)*sin(62))))*(d5 + 15) -
(cos(03)*(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(62)) + sin(03)*(cos(01)*sin(62) +
cos(02)*sin(01)))*(d4 + 14) + ((sin(03)*((sin(02) *(cos(64) *(cos(03) *(cos(01) *sin(62) +
cos(62)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(02) - sin(01)*sin(62))) +

sin(04)*(cos(03) *(cos(01) *cos(02) - sin(01)*sin(02)) + sin(03)*(cos(01)*sin(62) +
cos(02)*sin(01)))))/(cos(02)"2 + sin(62)"2) -

(cos(01)*cos(02)*(cos(64)*(cos(03)*(cos(01) *cos(02) - sin(01)*sin(62)) +
sin(03)*(cos(01)*sin(02) + cos(02)*sin(01))) - sin(04)*(cos(03)*(cos(01) *sin(62) +
cos(62)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(02) - sin(01)*sin(62)))))/((cos(01)"2 +
sin(01)"2)*(cos(02)"2 + sin(02)"2))))/(cos(03)"2 + sin(63)"2) +

(cos(03)*sin(01)*(cos(64) *(cos(03) *(cos(01) *cos(62) - sin(01)*sin(62)) +
sin(03)*(cos(01)*sin(02) + cos(02)*sin(01))) - sin(04)*(cos(03)*(cos(01) *sin(62) +
cos(62)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(02) - sin(01)*sin(62)))))/((cos(01)"2 +
sin(01)"2)*(cos(03)"2 + sin(03)"2))) *(d4 + 14) +

(sin(01)*(cos(04)*(cos(03) *(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(62)) + sin(63) *(cos(01)*sin(62)
+ cos(02)*sin(01))) - sin(04)*(cos(03) *(cos(01) *sin(02) + cos(02)*sin(01)) -
sin(03)*(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(62))))*(d2 + 12))/(cos(01)"2 + sin(01)"2) -
(sin(01)*(cos(64)*(cos(03) *(cos(01) *cos(02) - sin(01)*sin(62)) + sin(03)*(cos(01)*sin(62)
+ cos(62)*sin(01))) - sin(64)*(cos(03) *(cos(01) *sin(62) + cos(62)*sin(01)) -
sin(03)*(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(02))))*(d3 + [3))/(cos(01)"2 + sin(01)"2)

De nuevo se procede a hacer igualacion de vectores, en este caso sera el vector de posicion

P2 3x1), el mas relevante, obteniendo las siguientes ecuaciones:

o d3-dl-11+13-(d4+14)*((cos(@1)*cos(3))/((cos(@1)"2 + sin(01)"2)*(cos(03)"2 +
sin(03)"2)) + (cos(62)*sin(01)*sin(63))/((cos(@1)"2 + sin(01)"2)*(cos(602)"2 +
sin(02)"2)*(cos(03)"2 + sin(63)"2))) - (cos(01)*(d2 + 12))/(cos(01)"2 + sin(61)"2)
+ (cos(01)*(d3 + 13))/(cos(01)"2 + sin(01)"2) = 0 (75);
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(cos(03)*(cos(@1)*sin(02) + cos(02)*sin(01)) - sin(@3)*(cos(01)*cos(62)
sin(01)*sin(02)))*(d4 + 14) - (cos(04)*(cos(03)*(cos(01)*sin(62) + cos(62)*sin(01))

- 5in(03)*(cos(01)*cos(02) - sin(01)*sin(02))) + sin(604)*(cos(03)*(cos(01)*cos(62)
- sin(01)*sin(62)) + sin(03)*(cos(01)*sin(02) + cos(02)*sin(01))))*d5 + 1I5) -
sin(01)*d2 + 12) + ((sin(03)*((sin(62)*(cos(604)*(cos(03)*(cos(01)*cos(62) -
sin(@1)*sin(@2))  +  sin(03)*(cos@1)*sin(02) +  cos(02)*sin(01)))
sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*sin(02) + cos(02)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(62) -
sin(01)*sin(62)))))/(cos(02)"2 + sin(02)"2) +

(cos(01)*cos(02)*(cos(64) *(cos(03) *(cos(01) *sin(02) + cos(62)*sin(01)) -
sin(03)*(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(02))) + sin(04)*(cos(03) *(cos(01) *cos(62) -
sin(01)*sin(02)) + sin(03)*(cos(01)*sin(02) + cos(02)*sin(01)))))/((cos(01)"2 +
sin(01)"2)*(cos(02)"2 + sin(02)"2))))/(cos(63)"2 + sin(03)"2)
(cos(03)*sin(01)*(cos(04) *(cos(03) *(cos(01) *sin(@2) +  cos(02)*sin(01))
sin(03)*(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(02))) + sin(04)*(cos(03)*(cos(01) *cos(62) -
sin(01)*sin(02)) + sin(03)*(cos(01)*sin(02) + cos(02)*sin(01)))))/((cos(01)"2 +
sin(01)"2)*(cos(03)"2 + sin(03)"2))) *(d4 + 14)
(sin(01)*(cos(04) *(cos(03) *(cos(01) *sin(62) + cos(62)*sin(01))
sin(03)*(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(62))) + sin(64)*(cos(03)*(cos(01) *cos(62) -
sin(01)*sin(@2)) + sin(03)*(cos(01)*sin(02) + cos(62)*sin(01))))*(d2 +
12))/(cos(01)"2 + sin(01)"2) + (sin(01)*(cos(04)*(cos(03)*(cos(01)*sin(02) +
cos(62)*sin(01)) -  sin(03)*(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(62))) +
sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*cos(02) - sin(01)*sin(62)) + sin(03)*(cos(01) *sin(62) +
cos(02)*sin(01))))*(d3 + 13))/(cos(@1)"2 + sin(01)"2) = 0 (76);

dl + 11 + cos(01)*d2 + 12) + (cos(04)*(cos(83) *(cos(B1) *cos(62) - sin(01)*sin(62))

+ sin(03) *(cos(01) *sin(02) + cos(62)*sin(01))) - sin(64)*(cos(03)*(cos(01)*sin(62) +
cos(62)*sin(01)) - sin(03) *(cos(01)*cos(02) - sin(01)*sin(62))))*(d5 + 15) -
(cos(03)*(cos(01)*cos(02) - sin(@1)*sin(02)) + sin(03)*(cos(01)*sin(62) +
cos(02)*sin(01)))*(d4 + 14) + ((sin(03)*((sin(02)*(cos(64) *(cos(63) *(cos(01) *sin(62)
+ cos(02)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01) *cos(02) - sin(01)*sin(02))) +
sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*cos(62) -
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sin(01)*sin(62)) + sin(03)*(cos(01) *sin(62) + cos(62)*sin(01)))))/(cos(602)"2 +
sin(02)"2) - (cos(01)*cos(62)*(cos(04) *(cos(63) *(cos(01) *cos(62) -
sin(01)*sin(62)) + sin(03)*(cos(01) *sin(62) + cos(62)*sin(01))) -
sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*sin(62) + cos(62)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01) *cos(62) -
sin(01)*sin(02)))))/((cos(01)"2 + sin(01)"2) *(cos(02)"2 + sin(62)"2))))/(cos(63)"2
+ sin(03)"2) + (cos(03)*sin(01)*(cos(04) *(cos(63) *(cos(01) *cos(62) -
sin(01)*sin(62)) + sin(03)*(cos(01)*sin(62) + cos(02)*sin(@1))) -
sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*sin(62) + cos(62)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(62) -
sin(01)*sin(02)))))/((cos(01)"2 + sin(01)"2) *(cos(03)"2 + sin(03)"2)))*(d4 + 14) +
(sin(01)*(cos(04)*(cos(03) *(cos(01) *cos(62) - sin(01)*sin(62)) +
sin(03)*(cos(01)*sin(02) + cos(62)*sin(01))) - sin(604)*(cos(03)*(cos(01) *sin(62)
+ cos(62)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(62))))*(d2 +
12))/(cos(@1)"2 + sin(01)"2) - (sin(01)*(cos(64)*(cos(63) *(cos(81) *cos(62) -
sin(01)*sin(02)) + sin(03) *(cos(01)*sin(02) + cos(62)*sin(01))) -
sin(04)*(cos(03)*(cos(01) *sin(02) + cos(602)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(62) -
sin(01)*sin(62))))*(d3 + 13))/(cos(01)"2 + sin(01)"2) = 15+d5  (77).

Como se realiz6 anteriormente, se remplazan (44), (45), (46) y (47) en (75), (77), y se

vuelven a obtener 3 ecuaciones con 3 incognitas:

(I11+d1) = tan-1/(cos(03) *(cos(01) *sin(02) + cos(62)*sin(61)) -
sin(03)*(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(62)))*(d4 + 14) -
(cos(64)*(cos(03)*(cos(01)*sin(02) + cos(62)*sin(01)) - sin(63)*(cos(01)*cos(62)
- sin(01)*sin(02))) + sin(64)*(cos(03) *(cos(01) *cos(62) - sin(01)*sin(62)) +
sin(03)*(cos(01)*sin(02) + cos(62)*sin(01))))*(d5 + 15) - sin(01)*(d2 + 12) +
((sin(03) *((sin(62) *(cos(04) *(cos(63) *(cos(01) *cos(62) - sin(61)*sin(62)) +
sin(03)*(cos(01)*sin(02) + cos(02)*sin(01))) - sin(604)*(cos(03) *(cos(01) *sin(62)
+ cos(02)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(62)))))/(cos(02)"2 +
sin(02)"2) + (cos(01)*cos(02)*(cos(04)*(cos(03) *(cos(01) *sin(62) +
cos(02)*sin(01)) - sin(03) *(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(62))) +
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sin(04)*(cos(03) *(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(02)) + sin(03)*(cos(01)*sin(62) +
cos(02)*sin(01)))))/((cos(01)"2 + sin(01)"2)*(cos(602)"2 + sin(02)"2))))/(cos(03)"2
+ sin(03)"2) - (cos(03)*sin(01)*(cos(604) *(cos(03) *(cos(01) *sin(62) +
cos(62)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(02) - sin(01)*sin(62))) +

sin(04)*(cos(03) *(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(02)) + sin(03)*(cos(01)*sin(62) +
cos(02)*sin(01)))))/((cos(01)"2 + sin(01)"2)*(cos(63)"2 + sin(03)"2)))*(d4 + 14) -
(sin(01)*(cos(04)*(cos(03)*(cos(01) *sin(62) + cos(62)*sin(01)) -
sin(03)*(cos(01)*cos(02) - sin(01)*sin(62))) + sin(604)*(cos(03)*(cos(01) *cos(62)
- sin(01)*sin(62)) + sin(63)*(cos(01) *sin(602) + cos(62)*sin(01)))) *(d2 +
12))/(cos(@1)"2 + sin(01)"2) + (sin(01)*(cos(04)*(cos(03) *(cos(01)*sin(02) +
cos(02)*sin(01)) - sin(03) *(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(62))) +
sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*cos(02) - sin(01)*sin(02)) + sin(03)*(cos(01) *sin(62)

+ cos(02)*sin(01)))) *(d3 + 13))/(cos(01)"2 + sin(01)"2)] /[ d3 - d1 - 11 + 13 - (d4
+ 14)*((cos(@1) *cos(03))/((cos(01)"2 + sin(01)"2) *(cos(03)"2 + sin(03)"2)) +
(cos(62)*sin(01)*sin(03))/((cos(01)"2 + sin(01)"2) *(cos(62)"2 +
sin(02)"2)*(cos(603)"2 + sin(03)"2))) - (cos(01)*(d2 + 12))/(cos(01)"2 + sin(01)"2)
+ (cos(01)*(d3 + 13))/(cos(@1)"2 + sin(01)"2)]] (78),

(12+dz2) = (14+ds) = tan-1[[(d3 - d1 - 11 + 13 - (d4 +
14)*((cos(01)*cos(03))/((cos(01)"2 + sin(01)"2)*(cos(03)"2 + sin(63)"2))

+ (cos(02)*sin(01)*sin(03))/((cos(01)"2 + sin(01)"2)*(cos(02)"2 +
sin(02)"2)*(cos(03)"2 + sin(03)"2))) - (cos(01)*(d2 + 12))/(cos(@1)"2 + sin(01)"2)
+ (cos(01)*(d3 + 13))/(cos(01)"2 + sin(¢9])/\2))2+((cos(93) *(cos(01)*sin(02) +
cos(62)*sin(01)) - sin(03)*(cos(61)*cos(02) - sin(01)*sin(02)))*(d4 + 14) -
(cos(604)*(cos(03) *(cos(01)*sin(02) + cos(02)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(62)
- sin(01)*sin(02))) + sin(64)*(cos(03) *(cos(01) *cos(62) - sin(01)*sin(62)) +
sin(03)*(cos(01)*sin(02) + cos(62)*sin(01)))) *(d5 + I5) - sin(01)*(d2 + 12) +
((sin(03) *((sin(62) *(cos(04) *(cos(63) *(cos(01) *cos(62) - sin(61)*sin(62)) +
sin(03)*(cos(01)*sin(02) + cos(62)*sin(01))) - sin(604)*(cos(03)*(cos(01) *sin(62)
+ cos(02)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(62)))))/(cos(02)"2 +
sin(02)"2) + (cos(01)*cos(62)*(cos(04)*(cos(03) *(cos(01)*sin(02) +
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cos(02)*sin(01)) - sin(03) *(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(62))) +
sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*cos(02) - sin(01)*sin(62)) + sin(03)*(cos(01)*sin(62) +
cos(62)*sin(01)))))/((cos(01)"2 + sin(01)"2)*(cos(02)"2 + sin(62)"2))))/(cos(03)"2
+ sin(03)"2) - (cos(03)*sin(01)*(cos(64)*(cos(03) *(cos(01) *sin(62) +
cos(02)*sin(01)) - sin(03) *(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(62))) +
sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*cos(02) - sin(01)*sin(62)) + sin(03)*(cos(01)*sin(62) +
cos(62)*sin(01)))))/((cos(@1)"2 + sin(01)"2)*(cos(03)"2 + sin(03)"2)))*(d4 + [4) -
(sin(01)*(cos(04)*(cos(03)*(cos(01) *sin(62) + cos(62)*sin(01)) -
sin(03)*(cos(01)*cos(02) - sin(01)*sin(62))) + sin(64)*(cos(03)*(cos(01) *cos(62)
- sin(01)*sin(62)) + sin(03)*(cos(01) *sin(62) + cos(62)*sin(01)))) *(d2 +
12))/(cos(01)"2 + sin(01)"2) + (sin(01)*(cos(04)*(cos(63)*(cos(01)*sin(02) +
cos(02)*sin(01)) - sin(03) *(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(62))) +
sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*cos(02) - sin(01)*sin(02)) + sin(03)*(cos(01)*sin(62) +
cos(02)*%sin(01))))*(d3 + 13))/(cos(01)"2 + sin(01)"2))1V2(1-[ d1 + 11 +
cos(01)*(d2 + 12) + (cos(04)*(cos(03)*(cos(01)*cos(02) - sin(01)*sin(62)) +
sin(03)*(cos(01)*sin(02) + cos(62)*sin(01))) - sin(64)*(cos(03)*(cos(01) *sin(62) +
cos(62)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(02) - sin(01)*sin(02))))*(d5 + 15) -
(cos(03)*(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(02)) + sin(63)*(cos(01)*sin(62) +
cos(62)*sin(01)))*(d4 + 14) +

((sin(03) *((sin(62) *(cos(64) *(cos(63) *(cos(01) *sin(62) + cos(62)*sin(01)) -
sin(03)*(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(02))) + sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*cos(62) -
sin(@1)*sin(02)) + sin(03)*(cos(01) *sin(62) + cos(62)*sin(01)))))/(cos(62)"2 +
sin(02)"2) - (cos(01)*cos(02)*(cos(04) *(cos(03) *(cos(01) *cos(62) -
sin(01)*sin(62)) + sin(03)*(cos(01) *sin(62) + cos(62)*sin(01))) -
sin(04)*(cos(03)*(cos(01) *sin(62) + cos(62)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(62) -
sin(01)*sin(62)))))/((cos(01)"2 + sin(01)"2)*(cos(02)"2 + sin(62)"2))))/(cos(63)"2
+ 5in(03)"2) + (cos(03) *sin(01)*(cos(604) *(cos(03) *(cos(01) *cos(62) -
sin(01)*sin(62)) + sin(63)*(cos(01) *sin(62) + cos(62)*sin(01))) -
sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*sin(02) + cos(02)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(62) -
sin(01)*sin(02)))))/((cos(01)"2 + sin(0@1)"2)*(cos(03)"2 + sin(63)"2)))*(d4 + 14) +
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(sin(01)*(cos(04)*(cos(03) *(cos(01) *cos(02) - sin(01)*sin(62)) +
sin(03)*(cos(01)*sin(02) + cos(62)*sin(01))) - sin(604)*(cos(03) *(cos(01) *sin(62)
+ cos(62)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(02) - sin(01)*sin(62))))*(d2 +
12))/(cos(@1)"2 + sin(B1)"2) - (sin(01)*(cos(04) *(cos(03) *(cos(01) *cos(62) -
sin(01)*sin(62)) + sin(03)*(cos(01)*sin(62) + cos(02)*sin(01))) -
sin(04)*(cos(03)*(cos(01) *sin(02) + cos(02)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01) *cos(62)

- sin(01)*sin(02))))*(d3 + 13))/(cos(01)"2 + sin(01)"2)])] (79)

(13+d3) = cos(02)*[(dl + I1 + cos(01)*(d2 + 12) +
(cos(04)*(cos(03)*(cos(01)*cos(02) - sin(01)*sin(62)) + sin(03) *(cos(01) *sin(62)

+ cos(02)*sin(01))) - sin(64)*(cos(03) *(cos(01) *sin(62) + cos(62)*sin(@1)) -
sin(03)*(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(62))))*(d5 + 15) - (cos(03)*(cos(01)*cos(62)

- sin(01)*sin(62)) + sin(63)*(cos(01) *sin(62) + cos(62)*sin(01))) *(d4 + 14) +
((sin(03)*((sin(62) *(cos(04) *(cos(63) *(cos(01) *sin(62) + cos(02)*sin(01)) -
sin(03)*(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(62))) + sin(64)*(cos(03)*(cos(01) *cos(62) -
sin(01)*sin(62)) + sin(03)*(cos(01) *sin(62) + cos(62)*sin(01)))))/(cos(62)"2 +
sin(02)"2) - (cos(01)*cos(62)*(cos(04) *(cos(63) *(cos(01) *cos(62) -
sin(01)*sin(62)) + sin(03)*(cos(01) *sin(62) + cos(62)*sin(01))) -
sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*sin(62) + cos(62)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(62) -
sin(01)*sin(62)))))/((cos(01)"2 + sin(01)"2)*(cos(02)"2 + sin(62)"2))))/(cos(63)"2
+ sin(03)"2) + (cos(03)*sin(01)*(cos(64) *(cos(63) *(cos(01) *cos(62) -
sin(01)*sin(62)) + sin(03)*(cos(01) *sin(62) + cos(62)*sin(01))) -
sin(04)*(cos(03) *(cos(01) *sin(62) + cos(62)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(62) -
sin(01)*sin(62)))))/((cos(01)"2 + sin(01)"2)*(cos(03)"2 + sin(63)"2)))*(d4 + 14) +
(sin(01)*(cos(04)*(cos(03) *(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(62)) +
sin(03)*(cos(01)*sin(02) + cos(62)*sin(01))) - sin(604)*(cos(03)*(cos(01) *sin(62)
+ cos(62)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(62))))*(d2 +
12))/(cos(@1)"2 + sin(01)"2) - (sin(01)*(cos(04) *(cos(03)*(cos(01)*cos(62) -
sin(01)*sin(62)) + sin(63)*(cos(01) *sin(62) + cos(62)*sin(01))) -
sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*sin(62) + cos(62)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(62) -
sin(01)*sin(02))))*(d3 + 13))/(cos(01)"2 + sin(01)"2))] - sin(02)* [(d3 - d1 - 11 + 13
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- (d4 + 14)*((cos(01)*cos(03))/((cos(01)"2 + sin(01)"2) *(cos(03)"2 + sin(63)"2))
+ (cos(02)*sin(01) *sin(03))/((cos(O1)"2 + sin(01)"2)*(cos(62)"2 +
sin(02)"2)*(cos(03)"2 + sin(603)"2))) - (cos(01)*(d2 + 12))/(cos(01)"2 + sin(01)"2)
+ (cos(01)*(d3 + 13))/(cos(01)"2 + sin(GI)AZ))2+((cos(93) *(cos(01)*sin(62)
+ cos(02)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(62)))*(d4 + 14) -
(cos(04) *(cos(03) *(cos(01) *sin(62) + cos(02)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(62)
- sin(01)*sin(02))) + sin(64)*(cos(03) *(cos(01) *cos(62) - sin(01)*sin(62)) +
sin(03)*(cos(01)*sin(02) + cos(62)*sin(01))))*(d5 + 1I5) - sin(01)*(d2 + 12) +
((sin(03)*((sin(02) *(cos(04) *(cos(03) *(cos(01) *cos(02) - sin(01)*sin(62)) +
sin(03)*(cos(01)*sin(02) + cos(02)*sin(01))) - sin(04)*(cos(03)*(cos(01) *sin(62)
+ cos(02)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(62)))))/(cos(02)"2 +
sin(02)"°2) + (cos(01)*cos(02)*(cos(04)*(cos(03)*(cos(01)*sin(02) +
cos(62)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(02) - sin(01)*sin(62))) +
sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*cos(02) - sin(01)*sin(02)) + sin(03)*(cos(01)*sin(62) +
cos(62)*sin(01)))))/((cos(01)"2 + sin(01)"2)*(cos(02)"2 + sin(62)"2))))/(cos(03)"2
+ 5in(03)"2) - (cos(03)*sin(01)*(cos(04) *(cos(03) *(cos(01) *sin(62) +
cos(62)*sin(01)) - sin(03)*(cos(01)*cos(02) - sin(01)*sin(62))) +
sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*cos(02) - sin(01)*sin(02)) + sin(03)*(cos(01)*sin(62) +
cos(62)*sin(01)))))/((cos(01)"2 + sin(01)"2) *(cos(63)"2 + sin(03)"2)))*(d4 + 14) -
(sin(01)*(cos(04)*(cos(03)*(cos(01) *sin(62) + cos(62)*sin(01)) -
sin(03)*(cos(01)*cos(02) - sin(01)*sin(02))) + sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*cos(62) -
sin(01)*sin(02)) + sin(63)*(cos(@1)*sin(62) + cos(02)*sin(01)))) *(d2 +
12))/(cos(@1)"2 + sin(01)"2) + (sin(01)*(cos(04)*(cos(03)*(cos(01)*sin(62) +
cos(02)*sin(01)) - sin(03) *(cos(01)*cos(62) - sin(01)*sin(62))) +
sin(04)*(cos(03)*(cos(01)*cos(02) - sin(01)*sin(02)) + sin(03)*(cos(01) *sin(62)
+ cos(02)*sin(01))))*(d3 + 13))/(cos(01)2 + sin(01)°2))?1?) (80)

Anexo No.3. Resultados de las matrices ¢ nasta .

A01=[00-10;-1000;01011+d1;000 1];
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A02=A01*A12;

A02 =

[0,1,0,0]

[-cos (tetal), O, sin (tetal) ,0]

[Sin (tetal), O, cos (tetal), 11 + d1]
[0,0,0,1]

A03=A01*A12*A23,;

A03 =

[0, 0, -1,0]

[-cos (tetal), sin (tetal), O, sin (tetal)*(12 + d2)]

[Sin (tetal), cos (tetal), O, 11 + d1 + cos (tetal)*(12 + d2)]
[0,0,0, 1]

A04=A01*A12*A23*A34;

A04 =

[0,0,1,0]

[ sin(tetal)*sin(teta2) - cos(tetal)*cos(teta2), - cos(tetal)*sin(teta2) - cos(teta2)*sin(tetal),
0, sin(tetal)*(12 + d2)]

[ cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal), sin(tetal)*sin(teta2) - cos(tetal)*cos(teta2),
0, 11 + d1 + cos(tetal)*(12 + d2)]

[0,0,0,1]

A05=A01*A12*A23*A34*A45;

A05 =

[0,0, 1,13 +d3]

[ sin(tetal)*sin(teta2) - cos(tetal)*cos(teta2), - cos(tetal)*sin(teta2) - cos(teta2)*sin(tetal),
0,sin(tetal)*(12 + d2)]

[ cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal), sin(tetal)*sin(teta2) - cos(tetal)*cos(teta2),
0, 11 + d1 + cos(tetal)*(12 + d2)]
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[0,0,0, 1]

A06=A01*A12*A23*A34*A45*A56;

A06 =

[0,-1,0, I3 +d3]

[ - cos(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2)) -
sin(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal)), O,
cos(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal)) + sin(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2)
- sin(tetal)*sin(teta2)), sin(tetal)*(L2 + d2)]

[ cos(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal)) -
sin(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2)), O,
cos(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2)) - sin(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2)
+ cos(teta2)*sin(tetal)), 11 + d1 + cos(tetal)*(I12 + d2)]

[0,0,0,1]

A07=A01*A12*A23*A34*A45*A56*A67;

A07 =

[0,0, -1, 13 +d3]

[ - cos(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2)) -
sin(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal)), cos(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) +
cos(teta2)*sin(tetal)) + sin(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2)), O,
sin(tetal)*(L2 + d2) + (L4 + d4)*(cos(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal))
+ sin(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2)))] [
cos(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal)) - sin(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2)
- sin(tetal)*sin(teta2)), cos(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2)) -
sin(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal)), 0, 11 + d1

+ cos(tetal)*(L2 + d2) + (L4 + d4)*(cos(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) -
sin(tetal)*sin(teta2)) - sin(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal)))]
[0,0,0,1]
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A08=A01*A12*A23*A34*A45*A56*A67*A78;

A08 =

[0,1,0, 13+d3]

[ sin(tetad)*(cos(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal)) +
sin(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2))) -
cos(tetad)*(cos(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2)) +
sin(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal))), O,
sin(tetad)*(cos(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2)) +
sin(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal))) -
cos(tetad)*(cos(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal)) +
sin(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2))), sin(tetal)*(12 + d2) + (L4 +
d4)*(cos(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal)) +
sin(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2)))]

[ cos(tetad)*(cos(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal)) -
sin(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2))) +
sin(tetad)*(cos(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2)) -
sin(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal))), O, -
cos(tetad)*(cos(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2)) -
sin(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal))) -
sin(tetad)*(cos(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal)) -
sin(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2))), 11 + d1 + cos(tetal)*(I12 + d2) +
(L4 + d4)*(cos(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2)) -
sin(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal)))] [0, O, 0, 1]

A09=A01*A12*A23*A34*A45*A56*A67*A78*A89;

AQ9 =

[0, 1,0, L3+ d3]
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[ sin(tetad)*(cos(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal)) +
sin(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2))) -
cos(tetad)*(cos(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2)) +
sin(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal))), O,
sin(teta4)*(cos(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2)) +
sin(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal))) -
cos(tetad)*(cos(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal)) +
sin(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2))), sin(tetal)*(12 + d2) - (L5 +
d5)*(cos(tetad)*(cos(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal)) +
sin(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2))) -
sin(teta4)*(cos(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2)) +
sin(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal)))) + (14 +
d4)*(cos(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal)) +
sin(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2)))]

[ cos(tetad)*(cos(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal)) -
sin(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2))) +
sin(tetad)*(cos(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2)) -
sin(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal))), O, -
cos(tetad)*(cos(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2)) -
sin(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal))) -
sin(tetad)*(cos(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal)) -
sin(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2))), 11 + d1 + cos(tetal)*(I12 + d2) -
(I5 + d5)*(cos(tetad)*(cos(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2)) -
sin(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal))) +
sin(tetad)*(cos(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal)) -
sin(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2)))) + (14 +
d4)*(cos(teta3)*(cos(tetal)*cos(teta2) - sin(tetal)*sin(teta2)) -
sin(teta3)*(cos(tetal)*sin(teta2) + cos(teta2)*sin(tetal)))] [O, O, O, 1]
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Anexo No.4. Resultados de las matrices

U11=1*QP*A01;
U12=0; U13=0; U14=0; U15=0; U16=0; U17=0; U18=0; U19=0;

U21=1*QP*A02;
U22=A01*QR*A12;
U23=0; U24=0; U25=0; U26=0; U27=0; U28=0; U29=0;

U31=1*QP*A03;
U32=A01*QR*A12*A23;

U33=A02*QP*A23;

U34=0; U35=0; U36=0; U37=0; U38=0; U39=0;

U41=1*QP*A04;
U42=A01*QR*A12*A23*A34;
U43=A02*QP*A23*A34;
U44=A03*QR*A34;

U45=0; U46=0; U47=0; U48=0; U49=0;

U51=1*QP*A05:;
U52=A01*QR*A12*A23*A34*A45;
U53=A02*QP*A23*A34*A45;
U54=A03*QR*A34*A45;
U55=A04*QP*A45;

U56=0; U57=0; U58=0; U59=0;

U61=1*QP*A06;
U62=A01*QR*A12*A23*A34* A45*A56;



U63=A02*QP*A23*A34*A45*A56;
U64=A03*QR*A34*A45*A56;
U65=A04*QP*A45*A56;
U66=A05*QR*A56;

U67=0; U68=0; U69=0;

U71=1*QP*A07;
U72=A01*QR*A12*A23*A34* A45*A56*A67;
U73=A02*QP*A23*A34*A45*A56*A67,;
U74=A03*QR*A34*A45*A56*A67,
U75=A04*QP*A45*A56*A67,
U76=A05*QR*A56*A67,

U77=A06*QP*A67,

U78=0; U79=0;

U81=1*QP*A0S;
U82=A01*QR*A12*A23*A34*A45*A56*AGT*ATS;
U83=A02*QP*A23*A34*A45*A56*ABT*ATS:;
U84=A03*QR*A34*A45*A56*AGT*ATS;
U85=A04*QP*A45*A56*AG7*ATS:
U86=A05*QR*A56*A67*ATS;
US7=A06*QP*AB7*ATS:

U88=A07*QR*AT7S:;

U89=0;

U91=1*QP*A09;
U92=A01*QR*A12*A23*A34*A45*A56*A67*A78*A89;
U93=A02*QP*A23*A34*A45*A56*A67*A78*A89;
U94=A03*QR*A34*A45*A56*A67*A78*A89;
U95=A04*QP*A45*A56*A67*A78*A89;
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U96=A05*QR*A56*A67*A78*A89;
U97=A06*QP*A67*A78*A89;
U98=A07*QR*A78*A89;
U99=A08*QP*A89;

Anexo No. 5. Resultados de la matriz Uijk.

U111=1*QP*1*QP*A01,

U112=0; U113=0; U114=0; U115=0; U116=0; U117=0; U118=0; U119=0; U121=0;
U122=0; U123=0; U124=0; U125=0; U126=0; U127=0; U128=0; U129=0; U131=0;
U132=0; U133=0; U134=0; U135=0; U136=0; U137=0; U138=0; U139=0; U141=0;
U142=0; U143=0; U144=0; U145=0; U146=0; U147=0; U148=0; U149=0; U151=0;
U152=0; U153=0; U154=0; U155=0; U156=0; U157=0; U158=0; U159=0; U161=0;
U162=0; U163=0; U164=0; U165=0; U166=0; U167=0; U168=0; U169=0; U171=0;
U172=0; U173=0; U174=0; U175=0; U176=0; U177=0; U178=0; U179=0; U181=0;
U182=0; U183=0; U184=0; U185=0; U186=0; U187=0; U188=0; U189=0; U191=0;
U192=0; U193=0; U194=0; U195=0; U196=0; U197=0; U198=0; U199=0;

U211=1*QP*1*QP*A02;

U212=1*QP*A01*QR*A12;

U213=0; U214=0; U215=0; U216=0; U217=0; U218=0; U219=0;
U221=1*QP*A01*QR*A12;

U222=A01*QR*1*QR*A12;

U223=0; U224=0; U225=0; U226=0; U227=0; U228=0; U229=0;

U231=0; U232=0; U233=0; U234=0; U235=0; U236=0; U237=0; U238=0; U239=0;
U241=0; U242=0; U243=0; U244=0; U245=0; U246=0; U247=0; U248=0; U249=0;
U251=0; U252=0; U253=0; U254=0; U255=0; U256=0; U257=0; U258=0; U259=0;
U261=0; U262=0; U263=0; U264=0; U265=0; U266=0; U267=0; U268=0; U269=0;
U271=0; U272=0; U273=0; U274=0; U275=0; U276=0; U277=0; U278=0; U279=0;
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U281=0; U282=0; U283=0; U284=0; U285=0; U286=0; U287=0; U288=0; U289=0;
U291=0; U292=0; U293=0; U294=0; U295=0; U296=0; U297=0; U298=0; U299=0;

U311=1*QP*1*QP*A03;

U312=1*QP*A01*QR*A12*A23;

U313=1*QP*A02*QP*A23;

U314=0; U315=0; U316=0; U317=0; U318=0; U319=0;
U321=1*QP*A01*QR*A12*A23;

U322=A01*QR*1*QR*A12*A23;

U323=A01*QR*A12*QP*A23,;

U324=0; U325=0; U326=0; U327=0; U328=0; U329=0;
U331=1*QP*A02*QP*A23;

U332=A01*QR*A12*QP*A23;

U333=A02*QP*1*QP*A23;

U334=0; U335=0; U336=0; U337=0; U338=0; U339=0;

U341=0; U342=0; U343=0; U344=0; U345=0; U346=0; U347=0; U348=0; U349=0;
U351=0; U352=0; U353=0; U354=0; U355=0; U356=0; U357=0; U358=0; U359=0;
U361=0; U362=0; U363=0; U364=0; U365=0; U366=0; U367=0; U368=0; U369=0;
U371=0; U372=0; U373=0; U374=0; U375=0; U376=0; U377=0; U378=0; U379=0;
U381=0; U382=0; U383=0; U384=0; U385=0; U386=0; U387=0; U388=0; U389=0;
U391=0; U392=0; U393=0; U394=0; U395=0; U396=0; U397=0; U398=0; U399=0;

U411=1*QP*1*QP*A04,
U412=1*QP*A01*QR*A12*A23*A34;
U413=1*QP*A02*QP*A23*A34,
U414=1*QP*A03*QR*A34;

U415=0; U416=0; U417=0; U418=0; U419=0;
U421=1*QP*A01*QR*A12*A23*A34;
U422=A01*QR*1*QR*A12*A23*A34;
U423=A01*QR*A12*QP*A23*A34;
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U424=A01*QR*A12*A23*QR*A34;

U425=0; U426=0; U427=0; U428=0; U429=0;

U431=1*QP*A02*QP*A23*A34,

U432=A01*QR*A12*QP*A23*A34;

U433=A02*QP*1*QP*A23*A34,

U434=A02*QP*A23*QR*A34;

U435=0; U436=0; U437=0; U438=0; U439=0;

U441=1*QP*A03*QR*A34;

U442=A01*QR*A12*A23*QR*A34;

U443=A02*QP*A23*QR*A34,

U444=A03*QR*1*QR*A34,

U445=0; U446=0; U447=0; U448=0; U449=0;

U451=0; U452=0; U453=0; U454=0; U455=0; U456=0; U457=0; U458=0; U459=0;
U461=0; U462=0; U463=0; U464=0; U465=0; U466=0; U467=0; U468=0; U469=0;
U471=0; U472=0; U473=0; U474=0; U475=0; U476=0; U477=0; U478=0; U479=0;
U481=0; U482=0; U483=0; U484=0; U485=0; U486=0; U487=0; U488=0; U489=0;
U491=0; U492=0; U493=0; U494=0; U495=0; U496=0; U497=0; U498=0; U499=0;

U511=1*QP*1*QP*A05;
U512=1*QP*A01*QR*A12*A23*A34*A45;
U513=1*QP*A02*QR*A23*A34*A45;
U514=1*QP*A03*QR*A34*A45;
U515=1*QP*A04*QR*A45;

U516=0; U517=0; U518=0; U519=0;
U521=1*QP*A01*QR*A12*A23*A34*Ad5;
U522=A01*QR*1*QR*A12*A23*A34*A45;
U523=A01*QR*A12*QP*A23*A34*A45;
U524=A01*QR*A12*A23*QR*A34*A45;
U525=A01*QR*A12*A23*A34*QR*A45;
U526=0; U527=0; U528=0; U529=0;



U531=1*QP*A02*QP*A23*A34*A45;
U532=A01*QR*A12*QP*A23*A34*A45;
U533=A02*QP*1*QP*A23*A34*A45;
U534=A02*QP*A23*QR*A34*A45:;
U535=A02*QP*A23*A34*QP*A45;
U541=1*QP*A03*QR*A34*A45;
U542=A01*QR*A03*QR*A34*A45;
U543=A02*QP*A12*A23*QR*A34*A45;
U544=A03*QR*1*QR*A34*A45;
U545=A03*QR*A34*QP*A45;

U546=0; U547=0; U548=0; U549=0;
U551=1*QP*A04*QP*A45;
U552=A01*QR*A12*A23*A34*QP*A45;
U553=A02*QP*A23*A34*QP*A45;
U554=A03*QR*A34*QP*A45;
U555=A04*QP*1*QP*A45;

U556=0; U557=0; U558=0; U559=0;

U561=0; U562=0; U563=0; U564=0; U565=0; U566=0; U567=0; U568=0; U569=0;
U571=0; U572=0; U573=0; U574=0; U575=0; U576=0; U577=0; U578=0; U579=0;
U581=0; U582=0; U583=0; U584=0; U585=0; U586=0; U587=0; U588=0; U589=0;
U591=0; U592=0; U593=0; U594=0; U595=0; U596=0; U597=0; U598=0; U599=0;

U611=1*QP*1*QP*A0G;

U612=1*QP*A01*QR*A12*A23*A34*A45*A56;
U613=1*QP*A02*QP*A23*A34*A45*A56;

U614=1*QP*A03*QR*A34*A45*A56;
U615=1*QP*A04*QP*A45*A56;

U616=1*QP*A05*QR*AS56; U617=0; U618=0;

U619=0;

U621=1*QP*A01*QR*A12*A23*A34*A45*A56;
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U622=A01*QR*1*QR*A12*A23*A34*A45*A56;
U623=A01*QR*A12*QR*A23*A34*A45*A56;
U624=A01*QR*A12*A23*QR*A34*A45*A56;
U625=A01*QR*A12*A23*A34*QR*A45*A56:;
U626=A01*QR*A12*A23*A34*A45*QR*A56;
U627=0; U628=0; U629=0;
U631=1*QP*A02*QP*A23*A34*A45*A56:;
U632=A01*QR*A12*QP*A23*A34*A45*A56;
U633=A02*QP*1*QP*A23*A34*A45*A56;
U634=A02*QP*A23*QR*A34*A45*A56;
U635=A02*QP*A23*A34*QP*A45*A56;
U636=A02*QP*A23*A34*Ad5*QR*A56; UB37=0;
U638=0; U639=0;
U641=1*QP*A03*QR*A34*A45*A56;
U642=A01*QR*A12*A23*QR*A34*A45*A56;
U643=A02*QP*A23*QR*A34*A45*A56;
U644=A03*QR*1*QR*A34*A45*A56;
U645=A03*QR*A34*QP*A45*A56;
U646=A03*QR*A34*A45*QR*A56; U647=0;
U648=0; U49=0; UB51=1*QP*A04*QP*A45*A56;
U652=A01*QR*A12*A23*A34*QP*A45*A56;
U653=A02*QP*A23*A34*QP*A45*A56;
U654=A03*QR*A34*QP*A45*A56;
U655=A04*QP*1*QP*A45*A56;
U656=A04*QP*A45*QR*A56; U657=0; U658=0;
U659=0; U661=1*QP*A05*QR*A56;
U662=A01*QR*A12*A23*A34*A45*QR*A56;
U663=A02*QP*A23*A34*A45*QR*A56;
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U664=A03*QR*A34*A45*QR*A56;
U665=A04*QP*A45*QR*A56;

U666=A05*QR*1*QR*A56;

U667=0; U668=0; U669=0;

U671=0; U672=0; U673=0; U674=0; U675=0; U676=0; U677=0; U678=0; U679=0;
U681=0; U682=0; U683=0; U684=0; U685=0; U686=0; U687=0; U688=0; U689=0;
U691=0; U692=0; U693=0; U694=0; U695=0; U696=0; U697=0; U698=0; UBI9=0;

U711=1*QP*1*QP*A07,;
U712=1*QP*A01*QR*A12*A23*A34*A45*A56*A67,
U713=1*QP*A02*QP*A23*A34*A45*A56*A67,
U714=1*QP*A03*QR*A34*A45*A56*A67,
U715=1*QP*A04*QP*A45*A56*A67;
U716=1*QP*A05*QR*A56*A67,
U717=1*QP*A06*QP*Ab67;

U718=0; U719=0;
U721=1*QP*A01*QR*A12*A23*A34*A45*A56*A67,
U722=A01*QR*1*QR*A12*A23*A34*A45* A56*A67;
U723=A01*QR*A12*QP*A23*A34*A45*A56*A67,
U724=A01*QR*A12*A23*QR*A34*A45*A56*A67,
U725=A01*QR*A12*A23*A34*QP*A45*A56*A67;
U726=A01*QR*A12*A23*A34*A45*QR*A56*A67;
U727=A01*QR*A12*A23*A34*A45*A56*QP*A67,
U728=0; U729=0;

U731=1*QP*A02*QP*A23*A34* A45*A56*A67;
U732=A01*QR*A12*QP*A23*A34*A45*A56*A67;
U733=A02*QP*1*QP*A23*A34*A45*A56*A67;
U734=A02*QP*A23*QR*A34*A45*A56*A67,
U735=A02*QP*A23*A34*QP*A45*A56*A67;
U736=A02*QP*A23*A34*A45*QR*A56*A67,
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U737=A02*QP*A23*A34*A45*A56*QP*ABT;
U738=0; U739=0;
U741=1*QP*A03*QR*A34*A45*A56*A67;
U742=A01*QR*A12*A23*QR*A34*A45*A56*AGT:
U743=A02*QP*A12*A23*A34*QR*A34*A45*A56*A6T;
U744=A03*QR*1*QR*A34*Ad5*A56*A67;
U745=A03*QR*A34*QR*A45*A56*A67;
U746=A03*QR*A34*A45*QR*A56*A67;
U747=A03*QR*A34*A45*A56*QR*ABT;

U748=0; U749=0;
U751=1*QP*A04*QP*A45*A56*A67;
U752=A01*QR*A12*A23*A34*QP*A45*A56+A6T;
U753=A02*QP*A23*A34*QP*A45*A56*A67;
U754=A03*QR*A34*QP*A45*A56*A6T:
U755=A04*QP*1*QP*A45*A56*A67;
U756=A04*QP*A45*QR*A56*A67;
U757=A04*QP*A45*A56*QP*ABT;

U758=0; U759=0;

U761=1*QP*A05*QR*A56*A67;
U762=A01*QR*AL12*A23*A34*A45*QR*A56*A67;
U763=A02*QP*A23*A34*A45*QR*A56*A6T;
U764=A03*A34*A45*QR*A56*A67;
U765=A04*QP*A45*QR*A56*A67;
U766=A05*QR*1*QR*A56*A67;
U767=A05*QR*A56*QP*A67;

U768=0; U769=0;

U771=1*QP*A06*QP*ABT;
U772=A01*QP*A12*A23*A34*A45*A56*QP*ABT;
U773=A02*QP*A23*A34*A45*A56*QP*ABT;
U774=A03*QP*A34*Ad5*A56*QP*AGT:;
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U775=A04*QP*A45*A56*QP*A67;

U776=A05*QP*A56*QP*A67,;

U777=A06*QP*1*QP*A67;

U781=0; U782=0; U783=0; U784=0; U785=0; U786=0; U787=0; U788=0; U789=0;
U791=0; U792=0; U793=0; U794=0; U795=0; U796=0; U797=0; U798=0; U799=0;

U811=1*QP*1*QP*A08;
U812=1*QP*A01*QR*A12*A23*A34*A45*A56*A67T*ATS;
U813=1*QP*A02*QP*A23*A34*A45*A56*A67*AT8;
U814=1*QP*A03*QR*A34*A45* A56*A67*ATS;
U815=1*QP*A04*QP*A45*A56*ABT*ATS;
U816=1*QP*A05*QR*A56*A67*ATS;
U817=1*QP*A06*QP*AG7*ATS;
U818=1*QP*A07*QR*A7S;

U819=0;
U821=1*QP*A01*QR*A12*A23*A34*A45*A56*A6T*ATS;
U822=A01*QR*1*QR*A12*A23*A34*A45*A56*A6T*ATS;
U823=A01*QR*A12*QP*A23*A34*A45* A56*A6T*ATS;
U824=A01*QR*A12*A23*QR*A34*A45* A56*A6T*ATS:;
U825=A01*QR*A12*A23*A34*QP*A45*A56*AGT*ATS;
U826=A01*QR*A12*A23*A34*A45*QR*A56*AGT*ATS:;
U827=A01*QR*A12*A23*A34*A45* A56*QP*ABT*ATS;
U828=A01*QR*A12*A23*A34*A45*A56*A67*QR*ATS:;
U829=0;
U831=1*QP*A02*QP*A23*A34*A45*A56*A67T*ATS;
U832=A01*QR*A12*QP*A23*A34*A45* A6+ AGT*ATS:;
U833=A02*QP*1*QP*A23*A34*A45*A56*A67*AT8;
U834=A02*QP*A23*QR*A34*A45*A56*ABT*ATS;
U835=A02*QP*A23*A34*QP*A45*A56*ABT*ATS;
U836=A02*QP*A23*A34*A45*QR*A56*A67*AT8;



U837=A02*QP*A23*A34*A45*A56*QP*ABT*ATS:;
U838=A02*QP*A23*A34*A45*A56*ABT*QR*ATS:
U839=0;

U841=1*QP*A03*QR*A34*A45* A56*AGT*ATS:;
U842=A01*QR*AL12*A23*QR*A34*A45*A56*AGT*ATS;
U843=A02*QP*A23*QR*A34*A45*A56*ABT*ATS:;
U844=A03*QR*1*QR*A34*A45*A56*A67*ATS:;
U845=A03*QR*A34*QP*A45*A56*A67*AT8;
U846=A03*QR*A34*A45*QR*A56*ABT*ATS;
U847=A03*QR*A34*A45*A56*QP*AGT*ATS;
U848=A03*QR*A34*A45*A56*A67T*QR*ATS;

U849=0;

U851=1*QP*A04*QP*A45*A56*ABT*ATS:
U852=A01*QR*AL12*A23*A34*QP*A45*A56*AGT*ATS;
U853=A02*QP*A23*A34*QP*A45*A56*ABT*ATS;
U854=A03*QR*A34*QP*A45*A56*A67*ATS;
U855=A04*QP*1*QP*A45*A56*ABT*ATS:
U856=A04*QP*A45*QR*A56*A6T*ATS:;
U857=A04*QP*A45*A56*QP*AG7*ATS:;
U858=A04*QP*A45*A56*A67*QR*ATS:;

U859=0;

U861=1*QP*A05*QR*A56*A67*ATS;
U862=A01*QR*A12*A23*A34*A45*QR*A56*AGT*ATS:;
U863=A02*QP*A23*A34*A45*QR*A56*ABT*ATS;
U864=A03*QR*A34*A45*QR*A56*A6T*ATS;
U865=A04*QP*A45*QR*A56*A6T*ATS;
U866=A05*QR*1*QR*A56*A67*AT8;
U867=A05*QR*A56*QP*AG7*ATS:;
U868=A05*QR*A56*A67*QR*ATS:;

U869=0;
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U871=1*QP*A06*QP*ABT*ATS:
U872=A01*QR*AL12*A23*A34*Ad5*A56*QP*AGT*ATS;
U873=A02*QP*A23*A34*A45*A56*QP*ABT*ATS;
U874=A03*QR*A34*A45*A56*QP*AGT*ATS;
U875=A04*QP*A45*A56*QP*ABT*ATS:;
U876=A05*QR*A56*QP*AG7*AT8;
U877=A06*QP*1*QP*AG7*ATS;
U878=A06*QP*AB7T*QR*ATS;

U879=0;

U881=1*QP*A07*QR*ATS;
U882=A01*QR*A12*A23*A34*A45*A56*A67*QR*ATS:;
U883=A02*QP*A23*A34*A45*A56*A6T*QR*ATS;
U884=A03*QR*A34*A45*A56*A67*QR*ATS:;
U885=A04*QP*A45*A56*A67*QR*ATS:;
U886=A05*QR*A56*A67*QR*AT8;
U887=A06*QP*A56*A67*QR*ATS:
U888=A07*QR*1*QR*ATS;

U889=0;

U891=0; U892=0; U893=0; U894=0; U895=0; U896=0; U897=0; U89I8=0; U899=0;

U911=1*QP*1*QP*A09;
U912=1*QP*A01*QR*A12*A23*A34*A45*A56*A67*A78*A89;
U913=1*QP*A02*QP*A23*A34* A45*A56*A67*A78*A89;
U914=1*QP*A03*QR*A34*A45*A56*A67*A7T8*A89;
U915=1*QP*A04*QP*A45*A56*A67*A78*A89;
U916=1*QP*A05*QR*A56*A67*A78*A89;
U917=1*QP*A06*QP*A67*A78*A89;
U918=1*QP*A07*QR*A78*A809;

U919=1*QP*A08*QP*A89;
U921=1*QP*A01*QR*A12*A23*A34*A45*A56*A67*A78*A89;
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U922=A01*QR*1*QR*A12*A23*A34*A45*A56*A67*A78*A89;
U923=A01*QR*A12*QP*A23*A34*A45*A56*A67*A78*A89;
U924=A01*QR*A12*A23*QR*A34*A45*A56*A67*A78*A89;
U925=A01*QR*A12*A23*A34*QP*A45*A56*A67*A78*A89;
U926=A01*QR*A12*A23*A34*A45*QR*A56*A67*A78*A89;
U927=A01*QR*A12*A23*A34*A45*A56*QP*A67*A78*A89;
U928=A01*QR*A12*A23*A34*A45*A56*A67*QR*A78*A89;
U929=A01*QR*A12*A23*A34*A45*A56*A67*A78*QP*A89;
U931=1*QP*A02*QP*A23*A34*A45*A56*A67*A78*A89;
U932=A01*QR*A12*QP*A23*A34*A45*A56*A67*A78*A89;
U933=A02*QP*1*QP*A23*A34*A45*A56*A67*A78*A89;
U934=A02*QP*A23*QR*A34*A45*A56*A67*A78*A89;
U935=A02*QP*A23*A34*QP*A45*A56*A67*A78*A89;
U936=A02*QP*A23*A34*A45*QR*A56*A67*A78*A89;
U937=A02*QP*A23*A34*A45*A56*QP*A67*A78*A89;
U938=A02*QP*A23*A34*A45*A56*A67*QR*A78*A89;
U939=A02*QP*A23*A34*A45*A56*A67*A78*QP*A89;
U941=1*QP*A03*QR*A34*A45*A56*A67*A78*A89;
U942=A01*QR*A12*A23*QR*A34*A45*A56*A67*A78*A89;
U943=A02*QP*A23*QR*A34*A45*A56*A67*A78*A89;
U944=A03*QR*1*QR*A34*A45*A56*A67*A78*A89;
U945=A03*QR*A34*QP*A45*A56*A67*A78*A89;
U946=A03*QR*A34*A45*QR*A56*A67*A78*A89;
U947=A03*QR*A34*A45*A56*QP*A67*A78*A89;
U948=A03*QR*A34*A45*A56*A67*QR*A78*A89;
U949=A03*QR*A34*A45*A56*A67*A78*QP*A89;
U951=1*QP*A04*QP*A45*A56*A67*A78*A89;
U952=A01*QR*A12*A23*A34*QP*A45*A56*A67*A78*A89;
U953=A02*QP*A23*A34*QP*A45*A56*A67*A78*A89;
U954=A03*QR*A34*QP*A45*A56*A67*A78*A89;
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U955=A04*QP*1*QP*A45*A56*A67*AT8*A8Y;
U956=A04*QP*A45*QR*A56*A67*A78*A89;
U957=A04*QP*A45*A56*QP*A67*A78*A89;
U958=A04*QP*A45*A56*A67*QR*A78*A89;
U959=A04*QP*A45*A56*A67*A78*QR*ABY;
U961=1*QP*A05*QR*A56*A67*AT8*A89;
U962=A01*QR*AL12*A23*A34* A45*QR*A56*A67*AT8*A89;
U963=A02*QP*A23*A34*A45*QR*A56*A67*AT8*A89;
U964=A03*QR*A34*A45*QR*A56*A67T*AT8*A8Y;
U965=A04*QP*A45*QR*A56*A67*A78*A89;
U966=A05*QR*1*QR*A56*A67*A78*A8Y;
U967=A05*QR*A56*QP*AG7*A78*A89:;
U968=A05*QR*A56*A67*QR*A78*A89;
U969=A05*QR*A56*A67*A78*QP*A89;
U971=1*QP*A06*QP*A67*A78*A89;
U972=A01*QR*AL12*A23*A34* A45*A56+*QP*ABT*AT8*ASO;
U973=A02*QP*A23*A34*A45*A56*QP*ABT*AT8*A8Y;
U974=A03*QR*A34*A45*A56*QP*ABT*AT8*ABY;
U975=A04*QP*A45*A56*QP*A67*A78*A89;
U976=A05*QR*A56*QP*AG7*A78*A89;
U977=A06*QP*1*QP*A67*A78*A89;
U978=A06*QP*A67*QR*A78*A89;
U979=A06*QP*AB7*A78*QP*A80;
U981=1*QP*A07*QR*A7S:;
U982=A01*QR*AL12*A23*A34*A45*A56*AB7T*QR*A78*A8:;
U983=A02*QP*A23*A34*A45*A56*A67T*QR*AT8*A8Y;
U984=A03*QR*A34*A45*A56*A67*QR*A78*A8Y;
U985=A04*QP*A45*A56*A67*QR*A78*A89;
U986=A05*QR*A56*A67*QR*A78*A89;
U987=A06*QP*A56*A67*QR*A78*A89;
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U988=A07*QR*1*QR*A78*A89;
U989=A07*QR*A78*QP*A89;
U991=1*QP*A07*QP*A7S:;
U992=A01*QR*A12*A23*A34*A45*A56+A6T*AT8*QP*AS:;
U993=A02*QP*A23*A34*A45*A56*A67*AT8*QP*AS8Y;
U994=A03*QR*A34*A45*A56*A67*A78*QP*A8Y;
U995=A04*QP*A45*A56*A67*A78*QP*A8:;
U996=A05*QR*A56*A67*A78*QP*A89;
U997=A06*QP*A56*A67*A78*QP*A8Y;
U998=A07*QR*A78*QP*A89;
U999=A08*QP*1*QP*A89;

Anexo No. 6. Célculo de la matriz de inercia D.

d11=simplifica (trace (U11*J1*U11.") + trace (U21*J2*U21.") + trace (U31*J3*U31.")

+ trace (U41*J4*U41.") + trace (U51*J5*U51.") + trace (U61*J6*U6B1.") + trace
(U71*J7*U71.") + trace (U81*J8*U8L.") + trace (U91*J9*U91."));

d12=simplify ( trace(U22*J2*U21.") + trace(U32*J3*U31.") + trace (U42*J4*U41.") + trace
(U52*J5*U51.") + trace (U62*J6*U6B1.") + trace (U72*J7*U71.") + trace (U82*J8*U8L.") +
Trace (U92*J9*U91.");

d13=simplify (trace (U33*J3*U3L1.") + trace (U43*J4*U41.") + trace (U53*J5*U51.") +
trace (U63*J6*U61.") + trace (U73*J7*U71.") + trace (U83*J8*U8L.") + trace
(U93*J9*U91.Y);

d14=simplify (trace (U44*J4*U41.") + trace (U54*J5*U51.") + trace (U64*J6*U61.") +
trace (U74*J7*U71.") + trace (U84*J8*U8L.") + trace(U94*J9*U91.") ); d15=simplify(
trace(U55*J5*U51.") + trace(U65*J6*U61.") + trace(U75*J7*U71.") +
trace(U85*J8*U8L.") + trace(U95*J9*U91.") );

d16=simplify( trace(U66*J6*U61.") + trace(U76*J7*U71.") + trace(U86*J8*U81.")

+ trace(U96*J9*U91.") );



d17=simplify( trace(U77*J7*U71.") + trace(U87*J8*U8L.") + trace(U97*J9*U91.")
); d18=simplify( trace(U88*J8*U81.") + trace(U98*J9*U91.") ); d19=simplify(
trace(U99*J9*U91.") );

d21=simplify( trace(U21*J2*U22.") + trace(U31*J3*U32.") + trace(U41*J4*U42.") +
trace(U51*J5*U52.") + trace(U61*J6*U62.") + trace(U71*J7*U72.") +
trace(U81*J8*U82.") + trace(U91*J9*U92.") );

d22=simplify( trace(U22*J2*U22.") + trace(U32*J3*U32.") + trace(U42*J4*U42.") +
trace(U52*J5*U52.") + trace(U62*J6*U62.") + trace(U72*J7*U72.") +
trace(U82*J8*U82.") + trace(U92*J9*U92.") );

d23=simplify( trace(U33*J3*U32.") + trace(U43*J4*U42.") + trace(U53*J5*U52.") +
trace(U63*J6*U62.") + trace(U73*J7*U72.") + trace(U83*J8*U82.") +
trace(U93*J9*U92.") );

d24=simplify( trace(U44*J4*U42.") + trace(U54*J5*U52.") + trace(U64*J6*U62.")

+ trace(U74*J7*U72.") + trace(U84*J8*U82.") + trace(U94*J9*U92.") );
d25=simplify( trace(U55*J5*U52.") + trace(U65*J6*U62.") + trace(U75*J7*U72.")

+ trace(U85*J8*U82.") + trace(U95*J9*U92.") );

d26=simplify( trace(U66*J6*U62.") + trace(U76*J7*U72.") + trace(U86*J8*U82.")

+ trace(U96*J9*U92.") );

d27=simplify( trace(U77*J7*U72.") + trace(U87*J8*U82.") + trace(U97*J9*U92.")
); d28=simplify( trace(U88*J8*U82.") + trace(U98*J9*U92.") ); d29=simplify(
trace(U99*J9*U92.") );

d31=simplify( trace(U31*J3*U33.") + trace(U41*J4*U43.") + trace(U51*J5*U53.") +
trace(U61*J6*U63.") + trace(U71*J7*U73.") + trace(U81*J8*U83.") +
trace(U91*J9*U93.") );

d32=simplify( trace(U32*J3*U33.") + trace(U42*J4*U43.") + trace(U52*J5*U53.") +
trace(U62*J6*U63.") + trace(U72*J7*U73.") + trace(U82*J8*U83.") +
trace(U92*J9*U93.") );
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d33=simplify( trace(U33*J3*U33.") + trace(U43*J4*U43.") + trace(U53*J5*U53.") +
trace(U63*J6*U63.") + trace(U73*J7*U73.") + trace(U83*J8*U83.") +
trace(U93*J9*U93.") );

d34=simplify( trace(U44*J4*U43.") + trace(U54*J5*U53.") + trace(U64*J6*U63.") +
trace(U74*J7*U73.") + trace(U84*J8*UB83.") + trace(U94*J9*U93.") );
d35=simplify( trace(U55*J5*U53.") + trace(U65*J6*U63.") + trace(U75*J7*U73.") +
trace(U85*J8*U83.") + trace(U95*J9*U93.") );

d36=simplify( trace(U66*J6*U63.") + trace(U76*J7*U73.") + trace(U86*J8*U83.") +
trace(U96*J9*U93.") );

d37=simplify( trace(U77*J7*U73.") + trace(U87*J8*U83.") + trace(U97*J9*U93.")
); d38=simplify( trace(U88*J8*U83.") + trace(U98*J9*U93.") ); d39=simplify(
trace(U99*J9*U93.") );

d41=simplify( trace(U41*J4*U44.") + trace(U51*J5*U54.") + trace(U61*J6*U64.")
+ trace(U71*J7*U74.") + trace(U81*J8*U84.") + trace(U91*J9*U94." );
d42=simplify( trace(U42*J4*U44.") + trace(U52*J5*U54.") + trace(U62*J6*U64.")
+ trace(U72*J7*U74.") + trace(U82*J8*U84.") + trace(U92*J9*U94.") );
d43=simplify( trace(U43*J4*U44.") + trace(U53*J5*U54.") + trace(U63*J6*U64.")
+ trace(U73*J7*U74.") + trace(U83*J8*U84.") + trace(U93*J9*U94.") );
d44=simplify( trace(U44*J4*U44.") + trace(U54*J5*U54.") + trace(U64*J6*U64.")
+ trace(U74*J7*U74.") + trace(U84*J8*U84.") + trace(U94*J9*U94.") );
d45=simplify( trace(U55*J5*U54.") + trace(U65*J6*U64.") + trace(U75*J7*U74.")
+ trace(U85*J8*U84.") + trace(U95*J9*U94.") );

d46=simplify( trace(U66*J6*U64.") + trace(U76*J7*U74.") + trace(U86*J8*U84.")
+ trace(U96*J9*U94.") );

d47=simplify( trace(U77*J7*U74.") + trace(U87*J8*U84.") + trace(U97*J9*U94.")
); d48=simplify( trace(U88*J8*U84.") + trace(U98*J9*U94.") ); d49=simplify(
trace(U99*J9*U94.") );
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ds51=simplify( trace(U51*J5*U55.") + trace(U61*J6*U65.") + trace(U71*J7*U75.") +
trace(U81*J8*U85.") + trace(U91*J9*U95.") );

d52=simplify( trace(U52*J5*U55.") + trace(U62*J6*U65.") + trace(U72*J7*U75.")

+ trace(U82*J8*U85.") + trace(U92*J9*U95.") );

d53=simplify( trace(U53*J5*U55.") + trace(U63*J6*U65.") + trace(U73*J7*U75.") +
trace(U83*J8*U85.") + trace(U93*J9*U95.") );

d54=simplify( trace(U54*J5*U55.") + trace(U64*J6*U65.") + trace(U74*J7*U75.")

+ trace(U84*J8*U85.") + trace(U94*J9*U95.") );

ds55=simplify( trace(U55*J5*U55.") + trace(U65*J6*U65.") + trace(U75*J7*U75.") +
trace(U85*J8*U85.") + trace(U95*J9*U95.") );

d56=simplify( trace(U66*J6*U65.") + trace(U76*J7*U75.") + trace(U86*J8*U85.")

+ trace(U96*J9*U95.") );

ds57=simplify( trace(U77*J7*U75.") + trace(U87*J8*U85.") + trace(U97*J9*U95.")

); d58=simplify( trace(U88*J8*U85.") + trace(U98*J9*U95.") ); d59=simplify(
trace(U99*J9*U95.") );

dé6l=simplify( trace(U61*J6*U66.") + trace(U71*J7*U76.") + trace(U81*J8*U86.")
+ trace(U91*J9*U96.") );

d62=simplify( trace(U62*J6*U66.") + trace(U72*J7*U76.") + trace(U82*J8*U86.") +
trace(U92*J9*U96.") );

d63=simplify( trace(U63*J6*U66.") + trace(U73*J7*U76.") + trace(U83*J8*U86.")
+ trace(U93*J9*U96.") );

d64=simplify( trace(U64*J6*U66.") + trace(U74*J7*U76.") + trace(U84*J8*U86.")
+ trace(U94*J9*U96.") );

de5=simplify( trace(U65*J6*U66.") + trace(U75*J7*U76.") + trace(U85*J8*U86.")
+ trace(U95*J9*U96.") );

de6=simplify( trace(U66*J6*U66.") + trace(U76*J7*U76.") + trace(U86*J8*U86.")
+ trace(U96*J9*U96.") );

d67=simplify( trace(U77*J7*U76.") + trace(U87*J8*U86.") + trace(U97*J9*U96.") );
d68=simplify( trace(U88*J8*U86.") + trace(U98*J9*U96.") );
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d69=simplify( trace(U99*J9*U96.") );

d71=simplify( trace(U71*J7*U77.") + trace(U81*J8*U87.") + trace(U91*J9*U97.") );
d72=simplify( trace(U72*J7*U77.") + trace(U82*J8*U87.") + trace(U92*J9*U97.") );
d73=simplify( trace(U73*J7*U77.") + trace(U83*J8*U87.") + trace(U93*J9*U97.") );
d74=simplify( trace(U74*J7*U77.") + trace(U84*J8*U87.") + trace(U94*J9*U97.") );
d75=simplify( trace(U75*J7*U77.") + trace(U85*J8*U87.") + trace(U95*J9*U97.") );
d76=simplify( trace(U76*J7*U77.") + trace(U86*J8*U87.") + trace(U96*J9*U97.") );
d77=simplify( trace(U77*J7*U77.") + trace(U87*J8*U87.") + trace(U97*J9*U97.") );
d78=simplify( trace(U88*J8*U87.") + trace(U98*J9*U97.") ); d79=simplify(
trace(U99*J9*U97.") );

d81=simplify( trace(U81*J8*U88.") + trace(U91*J9*U98.") );
d82=simplify( trace(U82*J8*U88.") + trace(U92*J9*U98.") );
d83=simplify( trace(U83*J8*U88.") + trace(U93*J9*U98.") );
d84=simplify( trace(U84*J8*U88.") + trace(U94*J9*U98.") );
d85=simplify( trace(U85*J8*U88.") + trace(U95*J9*U98.") );
d86=simplify( trace(U86*J8*U88.") + trace(U96*J9*U98.") );
d87=simplify( trace(U87*J8*U88.") + trace(U97*J9*U98.") );
d88=simplify( trace(U88*J8*U88.") + trace(U98*J9*U98.") );
d89=simplify( trace(U99*J9*U98.") );

d91=simplify( trace(U91*J9*U99.") );
d92=simplify( trace(U92*J9*U99.") );
d93=simplify( trace(U93*J9*U99.") );
d94=simplify( trace(U94*J9*U99.") );
d95=simplify( trace(U95*J9*U99.") );
d96=simplify( trace(U95*J9*U99.") );
d97=simplify( trace(U97*J9*U99.") );
d98=simplify( trace(U98*J9*U99.") );
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d99=simplify( trace(U99*J9*U99.") );

D=[ml+m2+m3+m4+m5+m6+m7+m8+m9, mo*(d5 + I5)*(sin(tetal + teta2 +
teta3)*cos(tetad) - cos(tetal + teta2 - teta3)*sin(tetad)) - m8*(sin(tetal)*(d2 + 12) +
sin(tetal + teta2 + teta3)*(d4 + 14)) - m9*(sin(tetal)*(d2 + 12) - (d5 + I5)*(sin(tetal + teta2
+ teta3)*cos(tetad) - cos(tetal + teta2 - teta3)*sin(tetad)) + sin(tetal + teta2 + teta3)*(d4 +
14)) - m7*(sin(tetal)*(d2 + 12) + sin(tetal + teta2 + teta3)*(d4 + 14)) - m3*sin(tetal)*(d2 +
12) - md*sin(tetal)*(d2 + 12) - m5*sin(tetal)*(d2 + 12) - m6*sin(tetal)*(d2 + 12),
cos(tetal)*(m3 + m4 + m5 + m6 + m7 + m8 + m9), m9*((d5 + I5)*(sin(tetal + teta2 +
teta3)*cos(tetad) - cos(tetal + teta2 - teta3)*sin(tetad)) - sin(tetal + teta2 + teta3)*(d4 +
14)) - m7*sin(tetal + teta2 + teta3)*(d4 + 14) - m8*sin(tetal + teta2 + teta3)*(d4 + 14) +
m9*(d5 + I5)*(sin(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) - cos(tetal + teta2 - teta3)*sin(tetad)), O,
m7*sin(tetal + teta2 + teta3)*(d4 + 14) - m9*((d5 + I15)*(sin(tetal + teta2 +
teta3)*cos(tetad) - cos(tetal + teta2 - teta3)*sin(tetad)) - sin(tetal + teta2 + teta3)*(d4 +
14)) + m8*sin(tetal + teta2 + teta3)*(d4 + 14) - m9*(d5 + I5)*(sin(tetal + teta2 +
teta3)*cos(tetad) - cos(tetal + teta2 - teta3)*sin(tetad)), cos(tetal + teta2 + teta3)*(m7 + m8
+m9), -2*m9*(d5 + 15)*(cos(tetal + teta2 + teta3)*sin(tetad) - sin(tetal + teta2 -
teta3)*cos(tetad)), -m9*(cos(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) + sin(tetal + teta2 -
teta3)*sin(tetad))]

[ m9*(d5 + I5)*(sin(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) - cos(tetal + teta2 - teta3)*sin(tetad))
- m8*(sin(tetal)*(d2 + 12) + sin(tetal + teta2 + teta3)*(d4 + 14)) - m9*(sin(tetal)*(d2 + 12)
- (d5 + I5)*(sin(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) - cos(tetal + teta2 - teta3)*sin(tetad)) +
sin(tetal + teta2 + teta3)*(d4 + 14)) - m7*(sin(tetal)*(d2 + 12) + sin(tetal + teta2 +
teta3)*(d4 + 14)) - m3*sin(tetal)*(d2 + 12) - m4*sin(tetal)*(d2 + 12) - m5*sin(tetal)*(d2 +
12) - m6*sin(tetal)*(d2 + 12), d222*m3 + d2°2*m4 + d2/2*m5 + d2"°2*m6 + d2/2*m7 +
d2/2*m8 + d2/2*m9 + d4"2*m7 + d4"2*m8 + d472*m9 + 4*d5"2*m9 + [2"2*m3 +
12/2*m4 + 127°2*m5 + 127°2*m6 + 12°2*m7 + 12/2*m8 + 12/°2*m9 + [4"2*m7 + 14"2*m8 +
1472*m9 + 4*[572*m9 - 2*15"2*m9*cos(2*teta3 - 2*tetad) + 2*15"2*m9*cos(2*teta3 +
2*tetad) + 2*d2*12*m3 + 2*d2*12*m4 + 2*d2*12*m5 + 2*d2*I12*m6 + 2*d2*12*m7 +
2*%d2*12*m8 + 2*d2*12*m9 + 2*d4*14*m7 + 2*d4*14*m8 + 2*d4*14*m9 + 8*d5*|5*m9 -
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2*d5"2*m9*cos(2*teta3 - 2*tetad) + 2*d5"2*m9*cos(2*teta3 + 2*tetad) +
2*d4*15*m9*cos(2*teta3 - tetad) + 2*d5*14*m9*cos(2*teta3 - tetad) -
4*d5*15*m9*cos(2*tetal - 2*tetad) + 4*d5*15*m9*cos(2*teta3 + 2*tetad) +
2*14*15*m9*cos(2*teta3 - tetad) - 2*d2*d5*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) +
2*d2*d5*m9*cos(teta2 - teta3 + tetad) - 2*d2*d5*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad) -
2*d2*15*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) + 2*d2*15*m9*cos(teta2 - teta3 + tetad) -
2*d2*15*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad) - 2*d5*12*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) +
2*d5*12*m9*cos(teta? - teta3d + tetad) - 2*d5*12*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad) -
2*12*15*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) + 2*12*15*m9*cos(teta2 - teta3 + tetad) -
2*12*15*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad) + 2*d2*d4*m7*cos(teta2 + teta3) +
2*d2*d4*m8*cos(teta2 + tetald) + 2*d2*d4*m9*cos(teta2 + teta3) + 2*d2*14*m7*cos(teta2
+ teta3) + 2*d4*12*m7*cos(teta2 + teta3) + 2*d2*14*m8*cos(teta2 + teta3) +
2*d4*12*m8*cos(teta2 + teta3) + 2*d2*14*m9*cos(teta2 + teta3) + 2*d4*12*m9*cos(teta2
+ teta3) + 2*12*14*m7*cos(teta2 + tetal3) + 2*12*I4*m8*cos(teta2 + teta3) +
2*12*14*m9*cos(teta2 + tetald) - 4*d4*d5*m9*cos(tetad) - 4*d4*I5*m9*cos(tetad) -
4*d5*14*m9*cos(tetad) - 4*14*15*m9*cos(tetad) - 2*d4*d5*m9*cos(2*teta3 + tetad) -
2*d4*15*m9*cos(2*teta3 + tetad) - 2*d5*14*m9*cos(2*tetal + tetad) -
2*14*15*m9*cos(2*teta3 + tetad) - 2*d2*d5*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) -
2*d2*15*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) - 2*d5*12*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) -
2*12*15*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) + 2*d4*d5*m9*cos(2*teta3 - tetad),
d5*m9*sin(teta2 + teta3d + tetad) + I5*m9*sin(teta2 + teta3 + tetad) d4*14*m8 +
2*d4*14*m9 + 8*d5*15*m9 - 2*d5"2*m9*cos(2*teta3 - 2*tetad) +
2*d5"2*m9*cos(2*teta3 + 2*tetad) + 2*d4*15*m9*cos(2*teta3 - tetad) +
2*d5*14*m9*cos(2*teta3 - tetad) - 4*d5*15*m9*cos(2*teta3 - 2*tetad) +
4*d5*I5*m9*cos(2*tetald + 2*tetad) + 2*14*15*m9*cos(2*teta3 - tetad) -
d2*d5*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) + d2*d5*m9*cos(teta2 - teta3 + tetad) -
d2*d5*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad) - d2*15*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) +
d2*15*m9*cos(teta2 - teta3 + tetad) - d2*I5*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad) -
d5*12*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) + d5*12*m9*cos(teta2 - teta3 + tetad) -
d5*12*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad) - 12*15*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) +
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12*I5*m9*cos(teta? - teta3 + tetad) - 12*15*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad) +
d2*d4*m7*cos(teta2 + teta3) + d2*d4*m8*cos(teta2 + teta3) + d2*d4*m9*cos(teta2 +
teta3) + d2*14*m7*cos(teta2 + teta3) + d4*12*m7*cos(teta2 + teta3) + d2*14*m8*cos(teta2
+ tetal3) + d4*12*m8*cos(teta2 + tetald) + d2*I4*m9*cos(teta2 + teta3) +
d4*12*m9*cos(teta2 + teta3) + 12*14*m7*cos(teta2 + teta3) + 12*14*m8*cos(teta2 + tetal)
+ 12*14*m9*cos(teta2 + tetal) - 4*d4*d5*m9*cos(tetad) - 4*d4*I5*m9*cos(tetad) -
4*d5*14*m9*cos(tetad) - 4*14*15*m9*cos(tetad) - 2*d4*d5*m9*cos(2*teta3 + tetad)

- 2*d4*15*m9*cos(2*teta3 + tetad) - 2*d5*14*m9*cos(2*teta3 + tetad) -
2*14*15*m9*cos(2*teta3 + tetad) - d2*d5*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) -
d2*15*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) - d5*12*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) -
12*15*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) + 2*d4*d5*m9*cos(2*teta3 - tetad), 0,
2*15"2*m9*cos(2*teta3 - 2*tetad) - d4°2*m8 - d4"2*m9 - 4*d5"2*m9 - 147"2*m7 -
1472*m8 - 14"2*m9 - 4*1572*m9 - d472*m7 - 2*[5"2*m9*cos(2*teta3 + 2*tetad) -
2*d4*14*m7 - 2*d4*14*m8 - 2*d4*14*m9 - 8*d5*I5*m9 + 2*d5"2*m9*cos(2*teta3 -
2*tetad) - 2*d5"2*m9*cos(2*tetald + 2*tetad) - 2*d4*15*m9*cos(2*teta3 - tetad) -
2*d5*14*m9*cos(2*teta3 - tetad) + 4*d5*15*m9*cos(2*tetal - 2*tetad) -
4*d5*15*m9*cos(2*tetald + 2*tetad) - 2*14*I5*m9*cos(2*tetad - tetad) +
d2*d5*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) - d2*d5*m9*cos(teta? - teta3 + tetad) +
d2*d5*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad) + d2*I5*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) -
d2*15*m9*cos(teta? - teta3 + tetad) + d2*15*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad) +
d5*12*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) - d5*12*m9*cos(teta2 - teta3 + tetad) +
d5*12*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad) + [2*I5*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) -
12*I5*m9*cos(teta2 - teta3 + tetad) + 12*I5*m9*cos(tetad - teta2 + tetad) -
d2*d4*m7*cos(teta2 + tetald) - d2*d4*m8*cos(teta2 + tetal3) - d2*d4*m9*cos(teta2 +
teta3) - d2*14*m7*cos(teta2 + teta3) - d4*12*m7*cos(teta2 + teta3) - d2*14*m8*cos(teta2
+ teta3) + d2*I5*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) + d5*I2*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) +
12*I5*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) - 2*d4*d5*m9*cos(2*teta3 - tetad),
d5*m9*sin(2*tetad - tetad) - I5*m9*sin(2*teta3 + tetad) - d5*m9*sin(2*teta3 + tetad) +
I5*m9*sin(2*teta3 - tetad) + d2*m7*sin(teta2 + tetad) + d2*m8*sin(teta2 + tetal3) +
d2*m9*sin(teta2 + teta3d) + [2*m7*sin(teta2 + teta3) + 12*m8*sin(teta2 + teta3) +
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12*m9*sin(teta2 + tetal), -2*m9*(d5 + 15)*(2*d5 + 2*15 - 4*I5*cos(teta3)"2 -
d4*cos(tetad) - 14*cos(tetad) - 4*d5*cos(teta3)2 + 2*d4*cos(teta3)*2*cos(tetad) +
2*14*cos(teta3)2*cos(tetad) + d2*cos(teta2)*cos(teta3)*cos(tetad) +
I12*cos(teta2)*cos(teta3)*cos(tetad) + d2*cos(teta2)*sin(teta3)*sin(tetad) +
d2*cos(teta3)*sin(teta2)*sin(tetad) + d2*cos(tetad)*sin(teta2)*sin(teta3) +
I12*cos(teta2)*sin(teta3)*sin(tetad) + 12*cos(teta3)*sin(teta2)*sin(tetad) +
I2*cos(tetad)*sin(teta2)*sin(tetal)), -m9*(d4*sin(tetad) + 14*sin(tetad) -
2*d4*cos(teta3)"2*sin(tetad) - 2*14*cos(teta3)"2*sin(tetad) -
d2*cos(teta2)*cos(tetad)*sin(tetad) + d2*cos(teta2)*cos(tetad)*sin(teta3) +
d2*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta2) - 12*cos(teta2)*cos(teta3)*sin(tetad) +
I2*cos(teta2)*cos(tetad)*sin(teta3) + 12*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta2) -
d2*sin(teta2)*sin(teta3)*sin(teta4) - 12*sin(teta2)*sin(teta3)*sin(teta4))] [cos(tetal)*(m3 +
m4 + m5 + m6 + m7 + m8 + m9), d5*m9*sin(teta2 + teta3 + tetad) + 15*m9*sin(teta2 +
teta3 + tetad) + d5*m9*sin(teta2 + teta3 - tetad) - d5*m9*sin(teta2 - teta3 + tetad) -
d5*m9*sin(teta3 - teta2 + tetad) + I5*m9*sin(teta2 + teta3 - tetad) - I5*m9*sin(teta2 -
teta3 + tetad) - 1I5*m9*sin(teta3 - teta2 + tetad) - d4*m7*sin(teta2 + teta3) -
d4*m8*sin(teta2 + teta3) - d4*m9*sin(teta2 + teta3) - 14*m7*sin(teta2 + teta3) -
14*m8*sin(teta2 + tetal) - 14*m9*sin(teta2 + teta3), m3 + m4 + m5+ mé6 + m7 + m8 +
m9, d5*m9*sin(teta2 + teta3d + tetad) + I5*m9*sin(teta2 + teta3 + tetad) + d5*m9*sin(teta2
+ teta3 - tetad) - d5*m9*sin(teta2 - teta3 + tetad) - d5*m9*sin(teta3 - teta2 + tetad) +
I5*m9*sin(teta2 + tetad - tetad) - I5*m9*sin(teta? - teta3 + tetad) - I5*m9*sin(teta3 - teta2
+ tetad) - d4*m7*sin(teta2 + teta3) - d4*m8*sin(teta2 + teta3) - d4*m9*sin(teta2 + teta3) -
14*m7*sin(teta2 + teta3) - 14*m8*sin(teta2 + teta3) - 14*m9*sin(teta2 + tetal), 0,
d5*m9*sin(teta2 - teta3 + tetad) - 15*m9*sin(teta2 + teta3 + tetad) - d5*m9*sin(teta2 +
teta3 - tetad) - d5*m9*sin(teta2 + teta3 + tetad) + d5*m9*sin(teta3 - teta2 + tetad) -
I5*m9*sin(teta2 + teta3 - tetad) + 15*m9*sin(teta2 - teta3 + tetad) + 15*m9*sin(teta3 - teta2
+ tetad) + d4*m7*sin(teta2 + teta3) + d4*m8*sin(teta2 + teta3) + d4*m9*sin(teta2 + teta3)
+ 14*m7*sin(teta2 + teta3) + 14*m8*sin(teta2 + teta3) + 14*m9*sin(teta2 + teta3), cos(teta2
+ teta3)*(m7 + m8 + m9), - 2*m9*cos(tetal)*(d5 + 15)*(cos(tetal + teta2 +

teta3)*sin(tetad) - sin(tetal + teta2 - teta3)*cos(tetad)) - 2*m9*sin(tetal)*(d5 +
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I5)*(sin(tetal + teta2 + teta3)*sin(tetad) + cos(tetal + teta2 - teta3)*cos(tetad)),
m9*cos(teta2)*sin(teta3)*sin(tetad) - m9*cos(teta2)*cos(teta3)*cos(tetas) -
m9*cos(tetad)*sin(teta2)*sin(tetad) + m9*cos(tetad)*sin(teta2)*sin(teta3)]

[M9*((d5 + I5)*(sin(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) - cos(tetal + teta2 - teta3)*sin(tetad))
- sin(tetal + teta2 + teta3)*(d4 + 14)) - m7*sin(tetal + teta2 + teta3)*(d4 + 14) -
m8*sin(tetal + teta2 + teta3)*(d4 + 14) + m9*(d5 + 15)*(sin(tetal + teta2 +
teta3)*cos(tetad) - cos(tetal + teta2 - teta3)*sin(tetad)), d4"2*m7 + d4"2*m8 + d4"2*m9 +
4*d5"2*m9 + 14°2*m7 + 1472*m8 + 1472*m9 + 4*[5/2*m9 - 2*|5"2*m9*cos(2*teta3 -
2*tetad) + 2*15"2*m9*cos(2*teta3 + 2*tetad) + 2*d4*14*m7 + 2*d4*14*m8 + 2*d4*14*m9
+ 8*d5*15*m9 - 2*d5"2*m9*cos(2*tetal - 2*tetad) + 2*d5"2*m9*cos(2*tetald + 2*tetad) +
2*d4*15*m9*cos(2*teta3 - tetad) + 2*d5*14*m9*cos(2*teta3 - tetad) -
4*d5*15*m9*cos(2*tetal - 2*tetad) + 4*d5*15*m9*cos(2*teta3 + 2*tetad) +
2*14*15*m9*cos(2*teta3 - tetad) - d2*d5*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) +
d2*d5*m9*cos(teta2 - teta3 + tetad) - d2*d5*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad) -
d2*15*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) + d2*15*m9*cos(teta2 - teta3 + tetad) -
d2*15*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad) - d5*12*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) +
d5*12*m9*cos(teta2 - teta3 + tetad) - d5*12*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad) -
12*I5*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) + 12*I5*m9*cos(teta? - teta3 + tetad) -
12*I5*m9*cos(tetad - teta2 + tetad) + d2*d4*m7*cos(teta2 + teta3) + d2*d4*m8*cos(teta2
+ teta3) + d2*d4*m9*cos(teta2 + teta3) + d2*14*m7*cos(teta2 + teta3) +
d4*12*m7*cos(teta2 + teta3) + d2*I4*m8*cos(teta2 + teta3d) + d4*12*m8*cos(teta2 + tetal)
+ d2*14*m9*cos(teta2 + teta3) + d4*12*m9*cos(teta2 + teta3) + 12*14*m7*cos(teta2 +
teta3) + 12*14*m8*cos(teta2 + tetal) + 12*14*m9*cos(teta2 + teta3) -
4*d4*d5*m9*cos(tetad) - 4*d4*15*m9*cos(tetad) - 4*d5*14*m9*cos(tetad) -
4*14*15*m9*cos(tetad) - 2*d4*d5*m9*cos(2*teta3 + tetad) - 2*d4*15*m9*cos(2*tetald +
tetad) - 2*d5*14*m9*cos(2*teta3 + tetad) - 2*14*I5*m9*cos(2*teta3 + tetad) -
d2*d5*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) - d2*I5*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) -
d5*12*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) - [12*I5*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) +
2*d4*d5*m9*cos(2*teta3 - tetad) d5*m9*sin(teta2 + teta3d + tetad) + I5*m9*sin(teta2 +
teta3 + tetad) + d5*m9*sin(teta2 + teta3 - tetad) - d5*m9*sin(teta2 - teta3 + tetad) -
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d5*m9*sin(teta3 - teta2 + tetad) + I5*m9*sin(teta2 + teta3 - tetad) - I5*m9*sin(teta? - teta3
+ tetad) - I5*m9*sin(teta3 - teta2 + tetad) - d4*m7*sin(teta2 + teta3) - d4*m8*sin(teta2 +
teta3) - d4*m9*sin(teta2 + tetal) - 14*m7*sin(teta2 + teta3) - 14*m8*sin(teta2 + teta3) -
[4*m9*sin(teta2 + teta3), d4"2*m7 + d4"2*m8 + d4"2*m9 + 4*d5"2*m9 + 14"2*m7 +
1472*m8 + 1472*m9 + 4*15°2*m9 + 2*d4*|4*m7 + 2*d4*14*m8 + 2*d4*14*m9 +
8*d5*I15*m9 - 4*d4*d5*m9*cos(tetad) - 4*d4*15*m9*cos(tetad) - 4*d5*I4*m9*cos(tetad)
- 4*14*15*m9*cos(tetad) - 16*d5"2*m9*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetas) -
16*15"2*m9*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(tetad)*sin(tetad) +
8*d4*d5*m9*cos(teta3)*sin(tetad)*sin(tetad) +
8*d4*15*m9*cos(tetald)*sin(teta3)*sin(tetad) +
8*d5*14*m9*cos(tetald)*sin(teta3)*sin(tetad) +
8*14*15*m9*cos(teta3)*sin(tetad)*sin(tetad) -
32*d5*15*m9*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad), 0, 4*d4*d5*m9*cos(tetad) -
d4n2*m8 - d4"2*m9 - 4*d5"2*m9 - 1472*m7 - 1472*m8 - 1472*m9 - 4*|5"2*m9 -
2*d4*14*m7 - 2*d4*14*m8 - 2*d4*14*m9 - 8*d5*I15*m9 - d4"2*m7 +
4*d4*15*m9*cos(tetad) + 4*d5*14*m9*cos(tetad) + 4*14*I5*m9*cos(tetad) +
16*d5"2*m9*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad) +
16*15"2*m9*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(tetad)*sin(tetad) -
8*d4*d5*m9*cos(teta3)*sin(tetad)*sin(tetad) -
8*d4*I15*m9*cos(tetald)*sin(teta3)*sin(tetad) -
8*d5*14*m9*cos(tetald)*sin(teta3)*sin(tetad) - 8*14*15*m9*cos(teta3)*sin(tetad)*sin(tetad)
+), 2*m9*cos(2*teta3)*(d5 + 15)*(2*d5 + 2*15 - d4*cos(tetad) - 14*cos(tetad)),
m9*cos(2*teta3)*sin(tetad)*(d4 +
14)]32*d5*15*m9*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad),

- 2*m9*cos(2*teta3)*sin(tetad)*(d5 + 15)];

[0,0,0,0,m5+ m6+m7+m8+m9,0,0,0, 0];

[m7*sin(tetal + teta2 + teta3)*(d4 + 14) - m9*((d5 + I5)*(sin(tetal + teta2 +
teta3)*cos(tetad) - cos(tetal + teta2 - teta3)*sin(tetad)) - sin(tetal + teta2 + teta3)*(d4 +
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14)) + m8*sin(tetal + teta2 + teta3)*(d4 + 14) - m9*(d5 + I5)*(sin(tetal + teta2 +
teta3)*cos(tetad) - cos(tetal + teta2 - teta3)*sin(tetad)), 2*15"2*m9*cos(2*teta3 - 2*tetad) -
d4n2*m8 - d4"2*m9 - 4*d5"2*m9 - 1472*m7 - 1472*m8 - 1472*m9 - 4*|5"2*m9 -
d4n2*m7 - 2*15°2*m9*cos(2*teta3 + 2*tetad) - 2*d4*14*m7 - 2*d4*14*m8 - 2*d4*14*m9 -
8*d5*I15*m9 + 2*d5"2*m9*cos(2*tetal - 2*tetad) - 2*d5"2*m9*cos(2*teta3 + 2*tetad) -
2*d4*15*m9*cos(2*teta3 - tetad) - 2*d5*14*m9*cos(2*teta3 - tetad) +
4*d5*|5*m9*cos(2*tetal - 2*tetad) - 4*d5*I5*m9*cos(2*teta3d + 2*tetad) -
2*14*15*m9*cos(2*teta3 - tetad) + d2*d5*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) -
d2*d5*m9*cos(teta2 - teta3 + tetad) + d2*d5*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad) +
d2*15*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) - d2*I5*m9*cos(teta2 - teta3 + tetad) +
d2*15*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad) + d5*12*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) -
d5*12*m9*cos(teta? - teta3 + tetad) + d5*12*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad) +
12*I5*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) - 12*15*m9*cos(teta2 - teta3 + tetad) +
12*I5*m9*cos(tetad - teta2 + tetad) - d2*d4*m7*cos(teta2 + tetald) - d2*d4*m8*cos(teta2 +
teta3) - d2*d4*m9*cos(teta2 + tetal3) - d2*14*m7*cos(teta2 + teta3) - d4*12*m7*cos(teta2
+ teta3) - d2*14*m8*cos(teta2 + teta3) - d4*12*m8*cos(teta2 + tetald) - d2*I4*m9*cos(teta2
+ teta3) - d4*12*m9*cos(teta2 + teta3) - 12*14*m7*cos(teta2 + tetad) - 12*14*m8*cos(teta2
+ teta3) - 12*14*m9*cos(teta2 + tetald) + 4*d4*d5*m9*cos(tetad) + 4*d4*I5*m9*cos(tetad)
+ 4*d5*14*m9*cos(tetad) + 4*14*15*m9*cos(tetad) + 2*d4*d5*m9*cos(2*teta3 + tetad) +
2*d4*15*m9*cos(2*teta3 + tetad) + 2*d5*14*m9*cos(2*teta3 + tetad) +
2*14*15*m9*cos(2*teta3 + tetad) + d2*d5*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) +
d2*15*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) + d5*12*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) +
12*15*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) - 2*d4*d5*m9*cos(2*teta3 - tetad), d5*m9*sin(teta2

- teta3 + tetad) - I5*m9*sin(teta2 + teta3 + tetad) - d5*m9*sin(teta2 + teta3 - tetad) -
d5*m9*sin(teta2 + teta3 + tetad) + d5*m9*sin(teta3 - teta2 + tetad) - I5*m9*sin(teta2 +
teta3 - tetad) + 15*m9*sin(teta2 - teta3 + tetad) + 15*m9*sin(teta3 - teta2 + teta4) +
d4*m7*sin(teta2 + tetad) + d4*m8*sin(teta2 + teta3) + d4*m9*sin(teta2 + teta3) +
14*m7*sin(teta2 + teta3) + [4*m8*sin(teta2 + teta3) + [4*m9*sin(teta2 + teta3),
4*d4*d5*m9*cos(tetad) - d472*m8 - d472*m9 - 4*d5"2*m9 - 14"2*m7 - 1472*m8 -
1472*m9 - 4*1572*m9 - 2*d4*14*m7 - 2*d4*14*m8 - 2*d4*14*m9 - 8*d5*I15*m9 -
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d4n2*m7 + 4*d4*15*m9*cos(tetad) + 4*d5*14*m9*cos(tetad) + 4*14*15*m9*cos(tetad) +
16*d5"2*m9*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad) +
16*15"2*m9*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(tetad)*sin(tetad) -
8*d4*d5*m9*cos(teta3)*sin(tetad)*sin(tetad) -
8*d4*I15*m9*cos(tetald)*sin(teta3)*sin(tetad) -
8*d5*14*m9*cos(teta3d)*sin(teta3)*sin(tetad) - 8*14*15*m9*cos(teta3)*sin(tetad)*sin(tetad)
+ 32*d5*I5*m9*cos(tetad)*cos(tetad)*sin(tetad)*sin(tetad), 0, d4"2*m7 + d4”2*m8 +
d4n2*m9 + 4*d5"2*m9 + 1472*m7 + 1472*m8 + 14"2*m9 + 4*|5°2*m9 + 2*d4*14*m7 +
2*d4*14*m8 + 2*d4*14*m9 + 8*d5*I15*m9 - 4*d4*d5*m9*cos(tetad) -
4*d4*15*m9*cos(tetad) - 4*d5*14*m9*cos(tetad) - 4*14*I5*m9*cos(tetad) -
16*d5"2*m9*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3d)*sin(tetad) -
16*15"2*m9*cos(tetad)*cos(tetad)*sin(tetad)*sin(tetad) +
8*d4*d5*m9*cos(teta3)*sin(tetad)*sin(tetad) +
8*d4*I15*m9*cos(tetald)*sin(teta3)*sin(tetad) +
8*d5*14*m9*cos(tetald)*sin(teta3)*sin(tetad) +
8*14*15*m9*cos(teta3)*sin(tetad)*sin(tetad) -
32*d5*15*m9*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad),
2*m9*cos(2*teta3)*sin(tetad)*(d5 + I5), -2*m9*cos(2*tetad)*(d5 + 15)*(2*d5 + 2*15 -
d4*cos(tetad) - 14*cos(tetad)), -m9*cos(2*teta3d)*sin(tetad)*(d4 + 14)]

[cos(tetal + teta2 + teta3)*(m7 + m8 + m9), d5*m9*sin(2*teta3 - tetad) -
I5*m9*sin(2*teta3 + tetad) - d5*m9*sin(2*teta3 + tetad) + 15*m9*sin(2*teta3 - tetad) +
d2*m7*sin(teta2 + teta3) + d2*m8*sin(teta2 + teta3) + d2*m9*sin(teta2 + teta3) +
I2*m7*sin(teta2 + tetald) + [12*m8*sin(teta2 + tetad) + 12*m9*sin(teta2 + teta3), cos(teta2 +
teta3)*(m7 + m8 + m9), -2*m9*cos(2*teta3)*sin(tetad)*(d5 + 15), 0,
2*m9*cos(2*teta3)*sin(tetad)*(d5 + I15), m7 + m8 + m9, -2*m9*(d5 + 15)*(sin(tetad) +
2*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(tetal)), -m9*(cos(tetad) - 2*cos(teta3)*sin(teta3d)*sin(tetad))]
[-2*m9*(d5 + I5)*(cos(tetal + teta2 + teta3)*sin(tetad) - sin(tetal + teta2 -
teta3)*cos(tetad)), -2*m9*(d5 + I5)*(2*d5 + 2*15 - 4*I5*cos(teta3)"2 - d4*cos(tetad) -
I14*cos(tetad) - 4*d5*cos(teta3)2 + 2*d4*cos(teta3)*2*cos(tetad) +
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2*14*cos(teta3)"2*cos(tetad) + d2*cos(teta2)*cos(teta3)*cos(tetad) +
I12*cos(teta2)*cos(teta3)*cos(tetad) + d2*cos(teta2)*sin(tetad)*sin(tetad) +
d2*cos(teta3)*sin(teta2)*sin(tetad) + d2*cos(tetad)*sin(teta2)*sin(teta3) +
I12*cos(teta2)*sin(teta3)*sin(tetad) + I2*cos(teta3)*sin(teta2)*sin(teta4) +
I12*cos(tetad)*sin(teta2)*sin(tetad)), - 2*m9*cos(tetal)*(d5 + 15)*(cos(tetal + teta2
+ teta3)*sin(tetad) - sin(tetal + teta2 - teta3)*cos(tetad)) - 2*m9*sin(tetal)*(d5 +
I5)*(sin(tetal + teta2 + teta3)*sin(teta4) + cos(tetal + teta2 - teta3)*cos(tetad)),
2*m9*cos(2*teta3)*(d5 + 15)*(2*d5 + 2*I5 - d4*cos(tetad) - 14*cos(tetad)), O, -
2*m9*cos(2*teta3)*(d5 + 15)*(2*d5 + 2*I5 - d4*cos(tetad) - 14*cos(tetad)), -2*m9*(d5 +
I5)*(sin(tetad) + 2*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(tetal)), 4*m9*(d5 +
I5)72*(4*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad) + 1),
2*m9*cos(2*tetad)*sin(2*teta3)*(d5 + I15)]

[-m9*(cos(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) + sin(tetal + teta2 - teta3)*sin(tetad)), -
m9*(d4*sin(tetad) + 14*sin(tetad) - 2*d4*cos(teta3)"2*sin(tetad) -
2*14*cos(teta3)2*sin(tetad) - d2*cos(teta2)*cos(tetad)*sin(tetad) +
d2*cos(teta2)*cos(tetad)*sin(teta3) + d2*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta2) -
I12*cos(teta2)*cos(tetad)*sin(tetad) + 12*cos(teta2)*cos(tetad)*sin(teta3) +
I2*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta2) - d2*sin(teta2)*sin(teta3)*sin(tetad) -
12*sin(teta2)*sin(teta3)*sin(teta4)), m9*cos(teta2)*sin(teta3)*sin(tetad) -
m9*cos(teta2)*cos(teta3)*cos(tetad) - m9*cos(teta3d)*sin(teta2)*sin(tetad) +
m9*cos(tetad)*sin(teta2)*sin(teta3), m9*cos(2*teta3)*sin(tetad)*(d4 + 14), 0, -
m9*cos(2*teta3)*sin(tetad)*(d4 + 14), -m9*(cos(tetad) -
2*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad)), 2*m9*cos(2*tetad)*sin(2*teta3)*(d5 + 15), m9 -
4*m9*cos(teta3d)*cos(tetad)*sin(tetad)*sin(tetad)]

Anexo No. 7. Resultado de la matriz hikm
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h111=simplify( trace(U111*J1*U11.") + trace(U211*J2*U21.") + trace(U311*J3*U3L1.")

+ trace(U411*J4*U41.") + trace(U511*J5*U51.") + trace(U611*J6*U6G1.") +
trace(U711*J7*U71.") + trace(U811*J8*U8L1.") + trace(U911*J9*U91.") );

h112=simplify( trace(U212*J2*U21.") + trace(U312*J3*U31.") + trace(U412*J4*U41.")

+ trace(U512*J5*U51.") + trace(U612*J6*U61.") + trace(U712*J7*U71.") +
trace(U812*J8*U8L.") + trace(U912*J9*U91.) );

h113=simplify( trace(U313*J3*U3L1.") + trace(U413*J4*U41.") + trace(U513*J5*U51.")

+ trace(U613*J6*U61.") + trace(U713*J7*U71.") + trace(U813*J8*U81.") +
trace(U913*J9*U91.") );

h114=simplify( trace(U414*J4*U41.") + trace(U514*J5*U51.") + trace(U614*J6*U61.") +
trace(U714*J7*U71.") + trace(U814*J8*U8L.") + trace(U914*J9*U91.") );
h115=simplify( trace(U515*J5*U51.") + trace(U615*J6*U61.") + trace(U715*J7*U71.") +
trace(U815*J8*U81.") + trace(U915*J9*U91.") );

h116=simplify( trace(U616*J6*U61.") + trace(U716*J7*U71.") + trace(U816*J8*U8L.") +
trace(U916*J9*U91.") );

h117=simplify( trace(U717*J7*U71.") + trace(U817*J8*U81.") + trace(U917*J9*U91.")
); h118=simplify( trace(U818*J8*U81.") + trace(U918*J9*U91.") ); h119=simplify(
trace(U919*J9*U91.) );

h121=simplify( trace(U221*J2*U21.") + trace(U321*J3*U31.") + trace(U421*J4*U41.")
+ trace(U521*J5*U51.") + trace(U621*J6*U61.") + trace(U721*J7*U71.") +
trace(U821*J8*U8L1.") + trace(U921*J9*U91.") );

h122=simplify( trace(U222*J2*U21.") + trace(U322*J3*U31.") + trace(U422*J4*U41.") +
trace(U522*J5*U51.") + trace(U622*J6*U61.") + trace(U722*J7*U71.") +
trace(U822*J8*U8L1.") + trace(U922*J9*U91.") );

h123=simplify( trace(U323*J3*U31.") + trace(U423*J4*U41.") + trace(U523*J5*U51.")
+ trace(U623*J6*U61.") + trace(U723*J7*U71.") + trace(U823*J8*U81.") +
trace(U923*J9*U91.") );

h124=simplify( trace(U424*J4*U41.") + trace(U524*J5*U51.") + trace(U624*J6*U61.")
+ trace(U724*J7*U71.") + trace(U824*J8*U8L.") + trace(U924*J9*U91.") );
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h125=simplify( trace(U525*J5*U51.") + trace(U625*J6*U61.") + trace(U725*J7*U71.") +
trace(U825*J8*U81.") + trace(U925*J9*U91.) );

h126=simplify( trace(U626*J6*U61.") + trace(U726*J7*U71.") + trace(U826*J8*U8L.")

+ trace(U926*J9*U91.") );

h127=simplify( trace(U727*J7*U71.") + trace(U827*J8*U81.") + trace(U927*J9*U91.")
); h128=simplify( trace(U828*J8*U81.") + trace(U928*J9*U91.") ); h129=simplify(
trace(U929*J9*U91.") );

h131=simplify( trace(U331*J3*U3L1.") + trace(U431*J4*U41.") + trace(U531*J5*U51.")

+ trace(U631*J6*U61.") + trace(U731*J7*U71.") + trace(U831*J8*U81.") +
trace(U931*J9*U91.") );

h132=simplify( trace(U332*J3*U31.") + trace(U432*J4*U41.") + trace(U532*J5*U51.")

+ trace(U632*J6*U61.") + trace(U732*J7*U71.") + trace(U832*J8*U81.") +
trace(U932*J9*U91.") );

h133=simplify( trace(U333*J3*U31.") + trace(U433*J4*U41.") + trace(U533*J5*U51.")

+ trace(U633*J6*U61.") + trace(U733*J7*U71.") + trace(U833*J8*U81.") +
trace(U933*J9*U91.") );

h134=simplify( trace(U434*J4*U41.") + trace(U534*J5*U51.") + trace(U634*J6*U61.") +
trace(U734*J7*U71.") + trace(U834*J8*U81.") + trace(U934*J9*U9L.") );
h135=simplify( trace(U535*J5*U51.") + trace(U635*J6*U61.") + trace(U735*J7*U71.") +
trace(U835*J8*U8L1.") + trace(U935*J9*U91.") );

h136=simplify( trace(U636*J6*U61.") + trace(U736*J7*U71.") + trace(U836*J8*U8L.") +
trace(U936*J9*U91.") );

h137=simplify( trace(U737*J7*U71.") + trace(U837*J8*U81.") + trace(U937*J9*U91.")

); h138=simplify( trace(U838*J8*U81.") + trace(U938*J9*U91.") ); h139=simplify(
trace(U939*J9*U91.") );

h141=simplify( trace(U441*J4*U41.") + trace(U541*J5*U51.") + trace(U641*J6*U61.") +
trace(U741*J7*U71.") + trace(U841*J8*U81.") + trace(U941*J9*U9L.") );



h142=simplify( trace(U442*J4*U41.") + trace(U542*J5*U51.") + trace(U642*J6*U61.")
trace(U742*J7*U71.") + trace(U842*J8*U81.") + trace(U942*J9*U9L.") );
h143=simplify( trace(U443*J4*U41.") + trace(U543*J5*U51.") + trace(U643*J6*U61.")
trace(U743*J7*U71.") + trace(U843*J8*U81.") + trace(U943*J9*U9L.") ),
h144=simplify( trace(U444*J4*U41.") + trace(U544*J5*U51.") + trace(U644*J6*U61.")
trace(U744*J7*U71.") + trace(U844*J8*U81.") + trace(U944*J9*U9L.") );
h145=simplify( trace(U545*J5*U51.") + trace(U645*J6*U61.") + trace(U745*J7*U71.")
trace(U845*J8*U81.") + trace(U945*J9*U91.") );

h146=simplify( trace(U646*J6*U61.") + trace(U746*J7*U71.") + trace(U846*J8*U8L.")
trace(U946*J9*U91.") );

h147=simplify( trace(U747*J7*U71.") + trace(U847*J8*U8L.") + trace(U947*J9*U91."
); h148=simplify( trace(U848*J8*U81.") + trace(U948*J9*U91.") ); h149=simplify(
trace(U949*J9*U91.") );

h151=simplify( trace(U551*J5*U51.") + trace(U651*J6*U61.") + trace(U751*J7*U71."
+ trace(U851*J8*U81.") + trace(U951*J9*U91.") );

h152=simplify( trace(U552*J5*U51.") + trace(U652*J6*U61.") + trace(U752*J7*U71.")
+ trace(U852*J8*U8L1.") + trace(U952*J9*U91.") );

h153=simplify( trace(U553*J5*U51.") + trace(U653*J6*U61.") + trace(U753*J7*U71.")
+ trace(U853*J8*U81.") + trace(U953*J9*U91.") );

h154=simplify( trace(U554*J5*U51.") + trace(U654*J6*U61.") + trace(U754*J7*U71.")
+ trace(U854*J8*U81.") + trace(U954*J9*U91.") );

h155=simplify( trace(U555*J5*U51.") + trace(U655*J6*U61.") + trace(U755*J7*U71.")
+ trace(U855*J8*U81.") + trace(U955*J9*U91.") );

h156=simplify( trace(U656*J6*U61.") + trace(U756*J7*U71.") + trace(U856*J8*U81.")
+ trace(U956*J9*U91.") );

h157=simplify( trace(U757*J7*U71.") + trace(U857*J8*U81.") + trace(U957*J9*U91.")
); h158=simplify( trace(U858*J8*U81.") + trace(U958*J9*U91.") ); h159=simplify(
trace(U959*J9*U91.") );
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h161=simplify( trace(U661*J6*U61.") + trace(U761*J7*U71.") + trace(U861*J8*U81.") +
trace(U961*J9*U91.") );

h162=simplify( trace(U662*J6*U61.") + trace(U762*J7*U71.") + trace(U862*J8*U81.")
+ trace(U962*J9*U91.") );

h163=simplify( trace(U663*J6*U61.") + trace(U763*J7*U71.") + trace(U863*J8*U81."
+ trace(U963*J9*U91.") );

h164=simplify( trace(U664*J6*U61.") + trace(U764*J7*U71.") + trace(U864*J8*U81.")
+ trace(U964*J9*U91.") );

h165=simplify( trace(U665*J6*U61.") + trace(U765*J7*U71.") + trace(U865*J8*U81.")
+ trace(U965*J9*U91.") );

h166=simplify( trace(U666*J6*U61.") + trace(U766*J7*U71.") + trace(U866*J8*U81.") +
trace(U966*J9*U91.") );

h167=simplify( trace(U767*J7*U71.") + trace(U867*J8*U8L.") + trace(U967*J9*U91."

); h168=simplify( trace(U868*J8*U81.") + trace(U968*J9*U91.") ); h169=simplify(
trace(U969*J9*U91.") );

h171=simplify( trace(U771*J7*U71.") + trace(U871*J8*U8L1.") + trace(U971*J9*U91.") );
h172=simplify( trace(U772*J7*U71.") + trace(U872*J8*U8L1.") + trace(U972*J9*U91.") );
h173=simplify( trace(U773*J7*U71.") + trace(U873*J8*U81.") + trace(U973*J9*U91.") );
h174=simplify( trace(U774*J7*U71.") + trace(U874*J8*U81.") + trace(U974*J9*U91.") );
h175=simplify( trace(U775*J7*U71.") + trace(U875*J8*U81.") + trace(U975*J9*U91.") );
h176=simplify( trace(U776*J7*U71.") + trace(U876*J8*U81.") + trace(U976*J9*U91.") );
h177=simplify( trace(U777*J7*U71.") + trace(U877*J8*U81.") + trace(U977*J9*U91.") );
h178=simplify( trace(U878*J8*U81.") + trace(U978*J9*U91.") ); h179=simplify(
trace(U979*J9*U91.") );

h181=simplify( trace(U881*J8*U81.") + trace(U981*J9*U91.") );
h182=simplify( trace(U882*J8*U81.") + trace(U982*J9*U91.") );
h183=simplify( trace(U883*J8*U81.") + trace(U983*J9*U91.") );
h184=simplify( trace(U884*J8*U81.") + trace(U984*J9*U91.") );
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h185=simplify( trace(U885*J8*U81.") + trace(U985*J9*U91.") );
h186=simplify( trace(U886*J8*U81.") + trace(U986*J9*U91.") );
h187=simplify( trace(U887*J8*U81.") + trace(U987*J9*U91.") );
h188=simplify( trace(U888*J8*U81.") + trace(U988*J9*U91.") );
h189=simplify( trace(U989*J9*U91.") );

h191=simplify( trace(U991*J9*U91.") );
h192=simplify( trace(U992*J9*U91.") );
h193=simplify( trace(U993*J9*U91.") );
h194=simplify( trace(U994*J9*U91.") );
h195=simplify( trace(U995*J9*U91.") );
h196=simplify( trace(U996*J9*U91.") );
h197=simplify( trace(U997*J9*U91.") );
h198=simplify( trace(U998*J9*U91.") );
h199=simplify( trace(U999*J9*U91.") );

h211=simplify( trace(U211*J2*U22.") + trace(U311*J3*U32.") + trace(U411*J4*U42.")
+ trace(U511*J5*U52.") + trace(U611*J6*U62.") + trace(U711*J7*U72.") +
trace(U811*J8*U82.") + trace(U911*J9*U92.") );

h212=simplify( trace(U212*J2*U22.") + trace(U312*J3*U32.") + trace(U412*J4*U42.")
+ trace(U512*J5*U52.") + trace(U612*J6*U62.") + trace(U712*J7*U72.") +
trace(U812*J8*U82.") + trace(U912*J9*U92.") );

h213=simplify( trace(U313*J3*U32.") + trace(U413*J4*U42.") + trace(U513*J5*U52.") +
trace(U613*J6*U62.") + trace(U713*J7*U72.") + trace(U813*J8*U82.") +
trace(U913*J9*U92.") );

h214=simplify( trace(U414*J4*U42.") + trace(U514*J5*U52.") + trace(U614*J6*U62."
+ trace(U714*J7*U72.") + trace(U814*J8*U82.") + trace(U914*J9*U92.") );
h215=simplify( trace(U515*J5*U52.") + trace(U615*J6*U62.") + trace(U715*J7*U72.")
+ trace(U815*J8*U82.") + trace(U915*J9*U92.") );
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h216=simplify( trace(U616*J6*U62.") + trace(U716*J7*U72.") + trace(U816*J8*U82.")
+ trace(U916*J9*U92.") );

h217=simplify( trace(U717*J7*U72.") + trace(U817*J8*U82.") + trace(U917*J9*U92.")
); h218=simplify( trace(U818*J8*U82.") + trace(U918*J9*U92.") ); h219=simplify(
trace(U919*J9*U92.") );

h221=simplify( trace(U221*J2*U22.") + trace(U321*J3*U32.") + trace(U421*J4*U42.") +
trace(U521*J5*U52.") + trace(U621*J6*U62.") + trace(U721*J7*U72.") +
trace(U821*J8*U82.") + trace(U921*J9*U92.") );

h222=simplify( trace(U222*J2*U22.") + trace(U322*J3*U32.") + trace(U422*J4*U42.")

+ trace(U522*J5*U52.") + trace(U622*J6*U62.") + trace(U722*J7*U72.") +
trace(U822*J8*U82.") + trace(U922*J9*U92.") );

h223=simplify( trace(U323*J3*U32.") + trace(U423*J4*U42.") + trace(U523*J5*U52.")

+ trace(U623*J6*U62.") + trace(U723*J7*U72.") + trace(U823*J8*U82.") +
trace(U923*J9*U92.") );

h224=simplify( trace(U424*J4*U42.") + trace(U524*J5*U52.") + trace(U624*J6*U62.") +
trace(U724*J7*U72.") + trace(U824*J8*U82.") + trace(U924*J9*U92.") );
h225=simplify( trace(U525*J5*U52.") + trace(U625*J6*U62.") + trace(U725*J7*U72.") +
trace(U825*J8*U82.") + trace(U925*J9*U92.") );

h226=simplify( trace(U626*J6*U62.") + trace(U726*J7*U72.") + trace(U826*J8*U82.")

+ trace(U926*J9*U92.") );

h227=simplify( trace(U727*J7*U72.") + trace(U827*J8*U82.") + trace(U927*J9*U92.")

); h228=simplify( trace(U828*J8*U82.") + trace(U928*J9*U92.") ); h229=simplify(
trace(U929*J9*U92.") );

h231=simplify( trace(U331*J3*U32.") + trace(U431*J4*U42.") + trace(U531*J5*U52.")
+ trace(U631*J6*U62.") + trace(U731*J7*U72.") + trace(U831*J8*U82.") +
trace(U931*J9*U92.") );
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h232=simplify( trace(U332*J3*U32.") + trace(U432*J4*U42.") + trace(U532*J5*U52.") +
trace(U632*J6*U62.") + trace(U732*J7*U72.") + trace(U832*J8*U82.") +
trace(U932*J9*U92.") );

h233=simplify( trace(U333*J3*U32.") + trace(U433*J4*U42.") + trace(U533*J5*U52.")

+ trace(U633*J6*U62.") + trace(U733*J7*U72.") + trace(U833*J8*U82.") +
trace(U933*J9*U92.") );

h234=simplify( trace(U434*J4*U42.") + trace(U534*J5*U52.") + trace(U634*J6*U62.") +
trace(U734*J7*U72.") + trace(U834*J8*U82.") + trace(U934*J9*U92.") );

h235=simplify( trace(U535*J5*U52.") + trace(U635*J6*U62.") + trace(U735*J7*U72.") +
trace(U835*J8*U82.") + trace(U935*J9*U92.") );

h236=simplify( trace(U636*J6*U62.") + trace(U736*J7*U72.") + trace(U836*J8*U82.")

+ trace(U936*J9*U92.") );

h237=simplify( trace(U737*J7*U72.") + trace(U837*J8*U82.") + trace(U937*J9*U92.")

); h238=simplify( trace(U838*J8*U82.") + trace(U938*J9*U92.") ); h239=simplify(
trace(U939*J9*U92.") );

h241=simplify( trace(U441*J4*U42.") + trace(U541*J5*U52.") + trace(U641*J6*U62.") +
trace(U741*J7*U72.") + trace(U841*J8*U82.") + trace(U941*J9*U92.") );
h242=simplify( trace(U442*J4*U42.") + trace(U542*J5*U52.") + trace(U642*J6*U62.") +
trace(U742*J7*U72.") + trace(U842*J8*U82.") + trace(U942*J9*U92.") );
h243=simplify( trace(U443*J4*U42.") + trace(U543*J5*U52.") + trace(U643*J6*U62.") +
trace(U743*J7*U72.") + trace(U843*J8*U82.") + trace(U943*J9*U92.") );
h244=simplify( trace(U444*J4*U42.") + trace(U544*J5*U52.") + trace(U644*J6*U62.") +
trace(U744*J7*U72.") + trace(U844*J8*U82.") + trace(U944*J9*U92.") );

h245=simplify( trace(U545*J5*U52.") + trace(U645*J6*U62.") + trace(U745*J7*U72.") +
trace(U845*J8*U82.") + trace(U945*J9*U92.") );

h246=simplify( trace(U646*J6*U62.") + trace(U746*J7*U72.") + trace(U846*J8*U82.")

+ trace(U946*J9*U92.") );

h247=simplify( trace(U747*J7*U72.") + trace(U847*J8*U82.") + trace(U947*J9*U92.") );
h248=simplify( trace(U848*J8*U82.") + trace(U948*J9*U92.") );



212

h249=simplify( trace(U949*J9*U92.") );

h251=simplify( trace(U551*J5*U52.") + trace(U651*J6*U62.") + trace(U751*J7*U72.")

+ trace(U851*J8*U82.") + trace(U951*J9*U92.") );

h252=simplify( trace(U552*J5*U52.") + trace(U652*J6*U62.") + trace(U752*J7*U72.")

+ trace(U852*J8*U82.") + trace(U952*J9*U92.") );

h253=simplify( trace(U553*J5*U52.") + trace(U653*J6*U62.") + trace(U753*J7*U72.") +
trace(U853*J8*U82.") + trace(U953*J9*U92.") );

h254=simplify( trace(U554*J5*U52.") + trace(U654*J6*U62.") + trace(U754*J7*U72."

+ trace(U854*J8*U82.") + trace(U954*J9*U92.") );

h255=simplify( trace(U555*J5*U52.") + trace(U655*J6*U62.") + trace(U755*J7*U72.") +
trace(U855*J8*U82.") + trace(U955*J9*U92.") );

h256=simplify( trace(U656*J6*U62.") + trace(U756*J7*U72.") + trace(U856*J8*U82.")

+ trace(U956*J9*U92.") );

h257=simplify( trace(U757*J7*U72.") + trace(U857*J8*U82.") + trace(U957*J9*U92.")
); h258=simplify( trace(U858*J8*U82.") + trace(U958*J9*U92.") ); h259=simplify(
trace(U959*J9*U92.") );

h261=simplify( trace(U661*J6*U62.") + trace(U761*J7*U72.") + trace(U861*J8*U82.")
+ trace(U961*J9*U92.") );

h262=simplify( trace(U662*J6*U62.") + trace(U762*J7*U72.") + trace(U862*J8*U82.") +
trace(U962*J9*U92.") );

h263=simplify( trace(U663*J6*U62.") + trace(U763*J7*U72.") + trace(U863*J8*U82.")
+ trace(U963*J9*U92.") );

h264=simplify( trace(U664*J6*U62.") + trace(U764*J7*U72.") + trace(U864*J8*U82.")
+ trace(U964*J9*U92.") );

h265=simplify( trace(U665*J6*U62.") + trace(U765*J7*U72.") + trace(U865*J8*U82.")
+ trace(U965*J9*U92.") );

h266=simplify( trace(U666*J6*U62.") + trace(U766*J7*U72.") + trace(U866*J8*U82.")
+ trace(U966*J9*U92.") );



213

h267=simplify( trace(U767*J7*U72.") + trace(U867*J8*U82.") + trace(U967*J9*U92.")
); h268=simplify( trace(U868*J8*U82.") + trace(U968*J9*U92.") ); h269=simplify(
trace(U969*J9*U92.") );

h271=simplify( trace(U771*J7*U72.") + trace(U871*J8*U82.") + trace(U971*J9*U92.") );
h272=simplify( trace(U772*J7*U72.") + trace(U872*J8*U82.") + trace(U972*J9*U92.") );
h273=simplify( trace(U773*J7*U72.") + trace(U873*J8*U82.") + trace(U973*J9*U92.") );
h274=simplify( trace(U774*J7*U72.") + trace(U874*J8*U82.") + trace(U974*J9*U92.") );
h275=simplify( trace(U775*J7*U72.") + trace(U875*J8*U82.") + trace(U975*J9*U92.") );
h276=simplify( trace(U776*J7*U72.") + trace(U876*J8*U82.") + trace(U976*J9*U92.") );
h277=simplify( trace(U777*J7*U72.") + trace(U877*J8*U82.") + trace(U977*J9*U92.") );
h278=simplify( trace(U878*J8*U82.") + tr

h281=simplify( trace(U881*J8*U82.") + trace(U981*J9*U92.") );

h282=simplify( trace(U882*J8*U82.") + trace(U982*J9*U92.") );

h283=simplify( trace(U883*J8*U82.") + trace(U983*J9*U92.") );

h284=simplify( trace(U884*J8*U82.") + trace(U984*J9*U92.") );

h285=simplify( trace(U885*J8*U82.") + trace(U985*J9*U92.") );

h286=simplify( trace(U886*J8*U82.") + trace(U986*J9*U92.") );

h287=simplify( trace(U887*J8*U82.") + trace(U987*J9*U92.") );

h288=simplify( trace(U888*J8*U82.") + trace(U988*J9*U92.") );

h289=simplify( trace(U989*J9*U92.") );

h291=simplify( trace(U991*J9*U92.") );
h292=simplify( trace(U992*J9*U92.") );
h293=simplify( trace(U993*J9*U92.") );
h294=simplify( trace(U994*J9*U92.") );
h295=simplify( trace(U995*J9*U92.") );
h296=simplify( trace(U996*J9*U92.") );
h297=simplify( trace(U997*J9*U92.") );
h298=simplify( trace(U998*J9*U92.") );
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h299=simplify( trace(U999*J9*U92.") );

h311=simplify( trace(U311*J3*U33.") + trace(U411*J4*U43.") + trace(U511*J5*U53.")

+ trace(U611*J6*U63.") + trace(U711*J7*U73.") + trace(U811*J8*U83.") +
trace(U911*J9*U93.") );

h312=simplify( trace(U312*J3*U33.") + trace(U412*J4*U43.") + trace(U512*J5*U53.")

+ trace(U612*J6*U63.") + trace(U712*J7*U73.") + trace(U812*J8*U83.") +
trace(U912*J9*U93.") );

h313=simplify( trace(U313*J3*U33.") + trace(U413*J4*U43.") + trace(U513*J5*U53.")

+ trace(U613*J6*U63.") + trace(U713*J7*U73.") + trace(U813*J8*U83.") +
trace(U913*J9*U93.") );

h314=simplify( trace(U414*J4*U43.") + trace(U514*J5*U53.") + trace(U614*J6*U63.") +
trace(U714*J7*U73.") + trace(U814*J8*U83.") + trace(U914*J9*U93.") );
h315=simplify( trace(U515*J5*U53.") + trace(U615*J6*U63.") + trace(U715*J7*U73.") +
trace(U815*J8*U83.") + trace(U915*J9*U93.") );

h316=simplify( trace(U616*J6*U63.") + trace(U716*J7*U73.") + trace(U816*J8*U83.") +
trace(U916*J9*U93.") );

h317=simplify( trace(U717*J7*U73.") + trace(U817*J8*U83.") + trace(U917*J9*U93.")
); h318=simplify( trace(U818*J8*U83.") + trace(U918*J9*U93.") ); h319=simplify(
trace(U919*J9*U93.") );

h321=simplify( trace(U321*J3*U33.") + trace(U421*J4*U43.") + trace(U521*J5*U53.") +
trace(U621*J6*U63.") + trace(U721*J7*U73.") + trace(U821*J8*U83.") +
trace(U921*J9*U93.") );

h322=simplify( trace(U322*J3*U33.") + trace(U422*J4*U43.") + trace(U522*J5*U53.")

+ trace(U622*J6*U63.") + trace(U722*J7*U73.") + trace(U822*J8*U83.") +
trace(U922*J9*U93.") );
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h323=simplify( trace(U323*J3*U33.") + trace(U423*J4*U43.") + trace(U523*J5*U53.")
+ trace(U623*J6*U63.") + trace(U723*J7*U73.") + trace(U823*J8*U83.") +
trace(U923*J9*U93.") );

h324=simplify( trace(U424*J4*U43.") + trace(U524*J5*U53.") + trace(U624*J6*U63.")
+ trace(U724*J7*U73.") + trace(U824*J8*U83.") + trace(U924*J9*U93.") );
h325=simplify( trace(U525*J5*U53.") + trace(U625*J6*U63.") + trace(U725*J7*U73.")
+ trace(U825*J8*U83.") + trace(U925*J9*U93.") );

h326=simplify( trace(U626*J6*U63.") + trace(U726*J7*U73.") + trace(U826*J8*U83.")
+ trace(U926*J9*U93.") );

h327=simplify( trace(U727*J7*U73.") + trace(U827*J8*U83.") + trace(U927*J9*U93.")
); h328=simplify( trace(U828*J8*U83.") + trace(U928*J9*U93.") ); h329=simplify(
trace(U929*J9*U93.") );

h331=simplify( trace(U331*J3*U33.") + trace(U431*J4*U43.") + trace(U531*J5*U53.")

+ trace(U631*J6*U63.") + trace(U731*J7*U73.") + trace(U831*J8*U83.") +
trace(U931*J9*U93.") );

h332=simplify( trace(U332*J3*U33.") + trace(U432*J4*U43.") + trace(U532*J5*U53.")

+ trace(U632*J6*U63.") + trace(U732*J7*U73.") + trace(U832*J8*U83.") +
trace(U932*J9*U93.") );

h333=simplify( trace(U333*J3*U33.") + trace(U433*J4*U43.") + trace(U533*J5*U53.") +
trace(U633*J6*U63.") + trace(U733*J7*U73.") + trace(U833*J8*U83.") +
trace(U933*J9*U93.") );

h334=simplify( trace(U434*J4*U43.") + trace(U534*J5*U53.") + trace(U634*J6*U6B3.") +
trace(U734*J7*U73.") + trace(U834*J8*U83.") + trace(U934*J9*U93.") );
h335=simplify( trace(U535*J5*U53.") + trace(U635*J6*U63.") + trace(U735*J7*U73.") +
trace(U835*J8*U83.") + trace(U935*J9*U93.") );

h336=simplify( trace(U636*J6*U63.") + trace(U736*J7*U73.") + trace(U836*J8*U83.")

+ trace(U936*J9*U93.") );

h337=simplify( trace(U737*J7*U73.") + trace(U837*J8*U83.") + trace(U937*J9*U93.") );
h338=simplify( trace(U838*J8*U83.") + trace(U938*J9*U93.") );
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h339=simplify( trace(U939*J9*U93.") );

h341=simplify( trace(U441*J4*U43.") + trace(U541*J5*U53.") + trace(U641*J6*U63.") +
trace(U741*J7*U73.") + trace(U841*J8*U83.") + trace(U941*J9*U93.") );
h342=simplify( trace(U442*J4*U43.") + trace(U542*J5*U53.") + trace(U642*J6*U63.") +
trace(U742*J7*U73.") + trace(U842*J8*U83.") + trace(U942*J9*U93.") );
h343=simplify( trace(U443*J4*U43.") + trace(U543*J5*U53.") + trace(U643*J6*U6B3.") +
trace(U743*J7*U73.") + trace(U843*J8*U83.") + trace(U943*J9*U93.") );
h344=simplify( trace(U444*J4*U43.") + trace(U544*J5*U53.") + trace(U644*J6*U63.") +
trace(U744*J7*U73.") + trace(U844*J8*U83.") + trace(U944*J9*U93.") );
h345=simplify( trace(U545*J5*U53.") + trace(U645*J6*U63.") + trace(U745*J7*U73.") +
trace(U845*J8*U83.") + trace(U945*J9*U93.") );

h346=simplify( trace(U646*J6*U63.") + trace(U746*J7*U73.") + trace(U846*J8*U83.")

+ trace(U946*J9*U93.") );

h347=simplify( trace(U747*J7*U73.") + trace(U847*J8*U83.") + trace(U947*J9*U93.")
); h348=simplify( trace(U848*J8*U83.") + trace(U948*J9*U93.") ); h349=simplify(
trace(U949*J9*U93.") );

h351=simplify( trace(U551*J5*U53.") + trace(U651*J6*U63.") + trace(U751*J7*U73.") +
trace(U851*J8*U83.") + trace(U951*J9*U93.") );

h352=simplify( trace(U552*J5*U53.") + trace(U652*J6*U63.") + trace(U752*J7*U73.")

+ trace(U852*J8*U83.") + trace(U952*J9*U93.") );

h353=simplify( trace(U553*J5*U53.") + trace(U653*J6*U63.") + trace(U753*J7*U73.") +
trace(U853*J8*U83.") + trace(U953*J9*U93.") );

h354=simplify( trace(U554*J5*U53.") + trace(U654*J6*U63.") + trace(U754*J7*U73.")

+ trace(U854*J8*U83.") + trace(U954*J9*U93.") );

h355=simplify( trace(U555*J5*U53.") + trace(U655*J6*U63.") + trace(U755*J7*U73.") +
trace(U855*J8*U83.") + trace(U955*J9*U93.") );

h356=simplify( trace(U656*J6*U63.") + trace(U756*J7*U73.") + trace(U856*J8*U83.")

+ trace(U956*J9*U93.") );
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h357=simplify( trace(U757*J7*U73.") + trace(U857*J8*U83.") + trace(U957*J9*U93.")
); h358=simplify( trace(U858*J8*U83.") + trace(U958*J9*U93.") ); h359=simplify(
trace(U959*J9*U93.") );

h361=simplify( trace(U661*J6*U63.") + trace(U761*J7*U73.") + trace(U861*J8*U83.")
+ trace(U961*J9*U93.") );

h362=simplify( trace(U662*J6*U63.") + trace(U762*J7*U73.") + trace(U862*J8*U83.") +
trace(U962*J9*U93.") );

h363=simplify( trace(U663*J6*U63.") + trace(U763*J7*U73.") + trace(U863*J8*U83.")
+ trace(U963*J9*U93.") );

h364=simplify( trace(U664*J6*U63.") + trace(U764*J7*U73.") + trace(U864*J8*U83.") +
trace(U964*J9*U93.") );

h365=simplify( trace(U665*J6*U63.") + trace(U765*J7*U73.") + trace(U865*J8*U83.")
+ trace(U965*J9*U93.") );

h366=simplify( trace(U666*J6*U63.") + trace(U766*J7*U73.") + trace(U866*J8*U83.")
+ trace(U966*J9*U93.") );

h367=simplify( trace(U767*J7*U73.") + trace(U867*J8*U83.") + trace(U967*J9*U93.")

); h368=simplify( trace(U868*J8*U83.") + trace(U968*J9*U93.") ); h369=simplify(
trace(U969*J9*U93.") );

h371=simplify( trace(U771*J7*U73.") + trace(U871*J8*U83.") + trace(U971*J9*U93.") );
h372=simplify( trace(U772*J7*U73.") + trace(U872*J8*U83.") + trace(U972*J9*U93.") );
h373=simplify( trace(U773*J7*U73.") + trace(U873*J8*U83.") + trace(U973*J9*U93.") );
h374=simplify( trace(U774*J7*U73.") + trace(U874*J8*U83.") + trace(U974*J9*U93.") );
h375=simplify( trace(U775*J7*U73.") + trace(U875*J8*U83.") + trace(U975*J9*U93.") );
h376=simplify( trace(U776*J7*U73.") + trace(U876*J8*U83.") + trace(U976*J9*U93.") );
h377=simplify( trace(U777*J7*U73.") + trace(U877*J8*U83.") + trace(U977*J9*U93.") );
h378=simplify( trace(U878*J8*U83.") + trace(U978*J9*U93.") ); h379=simplify(
trace(U979*J9*U93.") );
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h381=simplify( trace(U881*J8*U83.") + trace(U981*J9*U93.") );
h382=simplify( trace(U882*J8*U83.") + trace(U982*J9*U93.") );
h383=simplify( trace(U883*J8*U83.") + trace(U983*J9*U93.") );
h384=simplify( trace(U884*J8*U83.") + trace(U984*J9*U93.") );
h385=simplify( trace(U885*J8*U83.") + trace(U985*J9*U93.") );
h386=simplify( trace(U886*J8*U83.") + trace(U986*J9*U93.") );
h387=simplify( trace(U887*J8*U83.") + trace(U987*J9*U93.") );
h388=simplify( trace(U888*J8*U83.") + trace(U988*J9*U93.") );
h389=simplify( trace(U989*J9*U93.") );

h391=simplify( trace(U991*J9*U93.") );
h392=simplify( trace(U992*J9*U93.") );
h393=simplify( trace(U993*J9*U93.") );
h394=simplify( trace(U994*J9*U93.") );
h395=simplify( trace(U995*J9*U93.") );
h396=simplify( trace(U996*J9*U93.") );
h397=simplify( trace(U997*J9*U93.") );
h398=simplify( trace(U998*J9*U93.") );
h399=simplify( trace(U999*J9*U93.") );

h411=simplify( trace(U411*J4*U44.") + trace(U511*J5*U54.") + trace(U611*J6*U64.") +
trace(U711*J7*U74.") + trace(U811*J8*U84.") + trace(U911*J9*U94.") );

h412=simplify( trace(U412*J4*U44.") + trace(U512*J5*U54.") + trace(U612*J6*U64.") +
trace(U712*J7*U74.") + trace(U812*J8*U84.") + trace(U912*J9*U94.") );
h413=simplify( trace(U413*J4*U44.") + trace(U513*J5*U54.") + trace(U613*J6*U64.") +
trace(U713*J7*U74.") + trace(U813*J8*U84.") + trace(U913*J9*U94.") );
h414=simplify( trace(U414*J4*U44.") + trace(U514*J5*U54.") + trace(U614*J6*U64.") +
trace(U714*J7*U74.") + trace(U814*J8*U84.") + trace(U914*J9*U94.") );
h415=simplify( trace(U515*J5*U54.") + trace(U615*J6*U64.") + trace(U715*J7*U74.") +
trace(U815*J8*U84.") + trace(U915*J9*U94.") );
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h416=simplify( trace(U616*J6*U64.") + trace(U716*J7*U74.") + trace(U816*J8*U84.") +
trace(U916*J9*U94.") );

h417=simplify( trace(U717*J7*U74.") + trace(U817*J8*U84.") + trace(U917*J9*U94.")
); h418=simplify( trace(U818*J8*U84.") + trace(U918*J9*U94.") ); h419=simplify(
trace(U919*J9*U94.") );

h421=simplify( trace(U421*J4*U44.") + trace(U521*J5*U54.") + trace(U621*J6*U64.") +
trace(U721*J7*U72.") + trace(U821*J8*U84.") + trace(U921*J9*U94.") );

h422=simplify( trace(U422*J4*U44.") + trace(U522*J5*U54.") + trace(U622*J6*U64.") +
trace(U722*J7*U72.") + trace(U822*J8*U84.") + trace(U922*J9*U94.") );

h423=simplify( trace(U423*J4*U44.") + trace(U523*J5*U54.") + trace(U623*J6*U64.") +
trace(U723*J7*U72.") + trace(U823*J8*U84.") + trace(U923*J9*U94.") );
h424=simplify( trace(U424*J4*U44.") + trace(U524*J5*U54.") + trace(U624*J6*U64.") +
trace(U724*J7*U72.") + trace(U824*J8*U84.") + trace(U924*J9*U94.") );
h425=simplify( trace(U525*J5*U54.") + trace(U625*J6*U64.") + trace(U725*J7*U74.") +
trace(U825*J8*U82.") + trace(U925*J9*U94.") );

h426=simplify( trace(U626*J6*U64.") + trace(U726*J7*U74.") + trace(U826*J8*U84.") +
trace(U926*J9*U92.") );

h427=simplify( trace(U727*J7*U74.") + trace(U827*J8*U84.") + trace(U927*J9*U9%4.")
); h428=simplify( trace(U828*J8*U84.") + trace(U928*J9*U94.") ); h429=simplify(
trace(U929*J9*U94.") );

h431=simplify( trace(U431*J4*U44.") + trace(U531*J5*U54.") + trace(U631*J6*U64.") +
trace(U731*J7*U74.") + trace(U831*J8*U84.") + trace(U931*J9*U94.") );
h432=simplify( trace(U432*J4*U44.") + trace(U532*J5*U54.") + trace(U632*J6*U64.") +
trace(U732*J7*U74.") + trace(U832*J8*U84.") + trace(U932*J9*U94.") );
h433=simplify( trace(U433*J4*U44.") + trace(U533*J5*U54.") + trace(U633*J6*U64.") +
trace(U733*J7*U74.") + trace(U833*J8*U84.") + trace(U933*J9*U94.") );
h434=simplify( trace(U434*J4*U44.") + trace(U534*J5*U54.") + trace(U634*J6*U64.") +
trace(U734*J7*U74.") + trace(U834*J8*U84.") + trace(U934*J9*U94.") );



220

h435=simplify( trace(U535*J5*U54.") + trace(U635*J6*U64.") + trace(U735*J7*U74.")

+ trace(U835*J8*U84.") + trace(U935*J9*U94.") );

h436=simplify( trace(U636*J6*U64.") + trace(U736*J7*U74.") + trace(U836*J8*U84.") +
trace(U936*J9*U94.") );

h437=simplify( trace(U737*J7*U74.") + trace(U837*J8*U84.") + trace(U937*J9*U94.")
); h438=simplify( trace(U838*J8*U84.") + trace(U938*J9*U94.") ); h439=simplify(
trace(U939*J9*U94.") );

h441=simplify( trace(U441*J4*U44.") + trace(U541*J5*U54.") + trace(U641*J6*U64.") +
trace(U741*J7*U74.") + trace(U841*J8*U84.") + trace(U941*J9*U94.") );
h442=simplify( trace(U442*J4*U44.") + trace(U542*J5*U54.") + trace(U642*J6*U64.") +
trace(U742*J7*U74.") + trace(U842*J8*U84.") + trace(U942*J9*U94.") );
h443=simplify( trace(U443*J4*U44.") + trace(U543*J5*U54.") + trace(U643*J6*U64.") +
trace(U743*J7*U74.") + trace(U843*J8*U84.") + trace(U943*J9*U94.") );
h444=simplify( trace(U444*J4*U44.") + trace(U544*J5*U54.") + trace(U644*J6*U64.") +
trace(U744*J7*U74.") + trace(U844*J8*U84.") + trace(U944*J9*U94.") );
h445=simplify( trace(U545*J5*U54.") + trace(U645*J6*U64.") + trace(U745*J7*U74.") +
trace(U845*J8*U84.") + trace(U945*J9*U94.") );

h446=simplify( trace(U646*J6*U64.") + trace(U746*J7*U74.") + trace(U846*J8*U84.")

+ trace(U946*J9*U94.") );

h447=simplify( trace(U747*J7*U74.") + trace(U847*J8*U84.") + trace(U947*J9*U94.")
); h448=simplify( trace(U848*J8*U84.") + trace(U948*J9*U94.") ); h449=simplify(
trace(U949*J9*U94.") );

h451=simplify( trace(U551*J5*U54.") + trace(U651*J6*U64.") + trace(U751*J7*U74.")

+ trace(U851*J8*U84.") + trace(U951*J9*U94.") );

h452=simplify( trace(U552*J5*U54.") + trace(U652*J6*U64.") + trace(U752*J7*U74.") +
trace(U852*J8*U84.") + trace(U952*J9*U94.") );

h453=simplify( trace(U553*J5*U54.") + trace(U653*J6*U64.") + trace(U753*J7*U74.")

+ trace(U853*J8*U84.") + trace(U953*J9*U94.") );
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h454=simplify( trace(U554*J5*U54.") + trace(U654*J6*U64.") + trace(U754*J7*U74.") +
trace(U854*J8*U84.") + trace(U954*J9*U94.") );

h455=simplify( trace(U555*J5*U54.") + trace(U655*J6*U64.") + trace(U755*J7*U74.")
+ trace(U855*J8*U84.") + trace(U955*J9*U9%4.") );

h456=simplify( trace(U656*J6*U64.") + trace(U756*J7*U74.") + trace(U856*J8*U84.") +
trace(U956*J9*U94.") );

h457=simplify( trace(U757*J7*U74.") + trace(U857*J8*U84.") + trace(U957*J9*U94.")

); h458=simplify( trace(U858*J8*U84.") + trace(U958*J9*U94.") ); h459=simplify(
trace(U959*J9*U94.") );

h461=simplify( trace(U661*J6*U64.") + trace(U761*J7*U74.") + trace(U861*J8*U84.") +
trace(U961*J9*U94.") );

h462=simplify( trace(U662*J6*U64.") + trace(U762*J7*U74.") + trace(U862*J8*U84.")
+ trace(U962*J9*U94.") );

h463=simplify( trace(U663*J6*U64.") + trace(U763*J7*U74.") + trace(U863*J8*U84.") +
trace(U963*J9*U94.") );

h464=simplify( trace(U664*J6*U64.") + trace(U764*J7*U74.") + trace(U864*J8*U84.")
+ trace(U964*J9*U94.") );

h465=simplify( trace(U665*J6*U64.") + trace(U765*J7*U74.") + trace(U865*J8*U84.")
+ trace(U965*J9*U94.") );

h466=simplify( trace(U666*J6*U64.") + trace(U766*J7*U74.") + trace(U866*J8*U84.")
+ trace(U966*J9*U94.") );

h467=simplify( trace(U767*J7*U74.") + trace(U867*J8*U84.") + trace(U967*J9*U94.")

); h468=simplify( trace(U868*J8*U84.") + trace(U968*J9*U94.") ); h469=simplify(
trace(U969*J9*U94.") );

h471=simplify( trace(U771*J7*U74.") + trace(U871*J8*U84.") + trace(U971*J9*U94.") );
h472=simplify( trace(U772*J7*U74.") + trace(U872*J8*U84.") + trace(U972*J9*U9%4.") );
h473=simplify( trace(U773*J7*U74.") + trace(U873*J8*U84.") + trace(U973*J9*U9%4.") );
h474=simplify( trace(U774*J7*U74.") + trace(U874*J8*U84.") + trace(U974*J9*U94.") );
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h475=simplify( trace(U775*J7*U74.") + trace(U875*J8*U84.") + trace(U975*J9*U94.")
); h476=simplify( trace(U776*J7*U74.") + trace(U876*J8*U84.") +
trace(U976*J9*U94.") ); h477=simplify( trace(U777*J7*U74.") + trace(U877*J8*U84.")
+ trace(U977*J9*U94.") ); h478=simplify( trace(U878*J8*U84.") +
trace(U978*J9*U94.") ); h479=simplify( trace(U979*J9*U9%4.") ),

h481=simplify( trace(U881*J8*U84.") + trace(U981*J9*U94.") );
h482=simplify( trace(U882*J8*U84.") + trace(U982*J9*U94.") );
h483=simplify( trace(U883*J8*U84.") + trace(U983*J9*U94.") );
h484=simplify( trace(U884*J)8*U84.") + trace(U984*J9*U9%4.") );
h485=simplify( trace(U885*J8*U84.") + trace(U985*J9*U94.") );
h486=simplify( trace(U886*J8*U84.") + trace(U986*J9*U94.") );
h487=simplify( trace(U887*J8*U84.") + trace(U987*J9*U94.") );
h488=simplify( trace(U888*J8*U84.") + trace(U988*J9*U94.") );
h489=simplify( trace(U989*J9*U94.") );

h491=simplify( trace(U991*J9*U94.") );
h492=simplify( trace(U992*J9*U94.") );
h493=simplify( trace(U993*J9*U94.") );
h494=simplify( trace(U994*J9*U94.") );
h495=simplify( trace(U995*J9*U94.") );
h496=simplify( trace(U996*J9*U94.") );
h497=simplify( trace(U997*J9*U94.") );
h498=simplify( trace(U998*J9*U94.") );
h499=simplify( trace(U999*J9*U94.") );

h511=simplify( trace(U511*J5*U55.") + trace(U611*J6*U65.") + trace(U711*J7*U75.")
+ trace(U811*J8*U85.") + trace(U911*J9*U95.") );



223

h512=simplify( trace(U512*J5*U55.") + trace(U612*J6*U65.") + trace(U712*J7*U75.") +
trace(U812*J8*U85.") + trace(U912*J9*U95.") );

h513=simplify( trace(U513*J5*U55.") + trace(U613*J6*U65.") + trace(U713*J7*U75.")

+ trace(U813*J8*U85.") + trace(U913*J9*U95.") );

h514=simplify( trace(U514*J5*U55.") + trace(U614*J6*U65.") + trace(U714*J7*U75.") +
trace(U814*J8*U85.") + trace(U914*J9*U95.") );

h515=simplify( trace(U515*J5*U55.") + trace(U615*J6*U65.") + trace(U715*J7*U75.")

+ trace(U815*J8*U85.") + trace(U915*J9*U95.") );

h516=simplify( trace(U616*J6*U65.") + trace(U716*J7*U75.") + trace(U816*J8*U85.") +
trace(U916*J9*U95.") );

h517=simplify( trace(U717*J7*U75.") + trace(U817*J8*U85.") + trace(U917*J9*U95.")
); h518=simplify( trace(U818*J8*U85.") + trace(U918*J9*U95.") ); h519=simplify(
trace(U919*J9*U95.") );

h521=simplify( trace(U521*J5*U55.") + trace(U621*J6*U65.") + trace(U721*J7*U75.")
+ trace(U821*J8*U85.") + trace(U921*J9*U95.") );

h522=simplify( trace(U522*J5*U55.") + trace(U622*J6*U65.") + trace(U722*J7*U75.")
+ trace(U822*J8*U85.") + trace(U922*J9*U95.") );

h523=simplify( trace(U523*J5*U55.") + trace(U623*J6*U65.") + trace(U723*J7*U75.")
+ trace(U823*J8*U85.") + trace(U923*J9*U95.") );

h524=simplify( trace(U524*J5*U55.") + trace(U624*J6*U65.") + trace(U724*J7*U75.")
+ trace(U824*J8*U85.") + trace(U924*J9*U95.") );

h525=simplify( trace(U525*J5*U55.") + trace(U625*J6*U65.") + trace(U725*J7*U75.")
+ trace(U825*J8*U85.") + trace(U925*J9*U95.") );

h526=simplify( trace(U626*J6*U65.") + trace(U726*J7*U75.") + trace(U826*J8*U85.")
+ trace(U926*J9*U95.") );

h527=simplify( trace(U727*J7*U75.") + trace(U827*J8*U85.") + trace(U927*J9*U95.")
); h528=simplify( trace(U828*J8*U85.") + trace(U928*J9*U95.") ); h529=simplify(
trace(U929*J9*U95.") );
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h531=simplify( trace(U531*J5*U55.") + trace(U631*J6*U65.") + trace(U731*J7*U75.") +
trace(U831*J8*U85.") + trace(U931*J9*U95.") );

h532=simplify( trace(U532*J5*U55.") + trace(U632*J6*U65.") + trace(U732*J7*U75.")

+ trace(U832*J8*U85.") + trace(U932*J9*U95.") );

h533=simplify( trace(U533*J5*U55.") + trace(U633*J6*U65.") + trace(U733*J7*U75.") +
trace(U833*J8*U85.") + trace(U933*J9*U95.") );

h534=simplify( trace(U534*J5*U55.") + trace(U634*J6*U65.") + trace(U734*J7*U75.")

+ trace(U834*J8*U85.") + trace(U934*J9*U95.") );

h535=simplify( trace(U535*J5*U55.") + trace(U635*J6*U65.") + trace(U735*J7*U75.") +
trace(U835*J8*U85.") + trace(U935*J9*U95.") );

h536=simplify( trace(U636*J6*U65.") + trace(U736*J7*U75.") + trace(U836*J8*U85.")

+ trace(U936*J9*U95.") );

h537=simplify( trace(U737*J7*U75.") + trace(U837*J8*U85.") + trace(U937*J9*U95.")
); h538=simplify( trace(U838*J8*U85.") + trace(U938*J9*U95.") ); h539=simplify(
trace(U939*J9*U95.") );

h541=simplify( trace(U541*J5*U55.") + trace(U641*J6*U65.") + trace(U741*J7*U75.")
+ trace(U841*J8*U85.") + trace(U941*J9*U95.") );

h542=simplify( trace(U542*J5*U55.") + trace(U642*J6*U65.") + trace(U742*J7*U75.")
+ trace(U842*J8*U85.") + trace(U942*J9*U95.") );

h543=simplify( trace(U543*J5*U55.") + trace(U643*J6*U65.") + trace(U743*J7*U75.")
+ trace(U843*J8*U85.") + trace(U943*J9*U95.") );

h544=simplify( trace(U544*J5*U55.") + trace(U644*J6*U65.") + trace(U744*J7*U75.")
+ trace(U844*J8*U85.") + trace(U944*J9*U95.") );

h545=simplify( trace(U545*J5*U55.") + trace(U645*J6*U65.") + trace(U745*J7*U75.")
+ trace(U845*J8*U85.") + trace(U945*J9*U95.") );

h546=simplify( trace(U646*J6*U65.") + trace(U746*J7*U75.") + trace(U846*J8*U85.")
+ trace(U946*J9*U95.") );

h547=simplify( trace(U747*J7*U75.") + trace(U847*J8*U85.") + trace(U947*J9*U95.") );
h548=simplify( trace(U848*J8*U85.") + trace(U948*J9*U95.") );
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h549=simplify( trace(U949*J9*U95.") );

h551=simplify( trace(U551*J5*U55.") + trace(U651*J6*U65.") + trace(U751*J7*U75.")

+ trace(U851*J8*U85.") + trace(U951*J9*U95.") );

h552=simplify( trace(U552*J5*U55.") + trace(U652*J6*U65.") + trace(U752*J7*U75.") +
trace(U852*J8*U85.") + trace(U952*J9*U95.") );

h553=simplify( trace(U553*J5*U55.") + trace(U653*J6*U65.") + trace(U753*J7*U75.")

+ trace(U853*J8*U85.") + trace(U953*J9*U95.") );

h554=simplify( trace(U554*J5*U55.") + trace(U654*J6*U65.") + trace(U754*J7*U75.") +
trace(U854*J8*U85.") + trace(U954*J9*U95.") );

h555=simplify( trace(U555*J5*U55.") + trace(U655*J6*U65.") + trace(U755*J7*U75.")

+ trace(U855*J8*U85.") + trace(U955*J9*U95.") );

h556=simplify( trace(U656*J6*U65.") + trace(U756*J7*U75.") + trace(U856*J8*U85.") +
trace(U956*J9*U95.") );

h557=simplify( trace(U757*J7*U75.") + trace(U857*J8*U85.") + trace(U957*J9*U95.")
); h558=simplify( trace(U858*J8*U85.") + trace(U958*J9*U95.") ); h559=simplify(
trace(U959*J9*U95.") );

h561=simplify( trace(U661*J6*U65.") + trace(U761*J7*U75.") + trace(U861*J8*U85.") +
trace(U961*J9*U95.") );

h562=simplify( trace(U662*J6*U65.") + trace(U762*J7*U75.") + trace(U862*J8*U85.")

+ trace(U962*J9*U95.") );

h563=simplify( trace(U663*J6*U65.") + trace(U763*J7*U75.") + trace(U863*J8*U85.") +
trace(U963*J9*U95.") );

h564=simplify( trace(U664*J6*U65.") + trace(U764*J7*U75.") + trace(U864*J8*U85.")

+ trace(U964*J9*U95.") );

h565=simplify( trace(U665*J6*U65.") + trace(U765*J7*U75.") + trace(U865*J8*U85.")

+ trace(U965*J9*U95.") );

h566=simplify( trace(U666*J6*U65.") + trace(U766*J7*U75.") + trace(U866*J8*U85.")

+ trace(U966*J9*U95.") );
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h567=simplify( trace(U767*J7*U75.") + trace(U867*J8*U85.") + trace(U967*J9*U95.")
); h568=simplify( trace(U868*J8*U85.") + trace(U968*J9*U95.") ); h569=simplify(
trace(U969*J9*U95.") );

h571=simplify( trace(U771*J7*U75.") + trace(U871*J8*U85.") + trace(U971*J9*U945.")
); h572=simplify( trace(U772*J7*U75.") + trace(U872*J8*U85.") + trace(U972*J9*U95.")
); h573=simplify( trace(U773*J7*U75.") + trace(U873*J8*U85.") + trace(U973*J9*U95.")
); h574=simplify( trace(U774*J7*U75.") + trace(U874*J8*U85.") + trace(U974*J9*U95.")
); h575=simplify( trace(U775*J7*U75.") + trace(U875*J8*U85.") + trace(U975*J9*U95.")
); h576=simplify( trace(U776*J7*U75.") + trace(U876*J8*U85.") + trace(U976*J9*U95.")
); h577=simplify( trace(U777*J7*U75.") + trace(U877*J8*U85.") + trace(U977*J9*U95.")
); h578=simplify( trace(U878*J8*U85.") + trace(U978*J9*U95.") ); h579=simplify(
trace(U979*J9*U95.") );

h581=simplify( trace(U881*J8*U85.") + trace(U981*J9*U95.") );
h582=simplify( trace(U882*J8*U85.") + trace(U982*J9*U95.") );
h583=simplify( trace(U883*J8*U85.") + trace(U983*J9*U95.") );
h584=simplify( trace(U884*J8*U85.") + trace(U984*J9*U95.") );
h585=simplify( trace(U885*J8*U85.") + trace(U985*J9*U95.") );
h586=simplify( trace(U886*J8*U85.") + trace(U986*J9*U95.") );
h587=simplify( trace(U887*J8*U85.") + trace(U987*J9*U95.") );
h588=simplify( trace(U888*J8*U85.") + trace(U988*J9*U95.") );
h589=simplify( trace(U989*J9*U95.") );

h591=simplify( trace(U991*J9*U95.") );
h592=simplify( trace(U992*J9*U95.") );
h593=simplify( trace(U993*J9*U95.") );
h594=simplify( trace(U994*J9*U95.") );
h595=simplify( trace(U995*J9*U95.") );
h596=simplify( trace(U996*J9*U95.") );
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h597=simplify( trace(U997*J9*U95.") );
h598=simplify( trace(U998*J9*U95.") );
h599=simplify( trace(U999*J9*U95.") );

h611=simplify( trace(U611*J6*U66.") + trace(U711*J7*U76.") + trace(U811*J8*U86.")

+ trace(U911*J9*U96.") );

h612=simplify( trace(U612*J6*U66.") + trace(U712*J7*U76.") + trace(U812*J8*U86.") +
trace(U912*J9*U96.") );

h613=simplify( trace(U613*J6*U66.") + trace(U713*J7*U76.") + trace(U813*J8*U86.")

+ trace(U913*J9*U96.") );

h614=simplify( trace(U614*J6*U66.") + trace(U714*J7*U76.") + trace(U814*J8*U86.") +
trace(U914*J9*U96.") );

h615=simplify( trace(U615*J6*U66.") + trace(U715*J7*U76.") + trace(U815*J8*U86.")

+ trace(U915*J9*U96.") );

h616=simplify( trace(U616*J6*U66.") + trace(U716*J7*U76.") + trace(U816*J8*U86.")

+ trace(U916*J9*U96.") );

h617=simplify( trace(U717*J7*U76.") + trace(U817*J8*U86.") + trace(U917*J9*U96.")
); h618=simplify( trace(U818*J8*U86.") + trace(U918*J9*U96.") ); h619=simplify(
trace(U919*J9*U96.") );

h621=simplify( trace(U621*J6*U66.") + trace(U721*J7*U76.") + trace(U821*J8*U86.") +
trace(U921*J9*U96.") );

h622=simplify( trace(U622*J6*U66.") + trace(U722*J7*U76.") + trace(U822*J8*U86.")

+ trace(U922*J9*U96.") );

h623=simplify( trace(U623*J6*U66.") + trace(U723*J7*U76.") + trace(U823*J8*U86.")

+ trace(U923*J9*U96.") );

h624=simplify( trace(U624*J6*U66.") + trace(U724*J7*U76.") + trace(U824*J8*U86.") +
trace(U924*J9*U96.") );

h625=simplify( trace(U625*J6*U66.") + trace(U725*J7*U76.") + trace(U825*J8*U86.")

+ trace(U925*J9*U96.") );
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h626=simplify( trace(U626*J6*U66.") + trace(U726*J7*U76.") + trace(U826*J8*U86.") +
trace(U926*J9*U96.") );

h627=simplify( trace(U727*J7*U76.") + trace(U827*J8*U86.") + trace(U927*J9*U96.")
); h628=simplify( trace(U828*J8*U86.") + trace(U928*J9*U96.") ); h629=simplify(
trace(U929*J9*U96.") );

h631=simplify( trace(U631*J6*U66.") + trace(U731*J7*U76.") + trace(U831*J8*U86.") +
trace(U931*J9*U96.") );

h632=simplify( trace(U632*J6*U66.") + trace(U732*J7*U76.") + trace(U832*J8*U86.")

+ trace(U932*J9*U96.") );

h633=simplify( trace(U633*J6*U66.") + trace(U733*J7*U76.") + trace(U833*J8*U86.") +
trace(U933*J9*U96.") );

h634=simplify( trace(U634*J6*U66.") + trace(U734*J7*U76.") + trace(U834*J8*U86.")

+ trace(U934*J9*U96.") );

h635=simplify( trace(U635*J6*U66.") + trace(U735*J7*U76.") + trace(U835*J8*U86.")

+ trace(U935*J9*U96.") );

h636=simplify( trace(U636*J6*U66.") + trace(U736*J7*U76.") + trace(U836*J8*U86.")

+ trace(U936*J9*U96.") );

h637=simplify( trace(U737*J7*U76.") + trace(U837*J8*U86.") + trace(U937*J9*U96.")
); h638=simplify( trace(U838*J8*U86.") + trace(U938*J9*U96.") ); h639=simplify(
trace(U939*J9*U96.") );

h641=simplify( trace(U641*J6*UB6.") + trace(U741*J7*U76.") + trace(U841*J8*U86."
+ trace(U941*J9*U96.") );
h642=simplify( trace(U642*J6*U66.") + trace(U742*J7*U76.") + trace(U842*J8*U86.")
+ trace(U942*J9*U96.") );
h643=simplify( trace(U643*J6*U66.") + trace(U743*J7*U76.) + trace(U843*J8*U86.")
+ trace(U943*J9*U96.") );
h644=simplify( trace(U644*J6*U66.") + trace(U744*J7*U76.) + trace(U844*J8*U86."
+ trace(U944*J9*U96.") );
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h645=simplify( trace(U645*J6*U66.") + trace(U745*J7*U76.") + trace(U845*J8*U86.") +
trace(U945*J9*U96.") );

h646=simplify( trace(U646*J6*U66.") + trace(U746*J7*U76.") + trace(U846*J8*U86.")

+ trace(U946*J9*U96.") );

h647=simplify( trace(U747*J7*U76.") + trace(U847*J8*U86.") + trace(U947*J9*U96.")
); h648=simplify( trace(U848*J8*U86.") + trace(U948*J9*U96.") ); h649=simplify(
trace(U949*J9*U96.") );

h651=simplify( trace(U651*J6*U66.") + trace(U751*J7*U76.") + trace(U851*J8*U86.")

+ trace(U951*J9*U96.") );

h652=simplify( trace(U652*J6*U66.") + trace(U752*J7*U76.") + trace(U852*J8*U86.") +
trace(U952*J9*U96.") );

h653=simplify( trace(U653*J6*U66.") + trace(U753*J7*U76.") + trace(U853*J8*U86.")

+ trace(U953*J9*U96.") );

h654=simplify( trace(U654*J6*U66.") + trace(U754*J7*U76.") + trace(U854*J8*U86.") +
trace(U954*J9*U96.") );

h655=simplify( trace(U655*J6*U66.") + trace(U755*J7*U76.") + trace(U855*J8*U86.")

+ trace(U955*J9*U96.") );

h656=simplify( trace(U656*J6*U66.") + trace(U756*J7*U76.") + trace(U856*J8*U86.")

+ trace(U956*J9*U96.") );

h657=simplify( trace(U757*J7*U76.") + trace(U857*J8*U86.") + trace(U957*J9*U96.")

); h658=simplify( trace(U858*J8*U86.") + trace(U958*J9*U96.") ); h659=simplify(
trace(U959*J9*U96.") );

h661=simplify( trace(U661*J6*U66.") + trace(U761*J7*U76.") + trace(U861*J8*U86.") +
trace(U961*J9*U96.") );

h662=simplify( trace(U662*J6*U66.") + trace(U762*J7*U76.") + trace(U862*J8*U86.")

+ trace(U962*J9*U96.") );

h663=simplify( trace(U663*J6*U66.") + trace(U763*J7*U76.") + trace(U863*J8*U86.")

+ trace(U963*J9*U96.") );
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h664=simplify( trace(U664*J6*U66.") + trace(U764*J7*U76.") + trace(U864*J8*U86.")
+ trace(U964*J9*U96.") );

h665=simplify( trace(U665*J6*U66.") + trace(U765*J7*U76.") + trace(U865*J8*U86.")
+ trace(U965*J9*U96.") );

h666=simplify( trace(U666*J6*U66.") + trace(U766*J7*U76.") + trace(U866*J8*U86.") +
trace(U966*J9*U96.") );

h667=simplify( trace(U767*J7*U76.") + trace(U867*J8*U86.") + trace(U967*J9*U96.")
); h668=simplify( trace(U868*J8*U86.") + trace(U968*J9*U96.") ); h669=simplify(
trace(U969*J9*U96.") );

h671=simplify( trace(U771*J7*U76.") + trace(U871*J8*U86.") + trace(U971*J9*U96.") );
h672=simplify( trace(U772*J7*U76.") + trace(U872*J8*U86.") + trace(U972*J9*U96.") );
h673=simplify( trace(U773*J7*U76.") + trace(U873*J8*U86.") + trace(U973*J9*U96.") );
h674=simplify( trace(U774*J7*U76.") + trace(U874*J8*U86.") + trace(U974*J9*U96.") );
h675=simplify( trace(U775*J7*U76.") + trace(U875*J8*U86.") + trace(U975*J9*U96.") );
h676=simplify( trace(U776*J7*U76.") + trace(U876*J8*U86.") + trace(U976*J9*U96.") );
h677=simplify( trace(U777*J7*U76.") + trace(U877*J8*U86.") + trace(U977*J9*U96.") );
h678=simplify( trace(U878*J8*U86.") + trace(U978*J9*U96.") ); h679=simplify(
trace(U979*J9*U96.") );

h681=simplify( trace(U881*J8*U86.") + trace(U981*J9*U96.") );
h682=simplify( trace(U882*J8*U86.") + trace(U982*J9*U96.") );
h683=simplify( trace(U883*J8*U86.") + trace(U983*J9*U96.") );
h684=simplify( trace(U884*J8*U86.") + trace(U984*J9*U96.") );
h685=simplify( trace(U885*J8*U86.") + trace(U985*J9*U96.") );
h686=simplify( trace(U886*J8*U86.") + trace(U986*J9*U96.") );
h687=simplify( trace(U887*J8*U86.") + trace(U987*J9*U96.") );
h688=simplify( trace(U888*J8*U86.") + trace(U988*J9*U96.") );
h689=simplify( trace(U989*J9*U96.") );
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h691=simplify( trace(U991*J9*U96.") );
h692=simplify( trace(U992*J9*U96.") );
h693=simplify( trace(U993*J9*U96.") );
h694=simplify( trace(U994*J9*U96.") );
h695=simplify( trace(U995*J9*U96.") );
h696=simplify( trace(U996*J9*U96.") );
h697=simplify( trace(U997*J9*U96.") );
h698=simplify( trace(U998*J9*U96.") );
h699=simplify( trace(U999*J9*U96.") );

h711=simplify( trace(U711*J7*U77.") + trace(U811*J8*U87.") + trace(U911*J9*U97.") );
h712=simplify( trace(U712*J7*U77.") + trace(U812*J8*U87.") + trace(U912*J9*U97.") );
h713=simplify( trace(U713*J7*U77.") + trace(U813*J8*U87.") + trace(U913*J9*U97.") );
h714=simplify( trace(U714*J7*U77.") + trace(U814*J8*U87.") + trace(U914*J9*U97.") );
h715=simplify( trace(U715*J7*U77.") + trace(U815*J8*U87.") + trace(U915*J9*U97.") );
h716=simplify( trace(U716*J7*U77.") + trace(U816*J8*U87.") + trace(U916*J9*U97.") );
h717=simplify( trace(U717*J7*U77.") + trace(U817*J8*U87.") + trace(U917*J9*U97.") );
h718=simplify( trace(U818*J8*U87.") + trace(U918*J9*U97.") ); h719=simplify(
trace(U919*J9*U97.") );

h721=simplify( trace(U721*J7*U77.") + trace(U821*J8*U87.") + trace(U921*J9*U97.") );
h722=simplify( trace(U722*J7*U77.") + trace(U822*J8*U87.") + trace(U922*J9*U97.") );
h723=simplify( trace(U723*J7*U77.") + trace(U823*J8*U87.") + trace(U923*J9*U97.") );
h724=simplify( trace(U724*J7*U77.") + trace(U824*J8*U87.") + trace(U924*J9*U97.") );
h725=simplify( trace(U725*J7*U77.") + trace(U825*J8*U87.") + trace(U925*J9*U97.") );
h726=simplify( trace(U726*J7*U77.") + trace(U826*J8*U87.") + trace(U926*J9*U97.") );
h727=simplify( trace(U727*J7*U77.") + trace(U827*J8*U87.") + trace(U927*J9*U97.") );
h728=simplify( trace(U828*J8*U87.") + trace(U928*J9*U97.") ); h729=simplify(
trace(U929*J9*U97.") );
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h731=simplify( trace(U731*J7*U77.") + trace(U831*J8*U87.") + trace(U931*J9*U97.") );
h732=simplify( trace(U732*J7*U77.") + trace(U832*J8*U87.") + trace(U932*J9*U97.") );
h733=simplify( trace(U733*J7*U77.") + trace(U833*J8*U87.") + trace(U933*J9*U97.") );
h734=simplify( trace(U734*J7*U77.") + trace(U834*J8*U87.") + trace(U934*J9*U97.") );
h735=simplify( trace(U735*J7*U77.") + trace(U835*J8*U87.") + trace(U935*J9*U97.") );
h736=simplify( trace(U736*J7*U77.") + trace(U836*J8*U87.") + trace(U936*J9*U97.") );
h737=simplify( trace(U737*J7*U77.") + trace(U837*J8*U87.") + trace(U937*J9*U97.") );
h738=simplify( trace(U838*J8*U87.") + trace(U938*J9*U97.") ); h739=simplify(
trace(U939*J9*U97.") );

h741=simplify( trace(U741*J7*U77.") + trace(U841*J8*U87.") + trace(U941*J9*U97.") );
h742=simplify( trace(U742*J7*U77.") + trace(U842*J8*U87.") + trace(U942*J9*U97.") );
h743=simplify( trace(U743*J7*U77.") + trace(U843*J8*U87.") + trace(U943*J9*U97.") );
h744=simplify( trace(U744*J7*U77.") + trace(U844*J8*U87.") + trace(U944*J9*U97.") );
h745=simplify( trace(U745*J7*U77.") + trace(U845*J8*U87.") + trace(U945*J9*U97.") );
h746=simplify( trace(U746*J7*U77.") + trace(U846*J8*U87.") + trace(U946*J9*U97.") );
h747=simplify( trace(U747*J7*U77.") + trace(U847*J8*U87.") + trace(U947*J9*U97.") );
h748=simplify( trace(U848*J8*U87.") + trace(U948*J9*U97.") ); h749=simplify(
trace(U949*J9*U97.") );

h751=simplify( trace(U751*J7*U77.") + trace(U851*J8*U87.") + trace(U951*J9*U97.") );
h752=simplify( trace(U752*J7*U77.") + trace(U852*J8*U87.") + trace(U952*J9*U97.") );
h753=simplify( trace(U753*J7*U77.") + trace(U853*J8*U87.") + trace(U953*J9*U97.") );
h754=simplify( trace(U754*J7*U77.") + trace(U854*J8*U87.") + trace(U954*J9*U97.") );
h755=simplify( trace(U755*J7*U77.") + trace(U855*J8*U87.") + trace(U955*J9*U97.") );
h756=simplify( trace(U756*J7*U77.") + trace(U856*J8*U87.") + trace(U956*J9*U97.") );
h757=simplify( trace(U757*J7*U77.") + trace(U857*J8*U87.") + trace(U957*J9*U97.") );
h758=simplify( trace(U858*J8*U87.") + trace(U958*J9*U97.") ); h759=simplify(
trace(U959*J9*U97.") );
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h761=simplify( trace(U761*J7*U77.") + trace(U861*J8*U87.") + trace(U961*J9*U97.") );
h762=simplify( trace(U762*J7*U77.") + trace(U862*J8*U87.") + trace(U962*J9*U97.") );
h763=simplify( trace(U763*J7*U77.") + trace(U863*J8*U87.") + trace(U963*J9*U97.") );
h764=simplify( trace(U764*J7*U77.") + trace(U864*J8*U87.") + trace(U964*J9*U97.") );
h765=simplify( trace(U765*J7*U77.") + trace(U865*J8*U87.") + trace(U965*J9*U97.") );
h766=simplify( trace(U766*J7*U77.") + trace(U866*J8*U87.") + trace(U966*J9*U97.") );
h767=simplify( trace(U767*J7*U77.") + trace(U867*J8*U87.") + trace(U967*J9*U97.") );
h768=simplify( trace(U868*J8*U87.") + trace(U968*J9*U97.") ); h769=simplify(
trace(U969*J9*U97.") );

h771=simplify( trace(U771*J7*U77.") + trace(U871*J8*U87.") + trace(U971*J9*U97.") );
h772=simplify( trace(U772*J7*U77.") + trace(U872*J8*U87.") + trace(U972*J9*U97.") );
h773=simplify( trace(U773*J7*U77.") + trace(U873*J8*U87.") + trace(U973*J9*U97.") );
h774=simplify( trace(U774*J7*U77.") + trace(U874*J8*U87.") + trace(U974*J9*U97.") );
h775=simplify( trace(U775*J7*U77.") + trace(U875*J8*U87.") + trace(U975*J9*U97.") );
h776=simplify( trace(U776*J7*U77.") + trace(U876*J8*U87.") + trace(U976*J9*U97.") );
h777=simplify( trace(U777*J7*U77.") + trace(U877*J8*U87.") + trace(U977*J9*U97.") );
h778=simplify( trace(U878*J8*U87.") + trace(U978*J9*U97.") ); h779=simplify(
trace(U979*J9*U97.") );

h781=simplify( trace(U881*J8*U87.") + trace(U981*J9*U97.") );
h782=simplify( trace(U882*J)8*U87.") + trace(U982*J9*U97.") );
h783=simplify( trace(U883*J8*U87.") + trace(U983*J9*U97.") );
h784=simplify( trace(U884*J8*U87.") + trace(U984*J9*U97.") );
h785=simplify( trace(U885*J8*U87.") + trace(U985*J9*U97.") );
h786=simplify( trace(U886*J8*U87.") + trace(U986*J9*U97.") );
h787=simplify( trace(U887*J8*U87.") + trace(U987*J9*U97.") );
h788=simplify( trace(U888*J8*U87.") + trace(U988*J9*U97.") );
h789=simplify( trace(U989*J9*U97.") );
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h791=simplify( trace(U991*J9*U97.") );
h792=simplify( trace(U992*J9*U97.") );
h793=simplify( trace(U993*J9*U97.") );
h794=simplify( trace(U994*J9*U97.") );
h795=simplify( trace(U995*J9*U97.") );
h796=simplify( trace(U996*J9*U97.") );
h797=simplify( trace(U997*J9*U97.") );
h798=simplify( trace(U998*J9*U97.") );
h799=simplify( trace(U999*J9*U97.") );

h811=simplify( trace(U811*J8*U88.") + trace(U911*J9*U98.") );
h812=simplify( trace(U812*J8*U88.") + trace(U912*J9*U98.") );
h813=simplify( trace(U813*J8*U88.") + trace(U913*J9*U98.") );
h814=simplify( trace(U814*J8*U88.") + trace(U914*J9*U98.") );
h815=simplify( trace(U815*J8*U88.") + trace(U915*J9*U98.") );
h816=simplify( trace(U816*J8*U88.") + trace(U916*J9*U98.") );
h817=simplify( trace(U817*J8*U88.") + trace(U917*J9*U98.") );
h818=simplify( trace(U818*J8*U88.") + trace(U918*J9*U98.") );
h819=simplify( trace(U919*J9*U98.") );

h821=simplify( trace(U821*J8*U88.") + trace(U921*J9*U98.") );
h822=simplify( trace(U822*J8*U88.") + trace(U922*J9*U98.") );
h823=simplify( trace(U823*J8*U88.") + trace(U923*J9*U98.") );
h824=simplify( trace(U824*J8*U88.") + trace(U924*J9*U98.") );
h825=simplify( trace(U825*J8*U88.") + trace(U925*J9*U98.") );
h826=simplify( trace(U826*J8*U88.") + trace(U926*J9*U98.") );
h827=simplify( trace(U827*J8*U88.") + trace(U927*J9*U98.") );
h828=simplify( trace(U828*J8*U88.") + trace(U928*J9*U98.") );
h829=simplify( trace(U929*J9*U98.") );
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h831=simplify( trace(U831*J8*U88.") + trace(U931*J9*U98.") );
h832=simplify( trace(U832*J8*U88.") + trace(U932*J9*U98.") );
h833=simplify( trace(U833*J8*U88.") + trace(U933*J9*U98.") );
h834=simplify( trace(U834*J8*U88.") + trace(U934*J9*U98.") );
h835=simplify( trace(U835*J8*U88.") + trace(U935*J9*U98.") );
h836=simplify( trace(U836*J8*U88.") + trace(U936*J9*U98.") );
h837=simplify( trace(U837*J8*U88.") + trace(U937*J9*U98.") );
h838=simplify( trace(U838*J8*U88.") + trace(U938*J9*U98.") );
h839=simplify( trace(U939*J9*U98.") );

h841=simplify( trace(U841*J8*U88.") + trace(U941*J9*U98.") );
h842=simplify( trace(U842*J8*U88.") + trace(U942*J9*U98.") );
h843=simplify( trace(U843*J8*U88.") + trace(U943*J9*U98.") );
h844=simplify( trace(U844*J8*U88.") + trace(U944*J9*U98.") );
h845=simplify( trace(U845*J8*U88.") + trace(U945*J9*U98.") );
h846=simplify( trace(U844*J8*U88.") + trace(U946*J9*U98.") );
h847=simplify( trace(U847*J8*U88.") + trace(U947*J9*U98.") );
h848=simplify( trace(U848*J8*U88.") + trace(U948*J9*U98.") );
h849=simplify( trace(U949*J9*U98.") );

h851=simplify( trace(U851*J8*U88.") + trace(U951*J9*U98.") );
h852=simplify( trace(U852*J8*U88.") + trace(U952*J9*U98.") );
h853=simplify( trace(U853*J8*U88.") + trace(U953*J9*U98.") );
h854=simplify( trace(U854*J8*U88.") + trace(U954*J9*U98.") );
h855=simplify( trace(U855*J8*U88.") + trace(U955*J9*U98.") );
h856=simplify( trace(U856*J8*U88.") + trace(U956*J9*U98.") );
h857=simplify( trace(U857*J8*U88.") + trace(U957*J9*U98.") );
h858=simplify( trace(U858*J8*U88.") + trace(U958*J9*U98.") );
h859=simplify( trace(U959*J9*U98.") );
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h861=simplify( trace(U861*J8*U88.") + trace(U961*J9*U98.") );
h862=simplify( trace(U862*J8*U88.") + trace(U962*J9*U98.") );
h863=simplify( trace(U863*J8*U88.") + trace(U963*J9*U98.") );
h864=simplify( trace(U864*J8*U88.") + trace(U964*J9*U98.") );
h865=simplify( trace(U865*J8*U88.") + trace(U965*J9*U98.") );
h866=simplify( trace(U866*J8*U88.") + trace(U966*J9*U98.") );
h867=simplify( trace(U867*J8*U88.") + trace(U967*J9*U98.") );
h868=simplify( trace(U868*J8*U88.") + trace(U968*J9*U98.") );
h869=simplify( trace(U969*J9*U98.") );

h871=simplify( trace(U871*J8*U88.") + trace(U971*J9*U98.") );
h872=simplify( trace(U872*J8*U88.") + trace(U972*J9*U98.") );
h873=simplify( trace(U873*J8*U88.") + trace(U973*J9*U98.") );
h874=simplify( trace(U874*J8*U88.") + trace(U974*J9*U98.") );
h875=simplify( trace(U875*J8*U88.") + trace(U975*J9*U98.") );
h876=simplify( trace(U876*J8*U88.") + trace(U976*J9*U98.") );
h877=simplify( trace(U877*J8*U88.") + trace(U977*J9*U98.") );
h878=simplify( trace(U878*J8*U88.") + trace(U978*J9*U98.") );
h879=simplify( trace(U979*J9*U98.") );

h881=simplify( trace(U881*J8*U88.") + trace(U981*J9*U98.") );
h882=simplify( trace(U882*J8*U88.") + trace(U982*J9*U98.") );
h883=simplify( trace(U883*J8*U88.") + trace(U983*J9*U98.") );
h884=simplify( trace(U884*J8*U88.") + trace(U984*J9*U98.") );
h885=simplify( trace(U885*J8*U88.") + trace(U985*J9*U98.") );
h886=simplify( trace(U886*J8*U88.") + trace(U986*J9*U98.") );
h887=simplify( trace(U887*J8*U88.") + trace(U987*J9*U98.") );
h888=simplify( trace(U888*J8*U88.") + trace(U988*J9*U98.") );
h889=simplify( trace(U989*J9*U98.") );
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h891=simplify( trace(U981*J9*U98.") );
h892=simplify( trace(U982*J9*U98.") );
h893=simplify( trace(U983*J9*U98.") );
h894=simplify( trace(U984*J9*U98.") );
h895=simplify( trace(U985*J9*U98.") );
h896=simplify( trace(U986*J9*U98.") );
h897=simplify( trace(U987*J9*U98.") );
h898=simplify( trace(U988*J9*U98.") );
h899=simplify( trace(U989*J9*U98.") );

h911=simplify( trace(U911*J9*U99.") );
h912=simplify( trace(U912*J9*U99.") );
h913=simplify( trace(U913*J9*U99.") );
h914=simplify( trace(U914*J9*U99.") );
h915=simplify( trace(U915*J9*U99.") );
h916=simplify( trace(U916*J9*U99.") );
h917=simplify( trace(U917*J9*U99.") );
h918=simplify( trace(U918*J9*U99.") );
h919=simplify( trace(U919*J9*U99.") );

h921=simplify( trace(U921*J9*U99.") );
h922=simplify( trace(U922*J9*U99.") );
h923=simplify( trace(U923*J9*U99.") );
h924=simplify( trace(U924*J9*U99.") );
h925=simplify( trace(U925*J9*U99.") );
h926=simplify( trace(U926*J9*U99.") );
h927=simplify( trace(U927*J9*U99.") );
h928=simplify( trace(U928*J9*U99.") );
h929=simplify( trace(U929*J9*U99.") );
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h931=simplify( trace(U931*J9*U99.") );
h932=simplify( trace(U932*J9*U99.") );
h933=simplify( trace(U933*J9*U99.") );
h934=simplify( trace(U934*J9*U99.") );
h935=simplify( trace(U935*J9*U99.") );
h936=simplify( trace(U936*J9*U99.") );
h937=simplify( trace(U937*J9*U99.") );
h938=simplify( trace(U938*J9*U99.") );
h939=simplify( trace(U939*J9*U99.") );

h941=simplify( trace(U941*J9*U99.") );
h942=simplify( trace(U942*J9*U99.") );
h943=simplify( trace(U943*J9*U99.") );
h944=simplify( trace(U944*J9*U99.") );
h945=simplify( trace(U945*J9*U99.") );
h946=simplify( trace(U946*J9*U99.") );
h947=simplify( trace(U947*J9*U99.") );
h948=simplify( trace(U948*J9*U99.") );
h949=simplify( trace(U949*J9*U99.") );

h951=simplify( trace(U951*J9*U99.") );
h952=simplify( trace(U952*J9*U99.") );
h953=simplify( trace(U953*J9*U99.") );
h954=simplify( trace(U954*J9*U99.") );
h955=simplify( trace(U955*J9*U99.") );
h956=simplify( trace(U956*J9*U99.") );
h957=simplify( trace(U957*J9*U99.") );
h958=simplify( trace(U958*J9*U99.") );
h959=simplify( trace(U959*J9*U99.") );
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h961=simplify( trace(U961*J9*U99.") );
h962=simplify( trace(U962*J9*U99.") );
h963=simplify( trace(U963*J9*U99.") );
h964=simplify( trace(U964*J9*U99.") );
h965=simplify( trace(U965*J9*U99.") );
h966=simplify( trace(U966*J9*U99.") );
h967=simplify( trace(U967*J9*U99.") );
h968=simplify( trace(U968*J9*U99.") );
h969=simplify( trace(U969*J9*U99.") );

h971=simplify( trace(U971*J9*U99.") );
h972=simplify( trace(U972*J9*U99.") );
h973=simplify( trace(U973*J9*U99.") );
h974=simplify( trace(U974*J9*U99.") );
h975=simplify( trace(U975*J9*U99.") );
h976=simplify( trace(U976*J9*U99.") );
h977=simplify( trace(U977*J9*U99.") );
h978=simplify( trace(U978*J9*U99.") );
h979=simplify( trace(U979*J9*U99.") );

h981=simplify( trace(U981*J9*U99.") );
h982=simplify( trace(U982*J9*U99.") );
h983=simplify( trace(U983*J9*U99.") );
h984=simplify( trace(U984*J9*U99.") );
h985=simplify( trace(U985*J9*U99.") );
h986=simplify( trace(U986*J9*U99.") );
h987=simplify( trace(U987*J9*U99.") );
h988=simplify( trace(U988*J9*U99.") );
h989=simplify( trace(U989*J9*U99.") );
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h991=simplify( trace(U991*J9*U99.") );
h992=simplify( trace(U992*J9*U99.") );
h993=simplify( trace(U993*J9*U99.") );
h994=simplify( trace(U994*J9*U99.") );
h995=simplify( trace(U995*J9*U99.") );
h996=simplify( trace(U996*J9*U99.") );
h997=simplify( trace(U997*J9*U99.") );
h998=simplify( trace(U998*J9*U99.") );
h999=simplify( trace(U999*J9*U99.") );

Anexo no. 8. Resultado de la matriz de fuerzas de Coriolis y centripeta H.

h1=simplify(h111*dgl*dql+h112*dgl*dg2+h113*dql*dq3+h114*dgl*dg4*h115*dgl*d
g5+h116*dql*dg6+h117*dgl*dq7+h118*dgl*dg8+h119*dql*dq9+h121*dg2*dql+hl22
*dq2*dq2+h123*dg2*dg3+h124*dg2*dgd*h125*dgq2*dg5+h126*dg2*dg6+h127*dg2*dq7
+h128*dq2*dg8+h129*dg2*dg9+h131*dg3*dgl+h132*dq3*dq2+h133*dq3*dg3+h134*d
03*dg4*h135*dg3*dq5+h136*dg3*dg6+h137*dg3*dq7+h138*dq3*dq8+h139*dg3*dg9+h
141*dg4*dql+h142*dga*dg2+h143*dgd*dg3+h144*dgd*dgd*h145*dgd*dg5+h146*dgd™
dg6+h147*dg4*dq7+h148*dga*dq8+h149*dgd*dq9+h151*dg5*dql+h152*dg5*dg2+h15
3*dg5*dg3+h154*dg5*dg4*h155*dg5*dg5+h156*dg5*dg6+h157*dg5*dq7+h158*dg5*dq
8+h159*dq5*dq9+h161*dg6*dql+h162*dg6*dg2+h163*dq6*dg3+h164*dg6*dgd*h165*d
06*dq5+h166*dg6*dg6+h167*dg6*dq7+h168*dq6*dq8+h169*dg6*dq9+h171*dq7*dql+
h172*dq7*dg2+h173*dq7*dq3+h174*dg7*dg4*h175*dq7*dg5+h176*dq7*dg6+h177*dq7
*dq7+h178*dq7*dg8+h179*dq7*dq9+h181*dq8*dql+h182*dg8*dg2+h183*dq8*dqg3+hl
84*dg8*dq4*h185*dq8*dg5+h186*dq8*dg6+h187*dql*dq7+h188*dq8*dg8+h189*dgs*d
q9+h191*dq9*dql+h192*dq9*dg2+h193*dq9*dq3+h194*dq9*dg4*h195*dq9*dq5+h196*
dg9*dg6+h197*dq9*dq7+h198*dq9*dg8+h199*dq9*dq9);

h2=simplify(
h211*dgl*dgl+h212*dgl*dg2+h213*dgl*dg3+h214*dql*dg4*h215*dgl*dg5+h216*dql
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*dg6+h217*dql*dq7+h218*dgl*dg8+h219*dgl*dq9+h221*dq2*dql+h222*dg2*dg2+h2
23*dg2*dg3+h224*dg2*dg4*h225*dg2*dg5+h226*dg2*dg6+h227*dg2*dg7+h228*dg2*d
g8+h229*dq2*dq9+h231*dg3*dql+h232*dg3*dg2+h233*dq3*dg3+h234*dg3*dg4*h235*
dg3*dg5+h236*dg3*dq6+h237*dg3*dq7+h238*dg3*dq8+h239*dq3*dq9+h241*dg4*dqgl
+h242*dq4*dg2+h243*dg4*dg3+h244*dg4*dgd*h245*dgd*dq5+h246*dgd*dq6+h247*dq
4*dq7+h248*dg4*dq8+h249*dg4*dq9+h251*dg5*dgl+h252*dg5*dg2+h253*dg5*dg3+h
254*dg5*dg4*h255*dqg5*dg5+h256*dg5*dg6+h257*dg5*dq7+h258*dg5*dg8+h259*dg5*
dg9+h261*dg6*dql+h262*dg6*dq2+h263*dq6*dq3+h264*dq6*dg4*h265*dq6*dg5+h266
*dq6*dg6+h267*dq6*dgq7+h268*dg6*dq8+h269*dq6*dq9+h271*dq7*dgl+h272*dq7*dg2
+h273*dq7*dg3+h274*dq7*dg4*h275*dq7*dq5+h276*dq7*dq6+h277*dq7*dq7+h278*dq
7*dg8+h279*dq7*dq9+h281*dg8*dql+h282*dq8*dq2+h283*dq8*dq3+h284*dq8*dqg4*h2
85*dq8*dqg5+h286*dq8*dq6+h287*dgl*dq7+h288*dq8*dq8+h289*dq8*dq9+h291*dq9*d
q1+h292*dq9*dq2+h293*dq9*dq3+h294*dq9*dq4*h295*dq9*dq5+h296*dq9*dq6+h297*
dg9*dq7+h298*dgq9*dq8+h299*dq9*dq9);

h3=simplify(
h311*dgl*dgl+h312*dgl*dg2+h313*dgl*dgq3+h314*dql*dg4*h315*dgl*dg5+h316*dql
*dg6+h317*dgl*dq7+h318*dql*dg8+h319*dql*dq9+h321*dg2*dql+h322*dg2*dg2+h3
23*dg2*dq3+h324*dg2*dg4*h325*dg2*dq5+h326*dg2*dq6+h327*dg2*dq7+h328*dg2*d
q8+h329*dg2*dq9+h331*dg3*dql+h332*dq3*dq2+h333*dg3*dq3+h334*dg3*dgd*h335*
dg3*dg5+h336*dg3*dg6+h337*dq3*dq7+h338*dg3*dq8+h339*dg3*dq9o+h341*dgd*dql
+h342*dg4*dg2+h343*dg4*dq3+h344*dga*dga*h345*dga*dq5+h346*dgd*dg6+h347*dq
4*dq7+h348*dg4*dg8+h349*dgd*dg9+h351*dg5*dql+h352*dg5*dg2+h353*dq5*dg3+h
354*dg5*dg4*h355*dg5*dg5+h356*dg5*dg6+h357*dg5*dq7+h358*dq5*dg8-+h359*dg5*
dg9+h361*dg6*dg1+h362*dq6*dq2+h363*dq6*dg3+h364*dg6*dgd*h365*dq6*dg5+h366
*dq6*dg6+h367*dq6*dq7+h368*dg6*dg8+h369*dq6*dq9+h371*dq7*dql+h372*dq7*dq2
+h373*dq7*dg3+h374*dq7*dg4*h375*dq7*dq5+h376*dq7*dq6+h377*dq7*dq7+h378*dq
7*dq8+h379*dq7*dq9+h381*dq8*dql+h382*dg8*dq2+h383*dq8*dq3+h384*dq8*dg4*h3
85*dq8*dqg5+h386*dg8*dq6+h387*dgl*dq7+h388*dg8*dg8+h389*dg8*dg9+h391*dg9*d
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q1+h392*dq9*dq2+h393*dq9*dq3+h394*dq9*dq4*h395*dq9*dq5+h396*dq9*dq6+h397*
dg9*dq7+h398*dq9*dq8+h399*dq9*dq9);

h4=simplify(
h411*dql*dgl+h412*dgl*dg2+h413*dgl*dg3+h414*dgl*dg4*h415*dgl*dg5+h416*dqgl
*dq6+h417*dql*dq7+h418*dgl*dq8+h419*dql*dq9+h421*dg2*dgl+h422*dg2*dg2+h4
23*dg2*dg3+h424*dg2*dg4*h425*dg2*dg5+h426*dg2*dg6+h427*dg2*dg7+h428*dg2*d
q8+h429*dq2*dq9+h431*dq3*dql+h432*dg3*dg2+h433*dg3*dg3+h434*dg3*dg4*h435*
dg3*dg5+h436*dg3*dq6+h437*dg3*dq7+h438*dg3*dq8+h439*dq3*dq9+h441*dg4*dqgl
+h442*dq4*dq2+h443*dga*dg3+h444*dgd*dgd*h445*dgd*dq5+h446*dgd*dg6+h447*dq
4*dq7+h448*dg4*dq8+h449*dgd*dq9+h451*dg5*dql+h452*dg5*dg2+h453*dg5*dg3+h
454*dg5*dg4*h455*dq5*dq5+h456*dq5*dq6+h457*dg5*dq7+h458*dg5*dq8+h459*dg5*
dg9+h461*dg6*dql+h462*dg6*dg2+h463*dg6*dg3+h464*dg6*dgd*h465*dq6*dg5+h466
*dq6*dg6+h467*dq6*dgq7+h468*dg6*dq8+h469*dq6*dq9+h471*dq7*dgl+h472*dq7*dg2
+h473*dq7*dg3+h474*dq7*dg4*h475*dq7*dq5+h476*dq7*dq6+h477*dq7*dq7+h478*dq
7*dq8+h479*dq7*dq9+h481*dq8*dql+h482*dg8*dq2+h483*dq8*dq3+h484*dq8*dqg4*h4
85*dg8*dg5+h486*dq8*dg6+h487*dgl*dq7+h488*dq8*dq8+h489*dq8*dq9+h491*dq9*d
q1+h492*dq9*dq2+h493*dq9*dq3+h494*dq9*dqd*h495*dq9*dq5+h496*dq9*dq6+h497*
dg9*dq7+h498*dq9*dq8+h499*dq9*dq9);

h5=simplify(
h511*dgl*dgl+h512*dgl*dg2+h513*dgl*dg3+h514*dql*dg4*h515*dgl*dg5+h516*dgl
*dg6+h517*dgl*dq7+h518*dgl*dg8+h519*dgl*dq9+h521*dg2*dql+h522*dg2*dg2+h5
23*dg2*dq3+h524*dg2*dg4*h525*dg2*dq5+h526*dg2*dq6+h527*dg2*dq7+h528*dg2*d
q8+h529*dqg2*dq9+h531*dg3*dql+h532*dg3*dg2+h533*dgq3*dg3+h534*dg3*dg4*h535*
dg3*dg5+h536*dg3*dq6+h537*dg3*dgq7+h538*dg3*dq8+h539*dq3*dq9+h541*dg4*dqgl
+h542*dq4*dg2+h543*dg4*dg3+h544*dg4*dg4*h545*dgd*dg5+h546*dgd*dg6+h547*dq
4*dq7+h548*dg4*dq8+h549*dgd*dq9+h551*dq5*dql+h552*dg5*dg2+h553*dg5*dg3+h
554*dg5*dg4*h555*dg5*dg5+h556*dg5*dq6+h557*dg5*dq7+h558*dg5*dg8+h559*dg5*
dg9+h561*dg6*dql+h562*dq6*dg2+h563*dg6*dg3+h564*dg6*dg4*h565*dq6*dq5+h566
*dg6*dg6+h567*dg6*dq7+h568*dg6*dg8+h569*dq6*dq9+h571*dq7*dql+h572*dq7*dq2



243

+h573*dq7*dq3+h574*dq7*dg4*h575*dq7*dq5+h576*dq7*dq6+h577*dq7*dq7+h578*dq
7*dg8+h579*dq7*dq9+h581*dg8*dql+h582*dq8*dq2+h583*dq8*dq3+h584*dq8*dq4*h5
85*dg8*dg5+h586*dq8*dq6+h587*dgl*dq7+h588*dq8*dq8+h589*dg8*dgq9+h591*dq9*d
q1+h592*dq9*dq2+h593*dq9*dq3+h594*dq9*dq4*h595*dq9*dq5+h596*dq9*dq6+h597*
dg9*dq7+h598*dg9*dq8+h599*dq9*dq9);

h6=simplify(
h611*dgql*dgl+h612*dgl*dg2+h613*dgl*dg3+h614*dgl*dg4*h615*dgl*dg5+h616*dqgl
*dq6+h617*dql*dq7+h618*dgql*dg8+h619*dgl*dq9+h621*dg2*dql+h622*dg2*dg2+h6
23*dg2*dg3+h624*dg2*dg4*h625*dg2*dg5+h626*dg2*dg6+h627*dg2*dq7+h628*dg2*d
q8+h629*dq2*dq9+h631*dg3*dql+h632*dq3*dq2+h633*dq3*dgq3+h634*dg3*dg4*h635*
dg3*dg5+h636*dq3*dq6+h637*dq3*dq7+h638*dg3*dq8+h639*dg3*dq9+h641*dg4*dql
+h642*dg4*dg2+h643*dg4*dg3+h644*dgd*dgd*h645*dgd*dq5+h646*dgd*dq6+h647*dq
4*dq7+h648*dg4*dq8+h649*dgd*dq9+h651*dg5*dgl+h652*dg5*dg2+h653*dq5*dg3+h
654*dqg5*dg4*h655*dg5*dg5+h656*dg5*dg6+h657*dg5*dq7+h658*dg5*dg8+h659*dg5*
dq9+h661*dg6*dql+h662*dg6*dg2+h663*dg6*dg3+h664*dg6*dgd*h665*dq6*dg5+h666
*dq6*dq6+h667*dq6*dq7+h668*dq6*dq8+h669*dq6*dq9+h671*dq7*dql+h672*dq7*dqg2
+h673*dq7*dg3+h674*dq7*dg4*h675*dq7*dg5+h676*dq7*dq6+h677*dq7*dq7+h678*dq
7*dg8+h679*dq7*dq9+h681*dq8*dql+h682*dq8*dq2+h683*dq8*dq3+h684*dq8*dq4*h6
85*dq8*dg5+h686*dq8*dg6+h687*dgl*dq7+h688*dq8*dq8+h689*dg8*dq9+h691*dg9*d
q1+h692*dq9*dq2+h693*dq9*dq3+h694*dq9*dqd*h695*dq9*dq5+h696*dq9*dq6+h697*
dg9*dq7+h698*dq9*dq8+h699*dq9*dq9);

h7=simplify(
h711*dgql*dgl+h712*dgl*dg2+h713*dgl*dg3+h714*dql*dg4*h715*dgl*dg5+h716*dqgl
*dq6+h717*dql*dq7+h718*dql*dq8+h719*dql*dq9+h721*dg2*dql+h722*dg2*dg2+h7
23*dg2*dg3+h724*dg2*dg4*h725*dg2*dg5+h726*dg2*dg6+h727*dg2*dg7+h728*dg2*d
q8+h729*dq2*dq9+h731*dq3*dql+h732*dg3*dq2+h733*dq3*dg3+h734*dg3*dg4*h735*
dg3*dg5+h736*dg3*dq6+h737*dg3*dgq7+h738*dg3*dq8+h739*dq3*dq9+h741*dg4*dqgl
+h742*dq4*dg2+h743*dg4*dg3+h744*dg4*dgd*h745*dgd*dq5+h746*dgd*dq6+h747*dq
4*dq7+h748*dg4*dq8+h749*dg4*dq9+h751*dg5*dgl+h752*dg5*dg2+h753*dq5*dg3+h
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754*dg5*dg4*h755*dg5*dg5+h756*dg5*dg6+h757*dg5*dq7+h758*dg5*dg8+h759*dg5*
dq9+h761*dg6*dql+h762*dq6*dg2+h763*dg6*dq3+h764*dg6*dg4*h765*dq6>*dg5+h766
*dq6*dq6+h767*dg6*dq7+h768*dg6*dq8+h769*dq6*dq9+h771*dg7*dql+h772*dq7*dq2
+h773*dq7*dq3+h774*dq7*dgd*h775*dq7*dg5+h776*dq7*dg6+h777*dq7*dq7+h778*dq
7*dq8+h779*dq7*dq9+h781*dq8*dql+h782*dq8*dq2+h783*dq8*dq3+h784*dq8*dq4*h7
85*dq8*dg5+h786*dq8*dg6+h787*dgl*dq7+h788*dg8*dg8+h789*dg8*dg9+h791*dg9*d
ql+h792*dq9*dq2+h793*dq9*dg3+h794*dq9*dg4*h795*dq9*dq5+h796*dq9*dq6+h797*
dg9*dq7+h798*dq9*dq8+h799*dq9*dq9);

h8=simplify(
h811*dgl*dgl+h812*dgl*dg2+h813*dgql*dg3+h814*dql*dg4*h815*dgl*dg5+h816*dqgl
*dg6+h817*dgl*dq7+h818*dql*dg8+h819*dql*dq9+h821*dg2*dql+h822*dg2*dg2+h8
23*dg2*dq3+h824*dg2*dq4*h825*dg2*dq5+h826*dg2*dq6+h827*dg2*dq7+h828*dg2*d
q8+h829*dq2*dq9+h831*dqg3*dql+h832*dq3*dq2+h833*dq3*dq3+h834*dg3*dg4*h835*
dg3*dg5+h836*dq3*dq6+h837*dq3*dq7+h838*dq3*dgq8+h839*dq3*dq9+h841*dg4*dqgl
+h842*dg4*dq2+h843*dg4*dq3+h844*dqd*dgd*h845*dg4*dq5+h846*dgd*dq6+h847*dq
4*dq7+h848*dg4*dq8+h849*dg4*dq9+h851*dg5*dql+h852*dg5*dg2+h853*dg5*dg3+h
854*dg5*dg4*h855*dq5*dg5+h856*dq5*dq6+h857*dg5*dq7+h858*dg5*dg8+h859*dg5*
dg9+h861*dg6*dql+h862*dq6*dg2+h863*dq6*dgq3+h864*dg6*dg4*h865*dq6*dq5+h866
*dg6*dg6+h867*dg6*dq7+h868*dq6*dq8+h869*dq6*dq9+h871*dq7*dql+h872*dq7*dq2
+h873*dq7*dg3+h874*dq7*dq4*h875*dq7*dq5+h876*dq7*dq6+h877*dq7*dq7+h878*dq
7*dq8+h879*dq7*dq9+h881*dq8*dql+h882*dq8*dq2+h883*dq8*dq3+h884*dq8*dq4*h8
85*dq8*dg5+h886*dq8*dq6+h887*dgl*dq7+h888*dg8*dg8+h889*dg8*dg9+h891*dg9*d
q1+h892*dq9*dq2+h893*dq9*dq3+h894*dq9*dg4*h895*dq9*dq5+h896*dq9*dq6+h897*
dg9*dq7+h898*dq9*dq8+h899*dq9*dq9);

h9=simplify(
h911*dql*dgl+h912*dgl*dg2+h913*dgl*dg3+h914*dgql*dg4*h915*dql*dg5+h916*dql
*dg6+h917*dgl*dq7+h918*dql*dg8+h919*dql*dq9+h921*dg2*dql+h922*dq2*dg2+h9
23*dg2*dq3+h924*dq2*dg4*h925*dqg2*dg5+h926*dg2*dq6+h927*dg2*dq7+h928*dg2*d
q8+h929*dqg2*dq9+h931*dqg3*dql+h932*dq3*dg2+h933*dq3*dgq3+h934*dq3*dg4*h935*
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dg3*dg5+h936*dqg3*dq6+h937*dg3*dq7+h938*dg3*dq8+h939*dq3*dq9+h941*dg4*dqgl
+h942*dq4*dq2+h943*dg4*dg3+h944*dg4*dg4*h945*dqd*dq5+h946*dgd*dq6+h947*dq
4*dq7+h948*dg4*dq8+h949*dg4*dq9+h951*dg5*dgl+h952*dg5*dg2+h953*dq5*dg3+h
954*dg5*dg4*h955*dqg5*dg5+h956*dqg5*dg6+h957*dg5*dq7+h958*dg5*dg8+h959*dg5*
dg9+h961*dg6*dql+h962*dg6*dq2+h963*dq6*dq3+h964*dq6*dg4*h965*dq6*dg5+h966
*dq6*dg6+h967*dq6*dgq7+h968*dg6*dq8+h969*dq6*dq9+h971*dq7*dgl+h972*dg7*dq2
+h973*dq7*dq3+h974*dq7*dg4*h975*dq7*dq5+h976*dq7*dq6+h977*dq7*dq7+h978*dq
7*dg8+h979*dq7*dq9+h981*dq8*dql+h982*dq8*dq2+h983*dq8*dq3+h984*dq8*dg4*h9
85*dq8*dqg5+h986*dq8*dq6+h987*dgl*dq7+h988*dq8*dq8+h989*dq8*dq9+h991*dq9*d
q1+h992*dq9*dq2+h993*dq9*dq3+h994*dq9*dq4*h995*dq9*dq5+h996*dq9*dq6+h997*
dg9*dq7+h998*dgq9*dq8+h999*dq9*dq9);

H=H = [dq6”2*(m9*((d5 + I5)*(cos(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) + sin(tetal + teta2 -
teta3)*sin(tetad)) - cos(tetal + teta2 + teta3)*(d4 + 14)) - m7*cos(tetal + teta2 + teta3)*(d4
+14) - m8*cos(tetal + teta2 + teta3)*(d4 + 14) + m9*(d5 + 15)*(cos(tetal + teta2 +
teta3)*cos(tetad) + sin(tetal + teta2 - teta3)*sin(tetad))) - dg2°2*(m7*(cos(tetal)*(d2 + 12)
+ cos(tetal + teta2 + teta3)*(d4 + 14)) + m8*(cos(tetal)*(d2 + 12) + cos(tetal + teta2 +
teta3)*(d4 + 14)) + m9*(cos(tetal)*(d2 + 12) - (d5 + 15)*(cos(tetal + teta2 +
teta3)*cos(tetad) + sin(tetal + teta2 - teta3)*sin(teta4)) + cos(tetal + teta2 + teta3)*(d4 +
14)) - m9*(d5 + 15)*(cos(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) + sin(tetal + teta2 -
teta3)*sin(tetad)) + m3*cos(tetal)*(d2 + 12) + m4*cos(tetal)*(d2 + 12) +
m5*cos(tetal)*(d2 + 12) + m6*cos(tetal)*(d2 + 12)) + dg2*dgd*(m9*((d5 + 15)*(cos(tetal
+ teta2 + teta3)*cos(tetad) + sin(tetal + teta2 - teta3)*sin(tetad)) - cos(tetal + teta2 +
teta3)*(d4 + 14)) - m7*cos(tetal + teta2 + teta3)*(d4 + 14) - m8*cos(tetal + teta2 +
teta3)*(d4 + 14) + m9*(d5 + 15)*(cos(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) + sin(tetal + teta2 -
teta3)*sin(tetad))) - 2*dg2*dg6*(m9*((d5 + I5)*(cos(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) +
sin(tetal + teta2 - teta3)*sin(tetad)) - cos(tetal + teta2 + teta3)*(d4 + 14)) - m7*cos(tetal +
teta2 + teta3)*(d4 + 14) - m8*cos(tetal + teta2 + teta3)*(d4 + 14) + m9*(d5 + 15)*(cos(tetal
+ teta2 + teta3)*cos(tetad) + sin(tetal + teta2 - teta3)*sin(tetad))) - dg4*dq6*(m9*((d5 +
I5)*(cos(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) + sin(tetal + teta2 - teta3)*sin(tetad)) - cos(tetal
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+ teta2 + teta3)*(d4 + 14)) - m7*cos(tetal + teta2 + teta3)*(d4 + 14) - m8*cos(tetal + teta2
+ teta3)*(d4 + 14) + m9*(d5 + I15)*(cos(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) + sin(tetal + teta2
- teta3)*sin(tetad))) + 2*dg6*dq9*(m9*cos(tetal + teta2 - teta3)*sin(tetad) - m9*sin(tetal
+ teta2 + teta3)*cos(tetad)) + 2*dg8*dq9*(m9*sin(tetal + teta2 - teta3)*cos(tetad) -
m9*cos(tetal + teta2 + teta3)*sin(tetad)) - dg2*dg3*(m3*sin(tetal) + m4*sin(tetal) +
mb5*sin(tetal) + m7*sin(tetal) + m8*sin(tetal) + m9*sin(tetal) + m6*cos(tetal)*(d3 + 13))
- dg4*dq7*(m8*sin(tetal + teta2 + teta3) + m9*sin(tetal + teta2 + teta3) + m7*cos(tetal +
teta2 - teta3)*(d4 + 14)) + 2*dg2*dg9*m9*(sin(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) - cos(tetal
+ teta2 - teta3)*sin(tetad)) + dg4*dg9*m9*(sin(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) - cos(tetal
+ teta2 - teta3)*sin(tetad)) + 2*dq872*m9*(d5 + 15)*(cos(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad)
+ sin(tetal + teta2 - teta3)*sin(tetad)) - dg2*dg3*sin(tetal)*(m3 + m4 + m5 + m6 + m7 +
m8 + m9) - dg2*dq7*sin(tetal + teta2 + teta3)*(m8 + m9) + dq6*dq7*sin(tetal + teta2 +
teta3)*(m8 + m9) - dq2*dq7*sin(tetal + teta2 + teta3)*(m7 + m8 + m9) +
dg6*dg7*sin(tetal + teta2 + teta3)*(m7 + m8 + m9) + 4*dg2*dq8*m9*(d5 + 15)*(sin(tetal
+ teta2 + teta3)*sin(teta4) + cos(tetal + teta2 - teta3)*cos(tetad)) + 2*dg4*dg8*m9*(d5

+ I5)*(sin(tetal + teta2 + teta3)*sin(tetad) + cos(tetal + teta2 - teta3)*cos(tetad)) -
4*dg6*dg8*m9*(d5 + I5)*(sin(tetal + teta2 + teta3)*sin(tetad) + cos(tetal + teta2 -
teta3)*cos(tetad)) + dg4”3*dg5*m7*cos(tetal + teta2 + teta3)*(d4 + 14)*(m9*((d5 +
I5)*(cos(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) + sin(tetal + teta2 - teta3)*sin(tetad)) - cos(tetal
+ teta2 + teta3)*(d4 + 14)) - m7*cos(tetal + teta2 + teta3)*(d4 + 14) - m8*cos(tetal + teta2?
+ teta3)*(d4 + 14) + m9*(d5 + I5)*(cos(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) + sin(tetal + teta2 -
teta3)*sin(tetad))) dq872*(2*m9*(d5 + I15)*(sin(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) - cos(tetal

+ teta2 - teta3)*sin(tetad))*(cos(tetal)*(d2 + 12) - (d5 + I15)*(cos(tetal + teta2 +
teta3)*cos(tetad) + sin(tetal + teta2 - teta3)*sin(teta4)) + cos(tetal + teta2 + teta3)*(d4 +
14)) - 2*m9*(d5 + 15)*(cos(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) + sin(tetal + teta2 -
teta3)*sin(tetad))*(sin(tetal)*(d2 + 12) - (d5 + I5)*(sin(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) -
cos(tetal + teta2 - teta3)*sin(tetad)) + sin(tetal + teta2 + teta3)*(d4 + 14))) +
dg2*dg3*(d2*m3 + d2*m4 + d2*m5 + d2*m7 + d2*m8 + d2*m9 + 12*m3 + 12*m4 +
12*m5 + 12*m7 + 12*m8 + 12*m9 - d5*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) - I5*m9*cos(teta2 +

teta3 + tetad) - d5*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) + d5*m9*cos(teta2 - teta3 + tetad) -
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d5*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad) - I5*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) + 15*m9*cos(teta2 -
teta3 + tetad) - 1I5*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad) + d4*m7*cos(teta2 + teta3) +
d4*m8*cos(teta2 + teta3d) + d4*m9*cos(teta2 + teta3d) + I4*m7*cos(teta2 + teta3) +
14*m8*cos(teta2 + teta3) + I4*m9*cos(teta2 + teta3)) + dgd*dq7*(d4*m8 + d4*m9 +
14*m8 + 14*m9 - 2*d5*m9*cos(tetad) - 2*15*m9*cos(tetad) - d5*m9*cos(2*teta3 + tetad)
- I5*m9*cos(2*teta3 + tetad) + d5*m9*cos(2*teta3 - tetad) + 1I5*m9*cos(2*teta3 - tetad) +
d4n2*m7*sin(2*teta3) + d2*m8*cos(teta2 + tetad) + d2*m9*cos(teta2 + teta3) +
1472*m7*sin(2*teta3) + 12*m8*cos(teta2 + teta3) + 12*m9*cos(teta2 + tetal) -
d2*d4*m7*sin(teta2 - teta3) - d2*14*m7*sin(teta2 - teta3) - d4*12*m7*sin(teta2 - teta3) -
12*14*m7*sin(teta2 - teta3) + 2*d4*l14*m7*sin(2*teta3)) + dg2*dq3*(d2*m3 + d2*m4 +
d2*m5 + d2*m6 + d2*m7 + d2*m8 + d2*m9 + 12*m3 + 12*m4 + 12*m5 + 12*m6 + 12*m7
+12*m8 + 12*m9 - d5*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) - I5*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) -
d5*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) + d5*m9*cos(teta? - teta3 + tetad) - d5*m9*cos(teta3 -
teta2 + tetad) - 15*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) + 15*m9*cos(teta2 - teta3 + tetad) -
I5*m9*cos(tetad - teta2 + tetad) + d4*m7*cos(teta2 + teta3) + d4*m8*cos(teta2 + teta3) +
d4*m9*cos(teta2 + teta3) + l4*m7*cos(teta2 + teta3) + 14*m8*cos(teta2 + teta3) +
14*m9*cos(teta2 + tetal)) + dg2*dq7*(d4*m8 + d4*m9 + 14*m8 + [4*m9 -
2*d5*m9*cos(tetad) - 2*15*m9*cos(tetad) - d5*m9*cos(2*tetal + tetad) -
I5*m9*cos(2*tetal + tetad) + d5*m9*cos(2*teta3 - tetad) + 15*m9*cos(2*teta3 - tetad) +
d2*m8*cos(teta2 + teta3d) + d2*m9*cos(teta2 + teta3d) + [12*m8*cos(teta2 + teta3) +
I12*m9*cos(teta2 + tetal)) - dq6*dq7*(d4*m8 + d4*m9 + [4*m8 + 14*m9 -
2*d5*m9*cos(tetad) - 2*15*m9*cos(tetad) - d5*m9*cos(2*tetal + tetad) -
I5*m9*cos(2*tetal + tetad) + d5*m9*cos(2*teta3 - tetad) + 15*m9*cos(2*teta3 - tetad) +
d2*m8*cos(teta2 + teta3d) + d2*m9*cos(teta2 + teta3d) + [2*m8*cos(teta2 + teta3) +
I12*m9*cos(teta2 + tetal)) - dq6”2*(d2 + 12)*(d5*m9*sin(teta2 - teta3 + tetad) -
I5*m9*sin(teta2 + teta3 + tetad) - d5*m9*sin(teta2 + teta3 - tetad) - d5*m9*sin(teta2 +
teta3 + tetad) + d5*m9*sin(teta3 - teta2 + tetad) - I5*m9*sin(teta2 + teta3 - tetad) +
I5*m9*sin(teta2 - teta3 + tetad) + 15*m9*sin(teta3 - teta2 + tetad) + d4*m7*sin(teta2 +
teta3) + d4*m8*sin(teta2 + teta3) + d4*m9*sin(teta2 + teta3) + I4*m7*sin(teta2 + teta3) +
14*m8*sin(teta2 + tetald) + 14*m9*sin(teta2 + tetal)) - 2*dg2*dq8*(2*m9*(d5 +
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I5)*(cos(tetal + teta2 + teta3)*sin(tetad) - sin(tetal + teta2 -
teta3)*cos(tetad))*(cos(tetal)*(d2 + 12) - (d5 + I15)*(cos(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) +
sin(tetal + teta2 - teta3)*sin(tetad)) + cos(tetal + teta2 + teta3)*(d4 + 14)) + 2*m9*(d5 +
I5)*(sin(tetal + teta2 + teta3)*sin(teta4) + cos(tetal + teta2 -
teta3)*cos(tetad))*(sin(tetal)*(d2 + 12) - (d5 + I5)*(sin(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) -
cos(tetal + teta2 - teta3)*sin(tetad)) + sin(tetal + teta2 + teta3)*(d4 + 14)) - 2*m9*(d5 +
I5)"2*(cos(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) + sin(tetal + teta2 -
teta3)*sin(tetad))*(cos(tetal + teta2 + teta3)*sin(tetad) - sin(tetal + teta2 -
teta3)*cos(tetad)) - 2*m9*(d5 + 15)"2*(sin(tetal + teta2 + teta3)*sin(tetad) + cos(tetal +
teta2 - teta3)*cos(tetad))*(sin(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) - cos(tetal + teta2 -
teta3)*sin(tetad))) - dg4*dg8*(2*m9*(d5 + 15)*(cos(tetal + teta2 + teta3d)*sin(tetad) -
sin(tetal + teta2 - teta3)*cos(tetad))*(cos(tetal)*(d2 + 12) - (d5 + I5)*(cos(tetal + teta2 +
teta3)*cos(tetad) + sin(tetal + teta2 - teta3)*sin(teta4)) + cos(tetal + teta2 + teta3)*(d4 +
14)) + 2*m9*(d5 + I5)*(sin(tetal + teta2 + teta3)*sin(tetad) + cos(tetal + teta2 -
teta3)*cos(tetad))*(sin(tetal)*(d2 + 12) - (d5 + I5)*(sin(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) -
cos(tetal + teta2 - teta3)*sin(tetad)) + sin(tetal + teta2 + teta3)*(d4 + 14)) - 2*m9*(d5 +
I5)"2*(cos(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) + sin(tetal + teta2 -
teta3)*sin(tetad))*(cos(tetal + teta2 + teta3)*sin(tetad) - sin(tetal + teta2 -
teta3)*cos(tetad)) - 2*m9*(d5 + 15)"2*(sin(tetal + teta2 + teta3)*sin(tetad) + cos(tetal +
teta2 - teta3)*cos(tetad))*(sin(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) - cos(tetal + teta2 -
teta3)*sin(tetad))) + 2*dq6*dq8*(2*m9*(d5 + 15)*(cos(tetal + teta2 + teta3)*sin(tetad) -
sin(tetal + teta2 - teta3)*cos(tetad))*(cos(tetal)*(d2 + 12) - (d5 + I5)*(cos(tetal + teta2 +
teta3)*cos(tetad) + sin(tetal + teta2 - teta3)*sin(teta4)) + cos(tetal + teta2 + teta3)*(d4 +
14)) + 2*m9*(d5 + I5)*(sin(tetal + teta2 + teta3)*sin(tetad) + cos(tetal + teta2 -
teta3)*cos(tetad))*(sin(tetal)*(d2 + 12) - (d5 + I5)*(sin(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) -
cos(tetal + teta2 - teta3)*sin(tetad)) + sin(tetal + teta2 + teta3)*(d4 + 14)) - 2*m9*(d5 +
I5)"2*(cos(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) + sin(tetal + teta2 -
teta3)*sin(tetad))*(cos(tetal + teta2 + teta3)*sin(tetad) - sin(tetal + teta2 -
teta3)*cos(tetad)) - 2*m9*(d5 + 15)"2*(sin(tetal + teta2 + teta3)*sin(tetad) + cos(tetal +
teta2 - teta3)*cos(tetad))*(sin(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) - cos(tetal + teta2 -



249

teta3)*sin(tetad))) + dg2*dq7*(d4*m7 + d4*m8 + d4*m9 + [4*m7 + 14*m8 + [4*m9 -
2*d5*m9*cos(tetad) - 2*15*m9*cos(tetad) - d5*m9*cos(2*tetal + tetad) -
I5*m9*cos(2*teta3 + tetad) + d5*m9*cos(2*teta3 - tetad) + 15*m9*cos(2*teta3 - tetad) +
d2*m7*cos(teta2 + teta3d) + d2*m8*cos(teta2 + tetad) + d2*m9*cos(teta2 + teta3) +
I2*m7*cos(teta2 + teta3) + 12*m8*cos(teta2 + teta3) + 12*m9*cos(teta2 + tetal)) -
dg6*dq7*(d4*m7 + d4*m8 + d4*m9 + 14*m7+ 14*m8 + 14*m9 - 2*d5*m9*cos(tetad) -
2*15*m9*cos(tetad) - d5*m9*cos(2*tetald + tetad) - I5*m9*cos(2*teta3 + tetad) +
d5*m9*cos(2*teta3 - tetad) + I5*m9*cos(2*tetad - tetad) + d2*m7*cos(teta2 + teta3) +
d2*m8*cos(teta2 + teta3d) + d2*m9*cos(teta2 + teta3d) + I2*m7*cos(teta2 + teta3) +
I12*m8*cos(teta2 + tetal) + 12*m9*cos(teta2 + teta3)) + 2*dg2*dq9*m9*(2*d5 + 2*I5 -
d4*cos(tetad) - 14*cos(tetad) - d2*cos(teta2)*cos(teta3)*cos(tetad) -
I12*cos(teta2)*cos(teta3)*cos(tetad) + d2*cos(teta2)*sin(teta3)*sin(tetad) -
d2*cos(teta3)*sin(teta2)*sin(tetad) + d2*cos(tetad)*sin(teta2)*sin(teta3) +
2*d4*cos(teta3)*sin(tetad)*sin(tetad) + 12*cos(teta2)*sin(tetad)*sin(teta4) -
I12*cos(teta3)*sin(teta2)*sin(tetad) + 12*cos(tetad)*sin(teta2)*sin(teta3) +
2*14*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad) - 8*d5*cos(teta3d)*cos(tetad)*sin(tetad)*sin(tetad) -
8*15*cos(tetad)*cos(tetad)*sin(tetad)*sin(tetad)) + dgd*dgq9*m9*(2*d5 + 2*I15 -
d4*cos(tetad) - 14*cos(tetad) - d2*cos(teta2)*cos(teta3)*cos(tetad) -
I2*cos(teta2)*cos(teta3)*cos(tetad) + d2*cos(teta2)*sin(teta3)*sin(tetad) -
d2*cos(teta3)*sin(teta2)*sin(tetad) + d2*cos(tetad)*sin(teta2)*sin(teta3d) +
2*d4*cos(teta3)*sin(tetad)*sin(tetad) + 12*cos(teta2)*sin(tetad)*sin(teta4) -
I12*cos(teta3)*sin(teta2)*sin(tetad) + 12*cos(tetad)*sin(teta2)*sin(teta3) +
2*14*cos(tetad)*sin(teta3d)*sin(tetad) - 8*d5*cos(teta3d)*cos(tetad)*sin(tetad)*sin(tetad) -
8*15*cos(tetad)*cos(tetad)*sin(tetad)*sin(tetad)) - 2*dq6*dq9*m9*(2*d5 + 2*I5 -
d4*cos(tetad) - 14*cos(tetad) - d2*cos(teta2)*cos(teta3)*cos(tetad) -
I2*cos(teta2)*cos(teta3)*cos(tetad) + d2*cos(teta2)*sin(teta3)*sin(tetad) -
d2*cos(teta3)*sin(teta2)*sin(tetad) + d2*cos(tetad)*sin(teta2)*sin(teta3d) +
2*d4*cos(teta3)*sin(tetad)*sin(tetad) + 12*cos(teta2)*sin(tetad)*sin(tetad) -
I2*cos(teta3)*sin(teta2)*sin(tetad) + 12*cos(tetad)*sin(teta2)*sin(teta3) +
2*14*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad) - 8*d5*cos(teta3d)*cos(tetad)*sin(tetad)*sin(tetad) -
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8*15*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad)) - 2*dg8*dq9*m9*(2*d5 + 2*I5 -
4*|5*cos(teta3)"2 - d4*cos(tetad) - 14*cos(tetad) - 4*d5*cos(teta3)"2 +
2*d4*cos(teta3)"2*cos(tetad) + 2*14*cos(teta3)"2*cos(tetad) +
d2*cos(teta2)*cos(teta3)*cos(tetad) + 12*cos(teta2)*cos(teta3)*cos(tetad) +
d2*cos(teta2)*sin(teta3)*sin(teta4) + d2*cos(teta3)*sin(teta2)*sin(tetad) +
d2*cos(tetad)*sin(teta2)*sin(teta3) + 12*cos(teta2)*sin(teta3)*sin(tetad) +
I2*cos(teta3)*sin(teta2)*sin(tetad) + 12*cos(tetad)*sin(teta2)*sin(teta3)) - dq2*dg4*(d2 +
12)*(d5*m9*sin(teta2 - teta3 + tetad) - I5*m9*sin(teta2 + teta3 + tetad) - d5*m9*sin(teta2

+ teta3 - tetad) - d5*m9*sin(teta2 + teta3 + tetad) + d5*m9*sin(teta3 - teta2 + tetad) -
I5*m9*sin(teta2 + tetad - tetad) + I5*m9*sin(teta2 - teta3 + tetad) + I5*m9*sin(teta3 - teta2
+ tetad) + d4*m7*sin(teta2 + teta3) + d4*m8*sin(teta2 + teta3) + d4*m9*sin(teta2 + tetad)
+ 14*m7*sin(teta2 + teta3) + 14*m8*sin(teta2 + teta3) + 14*m9*sin(teta2 + teta3)) +
2*dg2*dg6*(d2 + 12)*(d5*m9*sin(teta2 - teta3 + tetad) - I5*m9*sin(teta2 + teta3 + tetad) -
d5*m9*sin(teta2 + teta3 - tetad) - d5*m9*sin(teta2 + teta3 + tetad) + d5*m9*sin(teta3 -
teta2 + tetad) - 15*m9*sin(teta2 + teta3 - tetad) + 15*m9*sin(teta2 - teta3 + tetad) +
I5*m9*sin(teta3 - teta2 + tetad) + d4*m7*sin(teta2 + teta3d) + d4*m8*sin(teta2 + teta3) +
d4*m9*sin(teta2 + teta3) + l4*m7*sin(teta2 + teta3) + 14*m8*sin(teta2 + teta3) +
14*m9*sin(teta2 + tetal)) + dg4*dg6*(d2 + 12)*(d5*m9*sin(teta2 - teta3 + tetad) -
I5*m9*sin(teta2 + teta3 + tetad) - d5*m9*sin(teta2 + teta3 - tetad) - d5*m9*sin(teta2 +
teta3 + tetad) + d5*m9*sin(teta3 - teta2 + tetad) - I5*m9*sin(teta2 + teta3 - tetad) +
I5*m9*sin(teta2 - teta3 + tetad) + 15*m9*sin(teta3 - teta2 + tetad) + d4*m7*sin(teta2 +
teta3) + d4*m8*sin(teta2 + teta3) + d4*m9*sin(teta2 + teta3) + l4*m7*sin(teta2 + teta3) +
14*m8*sin(teta2 + tetald) + 14*m9*sin(teta2 + tetal)) - dg4"3*dg5*m7*sin(teta2 +
teta3)*(d2 + 12)"2*(d4 + 14)*(d5*m9*sin(teta2 - teta3 + tetad) - I5*m9*sin(teta2 + teta3 +
tetad) - d5*m9*sin(teta2 + teta3 - tetad) - d5*m9*sin(teta2 + teta3 + tetad) +
d5*m9*sin(teta3 - teta2 + tetad) - 15*m9*sin(teta2 + teta3 - tetad) + I5*m9*sin(teta2 - teta3
+ tetad) + 15*m9*sin(teta3 - teta2 + tetad) + d4*m7*sin(teta2 + teta3) + d4*m8*sin(teta2 +
teta3) + d4*m9*sin(teta2 + tetald) + 14*m7*sin(teta2 + teta3) + 14*m8*sin(teta2 + teta3) +
14*m9*sin(teta2 + teta3)) dq8”2*(2*m9*cos(tetal)*(d5 + 15)*(cos(tetal + teta2 +
teta3)*cos(tetad) + sin(tetal + teta2 - teta3)*sin(teta4)) + 2*m9*sin(tetal)*(d5 +
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I5)*(sin(tetal + teta2 + teta3)*cos(tetad) - cos(tetal + teta2 - teta3)*sin(tetad))) -
dg272*(d2*m3 + d2*m4 + d2*m5 + d2*m6 + d2*m7 + d2*m8 + d2*m9 + 12*m3 + 12*m4
+12*m5 + 12*m6 + 12*m7 + 12*m8 + 12*m9 - d5*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) -
I5*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) - d5*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) + d5*m9*cos(teta2 -
teta3 + tetad) - d5*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad) - 15*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) +
I5*m9*cos(teta2 - teta3 + tetad) - I5*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad) + d4*m7*cos(teta2 +
teta3) + d4*m8*cos(teta2 + tetald) + d4*m9*cos(teta2 + teta3) + l4*m7*cos(teta2 + teta3) +
14*m8*cos(teta2 + teta3) + I4*m9*cos(teta2 + teta3)) - dq6”2*(d5*m9*cos(teta2 - teta3 +
tetad) - 1I5*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) - d5*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) -
d5*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) - d5*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad) - I5*m9*cos(teta2 +
teta3 - tetad) + I5*m9*cos(teta2 - teta3 + tetad) - I5*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad) +
d4*m7*cos(teta2 + teta3) + d4*m8*cos(teta2 + tetad) + d4*m9*cos(teta2 + teta3) +
14*m7*cos(teta2 + teta3) + 14*m8*cos(teta2 + teta3) + 14*m9*cos(teta2 + tetal)) -
dg4*dq7*(m8*sin(teta2 + teta3) + m9*sin(teta2 + teta3) + d4*m7*cos(teta2 - teta3) +
14*m7*cos(teta2 - teta3)) + 2*dq2*dq8*(2*m9*cos(tetal)*(d5 + I5)*(sin(tetal + teta2 +
teta3)*sin(tetad) + cos(tetal + teta2 - teta3)*cos(tetad)) - 2*m9*sin(tetal)*(d5 +
I5)*(cos(tetal + teta2 + teta3)*sin(tetad) - sin(tetal + teta2 - teta3)*cos(tetad))) +
dg4*dg8*(2*m9*cos(tetal)*(d5 + I5)*(sin(tetal + teta2 + teta3)*sin(tetad) + cos(tetal + teta2
- teta3)*cos(tetad)) - 2*m9*sin(tetal)*(d5 + I5)*(cos(tetal + teta2 + teta3)*sin(tetad) -
sin(tetal + teta2 - teta3)*cos(tetad))) - 2*dq6*dg8*(2*m9*cos(tetal)*(d5 + I5)*(sin(tetal

+ teta2 + teta3)*sin(tetad) + cos(tetal + teta2 - teta3)*cos(tetad)) - 2*m9*sin(tetal)*(d5 +
I5)*(cos(tetal + teta2 + teta3)*sin(tetad) - sin(tetal + teta2 - teta3)*cos(tetad))) -
dg2*dg4*(d5*m9*cos(teta2 - teta3 + tetad) - I5*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) -
d5*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) - d5*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) - d5*m9*cos(teta3 -
teta2 + tetad) - 1I5*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) + 15*m9*cos(teta2 - teta3 + tetad) -
I5*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad)

+ d4*m7*cos(teta2 + teta3) + d4*m8*cos(teta2 + teta3) + d4*m9*cos(teta2 + teta3) +
14*m7*cos(teta2 + teta3) + 14*m8*cos(teta2 + teta3d) + 14*m9*cos(teta2 + tetal)) +
2*dg2*dg6*(d5*m9*cos(teta2 - teta3 + tetad) - I5*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) -
d5*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) - d5*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) - d5*m9*cos(teta3 -
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teta2 + tetad) - 1I5*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) + 15*m9*cos(teta2 - teta3 + tetad) -
I5*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad) + d4*m7*cos(teta2 + teta3) + d4*m8*cos(teta2 + teta3) +
d4*m9*cos(teta2 + teta3) + 14*m7*cos(teta2 + teta3) + 14*m8*cos(teta2 + teta3) +
14*m9*cos(teta2 + teta3)) + dg4*dg6*(d5*m9*cos(teta2 - teta3 + tetad) - 15*m9*cos(teta2
+ teta3 + tetad) - d5*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) - d5*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) -
d5*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad) - I5*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) + I5*m9*cos(teta2 -
teta3 + tetad) - 15*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad) + d4*m7*cos(teta2 + teta3) +
d4*m8*cos(teta2 + teta3) + d4*m9*cos(teta2 + tetald) + 14*m7*cos(teta2 + tetald) +
14*m8*cos(teta2 + teta3d) + I4*m9*cos(teta2 + teta3)) - dq2*dg7*sin(teta2 + teta3)*(m8 +
m9) + dg6*dqg7*sin(teta2 + teta3)*(m8 + m9) - dg2*dq7*sin(teta2 + teta3)*(m7 + m8 +
m9) + dg6*dqg7*sin(teta2 + teta3)*(m7 + m8 + m9) - dq2*dq3*m6*(d3 + I3) -
2*dg2*dg9*m9*(sin(teta2)*sin(teta3)*sin(tetad) + cos(teta2)*cos(tetad)*sin(tetad) -
cos(teta2)*cos(tetad)*sin(teta3) - cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta2)) -
dg4*dq9*m9*(sin(teta2)*sin(teta3)*sin(tetad) + cos(teta2)*cos(tetad)*sin(tetad) -
cos(teta2)*cos(tetad)*sin(teta3) - cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta2)) +
2*dg6*dg9*m9*(sin(teta2)*sin(teta3)*sin(tetad) + cos(teta2)*cos(teta3)*sin(tetad) -
cos(teta2)*cos(tetad)*sin(teta3) - cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta2)) +
2*dg8*dgq9*m9*(sin(teta2)*sin(teta3)*sin(tetad) - cos(teta2)*cos(tetad)*sin(tetad) -
cos(teta2)*cos(tetad)*sin(teta3) + cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta2)) -
dg4”3*dg5*m7*cos(teta2 + teta3)*(d4 + 14)*(d5*m9*cos(teta2 - teta3 + tetad) -
I5*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) - d5*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) - d5*m9*cos(teta2 +
teta3 + tetad) - d5*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad) - 15*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) +
I5*m9*cos(teta2 - teta3 + tetad) - 15*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad) + d4*m7*cos(teta2 +
teta3) + d4*m8*cos(teta2 + teta3) + d4*m9*cos(teta2 + teta3) + 14*m7*cos(teta2 + teta3) +
14*m8*cos(teta2 + teta3) + I4*m9*cos(teta2 + teta3))

dg2*dg3*(d2*m7 + 12*m7 - d5*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) - I5*m9*cos(teta2 + teta3d +
tetad) - d5*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) + d5*m9*cos(teta? - teta3 + tetad) -
d5*m9*cos(teta3d - teta2 + tetad) - 1I5*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) + 15*m9*cos(teta2 -
teta3 + tetad) - I5*m9*cos(tetad - teta2 + tetad) + d4*m7*cos(teta2 + teta3) +

d4*m8*cos(teta2 + teta3d) + d4*m9*cos(teta2 + tetald) + 4*m7*cos(teta2 + teta3) +
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14*m8*cos(teta2 + teta3) + I4*m9*cos(teta2 + teta3)) + dg2*dq7*(d4*m8 + d4*m9 +
14*m8 + 14*m9 - 2*d5*m9*cos(tetad) - 2*15*m9*cos(tetad) +
4*d5*m9*cos(teta3)*sin(tetad)*sin(tetad) + 4*15*m9*cos(teta3)*sin(tetad)*sin(tetad)) -
dg6*dq7*(d4*m8 + d4*m9 + 14*m8 + 14*m9 - 2*d5*m9*cos(tetad) - 2*I5*m9*cos(tetad)
+ 4*d5*m9*cos(teta3)*sin(tetald)*sin(tetad)

+ 4*|5*m9*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad)) + dq2*dq7*(d4*m7 + d4*m8 + d4*m9 +
14*m7 + 14*m8 + 14*m9 - 2*d5*m9*cos(tetad) - 2*I5*m9*cos(tetad) +
4*d5*m9*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad) + 4*I15*m9*cos(tetad)*sin(teta3d)*sin(tetad)) -
dg6*dq7*(d4*m7 + d4*m8 + d4*m9 + 14*m7 + 14*m8 + 14*m9 - 2*d5*m9*cos(tetad) -
2*15*m9*cos(tetad) + 4*d5*m9*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad) +
4*15*m9*cos(teta3)*sin(teta3)*sin(tetad)) + dg2*dg3*(d5*m9*cos(teta? - teta3 + tetad) -
I5*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) - d5*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) - d5*m9*cos(teta2 +
teta3 + tetad) - d5*m9*cos(teta3 - teta? + tetad) - 15*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) +
I5*m9*cos(teta2 - teta3 + tetad) - I5*m9*cos(teta3 - teta2 + tetad) + d4*m7*cos(teta2 +
teta3) + d4*m8*cos(teta2 + tetald) + d4*m9*cos(teta2 + teta3) + l4*m7*cos(teta2 + teta3) +
14*m8*cos(teta2 + tetald) + 14*m9*cos(teta2 + tetal)) + dgd*dq7*(d4*m8 + d4*m9 +
14*m8 + 14*m9 - 2*d5*m9*cos(tetad) - 2*15*m9*cos(tetad) + d4"2*m7*sin(2*teta3) +
147"2*m7*sin(2*teta3) + 2*d4*14*m7*sin(2*teta3) +
4*d5*m9*cos(teta3)*sin(tetad)*sin(tetad) + 4*I5*m9*cos(teta3)*sin(teta3d)*sin(tetad)) +
dg272*(d2 + 12)*(d5*m9*sin(teta? - teta3 + tetad) - I5*m9*sin(teta2 + teta3 + tetad) -
d5*m9*sin(teta2 + teta3 - tetad) - d5*m9*sin(teta2 + teta3 + tetad) + d5*m9*sin(teta3 -
teta2 + teta4) - 15*m9*sin(teta2 + teta3 - tetad) + 15*m9*sin(teta2 - teta3 + tetad) +
I5*m9*sin(teta3 - teta2 + tetad) + d4*m8*sin(teta2 + teta3) + d4*m9*sin(teta2 + teta3) +
14*m8*sin(teta2 + tetald) + [14*m9*sin(teta2 + tetal)) + 2*dg2*dg9*m9*(2*d5 + 2*I15 -
d4*cos(tetad) - 14*cos(tetad) + 2*d4*cos(teta3)*sin(teta3)*sin(tetad) +
2*|4*cos(teta3)*sin(teta3)*sin(tetad) - 8*d5*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(tetad)*sin(tetad) -
8*15*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(tetad)*sin(tetad)) + dqd*dq9*m9*(2*d5 + 2*I5 -
d4*cos(tetad) - 14*cos(tetad) + 2*d4*cos(teta3)*sin(teta3)*sin(tetad) +
2*14*cos(teta3)*sin(teta3)*sin(tetad) - 8*d5*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad) -
8*15*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad)) - 2*dq6*dq9*m9*(2*d5 + 2*I5 -
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d4*cos(tetad) - 14*cos(tetad) + 2*d4*cos(teta3)*sin(teta3)*sin(tetad) +
2*14*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad) - 8*d5*cos(teta3d)*cos(tetad)*sin(tetad)*sin(tetad) -
8*15*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(tetad)*sin(tetad)) + dg2*dg6*m9*(d2 + 12)*(d5*sin(teta2 -
teta3 + tetad) - d5*sin(teta2 + teta3 - tetad) + d5*sin(teta3 - teta2 + tetad) - 15*sin(teta2 +
teta3 - tetad) + I15*sin(teta2 - teta3 + teta4) + 15*sin(teta3 - teta2 + tetad) + d4*sin(teta2 +
teta3) + 14*sin(teta2 + teta3) - d5*sin(teta2 + teta3 + tetad) - 15*sin(teta2 + teta3 + tetad)) -
4*dg2*dg8*m9*(d5 + I15)*(2*d5*sin(2*tetald) + 2*I5*sin(2*teta3) + d4*sin(tetad) +
I14*sin(tetad) + 2*d4*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(tetald) +
2*14*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(tetald) - 8*d5*cos(teta3)*cos(tetad) 2*sin(tetal) -
8*15*cos(teta3)*cos(tetad)"2*sin(tetad)) - 2*dq4*dg8*m9*(d5 + I15)*(2*d5*sin(2*teta3) +
2*15*sin(2*tetal3) + d4*sin(tetad) + 14*sin(tetad) + 2*d4*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(tetal)
2*14*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(tetald) - 8*d5*cos(teta3)*cos(tetad)2*sin(teta3) -
8*15*cos(tetad)*cos(tetad)*2*sin(teta3)) + 4*dg6*dq8*m9*(d5 + 15)*(2*d5*sin(2*teta3) +
2*15*sin(2*tetal3) + d4*sin(tetad) + 14*sin(tetad) + 2*d4*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(tetal)
2*14*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(tetald) - 8*d5*cos(teta3)*cos(tetad) 2*sin(teta3) -
8*15*cos(teta3)*cos(tetad)"2*sin(teta3)) + 2*dg8*dq9*m9*cos(2*tetald)*(2*d5 + 2*I15 -
d4*cos(tetad) - 14*cos(tetad)) - 2*dg8"2*m9*cos(2*tetad)*sin(tetad)*(d4 + 14)*(d5 + 15)
0

dg6*dq7*(d4*m8 + d4*m9 + 14*m8 + 14*m9 - 2*d5*m9*cos(tetad) - 2*I5*m9*cos(tetad)
+ 4*d5*m9*cos(teta3)*sin(tetad)*sin(tetad) + 4*15*m9*cos(teta3d)*sin(teta3)*sin(tetad)) -
dg2*dq7*(d4*m8 + d4*m9 + 14*m8 + 14*m9 - 2*d5*m9*cos(tetad) - 2*I5*m9*cos(tetad)
+ 4*d5*m9*cos(teta3)*sin(teta3d)*sin(tetad) + 4*I5*m9*cos(teta3)*sin(tetad)*sin(tetad)) -
dg2*dq7*(d4*m7 + d4*m8 + d4*m9 + 14*m7 + 14*m8 + 14*m9 - 2*d5*m9*cos(tetad) -
2*15*m9*cos(tetad) + 4*d5*m9*cos(teta3d)*sin(tetad)*sin(tetad) +
4*15*m9*cos(teta3)*sin(teta3d)*sin(tetad)) + dg6*dq7*(d4*m7 + d4*m8 + d4*m9 + 14*m7
+14*m8 + 14*m9 - 2*d5*m9*cos(tetad) - 2*I15*m9*cos(tetad) +
4*d5*m9*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad) + 4*15*m9*cos(teta3)*sin(teta3d)*sin(tetad)) -
2*dg2*dg3*(d5*m9*cos(teta2 - teta3 + tetad) - I5*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) -
d5*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) - d5*m9*cos(teta2 + teta3 + tetad) - d5*m9*cos(teta3 -
teta2 + tetad) - 15*m9*cos(teta2 + teta3 - tetad) + 15*m9*cos(teta2 - teta3 + tetad) -

+

+
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I5*m9*cos(tetad - teta2 + tetad) + d4*m7*cos(teta2 + teta3) + d4*m8*cos(teta2 + teta3) +
d4*m9*cos(teta2 + teta3) + I4*m7*cos(teta2 + teta3) + 14*m8*cos(teta2 + teta3) +
14*m9*cos(teta2 + tetal)) - dg2°2*(d2 + 12)*(d5*m9*sin(teta2 - teta3 + tetad) -
I5*m9*sin(teta2 + teta3 + tetad) - d5*m9*sin(teta2 + teta3 - tetad) - d5*m9*sin(teta2 +
teta3 + tetad) + d5*m9*sin(teta3 - teta2 + tetad) - I5*m9*sin(teta2 + teta3 - tetad) +
I5*m9*sin(teta2 - teta3 + tetad) + 15*m9*sin(teta3 - teta2 + tetad) + d4*m7*sin(teta2 +
teta3) + d4*m8*sin(teta2 + teta3) + d4*m9*sin(teta2 + teta3) + I4*m7*sin(teta2 + teta3) +
14*m8*sin(teta2 + tetald) + 14*m9*sin(teta2 + tetal)) - dgd*dq7*(d4*m8 + d4*m9 + 14*m8
+ 14*m9 - 2*d5*m9*cos(tetad) - 2*15*m9*cos(tetad) + d4"2*m7*sin(2*teta3) +
1472*m7*sin(2*teta3) + 2*d4*14*m7*sin(2*teta3) +
4*d5*m9*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad) + 4*15*m9*cos(tetad)*sin(teta3d)*sin(tetad)) -
2*dg2*dg9*m9*(2*d5 + 2*15 - d4*cos(tetad) - 14*cos(tetad) +
2*d4*cos(teta3)*sin(teta3)*sin(tetad) + 2*I14*cos(teta3)*sin(tetad)*sin(tetad) -
8*d5*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad) -
8*15*cos(tetad)*cos(tetad)*sin(tetad)*sin(tetad)) - dqd*dq9*m9*(2*d5 + 2*I5 -
d4*cos(tetad) - 14*cos(tetad) + 2*d4*cos(teta3)*sin(teta3)*sin(tetad) +
2*14*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad) - 8*d5*cos(tetad)*cos(tetad)*sin(tetad)*sin(tetad) -
8*15*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(tetad)*sin(tetad)) + 2*dg6*dgq9*m9*(2*d5 + 2*I15 -
d4*cos(tetad) - 14*cos(tetad) + 2*d4*cos(teta3)*sin(teta3)*sin(tetad) +
2*14*cos(tetad)*sin(teta3d)*sin(tetad) - 8*d5*cos(teta3d)*cos(tetad)*sin(tetad)*sin(tetad) -
8*15*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad)) + 4*dg2*dg8*m9*(d5 +
15)*(2*d5*sin(2*teta3) + 2*15*sin(2*teta3) + d4*sin(tetad) + l4*sin(tetad) +
2*d4*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3) + 2*14*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3) -
8*d5*cos(teta3)*cos(tetad)2*sin(tetald) - 8*15*cos(teta3)*cos(tetad)"2*sin(tetal)) +
2*dg4*dg8*m9*(d5 + 15)*(2*d5*sin(2*teta3) + 2*15*sin(2*teta3) + d4*sin(tetad) +
14*sin(tetad) + 2*d4*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3) +
2*|4*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(tetald) - 8*d5*cos(tetad)*cos(tetad) 2*sin(teta3) -
8*15*cos(tetad)*cos(tetad)"2*sin(tetad)) - 4*dq6*dg8*m9*(d5 + I15)*(2*d5*sin(2*teta3) +
2*15*sin(2*tetald) + d4*sin(tetad) + 14*sin(tetad) + 2*d4*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3) +
2*14*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(tetald) - 8*d5*cos(teta3)*cos(tetad)2*sin(teta3) -
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8*15*cos(teta3)*cos(tetad)2*sin(tetal)) - 2*dq8*dg9*m9*cos(2*teta3)*(2*d5 + 2*I5 -
d4*cos(tetad) - 14*cos(tetad)) + 2*dg8/2*m9*cos(2*teta3)*sin(tetad)*(d4 + 14)*(d5 + I5)
2*dg2*dg6*(d4*m7 + d4*m8 + d4*m9 + 14*m7 + [4*m8 + 14*m9 - 2*d5*m9*cos(tetad) -
2*15*m9*cos(tetad) + 4*d5*m9*cos(teta3)*sin(tetad)*sin(tetad) +
4*15*m9*cos(teta3)*sin(teta3)*sin(tetad)) - dg2°2*(d4*m7 + d4*m8 + d4*m9 + 14*m7 +
14*m8 + 14*m9 - 2*d5*m9*cos(tetad) - 2*15*m9*cos(tetad) - d5*m9*cos(2*teta3 + tetad)
- I5*m9*cos(2*teta3 + tetad) + d5*m9*cos(2*teta3 - tetad) + I5*m9*cos(2*teta3 - tetad) +
d2*m7*cos(teta2 + teta3d) + d2*m8*cos(teta2 + tetad) + d2*m9*cos(teta2 + teta3) +
I2*m7*cos(teta2 + teta3) + 12*m8*cos(teta2 + teta3) + 12*m9*cos(teta2 + tetal)) -
dg2*dg4*(d4*m7 + d4*m8 + d4*m9 + 14*m7 + 14*m8 + 14*m9 - 2*d5*m9*cos(tetad) -
2*15*m9*cos(tetad) + 4*d5*m9*cos(teta3)*sin(tetad)*sin(tetad) +
4*15*m9*cos(teta3)*sin(teta3)*sin(tetad)) - dg6”2*(d4*m7 + d4*m8 + d4*m9 + 14*m7 +
14*m8 + 14*m9 - 2*d5*m9*cos(tetad) - 2*15*m9*cos(tetad) +
4*d5*m9*cos(tetad)*sin(teta3d)*sin(tetad) + 4*15*m9*cos(teta3)*sin(tetad)*sin(tetad)) +
dg4*dg6*(d4*m7 + d4*m8 + d4*m9 + 14*m7 + 14*m8 + 14*m9 - 2*d5*m9*cos(tetad) -
2*15*m9*cos(tetad) + 4*d5*m9*cos(teta3)*sin(teta3)*sin(tetad) +
4*15*m9*cos(teta3)*sin(teta3)*sin(tetad)) + 2*dg2*dqg3*sin(teta2 + teta3)*(m7 + m8 +
m9) - 2*dq8*dq9*m9*(sin(tetad) + 2*cos(tetad)*cos(tetad)*sin(tetald)) + 2*dg8”2*m9*(d5
+ 15)*(cos(tetad) - 2*cos(teta3)*sin(tetad)*sin(tetad)) - dq4"3*dg5*m7*(d4 + 14)*(d4*m7
+d4*m8 + d4*m9 + 14*m7 + 14*m8 + 14*m9 - 2*d5*m9*cos(tetad) - 2*I5*m9*cos(tetad)
+ 4*d5*m9*cos(teta3)*sin(tetad)*sin(tetad) + 4*15*m9*cos(teta3)*sin(teta3)*sin(tetad)) -
2*dg2*dgq9*m9*cos(2*tetad)*sin(tetad) - dgd*dq9*m9*cos(2*teta3d)*sin(tetad) +
2*dg6*dg9*m9*cos(2*tetad)*sin(tetad) - dgd*dq7*m7*cos(2*teta3)*(d4 + 14) +
4*dg2*dg8*m9*cos(2*teta3)*cos(tetad)*(d5 + 15) + 2*m9*(d5 + 15)*(dg8*dq9 + dq9"2 +
dg2*dq9*cos(2*teta3) + dgd*dq9*cos(2*teta3) - dg6*dg9*cos(2*tetal3) +
d4*dqg2/2*sin(tetad) + d4*dg6”2*sin(tetad) + dg2"2*l4*sin(tetad) + dg6”2*I14*sin(tetad) +
2*d5*dg2"2*sin(2*tetal) + 2*d5*dg6”2*sin(2*teta3) + 2*dg2/2*15*sin(2*teta3) +
2*dg672*15*sin(2*teta3) - 2*d5*dq8”2*cos(2*tetad)*sin(2*teta3) -
2*dq8"2*15*cos(2*tetad)*sin(2*tetal) - 2*dq2*dq7*cos(2*teta3)*cos(tetad) -
dg4*dqg7*cos(2*teta3)*cos(tetad) + 2*dq6*dq7*cos(2*teta3)*cos(tetad) +
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d4*dqg2*dg4*sin(tetad) - 2*d4*dg2*dqg6*sin(tetad) - d4*dgd*dg6*sin(tetad) +
dg2*dg4*14*sin(tetad) - 2*dg2*dqg6*I14*sin(tetad) - dgd*dq6*I4*sin(tetad) +
2*d5*dg2*dg4*sin(2*tetal) - 4*d5*dq2*dg6*sin(2*teta3) - 2*d5*dg4*dq6*sin(2*teta3) +
2*dg2*dg4*I15*sin(2*teta3) - 4*dg2*dq6*15*sin(2*teta3) - 2*dq4*dq6*15*sin(2*teta3) -
2*d5*dq8*dg9*cos(2*tetad)*sin(2*teta3) - 2*dq8*dq9*15*cos(2*tetad)*sin(2*teta3) +
2*dg2*dg3*cos(tetal + teta2 + teta3)*sin(tetal)*sin(tetad) - 2*dq2*dg3*sin(tetal + teta2
+ teta3)*cos(tetal)*sin(tetad) + d2*dg2/2*cos(teta2)*cos(teta3)*sin(tetad) +
d2*dqg2"2*cos(teta2)*cos(tetad)*sin(tetald) - d2*dqg2°2*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta2) +
2*d4*dg2"2*cos(tetad)*cos(tetad)*sin(teta3) +
2*d4*dq6”2*cos(tetad)*cos(tetad)*sin(tetald) + dq22*12*cos(teta2)*cos(teta3)*sin(tetad)
+ dg2/2*12*cos(teta2)*cos(tetad) *sin(tetald) - dg2"2*I12*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta2) +
2*dg272*14*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3) +
2*dg6”2*14*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3) - d2*dg2/2*sin(teta2)*sin(teta3)*sin(tetad) -
dg272*12*sin(teta2)*sin(teta3)*sin(tetad) - 2*dg2*dqg3*cos(tetal + teta2 -
teta3)*cos(tetal)*cos(tetad) - 2*dg2*dg3*sin(tetal + teta2 - teta3)*cos(tetad)*sin(tetal) -
8*d5*dg2"2*cos(tetad)*cos(tetad)2*sin(teta3) -
8*d5*dq6”2*cos(tetad)*cos(tetad)2*sin(teta3) -
8*dg2/2*I15*cos(teta3)*cos(tetad)"2*sin(teta3) -
8*dg6”2*I5*cos(teta3)*cos(tetad)2*sin(tetald) +
4*dg9"2*cos(teta3d)*cos(tetad)*sin(tetad)*sin(tetad) +
2*d4*dg2*dg4*cos(tetad)*cos(tetad)*sin(teta3) -
4*d4*dg2*dq6*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3) -
2*d4*dgd*dg6*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3) +
2*dg2*dg4*14*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3) -
4*dg2*dg6*14*cos(tetad)*cos(tetad)*sin(tetad) -
2*dg4*dg6*14*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3) -
8*d5*dg2*dg4*cos(teta3)*cos(tetad)"2*sin(teta3) +
16*d5*dg2*dg6*cos(teta3)*cos(tetad)"2*sin(teta3) +
8*d5*dg4*dg6*cos(teta3)*cos(tetad)2*sin(teta3) -
8*dg2*dqg4*I5*cos(teta3d)*cos(tetad) 2*sin(teta3) +
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16*dqg2*dg6*I15*cos(teta3)*cos(tetad) 2*sin(teta3) +
8*dg4*dg6*I15*cos(teta3)*cos(tetad) 2*sin(teta3) +
4*dq8*dq9*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad))
2*dg4*dg8*m9*cos(2*teta3)*cos(tetad)*(d5 + 15) -
4*dg6*dg8*m9*cos(2*teta3)*cos(tetad)*(d5 + I5) -m9*(2*d5*dq2/2 + 2*d5*dq6”2 +
2*d5*dg8”2 + 2*dg2/2*15 + 2*dg6/2*I5 + 2*dq8"2*I5 + 2*dq2*dq7*sin(tetad) +
dg4*dq7*sin(tetad) - 2*dg6*dq7*sin(tetad) - d4*dg2"2*cos(tetad) - d4*dq6”2*cos(tetad) -
dg272*14*cos(tetad) - dq6”2*14*cos(tetad) + 2*dq8*dq9*sin(2*teta3) + 2*d5*dg2*dg4 -
4*d5*dg2*dq6 - 4*d5*dg2*dg8 - 2*d5*dg4*dq6 - 2*d5*dg4*dg8 + 4*d5*dq6*dqg8 +
2*dg2*dg4*I5 - 4*dg2*dg6*15 - 4*dg2*dq8*15 - 2*dg4*dg6*I5 - 2*dgd*dg8*15 +
4*dg6*dg8*I15 - 4*dg2*dg7*cos(teta3)"2*sin(tetad) - 2*dgd*dg7*cos(teta3)"2*sin(tetad) +
4*dg6*dq7*cos(teta3)"2*sin(tetad) - d4*dg2*dgd*cos(tetad) + 2*d4*dg2*dg6*cos(tetad) +
d4*dg4*dqg6*cos(tetad) - dg2*dgd*14*cos(tetad) + 2*dg2*dq6*14*cos(tetad) +
dg4*dq6*14*cos(tetad) + 8*d5*dg2*dg8*cos(teta3)"2 + 4*d5*dg4*dg8*cos(teta3)"2 -
8*d5*dg6*dg8*cos(teta3)"2 + 8*dq2*dq8*I5*cos(teta3)"2 + 4*dqd*dg8*I5*cos(teta3)"2 -
8*dg6*dg8*I5*cos(teta3)"2 - d2*dg2/2*cos(teta2)*cos(teta3)*cos(tetad) -
dg272*12*cos(teta2)*cos(teta3)*cos(tetad) - 8*dq8*dq9*cos(teta3)*cos(tetad)2*sin(teta3)
+ d2*dqg2"2*cos(teta2)*sin(teta3)*sin(tetad) - d2*dg2”2*cos(teta3)*sin(teta2)*sin(teta4) +
d2*dg272*cos(tetad)*sin(teta2)*sin(tetald) + 2*d4*dg2"2*cos(teta3)*sin(teta3)*sin(tetad) +
2*d4*dg6”2*cos(teta3)*sin(teta3)*sin(tetad) + dg2°2*12*cos(teta2)*sin(teta3)*sin(teta4) -
dg272*12*cos(teta3)*sin(teta2)*sin(tetad) + dg2°2*12*cos(tetad)*sin(teta2)*sin(teta3) +
2*dg2°2*14*cos(teta3)*sin(teta3)*sin(tetad) + 2*dgq6/2*14*cos(teta3)*sin(teta3)*sin(tetad)
- 2*dg2*dg3*cos(teta2)*cos(teta3)*sin(tetad) +
2*dg2*dg3*cos(teta2)*cos(tetad)*sin(tetald) + 2*dq2*dg3*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta2)
- 2*dg2*dg3*sin(teta2)*sin(teta3)*sin(tetad) -
8*d5*dg2"2*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad) -
8*d5*dq6”2*cos(tetad)*cos(tetad)*sin(tetad)*sin(tetad) -
8*d5*dq8"2*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(tetad)*sin(tetad) -
8*dg2/2*15*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad) -
8*dg6”2*15*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad) -



8*dg8n2*I5*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad) +
2*d4*dg2*dg4*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad) -
4*d4*dg2*dq6*cos(teta3)*sin(tetad)*sin(tetad) -
2*d4*dgd*dg6*cos(teta3)*sin(tetad)*sin(tetad) +
2*dg2*dg4*14*cos(teta3)*sin(teta3)*sin(tetad) -
4*dg2*dg6*14*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad) -
2*dg4*dg6*14*cos(teta3)*sin(teta3)*sin(tetad) -
8*d5*dg2*dg4*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad) +
16*d5*dg2*dg6*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad)
+ 8*d5*dg4*dg6*cos(teta3d)*cos(tetad)*sin(tetad)*sin(tetad)
- 8*dg2*dg4*15*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad) +
16*dg2*dg6*I15*cos(teta3)*cos(tetad)*sin(teta3)*sin(tetad) +
8*dg4*dg6*I15*cos(teta3d)*cos(tetad)*sin(teta3d)*sin(tetas))
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Anexo no. 9. Resultado de la matriz columna de fuerzas de gravedad C.

9=[9.81 0 0 0];

ri1=[00d1 1];
r22=[0 0 0 1];
r33=[0 0 d2 1];
r44=[0 0 0 1];
r55=[0 0 d3 1];
r66=[0 0 0 1];
r77=[0 0 d4 1];
r88=[0 0 0 1];
r99=[0 0 d5 1];
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cl=simplify( -m1*g*U11*rll.' -m2*g*U21*r22." -m3*g*U31*r33."' -m4*g*U41*rd4." -
m5*g*U51*r55." -m6*g*U61*r66.' -m7*g*U71*r77.' -m8*g*U81*r88.' -m9*g*U91*r99.'
)i

c2=simplify( -m1*g*U12*rll.' -m2*g*U22*r22." -m3*g*U32*r33.' -m4*g*U42*r44." -
mM5*g*U52*r55." -m6*g*U62*r66.' -m7*g*U72*r77.' -m8*g*U82*r88.' -m9*g*U92*r99.'
);

c3=simplify( -m1*g*U13*rll.' -m2*g*U23*r22." -m3*g*U33*r33.' -m4*g*U43*r44." -
m5*g*U53*r55.' -m6*g*U63*r66.' -m7*g*U73*r77.' -m8*g*U83*r88.' -m9*g*U93*r99.'
);

cd=simplify( -m1*g*U14*rll.' -m2*g*U24*r22." -m3*g*U34*r33."' -ma*g*U44*r44." -
m5*g*U54*r55." -m6*g*U64*r66.' -m7*g*U74*r77.' -m8*g*U84*r88.' -m9*g*U94*r99.'
);

ch=simplify( -m1*g*U15*r1l.' -m2*g*U25*r22." -m3*g*U35*r33."' -m4*g*U45*r44." -
m5*g*U55*r55." -m6*g*U65*r66." -m7*g*U75*r77.' -m8*g*U85*r88.' -m9*g*U95*r99.'
);

c6= simplify( -m1*g*U16*r1l.' -m2*g*U26*r22.' -m3*g*U36*r33.' -m4*g*U46*r44." -
m5*g*U56*r55." -m6*g*U66*r66."' -m7*g*U76*r77.' -m8*g*U86*r88.' -m9*g*U96*r99.'
);

c7=simplify( -m1*g*U17*r1l.’ -m2*g*U27*r22.' -m3*g*U37*r33.' -ma*g*U47*r44." -
mM5*g*U57*r55." -m6*g*U67*r66.' -m7*g*U77*r77.' -m8*g*U87*r88.' -m9*g*U97*r99.'
);

c8=simplify( -m1*g*U18*rll.' -m2*g*U28*r22.' -m3*g*U38*r33.' -m4*g*U48*r44." -
m5*g*U58*r55." -m6*g*U68*r66.' -m7*g*U78*r77.' -m8*g*U88*r88.' -m9*g*U98*r99.'
);

c9= simplify( -m1*g*U19*r1l.' -m2*g*U29*r22.' -m3*g*U39*r33.' -m4*g*U49*r44." -
m5*g*U59*r55." -m6*g*U69*r66.' -m7*g*U79*r77.' -m8*g*U89*r88.' -m9*g*U99*r99.'
);

C=[cl; c2; c3; c4; ¢5; ¢6; c7; c8; c9];
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0
0
0
0

- (981*m5)/100 - (981*mM6)/100 - (981*m7)/100 - (981*m8)/100 -
(981*m9)/100 000 0

Anexo No. 10. Desarrollo en Matlab para hallar los valores de los torques 1,2 y 3.

pll=subs(D,[m1 m2 m3 m4 m5 m6 m7 m8 m9 12 14 |15 d2 d4 d5 tetal teta2 teta3
tetad],[1.11974 0.50218 1.62192 0.842223 4.19471 0.842223 1.62192 0.50218 1.11974
0.40 0.400.40 0.14 0.14 0.14 1.256 1.256 1.256 1.256]);

pgl=subs(Q,[d2gl d2qg2 d2g3 d2qg4 d2g5 d2qg6 d2q7 d2g8 d2q9],J00 000000 Q]);
pl2=subs(H,[tetal teta?2 teta3 teta4 m1 m2 m3 m4 m5m6 m7 m8 m9 1 12 13 14 15 d1 d2 d3

d4 d5 dg2 dg3 dg4 dg5 dg6 dq7 dg8 dg9],[1.256 1.256 1.256 1.256 1.11974 0.50218 1.62192
0.842223 4.19471 0.842223 1.62192 0.50218 1.11974 0.14 0.14 0.14 0.14 0.14 0.40 0.40
0.400.400.40900000000]);

p13=subs(C,[m5 m6 m7 m8 m9],[4.19471 0.842223 1.62192 0.50218 1.11974]);
torquel=pl1*pql+pl2+pl3,;

double(torquel);

Torquel= 3,34 N*m

p21l=subs(D,[m1 m2 m3 m4 m5 m6 m7 m8 m9 I1 14 |5 d1 d4 d5 tetal teta2 teta3
tetad],[1.11974 0.50218 1.62192 0.842223 4.19471 0.842223 1.62192 0.50218 1.11974
0.400.400.40 0.14 0.14 0.14 1.256 1.256 1.256 1.256]);

pg2=subs(Q,[d2ql d292 d2qg3 d2qg4 d2g5 d2g6 d2q7 d2q8 d2g9],[00 00000 0 0]);
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p22=subs(H,[tetal teta2 teta3 teta4 m1 m2 m3 m4 m5mé m7 m8 m9 11121314 15 d1 d2 d3
d4 d5 dq2 dg3 dg4 dg5 dg6 dg7 dg8 dq9],[1.256 1.256 1.256 1.256 1.11974 0.50218 1.62192
0.842223 4.19471 0.842223 1.62192 0.50218 1.11974 0.14 0.14 0.14 0.14 0.14 0.40 0.40
0.400.400.40009000000]);

p23=subs(C,[m5 m6 m7 m8 m9],[4.19471 0.842223 1.62192 0.50218 1.11974]);
torque2=p21*pq2+p22+p23,;

double(torque?2);

torque2=1,88 N*m

p31l=subs(D,[m1 m2 m3 m4 m5 m6 m7 m8 m9 I1 12 14 15 d2 d4 d5 tetal teta2 teta3
tetad],[1.11974 0.50218 1.62192 0.842223 4.19471 0.842223 1.62192 0.50218 1.11974
0.40 0.40 0.40 0.40 0.14 0.14 0.14 1.256 1.256 1.256 1.256]);

pg3=subs(Q,[d2ql d2g2 d2g3 d2g4 d2q5 d2q6 d2q7 d2q8 d2q9],[00000 00 0 0]);
p32=subs(H,[tetal teta?2 teta3 teta4 m1 m2 m3 m4 m5 m6 m7 m8 m9 1 12 13 14 15 d1 d2 d3

d4 d5 dg2 dg3 dg4 dg5 dg6 dg7 dg8 dg9],[1.256 1.256 1.256 1.256 1.11974 0.50218 1.62192
0.842223 4.19471 0.842223 1.62192 0.50218 1.11974 0.14 0.14 0.14 0.14 0.14 0.40 0.40
0.400.400.40000090000]);

p33=subs(C,[m5 m6 m7 m8 m9],[4.19471 0.842223 1.62192 0.50218 1.11974]);
torque3=p31*pq3+p32+p33;

double(torque3);

torque3=17,89 N*m

Anexo No. 11. Cinematica

o Cinemética Directa

La cinematica directa resuelve la cuestion de definir la posicion y orientacion del extremo final

del robot con respecto a un sistema de coordenadas que se toman como referencia [22]. Este

tipo de solucion determina la geometria y ubicacion espacial de los eslabones del robot
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cuando se conocen sus variables articulares y busca definir la configuracion del final del
extremo. Se conocen los angulos de movimiento y los valores del desplazamiento sobre las
articulaciones si son prismaticas o rotacionales. Su obtencién, que genera una descripcion
analitica del movimiento del robot, se establece por la solucion de la cinematica directa

dada por las siguientes relaciones:

X = fx(q1, 92, 03, ...,qn),
y =#az, 92, g3, ....qn),
z =101, 92, G5, ..., qn), 3)
a = fa(qu, 92, 03, ...,gn),
B = /50, 92, 03, ....gn),
y = /(0L 92, 03,....qn)

Se logra esta representacion de la orientacion y la posicion si se han seleccionado las
coordenadas cartesianas y angulos de Euler. Para completar el calculo de la cinematica

directa se tienen en cuenta los siguientes pasos:

e a) Adjuntar un sistema de coordenadas a cada uno de los eslabones n+1 del robot,
donde el sistema 1 se adjunta al sistema de coordenadas fijo y el sistema n+1 al
efector final.

e D) Definir pardmetros D-H:
o Eje z, debe coincidir con el eje de rotacion,

o 61, angulo articular (xi-1 al eje xi) (horizontal),

o ai, angulo de torsion del eslabén,
o di, longitud articular o distancia entre los origenes (vertical) y
o ai, longitud del eslabon.

e Escribir las matrices de transformacion homogénea (producto de las
representaciones de cada elemento del robot):
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To= TP T (@)

O X

1

Figura 1. 5. Cinematica directa de un robot planar de dos eslabones.

La cinematica directa no es muy utilizada ya que lo que se programa cominmente son las
variables articulares, que es lo que realmente se desea controlar. Por ello, se procede a
efectuar la cinematica inversa.

o Cinematica Inversa

La cinematica inversa busca determinar el valor de los &ngulos y/o el desplazamiento de las
articulaciones sabiendo la posicion del final del extremo o efector. Se calcula, por este
modelo, las variables articulares cuando son conocidas la ubicacién y orientacion de los
eslabones. Hay que establecer la direccion de desplazamiento del extremo de la articulacion
respecto a un sistema de referencia, para después efectuar el andlisis de velocidad y
aceleracion necesaria para el control del movimiento de los actuadores de manera uniforme.
El resultado que se espera no arroja una ecuacion lineal, es decir, con la cinematica inversa,
se espera generar ecuaciones no lineales en la mayoria de los casos, las soluciones son
infinitas o son nulas, si no se acoplan a la arquitectura del controlador.

El objetivo principal de la solucion al problema cinematico inverso ([22], [24]) es encontrar

los valores que deben adaptar las coordenadas articulares del robot g = [qz, Qz,..., qn]T, para
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gque su extremo se posicione y oriente segun una determinada localizacion espacial;
establecer esta propuesta depende de la configuraciéon del mecanismo, pero se adecta mejor

encontrar una solucion cerrada, es decir, una relacion matemaética explicita de la forma:

Ok ="fk(x, y, z @ B, 7) (5)

k=1, 2, 3,..., n (Numero de grados de libertad)

Esta solucidon permite establecer restricciones que permitan adecuar una solucion entre
todas las posibles, que se constituyen a partir de diferentes n-uplas [q1,...,qn]T.

Algunos sistemas poseen cinematicas relativamente sencillas de analizar y calcular, que
facilitan la solucién de su cinemaética inversa, en cierta medida. Esto es, teniendo en cuenta
los primeros grados de libertad; si su estructura es planar (los primeros elementos quedan
contenidos en un plano), se puede solucionar el problema. También se da la circunstancia
de que los ultimos grados de libertad, que se encargan de orientar el extremo del robot,
corresponden a giros sobre ejes que cortan en un punto, facilitando el calculo de la n-upla

[q1,...,qn]T, que corresponden a la posicion y orientacion deseadas. De forma préctica, el
movimiento del sistema se puede expresar con longitudes y valores angulares definidos en

metros y radianes, respectivamente, para facilitar el disefio y anlisis de sistemas de control.
Se tienen en cuenta dos métodos para solucionar la cinematica inversa:

- Solucion de la cinematica inversa por métodos geometricos

Se trata de establecer un numero suficiente de relaciones geométricas que implican el
desarrollo de las coordenadas del extremo del robot, sus coordenadas articulares y las
dimensiones fisicas de sus elementos. Se aplica en robot de pocos grados de libertad, o en
el caso de ser una cadena de mdaltiples articulaciones y eslabones, se consideran los

primeros grados de libertad, dedicados a ubicar el extremo.
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- Solucion de la cinematica inversa a partir de la transformacion

homogénea

Se puede solucionar la cinematica inversa a partir de conocimiento de su modelo directo, es
decir, si se establecen las relaciones como conocidas de la posicion y la orientacion del extremo
del mecanismo, en funcion de sus coordenadas articulares, obtener por manejo de dichas
relaciones la solucion inversa. No obstante, es una opcion que no es trivial: el enfoque
algebraico a la solucion explicita conlleva a la busqueda de los angulos de las articulaciones por

medio de la transformacion algebraica de las ecuaciones T y P [22], donde

To = 'l 22T Moy
p=ai+ Qua+...+ Qu...1M (6)

Anexo No. 12. Dindmica

o Dinamica Directa Vs. Dindmica Inversa

Una dicotomia presente en la dinamica es el célculo de los valores de las variables de
desplazamiento, velocidad y aceleracion, a partir de un vector t empleado en cada
articulacion que contiene las fuerzas y los torques, frente a la obtencion de dicho vector
conociendo las magnitudes de las variables. A esto Gltimo se le denomina el calculo de la
Dinamica Inversa y son de mayor viabilidad para determinar la trayectoria requerida para
resolver un problema en particular [24]. Entonces, la dinamica desarrollada en mayor
medida es la directa, es decir, a partir de la aplicacion de t se establecen los
desplazamientos, velocidades y medidas de las articulaciones. A continuacion, se haran

mencién los modelos dindmicos y la obtencion de la dindamica directa de un sistema.

o Modelos dindmicos
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Son representaciones que evaluan, bien sean sobre el dominio del tiempo, o a partir de la

aplicacion de fuerzas, el movimiento de las coordenadas articulares de un mecanismo.

Estos modelos son:

Modelo dindmico directo: analiza la evolucion temporal de las coordenadas
articulares del sistema en funcion de las fuerzas y pares que intervienen. Representa
los pares de torsion o la fuerza de los actuadores que son necesarios para generar la
trayectoria deseada del robot o parte de él.

Modelo dindmico inverso: representa el conjunto de fuerzas y pares que intervienen
en funcién de sus coordenadas articulares y sus derivadas. Este modelo encuentra la
respuesta del eslabon de un robot respecto a algunos pares de torsion o fuerzas en
las articulaciones. Como necesidad de este modelo, debe registrarse el movimiento

resultante del robot para considerarlo exitoso.

o Solucién de la dinamica del robot

Hay varias formas de obtener la dindmica de un mecanismo robético [22, 23], pero las mas

esenciales son:

Formulacion Lagrange-Euler: es el uso de matrices de transformacion homogénea, o

de matrices i'1Ai, que relacionan un sistema de coordenadas de referencia del
elemento i con el sistema del elemento i-1.

Ecuaciones de movimiento de Lagrange: plantean el movimiento a partir de la
eliminacion de las fuerzas de restriccion de las ecuaciones de dinamica si las
coordenadas generalizadas se eligen en forma independiente, pero solo es de
utilidad en la simulacién. Para el disefio de han de usar multiplicadores de Lagrange

para recuperar las fuerzas de restriccion eliminadas.

Por mera aplicacion de leyes de Newton y Euler: para movimientos lineales y
rotacionales, respectivamente.
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Anexo No. 13. Proceso de identificacion.

o Meétodos de identificacion

Existen diversos métodos de identificacion de sistemas que dependen de la estructura y el

tipo de analisis que se desea realizar, por ejemplo, en tiempo real o intuitivamente. Se

definen estos métodos de la siguiente forma:

- A partir del tipo de modelo obtenido:

Métodos no paramétricos: esencialmente son intuitivos, y se caracterizan por
permitir ajustar al modelo una cantidad determinada de la informacion de la planta
que se estudia, como el andlisis de respuesta en frecuencia, analisis espectral, etc.
Un modelado no paramétrico se puede representar, como en el caso de un sistema

no lineal, de la siguiente forma:

y(® = G hu(®) + e(t) ®)
G(a-1) u(t) = Ye(k)gk 9),

donde q'1 es el retardo del sistema y u(t), y(t) y e(t) son la entrada, la salida y el
conjunto de perturbaciones presente, respectivamente.

Métodos paramétricos: se tiene un conjunto de parametros que hay que ajustar en
relacion a los datos obtenidos experimentalmente, como el orden y los coeficientes
de los polinomios de una funcién de transferencia (G(s), H(z), etc.). Un modelo
paramétrico es de mayor utilidad en sistemas discretos, y en €stos se expresa como
sigue:

s@t) = n(t) +w(t) (10),



269

en el cual s(t) es la salida medible del sistema, #(?) es el modelamiento de la salida
respecto a la entrada y w(t) es la representacion del modelo de la salida debida a las
perturbaciones. Para los modelos paramétricos, hay estructuras que se ajustan a la
ecuacion 3 (ver fig. 1. 2), ya que se toman variables del modelo discreto (son muy

atiles si las perturbaciones interfieren significativamente en el registro de los datos):

w =
™| W
<

a) Estructura ARX b) Estructura OE

§ h

1
A

¢) Estructura ARMAX d) Estructura BT

Figura 1. 7. Diagramas de bloques para sistemas paramétricos

- A partir de su estimacion:

Caja blanca: es obtenido a partir del analisis de las leyes fisicas implicitas en el
funcionamiento del sistema.

Caja negra: se obtiene una estructura matematica con una serie de parametros libres,
a los que se les da el valor de los datos obtenidos en los experimentos.

Caja gris: Parte del modelo se obtiene mediante leyes fisicas, y la otra parte se obtiene

por experimentacion. Es un modelo intermedio a los dos anteriormente mencionados.

- A partir de su aplicacion:
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e Meétodo identificacion en linea: se efectdan mediciones en tiempo real. Es apropiado
en el caso de realizar una estrategia de control adaptivo, o cuando el proceso varia
su dindmica con el tiempo.

e Método identificacion fuera de linea: se realizan medidas sobre el experimento y se
ajustan al modelo. Se suelen obtener modelos mas preciso y mas fiables por

convergencia de parametros.
- Eleccién de un criterio

La eleccion de criterios que permitan realizar una identificacion dptima es un proceso de
estimacion que expresa la calidad del modelo obtenido. Un modelo obtenido por eleccion

de un criterio tiene la forma:

J0) =xN g(e(®) (11),

Los elementos fundamentales son: 6, que es el vector de pardmetros que se trata de ajustar;
e(k), el error de estimacion para la medida k, y g(.), que es una funcién usualmente
cuadrética (como las de segundo orden que generan respuestas amortiguadas). Esta funcion
aplica para un numero N de observaciones o medidas realizadas. La estimacion realizada
resuelve el problema de optimizacion del sistema en el cual el mejor modelo es el que hace
minimo el criterio; para tener en cuenta, el modelo obtenido depende de la amplitud y la

frecuencia de la sefial de entrada.

- Propiedades

e Excitacion persistente: la identificacion correcta de un sistema debe poner de
manifiesto toda su dinamica, esto significa excitarlo de manera persistente. Es decir,
a un sistema de orden n se le ejerce control mediante una sefial persistentemente

excitadora de orden n. Esta propiedad demuestra su cumplimiento si
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1 N
_@ (12),

donde A((z)'l) es un polinomio de grado inferior a N.
e Convergencia e identificabilidad: un sistema es identificable si

lim E(8) = 6o (13)

y la salida del modelo estimado es posible:
- =



