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RESUMEN

Esta investigacion tuvo como propoésito disefar e implementar un conjunto de tareas
mediadas por tecnologias digitales orientadas al fortalecimiento de los procesos de estudio
asociados a las propiedades de la funcion cuadratica, en particular la longitud del lado recto
de la pardbola, con estudiantes de grado undécimo. El estudio se desarroll6 bajo un enfoque
empirico-analitico retomado desde una perspectiva cualitativa, orientada en la observacion
rigurosa y el analisis interpretativo de las producciones realizadas por los estudiantes. Se
enmarca en el modelo de experimentos de ensefianza propuesto por (Romberg, 1992)

El proceso metodoldgico se llevd a cabo en tres fases: disefio, implementacion y andlisis
retrospectivo. En la fase de disefio se elaboraron cuatro tarcas mediadas por el software
GeoGebra, sustentadas en los elementos caracteristicos propuestos por (Gémez , Mora, &
Velasco, 2018) y en la teoria de la génesis instrumental. Posteriormente, se implementaron
dos de ellas y parcialmente la tercera con tres parejas de estudiantes, lo que permitié analizar
sus interacciones con los artefactos digitales y los procesos matematicos implicados.

Los resultados evidenciaron que el uso de GeoGebra favorecio la exploracion y la conjetura
sobre las propiedades geométricas y algebraicas de la parabola, particularmente del lado
recto, y potenci6 la comunicacion entre los integrantes de las parejas, quienes colaboraron
activamente en la toma de decisiones y en la verificacion de sus construcciones. En cuanto a
la argumentacion, esta se manifestdé de manera parcial, evidenciando avances iniciales en la
explicacion de relaciones entre los elementos de la construccion, aunque sin alcanzar
justificaciones formales. Se concluye que las tecnologias digitales, adecuadamente mediadas
por el docente, constituyen un recurso didactico valioso para fortalecer los procesos de

estudio en el aula de matematicas.

Palabras clave: Funcion cuadratica, Lado recto, Disefio de tareas, Tareas digitales y Génesis

Instrumental.



ABSTRACT

This study aimed to design and implement a set of tasks mediated by digital technologies,
oriented toward strengthening the study processes associated with the properties of the
quadratic function, particularly the length of the latus rectum of the parabola, with eleventh-
grade students. The research was conducted under an empirical-analytical approach framed
from a qualitative perspective, guided by rigorous observation and the interpretative analysis
of the students’ productions. It is grounded in the teaching experiment model proposed by
Romberg (1992).

The methodological process was carried out in three phases: design, implementation, and
retrospective analysis. In the design phase, four tasks mediated by GeoGebra software were
developed, supported by the characteristic elements proposed by Gémez, Mora, and Velasco
(2018) and by the theory of instrumental genesis. Subsequently, two of the tasks and part of
a third were implemented with three pairs of students, which made it possible to analyze their
interactions with the digital artefacts and the mathematical processes involved.

The results showed that the use of GeoGebra supported exploration and conjecture regarding
the geometric and algebraic properties of the parabola, particularly the latus rectum, and
enhanced communication among the students in each pair, who actively collaborated in
decision-making and in verifying their constructions. Regarding argumentation, it appeared
only partially, showing initial progress in explaining relationships between the elements of
the construction, although without reaching formal justifications. It is concluded that digital
technologies, when appropriately mediated by the teacher, constitute a valuable didactic

resource for strengthening study processes in the mathematics classroom.

Keywords: Quadratic function, Latus rectum, Tasks design, Digital technologies and

Instrumental Genesis.
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Introduccion

En este documento se presenta un trabajo desarrollado como tesis de grado en el programa
de Maestria en Docencia de las Matematicas, con énfasis en tecnologias, de la Universidad
Pedagogica Nacional. El proposito principal del trabajo consiste en disefar tareas mediadas
por Tecnologias Digitales(TD) que permitan a los estudiantes de matematicas, en principio,
de educacion basica o media, construir significados y fortalecer los procesos de estudio
asociados a algunas propiedades de una funcion cuadratica, en relacion con su representacion

algebraica y geométrica.

Este trabajo surge, en primer lugar, como un camino para abordar algunas dificultades y
errores evidenciados en los estudiantes de grado undécimo al enfrentarse a ejercicios y
problemas que implican el uso, analisis o comprension de propiedades de una funcidon
cuadratica y, en segundo lugar, como una propuesta para introducir el uso de TD en los
procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, particularmente, en una institucion
en la que actualmente no hay desarrollos investigativos o didacticos al respecto. Estas
observaciones motivaron la posibilidad de disefiar una propuesta de tareas mediadas por TD
que permitieran abordar el estudio de funciones cuadraticas reales desde una perspectiva

analitica y reflexiva, coherente con las tendencias actuales en educacion matematica.

Ahora bien, bajo la aproximacion metodologica conocida como experimento de ensefianza,
se desarroll6 un disefio de tareas mediadas por TD para estudiar la longitud del lado recto de
la representacion grafica de una funcion cuadratica y su relacion con el coeficiente principal
de la representacion algebraica de tal tipo de funcion. Para ello se empled un marco de
referencia que aborda tanto los conceptos y procedimientos matematicos relacionados con el
objeto de estudio, como la teoria de Génesis instrumental y Orquestacion instrumental. La
propuesta de tareas fue implementada y posteriormente analizada a partir de un conjunto de
categorias establecidas a partir del marco de referencia. Finalmente, producto del andlisis se
identificaron posibilidades de mejora para las tareas y su implementacion y se generé una

propuesta de tareas revisadas.



Puntualmente, el trabajo estd organizado en términos de seis capitulos y de cuatro anexos.
En el primer capitulo se presenta la formulacion del problema, la justificacion, los objetivos

generales y los antecedentes del problema.

En el segundo capitulo se presenta la metodologia la cual se fundamenta en una aproximacién
interpretativa, dentro de un enfoque empirico-analitico. Bajo una estrategia metodologica de
experimento de ensefianza, se organiza el proceso investigativo mediante fases iterativas que
integran la planificacion, la experimentacion y el andlisis de los resultados obtenidos. El
trabajo se desarrolla en tres fases, que se relacionan directamente con los siguientes capitulos

del documento.

En relacion con la primera fase, en el tercer capitulo se realiza la construccion del marco de
referencia que sustenta el estudio de los objetos matematicos, los elementos didacticos, la
mediacion tecnoldgica y el disefio de tareas con base en los planteamientos de Gémez P.
M.(2018). Por su parte, en el cuarto capitulo, y como parte de la fase dos de la estrategia, se
incluye el disefio de la propuesta de tareas, fundamentada en el marco de referencia, y un
analisis a priori de las mismas. En el quinto capitulo se describen las condiciones de la
implementacion de la propuesta (entre ellas, el cambio forzoso de institucion en el transcurso
del desarrollo del trabajo), la forma de recolectar la informacién, la descripcion de los
elementos a analizar y los recursos fisicos. Ademas, como parte de la fase tres de la estrategia,
se incluye también en este capitulo el analisis de la informacion recolectada en el proceso de

implementacion.

Finalmente, en el sexto capitulo se presentan las conclusiones de este trabajo de grado,
organizadas en torno a tres aspectos principales: la relacion entre los objetivos planteados y
los desarrollos logrados, la formacion profesional y los aprendizajes logrados en esta
investigacion, finalmente, una reflexion sobre la praxis docente relacionada con el desarrollo
de este proceso investigativo y los aprendizajes derivados del proceso de disefio e

implementacion de las tareas mediadas por TD.

De esta manera, el documento se estructura como un proceso de estudio y reflexiéon que
articula teoria, disefio y analisis, con el propdsito de aportar a la enseflanza y aprendizaje del

objeto funcidn cuadratica mediante el uso de tecnologias digitales.



Nota aclaratoria. Teniendo en cuenta las dinamicas en el proceso de estudio realizado y la
posibilidad de profundizar en el uso de artefactos para mediar los procesos de aprendizaje de
algunas propiedades de la funcion cuadratica, mas que en los cambios de registro entre
representaciones, el titulo original del trabajo, a saber, conversion de registros semioticos
grdfico y algebraico en la solucion de problemas con relacion a la funcion cuadratica

mediante el uso de TD, fue modificado por el que actualmente identifica este documento.

CAPITULO 1

1. Problema

En este capitulo se describe el problema de investigacion, la justificacion y los objetivos del
trabajo de grado. Ademads, se exponen algunos antecedentes tedricos que enmarcan la

investigacion dentro de una linea especifica, determinando su pertinencia y viabilidad.

1.1 Formulacion del problema

Este trabajo de investigacién surge como un camino para abordar dos asuntos que, como
docente de matematicas, en la educacion media, he identificado en los ultimos afios. Primero,
la necesidad de incorporar de forma responsable el uso de Tecnologias Digitales (TD) en los
procesos de formaciéon en matematicas y, segundo, las dificultades y errores de los
estudiantes al abordar el concepto de funcion cuadratica real, especialmente al trabajar con

sus diferentes representaciones.

En relacion con el primer asunto, en el contexto educativo generado como consecuencia de
la situacion de pandemia COVID 19 en 2020, surgid la obligacion y la necesidad de que los
docentes emplearan TD para desarrollar procesos de estudio en matematicas con los
estudiantes; sin embargo, la falta de experiencia en la manipulacion de herramientas digitales

y la poca existencia o el desconocimiento de tareas adaptadas para este tipo de contextos cred



la necesidad de explorar y disefiar dichos recursos que fortalecieran los procesos de

ensefanza y aprendizaje, en particular de las matematicas escolares.

Esta nueva dinamica escolar produjo en las instituciones educativas, en especial donde se
gestod esta investigacion, importantes efectos en muchos de los aspectos propios del desarrollo
de los procesos de ensefianza y aprendizaje, como la imposibilidad por parte del maestro para
cumplir por completo con el programa curricular de matematicas en los tiempos establecidos,
el bajo compromiso y responsabilidad de parte de los estudiantes en el cumplimiento de las
tareas enviadas y la baja conceptualizacion de los objetos de estudio. Por su parte, el docente
enfrentd grandes dificultades para desarrollar con éxito procesos de ensefanza mas
significativos debido, entre otros, a la falta de control sobre el trabajo a distancia que realiza
el estudiante, asi como al desconocimiento por parte docente, de estrategias para el disefio e
implementacidn de propuestas didacticas mediadas por las TD que facilitaran la orientacion,

realimentacion y evaluacion de procesos académicos a distancia.

De otra parte, en el desarrollo del programa de matematicas en la Institucion Educativa (I.E)
La Merced de Mosquera Colombia, institucion en la que me desempefie como docente de
matematicas en afio 2022 se pudo observar que la comunidad educativa (estudiantes, padres
y docentes) se concientizo de las dificultades educativas que trajo la pandemia y en particular
de los bajos desempeios que los estudiantes tuvieron en dicha area. Ademas, se identifico un
alto indice de desercion y de reprobacion escolar por falta de recursos tecnoldgicos propios
y por dificultades en los procesos de aprendizaje a través de los medios virtuales.
Actualmente, la I.LE la Merced cuenta con algunas herramientas tecnologicas digitales
basicas, pero faltan herramientas de interaccion con los estudiantes como plataformas,
programas matematicos especializados y, sobre todo, propuestas didacticas que fortalezcan
los procesos de enseflanza que permitan mejorar los procesos de aprendizaje de estudiantes

con respecto a las matematicas.

De acuerdo con lo anterior, algunos docentes del area de matematicas de la institucion
identificaron la necesidad de desarrollar estrategias que posibilitaran trabajar algunos
elementos de la propuesta curricular en matematicas con TD para fortalecer ambientes y
entornos de trabajo enriquecedores y eficaces, mejorando en los estudiantes el desarrollo de

sus competencias matematicas. Para el disefio e implementacion de estas estrategias se



observo en la institucion la posibilidad de plantear propuestas educativas haciendo uso de los
recursos disponibles, y tomando como objeto particular de estudio el eje tematico de grado
undécimo, denominado funciones cuadriticas y manejo de sus representaciones, cuya

naturaleza genera algunas dificultades en los procesos de aprendizaje durante el afio escolar.

En relacion con este objeto de estudio, cabe destacar que en el curriculo de matematicas de
la I.LE la Merced, en el documento de los estandares curriculares y en los derechos basicos de
aprendizaje, el estudio de la funcion cuadratica comienza a desarrollarse desde grado noveno.
En este nivel de formacion, los estudiantes identifican qué es una funcién cuadratica,
construyen su representacion grafica y reconocen algunas caracteristicas de la funcion a partir
de tal representacion. En grado décimo los estudiantes estudian transformaciones de la
funcién cuadratica exaltando las representaciones graficas, ademas en este nivel, la funcién
cuadratica se estudia desde las conicas. Finalmente, en el grado undécimo la funcion
cuadratica se estudia como un mecanismo de modelacion, particularmente de situaciones

fisicas.

De acuerdo con lo planteado puede apreciarse que, en la propuesta curricular, el objeto,
funcién cuadratica es estudiado a partir de diferentes perspectivas, con el proposito de
desarrollar competencias para su conceptualizacion dentro del curriculo de matematicas. Sin
embargo, las evidencias de los procesos de ensefianza y aprendizaje muestran que dicho
propdsito no se estd logrando, ya que los estudiantes de grado undécimo presentan
dificultades para entender significativamente la funcion cuadratica. Con el fin de diagnosticar
el estado actual de estos aprendizajes, en el afio 2022 se aplicé una prueba diagnoéstica a 60
estudiantes de grado undécimo. Para su disefio, se seleccionaron tres situaciones del libro
digital Texas Matematicas, capitulo 9, Funciones y ecuaciones cuadrdticas. La evaluacion
tenia como objetivo que los estudiantes identificaran la representacion grafica de una funcion
cuadratica, determinaran su expresion algebraica a partir de la gréafica, establecieran
relaciones entre ambas representaciones y aplicardn sus propiedades en la solucion de

problemas en contexto.

Producto del ejercicio de evaluacion diagndstica, se realizo un analisis de las respuestas dadas
por algunos de los estudiantes a tres situaciones que llevo a las siguientes observaciones: en

relacion con la primera situacion (Figura 1) se identificé que el 90% de los estudiantes no



propuso una representacion algebraica adecuada para la funcion descrita a través de su

representacion grafica.

Figura 1

Grdfica de funciones cuadraticas en la caida de pacanas
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Nota. Gréfica extraida de matematicas para Texas, capitulo 9, acompanado de la respuesta

de dos estudiantes a la pregunta b.

En relacion con la segunda situacion (Figura 2) se observo que el 80% de los estudiantes
presentd dificultades para reconocer relaciones que existen entre las diferentes
representaciones de una funcion cuadratica y por tal motivo no generaron argumentos validos
para comunicar resultados de forma algebraica; se esperaba que el estudiante resolviera la
situacion planteada partiendo de, por ejemplo, hallar los ceros de la funcion y el vértice de la
parabola asociada o reemplazar en la expresion algebraica la variable x con un niimero real
que pertenezca al dominio de la funcidn segun la gréafica, para luego comparar el resultado
de la funcion evaluada con la ordenada correspondiente en la gréfica; sin embargo, se
identifica que los estudiantes desconocian coémo obtener informacion relevante de la funcién
cuadratica a partir de la representacion algebraica; por ejemplo, ellos no relacionaron el valor

del coeficiente del término cuadratico con el tipo de concavidad de la funcion.



Figura 2

Gradfica de una funcion cuadratica en el movimiento de una gimnasta
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Nota. Grafica extraida de matematicas para Texas, capitulo 9, acompanado de la respuesta

de dos estudiantes a la pregunta c.

Finalmente, en la tercera situacién se planteaba un enunciado (Figura 3) que incluia la
representacion algebraica de una funcion cuadratica, se requeria el analisis de la situacion, la
identificacion de los ceros de la funcion y la formulacion de la solucidén. Al respecto, se
evidencio que un 10% de los estudiantes intenta representar a través de un dibujo el problema
planteado; sin embargo, desconocen o no entienden los procesos necesarios para solucionar
la pregunta. Asi mismo el 90% tuvo dificultades al plantear la solucion, ya que consideraban
que el proceso consistia en simplemente en despejar la variable independiente en la expresion

algebraica.

Figura 3

Situacion en un contexto real: anadlisis de un salto en atletismo.



[Un atleta que compite en salto largo, toma impulso al correr antes de realizar el salto que
esta descrito por la funcién y=-x2+7x-10, donde el arigen de las coordenadas representa la
posicién de partida del atdeta, desde donde empieza a correr; siendo el ejede las ordenadas
la representacidn de laaltura y el eje de las abscisas corresponde al suelo, considere que las
medidas estdn dadas en metros. Determine cudl es lalongitud del salto del atleta. E indique
que elemento debe usar para encentrar la solucidon al problema.
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Por otro lado, se observa que el disefio de la pregunta planteada, por ejemplo, en la situacion
1 (Figura 1) carece de un enunciado claro con respecto al movimiento de la pacana cuando
cae al suelo, pues, aunque el objetivo sea trabajar con una funcién cuadratica, se podria
abordar el problema suponiendo otro tipo de funcién. Asi mismo, al observar la grafica de la
(Figura 1) se evidencia que la escala para el eje x y el eje y no es exacta, siendo dificil para
el estudiante la interpretacion de la grafica. Asi, se reconoce la urgencia e importancia de
revisar las tareas que se proponen atendiendo a sus objetivos de aprendizaje y a las

herramientas que se utilizan para dotar de significado a los objetos de estudio.

A partir de estudios y observaciones en el aula en relacion con los procesos de ensenanza y
aprendizaje sobre el objeto de estudio, se plantea la necesidad de modificar las practicas en
el aula de tal forma que los estudiantes conceptualicen de mejor forma el objeto funcidon
cuadratica y, en particular, que desarrollen competencias para identificar, manejar y
relacionar las representaciones algebraica y grafica de una funcion cuadratica involucrando
otros escenarios, como los suministrados por TD, que ademds de enriquecedores sean

pertinentes y actuales en relacion con las dindmicas interna o externa de la institucion.

De acuerdo con la problematica expuesta en el marco de esta investigacion, se identifica la
necesidad de fortalecer los procesos de ensefianza y aprendizaje en relacion con el objeto de
estudio mediante la implementacion de TD; en este contexto, se plantea la pregunta de

investigacion: ;Como fortalecer la construccion de significados y los procesos de estudio



sobre algunas propiedades de una funcion cuadratica asociadas a sus representaciones

algebraica y geométrica a través del disefio de tareas mediadas por TD?

1.2 Justificacion

De acuerdo con las ideas expuestas en el planteamiento del problema y con los
requerimientos que la sociedad actual impone sobre los procesos educativos, en los ultimos
afios ha surgido la necesidad que los docentes, en particular, de matematicas, reformulen sus
practicas y construyan o adopten nuevas propuestas didacticas basadas en el uso de TD.
Ademéas, Ministerio de Educacion Nacional de Colombia (2006) hace énfasis en que el uso
efectivo de las nuevas tecnologias aplicadas a la educacion requiere investigacion, desarrollo
y formacion de los docentes, ya que éstas amplian el campo de indagacion sobre el cual
actlian las estructuras cognitivas que se tienen y enriquecen el curriculo con el desarrollo de
nuevas practicas que lo llevan a evolucionar. En tal sentido, como parte de la justificacion de
este trabajo se abordan tres ideas fundamentales: la importancia y posibilidades de las TD en
educacidon matematica; el lugar del objeto matematico en el curriculo y su relacion con TD,

y el disefio de tareas, particularmente mediadas por TD.

Tal como propone Planchart (2002), el uso de TD contribuye al aprendizaje interactivo en
donde los estudiantes exploran y adquieren experiencias significativas e insiste en que
actividades de modelacion y uso reflexivo de herramientas digitales fortalecen competencias
matematicas. Por su parte, Salat Figols (2013) plantea que el uso de TD cambia la naturaleza
de los procesos cognitivos dentro del pensamiento matematico; ademads, la incursion de
herramientas tecnologicas en ambientes de aprendizaje matematicos puede mejorar los
procesos de conceptualizacion, ampliar otros mecanismos que beneficien la produccion de
saberes en contextos de formacién académica, generen aprendizajes significativos y
fortalezcan las capacidades para resolver problemas mejorado los niveles de satisfaccion en

los aprendizajes de los estudiantes.

De otra parte, Claro (2010) enfatiza en su investigacion que el uso de herramientas

tecnologicas en las matematicas es de gran ayuda, puesto que facilita el aprendizaje de los
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conceptos. De igual manera, se apoya en los autores Cox et al. (2004), quienes concluyen
que el uso de estas herramientas fortalece la comprension de conceptos, puesto que facilitan
la adaptacion y contextualizacion de los contenidos, lo que se ha denominado, aprendiendo
a aprender con la tecnologia aumentando la motivacion, el interés, el compromiso y
participacion de los estudiantes. Por su parte, Velasquez N (2017), concluye que los
estudiantes cambian de actitud y predisposicion por aprender, al mismo tiempo que aumentan
su participacion, de modo que sugiere propiciar un ambiente de aprendizaje innovador, que
garantice ir mas alla de procedimientos rutinarios que contribuyan con ambientes para
descubrir y reflexionar. En términos de Laborde (2001), aspectos que los estudiantes no han
interiorizado las relaciones matematicas que subyacen a las construcciones, particularmente
dependencias geométricas a pesar de estar familiarizados con algunas TD, las acciones de los

estudiantes no siempre son entendidas.

Desde otra perspectiva, Lancheros (2014) y Molina L. M. (2017) en una investigacion llevada
a cabo en Colombia, plantean que hay evidencias de que el uso de las tecnologias de la
informacion y las comunicaciones (TIC), propicia la motivaciéon hacia la educacién y
argumentan que las plataformas tecnologicas en educacion generan mas participacion por
parte de los estudiantes, puesto que han mostrado un aumento en cuanto al rendimiento
escolar y la adquisicion de habilidades matematicas. De modo que la tecnologia puede ser
una herramienta poderosa para transformar el aprendizaje de los estudiantes y ampliar el

impacto de las practicas docentes efectivas (Dede, 2014).

Ademas, con la TD se pretende fortalecer de forma interactiva el pensamiento variacional de
manera natural y préctico al modelar y transformar un objeto matematico. Es asi como el
Ministerio de Educacion Nacional de Colombia (2004), en el documento pensamiento
variacional y las tecnologias computacionales, deja claro que, al abordar temas de este
pensamiento, es necesario profundizar en la utilidad, el aprendizaje y modelacion para
entender situaciones de cambio con el proposito de analizarlas y transformarlas, en particular
al abordar temas relacionados con el pensamiento variacional, como aquellos contemplados

en esta investigacion.

De manera particular, a raiz de las necesidades educativas expuestas por la pandemia

COVID-19, el Departamento Nacional de Planeacion, Documento Consejo Nacional de
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Politica Econdémica y Social-Ministerio de Tecnologias de Informacion y Comunicacion

(Consejo Nacional de Politica Econémica y Social — CONPES, 2020) sostiene que:
La politica establece las acciones para transformar y complementar el enfoque del
programa Computadores para Educar (CPE), para estructurar, articular y ejecutar las
apuestas institucionales necesarias con el fin de impulsar la innovacién en las
practicas educativas a partir de las tecnologias digitales. Lo anterior para el desarrollo
de competencias en estudiantes de educacion preescolar, basica y media del sector
oficial. Para lograr este objetivo, las acciones de esta politica se enmarcan en cuatro
pilares: (i) aumentar el acceso a las tecnologias digitales para la creacion de espacios
de aprendizaje innovadores; (i1) mejorar la conectividad a internet de las instituciones
educativas oficiales; (iii) promover la apropiacion de las tecnologias digitales en la
comunidad educativa y (iv) fortalecer el monitoreo y la evaluacion del uso, acceso e
impacto de las tecnologias digitales en la educacion. (2020, p 9)

En tal sentido, se reconoce la importancia de disefiar espacios de aprendizaje innovadores en

los que se utilicen TD para fortalecer los procesos de ensefianza y aprendizaje. Al respecto,

una estrategia que ha contribuido a este proposito es el proyecto (Ministerio de Educacion

Nacional de Colombia & Ministerio de Tecnologias de la Informacion y las Comunicaciones,

2000), cuyo objetivo fue fomentar el uso de TD en diferentes instituciones educativas

particularmente en los colegios oficiales. Este programa fue fundamental al permitir reducir

brechas digitales y promover la modernizacion de los procesos de aprendizaje.

En este contexto, el impacto de estas politicas y estrategias enfocadas en mejorar la ensefianza
y el aprendizaje de las matematicas a través del uso de TD determinan un marco de referencia
pertinente para iniciar una propuesta de investigacion que permita fortalecer el desarrollo de
competencias matematicas relacionadas con el objeto de estudio funciones cuadraticas en los
estudiantes de grado undécimo de la I.E la Merced de Mosquera, con el proposito de brindar

y aportar un camino para dar solucion a la problemaética identificada.
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En este sentido, el marco curricular también respalda la importancia de este enfoque tal como

lo indica Ministerio de Educacion Nacional de Colombia (2006), al enfatizar que el estudio

de concepto de funcidon permite identificar patrones de variacion entre variables, asi como

predecir y controlar el cambio. Asimismo, en los estandares curriculares y en los derechos

basicos de aprendizaje establecen que los estudiantes deben adquirir aprendizajes referentes

a funcidn cuadratica, dado que forman parte del curriculo de las I.E ver (Tabla 1).

Tabla 1

Derechos Basicos de Aprendizaje y Estandares de Competencia en Matematicas sobre

Funciones Cuadraticas

Derechos basicos del

(DBA)

aprendizaje

Estandares basicos de competencias en

matematicas

Conoce las propiedades y las representaciones
graficas de la familia de funciones g(x) = a™ con

n entero positivo o negativo.

Expresa una funcién cuadritica y(x) = ax? +
bx + c de distintas formas y(x) = a(x + d)* + ¢
o yx)=alx—f)(x—g) y reconoce el
significado de los parametros a,c,d,e,f,gy su

simetria en la grafica.

Reconoce caracteristicas generales de las graficas
de las 8 funciones polindmicas observando

regularidades.

Reconoce los cambios generados en las graficas de
funciones cuando su expresion algebraica presenta

variaciones.

Identifico relaciones entre propiedades de las

graficas y propiedades de las ecuaciones

algebraicas.

Identifico la relacion entre los cambios en los
parametros de la representacion algebraica de una
familia de funciones y los cambios en las graficas

que las representan.

Analizo en representaciones graficas cartesianas
los comportamientos de cambio de funciones
especificas pertenecientes a familias de funciones
racionales,

polinémicas, exponenciales vy

logaritmicas.

Analizo las relaciones y propiedades entre las
expresiones algebraicas y las graficas de funciones

polinémicas.

Nota. Fuente de los DBA y estdndares basicos de competencias de matematicas.

Ahora bien, dentro de los planteamientos antes expuestos y en concordancia con (Ausubel,

2002), es indispensable que los estudiantes logren desarrollar aprendizajes significativos para
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comprender mejor los objetos de estudio. Al respecto Martinez Torres (2022), quien
desarroll6 su investigacion en el afio 2021 indica que, las tecnologias permiten mejorar la
comprension y asimilacion de la funcidn cuadratica alcanzando mejores aprendizajes, lo que
llevaria a reconocer un objeto matematico con multiples aplicaciones que surgen al modelar

fendmenos cotidianos.

En este contexto, el uso de TD es relevante ya que no solo facilita la percepcion conceptual,
sino que también enriquece la forma en que los estudiantes interactuan con los objetos
matematicos. En relacion con el objeto de estudio funcion cuadratica, el Ministerio de
Educacion Nacional de Colombia (2004) en el documento pensamiento variacional y las
tecnologias computacionales, destaca que las TD amplian las posibilidades de representar
fendmenos de variacion y facilitan la representacion. Asimismo, se resalta la importancia de
las TD en la ensefianza de conceptos funcionales. Planchart (2002) evidencié que la
visualizacion y la modelacion facilitan la adquisicion del concepto de funcion al vincular lo
algebraico con lo grafico. Por su parte, Cordoba et al. (2013) mostraron que el uso de objetos
de aprendizaje no garantiza mejores resultados si no existe un acompafiamiento docente ni
mediacion pedagogica. Entre tanto, Martinez Torres (2022) identificd estrategias y recursos
digitales, como videos, simuladores y metodologias activas, que fortalecen la reflexion y

participacion de los estudiantes.

En esta linea, el uso de TD facilita la representacion simultdnea y dindmica de objetos
matematicos, lo que contribuye a optimizar el tiempo disponible para la conceptualizacion y
la resolucidon de problemas. Por ejemplo, Fernandez (2024) sefala que herramientas como
GeoGebra permiten una representacion mas rapida y simultdnea de conceptos matematicos,
contribuyendo a una mejor interpretacion y eficiencia en el aprendizaje, de igual manera
Meéndez (2024) sefiala que el software GeoGebra permite trabajar de manera integrada con
graficas, tablas y expresiones algebraicas lo que facilita la interpretacion y el analisis durante
el aprendizaje, ademas orienta la ensefianza del docente y el aprendizaje de los estudiantes a

través de la practica.

Un tercer aspecto clave es esta discusion es el disefio de tareas, particularmente aquellas
mediadas por TD. En la actualidad las instituciones de educacién cuentan con diversos

recursos tecnoldgicos y software educativo, sin embargo, no siempre son utilizados de forma
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adecuada o pertinente; asi, generar espacios y desarrollar planeaciones de tareas y actividades
que contemplen el uso responsable y especifico de las TD como parte fundamental del
proceso de ensefianza podria ser beneficio para un aprendizaje matematico significativo por
parte de los estudiantes, quienes, ademds contarian con recursos adicionales para ser
autobnomos, para investigar y autoevaluarse. En tal sentido De Ledn (2015) considera que las
tareas “juegan un papel complementario, por ende, es necesario asignar tareas de calidad y
no de cantidad para evitar hostigar al estudiante, aburrirlo y estresarlo dentro de sus estudios”
(p.2). Asi que estas deben ser: adecuadas, graduadas, agradables, no agotadoras, ni rutinarias

y fastidiosas, sino variadas y atractivas.

De otra parte, en el texto El ABC de la tarea docente: curriculum y ensefianza de (Gvirtz,

1998) se declara que:

La actividad sera mas valiosa si le permite al alumno volver sobre su esfuerzo inicial,
si le permite; rever, repensar, revisar y perfeccionar lo ya hecho, por contraposicion
a aquella actividad que sélo requiere completar algo ya dado, sin dar un lugar a la

critica, al error o al perfeccionamiento progresivo. (p.18).

Asi mismo, Godino, Batanero, y Font (2003), consideran que las tareas matematicas
proporcionan un estimulo para que los estudiantes piensen sobre conceptos y procedimientos
particulares, sus conexiones con otras ideas matematicas y aplicaciones en contextos del
mundo real. De acuerdo con esto, las tareas matematicas pueden ayudar a los estudiantes a
desarrollar destrezas en el contexto de su utilidad lo que puede considerarse como el

fortalecimiento de aprendizajes y capacidades matematicas.

En ese sentido las tareas se convierten en un mecanismo didactico para abordar contenidos
matematicos a través de actividades que constituyan verdaderas experiencias de aprendizaje.
En concordancia con esta postura, los estandares basicos de competencias en matematicas de
Colombia describen la necesidad de implementar herramientas de uso didéctico para el
aprendizaje de las mismas, pues estas facilitan los procesos de ensefianza y aprendizaje a
partir del uso de instrumentos basicos desde un esfero, hasta el uso de software especializado,
entre otros; ademas, dichas herramientas pueden contribuir al progreso del desarrollo de

competencias matematicas de los estudiantes y facilitar las practicas docentes.
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Por su parte, las TD se convierten en un instrumento con el cual las tareas (disefadas con
fines especificos) pueden ser: solucionadas, comprendidas, asimiladas, relacionadas,
expresadas, observadas, analizadas y discutidas con los demés de una forma mas eficiente,
pertinente, dindmica, flexible y motivadora que con las cldsicas herramientas como lapiz y
papel; pues, ellas permiten a los estudiantes: interactuar, aplicar, comparar, deducir,
generalizar, transferir, razonar, construir, producir conjeturas y argumentos enriqueciendo de

esta manera el proceso de aprendizaje.

En esta linea, en el texto (Leung, 2015), se discute el papel de las herramientas (digitales, no
digitales) en el disefio de las tareas y en la interaccion de los estudiantes con la tarea como
medio para resolverlas. Asi, se ve la importancia del proceso de disefio de tareas y las
multiples variables que deben ser cuidadosamente analizadas cuando se involucra el uso de
una herramienta (artefacto) con un fin did4ctico en un proceso de ensefianza y aprendizaje.
De igual manera, en Morales y Pefia como se citan en Ortiz (2018) argumentan que el empleo
de herramientas tecnologicas educativas para la ensefianza de matematicas puede ser
provechoso si estdn acompafiadas de estrategias apropiadas, siendo necesario planificar
tareas con tecnologia que, de acuerdo con sus caracteristicas, se adapten mejor a estrategias

didacticas fomentando el pensamiento critico.

De modo que, mediante la elaboracion de esta investigacion se pretende entre otros aspectos
tener un acercamiento a algunos referentes tedricos que sustentan la importancia y
pertinencia del uso de las TD en el estudio de la funcion cuadratica. Asimismo, estos
referentes servirdn como fundamento para el disefio de tareas mediadas por las TD en
procesos de ensefanza y aprendizaje, con el propdsito de contribuir al desarrollo de

competencias relacionadas con el objeto de esta investigacion.
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1.3 Objetivos

Con base a las ideas expuestas en las secciones anteriores se configura un contexto a partir

del cual se formular los siguientes objetivos cuyo logro se pretende perseguir en esta

investigacion.

1.3.1 Objetivo general

Disefiar tareas mediadas por tecnologias digitales que permitan construir significados y

fortalecer los procesos de estudio asociados a algunas propiedades de una funcion cuadratica,

en relacion con su representacion algebraica y geométrica.

1.3.2 Objetivos especificos.

Realizar una revision teorica sobre el concepto de funcidon cuadratica, enfatizando en
algunas propiedades algebraico-analiticas estudiadas desde la representaciones
algebraica y geométrica.

Disefiar un conjunto de tareas mediadas por TD que permitan a los estudiantes
abordar procesos de reflexion y construccion conceptual acerca de propiedades de
funciones cuadraticas.

Retomar algunos fundamentos tedricos con relacion al uso de las TD para la
implementacion de estrategias didacticas en la ensefianza y aprendizaje de la funcion
cuadratica.

Realizar una primera implementacion de las tareas disefiadas para evaluar y plantear
los ajustes necesarios para generar una propuesta mas solida.

Construir o adaptar un instrumento que permita identificar los propositos de
formacion(aprendizaje) de cada tarea, los procesos abordados, las propiedades de las
funciones cuadraticas objeto de estudio, y las herramientas asociadas a las

representaciones.
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1.4 Antecedentes

En adelante se presenta una descripcion de investigaciones que de alguna manera se
consideran afines a este trabajo. Su busqueda fue delimitada por dos ideas fundamentales que
permiten organizar la descripcion de los antecedentes: de forma global, el disefio de tareas
mediadas por tecnologias digitales en el marco del pensamiento variacional (PV) y de forma
local, el uso de TD para el estudio de funciones cuadraticas, particularizando en sus

representaciones.

En el marco del pensamiento variacional, Martinez Lopez y Gualdron Pinto (2018), resaltan
que las TD pueden considerarse como recursos que mejoran el desarrollo del pensamiento
variacional, asi como las competencias para fomentar procesos de visualizacion,
argumentacion, razonamiento, analisis, evaluacion y retroalimentacion entre otros, lo que
permite alcanzar aprendizajes mas significativos en los estudiantes. De igual manera Drijvers
P (2012), sostiene que las TD contribuyen al desarrollo de formas avanzadas de pensamiento
matematico, pues facilitan la visualizacidon dindmica y el razonamiento variacional al permitir
que los estudiantes exploren y construyan en tiempo real lo que permite mejores procesos de

concentracion, interaccion y motivacion.

Por otra parte, gran variedad de estudios ha abordado el papel de las TD en el fortalecimiento
de procesos de pensamiento matemadtico. Aunque algunos de ellos se centran en el desarrollo
del pensamiento variacional, sus aportes resultan pertinentes para esta investigacion, en tanto
evidencian el potencial de las TD como mediadoras del aprendizaje y la reflexion sobre los
objetos matematicos. De acuerdo con esto Cantoral (1998), hace referencia a una barrera que
se presenta en los estudiantes para alcanzar niveles de desarrollo del pensamiento variacional,
especificamente la carencia en el manejo de codigos y estructuras de lenguaje variacional,
algo que podria resolverse parcialmente a través de herramientas de mediacion, como lo
pueden ser algunas de TD. Desde la perspectiva de Villa Ochoa y Ruiz Vahos (2010), el uso
de TD, especialmente el uso de software especializado promueve la confrontacion de ideas,

conjeturas y razonamientos alrededor de un objeto de estudio.

17



De otra pate los autores enfatizan en la posibilidad de incentivar y fomentar la praxis
alrededor de un objeto matematico mediante el uso de recursos digitales; Tejera (2021) y
Baez et al. (2017), entienden que el desarrollo del pensamiento variacional surge como
producto de la practica y la ejecucion constante de tareas, secuencias o unidades didécticas,
en las que particularmente se usan TD y que, de manera progresiva, van generando nuevas
ideas de tipo variacional en los estudiantes. A su vez, Fajardo (2023) plantean que una forma
de fomentar y desarrollar el pensamiento variacional es mediante el disefio de intervenciones
didacticas mediadas por tecnologias digitales y basadas en un enfoque constructivista que

parte de las habilidades de pensamiento matematico del estudiante.

Como se ha sefialado previamente, los investigadores antes mencionados destacan la
importancia de abordar y problematizar el uso de TD, softwares educativos especializados,
el lenguaje matemadtico variacional, el trabajo interactivo y el disefio de tareas, como
elementos estructurales a la hora de generar intervenciones educativas que promuevan en los
estudiantes el desarrollo de capacidades para aplicar y fortalecer el pensamiento variacional

en la solucidon de problemas matematicos.

Particularmente, en relacion con la funcion cuadratica, un objeto de estudio dentro del
pensamiento variacional, existen varias investigaciones en las que se resaltan diferentes
aspectos a tener en cuenta en el estudio de tal objeto y algunos puntos de vista sobre los

procesos de ensefianza y aprendizaje en los que se usan TD.

Las investigaciones consultadas se pueden organizar en tres categorias: Por un lado, estan
las que proponen intervenciones didacticas (dadas por tareas, secuencias didacticas, disefio
de ambientes digitales, entre otros) en las que se usan TD y se aprovechan sus bondades para
fortalecer procesos de la actividad matematica general (como visualizacidon, conjeturacion,
argumentacion) en el marco del estudio de propiedades de una funcion cuadrética y sus
representaciones. En una segunda categoria se inscriben las investigaciones en las que se
utilizan TD para estudiar procesos de modelacion de situaciones con funciones cuadraticas y
en utilizar informacién de la funcion para inferir asuntos de la situacion. Finalmente, una
tercera categoria la conforman investigaciones en las que se proponen marcos de referencia
y reflexiones para que los docentes utilicen TD de una forma responsable, para estudiar
asuntos relacionados con funciones cuadraticas en un ambiente educativo escolar.

18



De manera especifica, en la primera categoria se encuentran trabajos como el de Opazo
(2014), quienes proponen una situacion de aprendizaje mediante el uso de TD (GeoGebra)
para ensenar a los estudiantes de nivel medio superior, como la variacion de parametros de
una funcién cuadratica afecta la representacion grafica. De forma puntual, ellos proponen
que luego del proceso desarrollado con las TD, los estudiantes logren desarrollar
competencias para poder generar un bosquejo, sin usar TD, de una funcion cuadratica dada

a partir de su representacion algebraica.

Rivera (2009) elaboro6 tareas que contribuyen a que sus estudiantes realizaran la conversion
de diferentes representaciones de una funcion cuadratica con el uso de TD (Cabri-Geometre
1), identificaran algunas relaciones entre una funcidon cuadratica y el concepto de parabola,
desarrollaran habilidades para construir la representacion grafica de una funcion cuadratica
e identificaran si un conjunto de pares de nimeros correspondia a una funcion cuadratica
especifica. En su trabajo se resaltan las actividades de traduccion entre el lenguaje verbal,
grafico, tabular y algebraico y su interés por que los estudiantes descubrieran patrones,
formulan hipoétesis, realizaran representaciones graficas, manipularon objetos algebraicos,

resolvieran problemas, etc.

Por su parte, Quinones Ortiz (2017) disefio, aplico y analizd una secuencia didactica con la
que buscaba que los estudiantes de grado noveno construyeran un concepto de funcion
cuadratica partiendo del estudio de la articulacion de diferentes representaciones de esta. En
el proceso de diseno el autor empled TD para la elaboracion de la secuencia y en algunos
casos para presentarla a los estudiantes a través del computador, ademas, el autor se centrd
en el analisis de las producciones en los procesos realizados por los estudiantes, plante6 la
construccion de tablas con posibles respuestas que podrian realizar los estudiantes en la
solucion de las tareas propuestas, por ejemplo, al reconocer algunas caracteristicas de la

funcidn cuadratica.

Por otro lado, Flores (2014) afirma que el uso de ambientes de geometria dindmica como
herramienta de enseflanza, permite a los estudiantes de primer ciclo verificar y validar sus
conjeturas sobre caracteristicas y propiedades de las funciones cuadraticas. En este estudio,
el autor disefia secuencias de actividades que involucran la traslacion horizontal y vertical de
una funcién cuadratica. El concluye que el uso de tecnologia dindmica como GeoGebra tiene
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ventajas en la ensefianza, ya que permite a los estudiantes explorar propiedades matematicas
de manera interactiva y dindmica, y a los profesores validar en los estudiantes sus

conocimientos matematicos.

Asimismo, Suarez (2022) y Romén (2022) resaltan la importancia de implementar TD
(GeoGebra) como estrategia didactica en la ensefianza y aprendizaje de la funcion cuadratica,
en particular, para mejorar el desarrollo de competencias en la solucion e interpretacion de
problemas que involucran tales funciones. En las actividades propuestas se incluyen
ejercicios para generar graficas y problemas que llevan al estudio de ecuaciones polindmicas
de segundo grado y la funcidon cuadratica. Los investigadores determinaron que los
estudiantes aprenden a identificar las caracteristicas de la funcién cuadratica haciendo uso de
comandos que tienen las TD, ademas concluyen que las plataformas digitales educativas han
generado en la educacion una transformacion en las practicas pedagdgicas de los docentes
brindando recursos para apoyar el aprendizaje de los estudiantes, facilitando la comprension
(entender) de las caracteristicas de la funcion cuadratica y promoviendo el desarrollo de

competencias en la resolucion e interpretacion de problemas matematicos.

De la Cruz (2015), enfoca su investigacion en la importancia de la construccion y
resignificacion de la funcion cuadratica en una situaciéon de movimiento a través del uso de
tecnologia digital (sensores de movimiento). Destacan la necesidad de integrar los ambientes
numérico, grafico y algebraico para ayudar a los estudiantes a construir argumentos y
significados sobre conceptos relacionados con el crecimiento cuadratico. Se proponen el
disefio de secuencias didacticas que incluyen identificar variables, representar tablas usando
expresiones algebraicas, y el uso de TD para construir diferentes graficas de la funcion
cuadratica, permitiendo a los estudiantes visualizar como cambia la grafica de la funcion al

modificar sus parametros.

Hernandez (2013) propone ejercicios que ilustran las ventajas que ofrece el uso de TD
(GeoGebra), para profundizar el estudio de funciones cuadraticas. En su disefio tiene en
cuenta los conocimientos previos y potencialidades del grupo de estudiantes, a quien va
dirigida la propuesta, con vistas a promover juicios y razonamientos; centra la atencion en
aspectos procedimentales, la utilizacion de conceptos esenciales y las posibilidades de
obtener informacion por diferentes vias, entre ellas la experimentacion en GeoGebra.
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En la segunda categoria (procesos de modelacion), se encuentra la investigacion de Huapaya
(2012), quien disefd experimentos de ensefianza apoyados por TD para que los estudiantes
de quinto afio de bachillerato aprendieran funciones cuadraticas y su relacion con aspectos
de la vida real. Estos experimentos se llevaron a cabo utilizando TD como Excel,
Funcionswin32 y simulaciones de modelacion. El autor considera que la modelacion es
esencial en el aprendizaje de las matemadticas, ya que sirve como un puente entre la
experiencia cotidiana del estudiante y los conceptos matematicos. Este estudio demostr6 que
el uso de experimentos de ensefianza y la modelacién de situaciones problema pueden
facilitar el aprendizaje de las funciones cuadraticas y contribuir al desarrollo cognitivo de los

estudiantes.

Diaz Quezada y Flores del Rio (2022) elaboraron y aplicaron una prueba de resolucion de
problemas con respuesta abierta, enfocada en la funcion cuadratica como objeto de estudio y
como herramienta de modelacion en situaciones con contextos semi-reales y reales. Los
autores evidencian en los estudiantes un mayor rendimiento académico en problemas
rutinarios de contexto puramente matematico y de contexto fantasioso. Sin embargo,
presentan dificultades en la resolucion de problemas no rutinarios, es decir, aquellos en los
que no se conoce una respuesta ni un procedimiento previamente establecido o rutina, asi
mismo cuando se les presenta la oportunidad de trabajar con la interpretacion de la funcidon
cuadratica como un objeto matematico, los estudiantes suelen recurrir a procesos algebraicos
y memoristicos, lo que limita su capacidad para resolver problemas de manera efectiva,
puesto que, si bien los estudiantes demuestran conocimiento de aplicacion de formulas, no
logran comprender que existe un Uinico punto maximo o minimo de este objeto matematico,

que se asocia a los fendémenos de cambio.

Finalmente, en la tercera categoria estd Anato (2022), quien caracteriza algunas estrategias
metodoldgicas utilizadas por profesores de matematicas para la ensefanza de la funcién
cuadratica con el uso TD. Dichas metodologias son analizadas a partir de categorias generales
que evaltan aspectos relacionados con la ensefianza de la funcion cuadratica mediante el uso
de TD, a saber: estrategias metodologicas, resultados obtenidos, dificultades que emergen,
software matematico empleado, beneficios del software matematico, funcion cuadratica y

GeoGebra. En general, dichas categorias tienen como propoésito evaluar, entre otras cosas,
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los resultados obtenidos con el uso de dichas metodologias; reconocer las mayores
dificultades manifiestas en los estudiantes en los procesos de aprendizaje; una prevision de
los tipos de software usado en la ensefianza de la funcion cuadratica y los beneficios de tales

TD para la ensefianza y aprendizaje de funcion cuadratica.

Martinez Torres (2022) centrd su investigacion en identificar qué estrategias y recursos
digitales usan los docentes para la ensefianza de la funcién cuadratica y propuso categorias
de los diferentes tipos de recursos digitales que usan los docentes para cada momento de la
ensefanza y aprendizaje de la funcion cuadratica. El autor recolectd informacion con base en
tres categorias que son: Tecnologia y educacion, didactica de la matematica y motivacion
aprendizaje mediante las TIC; estas categorias le permitieron generar una aproximacion al
desarrollo de recursos didacticos mediante TD que motiven a los estudiantes hacia el
aprendizaje de la funcion cuadratica en la educacion bésica superior. Ademas, propuso el
disefio de un ambiente virtual usando la web, videos en filmora y Powtoon, actividades en
Scratch, Genially para la ensefanza y aprendizaje de la funcion cuadratica. Asi mismo, estos
programas pueden ser considerados agentes que incentivan y estimulan la creatividad en los

docentes en sus practicas de ensefanza.

Es evidente que las investigaciones presentadas muestran la necesidad de fomentar la
identificacion y uso de las representaciones de funciones cuadraticas en la solucion de
problemas matematicos integradas con las TD, para ampliar competencias matematicas en
los estudiantes. Ademas, los antecedentes mencionados anteriormente han proporcionado
una base solida para comprender el contexto y la relevancia del tema de investigacion. Sin
embargo, se considera que hace falta mas investigacion sobre la forma en que los estudiantes
interactiian con las TD para lograr un aprendizaje significativo sobre funciones cuadraticas,
en particular en la comprension de relaciones entre caracteristicas de tales funciones a partir
de sus representaciones, como la relacion entre el coeficiente principal en la expresion
algebraica de la funcion y la nocion geométrica del lado recto en la parabola asociada. Esta
brecha en la literatura resalta la pertinencia del presente estudio, el cual busca disefiar tareas
mediadas por TD que favorezcan la construccion activa de estos conceptos por parte de los

estudiantes.

22



CAPITULO 2
2. Metodologia

En este capitulo se detalla el marco metodologico adoptado para el desarrollo del trabajo y
estd estructurado de manera tal que el lector pueda identificar los enfoques y técnicas
empleadas para la recoleccion, andlisis e interpretacion de los datos, asi como las
justificaciones detrds de estas elecciones metodologicas que tienen como objeto principal
disenar tareas mediadas por TD para que los estudiantes de grado undécimo fortalezcan o
desarrollen competencias en la identificacion y caracterizacion de propiedades algebraico-
analiticas de funciones cuadriticas, a partir de sus representaciones algebraicas y

geométricas.

2.1 Enfoque y aproximacion investigativa

Teniendo en cuenta los propdsitos de esta investigacion, se adopta un enfoque metodolégico
de tipo empirico-analitico y una aproximacion interpretativa como referentes que enmarcan
su desarrollo. Puntualmente, el enfoque empirico analitico parte desde la recoleccion y
analisis de datos cuantificables, procurando establecer relaciones causales y generalizaciones
que permitan interpretar fendmenos educativos (Cohen, 2007). Esta investigacion lo retoma
desde una perspectiva cualitativa, orientada en observacion rigurosa y al andlisis
interpretativo de las producciones realizadas por los estudiantes. Asimismo, se considera que
el enfoque es el adecuado para abordar el disefio y analisis de tareas mediadas por TD, ya
que permite medir de manera objetiva el impacto de estas herramientas en el desarrollo de
competencias algebraico-analiticas en los estudiantes de grado undécimo. Segun Cohen
(2007), "el enfoque empirico-analitico se caracteriza por la biisqueda de relaciones causales
a través de la observacion sistemadtica y controlada de variables" (p. 53). Siendo que es un
enfoque riguroso y ordenado con los datos, esta investigacion lo interpreta desde la
identificacion de las posibles relaciones entre las acciones de los estudiantes, los artefactos y

por supuesto los objetos matematicos involucrados.
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En este contexto, el uso de TD puede ser visto como una variable independiente, cuyo efecto
sobre las competencias matematicas del estudiante se puede analizar. Por su parte, la
aproximacion metodologica interpretativa permite comprender como los estudiantes
interactian con las tareas mediadas por TD como actividades de aprendizaje que incorporan
recursos o herramientas digitales y como estas influyen en su proceso de aprendizaje. Esta
aproximacion se enfoca en la interpretacion de las experiencias que el estudiante tiene a
través de las cuales surgen los significados para los objetos matematicos, brindando una
vision mas profunda del contexto educativo. Como sefiala Martinez (2012), "la metodologia
interpretativa busca comprender los fendmenos educativos desde la perspectiva de los sujetos
involucrados, analizando sus percepciones, interpretaciones y significados" (p. 78). Es asi
como el modelo empirico analitico y la aproximacién metodoldgica interpretativa propuestas
en el desarrollo de esta investigacion se consideran determinantes para evaluar como los
estudiantes perciben las tareas y utilizan las TD en el aprendizaje, particularmente, de
funciones cuadraticas, de los significados asociados al objeto y sus propiedades a partir del
trabajo con diferentes representaciones. Al respecto, Alvarez (2010), asegura que "las tareas
bien disefiadas y contextualizadas son fundamentales para el desarrollo de habilidades

cognitivas y la consolidacion de aprendizajes significativos" (p. 45).

2.2 Estrategia investigativa: experimento de ensefianza

Como estrategia investigativa para guiar las etapas de esta investigacion, desde el disefio
hasta la implementacion de las tareas mediadas por TD y su respectivo ajuste, se asume la
propuesta tedrica denominada Experimento de enserianza. Esta se considera una de las
estrategias mas robusta para el disefio de propuestas de aprendizaje en matematicas, puesto
que permite observar y analizar de manera sistematica como los estudiantes abordan las
tareas propuestas, como se da la interaccion con las TD, y cdmo a partir de la implementacion
se puede realizar una mejora continua de las mismas. Segun Cobb P. C. (2003), los
experimentos de ensefianza, ademds, son una estrategia que contribuye al desarrollo de
teorias educativas y practicas pedagogicas basadas en evidencias empiricas. Por su parte

Steffe, Thompson y Von Glasersfeld (2012) afirman que el experimento de ensefianza es una
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técnica disefiada para comprender el aprendizaje y razonamiento de los estudiantes en un

periodo de tiempo breve.

Romberg, (1992) sugiere que el disefo investigativo debe ser un proceso ciclico en el que las
intervenciones educativas se desarrollen, prueben y refinen de manera continua, basandose
en la evidencia empirica obtenida, aplicando este modelo se disefiardn tareas que seran
iterativamente mejoradas a partir de la retroalimentacion obtenida en cada ciclo, ademas el
modelo se enfoca en la creacion y evaluacion de intervenciones educativas basadas en la

investigacion.

El experimento de ensefianza se desarrolla a través de tres fases, que se repiten de acuerdo
con la cantidad de intervenciones de aula que el docente-investigador considere necesarias.
Estas fases se denominan: la preparacion del experimento, experimentacion para promover
el aprendizaje y el andlisis retrospectivo del experimento. Cobb y Gravemeijer (2008) citados

en Molina et. al (2011). Ver Figura 4.
A continuacion, se describe en qué consiste cada fase:

1. Preparacion del experimento: En esta fase, se establece el disefio del experimento de
ensenanza. definiendo sus objetivos, alcances y condiciones de aplicacion. Se organizan
los recursos necesarios y se determinan los criterios que guiaran su desarrollo. Segun
Cobb y Gravemeijer (2008), la preparacion cuidadosa del experimento de ensefianza es

fundamental para establecer un marco so6lido que oriente el proceso de investigacion.

2. Experimentacion para promover el aprendizaje: Durante la implementacion, se llevaran
a cabo intervenciones en el aula donde los estudiantes interactuaran con las tareas
digitales, momento en que ocurren las intervenciones en el aula, se recogen datos, se
analizan y se reformulan las tareas, con el objetivo de lograr que los estudiantes
construyan conocimiento frente al objeto de investigacion. En esta fase se dardn las

intervenciones que incluye iteraciones sucesivas del ciclo de tres fases:

1) Diseiio y formulacion de hipotesis: Se disefiaran tareas y se formularan hipotesis

sobre su efectividad en promover el aprendizaje. El disefio interactivo permite
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ajustar las tareas de acuerdo con las necesidades de los estudiantes y las
observaciones del aula (Cobb & Gravemeijer, 2008).

2) Intervencion en el aula y recogida de datos: Las tareas se implementaran en el
aula, y se recogeran datos a través de observaciones, cuestionarios y analisis de
resultados. La intervencion en el aula proporciona datos valiosos sobre la
efectividad de las tareas y las hipotesis formuladas (Cobb & Gravemeijer, 2008)

3) Analisis de los datos, revision y reformulacion de hipotesis: Los datos recogidos
en la primera intervencion en el aula se someteran a una revision y evaluacion para
determinar si se cumple o no la hipdtesis inicial formulada en esta fase de la
investigacion siendo el principal insumo para evaluar el impacto de las tareas y
establecer la necesidad o no de reformular la hipotesis, modificar o mejorar la
propuesta del disefio de las tareas implementadas. De acuerdo con lo planteado por
Cobb y Gravemeijer (2008), el andlisis permite ajustar y mejorar continuamente las
hipotesis y las tareas a partir de la evidencia, basandose en datos empiricos

obtenidos en una implementacion.

3. Ejecucion del andlisis retrospectivo de los datos: esta ultima fase del disefio de
experimento de ensefianza implica el andlisis detallado de todos los datos recogidos
durante las intervenciones incluyendo la reformulacion de la implementacion del disefio
de tareas si fuera necesario en esta investigacion. Este andlisis retrospectivo ayudara a
validar la hipotesis y entender en profundidad los procesos de aprendizaje. Es
fundamental observar el alcance de la implementacion para entender los alcances de las

intervenciones y mejorar o fortalecer la teoria educativa (Cobb & Gravemeijer, 2008).

Figura 4

Fases del ciclo del experimento de ensefianza
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Nota. Fuente de elaboracion propia del autor con base en investigaciones de Molina et al.
(2011), Cobb y Gravemeijer (2008).

En el desarrollo de cada una de las fases el docente tomaré el rol de docente investigador, por
lo tanto, promovera el desarrollo de conocimiento a través de la soluciéon de una secuencia

de tareas que seran dirigidas a los estudiantes.

De acuerdo con lo anterior, en esta investigacion se pone en evidencia la necesidad de generar
tareas ordenadas e intencionadas, implementadas en un espacio adaptado a las condiciones
del contexto en el que el estudiante ponga en practica el uso de las TD en sus procesos de
ensefanza- aprendizaje. Particularmente, en esta investigacion, se realizan las siguientes
actividades en cada fase, teniendo en cuenta que esta investigacion fue motivada por
observaciones desarrolladas en la I.E la Merced con estudiantes de grado undécimo donde se
tenia planeada una implementacion con los grupos 1005 y 1003 de la L.E en cuestion, debido
a las dinamicas laborales, la investigada tuvo que cambiar de institucion y modificar el
alcance de la implementacion trabajando unicamente con 6 estudiantes de grado undécimo
de la I.LE La Armonia. De esta forma, el ciclo de investigacion enfatizara en el disefo de las

tareas, el andlisis de su implementacion en el grupo de control con miras a mejorar la
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propuesta para fortalecer y caracterizar algunas propiedades (algebraico-analiticas) de

funciones cuadraticas, a partir de sus representaciones algebraicas y geométricas. A

continuacion, se describe lo que se desarrollard en cada fase teniendo en cuenta el propdsito

de la investigacion, el objeto matematico de estudio y la mediacion lograda con TD.

1.

Fase 1. Preparacion del experimento: para el disefio de la propuesta de tareas, en primer
lugar, se consolida la construccion de un marco de referencia en el que se incluye un
marco matematico que permita identificar asuntos problematicos o de interés en relacion
con el objeto de estudio funciones cuadraticas, se aborda la caracterizacion de las
propiedades desde un punto de vista algebraico y geométrico en el que se evidencian
procesos asociados a la caracterizacion de las propiedades de las funciones cuadraticas.
Ademas, se incluye un marco didactico en el que se referencian elementos relacionados
con la relacion TD y educacion matematica, el disefio de tareas, elementos de la teoria de
la Génesis Instrumental, para identificar los elementos que daran forma a las tareas

mediadas por TD. Esto se puede observar en el Capitulo 3.

En una segunda etapa en esta fase de disefio, con base en el marco de referencia descrito,
se expone la propuesta de tareas construidas empleando TD como un mecanismo de
mediacion. Con base en el marco de referencia dado para la génesis instrumental y en la
propuesta de tareas, se establecen los esquemas de uso que se suponen para el uso de los
artefactos; elementos que seran objeto de analisis en las producciones de los estudiantes,
asimismo para cada tarea se incluye la descripcion de la tarea, un anélisis a priori de
posibles resultados y algunas conclusiones sobre el proposito de cada tarea. Esto se

encuentra en el Capitulo 4.

Fase 2. Experimentacion para promover el aprendizaje: La implementacion de las
tareas disefladas seguird un proceso organizado; que inicia con la seleccion de los
participantes. Luego, se aplicaran las tareas en un entorno mediado por tecnologias
digitales y se recopilaran datos a través de observaciones y registros de interacciones.
Posteriormente, se analizaran los resultados obtenidos para identificar patrones en el uso
de herramientas digitales, revisar el disefio de las propias tareas y su influencia en la

construccion del conocimiento matematico del objeto de estudio.
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En esta segunda fase del disefio de ensefianza se tendra en cuenta el desarrollo de un ciclo

de tres fases, especificamente se considera:

1)

2)

3)

El disefio y la formulacién de hipdtesis: En esta fase se propone un conjunto de
cuatro tareas mediadas por TD basado en el marco de referencia, enfocandose en
el estudio de la propiedad de la longitud del lado recto de la representacion grafica
de una funcidn cuadratica y su relacion con el coeficiente principal de la expresion
algebraica correspondiente. A priori, bajo el proposito del trabajo de grado, se
tiene la siguiente hipdtesis que sera perfilada mas adelante: El disefio e
implementacion de tareas mediadas por TD, fortalece la construccion de
significados y promueve la procesos de estudio sobre algunas propiedades de una

funcién cuadratica asociadas a sus representaciones algebraica y geométrica.

La intervencion en el aula y recogida de datos: En esta fase, se implementaran
las tareas disenadas con estudiantes de grado undécimo en un entorno mediado
por TD. Durante la intervencion, se registraran las interacciones de los estudiantes
con las tareas, asi como sus procesos de resolucion. La recopilacion de datos se
realizard a través de observaciones directas, transcripciones de grabaciones
(audio—video), la recoleccion de las elaboraciones escritas desarrolladas por los
estudiantes producto del desarrollo de las tareas. La informacion recolectada
permitira analizar como las tareas disefiadas se pueden adaptar o mejorar para
garantizar la manipulacion de los esquemas de uso de los artefactos, la
construccion de significados y el uso de objetos matematicos con relacién de
algunas propiedades algebraico-analiticas de la funcion cuadratica reconociendo
el papel que desempena el uso de TD en la matematica. En esta fase ademas se

desarrolla un andlisis a priori de la implementacion de las tareas.

Analisis de los datos, revision y reformulacion de hipotesis: realizada la
propuesta de tareas disefiadas se procede al analisis de datos y la reformulacion
de las tareas si fuese necesario manteniendo su propoésito inicial. Los datos
obtenidos de la implementacion de la propuesta de tareas buscaran verificar si

estas cumplen los propodsitos establecidos. De acuerdo con los resultados
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obtenidos en el andlisis se procedera a hacer los ajustes necesarios al disefio de

las tareas si fuese necesario.

3. Fase 3. Ejecucion del Anadlisis Retrospectivo de los Datos: en esta ultima fase se
realizard la revision de todos los datos obtenidos en la implementacion de la propuesta
de tareas.

El proceso se desarrollara con base en cuatro categorias, partiendo del marco de
referencia, que contemplan los siguientes elementos: enunciado y proposito de la tarea,
artefactos de la TD, objetos y procesos matematicos transversales, los cuales se ampliaran
en el capitulo 6. Finalmente, como producto de la implementacion y la recoleccion de
datos se realizara un analisis sobre las tareas propuestas y el uso de TD como herramienta
de mediacion con el proposito de mejorar las tareas para establecer los esquemas de uso

de los artefactos y objetos matematicos. Esto se detallara en el capitulo 5.

CAPITULO 3

3. Marco de Referencia

En este capitulo se describen algunos elementos teoricos que sirven de soporte a la presente
investigacion, a saber: se abordan los objetos matemadticos de estudio; la funcién real
cuadratica a partir de una revision de su desarrollo histoérico, definicion formal dentro de un
conjunto de funciones reales de un variable, asimismo se describen las clases y propiedad

que caracterizan a las funciones cuadraticas.

Por otro lado, se desarrollan algunos elementos didacticos esenciales en la ensefianza y el
aprendizaje de la funcidén cuadratica en que se hace énfasis en el uso de las TD como
mediadoras en estos procesos. Finalmente, se presentan los fundamentos teodricos de la
orquestacion y Génesis instrumental como elementos que orientan el diseno de las tareas
mediadas por TD, puesto que permiten analizar como las interacciones de estudiantes y

herramientas de las TD fortalecen las construccion de aprendizajes entorno a esta

30



investigacion.(propiedades algebraicas y geométricas de los objetos matematicos en

cuestion).

3.1 Funciones reales cuadraticas

En esta seccidon se presentan, primero, algunos elementos relacionados con el desarrollo
histérico del objeto funcion cuadratica y, posteriormente, se abordara parte de su tratamiento

matematico formal dentro del analisis real.

3.1.1 Desarrollo historico del objeto real cuadrdtica

El desarrollo historico se comprende a partir de la evolucion misma del concepto de funcion,
de manera que las nociones de variacion y covariacion entre magnitudes o variables
representaron los primeros intentos al establecer relaciones de dependencia entre cantidades,
esto marco el punto de partida para la construccion del concepto y permitieron el surgimiento

de formas especificas de funcion, entre ellas la funcion cuadréatica.

El desarrollo de funcidon cuadratica estd asociado al desarrollo del concepto de funcion (ver
infografia anexo 1). En tal sentido, se reconoce que en la literatura existen trabajos
desarrollados alrededor de analizar la evolucion histérica de este concepto. De manera
particular, a nivel epistemologico, se resalta el trabajo de (Ruiz Higueras, 1994), quien

presenta algunas etapas de ese origen y que resaltamos en el siguiente cuadro.

Se presenta a continuacion la Tabla 2 que sintetiza las etapas del desarrollo de este objeto
matematico, basada en el anélisis epistemologico de Ruiz Higueras (1994) y complementada

con hechos histéricos relevantes.

31



Tabla 2

Etapas del desarrollo del objeto matemadtico.

Etapa Idea principal Hecho historico Ejemplos
Construccion de secciones
Origenes Uso de curvas conicas en Trabajos de Apolonio sobre lascoénicas a partir de la
geomeétricos problemas geométricos.  conicas y su clasificacion. interseccion de un cono con
un plano.

) ) Resolucion de ecuaciones
Expresion algebraica de las Descartes y Fermat desarrollan la )
Formalizacion ) ) cuadréticas como:
conicas y funciones geometria analitica a partir de los
algebraica . . . x?+5x+6=0 y su
cuadraticas. trabajos algebraicos de Viéte . )
representacion en el plano.

Galileo usa la pardbola paraDeterminacion de la
Relacion con coordenadas
describir la trayectoria de losecuacion de la trayectoria de
Enfoque analitico cartesianas y ecuaciones ] ) ) o
proyectiles en su obra Discorsi eun proyectil disparado con

cuadraticas.
Dimostrazioni Matematicé (1638) cierto angulo.
o _ Disefio de antenas
o ) Aplicaciones en trayectorias ) )
Aplicaciones Uso en fisica, economia y ) o parabolicas con la ecuacion
parabolicas, optimizacion, antenas
modernas modelado computacional. de una parabola y el foco

parabolicas y lentes Opticas )
como punto de reflexion.

Nota. Fuente de elaboracion propia del autor con base en investigaciones de Ruiz Higueras

(1994).

Asimismo, autores como Mesa y Villa (2008) concluyen que, a lo largo de la historia, el
concepto de funcion y en especifico la funcion cuadratica ha estado relacionado con la
representacion de fenomenos de variacion y cambio. Sin embargo, en la construccion del
concepto de funcidon cuadratica se han presentado obstidculos que han tenido que ser
superados. Algunos de estos obstaculos incluyen la concepcion limitada del cuadrado como
area, la falta de consideracion de los numeros negativos, la dificultad de abstraccion en las
matematicas. La historia muestra que el estudio de lo cuadratico ha sido una combinacién de
geometria euclidiana, conicas y geometria analitica, centrdndose en el movimiento como

objeto de estudio.
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Es evidente que la funcion cuadratica se ha considerado importante tanto en las matematicas
como en otras areas del conocimiento. Por ejemplo, en fisica se utilizan para medir la energia
cinética de un objeto y el comportamiento de un resorte en comparacion con su posicion
inicial. En el ambito de los Negocios, la Ingenieria, la Economia, la Administracion de
empresas, la Biologia, la Arquitectura y la Medicina, entre otros, estas funciones permiten
predecir ganancias y pérdidas en las empresas, describir movimientos con aceleracion
constante, determinar magnitudes relacionadas con distancias, velocidad y tiempo, y analizar
la caida de los cuerpos debido a la fuerza de gravedad, como en el caso de un tiro parabélico.
Ademéds, son de gran utilidad para determinar valores maximos y minimos, estudiar la
variacion de la poblacion de una especie segun esta funcidn, y obtener informacion sin
necesidad de recurrir a experimentos. En el campo de la Medicina, las funciones cuadraticas
permiten interpretar y respaldar esta ciencia con datos numéricos, asi como estudiar los
efectos nutricionales de los organismos. Por ejemplo, el indice de masa corporal, el

crecimiento y desarrollo de un individuo.

3.1.2 Funcion real cuadrdtica en las matemadticas

En esta seccion se abordan algunos elementos matematicos que permiten definir y
caracterizar el objeto de estudio. Particularmente, se inicia con la definicion de funcion real
y una clasificacion de tales funciones, para luego centrarse en funciones cuadraticas

exaltando algunas de sus propiedades y procesos asociados a su descripcion.

3.1.2.1 Definicion de funcion real de una variable

Dados subconjuntos X e Y del conjunto de nimeros reales (R) una funcion real (en una
funcion) de una variable f de X en Y es una relacion f € X X Y tal que si (x,y), (x,2) € f,

entonces y = z, es decir que a cada elemento de X le corresponde un inico elemento de Y.

A partir de esta definicion se observa la necesidad de establecer con claridad el conjunto de

partida X, denominado el dominio de la funcion (denotado por Dy), €l conjunto de llegada Y,
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denominado rango de la funcion (denotado por Rf) y la relacion, es decir el conjunto de
parejas (x,y) € f o denotado como es usual f(x) =y con x € Df y y € Ry (notacion que

cobra significado en tanto para cada elemento x del dominio s6lo hay una imagen y del

rango).
Ejemplos.

1. Sea X=1{0,1,2} e Y = {7,8}, definimos la funciéon f como la relaciéon f = {(0,7), (1,7),
(2,8)} Lo que generalmente se interpreta como f(0) =7,f(1) =7, f(2) =8

La relacion g = {(1,2), (2,2), (3,1), (4,3)} es una funcién, su dominio es D, =
{1,2,3,4} y surecorrido o el rango es R; = {1, 2, 3}

2. Si X={0,1,2,3} y Y={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, entonces la relacion f = {(0,0),
(1,1), (2,4), (3,9)} es una funcién de X en Y, expresado con la formula o condicion.

f(x) = x* entonces Dy = {0,1,2,3} Ry = {0,1,4,9}

Sea M= {1,2,3,4,5} yN = {-3,-2,—1,0, 1}, larelacion g = {(1,-3), (2,-2), (3,-1), (4,0),
(5,1)}. es una funcion definida por la formula g(x) = x — 4 en donde el dominio de

g estéa formada por las posibles entradas para x, en este caso es Dy = {1,2,3,4,5}y R, =

{-3,—-2,-1,0,1}

En el primer ejemplo se observa la descripcion de una funcion a través del conjunto de parejas
ordenadas que conforman la relacion (lo cual se conoce como grafica de la funcion); sin
embargo, este no es usual o posible, sobre todo cuando se trabaja con conjuntos infinitos. En
tal caso, como sucede en el segundo ejemplo, se emplean expresiones algebraicas (lo que se
conoce como representacion algebraica de la funcidon) que tienen significado en una
estructura algebraica determinada, como la del cuerpo de numeros reales. Por otro lado, se
observa que para una misma expresion algebraica es posible definir diferentes funciones, ya

que pueden elegirse dominios diferentes y asi tener relaciones diferentes.

Por ejemplo, para f(x) = x + 2 En el contexto real, se pueden seleccionar diferentes
dominios, como; un dominio discreto como el conjunto de nimeros naturales, o uno continuo
como el conjunto de reales en un intervalo abierto. Sin embargo, es usual que cuando se

suministra una expresion algebraica en los reales, se asuma que la funcion que se desea
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definir con ella tenga como dominio el maximo conjunto de nimeros reales sobre el que esta
definida tal expresion (a veces llamado dominio maximo). Finalmente, es usual que si se

conoce el dominio y la férmula que define la funcidn, no sea necesario expresar el rango.

Una ventaja que tienen las funciones reales de una variable y que permite el uso de diferentes
tipos de representacion es la posibilidad de construir una representacion grafica a partir de
ubicar las parejas de la funcién en un sistema coordenado de referencia como el cartesiano

usual ver Figura 5.
Figura 5

Representacion grdfica de parejas ordenadas en el plano cartesiano

Nota. Fuente de elaboracion del autor.

Vale la pena resaltar que en lo anterior se han mencionado al menos tres representaciones de
una funcidn, el conjunto de parejas ordenadas (denominado grafica), la expresion algebraica
o férmula asociada (denominada representacion algebraica o analitica) y la ubicacion de las

parejas ordenadas en un sistema grafico de referencia (denominada representacion grafica).
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3.1.2.2 Clases de funciones

Las funciones reales de una variable pueden clasificarse de diversas maneras, dependiendo
del criterio utilizado. Algunas clasificaciones se basan en el tipo de expresion algebraica que
define la funcidn si existe, otras atienden a propiedades locales como la continuidad y la
concavidad, mientras que ciertas clasificaciones consideran caracteristicas analiticas, como
la posibilidad de representarlas mediante una serie de potencias. Sin embargo, en esta
investigacion se abordara la clasificacion basada en el tipo de expresion utilizada en su
formula, de modo que, esta constituye un enfoque clasico que guarda similitud con la
construccion de los sistemas numéricos desde los nimeros naturales hasta los numeros reales.
Es importante tener claro que el dominio mencionado en cada caso corresponde al dominio

de la expresion algebraica (el maximo conjunto de reales en el que esta definida)

Polinémicas: Son funciones algebraicas (es decir que la relacion se expresa por medio de
operaciones de suma, resta, producto, cociente y raices) que se definen a partir de un
polinomio:

Una funcién polindmica P con dominio X y rango Y es la definida para todo real x € X por
una férmula de la forma P(x) = cox + c1x + -+ ¢, x™ = YRoo  cxx” con cg,cq, .., Cp
numeros reales denominados coeficientes del polinomio, y el entero no negativo » es su grado
(si ¢, # 0). Toda funcioén polindmica tiene como maximo dominio al conjunto de nlimeros
reales y por tal razon es usual que para un polinomio determinado se hable de la funcion
polindmica asociada como aquella que tiene dominio el conjunto de niimeros reales; sin
embargo, segiin lo expuesto en la seccion anterior, a un polinomio dado se pueden asociar
diferentes dominios y por tanto definir diferentes funciones polindmicas.

Entre las funciones polindmicas estdn las constantes, que estan definidas a partir de
polinomios de grado 0, y si, por ejemplo, el polinomio es de grado 1, 2, 3 y 4 las funciones
se llaman afines, cuadraticas, ctbicas y cuarticas (o bicuadradas), respectivamente En la

Tabla 3 se ilustran funciones polindmicas con dominio el conjunto de numeros reales.
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Tabla 3

Tipos de expresiones segun el grado con su representacion geométrica

Grado Expresion algebraica Nombre Representacion geométrica

Cero | f(x) =cparacenR Funcion constante
Funcioén lineal si

Uno f(x)=ax+b b = 0yafinen
otro caso

D Funciones

0S = 2 .
fx) = ax”+bx+c cuadraticas
Tres | f(x) = ax3 + bx? + cx +d | Funciones cubicas

Nota. Fuente de elaboracion del autor.
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Racionales: El cociente de funciones polindémicas da paso a funciones racionales que son de
la forma R(x) = % donde P(x) (numerador) y Q (x)(denominador) son polinomios, pero

Q no es el polinomio constante igual a 0. La funcion R tiene como dominio maximo de

definicion el conjunto {x € R : Q(x) # 0}.

2
Ejemplo:g(x) = %

Algebraicas: son funciones y = f(x) que satisfacen una ecuacion de la forma p,(x)y™ +

P1()Y" T+ 4 P ()Y +po ()Y +pu(x) =0, donde  po(x), ..., pu(x) son
polinomios en x. (Spiegel, 2005)

5x%+3x2 ( ) 3x?

Ejemplos: f(x) = o> =

T x3+2

Trascendentes: Una funcion trascendente es aquella que no satisface una ecuacion
polindmica cuyos coeficientes sean a su vez polinomios. En otras palabras, una funcion
trascendente es una funciéon que trasciende al algebra en el sentido que no puede ser
expresada en términos de una secuencia finita de operaciones algebraicas de suma, resta y

extraccion de raices. En este grupo se encuentran:

Exponenciales: Una funcion exponencial con base a > 0 est4 definida para todo niimero
real x por la formula f(x) = a* dondey a # 1. Nuevamente, el dominio méaximo es el
conjunto completo de reales. Ademds, una funcidon exponencial natural es una funcion

exponencial f(x) = e* con base e.

1\* 1\*
Ejemplo: f(x) = (5) , gx)=3 (5)

Logaritmicas: Esta definida por la expresion f(x) = log, x, con a # 0,1 y siendo a un
nimero fijo, positivo y distinto de 1. Su dominio méximo son todos los niimeros reales
mayores que cero, puesto que en los reales un logaritmo no esta definido para un nimero no
positivo.

Ejemplo: f(x) =log,x, g(x)=1log,(x*+ 1)
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Trigonométricas circulares: Partiendo de una circunferencia unitaria, se definen las
funciones trigonométricas circulares empleando como elementos del dominio las medidas en
radianes de los angulos subtendidos y como imagenes los nimeros reales determinados por

alguna de las razones trigonométricas basicas.

Por ejemplo, definimos una funcién f(t) = sen (t) al asignar a cada nimero real ¢ la
ordenada y del punto terminal P(x,y) en la circunferencia unitaria determinado por un
angulo de medida ¢ definido por el eje x y un rayo con origen en el punto de coordenadas
(0,0) que pasa por el punto P, es decir Sen (t) = y. Las funciones coseno, tangente,
cosecante, secante y cotangente también se definen si usamos las coordenadas de P(x, y), de

la siguiente forma:

sen(t) =y cos(t) =x tan(t) = %(x *0)

csc (t) =§(y #0) sec(t) =% (x #0) cot(t) =§(y # 0)

3.1.2.3 Funcion reales cuadraticas

Una funcion f con dominio X y rango Y con XY € R, es cuadratica si para todo x €
X, f(x) = ax? + bx + ¢, donde a,b,c € R con a # 0. El grafico de f estd dado por el
conjunto de parejas ordenadas con primera componente en X y segunda componente la
imagen por f'de la primera componente.

En particular estas funciones cuadraticas se conocen como polindmicas de segundo grado.
Ejemplos:

Sea A= (-1,1), B=[0,1), entonces f(x) = x? es una funcién cuadratica con dominio X y
rango Y.

Algunas veces, al abordar una funcion cuadratica se registra unicamente su expresion y se
describe el dominio; sin embargo, suele omitirse el rango ya que este puede determinarse a
partir de procesos algebraicos sobre la expresion; es comiin que en ocasiones para referirse a
una funcién cuadratica unicamente se presenta la formula sin definir explicitamente el

dominio como se ha indicado, asumiendo asi implicitamente el dominio maximo.
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Ejemplos:

1. f(x)=2x*+9x—-7, —1<x<8
2. gix)=—x?+x, -1<x<3

3. h(x)=4x%2+6

4. j(x) = —5x2

En los items 1 y 2 del ejemplo de la expresion algebraica presentan dominio explicito, que
no corresponden a todos reales. En tanto, en los items 3 y 4 se da la expresion algebraica y
no se explicita el dominio, por lo que hablamos de tener como dominio implicito el conjunto

de todos los numeros reales.

La representacion grafica en un sistema cartesiano usual de una funcidon cuadritica se
corresponde con la cénica llamada parabola (Figura 6) o con parte de ella (un segmento de
paréabola) si el dominio que se trabaja no es todo el conjunto de nimeros reales. Este objeto
geométrico se define como el conjunto de puntos de un plano cuya distancia a un punto

llamado foco (fijo) es igual a la distancia a una recta llamada directriz (fija).
Figura 6

Representacion grafica de una funcion cuadratica

La grdfica

Gf ={(x,y) € R?>:f(x) = ax? + bx + ¢}
Una representacion grdfica
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Para encontrar el rango de una funcién cuadratica dada por la expresion f(x) = ax? + bx +
¢, se puede hallar el vértice (h, k) de la pardbola asociada, tener en cuenta el signo del
coeficiente principal y abordar los siguientes casos: el rango de la funcion cuadratica serd el
intervalo [k, o) y si a <0 el rango de la funcidn cuadratica seré el intervalo (-o, ].

1. Siel dominio de la funcidn son todos los reales, entonces el rango es [k, «), si a>0, o (-
o, k] si a<0.

2. Si el dominio de la funcién no es todo el conjunto de reales, sino un intervalo (a, ) Alli
hay dos casos, si / pertenece (a, b), entonces el rango es [k, méx (f(a), f(b))] o [min(f(a),
f(b), k] y si h esta fuera (a, b), entonces el rango es [min (f(a), f (b)), )] o [-00, max
(@), f0)) ]

Ejemplo.
f(x) = 3x* =2, Ry = [-2,0)
t(x) = —=5x%+1, R, = (—o,1]

3.1.2.3.1 Propiedades de funciones cuadrdticas

Toda propiedad de una funcidn cuadratica (cualquier objeto matematico) tiene un significado
en cada representacion. Asi, por ejemplo, en la Tabla 4 se presentan significados asociados
a algunas propiedades de tales funciones desde una vision algebraica y una vision geométrica
(trabajando en un sistema cartesiano usual). Especificamente considerando la funcion

cuadratica f(x) = ax? + bx + ¢ con dominio A € R
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Tabla 4

Significados de propiedades de funciones cuadraticas

Propiedad Descripcion algebraica Descripcion geométrica
Los ceros de la funcion f(x) se
) corresponden con las abscisas de los puntos
Un numero real a en A es un cero de 1a | ge interseccion entre la grafica de la funcion
funcion f (x) en 4, si f (a) = 0 y el eje x. Existen tres casos generales:
Es decir que los cero de la funcion f(x) La grafica interseca al eje x en dos puntos.
con dominio A4 son las soluciones reales en 4 Figura 7.a
de la ecuacién ax? + bx + ¢ = 0. La grafica interseca al eje x en un punto.
. ) Figura 7.b.
Tal ecuacion p‘}?de tener dos SOIUCIOI,],eS La grafica no interseca al eje x. Figura 7.c
reales, una solucion real o ninguna solucion Figura 7
real.
w
g Intercepto con el eje x
©)
d 4
a. b. C.
Teniendo en cuenta que una funcion g(x) es: | Se dice que una funciéon g es: Convexa
- convexa en el intervalo [a, b] (o en general | Figura 8.a en su dominio si todo segmento
con un conjunto convexo), si para todo x, y | cuyos extremos son dos puntos de su grafica
que pertenece al intervalo se tiene que | estd por encima de la grafica de g; y
gtx+ (1 —-t)y) <tgx)+ (1 —1t)g(y) | Céncava en su dominio Figura 8.5 si todo
con0<t<ly segmento cuyos extremos son dos puntos de
- cdncava en el intervalo [a, b], (0 en general | su grafica estd por debajo de la gréfica.
con un conjunto convexo), si para todo x, y | .
que pertenece al intervalo se tiene que Figura 8
g gx+ (A -0y)=tgl)+ 1 -t)g») Ti .
g con0>¢t>1. ipos de concavidad
'g Entonces, una funcion cuadratica es concava
g en todo su dominio 4 o es convexa en todo
5 su dominio 4. (suponiendo que el dominio es
S un conjunto convexo o union finita de ellos).
Una funcion cuadratica no tiene cambios de
concavidad en su dominio.
a b.
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Monotonia

Teniendo en cuenta que una funcién g con
dominio 4 es:

- Estrictamente decreciente (creciente)
en A Si x<x - glx)>
9(x2) (9(x1) < g(x2), para
todo x; y x, en A, es decir que cuando
aumenta el valor de la wvariable
independiente el valor de la dependiente
disminuye (aumenta).

- Decreciente (creciente) en 4 si x; <
x; > g0) = g(x;) (9(x1) <
g(x,)), para todo x; y x, en 4, es decir
que es decreciente en A cuando al
aumentar el valor de la wvariable
independiente el valor de la dependiente
no aumenta (no disminuye).

Entonces una funciéon cuadratica f con
dominio A, puede ser estrictamente
decreciente, estrictamente creciente 0
cambiar en un unico punto de la grafica de
ser  estrictamente  creciente a  ser
estrictamente decreciente o viceversa; todo
depende de quién es A.

Se considera la orientacion del sistema
coordenado, es decir, del desplazamiento
sobre el plano cartesiano desde el punto

((xl,f(xl)) a ((xz,f(xz)), siguiendo la

orientacion horizontal.

- Creciente cuando aumenta el valor de x
aumenta f(x), la grafica asciende al
desplazarse de derecha a izquierda. Se
produce cuando la pendiente de la recta
secante entre dos puntos es positiva
Figura 9.a

- Decreciente cuando aumenta el valor de
x disminuye f{x) la grafica desciende al
desplazarse de izquierda a derecha. Se
produce cuando la pendiente de la recta
secante entre dos puntos es negativa.
Figura 9.5

Figura 9

Monotonia

Pecrecivmnte Crrr e

evecierte

Creciente Decrociente
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Si existe un numero real 4 tal que para cada
punto (x,y) de la grafica de una funcién g el
punto (—x + h,y) pertenece a la gréfica, se
dice que la funcion es simétrica con respecto

La simetria de una funciéon cuadratica se
puede visualizar en su representacion grafica
si existe una recta (paralela al eje y) tal que
al reflejar a f con respecto a tal recta se
obtiene la misma funcion. Esta recta, si
existe correspondera a la recta paralela al eje
y que pasa por el vértice de la parabola
correspondiente a la funcién cuadratica. En
la Figura 10.a se muestra la representacion
gréfica de una funcidn cuadratica simétrica 'y
en la Figura 10. b la representacion grafica
de una funcién cuadratica no simétrica.

]
E alarectax =h Figura 10
5] ., L .
§ P.ara' el. caso Qe la func1qn f:uadratlcaf, sifes Representacion grafica del eje de simetria
N simétrica bajo su dominio, entonces, f es
simétrica con respecto a la recta x = h donde , - 1
h es la coordenada en x del vértice de ‘\‘ i
parabola correspondiente. \ !
Vel
Vi
\
[t e
“ 4 ¥ |
\ 71
1\\ : A
\ \;/
!
13/ =
| ol
a b.
Si una recta m paralela al eje x pasa por un
. . punto de la grafica de fy el resto de la grafica
Decimos que g(a) es el maximo absoluto Py . .
cImos que g » de la funcion estd por debajo de la recta,
(minimo absoluto) de una funcion g en un | ep4onces ftiene un maximo absoluto. Figura
dominio D, si g(a) = g(x) (g(a@) < g(x)) | 114
paratodoxenD. .| Si una recta m paralela al eje x pasa por un
Para ,61 caso particular de una funcion | nunto de la grafica de £y el resto de la grafica
cuadritica tenemos los siguientes casos: esta por encima de la recta, entonces, f'tiene
- Si el dominio 4 de f'es todo el conjunto de | 1inimo absoluto. Figura 11.b
-4 numeros reales, entonces f tiene maximo o Figura 11
§ minimo absolutos.
2 - Si el dominio 4 de f es un intervalo de la Representacion puntos optimos
": forma [a, b], entonces f tendra un maximo y
S minimo absolutos.
g - Si el dominio 4 de f'es un intervalo abierto
A (a,b) (0 un conjunto abierto), entonces f’

tendrda maximo o minimo absoluto si la
abscisa del wvértice de la paradbola
correspondiente pertenece a A.
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Punto y recta en el plano equidistante
(foco y directriz)

Para la funcién cuadritica f(x) = ax? +
bx + ¢ con dominio A, existe un punto
(a, b), llamado foco y una recta de ecuacion
y=c llamada directriz, tal que, para todo x en
A, se cumple que, la distancia del punto
(x,f(x)) al punto (a,b) es igual a la
distancia de (x,f(x)) a la recta y =c, en
simbolos

d((x,f(x)), (a,b)) = |b — c| es decir

Jx—a)? + (F(x) —b)? = |f (x) — |
De esta ecuacidon se obtiene la forma
canonica

(x —a)* =4p(f(x) — d)
Donde p es la mitad de la distancia entre el
foco y la directriz.

Foco como un punto fijo y directriz como
una recta fija.

El foco F y la directriz d de una funcion
cuadratica son un punto y una recta en el
plano cartesiano, tal que, si se construye una
circunferencia con centro en cualquier punto
A de la grafica de la funcion con radio AF,
entonces tal circunferencia sera tangente a la
recta d.

La grafica de una funciéon f con foco en
F = (a,b) y directrizy = c . Figura 12.a
La grafica de una funcion f con vértice en el
origen con foco F = (0,—2) y directrizy =
2 Figura 12.h

Figura 12

Representacion del foco y directriz

Direetriz

]

a.

Distancia focal y Longitud del lado recto

De la ecuacion canodnica la distancia
focal es |p| y la longitud del lado reto es

|4p|

La distancia focal es la distancia que hay
desde el foco al vértice de la parabola
correspondiente.

El segmento Figura 13 de la recta que pasa
por el foco y es perpendicular al eje, con
puntos extremos de la parabola se identifica
como el lado reto.

Figura 13
Representacion grafica de distancia focal y

longitud del lado recto

\

h

g =

Continuid

ad

Una funcién g es continua en a si existe
g(a), esdecirsiaestaen el dominiode g y
fG) =f(a).

Asi, una funcion cuadratica f es continua en
cada subconjunto convexo del dominio.

La representacion grafica no presenta saltos,
es decir que no tiene espacios. Ademas, es
una curva suave es decir que en cada punto
de la curva hay derivada y hay recta tangente.
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Nota. Fuente de elaboracion propia del autor.

3.1.2.3.2 Procesos Asociados a la Descripcion.

A continuacion, se presentan de forma sintetizada algunos procesos asociados a las

propiedades de la funcion cuadratica

Tabla 5

Procesos asociados a la descripcion de funciones cuadraticas

- Completar el cuadrado. De ax? + bx + ¢
Primero se divide el coeficiente lineal entre 2 y se
eleva al cuadrado, se suma el resultado al término
¢ de la expresion para obtener

(ax + (2)2)2 - ((2)2 - c) posteriormente

el valor que completa el cuadrado luego se agrega
y se resta el término al lado derecho de la expresion
original, se factoriza el trinomio cuadrado perfecto
de los tres primeros términos finalmente se
simplifica la expresiéon (x + c¢)?en donde c
representa el valor agregado.

Propiedad Descripcion algebraica Descripcion geométrica
Para encontrar los ceros de una funciéon cuadratica | Graficamente, para encontrar los
fen sudominio 4, es necesario resolver la ecuacion | ceros de £, es suficiente con encontrar
ax? + bx + c = 0. Para ello se presentan tres | los puntos de interseccion entre la
métodos usuales: funcion cuadratica y el eje x. Los
. Usar la férmula cuadrética x = —b+vb2—4ac | ceros seré’n las abscisas de tales
2a puntos. Asi,
Si b?% —4ac > 0, la formula genera dos nimeros | Sj [a gréfica no corta al eje x, fno
reales y si estos pertenecen al dominio entonces f | tiene ceros Figura 14 c.
tiene dos ceros o raices reales distintas. Si el vértice de la parabola
Sib 2 — 4ac = 0, entonces la formula genera un Correspondiente estd en el eje X,
numero real y si pertenece a A4, entonces f tiene un | entonces ftendra un cero Figura 14
cero. b.
Sib%2—4ac<0 , la funcion f no tiene ceros. Si la parabola correspondiente corta
- Factorizar la expresién y usar al eje x en dos puntos, f tendra dos
Propiedad del producto cero ceros Figura 14 a.
AB=0 oA=00B=0 Figural4

Si ax? + bx + ¢ = 0 Se puede expresar como el

" producto de dos factores de grado uno, y sus ceros | Representacion geométrica de los

o pertenecen al dominio de 4, entonces f tiene raices

@ reales. cerros de la pardbola

2
u Pirzto &4 inzerseccion
A

-2 2 <

antss de imtersedyis

No hay purtos de interseccion

== ° 3 r 3 [3

[ =
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Concavidad

Para determinar la concavidad de la funcion f es
suficiente con analizar el coeficiente de la variable
cuadratica, teniendo los siguientes casos:

Sia > 0 la funcidn cuadratica es convexa; es decir,
la funcidn abre hacia arriba.

Sia < 0la funcién cuadratica es concava, es decir;
la funcioén abre hacia abajo.

Graficamente se puede determinar la
concavidad de f si existe una recta
tangente tal que f esta sobre la recta
o0 bajo la recta.

Entonces es convexa, si para toda
recta tangente a la grafica de la
funcion los puntos de la grafica que
estdn en las cercanias del punto de
tangencia estdn en el semiplano
superior. Figura 15 a.

Caso contrario es concava, si para
toda recta tangente a la grafica de la
funcion los puntos de la grafica que
estan en las cercanias del punto de
tangencia estan en el semiplano
inferior. Figura 15 b.

Figura 15

Representacion geométrica de

concavidad

e Ml Fexragrersle

=

=]
)

47



b b

Se analizan los intervalos (—o0 — —]; [-—, )
2a 2a

b . s
ya que —-— es la abscisa del vértice

2a
correspondiente a la parabola de la funcion f (x) =
ax? + bx +c,
si:
- Si a<0y —% pertenece al dominio de f

entonces, se tendra que la funcion es creciente

Para determinar si una funcién
cuadratica es creciente en un
intervalo, es suficiente con observar
la pendiente de las rectas tangentes a
la grafica en cada punto en ese
intervalo. Si las pendientes son
positivas en un conjunto convexo del
dominio, entonces f es creciente en

= H b tal conjunto y si las pendientes son
g hasta — 5q Y Sera decreciente desde — 2a negativas en un conjunto convexo,
~— . b .. 1
2 - Si a>0y—-=2 pertenece al dominio de f entqnces f es decreciente en tal
g ; f“ drs la funcid conjunto.
nton n a funcion < .
s entonces, se te z; que uncion €8 | También puede determinarse que la
decreciente hasta — Y sera creciente desde | funcion crece si un cambio positivo
_> en coordenadas en x se corresponde
2a aun cambio positivo en las imagenes
de las coordenadas en y; y la funcion
decrece si un cambio positivo en
coordenadas en x se corresponde aun
cambio negativo en las imagenes de
las coordenadas en y.
Para construir o determinar el eje de
Sea a y b coeficientes de una funcion cuadratica, | simetria de una funciéon cuadratica
i b o . .
estos se sustituyen en ——- simétrica, Figura 16 es suficiente con
a construir una cuerda en una recta
. . i o . paralela a la directriz y con extremos
Si la funcién cuadratica es simétrica en su dominio, ,
- en la grafica y encontrar su
para encontrar la ecuacion de la recta que se mediatriz
convierte en eje de simetria, se completa el | _. )
. . Figura 16
cuadrado de la variable para determinar las
coordenadas del vértice. De este modo, la recta de ., o
., b . . ) Representacion geométrica de
ecuacion x = —— corresponde al eje de simetria.
3 simetria
=
N
7}
£
90}

|
|
|
|
|
1)
|

.lhv.-nqul- é qu’r" f
———

48



Puntos 6ptimos

Al reemplazar en x :(— 2%),

. L b
Sia > 0, el valor minimo es f (— Z)

. . b
Sia <0, el valor maximo es f (— Z)

Si el dominio incluye la coordenada x del vértice
de la parabola correspondiente, entonces la funcion
siempre tiene maximo o minimo relativo.

Si el dominio es un conjunto cerrado (que no
incluye la coordenada x del vértice de la parabola),
entonces hay que evaluar en los extremos y
determinar el valor mayor y menor. Tales niimeros
seran el maximo y minimo absolutos.

Si el dominio no es alguno de los mencionados, se
requiere un andlisis detallado ya que, por ejemplo,
si el dominio es un intervalo abierto (que no
incluye la coordenada del vértice de la parabola),
entonces la funcion no tiene maximo o minimo.

Si el vértice estd en la grafica, es
decir depende del dominio; es
suficiente  con  encontrar la
interseccion del eje de simetria y la
parabola. Figura 17.a punto minimo
y Figura 17.5 punto maximo.
Figura 17

Representacion geométrica puntos

optimos

Efe de simerria

Pruntode interseccién
-0 ° 1 10 20 0

a
L]

\Pzirrto interseccion

1 ) /
—1

Eje de siynetria

49



Punto y recta en el plano equidistante

Foco y directriz

Expresando la funcién cuadratica en su forma
candnica (x — a)? = 4p(f (x) — b) se tiene que el
foco tendra coordenadas (a,b + p) y la directriz
ecuaciony =b —p

para todo x en 4, la distancia del punto ((x, f(x))
al punto (a, b) es igual a la distancia de ((x, f(x))

a la recta y =c, en simbolos
d((x, f(x)),(a,b)) = |b—c]|
Especificamente,

y=ax?+bx+c

b c
A B
a a a )2
Y 2y b b7 e b7
(x +ax+4)+a 1a
(2+b>2+c b?
X 2a a 4a

Si un punto en la pardbola es
simétrico a otro punto de la misma
parabola, entonces, estos puntos son
simétricos con respecto al eje de
simetria, por lo tanto, hay un punto
medio F (Foco) entre los puntos
simétricos y es colineal al vértice de
la parabola. Ver Figura 18.

Figura 18

Representacion geométrica del foco

jo dle Simerfia

Prnros A 3

| F¥reice

Si una circunferencia con centro el
vértice de una parabola con radio del
vértice al Foco existe otro punto de
interseccion entre el eje de simetria y
la circunferencia, por dicho punto
pasa una recta fija llamada directriz
que es perpendicular al eje de
simetria (este punto es colineal a la
recta Directriz) ver Figura 19.
Figura 19

Representacion geométrica recta

directriz

pretric

Frffee

s

RectaPlirectriz
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Distancia focal y Longitud del lado recto

Expresando la funcion f es su forma estandar
f(x) = ax? + bx + ¢ con vértice (a,b) se tiene
que L = |2a| donde L representa la longitud del
lado recto. Para hallar esta longitud se iguala a cero
la funcién f para encontrar los puntos donde la
representacion grafica de la funcion cuadratica
interseca con el eje x.
Por otro lado, utilizando la expresion candnica de
la funcién cuadratica (x — a)? = 4p(f (x) — b) se
procede a:
- Encontrar la distancia del foco al vértice es
decir la distancia focal p, para ello se procede
a despejar 4p para obtener a p, entonces

D =2 cuyo valor es la distancia del foco al
4

vértice y del vértice a la recta directriz.

- Encontrar la longitud del lado recto. Para ello
se hallan los puntos extremos del segmento y
se calcula la distancia, sabiendo que el foco
tiene coordenadas (a, b+p) siendo b la
ordenada del vértice y p la distancia focal lo
que lleva al lado recto medir 4p. También se
determina hallando la interseccion entre la
recta y = b + p y la respectiva funcion, para
calcular la distancia de los puntos extremos del
segmento y la distancia, sabemos que el foco
tendra coordenadas

(x—a)? =4p(f(x) — b)
(x—a)> =4p(b+p—b)
(x —a)* = 4p(p)

(x — a)? = 4p?
x—a==2p
x=ax2p

Entonces las coordenadas de los puntos extremos
de lado recto seran
A=(a—-2p,b+p)y
B(a+2p,b+p)
Asi la longitud del lado recto es:
d (A, B)=

J@+2p—(a—2p))2+ (b+p—(b+p))?

(4p)*

|(4p)]| lado recto

Segmento o la cuerda focal que es
perpendicular al eje focal, la longitud
del lado recto es la distancia entre AB
Si se conoce la coordenada de p
entonces la interseccion de la recta
paralela al eje x con la parabola.
Figura 20

Figura 20

Representacion geométrica
distancia focal y longitud del lado

recto

Longud op! fada recio

-

—
o

Direetriz

Continuidad

F es continua en su dominio dado que una tal funcién pertenece a la familia de funciones
polinomiales y todas ellas son continuas en su dominio. No hay proceso de descubrimiento
algebraico o geométrico (a nivel elemental), se requiere una vision topoldgica en relacion

con nociones como abierto y entorno.

Nota. Fuente de elaboracion propia del autor.

Lo reportado en la tabla anterior, corresponde a algunos procesos clasicos sin llegar a

desmeritar la posibilidad de que existan otros.
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3.2 Elementos didacticos

La ensefnanza y aprendizaje de las matematicas, sin lugar a duda, se ha redireccionado
teniendo en cuenta las necesidades actuales y se ha prestado mas atencion a la forma de
ensefiar por parte del docente, a las didacticas que utiliza y, por supuesto, al papel de las
tareas, herramientas e instrumentos que se usan para que el aprendizaje de los objetos
matematicos por parte de los estudiantes sea significativo. Es asi, que surgen cuestiones
como: /qué tipo de matematicas debe aprender un estudiante?, ;como vincular herramientas

actuales (como las tecnologias digitales) para permitir un aprendizaje significativo?

En relacion con la primera cuestion, diferentes investigadores como Freire (1990), Godino et
al. (1994), Santos (1995) y Godino et al. (2003), han identificado una tendencia a fortalecer
en el aula de clase el desarrollo de procesos asociados a las matematicas, es decir a la
necesidad de realizar actividad matematica en las clases, que lleve a los estudiantes a
reflexionar sobre como las matematicas son una construccion social en la que pueden
participar de forma activa, mas que a enfatizar en la adquisicion y memorizacion de
conceptos matematicos atemporales, impersonales o en solamente a mecanizar algoritmos
que, ademads, hoy en dia puede realizar una maquina de manera mas eficiente y eficaz. Es asi,
que se adopta una postura constructivista, de indagacion, experimentacion para el aprendizaje

significativo de las matematicas.

En tal sentido Ausubel (2002), sostiene que el aprendizaje significativo es un proceso en el
cual el individuo integra y relaciona nuevos conocimientos con su estructura cognitiva ya
existente. Por otro lado, destaca la importancia de generar procesos de reflexion sobre el
conocimiento en los que de manera indirecta se relaciona con los procesos de visualizacion,
conjeturacion, argumentacion y modelacion; elementos clave en el desarrollo de los procesos
matematicos que se expondran mas adémale. Los Estdndares Basicos de Competencias del
Ministerio de Educacion Nacional de Colombia (2006) reconoce estos procesos como
habilidades fundamentales en el desarrollo de la alfabetizacién matematica y el pensamiento
critico en matemadticas, de manera que el estudiante sea competente matematicamente,
alcanzando una comprension adecuada de los objetos matematicos y generando herramientas

para su implementacion en diferentes contextos.
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De acuerdo con Godino, Batanero y Font (2003) saber matematicas también es tener la
capacidad de utilizar el lenguaje y los conceptos matematicos, puesto que los estudiantes al
confrontan sus argumentos, les contribuye a desarrollar pensamiento critico y a construir
consistentemente su aprendizaje. Del mismo modo, en el documento titulado Serie de
Lineamientos Curriculares de Matematica del MED (1998) de Colombia se indica que los
estudiantes deben debatir sus ideas, negociar y especular sobre posibles ejemplos y contra

ejemplos que les ayude a refutar o confirmar sus ideas matematicas.

Bajo esta perspectiva, la ensefianza de las matematicas requiere de una buena preparacion
pedagogica por parte del docente. Fraenkel (2007) , indica que es necesario que el docente
utilice una diversidad de estrategias y herramientas para la ensefianza donde involucre
activamente al estudiante en su proceso de aprendizaje, teniendo como fin promover y

mejorar la comprension de los conocimientos de las matematicas en la clase.

Por otro lado, en el mundo actual, la presencia cada vez més visible de las nuevas tecnologias
en la vida de las personas genera la necesidad de adaptarlas y estudiar la forma en que estas
se conviertan en herramientas e instrumentos utiles, motivadores y eficientes para el
desarrollo de procesos de estudio en matematicas. Al respecto, Barrera (2001) y Martin
(2000), sostienen que las TD son herramientas que permiten generar distintas
representaciones de los objetos de estudio, asi como facilitar al estudiante plantear sus
propias preguntas o proponer nuevos desafios necesarios en la construccion de
conocimientos matematicos puesto que rompen con los aprendizajes basados en una

educacidn tradicional rutinaria.

Sin embargo, es necesario reflexionar sobre la forma en que se utilizan las TD para los
procesos de ensefnanza-aprendizaje de las matematicas, ya que por un lado, para el profesor
implica adaptarse a ellas para poder integrarlas en sus practicas, diseiar ambientes, redisefiar
tareas propicias para fortalecer y estimular el pensamiento y el desarrollo de procesos
matematicos; en tanto para el estudiante se generan nuevas dinamicas para explorar de formas
diferentes algunas ideas, desarrollar sus habilidades en la solucion de tareas, enfrentarse a

desafios en situaciones reales o semireales, y en si aprender matematicas.

En tal sentido, los procesos de ensefianza-aprendizaje mediados por las TD deben ser

planificados teniendo en cuenta las necesidades y las caracteristicas de los estudiantes, los
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propositos de formacion en matematicas, la forma de concebir, estudiar y usar las
matematicas con el objetivo de fortalecer el desarrollo de competencias matematicas
apropiadas para que un estudiante cuente con las herramientas para enfrentarse a problemas

actuales y futuros en los que pueda usar matematicas.

En consonancia con lo anterior, los aprendizajes que se desarrollan dentro de procesos
dinamicos permiten observar y describir de forma mas répida los cambios que experimenta
un objeto matematico al interactuar con €l a través del uso de las TD. Sin embargo, se puede
generar dependencia frente a estas herramientas, desestimar el célculo mental y la
comprension de los conceptos matematicos que son fundamentales. Por ejemplo, un
estudiante puede olvidar el desarrollo de procesos sencillos o asumir que la manipulacion de
algunas representaciones es suficiente para comprender los objetos y sus relaciones. Es asi
como Godino, Batanero y Font (2003) priorizan la necesidad de cuestionar el tipo de tareas
que los docentes deben plantear o disefar para que los estudiantes las solucionen

dependiendo de los propoésitos de formacion.

Particularmente, si se pretende proponer tareas mediadas por las TD, es fundamental hacer
uso de teorias, estrategias y didacticas pertinentes y apropiadas, que permitan al docente
orientar los procesos de ensefianza con el uso de tales herramientas, asi como al estudiante,
perfeccionar sus métodos, formas y mecanismos de aprender mediante su uso. Ademas, es
importante reconocer el tipo de artefactos, herramientas e instrumentos que permitan alcanzar
los objetivos propuestos, las condiciones de su uso, las limitaciones y el contexto ecoldgico

o integrador de los procesos de estudio.

Por otro lado, entendiendo que las matematicas estdn inmersas en los entornos de los
estudiantes y que son ttiles en diferentes situaciones, se observa la posibilidad de construir
tareas relacionadas con tales entornos o situaciones para enriquecer la construccion de
conceptos matematicos. Con relacion a lo anterior, en la Serie de Lineamientos Ministerio de
Educacion Nacional (1998), refieren la importancia de usar el contexto del estudiante como
un recurso para el disefio y ejecucion de tareas para el aprendizaje de las matematicas, pues
alli existen multiples elementos y variables que pueden ser utilizados para el planteamiento
de preguntas problematicas cuyo proceso de solucion genera un amplio sentido a los

aprendizajes de las matematicas.
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Finalmente, los aspectos relacionados con el tipo de matematicas que se quiere ensefiar en
el aula, la importancia del uso de las tecnologias digitales en dichos procesos y el uso del
contexto del estudiante como generador de conocimiento, son pertinentes en relacion con los
propositos de esta investigacion , puesto que en conjunto, se pueden convertir en insumos
para el disefio y desarrollo de didéacticas para el aprendizaje de las matematicas y en
particular para el desarrollo de competencias en los estudiantes para el trabajo con funciones
cuadraticas, sus propiedades y representaciones algebraicas y geométricas. A continuacion,
se abordaran dos aspectos relacionados al marco de referencia; la forma en qué seran

utilizadas las TD y la concepcion de tareas que sera empleada.

3.2.1 El uso de TD en los procesos de enseiianza-aprendizaje de las matemdticas

La diversidad y potencial del uso de las TD ha sido un soporte para avances y mejoras en los
procesos de ensefianza-aprendizaje de las matemadticas. Por ejemplo, (Francesc, 2014)
describe que el uso de las TD contribuye al desarrollo del conocimiento a partir de las
representaciones dinamicas, dando paso a procesos de exploracion a partir de tales
representaciones y permitiendo un papel activo de los estudiantes en sus procesos de
aprendizaje. Por su parte, Herndndez J (2008) enfatiza que al integrar el uso de las TD con
visiones constructivistas del conocimiento se pueden crear diferentes experiencias para que
los estudiantes aprendan de formas diferentes, permitiendo la manipulacion de objetos

matematicos durante su proceso de aprendizaje y generando significados para ellos.

En concordancia, Herndndez Gomez et al. (2016) reconoce el uso de las TD como apoyo en
la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, proporciona al docente y al estudiante nuevas
formas para abordar el estudio de los objetos, por ejemplo, permitiendo representaciones
manipulables, en 2 y 3 dimensiones, a través de programas especializados; panorama que se
ha podido evidenciar desde la incorporacion de programas como Logo (en 1980) al curriculo
escolar hasta el uso de plataformas digitales que incluyen diferentes aplicativos disefiados
para trabajar con objetos matematicos de forma individual o colaborativa. Por otro lado, el
docente debe proponer actividades, tareas o ejercicios que inviten al estudiante a pensar y

desarrollar su conocimiento.
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Una mirada desde la teoria constructivista de Vygotsky permite comprender la importancia
que puede tener el uso de las tecnologias digitales (TD) en los procesos de aprendizaje. Desde
esta perspectiva, las TD favorecen la creacion de nuevas conexiones y significados,
posibilitando que el estudiante elabore una comprension mental de los objetos matematicos
a partir de procesos de interaccion. En esta linea Borgobello & Monjelat (2019), destacan
que, al vincular los planteamientos de Vygotsky con el uso de TD, se evidencia el papel
mediador de estas herramientas en la construccion del conocimiento. Igualmente, Papert y
Harel (1991), enfatiza en la construccién de conocimiento a través de la participacion en
actividades que pueden ser motivadoras con el uso de las TD y permitiendo lo que se
denomina, segiin Balacheff (1996) y Armella (2002) nuevos realismos matematicos. Bajo
estas nuevas realidades, las TD se pueden convertir en herramientas y ser usadas como una
maquina para la ensefianza y como instrumento para prensar (Papert S. , 1980) y (Tortos,

1997)

Bajo esta vision, particularmente hay al menos tres asuntos a tratar en relacion con la
incorporacion de TD en los procesos de ensefianza-aprendizaje de las matematicas; por un
lado, el propdsito del uso de las TD y la forma de lograr dicho propdsito; el papel del profesor
en relacion con la forma de utilizar TD; y el papel del estudiante en relacion con las TD
(centrandose en la forma de interaccion y los propositos de tal interaccion). Estos asuntos
son abordados desde diferentes perspectivas, entre las cuales, la teoria de Orquestacion
Instrumental (Trouche, 2004) pone al docente como el agente orientador que planea, organiza
y disefa tareas mediadas por tecnologias digitales, facilitando la interaccion entre estudiantes
y TD; de esta forma, las TD, vistas en principio como artefactos, se convierten en
instrumentos apropiados a través de los cuales se configuran procesos de aprendizaje
generadores de nuevos conocimientos, aspectos que son pilares de la teoria de la Génesis

Instrumental (Rabardel, 1995).

A continuacidn, se exponen con mas detalle algunos elementos de las teorias de Orquestacion
y Génesis Instrumental, dos teorias que permiten un marco de referencia apropiado para

desarrollar el proposito de esta investigacion.
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3.3 Orquestacion y Génesis Instrumental

Existen teorias en didactica de las matematicas enfocadas en estudiar el potencial del uso de
las TD en los procesos de ensefianza-aprendizaje de las matematicas que, por un lado, sirven
como marco de referencia para que el docente identifique la forma en que va a utilizar las
TD, su proposito y las acciones que va a ejecutar y, por otro lado, permiten entender/planear

la forma en la que los estudiantes aprenden bajo un proceso mediado por tales TD.

Drijvers et al. (2012) y Mariotti (2006) enfatizan que el aprendizaje de los estudiantes, en un
proceso educativo en el aula mediado por TD, debe ser guiado por el docente a través de una
Orquestacion Instrumental, bajo la cual se establece y organiza tanto el rol de los estudiantes
como el papel de la TD. Formalmente, la Orquestacion Instrumental es definida por Trouche
(2004), como la organizacion y el uso intencional y sistematico, por parte del profesor, de
los diversos artefactos (v.g. TD, esquemas, algoritmos, representaciones geométricas,
algebraicas y material ostensible) disponibles en un entorno de aprendizaje. Asi mismo,
Orozco y Cuevas Vallejo (2021) consideran que la Orquestacion Instrumental se utiliza en la
enseflanza para organizar y coordinar los recursos disponibles como artefactos tecnologicos

con la finalidad de orientar a los estudiantes en sus aprendizajes.

Una analogia que sirve para comprender mejor el concepto de Orquestacion Instrumental se
da al considerar el papel del profesor como el de un director técnico que planifica, organiza
y propone estrategias para que un equipo de futbol participe y, en la medida de lo posible,
gane un partido. La labor del director técnico es dirigir las estrategias que empleara para
ganar cada partido, para ello planifica los esquemas y estrategias de acuerdo con la posicion
de cada jugador en el equipo (los artefactos) y de las cualidades de sus jugadores y las
posibles dificultades al jugar con el equipo contrario. Sin embargo, cada jugador, aunque
sigue esquemas de juego planeado debe poner en practica diferentes soluciones de manera
improvisada de acuerdo con su experiencia y capacidades individuales. El juego en conjunto,

organizado, planificado y dirigido garantiza obtener los mejores resultados posibles.

Drijvers et al. (2010) y, Orozco y Cuevas Vallejo (2021), se establecen los elementos
fundamentales para que un docente alcance los objetivos propuestos en la ensefianza de la

matematica bajo una Orquestacion Instrumental, a saber: la configuracion didactica, los
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modos de explotacion y la actuacion didéctica. Si se pretende que los estudiantes construyan

sus propios conocimientos bajo la guia del docente, es importante que el docente seleccione

los materiales o artefactos apropiados para alcanzar los objetivos propuestos a través de un

proceso de ensefianza aprendizaje y que determine las condiciones bajo las cuales los

artefactos serdn entregados al estudiante. Segin Radford (2003), es claro que dichos

elementos permiten ver las acciones del docente como una forma de actuacion didactica

(actividad de hacer matematica) que involucra aspectos esperados e inesperados en los que

se tiene en cuenta los aportes de los estudiantes. La Figura 21 se describen los tres elementos

mencionados y algunos ejemplos de tipos de Orquestacion.

Figura 21

Elementos de una Orquestacion Instrumental y ejemplos de Orquestaciones
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De otra parte, Rabardel (1995) reconoce que la interaccion permanente, orientada y
programada entre el estudiante y los artefactos, como la TD, convierte a estos en instrumentos
de aprendizaje, lo cual denomina Génesis Instrumental. Esta interaccion es generadora de
cambios en los aprendizajes y desarrollo de competencias para los estudiantes, ademas de
fortalecer sus habilidades en relacion con el uso de TD, permitiendo que se enfrenten a ideas
matematicas. Asimismo, se habituen a reflexionar, plantear hipotesis y conjeturas, validarlas

y valorarlas (Rodriguez & Ansola Hazday, 2010).

Bajo esta perspectiva entenderemos mediaciéon o mecanismo de mediacion con TD en
educacion matematica como el proceso por el medio del cual se utilizan artefactos
tecnologicos bajo Orquestacion Instrumental con el propdsito de promover una Génesis

Instrumental en relacién con un objeto matematico en un contexto determinado.

En el contexto de la educacion mediada por TD, los esquemas de utilizacion juegan un papel
fundamental en la interaccion entre el estudiante y los artefactos tecnoldgicos. Segin
Rabardel (1995), los esquemas de utilizacién son procedimientos esquematicos de acciones
que los individuos desarrollan al interactuar con un artefacto para alcanzar un objetivo
especifico. Estos esquemas no sélo guian el uso del artefacto, sino que también permiten que
los estudiantes lo integren en sus procesos de aprendizaje, en este sentido, Leung et al.
(2006), citados en Perry et al. (2013) coinciden en que los esquemas de utilizacién emergen
de la interaccion repetida con TD, lo que permite a los estudiantes estructurar acciones y
resolver problemas de manera efectiva al adaptar las funcionalidades del artefacto a sus

necesidades.

La incorporacion de estos esquemas en el disefio de tareas educativas es esencial para
fomentar un mayor desarrollo de procesos de aprendizaje y construccion de conocimientos,
ya que, como sefialan Sua Florez y Camargo Uribe (2019), estos esquemas son sefiales claras
de la actividad matematica realizada por los estudiantes al enfrentarse a problemas con apoyo
en tecnologias. Asi mismo Samper et al. (2013) muestran que los esquemas de utilizacion se
describen como parte de una actividad instrumentada de forma que estos esquemas emergen

y se desarrollan a medida que los estudiantes interactiian con artefactos.

En la Génesis Instrumental dos procesos son cruciales Figura 22, la instrumentacion, es decir,

los modos implicitos de acciones y conocimientos, y la instrumentalizacion, es decir, como
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el estudiante da forma al artefacto. Sin embargo, los mismos autores enfatizan que un

artefacto no es automaticamente un instrumento; primero es necesario que el estudiante

desarrolle habilidades para usarlo en una forma practica y pueda aprender a ver las

circunstancias en las que puede ser util en la solucion de tareas y construccion de sus

conocimientos.

Particularmente, en un proceso de génesis instrumental mediada por TD se presentan dos

escenarios; en primer lugar, los estudiantes se adaptan al uso de las TD reconociendo sus

elementos técnicos y sus formas de funcionamiento y, en segundo lugar, los estudiantes

utilizan y adaptan las TD en beneficio de sus procesos de aprendizaje, fortaleciendo su

conocimiento y mejorando la construccion de significados. Por consiguiente, bajo esta teoria

la labor del docente es formular tareas que permitan el desarrollo de una Génesis

Instrumental.

Figura 22

Génesis instrumental y procesos de la de la Génesis
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manera efectiva.
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Nota. Fuente de elaboracion propia en canva con base en Orquestacion Instrumental de
recursos diddcticos digitales para apoyar la ensefianza y el aprendizaje de conceptos del
algebra lineal (pp. 33-63), por (Betancourt Gonzélez, 2014), Tesis doctoral, Centro de
Investigacion y de Estudios Avanzados del IPN.

De otra parte, es necesario disefiar estrategias didacticas, actividades y tareas que permitan
explotar o aprovechar de manera eficiente cada uno de los artefactos entregados al estudiante
para lograr el proposito de una Génesis Instrumental. Ademas, el docente de matematicas
debe realizar el ejercicio de evaluar los instrumentos o recursos usados en cada actividad, asi
como las estrategias didacticas propuestas para aprovechar de manera eficiente cada recurso
utilizado y los escenarios en los cuales se ejecuten las actividades con el fin de proponer los

ajustes necesarios para lograr el objetivo.

En el marco de esta investigacion, aunque se identifica el rol del profesor y su papel en el
proceso de Orquestacion, se pondrd mayor atencion al proceso de Génesis Instrumental a
través del disefio de una secuencia de tareas con el proposito de fortalecer los aprendizajes
de los estudiantes al momento de identificar y caracterizar las propiedades algebraico-

analiticas de las funciones cuadraticas.

3.3.1 Génesis Instrumental en el diserio de Tareas

En el marco de la teoria de la Génesis Instrumental, las tareas deben disefiarse para guiar a
los estudiantes en la transformacion de las herramientas digitales en instrumentos efectivos
de aprendizaje. Segtin Artigue M. (2004), el proceso de la Génesis Instrumental se desarrolla
mediante el uso de esquemas en los que existe una relacion entre los conocimientos
matematicos y los técnicos, particularmente los asociados a los artefactos siendo fundamental
para el desarrollo. Ademas, la integracion de tecnologias demanda una gestion didactica que
considere la relacion entre lo técnico y lo conceptual. Por esta razon, es crucial que las tareas
sean dinamicas, interesantes y atractivas para los estudiantes, fomentando su participacion
en la formacién académica. Esto no solo beneficia su aprendizaje, sino que también

promueve la autonomia y responsabilidad en el uso de TD durante su proceso educativo
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Ademas, la Génesis Instrumental permite identificar las dificultades que pueden enfrentar los
estudiantes al integrar sus aprendizajes con TD, y facilita a los disefiadores de tareas
considerar la evolucion en el uso de estas herramientas. A medida que los estudiantes se
familiarizan y adaptan a las tecnologias, el disefio de las tareas debe evolucionar junto con el
aprendizaje del estudiante, ajustdndose a las nuevas interacciones que se generan y
ofreciendo desafios cada vez més complejos que promuevan una integracion continua de las

herramientas en su actividad matematica (Artigue, 2002).

Para entender cémo la Génesis Instrumental influye en el disefio y la aplicacion de tareas
mediadas por TD, es necesario abordar algunos elementos clave de esta teoria. En primer
lugar, la Génesis Instrumental pone de relieve las relaciones que se establecen entre tareas,
artefactos y su transformacion en instrumentos, asi como los procesos de instrumentacion e
instrumentalizacion. Estos aspectos se integran al momento de disefar las tareas y de ejecutar

una Orquestacion organizada y dirigida por el docente.

Un primer elemento por considerar son los artefactos, entendidos como objetos o recursos
creados para facilitar la comprension o el desarrollo de un proceso de ensefianza-aprendizaje.
Los artefactos constituyen los medios con los que los estudiantes interactiian con los objetos
matematicos, para que el estudiantes logre apropiarse de estos para poderlos transformar el

instrumentos para pensar y desde luego actuar matematicamente (Artigue, 2002).

los artefactos pueden incluir materiales didacticos, tecnologias digitales o cualquier elemento
que medie la interaccion entre el estudiante y el objeto matematico. Estos artefactos
adquieren una nueva naturaleza cuando el estudiante logra apropiarse de ellos y
transformarlos para cumplir con tareas especificas, convirtiéndolos en instrumentos. Esto
evidencia que los artefactos son creados para facilitar la ensefianza y el aprendizaje, mientras
que los instrumentos son adaptaciones o usos especificos de estos artefactos (Rabardel,

1995).

Por otro lado, es necesario garantizar procesos que aseguren la interaccion de un artefacto a
un instrumento. Estos procesos incluyen, por un lado, las habilidades matematicas esenciales
para desarrollar el pensamiento critico, como la representacion grafica o simbolica, la
visualizacidn de relaciones y hechos, la formulacioén de hipotesis basadas en observaciones,

la validacion de conjeturas, y la justificacion de conclusiones. Por otro lado, también son
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fundamentales los procesos relacionados con la instrumentalizacion, que incluyen la
familiarizacion con el entorno y los artefactos, como identificar las funciones bdésicas y
avanzadas de un programa y comprender su interfaz (Drijvers et al., 2010). Segun estos
autores, el proceso de instrumentalizacion requiere que los estudiantes se familiaricen con
las herramientas y el entorno de GeoGebra, desarrollando habilidades para manipular objetos

matematicos de manera efectiva.

En la Génesis Instrumental, la interaccion entre el estudiante y las TD desempena un papel
crucial en el desarrollo del proceso de aprendizaje de las matematicas. Segun Coca Santanilla
y Benitez Pérez (2023) al utilizar TD, por ejemplo, GeoGebra en la ensefianza de la
matematica no solo facilita la visualizacion y manipulacioén de conceptos abstractos, sino que
también influye en los procesos de instrumentalizacion e instrumentacion. La
instrumentalizacion se refiere al proceso mediante el cual los estudiantes interiorizan y
adaptan las herramientas digitales, integrandolas en su repertorio cognitivo. Trouche (2004)

sugiere la existencia de tres etapas en la instrumentalizacion.

1. Etapa de exploracion y seleccion de funciones relevantes: Se refiere al proceso en

el que el estudiante identifica y elige las teclas y comandos ttiles del software.

2. Etapa de personalizacion: En este nivel, el estudiante ajusta el uso del artefacto

segun sus necesidades.

3. Etapa de transformacion: Aqui, el estudiante transforma el uso del artefacto para

hacerlo mas eficiente.

A continuacion, se ejemplifican en la Tabla 6 algunos indicadores relacionados con el

proceso de instrumentalizacion trabajados en algunas investigaciones.
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Tabla 6

Algunos indicadores relacionados con el proceso de instrumentalizacion

Investigacion

Descripcion del trabajo (tarea, TD)

Indicadores de
instrumentalizacion

Sua Floérez y Camargo
Uribe (2019)

Presentan  tareas de  geometria
dindmica, utilizando el programa
GeoGebra. Especificamente se
plantean problemas relacionados con el
lugar geométrico de los centros de
circunferencias que contienen dos
puntos dados que determinan sus
diametros. Estas tareas incluyen la
construccion 'y manipulacion  de
circunferencias y la mediatriz de un
segmento, buscando identificar
patrones y propiedades geométricas a
través del uso del software.

Descubrimiento de posibilidades de
un comando, por ejemplo: al
reconocer que el comando simetria
central sirve para construir, a partir
de los puntos A y B, un punto C de
tal forma que B es punto medio de A
y C. (Etapa de exploracion)

Brausin Fandifio y
Herrera Vargas (2019)

Elaboran tareas para que los
estudiantes comprendan conceptos
como distancia, velocidad, aceleracion,
y otros conceptos matematicos y
fisicos a través de la interaccion
tecnologica, es decir, la relacion que
pueden  establecerse  entre  los
estudiantes 'y las  tecnologias
permitiéndoles representar
graficamente su propio movimiento
corporal usando el programa Ranger
que esta integrado en el sensor de
movimiento CBR el cual captura los
datos de movimiento de los
estudiantes.

La exploracion de las
potencialidades del artefacto ocurre
cuando los estudiantes utilizan el
sensor de movimiento CBR y la
calculadora TI-92 PLUS para
observar como los movimientos de
su cuerpo son representados
graficamente. Inicialmente, los
estudiantes exploran los comandos
basicos, como alejarse o acercarse
del sensor para observar como esto
afecta la grafica de distancia vs.
tiempo. (Etapa de exploracion)
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Coca Santanilla y
Benitez Pérez (2023)

Presentan diversas tareas orientadas en
la construccion de curvas incluyendo
lineas rectas, parabolas y
circunferencias propone en contextos
de la fisica el uso de software para el
analisis de movimientos parabdlicos
con el fin de valorar y clasificar la
emociébn que  presentaban  los
estudiantes al interactuar con el
artefacto y el cuaderno.

Una de las tareas consistid6 en la
solucion de problemas referentes a una
aplicacion de parabolas a la fisica,
empleando el cuaderno y el software
GeoGebra.

Identificacion de acciones, como
fijar puntos, arrastrar puntos, reflejo
de puntos con respecto a un eje,
rotacion, traslacion, obtencion de
angulos. Por ejemplo, el estudiante
puede graficar los puntos obtenidos,
trazar el eje de simetria y reflejar los
puntos para luego utilizar Ia
ecuacion obtenida insertandola en la
vista algebraica y comprobar que se
encuentra  sobre  un  lugar
geométrico. Hace cambios al
ingresar una funcion en la vista
algebraica y observa lo que pasa con
el movimiento parabolico. (etapa de
personalizacion-transformacion)

Vargas Alejo y
Guzmam Hernandez
(2012)

Problemas verbales algebraicos de tasa
el cual refieren a problemas que
implican una relacion entre dos
magnitudes que no son homogéneas.
Este tipo de problemas ayuda a los
estudiantes a desarrollar el
pensamiento algebraico, en particular
la comprension de la variable y la
incognita dentro de una ecuacion.

El problema de tasa es usado para
describir como cambia una cantidad en
promedio con respecto a otra para ello
involucra relaciones cuaternarias, lo
que implica que se establecen
conexiones entre cuatro cantidades
distintas solucionadas mediante el uso
de hoja electronica en software Excel
en la resolucion problemas.

Los estudiantes establecen
relaciones entre las celdas de
diferentes  columnas, creando
férmulas que vinculan los datos de
una fila y luego arrastran estas
férmulas a lo largo de las columnas
para replicar los calculos. (etapa de
personalizacion-transformacion)

Drijvers, Godino, Font,
y Trouche (2012)

Uso del algebra computacional para el
aprendizaje del concepto de parametro
(Drijvers,2003). Para esta tarea los
estudiantes tienen una calculadora
simbolica (TI-89) a su disposicion,
tanto en la escuela como en casa.

Proponen un grafico de las familias de
curvas dadas por la expresion y =x?2 +
b e incluyen preguntas que centran la
atencion en el vértice y el tipo de curva
que se obtiene; ademds, se pide al
estudiante que determine una ecuacion
a partir del vértice y otros datos.

Aplican férmulas para resolver
ecuaciones de segundo grado en
casos concretos (no paramétricos).
Como conocimientos tecnolégicos
preliminares, los estudiantes son
capaces de dibujar graficos en la
calculadora simbdlica, resolver
ecuaciones no paramétricas y
realizar sustituciones numéricas en
los  comandos  “solve”.  Es
importante  indicar que los
comandos de resolucion y
sustitucion se pueden articular y
combinar en comandos mas
complejos. (etapa de
transformacion)
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Nota. Fuente de elaboracion propia con base en informacion de las investigaciones de los

autores mencionados en Tabla 6.

Por otro lado, la instrumentacion se centra en como estos artefactos modifican las actividades

matematicas del estudiante, permitiendo nuevas formas de pensamiento y resolucion de

problemas, y convirtiéndolos en instrumentos. Asi mismo, los esquemas de utilizacion se

constituyen en la forma de observar la génesis instrumental, estos esquemas se refieren a un

conjunto estructurado de acciones que se ejecutan de manera habitual al interactuar con un

artefacto con un propodsito especifico. En la Tabla 7 aparecen algunos ejemplos de

indicadores relacionados con procesos de instrumentacion.

Tabla 7

Algunos indicadores relacionados con el proceso de instrumentacion

Investigacion

Descripcion del trabajo (tarea, TD)

Indicadores de instrumentacion

Sua Florez y
Camargo Uribe
(2019)

Construccion de un tridangulo equilatero
mediante el uso de comandos de
circunferencia, con el objetivo de
desarrollar esquemas asociados a la
manipulacion de elementos geométricos.

Aparicion de un esquema asociado a un
conjunto de comandos. Por ejemplo, la
construccion de un tridngulo equilatero a
partir de un segmento AB y dos
circunferencias congruentes de radio AB
con centros en Ay B.

Brausin Fandifio y
Herrera Vargas
(2019)

Modelacion de situaciones de
movimiento. Permite a los estudiantes

explorar relaciones matematicas y
cientificas existentes entre distancia,
velocidad, aceleracion y tiempo. El

estudiante identifica como debe moverse
(acercarse, alejarse o permanecer en
reposo) para replicar una grafica
especifica que le ha sido proporcionada.
Esto requiere coordinar su propio
desplazamiento con la representacion
visual, ademas de utilizar de manera
adecuada los artefactos necesarios para la
combinacion de dichas acciones fisicas
(movimiento corporal).

Esquema asociado al uso de |Ia
calculadora TI-92 PLUS y el sensor
CBR, integrandolos en su actividad
matematica, lo que les permite elaborar y
comprobar conjeturas, asi como modelar
graficamente fenomenos fisicos como el
movimiento. Para esto los estudiantes
usan los comandos para transportar los
datos del movimiento del programa
Ranger a las calculadoras; el estudiante
da cuenta que termina el proceso cuando
parpadea una luz verde del CBR luego
emite un sonido y la calculadora muestra
un mensaje finalmente ubica el sensor en
un punto fijo y se ubica a una distancia
que el sensor registre el movimiento.
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Coca Santanilla y
Benitez Pérez
(2023)

Presenta diversidad de tareas en donde se
trabaja construccion de curvas como
parabolas y circunferencias.
Particularmente, proponen un problema
de  lanzamiento  (simulando  un
movimiento parabdlico) de un objeto con
un angulo dado, el estudiante debe
encontrar la ecuacion, altura maxima etc.

Utiliza comandos en GeoGebra para
graficar puntos, los ubica directamente
en la vista geométrica seleccionando de
la barra de herramientas punto o los
ingresa en la barra de entrada en la vista
algebraica, luego utiliza el comando
simetria axial para reflejar los puntos que
ha colocado antes y posteriormente unir
puntos para formar la grafica de la
funcion.

Vargas Alejo y
Guzmam
Hernandez (2012)

Los estudiantes utilizan artefactos como
formulas recursivas y relaciones entre
celdas para encontrar soluciones que
implican relaciones entre cantidades no
homogéneas, como tiempo y dinero, o
precio y nimero de articulos.

Hay un esquema de utilizacién cuando el
estudiante emplea “la funciéon halar”
(puntero cruz negra) al seleccionar
elementos de una sucesion para generar
los siguientes elementos de tal sucesion
(el programa identifica un patrén y
reconocemos esa identificacion)

Drijvers, Godino,
Font y Trouche,
(2012)

Para esta tarea los estudiantes tienen una
calculadora simbolica (TI-89) a su
disposicion, tanto en la escuela como en
casa.

Se proponen un grafico que presenta las
familias de la funciones y=x2 + bx + 1.
Una de las preguntas propuestas en la
tarea es determinar la ecuacion de la
curva que pasa por los vértices de las
parabolas y dibujar algunos graficos para
su verificacion.

A partir de los instrumentos utilizados en
la tarea, los estudiantes intentan utilizar
esquemas de sustitucion para asignar
valores a los parametros establecidos en
la funcion . Para ello deben usar el
simbolo de la multiplicaciéon entre las
variables, ademas deben seleccionar al
comando "solve” necesario para que el
instrumento fisico ejecute la accion para
resolver la ecuacion. En este ejercicio es
necesario que el estudiante ejecute
sintacticamente los comandos ¢ iguale a
cero la expresion algebraica e indique la
incognita a reemplazar.

Nota. Fuente de elaboracion propia con base en informacion de las investigaciones de los

autores mencionados en Tabla 7.

Este andlisis subraya la importancia de disefiar tareas que no solo incorporen TD, sino que
también promuevan un uso reflexivo y estratégico de estas herramientas, con el objetivo de
mejorar la construccion de significados de los objetos matematicos. Asi, la inclusion de TD
en el disefio de tareas no solo transforma el proceso de ensefianza-aprendizaje, sino que
también enriquece la experiencia educativa al fomentar un aprendizaje mas profundo y

significativo.
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Existen diferentes tipos de interacciones entre los estudiantes (sujetos) y la TD, dependiendo
de los propositos de las actividades o tareas, de las TD a utilizar, entre otros aspectos; sin

embargo, en general, tales interacciones se pueden organizar en cinco categorias.

e Interaccion Técnica: Se refiere al manejo de las herramientas y comandos
especificos del software. Los estudiantes deben aprender a utilizar las funcionalidades
técnicas para poder manejar el software de manera efectiva en sus tareas matematicas

(Drijvers et al., 2010).

e Interaccion Conceptual: Implica la comprension y manipulacion de conceptos
matematicos a través del uso del software. Los estudiantes utilizan la tecnologia para
visualizar y explorar conceptos abstractos, facilitando su comprension (Trouche,

2004).

e Interaccion Pedagégica: se enfoca en el uso de la tecnologia en el contexto de
estrategias de ensefianza y aprendizaje. Aqui se analiza como los docentes integran
la tecnologia en su metodologia de ensefianza para favorecer el aprendizaje

matematico (Laborde, 2001).

e Interaccion Social: Se refiere a la colaboracion y comunicacion entre estudiantes
utilizando la tecnologia. La interaccion social es fundamental para el aprendizaje
colaborativo y el intercambio de ideas donde los estudiantes comparten, discuten

conjeturas y ademads construyen conocimiento matematico con la TD (Hoyles, 2003).

e Interaccion Cognitiva: Implica el desarrollo de habilidades de pensamiento critico
y resolucion de problemas mediante el uso de la tecnologia. Los estudiantes se
enfrentan a desafios matematicos que ejercitan la construccion de aprendizaje y la
reflexion sobre sus procesos, ademas de enfrentarse a desafios matematicos a través

del software fortalecen sus conocimientos. (Hollebrands, 2007).

Para comprender mejor las diferentes formas en que las TD influyen en el proceso de
ensefianza-aprendizaje, es esencial analizar las interacciones que se generan en este contexto.
Estas interacciones permiten identificar como, tanto los estudiantes como los docentes

utilizan las herramientas tecnoldgicas. A través de este analisis, se puede observar como las
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tecnologias contribuyen al desarrollo de competencias técnicas, conceptuales, pedagogicas,

cognitivas y sociales, enriqueciendo la ensefianza y potenciando el aprendizaje.

3.3.2 Diserio de tareas

Aunque en la literatura se pueden encontrar diferentes definiciones de tarea, en esta
investigacion particularmente se asume el concepto basado en términos Gémez , Mora, y

Velasco (2018)

Tareas: son aquellas acciones que el docente propone a los estudiantes con el propodsito de
contribuir a que logren las expectativas que ha establecido y superen sus limitaciones de
aprendizaje. “Las tareas son aquellas que se utilizan para recoger informacion sobre la

actuacion de los estudiantes y establecer sus conocimientos y habilidades”, (p.202).

Asi, una tarea involucra un conjunto de actividades que el estudiante debe realizar para lograr
un determinado objetivo de aprendizaje, partiendo de sus conocimientos y configurando
nuevas formas de aprender. Ademas, se identifican algunos elementos (Figura 23) que son
indispensables en el disefio e implementacion de una tarea como son: los requisitos para su
implementacion, las metas de ensefianza-aprendizaje, la formulacion misma de la tarea, los
materiales y recursos que se emplearan, la forma de organizacion en el aula (agrupamiento-
1.e. trabajo en equipos, individual), el tipo de interaccidon (entre personas, personas y

artefactos) y los mecanismos de comunicacion y la temporalidad. (Gomez et al., 2018)
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Figura 23

Elementos de una tarea
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Nota. Fuente de elaboracion el autor, basado en Gomez et al. (2018). Formacion de

profesores de matematicas y practica de aula, capitulo 5.

En relacion con el uso de TD para el desarrollo de tareas, se observa la importancia de

cuestionar la forma en que se modifican los diferentes elementos que se contemplan para su

disefio e implementacion. Segun en Gomez et al. (2018) los elementos caracteristicos de una

tarea tienen un papel crucial en la estructura y la efectividad, sin embargo, con las TD estos

elementos se ven afectados, requiriendo una adaptacion por parte del docente y de los

estudiantes. A continuacion, en la Figura 24 se muestra como cada uno de estos elementos

puede verse influenciado por la presencia de las TD.
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Figura 24

Influencia de las TD en los elementos de una tarea
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Nota. Fuente de elaboracion del autor.

Finalmente, se resalta la relevancia de disefiar tareas que permitan a los estudiantes
desarrollar diferentes tipos de competencias y actitudes hacia las matematicas, de forma tal
que se generen escenarios a través de los cuales se fortalezca su formacién en matematicas.
Asi mismo, la Integracion de las TD puede contribuir a generar cambios significativos y
utiles en la ensefianza-aprendizaje de los objetos matematicos. Investigadores como Gomez
Zermeno y Franco Gutriérrez (2018), consideran que aumenta la motivacion en el aprendizaje
y la participacion de los estudiantes en la matematica y Ivars, Ferndndez, y Llinares, (2019)
sostienen que el disefo de estas debe estar alineadas con los objetivos educativos ademas de
considerar como los estudiantes interpretan y abordan los problemas matematicos
permitiendo orientar los procesos de aprendizaje de forma reflexiva y significativo. Entre

tanto Molina el al. (2011), argumentan que una investigacion de disefio se busca “analizar el
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aprendizaje en un contexto mediante el disefio estudio de formas particulares de aprendizaje,
estrategias y herramientas de ensefianza” (p.76) para lograr fortalecer, mejorar y motivar la
realidad educativa a través de la consideracion de contextos naturales en toda su complejidad,
y del desarrollo y andlisis paralelo de un disefo instruccional especifico” (p.75).
Particularmente, en esta investigacion no solo se trata de entender (por lo menos de manera
parcial) como los estudiantes interactian y aprenden acerca del objeto matematico en
cuestion con las tareas que se disefiaran, sino también de entender como las tareas pueden
ser mejoradas para optimizar las posibilidades de aprendizaje de los estudiantes. En este
sentido, Molina et al. (2011) enfatizan la importancia de analizar el aprendizaje en su
contexto, utilizando un disefio y un estudio sistematico que considere las formas particulares
de aprendizaje, las estrategias empleadas y las herramientas de ensefianza, todo ello con una
vision sensible a la naturaleza interconectada del aprendizaje, la ensefianza y la evaluacion.

Para ser entendidos como un sistema donde cada componente afecta a los demas.

3.4 Procesos generales en el desarrollo de la matematica

En didactica de las matematicas, y en las matematicas mismas, se concibe la existencia de
algunos procesos generales que un estudiante de matematicas aborda cuando se enfrenta al
desarrollo de una actividad matematica. A continuacion, se describen, particularmente, los
procesos de visualizar, conjeturar, argumentar y comunicar, que seran considerados en el

disefio de las tareas.

3.4.1 Visualizar

La visualizacion, entendida como uno de los procesos generales de la actividad matematica,
ha sido interpretada desde diversas perspectivas. En primer lugar, Alvarez Alfonso et al.
(2014) la definen como el proceso de observar objetos matematicos para identificar sus

caracteristicas y las relaciones establecidas entre ellas.

En relacion con este concepto, Planchart (2002) presenta las visiones de varios autores; para
Zimmermann y Cunningham (1991) la visualizacion se refiere a la produccion o uso de

representaciones geométricas y graficas de conceptos o problemas matematicos. Dichas
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representaciones, elaboradas a partir de diagramas o construcciones visuales, permiten

describir de manera grafica los objetos y las situaciones matematicas abordadas.

De acuerdo con Ministerio de Educacion Nacional (1998), las representaciones constituyen
un medio fundamental para entender los objetos matematicos, pues el aprendizaje de las
matematicas requiere del uso de diferentes formas de representacion que posibiliten
visualizar, explorar y construir relaciones entre los objetos matematicos. En este sentido, la
visualizacidn se concibe como una forma en la que los estudiantes construyen significados a
partir de la observacion, la exploracion y la interaccion con distintas representaciones, tales

como graficos, tablas o expresiones simbolicas en un contexto matematico determinado.

Asimismo, Alvarez et al. (2014) sostienen que la visualizacion se fundamenta en la
observacion del objeto matematico desde los esquemas cognitivos que el estudiante posee,
lo que le permite identificar sus caracteristicas y las relaciones que se establecen entre ellas.
Estos autores enfatizan que la visualizacidon, como parte del proceso de conjeturar, no se da
de manera descontextualizada, sino que se apoya en los elementos del contexto de la tarea
que orientan la construccion de la conjetura. De esta forma, la visualizacion se convierte en
un elemento estratégico que facilita la identificacion de patrones o propiedades en los objetos

matematicos y orienta la formulacion de conjeturas.

3.4.2 Conjeturar

Desde la vision del MEN (1998) y reafirmado por autores como Alvarez et al. (2014), el
ejercicio de conjeturar implica la formulacion de afirmaciones acerca de ciertas propiedades
de los objetos matematicos como resultado de la observacion, la experimentacion y la
exploracion. Las informaciones obtenidas de dichas acciones se convierten en elementos que

permiten al estudiante formular conjeturas o juicios sobre los objetos observados.

En esta misma linea, Cafiadas et al. (2008) consideran que las conjeturas pueden clasificarse
en cinco tipos, segin el tipo de razonamiento que se manifieste en la solucion de los
problemas matematicos: inductivo, deductivo, abductivo o analdgico. Estos autores sostienen
que toda conjetura involucra acciones y actividades matematicas de naturaleza transversal y

secuencial que se pueden visualizar a lo largo del proceso de resolucion.
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En términos generales, el acto de conjeturar implica la participacion de la visualizacion
mediante acciones como la identificacion de patrones, relaciones, regularidades y

propiedades, asi como la generalizacion y la validacion de las conjeturas elaboradas.

34.3 Argumentar

Diversos autores, como Alvarez et al. (2014), coinciden en que la argumentacion es un
proceso presente en todas las etapas del quehacer matematico. Tiene un cardcter social, ya
que depende del contexto en el que se formulan las conjeturas, y permite sustentar o refutar
afirmaciones a partir de datos obtenidos de la observacion de hechos o de premisas que

conducen a una conclusion.

Segiin los Lineamientos Curriculares de Matematicas (MEN, 1998), la argumentacion
constituye un proceso mediante el cual los estudiantes validan procedimientos, justifican sus
afirmaciones y comunican sus razonamientos. En consecuencia, se requiere de una educacion
que propicie espacios para la argumentacion dentro de la actividad matematica escolar,
promoviendo la confrontaciéon de ideas y la construccién de conocimiento desde una

perspectiva cognitiva, social y participativa.

De acuerdo con Alvarez et al. (2014) “en todas las fases del desarrollo de la actividad
matematica, el proceso de argumentar debe estar presente con el objetivo de potenciar el
pensamiento matematico y propiciar habilidades o competencias argumentativas” (p.89).
Estos autores también destacan que promover la argumentacion en la actividad escolar
favorece la capacidad de los estudiantes para generar razonamientos solidos sobre los

problemas matematicos.

3.4.4 Comunicar

Desde la perspectiva del MEN (1998), la comunicacion constituye un eje fundamental en los
procesos de formacidon, ya que permite la expresion de ideas, la explicacion de
procedimientos y la argumentacion de resultados mediante distintas formas de

representacion. En este ambito se incluyen multiples maneras de comunicar, tales como el
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uso de representaciones graficas, simbolos, tablas y otras formas de expresion del

pensamiento matematico.

En términos generales, la comunicacion ofrece a los estudiantes la posibilidad de expresar
sus reflexiones, confrontar ideas y construir significados de manera colectiva. Segin Alvarez
et al. (2014), la comunicacion matematica articula los procesos de visualizacion,
conjeturacion y argumentacion, posibilitando la construccion conjunta del conocimiento

alrededor de las diferentes representaciones matematicas.

En el marco de esta investigacion, luego de indagar la informacion anterior, se entenderan
los procesos matematicos de visualizacidon, conjeturacion, argumentacién y comunicacion
como componentes interrelacionados que orientan la construccion del conocimiento
matematico durante el desarrollo de las tareas mediadas por TD. La visualizacién permitira
que los estudiantes exploren y reconozcan relaciones entre los elementos de la funcion
cuadratica desde sus representaciones algebraicas y geométricas; la conjeturacion se
entenderd como la formulacion de hipotesis derivadas de dichas exploraciones; la
argumentacion, como el proceso mediante el cual los estudiantes validan o refutan sus
conjeturas a través de razonamientos que involucran los objetos matematicos en el contexto
establecido; y la comunicacion, como el medio que posibilita la expresion, confrontacion y
consolidacion colectiva de los significados construidos. Es asi como estos procesos serviran
como ejes de analisis para valorar los desarrollos elaborados por los participantes y el papel

mediador de las tecnologias digitales en dicho proceso.
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CAPITULO 4

4. Disefio de la propuesta

En el capitulo se describe la tecnologia digital seleccionada que sera empleada en las tareas
como un mecanismo de mediacion entre estudiante-conocimiento. Ademads, partiendo del
marco de referencia, particularmente la descripcidon matematica y los elementos de la teoria
de Génesis Instrumental, se propone un conjunto de 4 tareas en las que se ha tomado como
foco de atencion la nocidén de lado recto en la representacion grafica de una funcion
cuadratica y su relacion con los coeficientes de una ecuacion cartesiana para tal funcion.
Ademés, para cada tarea se describen los artefactos a utilizar y los posibles esquemas de uso

que, a priori, se espera surjan en la implementacion.

4.1 GeoGebra

GeoGebra es un software educativo (de codigo abierto y gratuito) de matematicas dinamicas
que combina geometria, algebra, calculo y estadistica en un solo entorno interactivo. Fue
disefiado para apoyar la ensefianza y el aprendizaje de conceptos matematicos a través de una
visualizacion grafica que facilita la comprension de relaciones y propiedades matematicas.
GeoGebra permite realizar construcciones geométricas dinamicas, manipular ecuaciones
algebraicas y explorar representaciones graficas de funciones, todo de manera simultdnea y
en tiempo real, asi mismo permite al usuario trabajar en diferentes vistas (Figura 25). En la

Tabla 8 se presenta una descripcion de las vistas de la ventana de GeoGebra.
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Tabla 8

Descripcion de las vistas del programa de GeoGebra

Vista Algunas funciones Algunos usos en la | Algunos usos en el
Ensefianza Aprendizaje

Facilita el entendimiento de la

S . . relacion entre expresiones

Permlte. visualizar y tr.abajar Los §§tud1antes explor.an la algebraicas y representaciones

con objetos geométricos y | relacidn entre expresiones graficas. Los estudiantes

graficos de funciones. Ideal | algebraicas y SUS | pueden visualizar cambios

. , >

para representar | representaciones graficas. variacién.  covariacion  en
4 . 9

graficamente funciones y ] . : : :
< li : Permite la enseflanza de tlemp.o real.  Asi mismo
8 analizar su comportamiento. ; Permite a los estudiantes
= ; o dades
= Ademas, en la construccion | PTOPI€ y -
= > X trucci Stri explorar propiedades

cométrica Proporciona | construcciones geométricas S A
&) g : L geométricas mediante

herramientas para realizar | d¢ manera dinamica. : e
! -] construcciones dinamicas,
construcciones geometricas promoviendo el aprendizaje
precisas como bisectrices, activo y la comprension
mediatrices  entre  otros profunda de los objetos
comandos. matematicos y comandos de la

interfaz del programa.

Muestra las expresiones | Vincula las | Permite a los estudiantes
= algebraicas correspondientes | representaciones  graficas | comprender mejor cémo los
2 a los objetos creados en la | con las algebraicas para el | graficos afectan las ecuaciones
= Vista Grafica. Las | desarrollo del razonamiento | algebraicas y  viceversa,
) ecuaciones  cambian  a | matematico. promoviendo un razonamiento
< medida que se manipulan los profundo.

graficos.

Permite trabajar con datos | Util para trabajar con datos, | Los  estudiantes  pueden
© o numéricos, realizar calculos | realizar calculos | analizar datos, realizar
° = estadisticos y crear tablas de | estadisticos 'y  generar | calculos y generar graficos.
< I PO -
et valores. Los datos se pueden | graficas. Fomenta el analisis critico y la
=0 representar graficamente. interpretacion de datos en

estadistica aplicada.

o | Permite realizar célculos Los  estudiantes  pueden
: § algebraicos avanzados como » - resolver ecuaciones complejas
£ g 8| derivadas, integrales, | Facilita la solucion de | iy o paso, mejorando sus
D [} . . .y g .

< 2 &| simplificacion de Problemas ’avanzados de | habilidades en el manejo de
{Q%" 2| expresiones y solucion de algebray’cglculo en clases | oxpresiones simbolicas y la
2 E| ecuaciones de  manera de matematicas superiores. | yegolucién de problemas.

O Q| simbdlica.
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Permite visualizar y | Ideal para la ensefianza de | Ayuda a los estudiantes a

manipular objetos | conceptos de geometria | visualizar objetos 3D desde

geométricos en tres | tridimensional, como | diferentes angulos, mejorando

dimensiones, trabajar con | planosy cuerpos sélidos. la interpretacion de formas
ce) superficies y solidos, y tridimensionales y las

explorar  representaciones relaciones espaciales.

tridimensionales de

funciones.

Es una herramienta | Facilita la enseflanza de | Los  estudiantes  pueden

especifica para el analisis de | conceptos de probabilidad | interactuar con distribuciones
o T | distribuciones de | mediante el uso de | de probabilidad, modificarlas
: = | probabilidad y célculo de | distribuciones visuales. y observar los cambios, lo que
& % probabilidades de eventos a mejora  su  comprension
= < | través de diferentes intuitiva de la probabilidad.
o & | distribuciones.

Nota. Fuente de elaboracion propia del autor basado en el manual de GeoGebra.

Figura 25

Vistas de la Interfaz del sofiware GeoGebra
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Nota. Fuente de elaboracion propia del autor, basado en el software GeoGebra.
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Una de las mayores fortalezas didacticas de GeoGebra radica en la posibilidad de generar
varias representaciones simultdneas de un mismo objeto en forma dindmica. Es asi como
desde la perspectiva de Vitabar (2016), destaca que una de las mayores fortalezas del
programa radica en la posibilidad de generar representaciones simultaneas y dinamicas de un
mismo objeto, lo cual facilita procesos de visualizacion y exploracion que fortalecen la
comprension conceptual del estudiante. Ademads, sostiene que esto promueve una actitud mas
activa y reflexiva frente al conocimiento matematico. Asimismo, las implicaciones didacticas
de esta caracteristica son ampliamente beneficiosas para los estudiante, Segin Coca
Santanilla y Benitez Pérez (2023), el uso de GeoGebra en la ensefianza-aprendizaje de
matematicas no solo facilita la visualizacion y manipulacion de conceptos abstractos, sino
que también influye en los procesos de instrumentalizacion e instrumentacion. De esta forma,
GeoGebra se constituye en una herramienta Util y accesible en las aulas de clase si se cuenta

con el hardware necesario.

Tomando en cuenta el potencial que tiene el uso de GeoGebra en los procesos de estudio-
aprendizaje de las matematicas en el aula, para esta investigacion se decide trabajar con dicho
programa enfatizando el uso de la vista grafica, vista algebraica y hoja de calculo ya que,
teniendo en cuenta el proposito de la investigacion, se decide prestar atencion no solo al
desarrollo matematico de la tarea en si sino en la forma en que la herramienta permite a los
estudiantes establecer esquemas de uso de los artefactos. En otras palabras, como parte del
disefio de las tareas se atiende tanto al objeto matematico como a los artefactos que

participaran en la mediacion tecnoldgica con el objeto de estudio.

4.2 Diseiio de las tareas propuestas

En el disefio de las tareas mediadas por TD, en este caso utilizando el programa GeoGebra,
se tomo en cuenta que la poblacion ha tenido poca interaccion sistemadtica con el programa,
por lo tanto, se decide utilizar una redaccion que no involucre asuntos técnicos del uso del
programa y permita una fluida interaccion con el programa de GeoGebra. Ademas, las tareas
se estructuraron de forma progresiva, cada una compuesta por una secuencia de subtareas, de

modo que los estudiantes pudieran centrar su atencién en acciones especificas con los
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artefactos y lograran favorecer el desarrollo de habilidades técnicas con el programa y
formularan significados matematicas a partir de la manipulacién del objeto matematico en
dicho programa; para ello se prepar6 un enunciado, que estd descrito por una pregunta, una
instruccion o ambas, acompafiado de una construccion grafica interactiva con la que el
estudiante puede interactuar mediante el uso de diferentes artefactos (los cuales seran

descritos en cada tarea).

El objetivo de la interaccion con el programa es que el estudiante desarrolle cada subtarea al
encontrar la solucion mediante construcciones geométricas y el uso adecuado de los
comandos disponibles en la interfaz de GeoGebra. Cada subtarea se disefia especificamente
para favorecer, a través del uso de ciertos artefactos un proceso de Génesis Instrumental en
relacion con el objeto de estudio de esta investigacion. Ademas, se busca que, tras resolver y
modificar las construcciones el estudiante promueva el desarrollo de procesos de
exploracion, visualizacion, conjeturacion y argumentacion. Este enfoque no solo le permite
al estudiante hacer uso de las herramientas disponibles, sino también desarrollar esquemas
de utilizacion que le ayuden a entender mejor los conceptos y las construcciones implicadas.
Vale la pena mencionar que estos elementos pueden ser modificados luego de su puesta en
practica, lo que permite que el disefio de la tarea sea flexible y adaptativo segun las respuestas
del estudiante. Esta flexibilidad asegura que el estudiante pueda explorar diferentes

estrategias y construir su conocimiento de manera mas dinamica.

Tomando en cuenta la complejidad del objeto matematico, es decir las diferentes
representaciones existentes, propiedades y relaciones con otros objetos, para este trabajo se
decidio centrar el proposito de las tareas en identificar relaciones entre el coeficiente principal
en la expresion algebraica de una funcion cuadratica y el significado geométrico del lado
recto en su representacion grafica, un asunto que usualmente no es abordado a nivel escolar.
Puntualmente, se proponen cuatro tareas con propositos especificos: la primera busca
determinar el eje de simetria de la representacion grafica de la funcidon cuadratica (parabola),
la segunda identificar el lado recto y su longitud en la pardbola, la tercera relacionar la
longitud del lado recto con el coeficiente principal de expresion algebraica de la funcion
cuadratica y la cuarta resolver situaciones contextualizadas para aplicar propiedades (lado

recto) a través de una simulacion de lanzamiento de aviones de papel en GeoGebra. De
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manera particular, se ha anticipado cuales podrian ser los esquemas de uso de los artefactos

a utilizar en cada caso.

A continuacion, se describe cada una de las tareas. En tal descripcion se incluye: materiales

que se van a emplear; es decir el archivo que se va a suministrar, la formulacion de la tarea,

el objetivo o proposito que se persigue con las tareas, los artefactos que se utilizaran, los

esquemas de uso general y un analisis preliminar de cada tarea, por otro lado, se presenta la

Tabla 9, esta describe las metas que se desean alcanzar con cada tarea.

Tabla 9

Metas; propdsitos de las tareas diseniadas

Vision general de
las tareas

Objetivo General

Nuimero y nombre de
la tarea

Objetivo especifico

Propiciar el estudio
del objeto
matematico funcion
cuadratica en
particular el lado
recto, a través de la
interaccion con los
artefactos de
GeoGebra, para
reflexionar y dar
significado a sus
propiedades
algebraico-
analiticas a partir de
sus
representaciones
algebraicas y
geométricas.

Desarrollar competencias
tecnologicas de los
estudiantes usando
herramientas basicas de
geogebra; manipulando y
explorando los artefactos.

Tarea 0:
Reconocimiento del
Entorno GeoGebra.

Familiarizar a los
estudiantes con el
programa y herramientas
basicas de GeoGebra.

Favorecer el estudio y la
construccion de significado
asociados al lado recto de una
funciéon cuadratica a través
de la interaccion con los
artefactos digitales,
permitiendo a los estudiantes
determinar geométricamente
el eje de simetria, identificar
el lado recto, relacionar su
longitud con los coeficientes
de la funcidon cuadratica y
aplicar estas propiedades en
la interpretacion y resolucion
de problemas .

Tarea 1: De

Simetria.

Eje

Determinar
geométricamente el eje de
simetria de la

representacion grafica de
una funcion cuadratica.

Tarea 2: Identificar el
lado recto.

Identificar el lado recto
como se ha definido
geométricamente.

Tarea 3: Relacion de la
longitud del lado recto
de la parabola con la
expresion algebraica de
la funcion cuadratica.

Relacionar la longitud del
lado recto con uno de los
coeficientes de la funcién
cuadratica.

Tarea 4: Aplicacion del

lado recto
correspondiente a una
funcion cuadratica:

juego de aviones de
papel

Utilizar caracteristicas de la
funcion cuadratica para
interpretar 'y  resolver
problemas aplicados,
fortaleciendo la
comprension de la relacion
entre la representacion
grafica y algebraica.

Nota. Elaboracion propia del autor.
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4.2.1 Tarea 0: Reconocimiento del entorno GeoGebra

El primer momento de la implementaciéon de las tareas tiene como objetivo principal
garantizar que los estudiantes se familiaricen con algunos elementos del entorno de
GeoGebra. Esta etapa es fundamental, ya que GeoGebra sera la herramienta principal para el
desarrollo de las demas tareas. Este reconocimiento inicial permitird a los estudiantes
comprender como interactuar con el software, familiarizarse con los elementos basicos como
la vista grafica y algebraica, barra de herramientas geométrica, movimiento y manipulacion
de objetos matemadticos con el fin de ganar confianza en el manejo de la herramienta y
establecer una base solida para las actividades posteriores. Para lograrlo, se crea un ambiente
de confianza que facilite el enfoque en los aspectos matematicos durante las actividades

principales.

Puntualmente, a través de seis secciones de 60 minutos cada una se desarrollaran las
siguientes actividades para guiar a los estudiantes en la exploracion de las herramientas de

GeoGebra.

1. Presentacion general del entorno: El docente investigador ofrecerd una breve
explicacion sobre las partes generales del programa, destacando las herramientas
principales y respondiendo preguntas que pueden surgir. Para orientar a los
estudiantes en el uso basico de GeoGebra, se elabora una presentacion en PowerPoint
(Anexo 2), en la que se explican las partes de la ventana de presentacion de GeoGebra,
herramientas principales del entorno, su navegacion basica: como moverse dentro del
entorno digital y usar sus funciones principales y ejemplos iniciales para explorar sus
funcionalidades. Ademas, se usa parte del video GeoGebra - Instalacion, vista
algebraica, grafica y entrada, disponible en el canal Aprendiendo con GeoGebra

(2020), el cual ofrece una explicacion clara y basica del funcionamiento del software.

2. Exploracion guiada: se proponen tres tareas especificas en las cuales los estudiantes
realizardn actividades practicas como: insertar puntos en el plano cartesiano,
moverlos y visualizar sus coordenadas en la vista algebraica; usar deslizadores para
modificar valores numéricos y observar los cambios en tiempo real de una variable

dependiente; representar funciones basicas en la vista algebraica como; f(x) = ax +
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b o f(x) = ax y analizar sus graficas en la vista geométrica; agregar y modificar
objetos geométricos (lineas y segmentos) y ajustar sus propiedades (color, estilo de

linea, etiquetas) observando relaciones de dependencia a partir del dinamismo.

Materiales y recursos: Computadores con el programa de Geogebra previamente instalado,
televisor, video proyector, presentacion en PowerPoint, video GeoGebra- Instalacion, vista
algebraica, grafica y entrada, disponible en el canal Aprendiendo con GeoGebra (2020) y

guia impresa con la tarea propuesta.

1. Abrir GeoGebra:

Haga clic en el icono de GeoGebra Gubicado en la barra de tareas del escritorio del

computador. Una vez abierto el programa, localice la herramienta Punto en la barra de
herramientas (se activa cuando aparece en un recuadro azul). Cree cuatro puntos en cualquier
espacio de la vista geométrica. Arrastre el punto B describa lo que pasa. (el estudiante
indicara que el punto B se puede desplazarse por todo la vista geométrica) Construya una
recta que pase por dos de los puntos creados y luego cree un punto 7 sobre la recta. Mueva
el punto 7'y compare su movimiento con el del punto D. ;Existen alguna dependencia en

estos movimientos? ;Cuales?

2. Uso del deslizador:

Seleccione la herramienta Deslizador '—J en la vista algebraica y modifique su primera
componente por la letra a. Mueva el deslizador y describa lo que ocurre con el punto D.
Repita el procedimiento para otro deslizador y cambie la segunda componente del punto C,

finalmente describa los cambios observados.

3. Creacion de un nuevo documento y representacion de una funcion:

En la parte superior derecha, seleccione el mentl de tres lineas Ey cree un nuevo

documento. Asigne un titulo y guarde el archivo. En la barra de entrada de la vista algebraica
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(identificada por el simbolo +), escriba una funcién lineal dada por la expresion f(x) = 2x +
3. Cree un deslizador con nombre a e intervalos de su preferencia y modifique la funcion
f (x) reemplazando el nimero 2 por la letra a. Mueva el deslizador y describa lo observado.
Cree otro deslizador para reemplazar el nimero 3 de la funcion f(x). Observe como cambia
la representacion grafica de la funcion f(x),al cambiar el valor en los deslizadores y escriba
algunas observaciones. Finalice realizando una recta paralela a la funciéon creada

modificando el color y grosor.

Para cerrar la actividad se propone a los estudiantes algunas preguntas reflexivas como las
siguientes: ;qué herramientas de GeoGebra les parecieron mas féciles de usar? ;Si tuviera
mas tiempo le gustaria practicar nuevamente con GeoGebra? ;qué herramienta o
funcionalidad de geogebra necesita comprender mejor? ;Qué aprendié hoy sobre coémo
construir y manipular graficos en GeoGebra? ;Como podria explicar a un compaiero lo

aprendido sobre GeoGebra?

Este primer acercamiento al entorno de GeoGebra permitird a los estudiantes desarrollar
habilidades esenciales para manejar la herramienta de manera auténoma y comprender como
sus funcionalidades facilitan la representacion y exploracion de conceptos matematicos. Con

esta base se da inicio al desarrollo de las siguientes tareas.

4.2.2 Tarea 1: Eje De Simetria

Materiales y recursos: Se suministra un archivo en formato GeoGebra file (.ggb) Titulado
como: 1.T-APPLET. En ¢l se presenta la vista grafica con: deslizadores, la representacion
grafica de la funcion cuadratica (parabola), puntos en objeto, casilla control para secuenciar

las subtareas.

Formulacion de la tarea: A continuacion, se presenta la representacion grafica (Figura 26)
de la funcién cuadrética f(x) = ax? + bx + ¢, que corresponde a una parabola. Dados los
puntos A y B de la pardbola que son simétricos con respecto al eje de simetria de la parabola

que aun no conocemos realice las siguientes actividades:
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Subtarea 1.1: Considere el punto C de la parabola y construya el punto D en la parabola que
sea simétrico al punto C con respecto al eje de simetria de los puntos A y B (es decir, de la
parabola). Describa los pasos desarrollados para la construccion elaborada e indique qué

comandos (nombre) utiliz6 en tal construccion.

Subtarea 1.2: Teniendo en cuenta la subtarea anterior construya el eje de simetria de la

parabola.
Describa el proceso desarrollado si hay mas de una forma de construir el eje de simetria.

Subtarea 1.3: Cambie el valor de los coeficientes de la funcidon cuadratica (moviendo los

deslizadores) y determine si la construccion anterior sigue siendo valida.

Luego de experimentar y charlar con su compafiero de trabajo presenten un argumento que

valide la construccion.
Figura 26

Diagrama de la Tarea 1
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Nota. Fuente de elaboracion propia del autor. La version de la Tarea 1 se puede observar en

el anexo 3.
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Meta: Determinar geométricamente el eje de simetria de la representacion grdfica de una
funcion cuadratica dada. Asi mismo esta tarea estd compuesta por tres subtareas. Se pretende
que el estudiante logre identificar que dos puntos sobre tal parabola son simétricos si estan
en una recta paralela al eje de las abscisas (x). Para ello, en la representacion dada aparecen
dos puntos, A y B, que son simétricos (con respecto al eje de simetria no suministrado) sin
importar la ubicacion de tales puntos en la pardbola; asi el estudiante puede explorar la
situacion moviendo el punto A y considerar la pregunta ;qué pasa con los puntos A y B al

mover el Punto A?

Ello conduce a que los estudiantes observen invariantes y puedan conjeturar que para
encontrar o construir un punto D en la pardbola suministrada (con eje de simetria paralelo al
eje y) simétrico al punto C tengan que construir la recta paralela al eje x o perpendicular al
eje y que pase por el punto D. Finalmente comprender que para construir el eje de simetria
de la representacion grafica de la funcion cuadratica dada los puntos simétricos A y B o los
puntos simétricos C y D seran usados como referencia para construir dicho eje. Por otro lado,
al interactuar con los deslizadores le permite observar cémo el eje de simetria se mantiene

constante mientras que la representacion cambia de posicion o de amplitud.

A continuacion, se presenta la Tabla 10 que resume los artefactos que se espera use el

estudiante y los posibles esquemas de utilizacion a nivel general en la solucion de las tareas.
Tabla 10

Artefactos y algunos esquemas de uso general en GeoGebra

Artefactos a utilizar
por el estudiante

Esquemas de usos general

(MU-1) Mueve.

Artefacto de | - Opcioén 1. Selecciona el objeto y como resultado arrastrar
desplazamiento: el objeto cambiando su posicion.
Mueve (Arrastra o | - Opcién 2. Selecciona objeto, al arrastrar, se define un

selecciona objeto)

cambio de las propiedades de una longitud.

Artefacto de puntos:
Punto en  objeto
(selecciona un objeto o
su contorno)

(PO-2) Punto en objeto.

- Opcién 1. Selecciona un objeto de la construccion, se
define un punto restringido al lugar geométrico (no puede
moverse fuera del contorno manteniendo una dependencia
con el objeto).

Artefacto de puntos:
Interseccion
(selecciona

interseccidon o dos

(IC-3) Interseccion

- Opcidn 1. Sefiala una posible interseccion entre dos objetos
y como resultado, si existe tal interseccion, se define el
punto de interseccion.
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objetos
sucesivamente)

- Opcidn 2. Seleccionan dos objetos (curvas) y se obtiene el
conjunto de puntos de interseccion.

Artefacto de puntos:
Medio o Centro
(selecciona dos
puntos, un segmento,
una circunferencia o
conica)

(MC-3) Medio o Centro.

- Opcién 1. Seleccionan dos puntos de la construccion y
como resultado, se define el punto medio.

Opcion 2. Se seleccionan un objeto (segmento) y se
obtiene el punto medio.

Artefacto de lugares

especiales:  Paralela
punto y direccion
(segmento, recta,

semirrecta o vector)

(PL-4) Paralela.

- Opcidn 1. Seleccionan un objeto (punto) de la construccion
y sefiala un objeto (recta) de la construccion que define la
direccion de la Paralela. Como resultado, se genera la
paralela.

- Opcidn 2. Seleccionan un objeto (punto) de la construccion
y sefiala un objeto (segmento) de la construccion que
define la direccion de la Paralela. Como resultado, se
genera la paralela.

Artefacto de lugares
especiales:
Perpendicular (punto y
segmento, vector, recta
0 semirrecta)

(PP 5) Perpendicular
Opcion 1. Seleccionan un objeto (punto) de la construccion
por donde pasara la recta perpendicular y selecciona un
objeto (recta). Como resultado, se genera la recta
perpendicular.

- Opcidon 2. Seleccionan un objeto (segmento) de la
construccién por donde pasard la recta perpendicular y
selecciona un objeto (punto). Como resultado, se genera la
recta perpendicular.

Artefacto de lugares

(MT-6) Mediatriz
- Opcion 1. Seleccionan dos objetos (puntos) de la
construcciéon por donde pasarda la Mediatriz. Como

especiales: Mediatriz resultado, se genera la recta Mediatriz (o perpendicular)
(dos puntos o un que pasa por el punto medio de los dos puntos
segmento). seleccionados.
- Opcion 2. Seleccionan un objeto (segmento) de la
construccion. Como resultado, se genera la recta Mediatriz
(o perpendicular) al segmento que pasa por su punto
medio.
(DP-7) Deslizador
Artefacto de | - Opcion 1. Seleccionan el punto deslizador en la
a=2 interaccion: construcciéon dada. Como resultado le permite ajustar
——

Deslizador (selecciona
posicion)

valores (o0 parametros) en tiempo real mientras mueve el
punto a lo largo de la barra del deslizador.

Artefacto
herramientas
generales:
Aproximar (clic/tocar
para ampliar o rueda
del ratén)

de

(AP 8) Aproximar
Opcidn 1. Selecciona cualquier objeto de la construccion.
Luego, usa el clic izquierdo para seleccionar el area donde
deseas ampliar la vista.

- Opcidn 2. Al hacer clic, GeoGebra centrara la vista en el
objeto seleccionado y ampliara el area, permitiendo un
enfoque mas detallado en esa parte de la grafica.

- Opcidn 3. Si utiliza el raton, gira la rueda del raton hacia
adelante para acercar la vista o hacia atras para alejarla. Al
hacer esto, la vista de la grafica se ajustard en tiempo real,
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permitiendo observar detalles mas cercanos o tener una
vision mas detallada de la construccion.

(AJ-9) Alejar

- Opcidn 1. Selecciona cualquier objeto de la construccion.
Luego, usa el clic izquierdo para seleccionar el area que

Artefacto de desea alejar la vista.

Q herramientas - Opcioén 2. Al hacer clic, GeoGebra centrara la vista en el
generales: objeto seleccionado y reducird el area, permitiendo un
alejar(clic/tocar  para enfoque mas completo de la construccion.
reducir o rueda del | - Opcion 3. Si utiliza el ratén, gira la rueda del raton hacia
raton) atras para alejar la vista de la construccion. Al hacer esto,

la vista de la gréafica se ajustara en tiempo real, permitiendo
observar detalles mas alejados o tener una vision mas
general de la construccion.

Nota. Fuente de elaboracion propia del autor.

Desde el punto de vista de la interaccion con la TD (ver Tabla 11), es decir desde el uso de
los artefactos, se espera que se den los siguientes posibles esquemas de utilizacion en el

contexto de la tarea 1.

Tabla 11

Algunos esquemas de utilizacion en el contexto de la Tarea 1 desde la interaccion con TD

(GeoGebra)
Artefacto Posible esquema de utilizacién en el contexto de la tarea
Mueve ( Arrastra o selecciona | Dados los puntos C y D sobre la parabola, selecciona la
objeto) herramienta nombrada Mueve, arrastrar el punto C sobre la

parabola, se genera un movimiento de los puntos C y D
permitiendo evidenciar dependencia entre ellos.
Selecciona punto en objeto y da clic sobre la parabola para
construir un punto restringido al lugar geométrico.

Dado una parabola y una recta / que pasa por un punto C de
la pardbola, seleccionar la herramienta nombrada
Interseccion, da clic en la parabola y en la recta /, se genera
el punto de interseccion D entre la parabolay larecta/ que
pasa por C (si C no es el vértice).

Dados los puntos C y D sobre la parabola selecciona la

Punto en objeto (selecciona un
objeto o su contorno)

Interseccion

(selecciona interseccion o dos
objetos sucesivamente)

Medio o Centro

(selecciona dos puntos, un
segmentd, una circunferencia o
cénica)

herramienta Medio o Centro, da clic en C y D puntos de la
parabola, se genera un punto F (punto medio) entre C y D.

Recta paralela punto y direccion
(segmento, recta, semirrecta o
vector)

Dado un punto C y una recta / en el plano, al seleccionar la
herramienta nombrada Paralela, dar clic en el punto C y en
la recta /, se genera una recta paralela a / que pasa por C.
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Recta Perpendicular (punto y | Dado un punto Cy una recta / en el plano, al seleccionar la
segmento, vector, recta o | herramienta nombrada Perpendicular, da clic en el punto
semirrecta) C y en la recta [, se genera una recta perpendicular a / que
pasa por C.

Mediatriz por (dos puntos o un | Dados los puntos C y D restringidos al lugar geométrico
segmento). sobre la pardbola, seleccionar la herramienta nombrada
Mediatriz, dar clic en los puntos C y D, se genera la
mediatriz que pasa por F (punto medio de C y D).
Deslizador (selecciona posicion) Selecciona el Deslizador para modificar los valores de los
coeficientes a, b, y ¢ de la funcioén cuadratica dada. Para
observar como el eje de simetria se mantiene constante
mientras que se transforma la parabola.

Aproximar (clic/tocar para ampliar | Dado la representacion grafica, selecciona la herramienta
o rueda del raton) Aproximar de la barra de herramientas ubicada en la parte
superior de la interfaz de GeoGebra. Da clic en la vista
grafica, se genera el acercamiento de la construccion.

Alejar (clic/tocar para reducir o | Dado la representacion grafica, selecciona la herramienta
rueda del raton) Alejar de la barra de herramientas ubicada en la parte
superior del interfaz de GeoGebra. Da clic en la vista
grafica, se genera el alejamiento de la construccion.

Nota. Fuente de elaboracion propia del autor.

4.2.2.1 Analisis de posibles esquemas de usos asociados a los artefactos: Tarea 1

La subtarea 1.1, tiene como objetivo, primero que el estudiante identifique en qué
condiciones dos puntos dados de la parabola son simétricos (a partir de moverlos e identificar
propiedades invariantes) y utilice esas observaciones para construir el punto simétrico de otro
punto dado C empleando, por ejemplo, del grupo lugares especiales el artefacto recta
Paralela o Perpendicular y del grupo puntos punto de Interseccion. Ademas, se busca que
el estudiante valide su construccion al seleccionar del grupo movimiento el artefacto Mueve,
determinando si al mover el punto C, el supuesto punto simétrico mantiene las relaciones de

dependencia. Para ello se prevén los siguientes escenarios:

1. El estudiante emplea el artefacto recta Paralela: Para construir una recta
paralela al eje x por el punto C, determina la interseccion con la paradbola y
selecciona el artefacto Mueve para validar que el punto D sea simétrico a C.
Se prevé que antes del escenario mencionado el estudiante mueva los puntos
dados para identificar la relacion que existe entre ellos; construya una recta

que pasa por ellos e identifique que es paralela al eje x.
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2. El estudiante utiliza el artefacto recta Perpendicular para construir una recta

perpendicular al eje y por el punto C, determina la interseccion con la parabola

y selecciona el artefacto Mueve para validar que el punto D sea simétrico a C.

Selecciona el artefacto Punto en Objeto para ubicar el punto D en la misma
direccion (sobre una misma linea) del punto C y selecciona el artefacto Mueve

para validar que el punto D sea simétrico a C.

La subtarea 1.2, tiene como objetivo que el estudiante utilice del grupo puntos el artefacto

Medio o Centro, del grupo lugares especiales Mediatriz, recta para Paralela o Perpendicular

para construir el eje de simetria de la pardbola, asimismo, que explore como cada artefacto

contribuye a la precision, es decir, la capacidad de los estudiantes para construir el eje de

simetria en el lugar correcto. De manera exacta y percepcion del eje de simetria.

Particularmente se espera que el estudiante plantee una conjetura en relacion con la forma de

identificar o definir el eje de simetria de la parabola dada. Para ello se prevén los siguientes

escenarios:

1.

Selecciona el artefacto punto Medio o Centro, para los puntos C y D, en el
punto que aparece da clic derecho del raton sobre el punto, selecciona
Renombrar y digita la letra F para nombrar al punto, luego construye la
Paralela al eje y que pasa por el punto F. Una forma de confirmar que tal recta
perpendicular al eje x es el eje de simetria de la parabola dada. Es que el
estudiante selecciona Mueve para verificar que el punto F pertenece a la recta
paralela al eje y, siendo el punto C simétrico al punto D. Es decir que todos
los puntos de la pardbola equidistan la recta paralela al eje y o perpendicular

al eje x en ambos lados.

Construye el punto Medio F entre C y D; para ello, selecciona punto Medio
o Centro da clic en los puntos C y D, nombra al nuevo punto con la letra F,
luego construye una recta perpendicular al eje x que pasa por el punto F,
selecciona Mueve para verificar que el punto F pertenece a la recta

perpendicular al eje x que pasa por los puntos C y D.
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3. Selecciona el artefacto Mediatriz, da clic en los puntos Cy D o en A y B,
selecciona Medio o Centro, da clic en los puntos C y D 0 en A y B, nombra el
nuevo punto con la letra F lo que permite observar que el eje de simetria de la
parabola pasa por el punto medio F de los puntos simétricos C y D y seria una
forma de confirmar que tal recta perpendicular al eje x es el eje de simetria de

la parabola dada.

La subtarea 1.3, tiene como objetivo que el estudiante utilice del grupo interaccion el
artefacto Deslizador, para visualizar y validar como los cambios en los coeficientes de la
funcién cuadratica afectan la posicion y amplitud de la parabola, pero no el significado del

eje de simetria y su construccion. Para ello se prevén los siguientes escenarios:

1. Cliclea en el punto del Deslizador y con las flechas direccionales del teclado
Mueve el punto a a izquierda o derecha, para cambiar los valores de los
coeficientes de la expresion algebraica de la funcion cuadrética y ver la
modificacidon que presenta la representacion grafica (parabola) de esta forma

puede proponer conjeturas.

2. Selecciona el punto del Deslizador con el raton, da clic izquierdo del mismo
para arrastrar el punto del Deslizador a izquierda o derecha y modificar la

construccion, para visualizar lo ocurrido y proponer conjeturas.
En esta tarea se pueden presentar las siguientes conjeturas:

e Si arrastro el punto a del deslizador que es el coeficiente a la pardbola se hace mas
ancha (abre) o se estrecha (cierra) mas pero el eje de simetria sigue en el mismo lugar.

e Siarrastro el punto b del deslizador que es coeficiente b de la expresion algebraica de
la funcion cuadritica, el eje de simetria si cambia porque afecta la posicion del vértice
de la representacion grafica de la funcion cuadratica (pardbola)

e Si arrastro el punto c del deslizador del coeficiente ¢ de la expresion algebraica de la
funcion cuadratica no afecta el eje de simetria ya que solo mueve la parabola hacia
arriba o hacia abajo.

e La construccion del eje de simetria solo es vélida si no se modifica el punto b del

Deslizador que es el coeficiente b de la expresion algebraica de la funcion cuadratica,
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porque es el Unico que afecta su posicion los cambios de los puntos a y ¢ de los
deslizadores que son de los coeficientes a y ¢ de la expresion algebraica de la funcion
cuadratica no alteran el eje de simetria de la construccion (parabola).

Se puede presentar que, en cada subtarea de ser necesario, el estudiante haga uso de los

artefactos Aproximar o Alejar de la siguiente manera:

1. Haga clic izquierdo del ratén en el artefacto alejar o aproximar que se

encuentran en vista grafica para ver la construccion.

2. Mueva la rueda del raton hacia adelante para aproximar o mueva la rueda del

raton hacia atras para alejar la construccion

Como conclusion, se espera a nivel conceptual que el estudiante llegue a identificar que el
eje de simetria es una recta, para este caso, perpendicular al eje x (o paralela al eje y) tal que
identifique que dos puntos sobre la representacion de la funcion cuadratica dada (con dominio
los reales y eje de simetria paralelo al eje y) son simétricos si estdn en una recta paralela al
eje x, y que una forma de construir el eje de simetria consiste en tomar dos puntos en la
parabola que estén en la misma ordenada y luego construir su Mediatriz que pasa por el punto

medio de los puntos simétricos AB.

4.2.3 Tarea 2: Identificar el lado recto

Materiales y recursos: Se suministra un archivo en formato GeoGebra file (.ggb) Titulado
como: 2.T-APPLET. En ¢l se presenta en la vista grafica un deslizador, puntos en objeto,
recta paralela al eje x, la recta perpendicular al eje x (eje de simetria), representacion grafica

de la funcién cuadratica (pardbola), Casillas de control.

Formulacion de la tarea: Considere la representacion grafica (como se muestra en la Figura
27) de la funcién cuadratica f(x) = ax? + bx + ¢, donde b y ¢ particularmente son cero, su
eje de simetria, puntos A y B simétricos en tal representacion, una recta k paralela al eje x y

los puntos F, V, y C, realice las siguientes actividades.
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Subtarea 2.1: Determine si la longitud de alguna cuerda AB es el doble de la longitud del
segmento AC. Si existe tal cuerda ;Quién es el punto de interseccion de la cuerda AB con el

eje de simetria? Escriba las conjeturas que tenga en relacion con la respuesta a esta pregunta.

Subtarea 2.2: Tenga en cuenta la subtarea anterior. Fije el punto A (en el que la cuerda
cumple la condicion de la tarea anterior). Luego construya un punto S en la pardbola.
Determine: ;Cual es la distancia del punto F (punto medio entre A y B) al punto S?, ;Cual
es la distancia del punto S a la recta paralela al eje x nombrada k7 y ;Qué ocurre al mover el
punto S?. Para ayudar a responder tales preguntas, complete la Tabla 12 y proponga una

conjetura del experimento.
Tabla 12

Registro de distancias para formular una conjetura

Coordenadas del punto S Medida de FS Distancia de S a la recta k
(0.59,041)
(-1,1.2)
(0,0)
(2,4.8)
Nota. Fuente de elaboracion propia del autor.

Subtarea 2.3: Si fija el punto S (se fija también la recta k) y mueve el punto A. ;Qué hallazgos
visualiza? Ahora, si deja fijo el punto A como en subtarea 2.2 y cambia el coeficiente a de la
expresion algebraica de la funcidén cuadratica. ;Qué ocurre? ;Quién es la recta k fija en
relacion con la pardbola? Indique qué acciones realiza en el applet, qué comandos utiliza y

proponga una conjetura del experimento.

Figura 27

Diagrama de la Tarea 2

93



-
o
1

= -

»

TAREA 2

Comsidrs la reprorencacibm grifce o lo

f(2) =122 +0240

i“[ DADAL

H

Nota. Fuente de elaboracion propia del autor. La version de la Tarea 2 se puede observar en
el anexo 3.

Meta: la meta de esta tarea consiste en que, dada la representacion grafica de una funcion
cuadratica, el estudiante identifique el lado recto de la parabola como se ha definido
geométricamente (Como una cuerda de la pardbola tal que pasa por el foco y es perpendicular
al eje de simetria de la pardbola dada). En esta tarea, se exploran las propiedades geométricas
de una parabola dada por la funcién cuadratica f(x) = ax? + bx + ¢, donde los coeficientes
de los términos grado 1 y grado O (representados por b y ¢) son iguales a cero. La construccion
inicial incluye elementos clave como los puntos simétricos A y B respecto al eje de simetria,
el vértice V, el punto medio F de la cuerda AB, un punto adicional C, y una recta k£ que es
paralela al eje x (en este caso a la directriz de la pardbola). Estos elementos proporcionan una
base para analizar las distancias de AB y AC y la configuracion geométrica del lado recto de

la parabola, es decir, como se sitia y se representa el lado recto.

A través de tres subtareas, se invita al estudiante a calcular distancias clave entre los puntos
construidos foco y la recta k, determinar la cuerda AB que pasa por el foco F y a observar
cémo cambian las configuraciones geométricas al variar la posicion de los puntos Ay S en
la pardbola o el valor del coeficiente a de la expresion algebraica de la funcion cuadratica.

De esta manera genera un escenario que permite al estudiante la observacion de patrones,

94



promoviendo asi un enfoque activo y exploratorio que lo lleva identificar el lado recto de la
parabola como un segmento con una longitud especial y a comprender su relaciéon (por lo

menos de dependencia) con la representacion algebraica de la funcion cuadratica.

A continuacion, se presenta la Tabla 13 que resume los artefactos que se espera use el
estudiante en la solucion de la tarea 2, junto con una descripcion de los esquemas generales
de uso. También se prevé que el estudiante emplee algunos artefactos descritos en la Tabla

10, como Mueve (MU-1), punto en objeto (PO-2), aproximar (AP-8) y alejar (AJ-9).

Tabla 13

Artefactos y algunos esquemas de uso general parte dos en GeoGebra

Artefactos a utilizar Esquemas de usos general

por el estudiante

Artefacto de recta: (SG-10) Segmento

'./' Segmento - Opcidn 1. Selecciona dos objetos (puntos en objeto) de la
(selecciona dos construccion, generando un segmento.
puntos o posiciones)

Artefacto de | (DL-11) Distancia o Longitud
medicion:
- Opcidn 1. Selecciona dos objetos (puntos en objeto) de la
e Distancia o longitud construccion. Permitiendo la observacion de la distancia
) que hay entre los puntos seleccionados.
/ (selecciona dos
puntos, un | - Opcidon 2. Selecciona un objeto (segmento) de la
segmento, poligono construccion, da clic en el segmento, obteniendo como
o circunferencia) resultado una longitud del segmento.

Nota. Fuente de elaboracion propia del autor.

También en el marco del desarrollo de la tarea 2 se espera que se utilicen artefactos descritos
en la Tabla 11 con los posibles esquemas de utilizacion en contexto con la Tarea 2 y los
artefactos con los esquemas de utilizacion como Mueve, punto en objeto, aproximar y alejar

descritos en el contexto de la tarea en la Tabla 14.
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Tabla 14

Algunos esquemas de utilizacion, parte dos en el contexto de la tarea desde la interaccion

con TD (GeoGebra)

Artefacto Posible esquema de utilizacion en el contexto de la
tarea
Segmento Dados los puntos A y B sobre la pardbola selecciona la
(selecciona dos | herramienta Segmento, da clic en A y B, se genera el
puntos o | segmento AB Realiza el mismo proceso para generar el
posiciones) segmento AC.
Distancia o | Dados los puntos A y B sobre la pardbola selecciona la

longitud selecciona | herramienta Distancia o Longitud, da clic en A y luego
dos puntos, un | en B, se genera la medida de la cuerda AB.
segmento, poligono

o circunferencia) Dados los puntos A y B sobre la parabola selecciona la

herramienta Distancia o Longitud, da clic en el segmento
AB 'y se genera la medida de la cuerda AB.

Nota. Fuente de elaboracion propia del autor.

4.2.3.1 Analisis de posibles esquemas de usos asociados a los artefactos: Tarea 2

La subtarea 2.1, tiene como objetivo que el estudiante utilice, del grupo movimiento los
artefactos Mueve, del grupo direccion, el artefacto Segmento y del grupo medicion los
artefactos Distancia o Longitud, de esta forma se genera y calcula la medida de la cuerda AB
y del segmento AC para establecer, a partir del arrastre, cuando se cumple que la longitud de
la cuerda AB es el doble del segmento AC, para ello se anticipan los siguientes escenarios

que pueden darse en la exploracion hecha por el estudiante.

1. Selecciona el artefacto segmento, da clic en el punto A y da clic en B, luego hace
lo mismo con los puntos A y C, Acto seguido selecciona el artefacto Distancia o
Longitud y da clic en el segmento AB y después en el segmento AC. Finalmente
selecciona el artefacto Mueve y arrastra el punto A hasta encontrar que las

distancias cumplan que AB sea el doble de AC.
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2. Selecciona el artefacto segmento, da clic en el punto A y luego en B, luego hace

lo mismo con los puntos A y C. Acto seguido selecciona el artefacto Distancia o
Longitud y da clic en el punto A y después da clic en B y hace el mismo proceso
para AC. Finalmente selecciona el artefacto Mueve y arrastra el punto A para

encontrar una cuerda que cumpla que AB sea el doble de AC.

Selecciona Distancia y Longitud, da clic en el punto A y luego da clic en el punto
B, hace el mismo proceso para los puntos A y C, Finalmente selecciona el
artefacto Mueve y arrastra el punto A hasta encontrar una cuerda que cumpla que

AB sea el doble de AC.

La subtarea 2.2, tiene como objetivo que el estudiante utilice del grupo puntos el artefacto

punto en objeto, del grupo medicion, Distancia o Longitud y del grupo movimiento Mueve,

de esta forma calcular las longitudes SF y del punto S a la recta paralela al eje x nombrada £,

asi mismo de lo que puede ocurrir con las longitudes de la cuerda AB y el segmento AC a

partir de mover el punto S. Para esto se anticipan los siguientes escenarios que puede llegar

a realizar el estudiante.

1.

Selecciona el artefacto punto en objeto da clic derecho sobre la pardbola, genera
el punto luego renombrar el punto, para ello da clic derecho sobre el punto,
selecciona renombrar y digita la letra S, seguido selecciona el artefacto Distancia
o Longitud da clic sobre los puntos S y F luego hace el mismo proceso con el
punto S y la recta k, para determinar las medidas. Finalmente selecciona el
artefacto Mueve y arrastra el punto S sobre la parabola, de esta forma explora y
visualiza las longitudes para indicar que cualquier cuerda FS tiene la misma
longitud de cualquier segmento de S a la recta k (en este caso la directriz). Es decir
que las longitudes de los segmentos FS (del punto S al foco F) y Sk (para este caso
la distancia perpendicular del punto S a la recta k& mediatriz) son iguales

independientemente de la posicion del punto S al arrastrarlo sobre la pardbola.

Determina la cuerda AB, para ello selecciona el artefacto Segmento, da clic en los
puntos A y B seguido selecciona el artefacto Distancia y Longitud, da clic en los

puntos A y B, realice el mismo proceso para el punto F y la recta k. y calcula la
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longitud del segmento Fk. Finalmente selecciona el artefacto Mueve para arrastrar

el punto S sobre la parabola, de esta forma explora y visualiza las longitudes.

Determina la cuerda AB, para ello selecciona el artefacto Segmento da clic en los
puntos A y B seguido selecciona el artefacto Distancia o Longitud, da clic en el
segmento AB calculando la medida de la cuerda AB, realiza el mismo proceso
para el punto F y la recta k. y calcula la longitud del segmento Fk. Finalmente
selecciona el artefacto Mueve para arrastrar el punto S sobre la pardbola, de esta

forma explora y visualiza las longitudes.

La subtarea 2.3, tiene como objetivo que el estudiante utilice del grupo mueve, el artefacto

Mueve, de esta forma explora las longitudes SF y del punto S a la recta paralela al eje x

nombrada ., asi mismo de lo que puede ocurrir con las longitudes de la cuerda AB y el

segmento AC a partir de mover el punto A. Para esto se anticipan los siguientes escenarios

que puede llegar a realizar el estudiante.

1.

Da clic derecho del raton sobre el punto S selecciona propiedades, luego habilita
la casilla objeto fijo, seguido hace clic derecho del raton sobre el punto A para
deshabilitar la opcion objeto fijo. Finalmente arrastra el punto A sobre la parabola.
Con la observacion del experimento determina que las longitudes FS y S a la recta
k (perpendicular al eje de simetria) son distintas para cualquier punto S,
posteriormente, fija nuevamente el punto A y selecciona el punto del deslizador
para mover y cambiar el coeficiente de la expresion algebraica de la funcion
cuadratica, para ello arrastra con el raton el punto a del deslizador, o mueve con
las flechas direccionales del teclado, para observar las longitudes de la cuerda AB,

y la relacion de esta con FS y Sk.

En esta tarea es posible que el estudiante proponga una de las siguientes conjeturas:

e Sise mueve el punto S la longitud de la cuerda AB cambia, pero el segmento AC

se ajusta de forma proporcional pero no en todos los casos.

e El lado recto siempre es el segmento que cruza un punto importante (foco) y va

hacia los lados de la parabola y su posicion no cambia, aunque mueva los puntos

Ay S, ademaés es perpendicular al eje de simetria.
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e Aunque se cambie el valor del coeficiente a de la expresion algebraica de la
funcién cuadratica y cambie la longitud del segmento AB este siempre pasa por

un punto especial llamado foco (F).

e Sise mueve el punto S cambia las posiciones de los segmentos FS y Sk, pero las

longitudes de estas se mantienen igual.

e Para todos los puntos sobre la parabola se cumple que FS = Sk porque todos los
puntos S de la parabola estdn en la misma distancia del foco (F) y de la recta k£

que se llama directriz.

Como conclusion, se espera institucionalizar a nivel conceptual que el estudiante debe
identificar el lado recto como un segmento definido geométricamente, cuyo calculo y
relacioén con otros elementos de la pardbola se mantiene constante, independientemente del
cambio del arrastre del punto a del deslizador que es el coeficiente a de la funcion cuadratica.
Ademas, el estudiante experiment6 experimentalmente que cualquier punto sobre la parabola

cumple con la propiedad de equidistancia respecto al foco y la directriz.

4.2.4 Tarea 3: Relacion de la longitud del lado recto de la parabola con la expresion
algebraica de la funcion cuadrdtica

Materiales y recursos: En la Figura 28, Se subministra un archivo en formato GeoGebra file
(.ggb) Titulado como: 3.T-APPLET. En ¢él se presenta en la vista grafica tres deslizadores, la
representacion grafica de la funcion cuadratica (parabola), con la construccion del segmento
AB lado recto, eje de simetria, vértice(V) y foco (F), representacion algebraica de la funcidon

cuadratica y casillas de control.

Formulacion de la tarea: Dada la construccion geométrica del lado recto de una
representacion grafica de la funcién cuadratica f(x) = ax? + bx + ¢, una paréabola, realice

las siguientes tareas:

Subtarea 3.1: Calcule la longitud del lado recto AB, luego observe la longitud y cambie cada
uno de los valores de los coeficientes de la expresion algebraica de la funcion cuadrética a,b,

y c. (De qué coeficientes depende la longitud del lado recto? Proponga una conjetura en
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relacion con la dependencia de la longitud del lado recto y algin coeficiente de la expresion
algebraica de la funcion cuadratica. Complete las Tablas 15 y por parejas de estudiantes
redacten por separado coémo varia la longitud del lado recto al modificar cada coeficiente.
Ademas, tome algunas capturas de pantalla que evidencien los cambios en la longitud del

lado recto al modificar los coeficientes.
Tabla 15
Registro de la variacion de la longitud del lado recto al modificar los coeficientes de la

expresion cuadratica.

a b Medida del lado recto a c Medida del lado recto
2 5 -4 0
2 -2 -4 1.5
2 1 -4 -2.5
2 -3 -4 4
a b c Medida del lado recto
2 5 -1
-3 -1 -2
4.5 3.5 -0.5

Nota: fuente de elaboracion propia del autor.

Subtarea 3.2: Completando la Tabla 16 en la vista hoja de calculo o la que aparece a
continuacion proponga una conjetura aritmética en relacion con el valor del coeficiente de la
expresion algebraica de la funcion cuadratica del que depende el lado recto y su longitud.
Incluya tres nimeros mas en la tabla, redacte con su compafiero una conclusion sobre qué

coeficiente afecta la longitud del lado recto.
Tabla 16

Variacion de la longitud del lado recto segun el valor de un coeficiente de la expresion

cuadratica
Valor del coeficiente del que depende | Medida del lado recto
1
0.5
4
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1.25

0.6

Nota. Fuente de elaboracion propia del autor.

Subtarea 3.3: Proponga una conjetura entre la relacion de la longitud del lado recto del
coeficiente a y la distancia del foco (F) al vértice (V) de la parabola. Compare con otra pareja

la propuesta de su escrito, € indiquen si hay puntos de opinién en comin
Figura 28.

Diagrama de la tarea 3 en GeoGebra

Segmonsb B Faie foces 1

o

P

A

Nota. Fuente de elaboracion propia del autor. La version de la Tarea 3 se puede observar en

el anexo 2.

Meta: El propdsito de esta tarea consiste en que, dada la representacion grdfica de una
funcion cuadratica, relacionar la longitud del lado recto con uno de los coeficientes de la
funcion cuadrdtica. Se da inicialmente la construccion de la representacion grafica de una
funcion cuadratica f(x) = ax? + bx + ¢ y el segmento AB y una tabla en la vista hoja de
calculo, de modo que el estudiante observe los invariantes de los coeficientes a través de la
manipulacion de los valores de los coeficientes en la expresion algebraica de la funcién

cuadratica, la representacion grafica de la parabola y la longitud del lado recto fomentado
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en el estudiante la formulacion de conjeturas y razonamientos basados en el analisis de los
datos observados en una tabla, asi como en el calculo y comparacion de distancias relevantes
en la pardbola, como la del foco al vértice, permitiendo a estudiantes fortalecer su
pensamiento critico y aritmético sobre la dependencia de la longitud del lado recto en relacion
con los coeficientes de la funcion cuadréatica, promoviendo asi una comprension mas
profunda de las propiedades algebraico-geométricas de la representacion grafica de la

funcién cuadratica (pardbola).

Se espera que el estudiante haga uso de los artefactos Distancia o Longitud (DL-11),
Deslizador (DP-7) y Mueve (MU-1) y junto con los esquemas de uso general descritos en las
Tablas 11 y 14, asi mismo de los esquemas de uso en el contexto de la tarea descritos en las

Tablas 12y 15.

4.2.4.1 Analisis de posibles esquemas de usos asociados a los artefactos: Tarea 3

La subtarea 3.1, tiene como objetivo que el estudiante utilice del grupo Medicion, el artefacto
Distancia o Longitud, del grupo Interaccion, Deslizador y del grupo Movimiento el artefacto
Mueve, de esta forma calcula la medida de la cuerda, a partir del arrastre de los Deslizadores
de la expresion algebraica de la funcion cuadratica y observar en la representacion grafica
(parabola) lo que ocurre con los objetos y a partir ello proponer un conjetura en relacion al
coeficiente del cual depende la longitud del lado recto. Para ello se anticipan los siguientes

escenarios que pueden darse en la exploracion hecha por el estudiante.

1. Selecciona Distancia o Longitud da clic en el segmento AB para determinar la
longitud del lado recto, luego selecciona los puntos a, by ¢ de los deslizadores de
la expresion algebraica de la funcion cuadratica los arrastra con el raton de manera
que realiza cambios en los valores de @, b y ¢ por separado para ver los invariantes
y determinar si hay alguna influencia en el lado recto, asi mismo experimenta

como estos cambios afectan la longitud del lado recto.

2. Selecciona el artefacto Distancia o Longitud da clic en el punto A y después en el
punto B, luego selecciona los puntos @, by ¢ de los deslizadores de la expresion

algebraica de la funcidn cuadratica para ello ubica la flecha en los puntos de los
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deslizadores y con las teclas direccionales del teclado mueve a izquierda o derecha
el punto del deslizador de manera que realice cambios en los valores de a, by ¢
por separado para ver los invariantes y determinar si hay alguna influencia en la

longitud del lado recto.
Finalmente propone una conjetura, por ejemplo:

e La longitud del lado recto AB depende tinicamente del coeficiente a puesto que a

medida que aumenta el coeficiente a la longitud del lado disminuye.

e El coeficiente b no tiene impacto directo en la longitud del lado recto AB puesto que

solo afecta la posicion del Vértice de la parabola.

e El coeficiente ¢ no tiene impacto directo en la longitud del lado recto puesto que solo
afecta la posicion horizontal (izquierda o derecha) del Vértice de la parabola. De
modo que solo determina la interseccion de la parabola con el eje y, ademas este

modifica la posicion de la parabola sin alterar el lado recto AB y su longitud.

La subtarea 3.2, tiene como objetivo que el estudiante utilice del grupo Interaccion el
artefacto Deslizador 'y grupo Movimiento Mueve, ademas manipular la hoja vista de calculo
en GeoGebra, de esta forma generar en los estudiantes habilidades para explorar, comparar
y analizar relaciones algebraicas y geomeétricas en la funcion cuadratica, ademas de formular
conjeturas a partir de la manipulaciéon de los coeficientes de la expresion algebraica, la
representacion grafica de la funcion cuadratica dada y andlisis a través de tabla de datos en
hoja de calculo. De tal forma que permita a estudiantes proponer hipotesis fundamentadas
sobre como los coeficientes afectan la representacion grafica de la pardbola y su expresion
algebraica dada, de modo que, realice razonamiento inductivo al interpretar los datos
generados en la hoja de calculo. Asi mismo, el estudiante registra los valores del coeficiente
a, la longitud del lado recto (L). Para ello se espera que los estudiantes realicen los siguientes

escenarios:

1. Seleccione el punto a del deslizador del coeficiente a y lo arrastre hasta donde le
indica la informacion de la tabla que se encuentra en vista hoja de célculo. Observa
la Longitud del lado recto AB, luego escribe la longitud en la tabla, posteriormente

realiza el mismo proceso hasta conseguir la distancia del lado recto indicada en la
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tabla, de esta forma mira el valor del coeficiente a. El proceso descrito le permite al

estudiante proponer una de las posibles siguientes conjeturas:

e Cuando el coeficiente a tiene un valor numérico grande la longitud del lado
recto AB se hace mas pequena y cuando el coeficiente a tiene un valor
numérico pequefio la longitud del lado recto AB se hace mas grande. De modo
que el tamafio del lado recto cambia dependiendo del coeficiente de la variable

de segundo grado, pero al revés.

e Existe una relacion inversa entre coeficiente a y la longitud del lado recto (L).

1
Representado como: L = Tl

e La longitud del lado recto AB es inversamente proporcional al valor absoluto

del coeficiente a.

La subtarea 3.3, El objetivo de esta tarea consiste en que el estudiante utilice del grupo
Medicién  Distancia o Longitud, de esta forma identifique patrones, registre datos, y
proponga conjeturas fundamentadas sobre la dependencia geométrica y algebraica
permitiéndole fortalecer el razonamiento inductivo y el desarrollo de competencias TD con
el uso de GeoGebra aplicadas en tareas matemadticas particularmente la longitud del lado
recto de la representacion grafica (pardbola) de la funcion cuadratica dada, para ello los
estudiantes analizan la relacion entre la longitud del lado recto de la parabola, el coeficiente
a de la expresion algebraica de la funcidon cuadrética, y la distancia entre el foco (F) y el
vértice (V). de manera que los estudiantes exploraran coémo la variacion del coeficiente a
afecta tanto la forma de la pardbola como la longitud del lado recto y la distancia FV. Se

anticipa que los estudiantes realicen los siguientes escenarios:

a. Selecciona el artefacto Distancia o Longitud para calcular la distancia entre el foco y
el vértice, da clic en el punto F, luego V y con la Distancia o longitud del lado recto
determinada anteriormente le ayuda a visualizar los cambios que presenta la
construccion de la parabola dada, por ejemplo, observa como cambia la forma de la
parabola, la longitud del lado recto y la posicion del foco (F) con respecto al vértice

(V). permitiéndole proponer conjeturas como:
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e La distancia de FV (del foco al vértice) se relaciona con la longitud de AB
(lado recto) puesto que cuando el punto F (foco) esta mas lejos del punto V

(vértice) el segmento AB (lado recto) es mas grande.

e Cuando el valor del coeficiente a es mas grande el punto F (foco) estd mas

cerca del punto V (vértice).

e El segmento AB (lado recto) es cuatro veces la distancia entre los puntos F y

V (el foco y el vértice)

Como conclusion, se espera que el estudiante no solo identifica como el coeficiente a afecta
la longitud del lado recto, sino también cémo a controla la distancia entre el foco y el vértice,
conectando estas propiedades de la representacion grafica con la expresion algebraica de la
funcién cuadratica. Ademas, que establezca que la longitud del lado recto de la
representacion geometria de una funcién cuadratica dada es el inverso del coeficiente

principal de la expresion algebraica de la funcion cuadrética.

4.2.5 Tarea 4: Aplicacion del lado recto correspondiente a una funcion cuadrdtica: juego
de aviones de papel

Materiales y recursos: Se suministra un archivo en formato GeoGebra file (.ggb) titulado
como: 4.T-APPLET. En ¢l se presenta la simulacion de una situacion sobre el lanzamiento

de un avion que incluye deslizadores y cuadros de entrada. Ver Figura 29.

Formulacion de la tarea: Lea la situacion problema e interactie con el simulador Juego de

aviones de papel.

En el colegio se realiza una competencia sobre el vuelo de aviones de papel disefiados por el
estudiante de undécimo. Por ejemplo, Abel lanza su avion desde un punto inicial y una altura
considerable para su estatura y el recorrido que define el avidon es un segmento (porcion) de

parabola, como lo muestra la simulacion. Solucione las siguientes tareas.
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Subtarea 4.1: Si la funcién que modela el recorrido del avion es de la forma f(x) = ax? +
bx + ¢, determine el valor independiente cuando el avion de papel cae al suelo. ;Cudl es el

dominio de esta funcidn cuadratica? Para ello:

a. Abra el archivo en GeoGebra Titulado como: 4. T-APPLET.
b. Ubique los controles de animacion, luego de play, cuente hasta 7 en la mente y pause
la simulacién. Con el raton del computador seleccione el borrador, realiza la misma

operacion tres veces. Describa lo que se observa en la simulacion.

c. Ubique los deslizadores en los siguientes valores: y0= 1.5; v0=7.8; 0=72° y de play

a la animacion. ;Qué representa cada deslizador?

NOTA: Para responder las preguntas puede usar puntos sobre un objeto, moverlo, ver sus
coordenadas entre otras cosas. Ademas, las tareas que siguen se trabajaran con los valores

de los deslizadores indicados anteriormente.

Subtarea 4.2: ;Coémo puede determinar el valor del coeficiente cuadratico? Describa el
b p
proceso y argumente su respuesta. Puede activar las casillas de verificacion y usar los objetos

que aparecen.

Subtarea 4.3: Conociendo el valor del coeficiente @ y ¢ dado por las subtareas anteriores,

(Cuadl es la expresion algebraica que describe el recorrido del vuelo del avidon de papel?
Ayuda: puede usar otros puntos de la grafica y la ecuacioén que ha generado.

Describa los procesos que utilizé para determinar la expresion algebraica del lanzamiento del

avion de papel.
Figura 29

Diagrama de la tarea 4 en GeoGebra
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Nota. Fuente de elaboracion propia del autor. La version de la Tarea 4 se puede observar en el

anexo 3.

Meta: Utilizar caracteristicas de una funcion cuadrdtica para interpretar y resolver
problemas aplicados, fortaleciendo la comprension de la relacion entre la representacion
grdfica y algebraica. Se muestra la simulacion de una situacion planteada y una guia impresa
(Anexo 3) en la que el estudiante encontrard las tareas a realizar y las indicaciones para
interactuar con la simulacion. Se promueve el desarrollo de procesos de experimentacion y
visualizacién que permitan un aprendizaje significativo y el reconocimiento de los objetos
matematicos en situaciones comunes en su vivir, asi mismo, la formulacion de conjeturas y
la apropiacion de los artefactos que puede usar del programa GeoGebra. Especificamente, se
espera el uso de los artefactos Distancia o Longitud (DL-11), Deslizador (DP-7) y Mueve

(MU-1) y junto a los esquemas de uso general descritos en las Tablas 11 a 14.
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4.2.5.1 Analisis de posibles esquemas de usos asociados a los artefactos: Tarea 4

La subtarea 4.1, tiene como objetivo que el estudiante se familiarice con los controles de la

simulacion y utilice de los grupos de la barra de herramientas los artefactos Punto sobre

objeto, Deslizador y Mueve para determinar el valor independiente de la expresion algebraica

correspondiente al segmento de pardbola generado en la animacion y su dominio. Ademas,

el estudiante identificara que el valor independiente se determinard a partir del valor de y,

que corresponde con el corte con el eje y, de esta forma podra describir. Asimismo,

identificando el corte con el eje x podra describir el dominio.

De modo que se anticipan los siguientes escenarios que pueden darse en la exploracion hecha

por el estudiante.

1.

2.

Selecciona de elementos geométricos recorrido para visualizar de mejor forma el
lanzamiento del avidn de papel. Selecciona punto para ubicarlo en el suelo (eje x)
luego selecciona Distancia o Longitud, de esta forma selecciona los puntos del
suelo y punto del avion para obtener el valor independiente, para hallar el dominio
selecciona interseccion entre la representacion geométrica generada por el
lanzamiento del avion, para obtener el punto cae el avion, selecciona la

coordenada obtenida para observar el valor de x donde y = 0

Activa de los elementos geométricos recorrido para visualizar de mejor forma el
lanzamiento del avion de papel, da clic en el punto del avidon para observar las
coordenadas, si x = 0Oen esta coordenada el valor de y es el término
independiente. Determina el dominio de la representacion geométrica obtenida al

lanzar el avion y describe los pasos realizados anteriormente.

La subtarea 4.2, tiene como objetivo que el estudiante utilice del grupo medicion el artefacto

Distancia o Longitud, asimismo usar las casillas de verificacion y los objetos que aparecen

en la simulacion. Para ello se pueden dar los siguientes escenarios;

1. Activa de los elementos geométricos la casilla de verificacion del lado recto, observa

el lado recto y utiliza el artefacto Distancia o Longitud para determinar la longitud

del lado recto. De esta manera encuentra la relacion que hay entre la medida del lado
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recto y el coeficiente a de la expresion algebraica y hace uso de la formula del lado

recto
L= ﬁ y la despeja con respecto a. por ejemplo si la longitud del lado recto
es 3,34:
1
3,45 = —
|al
3,45]al =1
al = —
=345
la| = 0.289
a = 0.289

2. Activa de los cuadros de control, el recorrido seguido del eje de simetria selecciona
intercesion, da clic en la representacion geométrica de la pardbola y en el eje de
simetria para encontrar el punto de interseccion y observa las coordenadas del vértice,
luego selecciona punto en objeto, dar clic en la parabola y selecciona el punto con
botdn derecho del raton para observar las coordenadas del punto, finalmente realiza

procesos algebraicos para encontrar el valor de a.

La subtarea 4.3, El objetivo de esta tarea consiste en que el estudiante genere diferentes
estrategias para la construccion de la expresion algebraica que Modela el recorrido del avion
de papel, utilizando artefactos, esquemas de uso general, las Tablas 13 y 16 y los esquemas
de utilizacion desde la interaccion con TD GeoGebra en el contexto de la tarea descritos en

las Tablas 14 y 17.

Para determinar los puntos clave de la trayectoria. Por ejemplo, el punto de inicio y el vértice
en la representacion geométrica generada por el lanzamiento del avion (pardbola), puede

hallar los coeficientes de la parabola que se ha generado del recorrido y de forma algebraica
) . ) . , b

reemplazar el valor del coeficiente a en la ecuacion del eje de simetria x = s luego

despejar con respecto b para obtener el valor el coeficiente de dicho coeficiente. Por ejemplo,

B b
~2(0.289)
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b
182 = ————
8 2(0.289)
b = —-2(0.289)(1.82)
b = —2(0.289)(1.82)
b =-1.084
Como conclusién se espera que al término de estas tareas los estudiantes no solo entiendan

la representacion geométrica de una funcion cuadratica, sino que también el manejo de

expresiones algebraicas involucradas en dicha representacion.

CAPITULO 5

5. Implementacion y analisis de la propuesta

5.1. Descripcion de la implementacion

El proposito principal de la implementacion de la propuesta es revisar, mejorar y adaptar las
tareas disefiadas con el fin de fortalecer el estudio de propiedades algebraico-analiticas de
funciones cuadraticas. Esta etapa permite observar directamente como los estudiantes
abordan las tareas mediadas por TD, identificando posibles ajustes en su redaccion, el nivel
de dificultad de las preguntas, la claridad en las instrucciones, la pertinencia de los artefactos
utilizados y posibles interacciones que surjan entre los artefactos y los estudiantes. A partir
de esta implementacion, se obtiene por un lado informacion valiosa que permite la
reestructuracion de las tareas, de manera que estas sean mas efectivas y significativas en el
proceso de ensenanza-aprendizaje del objeto de estudio y por otro evidencias de los esquemas

de uso de los artefactos utilizados por los estudiantes.

Especificamente, en este capitulo se presenta una descripcion de la muestra, del cronograma
de implementacion de las actividades, de los recursos a utilizar, de las herramientas para la
recoleccion de los datos, de las caracteristicas observables que guiaran el analisis de los datos

y un analisis de la informacion recolectada.
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5.2. Muestra y criterios de la seleccion

La muestra de participantes de esta fase de la investigacion estd conformada por seis
estudiantes de grado undécimo de la L.E la Armonia, quienes trabajan en parejas atendiendo
a la disposicion de equipos tecnologicos en la institucion y la dindmica que se espera que
surja en la implementacion de las actividades. El grupo fue seleccionado de manera
intencional, de acuerdo con el perfil de cada estudiante y algunas recomendaciones de los
directivos y docentes de dichos estudiantes en relacion con el grado de compromiso y el
interés por el aprendizaje de las matematicas. Ademas, para la participacion de los estudiantes
se contd con la autorizacion de los padres, a quienes se inform6 por medio de una carta
personal, y del rector de la institucién. Los estudiantes seleccionados son cuatro mujeres y
dos hombres cuyas edades estan entre los 16 y 18 afios, edad acorde con la edad promedio
para estudiantes de educacion media; sus desempefios académicos en general son los
esperados, segtn el concepto de algunos docentes de la institucion que les orientan clase, son
responsables con sus tareas y trabajos asignados en diferentes asignaturas. Ademas, el grupo
seleccionado cuenta con conocimientos y competencias basicas en matematicas necesarios
para abordar las actividades, como el reconocimiento del concepto de funcion, funcion
polindmica, dominio y rango de una funcion, la manipulaciéon (a nivel inicial) de

representaciones tanto algebraicas como graficas de funciones.

5.3. Cronograma de actividades

La implementacion se planed para ser desarrollada en ocho sesiones de 60 minutos,
distribuidas en diferentes dias de acuerdo con la disponibilidad de los espacios fisicos. En la
Tabla 17. Se presentan puntualmente la distribucion de las actividades y el propdsito

principal de cada una.
Tabla 17

Cronograma de la intervencion

Nuimero y dia Hora Actividad Propésito
intervencion
1. miércoles 2 abril. 1:00 pm | Presentacion plenaria (empleando un | Desarrollar ~ competencias
archivo en Power Point) del software | tecnoldgicas de los
GeoGebra segun lo dispuesto en la | estudiantes usando
herramientas  basicas  de
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Tarea 0: reconocimiento del entorno
GeoGebra

geogebra; manipulando y
explorando algunos de los
artefactos que seran
empleados en el desarrollo
de las tareas.

2. jueves 3 abril.

11:15am

Presentacion y desarrollo de la Tarea
1: Eje De Simetria.

Subtarea 1.1 construccion de punto
simétricos

Subtarea 1.2 construccion eje de
simetria de la pardbola

Discusion e institucionalizacion de
los resultados construidos esperados.

3. jueves 3 abril.

1:00 pm

Desarrollo de 1la Subtarea 1.3
Validacion de la construccion
realizada.

Discusion e institucionalizacion de
los resultados construidos esperados.

Determinar
geométricamente el eje de
simetria de la representacion
grafica de wuna funcion
cuadratica

4. viernes 4 abril

7:00am

Presentacion y desarrollo de la Tarea
2: Identificar el lado recto.

Subtarea 2.1 construcciéon de una
cuerda AB que sea el doble del
segmento del punto A a la recta £.
Discusion e institucionalizacién de
los resultados construidos.

5. lunes 7 abril

8:50 am

Desarrollo  de:  Subtarea 2.2
Construccion de punto S sobre la
parabola y calculo de longitud SF, y
Sk. Comparacion de las longitudes al
mover un punto.

Subtarea 2.3. explorar longitudes SF
y del punto S a la recta paralela al eje
x nombrada k, asi mismo de lo que
puede ocurrir con las longitudes de la
cuerda AB y el segmento AC a partir
de mover el punto A

Discusion e institucionalizacion de
los resultados construidos esperados

Identificar el lado recto
como se ha definido
geométricamente.

6. lunes 7 abril

1:00 pm

Presentacion y desarrollo de la Tarea
3: Relacion de la longitud del lado
recto de la parabola con la expresion
algebraica de la funcion cuadratica.
Subtarea 3.1.

Uso  Distancia o  Longitud,
Deslizador y Mueve, para calcular la
medida de la cuerda para establecer,
a partir del arrastre de los
Deslizadores de la  expresion
algebraica de la funcion cuadratica y
observar en la representacion grafica
(parabola) tal que conjeture cual o
cuales coeficientes es del que
depende la longitud del lado recto

7. martes 8 abril

7:00 am

Subtarea 3.2  completar tabla
variacion de la longitud del lado
recto seguin el valor de un coeficiente

Relacionar la longitud del
lado recto con uno de los
coeficientes de la funcion
cuadratica.
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de la expresion cuadratica proponga
una conjetura aritmética en relacion
con el valor del coeficiente de la
expresion algebraica de la funcion
cuadratica del que depende el lado
recto y su longitud

Busca que el estudiante utilice del
grupo Interaccion el artefacto
Deslizador 'y grupo Movimiento
Mueve, ademas manipular la hoja
vista de calculo en GeoGebra, de esta
forma generar en los estudiantes
habilidades para explorar, comparar
y analizar relaciones algebraicas y
geométricas en la funcion cuadratica
Subtarea 3.3, El objetivo de esta tarca
consiste en que el estudiante utilice
del grupo Medicion Distancia o
Longitud, de esta forma identifique
patrones, registre datos, y proponga
conjeturas fundamentadas sobre la
dependencia geométrica y algebraica
permitiéndole fortalecer el
razonamiento  inductivo 'y el
desarrollo de competencias TD con
el uso de GeoGebra aplicadas en
tareas matematicas particularmente
la longitud del lado recto de la
parabola.

8. miércoles 9 abril

1:00 pm

Presentacion de la Tarea 4. De
presenta un problema de contexto en
contexto y un simulador de este.
Subtarea 4.1 utilizar simulador para
dar respuesta al enunciado que es
describir lo observado

Subtarea 4.2 comprender el valor del
término cuadratico

Subtarea 4.3 describir el valor del
coeficiente @ y ¢ dado por las
subtareas anteriores, ;(Cual es la
expresion algebraica que describe el
recorrido del vuelo del avion de
papel? El cual busca que, el
estudiante genere diferentes
estrategias para la construccion de la
expresion algebraica que Modela el
recorrido del avion de papel,
utilizando artefactos, esquemas de
uso general.

Utilizar caracteristicas de
una funcién cuadratica para
interpretar 'y  resolver
problemas aplicados,
fortaleciendo la
comprension de la relacion
entre la  representacion
grafica y algebraica.

Nota. Fuente de elaboracion propia, este cronograma puede ajustarse en funcion del ritmo de

trabajo de los estudiantes y de las necesidades que surjan durante el proceso. La intervencion
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5y 6 por dinamicas de la institucion no se ejecutaron, razon por la cual se corrieron para ser
abordaron en las siguientes intervenciones, lo que causo que no se alcanzé a implementar las
cuatro tareas propuestas como se tenia previsto particularmente las subtarea 3.2 y 3.3 de la

tarea 3 y todo la tarea 4.

5.4 Recursos fisicos para la implementacion

La implementacion se llevaré a cabo en dos espacios de la L.E la Armonia: la biblioteca y el
salon de reuniones de robdtica, los cuales cuentan con un ambiente adecuado para el trabajo
académico; iluminacion, ventilacion y acceso a energia eléctrica. Para el desarrollo de las
tareas se dispone de tres computadores portatiles con el software GeoGebra previamente
instalado, lo cual permitird que los estudiantes trabajen en parejas, fomentando la

colaboracion y la discusion matematica entre ellos.

Las tareas disefiadas en esta implementacion fueron planeadas y elaboradas de acuerdo con
los propositos de la investigacion y serdn entregadas a cada pareja de estudiantes en el
formato de guias impresas (Anexo 2), cada una de las cuales presenta entre otros aspectos: la
descripcion de la tarea, imagen del disefio de las tareas en GeoGebra, algunas preguntas
orientadoras que permitan o faciliten la interpretacion, ejecucion y andlisis de las tareas por
parte de los estudiantes. Ademads, dichas guias cuentan con espacios para escribir algunos
productos de su intervencion como la reflexion, el registro de datos, posibles respuestas,

formulacion de hipotesis, conjeturas y conclusiones.

La presentacion del programa GeoGebra incluye una breve explicacion del programa y la
interaccion inicial a través en la Tarea 0 por parte del estudiante, donde se familiarizan con
las herramientas basicas necesarias de dicho programa para el desarrollo de las actividades;
asimismo, se incorpor6 un recurso audiovisual destinado a facilitar la familiarizacion de los
estudiantes con el entorno GeoGebra. Para ello, se sugirio el video GeoGebra - Instalacion,
vista algebraica, grafica y entrada, disponible en el canal Aprendiendo con GeoGebra (2020),

https://www.youtube.com/watch?v=mV 1kYL8n2Il y curso basico de geogebra disponible
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en el canal Math Vitae (2021), https://www.youtube.com/watch?v=YCmVulkaglY. Los

cuales ofrecen una explicacion clara y basica del funcionamiento del software. Los videos
fueron incluidos como recurso complementario para los estudiantes y también descargados

para su proyeccion durante la sesion, con fines educativos.

5.4.1 Herramientas para la recoleccion de informacion

En aras de obtener informacion pertinente que permita analizar las tareas mediadas con TD
y la forma en que los estudiantes las asumen y desarrollan se han seleccionado herramientas
de recoleccion de informacion cualitativa. Estas herramientas permiten capturar tanto las
producciones de los estudiantes como aspectos observables durante la implementacion de las

tareas.

En primer lugar, se recolectaran las producciones escritas generadas por los estudiantes
durante la resolucion de las tareas, ya que permiten analizar de manera directa los
procedimientos, argumentaciones y estrategias que son empleadas; en segundo lugar, a través
de XBOX game bar, se realizara la grabacion de parte del desarrollo de las tareas logrado
por una pareja de estudiantes seleccionada al azar, con el propoésito de registrar interacciones,
el uso de los artefactos que ofrece GeoGebra, y algunos de los esquemas de utilizacién que
emergen en el transcurso de la actividad. Finalmente, se llevaréd un diario de campo, en el que
se documentaran las observaciones relevantes sobre el desarrollo de las tareas, las preguntas
formuladas por los estudiantes, los comportamientos emergentes, y aspectos relacionados
con el uso de las TD. Este instrumento permitira identificar elementos significativos que no
siempre se evidencian en las producciones escritas o grabaciones, brindando una perspectiva

mas completa del contexto de implementacion.

5.5 Descripcion de los elementos a analizar

Con el fin de organizar y analizar la informacion recolectada en relacion con la
implementacion de la propuesta de tareas mediadas por TD, en la Tabla 19 se establecen los

criterios que orientaran la observacion e interpretacion de las producciones y actuaciones de
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los estudiantes. Puntualmente, se establece una escala de indicadores en relacion con cuatro
categorias principales, a saber: enunciado y proposito de la tarea, artefactos de la TD, objetos

matematicos y procesos matematicos transversales, Tabla 18.

A partir de la primera categoria se espera evaluar si el lenguaje utilizado en el enunciado de
cada tarea es claro y pertinente (segun los conocimientos tanto matematicos como
tecnologicos de los estudiantes), si la instruccién y pregunta de la tarea lleva a que los
estudiantes aborden el desarrollo de la tarea seglin lo previsto en la fase de disefio y si el
proposito de cada tarea es entendido. Por su parte, la segunda categoria busca establecer si
los artefactos y esquemas de uso empleados en el desarrollo de la tarea se corresponden con
los propuestos en el analisis a priori de cada tarea o si se utilizan otros artefactos y se generan
esquemas de uso correspondientes. La tercera categoria tiene como propdsito identificar si
los objetos matematicos involucrados en el desarrollo de las tareas son reconocidos, si su
relacion con el objeto de estudio principal es identificada y si se generan argumentos para el
uso de tales objetos. Finalmente, con la ltima categoria se pretende establecer en qué nivel
las tareas propuestas promueven el desarrollo de procesos transversales como visualizar,
conjeturar. argumentar y comunicar.

Tabla 18. Categorias para el andlisis de las tareas implementadas

Categoria Subcategoria Nivel Indicador

a. El lenguaje utilizado| 1 [Los enunciados de la tarea no son claros tanto por la existencia

en la tarea es claro y| de términos matematicos no conocidos por ellos como por el uso|
pertinente para que el de términos relacionados con los artefactos.

estudiante realice lo| 2 [Se observa que los enunciados de la tarea son parcialmente
solicitado. entendidos por el estudiante; sin embargo, requiere de apoyo de

su par o docente en la interpretacion de términos (matematicos)
del enunciado.
3 |Se evidencia que los enunciados de tarea son claros para el

estudiante.
b. Se asimila la] 1 [El estudiante entiende que debe abrir el programa, pero no sabe
instruccion propuestal qué hacer con él.
en la tarea; los| 2 [Elestudiante entiende parcialmente las instrucciones: logra abrir|
enunciados de las el programa y explorar algunos elementos, pero necesita apoyo
subtareas son claros constante para avanzar en el desarrollo de la tarea.

para los estudiantes. | 3 [E] estudiante logra entender completamente las instrucciones de
la tarea y desarrollarla, supeditado a que el docente suministre
definiciones o nociones de objetos matematicos nombrados en
la tarea.

4 [El estudiante entiende claramente la instruccion: abre el
programa, identifica lo que se espera hacer y realiza la tarea de
forma auténoma, siguiendo los pasos indicados.

Enunciado y proposito de la tarea

1.
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El estudiante
identifica un
proposito en la tarea.

El estudiante no entiende el propdsito de la tarea ni de la
subtarea, puesto que no logra establecer un sentido para las
actividades que realiza.

El estudiante entiende el propoésito de las subtareas, pero no le
es claro el propdsito general de la tarea: no reconoce como las
subtareas se articulan entre si para alcanzar el propdsito global
de la tarea.

El estudiante entiende el propdsito de la tarea y de las subtareas,
puesto que establece relaciones entre estas que le permiten
reconocer el proposito general de la tarea.

2. Artefactos de la TD

Los artefactos que
fueron utilizados en|

No emplean artefactos de GeoGebra para el desarrollo de la
tarea.

el desarrollo de cada
subtarea se condicen|

Se usan artefactos de GeoGebra diferentes a los previstos en el
analisis a priori de la tarea.

con los propuestos en
el analisis a priori.

Se emplean algunos de los artefactos de GeoGebra previstos en
el analisis a priori de la tarea.

Se evidencia los
esquemas de uso de

El estudiante presenta dificultades para manejar esquemas de
uso de los artefactos en la solucion de la tarea.

los artefactos por el
estudiante en la tarea,

El estudiante emplea esquemas de utilizacion de los artefactos
diferentes a los planteados en el andlisis a priori de la tarea.

basado en las|
subcategoria
expuestas en el
analisis a priori de las|
tareas (ver capitulo 5
Tablas 11 y 14)

El estudiante emplea los esquemas de uso de los artefactos
planteados en el andlisis a priori de la tarea, lo que demuestra
que entiende la utilidad de los artefactos en la tarea a solucionar.

Se evidencia que los
esquemas de uso de

El estudiante muestra el uso de esquemas para solucionar la
tarea, pero con dificultad para comprender lo que ha realizado.

los artefactos fueron|
apropiados en el

El estudiante propone otros esquemas de utilizacion como una
herramienta de exploracion para dar solucién a la tarea.

desarrollo de la tarea.

[El estudiante soluciona la tarea de manera apropiada,
evidenciando esquemas de uso de acuerdo con los artefactos a|
utilizar.

Los resultados obtenidos por el estudiante son coherentes con
los objetivos y las instrucciones establecidos en la tarea, lo quej
indica que los esquemas de uso previstos fueron empleados paral
alcanzar los objetivos esperados.

3. Objeto matematico

En las tareas se
utilizan los objetos
matematicos

El estudiante emplea objetos matematicos, pero no son
claramente definidos por el estudiante ni se observa relacion|
entre ellos.

previstos
relacionados.

El estudiante utiliza objetos matematicos diferentes a los
previstos.

El estudiante utiliza los objetos matematicos previstos en el
desarrollo de la tarea de modo que establece algunas relaciones
entre estos.

La tarea promueve la

[Emplea elementos propios de una representacion.

representacion de
objetos matematicos

Reconoce elementos que configuran la representacion (bien sea
geométrica o simbolico-algebraica) de una funcioén cuadratica.

Establece relaciones entre las representaciones geométrica y

simbolico-algebraica de una funcidn cuadratica.
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El enunciado e
instrucciones de Iaj
tarea promueven el

E1 enunciado y las instrucciones orientan al estudiante a realizar
un proceso guiado de experimentacion con los artefactos durante
el desarrollo de la tarea.

desarrollo de
procesos de
experimentacion por|
parte del estudiante.

2 |El enunciado y las instrucciones de la tarea promueven que el
estudiante explore diferentes estrategias de uso de los artefactos
en el desarrollo de la tarea.

3 [El enunciado y las instrucciones permiten que el estudiante]
realice procesos de exploracion tanto con el proposito de
descubrir relaciones entre los objetos como con el proposito dej
validar sus observaciones.

b. La tarea fomenta la] 1 |[El estudiante no propone conjeturas, sobre las observaciones y

construccion de construcciones que realiza en el desarrollo de la tarea.

conjeturas por partel 2 |E] estudiante propone, bajo un proceso guiado del profesor, sus

del estudiante. conjeturas sobre las relaciones que se dan entre los objetos

imatematicos o los esquemas de uso de los artefactos.

3 [Siguiendo las instrucciones de la tarea, el estudiante propone de

forma autonoma sus conjeturas frente a lo que ha realizado o

hallado.

c. Latarea lleva a que 1 |El estudiante soluciona la tarea, pero no ofrece explicacion
el estudiante verbal ni por escrito de lo que observa o logro de los objetivos.
argumente sus 2 [El estudiante hace una corta explicacion de lo que observal
producciones. basado en la experimentacion, pero sin referirse a relaciones

entre conceptos matematicos o al uso explicito de artefactos en|

GeoGebra.

3 |[El estudiante suministra argumentos (matematicos o basados en|

los esquemas de uso de los artefactos) acerca de los resultados|

matematicos obtenidos.

d. La tarea potencia la 1 |El estudiante resuelve individualmente la tarea sin comunicarse
comunicacion entre con su par.
pares 2 [El estudiante intercambia estrategias o respuestas con su par,

ero no profundiza en la explicacion matematica.

3 |El estudiante intercambia ideas y genera construcciones

conceptuales colectivas, para resolver la tarea o plantear una

imejor estrategia que dé solucion a la tarea.

4. Procesos matematicos transversales

Nota. Fuente de elaboracion propia del autor.

5.6 Analisis de los datos recolectados

Se exalta que el analisis de los datos recolectados, en particular, esta orientado a determinar
como puede mejorarse el disefio de las tareas para lograr los propdsitos establecidos con el
uso de TD, identificando fortalezas y debilidades en relacion con el proposito especifico de
cada tarea, los artefactos propuesto para su desarrollo, asi como los esquemas de uso de tales

artefactos.
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La informacion recolectada, es decir la transcripcion de la grabacion realizada y las
producciones (tareas) de los estudiantes que seran objeto de andlisis en esta seccion se pueden

consultar en la carpeta en drive a través del enlace:

https://drive.google.com/drive/folders/IHDZPYvTP8TXCpFNsUtmYPFoM6aEbenE6?usp

=sharing

Puntualmente a continuacion se desarrolla el analisis de las tareas implementadas atendiendo
a las categorias (Tabla 18) propuestas en este capitulo. Ademas, se aclara que, en las
transcripciones, ya sean escritos y comentarios verbales las palabras de los estudiantes se
presentan en cursiva y entre comillas para facilitar su identificacién, asi mismo con el
propodsito de organizar de mejor forma la descripcion del andlisis. A continuacion, se
relacionan en la Tabla 19 las parejas que participaron en la implementacion con su alcance

(a nivel de subtareas desarrolladas) en el avance de las tareas:
Tabla 19

Subtareas desarrolladas por los estudiantes

Pareja Tarea 1 Tarea 2 Tarea 3 Tarea 4

Pareja 1: conformada | Desarrolld las tres | Desarrollé las tres | Desarrolld de una
por los estudiantes subtareas. subtareas. subtareas.

que identificamos con
los nombres Anay

Karola No alcanzaron a
Pareja 2: Desarrolld  dos | Desarrolld dos desarrollar esta
Identificados con los subtareas. subtareas. tarea.
nombres Silvia 'y No alcanzaron a
José. desarrollar esta
tarea.
Pareja 3: Identificados | Desarroll6 las tres | Desarrolld las tres
con los nombres Abel | subtareas. subtareas.
y Belly.

5.6.1 Analisis Tarea 1: Eje de simetria.

En el desarrollo de la Tarea 1 se observd que no todas las parejas de estudiantes lograron
culminar las tres subtareas en el tiempo establecido en el cronograma, debido a diferentes
razones; por un lado, no todas las parejas empezaron a abordar las subtareas al mismo tiempo,
una pareja no asistio a parte de la implementacion y para las parejas que si asistieron a todas
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las sesiones. Se observaron dinamicas sociales que llevaron a que se dispersaran en el

desarrollo de la Tarea 1 y sus subtareas.

Finalmente, a los estudiantes les tomo un tiempo 2 horas de 60 minutos para el desarrollo de
la Tarea 1, distribuido de la siguiente forma: 45 minutos para la subtarea 1.1 y 1 hora con 15
minutos para las subtareas 1.2 y 1.3. En la dindmica de la implementacion y observacion del
desarrollo de la Tarea 1 se evidencio que la pareja 2 no logré desarrollar la subtarea 1.3 y las

parejas 1 y 3 lograron desarrollar todas las subtareas correspondientes.
Categoria 1. Enunciado y propdosito de la tarea.

En el desarrollo de esta tarea se observa que todos los estudiantes entienden de manera parcial
los enunciados propuestos, requiriendo en algunos casos la orientacion del docente para una
correcta interpretacion. Por ejemplo, en la interaccion con los estudiantes, se identificd que
algunos de ellos cuestionaron el significado del concepto de eje de simetria, como se
evidencia en el Fragmento 1 de la transcripcion de la grabacion realizada al trabajo de la

pareja 3 en relacion con la subtarea 1.2 de la Tarea 1.
Fragmento 1

Transcripcion de la grabacion pareja 3: Abel y Belly, Subtarea 1.2 de la Tarea 1 (3:05-
6:21).

Abel: ;Este es un eje de simetria? [pregunta a la profe] j4hora no!

Profe: ;Qué?

Abel: Osea el punto medio,

Belly: ;el punto?

Profe: ;Me dejas ver? ;Me lo serialas?

Abel: Si.

Profe: Me estas preguntando que si el punto...

Abel: el punto E es el eje de simetria.

Profe: No, porque antes me dijeron que era un punto, ;jqué? Tu lo dijiste ahorita.
Abel: ;El medio?

Belly: El punto medio.
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Profe: Es un punto medio. No es un eje de simetria, pero si les va a servir para hacer la
construccion del eje de simetria.

Abel: Ok.

Profe: vale.

Abel y Belly: listo.

Belly: Aun no se conoce el eje de simetria, aun no se conoce el término.
Profe: ;Sabemos qué es el eje de simetria?

Belly: No Seriora.

Abel: Ni idea.

Profe: ;No se imaginan qué quiere decir o que es?
Abel: Pues de pronto es la base, jno?

Belly: Un punto en partida de... No sé.
Abel: Es que suena como a bases.

Profe: Cuando escuchan el término eje de simetria, ;te suena como a una base? y en este
caso, por ejemplo. ;Cudl seria la base segun tu version?

Abel: Punto. acd.

Profe: ;Donde?

Abel: Aca. [senala el punto minimo de la parabola].

Profe: Entonces, ;jese seria el eje de simetria?

Abel: No sé. Si.

Profe: ;Tu qué opinas? [preguntandole a Belly] o tienes de pronto otra idea.

Belly: Pues a mi eje me suena como... No sé, como un punto de partida. ésea, donde se parten
como dos. osea, ahi seria simetria. Pues, de donde salen las dos partes

Profe: Bueno, dos partes, ;jesas dos partes como son?

Belly: osea, igual como que siento que es como la mitad. y esto seria la simetria.

Se observa en esta parte de la transcripcion que los estudiantes relacionan el eje de simetria
con el vértice de la pardbola (lo que ellos aluden como base) y con el punto medio de una

cuerda de la parabola ortogonal al eje de simetria (punto medio entre dos puntos simétricos),
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cuando se dice: ese punto es el eje de simetria (Figura 30); por ende, el docente tuvo que
intervenir para aclarar la definicion de punto medio de un segmento e indicar que eso no es
el eje de simetria buscado. Esto evidencia que los estudiantes reconocen que tales puntos
tienen relacion con el eje de simetria, pero no identifican que estos puntos hacen parte de tal
eje y mucho menos que el eje es una recta. De este modo surgio la necesidad de suministrar

una definicion de tales conceptos y ello permitio el desarrollo de la tarea.

Figura 30
Interpretacion erronea del vértice como eje de simetria de la parabola durante la

exploracion grafica
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Nota. Respuesta de pareja 3: Abel y Belly a la subtarea 1.2 de la Tarea 1. Momento en el que
Abel sefala el punto vértice de la pardbola y lo identifica como la base, sugiriendo que este

representa el eje de simetria.

Finalmente, en relacion con los propdsitos de la tarea, los estudiantes entienden el proposito
de la subtarea 1.1 puesto que logran, particularmente, identificar la necesidad de establecer

condiciones para que dos puntos de la pardbola sean simétricos con respecto a su eje,
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exploran diversas herramientas geométricas en GeoGebra y responden adecuadamente a
preguntas orientadoras del investigador como: ;qué relacion tienen los puntos A y B?,

aludiendo a que los puntos se mueven simultineamente y concluyendo que son simétricos.

Asi mismo, aunque en las producciones escritas presentadas por los estudiantes en la subtarea
1.3, (Figura 31), no se evidencia una formalizacién completa del concepto de eje de simetria,
si se evidencian ideas que apuntan al reconocimiento de su caracter invariante. Como el
hecho de que el punto medio entre dos puntos simétricos de una parabola esta en el eje o que
el eje de simetria es Unico para una parabola determinada, lo que indica que comienzan a
articular la idea central de la tarea, aunque aiin con expresiones informales o intuitivas. Estas

respuestas sugieren que el proposito general de la tarea empieza a emerger en los estudiantes.

Figura 31

Solucion escritas presentada en la subtarea 1.3 de la Tarea 1
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Nota: Figura 31a. Respuesta de la pareja 1; Ana y Karola y Figura 31.b pareja 3; Abel y

Belly.

A manera de sintesis, se presenta en la Tabla 20 la categoria 1 y los niveles obtenidos durante

la implementacion de la Tarea 1 por cada pareja de estudiantes.
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Tabla 20

Niveles de desemperio de las parejas en relacion con el enunciado y proposito de la Tarea

1
Categoria Subcategoria Nivel | Parejal | Pareja2 | Pareja3
a. El lenguaje utilizado en la tarea es 1
claro y pertinente para que el 2 X X X
estudiante realice lo solicitado. 3
b. Se asimila la instruccién propuesta 1
1. Enunciado y en la tarea; los enunciados de las 2 X X X
proposito  de subtareas son claros para los 3
la tarea. estudiantes. 4
c. El estudiante identifica un proposito 1
en la tarea. 2 X X X
3

Nota. Fuente de elaboracion propia del autor en base a los datos obtenidos por las parejas de

estudiantes.

A partir de las observaciones sobre la categoria 1 para la Tarea 1, se concluye que el
inconveniente fundamental en relacidon con su implementacion subyace en el significado que
tienen los estudiantes de “eje de simetria para una parabola”. Para ello, se sugiere estar
atentos a acompafiar la exploracion de los estudiantes y se propone mejorar la descripcion de
la subtarea 1.1, incluyendo explicitamente instrucciones y preguntas que pueden contribuir a
guiar la construccion del objeto matematico deseado y a organizar sus ideas de forma escrita.
Ademas, al finalizar toda la Tarea 1, se sugiere al docente intervenir realizando preguntas
que hagan visible el proposito de esta tarea, tales como: ;como define el eje de simetria de
una parabola?, ;en todas las representaciones graficas de la funcion cuadrética el eje de
simetria es Unico? Justifique por qué, ;El procedimiento para construir el eje de simetria de
la parabola cambia cuando se modifican los coeficientes de la funcion cuadratica, o siempre
se realiza de la misma manera? Explique. ;habra excepciones en que la pardbola no tenga

eje de simetria? Explique su respuesta.

Ademas, se propone en la subtarea 1.3 de la Tarea 1: complementar con preguntas que
orienten la reflexion sobre el significado y caracteristicas del eje de simetria abordadas desde
el uso del programa, Algunas preguntas son: ;por qué en la construccion elaborada para

obtener puntos simétricos de una parabola no cambia al modificar los coeficientes de la
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funcion?, ;de qué otra forma podria caracterizarse (construirse) el eje de simetria para una

parabola?

Al finalizar el anélisis de la Tarea 1 considerando todas las categorias establecidas, se
indicaran explicitamente los cambios que se generan en la tarea, a raiz de las observaciones

y del analisis realizado de la implementacion de la primera version.

Categoria 2. Artefactos de la TD.

En esta categoria se evalta el uso de artefactos en el desarrollo de la tarea y de los esquemas
de utilizacion empleados. Al respecto, se evidencid que las tres parejas de estudiantes
emplearon algunos de los artefactos del programa GeoGebra que fueron previstos en el
analisis a priori de la tarea. La Tabla 21 presenta los artefactos considerados en el analisis a
priori para cada una de las subtareas de la Tarea 1. Particularmente, en la subtarea 1.1 de la
Tarea 1, los estudiantes debian construir un punto D simétrico al punto C en la parabola (con
respecto al eje de simetria), utilizando herramientas como recta Paralela o Perpendicular,
punto de Interseccion y Mueve. El andlisis a priori de los saberes en esta subtarea suponia
que los estudiantes identificarian la dependencia entre el punto C y D, empleando el

movimiento del punto C, y luego validarian la construccion del punto D.
Tabla 21

Artefactos considerados en el andlisis a priori para cada una de las subtareas de la Tarea

1.
Tarea 1
Subtarea Artefactos empleados previstos
1.1 Lugares especiales: Paralela.

Movimiento: Mover.

Punto: Interseccion.

Generales: Alejar y Acercar.

1.2 Lugares especiales: Paralela, Perpendicular
Movimiento: Mover.

Punto: Medio o Centro.

Generales: Alejar y Acercar

1.3 Interaccion: Deslizadores.
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Durante la implementacion de la subtarea 1.1 de la Tarea 1, los estudiantes utilizaron diversos
artefactos de GeoGebra para construir un punto simétrico al punto C en la parabola.
Inicialmente, exploraron sin éxito las herramientas de los grupos Transformacion, Puntos
punto en objeto y Lugares especiales paralela, sin comprender plenamente su esquema de
uso. Ante esta dificultad, el docente intervino y orient6 a los estudiantes hacia el uso del
artefacto Mueve para arrastrar el punto A, lo que les permitid reconocer la relacion de
dependencia entre los puntos simétricos A y B previamente construidos. En ese sentido Abel
y Belly manifiestan al docente que los puntos se mueven simultaneamente. Frente a esto el
docente pregunta ;Y eso qué quiere decir? de manera que responden diciendo que son

Simétricos puesto que uno depende del movimiento del otro.

Posteriormente, al notar que el artefacto Punto usado en la construccion de punto D por si
solo no generaba dependencia al punto C, decidieron usar el artefacto Paralela para construir
una recta que pasara por el punto C y definir la posible posiciéon del punto D; aunque atin no
son del todo conscientes que al seleccionar el eje x estan definiendo la direccién de dicha
recta, se percatan de que esta construccion les indica la ubicacion donde podria construirse
el punto D de manera simétrica. En ese proceso, eligieron el artefacto Interseccion para
ubicar dicho punto y verificaron su comportamiento con el artefacto Mueve, al arrastrar el
punto C y comprobar su dependencia con el punto D. Esta reflexion quedo evidenciada en
sus registros escritos (Figura 32), donde se describe el uso de comandos como Paralela e

Interseccion para construir un punto simétrico.
Figura 32
Registros de estudiantes al describir los artefactos que usaron de GeoGebra para construir

un punto simétrico al punto C en la parabola
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Nota. Artefactos que usaron para el desarrollo de la subtarea 1.1. 32 a pareja 1: Anay Karola
y 32 b pareja 2: Silvia y José.

En la subtarea 1.2 se requeria que las parejas de estudiantes establecieran el eje de simetria
de la parabola mediante la aplicacion de conceptos geométricos fundamentales en tal
construccion haciendo uso de las herramientas Medio o Centro, Mediatriz, Paralela o
Perpendicular; ademds, se esperaba que formulardn argumentos que fundamentaran el
procedimiento para determinar el eje de simetria en una parabola. Lo cual se observé que los
estudiantes lograron identificar el uso del punto medio y la perpendicular como una estrategia

de construccion para obtener el eje de simetria de la parabola.

En relacion con esta subtarea, la pareja 3 selecciond la herramienta Bisectriz; sin embargo,
Abel preguntd ;qué es la bisectriz? Luego de leer el cuadro de didlogo que suministra la
ayuda en GeoGebra y ver la expresion Tres puntos (lateral, vértices, lateral antihorario) o
dos rectas deciden abandonarla y en su lugar Abel eligi6 del mentl de puntos la herramienta
Medio o Centro y seleccionando los puntos C y D, obtiene el punto medio entre los puntos

simétricos C y D (Figura 33).
Figura 33
Seleccion de artefactos en GeoGebra y construccion de un punto medio entre puntos

simétricos Cy D

127



[N 2 . | A ] = o
Y ASLPOD LS 2 SR
mr Y ——————— 2
o T ” e ~
I: ardeon s e et s TAREA 1 - r
L P/ ol fonce condiscs frrme e oot cmepende i i 0 fumcido it P I, g e ponde
o= o~ ponibels 4 ot
& CPRE DI\ Lo ponare 58 parhes o s Dadin b pun 41 8 b persdols goe som i
SRR e ol i o wimeic de U puriiels < avm o of e s imarie b fo purviels
)\ P S o s coan Ayt ven 20 1t evantr, dewmming:
- e s
o Medoggats
102 o Newacerone o g Hr) w0357 s 162406
N tewma
) ] D DR
O
[N MW LS ——
D L Lo Te— b chtrncnged tasint
D L2 0o v b v 3 peten D At

L3 R RO RV IS

TAREA I A trnbnnncda, v prevewy s sgresesniie pafer

A la famcidn (el Srimen I ot cwmepands.
ety s
Doen Low puion 4 3 8 o s pariil gos wa simiwiion

LY G g O R I S

TAREA | teener =\ B

Py o
e s # 4%4 piraa
ol b v A 3 8 b B it ot o smiiion

et pepente ol G s it o 0 peribels

. = e oo rpevie of ga s almaria do s pardiels i
e o oon 20 ¢ cvnni, dermins: t.-« [RPPRRPEpS—
—_—— —_—
1(2) w 0.52% 4 1.62 4 ~0.6 f(2)= 032" ¢ 162 +~0.6 H
D o O sascar
PG
DAY & ez [P —— .
udl-. D L O’*"‘"" PP ———
e e
[mE
M TR rnd)
= et = ~ — — = T WA =

- = — et

Nota. Construccion realizada en la subtarea 1.2 por la pareja 3: Abel y Belly.

En relacion con los esquemas de uso de los artefactos, se aprecia como la mayoria de los
estudiantes comprenden la importancia de su uso en la solucion de la tarea planteada, como

se evidencia en el Fragmento 2 de la grabacion realizada al trabajo de la pareja 3:

Fragmento 2

Transcripcion de la grabacion pareja 3: Abel y Belly, Subtarea 1.2 de la Tarea 1 (6:52-
8:33).

Profe: Les ayudo, porque Belly, dice que la simetria es como dos partes.
Profe: El eje de simetria es una recta.

Profe: Esa recta, ;qué hace?

Belly: Divide en dos partes

Profe: Pero jen qué partes?

Abel y Belly: En partes iguales.

Profe: Y para eso si, también necesitan lo que tu decias antes.
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Belly: El punto medio.
Profe: Si, perfecto. Entonces hay que construir el eje de simetria.

Abel y Belly: Ok.

Se observo que Belly verbaliz6 la nocidon de simetria como dos partes cuyas partes deben ser
iguales. Como apoyo, se identifico la intervenciéon del investigador quien asocio
explicitamente esa idea con lo obtenido en la construccion: el eje de simetria (de una
pardbola) es una recta que divide en dos partes iguales (a la parabola), sin sehalar de manera
directa qué caracteristica posee dicha recta; asimismo, propicié que Abel y Belly recordaran
la necesidad de determinar punto medio del segmento AB. En este intercambio de ideas
particularmente no solo se evidencid un avance en la conceptualizacion del concepto (eje de
simetria), sino que también se vislumbrd un acercamiento a un esquema de uso esperado, que
fue emplear la herramienta Medio o Centro para generar el punto medio de un segmento, en

el que tal punto hara parte del eje de simetria y servird para su construccion.

A continuacion, las tres parejas de estudiantes seleccionaron la herramienta Recta del grupo
de lugares por ejemplo la pareja 3 ensayo su uso, identificando que la construccion de recta
puede cambiar de sentido, de manera que Abel comenté: ;Estd derecho o no? ;Y por qué no
esta? ;Qué es esto?, esto evidencio que para los estudiantes es importante la orientacion de
la recta en la construccion geométrica del eje de simetria de la parabola, razén por la cual

decidieron con Belly experimentar con otras herramientas del programa GeoGebra.

Por ejemplo, Belly sugirié a su compafiero realizar la construccion con la herramienta
Paralela que reconoci6 Util en la construccion y verbalizando la expresion mdas facil para que
te quede (Figura 34). Abel cuestion6 su pertinencia aludiendo no, pero paralela no. ;Por qué
Paralela? Ante la insistencia de Belly, decidieron utilizarla seleccionando el eje y, luego
cliclean en el punto medio entre C y D, hallando asi una primera solucion para la construccion
geométrica del eje de simetria de la pardbola dada. Dicha construccion permitio a Abel
entender que la herramienta genero6 el eje de simetria de la parabola, e indico: ok funciona.
Asi, la eleccion de la herramienta mostrd la activacion de un esquema de uso previsto en el
andlisis a priori, discutiendo y tomando decisiones instrumentales basadas en el objetivo de

construir el eje de simetria.
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Figura 34
Entorno GeoGebra que ilustro el uso del artefacto Paralela en la construccion del eje de

simetria de la parabola a partir de los puntos simétricos Cy D
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Nota. Uso del Artefacto propuesto por Belly para la construccion del eje de simetria en una
parébola.

La pareja 3, ademas, hizo uso de la herramienta Perpendicular (Figura 35) propuesto por
Abel, puesto que considerd que puede ser util en la solucion de la subtarea 1.1, de modo que
seleccionaron de la barra de herramienta del grupo de lugares la herramienta Perpendicular,
y selecciond el punto medio entre C y D, finalmente cliqueo la recta que pasa por los puntos
simétricos C y D, percatandose con su compafiera de la existencia de otra forma para
construir el eje de simetria de la parabola. Esto permitié que Abel manifestara la expresion
Es lo mismo, también aparece el eje de simetria. De esta manera Belly se convence de la

eleccion del artefacto frente a lo que observd. Expresando las palabras ok, si sirve.

En ese sentido, al identificar que diferentes artefactos conducen a construcciones que generan
el eje de simetria de la parabola, los estudiantes no solo aplicaron correctamente el esquema
de uso, sino que también evidenciaron criterios al comparar y justificar la eleccion de la

herramienta.
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Figura 35
Entorno GeoGebra que ilustra el uso de la herramienta Perpendicular para construir el eje

de simetria de la parabola a partir de los puntos simétricos Cy D
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Nota. Artefacto propuesto por Abel para la construccion del eje de simetria en una parabola.
Igualmente, se presentan partes de las producciones escritas (Figura 36) de las parejas 1,2y
3 estas describen la eleccion y los esquemas involucrados al momento de usar los artefactos

que se mencionan en el analisis a priori.

Figura 36
Producciones escritas de los estudiantes durante la construccion del eje de simetria

requerido en la Subtarea 1.2
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Nota. Producciones escritas en respuesta de la subtarea 1.2 de la Tarea 1. 36 a. Pareja 1: Ana

y Karola. 36b. Pareja 2: Silvia y José. 36 c. Pareja 3: Abel y Belly.

En la subtarea 1.3, cuyo objetivo consiste en que el estudiante utilice el artefacto Deslizador
para visualizar y validar como los cambios en los coeficientes de la funcion cuadrética
afectan de alguna forma la representacion grafica de esta como por ejemplo, la posicion y
amplitud de la pardbola, los estudiantes identificaron diferencias entre los coeficientes al
observar que la pardbola cambiaba de posicion al mover los deslizadores, esto les permitid
responder la pregunta: ;La construccion del eje de simetria realizada por ustedes es valida?
(Figura 37). Ante esto, la pareja 3 argumenta diciendo; Si, porque siempre se mantiene en la
mitad dividiendo la parabola. Afirmacion que reveld la manipulacion de la herramienta

Deslizador por parte de los estudiantes.
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Asimismo, al experimentar con los deslizadores, los estudiantes observaron en tiempo real
que la construccion del eje de simetria era consistente, dicha observacion sugiere que los
estudiantes lograron un reconocimiento de tipo geométrico, facilitando el aprendizaje del
concepto y entendiendo el uso de los Deslizadores en esta subtarea.

Figura 37

Producciones escritas subtarea 1.3 presentando los argumentos para la validacion del eje

del eje de simetria en una parabola
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Nota. Respuestas escritas por los estudiantes. 37 a. Pareja 1: Ana y Karola. 37 b. Pareja 3:

Abel y Belly.

Los artefactos usados en esta subtarea, particularmente los Deslizadores, permitieron a los
estudiantes visualizar como la parabola se modificaba al trabajar sobre sus coeficientes sin
afectar la construccion del eje de simetria, llevando a las parejas de estudiantes a comenzar
a relacionar caracteristicas de la representacion algebraica y de la grafica. A manera de
sintesis, en la Tabla 22 se indican los artefactos y los esquemas de uso de los artefactos de

GeoGebra logrados por los estudiantes durante la implementacion de la Tarea 1.
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Tabla 22

Artefactos y Esquemas de uso logrados en la Tarea 1

Artefactos

Esquemas de uso logrados

Evidencia

De movimiento o desplazamiento como: Mueve

Los estudiantes entienden que la
herramienta (MU-1) les permite arrastrar
los objetos ya sean de la construccion dada
o de las construcciones que han realizado
en la tarea (Figura 38). Asi, manipulan el
artefacto (MU-1) opcion 1. Asimismo,
entienden que pueden usar la herramienta
para verificar las construcciones que han
realizado.

Figura 38

Uso del artefacto Mueve por la Pareja 3
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Nota. Captura de la grabacion de la Tarea 1,
donde la pareja 3 Abel y Belly utilizan el
artefacto Mueve en GeoGebra, para verificar si
el punto D es simétrico al punto C dado en la
parabola.

De lugares especiales como:
Paralela y Perpendicular

Emplean (PL-4) con el proposito de
construir un elemento que les ayudara a
determinar el punto D simétrico al punto
dado en la parabola respecto al eje de
simetria. El esquema de uso logrado,
opcion 1 del artefacto (PL-4), por ejemplo,
se identifica en el minuto (21:28-22:10)
cuando seleccionan el eje x (Figura 39. A)
y luego el punto C en parabola (Figura
39.b), de modo que obtienen una recta
paralela al eje x que pasa por el punto C.
Entendiendo que requieren dos objetos un
punto y una recta para generar una Paralela
por un punto a una recta.

Figura 39

Uso del artefacto Paralela por Pareja 3

a. b.
Nota. Captura de la grabacion subtarea 1.1
Tarea 1 interaccion de la pareja 3 con

GeoGebra.
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Seleccionan el artefacto (PP-5) y llevan a
cabo la opcion 1, entienden que deben
elegir el punto medio entre los puntos C y
D (Figura 40.a) y seguido seleccionar la
recta que pasa por dichos puntos simétricos
(Figura 40.b)

Finalmente, observan que se ha generado
una recta perpendicular a la recta
seleccionada es decir a la que pasa por los
punto Cy D (Figura 40.c)

Figura 40

Uso del artefacto perpendicular
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Nota. Captura de la grabacion de la subtarea

1.2 de la Tarea 1 pareja 3.

De puntos como: Interseccion y

Medio o Centro

Los estudiantes eligen (IC-3) (Figura 41.a),
y ejecutan el esquema de uso opcion 1, con
la intencion de hallar una ubicacion precisa
entre dos objetos (Figura 41. b). Asi, al
seleccionar la recta paralela al eje x que
pasa por el punto C y la parabola se genera
el punto de interseccion, a saber, el punto
D (Figura 41.c). En ese sentido, los
estudiantes entienden que el punto no se
ubica libremente en esta tarea puesto que
depende de dos elementos geométricos
seleccionados.

Figura 41

Uso del artefacto interseccion
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Nota. Capturas de la grabacion de la subtarea

1.1 de la Tarea 1 pareja 3.
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Los estudiantes asimilaron que el artefacto
(MC-3) les proporciona una herramienta
para determinar un punto medio entre dos
puntos. Parte de la evidencia de esta
observacion que esta en el desarrollo de la
de la subtarea 1.2 de la Tarea 1 la pareja 1
(Ana y Karola) escribe, “colocamos un
punto céntrico entre los puntos C y E al
mismo tiempo que entre los puntos Ay B”
(Figura 42). En ese sentido se corresponde
con la opcion 1 de MC-3 en el que al
seleccionar dos puntos automaticamente
construye un punto entre estos.

Figura 42

Uso del artefacto Medio o Centro

1

Nota. Captura del desarrollo de la subtarea 1.2

Tarea 1 de la pareja 1: Ana y Karola

De interaccion como: Deslizadores

Los estudiantes experimentan que al
seleccionar (DP-7) opcion 1, se arrastra el
punto de los deslizadores de la subtarea 1.3
y visualizan que en la construccion
realizada hay objetos que cambian como lo
indica Belly “Porque es que, mira, si tu
mueves este, se cambia...” refiriéndose al
coeficiente C y percatandose que en la
expresion algebraica cambia su valor
numérico, Argumentando que, “no tiene
nada que ver ya que el eje de simetria sigue
dividiendo la pardbola en dos partes
iguales manteniéndose en el centro de la
parabola”. Figura 43.

Figura 43
Uso del artefacto deslizador en GeoGebra
que ilustran la manipulacion de los

deslizadores en la subtarea 1.3 Tarea 1

T

JAREA ) o

Nota. Captura de la pareja 3: Abel y Belly
particularmente al experimentar el uso de los
Deslizadores posterior en la construccion del

eje de simetria de la parabola.

Nota. Elaborado a partir del analisis de las grabaciones y producciones escritas obtenidas

durante la implementacion de la Tarea 1, disefiada por la autora.
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A continuacion, se presenta la relacion de los niveles alcanzados por las parejas, en cuanto
el uso de los artefactos durante el desarrollo de la Tarea 1. La Tabla 23 permite evidenciar
los artefactos usados, los esquemas de uso de implementos y su apropiacion por parte de las

parejas de estudiantes.
Tabla 23

Niveles de desempernio de las parejas en relacion con artefactos de la TD de la Tarea 1

Categoria Subcategoria Nivel | Parejal | Pareja2 | Pareja3
Los artefactos que fueron utilizados |
en el desarrollo de cada subtarea se 2
condicen con los propuestos en el 3 X X X
analisis a priori
2. Artefactos de | b. Seevidencia los esquemas de uso de 1
la TD los artefactos por el estudiante en la 2 X X X
tarea, basado en las subcategoria 3
expuestas en el analisis a priori de
las tareas (ver capitulo 5 Tablas 11
y 14)
c. Se evidencia que los esquemas de 1
uso de los artefactos fueron 2 X X
apropiados en el desarrollo de la 3
tarea 4 X

Nota: Fuente de elaboracion propia del autor en base a los datos obtenidos por las parejas de
estudiantes.

A partir de las observaciones realizadas en la categoria 2 para la Tarea 1, se concluye el
principal inconveniente en el manejo de los artefactos durante la implementacion de la tarea
fue la limitada familiaridad de los estudiantes con las herramientas de GeoGebra. Esto a pesar
de que se realizo una sesion destinada a esta actividad, con una duracién de 60 minutos, en
la que se permiti6 a los estudiantes explorar libremente dichas herramientas; sin embargo, se
evidencid que este tiempo fue insuficiente para lograr un dominio bésico que les permitiera

utilizarlas con fluidez en el desarrollo de la Tarea 1.

Esta situacion generd demoras en la identificacion, seleccion e interpretacion de las funciones
de cada herramienta, lo que afecto el ritmo de resolucion de la Tarea 1. En este sentido, se
considera clave el acompafiamiento del docente con explicaciones mas detalladas sobre el
funcionamiento de los artefactos que ofrece Geogebra para tal fin, asi como la resolucion

conjunta de algunos ejemplos que sirvan como modelo. Este tipo de guia permitiria a los
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estudiantes entender mejor el uso de cada herramienta y reducir el tiempo destinado a su
exploracion en futuras tareas. También favoreceria la formulacion de preguntas en tiempo
real por parte de los estudiantes, lo cual enriqueceria el proceso de apropiacion instrumental

y fortaleceria su desempefio en contextos similares.

En relacion con el disefio de la Tarea 1, se propone complementar la Subtarea 1.3 incluyendo
preguntas que inviten al estudiante a realizar una actividad intencionada con los artefactos de
GeoGebra que permitan dar solucion a la tarea. En este sentido, se plantea indagar si, al
modificar los valores de los coeficientes de la funcion cuadratica, se mantiene el eje de
simetria en la nueva pardbola. Para tal fin, se sugiere orientar la actividad mediante la
manipulacion de los deslizadores de los coeficientes a, b y ¢, de modo que los estudiantes
describan con detalle los cambios observados. Asimismo, se propone incluir una tabla en la
que las parejas registren los resultados obtenidos al mover los deslizadores, considerando al

menos cuatro casos. (Tabla 24).
Tabla 24

Verificacion de la solidez de la construccion del eje de simetria ante variaciones en los

coeficientes
Coeficientes Preguntas
a |b ¢ | ¢(la recta construida en | ;(C y D contintan
la tarea anterior es eje | siendo puntos
de simetria de esta | simétricos de la
nueva parabola? parabola?

Nota. elaboracion propia del autor.
Finalmente, después de leer las respuestas consignadas en la tabla, explique:

A partir de las respuestas dadas, considera que el proceso de construccion del eje de simetria
de una parabola cambia si se modifican los coeficientes de la funcion. ;Como definimos el

eje de simetria de una parabola?
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Categoria 3. Objeto matematico de la Tarea 1

En esta categoria se manejan dos aspectos; el uso de los objetos matematicos previstos en las
tareas y su relacion, y la representacion de dichos objetos. En tal sentido, este analisis busca
identificar el uso de los artefactos y observar si la tarea contribuye a construir o desarrollar

conceptos involucrados.

Por ejemplo, durante la implementacion de la subtarea 1.1 de la Tarea 1, se evidenci6 el uso
de objetos matematicos que fueron utilizados en el desarrollo de esta como: recta paralela,
punto medio, perpendicular y punto de interseccion entre curvas. Esto es evidente, por
ejemplo, cuando la pareja 3 muestra los objetos matematicos que emplean en la construccién
del punto D para que sea simétrico al punto C; sin embargo, no son plenamente conscientes

de la definicion de los conceptos matematicos involucrados al solucionar la subtarea.

Aun asi, queda en claro que la tarea permite a los estudiantes entender que la recta paralela
es un objeto geométrico empleado en la construccion del punto D para que sea simétrico al
punto C, en tal sentido, en la Figura 44 se describen los comandos utilizados en el desarrollo
de esta, asi mismo durante la implementacion de esta tarea las parejas de estudiantes
reconocieron una relacion de dependencia geométrica entre dos puntos, pues verbalizaron
que hay existencia de “dependencia entre los puntos Cy D a través de la posicion del punto
Dy la recta paralela al eje x que pasa por el punto C”. En tal sentido dicha relacion moviliza

el eje de simetria puesto que el punto D es ubicado de forma simétrica respecto al punto C.
Figura 44

Movilizacion de objetos matemdaticos para establecer simetria en la parabola

Subtarea 1.1: Considere ¢l punto C de Ia paribola y construya el punto D cn la paribola que sea simétrico al punto C l
con respecto al eje de simetria de los puntos A y B (es decir, de la paribola). Deseriba en este campo los pasos \
desarrollados para la construccion claborady ¢ indique qué comandos (nombre) utilizé en tal construceion.
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Nota. Evidencias escritas de la pareja 3, Abel y Belly de la subtarea 1.1 Tarea 1

L&k 00 oo oy
o [REAhre -Eta e g
= (Ljoeld iy

AN ey e i s i "!

139



Debe tenerse en cuenta que debido al contexto de aplicacion para el desarrollo de la subtarea
se parte del hecho de que los estudiantes conocen algunas de sus propiedades de la pardbola.
Sin embargo, en el desarrollo de la tarea se observo que, la tarea favorecid al estudiante,
realizar construcciones, fortalecer la nocion de puntos simétricos en una recta con respecto
a un punto dado y la nocién de eje de simetria de una parabola (puntos simétricos de la

parabola con respecto a una recta).

Como fortaleza, se observo que algunas parejas de estudiantes identificaron a través de la
construccion y la manipulacion de los deslizadores que los puntos C y D (simétricos) se
desplazaban manteniendo su ubicacion respecto al eje de simetria de la pardbola, esto
permitié a los estudiante reconocer de forma visual la idea de simetria en este objeto
matematico. No obstante, también se observo el uso de algunos objetos sin cuestionar por
qué su uso. Por ejemplo, la pareja 1 construye una recta que coincide con el eje x sin

reconocer que se trataba de una recta paralela

Durante la solucion de la subtarea 1.2 las parejas de estudiantes identificaron correctamente
el punto medio entre C y D como un elemento relevante para la construccion del eje de
simetria, aunque Abel lo confunde con el eje de simetria. Esto muestra un proceso de
aproximacion conceptual. Por otro lado, Belly luego de realizar la construccion y observarla
indica verbalmente me suena como un punto de partida... donde se parten como dos. Esto
puede ser un proceso de apropiaciéon semantica del concepto de Simetria, dejando en
evidencia que la tarea permite identificar el uso de objetos matematicos que en su momento

fueron (tedricamente) vistos por los estudiantes.

Por otro lado, las subtareas 1.1 y 1.2 permitieron a las parejas de estudiantes observar y
construir representaciones geométricas de objetos matematicos, como se puede evidenciar en
las imagenes de la Tabla 22, donde se visualizan las construcciones elaboradas en el
desarrollo de estas subtareas. La subtarea 1.3 destaca dos representaciones, la geométrica y
la algebraica, y, a partir de estas, los estudiantes ven relaciones que se generan entre ellas.
Sin embargo, interesa observar si esta tarea permitio a los estudiantes establecer propiedades
de la parabola a partir de la geometria. Por ejemplo, las parejas de estudiantes utilizan el
punto medio y la perpendicularidad como objetos geométricos para construir el eje de

simetria de la parabola. Sus propiedades permitieron a los estudiantes dar cuenta que el eje
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de simetria debe pasar por el punto medio del segmento determinado por los puntos

simétricos C y D y, ademas, ser perpendicular a este.

De acuerdo con lo anterior, los estudiantes comenzaron a interpretar que el eje de simetria
divide la parabola en dos partes iguales y que debe pasar por el punto medio del segmento
determinado por los puntos simétricos C y D. Este reconocimiento convirtié al punto medio
en un referente clave para construir el eje de simetria. La intervencion del docente resulto
oportuna para reforzar esta idea, ya que permitio profundizar en el significado de objetos
matematicos como el punto medio y el eje de simetria. Un ejemplo de ello se evidencid
cuando la pareja 3 expreso: “Medio o centro. Medio de dos puntos. Este (C) y este(D). Listo,
ahora si. Tenemos ya ese punto”, verbalizacion que refleja no solo el uso del punto medio
como procedimiento, sino también entender su importancia dentro de la estructura simétrica

de la parabola.

A continuacion, la Tabla 25 presenta el nivel alcanzado por las parejas en relacion con los

objetos matemadticos trabajados durante la Tarea 1.
Tabla 25

Niveles de desemperio de las parejas en relacion con los objetos matematicos de la Tarea 1

Categoria Subcategoria Nivel | Parejal | Pareja2 | Pareja3
a. En las tareas se utilizan los objetos 1 X X
matematicos previstos relacionados 2
3. Objetos 3 X
matematicos | b. La tarea promueve la representacion 1
de objetos matematicos 2
3 X X X

Nota. Fuente de elaboracion propia del autor en base a los datos obtenidos por las parejas de

estudiantes.

Aunque el disefo de la tarea permiti6 a los estudiantes reconocer propiedades geométricas
de una parabola durante la construccion del eje de simetria, se sugiere en el disefio de Tarea
incorporar instrucciones puntuales que lleven al estudiante a identificar el objeto usado y a
describir sus caracteristicas dentro de la tarea. Por ejemplo, cuando los estudiantes estén

utilizando el punto medio se solicitara que responda de forma escrita ;Qué sucede con el
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punto D cuando se mueve el punto C? Moviendo el punto C complete la Tabla 26, indicando
las coordenadas para por lo menos cuatro puntos. ;Existe alguna coordenada en comun?,
Puede encontrar alguna relacion entre las coordenadas en x del punto medio y las
coordenadas x de los puntos C y D. ;de qué otra forma podria caracterizarse (definirse) el

eje de simetria para una parabola?

Asimismo, con el fin de fortalecer y centrar la atencion del estudiante, para identificar las
propiedades geométricas en donde los estudiantes vinculen el procedimiento geométrico con
las propiedades tedricas de la pardbola, se realizara la pregunta: ;Por qué el eje de simetria
siempre para por el punto medio? y ;Qué comando de GeoGebra considera indispensable

para esta construccion y por qué?
Tabla 26

Relacion entre puntos simétricos y el punto medio como referencia para el eje de simetria

Punto C Punto D Punto medio

x y X y X y

A partir de la Tabla 26 los estudiantes responderan las preguntas 1,2 y 3:
Mire cada fila para responder las preguntas 1 y 2.

1. Observe en cada fila el punto C, D y el punto medio. ;Existe alguna coordenada en
comun?.

2. Puede encontrar alguna relacion entre las coordenadas en x del punto medio y las
coordenadas x de los puntos C y D.

3. Después de observar sobre la columna titulada punto medio y reflexionar las

diferentes posiciones del punto C, ;hay algo en comun para la columna punto medio?.

Ademas, se recomienda que en el disefio o en la implementacion de la subtarea 1.2 se

incluyan definiciones particularmente como eje, paralela, perpendicular y simetria, con el
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proposito de favorecer una interpretacion mas clara de los elementos matematicos

involucrados.

En la subtarea 1.3 se sugiere dejar un espacio en donde los estudiantes puedan escribir sus
argumentos sobre lo que observan. En paralelo, también se sugiere incluir preguntas como:
(Como se relaciona el cambio del coeficiente b con el eje de simetria? ;Qué les ocurre a los

puntos simétricos C y D cuando se modifica ese coeficiente?

Por otro lado, se sugiere al docente que durante su intervencion realice preguntas que
refuercen el lenguaje técnico, por ejemplo, ; Al trazar la recta por el punto C paralela al eje x
pasa por algun otro punto en la pardbola? ;Qué relacion tiene ese punto con la recta, la curva

y el punto C?

Categoria 4 Procesos matemdaticos transversales de la Tarea 1

Principalmente, con esta categoria se busca identificar si el disefio de las subtareas
implementadas promueve que los estudiantes desarrollen procesos exploracion,
conjeturacion y argumentacion. Se deja en claro que este analisis no se centra en valorar el
desempetio de los estudiantes, sino en identificar si las caracteristicas del disefio de la Tarea
1 estan en relacion con la ejecucion de los procesos planteados. En ese sentido se describe el

analisis correspondiente a partir de los registros obtenidos de los estudiantes.

Durante el desarrollo de la subtarea 1.1 de la Tarea 1, para la construcciéon de un punto
simétrico al punto C dado sobre la parabola, la pareja 3 realizo un proceso de exploracion en
GeoGebra que implico probar distintas herramientas y observar los objetos que cada una de
ellas podia generar. En este proceso identificaron que no todas las herramientas eran utiles
para el proposito de la tarea, lo que los llevo a discriminar las propiedades que fueron las
opciones mas adecuadas y las que no aportaban en la construccion de la subtarea 1.1. Por
ejemplo, exploraron el uso del deslizador asociado al coeficiente b, pero fue descartado al
comprobar que solo modificaba (generaba un movimiento) de la parabola en lugar de generar
un punto simétrico al punto C, Situacion que Abel verbaliza a su compafiera ok no. Figura

45.
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Figura 45

Seleccion del deslizador asociado al coeficiente c de la funcion cuadratica exploracion por

la pareja 3
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Nota. Captura tomada de la grabacion en la implementacion de la subtarea 1.1 de la Tarea 1

a la pareja 3, momento de exploracion de las propiedades de la herramienta Deslizador.

De manera similar, aunque la construccion realizada por la pareja 1 no corresponde al eje de
simetria de la parébola solicitado en la subtarea 1.2, se evidencid un proceso de exploracion
activa e insistente a través del uso de GeoGebra. Esta pareja al manipular los deslizadores
(arrastrar) construyd una nueva parabola (roja) Figura 46 y la interpretaron erroneamente
como eje de simetria. A pesar de ello, esta accion evidencia que los estudiantes exploran con

las herramientas de GeoGebra, en tal sentido la tarea fomento la exploracion.

Figura 46

Primera construccion de eje de simetria propuesta por la pareja 1
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Nota. Imagen elaborada por el autor con base en la observacion directa del trabajo de los
estudiantes, particularmente la pareja 1 (Ana y Karola), ya que no se logrd capturar la

construccion por parte de estos durante la implementacion.

El enunciado y las instrucciones de la tarea llevaron a los estudiantes a explorar de dos
maneras distintas. Por un lado, se enfocaron en identificar las herramientas de GeoGebra que
podian usar para resolver la actividad, como los deslizadores y la construccion del punto
medio. Por otro lado, se centraron en las caracteristicas de los objetos matematicos

involucrados, especialmente la parabola, el eje de simetria y los puntos simétricos.

En la subtarea 1.3, la conexion entre estas dos formas de exploracion se hizo evidente
inicialmente cuando, al preguntarles si sabian qué era el eje de simetria, ellos respondieron
no, ni idea, lo cual los llevd a manipular distintas herramientas como una estrategia para
avanzar en la construccion del eje de simetria y también manipularon los deslizadores para
observar y analizar como los coeficientes a, b y ¢ afectaban la construccion realizada o la
parabola. Esto llevo a las parejas a deducir que el eje de simetria debia pasar por el punto
medio del segmento formado por dos puntos simétricos de la parabola y ser perpendicular a
un segmento (o eje x) o paralela al eje y. Esta conexion fue clave para que surgieran artefactos

adecuados y se desarrollaran esquemas de uso. De modo que la exploracion se constituyo en
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una oportunidad para relacionar las posibilidades de los artefactos digitales con las

propiedades matemadticas necesarias para la construccion solicitada.

Continuando en la Tarea 1 se presento la construccion de conjeturas luego de que las parejas
de estudiantes realizaron la solucion de las subtareas, por ejemplo, la pajera 3 verbaliz6 al
arrastrar el deslizador c, la imagen se movio sobre el eje se simetria, el eje no cambio, sigue
dividiendo la pardbola en dos partes. Esto muestra que Belly entiende el efecto del
coeficiente ¢ en la representacion grafica de la funcion cuadratica de modo que a través del
uso del arrastre del deslizador validan lo que han construido. Aunque no se presentd la
formulacion de la conjetura como se planted en el andlisis a priori, si hay evidencia que la
tarea permite a los estudiantes proponer conjeturas a través de la experimentacion,

construccion y visualizacion que realizan en el desarrollo de esta.

Por otro lado, la tarea propicié que las parejas desarrollaran procesos de argumentacion
entorno a sus construcciones, mediante la interaccion con herramientas de GeoGebra. Un
ejemplo de ello se evidenci6 en la subtarea 1.3, cuando los estudiantes modificaron
(arrastraron) los deslizadores de la funcidon cuadratica propuesta. Esta accion les facilitd
verificar sus construcciones, formular afirmaciones, también fortalecié su capacidad para
justificar con base en propiedades geométricas observadas. En tal sentido, las parejas de
estudiantes identificaron que al modificar los coeficientes de la funcién cuadrética la
construccion de eje de simetria se mantenia valida en todos los casos, llevandolos a reconocer
que el eje de simetria tiene la propiedad de dividir a la representacion grafica de la funcion

cuadratica (parabola) en dos partes equivalentes.

De igual manera luego de interactuar con el applet los estudiantes no solo describen los
pasos, si no que intentan justificar la recta perpendicular como parte del procedimiento para
construir el eje de simetria. En tal sentido, la pareja 3 manifestd Lo construimos utilizando
la funcion perpendicular al punto medio entre C y D. La seleccion de dicha herramienta fue
justificada con el argumento de que la recta perpendicular, construida en el punto medio de
los puntos simétricos C y D, garantiza que estos se encuentren a la misma distancia de la

recta. Lo que Belly refuerza al verbalizar que la recta pasa por el punto medio de C y D.

Durante la ejecucion y desarrollo de las subtareas 1.1, 1.2 y 1.3 de la Tarea 1, se evidencio

didlogo constante entre los estudiantes de la misma pareja, caracterizado por el intercambio
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de ideas, estrategias y propuestas para dar solucion a la tarea. Incluso se corregian o se
respaldaban reciprocamente. En relacion con esto, en el Fragmento 3 de la transcripcion de
la grabacion correspondiente de la subtarea 1.2, se observa un intercambio verbal entre los
estudiantes Abel y Belly que llevo a realizar una construccion en conjunto al observar y

cuestionar lo que habian realizado.
Fragmento 3

Abel: Ahi ya se muestra la simetria. Oye, si te das cuenta, es de otro color. Figura 47.
Belly: ;Qué?

Abel: Mira, es verde y negro. Es donde se parte,

Belly: Si. Claro, mira. Un espejo, prdcticamente.

Nota: Este didlogo muestra como los estudiantes se escuchan mutuamente y construyen una
interpretacion en conjunto sobre lo observado.
Figura 47

Colores como apoyo visual en la construccion del significado de simetria
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Nota. Esta imagen muestra el entorno en GeoGebra que dio lugar a la construccion y

observacion realizada por la pareja 3 Abel y Belly durante la implementacion y desarrollo de

la subtarea 1.2, cuando reconocieron que la pardbola se dividia visualmente en dos colores
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verde y negro, lo que asociaron con el eje de simetria al describirlo como un espejo,
practicamente.

De esta manera, los intercambios entre los estudiantes no solo evidencian interacciones
comunicativas, también muestran procesos de experimentacion, formulacion de conjeturas,
y argumentacion en el desarrollo de las subtareas de la tarea. A continuacion, en la Tabla 28,
se presentan los resultados obtenidos de las respuestas de las parejas de estudiantes con

relacion en el analisis de la categoria 4
Tabla 27
Niveles de desemperio de las parejas en relacion con procesos matemdticos transversales

de la Tarea 1

Categoria Subcategoria Nivel | Parejal | Pareja2 | Pareja3
a. El enunciado e instrucciones de la 1
tarea promueven el desarrollo de 2 X
procesos de experimentacion por 3 X X
parte del estudiante.
b. La tarea fomenta la construccion de 1
4. Procesos conjeturas por parte del estudiante. 2 X X X
matematicos 3
transversales | ¢c. La tarea lleva a que el estudiante 1
argumente sus producciones. 2 X X X
3
d. La tarea potencia la comunicacion 1
entre pares. 2
3 X X X

De acuerdo con lo anterior se evidencio que la Tarea 1 eje de simetria, logra activar las
subcategorias mencionadas en la categoria 4, aunque las parejas presentaron diferentes
niveles de desempefio. Las instrucciones fortalecieron la experimentacion con los artefactos,

y la comunicacion entre pares llevando asi, en algunos casos, a la construccion de conjeturas.

Considerando los resultados, se debe fortalecer la argumentacion, razon por la cual deben
incluirse preguntas que lleven a ello como: para la subtarea 1.1 incorporar en el disefio,
(Como saben que el punto D construido por ustedes es un punto simétrico, escriba
especificamente su argumento? En la subtarea 1.3 ;Como puede justificar que la linea que

acaba de construir representa el eje de simetria? ;Qué cambid observa en la expresion
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algebraica de la funcion cuadratica y como afecta la construccion del eje de simetria de la

parabola realizado por usted? ;Qué propiedad geométrica se puede cumplir?

Se recomienda que al finalizar la subtarea 1.2 el docente pregunte a las parejas ;Qué pasa si
usan el artefacto Mediatriz para la construccién del eje de simetria? ;coincide con su

construccion anterior? Argumente su respuesta.

Luego del anélisis de la Tarea 1: eje de simetria, a continuacion, se resumen las sugerencias
que surgieron en relacion con dos aspectos utiles para mejorar tanto el disefio como la
implementacion de la Tarea. Puntualmente, en la Tabla 28 se organiza esta informacion segin
cada subtarea, resaltando los aspectos que necesitaron apoyo o ajustes. Estas
recomendaciones no solo buscan hacer mas claras las instrucciones, sino también promover
un uso mas adecuado de los artefactos digitales y de los objetos matematicos involucrados,
para que los estudiantes puedan avanzar de manera mas auténoma y coherente en la

resolucion de la tarea. La version final de la Tarea 1 se puede observar en el anexo 4.
Tabla 28

Sugerencias finales luego del analisis de la implementacion de la Tarea 1

Sugerencias finales Tarea 1

Subtarea Intervencion del Docente En el Diseiio la Tarea 1 incluir

1.1 Al finalizar esta subtarea, el docente | Se propone mejorar la descripcion de la tarea,
puede sugerir a los estudiantes que | incluyendo  explicitamente instrucciones y
compartan de forma oral cudl | preguntas que pueden contribuir a guiar la
consideran que fue el propodsito de la | construccion del objeto matematico deseado y a
actividad y algunas ideas sobre lo que | organizar sus ideas de forma escrita. Asi, el nuevo
han aprendido en su desarrollo. enunciado es:

Considere el punto C de la parabola y construya el
punto D en la pardbola que sea simétricoa C
con respecto al eje de simetria de la parabola. Para
ello, mueva el punto A, identifique como cambia B,
y con base en sus observaciones describa el proceso
de construccion del punto D. Escriba los pasos de
su construccion y los comandos que utilizo en cada
paso.

Responda las preguntas:

1. ;Qué significa que el punto D sea simétrico al
punto C?

2. ;Cbémo sabe que el punto D construido por
usted es un punto de la parabola simétrico a C?,
escriba su argumento.
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1.2 El docente puede, en principio, | Partiendo del andlisis realizado a la
promover una lluvia de ideas y una | implementacion de la tarea 2 se ve pertinente
corta discusion con los estudiantes para | incluir algunas preguntas que guien al estudiante a
conocer las ideas que ellos tienen en | reconocer que una caracteristica fundamental del
relacion con los objetos recta paralela, | eje de simetria de una parabola consiste en que,
recta perpendicular y eje de simetria de | dados dos puntos simétricos, su punto medio esta
una parébola, para luego | en el eje de simetria, por lo que la recta formada por
institucionalizar ~ las  definiciones | todos estos puntos medios determina el eje de
clasicas de tales objetos y tal vez | simetria. Asi, se propone que la nueva subtarea
algunas propiedades esenciales. quede expresada como:

Teniendo en cuenta la subtarea anterior, responda
Si los estudiantes no usaron la | las siguientes preguntas y con base en ellas
herramienta Mediatriz, al finalizar el | construya el eje de simetria de la parabola dada
desarrollo de la subtarea, el docente | describiendo los pasos realizados:
puede instar a las parejas a utilizarla | 1. ;Qué sucede con el punto D cuando se mueve
para reconocer sus caracteristicas y el punto C?
relacionar las construcciones logradas. | 2. Moviendo el punto C complete la Tabla,
indicando las coordenadas para por lo menos
cuatro puntos.
Pusta © Pusira D Panls Badis
* F < F = F
3. Con base en la tabla anterior observe en cada
fila el punto C, D y el punto medio. Responda:
[existe alguna coordenada en comun?
4. Puede encontrar alguna relacion entre las
coordenadas en x del punto medio y las
coordenadas x de los puntos C y D.
5. Después de observar las diferentes posiciones
del punto C, observe la columna titulada Punto
Medio. ;Hay algo en comun en esta columna?
Con base en lo observado en los items anteriores,
6. (De qué otra forma podria caracterizarse
(definirse) el eje de simetria para una parabola?
7. Describa el proceso desarrollado por usted
para construir el eje de simetria. Si hay mas de
una forma de construir el eje de simetria,
describalo.
1.3 A través de algunas preguntas el | Con el objetivo de explicitar de mejor forma el

docente puede ayudar a centrar el
proposito de la construccion y algunas
caracteristicas de los objetos que
participan en la construccion. Por
ejemplo:

(Al trazar la recta por el punto C
paralela al eje x pasa por algin otro
punto en la parabola?,

;Qué relacion tiene ese punto con la
recta, la curva y el punto C?

Ademas, durante la implementacion de
la tarea, el docente puede sugerir a los

proposito de la tarea, en particular de validar el
proceso de construccion del eje de simetria de una
parabola y ver su independencia de los coeficientes
de la funcion, se propone la siguiente modificacion
de la tarea:

Partiendo de la construcciéon lograda en la subtarea
anterior, si se modifica el valor de los coeficientes
de la funcioén ¢se sigue obteniendo el eje de simetria
de la nueva parabola?
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estudiantes que analicen diferentes | Para responder mueva los deslizadores y complete
casos para modificar los coeficientes de | la siguiente tabla incluyendo por lo menos cuatro
la funciébn y apreciar que la | casos:

construccion es robusta.

Coeficientes Preguntas

Al finalizar todo la Tarea 1 el docente || @ | b | ¢ | ¢larectaconstruida | (CyD

determinara si es necesario: realizar las en la tarea anterior contintian
: es eje de simetria de | siendo puntos

siguientes preguntas: esta nueva simétricos de la
parabola? parabola?

(coémo define el eje de simetria de una
paréabola?, jen todas las
representaciones graficas de la funcion
cuadratica el eje de simetria es Ginico?
Justifique por qué, (El procedimiento
para construir el eje de simetria de la | A partir de las respuestas dadas, considera que el
pardbola cambia cuando se modifican | proceso de construccion del eje de simetria de una
los coeficientes de la funcion | parabola cambia si se modifican los coeficientes de
cuadratica, o siempre se realiza de la | la funcién. ;Como definimos el eje de simetria de
misma manera? Explique.  ¢habra | una parabola?

excepciones en que la parabola no tenga
eje de simetria? Explique su respuesta.

Nota. Fuente de elaboracion propia del autor.

5.6.2 Analisis Tarea 2: Identificar el lado recto

En el desarrollo de la Tarea 2 se observo que no todas las parejas de estudiantes lograron
ultimar las tres subtareas propuestas dentro del tiempo preestablecido, en parte debido a que
no todas iniciaron su desarrollo al mismo tiempo. De manera similar a lo ocurrido con la
Tarea 1, la pareja 1 no participd en la implementacion de la Tarea 2, a saber, lo
correspondiente a la subtarea 2.3. Por su parte, las parejas 1 y 3 asistieron a la totalidad de
las sesiones e hicieron un uso adecuado de algunas de las herramientas empleadas en el
desarrollo de las subtareas de la Tarea 1. En cuanto al tiempo destinado al desarrollo de la
Tarea 2, se observo que la pareja 1 tom6 aproximadamente 120 minutos para completarla

mientras que a la pareja 3 le tomd 180 minutos.

Categoria 1. Enunciado y proposito de la Tarea.2

Inicialmente los estudiantes presentaron dificultad en la interpretacion del término cuerda
del el enunciado de la subtarea 2.1, sin embargo, después de la intervencion del investigador

los estudiantes logran identificar la representacion geométrica y por ende desarrollar la tarea.
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Por ejemplo, en las verbalizaciones de la pareja 3 indico: Entonces una recta. Supongo, es

muy larga. Entonces es un segmento AB. Si.

Asimismo, en la subtarea 2.2 la palabra fijar generd confusion. La pareja 2 pregunto: ;Qué
es fijar? mientras que la pareja 3 manifest6 en la transcripcion de la grabacion: No sé, si como
tenerlo en cuenta o fijarlo en la parabola, esto muestra que el término no fue entendido con
claridad y que ademas no estan familiarizados con su significado dentro de un contexto
geométrico. Ante esta duda, recurrieron al investigador para solicitar aclaracion, una vez

aclarados los términos, las parejas de estudiantes continuaron con la solucion de las subtareas.

Por otro lado, se observd que el enunciado de la subtarea 2.3 presentd una estructura mas
densa al incluir términos técnicos como coeficiente, expresion algebraica, varias
instrucciones y preguntas en una sola consigna, lo que condujo a la necesidad de realizar un
acompafiamiento constante por parte del docente para orientar el desarrollo de la tarea,
resolver inquietudes sobre el significado de los términos y aclarar las instrucciones o
comunicar de forma diferente las preguntas. Aun asi, las parejas de estudiantes lograron
desarrollar la tarea, probablemente debido a la practica adquirida con el tipo de trabajo y el

lenguaje empleado en subtareas anteriores.

En términos del proposito de la subtarea 2.1 se observo que dos de las parejas (la 2 y la 3)
solucionaron la subtarea para una parabola en particular. En tal sentido, La pareja 2 encontro
la cuerda solicitada al modificar el valor del coeficiente a, como los puntos dados de manera
que fueron acomodados para que se cumpliera la condicion indicada, sin embargo, no
reconocid que se trata de una propiedad valida para cualquier parabola (Figura 48 a). Por su
parte, la pareja 3 caracterizd la cuerda AB al realizar mediciones y comparaciones entre
longitudes de AB y AC. En sus registros escritos expresaron frases como: es el doble o casi
el doble entre los segmentos y la cuerda; incluso sefialaron: No, porque la condicion que
piden ahi es que AB sea el doble de AC y no es el doble, le falta poquito para que sea el
doble (Figura 48 b).

Estas producciones muestran que, aunque ambas parejas avanzaron en la identificacion y
discusion de la cuerda, el propdsito encontrar su existencia para toda parabola no se alcanzo,
lo que evidencia la necesidad de reformular el enunciado de la subtarea para enfatizar la

atencion en dicha caracteristica.
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Figura 48

Respuestas de las parejas sobre identificacion de una cuerda donde AB=2BC
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Nota. Figura 48 a, pareja 2 y figura 48 b se observa como el deslizador afecta la forma de la

parabola, mostrando relaciones geométricas, puesto que notan que al mover el deslizador a

observaron variaciones en la apertura de la pardbola.

En la subtarea 2.2, la pareja 1 completd la tabla con las medidas requeridas (Figura 49),
sefiald que al mover el punto S a través de la pardbola, se van cambiando las distancias;
(aumenta y disminuye) de manera en que tienen la misma distancia con F y la recta k, Esto
evidencio que la pareja 1 reconociera la relacion de igualdad entre ambas distancia al cambiar
la coordenada del punto S. Por su parte la parte las parejas 2 y 3 aunque no establecieron una
igualdad entre dichas medidas, si indicaron respectivamente lo siguiente: al parecer las
medidas de FS son siempre mayores a Sk'y entre mas lejano estaba el punto (S) del (0) mayor
es la diferencia entre la medida de FS y Sk. Con base en las respuestas, se observa que el
proposito de la subtarea 2.2 que es identificar cada punto (S) de la pardbola equidista del
punto () y de la recta (k) no se logra. Probablemente por la dependencia que existia entre
el proposito de la subtarea 2.2 y el logro de la subtarea 2.1, es decir que, aquellos grupos que
no lograron construir la cuerda especial de la subtarea 2.1 no lograrian establecer las

relaciones que se queria identificar.
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Figura 49

Solucion de la tabla: Mediciones y observacion de la relacion entre F'S y Sk
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Nota. Respuesta escrita de la pareja 1.

Asimismo, en relacion con propdsito de la subtarea 2.3 se observo (Figura 50) que las parejas
1 y 3 lograron explicitar la reconfirmacion esperada: que las distancias SF y Sk, observadas
como iguales en la subtarea anterior (2.2), dejan de serlo al modificar el coeficiente a. Por
ejemplo, la pareja 1, reconocié que al modificar el coeficiente a de la funcidon cuadratica
(parabola) cambia, pero no mencionan si se mantiene la igualdad entre las medidas de SF y
Sk.

Figura 50

Evidencias escritas pareja 1 y 3 de la subtarea 2.3
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Nota. Figura 50 a pareja 1 y 50 b pareja 3.

Considerando las observaciones en relacion con la categoria 1, enunciado y propdsito de la
Tarea 2, es evidente que la pajera 1 mostré mayor autonomia en el seguimiento de
instrucciones y mejor manejo del lenguaje técnico, a pesar de que no siempre articula sus
acciones con el proposito de la tarea de fondo. Por otro lado, la pareja 2, y la pareja 3
comprenden parcialmente las instrucciones, pero muestran mas dudas frente al lenguaje
matematico y no llegan a identificar con claridad el objetivo general de la tarea. En
consecuencia, es necesario fortalecer en el disefio de misma las conexiones explicitas con la

nocidn de lado recto.

A manera de sintesis, se presenta en la Tabla 29 la categoria 1 y los niveles obtenidos por

las parejas de estudiantes durante la implementacion de la Tarea 2.
Tabla 29

Niveles de desemperio de las parejas en relacion con el enunciado y propdsito de la Tarea

2

Categoria Subcategoria Nivel | Parejal | Pareja2 | Pareja3

a. El lenguaje utilizado en la tarea es
claro y pertinente para que el
estudiante realice lo solicitado.

b. Se asimila la instruccidon propuesta

1. Enunciado y en la tarea; los enunciados de las
proposito de subtareas son claros para los
la tarea. estudiantes.

—_—

X

c. El estudiante identifica un propdsito
en la tarea.

W [—| R|W[N|—|W|N
>~

Nota. Fuente de elaboracion propia del autor en base a los datos obtenidos por las parejas de
estudiantes.

A partir del analisis realizado se determiné la necesidad, primero, de reformular el enunciado
de la subtarea 2.1 para que sea explicito que debe buscarse una cuerda con las condiciones

dadas para cualquier parabola y no para una en especifico y, en segundo lugar, de cambiar el
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término cuerda por una caracterizacion explicita de tal segmento. Puntualmente, se propone

que el enunciado de tal subtarea sea ahora:

Con la representacion grafica de la funcion cuadratica dada, construya un segmento
con extremos A y B en la parabola tal que su medida sea el doble del segmento AC.
(Cuales son las medidas del segmento AB? y Luego, haga nuevamente esta
construccion cambiando el coeficiente a, por lo menos cuatro veces y registre en la
Tabla 30 las medidas que tienen los segmentos 4B y AC ;Cual es el punto de

interseccion de la cuerda AB con el eje de simetria?
Tabla 30

Registros al modificar el coeficiente a subtarea 2.1

Coeficiente a Medida de AB Medida AC

Nota. elaboracion del autor.

Con la tabla diligenciada por parte del estudiante, el docente puede intervenir
generando las siguientes preguntas al grupo de estudiantes para escuchar sus
respuestas, de tal modo que cada pareja de estudiantes tenga la oportunidad de
proponer una conjetura a partir del experimento realizado:

(Qué observa en la relacion entre los segmentos 4B y AC al cambiar el coeficiente a?
(,Se mantiene la condicidn para cualquier valor de a?

(Qué papel juega el coeficiente a? ;Cambia en algo la existencia de la cuerda?

Para evitar la dependencia entre las subtareas, para la Subtarea 2.2, se propone modificar la
construccion que se suministra dejando visible y fija la cuerda AB que cumple con la
condicion establecida en la subtareas 2.1 para cada parabola (e.d. con la medida igual al doble
de la medida del segmento AC), de modo que los estudiantes no puedan modificarla pero
que, si dependa de los coeficientes que definen la funcion cuadratica, Ademads, se propone,

incluir, el siguiente enunciado:
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Partiendo del applet de la Tarea 2 en su estado original. Construya un punto S en la

parabola, muévalo a lugares diferentes y complete la Tabla 31.

Tabla 31

Registro de coordenadas para el punto S, subtarea 2.2

Coordenadas del punto S | Medida de FS | Medida de S a la recta
X Y k

Nota. elaboracion del autor.

Con la informacion de la tabla, responda. ;Qué ocurre al mover el punto S?
(Qué relacion hay entre FS y Sk?. ;Qué cambia y qué permanece igual?
(Qué elemento de la parabola parece conservarse cuando mueve el punto S?
(Qué importancia tiene el punto F en la parabola?

Proponga una conjetura del experimento.

En relacion con la Subtarea 2.3, se propone agregar la Tabla 32 de tal forma que sirva de
apoyo para orientar mas directamente a los estudiantes hacia la verificacion de esta propiedad
en cuestion, evitando que se queden Uinicamente en descripciones de movimiento sin llegar

al proposito de comprobacion.

Tabla 32

Registro de apoyo para verificacion de propiedades subtarea 32

Coeficiente a Medida de AB Medida AC Medida de FS Medida de S a
larectak

Nota. elaboracion del autor.
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Ahora bien, en términos de sugerencias para el docente es necesario realizar una pausa para
revisar e intervenir con el fin de institucionalizar lo alcanzado en la subtarea 2.1,
especialmente la caracterizacion de la existencia de la cuerda (para cada pardbola hay una
cuerda). Ademas de explicitar de manera formal la definicion del término cuerda. Esto con
el proposito de lograr que los estudiantes entiendan su definicion como objeto matematico
(en términos geométricos) por tltimo finalizada la subtarea 2.3 es fundamental que el docente
introduzca el nombre de dicha cuerda en el contexto de los elementos de una parédbola, de tal

manera que los estudiantes se familiaricen con el termino lado recto.

Categoria 2. Artefactos de la TD de la Tarea 2.

A partir de la implementacion y desarrollo de la Tarea 2 se evidencio correspondencia entre
el andlisis a priori y la ejecucion, puesto que la tres parejas de estudiantes, utilizaron algunos
artefactos previstos inicialmente. La Tabla 33 muestra los artefactos involucrados en el
desarrollo de cada subtarea. Ademas, este analisis permite comprender como los estudiantes

interactuaron con dichos artefactos durante el desarrollo de la Tarea 2.
Tabla 33

Artefactos considerados en el andlisis a priori para cada una de las subtareas de la Tarea

2
Tarea 2
Subtarea Artefactos empleados previstos
2.1 Direcciones: Segmento.

Movimiento: Mueve.
Medicion: Distancia o longitud
Generales: Alejar y Acercar.
2.2 Puntos: Punto en Objeto
Movimiento: Mueve
Medicion: Distancia o longitud
Generales: Alejar y Acercar
23 Movimiento: Mueve
Interaccion: Deslizadores.
Generales: Alejar y Acercar

De manera general, los estudiantes realizaron registros escritos y verbales en los que se
observo el uso de distintas herramientas de GeoGebra en la solucion de las subtareas, tales

como: medicion de segmentos, la manipulacion de puntos mediante la construccion, el
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arrastre de objetos geométricos, el uso de deslizadores, alejar y acercar objetos; siendo estas
necesarias para realizar las construcciones, mover objetos, comparar medidas y establecer

relaciones.

Puntualmente, la pareja 1 en la subtarea 2.1, emple6 el artefacto Distancia o Longitud (DL-
11) para establecer la conjetura “la longitud de la cuerda AB es el doble del segmento AC
con una diferencia minima”. Esto se evidencia al observar que dicha pajera seleccion6 los
puntos 4 y B para calcular la medida del segmento que determinan y utilizando el artefacto
Mueve (MU-1) con el punto 4 se modificé la construccion hasta cumplir la condicion
establecida, es decir para comparar las longitudes entre los segmentos AF, AC y AB.
Asimismo, la pareja 3 a través del movimiento del punto 4 y del arrastre del deslizador a
encontro la cuerda solicitada. (Figura 51). Adicionalmente, se observo el uso de Aproximar
(AP-8) y Alejar (AJ-9), artefactos que sin dudas facilito a las parejas 1, 2 y 3 la observacion

de los objetos.
Figura 51

Descubrimiento del doble de AC mediante manipulacion del Deslizador a y Punto A en

GeoGebra
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Nota. accion realizada durante la implementacion de la subtarea 2.1 por la pareja 3.
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Por otro lado, en la subtarea 2.2 se evidencido que todos los estudiantes, a partir de la
construccion dada en el applet, ubicaron un punto S en la pardbola. Para esto hicieron uso de
la herramienta Punto en objeto (PO-2), esto les permitid establecer la dependencia del punto
S respecto a la curva (parabola); luego de que las parejas seleccionaran el artefacto (MU-1)
observaron que al arrastrar el punto S sobre la parabola les permitia generar dependencia del

punto respecto a la parabola dada (Figura 52).
Figura 52

Construccion dinamica del punto S en la parabola
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Nota. Activacion de la herramienta Mueve para arrastrar el punto S sobre la parabola por
parte de la pareja 3.

Sin embargo, pese a que hubo una construccion adecuada del punto S, las parejas de
estudiantes presentaron dificultad para encontrar las coordenadas indicadas en la tabla
propuesta; en tal sentido la pareja 3 uso los artefactos como: Paralela e Interseccion (Figura
53) con el fin de determinar las coordenadas del punto S (construyendo las rectas que pasan
por S y son paralelas a los ejes y determinando las coordenadas de los puntos de interseccion

de las nuevas rectas con los ejes).
Figura 53

Uso de otros artefactos para determinar los valores de la coordenada del punto S
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Nota. Capturas de la grabacion de la solucion planteada por parte de la pajera 3 en la
subtarea 2.2.

Ademas, el investigador observo que la pareja 1 activa la vista algebraica para digitar las
coordenadas del punto S. Al preguntar a la pareja por qué lo hace, expresaron, como no

podemos ver la coordenada en el punto S, pues la digitamos y ahi si la vemos.

Por otro lado, los estudiantes observaron la variacion de las medidas solicitadas, las cuales
fueron calculadas mediante la seleccion y activacion del artefacto Distancia o longitud (DL-
11). Esto permitié determinar tanto la medida del segmento FS como la distancia del punto
S a la recta k. En particular, la pareja 3 utiliz6 la herramienta seleccionando inicialmente los
puntos A y B; sin embargo, al hacerlo activaron de manera implicita el segmento AB, lo que
gener6 una medida adicional (Figura 54). Ante este resultado inesperado, expresaron: ;jqué
es esto? Tiene la misma medida que AB, evidenciando asi la falta de reconocimiento del

funcionamiento completo del artefacto.

Figura 54

Medicion con el artefacto Distancia o longitud y aparicion de un valor adicional
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Asimismo, en la subtarea 2.3, las parejas 1 y 3 emplearon los artefactos Mueve (MU-1) vy,
Deslizador (DP-7) como quedd consignado en sus respuestas escritas durante la intervencion.
En tal sentido, la pareja 1 expres6 que: al fijar el punto S y mover el punto A, se modifican
las distancias ya que el punto A mueve también la recta k, y se mueve todo menos el punto
S, mientras que la pareja 3 manifesto, ...al mover el deslizador las distancia entre AB y AC
cambio porque que, la parabola se amplia...(Figura 55) de acuerdo con esto, se observo que
las parejas entendieron que para ver otros valores basta con arrastrar el Deslizador, esta

accion les permitid percatarse del cambio de la parabola.
Figura 55
Uso del deslizador a como mediador para evidenciar el cambio de la representacion

grafica (parabola y el coeficiente de la funcion cuadratica)
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Nota. Respuesta de la pareja 3.
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A continuacion, se presenta la relacion de los niveles alcanzados por las parejas, en cuanto
el uso de los artefactos durante el desarrollo de la Tarea 2. La Tabla 34 evidencia los
artefactos usados, los esquemas de uso de implementados y su apropiacidon por parte de las

parejas de estudiantes.

Tabla 34.

Niveles de desemperio de las parejas en relacion con artefactos de la TD de la Tarea 2

Categoria Subcategoria Nivel | Parejal | Pareja2 | Pareja3
a. Los artefactos que fueron utilizados 1
en el desarrollo de cada subtarea se X X
condicen con los propuestos en el 3 X X X
analisis a priori
2. Artefactosde | b. Se evidencia los esquemas de uso de 1
la TD los artefactos por el estudiante en la 2 X X X
tarea, basado en las subcategorias 3

expuestas en el andlisis a priori de las
tareas (ver capitulo 5 Tablas 11y 14)

c. Seevidencia que los esquemas de uso |
de los artefactos fueron apropiados en 2 X X
el desarrollo de la tarea 3 X
4

Nota. La seleccion de dos niveles en esta categoria se refiere al uso de los artefactos previstos

y los no previstos en la Tarea 2.

De acuerdo con las observaciones en este analisis, se considera que las modificaciones
propuestas en el andlisis de la categoria 1: Enunciado y propdsito, también se reconocen
como relevantes para subsanar algunos de los problemas evidenciados en el analisis de esta
categoria (e. d. Artefactos de la TD); ademas esto permitira precisar con mayor claridad el
uso de los artefactos previstos en el disefio. No obstante, se deja claro que en la
implementacidn los estudiantes si utilizaron los artefactos establecidos, aunque se requiere
fortalecer y profundizar ain mas sus usos, sobre todo teniendo en cuenta que los estudiantes

han tenido pocas sesiones en la que manejen tales artefactos.
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Categoria 3. Objetos matemdaticos de la Tarea 2

En los objetos matematicos involucrados para el desarrollo de esta Tarea 2 se incluyen
puntos, segmentos, longitud de un segmento, distancia entre puntos, distancia entre un punto
y una recta (paralela al eje x) y eje de simetria de la parabola. Para el caso de la subtarea 2.1.
la pareja 1, centr6 su atencion en la comparacion de la longitud de los segmentos AF y AC,
seflalando que ambos tienen la mitad de la longitud de la cuerda AB (Figura 56). De esta
manera, lograron establecer una relacion entre los segmentos, lo que permitié la validacion

de la condicidn solicitada en la subtarea.

Figura 56

Captura de la solucion de la subtarea 2.1 de la Tarea 2 por parte de la pareja 1
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Nota. Muestra de las medidas obtenidas en busca de la condicion 4B =2 AC. Se evidencia
en la grafica de la pardbola las longitudes de los segmento AC, AF y AB bajo las
construcciones previas de los segmentos realizados por la pareja 1 con el uso de la
herramienta Segmento para representar la cuerda y el Movimiento del punto A ubicandolo en

la posicion donde se cumpla la condicion AB =2 AC.
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Por su parte la pareja 2 en lugar de calcular la longitud de los segmentos a comparar, eligieron
calcular la distancia entre los puntos que determinan tales segmentos. Ademas, observaron
que al mover el punto A, la distancia entre A y C y entre A y B cambiaba, lo que les generd
dificultad para resolver la tarea. Sin embargo, ellos decidieron cambiar los coeficientes de la
funcion cuadratica, modificando asi la parabola dada originalmente, y sefalando en sus
escritos que ésta se hacia mas angosta o ancha, (Figura 57) lo cual les sirvié para identificar
una nueva parabola en la cual los segmentos AB y AC tuvieran la relacion establecida en la
subtarea. Esto indica que ellos no lograron reconocer que para cada funcidon cuadratica (y

paréabola) existen los segmentos con la relacion en cuestion.

Figura 57

Evidencias escritas de términos matematicos usados en la subtarea 2.1 por la pareja 2
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Lo expuesto anteriormente permite observar que los estudiantes conocen y utilizan los
objetos distancia entre puntos y longitud de un segmento en el desarrollo de la actividad y
que basan sus conclusiones en la relacion (de igualdad, orden o parte de) que existen entre
las medidas calculadas. Por otro lado, las parejas 2 y 3, destacaron el papel que desempena
el punto F' como punto de interseccion de la cuerda AB con el eje de simetria de la pardbola,
reconociendo su ubicacion dentro de la construccion geométrica. Particularmente la pareja 2

lo describié como el mismo punto central entre A y B. (ver Figura 57).
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Por otro lado, en esta subtarea se pidi6 calcular la distancia del punto S a la recta &, lo cual
fue solventado por dos de las parejas al construir el punto de interseccion entre £ y una recta
paralela al eje y que pase por S, (Figura 58); esto genera el interrogante de si ellos conocen
que para calcular la distancia de un punto a una recta cualquiera es necesario construir la
recta perpendicular por el punto a la recta dada, o si por la existencia del plano cartesiano o
la posicion de la recta &, reconocen que tal construccion se puede lograr empleando rectas
paralelas (lo que permite observar que si una recta / es paralela a otra m y que m es
perpendicular a una recta n, entonces 1 es perpendicular a »). La tercera pareja por su parte

encontrd la distancia de S a k, empleando el artefacto distancia y sefialando los dos objetos.

Como conclusion del desarrollo de la tarea, la pareja 1, reconocid que en las distintas
posiciones en que este el punto S en la parabola, la distancia entre S y F es igual a la distancia
entre S y k: al mover el punto S a través de la parabola se van cambiando las distancias,
aumentando y disminuyendo de manera en que tienen la misma distancia con F' y la recta k,
Por el contrario ,las parejas 2 y 3 aunque trabajaron con los mismos objetos matematicos, no

llegaron a la misma conclusion’.

Figura 58

Construccion de la distancias Sk mediante el uso de rectas auxiliares
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" Debe recordarse que en la subtarea 2.2 se empleé la construccién que lograron en la subtarea 2.1y
las parejas 2y 3 no llegaron a culminar con éxito tal subtarea.
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Nota. Construccion de la pareja 1.

En la subtarea 2.3 se observd que los estudiantes (correspondientes a las dos parejas que
llegaron hasta acd) identifican que existe una relacion entre el coeficiente a de la expresion
algebraica que define la funcion cuadratica y su respectiva representacion geométrica (e.d. la
parabola). Por ejemplo, la pareja 1 reconocid que la variacion del coeficiente a incide en los
cambios de la parabola, aludiendo en sus respuestas escritas que: al cambiar el coeficiente a
en la funcion cuadratica con el deslizador la pardbola se mueve segun sus limites, tanto
positiva como negativa, (ver Figura 55 a). En tanto la pareja 3 fué un poco mas alla tratando
de caracterizar el cambio que se da en la representacion grafica al incluir términos como
“amplitud de la parabola” especificamente ellos dijeron que: Osea, tendrias que cambiar
como el deslizador (...) pero ahi se cambiaria la amplitud de la parabola. Ademas, tal pareja
en sus respuestas escritas indico que: la distancias entre ABy AC cambia por que la pardbola

se amplia, (ver Figura 55).

A continuacion, la Tabla 35 presenta el nivel alcanzado por las parejas en relacion con los

objetos matematicos trabajados durante la Tarea 2.
Tabla 35

Niveles de desemperio de las parejas con relacion a los Objetos matemdticos de la Tarea 2

Categoria Subcategoria Nivel | Parejal | Pareja2 | Pareja3
a. En las tareas se utilizan los objetos 1
matematicos previstos relacionados 2
3. Objetos 3 X X X
matematicos b. La tarea promueve la representacion de 1 X
objetos matematicos 2 X
3 X

A partir del anélisis realizado en esta categoria, y de los cambios propuestos en el anélisis de
la categoria enunciado y proposito, se propone, ademds, que el docente, realice una
intervencion en la implementacion, para institucionalizar dos cosas, en primer lugar, que la
cuerda AB que pasa por el punto F (que puede llamarse foco), perpendicular al eje de
simetria, se llama lado recto y segundo, establecer que esta cuerda es la tinica que cumple la

condicién de que su longitud es el doble de la longitud del segmento AC. Esto con el fin de
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dar el término formal al objeto matematico, el cual las parejas de estudiantes exploraron en

esta subtarea, pero desconocen su nombre.
Categoria 4. Procesos matematicos transversales de la Tarea 2.

El proposito del analisis de la Tarea 2 en relacion con esta categoria, tal como se realizé para
la Tarea 1, consiste en observar como los enunciados, instrucciones y el desarrollo de la Tarea
2 permitieron espacios de exploracion de los objetos matematicos, siendo esto un elemento
clave para que las parejas de estudiantes avanzaran en el desarrollo de las subtareas,
contribuyendo a la formulacion de conjeturas y, en algunos casos, a la produccion de

argumentos.

En la subtarea 2.1 se observo que las parejas de estudiantes describieron en sus respuestas
escritas las experimentaciones que lograron realizar durante la exploracion con los artefactos
y el uso de objetos matematicos para determinar la existencia de una cuerda con las
condiciones dadas. Esta descripcion sé dio a través de la narracion de los pasos que fueron
realizando en la solucion de la tarea (Figura 59). Particularmente, la pareja 1 baséd su
exploracion en el uso del deslizador y la manipulacion de segmentos en Geogebra para
encontrar las condiciones bajo las cuales AB=2AC. Entre tanto la pareja 2 se percat6 de la
apertura de la pardbola al experimentar con el deslizador, esto le permitiéo a la pareja
establecer un vinculo entre el parametro y la forma de la curva (parabola). Ademas, en la
transcripcion de la grabacion de la pareja 3, se identificaron algunos elementos que
configuran su proceso de exploracion: el uso de la recta es para que los puntos quedaran
centrados [refiriéndose a la posicion de los puntos] ... también usamos el segmento.(Para la
construccion de AB), con la herramienta de distancia o longitud (Para hallar la medida de

ABy AC).
Figura 59

Pasos realizados de la exploracion en GeoGebra en la solucion de la subtarea 2.1
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Nota. Respuesta escrita durante el desarrollo de la subtarea 2.1 planteado por la pareja 3.

Ademas, se evidencio que la pareja 3 en la subtarea 2.2 se enfocan en analizar y compara las
longitudes al organizarlas en la tabla presentada en esta subtarea, esto permitié a la pareja
observar el comportamiento de las longitudes FS y Sk, en este proceso la pareja 3 manifesto:
necesitamos que S se mueva. ;como hacemos que S se mueva?, por lo cual se identifico el
uso del artefacto Distancia o Longitud fuese un instrumento que permiti6 a la pareja 3 la
exploracion matematica de las distancias, al verbalizar valores como FS= 0.24 y Sk= 0,23,
sefalaron muy cercanos, casi iguales, (Figura 60). Esto favoreci6 la exploracion matematica
de las longitudes dentro de la construccion.

Figura 60

Comparacion de las distancias FSy Sk
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Nota. Mediciones encontradas de SF y Sk en la solucion de la subtarea 2.2 de la pareja 3.
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En el desarrollo de la subtarea 2.3 las parejas 1 y 3 realizaron una exploracion matematica al
utilizar la herramienta mueve para analizar las variaciones de las longitudes de los segmentos
SF, Sk, AB y AC al modificar la posicion del punto A. Por ejemplo, la pareja 1 identifico
dependencias geométricas entre los elementos de la construccion sefialando en su respuesta
escrita: al mover el punto A se mueve la resta k. Esto evidencid que la pareja en cuestion
observé que la posicion del punto A afecta otros objetos de la construccion. Entre tanto la
pareja 3 , al variar el coeficiente a identificd el cambio de las longitudes de los segmento
atribuyéndolo también a la apertura de la parabola aludiendo que: la distancia de AB y AC

cambia por que la parabola se amplia.

En términos de las conjeturas, en la subtarea 2.1 la pareja 1, después de mover el Punto A
sobre la parabola y observar lo ocurrido, formulé una conjetura sobre las longitudes
obtenidas, en su respuesta escrita expreso, la media de AF es la misma de AC, siendo ambas
la mitad de la longitud AB. Por su parte la pareja 2 identificé la relacion entre el movimiento
del deslizador a y la apertura de la parabola, aludiendo que, notamos que dependiendo de
hacia donde se moviera el deslizador, la parabola se hacia mds angosta o ancha. Finalmente,
la pareja 3 afirmé que, el punto F estd en el centro, lo cual indicé que el punto cumplia la
funcion de un punto medio de un segmento entre AB Ademas las tres parejas concluyen que

el punto F es la interseccion del eje de simetria de la parabola y al segmento AB.

En la subtarea 2.2 la pareja 1 expreso en su respuesta escrita que, Al mover el punto S a través
de la parabola se van cambiando las distancias (aumentan y disminuyen)de manera en que
tienen la misma distancia con F y la recta k. mientras que la pareja 3, a partir de la
observacion de la tabla diligenciada por ellos mismos, indicd que entre mds lejano este el

punto S del (0) mayor es la diferencia entre la medidas de F'S'y Sk.

En la subtarea 2.3, luego de fijar el punto S y mover el punto A, la pareja 1 manifesto la
siguiente relacion de dependencia entre los objetos dados en el applet de GeoGebra: se
modifican las distancias, ya que el punto A mueve también la recta k entonces se mueven
todos menos el punto S y su medida debido a que el S esta fijo. De acuerdo con lo anterior,

en el desarrollo de cada una de las subtareas las diferentes parejas generaron como producto
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de su trabajo enunciados que permiten caracterizar algunas relaciones (v.g. de igualdad de
medida, de dependencia) entre los objetos matematicos representados en la construccion
dada; ademas, se evidenciaron que como un primer mecanismo de argumentacion se realizan

verificaciones experimentales (de varios casos) al mover objetos o cambiar valores.

Continuando con la argumentacién, en la subtarea 2.1 se evidencid que la pareja 1
experimentd con los artefactos mueve y Distancia o Longitud. Los estudiantes primero
selecciona el punto A y el punto B, posteriormente punto A y el punto C. Esto les permitié
obtener las longitudes de los segmentos AB y AC, aludiendo: son casi iguales [refiriendo
que la parte decimal es distinta] asimismo al visualizar las longitudes AF y AC son iguales

concluyen que las longitudes de dichos segmentos representan la mitad del segmento AB.

De acuerdo con lo anterior se observd que la pareja 1 generd conjetura a partir del uso y
manipulacion de los artefactos, sin embargo, en sus respuestas escritas no hay evidencia de

argumentos con el uso de los objetos matematicos para verificar sus conjeturas.

Por otro lado, la pareja 2 Argumento6 por qué su primera estrategia fallo: Empezamos a mover
el Punto A para tener mas espacio con B, pero también cambiaba la longitud entre A y C,
por lo que asi no encontrariamos la cuerda. Esto evidencid que la pareja 2 argumento que al
mover el punto A no es suficiente porque les impidi6 fijar la condicién de la subtarea y
deciden cambiar moviendo el deslizador a, esto evidencié una busqueda activa de otro
parametro que pueda influir en las longitudes. Asimismo, se observd que dicha
argumentacion no trasciende al objeto matemadtico no hay evidencia del uso de propiedades

geomeétricas.

De igual manera, en la subtarea 2.2 la pareja 1, argumento que, al mover el punto S las
distancias de los segmentos varian, pero se mantiene la igualdad, es decir que la pareja
justifico la afirmacion con el arrastre del punto S en la pardbola y generando varios casos que
llevaron a la verificacion de lo dicho. Por su parte en la subtarea 2.3, la pareja 3 justifico la
observacion que realizo al fijar el punto A y mover el coeficiente a, sehalando que, ninguno

de los demas puntos se mueve porque dependen de A.
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Finalmente, durante el desarrollo de cada subtarea, se evidencid que se potencid la
comunicacion entre pares. Por ejemplo, la subtarea 2.2 favorecio la comunicacion entre los
integrantes de la pareja 3, pues uno de los estudiantes asumid un rol orientador, dando
instrucciones sobre como manipular el punto S en GeoGebra aludiendo a: y si seleccionas S
v le das clic izquierdo... propiedades... ahi aparecen las coordenadas, atras, mientras que
el otro formuld preguntas y expresé sus dudas ;Cudal selecciono?, ;Como hace atras?, pero
no deja cambiar la coordenada. Este intercambio de informacion reflejé un proceso de
colaboracion en el que las intervenciones de los integrantes se complementaron, puesto que
no solo se promovio la manipulacion del entorno digital, sino también la necesidad de generar
explicaciones mutuamente de los procedimientos; en ese sentido se generd un espacio de

comunicacion en el que el avance dependia del aporte de cada uno.

Asimismo, en la subtarea 2.3 los integrantes de la pareja 2 compartieron sus ideas respecto a
la eleccion de las herramientas en GeoGebra, en su interaccion se observo como decidieron
activar la vista algebraica de GeoGebra para visualizar las coordenadas del punto S, mientras
el otro integrante le sefiald que si la escriben es mas facil. En esto se observé que la pareja 2
mantuvo la comunicacion para la toma de decisiones sobre la herramienta para poder
completar la tabla propuesta en esta subtarea.

De acuerdo con el andlisis en esta categoria, la Tabla 36 presenta los niveles en que se
encuentran las parejas.

Tabla 36
Niveles de desemperio de las parejas con relacion a los Procesos matematicos

transversales de la Tarea 2

Categoria Subcategoria Nivel | Parejal | Pareja2 | Pareja3
a. El enunciado e instrucciones de la 1
tarea promueven el desarrollo de 2
procesos de experimentacion por 3 X X X

parte del estudiante.

4. Procesos | b- La tarea fomenta la construccion de 1

matematicos conjeturas por parte del estudiante. 2
transversales 3 X X X
c. La tarea lleva a que el estudiante 1 X X
argumente sus producciones. 2 X X

3

1
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d. La tarea potencia la comunicacion 2
entre pares. 3 X X X

De acuerdo con lo anterior se evidencio que la Tarea 2: Identificar el lado recto, logrd activar
las subcategorias mencionadas en esta categoria 4, aunque las parejas presentaron diferentes
niveles de desempefio. Las instrucciones y el desarrollo de la tarea promovieron la
experimentacion a través del uso de los artefactos, ademds la comunicacion entre los
integrantes de las parejas logrd en algunos casos construccion de conjeturas superficiales
mientras que la verificacion de casos (ideas) permito a las pareja dar forma a sus opiniones,
sin embargo, no argumentaron sus conjeturas. puesto que no se emplean caracteristicas
especificas de las representaciones de los objetos para generar justificaciones a las

observaciones hechas.

Luego del andlisis de la Tarea, a continuacion, se resumen las sugerencias que surgieron en
relacién con dos aspectos ttiles para mejorar tanto el disefio como la implementacion de la
Tarea. Puntualmente, en la Tabla 37 se organiza esta informacidon segun cada subtarea,
resaltando los aspectos que necesitaron apoyo o ajustes. Estas recomendaciones no solo
buscan hacer mas claras las instrucciones, sino también promover un uso mas adecuado de
los artefactos digitales y de los objetos matematicos involucrados, para que los estudiantes
puedan avanzar de manera mas autdbnoma y coherente en la solucion de la tarea. La version

final de la Tarea 2 se puede observar en el anexo 4.
Tabla 37

Sugerencias finales luego del analisis de la implementacion de la Tarea 2

Sugerencias finales Tarea 2

Subtarea Intervencion del Docente En el Disefio la Tarea 2 incluir
Al observar que la tabla esté diligenciada | Se propone reformular el enunciado incluyendo
por las parejas, preguntar a cada pareja: explicitamente que debe buscarse una cuerda

con las condiciones dadas para cualquier
(Qué observa en la relacién entre los | pardbola y no para una en especifico y cambiar
segmentos AB y AC al cambiar el | el término cuerda por una caracterizacion
coeficiente a? explicita de tal segmento. Asi que el nuevo
(Se mantiene la condicion para cualquier | enunciado es:

valor de a?
71 (Qué papel juega el coeficiente a? ;Cambia | Con la representacion grafica de la funcion
) en algo la existencia de la cuerda? cuadratica dada, construya un segmento con
extremos 4 y B en la parabola tal que su medida
sea el doble del segmento 4C. ;Cudles son las
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Escuchar la conjetura propuesta por las
parejas a partir del experimento realizado

Revisar e intervenir con el fin de
institucionalizar lo alcanzado; la
caracterizacion de la existencia de la cuerda
(para cada parabola hay una cuerda).
Ademas de explicitar de manera formal la
definicion del término cuerda. Esto con el
proposito de lograr que los estudiantes
entiendan su definicion como objeto
matematico (en términos geométricos)

El docente dara el cierre de la subtarea con
una conclusion general del experimento
involucrando  las  herramientas  de
GeoGebra y los objetos matematicos.

medidas del segmento AB? y Luego, haga
nuevamente esta construccion cambiando el
coeficiente a, por lo menos cuatro veces y
registre en la Tabla las medidas que tienen los
segmentos AB y AC ;Quién es el punto de
interseccion de la cuerda 4B con el eje de
simetria?

Coeficiente g | Medida de AR | Medida AC

22 Para tratar de que no se queden Gnicamente | Mejorar la construccion suministrada en el
con la verificacion de casos, es importante | Applet dejando visible y fija la cuerda 4B que
que el docente invite a los estudiantes a | cumple con la condicién establecida en la
argumentar sus conjeturas apoyandose de | subtarea 2.1, de modo que los estudiantes no
conceptos matematicos que han trabajado | puedan modificarla pero que si dependa de los
durante su formacion académica en la | coeficientes que definen la funcion cuadratica.
matematica. Es decir, lograr que los | En el enunciado se incluira lo siguiente:
estudiantes  indiquen como  pueden
confirmar, verificar o argumentar que su | Partiendo del applet de la Tarea 2 en su estado
conjetura es verdadera empleando las | original, construya un punto S en la parébola,
propiedades de los objetos muévalo a lugares diferentes y complete la

Tabla

Coordenadas del pundo § | Medida de F§ | Medida de § a la recta
X ¥ k

Con la informacion de la tabla, responda:

(Qué ocurre al mover el punto S?

(Qué relacion hay entre FS y Sk?.

(Qué cambia y qué permanece igual?

(Qué elemento de la pardbola parece

conservarse cuando mueve el punto S?

(Qué importancia tiene el punto F en la

parabola?

Proponga una conjetura del experimento.
Al finalizar esta subtarea, el docente debe | Incluir Tabla, para orientar a los estudiantes en
institucionalizar, que la cuerda AC que | la verificacion de la propiedad en cuestion.
pasa por el punto F (que puede llamarse

73 foco), perpendicular al eje de simetria, se

llama lado recto y segundo, establecer que
esta cuerda es la Unica que cumple la
condicion de que su longitud es el doble de
la longitud del segmento AC.
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Coufiienlea | Medifadeds | Metidade | MedifadeFs | Medidade5a
la reetn k

Nota. Fuente de elaboracion propia del autor.

5.6.3 Analisis Tarea 3: Relacion de la longitud del lado recto de la parabola con la
expresion algebraica de la funcion cuadrdtica

En el desarrollo de la Tarea 3, especificamente en la subtarea 3.1, solo la pareja 1 logrd
avanzar en su resolucion, mientras que las otras dos parejas no alcanzaron a abordarla debido
a los diferentes ritmos de solucion de las tareas anteriores y a dinamicas externas, como la
falta de puntualidad en su llegada a los espacios de implementacion, condicionada por el
cumplimiento de su horario de clase. Es importante sefialar que la pareja 1 fue la nica que,
desde el inicio de la implementacion, logrd dar respuesta a las tareas de manera consistente
y organizada, lo cual explica porque alcanzaron a abordar parcialmente la subtarea 3.1.

Particularmente a la pareja le tom6 45 minutos el desarrollo de esta subtarea.

Categoria 1. Enunciado y proposito de la Tarea 3

El enunciado de la subtarea 3.1 permiti6 a los estudiantes identificar las acciones a realizar
como: calcular la longitud del lado recto AB, observar como variaba esta longitud al
modificar los coeficientes de la funcion cuadratica y registrar los resultados en tablas, (Figura
61). La pareja 1 entendi6 el proposito de la subtarea al sefialar en su respuesta escrita: se
concluyo que el lado recto depende de punto A, lo que evidenci6 un intento por relacionar la
representacion geométrica con la expresion algebraica de la funcion cuadrética y por
supuesto la dependencia de la longitud del lado recto con respecto a los coeficientes de la

expresion algebraica.
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Figura 61

Distancias obtenidas sobre la longitud del lado recto

1ado recto AB, luego obscrve 1a longirud y cambic cada uno de los valoxcs. (3
coeficientes de 1a cxpresion algebraica de la funcida cuadritica a,b, y ¢. (De qué cocficientes dcpc?dc Ia Io?gnud d:l
lado recto? Proponga una conjemura en relacibn con la dependencia de la long@ del lado rfcto y algin cocficiente did
cxpresion algebraica de la funcién cuadritica. Complete las tablas y por parejas de estudiantes redacten por separado
cémo varia Ia longitud del lado reeto al modificar cada cocficiente. Ademis, tome algunas capturas de pantalla que
evidencien los cambios en 1a longitud del lado recto al modificas los coeficientes,

Sublorea 3.1: Calcule 1a longitud del

e b Medida del lado recto a ¢ Medida del [ado recto
2 |3 05 =i 0.25
z |2 | 05 ol L 0.5
2 1 05 -4 25 0.2%
2 ]E 05 Shid]a 0.0%
a b < Medida del lado recto
2 5 -1 [VE=)
P S T ) 0.24
45 | 35 | 053 0.2%
5 | 3 .24

Nota. solucion escrita durante la implementacion de la tarea por la pareja 1 en la subtarea 3.1
de la Tarea 3.

Categoria 2. Artefactos de la TD de la Tarea 3.

En el desarrollo de la subtarea 1 se utilizaron los artefactos previstos en el analisis a priori,
particularmente el Deslizador para modificar los valores de los coeficientes a, b y ¢, asi como
la herramienta de distancia o longitud para calcular la longitud del lado recto. Se observé que
la pareja 1 empleo estos artefactos mediante esquemas de uso apropiados; por ejemplo, para
determinar la medida del lado recto seleccionaron los puntos A y B y asi obtuvieron la
longitud del segmento, ademds manipularon los deslizadores a, b y ¢ para observar como
estos cambios afectaban el valor de tal longitud (Figura 62), registrando sus observaciones
en las tablas propuestas en esta subtarea. En tal sentido, se pudo determinar que el uso de los
artefactos facilit6 la exploracion de la variacion de la longitud del lado recto, en coherencia
con los objetivos de la subtarea.

Figura 62

Representacion dinamica del lado recto de la pardabola con la modificacion de coeficientes
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Nota. Captura tomada de la manipulacion de los deslizadores por la pareja 1 durante la

implementacién de la subtarea 3.1 de la Tarea 3.

Categoria 3. Objetos matemdaticos de la Tarea 3.

Los objetos matematicos abordados fueron el lado recto de la pardbola y su longitud y los
coeficientes de la funcion cuadratica (a, b, y ¢). La pareja 1 estudio estos objetos al relacionar
la variacion de la longitud del lado recto con el cambio en los valores de los coeficientes,
especialmente el coeficiente a. En su respuesta escrita consignaron que el lado recto depende
del punto A4, lo que mostrd un intento por establecer una relacion entre la representacion

geométrica (lado recto en la parabola) y la representacion algebraica de la funcion cuadratica.

Categoria 4. Procesos matematicos transversales de la Tarea 3.

El enunciado de la subtarea 3.1 promovié la experimentaciéon ya que los estudiantes
modificaron los valores de los coeficientes y observaron la variacion de la longitud del lado
recto. Ademas, elaboraron una breve conjetura al afirmar que el lado recto dependia del
punto A (Figura 63). Aunque esta conjetura no fue del todo precisa puesto que al preguntarles

que sefalaran el punto A en el applet, la pareja se percatd que el punto A no lo movieron para

177



nada y responden: no perdon es el coeficiente a. Por otro lado, también el investigador al

observar la solucion de la pareja en cuestion escuchd que los integrantes verbalizaban que la

parébola también presentaba cambios al modificar los coeficientes con los deslizadores. En

cuanto a la argumentacion, los estudiantes dieron una explicacion basica basada en la

manipulacion del deslizador, sin profundizar en la justificacion algebraica. Finalmente, se

evidencid la comunicacidn entre los integrantes, pues completaron de manera conjunta las

tablas y la respuesta escrita.

Figura 63

Registro escrito de la pareja 1: dependencia de la longitud del lado recto al modificar los

coeficientes
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A continuacion, se presenta la relacion de los niveles alcanzados por la pareja 1, en el

desarrollo de esta subtarea 3.1.

Tabla 38

Niveles de desemperio de la pareja 1 en relacion con las categorias de analisis para la

subtarea 3.1

Categoria Subcategoria Nivel | Pareja 1
a. El lenguaje utilizado en la tarea es claro y pertinente para queel | 1
1. Enunciado y estudiante realice lo solicitado. 2
prop:)sno de la 3 X
area b. Se asimila la instruccion propuesta en la tarea; los enunciados de| 1
(ver Tabla 10) .
las subtareas son claros para los estudiantes. 2
3
4 X
c. El estudiante identifica un propésito en la tarea. 1
2
3 X
a. Los artefactos que fueron utilizados en el desarrollo de cada| 1
subtarea se condicen con los propuestos en el analisis a priori. 2
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2. Artefactos de 3 X
laTD b. Se evidencia los esquemas de uso de los artefactos por el 1
estudiante en la tarea, basado en las subcategoria expuestas en elf 2
analisis a priori de las tareas (ver capitulo 5 Tablas 11 y 14) 3 X
c. Se evidencia que los esquemas de uso de los artefactos fueron| 1
apropiados en el desarrollo de la tarea. 2
3 X
4
a. En las tareas se utilizan los objetos matematicos previstos| 1
3. Objeto relacionados. 2
matematico 3 X
b. La tarea promueve la representacion de objetos matematicos 1
2
3 X
a. El enunciado e instrucciones de la tarea promueven el desarrollo| 1
de procesos de experimentacion por parte del estudiante. 2
3 X
b. La tarea fomenta la construccion de conjeturas por parte del| 1
estudiante. 2
4. Procesos 3 X
matematicos |; | 4 tarea lleva que el estudiante argumente sus producciones. 1 X
transversales 5
3
d. La tarea potencia la comunicacion entre pares 1
2
3 X

A partir del andlisis realizado al desarrollo de la subtarea 1 de la Tarea 3 por parte de la pareja
1, no se evidencia la necesidad de algiin cambio en la descripcién de tal subtarea; sin
embargo, si se genera la sugerencia al docente de promover, a la hora de su implementacion,
la construccion de argumentos que permitan identificar de mejor forma la relacion de

dependencia establecida.

Finalmente, recalcamos que no se pudo implementar la tarea 4 por las dindmicas
institucionales y como producto de la implementacion de las dos primeras tareas y la subtarea
3.1 de la tarea 3, del analisis realizado se genera una propuesta revisada y modificada de las

tareas. Esta version final se puede observar en el anexo 4.
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CAPITULO 6

6. Conclusiones

En este capitulo se presentan las conclusiones de este trabajo de grado, organizadas en torno a tres
aspectos principales. En primer lugar, la relacién entre los objetivos planteados y los desarrollos
logrados en cada una de las fases del proceso de investigacion; en segundo lugar, la formacion
profesional y los aprendizajes logrados a lo largo del desarrollo del trabajo de grado y, en tercer lugar,
una reflexion sobre (la importancia/ganancias) la praxis docente relacionada con el desarrollo de este
proceso investigativo y los aprendizajes derivados del proceso de disefio e implementacion de las

tareas mediadas por TD.

Teniendo en cuenta que el objetivo general de este trabajo de grado consistia en disefiar tareas
mediadas por tecnologias digitales que permitan construir significados y fortalecer los procesos de
estudio asociados a algunas propiedades de una funcion cuadratica, en relacion con su representacion
algebraica y geométrica, a partir de las etapas descritas en la estrategia investigativa adoptada se

realizaron las siguientes tareas:

En primer lugar, se construyé un marco de referencia matematico en el cual se describio parte de la
teoria en la que se enmarcan las funciones cuadraticas reales, se estudiaron significados de algunas
propiedades de tal objeto asociadas a su representacion geométrica y algebraica y se presentaron
procedimientos necesarios para identificar tales propiedades. A partir de la revision teorica que llevod
a la construccion de este marco de referencia, se pudo evidenciar la complejidad del objeto de estudio
y la riqueza inmersa tanto en los significados como en los procedimientos, hecho que llevo a tomar
la decision de elegir enfocar el disefio de las tareas en la conceptualizacion de una de las propiedades
estudiadas, a saber, el lado recto (desde su representacion geométrica) y el coeficiente principal (desde

su representacion algebraica). Este desarrollo permite observar que el primer objetivo se alcanzé.

En segundo lugar, también como parte del marco de referencia del trabajo y como un camino para el
logro del objetivo especifico tres, se identificaron elementos tedricos dentro del campo de la didactica
de las matematicas que permitieran guiar el proceso de disefio de las tareas producto de este trabajo.
Puntualmente, se abordo la teoria de Génesis Instrumental y Orquestacion Instrumental como un
mecanismo para establecer el papel de las tecnologias digitales en las tareas y especificar la diferencia
entre artefacto e instrumento asi como caracterizar el significado de esquemas de uso de los artefactos
en los procesos de aprendizaje de los estudiantes; esto permitié a su vez observar la importancia de

realizar disefios responsables que atiendan los objetivos de ensefianza y las posibilidades del uso de
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las TD. Ademas, se selecciond un referente tedrico en relacion con la nocion de tarea y tarea mediada
por tecnologias digitales y se caracterizaron los elementos esenciales que deben estar presentes en

cada una de estas tareas.

A partir del marco de referencia descrito, se generd la propuesta de tareas mediadas por tecnologias
digitales para abordar las propiedades mencionadas del objeto de estudio. Para el disefio de esta
propuesta se eligio el entorno de trabajo del software GeoGebra, debido a las posibilidades que tiene
para el manejo de diferentes tipos de representacion y las conexiones que permite entre ellas, asi se
estudiaron algunas de sus herramientas que se seleccionaron como artefactos para ser empleados en
el desarrollo de las tareas. Posteriormente, teniendo como propdsito matematico el estudio de la
relacion entre la longitud del lado recto y el coeficiente principal de una funcidon cuadratica, se realizo
una deconstruccion de los objetos matematicos (secundarios) necesarios para el estudio y se generd
una secuencia de tareas, que promueve el analisis parcial de tales objetos a través de subtarecas
puntuales, que invitaban a los estudiantes a realizar procesos de exploracion, visualizacion,
conjeturacion y comunicacion a través del manejo de diferentes artefactos dispuestos en applets

generados especificamente para cada tarea.

Esta forma de disefiar las tareas fue buena porque permitié avanzar paso a paso en la construccion de
significados para los objetos estudiados y generd un camino para llegar, en la Gltima tarea, a abordar
el estudio de la propiedad elegida. Se resalta que este disefio se constituyo un acierto ya que al reflejar
una estructura organizada, rigurosa y coherente con cada uno de los propdsitos matematicos permitio
establecer relacion entre estos y las bondades del software GeoGebra, aprovechando su caracter
dinamico para vincular aspectos algebraicos y geométricos en el estudio de la funcion cuadratica.
Entre tanto la estructura secuencial y progresiva de las tareas favorecio un avance ordenado hacia la
construccion conceptual, generando condiciones para la reflexion y el analisis de las propiedades de
los objetos involucrados. Es de resaltar que este tipo de disefio ofrece un potencial formativo que
permite a estudiantes explorar, visualizar, validar y proponer conjeturas, generando procesos de

descubrimiento en relacion con los objetos matematicos.

Ademas, el disefio favorecio la posibilidad de avanzar de manera progresiva hacia el logro de los
propositos planteados, puesto que el proceso partio de la identificacion del objeto matematico, el cual
se dividio en subtareas que orientaron en gran parte la organizacion interna entre las subtareas y el
proposito general de las mismas. Esta organizacion permitio definir un camino claro al fortalecer la
articulacion entre las subtareas, de esta forma se da el cumplimiento al segundo objetivo especifico,

al evidenciar el disefio intencionado y fundamentado de las tareas para orientar el estudio.
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Aunado a lo anterior, y como parte del logro del objetivo especifico 5, los marcos de referencia
abordados permitieron establecer la construccion de categorias para realizar el analisis de los datos
recolectados en el proceso de implementacion atendiendo a aspectos como enunciado y proposito,
artefactos de la TD, objetos matematicos y procesos transversales. Ademas, como parte de la primera
fase de la estrategia investigativa, se establecieron las condiciones de la implementacion, y los
recursos necesarios. Al respecto, vale la pena resaltar que, debido a las dinamicas laborales, aunque
la propuesta fue inicialmente pensada para ser implementada en la institucion educativa la Merced
tuvo que implementarse en la institucion educativa la Armonia con solo 6 estudiantes de grado

undécimo.

En relacion con la segunda fase, se organizaron parejas de trabajo, esto facilitd la distribucion y
optimizacion de los recursos disponibles, promoviendo la colaboracion e intercambio de ideas y
estrategias para dar solucion a las tareas. La distribucion por parejas permitio a los integrantes tomar
diferentes roles en el desarrollo de las tareas potenciando la exploracion y el manejo del software. Sin
embargo, se presentaron algunas dificultades vinculadas al uso de los artefactos de GeoGebra debido
a la poca familiarizacion de los estudiantes con el entorno digital que afectaron los tiempos previstos

para la solucion de cada, razon por la cual no se implementaron todas las tareas propuestas.

Se presentaron inconvenientes técnicos que afectaron parcialmente la recoleccion de informacion
particularmente con las grabaciones de algunas secciones, puesto que no alcanzaron la calidad
esperada, el sonido se vio afectado por ruidos externos al aula de implementacion, lo que dificultd
parcialmente la transcripcion de algunos fragmentos de las interacciones. A pesar de estos
inconvenientes, se logro recuperar la informaciéon de la grabaciéon con las observaciones directas

realizadas por el investigador durante el proceso.

Finalmente, en términos de la fase 3 y el objetivo 4, en el analisis de la implementacion se evidencid
que las parejas de estudiantes emplearon activamente los artefactos de GeoGebra a través de la
exploracion, construcciones, movimiento de puntos, calculo de distancia, arrastre de deslizadores,
entre otros; sin embargo, algunas parejas presentaron dificultades para entender las propiedades de
tales herramientas, pese a que previamente se realizo una familiarizacion con el software. Esto refleja
que para futuras intervenciones de forma mas detallada se debe realizar una familiarizacién mas
amplia del entorno del software GeoGebra con los estudiantes. No obstante, se destaca que a medida
que avanzaron en el desarrollo de las tareas, las parejas de estudiantes lograron utilizar en algunos de
los casos los artefactos previstos en la subtareas percatandose de algunas propiedades de los artefactos

utiles para el desarrollo de las tareas.
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Los estudiantes lograron identificar parcialmente que la longitud del lado recto se constituye en una
caracteristica geométrica de la pardbola a partir de la observacion de puntos simétricos, cuerda,
segmentos, rectas y la igualdad entre distancias, aunque sin generar una definicion formal, en parte
debido a que este término era completamente desconocido para ellos. Sin embargo, establecieron
relaciones entre los coeficientes de la expresion algebraica con la representacion geométrica
(parabola), reconociendo que las variaciones de los coeficientes modificaban la parabola.

Particularmente entendieron que el coeficiente principal @ modifica la apertura y direccion de esta.

En la implementacion de las tres tareas propuestas se identifico que la secuencia de las subtareas
promovio que las parejas de estudiantes avanzaran paulatinamente en la construccion de significados
sobre algunos elementos geométricos de la parabola, aunque se evidenciaron algunas dificultades
relacionadas con la interpretacion de los enunciados, debido en parte al manejo de términos técnicos
y al desconocimiento de algunos artefactos del software, hecho que llevo a la necesidad de ajustar
términos y consignas para mejorar el disefio de la tareas; ademas, se observo la pertinencia que el
docente enfatice en aspectos tedrico-conceptuales que garanticen la aprension de la relacion de

términos y conceptos inherentes a la tareas.

Durante la implementacion se observo, ademds, que las herramientas de GeoGebra, como el
deslizador, mover, alejar y acercar, fueron empleadas activamente por las tres parejas de estudiantes
en el desarrollo de las subtareas. El uso de estas herramientas facilitd la identificacion de las
condiciones establecidas en cada subtarea y favorecio la visualizacion de los objetos matematicos lo

que permitié a los estudiantes verificar sus construcciones y reconocer relaciones geométricas.

En términos generales, el andlisis de la implementacion permitio reconocer aciertos importantes del
disefio, como el potencial de las tecnologias digitales para promover la exploracion y construccion de
significados sobre los objetos matematicos, mostrando asi que la hipdtesis planteada en la fase dos
de la estrategia investigativa se ratifica; también, se reconocieron dificultades propias del proceso de
adaptacion al uso de GeoGebra, a la interpretacion de los enunciados y a los tecnicismos empleados
en algunas preguntas. Estas observaciones resultaron fundamentales para mejorar las tareas con miras
a consolidar una propuesta mas solida para el fortalecimiento de los procesos de estudio entorno a
algunas propiedades de la pardbola y su relacion con funcion cuadratica. Como resultado, se reviso y
mejord el disefo de las tareas, modificando parte del lenguaje, incluyendo preguntas guia y tablas
como una forma de favorecer la identificacion de los objetos matematicos y sus relaciones a partir

del uso de los applets en GeoGebra.
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Es fundamental que la intervencion del docente se oriente hacia la institucionalizacion de los
resultados, guiando de manera intencional los procesos de estudio y promoviendo la construccion
colectiva de significados matemadticos. Esta orientacion didactica permite atender de forma directa
las dificultades evidenciadas durante la implementacion y proyectar mejoras que fortalezcan el
alcance de los objetivos en futuras aplicaciones del disefio. Asimismo, el pleno desarrollo de los
procesos de estudio y la formalizacion de los significados matemadticos requieren continuar ajustando
el disefio de las tareas y profundizando en la mediacion docente y la comprension del papel de las TD
de modo que los logros alcanzados puedan consolidarse en experiencias de aprendizaje mads

estructuradas y duraderas.

Por otro lado, en términos de la formacion profesional y aprendizajes logrados en el desarrollo de este
trabajo se reconocen ganancias en relacion con el conocimiento matematico escolar, el conocimiento
didactico, particularmente sobre el disefio de tareas mediadas por TD, y con la importancia de contar

con una vision metodologica que guie un proyecto de investigacion.

En primera instancia, la construccion (reconstruccion) de significados asociados a propiedades de las
funciones cuadraticas y el estudio de los procedimientos que permitieran abordar tales propiedades,
llevé a cuestionar a la autora acerca de sus conocimientos matematicos del objeto en cuestion y a la
necesidad de profundizar en el desarrollo conceptual de las matematicas inmersas, particularmente,
con miras a tener una vision mas completa y estructurada de los objetos y procedimientos y asi poder
generar una intervencion mas enfocada y pertinente en relacion con las estrategias para su abordaje

en el aula.

En segundo lugar, y al ser la primera investigacion formal desarrollada por la autora, se logré un
reconocimiento de la importancia de establecer una estrategia metodologica que guiara el desarrollo
de la investigacion a partir, por ejemplo, del uso de los marcos de referencia para disefiar las tareas y
para elegir y utilizar los artefactos, de la construccion de categorias de analisis y su uso para organizar
el andlisis de la informacion recolectada, de la necesidad de planear la implementacion y de
seleccionar la forma de recolectar la informacion y de analizarla. Particularmente, la formulacion de
las categorias para el analisis de las tareas representd un desafio significativo en el desarrollo de la
investigacion, debido a la ausencia (o desconocimiento de la autora) de modelos que se ajustaran a
los propositos de la investigacion, proceso que requiri6 un una profunda reflexion sobre los aspectos
que podrian ser analizados en cada tarea y de los criterios de analisis que garantizaran coherencia y

pertinencia.

184



Aunado a lo anterior, el trabajo favorecio el desarrollo de habilidades por parte del investigador en el
manejo de las herramientas para el disefio de las tareas, entendidas como un medio para fortalecer los
procesos de estudio de objetos matematicos y promover procesos de aprendizaje novedosos y poco
rutinarios. Asimismo, contribuy6 al desarrollo de criterios para seleccionar, adaptar y orientar el uso
de TD en la ensefianza de la matematica, destacando la articulacion entre los objetos matematicos,
los artefactos y las mismas TD, como apoyo en una construccién mas didéctica y significativa de esta
disciplina. Se resalta, por un lado, la identificacion de parte del potencial que conlleva el uso de las
TD como un mecanismo de mediacion en el aula, pero a su vez, la necesidad de hacer un uso

responsable, planeado y con propdsitos de aprendizaje claros de estas TD.

Finalmente, se observa que el analisis de la implementacion de las tareas lleva a que las reacciones,
interacciones y respuestas de los estudiantes sean fundamentales para identificar los aciertos del
disefio y, cuando es necesario, de los aspectos que deben ajustarse o adaptarse segun sus alcances
formativos. Asi, este analisis resalta la importancia de que el docente oriente su practica hacia el
fortalecimiento, especialmente, de los procesos analiticos y geométricos propuestos, apoyandose en
las tecnologias digitales, entendidas no como simples recursos tematicos, sino como verdaderos

mediadores del aprendizaje.

En relacion con la reflexion sobre la praxis docente generada como consecuencia del desarrollo de
este trabajo, se observa que la investigacion desarrollada se constituy6é en un proceso de analisis,
transformacion y fortalecimiento en la practica pedagogica de la autora tanto en su papel docente
como en su rol como investigadora. El disefio y la implementacion de las tareas mediadas por
tecnologias digitales permitieron repensar las estrategias de ensefianza, no sélo en relacion con el
objeto de estudio de este trabajo sino en relacion con las matematicas escolares que se pueden abordar
en el aula, destacando la necesidad de planificar tareas que promuevan la interaccion entre las
diferentes representaciones de un objeto y lo tecnoldgico de tal forma que se favorezca, mas alla del
estudio de conceptos y definiciones, la posibilidad de abordar procesos generales de una forma activa

y que genere nuevas visiones sobre las matematicas mismas en los estudiantes.

El desarrollo de este trabajo, ademas, permitid reconocer que el uso de tecnologias digitales requiere
del docente un analisis profundo y una reflexion sobre su rol, por ejemplo, para pasar de impartir solo
conocimiento a convertirse en un orientador de procesos que conlleven a la experimentacion en el
campo de las matematicas. Esto refuerza la idea de que la tecnologia, mas que sustituir la ensefianza
del docente, la transforma en un espacio colaborativo de construccion de significados para el
estudiantes y para el docente. Particularmente, esta experiencia permitié evidenciar el potencial

didactico del software GeoGebra para promover la observacion de relaciones entre coeficientes,
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puntos, segmentos, rectas, y longitudes en la representacion algebraica y geométrica de una funcion

cuadratica.

En suma, la investigacion realizada en el marco del programa de maestria en educaciéon matematica
se considera un paso importante en el desarrollo profesional de la autora, dado que a lo largo de cada
etapa del proceso investigativo fue posible explorar diversas metodologias, propuestas didacticas y
un marco teodrico que enriquecen y contribuyen a su fortalecimiento como docente de matematicas.
Asimismo, la investigacion se constituyd en una oportunidad para fortalecer competencias
investigativas y didacticas, reconociendo y descubriendo la importancia de objetos matematicos que
interactuan entorno a la funcion cuadratica, otorgandoles mayor importancia y pertinencia en la labor

docente.

Finalmente, el proceso de disefio, implementacion y analisis de las tareas mediadas por tecnologias
digitales permiti6 evidenciar el valor de la interaccion entre lo algebraico y lo geométrico como medio
para favorecer la comprension de las propiedades de la funcidon cuadratica. Ademas, este estudio
aporta elementos que pueden orientar futuras investigaciones centradas en el uso de tecnologias para
promover procesos matematicos y geométricos mas profundos, consolidando una mirada reflexiva

y critica sobre la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas en contextos mediados digitalmente.

De igual modo, se recomienda ampliar el uso de distintos artefactos tecnoldgicos y considerar
contextos reales o semireales que permitan vincular las funciones cuadraticas con situaciones
cotidianas o interdisciplinarias. Estos nuevos enfoques podrian fortalecer los procesos de
aprendizaje de los estudiantes y aportar a la consolidacion de propuestas didacticas mas
integrales que favorezcan la formacion matematica mediada por TD permitiendo un

aprendizaje mas significativo.

186



7. Referentes Bibliograficos

Alvarez Alfonso, I., Angel Bautista, L., Carranza Vargas, E., & Soler Alvarez, M. (2014).
Actividades matematicas: Conjeturary argumentar. Numeros: Revista de Didactica
de las Matematicas, 85, pags. 75-90.

Alvarez, M. (2010). El disefio de tareas mateméticas como instrumento de ensefianza y
aprendizaje. Universidad de Granada, Granada, Espana.

Anato, J. (2022). Estrategias metodoldgicas utilizadas por docentes de matematicas para la
ensenanza de la funcion cuadratica con el uso de tecnologias digitales. Tesis de
maestria, Universidad Pedagdgica Nacional, Bogota, Colombia. Obtenido de
https://repositorio.pedagogica.edu.co/handle/20.500.12209/18020

Armella, L. M. (2002). Memorias del Seminario Nacional de Formacién de Docentes: Uso de
las Tecnologias Digitales en el Aula de Matematicas. Instrumentos matematicos
computacionales, (pags. 81-86). México D. F., México.

Artigue, M. (2002). Learning mathematics in a CAS environment: The genesis of a reflection
about instrumentation and the dialectics between technical and conceptual work.
International Journal of Computers for Mathematical Learning, pags. 245-274.

Artigue, M. (2004). Problemas y desafios en educacién matematica; Qué nos ofrece hoy la
didactica de la matematica para afrontarlos? Educacion Matematica, 16(3), pags. 5-
18. doi:https://doi.org/10.24844/EM1603.01

Ausubel, D. P. (2002). Psicologia educativa: Un punto de vista cognoscitivo. (2. edicién, Ed.)
México D.F.: Trillas.

Baez, A. M., Martinez, L.Y., Pérez, O. L., & Pérez, R. (2017). Propuesta de Tareas para el
Desarrollo del Pensamiento Variacional en Estudiantes de Ingenieria. Formacion
Universitaria, 10(3), pags. 93-105. doi:doi: 10.4067/S0718-50062017000300010

Balacheff, N. &. (1996). International handbook of mathematical education. En A. J. Bishop, &
A. J. Bishop (Ed.), Computer-based learning environments in mathematics (pags. 469-
501). Dordrecht, Paises Bajos: Springer.

Barrera, F. A. (2001). Tecnologia educativa y su incidencia en los procesos de aprendizaje.
Bogota, Colombia: Editorial Magisterio.

Betancourt Gonzalez, Y. (2014). Procesos de instrumentacidn e instrumentalizacion en el uso
de software de geometria dinamica: Un estudio con futuros profesores de
matematicas. [Tesis doctoral, Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados del
Instituto Politécnico Nacional]. Obtenido de https://funes.uniandes.edu.co/11489/

Borgobello, A., & Monjelat, N. G. (2019). Vygotsky en la sociedad digital: Analisis de literatura
cientifica actual. Perspectivas Metodoldgicas, 19(23).
doi:http://dx.doi.org/10.18294/pm.2019.2200

187



Brausin Fandifio, D., & Herrera Vargas, L. (2019). La mediacidn instrumental y el cuerpo: Una
aproximacion al pensamiento variacional. Tesis de maestria, Universidad Pedagogica
Nacional, Bogota, Colombia. Obtenido de http://hdl.handle.net/20.500.12209/11529

Cantoral, R. (1998). Pensamiento y lenguaje variacional en la introduccion al analisis. Revista
Epsilon, 14(3), pags. 353-369.

Cafadas, M., Deulofeu, J., Figueiras, L., Reid, D., & Yevdokimov, O. (2008). Perspectivas
tedricas en el proceso de elaboracion de conjeturas e implicaciones para la practica:
Tiposy pasos. Ensenanza de las Ciencias: Revista de Investigacidon y Experiencias
Didacticas, 26(3), pags. 431-444. Obtenido de
https://doi.org/10.5565/rev/ensciencias.3753

Claro, M. (2010). La incorporacion de tecnologias digitales en educacion: modelos de
identificacion de buenas practicas. Santiago de Chile: Comisién Econémica para
Ameérica Latinay el Caribe (CEPAL). Obtenido de
https://repositorio.cepal.org/handle/11362/3798

Cobb, P. C. (2003). Design experiments in educational research. 32, pags. 9-13. Obtenido de
https://doi.org/10.3102/0013189X032001009

Cobb, P., & Gravemeijer, K. (2008). Experimenting to support and understand learning
processes. En K. Gravemeijer, R. Lehrer, B. van Oers, & L. Verschaffel (Edits.),
Symbolizing, modeling and tool use in mathematics education (pags. 123-146).
Springer.

Cobb, P., & Gravemeijer, K. (2016). Design research from the learning design perspective. En
3. edicion (Ed.), Handbook of international research in mathematics education (pags.
481-503). Nueva York, EE. UU.: English, L. D., & Kirshner, D.

Coca Santanilla, A., & Benitez Pérez, A. (2023). Andlisis de la instrumentalizacion e
instrumentacion que genera el uso de GeoGebra en la ensefnanza tradicional de
matematicas. RIDE. Revista Iberoamericana para la Investigacion y el Desarrollo
Educativo, 14(27). Recuperado el 14, de https://doi.org/10.23913/ride.v14i27.1633

Cohen, L. M. (2007). Research methods in education (o Métodos de investigacion educativa si
usas la version traducida). (C. Lépez, Trad.) Londres: Routledge (o Morata, si usas la
versién traducida).

Consejo Nacional de Politica Econdmicay Social - CONPES. (2020). Politica nacional para
impulsar la innovacion en las practicas educativas a través de las tecnologias
digitales. Bogota: Departamento Nacional de Planeacion (DNP). Obtenido de
https://colaboracion.dnp.gov.co/CDT/Conpes/Econ%C3%B3micos/3988.pdf

Cérdoba, C. A. (2013). Elimpacto de los objetos de aprendizaje en los procesos de
ensefanza y aprendizaje de las matematicas en educacion basica secundaria. Tesis
de maestria, Universidad de Antioquia, Universidad de Antioquia. Obtenido de
https://hdl.handle.net/10495/5317

188



Cox, M. P. (2003). What factors support or prevent teachers from using ICT in their
classrooms? Londres: British Educational Communications and Technology Agency
(BECTA). Obtenido de
https://dera.ioe.ac.uk/1603/1/becta_2003_teachersictreport.pdf

Cox, M., Abbott, C., Webb, M., Blakeley, B., Beauchamp, T., & Rhodes, V. (2004). A review of
the research literature relating to ICT and attainment. British Educational
Communications and Technology Agency (Becta). Obtenido de
https://dera.ioe.ac.uk/1603/1/becta_2003_teachersictreport.pdf

De la Cruz Urbina, F. (2015). Resignificacidn de la funcidn cuadratica a partir de la
modelacion-graficacion de fendmenos de movimiento. Universidad Autdnoma de
Chiapas, Chiapas México. Obtenido de https://funes.uniandes.edu.co/wp-
content/uploads/tainacan-items/32454/1144342/Cruz2015La.pdf?utm_source

De Leén, W. E. (2015). Tareas escolares y la intervencion de los padres de familia.
Universidad Rafael Landivar, Guatemala. Obtenido de
http://recursosbiblio.url.edu.gt/tesiseortiz/2015/05/09/De-Leon-Wilson.pdf

Dede, C. (2014). The role of digital technologies in deeper learning. Jobs for the Future.
Obtenido de https://files.eric.ed.gov/fulltext/ED561254.pdf?utm_source

Diaz Quezada, V., & Flores del Rio, G. (2022). Resolucién de tipos de problemas
contextualizados y analisis de errores: un estudio de casos. Estudios Pedagdgicos,
48(2), pags. 9-34. Obtenido de https://doi.org/10.4067/S0718-07052022000200009

Drijvers, P. (2012). Digital technology in mathematics education: Why it works (or doesn’t). (S.
J. Cho, Ed.) 135-152.

Drijvers, P., Doorman, M., Boon,, P., Reed, H., & Gravemeijer, K. (2010). The teacher and the
tool: Instrumental orchestrations in the technology-rich mathematics classroom.
Educational Studies in Mathematics, pags. 213-234. Obtenido de
https://doi.org/10.1007/s10649-010-9254-5

Drijvers, P., Godino, J., Font, V., & Trouche, L. (2012). One episode, two lenses: A reflective
analysis of student learning with computer algebra from instrumental and onto-
semiotic perspectives. Educational Studies in Mathematics, pags. 23-49. doi:DOI
10.1007/s10649-012-9416-8

Educational Technology. (2017). Technology as a powerful tool for transforming learning.
Educational Technology Publications. Obtenido de
https://educationaltechnology.net/technology-as-a-powerful-tool-for-transforming-
learning/

Fajardo, J. G. (2023). El pensamiento variacional y el uso de tecnologias digitales en el aula de
matematicas. Revista Educacion Matematica, 35(2), pags. 55-70. Obtenido de
https://doi.org/10.24844/EM3502.03

189



Fernandez, L. (2024). GeoGebra como herramienta para la ensefianza de las funciones
matematicas en educacion media. Tesis de maestria, Universidad de la Amazonia,
Florencia, Colombia. Obtenido de https://hdl.handle.net/20.500.12799/15034

Flores, A. (2014). El uso de ambientes de geometria dinamica para la ensefianza de
conceptos geométricos en educacion basica. Tesis de maestria, Universidad
Pedagdégica Nacional, Bogota, Colombia. Obtenido de
https://repositorio.pedagogica.edu.co/handle/20.500.12209/3452

Fraenkel, J. R. (2007). How to design and evaluate research in education. Nueva York, EE.
UU.: McGraw-Hill.

Francesc, X. (2014). La integracion de tecnologias digitales en la ensefianza de las
matematicas: representaciones y aprendizaje activo. Revista Latinoamericana de
Tecnologia Educativa, 13(2), pags. 77-92.

Freire, P. (1990). La naturaleza politica de la educacion: cultura, poder y liberacion. México D.
F.: Siglo XXI Editores.

Godino, J. D., Batanero, C., & Font, V. (1994). Significado y comprension de los objetos
matematicos. Granada, Espana: Universidad de Granada.

Godino, J., Batanero, C., & Font, V. (2003). Fundamentos de la ensefianza y el aprendizaje de
las matematicas para maestros. Universidad de Granada. Obtenido de
https://www.ugr.es/~jgodino/edumat-maestros/manual/1_Fundamentos.pdf

Goémez, P., Mora, M., & Velasco, C. (2018). Analisis de instruccion. En E. P. (Ed.) (Ed.),
Formacién de profesores de matematicas y practica de aula: Conceptos y técnicas
curriculares (pags. 197-264). Bogota, Colombia: Universidad de los Andes. Obtenido
de https://funes.uniandes.edu.co/11906/

Gomez Zermenio, M., & Franco Gutriérrez, H. (2018). THE USE OF EDUCATIONAL PLATFORMS
AS TEACHING RESOURCE IN MATHEMATICS. Journal of technology and science
education, 8(1), pags. 63-71.

Gdémez, P. &.(2010). Disefio e implementacidon de tareas para la enseflanza de las
matematicas con el uso de tecnologias digitales. Uno. Revista de Didactica de las
Matematicas, pags. 13-27.

Gbémez, P. M. (2018). Formacidn de profesores de matematicas y practica de aula: conceptos
y técnicas curriculares. Bogota: Universidad de los Andes.

Gvirtz, S. &.(1998). ELABC de la tarea docente: curriculum y ensefianza (Vol. 1). Buenos
Aires: Aique.

Hernandez Gémez, E., Briones Penalver, A. J., Serdeira Azevedo, P., & Medina Vidal, F. (2016).
GeoGebray TIC en matematicas de ensefianza secundaria. 9, pags. 212-215.
Obtenido de http://hdl.handle.net/10317/5924

190



Hernandez, J. (2008). Las tecnologias digitales en la ensefianza de las matematicas: una
mirada constructivista. Revista Educacion Matematica, 20(3), pags. 65-84.

Hernandez, J. (2013). Eluso de GeoGebra en la ensefianza de las funciones cuadraticas en
educacion media superior. Tesis de maestria, Universidad de Ciencias Pedagdégicas
Enrique José Varona, La Habana, Cuba. Obtenido de
http://repositorio.ucp.edu.cu/handle/20.500.12345/284

Hollebrands, K. F. (2007). The role of dynamic geometry software in high school geometry
instruction. School Science and Mathematics, pags. 440-446.

Hoyles, C. &. (2003). What can digital technologies take from and bring to research in
mathematics education? Mathematical Thinking and Learning, pags. 313-330.
Obtenido de https://discovery.ucl.ac.uk/id/eprint/1515595/1/Hoyles2003What.pdf

Huapaya, E. (2012). Modelacidon usando funcion cuadratica: experimentos de ensefanza con
estudiantes de 5.° de secundaria. Pontificia Universidad Catélica del Perd, Lima,
Perd. Obtenido de https://repositorio.pucp.edu.pe/index/handle/123456789/120879

Ivars, P., Fernandez, C., & Llinares, S. (2019). Principles in the design of tasks to support pre-
service teachers’ noticing enhancement. Journal of Mathematics Teacher Education,
22(6), pags. 585-609. Obtenido de
https://www.researchgate.net/publication/334706771_PRINCIPLES_IN_THE_DESIGN
_OF_TASKS_TO_SUPPORT_PRE-_SERVICE_TEACHERS'_NOTICING_ENHANCEMENT

Laborde, C. (2001). Integration of technology in the design of geometry tasks with Cabri-
Géometre. linternational Journal of Computers for Mathematical Learning, 6(3), pags.
283-317. Obtenido de https://doi.org/10.1023/A:1013309728825

Lancheros, L. A. (2014). Las TIC como estrategia motivacional en el proceso de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas en educacion basica secundaria. Tesis de maestria,
Tesis de maestria, Chia, Colombia. Obtenido de
https://intellectum.unisabana.edu.co/handle/10818/10350

Leung, A. &.-F. (2015). Diseno de tareas matematicas: el rol de las herramientas. En Disefio
de tareas en educacion matemadtica: un estudio del ICMI 22 (pags. 191-225). Springer
International Publishing. Obtenido de https://doi.org/10.1007/978-3-319-09629-2_9

Mariotti, M. A. (2006). Proof and Proving in mathematics education. En A. Gutiérrez, & P.
Boero (Edits.), Handbook of Research on the Psychology of (pags. 173-203). Sense
Publishers.

Martin, E. (2000). La tecnologia y la ensefanza de las matematicas: reflexiones y propuestas.
Revista Iberoamericana de Educacidn, 22( 2), pags. 45-58.

Martinez Lopez, L. G., & Gualdrdn Pinto, E. (2018). Fortalecimiento del pensamiento
variacional a través de una intervencién mediada con TIC en estudiantes de grado
noveno. Revista Investigacion, Desarrollo e Innovacion, pags. 91-102. Obtenido de
https://doi.org/10.19053/20278306.v9.n1.2018.8156

191



Martinez Torres, M. G. (2022). Recursos digitales para la ensefianza de la funcidn cuadratica
en la educacidn basica superior. Tesis de maestria, Universidad Tecnoldgica
Indoameérica, Quito, Ecuador. Obtenido de https://hdl.handle.net/20.500.14809/2846

Martinez, M. (2012). La investigacion cualitativa etnografica en educacion. México D.F.:
Trillas.

Méndez, J. A.-S. (2024). Uso de GeoGebra para la ensefanza de las ecuaciones lineales.
Revista Educacidon y Tecnologia(Especial).

Mesa, Y., &Villa, J. (2008). Reflexidn histdrica, epistemoldgica y didactica del concepto de
funcion cuadratica. Universidad de Antioquia, Medellin, Colombia.

Ministerio de Educacion Nacional. (1998). Lineamientos curriculares: Matematicas.

Ministerio de Educacién Nacional de Colombia & Ministerio de Tecnologias de la Informacién
y las Comunicaciones. (2000). Programa Computadores para Educar: Estrategia
nacional para la incorporacion de las tecnologias de la informacion y la comunicacion
en la educacion. Bogota: MEN-MinTIC. Obtenido de
https://www.computadoresparaeducar.gov.co

Ministerio de Educacién Nacional de Colombia. (2004). Pensamiento variacional y
tecnologias computacionales: una perspectiva del pensamiento matematico en la
educacion basica y media. Obtenido de
https://www.mineducacion.gov.co/1621/articles-81033_archivo_pdf.pdf

Ministerio de Educacién Nacional de Colombia. (2006). Estandares basicos de competencias
en matematicas: Guia No. 7. Obtenido de
https://www.mineducacion.gov.co/1759/articles-81033_archivo_pdf.pdf

Molina Gonzalez, M., Castro Martinez, E., Molina Gonzalez, J. L., & Castro Martinez, E. (2011).
un acercamiento a la investigaciéon de diseno a través de los experimentos de
ensefianza. Revista de investigacion y experiencias didacticas, 29(1), pags. 75-88.
doi:https://doi.org/10.5565/rev/ec/v29n1.435

Molina, L. M. (2017). Las TIC como herramienta de motivacion en el proceso de ensefianza-
aprendizaje de las matematicas en educacion media. Tesis de maestria, Universidad
del Tolima, Ibagué, Colombia. Obtenido de
http://repository.ut.edu.co/handle/001/2158

Opazo, C. G. (2014). GeoGebra como herramienta de apoyo para la ensefianza y aprendizaje
de las funciones cuadraticas. Revista Paradigma, 35(2), pags. 114-133.

Orozco, S. J., & Cuevas Vallejo, C. A. (2021). Una orquestacién instrumental para un curso en
linea a nivel universitario. Apertura (Guadalajara, Jal.), 13(2), pags. 22-37. Obtenido de
https://doi.org/10.32870/ap.v13n2.2086

Ortiz, V. Y. (2018). Exelearning. En 1. Papert, Logo Philosophy and Implementation (Papert,
1999) (pags. argumentan que el empleo de herramientas tecnolégicas educativas
para la ensefianza de matematicas puede ser provechoso si estan acompafiadas de

192



estrategias apropiadas, siendo necesario planificar tareas con tecnol). Cambridge:
Logo Computer Systems Inc. Obtenido de
http://www.microworlds.com/company/philosophy.pdf

Papert, S. (1980). Mindstorms: Children, computers, and powerful ideas. Basic Books.
Papert, S., & Harel, I. (1991). Situating constructionism. Ablex Publishing.

Perry, P., Samper, C., Molina, 0., Camargo, L., Echeverry, A., Fernandez, F., ... Samiento,
B. (2013). Actividad instrumentada y mediacion semiodtica: dos teorias para describir
la conjeturacién como organizador curricular. En P. S. Perry, Aportes investigativos
para el disefio curricular en geometria y estadistica (pags. 13-92). Bogotd, Colombia:
Fondo Editorial Universidad Pedagdgica Nacional. doi:10.13140/2.1.3396.4480

Planchart, O. (2002). La visualizacion y la modelacion en el concepto de funcidn. Tesis
doctoral, Cuernavaca, México. Obtenido de
http://www.worldcat.org/title/visualizacion-y-modelacion-en-la-adquisicion-del-
concepto-de-funcion/oclc/279173232

Quinones Ortiz, W. H. (2017). Una mirada didéactica a los procesos de articulacidn de los
registros grafico-cartesiano y simbdlico-algebraico: el caso de la funcion cuadratica.
Tesis de maestria, Universidad Nacional de Colombia, Bogota, Colombia. Obtenido
de https://repositorio.unal.edu.co/handle/unal/60232

Rabardel, P. (1995). Les hommes et les technologies: Approche cognitive des instruments
contemporains.

Radford, L. (2003). Gestures, speech, and the sprouting of signs: A semiotic-cultural
approach to students’ types of generalization. Mathematical Thinking and Learning,
pags. 37-70. Obtenido de https://doi.org/10.1207/S15327833MTL0501_02

Rivera, C. (2009). La conversién de representaciones semidticas de la funcién cuadratica a
través del uso de Cabri-Géométre Il. Tesis de maestria, Universidad Auténoma de
Guerrero, Guerrero, México.

Rodriguez, E. C., & Ansola Hazday, E. (2010). El curriculo de matematica con tecnologia en
carreras de ingenieria. Revista Latinoamericana de Investigacion en Matematica
Educativa, 23(1).

Roman, M. &. (2022). El uso de GeoGebra en la ensenanza de la funcidn cuadratica para el
fortalecimiento de competencias matematicas. Tesis de maestria, Universidad de La
Salle, Bogota, Colombia. Obtenido de
https://ciencia.lasalle.edu.co/maest_educacion/301

Romberg, T. A. (1992). Perspectives on scholarship and research methods. En D. A. Grouws,
Handbook of research on mathematics teaching and learning (pags. 49-64). Nueva
York, EE. UU: Macmillan.

Ruiz Higueras, L. (1994). Concepciones de los alumnos de secundaria sobre la nocién de
funcion: analisis epistemoldgico y diddctico. Tesis doctoral, Universidad de Granada.

193



Salat Figols, R. S. (2013). La ensefianza de las matematicas y la tecnologia. Innovacion
educativa (México, DF), 13(62), pags. 61-74. Obtenido de
https://www.scielo.org.mx/scielo.php?pid=S1665-
26732013000200005&script=sci_arttext&utm_source=chatgpt.com

Santos, M. A. (1995). Teoria y practica de la educacion. Madrid, Espana: Akal.
Spiegel, M. R. (2005). Calculo superior. McGraw-Hill.

Steffe, L. P., Thompson, P. W., & Von Glasersfeld. (2012). Teaching experiment methodology:
Underlying principles and essential elements. En R. c. education. Springer. Obtenido
de https://doi.org/10.1007/978-94-009-2183-6_10

Sua Florez, C., & Camargo Uribe, L. (2019). Geometria dinamica y razonamiento cientifico:
duo para resolver problemas. Educacion Matematica, 31(1), pags. 1-37. Obtenido de
https://doi.org/10.24844/EM3101.01

Suarez, L. M. (2022). GeoGebra como estrategia didactica para la ensefianza de las funciones
cuadraticas. Bogota, Colombia.

Tejera, J. (2021). La ensefanza de las funciones cuadraticas mediada por tecnologias
digitales: una propuesta desde el pensamiento variacional. Tesis de maestria,
Universidad de la Amazonia, Florencia, Colombia. Obtenido de
https://hdl.handle.net/20.500.12799/14567

Tortds, E. F. (1997). Computadoras y educacion. Reflexiones, 64(1), pag. 4.

Trouche, L. (2004). Managing the complexity of human/machine interaction in a computer-
based learning environment (CBLE): Guiding students’ process command through
instrumental orchestrations. 9, pags. 281-307. Obtenido de
http://www.academia.edu/attachments/3693391/download_file

Vargas Alejo, V., & Guzmam Hernandez, J. (2012). Valor pragmatico y epistémico de técnicas
en laresolucion de problemas verbales algebraicos en ambiente de hoja electrénica
de calculo. Ensefanza de las Ciencias: Revista de Investigacion y Experiencias
Didécticas, pags. 89-107. Obtenido de
https://raco.cat/index.php/Ensenanza/article/view/285685

Velasquez, C. L. (2017). Influencia de las Tecnologias de la Informacién y la Comunicacién en
la motivaciény el aprendizaje de los estudiantes. Revista Educacién y Tecnologia,
12(2), pags. 45-58. Obtenido de
https://revistaeducacionytecnologia.cl/article/view/2017

Villa Ochoa, J. A., & Ruiz Vahos, M. (2010). Pensamiento variacional: seres humanos con
GeoGebra en la visualizaciéon de nocién variacional. Educacion Matematica Pesquisa,
12(3), pags. 514-528.

Vitabar, F. (2016). Geogebra: un extrano en el aula. Uno revista de didactica de las
matematicas(71), pags. 7-12.

194



What can digital technologies take from and bring to research in mathematics education?
(2003). Mathematical Thinking and Learning, pags. 313-330. Obtenido de What can
digital technologies take from and bring to research in mathematics education? (PDF)

Zimmermann, W., & Cunningham, S. (1991). Visualization in teaching and learning
mathematics. Mathematical Association of America.

195



Anexo 1.

Infografia :

8. Anexos

Funcion cuadratica segun la historia
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que habia una mayor mum de las
daciscion o las ek BRI

prop

.’--------.tf--------“’

- Trabaja en la teoria de las curvas canonicas
algebrakcas espesislmente las parédbolas

f desarrolla métodos analiticos  analzan:
.propiodada Yy Sus representaciones en

‘--.-------:)"'"“"'-.
Analizo ¥y clasifica las curvas |
algebrakasSimplifico la soluciin de
ecuaciones cuadriticas con  [dy/dx).
Desarrollo el célcuk diferencial e integral.
" Fue el primero en utilzar la nocidn de
funcidn cuadratica para denotar conceptas

geometricos.

‘_-_--._.---

[Perfecciona s métodos para resolwer  ecuacones
Y cuadrdticas, trabaio en la derwvacidn  para encontrar s
racEs de una ecucidn cusdmitica estudio s propiedades
geometrcas de les pardtoles £} establecid un marcall
agebmico, permitiondd que témncs cama b
cusdritico y cubito adquirieran un sgnficado algele.
mis generdl, ademas, destacd que ke ecuacones
cuadridticas, una vez representadas en of plana podan
W COMA UM reacidn univocs entre canticades

et Tt

Establecio procedimientos sitematicos
para encontar las rakces de polinimios y

udiar sus propiedades |, utilza la
imizacién para encontar maximos y

minimas de funciones cuadrdticas bajo
restricciones lineales

que cualquier
ecuacion polinémica tiene al
menos una raiz. Mostro como las
fuciones cuadraticas aparecen -
en contextos de distribuciones
estadisticas.
N/ Mg
Crgs

Nota. Fuente de elaboracion propia en canva basado en Mesa y Villa (2008).
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Anexo 2.

Presentacion: Familiarizacion introduccion al entorno GeoGebra.

Esta presentacion esta disefiada para guiar a estudiantes en la navegacion basica del programa

GeoGebra. En ella se presenta la definicion del programa, ventajas, partes de la ventana, se

explican las funciones principales del entorno, se presentan las vistas de forma general y

realizando una explicacion mas detallada de la vista algebraica, grafica y barra de entrada, el

uso de herramientas interactivas, y ejemplos sencillos

A continuacion, se incluyen capturas de las diapositivas mas relevantes.

Ao Inide Mol ODujd  Dudfd  MaacOdnes  Atrasones  eadoiob con daosilvid  Cabar  Rivid  Vsla  Andi LR & Conpane » |

=1 (v [ : s 7 ) O — I/
o 0 T ] A, 2212138 & @
[TRR R ‘ b : ? . (dom  Duw  Compomemton  Overbacer Coprint
dupatnn = A et [ o A - -

W Complerenton

.\V’ -"‘\11
"‘4.:,”\/ J) "‘

GeaGebro

GeoGebes o1 un programa de seftware bber peraado pars sumany y

proferotes de matemdtcn. te tats de una gran hetramiests didictics pars ‘

resohel probiemad complejol de algebea, geomelrls, eitaSilica y takula, j)/\
P Q6 Somd Qitamica y G, 510 S0Tword e aphlacds s wbia
procgalmense paa B ol Aumve o 0pCON para fepreentar las

30kacione) que ve en ol pirarrén de uma clape de forma analitics sigrbraca y

compresder g ractn de sot de lay 10iuciznes obtendss dutaate s 30bucids de ,

3})) TN 2o\ oINS o E

&' © £

» Ho9acic para agregar notan

Duapavtng | ¢ ¥ Pravhel Kotowinl T Acorslibdad 1 racrusie iveston

principalmente para llevar al alumno una opcidn para representar las
soluclones que ve en el pizarrén de una clase de forma analitica algebraica vy
g comprender la razon de ser de las soluciones obtenidas durante la solucién de Ve
\"‘-\_4

un problema matematico.

4. > _;___\\ YV r;'“\\ . YVt :-.,\ -2 ¥
?.a_j—\\!\._fj"l — hj"!\ 1 i!k}./'l ._._\\".;qfkl \\i\l\ /I EIFEH\I v\l‘—Lf, —, ;-j(lll' ﬁ}(f —
= 0" =@ = —A VA8
Y &% .»'C-‘ﬁ-\_‘z'“*\ F a ii:l B /t\a. )-'{jj‘ . UJ L'\_.'f-"' | d\_/l;l

L )

\(_%\?\; ] - GeoGebra Ig{/

o GeoGebra es un programa de softwore libre pensado para alumnos y F‘ r
ﬁ;{\}, profesores de matemdticas. Se trata de una gran herramienta diddctica para .L}”v

resolver problemas complejos de dlgebra, geometria, cstadistica y cdlculo, :___/'
_._/ pere de forma dindmica y divertida. Este softwore de aplicacion se utiliza

TR T >,
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Nota: fuente de elaboracion propia (con ayuda del manual de GeoGebra) como recurso de

apoyo para la fase de implementacion de las tareas.
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Anexo 3

Tareas Propuestas

INSTITUCION EDUCATIVA LA ARMONIA
Resolucién Nimero 473 del 04 de junio del 2015 - Codigo DANE 1ELA ARMONIA 125473001028 -
Codigo DANE Sede FRANCISCO DE PAULA SANTANDER 225473000069
E-mail: icarmoniamosquera@gmailcom - secrearmonis@gmailcom - pagadurialelaarmonia®gmail.com
NIT 900.900.742-3

Matematicas
Funciones cuadraticas
Andrea Naranjo

TAREA 1: EJE DE SIMETRIA
Nombre: Fecha:

OBJETIVO: Determinar geométricamente el eje de simetria de la representacion gréfica

de una funcion cuadrética dada.
Abra la carpeta de nombre Tareas y de clic en el archivo de formato GeoGebra file (ggh) Titlado como: L.T-APPLET.
Seguido lea y solucione.

FORMULACION DE LA TAREA: A continuacidn, se presenta la representacion grifica (Figura 1) de la funcién
cuadritica f(x) = ax?® + bx + ¢. que corresponde a una pardbola. Dados los puntos A y B de la pardbola que son
simétricos con respecto al efe de simetria de la paribola que aun no conocemos, realice las siguientes actividades:
Figura 1. Diagrama de la tarca 1

i

| A 1
Subtarea 1.1 Considere el punto C de la pardbola y construya el punto D en la pardbola que sea simétrico al punto C

con respecto al efe de simetrfa de los puntos A y B (es decir, de la pardbola). Describa en este campo los pasos
desarrollados para la construccion elaborada e indique qué comandos (nombre) utilizo en tal construccion.
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INSTITUCION EDUCATIVA LA ARMONIA

Resolucion Nimero 473 del 04 de junio del 2015 - Cédigo DANE 1ELA ARMONIA 125473001028 -
Codigo DANE Sede FRANCISCO DE PAULA SANTANDER 225473000069
E-mail: iearmoniamosquera@@gmail com - secrearmonin@gmailcom - pagadurisielaarmonia@gmail.com
NIT 900.900.742-3
Subtarea 1.2: Tenlendo en cuenta la subtarea anterior construya el eje de simetria de la pardbola.

Describa el proceso desarrollado si hay mds de una forma de construir el efe de simetria.

Subtarea 1.3; Camble el valor de los cocficientes de la funcién cuadritica (moviendo los deslizadores) y determine st la
construccién anterlor sigue slendo vllldl. Luego de experimentar y charlar con su mmpah«o de trabajo presenten un
argumento que valide la construccién.
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INSTITUCION EDUCATIVA LA ARMONIA
Resolucién Ntimero 473 del 04 de junio del 2015 - Codigo DANE 1ELA ARMONIA 125473001028 -
Codigo DANE Sede FRANCISCO DE PAULA SANTANDER 225473000069
E-mail: icarmoniamosquera@gmailoom - secrearmonin@gmailcom - pagadurizielaarmonia@gmail.com
NIT 900.900.742-3

Matematicas
Funciones Cuadréticas
Andrea Naranjo

TAREA 2. IDENTIFICAR EL LADO RECTO

Nombre: Fecha:

OBJETIVO: identificar el lado recto como se ha definido geométricamente.

Abra la carpeta de nombre Tareas y de clic en el archivo de formato GeoGebra file (.ggb) Titulado como: 2.T-APPLET.
Seguido lea y solucione.

FORMULACION DE LA TAREA: Considere la representacion grifica (como se muestra en la Figura 1) de la funcién
cuadrdtica f(x) = ax® + bx + ¢, donde b y ¢ particularmente son cero, su eje de simetria, puntos A y B simétricos en
tal representacién, una recta & paralela al eje xy los puntos F, V, y C, realice las sigulentes actividades.

Figura 1. Diagrama de la tarea 2

BlersrooiN=es SCQE

Cuace 1 @
rTAREA 2

| Comudhins s mproenmiin pifes & e

| Ao vin canb s s on e, mde
e e i L
s 45 8 cmertion o0 il iorrarnisin, o
oovnn b parsle of gie 4 7 s punas 1,V 4 €

Yie)wite' 40240

R

qQ

_— |

Subtarea 2.1: Determine si la longitud de alguna cuerda AB es el doble de la longitud del segmento AC. Si existe tal cuerda
¢Quién es el punto de interseccién de la cuerda AB con el gje de simetria? Escriba las conjeturas que tenga en relacién con
la respuesta a esta pregunta.

- = B S = | ¥ | | ;| T ¥ ] | N 1 =4 p

L : — ] :
- $ $ $ 3 1
- i —— g ———— SENE SN NN SHEN BB BN W SN TS TS IS - =
- D ORI NEE N T3S SN XX X B R SO B SSRGS Do VEE PEW PEE By =
> —_—-—— 13— —t X B . 77%—-* S T TR — — -
- i - 1 - e ==t
L ~—2 5 1= $ 5. R 3 3 e : == =
- = ow = ==
= = B MR I3 I IOk NN O I NG e G PN TG B
- -— : i -
- =3 3 |
L= — - . 5 . % - % | _— p— — ==
- i i i
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; \ INSTITUCION EDUCATIVA LA ARMONIA

\" \‘l Resolucién Nimero 473 del 04 de junio del 2015 - Codigo DANE 1ELA ARMONIA 125473001028 -
4 b Codigo DANE Sede FRANCISCO DE PAULA SANTANDER 225473000069
\} “// E-mail: icarmoniamosquera@gmailoom - secrearmonn@gmailcom - pagaduriaielaarmonia@gmail.com
NIT 900.900.742-3

Subtarea 2.2: Tenga en cuenta la subtarea anterior. Fije el punto A (en el que la cuerda cumple 1a condicion de la tarea
anterlor). Luego construya un punto S en la pardbola, Determine: Cudl es la distancla del punto F (punto medio entre A
y B) al punto S, Cudl es la distancia del punto S a la recta paralela al eje xnombrada k y Qué ocurre al mover el punto S.

Para ayudar a responder tales preguntas, complete la siguiente tabla y proponga una conjetura del experimento.

Coordenadas del punto $ Medida de FS Distancia de $ a la recta k
(0.59, 0.41)
(-1,-1.2)
(0.0)
(2.48)

utiliza y proponga una conjetura del experimento.

Subtarea 2.3: Si fija el punto S (se fija también la recta k) y mueve el punto A. ;Qué hallazgos visualiza? Ahora si deja
fijo el punto A como en subtarea 1 y cambia el coeficiente a de la expresion algebraica de la funcién cuadritica. (Qué
ocurre? ;Quién es la recta k fija en relacién con la pardbola? Indique que acciones realiza en el applet que comandos
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INSTITUCION EDUCATIVA LA ARMONIA

Resoloclén Nimero 473 del 04 de Junla del 2015 - Codigo DPANE 1E LA ARMONLA 12547341 1028 -
Cadlga DANE Sade FRANCISO0 DE PAULA SANTANDER 2254730059

E-mall: isarmeniamnsqueradégmall.com - sscrearmordafpmatlonm - pagaduriaielsarmania@gmad.com
NIT 900 D). T42-3

Matematicas

Funciones Cuadraticas

Andrea Maranjo
TAREA 3: RELACIOMN DE LA LONGITUD DEL LADO RECTO DE LA PARABOLA

CON LA EXPRESION ALGEBRAICA DE LA FUNCION CUADRATICA
Nombre: Fecha:

QOBIETIVO: fefaciowar fa fomgitnd oed fedo recto con wea de fos coeficfentes de o funcida
cuitdhratica.

Abira la carpeta de nombee Tareas ¥ de clic en el archivo de formate Geodsebra file (ggb} Tiulads como: 3. T-AFPLET.
eouido lea y solucione.

FORMULACION DE LA TAREA: Dada la construceion peomdivica ver Figura | del lado recto de una represcntacion
lerdfica de la funcidn cuadedtica f{x) = ax? 4 bx + ¢, una paribola, realice las siguientes tareas:

Floura 1. Diggrama de fa faree 3

e ________________________________________________________-_+ -]
=N Pl B N (7 I A~ R o d, =
= § ] [ mroEEa

TAREA 3 1 g e |

Fun g e e | B8 ry e e ¥
- ——— - — | ' !
B S, S ! . |

—— L] 1 f
- { !
4 i
Y : ! - —
% { ol C
\ — .
. - — :
= i J .
. i / -
", a . J L
N “l -

- -

Suebrerrese 3,12 Calenle la longitud del lado recto AB, luego obscrve la longitod y cambic cada wivo de los valores de Tos
cocficicnies de la expresidn algebraica de la funcion cuadratica a8, v o, jDe qué cocficicntes depende la lengitod del
lado recto? Proponga una conjetura en relacidn con la dependeneia de la longited del lado recto v algin eocficiente de La
expresidn algebraica de la funcidn coadrdtica. Complete las tablag v por pacejas de cstudiantes redacten por separado
chmo wvaria la longitud del lado recto al modificar cada cocficiente. Ademds, tome algonas capturas de pantalla gue
evidencien los cambios en la longitud del lado recto al modificar los coeficicnies.

F) ] Medida del lado recto & [ Aledida del lado recio
z -4 0

z -2 -4 1.3

z 1 -4 -5

2 i -4 4

) & F Aedids del Inda recia
3 E -1

] -1 =2
4.5 35 A5

5 o 3
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INSTITUCION EDUCATIVA LA ARMONIA
Rezolucidn Kimero 473 del 04 de junladel 2015 - Chdigo DANE 1ELA ARMONIA 125473001028 -
Codigo DANE Sede FRAMCISCD DE PAULA SANTANDER 2254 73000069
E-mail: icarmeniamosgquerai@gmaileom - cecrearmonia@gmaileom « pagaduriaidyarmon a@gmail com
NIT 900900 T42-3

00000000000000

] I |

Subwareq 3.2 Completando L tabla en la vista hoja de cdlculo o la que aparece a continuackén proponga una conjelura
aelimiética en relackén con el valor del coeflclente de la expresldn algebralea de la luncldn cuadrdtica del que depende ¢l
lado recto y su longliud, Incluya tnes mimeros mds en Lo tabla, redacte con su compaders una conclusldn sobre qué
cocflelente afecta la longitud del lado recto.

Valar def coeficionie Afedida det Indo recte
ded que degende

!

0.5
f

5
125
0.6

00000000000000
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INSTITUCION EDUCATIVA LA ARMONIA

Resolucién Niomero 473 del 04 de Junla del 2015 - Codigo DANE 1E LA ARMONIA 125473001028 -
Codigo DANE Sede FRANCISCO DE PAULA SANTANDER 225471000069
E-maikicarmoniamasquera@gmailcom - secrearmonia@gmailcom - pagadurlaielaarmonia@gmail.com
NIT 900.900.742-1

Subtarea 3.3: Proponga una conjetura entre la relacién de 1a longltud del lada recto del coeficlente ay la distancla del foco

(F) al vértice (V) de la pardbola. Compare con otra pareja la propuesta de su esarite, e indiquen si hay puntos de opinién
en comun y escribalos aqui.
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INSTITUCION EDUCATIVA LA ARMONIA

Resolucién Nomero 473 del 04 de juniodel 2015 - Codigo DANE IELAARMONIA 125473001028 -
Cadigo DANE Sede FRANCISCO DE PAULA SANTANDER 225473000069
E-mail:icarmoniamosquera @gmailcom « secrearmonia@gmailcom - pagaduriaielaarmoniz@gmail.com
NIT 900.900.742-3

Matemdticas
Funclones Cuadrdticas
Andrea Naranjo

TAREA 4: APLICACION DEL LADO RECTO CORRESPONDIENTE A
UNA FUNCION CUADRATICA: JUEGO DE AVIONES DE PAPEL

Nombre: Fecha:

OBJETIVO: Utilizar caracteristicas de una funcidn cuadrdtica para interpretar y resolver
problemas aplicados, fortaleciendo Ia comprension de la relacion enire ta representacion

griflca y algebralca.
Abra la carpeta de nombre Tareas y de clic en el archivo de formato GeoGebra flle {ggh) Tliulado como: 4T-APPLET.

Seguldo lea y solucione.
FORMULACION DE LA TAREA: : Lea la situacién problema e interactiie con el simulador Juega de aviones de papel.

Ver Figura 1,
En ¢l coleglo se realiza una competencia sobre el vuclo de aviones de papel disefiados por los estudiantes de undécimo,

Par ¢jemplo, Abel lanza su avién desde un punto iniclal y una altura considerable para su estatura y el recorrido que
define el avién es un segmento (porcidn) de pardbola, coma lo muestra 1a simulacién. Soluclone las sigulentes lareas:

Figura |, Diagrama de Ia tarea 4

Y, T
Wb @A N

E_
T“?."R“E‘Ai 3 J}\’\« - —

B
COOY e = P --e‘-l----_
7 : \_/ vy he? .'_‘j‘\\.-..

\Subtarea 4.1: Sl la funclén que modela la recorrido del avién es de la forma f(x)} = ax? + bx + ¢, determine el valo

independlente cuando el avidn de papel cae al suelo. ;Cudl es el domInlo de esta funclén cuadrética? Para ello:

a. Abrael archivo en GeoGebra Titulade como: 4.T-APPLET.

b. Ublque los controles de animacién, luego de play, cuente hasia 7 en la mente y pause la simulacidn. Con el ratén
del computadar selecclone el borrador para borrar el rastro del punto, realiza la misma operaclén tres veces

Describa lo que se observa en la simulacién.
Ubique los deslizadores en los siguicnles valores: y0= 1.5; v0=7.8; a=72° y de play a la animaclén. Qué represents

cada deslizador?
NOTA: Para responder las preguntas puede usar puntos sobre objeto, maverlo, ver sus coordenadas entre otray

cosas. Ademis, las tareas que siguen se trabajaran con los valores de los deslizadores indlcados anlerlormente,
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INSTITUCION EDUCATIVA LA ARMONIA

Resoludén Numera 473 del 04 de junia del 2015 - C6digo DANE 1ELA ARMONIA 125473001028~
Codigo DANE Sede FRANCISCO DE PAULA SANTANDER 225473000069
E-mail:icarmaoniamosquera@gmailcom « secrearmonia@gmailcom - pagadurizielazrmonia @gmail.com

NIT 900,900.742-3

Subtarea 4.2: ;Cémo puede dcm:rmln:u el valor del coeficiente cuadritico? Describa el prooeéoy argumente su respuesta)
Puede acilvar las caslllas de veriflcaclén y usar los objetos que aparecen. :

B -~

Subtarea 4.3 Conaclendo el valor de los coeflclente & y cdado por las subtareas anteslores, £Cudl es la expresidn algebralcd
que describe el recorrido del vuelo del avién de papel? Ayuda: puede usar otros puntos de la gréfica y 1a ecuaclén que hi
generado. Describa los procesos que utllizo para determinar la expresién algebraica del lanzamlento del avidn de papel.

00000000000000
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Anexo 4

Version final de las Tareas

E 1 INSTITUCION EDUCATIVA LA ARMONIA

1.1, o \‘J Resoluclén Kdmere 473 del 04 de junlo del 2015 - Cédigo DAKE 1ELAARMONIA 125473001028 -

- ¥ Cadigo DANE Sede FRANCISCO DE PAULA SANTANDER 2254 71000069

‘\}l‘? E:mall: icarmonlamosqueradgmaiboem - secreammeniaivpmal com - pagadurizielazsmenia@gmal.com
KIT 900.900.T42-T

Matemdticas
Funciones cuadriticas
Andrea Naranjo

TAREA 1: EJE DE SIMETRIA
Nombre: Fecha:

OBIETIVO: Determinar geomdétricamente of gie de simetria de la represemiacion grafica de wna
Sancion cuadratica dadi,

Alra Ja carpeta e nombee Tarcas y de clic ¢n el archive de formato GoeoGichra file (ggb) Titulado como; 1L, T-APPLET.
Seguido lea v solucione.

FORMULACION DE LA TAREA: A continuaciin, s¢ presenta la representacitn grifica (Figura 1) de la funcidn cuadedtica
Fix) = ax® + bx + ¢, que comesponde a una paribola. Dados los puntos A ¥ B de la pardbola que son simétricos con respecta al
eje de simelria de 1a pacdibola que atn no conocenmas, realice las sigutentes actividades:

Flgura 1. DMagrama de la rarea 1

Subrarea 11 Condidere ¢l punte C d-. la paribaola v construva el punto I en La pardbola que sea simadtrico a C con respecto al
"JL de simietria de la paribola, Para ello, mueva ¢l punio A, ldr:mll'qlut chmo cambia B, y con base ¢n sus ohservaciones deseriba

¢l proceso de construecidn del punta D, Excriba los pasos de su construccidn y los comandos que utilizd en cada paso,
Responda Lis preguntas:

1, o Qud sipnifica que <f punto I sea simdine al puato C7

2, JChmo sabe que ol punto D construido porusted cs un punta de |a paribola simétrico a C7, csenba su argumento,

4 TP T PO b e G O P o
st Lol |
h’é“ '

. |
3 ram
R
_1_“_ ,,

TR
:"
-' -"-' 4' = _Taw !ﬁ_:‘ﬂﬁ "-'} ""__.J“__"!-"'_

L ) T
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INSTITUCION EDUCATIVA LA ARMONIA

ResolueldnNimers 47 del 04 de juslo del 20015 - Cédigs DAKE 1ELAARMONIA 125473001028 -
Cédign DANE Sede FRANCLSCO DE PAULA SANTANDER 225472000069

E-mail: icarmoniamosqueradzmalloem « cocrearmoniafigmal com - pagadurselaarmenia@gmad com
NIT G00.9H.T42-3

Subrarea 1.2: Teniendo én cuenta la subtarea anterior, responda Las siguientes pregustas y con base en ellas consteuya ¢l ¢je de
simetria de 1a pardbola dada dewenbienda los pasos realizados:

1. (Qué sueede con ¢l punto D cuamda s mueve el punto C?

2. Moviendo ¢l pumo C complete la Tabla, indicando las coordenadas para por lo ménos cuatro puntos,

Punto C Punto D Punte oiedlo

& ¥ X X & ¥

Con base ¢n tabla anterior ebaerve ¢n cada fila ¢l pume C, Dy ¢l punto medie, Responda:

3, pexiste alguna coondenada en comin?,
4. Pucde encontrar alguna relacidn entre las coordenadas en x del punto medio y las coordenadas v de los puntos C y D,

ﬁﬂ-ﬂ-ﬂ-" TR e e e W e e e e = Sy e |
oy J o =
L

gﬁ T

-l

F—_';= -F
K= -
—-ﬁ-

'rri-

.-.I

i!f‘.‘ EEEEEEEEE N R

D::-puésdc nbsc:wr las dll‘mnlci posiciones del punte C, observe 12 columna litulada Puma Medio

5. [hay :i.]gu e comln en ¢sta columna?
1 I 1

P TR

1 1 1 1 ] ] - L1 1

¥
.
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B

| —
PR R IS e T
|

qglﬁ_il' ‘i.-.: - F 1||-._
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Con base en la observado en bos flems anenones,
B jde qui otra foma podria carsererizarse (de finirse) el ¢je de simetrda para una pa.r-j.bol:s“

— e e e e e e el e s ur_n.ﬁ Lt T - |
%....“_ ......... — _;._-_+_-_ : ; --E
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Describa el proceso desarrollado por usted para construir ¢l gje de simetria. Si hay mis de una forma de construir ¢l ¢je de simetria,
Mescribalo.

} ¥ | 1 1 L 1 l‘ L 1 1 l. L 1 1 1 L L
oy efe o8 oy o0 49 ", e, 0Q v 0 .. . v, », v, I3
;ale, @ @ e e e e e e n e e e e e e

-

i ol

Subtarea 1,3: Partiendo de la construccidn lograda en la subtarea anterior, si s¢ modifica ¢l valor de los cocficientes de Ja funcién
cuadsitica s sigue obleniendo el cje de simetria de la nueva paribola?
Para responder mueva los deslizadores v complete La siguiente tabla incluyendo por lo menos cuatro casos:

T
}
|

e - e
g"|»|-.|—7

Cacflcicates Preguntas
a b c Jlarecta construidaen 1a tarca i{C y D contintan siendo
anterior ¢s ¢je de simetria de puntos simétricos de la
¢sta nueva pardbola? paribola?

A partir de las respuestas dadas en tabla, considera que el proceso de construecién del ¢je de simetria de una pardbola cambia si
se madifican los cocficientes de la funcidn. ;Como definimos ¢l ¢je de simetria de una paribola?

| 1 1 1 1 l l 1 1 1 1 | 1 1 ]
".‘ PR 2P af‘-‘o P v ==e 2 gt PR P 0'7—-.% L—é‘—'-
L5
] .}-—.-
@: ozl
- e |
2 >
|- 1 .‘:._"
e Nt - -1 .
s 3 I »=
- ..“ff.\ & AL JE A W A LI I ‘...*0. gy 3 A an Ay
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Matemadticas
Funciones Cuadréticas
Andrea Naranjo

TAREA 2. IDENTIFICAR EL LADO RECTO
Nombre: Fecha:

OBIETIVO: identificar el lado recto como se ha definido geométricamente.

Abn la carpeta de nombre Tareas y de clic en ¢l archivo de formato GeoGebra file (.ggb) Titulado como: 2.T-APPLET.

Scguido lea y solucionc.

[FORMULACION DE LA TAREA: Considere la representacion grifica (como se muestra en la Figura 1) de la funcion
cuadritica f(x) = ax® + bx + ¢, donde b y ¢ particularmente son cero, su ¢jc de simetria, puntos A y B simétricos cn tal
representacion, una recta & paralela al cje x y los puntos F, V, y C, realice las siguientes actividades.

Figura 1. Diagrama de la tarea 2

2R 0 0 v ———G=54 B 1B
RI IR R SCQE
o ~ I ACO | »
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flelatte stune
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[ savnes
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Subtarea 2.1: Con la representacion grifica de la funcion cuadritica dada, construya un scgmento con extremos A y 8 en I
paribola tal que su medida sca el doble del scgmento AC. jcudles son las medidas del segmento AB? y Lucgo, hagd
nucvamente csta construccion cambiando ¢l coeficiente a, por lo menos cuatro veces y registre en la Tabla 1 las mediday
que ticnen los segmentos AB y AC ;Quién es ¢l punto de interseccion de la cuerda A8 con el ¢je de simetria?

7 LLLLLL
" '
h*

Cocficicnte a | Medidade AB Medida AC q

:

eitehs

2. . . o : .
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Subtarea 2.2: Pantiendo del applet de 1a Tarea 2 en su estado original, construya un punta S en la paribola, muévalo a

lugares diferentes y complete la Tabla.

Coordenadas del punto | Medidade FS | MedidadeSalarectak
S
X Y

Con la informacién dc la tabla, responda:
¢ Qué ocurre al mover ¢l punto S?
¢Qué rclacion hay entre FS y Sk2.
{Qué cambia y qué permanece igual?
Qué clemento de la pardbola parece conservarse cuando mucve ¢l punto §?
:Qué importancia ticnc ¢l punto F en la paribola?
Proponga una conjctura del experimento.

1 3

1 ) ! 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ﬂggégﬁakﬁr%%&%r*iﬁﬁr*a?:r?“

- e |
_?’..ra
b

ol =
n-i' '
1k
_;\\.. -

mopgoTe

?
Lo}
i

:“;‘-‘-i ‘.;:_,.E AR W MR A
- viege Jagy "egw . - O B ORI - Ol L Ol
S i i i .
[Subtarea 2.3: Si fija ¢l punto S y mueve cl punto A. ;Qué hallazgos visualiza? Ahora si [ija ¢l punto A come en subtarca
2.1 y cambia ¢l cocficiente a de 1a expresion algebraica de 1a funcion cuadritica. Al menos 4 veces ; Qué ocurre? Complete
la Tabla. ;Quién cs la recta k fija en relacion con la paribola? Indique que acciones realiza en el applet que comandos

utiliza y proponga una conjctura del experimento.

Y

Cocficiente Medida dec AB Medida AC Medida de FS MedidadeSalarcctak

Indique que acciones realiza cn ¢l applet que comandos utiliza.
proponga una conjctura del expenmento.
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Matematicas
Funciones Cuadraticas
Andrea Naranjo

TAREA 4: APLICACION DEL LADO RECTO CORRESPONDIENTE A
UNA FUNCION CUADRATICA: JUEGO DE AVIONES DE PAPEL

Nombre: Fecha:

OBIETIVO: Utilizar caracteristicas de una funcidn cuadratica para interpretary resofver
problemas aplicados, fortaleciendo la comprension de la relacion entre la representacion

grafica y algebraica.
Abra Ja carpeta de nombre Tareas y de clic en el archive de formato GeoGebra file {.ggb) Titulado como: 4T-APPLET.

Seguido lea y solucione.
FORMULACION DE LA TAREA: ! Lea la situacidn problema e interactie con el simulador Juego de aviones de papel.

Ver Figura 1.
En el colegio se realiza una competencia sobre el voelo de aviones de papel discbados por los estudiantes de undéeimo.
Par cjemplo, Abel lanza su avidn desde un punto inicial y una altura considerable para su estatura y ¢l recorrido que

define el avidn es un segmento {porcidn) de pardbola, come lo muestra la simulacidn. Solucione las siguientes tarcas:

Figura 1. Diagrame de la tarea 4

e

TAREA4 &
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o \ . ~T - 15
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Subtarea 4.1 Si la funcién que modela la recoerido del avidn es de la forma f(x) = ax? + bx + ¢, detemine el valog
lindependiente cuando el avidn de papel cae al suelo. ;Cudl es ¢l dominio de esta funcidn cuadratica? Para ello:
Abra el archive en GeoGebra Titulado como: 4. T-APPLET.

a.

b. Ubique los controles de animacidn, Juego de play, cuente hasta 7 en la mente y pause Ja simulacién. Con ¢l ratén
del computador selecctone el borrador para borrar el rastro del punto, realiza la misma operacidn tres veces.
Describa lo que se observa en la simulacidn.

¢.  Ubigque los deslizadores en los siguientes valores: y0= 1.5, v0=7_8; «=72° y de play a Ja animacidn. | Qué representy)

cada deslizador?
NOTA: Para responder las preguntas puede usar puntos sobre objeto, moverlo, ver sus coordenadas entre otras

cosas. Ademds, las tarcas que siguen se trabajaran con los valores de los deslizadores indicados anteriormente.
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Sulwgrea 4 20 JCm0 pusde determinar el valor del cocficiente del ténmino cuadeitica? Describa el proceso ¥ arsumente su)
pespucsta. Puede activar lag casillas de verificacidn y usar los abjeios gue apasecen.

e
2

I 1 1 ]
PO O O O A e T

0l

e _
R CEE R e RS

Siehraes .2 Conociendo r:l valor de los cocficientie # ¥ e dado por las subdareas anteriones, jCudl es la expresida algchmicj
que deseribe ] recorvide del voelo del avidn de papel? Ayveda: puede usar ofros puntos de la geifica v la cowacidn que b
generado. Deserita los procesos que utilize para determinar la expresion algebeaiea del lanzamicnto del avibn de papel.
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