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Resumen

Una cuestion interesante al estudiar ideales de un anillo de polinomios, sobre
un anillo especifico, consiste en determinar un conjunto de generadores para tal ideal.
En el caso univariable se conoce que todo ideal es principal (como consecuencia del
algoritmo de la division); sin embargo, en el caso multivariable, aunque no existe un
unico camino para abordar el problema, las bases de Grobner se constituyen en una
respuesta util para abordar otros asuntos. Particularmente, las bases de Grobner se
distinguen como un conjunto especial de generadores que poseen la propiedad de que
el término principal de cualquier polinomio en el ideal es divisible por el término

principal de al menos uno de los polinomios que conforman dicha base.

En este trabajo se reconstruyen algunos de los elementos que conforman la
teoria de bases de Grobner partiendo de estructuras algebraicas iniciales como lo
son los grupos y anillos. Posteriormente, se resalta la utilidad de estas mediante el
estudio de algunas de sus aplicaciones como el determinar si un polinomio del anillo
pertenece al ideal (Ideal membership), problemas de optimizacion, el k-coloreado de

grafos, la resolucién de sudokus y aplicaciones en la criptografia.



Adicionalmente, en los tltimos capitulos del trabajo se muestra cémo el uso
de software de céalculo simbdlico como CoCoA, Singular, Wolfram Mathematica e
inteligencia artificial como ChatGPT y Julius Al se constituye en una herramienta
eficiente para encontrar una base de Grobner o en la construccion de algoritmos que

lo permitan.

Finalmente, se resalta que este trabajo es producto de una reconstruccion de
parte de la teoria existente que se alimenta de ejemplos nuevos y una reflexién sobre
la necesidad de incluir ciertos objetos en el estudio. En tal sentido, se enfatiza en que
este trabajo no es exhaustivo en relaciéon con el tema y pretende constituirse en un

documento de referencia para quien quiera iniciar un estudio al respecto.

Palabras claves

Base de Groebner, anillo de polinomios, ideal
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Introduccion

La necesidad de extender el algoritmo de la divisién estudiado en un anillo de
polinomios en una variable con coeficientes en un anillo, a un anillo de polinomios
en varias variables se constituye en una motivacién para estudiar la teoria de bases
de Grobner. Particularmente, debido a que en el caso multivariado no existe una
forma canonica de ordenar los términos de un polinomio conduciendo a que existan
diferentes cocientes y residuos para una misma division. Ahora bien, en el caso de
anillos de polinomios en una variable establecer si un polinomio p es divisible por otro
q es equivalente a determinar si p pertenece al ideal generado por ¢; siguiendo esta
idea, bajo la teoria de bases de Grobner es posible encontrar una base para un ideal de
un anillo de polinomios en varias variables, cuyas caracteristicas permiten establecer
de una manera eficiente si un polinomio del anillo pertenece al ideal, de forma similar

a como en algebra lineal se determinan bases especiales para los espacios vectoriales.

Ademas de sus aplicaciones directas al estudio de los ideales en anillos de
polinomios, las bases de Grobner también son utilizadas para resolver problemas en

otras ramas de las matemaéticas como la teoria de grafos, optimizacion, criptografia,
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entre otros, ya que es posible crear algoritmos que pueden ser implementados en
diferentes lenguajes de programacién una vez se haya modelado el problema en el

lenguaje de la teoria de anillos.

Especificamente, el propdésito de este documento consiste en describir de una
manera mas detallada las consideraciones a tener en cuenta en el algoritmo de la
divisién en polinomios en varias variables y cémo estas conducen al problema del
ideal membership (pertenencia a un ideal). En este punto se hace necesario aclarar
que a lo largo de este trabajo sélo se consideraron los anillos conmutativos con
identidad y en el caso particular de los anillos de polinomios, se estudié aquellos

cuyos coeficientes pertenecen a anillos Noetherianos.

Posteriormente, se parte de la teoria de bases de Grobner, mostrando ejem-
plos y contraejemplos, ideas claves, identificando resultados y pruebas para algunos
teoremas que lo sustentan, esto con el objetivo de dar solucién a este problema de
pertenencia. Ademas, se estudia uno de los algoritmos para la construccién de bases
de Grobner y se utilizan algunas tecnologias digitales como CoCoA, Singular e inte-
ligencia artificial (IA) para implementar tal algoritmo y resolver algunos problemas
de aplicacion relacionados con el problema de coloracién de Grafos, resolucién de
Sudokus, Sistema de encriptacion Barkee y Polly Cracker. De este modo, el trabajo

estd dividido en cuatro capitulos de la siguiente manera:

En el primero de ellos, se lleva a cabo una revision exhaustiva de los con-
ceptos fundamentales del algebra abstracta, tales como grupos, anillos, subanillos e

ideales, los cuales son esenciales para el desarrollo posterior del estudio. Se incluyen
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resultados importantes, como el hecho de que si H es un subgrupo normal de un gru-
po (G, x), entonces el conjunto cociente G/H forma un grupo. De manera anéloga,
en el contexto de anillos e ideales, si I es un ideal de un anillo cualquiera (A, +, ), el
cociente A/I, con la operacién de suma heredada, puede extenderse de forma natural
para dotarlo de una estructura de anillo. Asimismo, se aborda un analisis formal de
los polinomios en una variable, con especial énfasis en el algoritmo de la divisién y

en el comportamiento de los ideales dentro de un anillo de polinomios.

Este analisis sirve de base para destacar la necesidad de introducir un orden
sobre los términos de los polinomios puesto que garantizar que el cociente y el residuo
sean unicos en el algoritmo de la divisién no es trivial en el contexto multivariable.
La definicion de un orden adecuado sobre los términos es, por tanto, crucial para
extender los algoritmos algebraicos tradicionales a dominios mas complejos y es un

elemento fundamental en el desarrollo de las bases de Grobner.

El segundo capitulo esta dedicado al estudio detallado de las bases de Grob-
ner, abordando tanto su teoria fundamental como los procedimientos algoritmicos
que permiten su calculo. Se presentan resultados clave, tales como el hecho de que
todo ideal I no nulo en el anillo de polinomios conmutativo (A[X],+,-) posee una
base de Grobner. Este resultado es esencial, ya que garantiza la existencia de un

conjunto finito de generadores que permite resolver varios problemas algebraicos.

Asimismo, se expone en profundidad el algoritmo de Buchberger, una de las
herramientas mas importantes en la teoria de las bases de Grobner. Este algoritmo

se basa en la construccién de los denominados S-polinomios, los cuales se utilizan
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iterativamente para refinar un conjunto generador de un ideal hasta convertirlo en
una base de Grobner. Ademas, se incluye la definicion de base de Grobner reducida,
un concepto que implica que los coeficientes de los términos principales de los poli-
nomios generadores son 1, y se discuten los pasos necesarios para obtenerla. Estos
resultados constituyen el nicleo tedrico para la resolucion de sistemas de ecuaciones

polinomiales y otros problemas computacionales en dlgebra conmutativa.

El tercer capitulo se centra en la aplicacion de software y algoritmos de
inteligencia artificial para el calculo de bases de Grobner, destacando las ventajas
que ofrece el uso de estas herramientas en comparacién con los métodos manuales.
Se examinan diversas plataformas de software matematico, como CoCoA, Singular y
Mathematica, que permiten no solo la obtencién eficiente de bases de Grobner, sino
también la resolucion de problemas complejos en algebra conmutativa y geometria

algebraica mediante su implementacion.

A lo largo del capitulo, se muestran ejemplos practicos que evidencian co6mo
el uso de software optimiza el proceso de calculo y permite manejar sistemas de ecua-
ciones polinomiales con multiples variables de forma mas agil. Ademas, se discuten
las contribuciones recientes en el ambito de la inteligencia artificial, la cual, a través
de algoritmos de optimizacion y aprendizaje automatico, esta comenzando a tener un
impacto significativo en la mejora de la eficiencia de los célculos algoritmicos, tanto

en el contexto de las bases de Grobner como en otros dominios matematicos.

En definitiva, este capitulo demuestra cémo la combinaciéon de herramientas

computacionales y avances en TA facilita no solo la resolucién de problemas abstrac-
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tos, sino también la aplicacion directa de estos conceptos a situaciones practicas y

de gran envergadura en diversas areas de la ciencia y la ingenieria.

El cuarto y ultimo capitulo se enfoca en ilustrar las aplicaciones de la teoria
de bases de Grobner en diversos campos de las matematicas y otras areas afines.
En primer lugar, se aborda el problema del k-coloreado y se establece un paralelis-
mo con la resolucién de Sudokus, mostrando cémo las bases de Grobner permiten
modelar y resolver problemas de este tipo mediante sistemas de ecuaciones polino-
miales. A lo largo del capitulo, se ejemplifica la practicidad de las bases de Grobner
en la resolucion eficiente de sistemas algebraicos no lineales, optimizacion y cripto-
grafia, destacando su relevancia en areas como la teoria de codigos y los sistemas de

seguridad criptograficos.

Esta seccion resalta la versatilidad y poder de las bases de Grobner, que no
solo encuentran aplicaciones tedricas en el algebra conmutativa y la geometria alge-
braica, sino también en problemas computacionales y practicos, brindando soluciones

eficientes a desafios complejos en distintas disciplinas.



Justificacion

Uno de los grandes problemas que existe en matematicas consiste en estable-
cer métodos que permitan solucionar ecuaciones o sistemas de ecuaciones polinémicas
en diferentes estructuras. Sin embargo, para lograr tal objetivo no es suficiente con
entender las expresiones algebraicas inmersas en los sistemas de ecuaciones, sino que
es necesario ahondar en el estudio de la estructura sobre la que se trabaja para po-
der identificar propiedades de la estructura, relaciones entre diferentes objetos del
algebra para asi lograr proponer métodos que sean apropiados, eficientes y efecti-
vos. Por ejemplo, cuando estudiamos sistemas de ecuaciones lineales se identifica la
necesidad de reconocer la nocién de sistemas equivalentes, vectores independientes
o dependientes (en un espacio vectorial determinado) o espacios solucién, llegando
asi a establecer métodos o algoritmos de solucién como la eliminacion Gaussiana,
la factorizacién de matrices, la regla de Cramer, entre otros objetos y conceptos del

algebra.

Particularmente, bajo la propuesta curricular de los primeros cursos de algebra

en la Universidad, se observa que no se propone el estudio de muchas herramientas
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que permitan abordar la solucién de ecuaciones o sistemas de ecuaciones no lineales,
con varias variables o con muchas ecuaciones. Bajo esta perspectiva, surge el interés
de ahondar en el estudio de teorias u objetos del algebra que permitan complementar
el acervo de conocimientos al respecto. En tal sentido, con base en la experiencia vi-
vida en cursos como teoria de grupos y en diferentes conversaciones desarrolladas con
integrantes del grupo de algebra, se considera la posibilidad y pertinencia de estudiar
parte de la teoria de anillos de polinomios en varias variables, de determinar rela-
ciones entre sistemas de ecuaciones polinomiales e ideales y de abordar teorias como
la de bases de Grobner para buscar formas equivalentes de solucionar los sistemas

mencionados.

A partir de una consulta preliminar sobre bases de Grobner se observa que tal
teoria, parte de diferentes algoritmos para construir bases mas simples para el ideal
de un anillo de polinomios, contribuye a construir un escenario bajo el cual la solucion
de sistemas de ecuaciones se puede abordar de una forma mas estructurada, simple
e incluso admitiendo el uso de programas que reducen el nimero o complejidad de
los calculos a desarrollar. Por otro lado, también se observa su utilidad para abordar

problemas aplicados, por ejemplo, de teoria de grafos, optimizacion o criptografia.

Por otro lado, se considera que un estudio de este tipo puede contribuir a
fortalecer diferentes competencias de un futuro profesor de matematicas, por ejem-
plo las relacionadas con procesos de indagacion e investigacion en matemaéticas, de
comunicacion y redaccion de un discurso, y claramente las relacionadas con el co-
nocimiento disciplinar ya que se investigan y estudian conceptos u objetos de las

matematicas de manera formal y rigurosa.



Objetivos

Objetivo general

El presente trabajo tiene como objetivo estudiar algunos elementos de la teo-
ria de bases de Groebner, abordando sus fundamentos y algunas de las posibles

aplicaciones en los diversos campos de las matematicas.

Objetivos especificos

» BEstudiar un Algoritmo para encontrar una base de Groebner para el ideal

generado por un conjunto finito de polinomios dado.

= Analizar una forma de implementar las bases de Groebner para solucionar

sistemas de ecuaciones algebraicos.

» Estudiar algunas aplicaciones de las bases de Groebner en temas de geometria

algebraica o matematica recreativa.



Algunos conceptos previos

2.1. Grupos

A partir del estudio de algunos sistemas numéricos, como los enteros, racio-
nales y reales, se observa la aparicion de una estructura algebraica comun llamada
grupo. Esta estructura esta formada por un conjunto no vacio y una operacion inter-
na definida en él que satisface ciertas propiedades. Ademas, se resalta la importancia
de esta estructura en el estudio posterior de otras estructuras como la de anillo,
campo y espacio vectorial. A continuacion, se presentan algunas definiciones y resul-
tados (algunos con demostracién) que seran empleados posteriormente. Si se desea

profundizar en tales desarrollos, puede consultarse (Hungerford, 2012) o (Fraleigh,

2003).

Definicién 2.1.1. Si G es un conjunto no vacio, una operacion binaria sobre G,
es una funcion x : G X G — G que asocia a cada par (g1, g2) de G X G un elemento

de G el cual denotaremos por gy * go.

Esta definiciéon permite crear operaciones sobre conjuntos no sélo numéricos

10
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sino mas generales, surgiendo asi lo que llamaremos una estructura algebraica.

Ejemplo 2.1.1. A continuacion se ilustran algunos ejemplos de operaciones binarias:

» Sea A= {a,b} yG=p(A) ={0,{a},{b}, A}. La unién (U) y la interseccion

(N) de conjuntos son operaciones binarias sobre G.

» En My(R), el conjunto de las matrices de tamano 2 x 2 con entradas en R, se

define la operacion x como:

a b e f ae bf

X =

c d g h cg dh

donde cada producto en las componentes se realiza en R.

» Tomando R, [z] como el conjunto de los polinomios de grado n en la indetermi-
nada x 1y con coeficientes reales, la suma usual no es una operacion binaria, ya
que la suma de dos polinomios de grado n puede dar como resultado un polino-
mio de grado menor o igual que n. Sin embargo, la suma usual de polinomios
si es una operacion binaria sobre R<,[x], el conjunto de polinomios de grado

menor o iqual a n.

» Si F={f]| f:R— R} denota el conjunto de las funciones con dominio R y

valor real, entonces la suma y producto definidas por:

(f +9)(@) == f(x) + g(x)

(f - 9)(x) == f(x) - g(x)
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para todo x € R.

w ax*xb:=a’®+2ab+ b* es una operacion binaria sobre N, Z, Q y R. Aqui el
signo + denota la suma usual, ab denota el producto usual de a por b y a? es

el producto de a consigo mismo.

s 57 G es un conjunto finito, podemos describir una operacion binaria sobre
G escribiendo todos los valores de g, * go en una tabla de Cayley ' para la

operacion. Por ejemplo, si G = {a,b,c} tenemos:

Tabla 2.1: Tabla de Cayley para un grupo.

o o Q¥
o QR
2 o oo
R OO0

Aqui, para g1, g2 € G, g1 % g2 es el elemento en la fila de g, y en la columna de

g2, a modo de ejemplo, b* c = a.

Notacién: De aqui en adelante la expresion (G, %) representard una estruc-
tura algebraica conformada por un conjunto GG y una operacion binaria x definida en

’

él.

Dada una operacion definida sobre un conjunto, existen propiedades que ri-
gen su comportamiento (la forma de hacer calculos) y permiten generar diferentes
estructuras. A continuacion, se menciona la definicién de algunas propiedades clési-

cas:

1Una tabla de Cayley es un arreglo rectangular que describe los resultados de la operacién entre
dos elementos de un grupo, fue introducida por Arthur Cayley en su articulo llamado On The
Theory of Groups, as depending on the symbolic equation 8™ = 1. (Fraleigh, 2003)
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Definicién 2.1.2. Considere la estructura (G,x*), se dice que:

i) x es asociativa en G, si para todo g1, gs, g3 € G

g1 * (92 * 93) = (91 * 92) * gs3.

it) * es conmutativa en G, si g1 * go = g2 * g1 para todo g1, g9, € G

i) Un elemento e € G es un elemento neutro® de G con respecto a la operacion

x, st para cualquier elemento a de G se tiene que a x e = e *xa = a.

iv) Sea e un elementro neutro de (G,x). Un elemento a € G es un elemento
invertible de G con respecto a la operacion *, si existe un elemento o' € G
de tal manera que ax a’ = e = da' x a. Al elemento a' se le llamard el inverso

de a.
Ejemplo 2.1.2. Los siguientes ejemplos ilustran la definicion anterior:

= Sobre N la suma y producto usual son operaciones asociativas y conmutativas,

0 es el elemento neutro y no hay elemento invertible para algin n € N con
n # 0.

» En (Z,+) (suma usual), 0 es el elemento neutro de Z con respecto a +, —1
es el inverso del elemento 1 y en general, para un elemento a € Z,a # 0, su

inverso es —a con respecto a +.

20bsérvese que en esta definicién el elemento neutro satisface la propiedad conmutativa, sin
embargo, esto no es en general un requisito en algunas operaciones, es decir, existen propiedades
que se suplen al comportamiento de una operacién pero a un solo lado y alli se hablard de elemento
neutro a derecha o a izquierda, por ejemplo. En este documento no se trabajara con tales definiciones.
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» Si sobre Z definimos la operacion binaria x asi:

axb=ab+1

Entonces * no es asociativa, en efecto:

(axb)xc=(ab+1)*c
= (ab+1)c+1

=abc+c+1

Pero,

ax(bxc)=ax(bc+1)
=a(bc+1)+1

=abc+a—+1

= Todo numero real distinto de cero es un elemento invertible bajo el producto y

la suma usual.

» El producto usual de matrices no es conmutativo en M,«,(R) (matrices de

tamario n x m con entradas en los reales).

= La operacion binaria definida en la tabla de Cayley del ejemplo 1.1.1, es conmu-
tativa, lo podemos verificar viendo que es simétrica con respecto a la diagonal

principal.
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El siguiente teorema brinda informacién relevante acerca de un conjunto sobre

el cual se ha definido una operacién binaria.

Teorema 2.1.1. Dada (G,*) con * asociativa. Si existe un elemento identidad en G
con respecto a * entonces este elemento es unico. Ademds, cada elemento invertible

tiene un Uunico tnverso.

Demostracion. Sean e y ¢ identidades de G, entonces. € x e = e (¢’ es identidad) y

e xe =€ (e es identidad) luego €’ = e.

Sea u un elemento invertible en G con u’ y u” dos inversos de u, entonces:

]

Las propiedades y resultados mencionados conducen al estudio de una estruc-
tura comin en matematicas y que puede ser relevante para el lector, la de grupo.
Esta estructura esta compuesta de un conjunto y una operacion que satisface las

propiedades que se mencionan a continuacion.

Definicién 2.1.3. Decimos que (G, *) es un grupo si:
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i) * es asociativa en G.
i) G tiene un elemento identidad con respecto a *.
iii) Todo elemento a € G es invertible.

Si ademds * es una operacion conmutativa entonces decimos que (G, *) es un grupo

abeliano o conmutativo.

Bajo esta definicién y considerando el ejemplo 2.1.2 se afirma que (Z,+) es

un grupo abeliano. Otros ejemplos de grupos son los siguientes:
Ejemplo 2.1.3. .
" (Ra +)7 (R - {0}7 ')7 <Q+a '): (Q7 +)-

» (M,(R),+), donde M,(R) representa el conjunto de matrices de tamano n xn

con coeficientes en R y + la suma usual de matrices (componente a componen-
te).

2 (Zy,+n), donde Z,, ={0,1,....,n — 1} y +, es la suma modulo n.

» (D,,0), Grupo de simetrias un n—dgono reqular, también llamado Grupo
diédrico
Como caso particular el grupo (D4, o) correspondiente a las simetrias de un

cuadrado.

Sea el cuadrado de vértices {A, B,C, D} tal como se muestra en la figura:
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Figura 2.1: Cuadrado base

La posicion inicial o base, que se muestra en la figura, servird como punto de
referencia para el andlisis. A partir de esta disposicion, se realizan dos tipos
de movimientos: rotaciones en sentido contrario a las manecillas del reloj,

identificadas por la letra p, y reflexiones, que se representaran con la letra p.
Las rotaciones serdn las siguientes:

po: rotacion de 0°.
p1: rotacion de 90°.
p2: rotacion de 180°.

ps: rotacion de 270°.

Por ejemplo, si al cuadrado base se le aplica py se obtendrd como resultado el

cuadrado que se muestra a continuacion:
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Figura 2.2: Rotacion po

Por otro lado, si sobre el cuadrado base se trazan las rectas my,ma, m3 Yy My

como se muestra en la figura 1.3.

m3
ml m2

m4

Figura 2.3: Rectas de reflexion

Podemos nombrar las siguientes reflexiones:

w1 reflexion con respecto a la recta my.
1o reflexion con respecto a la recta meo.
us reflexion con respecto a la recta ms.

1y reflexion con respecto a la recta my.
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Aqui por ejemplo, al reflejar el cuadrado con respecto a la recta ms, es decir,

aplicar sobre él la reflexion us se obtiene el cuadrado que se muestra en la

figura 2.4.

Figura 2.4: Reflexion con respecto a la recta mg

La expresion pi; o p; denotard que al cuadrado base se le aplicard primero p;
y sequidamente se aplicard la reflexion u;, por ejemplo, 1 o py significard que
primero se rota el cuadrado base 180° y luego se refleja con respecto a la recta

w1 obteniendo asi el cuadrado de la figura 2.5:

Figura 2.5: rotacion de 180° y reflexion respecto a ji;

Observando el cuadrado resultante, se puede notar que se obtiene el mismo
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resultado si al cuadrado base, se aplica o, esto quiere decir que pi1 o ps = s

La tabla de Cayley para (Dy,o) es mostrada en la tabla 2.2.

Tabla 2.2: Tabla de Cayley para (Dy, o)

© | pPo P11 P2 P3 M1 H2 M3 M4

Po| Po P11 P2 P3 M1 M2 M3 U4

Pr| P1 P2 P3 Po H3 Ha f2 [

P2 P2 pP3 P P11 H2 p1 Ha M3

P3| P3 Po P11 P2 M4 U3 M1 M2

M| H1 He M2 3 Po P2 P30 P1

Mo | H2 3 f1 M4 P2 Po P1 P3

K3 | B3 M1 Ha M2 P10 P30 PO P2

Mg | Mg M2 3 1 P3 P10 P2 Po

En esta tabla se pueden identificar cuatro grandes subconjuntos, a saber, si se
aplica primero rotaciones y sequidamente rotaciones se obtiene como resultado
una rotacion. Por otro lado, si se aplica primero una reflexion y después una
rotacion o de forma contraria, si primero se rota el cuadrado y después se
refleja, el resultado serd una reflexion. Por ultimo si se realiza una reflexion

sequida de otra reflexion, se obtendrd una rotacion.

» (S,,0), grupo de permutaciones de n elementos. En particular, si n = 3 se
tiene el grupo (Ss,0), en el cual 0g,01,09 son las permutaciones definidas de

la siguiente manera:
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g; - {17273} — {17273}

0'0(1) = 1, 0'1(1) = 27
00(2) =2, 01(2) = 3,
0'0(3) = 3, 0’1(3) = 1,

21

o9(1) =3
0'2(2) =1
0'2(3) =2

Note que, (01009)(1) =1, (01002)(2) = 2, (01002)(3) = 3, esto es, 01009 = 0y,

de igual forma, oy 0 01 = 09, por lo tanto, o7 = 09 y 0y = 071.

Un resultado que quizd pueda parecer interesante al lector, es que las estruc-

turas (S3,0) y (Ds,0), estan definidas sobre conjuntos con tres elementos y

las operaciones cumplen las mismas propiedades algebraicas en sus respectivas

estructuras, esto significa que ellas son isomorfas®

Al estudiar estructuras algebraicas con una sola operacién existen dos nota-

ciones clasicas, una multiplicativa y una aditiva. Bajo la notaciéon multiplicativa, en

la estructura (G, *), en lugar de escribir a * b se escribe ab, y si un elemento a tiene

inverso, este es denotado por a~!. Por otro lado, en el caso de notacién aditiva se

expresa la operaciéon como a + b en lugar de ab y se denotara como —a al elemento

invertible de a.

3Dos estructuras son isomorfas si existe una funcién biyectiva f entre ellas que preserva las
operaciones entre los objetos de cada estructura, es decir, f(a+b) = f(a) " f(b) donde a,b € (G, )
y f(a), f(b) € (G',*"). Para més informacién se puede consultar (Hungerford, 2012) o (Saracino,

2008).
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Esta distincion en la notacién, ya sea multiplicativa o aditiva, facilita la com-
prension y comunicaciéon de las operaciones dentro del contexto algebraico en el que

se trabaja.

Nota: De aqui en adelante se usara la notacién multiplicativa cuando * sea
una operacion binaria general o cuando se hable del producto sobre una estructura

conocida.

Dicha notaciéon multiplicativa nos permite definir las potencias de un elemento

de un grupo, asi:

Definicién 2.1.4. Sea (G, *) un grupo y x € G, las potencias de x se definen como

Stque:
i) 2% =e.
it) " =xxx---x (n factores) sin > 0.
i) " = (x Yt = ez 2T sin > 0.
De esta definicion se sigue:
Teorema 2.1.2. Sea (G,*) un grupo, v € G y m,n € Z, entonces:
i
i) (z")~t ="

i) (™) =™ = (™)™,

Demostracion. .
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i) Si m,n son ambos positivos, por la asociatividad de * se tiene que:

2" =gxx---x-xxTx= xTT---x ="
— —— ——
m factores n factores m~+n factores
Si m,n son ambos negativos, esto es, m = —r y n = —s con r,s > 0. Asi por

definicién y por el caso anterior se sigue:

M = TS = (mfl)r(z,fl)s _ (xfl)rJrs = l,f(rJrs) — TS — pmin

Finalmente, sim = —r <0y n > 0conr > n.

M = T = (xfl)r(xfl)fn A (mfl)rfn — xf(rfn) — :CfrJrn — :Cm+n

ii) Note que 2"z~ = 2" " = 2° = e luego (z")~! = z7".

iii)

n wveces
A

n factores
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2.1.1. Subgrupos

En algunos de los ejemplos de grupos que han sido mencionados hasta ahora
se hace evidente la existencia de una relacién de contenencia, por ejemplo, (Z, +) esta
contenido en (Q, +) el cual a su vez esta contenido en (R, +) haciendo las respectivas
restricciones a la operacién +. A estos grupos que estan contenidos en otro grupo se

les denominan subgrupos.

Definicién 2.1.5. Sea (G, *) un grupo y H un subconjunto no vacio de G que es
cerrado® bajo la operacién x. Si (H,x) es en si mismo un grupo, entonces se dice

que (H,x) es un subgrupo de (G, *). Por simplicidad, se denotard esta relacion por

H<G.

Antes de seguir ejemplificando subgrupos, un teorema que es muy util para

determinar si una subestructura es un subgrupo de un grupo dado, es el siguiente:
Teorema 2.1.3. Sea (G, *) un grupo y H un subconjunto de G. H < G si y sélo si:
i) H es cerrado para *.
it) El elemento identidad de (G,x*) estd en H.
i) para todoa € H, a™' € H.
Ejemplo 2.1.4. Algunos ejemplos de subgrupos son los siguientes:

» Sea (F,-) el grupo de funciones reales no nulas con la operacion de multipli-

cacion definida en el ejemplo 2.1.2. Si C denota el conjunto de todas las

4Cerrado en este contexto significa que para cualesquiera a,b € H se cumple que a xb € H
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funciones reales no nulas y continuas, entonces C' < F.

» Sea (G,*) un grupo y a un elemento fijo de G, consideremos el conjunto:

H,={x € G| ar = za}

i) H, es cerrado bajo la operacion en G pues si x1, x5 € H, entonces

ary = r1a

alo = Taa

luego,

a(1172) = (az1)
= (z10)2s
— 21 (azs)
— 11 (20)

= (J?ll'g)a

esto implica que x1x9 € H,.

it) Por otro lado, si e es el elemento identidad de G entonces ea = ae y por

tanto e € H,.
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itt) Finalmente, si x € H, entonces:

Asixz~' € H,.
Por i), ii) y i) podemos concluir entonces que H, es un subgrupo de G.

= Del mismo modo que el item anterior, el conjunto

Z(G)={z€ G| zx = zz para todo x € G}

forma un subgrupo con la operacion binaria definida sobre G. Este subgrupo
es llamado el centro de G y consiste en todos los elementos que conmutan
con cualquier elemento de G. Ademds se tiene que Z(G) # 0 pues el elemento

identidad de G siempre pertenece al centro de G.

Otros resultados usados para caracterizar un subgrupo H de un grupo (G, %)

son los siguientes:

Teorema 2.1.4. Sea H un subconjunto no vacio de un grupo (G,x). H < G si y

sélo st ab=' € H para todo a,b € H.
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Demostracién. (=>) Es claro que si H < G y b € H entonces b~! € H, al ser H

cerrado bajo * se tiene que ab~! € H para todo a € H.

(<=) Como H no es vacio, entonces existe a € H y por tanto aa ' =e€ H,
esto implica que sf b € H entonces eb™! = b1 € H, asi, si a,b € H se cumple que
a(b™1)™' = ab € H. Se concluye entonces en virtud del teorema 1.1.2 que

H<G. U

Teorema 2.1.5. Sea (G, %) un grupo y H C G finito y no vacio. Si H es cerrado

para x entonces H < G.

Demostracién. Suponga que h € H, se quiere mostrar que h™' € H. Como H es
cerrado, entonces todas las potencias de h estan en H, esto es, h” € H para todo

n € 7 ]

Ejemplo 2.1.5. Los siguientes ejemplos buscan ilustrar el teorema anterior:

a b
» Sea H C My(R) el conjunto de matrices de la forma tales que ac # 0,

0 ¢

entonces (H,-) es un subgrupo de (GL2(R),-), el grupo de matrices invertibles

de tamano 2 X 2 con el producto usual. Lo anterior se da ya que:

=l

a b e f a b h —f ah —af + be

0 c 0 h 0 c 0 e 0 ce

donde he # 0 puesto que h # 0 y e # 0. Asi mismo ah # 0 y ce # 0 y por

tanto, concluimos que ab™* € H
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» La estructura (272, = {y € Zn | y = 2x,x € Zn},+n) es un subgrupo de
(Zy,+4). Sea y € 2Z,,. Por definicion, existe x € Z,, tal que y = 2x; asi, si z
es el inverso de x en Z,, se tiene que 2z € 2Z, y x + z = 0 mod(n). De lo
anterior, 2x+2z = 2(x+z) = 0 mod(n), por lo tanto 2z es el inverso de y en

27Z,,. Ahora, sea y, = 2k € 27, entonces yy + 2z = 2k + 2z = 2(k + z) € 27Z,.

w (U,={2€C|2z"=1},-) es un subgrupo de (C,-).

Demostracion. Por el teorema de Euler y el teorema de Moivre se pueden
escribir los elementos de U, de la forma z = cos(m**) + isen(m?*) donde
m = 0,1,--- .n — 1, luego U, es finito, ademas es no vacio pues si m = 0,

1 = cos(0) + isen(0) € U,,. También es cerrado pues

o (0 55) s (50 o () e (D)
2129 = [cos | mi— | +sen | my— cos | mg— | +1sen | mo—
n n n n

27

= cos ((m1 + mg)%ﬁ) +isen <(m1 + m2);>

(o50) e (5)
=cos | mg— | +1sen | mg—
n n

donde mg = my 4+, ms. Asi U, es cerrado para el producto y en virtud del

teorema 2.1.5 U,, < C. ]

Si (G,) es un grupo y H < G, por el teorema 2.1.4, ab~! € H para todo
a,b € H. Asi, se puede definir una relacion entre los elementos de G de la siguiente

manera.

Sia,b € G sedice que a ~p bsiysolosiab™t € H
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Teorema 2.1.6. La relacion ~g es una relacion de equivalencia en G.

Demostracion. Se debe demostrar que ~p es reflexiva, simétrica y transitiva:
» Seaa € G como H<G,aa ! =e € Hy porlo tanto a ~p a.

» Si a ~p b entonces ab™! € H, dado que H < G entonces (ab™')™' € H pero

(ab™')~! = ba~!, asi tenemos que b ~p a.

»m Sia~pbyb~pgcentonces ab™t € Hybec! € H, como H es cerrado bajo la

multiplicacién (ab™1)(be™t) = ac™! € H, esto implica que a ~g c.

Las tres condiciones anteriores permiten concluir que ~g es una relacion de equiva-

lencia en G. m

Esta relacién de equivalencia determina una particiéon G/ ~p del grupo (G, *),

cuyos elementos se caracterizan a continuacion:

Teorema 2.1.7. G/ ~g={Ha:a € G} con Ha ={ha | h € H}.

Demostracion. Primero se demostrard que G/ ~g es un particion.

» Siz € lalorN [b]~r® entonces por definicién de clase de equivalencia x ~p a
y x ~pg b, ahora, dado que ~g es una relacion simétrica, de las relaciones
x ~pa,r ~pgbseconcluye que xa™! € H y bx~! € H. Al ser estos tiltimos dos
productos elementos de H y dado que H es un subgrupo de G se tiene debido a

la asociatividad y a la cerradura de H que (bx~1)(za™!) = ba™! € H, es decir,

5[a]~, denota el conjunto de todos los z € G relacionados con a
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a ~g by en conclusion [a]., = [b]~,. Observe que lo que se acaba de demostrar

es la proposicién contra reciproca de: si b ¢ [a].,, entonces [a]., N [b]~, = 0.

» Como ~p es reflexiva entonces a € [a]., para todo a € Gy por lo tanto

G C U [a]~g. Por otro lado, si z € | [a]~

aeG aeG

a € G luego, por definicion de clase x € G'y en consecuencia |J [a]., € G. Se
acG

, entonces x € [a]., para algin

concluye asi que G = |J [a]~,.
aclG

Ahora se quiere demostrar que la clase [a]., = Ha. Sea z € [a]~,, € G/ ~p entonces

1

x ~g a luego za~! € H, esto implica que xa=™! = h para algin h € H, o lo que es

equivalente, x = ha, por lo tanto x € Ha.

Note que todos los argumentos aqui son reversibles, en el sentido en que son

doble implicacion, obteniendo asi lo que se desea demostrar.

O

Al conjunto Ha del teorema anterior se le denomina clase lateral a derecha

de G.
De forma analoga, se define la relacion:

a ~p, bsiysolosiatbe H, que genera una particién de G cuyos elementos
son los conjuntos de la forma aH = {ah | h € H} y son llamados clases laterales a

izquierda de G.

En notacion aditiva las clases laterales izquierda y derecha se escribiran a+ H

y H + a respectivamente.
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Ejemplo 2.1.6. .

» Sea (Dy,0) y H={po, 1} Las clases laterales a izquierda de Dy con respecto

a H son:

poH = {po, pu }
piH = {p1, pa}
p2H = {pa, pa}
psH = {ps, s}

piH = {p1, po}
peH = {12, p2}
psH = {3, p3}
prat = {pia, 1}

v Sean G = (Z,+12) y H = {4,8,0}, entones las clases laterales a derecha de H

Son:

H +120={4,8,0}
H +12 1 — {5,97 1}
H 4152 = {6,10,2}

H 41,3 ={7,11,3}

H 4124 ={4,8,0} H +,8=1{4,8,0}
H 4155 ={5,9,1} H 4159 = {5,9,1}
H +1,6 = {6,10,2} H +4,10 = {6,10,2}

H+1,7={7,11,3} H o+ 11 = {7,11,3}

» Sea G = {e,a,a? b,ab,a*b} donde e es el elemento identidad, a® = e, b* = e,
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ba' = a~'b yi € Z. Tomemos H = {e, b}, los cocientes derechos son:

He ={e,b} = Hb
Ha = {a,d*b} = Ha*b

Ha® = {a* ab} = Hab

Los cocientes izquierdos de H son:

eH = {e,b} =bH
aH = {a,ab} = abH

a’H = {a*, a’b} = a*bH

Notese del ejemplo anterior que no siempre las clases laterales izquierdas son
iguales a las derechas, sin embargo, existen un tipo especial de subgrupos los cuales

permiten esta igualdad, estos son definidos a continuacion:

Definicién 2.1.6. Sea (G,*) un grupo y H < G. Si toda clase lateral a derecha es
también una clase lateral a izquierda, esto es, aH = Ha para todo a € G, se dice que

(H,*) es un subgrupo normal del grupo (G,x*) y se denotard por H < G.

Se tiene asi que el subgrupo ({e, b}, -) del ejemplo anterior no es normal en

({e,a,a* b,ab,a’b},-).
Ejemplo 2.1.7. Los siguientes subgrupos son normales:

» (H ={4,8,0},+12) del grupo (Z,+124) en el ejemplo 2.1.6.
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» (nZ,+) como subgrupo de (Z,+).

» H={0}xZy=1{(0,0),(0,1)} en (Zs X Zy,+) donde + es la suma componente

a componente.

Con un subgrupo normal H en GG, ademés de tener la particularidad de que las
clases laterales derechas e izquierdas sean iguales, se tiene que la estructura (G/H, +)
con + definida por: (a+ H)+ (b+ H) = (a+ b) + H, es un grupo, lo que da lugar

entonces a la siguiente definicion.

Definicién 2.1.7. Si H es un subgrupo normal de G entonces diremos que

(G) ~p,+) = (G/ ~gr,+) es el grupo cociente aditivo y lo notaremos como G/H.

2.2. Anillos

En la seccién anterior exploramos una de las estructuras fundamentales en al-
gebra: los grupos. Ahora centraremos nuestro estudio en anillos, que son estructuras
mas “robustas”, en tanto en estas se consideran dos operaciones que se relacionan.
Esta caracteristica permite tener un conjunto de propiedades adicionales que condu-

cen a resultados relevantes para nuestro objetivo.

Los anillos son herramientas esenciales en matematicas que permiten abstraer
la naturaleza algebraica de sistemas numéricos clasicos como Z, Q, R en las que se
estudian y utilizan las operaciones de suma y multiplicacién. Es asi, que a partir del
estudio de anillos, se pueden generalizar nociones como la de divisibilidad, factori-

zacion y otras estructuras para asi utilizarlas en diferentes areas de las mateméticas
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como criptografia, geometria algebraica y dlgebra lineal. Es decir, los anillos son
fundamentales tanto en la teoria como en aplicaciones practicas en diversas ramas

matematicas. Dicho esto, procedemos a dar la definiciéon formal de anillo.

Definicién 2.2.1. Sea A un conjunto no vacio. Si en A se han definido dos opera-

ciones binarias denotadas por + vy -, tal que:
» (A, +) es un grupo abeliano.
= - es asociativa.

s - distribuye con respecto a +, es decir, para cuales quiera a,b,c,d € A se tiene
que:

a-(b+c)=a-b+a-c

(b+c)-d=b-d+c-d

se dice que A junto con las operaciones tiene estructura de anillo , es decir

(A, +,-) es un anillo.

Si existe un elemento neutro para la operacion -, este se llamard identidad y se
se dird entonces que (A,+,-) es un anillo con identidad y si la operacidn -

es conmutativa diremos que (A,+,-) es un anillo conmutativo .

Nota: Por costumbre a la operacién + se le llama suma y a la operacion -

multiplicacion, la identidad serd denotada por 1 en caso que esta exista.

Una vez més los conjuntos numéricos fundamentales son ttiles para ejempli-

ficar lo que es un anillo:
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Ejemplo 2.2.1. Algunos ejemplos de anillos son:

» Los conjuntos Z, Q, R y C forman anillos si sobre ellos se definen la suma y

producto usuales.

» Sea X un conjunto no vacio y p(X) su conjunto de partes, entonces las estruc-

turas (p(X), A,N) y (p(X),U,N) son anillos.

» (M,(R),+,-) es un anillo no conmutativo, ya que dadas dos matrices cuadradas

Ay B, en general AB # BA.
» Z, con la suma y producto modulo n es un anillo conmutativo y con unidad.

» 27 = {2n|n € Z} con la suma y producto usual de enteros es un anillo conmu-

tativo sin unidad.

Nota: De aqui en adelante se usara la notacién + y - como las operaciones

suma y producto médulo n cuando se trabaje sobre Z,.

Algunas propiedades basicas familiares en los conjuntos numéricos son validas

también para los anillos en general:

Teorema 2.2.1. Dado el anillo (A,+,-) se cumple:

Demostracion. .
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1.
a-0+a-0=a-(0+0) Propiedad distributiva
a-0+a0=ga0 Definicién de elemento neutro
a-0=0 Sumando —a - 0 a ambos lados de la ecuacion
2.
a-(=b)+a-b=a-(—=b+Db) Propiedad distributiva
=a-0 definicién de inverso aditivo
=0 item 1

Luego a - (—b) es el opuesto de a - b, esto es, a - (—b) = —(a - b)

Del mismo modo,

(—a)-b+a-b=(—a+a)-b

=0-b

entonces (—a) b= —(a-b)
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3. Note que:
(—a)-(=b) +a-(=b) = (-a+a)-(=b)
—0-(-b)
—0
Luego (—a) - (—=b) = —(a - (=b)), por el numeral 2 tenemos que

—(a-(=b)) = —(—(a-b) y por definiciéon —(—(a - b)) es el inverso de —(a - b),

es decir, —(—(a-b)) = a-by por lo tanto, (—a) - (=b) =a-b

]

A continuacion se introducen algunos tipos especiales de anillos los cuales

seran relevantes en resultados posteriores.
Definicién 2.2.2. Sea (A, +,-) un anillo con identidad 1.

» Un elemento u # 0 € A es llamado una unidad de A, si existe v € A tal
que ux = xu = 1. Si todo elemento u € A es una unidad, entonces se dird que
(A, +,) es un anillo de division y si ademds (A,+,-) es conmutativo, se

dird que es un campo .

= Dos elementos distintos de cero a,b € A se llaman divisores de cero si

ab = 0.

» Si (A +,-) es conmutativo y no tiene divisores de cero, se dice que es un

dominio de integridad .



CAPITULO 2. ALGUNOS CONCEPTOS PREVIOS 38

Los siguientes ejemplos ilustran esta definicion.

Ejemplo 2.2.2. .

» Como 2-3 =0 en (Zs,+,-), 2 y 3 divisores de cero, mientras que 4 no es

unidad de Zg.

En general, los divisores de cero en (Zy,+,+) son aquellos que no son primos
relativos con n, esto conduce a concluir que si p es primo, Z, es un anillo de

division, mds aun, es un campo.
» 2 es unidad en (Zs,+,-), puesto que 2 -3 = 1.

» Observe que Zo es un dominio de integridad, sin embargo, Ms(Zs) no lo es,

pues:

2.2.1. Subanillos

De igual forma a cémo se hizo con los grupos, en las siguientes secciones se
estudiaran subconjuntos de anillos que también tengan estructura de anillo, es decir,
subestructuras. Entre ellos se encuentran subconjuntos especiales que seran una base

concreta del proposito de este estudio.

Definicién 2.2.3. Sea (A, +,-) un anillo con identidad y S un subconjunto no vacio
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de A. Se dice que S es un subanillo de (A, +,-) si (S,+,-) es un anillo.

Antes de ejemplificar algunos subanillos, a partir de la definicién de anillo, se

infiere de forma directa el siguiente resultado:

Teorema 2.2.2. Sea (A, +, ) un anillo con unidad 1 y() £ S C A, S es un subanillo
de (A, +,-) siy solo si:
i) (S,+) es subgrupo de (A, +).
it) ab € S para todo a,b € S
Ejemplo 2.2.3. .
» El conjunto 27 es subanillo de (Z,+,-). En general nZ = {nk|k € Z} con n
un entero fijo, es un subanillo de los enteros.

a 2b
s FEl subconjunto S de todas las matrices de la forma es un subanillo

b «a
de (M,(R),+,-).

Existe un tipo de subanillo especial que es fundamental para el propdésito de
este estudio y el cual llamaremos ideal, dada su relevancia, su estudio se dispone en

la siguiente seccion.

2.2.2. Ideales

Los ideales son un tipo de subanillo con la caracteristica de que al tomar un

elemento en ¢l y multiplicarlo bien sea a izquierda o derecha con un elemento del
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anillo del cual este es subanillo, el producto es absorbido por el subanillo, es decir,

este producto es un elemento del subanillo.

Estos subanillos son importantes en la teoria de anillos, ya que, por un lado
su papel es similar al de los subgrupos normales para los grupos, y por otro ellos
permiten abordar nociones como la de elementos primos, elementos irreducibles, entre

otras.

Definicién 2.2.4. Dado I un subanillo de (A,+,-), se dice que:
» [ es un ideal izquierdo de (A, +,-), si ax € I para todo a € A y todo x € I.
» [ es un ideal derecho de (A,+,-), si xa € I para todo a € A y todo x € I.

» [ es un ideal bildtero de (A,+,-), o simplemente un ideal, si I es un ideal

derecho e izquierdo de (A,+,").
De esta definiciéon y del teorema 2.2.2 se sigue que:

Teorema 2.2.3. Si () # I C A entonces I es un ideal de (A,+,-) si y sdlo si se

cumplen las condiciones:
i) Para cualesquiera x1,x4 € I, se tiene que 1 — x9 € I.
it) Stx €I yae A entonces ax = za € A.
Ejemplo 2.2.4. .

» Algunos de los ideales mds conocidos son algunos tipos de subconjuntos de
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numeros enteros. Sea n € N fijo, el siguiente conjunto:

nZ = {nk|k € 7}

es un ideal de (Z,+,-) ya que si ky € Z, nky € nZ entonces

ko -nky = n(kiks) € nZ. En general, todos los ideales en Z son de la forma nZ.

a
s El conjunto I de matrices de la forma es un ideal izquierdo de
b 0
(MQ(R)7+a)
a 0 c d c d
En efecto, considere X = y A= entonces AX =
b 0 e f e f
a 0 ca+db 0
= el
b 0 ea+ fb 0
a 0 c d ac ad
Note que XA = = ¢ 1.
b 0 e f bc bd

» M, (kZ) para un entero k fijo, es un ideal de (M,(Z),+,").

Demostracion. como las entradas de las matrices en M,,(kZ) son elementos del
conjunto kZ, entonces estas tienen la forma kz para algin entero z. Asi, si

consideramos las matrices A € M, (kZ) y B € M,(Z), donde,
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]{7211

kZQl

/{Zan

kzlg

kz22

k'ZnQ

k?Zm

k22n

kzon

obtendremos como resultado

n

h=1
n

kz1pbn1

kzonbm
AB = | h=1

z kzphbri
h=1

> kzipbne

h=1

Z kzonbno

=1

Z kzpnbna
h=1

bll b12
b21 b22

bnl bn2

n
kz1nbnn,

h=1
n

kzonbnn,
h=1

z kznh bhn
h=1

bln
bZn

b?’LTL

42

y factorizando k en cada una de las sumatorias tenemos:

k> zinbr kY zinbne oo kD zinbpn
h=1 h=1 h=1
k Z Zonbp1 K Z Zopbpa -k Z Zonbhn
AB = h=1 h=1 h=1

n n n
k Z Znnbn1 kK Z Znnbh2 k Z Znhbhn
h=1 h=1 h=1
Como dentro de cada sumatoria se tiene productos de enteros, entonces cada
una de las entradas de AB es un elemento de kZ. Asi se concluye que

AB € M, (kZ); de forma similar se prueba que BA € M, (kZ), y por lo tanto
M, (kZ) es un ideal de (M, (Z),+, ). O

En general, dado un ideal I de un anillo (A, +,-), se tiene que

M, (I) := {[a;;]|ai; € I} es un ideal de (M,(A),+,-).

» Sea I el conjunto de todas las funciones de wvalor real definidas sobre R. El
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subconjunto I = {f € R | f(0) =0} es un ideal de (F,+,-).

Demostracion. I < F pues si hy,hy € I entonces (h; — h2)(0) = hy(0) —
ho(0) = 0 —0 = 0 luego hy — hy € I. Ahora, sean f € F'y g € I entonces

f9(0) = £(0)g(0) = f(0) -0 =0=g(0)f(0) = gf(0). Luego gf = fgel [

» Sea (A, +,) conmutativo e I un ideal, el conjunto
VI={xeA| 2" el para alginn € 7}

es un ideal de (A, +,-).

Demostracion. Sean xi,Ts € \/7, existen ny,ne € Z tales que x7',z5* € I,
luego (—x2)" € VT pues (—z,)" = —z42 si n es impar y (—x,)" = x3°
si n es par, asi, en cualquiera de los casos al ser I un ideal, (—z,)" € I.

n
Tomando n = n; + ny se tiene que (21 — 22)" = Y. (}) a2} *(—22)" esto es

porque (A, +, ) es conmutativo (pruébese esto). Como cada uno de los factores

n

(M} (—22)* € I e I es un ideal, entonces (z; — x2)" € I, por lo tanto

k
x1 — x5 € VI. Asi se concluye que VI < A.

Ahora, sean © € VI y a € A entonces existe n € Z tal que 2" € I, como I es

ideal entones a™z" = (ax)™ € I y en consecuencia ax € VI [

El conjunto /1 se llama el radical de I.

Todo (A, +,-) tiene al menos dos ideales, a saber, {0} y el mismo A, estos

ideales son llamados ideales triviales.
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Se tiene entonces el siguiente resultado para anillos con identidad:

Teorema 2.2.4. Sea I un ideal de (A, +,-) con identidad 1, si 1 € I entonces I = A.

Demostracion. Sea a € A, si1 € I entonces 1-a =a € I, luego A C I y por lo

tanto, A = 1. O

Teorema 2.2.5. Sea (A, +,-), el conjunto S ={I C A | I es un ideal de (A,+,-)}

es un conjunto parcialmente ordenado con respecto a la contenencia C.

Una técnica comun en matematicas para la creaciéon de nuevos conjuntos es
emplear las operaciones entre conjuntos como la unién y la intersecciéon; por tanto,

cabe preguntarse si la unién o interseccion, de dos ideales también es un ideal.

Teorema 2.2.6. Sean (A,+,-) y {[;}ien una familia de ideales de (A, +,-), el con-

junto [ I; es un ideal de (A, +,").
i€N

Demostracion. Si x € () I; y a € A entonces x € I; para todo i € N, como cada
1€EN
I; es un ideal, entonces ax € I; y por lo tanto ax € [ ;. De manera similar
iEN
za € () 1. O

ieN
Este resultado conduce a la siguiente definicién.

Definicién 2.2.5. Sea X un subconjunto de (A,+,-) y{I;}ien la familia de todos los

ideales en (A, +,-) que contienen a X, entonces () I; es llamado el ideal generado
ieN

por X. Denotado por (X).

Un ideal generado por un solo elemento a es llamado ideal principal y este se
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denotard simplemente por (a)

Un anillo de ideales principales es un anillo en el cual todo ideal es principal.
Teorema 2.2.7. Sea (A, +,-) un anillo, a € A y X C A.

i) El ideal principal (a) consiste de todos los elementos de la forma:

ra+ as + na + Zriasi tales que r,s,r;,8, € Am e Z", yn € Z.
i=1

i) Si A es un anillo con unidad entonces (a) = {Z rias; | i, 8, € Aym € Z*}.

i=1
Un resultado inmediato del teorema es el siguiente:
Colorario 2.2.1. Si (A,+,-) es un anillo conmutativo con identidad y

X ={ay, - ,a,} C A entonces:

(ay, -+ ,a,) = {Zriai | ri EA}

=1

Ejemplo 2.2.5. Considere A =7, entonces por la conmutatividad de 7 se tiene lo

stquiente:

(3) = {Zri-i’rsi | 74, 84 GZ,n€Z+}

1=1

= {Bsti | 74, 85 EZ,nEZ*}

=1

={3k| keZ}

= 37Z.
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(4,6) = {r1-447ry-6 | 11,0 € Z}
:{2(r1-2+7”2-3) | ’["17’]"26Z}
=1{2k | kcZ}

= (2)

Aqui, dado que 2 y 3 son primos relativos entonces el menor entero positivo que
podemos escribir como combinacion lineal de ellos es 1, esto nos permite afirmar
que para cualquier entero k podemos encontrar enteros ri y ro de tal manera que

k:T1-2+T2'3.

Como se vio anteriormente, se pueden construir ideales utilizando la intersec-

cién de conjuntos. Ahora definiremos nuevos ideales a partir de la unién.

Definicién 2.2.6. Sea {I;};cn una familia de ideales de (A, +,-). Definimos la suma

de la familia, denotada por Y I;, como el ideal generado por el conjunto \J I;, esto
iEN iEN

es:

Z[Z: {iak ’ a € U]i,n€Z+}

1EN k=1 1EN

En el caso particular de una familia finita:

11+Iz+~~~+fn={zaj | ajefj}

Jj=1
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Ejemplo 2.2.6. .

= fin (Z7 +7 ');

(m) + (n) = (med(m,n))

donde, med(m,n) denota al mdzimo comin divisor entre m y n.

Demostracion. Siz € (m)+(n) entonces x = a+b tal que a € (m) y b € (n), es
decir, x = km+pn con k,p € Z. Si d = mcd(m,n), dlm y d|n en consecuencia,

d|xz y por tanto z € (d),

Reciprocamente, si x € (d), x = ds pero como d se puede escribir como com-

binacién lineal de m y n, x € (m) + (n). O

Como casos particulares,

De esta forma, se observa que todo ideal en 7. es principal.
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» En el anillo de matrices (M, (Z),+,-)

M, ((m)) + My((n)) = Mn({m) + (n)) = Myn({med(m,n)))

Definicién 2.2.7. Sea {I;}ien una familia finita de ideales de un anillo (A,+,-).

Definimos el producto de la familia como el ideal generado por el conjunto:

{z129 ...,y | ; € I;}

Del teorema 2.2.7 se tiene que:
Li-- _{Zﬂﬁlj " Tnj ]xijefi,lgign,m21}

Ejemplo 2.2.7. .

» En(Z,+,")

Zx13$2]x3] ‘ T1j € <2>,.’L'2j € <3>,£L'3j € (5>,m 2 1}
7=1

{ZQQ )(37)(5s) |q,7"s€Zm>1}

Jj=1

30qus | q,7, s € Z, m>1}

= (30)
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» En(Z,+,-),

Demostracion. Si x € (m)(n) entonces x = ayby + - - - + a;by, donde a; € (m) y
b; € (n), coni=1,2,---t. Entonces, v = kymsin+- -+ kymsn, con k;, s; € Z
y por tanto, x € (mn). Reciprocamente, si x € (mn), entonces z = kmn, con

k € Z, de donde, x = kmn € (m)(n). O
La propiedad distributiva se satisface también para la suma y producto de
ideales.
Teorema 2.2.8. Si J, I1,15,..., 1, son ideales de un anillo (A,+,-) entonces:
s J(h+t L) =Jh 4+ T,
s (A L) =04+ 1

A partir de la definiciéon de producto de ideales y del resultado anterior apare-
cen ideales en los cuales sus elementos tienen un comportamiento similar a los primos

en los nimeros enteros, dando paso asi a los siguientes ideales:

Definicién 2.2.8. Se dice que un ideal P de (A,+,-) es un ideal primo si P # A

y para cualesquiera ideales I,J de (A,+,-) se tiene que:
Si1J C P entonces] CP oJ CP
A continuacién, algunos ejemplos de ideales primos.

Ejemplo 2.2.8. .
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» (3) es un ideal primo en (Z,+,-), pues si (k) y (n) son dos ideales cualquiera
en (Z,+,-) de modo que (k)(n) C (3) entonces kn es maltiplo de 3, es decir,
3|kn, al ser 3 un nimero primo entonces 3|k o 3|n, esto implica que (k) C (3)

o (n) C (3).
» 247 no es un ideal primo de (Z,+, -) porque 6Z-87 = A8Z C 247 pero 67 ¢ 247
y 8 ¢ 247.

En este ejemplo es de notar dos cosas:

1. No existe un ideal en (Z, +, -) distinto de Z, que sea mayor a (3) con respecto
al orden dado por la contenencia, es decir, no existe un ideal (m) de manera
que (3) C (m) C Z. Esto es porque todo multiplo de 3 debe ser multiplo de m

y el tnico valor de m que satisface este orden es m = 1, pero (1) = Z.
2. El ideal 487 lo hemos factorizado como el producto de los ideales 6Z y 8Z.

Estas dos propiedades no s6lo se cumplen en (Z,+, -) sino que pueden estudiarse de
manera general en otros anillos. El numeral 2, por ejemplo, permite visualizar que,
tal como se hace con los niimeros enteros positivos, es posible factorizar ideales y

extender la idea de factorizacion a los elementos en un anillo.
Para seguir esta linea, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.2.9. Si P es un ideal en un anillo (A,+,-), P # A y para todo a,b € A

se satisface:

Si ab € P implica que a € P ob e P
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entonces P es un ideal primo de (A, +,-).

Demostracion. Sean I, J ideales de (A, +,-) tales que IJ C P. Suponga que I ¢ P
y J ¢ P, entonces exiten x; € [ y x5 € J tales que 1 ¢ Py x5 ¢ P. Sin embargo,
como x1xo € I.J se tiene que x1x9 € Py por la hipoteis del teorema xy € I o0 x5 € J,

siendo esto una contradiccién, se concluye entonces que P es un ideal primo. ]

Nota: La reciproca es valida sélo si (A, +,-) es un anillo conmutativo.

Ejemplo 2.2.9. .

» (p) es un ideal primo de (Z,+,-) si y sélo si p es primo.

Demostracion. (<=) Sea p un entero primo y a,b € 7Z tales que ab € (p)
entonces ab es multiplo de p, como p es primo entonces pla o p|b, es decir,

(a) C (p) o (b) C (p). En virtud del teorema anterior, (p) es un ideal primo.

(=>) Suponga que p no es primo, entonces existen enteros m y n de modo que

mlp y nlp O

» Z x {0} es un ideal primo de Z x Z con la suma y producto componente a

componente, ya que:

Si (a,b)(c,d) = (ac,bd) € Z x {0} entonces bd = 0 y como tanto b como d
son enteros entonces b =0 o d = 0. Para el caso en que b = 0 se tiene que

(a,b) € Z x {0} y en el caso en que d =0, (¢,d) € Z x {0}.
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Definicién 2.2.9. Un ideal I de (A,+,-) es llamado un ideal maximal si [ # A

y ademds para cualesquier ideal J de (A,+,-) se cumple que:
Si I CJC AentoncesJ =10J=A

En concordancia con lo dicho en la reflexion del ejemplo 2.2.8 se tiene entonces
que en (Z, 4+, ) el ideal (3) es maximal. Ahora, se ejemplificardn méas ideales de este

tipo.

Ejemplo 2.2.10. .

» Si(F,4,-) es como en el ejemplo 2.1.1 (funciones con dominio R y valor real),

entonces el ideal I = {f € F | f(0) =0} es mazimal.

Demostracion. Suponga que J es un ideal de (F,+,-) tal que I C J , tomemos

g € J — I entonces g(0) # 0. Asi, existe un h € F tal que

h(0) = ﬁ

se sigue entonces que ¢g(0)h(0) = 1 y si 1p denota la identidad en (F,+,-), la
funciéon 1 — gh € I pues (1 — gh)(0) = 0, luego 1p — gh € J. Como gh € J
porque J es ideal, (1p — gh) + gh = 1p € J y por tanto, en virtud del teorema

2.2.4, se debe tener que J = F. O]

a b
» Sea S = | a,b,d € R } el subanillo de (My(R),+,-), el ideal I =
0 d
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a
| a,b € R » es maximal.
00
a b
Demostracion. Sea J un ideal de (S, +,-) tal que I C J, si cJ -1
0 d
tenemos que d # 0 y por tanto,
00 a b 00
= eJ
0 %) \0 d 0 1
Como € I, tenemos que
0 0
10 00 10
it = eJ
0 0 01 01
Asi, J = S. [

Hay una relacion estrecha entre ideales primos e ideales maximales, sin embar-

go se hace necesario introducir un par de resultados que ayudaran a ver tal relacion.

Como se menciondé en el inicio de esta seccion, los ideales dentro de un anillo
tienen un rol similar a los subgrupos normales, note que como I es conmutativo,
entonces I es un subgrupo normal de (A, +) y en consecuencia (A/I,+) es un grupo,

esto permite extender este cociente a un anillo.
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Teorema 2.2.10. Sea I un ideal de un anillo (A,+,-), el grupo cociente aditivo A/I

es un anillo con multiplicacion dada por:

(a+1)b+1)=ab+1

Demostracion. Se empezard demostrando que la multiplicacion esta bien definida:

Suponga que @' + I =a+ 1y b +1=>b+1, esto implica quea —a’ € [ y a

suvez b — b € I. Por otro lado observe que:

ab—a't =ab—a'b+db—dt

ab—a't=(a—ad)b+ad(b-1)

Por lo tanto, ab — 't/ € I, es decir, ab+ I = a't’ + I.

Se dijo anteriormente que (A/I,+) es un grupo, ahora,

[(a+I)(b+ D))(c+ 1)
= (ab+ I)(c+1)
= (ab)c + I
=a(bc) + 1

=(a+1)[(b+ I)(c+I)]

Asi, - es asociativa.
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Finalmente, se validan las propiedades distributivas como sigue:

(a+D[bO+I)+ (c+ 1)
=(a+ D[(b+c)+ I]
=alb+c)+1
= (ab+ac)+ 1
= (ab+ I)(ac+ 1)

=(a+D)b+1)+(a+1)(c+1)

La otra distributiva se prueba de manera similar. O]

Como 2Zg es un ideal de (Zg, +g, -), entonces se puede usar para visualizar el

teorema:

Ejemplo 2.2.11. Los elementos de Zg/2Z¢ son:

06 2Zs = 0+ {0,2,4} = {0,2,4}.
146 2Z¢ = 1 +¢ {0,2,4} = {1,3,5}.
2+ 2% = 2 46 {0,2,4} = {0,2,4}.
346 2% = 346 {0,2,4} = {1,3,5}.
446 2% = 444 {0,2,4} = {0,2,4}.

546 2Z¢ =5+ {0,2,4} = {1,3,5}
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Ast, algunos de los productos nos quedan:

(046 2Z¢)(4 +6 2Z6) = 0 - 4 46 2Zs = 0 +6 2Zg
(2 46 2Z¢) (3 +6 2Z6) = 2 - 346 2Z¢ = 0 +¢ 2Zg
(4: +6 2Z6)(2 —|—6 QZG) =4-2 +6 2Z6 =2 +6 2Z6

(3 4 2Z6) (3 +6 2Zg) = 3 - 3 +¢ 2% = 3 +¢ 2Zg

Los ideales primos se relacionan con el anillo cociente (A/1, +, -) de la siguiente

manera:
Teorema 2.2.11. (A/I,+,-) no tiene divisores de cero si y solo si I es primo.

De igual forma,los ideales maximales estan relacionados con el anillo cociente

(A/1,+,-) mediante el siguiente teorema.
Teorema 2.2.12. Sea I un ideal de un anillo con identidad (A,+,-).

v Si I es mazimal y (A, +,-) es conmutativo, entonces el anillo cociente

(A/I,+,-) es un campo.
» Si el anillo cociente (A/I,+,-) es un anillo de division, entonces I es mazximal.

Finalmente, como resultado de este teorema se obtiene la relacion entre ideales

primos e ideales maximales.

Colorario 2.2.2. Si (A, +,-) es conmutativo con identidad, entonces todo ideal primo

I de (A,+,-) es mazimal.
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A modo de ejemplo, todo ideal (p) con p primo en Z es maximal.

Existe un conjunto de anillos especial en términos de las propiedades que tie-
nen sus ideales, por ejemplo, el si son finitamente generados o existen condiciones
de cadena para los ideales. Lo que permitira la posibilidad de trabajar con algorit-
mos de la divisién en anillo de polinomios con coeficientes en este tipo de anillos.

Particularmente tenemos los anillos Noheterianos.

2.2.3. Factorizacion de elementos en un anillo

Como se mencioné en las observaciones al ejemplo 2.2.8, los elementos de
un anillo se pueden factorizar si este cumple ciertas propiedades. Se iniciard primero
definiendo la division o divisibilidad entre elementos del anillo para luego dar paso

al concepto de factorizacion.

Definicién 2.2.10. Sea (A, +,-) conmutativo y a,b € A. Se dice que a divide a b

(notado por alb), si a # 0 y existe x € A de modo que ax = b.
Decimos que a y b son asociados si alb y bla.

Observe que en la definicion no se exige que el anillo tenga elemento identidad,
esto implica que en un anillo (A, 4+, -), no siempre se tiene que a es asociado con sigo

mismo.

Ejemplo 2.2.12. .

» En (Ze,+,-) 2 y 4 son asociados, pues2-2 =4 y4-2=2.
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El siguiente teorema muestra la relacién entre divisibilidad e ideales princi-

pales.
Teorema 2.2.13. Sean (A, +,-) conmutativo con identidad y a,b,u € A.
i) alb si y solo si (b) C {a).
ii) a y b son asociados si y sdlo si {(a) = (b).
iWi) u es una unidad si y solo siu|r para todo r € A.

i) u es una unidad si y solo si (u) = A.

Demostracion. .

i) (=>) Sea i/ € (b) entonces en virtud del teorema 2.2.7, b" es multiplo de b, esto
lo podemos escribir como: &’ = by con y € A. Como alb entonces existe r € A
tal que ax = by en consecuencia b’ = (az)y, es decir, b’ es miltiplo de a y por

tanto 0’ € (a).

(<=) Como (b) C (a) entonces b € (a) lo cual implica que b = ax para algin

x € A, por lo tanto alb.
ii) Consecuencia inmediata de 1).

iii) (=>) Como u es unidad entonces existe x € A tal que ux = 1, luego, si r € A

u(zr) =r, es decir, ulr.

(<=) Si u|r para todo r € A, en particular u|1, esto implica que existe z € A

tal que ux = 1, luego, u es unidad.
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iv) Si w es unidad por iii) u|1 y como 1|u entonces 1 y u son asociados, por ii)

(u) = (1), pero (1) = A.

Como consecuencia de i7) las tnicas unidades en Z son 1y —1.

La nocién de nimero primo se extiende desde los enteros a anillos en general

como sigue:

Definicién 2.2.11. Sea (A, +,-) con identidad. Se dice que un elemento x € A es

irreducible si:
» 2 #0 yx no es una unidad de A.
= Six = ab entonces a es unidad o b es unidad.
Adicionalmente, un elemento p € A se dice primo si:
= p#0 yp no es una unidad de A.
» si plab entonces pla o p|b.
Los siguientes son ejemplos de elementos primos y elementos irreducibles:

Ejemplo 2.2.13. .

= Considere el subanillo (J = {a+b/10 | a,b € Z},+,) del anillo (R, +,-) y la
funcion f = J — Z tal que f(a -+ bv/10) = a® — 10b* entonces:

i) f(uv) = f(u)f(v) para todo u,v € J y f(u) =0 siy sélo siu=0.
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it) u es una unidad en J si y solo si f(u) = £1.
i) 2,3,4+ V10 y4— V10 son elementos irreducibles en J.

) 2,3,4+ 10 y 4 — /10 no son elementos primos en J.

Demostracion. .

i)

ii)

Sean u = a; +b1v/10 y v = ay + byy/10 entonces uv = (ajay + 10b1by) + (agby +
ale)\/E luego, f(uv) = (aras + 10b1by)? — 10(agby + a1by)?, por otro lado,
flu) = ai — 1007 y f(v) = a3 — 1063, asf, f(u)f(v) = (a — 10b7)(a3 — 1003).

(=>) Siu = a;+b1v/10 es una unidad en (J, +, -) entonces existe v = ag+byv/10
tal que uv = 1. Por el item anterior se tiene que f(u)f(v) =1, al ser esta una

multiplicacién de enteros la tnica forma de que la igualdad se cumpla es que
flu) = fv) = £1.

(<=) Suponga que u = a+by/10 y f(u) = £1, tome v = a+ (—b)v/10, observe

que:
uv = (a+ bv'10)(a — bV'10) = a* — 10b* = +1
Si uv = 1 entonces el inverso de u es v, y si uv = —1 entonces —v es el inverso

de u. Por lo tanto, v es una unidad.

Los items #ii) y iv) se dejan al lector.



CAPITULO 2. ALGUNOS CONCEPTOS PREVIOS 61

2.3. Polinomios

En diferentes cursos de matematicas se han trabajado polinomios como ex-
presiones algebraicas y son utilizadas en la construccion de ecuaciones o en analisis
de funciones. Sin embargo, no es usual trabajar con la estructura de anillo asociada
al conjunto de polinomios con coeficientes en otro anillo. En esta seccién se abordan

los polinomios haciendo énfasis en esta mirada algebraica de estructuras.
Definicién 2.3.1. Sea (A, +,-) un anillo conmutativo con unidad.

» Un polinomio en la variable x con coeficientes en A se define como la suma

formal:
a(x) = Z apx”
k=0
con a, € A, donde el conjunto soporte S, := {ay | ar # 0} es finito.

» FEl conjunto de polinomios en la variable x con coeficientes en el

anillo (A, +,-) se denotard por Alx].
» Fl polinomio cero es el polinomio tal que a = 0 para todo k € N.
Ademaés, sobre A[z] se puede definir la siguiente funcion:

Definicién 2.3.2. Dado el conjunto de polinomios Alx| con coeficientes en el anillo

(A,+,-) y a(z) € Alz|. El grado de a(x) con respecto a la variable x es la
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imagen de a(x) mediante la funcion gr : Alz] - NU{—o0} dada por:

n:=max{i|a €S,} sialx)#0
gria(z)) = ] } o
—00 st a(z) =0

a, € S, se llamard el coeficiente principal de a(z).

Note que esta funcién se encuentra bien definida dado a que si a(z) # 0, se
tiene que S, # 0 y finito, luego el conjunto de subindices es finito y por lo tanto
estd acotado superiormente, existiendo asi un ¢ maximo. Adicionalmente, como el

maximo es unico entonces para cada a(z) existe un tnico n.
Ejemplo 2.3.1. .

» Zlz], Q[x], R[x] son el conjunto de polinomios con coeficientes en Z, Q y R

respectivamente.

» Para el polinomio a(x) = 1+ 2x+02% — 323+ 52* + 02° + 020+ - - + 02" + - - - €
Zglx), Sa = {ao = 1,a1 = 2,a3 = —3,a4 = 5}, gr(a(z)) = 4 y el coeficiente

principal es 5.

Las operaciones de adicion y multiplicacién sobre el anillo (A, +,-) pueden

ser extendidas a A[z] de la siguiente manera:

Definicién 2.3.3. Dados
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a(x) = Zakx’“, b(x) = Z bpr® € Alz]

Entonces el polinomio adicion es definido por
c(x) =alz)+b(x) = Z cpa®

donde,
SC = {Ck = Q + bk|6k 7é 0}

De manera similar se define el producto de dos polinomios como sigue:

d(z) = a(z)b(x) =Y  dna”
donde,

Sy = {dn = Z aibn_; | n es el mdzimo entero tal que ay,by, =0 para k > n}
i=0

Por otro lado, di, =0, si k > n.

Teorema 2.3.1. Si (A, +,-) es un anillo, (Alz],+,-) es un anillo.

Demostracion. Sean a(z) = > az’,b(z) = Y, bjat,c(x) = > c;ia® € Alz]. Para
i=0 =0 k=0

demostrar que (A[z],+) es un grupo abeliano es suficiente con probar que + es

asociativa, exite un elemento neutro respecto a + y todo elemento a(z) € Alx] tiene
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inverso aditivo.

» Asociatividad:

= Z a;xt + Z bja’ | + Z cpx” Definicién de polinomios
=0 §=0 k=0

= Z(am + by )™ + Z cpa® Definicién de +
m=0 k=0

= Z(al + b + cl):cl Definicion de +
1=0

= Z a;x’ + Z(bl + ¢t Asociatividad de A y definicién de +
i=0 1=0

= Z a;xt + Z bjxj + Z ckxk] Definiciéon de +
i=0 §=0 k=0

= El polinomio cero es el elemento neutro de la suma, pues:

a(xz) +0(z) = Z arz”® + Z 02’ Definicién de polinomio
k=0 =0
= Z(am + 0)z™ Definicién +
m=0
£ Z o Propiedad modulativa en A
m=0
= a(z) Definicién de polinomio

» El inverso del polinomio a(x) en relacién con la operacion + estd dado por
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—a(z) = Y (—ay)z* donde cada —ay, es el inverso de a; en (4, +,-)
k=0

» Finalmente, como (A, +) es abeliano, de manera directa se verifica que (Alz|, +)

también lo es.

A continuacién se prueban la asociatividad para el producto y la propiedad distri-

butiva del producto respecto de la suma.

(Z aibn_i) x”] (Z ck:vk> Definicion de -

n=0 \i=0 k=0

o [ s n

= Z (Z aibni) csn] z° Definicion de -
s=0 Ln=0 =0

= Z Z az-bjck> 77 Asociatividad y distributiva de A
s=0 i+j+k=s

- Z Z (g, (Z bjcm_j>] Y Propiedad distributiva de A
s=0 [m=0 7=0

= (Z aiaﬂ) (Z bjcm_j> xm] Definicién de -
i=0 m=0 \ ;=0
< aixi> (Z bjxj) <Z ckxk>] Definicion de -
i=0 L \j=0 k=0
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a(z) - [b(x) + c(z)]

= Z a;x’ - Z bja:j + Z ckxk] Definicién de polinomio
i=0 L j=0 k=0
00 [ oo

= Z a;x’ - (b + cm)xm] Definicién de +
i=0 L m=0

= Z Z ai(by_i + Cp_i)1’ Definicién de -
n=0 =0

= Z Z(aibn_i + aicp_i)x’ Distributiva de A
n=0 =0

= Z Z byt + Z Z iCpi Asociativa en A
n=0 =0 n=0 =0

= a(z)b(x) + a(z)c(x) Definicién de -

Nota: Por simplicidad, de aqui en adelante en vez de escribir el polinomio

x
CL(SL’) = E aixl :aoxo‘i‘all"i‘""i‘anxn—’—oxn—i—l +O$n+2—|—
i=0
se escribira
a(z) = apx’ + a1z + - + a,z"

entendiendo a, = 0 para k > n.

Se puede observar que dependiendo de las caracteristicas del anillo (A, +,-),
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resultados (propiedades) usuales de la suma y producto en R[z| no se tienen en
Alz], por ejemplo, al utilizar la multiplicacién de polinomios el grado del polinomio
resultante no necesariamente es la suma de los grados de los polinomios multiplicados,
como sucede en Zg|x], (42%+x)(22?+1) = 223+42*+2. El siguiente teorema menciona

la condicion necesaria para analizar el grado del producto de dos polinomios.

Teorema 2.3.2. (Propiedades de la funcién grado) Si (A,+,-) es un anillo y

a(x),b(x) € Alx] entonces:
i) gr(a(z) + b(x)) < mazxlgr(a(z)), gr(b(x))].
i) gr(a(z)b(z)) < gr(a(z)) + gr(b(z)).

i) Si (A, +,-) es un dominio de integridad, (Alx], +,-) es un dominio de integridad
1y por tanto
gr(a(x)b(z)) = gr(a(z)) + gr(b(z)).

Demostracion. Sean a(x) =3 = a;x"y b(z) = 372 bja’, elementos de Afz] tal que
n = gr(a(z)) y m = gr(b(z)).

i) Por la definicién de grado se tiene que a; = 0 para ¢ > ny b; = 0si j > m, luego

para k > max(m,n) se tiene que a;+ b, = 0. Por lo tanto, gr(a(z)+b(z)) < k.

ii) Suponga que k > m + n, por la definicién del producto de polinomios se sabe

que el coeficiente de z* en a(z)b(z) viene dado por la expresién:

k
dp = Z a;br—;
i=0
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para ¢ < n se tiene k —¢ > k —n > m, por lo tanto by = 0 y en consecuencia:

k
dk =0+ Z aibk_i

1=n+1

Ahora, por definiciéon de grado si i > n entonces a; = 0. Se puede asi concluir
que di = 0y por lo tanto gr(a(z)b(x)) < n+m ya que dy no esta en el soporte

de a(z)b(x).

iii) Sean a(x),b(z) € Alx| tales que b(x)q(x) = 0. El coeficiente principal de este
producto es de la forma a,b,, con a,,b, € A, como A es un dominio de
integridad, si a, # 0y b, # 0 entonces a,b,, # 0, asi el se debe tener que
a, = 0 0 b, = 0 implicando que p(x) = 0 o g(z) = 0, es decir, A[z] es un

dominio de integridad.

]

Si (F,+,-) es un campo, no necesariamente (F[z],+,) es un campo, no obs-
tante, el hecho de que F' sea un campo permite abordar nociones como el algoritmo
de la divisién en (F[z],+-) ya que en este algoritmo se necesita dividir coeficientes
principales entre dos polinomios, por tanto, se debe garantizar que dichos coeficientes

tengan inversos multiplicativos.

Teorema 2.3.3. Algoritmo de la division en (F|x],+,-). Dados (F,+,-) un
campo y a(x),b(x) € Flz]. Si b(z) # 0 entonces existen unicos polinomios
q(z),r(z) € Flz] tal que

alx) = q(a)b(x) + r(x)
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donde, r(x) = 0 o gr(r(z)) < gr(b(z)). A q(z) se le denomina cociente y a r(x)

residuo.

Demostracién. © Sean a(z) = ap+aix+- - a,x" y b(x) = bo+bix+- - - bz™ elementos
de F[z] tales que ap,b, # 0y n > 0. Considere S = {a(z) — s(z)b(x) | s(z) €
Flz]}, si 0 € S entonces existe un s(z) tal que a(z) — s(z)b(z) = 0 de donde,
a(x) = s(x)b(x) y tomando ¢(x) = s(x) y r(x) = 0 estaria demostrada la propiedad.
Si por el contrario, 0 ¢ S entonces sea r(z) un elemento de minimo grado en S,
entonces a(z) — s(z)b(z) = r(z) y en consecuencia a(z) = q(z)b(z) +r(x) para algin

q(z) € Flz]. Se probara ahora que gr(r(z)) < gr(b(x)) = m.

Suponga que

r(z) = 2’ + 12t d et + o

concj € Fyc #0.

Sit > m, entonces a(x)—q(x)b(x)—(c;/bm)x" " "b(x) = r(x)—(ct/bm) 2" "b(x),
este ultimo se puede ver de la forma r(x) — (¢;z' + términos de menor grado), el cual
es un polinomio de grado menor que t, el grado de r(z). Sin embargo, el lado izquierdo

de la ecuacion puede ser escrito como sigue:

a(r) — [q(x) + (ct/bm)z"""]b(x)

estando asi en S y este hecho contradice que r(x) sea un polinomio de menor grado

SDemostracién tomada de (Fraleigh, 2003)
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escogido en §S.
Se concluye asi que el grado de r(x) debe ser menor que m, el grado de b(z).

Para la unicidad: Suponga que existen r1(x), ro(z), ¢1(z), ¢2(x) tales que

a(r) = qi(z)b(z) + ri(z)

restando se obtiene que

[q1(z) — ga(2)]b(x) = 11 () — 12(2)

debido a que gr(ri(z)), gr(ra(x)) < gr(b(z)) se sigue gr(ri(z) — ra(x)) <
gr(b(z)) y para que esto pueda suceder se debe tener que ¢;(x) —g2(z) = 0, de donde,

¢1(z) = g2(x) y por lo tanto ri(x) —re(z) = 0 0 lo que es lo mismo ry(z) = ro(z). O

Los siguientes ejemplos tienen como objetivo ilustrar la forma de conseguir
los polinomios 7(z) y ¢q(x) del teorema inmediatamente anterior empleando el clasico

método para dividir.
Ejemplo 2.3.2. Division de polinomios una variable:

» Considere los polinomios a(x) = 323 +22* — 5z +4 y b(z) = 2°> — 2 en el anillo
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El cociente de a(z) entre b(x) se halla mediante la siguiente division larga:

T+ 8

Se tiene entonces que q(z) =3z +2 yr(z) =z +38

» En Zs|z] considere los polinomios

a(z) = z* + 22° + 22° + 4z + 4

b(z) = 2%+ 32 +3

Para hallar q(x) y r(z) se procede a realizar la division obteniendo:

71
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422 4222 44 4 |2+ 3z +3

—(z* +32% +32?) 2+ 4z +2

43 +42?  +4x
—(4x3 +22% +27)

212 42 +4
—(22* +z  +1)
T +3

Asi, () =2* + 4o+ 2 yr(z) =z + 3.

Obsérvese que si r(x) = 0, el algoritmo de la division permite escribir el
polinomio a(x) como el producto ¢(z)b(z), es decir, se ha factorizado a(z). Profun-
dizando un poco en esta idea, se introducira la funciéon de valuacion para definir los
ceros de un polinomio y asi tener una herramienta que permitira factorizar algunos

polinomios.

Definicién 2.3.4. Sean (F,+,-) un subcampo de un campo (E,+, ), esto es, I C E,

con (F,+,-) un campo y o € E. La funcion ¢, : Flx] — E definida por

Galao + a1z + -+ + a,2") = ag + ara + aza® + - - + a,a”

es llamada la evaluacion en «. Se dice que un elemento a € E es un cero de
a(x) € Flz] si ¢a(a(z)) =0
Ejemplo 2.3.3. .

» Tome F=Q, E=R ya=2 entonces ¢(3+ 22> —23) =3 +8 -8 =3.
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» SiF=Q, FE=Cya=i, setiene ¢;(x*>+1) =0, luego i es un cero de x>+ 1.

Los ceros de un polinomio permiten encontrar factores lineales en un polino-
mio dado (si los hay) para lograr asi una factorizacién de este (si es posible), como

lo enuncia el siguiente teorema:

Teorema 2.3.4. (teorema del factor). Sea (F,+,-) un subcampo de un campo
(E,+,-) Un elemento a € F es un cero de a(x) € Flx] si y solo si x —« es un factor

de a(x), esto es, a(x) = (x — a)b(x) para algin b(z) € Flz].

Demostracion. (=) Suponga que a € F es un cero de a(zx). Se sabe que por el
algoritmo de la divisién existen ¢(z),r(z) € Flz] tal que a(x) = (z — a)q(z) + r(z)
donde r(z) =0 o gr(r(z)) < 1. Si gr(r(z)) < 1 entonces r(x) = ¢ para algin ¢ € F,
luego a(x) = (v — a)g(x) + c. Aplicando la evaluacion en «, como « es un cero de
a(x) se tiene ¢, ((z — a)q(z) + ¢) = 0, de donde ¢ = 0. Se concluye entonces que

a(z) = (z — a)q(@).

(<) Si (z — a) es un factor de a(x) entonces a(z) = (z — a)b(x) para algin
b(z) € Flz]. Luego, aplicando la evaluacién en o queda ¢,((z — a)b(z)) = (a —

a)b(a) =0-b(a) = 0. O

El siguiente es un ejemplo de aplicacién del teorema del factor para dividir
polinomios.

Ejemplo 2.3.4. .

» Considere en (Zs[z], +,-) el polinomio x* + 3z + 2z + 4.
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x4 323 + 2 +4 x+4
—(z* +4a3) 3 4 4x? 4 4r + 1
43
— (423 + 2?)
422 + 2z
—(42® + x)
T + 4
—(x +4)
0

Luego, a(x) = (v + 4)(2® + 42% + 4z + 1).

Aungque se ha factorizado el polinomio a(z), note que o = 1 también es un cero

del polinomio x® + 4x* + 4x + 1 y por tanto, se puede aplicar el teorema del

factor:
22 +42® +4r +1 | z+4
—(x3 + 42?) 2+ 4
dr 4+ 1
—(4z + 1)
0

Ast, a(z) = (v +4)*(2® + 4).

Una vez mds se puede aplicar el teorema del factor al polinomio x4+ 1.
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a2 +4 | a+4
—(2%  +4x) r+1
r +4
—(z +1)
0

Por lo tanto, a(r) = (v + 4)*(x + 1).

Otro teorema que relaciona un polinomio con sus ceros en un campo (F, +, ),

es el siguiente.

Teorema 2.3.5. Un polinomio a(x) € Flz] con (F,+,-) un campo, distinto de 0 y

de grado n puede tener a lo sumo n ceros.

Demostracion. Si a; € F es un cero de a(z), entonces a(x) = (r — ay)qi(x) donde

)
a(z) = (z — a1)(z — az)g(x). Continuando con este proceso, se llega a que
a(x) = (r —)(r —ag) -+ (x — o) g (), donde ¢(r) ya no tiene ceros en F. Como
gr(a(x)) = n entonces a lo sumo n factores de la forma (r — «;) pueden aparecer

en la ecuacién anterior y en consecuencia r < n. Ademéas si b € F'y b # «; para

1=1,2,--- 7 se tiene que

¢p(a(r)) = (b — ) (b= ag)--- (b= ar)g:(b) # 0

Asi, ninguno de los (b — ;) 0 ¢,(b) son cero (por construccién) y por lo tanto, los r

elementos «; son todos los ceros de a(z) en (F,+,-). O
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Al polinomio ¢,.(z) de la anterior demostracion se le conoce con el nombre de

polinomio irreducible. Para ampliar este concepto, se presenta la siguiente definicion.

Definicién 2.3.5. Un polinomio no constante a(x) € Flx], se dice que es un po-
linomio irreducible en Flx| o que es irreducible sobre F si a(x) no puede ser
expresado como un producto de dos polinomios b(z),c(x) € Flx] ambos de menor
grado que gr(a(z)). Si a(x) € Flz| no es irreducible sobre F' entonces se dice que es

reducible sobre F'.

Note que en la anterior definicion se enfatiza en que el polinomio sea irredu-
cible sobre F', esto se hace debido a que un polinomio puede ser irreducible sobre un
campo (Fy,+,-) pero reducible sobre otro campo distinto (Fy,+,-). Los siguientes

son ejemplos de este hecho.
Ejemplo 2.3.5. .

» Bl polinomio x> + 4 es irreducible sobre Q, sin embargo, es reducible sobre C

pues x* +4 = (v + 2i)(z — 2i) € Clz].

» El polinomio a(x) = x3 + 3x + 2 € Zs[z] es irreducible, pues por el teorema del

factor, si fuese reducible existiria o € Zs tal que ¢q(a(x)) = 0, no obstante,

¢o(a(z)) =2, ¢1(a(z)) = 1, ¢o(a(z)) = 1, ¢3(a(z)) = 3 y ¢a(a(z)) = 3.

2.3.1. Ideales en (F[x],+,")

Una observacién que surge a partir del algoritmo de la divisién en un anillo de

polinomios sobre un campo, es que si al dividir a(z) entre b(x) se obtiene un residuo
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cero, entonces a(z) € (b(x)), debido al colorario 2.2.1. En esta seccién se presentan

un par de resultados que involucran ideales de polinomios.

Se ha dicho ya que todo ideal en (Z,+,-) es principal, sin embargo, esto no
pasa en (Z[z],+,-), es decir, no todo ideal I C Z[z] es principal, por ejemplo, si se
toma un p € Z primo, el ideal (p, x) no es principal, dado que al suponer lo contrario,
debe existir a(z) € Z[z] tal que (p,x) = (a(x)), asi, por el colorario 2.2.1, existe un
q(z) € Z[z] tal que g(z)a(z) = py gr(q(x)a(z)) = gr(p) = 0, en consecuencia

gr(a(z)) =0, a(x) € Z y a(x)|p. Asi, a(z) = £1 0 a(x) = +p.

En el primer caso se tiene que (p,x) = Zlz|, por lo tanto deben existir
m(z),n(x) € Z[z] de manera que 1 = pm(x) + xn(z), observe que para que esto
pueda suceder, el polinomio xzn(z) debe anularse con el producto de pm(x), asi en
m(x) debe existir un término independiente my € Z de manera que 1 = pmyg lo que

resulta en una contradiccién debido a que p /1.

En el segundo caso se tendria (p,z) = (p), lo que implica que = = pq(z)
con ¢q(x) € Z[x], asi, q(z) debe ser de la forma gz, con gy € Z, de lo contrario se
obtendria un polinomio con potencias de x distintas a 1, por lo tanto se sigue la

igualdad 1 = pqp lo cual es imposible.

Por lo anterior, se sigue un teorema que permite caracterizar ideales princi-

pales de (F[z],+,):

Teorema 2.3.6. Si (F,+,-) es un campo, entonces todo ideal en (F[x],+,-) es

principal.
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Demostracion. Sea I un ideal de (F[z],+,-). Si I = {0} entonces I = (0), si por el
contrario I # {0}, tome un b(z) € I cuyo grado sea minimo. Si gr(b(x)) = 0 entonces
b(xz) € F'y por lo tanto es una unidad, en consecuencia [ = (1) = (F[z|,+, -), siendo
I principal. Por otro lado, si gr(b(z)) > 1, tome cualquier elemento a(x) € I, entonces

por el algoritmo de la divisién a(z) se puede escribir como sigue:

con gr(r(z)) = 0o gr(r(xz)) < gr(b(x)),q(x),r(x) € I. Ahora, como a(z),b(x) € I
se concluye gracias a la definicién de ideal que a(x) — b(z)q(z) = r(z) € I y como
b(z) es un elemento de minimo grado en [ y es distinto de 0, 7(x) = 0. Por lo tanto

a(x) = b(z)q(x) y I = (b(x)). =

El siguiente resultado relaciona los ideales principales de (F[x],+,) con sus

ideales maximales.

Teorema 2.3.7. Un ideal (a(z)) # {0} de (Flx],+,-) es mazimal si y solo si a(x)

es irreducible sobre F'.

Demostracion. (=) Suponga (a(x)) # {0} que es un ideal maximal de (F[z],+,-).
Entonces (a(z)) # Flz|, luego a(z) ¢ F. Sea a(x) = b(z)q(x) una factorizacion de
a(x) en Flz]. Como (a(x)) es un ideal maximal, entonces también es un ideal primo,
luego como a(z) = b(x)q(z) € (a(x)) se tiene que b(x) € (a(z)) o q(z) € {(a(x)), esto
es, cualquiera de los dos tiene a a(x) como factor, pero entonces no se tendria que

gr(b(z)) < gr(a(z)) y gr(q(x)) < g(a(z)). Esto muestra que a(z) es irreducible sobre
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(<) Si a(z) es irreducible sobre F, suponga que I es un ideal tal que
(a(z)y C I C F[x]. Ahora, I es un ideal principal debido al teorema anterior, luego
existe un b(x) € F[z] tal que I = (b(z)). Como a(zx) € I se sigue que a(x) = b(x)q(x)
para algin ¢(z) € Fx]. Sin embargo, como a(z) es irreducible entonces o bien b(z) es
de grado 0 0 g(z) es de grado 0. Si gr(b(z)) = 0 entonces b(x) € F y es una unidad, por
lo tanto (b(z)) = I = F[z]. Si gr(q(z)) = 0 entonces ¢(x) = ¢ € F' y en consecuencia
b(z) = fa(z) € (a(x)), luego, I = (a(x)). Asi, tener que (a(z)) C I C Fla] es

imposible y se concluye que (a(x)) es maximal. O

Este teorema permite afirmar que, por ejemplo, el ideal (z?+1) es maximal en
R[z] y de igual manera, los ideales generados por los polinomios dados en el ejemplo
2.3.5 son maximales. Ademds, también permite concluir que si a(z) es irreducible

entonces (F[z]|/{a(x)),+,-) es un campo, en virtud del teorema 2.2.12.
Ejemplo 2.3.6. .

» Sea 1° + ¢ € Zs|z], si a € Z3 es una raiz de x* + ¢ en Flz] entonces a = 0,1 o
2, es decir, 0> +c=00124+c=01y2%+c =0, lo cual se puede resumir en que
c=0014c=0. De aqui se puede afirmar que si c =0 o c = 2 el polinomio
22+ ¢ es reducible en Zs[x] debido al teorema del factor. Por lo tanto, 12 +1 es

un polinomio irreducible en Zs y en consecuencia Zs|x]/{x* + 1) es un campo.

» Sea a(r) = 2% + cx + 1 € Zs[z], usando el teorema del factor para encontrar
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factores lineales de a(x), tomando x = 0,1,2,3 0 4 se llega a:

24¢c¢=0,2c=0,3c=0,244c=0

luego, ¢ = 0,2,3. Asi, Zs|x]/{(x* + x + 1) y Zs[z]/(x* + 4 + 1) son campos.

Finalmente, los dos teoremas anteriores permiten demostrar que dado cual-
quier polinomio no constante en la variable z existe un campo en el cual este poli-

nomio tenga un cero.

Teorema 2.3.8. Sea (F,+,-) un campo y a(x) € F[z] un polinomio no constante,

entonces existe un campo (E,+,-) que contiene a (F,+,-) y a € E tal que
¢ala(z)) = 0.

La demostracién de este resultado se puede encontrar, por ejemplo, en (Fraleigh,

2003).

2.3.2. Polinomios en varias variables

Siguiendo la idea utilizada para definir un anillo de polinomios en la variable
sobre un anillo (A, +, ), se puede definir, de forma recursiva, un anillo en dos varia-
bles. Particularmente se define el anillo ((A[x1])[z2], +, -) como el anillo de polinomios
en la variable x5 con coeficientes en A[z1]. Se puede demostrar que ((A[z1])[zs], +, )
y ((A[za])[z1], +, -) son isomorfas, esto es, son iguales como estructura ( para ampliar
esta idea, el lector puede referirse a (Hungerford, 2012)). Ademés, si

Ty ey = {28 | i,j € N}, un polinomio a(zy,x5) € (A[z1])[x2], puede ser visto como
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By (o] 0 )
una expresion formal 3 7 > 77 azjx; con a;; € A, en otras palabras los elementos de
T, z, se convierten en una base para los polinomios en las variables x;, 2. Deno-
tando al conjunto de las expresiones formales sobre la base T}, ,, como A[zy, x5 se

puede demostrar que hay un isomorfismo entre ((A[z1])[z2], +,") v (Alx1, 2], +, ).

Este tratamiento recursivo puede extenderse para definir anillos de polinomios
en las variables z1, 2, - ,x, como el construido a partir del anillo de polinomios
con las n — 1 variables z1, z9,--- ,x,,_1, es decir,

((Alz1, o, -+, xn_1])[zn], +, ), no obstante, es més facil trabajar con el anillo iso-

morfo (A[zy, -+ ,2,],+, ), de expresiones tomadas con base T}, .,

en A.

z, ¥ coeficientes

-----

Sin embargo, para definir bien los elementos del anillo (A[xy, za, -, z,], +, )

es conveniente incluir las siguientes definiciones:
Definicién 2.3.6. Sean x1, 9, -+, x, variables y (A,+,-) un anillo.

= Un monomio definido a partir de x1, ..., x5 €s un producto formal de la forma
it xy? a0 donde oy € N parai=1,2,---  n. Al conjunto T, ... 5, de todas
los monomios de esta forma se le llamard base canénica de Alxy,za, -+ ,x,] €l
cual es el conjunto de todas las expresiones formales
YD D Oon.0n T XS 12 de elementos de Ty, ... 4

a1 Qa2 Qn

A.

con coeficientes en

n

Un término definido a partir de x1,...,x, es el producto entre un elemento

a € A y un monomio.
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Un polinomio definido a partir de z1, ..., x5 es una suma de finita de términos,

esto es, la suma formal

. aq Qn
a(xl,...,a:n)—g E g U, am) T - T

» El grado de a(xy,...,xn) = D D > Glag,.an)@™ - 20 € Ay, -+, 2p] es

definido como:

gra(ey, @, -+ xn)) = mdalgrm (27" - - 23")]

Ejemplo 2.3.7. Sean xz,y variables y A = 7Z. El polinomio
a(z,y) = (10z3)y* — (52 — 22y + (322 + 2z + D)y + (=32* + 1)

es un elemento de (Z[z)])[y] ~ Z[z,y].

Observe que a(x,y) se puede escribir como elemento de (Z[y|)[x] como sigue:

a(z,y) = (=3)z* + (10y* — 5yH)2® + (y* + 3)2* + 2y)z + (y + 1)
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y a su vez, como combinacién de los elementos x®y*, 3y?, 22y?, 2%9°, 2y,

2y, xty°, %0 € Ty

a(z,y) = 1023y* — 52392 + 2%y® + 322 + 2zy +y — 32* + 1

El grado de a(zx,y) es:
mdalgr(z°y), gr(z®y®), gr(z®y?), gr(z®y°), gr(ay), gr(z®y), gr(z*y")] = 7

Para simplificar la notacién, al monomio z{* - 5% - - - %" se denotarda como
X2, entendiendo a X como el vector (z1,xs,...,2,) ¥ a o como (aq, s, ..., Q).
Cuando o = (0,0, ...,0) se tiene que X® = 1. De esta manera, en vez de escribir
a(xy, Ta, - ,xn) € Alxy, Ta, -+, xy], se escribird a(X) € A[X]. Asi mismo, la expre-
sion
[eS) ) [es) k
YD D Glag,.an) X - - a0 serd simplificada por ) a; X% ya que S, es fini-

a1=0 as=0 an=0 i=1

to.

La aritmética de polinomios en varias variables se puede extender a partir de

la operaciones entre monomios como sigue:
Definicién 2.3.7. Sean aX®,bX" € Alxy, x9,--- ,1,].

n Se dice que aX® es semejante a bX? notado por aX® ~ bX?, si X* = X,

es decir, si o; = B; para 1 < i < n.
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» SiaX® ~bX? entonces la suma de términos se define por:

aX® 4+ bX" = (a + )X~

s Fl producto de términos esta dado por:
aX® bXP = abXtP

donde a+ 8= (a1 + B, ...,y + Bn)-
» La suma de a(X),b(X) € A[X], se define por:

n

a(X) +b(X) = a X%+ b X
i=1 j=1

max(m,n)

= > (aRX® + b X )

k=1

Sobre entendiendo que si m < n entonces b, = 0 para k > m. En el caso en

que n < m entonces ar = 0 para k > n.
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» El producto a(X) - b(X) € A[X] es:

a(X) -b(X)=a(xy, - ,x,) - b1, , )

(CLZ‘Xai Z ijﬁj)

0 j=1

I
WE

()

(aiijaiX’BJ')

[
M:
NE

0
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3 |
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(aiijaHrﬁj)

-
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o
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Nota: De aqui en adelante, un polinomio a(X) € A[X] se considerard como
una expresion sin términos semejantes, por ejemplo, el polinomio

a(z,y) = 2xy* — Say? € Z[z,y| se reducird a a(z,y) = —3zy*.

Con estas operaciones asi definidas se puede probar que (A[z1, 2, -, Z,],+, )

es un anillo isomorfo a ((A[xy, za, -+, xp,])[Ts], +, -) vedse (Hungerford, 2012).

Una de las cuestiones que naturalmente aparece es: ;sigue funcionando el
algoritmo de la divisiéon cuando se tiene un anillo de polinomios en varias variables?
es decir, dados polinomios a(X),b(X) € A[X], con gr(b) < gr(a) jexisten tnicos
polinomios ¢ y r de manera que a = gb+ r y gr(r) < gr(b)? La respuesta corta a
esta pregunta es no pues como se vera mas adelante, para poder dividir polinomios
se debe definir un orden para los monomios y como resultado se obtiene un cociente

y residuo que depende del orden.

Ejemplo 2.3.8. .
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» Sean a(z,y) = 423 +3zy? y b(x,y) = x*>+y? polinomios en R[z, y], el cociente
de a(z,y) entre b(x,y) al ordenar de forma descendente ambos polinomios con
respecto a las potencias de la variable x, se obtiene al dividir el término mayor
con respecto al orden escogido a(x,y) con el término de mayor de b(z,y) y
proceder a multiplicar este cociente por cada uno de los términos de b(x,y),

para finalmente sustraer el polinomio resultante de a(x,y).

El algoritmo finaliza si el grado del polinomio resultante con respecto a la
variable x es menor al grado de b(x,y), de lo contrario, se divide el término
mayor del polinomio resultante entre el término mayor de b(x,y). El cociente
de esta division serd la suma de todos los cocientes parcialmente obtenidos
en cada division parcial y el residuo serd el polinomio obtenido después de la
ultima resta:

dPr? + 3y’x z? + 12

— 49322 — 49° ‘ 43

3y?r — 49y°
q(z,y) = 4y* y el residuo r(z,y) = 3y*zr — 49°.

Asi como se realizé la division con respecto al orden determinado por la va-

riable x, también se puede hacerlo ordenando los monomios con respecto a las
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potencias de y para obtener:

— 4x%y3 — 4zty ‘ 4’y + 3z
3xy? — 4zty
— 3ay? — 323
— 4zty — 323

q(x,y) = 4z%y + 3z, r(z,y) = —4aty — 323,

Se puede notar en ambos casos que gr(b(x,y)) < gr(a(z,y)) y el residuo r(z, y)
no es un polinomio de menor grado que el de b(z, y), ademds, tampoco existen tinicos
q(X) y r(X) tales que a(X) = ¢(X)b(X) + r(X) lo que permite concluir que no se

satisface el algoritmo de la division como fue planteado para el caso de una variable.

Lo anterior se da, entre otras cosas porque (A[X],+,), no es un dominio de

integridad y por otro lado, 7, .. mno es un conjunto totalmente ordenado, como

Tn
sucede para una sola variable, donde T, = {2°, 2,22, ...} es totalmente ordenado por
la funcién grado. Por ejemplo, si se piensa en los monomios x?y* y x%y3,a priori no

es posible decidir cudl es mayor puesto que ambos tienen grado 6.

Para resolver este problema y a su vez también poder realizar una division, se
deben ordenar los monomios. Hay varias formas de ordenacion, por ejemplo, podemos
ordenar los monomios de forma ascendente o descendente segiin el grado del monomio
y en caso de que se tengan monomios del mismo grado se procede a ordenar con

respecto a una variable.
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Suponga que se desea ordenar el polinomio de Z[x, y]:

a(z,y) = 2% + dwy* + Toy + 5o +9° + 2

Para cada término tomamos su grado,

grm(xQ) = 2,grm(4xy2) =3, 9rm(Tzy) = 2,91 (52) = 1,grm(y2) =2,9rn(2) =0

El orden en forma descendente segin el grado queda:

day® > y?, 2, Toy > b > 1

Ahora, para poder comparar los tres términos de segundo grado se ordena de forma

descendente con respecto a la variable x para obtener:

day® > a® = Tay = y* > bx > 1.

Este orden orden recibe el nombre de Lexicografico graduado.

Como se ha dicho antes, existen mas ordenaciones distintas a la aqui mostra-
da, algunas de estas no serviran para el objetivo de este trabajo y por lo tanto se
definen las condiciones que debe satisfacer un orden para que sea admisible y algunos

ejemplos de estos ordenes.

Definicién 2.3.8. .
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» Un orden admisible de los monomios en T'x es un orden total <r, sobre

los elementos de T'x que satisface las siguientes dos condiciones:
i) Si X* # 1 entonces 1 <r, X para todo X* € Tx.
i) St X* <py XP entonces X X7 <7y XPX" para todo X7 € Ty

» Dado un orden admisible <r, en Tx y a(X) € A[X], se dice que un monomio
X® es el monomio principal de a(X) respecto a <r,, si X* es el mdzimo de
los monomios que aparecen en a(X) y es denotado por MP(a(X)), el coefi-
ciente principal, CP(a(X)), es el coeficiente que acompana a al monomio
principal en a(X) y el término principal es

TP(a(X))=CP(a(X)) - MP(a(X)).
En el siguiente ejemplo se definen algunos ordenes admisibles
Ejemplo 2.3.9. .

» Se define el orden lexicogrdfico (<;) sobre Tx como:

a1 .02

On B1 .62
l’l Z,U2 "'.I‘n <l .1/‘1 :L‘2 *

.. Bn
l’n

sty solo si existe un v de manera que c; < B; y ap = By para 1 < k < i.

Teorema 2.3.9. El orden lexicogrifico (<;) es un orden admisible:

Demostracion. .

i) Definiendo 1 = 2929 --- 2% si X* £ 1 € Ty se tiene que existe un

aj € {ag, - ,a,} tal que o # 0, por lo tanto, se puede tomar
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a; = min{o; € {oq, - ,a,} | a; # 0}. Asi a; > 0y ap = 0 para

1 <k <1, por lo tanto, 1 <; X,

ii) Si X <; X¥ entonces existe i € {1,2,--- ,n} tal que 8; > a; ¥y B =
para 1 < k < i. Luego, para todo v € N, k € {1,2,...,n} se tiene que

Be+ v > ap+v ysii £k B; + 7 = a; + ;. Por lo tanto:

o141 o02+72 o+ B1+v1,,.B2+72 Bn+
x1 ceegpn T <t g

XM < XA

XX <, XBX

= FEl orden lexicogrdfico inverso es el definido por:

Qi a2 a B1 ,.B2

sty solo si existe 1 € {1,...,n} tal que a; > B; y cy, = Pr, para 1 < k < i.

» Fl orden lexicogrdfico graduado inverso es el definido por:

a1 .02 @ B1,.B2
xl 1‘2 ct QZn" <lginv .171 .172 ct Qfgn
. lo si a1, .02 ap B1,B2 . ,.Bn .
sty solo si gr(x]* x5 o) < gr(aitzy® - abr) o, si

gr(za? . xon) = gr(z?al? - abr) entonces existe un i de manera que
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a; > 0 yoap =P parat < k < n.

w Sia(x,y,2) = 3xtz — 203yt + Tay?23 — 8uy23 € Qla, v, 2|, a(z,y, 2) se en-

cuentra ordenado en forma descendente respecto a <;, ademds:

MP(a(z,y,2)) = 2*z, CP(a(z,y,2)) = 3, TP(a(x,y, 2)) = 3z*z.

El orden de a(x,y, z) en forma descendente respecto al orden graduado lezico-

grafico inverso (<iginy) €s :

a(z,y, z) = —22%y* + T2%y?2® — 8z + 32tz

Aqui,

MP(a(z,y,2)) = 2°y*, CP(a(z,y,2)) = =2, TP(a(x,y, 2)) = —22°y".

Notese que a partir de la definicién del orden lexicografico se tiene que x, <;
Tpo1 <; -+ <y T3 <; T9 <; x1. Usualmente se acostumbra a identificar las variables
x1,To, T3 CcON T,y,z respectivamente, entonces bajo el orden lexicografico se tiene
que z <; y <; x, no obstante, en ocasiones se necesita justamente la relacion inversa
tal como se ejemplifica en 2.3.8, en ese caso se puede hacer la distincién x; = z,

x9 = y,xr3 = x o utilizar el orden lexicografico inverso.

Ahora ya se tienen todos los ingredientes para poder formular un algoritmo

de la divisién en el anillo (A[X], +, ). Sin embargo, para una mayor comprension, se
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hara un analisis del proceso de divisiéon en una variable tomando como referencia el

ejemplo 2.3.2.

Suponga que se desea dividir el polinomio x* — 323 + 222 +4x entre 22 — 22+ 3

pero esta vez en Q[x].

El primer paso es dividir el término principal x* del dividendo y dividirlo
4

entre el término principal del divisor 22, esto es — = 22, luego multiplicamos este
x

cociente por cada uno de los términos del divisor, esto es:
r?(z? — 2z + 3) = z* + 22% + 327,

el siguiente paso es restar este tltimo polinomio del dividendo tal como se muestra
a continuacion:

xt =3z 4222 +4x —1|z2—22+3

—z* 4223 —322 x?

—z® —z? 44z —1

Ahora se procede a dividir el término principal del residuo entre el término principal
3

.. . —X . 1
del divisor y se obtiene como resultado —— = —x, se multiplica este por cada uno
x

de los términos del divisor y se resta del residuo obtenido anteriormente asi:

xt —3z% 4222 +4x —1|z2—22+3

—z* 4223 —322 22—
—2®  —2? +x
3 —=2x% 43z

—322 42z —1




CAPITULO 2. ALGUNOS CONCEPTOS PREVIOS 93

Se repite el proceso dividiendo _jf i =-3
2t =323 4222 44 —1|2®> —22+3
—zt 223 322 22 —x—3
—23  —2? 44z
x> —22% +3x
—32% +2r —1
302 —x +4

z +3
Este algoritmo termina cuando el término principal del divisor, en este caso
22, no divida al término principal del residuo, es decir, z.

Lo anterior motiva a la siguiente definiciéon la cudl permite generalizar el

algoritmo para el caso de miiltiples variables:
Definicién 2.3.9. .

» Dados a,b,c € A[X] con ¢ # 0 y el conjunto Tx ordenado bajo un orden

admisible <r, , se dice que a se reduce a b modulo ¢ en un paso, escrito como

C

a— b,

si y solo si TP(c) divide a un término no cero a; X que aparece en a y

CLZ'XQ
TP(c)

b=a-—

C

» Dados a,b y c¢y,¢q, -+ ,cs polinomios en A[X], con c; #0, 1 < i <s, se dice
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que a es reducido a b modulo C = {c1,c9, -+ ,cs}, denotado como
a —>+ b,

si y sélo si existe una secuencia de indices iy, iz, -1 € {1,---,s} y una

secuencia de polinomios by,--- b1 € A[X] de modo que:

Ciq Cig Cig Cip_q Ciy
a—b —>by—>---——b_1 —b

» Un polinomio r € A[X] es llamado reducido con respecto al conjunto de
polinomios distintos de cero C = {c1,co, -5}, si v = 0 o ningin término
que aparece en r es divisible por ninguno de los TP(¢;),i = 1,---s, en otras

palabras, r no puede ser reducido modulo C.

. cC . .
s Sia = ryr esreducido con respecto C, entonces r es llamado el residuo

de a con respecto a C.

Con lo anterior se justifican las divisiones mostradas en el ejemplo 2.3.8,
pues como se mostrara en el siguiente ejemplo, hay una equivalencia entre la reduc-
cién y la divisiéon. Ademas, con la definiciéon anterior también se puede dividir un

mismo polinomio entre otros varios a la vez.
Ejemplo 2.3.10. .

= Sean los polinomios a(x) = 6z2* + 132° — 62 + 1, c(z) = 32> + 5z — 1 en

(Q[z],+, ). a(z) se reduce a b(z) = 32° + 22? — 62 + 1 mediante c(x) si se
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considera el orden lexicografico.

Aqui,

6 4
b(z) = 62t + 132° — 62 + 1 — 3—:”2(3:1:2 + 52— 1).
Xz

65

Sin embargo, también se puede tener que b(x) = 6x* — gx

>

2—§x+1 St en vez

de dividir 6z* entre TP(C(x)) = 322, se divide 6z* por 13x3.

» Dados a(z,y) = y*x + dyx — 322, c(z,y) =2y + 2+ 1 € Qlx,y] y (<1) con
x <;y. Entonces:
c(z,y) _1 c(z,y) 1 7 11 9 c(z,y) 1 3 9 9 7

7
yr+dyr—3r* =5 éyx2+§ya:—3x2 — Zx3+§yx—zx — Zx —§x _Zx

7
4

e . . 1.3 9 2 . ’ .
Note que en este ultimo polinomio, 707 — 527 — 1x, ningun termino puede ser
dividido por TP(C(x)) = 2y, es decir, es reducido modulo C' y por lo tanto ahi

termina el proceso.

La anterior reduccion se puede escribir como la division larga:

y2x +4yxr —322 20+ x+1

—y’r —iyz? +iyx tyr —a? + 1
—tyx? +Iyx — 322
Fyz? +123 +1a?
+ilyr +ia® —Lla?
T
P h
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» Sean a(r) = —32°+ 1123 —462%+32, ¢(x) = —32*—62+8 entonces a £>+ b=10

con:.

— 461>
by = —30° + 112® — 462° + 32 — —(—32% — 62 + 8)
—oX
272
by = —32° + 112° + 922 — %
, 272 1143
62:—3x5+11:1:5+92a:—?—T;(—3x2—6$+8)
364 272
by = —3a2° — 2222 + —x — ——
2 x xr° 4+ 3x 3
364 272 —222
63:—3x5—22902—|——x————x(—3x2—6x+8)

3 3 —3z?
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496 448
b3:—31‘5+71’—7
496 448  —32°
_ 5 2
496 448
b4261‘4—8$3+7$—T
496 448 6
_ 4 3 2
496 448
b5 = —20.173 + ]_61'2 + ?l’ — ?
496 448 1622
_ 3 2 2
400 320
bg = —207° + —1 — —
6 xr° + 3 x 3
400 320 —20z3
_ 3 2
320
b; = 402 4 80z — 5
320 4022
= 402 ST T (342
b= 402" + 80z 3 —3. (—32° — 62 +8)
b=0
Note que si
() —4622 1123 —2222 N —3a° N 624 N 1622 N —2023 402
u\xr) =
—3x2 —3x2 —3x2 —3x2 —3x2 —3x2 —3x2 —3x2

=3 — 202+ 3x+4

Se tiene que:

Considere (Q[z,y], +,-), el polinomio a(x,y) = z3y* + 2y* el conjunto
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C ={c1(z) = 2xy? + 49> + 3z, co(x) = y*> — 2y — 2} y el orden lexicogrifico con x < y.

Se desea calcular b(x,y) tal que a < b:

Primero encontramos los b;, :

, x3y3
by = 23y° + 2y* — —2(2wy2 + 49 + 37)
2xy
3
by = —22%° 4+ 2% — 51:33/
3 —2x%y3
by = —22%y° + 29° — —2’y — . (2zy® + 4y* + 37)
2 e

3
by = day® + 2 — §$3y + 327y
3 4xy®
by = day® + 2y° — —ady + 32y — ﬂ(QSEZ/Z +4y® + 37)
2 2zy?

3
by = —8y> + 2y° — éxsy + 32%y — 6y

3
— oY
yg (y2_2y_2)

3
by = —8y° + 2y — §3c3y + 32y — 6ay —

3
by = — 14y — §x3y + 3%y — 62y — 16y

3 — 1442
by = —149°* — §x3y + 32%y — 62y — 16y — y2y (v* — 2y — 2)

3
= (% —§x3y + 3%y — 6ay — 44y — 28.
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Nuevamente, haciendo:

1‘33 _2$23 4333
y+ y+ Yy

= 2xy? 2xy? 2xy?
1,
n=5 y—xy+2y.
—8y3  —14y?
Q2 = +
y? y?
g = —8y — 14

Se tiene que a(z,y) = (2zy* + 49> + 32)q1 + (v* — 2y — 2)q2 + b.

Este ejemplo permite observar un resultado que generaliza el algoritmo de la

division y el cual es enunciado en el siguiente teorema:

Teorema 2.3.10. Dado a € A[X], un conjunto de polinomios C = {cy,¢q, -+ ,¢5} C
A[X] tal que cada ¢; es distinto de cero y un orden admisible para los monomios <r, .

Entonces existen polinomios qi,qa, - ,qs,7 € A[X] tales que:

a=qC1+@qCa+--QsCs + T

Con r reducido respecto a C' y

MP(a) = méx | méx (M P(q;) - MP(¢;)), MP(r))

1<i<s

Demostracion. A continuacién se indicaran las ideas principales de la demostracién,
el lector interesado puede revisar la prueba completa de este en (Adams y Loustau-

nau, 1994).
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= Los polinomios ¢; se obtienen mediante la reduccién de a en el conjunto C| es
decir, se tiene una secuencia de polinomios ¢; tales que a se reduce a r. Observe
que a medida que se hace la reducciéon a un paso, los términos principales de
los cocientes (en la definicion los b;), van desapareciendo y se crea una cadena
descendiente donde T'P(b; 1) < T P(b;), como esta relacién es un buen orden

el algoritmo debe parar.

= Por el orden mencionado en el item anterior cuando ya no sea posible seguir

haciendo las reducciones a un paso el M P(r) < M P(a)

O

Note que como consecuencia de este teorema se tiene que a—r € {(¢y, g, -+, C5)
y por lo tanto, si r = 0, a € (c1,¢a, - ,¢s), sin embargo, el reciproco no es cierto,
es decir, si a pertenece al ideal generado por C' = {¢y, -+ , ¢s} no necesariamente el
residuo de la reduccion de a médulo C' es cero como se hace evidente en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 2.3.11. Sean a = y*r—z € Q[z,y], C = {yx—y,y*— 2} C Qlz,y| Usando

el orden lexicogrdfico graduado tenemos que:
Tr— 2—.’13
ny—xuyZ—xy—H)

luego y*r — v = y(yr — y) + (y* — v), asi, y*r — v € (yv —y,y* — x).
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Sin embargo, si la reduccion se realiza cambiando el orden de los c¢; tenemos

2
Yy —x
ve—r =S —x

Note que r = 2* — x ya estd reducido respecto a C, sin embargo, haciendo esta

reduccion no es posible determinar si y*x — x pertenece o no al ideal {C).

De la primera parte del ejemplo se tiene que a € (C). Ademds, se puede probar
que (C) = (yx — y,y*> — x,x*> — x), es decir, se incluye el polinomio obtenido en la
sequnda parte del ejemplo como elemento generador; asi, cambiando el orden de los
polinomios de este nuevo generador de (C) siempre se obtendrd el mismo residuo al

hacer una reduccion. En el siguiente capitulo se ahondard en las caracteristicas de

este conjunto de generadores en particular.

El problema que este ejemplo trata de presentar recibe el nombre de ideal
membership y consiste en que dado un a € A[X] y un ideal I C A[X], se debe
decidir si @ € I o no. Este problema se trata de solucionar encontrando un “mejor”

conjunto generador de [ y serd abordado mas adelante.

2.4. Ideales en Alxy,x9- - ,1,)

En esta seccién se abordaran algunos hechos sobre los ideales en A[zy, -+, x,].

Para esto, se hace necesario recordar que a partir del colorario 2.2.1 se tiene que el



CAPITULO 2. ALGUNOS CONCEPTOS PREVIOS 102

ideal generado por el conjunto de polinomios {cy,--- ,cs} C A[X] es de la forma:

<Cl,"' 7CS> = {ZUZCZ | U; GA[X]’Z:]_’ ,8}
i=1

La primera observaciéon es que, a diferencia de lo que sucede con un anillo de
polinomios en una variable, si se tiene un anillo de polinomios en varias variables

sobre un campo, este no es anillo de ideales principales.

Por ejemplo, el ideal I = (z,y) C Q[z,y|, no es principal pues de lo contrario
existiria un p € Q[z,y] tal que (z,y) = (p), T = w1p y y = ugp; asi, el grado de uip
respecto a la variable z es 1 y el grado de uy respecto a y es 1 también, con lo que

grado de p debe ser a lo mas 1 y se puede concluir que p es de la forma:
p = cCo+ c1x + cy + Cc3ryY

con ¢y, ¢1, ¢z, ¢c3 € Q. De aqui, © = u1p = ui(co+ 12+ coy + c3xy) y por tanto ¢z = 0.
Como ¢ + 1z + oy € (x,y), ¢o = 0. Finalmente, y = us(c1z + coy) de donde ¢; = 0

y en consecuencia x = uj(cay) lo cual es una contradiccion.

Otro resultado sobre los ideales en A[X] y util para nuestro propésito es el

conocido como el teorema de la base de Hilbert el cudl se enuncia a continuacion:
Teorema 2.4.1. En el anillo (A[X],+,-) se tiene que:

w Si I es un ideal de A|X]|, entonces existen polinomios cy,--- ,cs € A[X] tales

que I = <017627”’ 7CS>'
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» Si1 CIL,CI3C---C1I,C--- esuna cadena ascendente de ideales de A[X],

entonces existe N € N tal que Iy = Iy = Inyo="---.

En otras palabras, este teorema afirma que todo ideal en A[X] es finitamente
generado y que dado un ideal I siempre se podra encontrar un ideal maximal que lo

contenga.

Es de resaltar que un ideal I C A[X] puede tener diferentes bases, es de-
cir, diferentes conjuntos de polinomios ¢y, ¢s, ..., cs que lo generen, por el ejemplo,
(x,y) = (r+vy,y), ya que si a(x,y) € (z,y) entonces a(x,y) = ui(x,y)x + us(x,y)y,
para w,y),uz(x,y) € Alx,y], pero este también puede ser visto como a(z,y) =
u(z,y)(x +y) + [ui(z,y) — us(z,y)]y, es decir, (z,y) C (x + y,y), por otro lado,
sib(x,y) € (z +y,y), b(w,y) = wiz,y)(z +y) +us(z,y)y = iz, y)r + [ui(z,y) +

uy(z,y)]y obteniéndose asi la otra contenencia.

Para finalizar, se importante mencionar que el estudio de ideales en (F[X], +, )
abarca muchos otros temas aparte de los que se trabajan en este documento, por
ejemplo, su uso para la factorizacion, es por esto que se omiten resultados que tal
vez puedan interesar al lector pero que podra encontrar en cualquier bibliografia
sobre algebra abstracta como, por ejemplo, la que se encuentra relacionada en este

documento.



Bases de Grobner

3.1. Base de Grobner definicién y caracterizacion.

El algoritmo de la divisién trabajado en el capitulo anterior es el que final-
mente permite abordar el objeto de estudio de este trabajo, las bases de Grébner,
y mediante el uso de esta herramienta se tendra como una de sus aplicaciones el
resolver el problema del ideal membership mencionado también en el capitulo

anterior.

Ahora si, finalmente se tienen todas las herramientas para poder definir las
bases de Grobner como sigue. De aqui en adelante se entenderd que el anillo de co-

eficientes de todo anillo de polinomios es conmutativo, con identidad y Noetheriano.

Definicién 3.1.1. Sea I un ideal de (A[X],+,-). Un conjunto de polinomios
G={91,92," ,9:} C I es llamado una base de Grobner para I siy sdlo si para
todo c € I, ¢ # 0, existe un i € {1,2,--- |t} tal que M P(g;) divide a M P(c). En

general si I = (G) entonces se dird simplemente que G es una base de Grobner.

104
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Ejemplo 3.1.1. .

» Es evidente que si a(x) € Q[z] entonces G = {a(x)} es una base de Grébner

para el ideal I = (a(x)).

» G = {x,y} C Q[x,y] es una base de Grobner respecto al orden lexicogrifico

(<1)

Demostracion. (Por contradiccién). Suponga que existe un ¢ € Q[z.y| tal que
1 MP(c)y y t MP(C), se tendria entonces que ¢ € Q y como 1 € Q por
definicion de ideal se sigue que 1 = %-c € (x,y) obteniendo asi la contradiccién:

(x,y) = Q[z,y] por el teorema 2.2.4. O

s G={g1=2+2,90=y— 2z} CQlx,y, 2], es una base de Grobner respecto a

(<1)-

Demostracion. Para ¢ € I se tiene que ¢ = hy(z + z) + ha(y — z) para algunos
hi, he € Qlz,y, z] 0 de forma equivalente ¢ = hyz + hoy + h1z — haz.
Si M P(hy) > MP(hs) se tendra que M P(c) = M P(hy)x esto debido al orden

lexicografico, luego z|M P(c).

Considere ahora, M P(hy) < M P(hy). Si M P(h;) = 0 entonces

MP(c) = MP(hy)y por el orden lexicografico y por tanto M P(c) es divisible
por y.

Si M P(hy) # 0 entonces M P(hs) contiene a una potencia de z, de lo contrario
MP(c) = MP(hy)z, asi M P(C') en consecuencia debe contener una potencia

de zx.
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Los dos casos anteriores conducen a que M P(c) es divisible bien sea por = o

Y- []

» Flideal I generado por los polinomios dados en el ejemplo 2.3.11 no forman
una base de Grobner con respecto al orden lexicogrifico, pues
¢ =4y + Tr + 4y* = 2zy* + 3v + 4y? — 22(y* — 2y — 2) es un elemento de I,

pero 4xy no es divisible por 2zy? o y?.

w Sean gy =x+ 2z, go = —x+y € Qx,y, 2|, considere el orden <;, I = (g1,92) ¥y
G ={q1,92}. Entonces G no es una base de Grobner para I puesc=y+z € [

y MP(c) =y no es divisible por MP(x + 2) =2z 0o MP(—x +y) = —x.

Se daran ahora otras caracterizaciones para una base de Grobner, sin embargo,

por simplicidad se definira el siguiente conjunto:

Definicién 3.1.2. Sea S C A[X] se define el ideal de términos principales de
S como el ideal ideal generado por los términos principales de los polinomios en S,
esto es:

T(S) = (TP(S)),donde, TP(S) ={TP(s) | s€ S}

Teorema 3.1.1. Sea I un ideal no cero de A[X] yG = {q1,...,q:} C I. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
i) G es una base de Grébner para I.
iy LG
it) c €I siy solo sic = 0.

iii) ¢ € I siy sélo sic=3._, hig; con MP(c) = méx [MP(h;) - MP(g)].

1<i<t
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w) T(G)=T(I).
Demostracién. ' i) = ii). (=) Sea ¢ € A[X]. Por el Teorema 2.3.10, existe un

r € A[X] reducido respecto de G, tal que ¢ £>+ r. Asi, se tiene que ¢ —r € I y en

consecuencia ¢ € I si y so6lo si r € I, en particular, si r = 0 entonces ¢ € I.

(<) Sicelyr#0entonces r € Iy por i)existe un i € {1,--- ,t} tal que
TP(g;) divide a TP(r). Esto contradice el hecho de que r es reducido con respecto

a G. Por lo tanto, TZOYCEM 0.

ii) = iii). (=) Para ¢ € I, sabemos por hipétesis que ¢ E>+ 0 y por tanto por

el teorema 2.3.10 tenemos que ¢ = 2221 h;ig;.
(<) Sic=Y_'_, hig: entonces por el colorario 2.2.1 ¢ € I.

iii) = iv). Como G C I entonces T(G) C T'(I). Ahora, sea ¢ € I, entonces

por hipotesis ¢ = Z’l‘i:l h;g;, asi se tiene que
TP(c) =Y TP(h:)TP(g;)

donde la suma esta sobre todos los i tal que M P(c) = M P(h;)M P(g;). Por lo tanto
T(I) CT(G).

iv) = i). Si ¢ € I entonces T'P(c) esta en T(G) y por lo tanto,

TP(c) = Z hiT'P(g;)

!Tomado de (Adams y Loustaunau, 1994)
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Para algtiin h; € A[X], al expandir el lado derecho de esta igualdad, se tiene que
cada término es divisible por algtiin T'P(g;), entonces T'P(c), el unico término al lado

izquierdo es también divisible por algin T'P(g;)

Como colorario de este teorema se tiene:

Colorario 3.1.1. Si G = {¢1, -+ ,9:} es una base de Grébner para el ideal I,

entonces I = (g1, ,g:)-

Demostracion. Como cada g; € I entonces (g1,---,g;) € I. Por otro lado, si ¢ € T
por el teorema anterior ¢ £>+ 0, y en consecuencia ¢ € (gq,- - , gs), es decir,
Ig<gl7“'7.gt>‘ D

Note que hasta el momento se ha definido y caracterizado lo que es una
base de Grobner para un ideal I C A[X], sin embargo, una de las cuestiones que
naturalmente aparece es: ;para todo ideal existe una base de Grobner? Con objeto

de responder a esta pregunta, se presentan los siguientes resultados:

Teorema 3.1.2. Sea I un ideal generado por un conjunto de términos S y c € A[X].
Entonces ¢ € I si y solo si para cada termino aX® que aparece en c existe otro
término bX? € S que divide a aX®. Mds atn, existe un subconjunto finito Sy de S
tal que I = (Sp).

!

Demostracion. (=) Si ¢ € I entonces ¢ = > w;a; X% con u; € A[X], a; X% € S.
i=0

Al expandir el lado derecho se hace evidente que cada término que aparece en c es
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divisible por un término a; X € S.

(<) Si para cada término aX® que aparece en c existe un término bX? € S

que divide a aX* entonces cada uno de estos aX* € I = (S) y en consecuencia ¢ € 1.

Finalmente, para probar la tltima afirmacion del teorema, se parte de que I
es finitamente generado por un conjunto S’, debido al teorema de la base de Hilbert.

Por lo acabado de demostrar, cada termino aX“ que aparece en cada polinomio
k

c= u;a; X a; de S" es divisible por un bX? € S, asi, se puede escribir entonces
i=0

k k
¢ = S ulb; X, escogiendo Sy = {bXP | ¢ = S u/b; X’} se obtiene un subconjunto
i=0 =0

finito de S generador de I. O]

Colorario 3.1.2. Todo ideal I C A[X| distinto de cero tiene una base de Grébner.

Demostracion. Por el teorema anterior el ideal de términos principales T'(I) es fini-
tamente generado por un conjunto el cual podemos asumir {T'P(g1), ..., TP(g:)} con
{91, ..,q:} C I.Sisetoma G = {gi,..., g}, entonces T'(G) = T'(I) y por consiguiente,

G es una base de Grobner para I por el teorema 3.1.1. ]

El hecho de que exista una base de Grobner para cualquier ideal I permite
encontrar en algunas ocasiones una representacion de los polinomios en I que es “més

amigable”para trabajar como se evidencia en el siguiente ejemplo:
Ejemplo 3.1.2. .

» Sea I = (2% +2x,2% —4) C Q[x]. Si c € I entonces para algunos uy,uy € Q[z]
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se tiene que:

c=u (2% + 27) + ug (2 — 4)
= up(z + 2)x + us(z + 2)(x — 2)

= [urx + us(z — 2)|(z + 2).

Luego, ¢ € (x +2) siy sdlo sic fiznr 0. Ast, por el teorema 3.1.1, (x + 2) es

una base de Grébner para I y por el colorario 3.1.2, (z*+ 2z, 2> +4) = (v +2).

» Sean G = {g1,...,q:} C Flz] con (F,+,-) un campo y d = MCD(g1,...,9:)-
Entonces G es una base de Grobner para I = (G) siy sélo si existeuna # 0 € F

tal que ad € G.

Demostracion. (=>). Por propiedades del M CD, se tiene que existen h; € F[z]
de tal manera que d = h1g1 + hago + - - - + hygs, s decir, d € (G), por lo tanto,
TP(d) es divisible por T'P(gx) para algin g, € G. Por otro lado, como d|g;
para todo 1 < i <t entonces gr(d) < gr(g;), sin embargo, si gr(d) < gr(g:), G
no seria una base de Grébner y por lo tanto se debe tener que gr(d) = gr(g;)

para todo 7. Por lo tanto, g; = ¢;d, con ¢; € F. O]

» Sean I = (d) un ideal principal de (F[X],+,) vy G = {g1,...,9:} C I con
(F,+,-) un campo. G C I es una base de Grébner para I si y sélo si cd € G

para algin ¢ € F' tal que ¢ # 0.

Demostracion. (=>). Como G C [ entonces d € (G), al ser G una base de
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Grobner, existe gp € G tal que M P(gx)|MP(d). Por otro lado, como g, € [
se tiene que g, = c¢d con ¢ € F[X]. Si gr(c) > 0 entonces gr(gx) > gr(d) pues
(F,+,-) es un campo, asi se tendria que M P(gy) no dividiria al M P(d), lo cual

es una contradiccién. Por lo tanto gr(c) = 0 y en consecuencia ¢ € F.

(<=). Si p € I entonces p = ud y como c¢d € G entonces p = %u(cd), la

conclusion se sigue inmediatamente del item iii) del Teorema 3.1.1. O

w Sea {g1,....,9:} C F[X] y0#h e F[X]. {g1,...,9:} es una base de Grébner si
y solo si {hgi,...,hg:} es una base de Grébner.
t
Demostracion. (=>). Obsérvese que si ¢ € (hgy, ..., hg;) entonces ¢ = Z u;hg;
y en consecuencia ¢ € (gq,...,g¢) y al ser esta una base de Grobner elrzlionces
MP(c) es divisible por M P(gx) para algin k € {1,2,...,t}. De esta forma
MP(hgy) divide al méximo de los monomios principales de los w;hg; v este

méaximo es M P(c), ademéas, como h|c, entonces el M P(h)|MP(c), MP(c) es

divisible por M P(hgy) y por lo tanto, (hgi, ..., hg;) es una base de Grébner.

(<=). Sea ¢ € (g;) luego ¢ = > u;g;, ch = > hu;g;, hc € (hg;) como esa es
base de G, existe hgy tal que M P(hgg)|M P(hc) Como {hgi, ..., hg;} es una
base de Grébner, por el item iii) del Teorema 3.1.1, ¢ € (hgi, ..., hgs) si y s6lo
sic= Zt%uihgi con MP(c) = méx [MP(u;)(hg;)], como (F,+,+) es un campo

1<i<t

M P(c) también puede ser visto como

1II<1é<}§ [M P(u;h)M P(g;)]. Por otro lado, obsérvese que ¢ € (g, ...,g;) y nueva-

mente por el Teorema 3.1.1 {g1, ..., g:} es una base de Grébner. O
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A partir del Teorema 3.1.1 se puede observar que la Definicion 3.1.1 es
equivalente a decir que si G es una base de Grébner entonces ningin polinomio en
el ideal I es reducido respecto de (G, sin embargo, se puede hacer una apreciacion
mas general partiendo desde A[X], esto se hace caracterizando una base de Grobner
mediante el teorema que se presenta a continuacién y cuya demostracion el lector la

podra encontrar de forma mas detallada en (Adams y Loustaunau, 1994):

Teorema 3.1.3. Sea G = {g1,...,q:} C F[X] donde cada g; # 0. G es una base de

Grébner si y sélo si para todo ¢ € F[X] el residuo de la division por G es tinico.

. G @ ,
Demostracion. (=>) Suponga que ¢ —», r; Yy ¢ —»4 'y, COMO ¢ — T y € — Ty estan
ambos en (G) entonces r; — 9 € G y por tanto, r; — ry se reduce a cero médulo G

debido al teorema 3.1.1, es decir, r; — r9 = 0, por tanto, r; — rs.

(<=) Ahora se busca demostrar que se cumple el segundo item del teorema

3.1.1. Si ¢ € (G) entonces basta mostrar que ¢ £>+ r con r = 0. []

Este tdltimo resultado aunque parece generalizar la caracterizacion de una
base de Grobner, extendiéndola a todo el anillo (F[X],+,), no es muy eficiente
para encontrar una base de Grobner GG para un ideal dado, pues se deberia verificar
que para todos los elementos de F[X], los cuales pueden ser infinitos, el residuo
de la divisiéon con G es unico sin importar el orden de los elementos de GG, ademas,
dependiendo del cardinal de G, la reduccion se puede tornar tediosa pues es necesario
tener en cuenta todos los distintos ordenes de G en que se puede realizar dicha

divisién. No obstante, si se pueden descartar subconjuntos de F[X]| que no formen
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una base de Grébner, por ejemplo, el conjunto G = {yz —v, y* —x} no es una base de

Grébner, pues como se vio en el ejemplo 2.3.11, vz —x £>+ Oyvyir—u £>+ y:—x.

3.2. S-polinomios y el algoritmo de Buchberger

En la seccién anterior se definié lo que es una base de Grobner y se afirmo que
todo ideal admite una, sin embargo, no se mencion6 cémo encontrarla a partir de un
ideal dado. Esta seccion se enfoca en estudiar un algoritmo para poder hallar una
base de Grobner para un ideal I C F[X], a partir de este punto, s6lo se consideraran

anillos de polinomios cuyos coeficientes se encuentran en un campo F'.

Teniendo en la cuenta el tltimo teorema de la seccién anterior (Teorema
3.1.3), puede suceder que cuando se hace la divisiéon de ¢ € F[X] entre los elementos
de G, algin término aX® que aparece en c¢ sea divisible por MP(g;) y MP(g;)
para algunos ¢;,g;, € G con i # j. Suponga que se decide reducir ¢ entre g; se

obtendra el polinomio h; = ¢ — %(;) gi, por otro lado, si en lugar de reducir por

g; se elige g; el resultado serd hy = ¢ — %gj. De aqui se sigue la expresion
_ _aX“ X . : . . e,
hy — hy = Ty di T‘}D(gj) g; la cual motiva a la siguiente definicién y de la que

desprende un resultado ttil para hallar la base de Grobner buscada.
Definicién 3.2.1. Sean gy, g2 € F[X] distintos de cero y L = mem(M P(g1), M P(g2))

respecto a un orden <r. El polinomio:

L L
TP(91>91 TP(QQ)

5(91,92) = g2
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es llamado el S — polinomio de g1 y g2 -
Para ilustrar esta definicién se propone el siguiente ejemplo:
Ejemplo 3.2.1. .
w Sean g1 = 3x%yz — y323, g0 = 2y® + 2% € Qlx, v, 2] ¥ <.

Entonces, L = mem(z?yz, xy?) = 2%y%z y

2%z 2222
S(91,92) = 3m2yz(3x2yz — 723 — e (zy® + 2%)
3 1 43

= -z — Yz
3Z/

= (Considérense los polinomios del item anterior y el orden lexicogrifico graduado.

El S-polinomio seria:

xy2?

T
Slan.ga) = T (a4 Baye) = L (a4 )

—y323

= 32y — 2°

» Para el conjunto G = {x'y + 2xy3 + 523, 2%y* — 3wy, vy + 1y?} C Zz[z,y] y el
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orden <4, se tienen los siguientes S — polinomios.

4,3 4,3
S(zty + 22°y + 52®, 2%y? — 3zy) = Y (zy + 22y® + 52%) — Yy (%y* — 3zy)
2y 222

= 2ty + 22%9° + 5a’y? — a'y? + 32%y°
— 2P 4 2%y
4,4

ry
xy?

ot
S(zty + 203y + 52®, 2yt + 29?) = xT?Z( Yy + 223y + 52®) — (zy* + z9?)
— 2yt 4 2%yt 4 5ty — iyt — oYy

= 22°y* + 62%y® + 52y’

2 9 4 % -’Ezy4 2 9 294 4 2
S(z*y” = 3wy, vy’ + xy®) = IQyQ(fc Y~ — 3ry) — o (zy* + 2y7)

— 22y — 3ayd — 2Pyt — a2y?

= 62%y? + day?

Un par de resultados acerca de los S — polinomios y para los cuales el lector
podra encontrar su demostracion en (Adams y Loustaunau, 1994) son los siguientes

dos teoremas:

Teorema 3.2.1. Dados ci,c¢o,...,cs € F[X] tales que M P(¢;) = MP(cj) # 0 para
todoi,7 =1,...,s y dado ¢ = ) fic;, con f; € F. Si MP(c) < MP(c;), entonces c
i=1

es una combinacion lineal de S(c;, c;), cuyos coeficientes pertenecen a F.
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Como se dijo antes, la definiciéon 3.2.1 proporciona un método para encontrar
una base de Grobner mediante el teorema que sigue a continuacién y cuya prueba
se encuentra con mas detalle en (Adams y Loustaunau, 1994), el cual es conoci-
do como teorema de Buchberger en reconocimiento al matematico austriaco Bruno

Buchberger.

Teorema 3.2.2. Sea G = {g1,...,q:} C F[X] tal que cada g; # 0. G es una base de

Grébner si y solo si para todo i # j se tiene que:

G
S(gi,9;) =+ 0

Demostracion. (=>). Si G = {gi, ..., g:} es una base de Grobner para I = (g1, ..., 1),
entonces S(gi, g;) £>+ 0 para todo i # j por el teorema 3.1.1, debido a que S(g;, g;) €
1.

(<=). Se usara el item iii) del teorema 3.1.1 para probar que G es una base
de Grobner. Sea ¢ € I, entonces este puede ser escrito de muchas maneras como
combinacion lineal de los g;. Por ejemplo:

t
c= Zhigi, con , X = max(MP(h;)MP(g;)).

1<i<t
i=1

Si X = TP(c) se termina la demostracion. De lo contrario, si X < TP(C) se debe
encontrar otra representacion de ¢ con un X mas pequeno lo cual conducira a una

contradiccion. ]

Ejemplo 3.2.2. .
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» Sewverd que G = {y>—2y, xy—2y, x> —2y*} es una base de Grébner considerando

el orden lexicogrdfico.

Calculando los S — polinomios se obtiene:

3 3
. Y3z Y3z
Sy’ — 2y, xy — 2y) = ?(?Jg —2y) — x—y(wy —2y)

=’z — 22y — y'x + 2°

= —2xy + 21°.
l.2y3 $2y3
Sy’ — 2y, 2% — 2¢%) = 7 (v* = 2y) — —-(@* = 29")

7y LY, o 2
S(zy — 2y, 2% — 2y?) = “Z(ay — 2y) — —Z(a? — 2
(zy — 2y,2° — 2y°) xy(afy y) - 5 (@ —2y)
= 2%y — 22y — 2%y + 2°

= —2xy + 25

Ahora, el siguiente paso corresponde a verificar que cada uno de los S —
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polinomios es reducido a cero respecto de G.

293
ry =2y’ — 2xy — ?(yg —2y)

= 23 — 2zy — 27 + 4y

= —2xy + 4y

x
ro = —2xy + 4y — y(my —2y)

= —2zy + 4y + 2zy — 4y
= 0.
Ast, S(y® — 2y, 2% — 2y?) g+ 0.

Del mismo modo,

xry— xy— 3_ 3__
S(y® —2y, xy —2y) =% = —dzy+2y° 2L 2 2 — 8y % 2 —8y+4y° L= 20

Ty— 3
S(zy — 2y, v* — 2y%) = —2xy + 21 W2, —2u° + 4y v 0,

s Retémese el conjunto G = {xty+2xy3 + 523, 22y — 3zy, zy* +xy*} del ejemplo
3.2.1 y sus S — polinomios obtenidos.
Como,

622y? + day® E@ 4y + dxy

se concluye que G no es una base de Grobner para (G).
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Para hallar una base de Grobner usando este teorema, se debe reducir cada
S — polinomio en G y si el residuo no es cero, se agrega este residuo al conjunto de
generadores. Se debe repetir este proceso hasta que todos los S — polinomios posibles

se reduzcan a cero.
Ejemplo 3.2.3. .

» Sea I = <gl =Ty —T,G2 = 1,2 - y> C Q[x7y]7 <lgim)'

S(g1, 92) = “(ay - 7) - ZL(@* - y)

Como

2 9 a?—y

y? — 2 — |y — 2P

—?($2—y)=y2—y

entonces,

-2 Sy,

luego, haciendo g3 = y*> — vy, al ser este residuo no cero, se debe agregar al

conjunto generador G, quedando:
G = {zy — 2% —y,y* —y}.

Obsérvese que el hecho de haber agregado a g3 hace que S(g1, go) £>+ 0.
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Veamos ahora si los otros S — polinomios también se reducen a cero:

=0.
Por otro lado,
22y w2y?
S(92,98) = —5 (=" —y) = " )

= (®y* —y°) — (2%y® — 2y)

= —y3 < x2y.

Aplicando el algoritmo de la division (Teorema 2.3.8):

IL‘2

)
ro=—y +a’y - x—y(xy — )

— o 2ty — 22y + 2

= —y3 52

3 s 7%
re = -y’ +a° — — (2" —y)
x
SR S

= -y’ +y.
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3 —y° 2
r3=—y +y—?(y —y)

=y +y+y’ -y’

= -y’ +y.

2 -y, 5
Ty ==Y +y—7(y — )

=y +y+y’ -y

=0.

Luego, S(go,g3) ﬂnr 0 y en consecuencia G1 es una base de Gribner para el

ideal dado.

» Se encontrard una base de Grébner para el ideal I = (z*y+2z,zz+y) C Qx,y, 2]

con respecto a <jq.
El primer paso es calcular el S — polinomio:
22

Yz
S(z*y + 2,02 +y) = %(ﬁy +2) —

Yz
Tz +

— (22 +y)

= x2yz + 22— x2yz — a:y2

= —ny + 22,

Como se puede observar el TP(—xy? + 2*) = —xy? no es divisible por ninguno
de los términos principales de x*y + z y xz +y por lo tanto, —xzy® + 2* es

reducido respecto a este par de polinomios y en este caso debe ser agregado al
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conjunto generador, quedando este ultimo de la siguiente manera:

Gy ={—zy’ + 2>, 2%y + z,22 + y}

Ahora, calculando los correspondientes S — polinomios para G se obtiene:

—xyz —xy’z
S(—zy® + 22 vz +y) = —xyy2 (—zy® + 2%) — Y

(zz +y)

= —zy’z + 22 + xP2 +4°

=y*+2°

El cual es reducido respecto de Gy y por tanto, se deberd anadir a este. Antes,

se calculara el otro S — polinomio.

g2y a2y
S(—zy® + 22, 2%y + 2) = —zy? +2%) — —(z’y + 2
(—zy Y+ 2) _xyg( Y ) 2y (z7y + 2)

= —2%y? + 22 + 2%y* + y2

— 7% + Yz.

El lector podrd verificar que este ultimo polinomio puede ser reducido a cero
respecto de GG1 y en consecuencia no se anadira a G1. En este punto tenemos

la siguiente base de Grébner:

Go = {—ay* + 2%, 2%y + 2,22 + y,y° + 2°}
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» Se encontrard una base de Grébner para el ideal I = (z*y+2z,zz+y) C Q|x,y, 2]

con respecto a <jiny-

Calculando el correspondiente S — polinomio se tiene:

Tz Tz

S(z+a?y, w2 +y) = — (2 +2°y) — —(vz +y)
% Tz
::cz+x3y—a:z—y

=’y —y

El siguiente paso es verificar si este S — polinomio es reducido respecto de I

3

3 Yo 2
rn=xy—y— —(@y+=z
1 Y Yy xgy( Yy )
=2y —y— 2’y — x2
=—xz—Y

A
> (xz +y)

ro = —xz—Y —
=—xz—y+arz+Yy

=0

Como se observa que el S — polinomio es reducido a 0 respecto del conjunto

generador, se concluye que {x*y + 2,1z + y} es una base de Grébner para I.
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El procedimiento mostrado en este ejemplo se puede resumir en el siguiente

pseudo-codigo:

Algorithm 1 Algoritmo para calcular una base de Grobner
Entrada: F = {f1,..., fs} CA[X]con f; 20 (1 <i<3s).

Salida: G = {g1, ..., g}, una base de Grobner para (fi, ..., fs)-
Inicio: G := F, G* == {{fi, f;} | fi. [; € G}
Mientras G* # () hacer

Escoja cualesquiera {f, g} € G*

G =G —{{f9}}

S(f,q) £>+ h, donde h es reducido con respecto a G

Si h # 0 entonces

G* := G*U{{u, h} | para todo u € G}

G :=GU{h}
Fin Si

Fin Mientras

El siguiente teorema prueba que en efecto del algoritmo de Buchberger se

obtiene una base de Grobner:
Teorema 3.2.3. Dado F = {f1,..., fs} C A[X] con f; #0 (1 <i < s), el algoritmo

de Buchberger producird una base de Grébner para el ideal I = (f1, ..., fs).

Demostracion. Primero se mostrara que el algoritmo termina en un niimero finito de

pasos (Por contradiccion). Suponga que este no termina, a medida que el algoritmo
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progresa, se estara construyendo la cadena estrictamente creciente
Gl C GQ C G3 s

cada G; sera obtenido a partir de G;,_; anadiendo a este algiin h € I y este h es una
reduccién distinta de cero con respecto a GG;_; de un S—polinomio de dos elementos
de G;_1, como h es reducido, se tiene que T'P(h) ¢ TP(G;_1) y en consecuencia se

tiene la cadena estrictamente ascendente de ideales

contradiciendo asi el item ii) del teorema de la base de Hilbert (Teorema 2.4.1).

Ahora, suponga que el algoritmo termina en un conjunto G = {g1, g2, ..., g¢ , se
tiene entonces que F' C G C I y por tanto I = (f1, fa, ..., fs) C (91,92, .-, g+) C I. Asi,
G es un conjunto generador para I y ademds, si g;,g; € G entonces S(g1, g2) £>+ 0
por construccién. Por lo tanto G es una base de Grébner para I por el teorema

3.2.2. []

Una observacién que resulta del ejemplo anterior es que un mismo ideal [
puede distintas bases de Grobner dependiendo del orden escogido. En particular,
para un ideal habra un tipo especial de bases de Grobner llamado bases reducidas, lo
que simplificard atin més cualquier calculo que se realice en I. En la siguiente seccion

se trabajara alrededor esta cuestion.
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3.3. Bases de Grobner reducidas

A partir del Teorema 3.2.3 se puede observar que uno de los principales pro-
blemas que surge, es la cantidad de elementos que aparecen en la base, pues, a esta
se le iran anadiendo S — polinomios cada vez que estos no se reduzcan respecto de
la base inicial. Para optimizar este algoritmo se procede a reducir la base como se

vera a lo largo de esta secciéon:

Definicién 3.3.1. Una base de Grobner G = {g1,...,g:} es minima si para todo

i€{L,2,...,t} se tiene que CP(g;) =1 y para todo i # j M P(g;) 1 M P(g;).

De esta definicién, se desprende que la base de Grobner hallada en el primer
item del ejemplo 3.2.2 es una base minima, de igual forma que lo es la base G; hallada

con el algoritmo de Buchberger en el primer item de ejemplo 3.2.3.

Un primer resultado que se sigue a partir de esta definicién es que toda base
de Groébner es minima o se puede reducir para encontrar una base minima, tal como

se afirma en el siguiente teorema:

Teorema 3.3.1. Sea G = {¢1,...,q:} una base de Grébner para un ideal I. Para
obtener una base de Grobner minima desde G, se deben quitar del conjunto gene-
rador todos los g; para los cuales existe un j # i de manera que MP(g;)|MP(g;).

Finalmente se debe dividir cada g; que quedo en la base por su coeficiente principal.

Demostracion. Sea ¢ € I, como G es una base de Grobner entonces existe un

gi € G tal que MP(g;)|MP(c), si MP(g;)|MP(g;) para algin g; € G, se tiene
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que M P(g;)|MP(c) y por tanto, G; = G —{g;} es una base de Grébner también. Al
repetir este proceso para (G se obtendra una nueva base G5 y asi sucesivamente hasta
que ya no exista un j tal que M P(g;)|MP(g;), Si se le llama Gy, a la Gltima base
obtenida y se divide cada elemento de esta entre su monomio principal, resultara

una base minima. OJ

El siguiente ejemplo muestra como hallar una base minima.

Ejemplo 3.3.1. Para I = (y> + yx + 2%,y + x,y), se puede verificar mediante el

algoritmo de Buchberger que una base de Grébner respecto del orden lexicogrifico es:

G={y+yr+2°y+uzyz2°}

Sin embargo, el monomio principal de y-+x divide al monomio principal de y?+yx+x?

y por lo tanto, se puede prescindir de este en el conjunto generador obteniendo:

Gl = {?/+$a?/7957="172}

nuevamente, M P(x)|M P(x?), retirando este ltimo de Gy se llega a:

GSZ{y+x>$ay}

finalmente, retirando x + y se tiene:

G4 = {I‘,y}
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Obsérvese que también se podria minimizar G a {y + x,x}.

Este ejemplo permite ver que cuando se minimiza G se obtienen bases del
mismo tamaifio, es decir, cada base minima tiene la misma cantidad de generadores.

Esto no es una casualidad, sino que es una generalidad para cualquier base G.

Teorema 3.3.2. SiG ={g1,...,9:} yG' = {9}, ..., g.} son bases de Grébner minimas
para un ideal I, entonces s = t y después de enumerar convenientemente, se tiene

que TP(g;) = TP(g.) para todo i = 1,2, ..,t.

A pesar de que las bases de Grobner minimas tienen la misma cantidad de
elementos no son iguales, como se evidencia en el ejemplo 3.3.1. Por lo tanto, para
lograr la unicidad se necesita de una condicion especial en los polinomios de la base

de Grobner.

Definicién 3.3.2. Una base de Grébner G = {q1,...,9:} es llamada una Base de
Grobner reducida, si para todo g; € G se tiene que CP(g;) = 1 y g; es reducido
respecto de G —{g;}. En otras palabras, todo término distinto de cero que aparece en

g; no es divisible por el término principal de algin g;, con j # i.

A la luz de esta definicién la base minima {y + z, z} no es reducida, mientras

que {z,y} si es una base de Grobner reducida.

Para construir una base de Grébner reducida a partir de una base minima se

puede hacer lo siguiente:

Si G = {q1,...,0:} es una base de Grobner minima para I, considere H; =

G—{n}tyan ﬂnr hy, entonces Hy = H; U {h;} es una base Groébner para I.
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reduciendo g, con respecto a Hy se obtendra un hy el cual se debe anadir a Hy —{g>},
obteniendo asi, H3 = (Hy — {g1}) U {h2}, repitiendo este proceso hasta reducir g, a

un hy, se obtendrd la base Grobner reducida H = {hq, ho, ..., h}.



Uso de IA y software especializado

En la actualidad existen algunas herramientas tecnoldgicas que permiten el
calculo de Bases de Grobner. Software de suscripcién como Wolfram Mathematica,
Maple o Macaulay2, tienen incorporadas dentro de sus multiples herramientas, el

calculo de Bases de Grobner.

En esta secciéon se abordaran CoCoA y SINGULAR las cuales son aplicaciones de
software libre que aunque no son tan poderosas como las antes mencionadas permiten
también encontrar entre otras cosas bases reducidas. Adicionalmente, se trabajara

con IA tales como chatGPT y Julius mostrando sus ventajas y posibles desventajas.

4.1. CoCoA

A continuacion se muestran algunos ejemplos de instrucciones en el software
CoCoA para el trabajo aritmético de polinomios y ademas el célculo de una Ba-
se de Grobner. Para los detalles de instalacion del software el lector puede diri-

girse al manual de (CoCoA Team, 2024) el cual se encuentra en la pagina web:

130
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https://sites.google.com /view /cocoa-cocoalib.

En CoCoA los anillos de polinomios con que se puede trabajar son aquellos

con coeficientes en:

ZZ: #Anillo de enteros.

QQ: #Anillo de racionales.

ZZ/(N): #Anillo cociente de enteros.
R: #Anillo de numeros reales.

QQ[i]l: #Anillo de complejos.

Si R es un anillo e I es un ideal, entonces el comando R/I crea el anillo cociente
correspondiente.
Figura 4.1: Ejemplo anillo cociente en CoCoA
se R::= ZZ/(5)[x,y], Lex;
:= Ideal(U#*x"2-3%y, K 2%x-y);

educedGBasis(I);
X #2%y, y"2 42wy]

U
I
R

El siguiente ejemplo muestra como hacer operaciones aritméticas de polino-
mios en Zs[z,y|:

Figura 4.2: Arimética de polinomios en CoCoA

# Use R::=2Z/(5)[x,vy];
# Fi=bkx"2-3%x+1;

# G:=5kx"2+l*y"2-3;

# F+G;

—x"2 —y"2 +2%x -2

# F-G;

X"2hy"hD —Dhky"2 —2kx"2 —y"2 —x 42

# F/G:

——> ERROR: Inexact division (i.e. quotient does not exist in ring or monoid)
——> [CoCoALib] RingElem / RingElem

—> F/G;

—_—

#
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Como observacion, las multiplicaciones deben estar obligatoriamente indica-
das por el operador *, por ejemplo, se debe escribir 3*x*y en lugar de 3zy. Ademas,
observe que CoCoA arroj6é un error al momento de hacer la divisién, esto se debe a
que la divisién no es un elemento del anillo, no obstante, si se desea saber el cociente
y residuo de dicha division, se debe usar otro comando. Por otro lado, recuérdese
que para poder dividir se hace necesario indicar el orden de los términos y al no
haberlo indicado CoCoA utiliza el orden Lexicografico graduado inverso por defecto,

sin embargo, también admite los 6rdenes:

Lex; #Lexicografico.
Deglex; #Lexicografico graduado.
DegRevLex; #Lexicografico graduado inverso.

Xel; #lexicografico inverso.

Figura 4.3: Algoritmo de la division CoCoA un solo divisor

# Use R::=ZZ/(5)[x,y], Lex;
B F:=l*x"2-3%x+1;

# G:=Bkx"2+lky"2-3;

# DivAlg(F,[G]);

record[quotients := [B], remainder := -x"2 +2%x +1]
# DivAlg(G, [F1);

record[quotients := [0], remainder := —y"2 +2]

# |

Suponga que se desea realizar la divisiéon de %y + 22 — zy — y? respecto de
{y? — x,2y — y,2*> — 2} C Q|x,y] con el orden lexicogréafico. Se utiliza entonces el
comando DivAlg y como primera entrada el polinomio a reducir, luego se enlistan

los polinomios del conjunto:
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Figura 4.4: Algoritmo de la division CoCoA varios divisores

# Use R::=QQ[x,y], Lex;
# DivAlg(x"2ey+x"2-xry—y"2, [y"2-x, x*y-y, x"2-x]1);
record[quotients := [-x*y -x -y"3 —-y"2 +y, @, @], remainder := y"5 +y"ti —y*3 —y*2]

# DivAlg(x"2#y+x"2=xxy-y"2, [x*y-y, y"2-x,x*2-x]);
record[quotients := [x +y, -x, B8], remainder := B8]
#

Note que CoCoA no realiza la reduccion sino que va realizando las divisiones

segun el orden en que se escriban los polinomios.

CoCoA también permite el calculo de bases de Grobner, el siguiente pseudo-

codigo ejemplifica su uso para esta tarea:

Use R ::= QQ[x,y,z]; # Define el anillo de polinomios con
coeficientes en Q.

I := Ideal[xxy~™2 - z72, x72*%y + z, x*z + y]; # Define el ideal
de polinomios.

G := GBasis(I); # Calcula una base de Groébner.

G; # Muestra la base de Grobmer.

Utilizando este algoritmo se tendra como resultado la base G = {zy — 2z, 22 —

y?,y> — x2} tal como se muestra en la imagen a continuacién:
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Figura 4.5: Ejemplo base de Grobner en CoCoA

C:\Program Files\cocoa-5.4\C/ X

Loading CoCoA packages from directory:
./packages

—_t 7 |
VAV A by A Ry | [
/1 /_/// /__7/ Ay e

/
VA I I —

With CoCoALib and external libraries GMP, Normaliz, Frobby, Gfan, CDD
indent(VersionInfo(), 2); — for information about this version

# Use R ::= QQ[x, vy, z];

# I := Ideal(x*y - z, x"2 - y*

# G:=GBasis(I);

# G;

[x*y -z, x"2 -y"2, y"3 —x*z]

#

Cambiando el orden se obtiene lo siguiente:

Figura 4.6: Ejemplo orden de términos en CoCoA

se R ::= QQ[x, y, z], Lex;
= Ideal(x*z + y, y"2 — z, x — y*z);
:= GBasis(I);

OoOHC

-

X —y*z, y"2 -z, y*z"2 +y, z"3 +z]
se R ::= QQ[x, y, z], DeglLex;

:= Ideal(x*z + y, y"2 = z, x — y*z);
:= GBasis(I);

OoOHC

M
*
M=

-x, y"2 -z, x*z +y, x*y -z"2, x"2 +z, z"3 +z]
se R ::= QQ[x, y, z], DegRevlLex;

:= Ideal(x*z + y, y"2 - z, x - y*z);

:= GBasis(I);

OoOHC

M
*
M =

X, Xx*z +y, y"2 -z, xky -z"2, x"2 +z, z"3 +z]
se R ::= QQ[x, y, zl, Xel;

:= Ideal(x*z + y, y"2 = z, x — y*z);

:= GBasis(I);

OoOHC

T
+x"2, y -x"3, x"5 +x]

N

#
#
#
#
[
#
#
#
#
[
#
#
#
#
[
#
#
#
#
[
#

Se puede usar el software para encontrar una base de Grobner reducida cam-

biando el comando GBasis() por ReducedGBasis().
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Nota: En los casos que fueron trabajados con CoCoA los comandos GBasis ()

vy ReducedGBasis () producen la misma base de Grébner como resultado.

4.2. Singular

Al igual que CoCoA, SINGULAR en un software libre dedicado al algebra
computacional de polinomios. Entre sus funciones se tiene el cdlculo de bases de

Grobner.

En SINGULAR se encontraran dos tipos de 6rdenes preestablecidos, globales y
locales. Se sugiere al lector remitirse al manual en cual se encuentra en la pagina web
(https://www.singular.uni-kl.de/) para ver la definicién de estos. A continuacién se

listan los 6rdenes globales:

lp; #Lexicografico.

rp; #Lexicografico inverso.

dp; #Lexicografico reverso graduado.
Dp; #Lexicografico graduado.

wp; #Lexicografico '"pesado" reverso.

Wp; #Lexicografico pesado.
Los érdenes locales son:

1ls; #Lexicografico negativo.
ds; #Lexicografico reverso graduado negativo.

Ds; #Lexicografico graduado negativo.
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La siguiente lista de instrucciones es un ejemplo para el calculo de una base de

Grobner en SINGULAR.

ring R = 0,(x,y,2),1p;
ideal I = x*z+y; y 2-z,x-y*z;

groebner (1) ;

En la primera linea se define el anillo R, el 0 se usa para indicar que los coeficientes
pertenecen a Q. (x,y, z) son las indeterminadas del anillo de polinomio y 1p es el

orden lexicografico.

En la segunda linea se genera el ideal I, para luego mostrar la base de Grobner

mediante el comando groebner (I).

Figura 4.7: Ejemplo cdlculo de una base de Grobner en SINGULAR

$ Singular

A Computer Algebra

En la anterior imagen se observa como resultado la base G = {23 + z,y2% +

y,y? — 2,2 — yz}, la cual coincide con la arrojada en CoCoA (Figura 4.6).
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4.3. ChatGPT

Se inici6 una conversacién con ChatGPT desde cero, es decir, sin que hubiesen
interacciones previas de un usuario con esta herramienta, el objetivo es analizar qué
tan util puede resultar el uso de una (IA) al trabajar en matematicas, especificamente

con bases de Grobner. A continuacion se copia la interaccién con (ChatGPT, 2024):

Usuario: Hola, deseo calcular una base de Grobner para el ideal generado por los

polinomios x? + y,y* — 2z, — yz, en el anillo Q[z, y, z|. {Me puedes ayudar?

ChatGPT: jHola! Claro que si, te puedo ayudar a calcular una base de Grébner
para el ideal generado por los polinomios f; = 22 +y, fo = y* — 2y, fs = * — yz, en

el anillo Q[z, y, z].

La base de Grobner es un conjunto de polinomios generadores del ideal que
tienen ciertas propiedades que hacen que sean "mas simples”’para realizar calculos en
algebra computacional, como resolver sistemas de ecuaciones o realizar operaciones

ideales.

Para calcular la base de Grobner, se utiliza un algoritmo como el de Buch-
berger, el cual encuentra una base de Grobner con respecto a un orden monomial
dado. Un orden monomial cominmente utilizado es el orden lexicografico o el orden

de grado total.

Vamos a proceder a calcular la base de Grobner utilizando el algoritmo de

Buchberger para los polinomios fi, fo y f3 en el anillo Q[z, vy, z].
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Voy a hacer los calculos y te daré la base de Grobner en breve.

It seems like I can’t do more advanced data analysis right now.
Please try again later. However, you can still compute the Grobner basis
using tools like **SymPy** (si estds programando en Python) o **Mathemati-
ca®*. Si necesitas ayuda con cémo usar estas herramientas para calcular la base de

Grobner, estaré encantado de guiarte.

La primera observacion para resaltar es que, al parecer, al usarse una version gratuita
de ChatGPT no se pueden hacer calculos avanzados, sin embargo, una alternativa

propuesta por la (IA) es el de generar un cédigo de Python para resolver el problema:

from sympy import symbols, groebner

# Definir las variables y los polinomios
X, y, z = symbols('x y z')
fl = x*%%2 + y

2

y**2 - z

f3 = x - y*z

# Calcular la base de Grobner

G = groebner([f1, f2, £3], x, y, z, domain='QQ")

# Mostrar la base de Grobner

G
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El cual al ser compilado arroja como resultado:

Grobner Basis((x + 2y+ 2328 — z), (7,9, 2))

Esta es en efecto una base de Grobner para (x2 + y,y? — 2,2 — y2) usando el orden

lexicografico.

4.4. Julius

El propésito es ahora analizar el comportamiento de una IA llamada Julius
AT que tiene como caracteristica el estar disenada principalmente para el andlisis de

datos y calculos matematicos.

Se procede a generar con (AI, 2024) la misma interacciéon que con chatGPT:
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Figura 4.8: Interaccion con Julius Al

D

Hola, deseo calcular una base de Grobner para el ideal generado por los polinomios
x*2+y, y"2-z, x-y*z, en el anillo Q[x,y,z]. {Me puedes ayudar?

Code Explanation

Code Output

The base de Grobner para el ideal generado por los polinomios =+ U, U° — 2,y £ — yz en el anillo
Q[z, y, z] ha sido calculada exitosamente. Aqui esta la base de Grébner:

GroebnerBasis([x + z**4, y + z**3, z*% - z], X, ¥, Z, domain="ZZ", order="lex")

Esta base de Grobner es un conjunto de polinomios que genera el mismo ideal y tiene propiedades utiles
para resolver sistemas de ecuaciones polindmicas.

La primera impresién es que al igual que ChatGPT genera un cédigo en
Phyton, el cual coincide exactamente con el arrojado por la otra IA, no obstante,
lo compila dentro de la conversaciéon. Por otro lado no hace explicaciones sobre la

teoria de bases de Grobner como si lo hace ChatGPT.

Se puede observar que ambas [A dan soluciéon al problema planteado, sin

embargo, Julius es mas ventajosa ya que permite ejecutar codigo dentro de su entorno
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haciendo que su solucién sea mas completa e inmediata.

Por otro lado, una fuerte desventaja de Julius frente a ChatGPT es que sélo
permite un maximo de 8 interacciones al usuario por dia en su version gratuita,

mientras que en ChatGPT se permite un ntimero ilimitado.

En conclusién, las dos TA ademas de dar una solucién especifica generan un
c6ddigo en Phyton modificable que permite aprender algo de programacion para pos-

teriormente resolver problemas mas complejos.

A través de estas interacciones se puede ahondar en la teoria de bases de
Grobner en relaciéon con los caminos que proponen las IA y el tipo de problemas
que pueden resolver, por lo pronto la intencién del trabajo no es hacer un analisis
exhaustivo de como el uso de herramientas tecnolégicas abordan estos problemas y

simplifican procesos de calculo matematico.



Algunas aplicaciones

Como se mencion6 al final del ejemplo 2.3.10 uno de los primeros problemas
que aparecié con respecto al algoritmo de la division es el del ideal membership y
aunque no se dijo en su momento, como consecuencia del teorema 3.1.1 se ha resuelto
este problema debido a que si G es una base de Grobner para I entonces ¢ € I si
y solo si ¢ £>+ 0. En esta seccién se pretende abordar otra aplicacién de las bases
de Grobner y para ello se involucraran ejercicios comunes en otros contextos de las

matematicas.

5.1. Uso de bases de Grobner en problemas de op-
timizacion

El lector estara familiarizado de sus cursos de céalculo con el concepto de
optimizacién, el siguiente ejemplo es uno de los problemas tipicos que se aborda en

esta area de las matematicas:
Ejemplo 5.1.1. Encuentre el punto sobre la curva C de interseccion de la esfera

142
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22+ y2+22=9 yel plano x — y + 3z = 6 que estd mds alejado del plano xy.

Figura 5.1: Ejemplo cdlculo de una base de Grobner en interseccidon de una
esfera y un plano.

Solucion: Para solucionar este problema se puede hacer uso de los multipli-

cadores de Lagrange y resolver el sistema:

;

22N+ [ =0
2UN — =0
22\ + 3u =0

4y 422 -9 =0

r—y+3z2—6 =0.

Aunque este problema se puede resolver con una manipulacion algebraica adecuada,

el lector advertird que este tipo de problemas sera complejo dependiendo de la forma
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de la funcion a optimizar y de la cantidad de restricciones que se tengan.

Si se suman las dos primeras ecuaciones llegaremos al sistema equivalente:

.
T+y =0

4y 422 -9 =0

rT—y+3z—6 =0
2xA + 1 =0
. 222+ 3u =0.
El cual al sumar la primera ecuacion con la tercera y hacer la sustitucion y = —x en

la sequnda ecuacion se tiene el sistema:

(

r+y =0
232 2900 = ()
20 +3z—6 =20

20N+ p =0

22N+ 3 =0.
\

Finalmente, despejando una de las variables en la sequnda ecuacion y sustituyéndola

en la tercera ecuacion se tienen las soluciones: x = % + %\/ 14, y = —1% + % 14,

z=1+2V14

Obsérvese que al ir resolviendo el sistema lo que se esta haciendo es encontrar
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un conjunto de polinomios cuyas raices sean las mismas que los del problema inicial y
en la medida que estos tengan una expresion mas sencilla, el problema se simplificara.
Es de alli que una propuesta para la solucion de este sistema sera la de definir el
ideal I = (22X + u, 2y\ — p, 2% + y?> + 22 — 9,2 — y + 32 — 6) y encontrar una base
de Grobner reducida para I, generando asi un conjunto de polinomios que faciliten

los calculos. Ahora se formalizara esta idea y después se retomara este ejemplo.

Haciendo un estudio similar al que se realizé en el caso de una variable, se

define la funcién de evaluacién en el caso multivariable.

Definicién 5.1.1. Sea (A, +,-) un subcampo de un campo (E,+,-). La funcion

evaluacion en varias variables es definida por:

¢X0 3 A[X] — A

a(X) = ¢x,(a(X)) = a(Xo)

Aqui Xo = (a1, as, - ,ay), esto es, una n-tupla de elementos de A, en otras palabras,
Xo es un elemento de A™ y este ultimo recibe el nombre de espacto afin. En el caso

en que a(Xo) =0 se dice que Xy es una raiz del polinomio a(X).

Una consecuencia que al lector le pueda parecer interesante es que la funcién
evaluacion permite generar una conexiéon entre los polinomios y el conjunto que
contiene sus raices que (por lo general representado por un lugar geométrico), esto
es, para cada polinomio a(X) € A[X] se puede definir V(a(X)) como el conjunto
de todas las soluciones de la ecuacién a(X) = 0, es decir, el conjunto de todas sus

raices. Asi, si por ejemplo, A =R y a(x,y) = x*> + y*> — 4, entonces V(2% +y*> — 4) es
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el circunferencia de radio 2 sobre el plano xy centrado en el origen. Formalmente:

Definicién 5.1.2. Sean (A,+,-) un campo, (A[X],+,-) su anillo de polinomios en

n variables y a(X) € A[X].

» La variedad definida por a(X) es el conjunto:

V(a(X)) =4{Xo = (a1, -+ ,a,) € A" | a(Xy) = 0}

w Si F=A{fi1, fo, - fs} T A[X] entonces la variedad definida por F es:

V(F)={(a,...,a,) € A" | fi(a1,...,a,) = 0, para todo i=1,2,...,s}

Teorema 5.1.1. Sea (A, +,-) un campo y F = {f1,..., fs} C A[X] entonces:
V(F) =V (£)
i=1

Demostracion. Obsérvese que (ay,..,a,) € V(F) siy sélo si fi(ay,...,a,) = 0 para
todo i € {1,...,s}, y esto es equivalente a decir que (ay,...,a,) € V(f;) para todo i,

lo cual equivale también a que (ay, ..., a,) € (i_; V(). ]

Ejemplo 5.1.2. .

» Sea F = {2® —52%+ Tz — 3,2® — 62° + 11a — 6} entonces V(F) = {1, 3}, por
otro lado, V(23 — 5z* + Tx — 3) = {1,3} y V(2® — 622 + 11z — 6) = {1,2,3}
luego V(2% — 52* + Tz —3) NV (2® — 622 + 11z — 6) = {1,3} n{1,2,3} = {1, 3}.
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» ComoV(2x —y—3)={(z,20—3)} y V(zr —y—2) = {(x,x — 2)} entonces
(x,y) e V2r—y—3)NV(x—y—2) si y sdlo si (z,y) = (v,2—2) = (z,2x—3)
luego x — 2 = 2x — 3 y en consecuencia x = 1 y y = —1, por lo tanto

VR2r—y—3,z—y—2)={(1,-1)}.

Para ver como el uso de variedades puede ayudar a la resolucién de sistemas
de ecuaciones considérese V' (I) con I = (f1, fo,..., fs), es decir, las soluciones del

sistema infinito:

y compare con las soluciones del sistema finito:

fi=0,/2=0,..f =0. (5.2)

Es claro que toda solucién en (5.1) es también solucion de (5.2).

Ahora, si (aq,...,a,) € A" es solucion del sistema (5.2) y f € I entonces
flay,...,a,) =0 ya que f = i w; fi;, para algunos u; € A[X]. Por lo tanto, esta sera
una solucién del sistema (5.f):.18€ tiene asi que V(1) = V(f1, ..., fs), ademds se sabe
que si {f],..f/} es otro conjunto generador del ideal I entonces V(I) =V (f{,..., f{).
Esto quiere decir que las soluciones del sistema f; = 0, ..., f¢ = 0 son las mismas
soluciones de f| = 0,..., f/ = 0, luego, una variedad no esta determinada por un
conjunto particular de ecuaciones si no que esta determinada por un ideal. Por lo

que se puede usar las bases de Grobner para encontrar una “mejor” representacion

para I y obtener una “mejor” para V ([).
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Ejemplo 5.1.3. .

148

» Retomando el ejemplo de optimizacion el cual inicié esta discusion (Ejemplo

5.1.1), Tomese I = (2z\+ u, 2y\ — p, 22 +y* + 2> — 9,2 — y + 32 — 6), usando

CoCoA para hallar una base reducida se tiene:

63 15 11 1 63 15 21 9

CRD P YT I WY L . S 7

4 4 2 2

O equivalentemente el sistema:

(

r—%u+L =0

o1
)\—FE/JJ—Z =0
y+Eu—3¢ =0
z+3%u—32 =0

(gt =0

Obsérvese que las demds variables solo dependen de i, por lo tanto, resolviendo
para pv en la ultima ecuacion (la cudl es una cuadrdtica) se obtiene: p = % V14
y al hacer la respectiva sustitucion se obtiene el mismo resultado que se habia

anticipado. A saber:

T = 124914
- 22

_12+v14 5 = 181314
22 7T 11 :

Y

Suponga que se desea encontrar la interseccion entre la recta v = % y la cir-

cunferencia x* + y* = 4.

7}
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Se debe resolver el sistema:

20 —1=0

2 +y?—4=0

Usando CoCoA para calcular una base de Grébner reducida del ideal I =
2z 4 1,27 + y? — 4) se tiene que gy =+ 3, go = y> — L.

Solucionando ahora el sistema g1 =0, go = 0 se tiene x = —%, Yy = :l:\/TT5

» Para hallar la interseccion entre las curvas x> +y? = 5,2° +y* = 33,2% —bay =
—2. Se plantea el sistema:

(

2+ y?—=5=0

12 +42—33=0

23 —5zy+2=0
\

Se considera el ideal I = (2% +y? — 5,2° +y* — 33, 2% — Sy + 2) y se obtiene

la base de Grébner G = {x — 2,y — 1} con respecto <.

Asi se tiene que la solucion es x = 2,y = 1 como lo muestra la siguiente figura:
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Figura 5.2: Sistema de ecuaciones

s Aunque el sistema:
2+ —-1=0
—zy+z—y*=0
Se transforme a
r—yt—yP+y—1=0
Y-y ty -yt +2y—1=0
y este ultimo parezca mds complejo de resolver a simple vista, obsérvese que la
sequnda ecuacion solo se encuentra en la variable y, luego, se podria usar un

método numérico como Newton-Raphson para aprorimar la solucion y ya con

y fijo, la primera ecuacion es trivial.

Usando Julius Al para generar el codigo en phyton para dicho método numérico,
se obtuvo después de la cuarta iteracion que y = 0,5974970086825179, por lo

tanto, una aproximacion a la solucion del sistema es:
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x = 0,8869565769 y = 0,5974970086825179

s La base de Grobner reducida usando <; asociada al sistema de ecuaciones

lineales )

r4+4dy—2—-6=0

20+ 5y —724+9=0

3xr—2y+2—-—2=0
\

es G={x—1,y—2,2z—3}. Con esta se puede determinar que la solucion al

sistema esx =1, y=2, 2=3

El lector estard tentado a pensar que si finalmente se usara un software para
calcular las bases de Grobner jporqué no usarlo en primera instancia para resolver
el sistema de ecuaciones? pero justamente el punto aqui es que la mayoria de estos

software utilizan el método de las bases de Grobner para solucionarlos.

5.2. El problema k-coloreado

Otro contexto donde las bases de Grobner pueden ser de utilidad es en la teoria
de grafos ya que uno de los problemas méas famosos en esta area de las matematicas
es el conocido como el problema de la k—coloracién. En el cual se desea colorear los
n vértices de un grafo con k colores de manera que dos vértices adyacentes (unidos

por una misma arista) no queden con el mismo color. A modo de ejemplo, supéngase
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que se desea colorear el grafo de la figura 5.3 con los colores rojo y azul.

Figura 5.3: Grafo de seis vértices

Después de unos pocos intentos, el lector podré encontrar la siguiente solucion:

Figura 5.4: Grafo dos colores, solucion

Y aunque a simple vista para este caso el problema pueda parecer trivial,
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esto se puede complicar a medida que tanto el nimero de vértices, aristas y colores

aumente, tal como se vera mas adelante.
Una solucion algebraica para este problema de los dos colores consiste en:

1. Utilizar los nimeros 1 y —1 para los colores, por ejemplo, al color azul le

correspondera el —1 y al rojo el 1.

2. Hacer corresponder las variables z; de (Clzy, .., z,],+,) con cada uno de los

distintos n vértices (Ver figura 5.5).

Figura 5.5: Grafo enumeracion de vértices

Obsérvese que la forma en que se hace la correspondencia entre vértices y
variables es aleatoria. Ahora, como cada vértice tendra uno de los dos posibles colores

(1 y —1) se tiene que para todo i:
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Por otro lado, también se tiene que:

x; —xl =0 (5.3)
(zi — ) (wi +25) =0 (5.4)

Luego, si el color de z; es diferente al color de x; entonces x; —x; # 0 y en

consecuencia x; + x; = 0.

El siguiente paso es tomar el ideal I generado por los n polinomios de la
forma 27 — 1 y por los polinomios z; + x; siempre y cuando los vértices x; y z; sean

adyacentes.
Para este caso en particular el ideal es:

I=(x?—-1,25—1, 22— 1,22 — 1,22 — 1,22 — 1,21 + 23,71 + T4, 71 + X6, T2 +

T3, Ty + Tg, T3 + Ty, Ts + Tg)

Calculando ahora una base de Grébner reducida para I se obtiene como re-

sultado:
G—{l‘ — g, T3 — Tg, Lo + Tg, T + Tg, T1 + T ZE2—1}
4 6543 6y L2 6545 6,41 6546

Claramente G sugiere que al asignarle un color al vértice x4 se puede encontrar
el color de los demas vértices pues todos los polinomios en G tienen como variable a
xg. Asi si a xg le asignamos el color rojo (1) entonces z; debe ser de color azul dado
que x1 + x¢ € G, de forma analoga x5 y x2 deben ser de color azul. Continuando con

la asignacién x3 y x4 deben ser de color rojo debido a que los polinomios x3 — xg v
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x4 — xg pertenecen a G.

Con esta configuracion de colores mencionada se obtiene el grafo de la figura

2.3.

Una pregunta que naturalmente surge es ;todos los grafos se pueden 2-colorear?
Si la respuesta es no ;Qué condiciones deben cumplirse para que un grafo sea 2-
coloreable?

Figura 5.6: Grafo no 2-coloreable

Obsérvese que el grafo de la figura 5.6 no es 2—coloreable ya que al asignar
un colora a z1 los vértices x5 y x3 tendran un color distinto a este, pero al haber s6lo
dos colores x5 v x3 deben compartir el mismo color, sin embargo, estos dos vértices

son adyacentes.
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Visto de forma algebraica, este grafo genera al sistema:

’
T+ X2 =0
I'2+ZE3 =0
T3+ T =0
\

el cual no tiene solucion distinta a la trivial.

Figura 5.7: Grafo de n vértices

Se puede verificar que cualquier grafo “ciclico”, como el de la figura 5.7, con
un numero impar de vértices no es 2—coloreable ya que el sistema generado es de la

forma:
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T+ T =0

To + T3 =0
\:

Tpo1+2, =0

T, + 11 =0

\

para el cual, sustituyendo x; de manera recursiva en las primeras n — 1 ecuaciones

se tiene: )
T =—x1=(—1)x;
T3 = —T92 = —(—.Tl) = (—1)2x1
Ty =-—x3=—(—1)>2z; = (-1)37;
r, =(=1)""lz

\

Como n es impar, supongase que es de la forma 2k+1 para algin entero k. La ultima

de las ecuaciones anteriores lleva a

Ty = (=1)" oy = (=1)*2; = 2

lo cual es una contradicciéon pues x, v x; son adyacentes.

Notese que si a un grafo ciclico se le anade otro vértice que no pertenezca al

ciclo pero que este relacionado con alguno de ellos, el sistema seguira siendo incon-
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sistente dado que esta nueva ecuacion no aporta ninguna modificacién con respecto

a las variables del ciclo.

Figura 5.8: Grafo con un subgrafo ciclico

Lo anterior se puede resumir en el siguiente teorema:

Teorema 5.2.1. 57 un grafo contiene al menos un subgrafo ciclico con un nimero

de vértices impar, entonces no es 2—coloreable.

Ahora, supongase que se desea colorear el siguiente grafo usando 3 colores

manteniendo la condicién de que dos vértices adyacentes no queden del mismo color.
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Figura 5.9: Ejemplo grafo de 8 vértices

Siguiendo la misma idea del caso anterior, los colores seran representados por

las raices ctibicas de la unidad, 1,¢, £2.

Al asignar a cada vértice un color, se debe cumplir entonces que:
8 —1=0,para 1l <i<8. (5.5)

3 3

Como z; = z; se sigue:

3 3 _

(2 — ) (@} + @iwj +a7) = 0
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Si z; y x; tienen distinto color entonces z; — z; # 0 y en consecuencia se tiene que:

o} 4wy +a =0 (5.6)

Témese ahora el ideal I generado por cada polinomio de la ecuacién (5.5) y
por los polinomios en la ecuacién (5.6) siempre y cuando x; y x; estén conectados

por una arista.

Para este caso:
IT={(x3—1,23— 1,23 — 1,23 — 1,23 — 1,28 — 1,23 — 1,23 — 1,23 + vy29 + 3,
P2+ ws+ 32 22+ 1176+ 22, T2+ ToT3+ 2203+ 1oy + 22, B3+ Towg+ 22 22+ 1374+ 12,

23+ 2328+ 23, 13+ 2425+ 23, ¥+ 2427+ 37, 032507 +27, 05+ L7 +27, 15+ 2708+ 23)

La base de Grobner reducida es:

G = {x1—x7, o+ T7+Ts, T3 — Ty, Ty — Ts, T+ T7 + Tg, Tg — Ts, T2+ Trxs+ 22, 2o — 1
7 8 Ty

Note que existe un inico polinomio en una sola variable, z3 —1, luego se puede
escoger un color arbitrario para g, rojo por ejemplo. Como el polinomio z2+z7xg+x2
pertenece al ideal, entonces x; y xg estan unidos y deben tener colores diferentes,
sea azul el color asignado para z7. El polinomio xg — xg indica que estos dos vértices
tienen el mismo color, luego g es rojo como a su vez x4 también lo es. x1 y x3 son

azules pues x1 — x7 y 3 — x7 estan en el ideal.

Por lo anterior, se verifica que el grafo se puede 3—colorear como sigue:
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Figura 5.10: Ejemplo grafo 3-coloreado

Notese que a diferencia que en el caso de dos colores, aqui se tiene un grafo
tanto con ciclos pares como impares, sin embargo, el grafo se pudo 3—colorear. Por
otro lado, si se le anade otra arista al grafo anterior uniendo los vértices x5 y x5 el

grafo no es 3—coloreable:

Figura 5.11: Grafo no 3-coloreable

En este caso al ideal I del grafo anterior se debe aniadir el polinomio generador
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T3 + xox5 + 2, al hacer esto y calcular la base de Grobner se tiene que 1 pertenece
a esta, lo que genera la ecuacion inconsistente 1 = 0, implicando que el sistema no

tiene solucion.

Ahora se explorara en un rompecabezas 16gico muy popular relacionado con el
problema de la k-coloracion, el Shidoku, cuyo objetivo es el mismo que en el Sudoku:
rellenar la cuadricula con niimeros de tal forma que no se repita ningiin nimero en
ninguna fila, columna o bloque. En este caso, se usan los nimeros del 1 al 4, y en

lugar de 9 bloques de 3 x 3, la cuadricula de Shidoku se divide en 4 bloques de 2 x 2.

Figura 5.12: Shidoku

4

Un Shidoku puede ser pensado como grafo de 16 vértices, uno por cada casilla,
el cual se desea colorear con los niimeros 1,2,3 v 4, se invita al lector a representar
graficamente el grafo del Shidoku en la figura 5.12. Los vértices adyacentes a uno

fijo, son aquellos que se encuentran en su misma fila, columna y caja 2 x 2.

Aplicando una vez mas el método para colorear grafos, se procede a enumerar

los vértices de izquierda a derecha y hacia abajo, obteniendo las ecuaciones:
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y teniendo en cuenta que x; — x; # 0, si estos son vértices adyacentes.

(a2 + a2)(a; + 2;) = 0

tal que
? ]) e {(1 2)7<173)7(1’4)7(175)7(176>7(179)7(17]'3)7(273)7(274>7(275)7<276>7
2,10),(2,14),(3,4),(3,7),(3,8),(3,11),(3,15), (4,7), (4,8), (4, 12), (4, 16), (5, 6),

1), (5,

(4,

(2,

(5 8),(5,9),(5,13),(6,7),(6,8),(6,10), (6,14),(7,8),(7,11),(7,15),(8,12),
(8,16),(9,10),(9,11),(9,12),(9,13), (9, 14), (10, 11), (10, 12), (10, 13), (10, 14),
(11,12),(11,15),(11,16), (12,15), (12, 16), (13, 14), (13, 15), (13, 16), (14, 15),

(

14, 16), (15, 16)}

Hasta aqui tenemos entonces 72 polinomios que generaran el ideal. Ademas
notese que hasta aqui se estaria resolviendo un Shidoku vacio, el cual tendra varias
soluciones; surge de aqui la pregunta de ;cémo es la base de Grobner y qué informa-
cién proporciona esta cuando un grafo se puede k—colorear de distintas maneras?
Por el momento sélo interesara cuando el Shidoku tiene solucién tinica o no tengan

solucion.

Obsérvese que en el Shidoku de la figura 5.12 se tienen unas casillas ya so-
lucionadas, es decir, vértices ya coloreados los cuales pueden ser pensados como

condiciones iniciales dando origen a los polinomios:

LU4—4,$5—47$7_2,$10—3,I12—17$13—1.
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No obstante, no se pueden introducir estos polinomios asi directamente al conjunto
generador, debido a que el método indica que los colores que se usan son las raices
de la unidad, por lo tanto se ha decidido realizar la identificacion: 1 — 1,2 — —1,

3— 1,4 — —i.

Asi los anteriores polinomios son transformados en:

$4+i,$5+i,$7+1,$1O—i,$12—1,%13—1.

Al utilizar el software Mathematica' para encontrar la base de Grébner correspon-

diente (ver figura 5.14) se obtiene:
G = {1+ 14216, =i+ 215, i+ 214, =1+ 213, =1+ 219, + 211, =i +210, L +29,

—i+ a8, 1 +x7, =1+ 6,0 + x5,0 + x4, —1 + 23,1 + 29, —i + 21 }.

Haciendo la correspondiente asignacién de colores dada en G, la solucién del

Shidoku es:

Figura 5.13: Shidoku Solucion

32|14
411123
2 3|41
1 4|13|2

'Wolfram Mathematica es un software de suscripcién muy utilizado en por matematicos debido
a su potente manejo de lenguaje simbodlico algebraico.
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[ 1= polynomials = {
X144 -1, x274 -1, x344 = 1, x4A4 - 1, x504 - 1, x6°4 - 1,
XTA4 -1, xB44 - 1, x944 - 1, x1044 - 1, x1144 — 1, x1244 - 1,
x1344 - 1, x1474 - 1, x1544 — 1, x1644 - 1,
(%142 + x242) & (x1 + x2), (%142 + x342) & (xl + x3), (%142 + x4102) = (x1 + x4},
(X182 + x542) % (x1 + x5), (%122 + x622) # (x1 + x6), (x142 + x942) = (x1 + x9),
(X142 + x1342) % (x1 + x13), (%282 + x322) # (x2 + x3), (x242 + x422) = (x2 + x4),
(k282 + x542) % (x2 + x5), (x222 + x6102) # (x2 + x6), (x242 + x1842) = (x2 + x10),
(k282 + x1442) % (x2 + x14), (%322 + x422) # (x3 + x4), (x342 + x722) = (x3 + xT),
(X342 + x842) % (x3 + xB), (x322 + x1142) # (x3 + x11), (x342 + x1542) = (x3 + x15),
()482 + xTA2) % (x4 + xT), (x422 + x8B122) # (x4 + x8), (x442 + x1242) = (x4 + x12),
(x482 + x1642) % (x4 + x16), (X542 + x612) # (x5 + x6), (x542 + x742) = (x5 + xT),
(X542 + x842) % (x5 + xB), (%542 + x912) # (x5 + x9), (x542 + x1342) = (x5 + x13),
(X642 + xTA2) % (x6 + xT), (x642 + x8B12) % (x6 +x8), (x642 + x1842) = (x6 + x10),
(X642 + x1442) % (x5 + x14), (xT42 + xB22) # (x7 + x8), (=742 + x1142) = (x7 + x11),
(X742 + x1542) % (x7 + x15), (%842 + x1242) % (%8 + x12), (xB22 + x1642) = (x8 + x16),
(k942 + x1042) % (x9 + x10), (X942 + x1142) * (x9 + x11), (x942 + x1242) % (x9 + x12),
(k942 + x1342) % (x9 + x13), (%942 + x1442) & (x9 + x14), (x1042 + x1142) » (x10 + x11),
(x1842 + x1242) = (x10 + x12), (x1042 + x1322) % (x10 + x13), (x1042 + x1442) % (=10 + x14),
(1142 + x1242) # (x11 + x12), (x1142 + x1542) # (x11 + x15), (x1142 + x1642) # (x11 + x16),
(k1242 + x1542) = (x12 + x15), (x1242 + x1622) % (x12 + x18), (x1342 + x1442) % (x13 + x14),
(%1342 + x1542) = (x13 + x15), (%1342 + x1642) » (x13 + x16), (x1442 + x1542) = (x14 + x15),
(k1442 + x1642) = (x14 + x16), (x15%2 + x1642) % (x15 + x16),
x4 +1, x5+ 1, x7 +1, x10 -4, x12 - 1, x13 - 1};

(# Calcular la base de Grobner =)
gbasis = GroebnerBasis[polynemials, {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, =8, x9, x1@, x11, x12, x13, x14, x15, x16},

MonomialOrder =+ Lexicographic] ;|

ghasis

165

&

outJ= {1417, 1+x16, —1+x15, i +x14, -1 +x13, -1+x12, i+x11, -T+x18, 1 +x9, -7 +xB, 1+x7, -1+x6, i +x5, 1+x4, ~1+x3, 1+x2, —i +x1}

Figura 5.14: Uso de Wolfram Mathematica para encontrar una base de Grobner

Nota: Se ha decidido usar Mathematica debido a que es visualmente mas

amigable en su interfaz a la hora de la escritura con respecto a CoCoA. Por otro lado,

también se ha aprovechado la IA para generar los polinomios y ordenarlos en forma

de lista debido a la cantidad.
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Figura 5.15: Uso de chatGPT para enlistar polinomios

Entiendo, si deseas escribir Ia expresion (@7 + @7) (i + @;) para varios valores de i y j en CoCoA
sin tener que definir variables aparte, puedes trabajar directamente con la multiplicacién de

polinomios dentro del mismo ideal sin crear variables adicionales.
Puedes hacerlo de la siguiente manera usando indices directamente en tu codigo:

Ejemplo en CoCoA:
coco 8¢

Use R ::- QQ[x[1..6]1; —- Definir el anillo con las variables x 1, ..., x_
T :- Ideal((x_1°2 + x 2"2)*(x_1 + x 2)); -- Ejemplo de multiplicacién (x 1°2 + x_2°2)(x_1

bic)
¢

£Te puedo escribir el conjunto de parejas ordenadas y tu me escribes
todos los polinomios en CoCoA?

icClaro! Escribeme el conjunto de parejas ordenadas y te ayudo a escribir todos los polinomios en
CoCoA segin lo que nacesites.

S(ININ \{(1.2), (1.3). (1.4), (1.5). (1.6). (1.9), (1.13). 2.3).2.4), 2.5). 260\
@.10) AN
AN

), X 4).)
(11,12),(11,15), (11,16),(12,15),(12,16), (12,14),(13,15),(13,16),(14,15)\\

(14,16),(15,16)3%

Gracias por proveer el conjunto de pares ordenados. Gon esta informacion, puedo generar todos los
polinomios en CaCoA para cada pareja (i, §), segiin la expres

AX9,X10,X11,312,X13,X14,X15,%16]; - Anillo con 16 va

cada par (i,3)

Claramente el Shidoku ademas de ser un caso particular del problema de
4—colorear un grafo, también lo es de un Sudoku, dénde se tiene una cuadricula de

tamano 9 x 9 con cajas de 3 x 3 que se desea 9—colorear.

Se hace evidente también que la generalizacion del problema del k—coloreado

consiste en resolver el sistema que contiene las n ecuaciones de la forma 2% — 1 =0,

L oh gk .
una por cada vértice del grafo, y tantas de la forma ——* = 0 como aristas que este
i




CAPITULO 5. ALGUNAS APLICACIONES 167

tenga.

5.3. Criptografia (Polly Cracker)

Esta seccion tiene como objetivo dar una mirada muy superficial al uso de
las bases de Grobner en Criptografia, para una investigaciéon mas detallada el lector

puede referirse a (Albrecht, Farshim, Faugere, y Perret, 2011).

Como es sabido, criptografia es el estudio de los métodos de cifrado de men-
sajes de manera que se proteja la informacion enviada por el emisor y sea recibida de
forma privada por el receptor. De este modo, se llama Criptosistema a un algoritmo

que realice la labor de encriptar y desencriptar mensajes.

Los criptosistemas se pueden separar en dos grandes grupos: Los de clave
privada o simétricos caracterizados por usar una misma clave tanto para encriptar
como desencriptar los mensajes, algunos ejemplos de ellos son el cifrado Cesar o el
cifrado Hill, por otro lado, estan los cifrados de clave publica o asimétricos los
cuales usan dos claves, una para encriptar y otra para desencriptar, entre los cuales

se encuentra el cifrado Polly Cracker el cual se ilustra a continuacion:

Ejemplo 5.3.1. Sea K = Z,, supéngase que Bob desea enviar el mensajem =1 € K
a Alice. Ella necesita una clave piblica (que cualquiera podria conocer) para que Bob
encripte su mensaje, en el caso Polly Cracker esta clave es un conjunto aleatorio de

polinomios pertenecientes a un ideal I sobre el anillo Zs[z,y, z|.
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Supongase que Alice escoge los siguientes polinomios, elementos de Zs|z,y, 2]:

f1=$2+?/
f2=$3+2’
fa=axy+ 2

Ademdas supdngase que I = (f1, fa, f3).Como clave privada Alice debe escoger

un v € V(I), esto lo podria realizar usando una base de Grébner G para I:

G={zy+z,2>+y,y* + 22}

Solucionado la ecuacion

??+y=0

Six =0 entonces y = 0, si x = 1 se deduce también que y = 1, por lo tanto, las
posibles soluciones son de la forma (0,0,2) o (1,1,z2), ahora, usando la ecuacion

xy + z, se obtienen las soluciones (0,0,0) y (1,1,1).
En este ejemplo témese v = (1,1, 1).

Ahora, para encriptar el mensaje, Bob toma un h € I y realiza la suma

c:=h+m

c:a:3+:vy+1



CAPITULO 5. ALGUNAS APLICACIONES 169

Este serd el mensaje encriptado que enviard a Alice. Para desencriptar el
mensaje, Alice deberd evaluar este polinomio en 7y, es decir, calcular ¢(1,1,1) y asi

obtendrd el mensaje enviado por Bob.

En este ejemplo, por simplicidad se tomé el cuerpo finito (Zs, +, -) y el posible
mensaje a enviar es o bien 0 o 1, sin embargo, para un alfabeto de 26 caracteres puede
pensarse en Zsg, haciendo una correspondencia entre cada letra del alfabeto con un
numero entre 0 y 28 anadiendo simbolos especiales como espacios, puntos, guiones,

etc. Para los nimeros sobrantes.

El uso de un cuerpo finito asegura que los coeficientes y las operaciones per-
manezcan dentro de un conjunto controlado de valores, evitando que los polinomios
“crezcan” demasiado y que los calculos sean ineficientes. Ademaés, los cuerpos finitos
hacen que los problemas de descifrado (como la reduccién de bases de Grobner) sean

computacionalmente dificiles, lo cual da seguridad al criptosistema.

Otro método de encriptacion es el conocido como Barkee, para explicar su
funcionamiento se sigue la idea de (de La Torre Fernandez, 2016) donde se toma
F C K[X], finito y <7 un orden de términos, se denominard como forma normal
de a(X) € KI[X] respecto de F, a un polinomio ménico a(X) que satisfaga las

condiciones:

i) Sop(a(X))N{a+N":aX*e TP(F)} =02

2En su trabajo de grado el autor hace referencia a la intersecciéon de Sop(a(X)) con el conjunto
IN<(F)+ N", no obstante esto es un error puesto que IN<(F') es un conjunto de términos princi-
pales, es decir, es de diferente naturaleza que N” estando la operacion “4” mal definida y por tanto
la interseccién mencionada es vacia de forma trivial.
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ii) Existe h(X) € (F) tal que a(X) = a(X) + h(X).

Esta forma normal servird para encriptar el mensaje que Bob desea enviar a Alice

de la siguiente manera:

Ejemplo 5.3.2. Alice usa como clave publica el conjunto de polinomios en Q|x,y]

con el orden lezicogrdfico (<;):
F = {f1 :=32%y* — 5wy + 4, fo := bx’y — 3}

y un conjunto de formas normales N de tal manera que su soporte tenga interseccion
vacia con el conjunto {a + N? : aX* € TP(G)}, aqui, G es la base de Grébner

reducida para el ideal I = (F).

La base de Grobner reducida es:

. L0 18, 2 6
- {L‘ —_— —_—— _ — JR—
807 107 "9V g

Aqui TP(G) = {z,y*} y por tanto el soporte de las formas normales deben tener

interseccion vacia con:

{(1,0),(0,2)} + N?> = {(1 +n,n),(n,2+n) : n € N}
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Figura 5.16: Interseccion

La figura anterior muestran la region donde se encuentran las parejas orde-
nadas del conjunto anterior, alli se pueden apreciar las posibles potencias para las

formas normales, es decir, (0,0),(0,1) por lo tanto, Alice puede escoger la forma
N ={y}.

Supongase que Bob quiere enviar el nimero 8 como mensaje, entonces toma
el polinomio m = 8y y una combinacion lineal de los polinomios de F (que puede

ser cualquiera), por ejemplo, h := 3yfi — 4y fa y envia a Alice

h+m = =203y 4+ 92%y> — 15xy* — 122y + 20y

Finalmente, Alice para desencriptar el mensaje sélo debe reducir el polinomio h+m

con respecto a G.



Conclusiones

Las bases de Grobner se constituyen en una herramienta fundamental para
el estudio de ideales en la teoria de anillos de polinomios en varias variables, ya que
si un ideal es generado por una de ellas, entonces para todo elemento del ideal su
término principal (bajo un orden determinado) es divisible por el término principal
de algiin elemento de la base, lo cual conlleva, de cierta forma, a extender el algoritmo

de la divisién a anillos de polinomios en varias variables.

Una de las ventajas que ofrecen las bases de Grobner es la existencia de
un mecanismo para decidir si un polinomio dado f, perteneciente a un anillo de
polinomios (A[X],+,-), es miembro de un ideal I C A[X]. Este problema, conocido
como el Ideal Membership Problem, es fundamental en 4lgebra computacional
y la obtencién de una base de Grobner para un ideal permite resolverlo de manera
eficiente. Otra de las ventajas de tales bases consiste en la posibilidad de abordar
algunas aplicaciones en otras ramas de las matematicas, por ejemplo, relacionados
con sistemas de ecuaciones polinémicas, optimizacién de funciones en varias variables

sobre un campo, andlisis de sis sistemas criptograficos o teoria de grafos.
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Para encontrar una base de Grobner G de un ideal I en un anillo de polinomios
(A[X],+,-), se debe definir un orden para los términos de los polinomios en este
anillo, luego encontrar los S—polinomios de los generadores de I y con ayuda de
la reduccion verificar si el residuo es cero, de lo contrario anadir este S—polinomio
al conjunto de generadores, lo que se constituye en el algoritmo de Buchberger. Es
en este punto donde el andlisis del algoritmo de la divisién en el anillo juega un
papel importante, ya que se ve la necesidad de establecer un orden para los términos
del polinomio atendiendo a las diferentes variables y de abordar conceptos como la
reductibilidad; estas observaciones llevan a que, por ejemplo, se identifique la no

unicidad de la divisién (e.d. del cociente y del residuo).

Lo anterior pone de manifiesto la necesidad de contar con un conocimiento
solido de algunos elementos relacionados con la teoria de grupos, la teoria de anillos,
la teoria de anillos de polinomios y de identificar algunas relaciones que se presentan
entre ellas. Al respecto, el autor de este trabajo es consiente de que no es suficiente
con acudir a la literatura especializada y tomar de manera aislada las definiciones
y teoremas ya demostrados, sino que para lograr una adecuada construccion tedrica
es pertinente profundizar en el estudio de los temas, reconstruir una linea temética
exaltando las dificultades, los problemas matematicos que llevan a la construccion de

los conceptos, construir ejemplos propios y reconstruir algunas de las demostraciones.

En esta direccion, el desarrollo de este trabajo de grado le permitié al autor
asumir la tarea de un matematico al reconstruir parte de una teoria, fortaleciendo
competencias relacionadas con la investigacion, comunicacion, lectura, escritura y

sintesis de informacién matematica, las cuales son habilidades que pueden mejorar
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la formacion integral de un profesor de matematicas.

Adicionalmente, aunque se es consiente de que a nivel escolar (en educacion
bésica y media), en general, no se trabajan dichos conceptos de la manera formal
en que son expuestos en el trabajo, el hecho de abordar con el nivel de profundidad
mostrado en este documento temas propios de las matematicas permite fortalecer
la formacién matematica y el reconocimiento de conexiones entre diversos temas y
ampliar la comprension de algunos conceptos y objetos que son trabajados en la es-
cuela, por ejemplo, todo lo relacionado con polinomios, el algoritmo de la division,
mecanismos para solucionar sistemas de ecuaciones, aplicaciones de las matematicas
en diversos contextos, lo que, a su vez, permitira hallar y proponer distintas for-
mas de abordar los contenidos en la escuela sin que resulte un despropdsito para el

aprendizaje de los futuros estudiantes.

Otro elemento que fue fundamental en el desarrollo del trabajo consiste en
el uso de diferentes herramientas tecnologicas como Software de célculo simbolico
(CoCoA, Singuar, Wolfram Mathematica) o inteligencia artificial (ChatGPT, Julius
[A), las cuales permiten de manera eficiente y eficaz implementar los algoritmos estu-
diados, desarrollar ejemplos, desarrollar escritos en lenguajes especializados (LaTex).
Este conocimiento de la tecnologia enriquece el estudio mismo de las matematicas
y permite el desarrollo de otras competencias pertinentes a la época actual en la
que vivimos como el lograr una comunicaciéon asertiva de ideas para una transmision
efectiva de conocimientos. Ademas, evidenciar que el uso de TA resulta til en la re-
solucion de problemas mateméticos me encaminan a llevarlas al aula y usarlas como

un instrumento de ensefianza.
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El haber podido entender para posteriormente reconstruir los fundamentos
de una teoria matematica enriquecié mi pasion por las matematicas y espero que el
uso de una herramienta especializada para la comunicacién en matematicas como es
el editor de texto LaTeX me haya permitido expresar de manera efectiva las ideas

plasmadas en este trabajo.

Finalmente, se recalca que en este documento se abordan algunas ideas rela-
cionadas con la teoria de bases de Grébner pero no es exhaustivo y existen diferentes
caminos para continuar el trabajo, por ejemplo, estudiar otros algoritmos para la
construcciéon de bases de Grobner, establecer si el algoritmo estudiado puede ser me-
jorado, identificar comportamientos o propiedades de las bases de Grobner en anillos
de polinomios sobre anillos diferentes a los abordados (por ejemplo sobre el anillo
de los nimeros dobles, duales, campos de caracteristica finita, matrices,), estudiar
implicaciones del algoritmo de la divisiéon en anillos de polinomios para tareas co-
mo la descomposicién de elementos, estudiar el uso de otras tecnologias digitales

relacionadas con bases de Grobner.
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