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Maŕıa José Moreno Casallas
Vanessa Zea Parra

Universidad Pedagógica Nacional
Facultad de Ciencia y Tecnoloǵıa
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Maŕıa José Moreno Casallas
Vanessa Zea Parra

Trabajo de grado presentado como requisito para optar

por el t́ıtulo de Licenciadas en Matemáticas
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Introducción

La teoŕıa de grafos constituye una de las áreas fundamentales de la ma-
temática discreta y desde sus oŕıgenes en el siglo XVIII, con el célebre pro-
blema de los puentes de Königsberg planteado por Euler, ha experimentado
un notable desarrollo. Los grafos se han constituido en una herramienta ma-
temática para modelar situaciones relacionadas con redes de carreteras, redes
de fibra óptica para conectar edificios de un campus universitario, representar
la competencia por el alimento de diferentes especies en un nicho ecológico,
modelar torneos entre equipos o relaciones entre personas (redes sociales),
representar rutas de transportes, entre otras.

Dentro de la gran diversidad de problemas que existen en teoŕıa de gra-
fos, hay algunos relacionados con la optimización, como el problema de la
coloración de vértices en grafos no dirigidos, donde buscamos asignar colores
a los vértices de manera que dos vértices conectados por una arista deben
tener un color diferente. El problema radica en encontrar la menor cantidad
de colores necesarios para cumplir la condición; este valor se conoce como el
número cromático del grafo.

El estudio de la coloración de grafos tiene su origen en el conocido proble-
ma de los cuatro colores, el cual plantea que cualquier mapa puede colorearse
utilizando como máximo cuatro colores, de manera que las regiones vecinas
no tienen el mismo color. Este problema puede modelarse dentro de la teoŕıa
de grafos, donde un mapa se representa mediante un grafo cuyos vértices se
corresponden con las regiones y las aristas indican si dos regiones son vecinas.
De esta forma, la coloración del mapa equivale a la coloración de los vértices
del grafo asociado.

Durante muchos años, diversos investigadores intentaron solucionar el
problema sin éxito; sin embargo, sus contribuciones permitieron enriquecer
la teoŕıa de coloración de grafos. Finalmente, en 1976, Kenneth Appel y
Wolfgang Haken lograron demostrar el teorema de los cuatro colores con
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ayuda de un ordenador; la demostración fue controvertida, ya que se cuestionó
su validez debido a la imposibilidad de verificarla de manera manual.

A partir del estudio de la conjetura de los cuatro colores, se desarrolló
una extensión del problema a grafos simples no dirigidos, llamado coloreo de
vértices en un grafo. Aunque no se tiene una respuesta teórica para establecer
el número cromático de cualquier grafo, se han presentado resultados para
algunas familias de grafos, como los completos, bipartitos, lineales, ciclos,
entre otros. Además, se cuenta con teoremas que proporcionan cotas inferio-
res y superiores para el número cromático como, por ejemplo, el Teorema de
Brooks, el cual menciona que, en un grafo simple, conexo, no completo y con
máximo grado mayor o igual a tres, el número cromático es menor o igual
que el máximo grado de sus vértices (Gross et al., 2019, p. 360).

Aunque podemos pensar que para encontrar el número cromático de un
grafo basta con enumerar las coloraciones y buscar una que utilice la cantidad
mı́nima de colores, hacer esta tarea puede resultar inviable cuanto más gran-
de sea la cantidad de vértices y aristas de un grafo. Es decir, este algoritmo
desde el punto de vista computacional resulta no ser eficiente, esto es, el tiem-
po requerido para ejecutar operaciones elementales crece demasiado rápido a
medida que el tamaño de los datos de entrada aumenta (cantidad de vértices
y/o aristas), haciendo el problema de coloreado de grafos dif́ıcil (Guerequeta
& Vallecillo, 2000). Por ello, se han diseñado algoritmos heuŕısticos, cuyos
pasos están guiados por una heuŕıstica o reglas basadas en la experiencia, con
las cuales se pretende resolver el problema planteado, pero sin tener nece-
sariamente una demostración que garantice que la salida final del algoritmo
resuelva satisfactoriamente el problema, es decir, no son exactos, pero nos
brindan soluciones aceptables en tiempos adecuados.

Nuestro trabajo de grado retoma el estudio de la coloración de grafos
desde un enfoque teórico con especial énfasis en el estudio de algunos algo-
ritmos heuŕısticos para la coloración de vértices en grafos y lo desarrollamos
en cuatro caṕıtulos.

En el caṕıtulo 1, presentamos nociones básicas de teoŕıa de grafos que
nos sirven para estudiar la coloración de vértices, como qué es un grafo, las
relaciones básicas entre los vértices de los grafos, representaciones, subgrafos,
operaciones entre grafos, la conectividad y algunas familias.

En el caṕıtulo 2, nos enfocamos en el estudio de algunas cotas inferiores
y superiores para el número cromático de un grafo y en determinar de forma
teórica el número cromático asociado a algunas familias de grafos.

En el caṕıtulo 3, nos centramos en el estudio de cuatro algoritmos heuŕısti-
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cos que seleccionamos, iniciando con la descripción de cada algoritmo, pro-
porcionando ejemplos de su empleo e indicando el código de su programación
en Python. Además, realizamos un experimento computacional con el fin de
comparar dichos algoritmos atendiendo a ciertos criterios establecidos.

Finalmente, en el caṕıtulo 4, mencionamos algunas aplicaciones de la
coloración de vértices en grafos con la solución de sudokus y la organización
de horarios.

Además, resaltamos el uso de las tecnoloǵıas digitales que empleamos en
el desarrollo de este trabajo, como LaTeX que nos permite tener una pre-
sentación adecuada de las expresiones matemáticas y diagramas. Asimismo,
las representaciones gráficas de los grafos las realizamos manualmente en
la página Graphonline (2015 – 2026). También usamos la plataforma Google
Colab para ejecutar los códigos de Python para crear grafos, obtener informa-
ción de estos, programar los algoritmos heuŕısticos y realizar el experimento
computacional; para ello, estudiamos la libreŕıa NetworkX (Hagberg et al.,
2008), consultando su página oficial NetworkX Developers (2025). A su vez,
usamos la inteligencia artificial ChatGPT (OpenAI, 2026) como herramienta
de apoyo para la programación de los algoritmos heuŕısticos en el lenguaje
de Python, a partir de los pseudocódigos que creamos y la libreŕıa que le
adjuntamos a la misma.
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Objetivos

Objetivo General

Nuestro objetivo en el presente trabajo es estudiar algunos algoritmos heuŕısti-
cos para la coloración de vértices en grafos.

Objetivos espećıficos

Hacer una revisión del origen del problema de coloración de grafos, su
extensión a grafos simples no dirigidos; además, establecer una notación
y definiciones básicas.

Estudiar algunos algoritmos heuŕısticos que han surgido en la historia.

Estudiar algunas aplicaciones de la coloración de grafos.
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Caṕıtulo 1

Nociones Básicas

En este caṕıtulo presentamos algunas definiciones, teoremas, lemas y no-
taciones necesarias para el estudio de algunos algoritmos heuŕısticos para la
coloración de vértices en grafos. Los resultados que exponemos son adapta-
ciones de los presentados en los textos de Gross et al. (2019), West (2005) y
Chartrand y Zhang (2012). Aśı mismo, complementamos los elementos teóri-
cos con ejemplos, y al finalizar el caṕıtulo, incluimos algunas ĺıneas de código
en Python para programar el ingreso de grafos, su representación gráfica y
obtener elementos caracteŕısticos del grafo.

Para resaltar nuestro estudio en este caṕıtulo, presentamos un diagrama
(Figura 1.1) en el que ubicamos todos los conceptos que introducimos para
abordar tanto los algoritmos presentados en el caṕıtulo 3, como algunos re-
sultados teóricos relacionados con la coloración de grafos que planteamos en
el caṕıtulo 2, como lo es el Teorema de Brooks.
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Brooks
Teorema 2.7

Función
de Coloreado

Número
Cromático

Lema 2.1

Proposición 1.1k-coloreable
Grafo

2 -conexo
Colorario 1.3

k-coloración

Teorema 1.5 Colorario 1.2
Bloque
hoja

Teoerema 1.4
Sintesis de Whitney Teorema 1.2

Bloquek-conexoLongitud de camino
Grafo
ciclo

Grado
Conectividad

Vertice
de corte

Subgrafo
eliminación

ComponentesConjunto de
vértices de corte

Grafo conexo

Subgrafo
Propio

Subgrafo
Inducido

Camino

Subgrafo
Adyacencia

Grafo simple

Grafo

Figura 1.1: Recorrido del marco teórico

Iniciamos con la definición de grafo, señalando algunos tipos de grafos,
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estableciendo la relación de adyacencia entre vértices:

Definición 1.1. Un grafoG está conformado por una tripleta, dos conjuntos
finitos VG, EG y una función fG, donde los elementos de VG se conocen
como vértices, referidos con letras mayúsculas; los elementos de EG se llaman
aristas; y la función fG que le asigna a cada arista una par no ordenado
de vértices, fG : EG → {{A,B} : A,B ∈ VG}. Dada la arista m tal que
fG(m) = {A,B} diremos que A y B son extremos de la arista m.

En este trabajo representamos los grafos de forma gráfica, donde los vérti-
ces son dibujados como puntos y las aristas como segmentos que conectan
aquellos vértices determinados por la función fG.

A partir de la Definición 1.1 podemos identificar varios tipos de aristas:

1. Dada una arista m y A = B, tal que fG(m) = {A}, entonces a m la
denominamos un bucle, es decir, un vértice conectado consigo mismo;
como representamos en la Figura 1.2a.

2. Dadas dos aristas m y n, tal que fG(m) = {A,B} y fG(n) = {A,B},
entonces m y n tienen los mismos vértices como extremos, lo que lla-
mamos multiaristas; e ilustramos en la Figura 1.2b.

3. Si fG : EG → VG × VG, donde a cada arista le asignamos una pareja
ordenada, decimos que las aristas se determinan a partir de un vértice
de inicio (primera componente) y otro de fin (segunda componente).
Estas aristas se llaman dirigidas y las representamos gráficamente como
se muestra en la Figura 1.2c.

(a) Bucle (b) Multiaristas (c) Dirigidas

Figura 1.2: Tipos de aristas
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La función fG nos ofrece otra manera de referirnos a las aristas de un
grafo G, señalando los vértices extremos asociados a estas y simplificando la
notación, como ilustramos en el ejemplo a continuación:

Ejemplo 1.1. Un grafo G definido por los conjuntos VG = {A,B,C},
EG = {m, q} y la función fG : EG → {{Vi, Vj} : Vi, Vj ∈ VG}, tal que
fG(m) = {C,B} y fG(q) = {A,C}; lo podemos definir como el grafo G con
VG = {A,B,C} y EG = {CB,AC}, cuya representación gráfica corresponde
a la Figura 1.3.

Figura 1.3: Vértices y aristas del grafo G

Los grafos pueden clasificarse en distintos tipos según sus aristas. En la
Tabla 1.1 proporcionamos algunos tipos de grafos.

Tipos de grafos Tipos de aristas
Representación
gráfica

Pseudografo Bucles y multiaristas

Multigrafo Multiarista
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Tipos de grafos Tipos de aristas
Representación
gráfica

Simple
No tiene bucles ni
multiaristas

Digrafo Dirigidas

Multigrafo dirigido Multiaristas dirigidas

Pseudografo dirigido
Multiaristas dirigidas
y bucles

Tabla 1.1: Tipos de grafos

En este trabajo solo consideraremos grafos simples, que definimos como:

Definición 1.2. Un grafo simple es un grafo que no tiene bucles, multi-
aristas, ni aristas dirigidas; es decir, dos vértices están conectados por una
sola arista.

La relación entre vértices y aristas de un grafo, nos permite definir algunos
términos y atributos asociados:
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Definición 1.3. Dos vértices A y B en el grafo G son adyacentes si están
conectados por una arista, es decir, si son los extremos de una arista. Además:

1. Se dice que los vértices A y B son incidentes en la arista AB.

2. El conjunto de los vértices adyacentes a un vértice A, lo llamamos la
vecindad de A y lo notamos como N(A).

3. Dos vértices son vecinos si los dos son adyacentes, es decir, son ele-
mentos del conjunto de la vecindad de A o de B.

Ejemplo 1.2. En el grafo G con VG = {A,B,C,D,E, F} y EG =
{AC,BC,BD,DC,DF,EC,EF,CF} y representación gráfica dada en la Fi-
gura 1.4, tenemos que: A es adyacente a C; B es adyacente a C y D. Y de
manera general, tenemos las siguientes vecindades:

- N(F ) = {C,D,E}

- N(C) = {A,B,D,E, F}

- N(A) = {C}

- N(B) = {C,D}

- N(D) = {C,F,B}

- N(E) = {C,F}

Figura 1.4: Grafo G

1.1. Representaciones de grafos

Existen otras formas alternativas para representar un grafo, ademas de
su gráfica, por ejemplo usando matrices y listas de adyacencia.
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Definición 1.4. Sea un grafo G con VG = {V1, V2, · · · , Vn} la matriz de
adyacencia de G, que notamos A(G) = (aij), es una matriz n × n, cuyas
filas y columnas están indexadas por el mismo orden de VG, tal que aij = 1
si los vértices Vi y Vj son adyacentes, y aij = 0 en caso contrario, con i, j =
1, 2, · · · , n.

Ejemplo 1.3. La representación con matriz de adyacencia del grafo G
de la Figura 1.4 es:

A(G) =



A B C D E F

A 0 0 1 0 0 0
B 0 0 1 1 0 0
C 1 1 0 1 1 1
D 0 1 1 0 0 1
E 0 0 1 0 0 1
F 0 0 1 1 1 0


Teniendo en cuenta el orden de los vértices A,B,C,D,E, F , si dos vértices

Vi y Vj son adyacentes entonces en la entrada aij se corresponde con el número
1, si no son adyacentes entonces se escribe un 0; si cambiamos el orden elegido
la matriz de adyacencia cambia.

Definición 1.5. Sea un grafo G, las listas de adyacencia son una colección
de listas, en las que a cada Vi ∈ VG se asocia una lista de los vecinos del vértice
correspondiente.

Ejemplo 1.4. Las listas de adyacencia del grafo G, de la Figura 1.4,
corresponde a:

A : C
B : C D
C : A B D E F
D : B C F
E : C F
F : C D E

En seguida, vamos a definir algunos conceptos que surgen a partir de la
adyacencia entre dos vértices.

Definición 1.6. Dado el grafo G, el grado de un vértice V de G, notado
como gr(V ), es la cantidad de vecinos de V , o el cardinal del conjunto de la
vecindad de V , |N(V )|. En un grafo G podemos encontrar:
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Grado mı́nimo, denotado como δ(G), es el mı́nimo grado de todos los
vértices de G.

Grado máximo, denotado como ∆(G), el cual es el máximo grado de
todos los vértices de G.

Ejemplo 1.5. En el grafo G de la Figura 1.4 podemos observar que:

- gr(A) = 1

- gr(B) = 2

- gr(C) = 5

- gr(D) = 3

- gr(E) = 2

- gr(F ) = 3

Entonces, el grafo G tiene δ(G) = 1 y ∆(G) = 5. También puede suceder
que el grado mı́nimo y máximo de un grafo coincidan, como en el grafo W
(Figura 1.5), en el que 3 es el grado máximo y mı́nimo.

Figura 1.5: Grafo W

Definición 1.7. La secuencia de grados de un grafo G es la ordena-
ción, creciente o decreciente, de los grados de los vértices del grafo, que re-
presentamos como una lista de los grados (gr(V1), gr(V2), ..., gr(Vn)), donde
{V1, ..., Vn} = VG y gr(V1) ≥ gr(V2) ≥ · · · ≥ gr(VN).

Ejemplo 1.6. En el grafo G (Figura 1.4) la secuencia de grados, en orden
decreciente, es: (gr(C), gr(D), gr(F ), gr(E), gr(B), gr(A)) = (5, 3, 3, 2, 2, 1).

1.2. Subgrafos

El estudio de subgrafos nos permite descomponer un grafo en estructu-
ras más simples, cuyo análisis nos posibilita identificar propiedades a nivel
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local, que aportan a la comprensión general del grafo dado. En el caso de la
coloración de vértices en un grafo G, los subgrafos nos ayudan a establecer
cotas inferiores para el número de colores a usar.

Definición 1.8. Un subgrafo H del grafo G, es un grafo tal que sus con-
juntos de vértices y aristas son subconjuntos de los conjuntos de vértices y
aristas del grafo G, respectivamente.

Ejemplo 1.7. Dado el grafo G con los conjuntos VG = {A,B,C,D} y
EG = {AB,BC,CD,BD,DA} (Figura 1.6a). El grafo H con los conjuntos
VH = {A,B,D} y EH = {AB,BD,DA} (Figura 1.6b) es un subgrafo de G.

(a) Grafo G (b) Subgrafo H

Figura 1.6: Subgrafo

De un grafo podemos obtener varios subgrafos, mediante diferentes estra-
tegias:

Definición 1.9. Un subgrafo propio H del grafo G es aquel cuyo conjun-
to de vértices es subconjunto propio del conjunto de vértices de G, o cuyo
conjunto de aristas es un subconjunto propio del conjunto de aristas de G,
esto es, VH ⊂ VG o EH ⊂ EG.

Definición 1.10. Dado el grafo G y su conjunto de vértices VG, un subgrafo
inducido por un subconjunto de vértices de VG , es el subgrafo H de G
cuyo conjunto de vértices es VH ⊆ VG, y las aristas de H corresponden a las
aristas que están presentes en el grafo G, tal que sus vértices extremos están
en el conjunto VH . Por lo tanto, el subgrafo inducido por VH mantiene todas
las adyacencias de G entre los vértices de VH , sin añadir ni eliminar aristas
existentes entre ellos en G.
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Ejemplo 1.8. A continuación presentamos el grafo O (Figura 1.7a), un
subgrafo propio Q cuyo conjunto de vértices es VQ = {A,G,M,L,K} y con-
junto de aristas EQ = {AG,MK} (Figura 1.7b); y un subgrafo P , inducido
por el conjunto de vértices VQ = {A,G,M,L,K} (Figura 1.7c).

(a) Grafo O (b) Subgrafo Propio Q

(c) Subgrafo inducido P

Figura 1.7: Algunos subgrafos de O

Definición 1.11. Sea el grafo G y el vértice V ∈ VG. El subgrafo de
eliminación de un vértice, que notamos como G − {V }, es el subgrafo
inducido por el conjunto de los vértices del grafo G sin el vértice V , es decir,
VG − {V }.

Ejemplo 1.9. Sea el grafo M , que ilustramos en la Figura 1.8a, el sub-
grafo de eliminación del vértice {S}, es el grafo inducido por los vértices
{Y, V,Q, U,R,W, T,X}. El subgrafo M − {S} está representado en la Figu-
ra 1.8b.
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(a) Grafo M (b) Subgrafo M − {S}

Figura 1.8: Subgrafo de eliminación de un vértice

Definición 1.12. Sea un grafo G y la arista e ∈ EG. El subgrafo de
eliminación de una arista, que notamos G− {e}, es aquel cuyo conjunto
de vértices es igual al de G y su conjunto de aristas es EG − {e}.

Ejemplo 1.10. En el grafo M (Figura 1.8a) si eliminamos la arista ST ,
obtenemos el subgrafo M − {ST} como se ilustra en la Figura 1.9.

Figura 1.9: Subgrafo M − {ST}

1.3. Algunas operaciones entre grafos

Otra forma de estudiar los grafos es verlos como resultado de operaciones
entre otros grafos dados. Este enfoque nos es de utilidad en problemas co-
mo la coloración de vértices de grafos, porque permite transformar un grafo
con estructura compleja en grafos conocidos, lo que ayuda a comprender la
estructura del grafo y mejorar las coloraciones para el grafo dado, es decir,
reducir la cantidad de colores para colorear los vértices. En esta sección nos
enfocamos en algunas operaciones con grafos.
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Definición 1.13. Dados los grafos G y F , el grafo unión de los dos grafos,
denotado G ∪ F , es aquel cuyo conjunto de vértices y aristas son uniones
disyuntas de los conjuntos de vértices y aristas de los grafos G y F , respec-
tivamente.

Ejemplo 1.11. En la Figura 1.10 exhibimos el grafo unión entre los grafos
O y P . Estos grafos no tienen vértices en común ni poseen aristas que los
conecten entre śı. Además, cada uno, O y P , se considera un subgrafo del
grafo O ∪ P .

Figura 1.10: Grafo O ∪ P

Definición 1.14. El grafo suma de los grafos disyuntos G y H, notado
como G+H, se obtiene a partir del grafo G∪H, añadiendo una arista entre
cada vértice de G y cada vértice de H.

Ejemplo 1.12. En la Figura 1.11 mostramos el grafo suma entre los
grafos O y P , que presentamos en la Figura 1.10.

Figura 1.11: Grafo O + P
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Definición 1.15. Dados dos grafos G y H, el producto cartesiano de los
dos grafos, que notamos G×H, tiene como conjunto de vértices al producto
cartesiano entre los vértices de G y H, VG×H = VG × VH . Además, la adya-
cencia de dos vértices (A,C) y (B,D), de G×H con A,B ∈ VG y C,D ∈ VH ,
se determina si y solo si

1. A = B y C,D son adyacentes en H

2. C = D y A,B son adyacentes en G

Ejemplo 1.13. Dados los grafos M y Z (Figura 1.12a), el grafo M × Z
resultante del producto cartesiano entre ellos, corresponde al grafo represen-
tado en la Figura 1.12b.

Como observamos en el grafo M × Z, los vértices (A,E) y (B,E) son
adyacentes porque tienen en común a E, y en el grafo M los vértices A y B
están conectados. En cambio, los vértices (A,E) y (A,F ) no son adyacentes
en M×Z, porque en el grafo Z no existe una arista que conecte a los vértices
E y F .

(a) Grafos M y Z (b) Grafo M × Z

Figura 1.12: Producto cartesiano

1.4. Algunas familias de grafos

A continuación estudiaremos algunas familias de grafos que también nos
va a permitir simplificar en algunas ocasiones el problema de coloración de
vértices, pues para estas familias podemos establecer de manera teórica su
número cromático.
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Definición 1.16. El grafo trivial consiste de un vértice sin aristas.

Definición 1.17. Un grafo k−regular es aquel en el que todos sus vértices
tienen k vecinos, es decir, todos los vértices tienen el mismo grado.

Ejemplo 1.14. Uno de los grafos k−regulares más reconocidos por sus
propiedades y usos para probar conjeturas y teoremas es el grafo Petersen,
el cual es 3− regular.

Figura 1.13: Grafo Petersen

Definición 1.18. Un grafo completo con n vértices, notado Kn, es aquel
en que cada par de vértices está conectado entre śı.

Ejemplo 1.15. Un grafo completo, en este caso, con 6 vértices lo ilus-
tramos en la Figura 1.14.

Figura 1.14: Grafo K6

Definición 1.19. Un grafo bipartito, denotado como Bmn, es aquel cuyo
conjunto de vértices VBmn se puede dividir en dos subconjuntos U y W con m
y n elementos, respectivamente, tales que los vértices de U no son adyacentes
entre śı, aśı mismo para el subconjunto W .
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Definición 1.20. Un grafo bipartito completo, con notación Kmn, es un
grafo bipartito que cumple la condición que todos los vértices de U son ad-
yacentes a todos los vértices de W .

Ejemplo 1.16. En la Figura 1.15 presentamos dos grafos bipartitos cuyos
conjuntos de vértices se pueden dividir en subconjuntos U = {F,A} y W =
{B,C,D,E}, tales que no hay aristas entre los vértices de U ni entre los
vértices de W , pero śı existen aristas que conecten a los vértices de U con
los de W .

La diferencia entre ambos bipartitos radica en que el grafo bipartito com-
pleto K2,4 (Figura 1.15b), todos los vértices de U están conectados con todos
los vértices de W . En cambio, en el bipartito B2,4 no sucede aquello (Figu-
ra 1.15a).

(a) Grafo B2,4 (b) Grafo K2,4

Figura 1.15: Grafos bipartitos

Definición 1.21. El grafo lineal, denotado como Pn, es un grafo donde cada
vértice Vi está conectado únicamente con sus vecinos inmediatos Vi+1 y Vi−1,
siempre que existan; de manera que tiene dos vértices de grado 1 y los demás
(si aplica) son de grado 2.

Ejemplo 1.17. En la Figura 1.16 ilustramos un grafo lineal G con 6
vértices.

Figura 1.16: Grafo Lineal
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Definición 1.22. Un grafo ciclo, notado Cn, es un grafo conexo 1 tal que el
grado de todos sus vértices es dos.

Ejemplo 1.18. En la Figura 1.17 ilustramos un grafo conexo con 6 vérti-
ces, donde todos tienen grado 2, luego es un grafo ciclo.

Figura 1.17: Grafo C6

Definición 1.23. El grafo rueda con n vértices, denotado Wn, es el grafo
ciclo Cn−1 junto con un nuevo vértice x, el cual es adyacente a todos los
vértices del ciclo.

Ejemplo 1.19. La Figura 1.18 representa el grafo rueda con siete vértices.

Figura 1.18: Grafo W7

Definición 1.24. El grafo árbol, con n vértices, que notamos Tn, es un grafo
conexo, en el que cualquier par de vértices están conectados por exactamente
un camino y no tiene ciclos.

1En la sección 1.5 abordamos la Definición 1.30 de grafo conexo.
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Ejemplo 1.20. La Figura 1.19 representa un grafo árbol con ocho vérti-
ces.

Figura 1.19: Grafo T8

Definición 1.25. El grafo hipercubo es un grafo que notamos Qn tiene 2n

vértices y se obtiene del producto cartesiano de n copias del grafo completo
K2. Además, Qn es un grafo n−regular.

Ejemplo 1.21. La Figura 1.20 representa un grafo hipercubo denotado
Q3 que es 3−regular.

Figura 1.20: Grafo Q3

24



1.5. Conectividad

La conectividad es un concepto importante en la teoŕıa de grafos, ya
que nos permite entender cómo están relacionados los vértices y qué tan
conectado está un grafo; lo que nos ayuda a identificar si se puede dividir en
partes independientes o si existen puntos cŕıticos, como vértices de corte, que
al eliminarse rompeŕıan la estructura y nos dejaŕıan componentes aisladas.

El saber cómo están conectados los vértices nos ofrece ventajas en el
problema de la coloración de vértices, pues podemos simplificar el problema
general dividiendo el grafo en componentes más pequeñas y fáciles de colorear
por separado. Además, la forma en que los vértices se agrupan y se relacionan
entre śı nos da pistas claves sobre cuántos colores necesitaremos y cómo
diseñar algoritmos más eficientes para asignar dichos colores.

Definición 1.26. Un camino h de V1 a Vn es una secuencia finita de vértices
y aristas de G, comenzando en el vértice V1 y terminando en el vértice Vn,
donde cada arista es incidente con el vértice que la precede y el que la sigue,
esto es, h = (V1, V1V2, V2, V2V3, ..., Vn−1, Vn−1Vn, Vn).

Un camino se puede escribir de varias maneras: enunciando únicamen-
te las aristas h = (V1V2, V2V3, ..., Vn−1Vn), o nombrando los vértices h =
(V1, V2, V3, ..., Vn−1, Vn).

Definición 1.27. La longitud de un camino h es la cantidad de aristas
pertenecientes al camino, se nota como lh. El camino de longitud cero es el
que no tiene aristas pero śı un vértice.

Definición 1.28. Dos vértices V1 y V2 de un grafo G se dice que están
conectados si existe un camino entre ambos, es decir, cuando V1 y V2 son
extremos de un camino.

De los caminos surgen varios tipos según sus caracteŕısticas:

Definición 1.29. Algunas clases de caminos son:

1. Un camino simple es donde los vértices que aparecen en la secuencia
no se repiten, esto es, todos son diferentes.

2. Un camino cerrado es aquel cuyos vértices de inicio y fin son el mismo.

3. Un recorrido es un camino sin aristas repetidas.
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4. Un camino ciclo, es un camino cerrado donde los únicos vértices que
coinciden son los de inicio y fin.

Ejemplo 1.22. En la Figura 1.21a presentamos el grafo N en el que se
pueden determinar caminos simples, cerrados y ciclos, como:

- Un camino del vértice I al vértice A es h = (IB,BG,GF, FJ, JE,
EJ, JH,HC,CA,AD,DA), como está resaltado en morado en la Fi-
gura 1.21b.

- Un camino simple del vértice A al vértice F es hs = (AG,GB,BI, IE,
EJ, JF ) , como se evidencia con las aristas de color morado en el grafo
de la Figura 1.21c.

- Un camino cerrado del vérticeD a si mismo, es hce = (DA,AG,GB,BI,
IE,EJ, JF, FG,GA,AD), como se visualiza resaltado en morado en la
Figura 1.21d.

- Un camino ciclo del vértice F a si mismo, es hci = (FJ, JE,EI, IB,BG,
GF ), como se resalta en morado en la Figura 1.21e.

(a) Grafo N (b) Camino (c) Camino simple

(d) Camino cerrado (e) Camino ciclo

Figura 1.21: Caminos de N
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Teorema 1.1. Cualquier camino cerrado de longitud impar contiene un ciclo
impar.

Demostración. La demostración la elaboramos por inducción sobre la longi-
tud del camino, denotado por l.

1. Dado que en este trabajo utilizamos grafos simples, si tomamos un ca-
mino de longitud l = 1 generaŕıa un bucle. Por lo tanto, la inducción
la iniciamos desde l = 3. Sea h un camino cerrado de longitud 3, dicho
camino debe involucrar tres vértices diferentes, pues de lo contrario
tendŕıamos que considerar un bucle como una arista en la secuencia,
pero estamos trabajando con grafos simples. Luego, este camino cerra-
do solo tiene los vértices extremos repetidos, esto es, un ciclo impar
(Nota 1).

2. Sea h un camino cerrado de longitud impar l mayor que 3; supongamos
que la afirmación se cumple para caminos cerrados de longitud impar
menor que l, es decir, que todo camino cerrado de longitud impar menor
que l contiene un ciclo impar.

3. Consideremos el camino cerrado h = (V1V2, V2V3..., Vl−1Vl, VlV1) que
tiene longitud impar. Existen dos casos con aquel camino:

a) Si todos los vértices de h son distintos, entonces h es un ciclo de
longitud impar (Nota 2 ı́tem 1).

b) Si existe un vértice Vi que se repite en en camino h, este camino
puede dividirse en dos subcaminos que inician y terminan en Vi.
Uno de los subcaminos necesariamente debe ser de longitud par,
mientras que el otro es de longitud impar, pues h es de longitud
impar. Por la hipótesis de inducción, como el subcamino de longi-
tud impar es más corto que h, este contiene un ciclo de longitud
impar (Nota 2 ı́tem 2).

Nota 1. Para construir un camino cerrado de longitud tres, por ejemplo
de V1 a V1, debemos tener tres vértices diferentes, porque de lo contrario
tendŕıamos que h = (V1, V1V2, V2, V2V2, V2, V2V1, V1) y el grafo no es simple
(Figura 1.22a):
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(a) Camino cerrado con
dos vértices

(b) Camino cerrado con
tres vértices

Figura 1.22: Caminos cerrados de longitud 3

Nota 2. 1. En este caso, por ejemplo, tenemos el camino cerrado h =
(V1, V1V2, V2, V2V3, V3, V3V4, V4, V4V5, V5, V5V1, V1) cuya longitud es 5 y
es un ciclo impar (Figura 1.23).

Figura 1.23: Camino cerrado y ciclo impar

2. En este caso, tenemos el camino h = (V1, V1V2, V2, V2V3, V3, V3V1, V1,
V1V4, V4, V4V2, V2, V2V5, V5, V5V1, V1) de longitud 7 (Figura 1.24a), el cual
tiene los subcaminos cerrados h1 = (V1, V1V2, V2, V2V3, V3, V3V1, V1) y
h2 = (V1, V1V4, V4, V4V2, V2, V2V5, V5, V5V1, V1) de longitud 3 y 4, respec-
tivamente, como se muestra en la Figura 1.24b.
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(a) Camino h
(b) Caminos de longitud
3 y 4

Figura 1.24: Camino cerrado y ciclo impar

Algunos conceptos que surgen a partir de la noción de camino son:

Definición 1.30. Un grafo conexo es aquel en el que cada par de vértices
distintos están conectados por un camino.

Definición 1.31. Una componente conexa de un grafo G es un subgrafo
de G conexo, que no es un subgrafo propio de otro subgrafo conexo de G, es
decir, es un subgrafo conexo maximal de G.

Ejemplo 1.23. El grafo O representado en la Figura 1.25a es conexo , y
el grafo de la Figura 1.25b no es conexo, pero tiene dos componentes conexas.

(a) Grafo conexo O (b) Grafo M

Figura 1.25: Grafo conexo y componentes conexas

Definición 1.32. Un clique es un subconjunto de vértices de G donde cada
par de vértices son adyacentes entre śı, además es un conjunto maximal de
vértices de G mutuamente adyacentes.

Definición 1.33. El número de clique de un grafo G es el cardinal del
clique más grande de G, y lo denotamos con ω(G).
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Definición 1.34. Un subconjunto del conjunto de vértices del grafo G es un
conjunto independiente si ningún par de vértices del subconjunto están
conectados por una arista.

Definición 1.35. El número de independencia del grafo G es el cardinal
del conjunto independiente más grande de G, y lo notamos α(G).

Ejemplo 1.24. En el grafo F (Figura 1.26), algunos subconjuntos cliques,
donde ω(F ) = 5:

{O,N,M,L,K}

{P, S}

{P,Q}

{P,O}

{T, S}

{T,R}

{N,R}

{K,S}

{Q,R}

Además, número de independencia es α(F ) = 3 y algunos conjuntos in-
dependientes son:

{P,K,R}

{P,K, T}

{P,N, T}

{P,M,R}

{P,M, T}

{P,L,R}

{P,L, T}

{S, L,R}

{S,Q,M}

{S,O,R}

{S,N,Q}

{S,O,Q}

{L, S,Q}

Figura 1.26: Grafo F
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Con las operaciones entre grafos y algunos conceptos sobre conexidad,
introducimos otros que permiten analizar los grafos.

Definición 1.36. Un vértice de corte del grafo G, es un vértice V , tal que
al eliminarlo, el grafo G− {V } tiene más componentes conexas que el grafo
G.

Ejemplo 1.25. En el grafo M (Figura 1.27a), si eliminamos el vértice R,
el grafo M − {R} (Figura 1.27b) tiene tres componentes conexas, mientras
que el grafo M solo tiene una. Esto es, R es un vértice de corte.

(a) Grafo M (b) Grafo M − {R}

Figura 1.27: Vértice de corte

Definición 1.37. Un conjunto de vértices de corte de un grafo G, es un
conjunto de vértices de G, tal que al eliminarlos a la vez, el grafo obtenido
presenta más componentes conexas que G .

Ejemplo 1.26. En el grafo M (Figura 1.27a) si eliminamos el vértice
W , el grafo M − {W} (Figura 1.28a) tiene una componente conexa al igual
que M , lo mismo sucede con el grafo M − {T} cuando eliminamos a T
(Figura 1.28b). Pero si eliminamos los dos vértices al mismo tiempo, el grafo
M − {W,T} tiene dos componentes conexas (Figura 1.28c). Por lo tanto el
conjunto de vértices {W,T} es de corte.
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(a) Grafos M − {W} (b) Grafo M − {T}

(c) Grafo M − {W,T}

Figura 1.28: Conjunto de corte {W,T}

Definición 1.38. La conectividad de vértices de un grafo conexo G,
notado como κ(G) es la cantidad mı́nima de vértices que al removerlos, des-
conectan G o lo reducen a un vértice .

Definición 1.39. Un bloque de un grafo G, es un subgrafo conexo maximal
tal que ninguno de sus vértices es un vértice de corte.

Ejemplo 1.27. Un bloque B del grafo G (Figura 1.29) es el subgrafo in-
ducido por el conjunto de vértices {M,A,G,E, J, I}, el cual no tiene vértices
de corte y su número de conectividad (κ(B)) es 2.

Otro bloque del grafo G es el subgrafo inducido por el conjunto de vértices
{D,M}, que también es una arista. Y otro bloque es el vértice L.

Estos ejemplos de bloque muestran que aunque los vértices que los com-
ponen no son vértices de corte para los bloques, śı hay vértices de corte en
el grafo G, como lo son M y E.
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Figura 1.29: Grafo G con bloques

Los siguientes resultados nos permiten relacionar los bloques asociados a
un grafo con sus puntos de corte:

Teorema 1.2. Sea G un grafo con dos bloques diferentes B1 y B2, los bloques
pueden tener como máximo un vértice en común.

Demostración. Sean B1 y B2 dos bloques diferentes de un grafo G suponemos
que ambos bloques tienen dos vértices en común X y Y , y consideramos el
grafo B1 ∪B2.

Si eliminamos al vértice X del bloque B1, el subgrafo B1−{X} es conexo,
por tanto, de B1, existe un camino de cualquiera de los vértices de B1−{X}
al vértice Y . Aśı mismo sucede con el subgrafo B2−{X} en el que contamos
con un camino desde cualquiera de los vértices de B2 − {X} al vértice Y .
Luego, en el grafo B1 ∪ B2 − {X} existe un camino entre cualquiera de los
vértices del bloque B1−{X} a cualquiera de los vértices del bloque B2−{X}
que pasa por el vértice Y , por lo tanto el vértice X no es vértice de corte
para el subgrafo B1 ∪ B2 . Análogamente cuando eliminamos el vértice Y
en los bloques B1 y B2, obtenemos que Y no es un vértice de corte para el
subgrafo B1 ∪B2.

Ademas los vértices que solo están en uno de los bloques B1 o B2, no son
vértices de corte para B1 ∪ B2, pues si lo fueran tendŕıan que serlo para B1

o B2, pero esto contradice la Definición 1.39.
Como en el subgrafo B1 ∪ B2 ninguno de sus vértices es de corte, este

es un bloque que además contiene a los bloque B1 y B2, lo que contradice
que B1 y B2 sean subgrafos conexos maximales. Entonces necesariamente los
bloques deben tener como máximo un único vértice en común.

Nota 3. Dados dos bloques B1 con VB1 = {A,B,C,D,X} y B2 con VB2 =
{X, Y, F,E,G}, si suponemos que Y ∈ B1 debemos establecer una conexión
entre los vértices C y Y (Figura 1.30).
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De ah́ı que si eliminamos a X de los dos bloques sigue existiendo un
camino entre los vértices B1−{X} y B2−{X} pasando por Y . Análogamente
sucede si eliminamos al vértice Y , por lo tanto B1 ∪ B2 seŕıa un bloque,
situación que ejemplifica la contradicción en la demostración del teorema.

Figura 1.30: Bloques con dos vértices en común

Corolario 1.1. Toda arista de un grafo pertenece a un único bloque.

Demostración. Sea e = UV una arista arbitraria de G. Sea F = {H ⊆ G : H
es un subgrafo conexo, sin vértices de corte y que contiene a la arista e}, F
es diferente de vaćıo, pues la arista e es un elemento de F .

Luego consideramos un elemento máximal de F que llamamos B, este
subgrafo es un bloque que contiene a e. Ahora vamos a probar que existe un
solo bloque que contiene a e, para ello supongamos que existen dos bloques
distintos B1 y B2 que contienen a e. Luego, los extremos de e, los vértices U
y V , pertenecen tanto a B1 como a B2, pero esto contradice el Teorema 1.2,
por lo tanto B1 = B2.

Corolario 1.2. Sea X un vértice del grafo G. El vértice X es un vértice de
corte de G si y solo si X pertenece a dos bloques diferentes B1 y B2 de G.

Demostración. Primero vamos a demostrar que si X es un vértice de corte
de G entonces pertenece a dos bloques diferentes B1 y B2 de G. Suponga-
mos que X es un vértice de corte de G, entonces G − {X} tiene al menos
dos componentes conexas distintas, que llamamos C1 y C2. Luego, existe un
vértice V1 en C1 tal que XV1 es una arista de G, y existe un vértice V2 en C2

tal que XV2 es una arista de G; por el Corolario 1.1, la arista XV1 pertenece
a un bloque B1 y la arista XV2 pertenece a un bloque B2, y en particular,
X está en B1 y en B2.

Veamos que B1 es diferente de B2: Supongamos, que B1 = B2, entonces
como los bloques son subgrafos sin vértices de corte y el vértice X no separa

34



a B1, en B1−{X} debe existir un camino que conecte a V1 con V2. Pero ese
camino estaŕıa contenido en G−{X} lo que contradice que V1 y V2 están en
componentes distintas C1 y C2 de G − {X}, luego los bloques B1 y B2 son
diferentes.

Para la segunda parte, vamos a demostrar que si dos bloques diferentes
de G, B1 y B2 tienen un vértice en común X, entonces ese vértice X es de
corte para el grafo G.

Supongamos que X pertenece a dos bloques distintos B1 y B2, por el
Teorema 1.2, tenemos que B1 ∩ B2 = {X}. Luego, no existe un camino en
G que conecte un vértice de B1 − {X} con uno de B2 − {X} sin pasar
por X. Por tanto, al eliminar X de G, los subgrafos B1 − {X} y B2 − {X}
quedan en componentes conexas distintas de G−{X}. Esto implica que estas
componentes que aparecen en G−{X} no estaban separadas antes, es decir,
el número de componentes de G − {X} es mayor que las de G, luego X es
un vértice de corte de G.

Corolario 1.3. Sea G un grafo conexo con dos bloques diferentes, B1 y B2,
y sean los vértices V1 y V2 pertenecientes a B1 y B2, respectivamente, tal que
ninguno es un vértice de corte en G. Entonces V1 no es adyacente a V2.

Demostración. Vamos a demostrar el corolario por contradicción:
Dado un grafo conexo G, con dos bloques diferentes B1 y B2 y los vértices

V1 ∈ B1 y V2 ∈ B2. Suponemos que existe una arista que conecta a V1 y V2.
Con esta arista tenemos un subgrafo B1 ∪ B2 ∪ {V1V2} que es conexo,

porque los bloques en si son conexos y con la arista agregada sigue siendo
conexo. De alĺı suceden tres casos:

1. Si existe un vértice W ∈ B1 que también pertenece a B1∪B2∪{V1V2},
tal que ese vértice es de corte para el subgrafo B1∪B2∪{V1V2} llegamos
a una contradicción porque ninguno de los vértices del bloque B1 puede
ser vértice de corte para ese bloque por lo tanto, tampoco lo es para el
subgrafo B1 ∪ B2 ∪ {V1V2}. Análogamente concluimos que ninguno de
los vértices de B2, puede ser un vértice de corte para B1∪B2∪{V1V2}.

2. Suponemos que V1 ∈ B1 ∩ B2, por el Corolario 1.2, si esto sucede el
vértice V1 es un vértice de corte del grafo G, lo cual contradice la
hipótesis del enunciado que V1 no puede ser vértice de corte para el
grafo G. Aśı mismo sucede con el vértice V2, entonces V2 /∈ B1 ∩B2.
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3. Si existe un vértice en la intersección de los bloques sea W ∈ B1 ∩B2,
ese vértice no es de corte para B1∪B2∪{V1V2}; porque si lo eliminamos,
el subgrafo B1 ∪B2 ∪ {V1V2} sigue siendo conexo, puesto que la arista
V1V2 conecta ambos bloques. Siendo aśı, el subgrafo B1 ∪ B2 ∪ {V1V2}
es un bloque contradiciendo la maximalidad de los bloque iniciales B1

y B2.

Es aśı como demostramos que no puede haber una arista que conecte dos
vértices que pertenecen a dos bloques diferentes.

Para ilustrar la demostración del Corolario 1.3, proponemos el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 1.28. En la Figura 1.32 mostramos el grafo G que tiene dos blo-
ques, los subgrafos inducidos por los conjuntos de vértices B1 = {A,B,D,C}
y B2 = {I, E,H, F, C}, de alĺı se escogen los vértices A ∈ B1 e I ∈ B2. Si
asumimos que estos vértices son adyacentes, no existe un vértice de corte
en el grafo G ∪ {AI}, por lo tanto el grafo G ∪ {AI} es un bloque, lo cual
contradice la maximalidad de B1 y B2.

Figura 1.31: Grafo G con la arista AI

Definición 1.40. Un grafo bloque de un grafo G, notado como BL(G),
es aquel cuyo conjunto de vértices corresponde a bloques de G y vértices de
corte de G, donde las aristas tienen como extremos un vértice bloque y un
vértice de corte de G que pertenece a dicho bloque.

Ejemplo 1.29. El grafo N de la Figura 1.32a tiene dos vértices de
corte M y R, con cuatro bloques B1 = {L,K,M}, B2 = {M,R}, B3 =
{R,N, P,O} y B4 = {Q,R}. En grafo bloque BL(N) cada vértice representa
un bloque de N y un vértice de corte de N , además si un vértice es un bloque,
otro vértice de corte en N y el vértice pertenece al bloque entonces trazamos
una arista entre ellos, como representamos en la Figura 1.32b.
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(a) Grafo N (b) Grafo BL(N)

Figura 1.32: Grafo bloque del grafo N

Definición 1.41. Un bloque hoja, es un bloque que solo tiene un vértice
de corte en el grafo G. Es decir, el vértice es de corte para G pero no lo es
para el bloque.

Ejemplo 1.30. En el grafo G (Figura 1.33), el subgrafo inducido por
los vértices {A,B,D,K} es un bloque hoja, puesto que el vértice K es un
vértice de corte en el grafo, pero no lo es en el subgrafo inducido.

Figura 1.33: Ejemplo de Bloque y Bloque hoja

Ahora, una proposición que relaciona los vértices de corte con la existencia
de bloques hoja.

Proposición 1.1. Sea G un grafo conexo, con al menos un vértice de corte.
Entonces G tiene al menos dos bloques hoja.

Demostración. Sea G un grafo conexo con al menos un vértice de corte,
consideremos su grafo bloque BL(G); afirmamos que BL(G) es un grafo
árbol, porque es conexo y aćıclico.
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BL(G) es conexo, pues si no lo fuera, existiŕıan al menos dos componen-
tes conexas en BL(G), lo que implica que en G hay bloques que no están
conectados entre śı, es decir, más de una componente conexa, contradiciendo
que G es conexo; por lo tanto BL(G) es conexo.

BL(G) es aćıclico; supongamos por contradicción que BL(G) contiene un
ciclo:

1. Si existiera un ciclo impar en BL(G), necesariamente habŕıan dos vérti-
ces del mismo tipo adyacentes, esto es, dos bloques o dos vértices de
corte adyacentes; sin embargo, por la Definición de grafo bloque 1.40,
las aristas solo pueden existir entre un bloque y un vértice de corte.
Por lo tanto, no pueden existir ciclos impares en BL(G).

2. Supongamos que existe un ciclo par en BL(G):

Si el ciclo tiene 4 vértices, esto implica que hay dos bloques dis-
tintos que están conectados a dos vértices de corte en común, lo
que contradice el Teorema 1.2.

Si el ciclo tiene más de 4 vértices, entonces podemos encontrar,
en BL(G), dos bloques conectados mediante dos caminos distintos
que pasan por vértices de corte diferentes; lo que implica que existe
un camino alternativo entre los bloques que evita alguno de los
vértices de corte, lo que contradice que ese vértice sea de corte en
G, pues su eliminación no desconectaŕıa al grafo G.

En ambos casos llegamos a una contradicción, por lo tanto, BL(G)
no contiene ciclos pares.

Concluimos que BL(G) no tiene ciclos.

Dado que BL(G) es conexo y aćıclico, entonces es un árbol. En cualquier
árbol hay al menos dos vértices de grado 1, en BL(G), los vértices de grado
1 corresponden a bloques que están conectados con un único vértice de corte,
es decir, son dos bloques hoja de G.

Nota 4. Sea un grafo G conexo y con al menos un vértice de corte, veamos
que el grafo bloque BL(G) es un árbol. Si BL(G) no fuera conexo, como en la
Figura 1.34, implica que hay más de una componente conexa tanto en BL(G)
como en G, cada bloque seŕıa una componente conexa, lo que contradice que
G sea conexo. Entonces BL(G) debe ser conexo.
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Figura 1.34: Grafo bloque disconexo

Si BL(G) no fuera aćıclico, entonces tendŕıa ciclos impares o pares. Si
los ciclos son impares se contradice la definición de grafo bloque, porque los
bloques B1 y B2 son adyacentes (Figura 1.35a) o los vértices de corte X3 y
X2 están conectados (Figura 1.35b).

Si los ciclos de BL(G) son pares de 4 vértices (Figura 1.35c), se contradice
que dos bloques distintos de un grafo pueden tener a lo sumo un vértice en
común. Si son ciclos pares con más de 4 vértices, hay dos caminos diferentes
de un bloque a otro, por ejemplo de B1 a B2 (Figura 1.35d), tenemos h1 =
(B1, B1X2, X2, X2B2, B2) y h2 = (B1, B1X3, X3, X3B3, B3, B3X1, X1, X1B2,
B2), entonces, si eliminamos el vértice X2, tanto en BL(G), como en el grafo
G correspondiente, existe un camino entre los vértices de B1 y los de B2, por
lo que X2 no seŕıa de corte y contradice su definición como vértice de corte.

En los dos casos llegamos a contradicciones, por tanto BL(G) no puede
contener ciclos.
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(a) BL(G) con
ciclo de 3 vérti-
ces

(b) BL(G) con ciclo de 5
vértices

(c) BL(G) con ciclo de 4
vértices

(d) BL(G) con ciclo de 6
vértices

Figura 1.35: Grafo bloque con ciclos

Como BL(G) es conexo y aćıclico, entonces es un grafo árbol. Además,
en los grafos hay al menos dos vértices de grado 1, como en la Figura 1.36,
aquellos vértices son bloques que están conectados con un vértice de corte de
G, por lo tanto son bloques hoja.

Figura 1.36: Grafo bloque BL(G)
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Definición 1.42. Un grafo G es k−conexo, si el número de conectividad es
mayor o igual k.

No siempre la representación gráfica de los grafos bipartitos nos permite
identificar rápidamente los conjuntos U y W de vértices, por ello es siguiente
teorema nos entrega otra caracterización. Además, la caracterización que se
presenta con el teorema nos va a permitir determinar la mı́nima cantidad de
colores para los vértices de algunas de las familias que estamos presentando.

Teorema 1.3. Un grafo es bipartito si y sólo si no tiene ciclos con un número
impar de vértices.

Demostración. 1. Vamos a demostrar que si G es un grafo bipartito en-
tonces no tiene ciclos impares.

Para ello, consideremos los subconjuntos de vértices que proporciona el
grafo bipartito, U = {U1, U2, ..., Um} y W = {W1,W2, ...,Wn}. Si esco-
gemos el vértice Un, con n ≤ m, y existe un camino cerrado de Un a Un,
se cumple que ese camino tiene vértices que van alternando en los sub-
conjuntos U y W , esto es, h = (Un,Wm, Un−1,Wm−1, ...,Wm−n, Un). De
esta manera, creamos un camino cerrado que tiene la misma cantidad
de vértices de cada subconjunto U y W (porque estamos trabajando
con un grafo bipartito), es decir, hay p vértices de U , y hay p vértices
de W , por lo tanto en el camino hay 2p vértices y aquel camino cerrado,
que no tiene vértices repetidos salvo los extremos, es un ciclo par.

2. Ahora demostraremos que si G es un grafo sin ciclos con un número
impar de vértices, entonces G es bipartito.

Primero asumimos que G es conexo, pues si no lo fuera basta con
aplicar el mismo argumento a cada una de las componentes conexas de
G. Luego, para este propósito, definimos dos subconjuntos de vértices
U y W del conjunto de vértices del grafo VG. Para ello seleccionamos
un vértice U1 que ubicamos en U , junto con todos aquellos vértices de
VG que tengan un camino hasta U1, tal que ese camino sea el más corto
y con un número par de aristas.

Por otro lado, en W incluimos a todos los vértices de VG que tienen un
camino con un número impar de aristas hasta U1 y que además es el
más corto. Notemos que U1 no pertenece a W .
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Con esta construcción, cualquier par de vértices que están en U , no
son adyacentes; ya que si suponemos que en U existen dos vértices
adyacentes Ui y Uj, implicaŕıa que el camino cerrado hU = (U1U2, ...,
Ui−1Ui, UiUj, UjUj+1, ..., U1), que contiene los caminos más cortos de
longitud par, los que van de Ui a U1 y de Uj a U1, y una arista demás
(UiUj), tenga longitud impar; y por el Teorema 1.1 aquel camino es un
ciclo impar, lo que contradice la hipótesis.

De manera análoga concluimos que cualquier par de vértices que están
en W no son adyacentes.

Por lo tanto, el conjunto de vértices de G está dividido en dos subcon-
juntos U y W tales que, VG = U ∪W , donde los vértices pertenecientes
a cada subconjunto no son mutuamente adyacentes, entonces el grafo
G es bipartito.

El siguiente ejemplo busca ilustrar los argumentos de la demostración del
Teorema 1.3.

Ejemplo 1.31. Para la primera parte de la prueba, tomamos el grafo bi-
partito B4,5 (Figura 1.37), cuyo conjunto de vértices es VB4,5 = W ∪U donde
W = {W1,W2,W3,W4,W5} y U = {U1, U2, U3, U4}. Uno de los caminos ce-
rrados que se puede evidenciar en el grafo es h = (U1W2,W2U2, U2W3,W3U3,
U3W4,W4U1), el cuál tiene tres vértices de U y tres vértices de W , por lo
tanto aquel camino que no repite vértices, a excepción del de inicio y fin,
tiene 6 aristas, entonces es un ciclo par.

Figura 1.37: Grafo G para primer literal

Para la segunda parte, tenemos el grafo G sin ciclos impares (Figura 1.38),
escogemos el vértice A y a partir de este los vértices se pueden dividir en dos
subconjuntos:

Subconjunto U que incluye a A y aquellos cuyo camino más corto a A es
de longitud par, es decir, U = {A,E,C}.
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Y el subconjunto W que contiene a los vértices con un camino corto,
impar hasta A, W = {F,H,B,D}.

Figura 1.38: Grafo sin ciclos impares G

Como se evidencia en la figura, los vértices de cada subconjunto no son
adyacentes entre si. Y si, por ejemplo, existiera una arista entre F y H,
vértices de W , el camino cerrado hW = (AF, FH,HA) seŕıa un ciclo impar,
lo que contradice la definición del grafo G.

En el siguiente caṕıtulo los grafos 2−conexos (Definición 1.42) van a ser
relevantes en las argumentaciones dadas, luego los siguientes teoremas nos
ofrecen otra caracterización de ellos, vinculándolos con caminos y ciclos.

Teorema 1.4. Sea G un grafo conexo con tres o más vértices. G es 2−conexo
si y solo si para cada par de vértices de G existen dos caminos internamente
disjuntos, es decir, los vértices en cada camino son distintos, a excepción de
los vértices iniciales y finales.

Demostración. Como el teorema es una afirmación de “si y solo si”, demos-
traremos ambas implicaciones por separado:

1. Probaremos que si tenemos dos caminos internamente disjuntos enton-
ces G es 2−conexo por contraposición 2.

Suponemos que G no es 2−conexo. Por la definición de k−conexo, el
número de conectividad de G debe ser menor que 2, entonces existe al
menos un vértice de corte C en G.

2Dada una afirmación p entonces q, se puede demostrar por medio de su equivalencia
lógica, probando que ¬q entonces ¬p es verdadero
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Si eliminamos a C del grafo G, se crean al menos dos componentes co-
nexas C1 y C2 en G−{C}, luego existen dos vértices V1 ∈ C1 y V2 ∈ C2

tal que no hay un camino de V1 a V2 en G − {C}. Por lo tanto, todos
los caminos que conectan a V1 y V2 en G necesariamente deben pasar
por el vértice de corte C, es decir, que los caminos tienen un vértice
en común. Por lo tanto, no existen dos caminos internamente disjun-
tos entre V1 y V1. Esto prueba la contraposición, en consecuencia que
queda demostrado que si tenemos dos caminos internamente disjuntos
entonces G es 2−conexo.

2. Para demostrar que si G es 2−conexo entonces tiene dos caminos in-
ternamente disyuntos, lo haremos por inducción sobre la longitud de
un camino entre dos vértices cualesquiera de G. Sea un grafo G que es
2−conexo

a) Si existe una arista entre los vértices V1 y V2 la longitud de ese
camino va ser igual a 1; pero como G tiene por lo menos tres
vértices y es conexo, existe un vértice V3 tal que al eliminar el
vértice V1 de G, G−{V1} es conexo, pues G es 2−conexo; entonces
existe un camino de V3 a V2, y de forma análoga, al eliminar V2 de
G, G− {V2} es conexo, luego existe un camino de V3 a V1, por lo
tanto existen al menos dos caminos internamente disyuntos entre
V1 y V2, el dado por la arista V1, V1V2, V2 y el que se obtiene de
unir los caminos de V1 a V3 y de V3 a V2.

b) Suponemos que para todo par de vértices cualesquiera de G cuyo
camino más corto es de longitud menor a k, tal que k ≥ 2, existe
al menos dos caminos internamente disjuntos entre los vértices.

c) Sean V1 y V2 dos vértices tales que la longitud de su camino mı́ni-
mo entre ellos es k. Sea h1 = (V1, · · · , V3, V3V2, V2) un camino de
longitud k, donde V3 precede a V2 en h1, entonces en h1 hay un
subcamino de V1 a V3 cuya longitud es menor que k, por lo que,
por la hipótesis del literal b, existen dos caminos internamente dis-
juntos entre V1 y V3, sean h2 = (V1, · · · , V3) y h3 = (V1, · · · , V3).

Como G es 2−conexo, el grafo G − {V3} es conexo entonces en-
contramos un camino entre V1 y V2, por lo que existe un camino
h4 entre V1 y V2 que no contiene al vértice V3 en el grafo G. Sea V4

un vértice que precede a V2 en h4 = (V1, · · · , V4, V4V2, V2); V4 pue-
de pertenecer a h2 o h3, para no perder generalidad, supongamos
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que V4 pertenece a h2. Entonces podemos construir dos caminos
internamente disjuntos entre V1 y V2:

1) Un primer camino está entre el subcamino de h2 desde V1

hasta V4 junto con el subcamino de h4 desde V4 hasta V2, esto
es (V1, · · · , V4, V4V2, V2).

2) Para el segundo camino, consideramos dos casos:

Si V2 pertenece al camino h3 = (V1, · · · , V2, V2V3, V3), en-
tonces el subcamino de h3 entre V1 y V2 es internamente
disjunto al primer camino.

Si V2 no pertenece al camino h3, entonces tenemos un ca-
mino al unir h3 con el subcamino de h1 entre V3 y V2, esto
es (V1, · · · , V3, V3V2, V2) un camino internamente disjunto
al primero.

Por lo tanto, hay al menos dos caminos internamente disjuntos
entre V1 y V2

Ejemplo 1.32. Ilustramos los casos mencionados en la demostración del
Teorema 1.4.

Suponemos que grafo G no es 2−conexo (Figura 1.39a), entonces el gra-
fo tendrá un vértice de corte C. Al eliminar el vértice C del grafo, nuestro
grafo G − {C} (Figura 1.39b) tiene dos componentes conexas con vértices
C1 = {A,B,C,D} y C2 = {E,F}. En el grafo G todo camino de A a F ne-
cesariamente tiene que pasar por C. Por lo tanto, para que haya dos caminos
disyuntos entre A y F el grafo G debe ser 2−conexo (Figura 1.39c), cuyos
vértices de corte son C,D y cuyos caminos de A a F seŕıan (A,AD,D,DF, F )
y (AB,B,BC,C,CF, F ).
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(a) Grafo G (b) Grafo G− {C}

(c) Grafo G 2-conexo

Figura 1.39: Primera parte de la demostración

Para la segunda parte de la demostración suponemos que G es 2−conexo
(Figura 1.40). Consideramos los vértices D y F cuyo camino mı́nimo entre
ellos es h = (D,DA,A,AC,C,CF, F ) el cual tiene longitud 3. Sea C el
vértice que precede a F en el camino h. Como la distancia entre D y C
es menor que 3, existen dos caminos internamente disyuntos entre D y C
h1 = (D,DA,A,AC,C) y h2 = (D,DE,E,EB,B,BC,C).

Además, como G es 2−conexo, existe un camino entre D y F que evita
al vértice C; este camino es h3 = (D,DE,E,EB,B,BF, F ).

A partir de estos caminos construimos dos caminos entre D y F : Primero
h1 de D a C y h4 = (C,CF, F ), es decir, h1∪h4 = (D,DA,A,AC,C,CF, F ).
Y segundo se obtiene tomando el subcamino h2 de D hasta B y continuando
por el camino h3 desde B hasta F ,es decir, h5 = (D,DE,E,EB,B,BF, F ).
Por lo tanto, obtenemos dos caminos internamente disyuntos entre D y F .
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Figura 1.40: Segunda parte de la demostración

Definición 1.43. Una adición de camino a un grafo G es conectar a G
un camino entre dos vértices existentes de G, de tal manera que las aristas
y los vértices internos del camino no pertenezcan a G.

Definición 1.44. Una adición de ciclo es la unión a G de un ciclo que
tiene exactamente un vértice en común con G.

Definición 1.45. Una Śıntesis de Whitney-Robbins de un grafo G es
una secuencia de grafos en la que se parte de un grafo conexo H1, para
añadirle sucesivamente, en cada paso, caminos o ciclos cuyos extremos son
vértices existentes en el grafo anterior. Este proceso continúa hasta que en
el paso n obtenemos el grafo G, esto es, obtenemos la secuencia de grafos
H1, H2, ..., Hn−1, Hn = G. Si en cada paso Hi se obtiene unicamente mediante
la adición de caminos, entonces se denomina una Sintesis de Witney

Ejemplo 1.33. Sea el grafo conexo H1 de la Figura 1.41, con VH1 =
{A,D,C,B} y EH1 = {AD,DB,DC} iniciamos un proceso de Śıntesis de
Whitney-Robbins del grafo G a partir del grafo H1. Primero, agregamos la
arista BC para obtener el grafo H2. Luego, añadimos el ciclo con los vértices
A,E, F,B,A para obtener el grafo H3. Finalmente, agregamos el camino
(E,G,H, I, C) para obtener a H4 = G, resultado de este proceso de grafos.
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Figura 1.41: Sintesis de Whitney

Teorema 1.5. Un grafo G es 2−conexo si y solo si G es un ciclo o es una
śıntesis de Whitney que parte desde un ciclo.

Demostración. El enunciado del teorema es un “si y solo si”, por ello vamos
a probar ambas implicaciones.

1. Si G es una śıntesis de Whitney a partir de un ciclo entonces G es
2−conexo.
Supongamos que C = H1, H2, H3, ..., Hn = G es una śıntesis de Whit-
ney de G a partir de un ciclo C. Como el ciclo C es un grafo 2−conexo,
entonces el grafo que resulta de unir un camino a C es 2−conexo, pues
la propiedad de que para todo par de vértices existen dos caminos in-
ternamente disyuntos entre ellos, se mantiene bajo la unión de caminos.
Por tanto, cada Hi es 2−conexo, en particular G.

2. Si G es 2−conexo entonces es una śıntesis de Whitney.

Como el grafo G es 2−conexo, para cada par de vértices existen dos
caminos internamente disyuntos, por tanto la unión de estos caminos
forman un ciclo.

Sea C un ciclo en el grafo G y consideramos H el conjunto de subgrafos
S de G tales que cada S es una śıntesis de Whitney a partir del ciclo
C.

Obtenemos que H es diferente de vaćıo pues el mismo ciclo C pertenece
a H. Seleccionamos ahora un subgrafo de H con la mayor cantidad de
aristas, al que notamos H∗. Demostraremos que H∗ = G.
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Supongamos que H∗ es diferente de G. Como G es conexo, debe existir
una arista e = VW en EG − EH∗ tal que uno de sus vértices este en
H∗, supongamos que es V .

Como G es 2−conexo, entre los vértices V y W existen dos caminos
internamente disyuntos por el Teorema 1.4, en particular el camino
(V, V W,W ), luego uniendo estos dos caminos tenemos un ciclo que
contiene a la arista e.

Como V no es un vértice de corte, debe haber un ciclo C ′ que contiene
a la arista e y que tiene vértices en H∗ diferentes de V . Sea Z el primer
vértice en C ′ tal que el ciclo retorna a H∗, es decir, el camino, contenido
en C ′, de Z a V que no contiene a VW , esta enH∗. Por tanto, el camino
de V a Z que contiene a VW es una unión que se hace a H∗ y el grafo
obtenido, contradice la maximalidad de H∗. Entonces H∗ = G por lo
tanto G es una śısntesis de Whitney.

1.6. Coloración de grafos

Como hemos mencionado en el documento, nuestro interés se centra en
colorear los vértices de un grafo; por tanto, en esta sección exponemos las
definiciones básicas directamente relacionadas con este proceso.

Definición 1.46. Una k−coloración de los vértices de un grafo G es una
función f : VG → C que le asigna a cada vértice de VG un color (elemento)
de un conjunto C de k colores (elementos) diferentes.

Definición 1.47. Un grafo es k−coloreable si tiene una k−coloración de
vértices, tal que, dos vértices adyacentes no tienen asignado el mismo color.

Definición 1.48. El número cromático de un grafo es el mı́nimo número
de colores diferentes que son necesarios para que el grafo sea coloreable, y lo
denotamos χ(G).

Ejemplo 1.34. En la Figura 1.42 presentamos tres formas de colorear los
vértices de un grafoG para hacer la distinción entre k−coloración, k−coloreable
y el número cromático.

Los vértices del grafo G (Figura 1.42a) fueron coloreados con la lista de
colores C = (1, 2, 3, 4, 5), es decir, el grafo tiene una 5−coloración. Pero en la
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Figura 1.42b a los vértices de G que son adyacentes, como E y B, se les asigna
un color distinto, por lo tanto con la lista de colores C = (1, 2, 3, 4, 5, 6) el
grafo es 6−coloreable. Por su parte, en la Figura 1.42c mostramos que 3 es
el mı́nimo de colores necesarios para que el grafo G sea coloreable.

(a) 5-coloración del grafo
G (b) Grafo G 6-coloreable (c) Grafo G 3-coloreable

Figura 1.42: Coloreados de los vértices del grafo G

Definición 1.49. Una clase de color asociada a una k−coloración de los
vértices de un grafo G, es un subconjunto de vértices de G los cuales tienen
el mismo color.

Ejemplo 1.35. En el ejemplo anterior, asociado a la 3−coloración del
grafo G (Figura 1.42c), el conjunto de los vértices A,E y C son la clase de
color 3; el conjunto de los vértices F y D son la clase de color 1; por último,
el vértice B es la clase de color 2.

Definición 1.50. Dada una lista de colores C = (1, 2, ..., n) y un grafo G
cuyo conjunto de vértices es VG con n elementos, la función de coloración
de vértices es f : VG → C donde se le asigna a cada vértice Vi el color
de menor valor disponible de C, atendiendo al orden natural de la lista de
colores, tal que no tenga el mismo color que sus vecinos.

Ejemplo 1.36. Para el grafo O representado en la Figura 1.43, prime-
ro ordenamos los vértices alfabéticamente, es decir, A,B,C,D,E, F,G,H, I.
Luego, definimos una lista de colores.

Con esto vamos recorriendo cada vértice en orden para asignarle el menor
color disponible que no haya sido usado por sus vecinos. Por ejemplo, al
vértice A le corresponde el primer color (amarillo) porque es el primer vértice;
después B también recibe el color 1, ya que A no es su vecino y 1 sigue estando
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disponible. En cambio, C tiene asignado el color 2 (rojo), porque su vecino A
quita la posibilidad de escoger el color 1; aśı el menor color disponible de la
lista para el vértice E es 2, continuando la asignación de colores atendiendo
a ese criterio obtenemos que el grafo O es 2−coloreable.

Figura 1.43: Función de coloración en el grafo O

1.7. Grafos en Python

Nosotras complementamos nuestro estudio con algunos códigos de Python
que permiten crear, analizar y encontrar elementos asociados a los grafos.

En Python recurrimos las libreŕıas Networkx y Matplotlib, para trabajar
con grafos y generar sus representaciones gráficas.

En el Código 1.1 mostramos como generar un grafo a partir del conjunto
de vértices y aristas que ingrese un usuario, la representación asociada e
información sobre la adyacencia entre vértices, como la vecindad, los grados
y la secuencia de grados del grafo.

1 #Librer ı́as

2 import networkx as nx

3 import matplotlib.pyplot as plt

4

5 #Grafo simple vac ı́o

6 G = nx.Graph ()

7
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8 #Solicitud de vé rtices y aristas

9 Cantidad_v é rtices = int(input("Ingrese la cantidad de vé

rtices del grafo: "))

10 Vertices = input("Ingrese los vé rtices del grafo (

separados por comas): ")

11 Vertices = list(Vertices.split(","))

12 while len(Vertices) != Cantidad_v é rtices:

13 print("Los vé rtices ingresados no coinciden con la

cantidad de vé rtices mencionada")

14 Cantidad_v é rtices = int(input("Ingrese la cantidad de

vé rtices del grafo: "))

15 Vertices = input("Ingrese los vé rtices del grafo (

separados por comas): ")

16 Vertices = list(Vertices.split(","))

17 G.add_nodes_from(Vertices)

18

19 Cantidad_aristas = int(input("Ingrese la cantidad de

aristas: "))

20 for j in range(Cantidad_aristas):

21 arista = input("Ingrese los vé rtices de una arista (

como A-B): ")

22 arista = list(arista.split("-"))

23 G.add_edge(arista [0], arista [1])

24

25 #Representaci ón gr á fica

26 print("Grafo: ")

27 fig , ax = plt.subplots(figsize =(4, 4))

28 pos = nx.spring_layout(G)

29

30 nx.draw_networkx_nodes(G, pos , node_color=’white’,

edgecolors=’black ’)

31 nx.draw_networkx_edges(G, pos , edge_color=’black’)

32 nx.draw_networkx_labels(G, pos)

33 ax.axis(’off’)

34 plt.show()

35

36 #Informaci ón sobre la adyacencia en el grafo

37 Vecinos = dict(G.adj)

38 for k in range(len(Vecinos)):

39 print("Vecindad de", list(Vecinos.keys())[k], ": ",
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list(G.neighbors(list(Vecinos.keys())[k])))

40

41 Grados = dict(G.degree ())

42 print("Los grados de los vé rtices del grafo son: ",

Grados)

43 Grado_max = max(Grados.values ())

44 print("El grado máximo del grafo es: ", Grado_max)

45 Grado_min = min(Grados.values ())

46 print("El grado mı́nimo del grafo es: ", Grado_min)

47 Secuencia_grados = sorted(Grados.values ())

48 print("La secuencia de grados es: ", Secuencia_grados)

Código 1.1: Elementos básicos de los grafos

Como nuestro estudio está enfocado en los grafos simples, para crear este
tipo de grafos necesitamos de la ĺınea de código nx.Graph, la cual inicia un
grafo simple vaćıo al que se le agregan los vértices y aristas que ingresen los
usuarios. Los vértices y aristas se pueden agregar de uno en uno con Grafo.

add_node(vértice) y Grafo.add_edge(vértice1, vértice2) o desde lis-
tas Grafo.add_node_from(lista de vértices) y Grafo.add_edge_from(

lista de aristas).
En cuanto a la representación gráfica, usamos los códigos nx.draw(Grafo

,opciones de edición) y plt.show(). Además, para establecer estilos a
los vértices, aristas y etiquetas utilizamos códigos como nx.draw_networkx_

nodes(G,atributos).
Para obtener información que surge a partir de la adyacencia de vértices

en el grafo, usamos las ĺıneas de código:

Vecinos:

• Grafo.neighbors(Vértice): Entrega un iterador con los vecinos
del vértice ingresado.

• Grafo.adj: Es un diccionario de los vecinos de todos los vértices
del grafo.

Grados:

• Grafo.degree(Vértice): Entrega el grado del vértice ingresado.

• En nuestro caso, con max y min obtuvimos el grado máximo y
mı́nimo del grafo, al aplicarlos en los valores del diccionario que
guardamos en la variable ”Grados” (Código 1.1, linea 41).
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Ejemplo 1.37. La Figura 1.44 muestra un ejemplo del Código 1.1 ejecu-
tado en Python.

Figura 1.44: Ejemplo de elementos básicos en Python

Continuando con los subgrafos en el Código 1.2 le solicitamos al usuario
un grafo inicial, el cual llamamos “original”, para obtener de alĺı un subgrafo
inducido, propio y de eliminación, dándole la opción al usuario de seleccionar
el subconjunto de vértices requeridos para su definición.

1 #Librer ı́as

2 import networkx as nx

3 import matplotlib.pyplot as plt

4 import random

5 #Funci ón para las representaciones gr á ficas de los

grafos

6 def representacion_grafica(G):

7 fig , ax = plt.subplots(figsize =(4, 4))

8 pos = nx.spring_layout(G)

9 nx.draw_networkx_nodes(G, pos , node_color=’white’,

edgecolors=’black ’)

10 nx.draw_networkx_edges(G, pos , edge_color=’black’)

11 nx.draw_networkx_labels(G, pos)

12 ax.axis(’off’)

13 plt.show()

14

15 #Grafo original

16 G = nx.Graph ()

17
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18 print("Grafo original")

19 Cantidad_v é rtices = int(input("Ingrese la cantidad de vé

rtices del grafo: "))

20 Vertices = input("Ingrese los vé rtices del grafo (

separados por comas): ")

21 Vertices = list(Vertices.split(","))

22 while len(Vertices) != Cantidad_v é rtices:

23 print("Los vé rtices ingresados no coinciden con la

cantidad de vé rtices mencionada")

24 Cantidad_v é rtices = int(input("Ingrese la cantidad de

vé rtices del grafo: "))

25 Vertices = input("Ingrese los vé rtices del grafo (

separados por comas): ")

26 Vertices = list(Vertices.split(","))

27 G.add_nodes_from(Vertices)

28

29 Cantidad_aristas = int(input("Ingrese la cantidad de

aristas: "))

30 for j in range(Cantidad_aristas):

31 arista = input("Ingrese los vé rtices de una arista (

como A-B): ")

32 arista = list(arista.split("-"))

33 G.add_edge(arista [0], arista [1])

34

35 #Subgrafo inducido

36 print("Subgrafo inducido: ")

37 Vertices_subind = input("Ingrese los vé rtices del

subgrafo inducido (separados por comas): ")

38 Vertices_subind = Vertices_subind.split(",")

39 subind = nx.induced_subgraph(G, Vertices_subind)

40

41 #Subgrafo propio

42 print("Subgrafo propio: ")

43 Vertices_subprop = input("Ingrese los vé rtices del

subgrafo propio (separados por comas): ")

44 Vertices_subprop = Vertices_subprop.split(",")

45 subprop = nx.induced_subgraph(G,Vertices_subprop).copy()

46

47 Cantidad_aristas_subprop = int(input("Ingrese la

cantidad de aristas que quiere en el subgrafo: "))
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48 n = subprop.number_of_edges () - Cantidad_aristas_subprop

49 arista_prop = random.sample(list(subprop.edges),n)

50 subprop.remove_edges_from(arista_prop)

51

52 #Subgrafo eliminaci ón de vé rtices

53 print("Subgrafo eliminaci ón de vé rtices: ")

54 Vertices_Eliminados = input("Ingrese los vé rtices que

quiere eliminar (separados por comas): ")

55 Vertices_Eliminados = Vertices_Eliminados.split(",")

56 subeliminacion = G.copy()

57 subeliminacion.remove_nodes_from(Vertices_Eliminados)

58

59 #Representaciones gr á ficas

60 print("Grafo original: ")

61 representacion_grafica(G)

62 print("Subgrafo inducido: ")

63 representacion_grafica(subind)

64 print("Subgrafo propio: ")

65 representacion_grafica(subprop)

66 print("Subgrafo eliminaci ón de vé rtices: ")

67 representacion_grafica(subeliminacion)

Código 1.2: Subgrafos

Para crear un subgrafo inducido, empleamos la función nx.induced_s

ubgraph(G,Vertices_del_subgrafo). Para el subgrafo que corresponde a
la eliminación de vértices basta con la ĺınea Subgrafo.remove_nodes_from

(lista de vértices)

Con los subgrafos propios no hay una función determinada, por ello, lo
creamos a partir de un subgrafo inducido con los vértices que indique el
usuario, luego se seleccionan unas aristas aleatorias, con la ĺınea random.s

ample(list(aristas_del_subgrafo_inducido),cantidad_de_aristas_a

_eliminar), para eliminarlas del subgrafo con la instrucción Subgrafo.rem

ove_edges_from(lista_de_aristas).
Ejemplo 1.38. En la Figura 1.45 hay un ejemplo de lo que resulta cuando

se ejecuta el Código 1.2.
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Figura 1.45: Subgrafos en Python

En el Código 1.3 ofrecemos las ĺıneas correspondientes para operaciones
entre dos grafos que ingresa el usuario.

1 #Librer ı́as

2 import networkx as nx

3 import matplotlib.pyplot as plt

4

5 #Funci ón para las representaciones gr á ficas

6 def representacion_grafica(G):

7 fig , ax = plt.subplots(figsize =(4, 4))

8 pos = nx.spring_layout(G)

9 nx.draw_networkx_nodes(G, pos , node_color=’white’,

edgecolors=’black ’)

10 nx.draw_networkx_edges(G, pos , edge_color=’black’)

11 nx.draw_networkx_labels(G, pos)

12 ax.axis(’off’)

13 plt.show()

14

15 #Primer grafo

16 G1 = nx.Graph()

17

18 print("Grafo 1: ")

19 Cantidad_v é rticesG1 = int(input("Ingrese la cantidad de
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vé rtices del grafo: "))

20 VerticesG1 = input("Ingrese los vé rtices del grafo (

separados por comas): ")

21 VerticesG1 = list(VerticesG1.split(","))

22 while len(VerticesG1) != Cantidad_v é rticesG1:

23 print("Los vé rtices ingresados no coinciden con la

cantidad de vé rtices mencionada")

24 Cantidad_v é rticesG1 = int(input("Ingrese la cantidad

de vé rtices del grafo: "))

25 VerticesG1 = input("Ingrese los vé rtices del grafo (

separados por comas): ")

26 VerticesG1 = list(VerticesG1.split(","))

27 G1.add_nodes_from(VerticesG1)

28

29 Cantidad_aristasG1 = int(input("Ingrese la cantidad de

aristas: "))

30 for j in range(Cantidad_aristasG1):

31 aristaG1 = input("Ingrese los vé rtices de una arista

(como A-B): ")

32 aristaG1 = list(aristaG1.split("-"))

33 G1.add_edge(aristaG1 [0], aristaG1 [1])

34

35 #Segundo grafo

36 print("Grafo 2: ")

37 G2 = nx.Graph()

38 Cantidad_v é rticesG2 = int(input("Ingrese la cantidad de

vé rtices del grafo: "))

39 VerticesG2 = input("Ingrese los vé rtices del grafo (

separados por comas): ")

40 VerticesG2 = list(VerticesG2.split(","))

41 while len(VerticesG2) != Cantidad_v é rticesG2:

42 print("Los vé rtices ingresados no coinciden con la

cantidad de vé rtices mencionada")

43 Cantidad_v é rticesG2 = int(input("Ingrese la cantidad

de vé rtices del grafo: "))

44 VerticesG2 = input("Ingrese los vé rtices del grafo (

separados por comas): ")

45 VerticesG2 = list(VerticesG2.split(","))

46 G2.add_nodes_from(VerticesG2)

47
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48 Cantidad_aristasG2 = int(input("Ingrese la cantidad de

aristas: "))

49 for j in range(Cantidad_aristasG2):

50 aristaG2 = input("Ingrese los vé rtices de una arista

(como A-B): ")

51 aristaG2 = list(aristaG2.split("-"))

52 G2.add_edge(aristaG2 [0], aristaG2 [1])

53

54 #Uni ón

55 Union = nx.union(G1, G2)

56

57 #Suma

58 Suma = nx.full_join(G1 , G2)

59

60 #Producto cartesiano

61 Producto_cartesiano = nx.cartesian_product(G1 , G2)

62

63 #Representaci ón grafica

64 print("Grafo 1: ")

65 representacion_grafica(G1)

66 print("Grafo 2: ")

67 representacion_grafica(G2)

68

69 print("Uni ón: ")

70 representacion_grafica(Union)

71 print("Suma: ")

72 representacion_grafica(Suma)

73 print("Producto cartesiano: ")

74 representacion_grafica(Producto_cartesiano)

Código 1.3: Operaciones entre grafos

Las ĺıneas de códigos para las operaciones son intuitivas: para el grafo
unión utilizamos nx.union(Grafo 1, Grafo 2); para el grafo suma, nx.
full_join(Grafo 1, Grafo2), y el grafo resultante del producto cartesiano
lo obtenemos con nx.cartesian_product(Grafo 1, Grafo 2).

Ejemplo 1.39. La Figura 1.46 muestra un ejemplo de lo que surge al
ejecutar el código correspondiente del Código 1.3.
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Figura 1.46: Operaciones en Python

En cuanto a la conectividad, hay algunos elementos como los cliques, el
conjunto de independencia y los bloques que tienen varias funciones depen-
diendo de algoritmos heuŕısticos que permiten su búsqueda, o no hay funcio-
nes que permitan generar aquellos elementos. En el Código 1.4 presentamos
algunas ĺıneas simples que permiten estudiar la conectividad de un grafo.

1 #Librer ı́as

2 import networkx as nx

3 import matplotlib.pyplot as plt

4 import random

5

6 #Funci ón para las representaciones gr á ficas

7 def representacion_grafica(G):

8 fig , ax = plt.subplots(figsize =(4, 4))

9 pos = nx.spring_layout(G)

10 nx.draw_networkx_nodes(G, pos , node_color=’white’,

edgecolors=’black ’)

11 nx.draw_networkx_edges(G, pos , edge_color=’black’)

12 nx.draw_networkx_labels(G, pos)

13 ax.axis(’off’)

14 plt.show()

15

16 #Grafo simple

17 G = nx.Graph ()

18

19 Cantidad_v é rtices = int(input("Ingrese la cantidad de vé

rtices del grafo: "))
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20 Vertices = input("Ingrese los vé rtices del grafo (

separados por comas): ")

21 Vertices = list(Vertices.split(","))

22 while len(Vertices) != Cantidad_v é rtices:

23 print("Los vé rtices ingresados no coinciden con la

cantidad de vé rtices mencionada")

24 Cantidad_v é rtices = int(input("Ingrese la cantidad de

vé rtices del grafo: "))

25 Vertices = input("Ingrese los vé rtices del grafo (

separados por comas): ")

26 Vertices = list(Vertices.split(","))

27 G.add_nodes_from(Vertices)

28

29 Cantidad_aristas = int(input("Ingrese la cantidad de

aristas: "))

30 for j in range(Cantidad_aristas):

31 arista = input("Ingrese los vé rtices de una arista (

como A-B): ")

32 arista = list(arista.split("-"))

33 G.add_edge(arista [0], arista [1])

34

35 #Camino simple

36 Vertice_inicio = input("Ingrese el vé rtice de inicio del

camino: ")

37 Vertice_fin = input("Ingrese el vé rtice de fin del

camino: ")

38 if nx.has_path(G, Vertice_inicio , Vertice_fin):

39 camino_simple = list(nx.all_simple_paths(G,

Vertice_inicio , Vertice_fin))

40 print("Los caminos simples son:", camino_simple)

41 else:

42 print("No existe un camino simple entre los vé rtices",

Vertice_inicio , "y", Vertice_fin)

43

44 #Grafo conexo

45 if nx.is_connected(G):

46 print("El grafo es conexo")

47 else:

48 print("El grafo no es conexo")

49
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50 #Componentes conexas

51 Componentes_conexas = list(nx.connected_components(G))

52 print("Las componentes conexas son: ",

Componentes_conexas)

53

54 #Cliques y conjuntos de independencia*

55 Cliques = list(nx.find_cliques(G))

56 print("Cliques: ", Cliques)

57 Cardinal = []

58 for i in Cliques:

59 Cardinal.append(len(i))

60 Nú mero_clique = max(Cardinal)

61 print("El número clique del grafo es: ", Nú mero_clique)

62

63 Independencia = list(nx.maximal_independent_set(G))

64 print("Un conjunto de independencia es: ", Independencia

)

65

66 #Vé rtice de corte

67 Vertices_corte = list(nx.articulation_points(G))

68 print("Los vé rtices de corte son: ", Vertices_corte)

69

70 Conjunto_vertices_corte = list(nx.minimum_node_cut(G))

71 print("Los conjuntos de vé rtices de corte son: ",

Conjunto_vertices_corte)

72

73 #Conectividad

74 Conectividad = nx.node_connectivity(G)

75 print("Conectividad: ", Conectividad)

76 print("El grafo es", Conectividad , "-conexo")

77

78 #Representaci ón grafica

79 print("Grafo: ")

80 representacion_grafica(G)

Código 1.4: Conectividad

Para obtener los caminos simples entre dos vértices de un grafo, que in-
gresa el usuario, primero tenemos que verificar la existencia de al menos
un camino entre los vértices utilizando la expresión evaluable nx.has_path(
Grafo, vértice de inicio, vértice final). Si existe un camino, em-
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pleamos la función nx.all_simple_paths(Grafo, vértice inicial, vé

rtice final) para obtener todos los caminos simples que existen entre esos
dos vértices.

En Python sabemos si un grafo es conexo empleando la expresión evalua-
tiva nx.is_connected(Grafo). Además, las componentes conexas del grafo
las listamos con la función nx.connected_components(Grafo).

Para obtener los cliques de un grafo dado, en Networkx, existe la función
nx.find_cliques(Grafo, vértices (opcional)) la cual devuelve un ite-
rador con todos los cliques máximales para cada vértice. Con la lista de los
cliques del grafo, proponemos recorrer los elementos de la lista para calcular
el cardinal de cada subconjunto de vértices y de alĺı encontrar el más grande
para mostrar el número clique. Para el calculo de los conjuntos independien-
tes, Networkx nos ofrecen la función nx.maximal_independent_set(Grafo)

que entrega un conjunto independiente maximal aleatorio.
Para conseguir los vértices de corte del grafo, nos basta con la función

nx.articulation_points(Grafo). Y para el conjunto de vértices de corte
usamos la función nx.minimum_node_cut(Grafo) que devuelve un conjun-
to de vértices mı́nimo que desconecta el grafo. Además, en la conectividad
empleamos la función nx.node_connectivity(Grafo).

Ejemplo 1.40. En la Figura 1.47 hay un ejemplo de lo que resulta cuando
se ejecuta el Código 1.4.

Figura 1.47: Conectividad en Python

Por último, para las familias de grafos Networkx tiene funciones deter-
minadas para generar cada grafo. Aunque no hay una función para crear un
grafo bipartito, si existe una que permite verificar si un grafo lo es con la ĺınea
bipartite.is_bipartite(Grafo) la cual se debe importar de la biblioteca
de Networkx. En el Código 1.5 mostramos la generación de grafos asociados
a algunas de las familias mencionadas en secciones anteriores.
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1 # Librer ı́as

2 import networkx as nx

3 import warnings

4 import matplotlib.pyplot as plt

5 warnings.filterwarnings("ignore")

6

7 #Funci ón para las representaciones gr á ficas de los

grafos

8 def representacion_grafica(G):

9 fig , ax = plt.subplots(figsize =(4, 4))

10 pos = nx.spring_layout(G)

11 nx.draw_networkx_nodes(G, pos , node_color=’white’,

edgecolors=’black ’)

12 nx.draw_networkx_edges(G, pos , edge_color=’black’)

13 nx.draw_networkx_labels(G, pos)

14 ax.axis(’off’)

15 plt.show()

16

17 #Grafo trivial

18 print("Grafo trivial: ")

19 GT = nx.trivial_graph ()

20 representacion_grafica(GT)

21

22 #Grafo k-regular

23 print("Grafo k-regular")

24 GK = nx.Graph()

25 Verticesk = int(input("Ingrese la cantidad de vé rtices:

"))

26 Grado = int(input("Ingrese el grado de los vé rtices: "))

27 if (Verticesk * Grado) %2 != 0 :

28 print("No se puede construir un grafo regular")

29 else:

30 GK = nx.random_regular_graph(Grado , Verticesk)

31 print("Grafo: ", Grado , "- regular")

32 representacion_grafica(GK)

33

34 #Grafo completo

35 print("Grafo completo")

36 VerticesK = int(input("Ingrese la cantidad de vé rtices:

"))
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37 GK = nx.complete_graph(VerticesK)

38 representacion_grafica(GK)

39

40 #Grafo bipartito completo

41 print("Grafo bipartito completo:")

42 VerticesKn = int(input("Ingrese la cantidad de vé rtices

del primer subconjunto: "))

43 VerticesKm = int(input("Ingrese la cantidad de vé rtices

del segundo subconjunto: "))

44 GBK = nx.complete_bipartite_graph(VerticesKn , VerticesKm

)

45 representacion_grafica(GBK)

46

47 #Grafo linea

48 print("Grafo linea:")

49 Verticesp = int(input("Ingrese la cantidad de vé rtices:

"))

50 GP = nx.path_graph(Verticesp)

51 representacion_grafica(GP)

52

53 #Grafo ciclo

54 print("Grafo ciclo:")

55 Verticesc = int(input("Ingrese la cantidad de vé rtices:

"))

56 GC = nx.cycle_graph(Verticesc)

57 representacion_grafica(GC)

58

59 #Grafo rueda

60 print("Grafo rueda:")

61 Verticesw = int(input("Ingrese la cantidad de vé rtices:

"))

62 GW = nx.wheel_graph(Verticesw)

63 representacion_grafica(GW)

Código 1.5: Familias de grafos

Ejemplo 1.41. En la Figura 1.48 están ejemplos del Código 1.5 ejecutado.
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Figura 1.48: Familias de grafos en Python
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Caṕıtulo 2

Cotas para la coloración de
grafos

El problema de encontrar una coloración para un grafo G donde se utilice
la menor cantidad de colores posible, esto es, determinar el número cromático,
χ(G), no tiene una solución teórica general para cualquier grafo; sin embargo,
se pueden establecer algunas cotas inferiores y superiores. No obstante, en
algunos casos, para algunas familias de grafos dicho número cromático si se
puede establecer de forma teórica, como veremos en este capitulo. Siendo aśı,
mostramos nuestro recorrido para este caṕıtulo en la Figura 2.1.
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Número Cromático

Cotas
Operaciones

Familias

T. 2.3

T. 2.4

Clase de
color

T. 2.5 T. 2.17

T. 2.16

T. 2.18
T. 2.14

T. 2.13

T. 2.9

T. 2.10

T. 2.8

Número
Clique

T. 2.2

Número de
Independencia

Producto
cartesiano

Suma de
Grafos

T. 2.15

Grafo Rueda

Grafo
Arbol

T. 1.3

Grafo
Linea

Conjunto
clique

T. 2.1

Conjunto
independiente

Grafo trivial

Grafo
Ciclo

T. 2.12

Camino Ciclo

T. 1.1

Tipos de
caminos

Grafo bipartito
completo

Grafo bipartito

Figura 2.1: Recorrido de las cotas

2.1. Cotas inferiores

Los resultados que mostramos en esta sección se relacionan con la compa-
ración del número cromático para G y el número cromático de sus subgrafos,
en particular con los cliques. Asimismo, con los conjuntos independientes, ya
que una k−coloración de G es una división del conjunto de vértices VG en
conjuntos independientes.

Teorema 2.1. Sea H un subgrafo del grafo G entonces el χ(G) ≥ χ(H).

Demostración. Si k = χ(G), es decir, G tiene una k−coloración, cuando
restringimos dicha coloración al conjunto de vértices de H, dicha restricción
es una coloración de H, pues cada arista de H es una arista en G y, por tanto,
dos vértices adyacentes en H también lo son en G. Luego χ(H) ≤ k.

Teorema 2.2. Sea G un grafo que tiene k vértices mutuamente adyacentes.
Entonces χ(G) ≥ k.
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Demostración. Sea el subgrafo H inducido por los k vértices mutuamen-
te adyacentes del grafo G. Como todos los vértices son adyacentes entre
śı, entonces a cada vértice se le asigna un color distinto, es decir, H es
k−coloreable. Además, por el Teorema 2.1 tenemos que χ(G) ≥ χ(H) por lo
tanto χ(G) ≥ k.

Teorema 2.3. Sea G un grafo entonces el χ(G) ≥ ω(G).

Demostración. Dado un grafo G y un subconjunto clique Q con ω(G) = |Q|
(el cardinal deQ) vértices, por el Teorema 2.2 tenemos que χ(G) ≥ k = ω(G).
Entonces χ(G) ≥ ω(G).

Teorema 2.4. Sea G un grafo entonces χ(G) ≥ ⌈ |VG|
α(G)
⌉.

Demostración. Las clases de colores pueden tener una cantidad de vértices
menor o igual α(G), ya que α(G) indica la cardinalidad del conjunto con
mayor cantidad de elementos en los que sus vértices no son adyacentes. Por
tanto, χ(G) · α(G) ≥ |VG|. Y operando con las desigualdades obtenemos

χ(G) ≥ ⌈ |VG|
α(G)
⌉, debido a que el número cromático debe ser un número ente-

ro 1.

Ejemplo 2.1. Vamos a aplicar los teoremas de cotas inferiores para el
grafo W (Figura 2.2a).

- Para aplicar el Teorema 2.1 escogemos el subgrafo H, inducido por los
vértices VH = {A,D,G,B} (Figura 2.2b), cuyo número cromático es
3. Por lo tanto, χ(W ) ≥ χ(H) = 3; lo que significa que el grafo W va
a usar al menos 3 colores diferentes.

- Para ilustrar el Teorema 2.2 consideramos los vértices A y D, que son
mutuamente adyacentes, es decir, k = 2. Esto implica que χ(W ) ≥ 2,
entonces W debe usar, por lo menos 2 colores diferentes.

- El número clique del grafo W es igual a 4 que corresponde al cardinal
del clique {F,C,E,H} (Figura 2.2c), por lo que χ(W ) ≥ 4. Situación
que ilustra el Teorema 2,3.

1En esta cota hacemos uso de la función techo ⌈x⌉, que corresponde al menor entero
que es mayor o igual que x.
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- Por último, relacionado con el Teorema 2.4, tenemos que el número de
independencia del grafo W es 3, la cantidad de vértices de W es 8,
entonces χ(W ) ≥ ⌈8

3
⌉ = 3.

En este ejemplo observamos que cada teorema ofrece una cota inferior dis-
tinta para el número cromático del grafo W . Algunas cotas pueden ser más
cercanas al número cromático, como en el tercer ı́tem, a diferencia de otras
como en el segundo ı́tem (en este caso) es menos precisa, puesto que el grafo
W contiene un subgrafo clique de 4 vértices, esto implica que necesariamente
requerimos de al menos 4 colores.

(a) Grafo W (b) Subgrafo H

(c) Subgrafo inducido
por el clique del grafo W

Figura 2.2: Cotas inferiores en el grafo W

2.2. Cotas superiores

Los resultados que mostramos en esta sección se relacionan con la com-
paración del número cromático para G y el grado máximo de G.

El Teorema 2.5 se obtiene al aplicar la función de coloración 1.50 a un
orden arbitrario de los vértices del grafo. Esta idea nos permite establecer
una cota superior para el número cromático en función del grado máximo.
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Teorema 2.5. Sea G un grafo simple entonces el número cromático χ(G) ≤
∆(G) + 1.

Demostración. Sea G un grafo, fijamos un orden arbitrario de sus vértices.
Aplicamos la función de coloración asignando colores sucesivamente a cada
vértice siguiendo dicho orden.

Cuando queremos colorear un vértice Vi, revisamos los vecinos de Vi,
que tienen tantos grados como gr(Vi) y que no son mayores que el grado
máximo de G, es decir, gr(Vi) ≤ ∆(G). Cada vecino ya coloreado de Vi puede
impedir a lo sumo un color; por lo tanto, el número de colores prohibidos para
el vértice Vi es a lo sumo el grado máximo de ∆(G). Luego, tenemos que
disponer de un color más para colorear a Vi. Entonces, el número de colores
requeridos para colorear los vértices de G nunca es superior ∆(G) + 1.

Por los anterior, queda demostrado que χ(G) ≤ ∆(G) + 1 para cualquier
vértice del grafo.

El Teorema 2.6 y su demostración se obtienen al aplicar la Definición
de función de coloración 1.50 cuando se selecciona un orden particular de
vértices.

Teorema 2.6. [Welsh - Powell, 1967] Si un grafo G tiene una secuencia de
grados gr(V1) ≥ ... ≥ gr(Vn), entonces

χ(G) ≤ 1 + máx
1≤i≤n

{mı́n(i− 1, gr(Vi))}

Demostración. La siguiente demostración está basada en Cerón et al. (2005).
Dado un grafo G con n vértices que están ordenados en una secuencia

decreciente según sus grados gr(V1) ≥ ... ≥ gr(Vn). Suponemos que debemos
colorear el vértice Vk que pertenece a G; por tanto, tenemos los siguientes
casos:

Caso 1: Si gr(Vi) ≥ i − 1 para todo 1 ≤ i ≤ k, entonces mı́n(i −
1, gr(Vi)) = i − 1. De alĺı tenemos que mı́n(k − 1, gr(Vk)) = k − 1, por lo
tanto

máx
1≤i≤k

{mı́n(i− 1, gr(Vi))} = k − 1

porque estamos evaluando todos aquellos en los que los mı́nimos son dados
por i− 1 para todo 1 ≤ i ≤ k, entonces en últimas se estaŕıa evaluando el

máx
1≤i≤k

{i− 1} = k − 1
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Caso 2: Si gr(Vi) ≤ i − 1 para todo k < i ≤ n, entonces mı́n(i −
1, gr(Vi)) = gr(Vi). De lo anterior tenemos que:

máx
k<i≤n

{mı́n(i− 1, gr(Vi))} = gr(Vk+1)

Dado que en la secuencia de grados gr(Vk) ≥ gr(Vk+1) ≥ ... ≥ gr(Vn), el
grado máximo será gr(Vk+1) ya que es el grado mayor que le sigue a Vk.

Como consecuencia de los dos casos tenemos que:

máx(mı́n(i− 1, gr(Vi))) = máx(k − 1, gr(Vk+1))

Si
máx(k − 1, gr(Vk+1)) = k − 1

por la Definición 1.50 todos los k − 1 vértices anteriores a Vk pertenecen a
la vecindad de Vk y ya han sido coloreados, por lo tanto, queda un color
disponible para Vk, aśı necesitamos (k − 1) + 1 = k colores para los vértices
hasta Vk. Por último, gr(Vi) ≤ i−1, entonces para pintar el vértice Vi cuando
i > k se utilizan a lo sumo k colores. Análogamente cuando

máx(k − 1, gr(Vk+1)) = gr(Vk+1)

Es aśı que obtenemos:

χ(G) ≤ 1 + máx
1≤i≤n

{mı́n(i− 1, gr(Vi)}

A partir de los dos teoremas anteriores, podemos establecer una relación
entre las cotas obtenidas para el número cromático. El Teorema de Welsh
- Powell 2.6 mejora, o igual la cota dada en el Teorema 2.5, pero nunca es
peor, pues mı́n{i− 1, gr(Vi)} ≤ gr(Vi) ≤ ∆(G), y por consiguiente

1 + {mı́n(i− 1, gr(Vi))} ≤ ∆(G) + 1

Ejemplo 2.2. Vamos a ilustrar los dos teoremas anteriores con el grafo N
(Figura 2.3). Para el Teorema 2.6, primero organizamos los vértices según la
secuencia de grados decreciente (5, 4, 4, 4, 4, 3, 3, 2, 1, 0) = (D,A,B,H,C, I, F,
E,G, J) y realizamos el procedimiento:
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i Vi gr(Vi) i− 1 mı́n(gr(Vi), i− 1)
1 D 5 0 0
2 A 4 1 1
3 B 4 2 2
4 H 4 3 3
5 C 4 4 4
6 I 3 5 3
7 F 3 6 3
8 E 2 7 2
9 G 1 8 1
10 J 0 9 0

Tabla 2.1: Proceso del Teorema de Welsh - Powell

Para obtener que

χ(N) ≤ 1 + máx
1≤i≤10

{0, 1, 2, 3, 4, 3, 3, 2, 1, 0} = 1 + 4 = 5

Ahora, aplicando el Teorema 2.5 obtenemos que χ(N) ≤ ∆(N) + 1 =
5 + 1 = 6.

En este caso, el Teorema de Welsh-Powell nos genera una mejor cota
superior para el número cromático; sin embargo, para realizar el proceso del
Teorema 2.6 a mano puede ser tedioso para grafos grandes.

Figura 2.3: Grafo N

Otra cota superior para el número cromático de algunos grafos está dada
por el Teorema de Brooks, el cual mejora la cota dada por el Teorema 2.5
para grafos conexos que no sean completos o que sean un ciclo impar. Antes
de estudiar el Teorema de Brooks, vamos a introducir algunos resultados:
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Lema 2.1. Sea un grafo G no completo, k−regular, con k ≥ 3 , 2−conexo;
entonces G tiene un vértice X con dos vecinos Y y Z tales que ellos dos no
son adyacentes y el grafo G− {Y, Z} es un grafo conexo.

Demostración. Sea G un grafo 2−conexo.
Notemos que, aunque G es 2−conexo, G no puede ser un ciclo puesto que

los ciclos son 2−regulares y el enunciado del lema exige que k ≥ 3.
Seleccionamos un vértice A que pertenece al conjunto de vértices de G

y consideramos el grafo G − {A}. Tenemos dos opciones, que G − {A} sea
2−conexo o no.

1. Si G − {A} es 2−conexo, como el grado de A es igual a k, pues G es
k−regular, al eliminarlo del grafo G sus vecinos tienen grado k − 1.
Luego seleccionamos en el grafo G−{A} un vecino de A, que notamos
M y como el grado de M es mayor o igual a 2, existe otro vértice en
G− {A}, que notamos O, adyacente a M . Luego, tenemos un camino
h = (AM,MO) de longitud dos de A a O. Por lo tanto, el vértice M en
el papel de X, A en el papel de Y y O en el de Z, cumplen la condición
del lema, pues M tiene dos vecinos A y O que no son adyacentes entre
si, además como G−{A} es 2−conexo al eliminar O del grafo G−{A},
el grafo resultante G− {A,O} sigue siendo conexo.

2. Suponemos que el grafo G − {A} no es 2−conexo, entonces el grafo
G− {A} tiene un vértice de corte y por la Proposición 1.1, se pueden
determinar dos bloques hojas B1 y B2 del grafo G− {A}.
Como G es 2−conexo, esto es G no tiene vértices de corte entonces
se pueden encontrar dos vértices, B1 y B2, adyacentes a A, pues si no
existiera un vértice enB1 adyacente a A, en el grafoG, cualquier camino
que conecte un vértice de B1 con un vértice fuera de B1 no puede pasar
por A, pero en G − {A} la única forma de conectar cualquier vértice
de B1 con el resto del grafo es a través de su único vértice de corte
C1 (pues es un bloque hoja). Por tanto en el grafo G todo camino que
conecta B1 con el resto del grafo G pasa por dicho vértice C1, lo que
lo convierte en un vértice de corte de G, pero esto contradice que G es
2−conexo. Un argumento análogo se aplica para el bloque B2.

Entonces M y O no son vértices de corte en G−{A} pues cada bloque
hoja tiene exactamente un vértice de corte, ademas cada bloque tiene
al menos dos vértices, luego M y O se selccionan con esta condición.
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Además, por el Colorario 1.3,M y O no son adyacentes entre si. Aunque
G es 2−conexo el conjunto de vértices {M,O} no es de corte, puesto
que como M y O son adyacentes a A, entonces al eliminarlos al mismo
tiempo del grafo G, este no se va a desconectar porque gr(A) ≥ 3, es
decir, al menos tendrá un vecino. Además como M y O no son vértices
de corte en G− {A} es conexo, por lo tanto G− {M,O} es conexo, lo
que cumple la condición del lema, teniendo a A como X, M como Y y
O como Z.

Ejemplo 2.3. Para ilustrar el primero caso del Lema 2.1 tomamos un
grafo G (Figura 2.4a) donde G− {A} sera 2−conexo (Figura 2.4b), como el
grafo es 3−regular los vértices que eran adyacentes a A en el grafo G− {A}
tienen grado 2 y uno de los vecinos de A, en particularM , es adyacente a otro
vértice O. Por lo tanto tenemos un camino h = (AM,MO) de longitud 2.
Entonces M tiene dos vecinos A y O que no son adyacentes entre si, además
el grafo G−{A} es 2−conexo y al eliminar O, el grafo resultante G−{A,O}
sigue siendo conexo (Figura 2.4c).

(a) Grafo G (b) Grafo G− {A} (c) Grafo G− {A,O}

Figura 2.4: Primera parte de la demostración

Ilustramos el segundo caso con el grafo 2−conexo y 4−regular G en la
Figura 2.5a, y el grafo G−{A} que no es 2−conexo en la Figura 2.5b, de aquel
grafo se reconocen dos bloques B1 = {B,M,H,E} y B2 = {C, I, J, O,D},
en los que M ∈ B1 y O ∈ B2 no son adyacentes entre si ni son vértices de
corte, entonces el grafo G− {M,O} es conexo (Figura 2.5c).
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(a) Grafo G (b) Grafo G− {A}

(c) Grafo G− {M,O}

Figura 2.5: Caso en el que G− {A} no es 2-conexo

Teorema 2.7. (Teorema de Brooks) Sea G un grafo no completo, simple
y conexo con grado máximo ∆(G) ≥ 3, entonces el χ(G) ≤ ∆(G).

Demostración. Esta demostración la elaboramos a partir de tres casos:

Caso 1. Dado un grafo G no regular con n vértices, elegimos un vértice Vn

cuyo grado sea menor al máximo del grafo, gr(Vn) < ∆(G). A par-
tir de Vn construimos un árbol, de manera que Vn sea el vértice de
inicio y luego sus vecinos directos se añaden al árbol como los pri-
meros vértices, asegurándose que entre ellos no creen ciclos. Seguido
se incorporan los vértices de G que sean adyacentes a los ya agrega-
dos, asegurando que cada nuevo vértice esté vinculado únicamente
a vértices previamente integrados. Repetimos el proceso sucesiva-
mente hasta que todos sus vértices estén conectados al menos a un
vértice del grafo.

Luego se organizan los vértices V1, V2, ..., Vn de manera que Vn sea
la ráız del árbol y para todo i < n, el vértice Vi está mas lejos de
la ráız de Vj si i < j. Es decir, los indices decrecen a lo largo de
cualquier camino que parte de Vn. Luego, definimos una función de
coloración para G utilizando dicho orden de vértices. Analizando los
vecinos ya coloreados que puede tener cada vértice, tenemos:
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Si i < n: como gr(Vi) ≤ ∆(G) y en el árbol, Vi tiene exactamente
un vecino con indice mayor, entonces gr(Vi) − 1 ≤ ∆(G) − 1, es
decir a lo sumo hay ∆(G)− 1 vecinos con indices menores que i ya
coloreados. Para Vn, como todos sus vecinos tienen indices menores
y por hipótesis gr(Vn) < ∆(G), entonces a lo sumo hay ∆(G) − 1
vecinos ya coloreados. Por tanto para colorear cualquier vértice como
máximo ∆(G) − 1 colores están prohibidos, luego se requiere uno
mas.

Caso 2. Sea G un grafo ∆(G)−regular, con un vértice de corte X. Si se
elimina X de G, el grafo G− {X} tiene más componentes conexas
que G. Luego creamos los subgrafos inducidos por los conjuntos de
vértices de estas componentes junto con el vértice X. Los subgrafos
creados son no regulares puesto que a X le hace falta algunas aristas
que estaban presentes en G, por lo tanto el gr(X) en cada subgrafo
inducido es menor que ∆(G). Siendo aśı, haciendo uso del caso 1,
tenemos que cada subgrafo tiene a lo sumo una ∆(G)−coloración.
Como los subgrafos inducidos solo tiene el vértice X en común y
la unión de todos ellos es el grafo G, permutamos la organización
de los vértices para que a X le corresponda el color 1 en todos los
subgrafos existentes, para que al volver al grafo original la coloración
sea válida.

Caso 3. Sea G un grafo ∆(G)−regular y 2−conexo. Por el Lema 2.1 se puede
encontrar un vértice Vx tal que dos de sus vecinos, Vm y Vn, no son
adyacentes entre śı y el grafo G−{Vm, Vn} es conexo. Como los dos
vértices no son adyacentes, se les asigna el mismo color 1. Y a partir
del vértice Vx se crea un árbol como en el caso 1 con los vértices de
G − {Vm, Vn}. Además, por medio de la función de coloración 1.50
obtenemos a lo sumo ∆(G) colores a los vértices del grafo, con i < x.
El vértice Vx tiene ∆(G) vecinos pero dos de ellos tienen el mismo
color, por lo tanto, a lo sumo el número de colores prohibidos para
Vx es a lo sumo ∆(G) − 1, luego de los ∆(G) colores siempre hay
uno disponible para Vx.

Ejemplo 2.4. El grafo R es simple, conexo y no es completo, donde
∆(R) = 4, entonces aplicando el Teorema de Brooks χ(R) ≤ 4.
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Figura 2.6: Grafo R

2.3. Número cromático asociado a operacio-

nes entre grafos

Teorema 2.8. El grafo suma G+H de los grafos G y H, tiene como número
cromático χ(G+H) = χ(G) + χ(H)

Demostración. Como el resultado del teorema es una igualdad, vamos a de-
mostrar dos desigualdades.

1. En el grafo G +H ningún color del subgrafo G puede ser usado en el
subgrafo H, porque cada vértice G es adyacente a cada vértice de H.
Entonces χ(G+H) ≥ χ(G) + χ(H).

2. Dado que χ(G) es el mı́nimo de colores que se utiliza para colorear G
y χ(H) es el mı́nimo de colores que se pueden utilizar para colorear H.
Además, como todos los vértices H son adyacentes a todos los vértices
G en G + H entonces G + H admite una coloración con χ(G)+χ(H)
colores. Por lo tanto χ(G+H) ≤ χ(G) + χ(H).

3. Como demostramos que χ(G+H) ≥ χ(G)+χ(H) y a su vez χ(G+H) ≤
χ(G) + χ(H), concluimos que χ(G+H) = χ(G) + χ(H).

Ejemplo 2.5. El grafo suma W + H (Figura 2.7) tiene un subgrafo
inducido W con VW = {A,B,C,D, F} y un subgrafo inducido H con VH =
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{M,J,K,L}, en los que χ(W ) = 3 χ(H) = 2, entonces por Teorema 2.8
χ(W +H) = 5.

Figura 2.7: Grafo W +H

Teorema 2.9. El número cromático del producto cartesiano G×H de dos
grafos G y H es el máximo del conjunto de los números cromáticos de dichos
grafos, es decir χ(G×H) = máx{χ(G), χ(H)}

Demostración. La prueba la vamos a desarrollar por medio de desigualdades
para concluir la igualdad.

1. Vamos demostrar que χ(G×H) ≥ máx{χ(G), χ(H)}. En el grafo G×H
se puede encontrar a los grafos G y H como subgrafos. Por el Teorema
2.1 tenemos que χ(G×H) ≥ χ(G) y χ(G×H) ≥ χ(H). Luego, podemos
concluir que χ(G×H) ≥ máx{χ(G), χ(H)}.

2. Demostraremos que χ(G × H) ≤ máx{χ(G), χ(H)}. Para ello, asig-
namos k = máx{χ(G), χ(H)}. Vamos a definir una k−coloración pa-
ra G × H a partir de la χ(G)−coloración para G dada por g y la
χ(H)−coloración para H dada por h:

a) Para el grafo G la función g : VG → {1, 2, ..., χ(G)}
b) Para el grafo H la función h : VH → {1, 2, ..., χ(H)}
c) Para el grafo G × H la función f : VG×H → {1, 2, ..., k}. Don-

de el color del vértice (Vi, Vj) del grafo G × H será asignado aśı
f(Vi, Vj) = g(Vi) + h(Vj) mód k.

La función f(Vi, Vj) = g(Vi) + h(Vj) mód k sirve para generar
una k−coloración para los vértices del grafo producto cartesiano,
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puesto que: Si (Vi, Vj) y (Vl, Vm) son dos vértices adyacentes en
G×H, por definición de producto cartesiano, significa que:

1) Vi = Vl y Vj adyacente con Vm en el grafo H.

2) o Vj = Vm y Vi adyacente con Vl en el grafo G.

Ahora en la función f para cada vértice se tendŕıa: f(Vi, Vj) =
g(Vi)+h(Vj) mód k y f(Vl, Vm) = g(Vl)+h(Vm) mód k. Si Vi =
Vl, el color asignado en G es el mismo, es decir, g(Vi) = g(Vl).
Por lo que, los colores f(Vi, Vj) y f(Vl, Vm) son distintos por el su-
mando determinada por la función h. De forma análoga se realiza
el análisis para el caso 2. Debido a esa diferencia y al módulo k,
tenemos que f(Vi, Vj) ̸= f(Vl, Vm) entonces los vértices (Vi, Vj) y
(Vl, Vm) caen en distintas clases de color. Con lo que, la función
definida funciona para obtener una k− coloración del grafo G×H.

Con ello, χ(G×H) ≤ k = máx{χ(G), χ(H)}.

Demostradas ambas partes, concluimos que χ(G×H) = máx{χ(G), χ(H)}.

Ejemplo 2.6. Los grafos H (Figura 2.8a) y O (Figura 2.8b) tienen que
χ(G) = 3 y χ(O) = 2, aplicando el Teorema 2.9 resulta que χ(G × H) = 3
(Figura 2.8c).

(a) Grafo H
(b)
Grafo O (c) Grafo H ×O

Figura 2.8: Número cromático del grafo producto cartesiano
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2.4. Número cromático en algunas familias

de grafos

En esta sección presentamos algunos teoremas que nos permiten estable-
cer el número cromático asociado a algunas familias de grafos.

Teorema 2.10. Un grafo G tiene χ(G) = 1 si y solo si G no tiene aristas.

Demostración. Vamos a probar ambas implicaciones:

1. Si G no tiene aristas, significa que ninguno de los vértices del grafo son
mutuamente adyacentes, por lo tanto, todos los vértices pueden tener
el mismo color, es decir χ(G) = 1.

2. Si χ(G) = 1 significa que todos los vértices no son mutuamente adya-
centes, entonces G no tiene aristas.

Teorema 2.11. Sea un grafo completo con n vértices entonces χ(Kn) = n.

Demostración. Por la definición de grafo completo, todos los vértices son
mutuamente adyacentes; entonces todos los vértices deben tener un color
distinto es aśı como necesitamos n colores.

Teorema 2.12. Un grafo bipartito tiene χ(Bmn) = 2.

Demostración. Por la definición de grafo bipartito, el conjunto de vértices
de VBm,n se puede dividir en dos subconjuntos U y W de manera que los
subconjuntos son independientes, es decir, ninguno de los vértices de U son
mutuamente adyacentes, lo mismo para W . Entonces, a cada subconjunto
le podemos asignar un color distinto, por lo tanto, solo es necesario de dos
colores para colorear el grafo.

A partir del Teorema 1.3 y del número cromático de los grafos bipartitos,
podemos encontrar y demostrar el número cromático de otras familias de
grafos.

Teorema 2.13. El grafo lineal Pn, para n ≥ 2, tiene χ(Pn) = 2.
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Demostración. Para n < 2 se tiene n = 1, por lo que Pn es trivial y el número
cromático es 1.

Ahora, para n ≥ 2 y por la forma en la que se definió el grafo lineal, este
no puede ser un ciclo, por lo tanto tampoco es un ciclo impar. Entonces, por
el Teorema 1.3, Pn es un grafo bipartito y por el Teorema 2.12, el número
cromático del grafo linea es 2.

Teorema 2.14. Un grafo árbol tiene χ(T ) = 2.

Demostración. Por la definición de grafo árbol decimos que es conexo y no
tiene ciclos, es decir no tiene ciclos impares y por el Teorema 1.3 el grafo
árbol es bipartito. Además por el Teorema 2.12 el grafo árbol tiene número
cromático 2.

Teorema 2.15. Un grafo ciclo par tiene χ(C2n) = 2.

Demostración. El grafo es un ciclo que impar, entonces por el Teorema 1.3, el
ciclo par es un grafo bipartito, por lo que aplica el Teorema 2.12 y el número
cromático del ciclo par es igual a 2.

Teorema 2.16. Un grafo ciclo impar tiene χ(C2n+1) = 3.

Demostración. El conjunto de vértices del ciclo impar se puede dividir en
tres subconjuntos independientes, dos de n vértices y otro de un vértice. A
cada subconjunto le podemos asignar un color distinto, siendo el número
cromático 3.

Teorema 2.17. Un grafo rueda par tiene χ(W2n) = 4.

Demostración. Los grafos rueda par son la suma de un grafo ciclo impar y
un vértice que se puede considerar como el grafo completo K1, haciendo uso
del Teorema 2.8 tenemos

χ(W2n) = χ(C2n+1 +K1) = χ(C2n+1) + χ(K1) = 3 + 1 = 4

Teorema 2.18. El grafo rueda impar tiene χ(W2n+1) = 3.

Demostración. El grafo rueda impar lo consideramos como la unión de un
ciclo par y un vértice, por lo que usamos el Teorema 2.8 para determinar:
χ(W2n+1) = χ(C2n +K1) = χ(C2n) + χ(K1) = 2 + 1 = 3.
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En la Tabla 2.2 presentamos un resumen de los números cromáticos de
las familias de grafos mencionadas.

Familia de
grafos

Número
cromático

Diagrama Referencia

Trivial χ(G) = 1 Teorema 2.10

Lineal χ(G) = 2 Teorema 2.13

Completo χ(Kn) = n Teorema 2.11

Bipartito χ(Bm,n) = 2 Teorema 2.12
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Familia de
grafos

Número
cromático

Diagrama Referencia

Ciclo

Par:

χ(C2n) = 2 Teorema 2.15

Impar:

χ(C2n+1) = 3 Teorema 2.16

Árbol no
trivial

χ(G) = 2 Teorema 2.14

Rueda

Par:

χ(W2n) = 4 Teorema 2.17
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Familia de
grafos

Número
cromático

Diagrama Referencia

Impar:

χ(W2n+1) = 3 Teorema 2.18

Tabla 2.2: Número cromático de algunas familias de grafos

2.5. Coloración de mapas

El origen de la coloración de grafos está estrechamente relacionado con
problema de los cuatro colores. De acuerdo con Ramı́rez (2001), este problema
comenzó en 1852, por Francis Guthrie, quien observó que con cuatro colores
se pod́ıan colorear los condados de Inglaterra, de manera que dos regiones
vecinas no pueden compartir el mismo color; hallazgo que se extendió a otros
mapas. Luego, Francis le comunicó la conjetura a su hermano Frederick, quien
se lo compartió a su profesor, Augustus de Morgan, que no logró dar una
respuesta, pero a través de su carta a Hamilton logró divulgar el problema.

El problema de los cuatro colores puede ser modelado como un problema
de grafos, de manera que un mapa corresponde a un grafo donde los vértices
representan las regiones del páıs y las aristas muestran la conexión entre dos
regiones que son fronterizas. Dicho grafo resulta ser plano, es decir, aquellos
que se pueden dibujar en el plano donde ninguna de sus aristas se cruza entre
śı (Gross et al., 2019, p. 298).

Durante varios años, diversos investigadores intentaron dar solución a es-
te problema sin éxito; sin embargo, muchos de ellos aportaron resultados
parciales que ayudaron a enriquecer la teoŕıa. Este es el caso de Alfred Bray
Kempe, quien se interesó en el tema y en 1879 dio a conocer la primera
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prueba, publicada en el American Journal of Mathematics. En aquella de-
mostración, Kempe propuso un método con regiones de colores alternados
llamado cadenas de Kempe, que fue aceptada durante 11 años, hasta que en
1890 el matemático Percy John Heawood encontró una falla en el argumento,
aportando un contraejemplo basado en el caso de regiones rodeadas por un
anillo de cinco regiones.

Aunque la prueba de Kempe falló, este método le resultó útil a Heawood
para demostrar el Teorema de los cinco colores, y su técnica fue fundamental
para el desarrollo de las siguientes pruebas del problema de los cuatro colores.

Con el tiempo, varios matemáticos siguieron desarrollando avances para
la solución al problema. Entre ellos, George David Birkhoff propusó el con-
cepto de configuraciones reducibles, que consisten en conjuntos de regiones
que no son contraejemplo mı́nimo al Teorema de los cuatro colores. Si se
encontraba un conjunto de configuraciones reducibles que inevitablemente
están presentes en cualquier mapa, el teorema quedaŕıa demostrado. Con es-
ta idea, matemáticos como Philip Franklin encontraron que los mapas con
25 regiones o menos, se pod́ıan colorear con cuatro colores. Luego, Oystein
Ore y Joel Stemple en 1970 lo ampliaron a 39 regiones. Y Jean Mayer a 95
regiones en 1976 (Chartrand & Zhang, 2012, p. 249).

Tiempo después, Heinrich Heesch implementa un método sistemático pa-
ra buscar configuraciones reducibles inevitables, quien a su vez fue el primero
en usar la computadora para verificar la reducibilidad en las configuraciones.
A este método se sumaron varios matemáticos y programadores, entre ellos
Wolfgang Haken en asociación con Kenneth Appel y el estudiante de in-
formática John Koch, crearon un algoritmo más eficiente, en términos de
tiempo computacional, para verificar la reducibilidad de las configuraciones.
En 1976, finalmente, Apple y Haken demostraron el teorema de los cuatro
colores, al lograr encontrar un conjunto reducible inevitable con 1936 confi-
guraciones; después de 1200 horas de ejecución en tres ordenadores.

La prueba de Appel y Haken fue y ha sido controversial, ya que depend́ıa
de un ordenador y generó dudas acerca de la validez de una demostración he-
cha con una computadora: “De hecho, muchos se mostraron muy escépticos
e incómodos con ello. Esto inició numerosas discusiones sobre lo que es una
demostración matemática. Un paso importante en la aceptación de su demos-
tración; sin embargo, fue su aceptación por parte del distinguido matemático
William Tutte”(Chartrand & Zhang, 2012, p. 250).

Como la coloración de mapas se puede estudiar asociado a la coloración
de vértices de un grafo; en esta sección abordaremos esta idea.
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Definición 2.1. Un grafo es plano si su representación gráfica, en un plano,
no tiene aristas que se intersecan.

Para colorear un mapa se debe tener en cuenta que si dos regiones son
fronterizas sus colores deben ser diferentes. Entendiendo fronterizas por una
curva, pues si se intersecan en un punto las dos regiones pueden tener un
mismo color. Este problema lo trasladamos a la coloración de vértices de un
grafo de manera que:

1. Cada región del mapa se representa con un vértice.

2. Si dos regiones son fronterizas los vértices que las representan se conec-
tan por medio de una arista.

Ejemplo 2.7. En el mapa de los departamentos de Colombia (Figu-
ra 2.9a), cada departamento se representa con un vértice, y los vértices repre-
sentan los departamentos que comparten una frontera curva son los extremos
de una arista. (Figura 2.9b). Es aśı como el vértice que representa Casanare
es adyacente a los vértices que representan Vichada, Meta, Boyacá y Arauca;
pero no es adyacente al vértice que representa Cundinamarca, porque sus
ĺımites son un punto, por lo cual se descarta la existencia de una arista entre
estos dos departamentos.

(a) Mapa de Colombia
(b) Grafo asociado al mapa de
Colombia

De este modo, la coloración de mapas puede interpretarse como la colo-
ración de vértices de un grafo asociado al mapa, el cual es un grafo plano.
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En este contexto, un mapa puede tener una k−coloración por lo tanto es
k−coloreable, entonces su número cromático también corresponde al número
cromático de su grafo representativo.

A lo largo de la historia, se llegó a la idea que que cualquier mapa se
puede colorear con mı́nimo 4 colores , bajo las condiciones mencionadas, es
decir, es 4−coloreable. Este enunciado fue uno los grandes problemas de la
época (mitad del siglo XIX), que es referido como el teorema de los cuatro
colores.

Teorema 2.19. Cualquier mapa plano puede ser coloreado usando como
máximo 4 colores, tal que que ninguna región adyacente comparta el mismo
color.

La demostración del teorema de los cuatro colores fue realizada por Ken-
neth Apple y Wolfgang Haken en el año 1976, la cual es extensa y compleja,
por lo que vamos a describir la idea principal.

Los autores utilizan conceptos de los grafos planos, como las triangu-
laciones (divisiones del plano en triángulos sin superposición), y definen el
concepto de configuración como: un subgrafo formado por un anillo (circuito
cerrado) con su interior. Una configuración se considera reducible si no puede
formar parte de un contraejemplo al teorema, es decir, si no puede aparecer
en un grafo plano que requiera más de cuatro colores (West, 2005, p. 258).

El objetivo es construir un conjunto de configuraciones inevitable, es de-
cir, un conjunto tal que toda triangulación del plano contenga al menos una
de ellas. Si todas las configuraciones de ese conjunto también son reducibles,
entonces no puede existir un contraejemplo al teorema, y por lo tanto, todo
grafo plano puede colorearse con cuatro colores.

Por otro lado se utilizó el método de descarga donde a los vértices de cada
triangulación se les asigna una carga positiva o negativa según su grado y
luego redistribuir esas cargas respetando la conservación de carga basada en
la carga total que brinda el uso de la fórmula de Euler. La idea es que esta
redistribución permite identificar patrones o “vecindades”t́ıpicas que necesa-
riamente deben aparecer en cualquier triangulación, y que pueden analizarse
como configuraciones inevitables (West, 2005, p. 260).

Finalmente, la parte más controversial de esta prueba, fue el uso intensivo
del ordenador para verificar la reducibilidad de todas las configuraciones del
conjunto inevitable.

Con este enfoque, Appel y Haken lograron demostrar que toda triangula-
ción contiene al menos una configuración reducible, lo que implica que todo
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grafo plano es coloreable con, a lo más, cuatro colores. 2

En 1879 Kempe presentó una demostración del teorema de los cuatro
colores a partir de la estrategia conocida como las cadenas de Kempe; sin
embargo, en 1890 Heawood encontró un error en la prueba, dando un contra-
ejemplo a la prueba de Kempe. Aunque el método presentado por Kempe no
tuvo éxito, Heawood pudo utilizar dicha técnica (cadenas de Kempe) para
demostrar que todo mapa puede colorearse con cinco o menos colores.

Teorema 2.20. Dado un grafo plano simple G su número cromático es a lo
sumo 5,es decir, G es 5−coloreable.

La demostración del teorema se basa en considerar un grafo plano G y un
vértice V cuyos vecinos están coloreados con cinco colores distintos. Como no
es posible asignar a V uno de esos colores, entonces se analizan caminos en
el grafo G−{V } que están formados por vértices coloreados alternadamente
con dos colores, conocidos como cadenas de Kempe; en particular, caminos
entre dos vecinos de V .

Si no existe un camino entre dos vecinos de V usando dos colores, podemos
intercambiar los colores de una componente del grafo, para que los dos vecinos
tengan el mismo color, y liberar el otro color para el vértice V . En el caso que
exista un camino entre dos vecinos de V , por ser G plano, no puede haber
otro camino de colores alternados entre otro par de vecinos de V ; lo que
garantiza que podamos hacer el intercambio de colores para liberar uno para
V . Al extender este proceso a todo el grafo G obtenemos una 5−coloración.
Para ver detalladamente la demostración del teorema de los cinco colores,
recomendamos revisar el libro de Chartrand y Zhang (2012).

2Para ver el anuncio del teorema de los cuatro colores ver el art́ıculo de Apple y Haken,
1976
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Caṕıtulo 3

Algoritmos Heuŕısticos

Calcular el número cromático de un grafo arbitrario constituye un pro-
blema complejo; si bien tenemos resultados teóricos para algunas familias de
grafos, no disponemos de soluciones para grafos de manera general. Por eso,
varios autores como Welsh y Powell (1979), Leighton (1979) y Matula et al.
(1972), nos plantean algunos algoritmos heuŕısticos, que utilizan reglas o es-
trategias basadas en la experiencia para obtener soluciones rápidas, aunque
no nos garantizan obtener el número cromático exacto del grafo.

En este caṕıtulo vamos a presentar cuatro algoritmos heuŕısticos para
encontrar una aproximación al número cromático de grafos. Para cada uno
incluimos una descripción, ejemplos de su ejecución, el pseudogódigo corres-
pondiente y el código de programación para Python que es generado por la
inteligencia artificial ChatGPT a partir de los datos que le brindamos. Fi-
nalmente, vamos a presentar una prueba computacional que realizamos a los
cuatro algoritmos, para caracterizarlos de acuerdo con tres criterios.

Antes de presentar los cuatro algoritmos, queremos aclarar que los méto-
dos para colorear vértices de grafos los consideramos algoritmos. Bajo una
definición más amplia de algoritmo, “dado un problema y un dispositivo don-
de resolverlo, es necesario proporcionar un método preciso que lo resuelva,
adecuado al dispositivo” (Guerequeta & Vallecillo, 2000, p. 13). A partir
de esta definición, nosotras consideramos como problema la coloración de
vértices en grafos apuntando al número cromático, y como dispositivo un
computador mediante la implementación en Python.

90



3.1. Algoritmo Greedy

La Definición de función de coloración 1.43 la podemos ver como un
algoritmo heuŕıstico para la coloración de vértices en grafos, el cual recibe el
nombre de Greedy, Voráz o Secuencial. Dado un grafo G con n vértices,
una lista de colores C = (1, 2, ..., n) y un orden fijo para los vértices V =
(V1, V2, ..., Vn), el algoritmo consiste en recorrer la lista de vértices ordenados
para asignarle a cada uno el menor color disponible que no haya sido usado
por sus vecinos ya coloreados.

En el Algoritmo 1 ilustramos mediante pseudocódigo el funcionamiento
del algoritmo Greedy.

Algoritmo 1 Greedy, Voráz o Secuencial

Entrada: : Grafo G con n vértices y una lista de los vértices con un orden
fijo V = (V1, V2, ..., Vn)
Colores := (1, . . . , n)
Asignados := {V1:1} Diccionario de vértices con colores asignados
Para i← 2 hasta n hacer:

Vecinos := (Vecinos de Vi)
Para Vecinosj ← 1 hasta Cantidad de vecinos hacer

Si Vecino ∈ Asignados entonces
Asignado vecinos := [Colores asignados a los vecinos de Vi]

end Si
Disponibles := Colores - Asignado vecinos

end Para
Asignados[Vi] := min(Disponibles)

end Para
Salida: Diccionario Asignados.

Ejemplo 3.1. Vamos a ilustrar la ejecución del algoritmo Greedy con el
grafo O de 9 vértices, que representamos en la Figura 3.1a.

1. Seleccionamos la siguiente ordenación de vértices (C,L, I, A,H, J,B,
K,M)

2. Creamos la lista de colores C = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9)

3. Tomamos el primer vértice de nuestra lista ordenada, C y le asignamos
el color 1.
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4. Luego, escogemos el segundo vértice, L, miramos si tiene como vecino
a C, como no es aśı, le asignamos el menor color disponible de la lista
de colores, que es 1.

5. Elegimos el vértice I, miramos si I es vecino de C, como no son ad-
yacentes, pasamos a revisar si I y L son vecinos, como son adyacentes
descartamos el color de L en la lista de colores. Por lo que, el menor
color disponible es 2, que es el que le asignamos.

6. Para el vértice A, los vecinos ya coloreados son C, I, entonces los colores
disponibles son (3, 4, 5, 6, 7, 8) y el color que le asignamos a A es 3.

7. En el caso del vértice H, sus vecinos ya coloreados son C, I, A, aśı que
los colores disponibles son (4, 5, 6, 7, 8) y el color de H es 4.

8. El vértice J tiene como vecino ya coloreado a L, con lo cual los colores
disponibles son (2, 3, 4, 5, 6, 7, 8), y el color de J es 2.

9. Para el vértice B, sus vecinos ya coloreados son C,A,H, J , luego los
colores disponibles son (5, 6, 7, 8), y el color de B es 5.

10. El vértice K tiene como vecino vecino ya coloreado a L, de este modo
los colores disponibles son (2, 3, 4, 5, 6, 7, 8), y el color de L es 2.

11. Finalmente, el vértice M tiene su vecino K con color 2, entonces los
colores disponibles son (1, 3, 4, 5, 6, 7, 8), y el color de M es 1.

En la Figura 3.1b representamos la coloración obtenida por el algoritmo,
donde el color 1 se asocia con azul, 2 con rosado, 3 con amarillo, 4 con verde
y 5 con purpura.

92



(a) Grafo N (b) Grafo N coloreado

Figura 3.1: Ejemplo algoritmo Greedy

A partir de la descripción del algoritmo Greedy y el pseudocodigo le
pedimos a la Inteligencia Artificial ChatGPT que nos creara un código en
Pyhton que después revisamos y ajustamos obteniendo el código 3.1.

1 def greedy_coloring(G, vertices):

2 colores = {}

3 for v in vertices:

4 # Colores disponibles inicialmente

5 disponibles = set(range(1, len(G.nodes ())+1))

6 # Remover colores de vecinos ya coloreados

7 for vecino in G.neighbors(v):

8 if vecino in colores:

9 disponibles.discard(colores[vecino ])

10 # Asignar el menor color disponible

11 colores[v] = min(disponibles)

12 return colores

Código 3.1: Algoritmo Greedy en Python

Al ingresar un grafo de 14 vértices y 41 aristas en el Código 3.1, con un
orden de vértices aleatorio, obtenemos la cantidad de colores, además del
diccionario que contiene el vértice y su color correspondiente, como se ilustra
en la Figura 3.2.
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Figura 3.2: Resultado del algoritmo Greedy en Python

La coloración obtenida por el algoritmo Greedy puede variar dependiendo
del orden que le demos a los vértices, además no nos garantiza el uso de la
menor cantidad de colores, es decir, la obtención del número cromático. Por
ejemplo, dado el grafo R (Figura 3.3) con 10 vértices y 18 aristas, al ejecutar
el algoritmo en Python con el orden de vértices (A,B,C,D,G, F,E,H, I, J),
obtuvimos una 4−coloración (Figura 3.3a); pero al ingresar los vértices en
el orden (D,H,C, F, J, E,B, I,G,A) obtuvimos una 5−coloración (Figura
3.3b).

(a) Grafo R 4-coloreable (b) Grafo R 5-coloreable

Figura 3.3: Algoritmo Greedy en el grafo R

Con el algoritmo Greedy podemos obtener el número cromático, sin em-
bargo esto implica tener una ordenación de vértices que nos permita conseguir
una coloración ideal. Para ello, podemos considerar cada una de las ordena-
ciones posibles de V (G) y aplicar una y otra vez el algoritmo hasta encontrar
la indicada.

Pero si el grafo G tiene n vértices, tenemos n! posibles ordenaciones, un
calculo que aumenta el tiempo de forma excesiva. Por ejemplo, para un grafo
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con 16 vértices tenemos que examinar 16! ordenaciones posibles. Si asumimos
que podemos generar estas ordenaciones a un ritmo de 1 millón por segundo
y que 1 d́ıa es igual 86400 segundos, tardaŕıamos, aproximadamente, 242 d́ıas
para elaborarlas todas. Para un grafo con 20 vértices, debemos examinar 20!
ordenaciones, y tardaŕıamos aproximadamente 77144 años para generarlos
todos. Por esta razón, es necesario encontrar alternativas que nos permitan
encontrar de manera más eficiente alguna coloración de un grafo, aunque no
se garantice que se corresponda o se acerque más al número cromático.

3.2. Algoritmo Largest - First (LF)

El algoritmo Largest - First (LF) es una variante del Greedy propuesta
por Welsh. Consiste en establecer una ordenación particular de los vértices
en la cual aquellos más restrictivos se consideran primero. Esta ordenación se
define atendiendo únicamente al grado de cada vértice de manera estática, es
decir, considerando solamente sus conexiones en el grafo original. A partir de
dicha ordenación, se establecen los conjuntos independientes y a los vértices
de cada conjunto se le asigna un mismo color, de manera que cada color
corresponde a un conjunto independiente.

Con base en lo anterior, describimos el proceso de aplicación del algoritmo
LF. Sea G un grafo con su conjunto de vértices VG; ordenamos sus vértices
de manera decreciente según su grado, es decir, gr(V1) ≥ gr(V2) ≥ gr(V3) ≥
... ≥ gr(Vn).

Posteriormente, construimos subconjuntos de vértices Ti en los que ningún
elemento es adyacente a otro. Ubicamos el vértice de mayor grado, V1 en el
subconjunto T1. Luego, consideramos el siguiente vértice en el orden estable-
cido, V2; si no es adyacente a ninguno de los elementos que se encuentran
en T1, entonces lo incorporamos a dicho subconjunto; en caso contrario, lo
asignamos a un nuevo subconjunto T2.

Continuamos este procedimiento siguiendo el orden definido, garantizan-
do que dentro de cada Ti no existan adyacencias entre sus elementos. Final-
mente, asignamos un color a cada subconjunto obtenido, con lo cual deter-
minamos una coloración del grafo.

Siguiendo la idea del Algoritmo Largest - First proponemos el Pseudoco-
digo, en el Algoritmo 2, que muestra el paso a paso del algoritmo.
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Algoritmo 2 Algoritmo Largest First

Entrada: : Grafo G y sus vértices V = {V1, V2, ..., Vn}
Orden := (Decreciente de grados)
Colores:=(1,...,n)
Mientras Orden diferente de vaćıo hacer

Para k ← 1 hasta n hacer
Tk := []
Para i← 1 en orden hasta n hacer:

Si Vi no es vecino de Vj en Tk entonces
Vi ∈ Tk

end Si
end Para
Tk Se le asigna el menor color de colores
Orden := Orden-Tk

Colores := Colores-Color de Tk

end Para
end Mientras

Salida: Subconjuntos Tk con los colores asignados.

Ejemplo 3.2. Para aplicar el algoritmo Largest - First vamos a ilustrar
la ejecución con el grafo N de 8 vértices,que representamos en la Figura 3.4:

1. Ordenamos los vértices en forma decreciente según su grado, esto es
gr(D) ≥ gr(C) ≥ gr(B) ≥ gr(A) ≥ gr(F ) ≥ gr(H) ≥ gr(E) ≥ gr(G).

2. Ubicamos el vértice D en el subconjunto T1. Luego consideramos el
vértice C; como es adyacente a D, no puede pertenecer a T1. Con-
tinuamos con B, que no es adyacente con D, entonces pertenece a
T1. Repitiendo este procedimiento con los demás vértices, obtenemos
T1 = {D,B,G}.

3. Con los vértices restantes {C,A, F,H,E} repetimos el mismo proceso,
obteniendo T2 = {C,A,H,E} y T3 = {F}.

4. Finalmente, asignamos un color a cada subconjunto formado: T1 recibe
el color 1, T2 recibe el color 2 y T3 recibe el color 3.

En la Figura 3.4 representamos la coloración obtenida por el algoritmo
LF, donde el color 1 se asocia al azul, 2 a rojo y 3 al amarillo.
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Figura 3.4: Ejemplo algoritmo Largest - First

Con base en la descripción del algoritmo Largest-First y su pseudocódigo,
empleamos una herramienta de Inteligencia Artificial ChatGPT para generar
un código en Python, el cual fue posteriormente revisada y ajustada por
nosotras, obteniendo como resultado el Código 3.2.

1 # Largest - First

2 def welsh_powell_coloring(G):

3 # Paso 1: ordenar vé rtices por grado (decreciente)

4 orden_vertices = sorted(G.degree (), key=lambda item:

item[1], reverse=True)

5 orden_vertices = [v for v, d in orden_vertices]

6

7 # Diccionario para asignar colores

8 colores = {}

9 color_actual = 1

10

11 # Mientras queden vé rtices sin colorear

12 while orden_vertices:

13 # Crear un nuevo subconjunto Tk

14 Tk = []

15 for v in orden_vertices [:]: # recorremos copia

porque iremos quitando

16 # Si no es adyacente a nadie en Tk, se

agrega

17 if all(( vecino not in Tk) for vecino in G.

neighbors(v)):
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18 Tk.append(v)

19 print("Subconjunto es :",Tk)

20 # Asignar color a todos los vé rtices de Tk

21 for v in Tk:

22 colores[v] = color_actual

23 orden_vertices.remove(v)

24

25 # Pasar al siguiente color

26 color_actual += 1

27

28 return colores

Código 3.2: Largest - First

Al ingresar un grafo de 11 vértices y 27 aristas en el Código 3.2, con
el orden decreciente de grados, obtenemos como resultado los subconjuntos
independientes de vértices, la cantidad de colores y el diccionario que contiene
el vértice con su color correspondiente, como se ilustra en la Figura 3.5.

Figura 3.5: Resultado del algoritmo LF en Python

Una caracteŕıstica del algoritmo Largest - First es que el orden de los
vértices queda determinado por la secuencia de grados decrecientes, lo cual
reduce la variabilidad en la coloración obtenida para un mismo grafo. No obs-
tante, cuando existen vértices con igual grado, el orden relativo entre ellos
no queda completamente definido, situación que puede producir comporta-
mientos similares a los observados en el algoritmo Greedy.

Por ejemplo, consideramos un grafo ciclo con 6 vértices en la Figura 3.6. Al
ordenar los vértices según la secuencia (A,D,C,B, F,E) el algoritmo produce
los subconjuntos independientes T1 = {A,D}, T2 = {C,F}, T3 = {B,E} en
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consecuencia, se obtiene la asignación de colores T1 con color 1( azul oscuro),
T2 con color 2 (café) y T3 con color 3 (azul claro).

Sin embargo, sabemos que el número cromático de los ciclos pares es igual
a 2; por lo tanto, la coloración obtenida difiere del valor teórico debido a la
ordenación inicial de los vértices.

Figura 3.6: Grafo ciclo C6

Una versión del algoritmo de Welsh - Powell, que en esencia es análoga,
inicia con la lista de vértices ordenados con la secuencia de grados decreciente
y le aplica el algoritmo Greedy. En el caso del ciclo con 6 vértices en la
Figura 3.6, asignamos el color 1 al vértice A y también al vértice D, ya que
no son adyacentes. Al considerar el vértice C, le asignamos el color 2 por ser
adyacente a D, continuando el procedimiento se obtiene la coloración: B con
color 3, F con color 2 y E con color 3.

La diferencia con el procedimiento descrito anteriormente radica en que,
en el algoritmo Largest-First, primero completamos el subconjunto T1 incor-
porando todos los vértices posibles que no presentan adyacencia entre śı antes
de formar un nuevo subconjunto. En cambio, al aplicar Greedy sobre la lista
ordenada, cada vértice recibe inmediatamente el primer color disponible; si
resulta adyacente a algún vértice coloreado con el color 1, se le asigna direc-
tamente el color 2, sin esperar a completar un subconjunto independiente.

El algoritmo Largest-First combinado con Greedy lo podemos implemen-
tar mediante el siguiente Código 3.3, el cual representa una versión más com-

99



pacta del procedimiento. En esta implementación no construimos expĺıcita-
mente los subconjuntos independientes ni realizamos múltiples verificaciones
condicionales, lo que reduce el número de operaciones y nos permite obtener
la coloración en menor tiempo de ejecución.

1 orden = sorted(G.degree (), key=lambda item: item[1],

reverse=True)

2 orden = [v for v, d in orden]

3 colores = greedy_coloring(G, orden)

Código 3.3: Largest - First (2)

3.3. Algoritmo Recursive Largest First (RLF)

Una modificación del LF basada en la estructura del algoritmo conjunto
independiente máximo aproximado (AMIS), es el algoritmo Recursive Lar-
gest First propuesto en Leighton, 1979. Este algoritmo busca una partición
del conjunto de vértices en subconjuntos independientes cuyo número sea
cercano al número cromático. Para ello, construimos conjuntos independien-
tes a partir de una selección inicial del vértice más restrictivo, es decir, aquel
con mayor grado en el subgrafo inducido por los vértices aún no coloreados.

Antes de describir detalladamente el algoritmo RLF; queremos mencionar
que el algoritmo AMIS sirve para crear conjuntos independientes de gran
tamaño, lo cual, en nuestro estudio nos permite generar una coloración en
un grafo G. Esto lo logramos a partir de otro proceso llamado MIS que hace
un conjunto independiente máximo, de la siguiente manera:

Escogemos el vértice de grado menor en el grafo G, sea V1 y lo guarda-
mos en un subconjunto de vértices U .

Hacemos el subgrafo inducido G1 por el conjunto de vértice VG−{V1}−
N1, donde N1 es el subconjunto de todos los vértices adyacentes a V1,
en G.

En G1, seleccionamos el vértice de grado menor, sea V2 y lo añadimos al
subconjunto U . Luego creamos el subgrafo inducido G2 por el conjunto
de vértices VG − {V1, V2} − N1 − N2, donde N2 es el subconjunto de
todos los vértices adyacentes a V2, en G1.
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Agregamos en el subconjunto U el vértice de grado menor en Gi−1,
para luego obtener el subgrafo inducido Gi por el conjunto de vértices
VG−{V1, V2, ..., Vi}−N1−N2− ...−Ni, donde Ni es el subconjunto de
todos los vértices adyacentes a Vi, en Gi−1. Repetimos el proceso hasta
que el subgrafo Gi no tenga vértices.

En el algoritmo AMIS, repetimos el proceso de MIS para obtener más
de un conjunto independiente máximo, con la diferencia que la búsqueda
se hace en el subgrafo inducido por los vértices que no pertenecen a un
subconjunto independiente, además los vértices se eliminan del grafo cuando
ya se completa un subconjunto independiente. Es decir, dado un grafo G

1. Empezamos con el color 1, para ello elegimos el vértice con menor grado
de G, sea V1 y a este le asignamos el color 1.

2. Luego creamos un subconjunto de vértices U con los vértices no colo-
reados y no adyacentes a V1; en U buscamos el de menor grado en G,
sea V2 y le asignamos el color 1.

3. Volvemos a hacer el subconjunto U con los vértices no coloreados y no
adyacentes a V1 ni a V2; volvemos a buscar en U el vértice de menor
grado en G para darle el color 1.

4. Se repite el proceso de crear el subconjunto U con los vértices no colo-
reados y no adyacentes a ninguno de los ya coloreados, para seleccionar
el de menor grado en G y asignarle el color 1. Hasta que U = ∅.

5. Continuamos con el siguiente color, por eso, hacemos el subgrafo indu-
cido G′ por los vértices no coloreados y repetimos el proceso de creación
del subconjunto U y la selección de vértices de U buscando en el sub-
grafo inducido G′ para asignarles el color en uso.

En el siguiente ejemplo, vamos a mostrar la diferencia entre los algoritmos
MIS y AMIS.

Ejemplo 3.3. Al grafo O que representamos en la Figura 3.7a, le vamos
aplicar el procedimiento MIS:

Escogemos el vértice de grado menor en O, sea M y lo agregamos al
conjunto U . Hacemos el subconjunto cuyos vértices son adyacentes a
M , es decir, N1 = {K}.
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Construimos el subgrafo inducido O1 (Figura 3.7b) por los vértices
VO − {M} − N1 = {L, J, I,H,C,A,B}. De O1, elegimos el de menor
grado, para añadirlo a U , esto es U = {M,L}, creamos un subconjunto
de vértices adyacentes a L en O1, es decir, N2 = {J, I}.

Repetimos los procesos. Siendo aśı, O2 (Figura 3.7c) subgrafo inducido
por los vértices VO −{M,L}−N1−N2 = {H,C,A,B}, seleccionamos
a cualquiera de los de grado menor, sea H y hacemos N3 = {A,C,B}.

El subgrafo O3 inducido por los vértices VO − {M,L} − N1 − N2 −
N3 = {}, es nulo, por lo tanto se termina el algoritmo. Obteniendo un
conjunto independiente máximo U = {M,L,H}.

(a) Grafo O (b) Grafo O1

(c) Grafo O2

Figura 3.7: Ejemplo algoritmo MIS

Ahora vamos a aplicar el algoritmo AMIS al grafo O.

1. Iniciamos con el color 1. Al vértice de menor grado en O le asignamos
el color 1, es decir, M .
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2. Hacemos el subconjunto U cuyos vértices no son coloreados y no adya-
centes a M , U = {A,B,C,H, I, J, L}. Del subconjunto U elegimos el
de menor grado en G, sea I y le asignamos el color 1.

3. Volvemos a hacer el subconjunto U con vértices no son coloreados y
no adyacentes a M ni a I, U = {A,B,C, J}. De los elementos de U
seleccionamos a J para darle el color 1, porque es el de menor grado
en O.

4. Repetimos, U = {A,C}, del subconjunto escogemos a A para ponerle
el color 1.

5. Luego U = {}, entonces terminamos con el color 1. E iniciamos con
el color 2 en el subgrafo inducido O′ (Figura 3.8b) por los vértices no
coloreados de O es decir, {H,B,C, L,K}

6. Volvemos a hacer todo el proceso. Escogemos a uno de los vértices de
menor grado en O′, queremos que sea L para darle el color 2.

7. En U = {H,B,C} le asignamos a C el color 2.

8. Luego U = {}, entonces terminamos con el color 2. Empezamos con
el color 3 en el subgrafo inducido O′′ (Figura 3.8c) por los vértices no
coloreados de O es decir, {H,B,K}.

9. En O′′ a K le proporcionamos el color 3. Y en U = {H,B} a H también
le corresponde el color 3.

10. U = {}, terminamos con el color 3. Como el subgrafo inducido O′′′

(Figura 3.8d) por los vértices no coloreados de O, es decir, {B} es
el único vértice, a este la asignamos el color 4 para terminar con la
coloración.
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(a) Grafo O (b) Grafo O′

(c) Grafo O′′ (d) Grafo O′′′

(e) Grafo O coloreado

Figura 3.8: Ejemplo algoritmo AMIS

Con los algoritmos expuestos, nos permitimos presentar una descripción
más detallada del algoritmo Recursive Largest First (RLF), en un grafo G:

1. Empezamos con el color 1. En G seleccionamos el vértice de mayor
grado, sea V1, para agregarlo en un conjunto independiente L1 cuyo
color asignado será 1. Creamos dos subconjuntos: U1 cuyos vértices son
no coloreados y no adyacentes a V1 en G; y U2 donde los vértices son
no coloreados y adyacentes a V1 en G.

2. Buscamos en U1 el vértice que tenga más vecinos de los vértices de U2
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en G, a ese vértice, sea Vk, lo añadimos al conjunto independiente L1.

Si hay más de un vértice Vk consideramos empate y de esos vértices
escogemos el que tenga menos vecinos en el subgrafo inducido por
los elementos del subconjunto U1.

3. Volvemos a hacer los subconjuntos U1 y U2, de manera que en U1 los
vértices son no coloreados y no adyacentes a ninguno de los que perte-
necen a L1 en G; y U2 donde los vértices son no coloreados y adyacentes
a alguno de los que pertenecen a L1 en G. Para repetir el paso 2 hasta
que el subconjunto U1 quede vació.

4. Todos los vértices de L1 tienen el color 1 y los vamos a eliminar del
grafo G. Por lo tanto, tenemos el subgrafo inducido G1 por el conjunto
de vértices VG−L1 y vamos a hacer el conjunto independiente L2 para
el color 2. Para ello, repetimos los pasos 1, 2 y 3 sobre el subgrafo G1.

5. Todos los vértices de las listas Li tienen un color i asignado, entonces
vamos a eliminar los vértices en el subgrafo correspondiente. Por lo
tanto, tenemos el grafo inducido Gi+1 por el conjunto de vértices VG−
{L1∪L2∪ ...∪Li} y seguimos con el conjunto independiente Li+1 para
el color i+ 1. Para ello repetimos los pasos 1,2,3 y 4 sobre el subgrafo
Gi+1, hasta que todos los vértices de G esten coloreados.

Ejemplo 3.4. Al grafo O, que representamos en la Figura 3.9a, le vamos
a aplicar el algoritmo RLF, para ello, vamos a hacer los siguientes pasos:

1. En nuestro grafo O elegimos el vértice con mayor grado, pueden ser
A, B o H, en nuestro caso decidimos elegir A de manera arbitraria,
para ponerlo en el conjunto de vértices independiente con el color 1,
L1 = {A}.

2. Construimos los subconjuntos de vértices U1 = {L,K,M, J} los cuales
son no coloreados y no adyacentes a A y U2 = {I,H,C,B} que son no
coloreados y adyacentes a A.

3. En U1 los vértices J y L tienen un vecino en U2, B e I, respectivamente;
por lo tanto tenemos un empate. Para resolverlo identificamos los veci-
nos que tendŕıan en el subgrafo inducido por el conjunto de vértices U1,
en nuestro caso J tiene un vecino, que es L, mientras que L tiene dos
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vecinos, J,K. En consecuencia elegimos el que tenga menor cantidad
de vecinos, es decir, J y lo añadimos a L1 = {A, J}.

4. Repetimos el proceso del paso 2, hasta que U1 no tenga elementos, por
lo que:

a) U1 = {K,M} y U2 = {B,H,C, I,K}, donde K tiene un vecino
en U2, por tanto lo agregamos a L1 = {A, J,K}.

b) Actualizamos los subconjuntos, y U1 = {}, entonces terminamos
con L1, y el color 1.

Construimos el subgrafo O2 por el conjunto de vértices VO −L1 (Figu-
ra 3.9b).

5. Continuamos con el color 2 y el conjunto independiente L2, para ello
escogemos de los vértices no coloreados en el grafo O2 el de mayor
grado, H que va a pertenecer a L2:

a) Definimos U1 = {L,M} y U2 = {B, I, C}; de los dos vértices en
U1, L es adyacente a I en el subgrafo O2, y M no es adyacente a
alguno de los vértices de U2 en el subgrafo O2, entonces escogemos
a L, el que tiene más vértices vecinos en U2, para agregarlo a
L2 = {H,L}.

b) Con la actualización de L2, hacemos U1 = {M} y U2 = {B, I, C},
como M es el único vértice de U1 lo agregamos al subconjunto de
vértices L2.

c) Ahora, U1 = {}; aśı, terminamos con el conjunto independiente
L2 = {H,L,M} que tienen color 2.

Hacemos el subgrafo inducido O3 por el conjunto de vértices O2 − L2

(Figura 3.9c).

6. El siguiente color es 3 y el conjunto independiente L3, para ello esco-
gemos uno de los vértices no coloreados en el grafo O3 con el de mayor
grado, pueden ser C o B, de manera arbitraria escogemos C y hacemos
los subconjuntos de acuerdo a L3 = {C}:

a) U1 = {I} y U2 = {B}, como I no es vecino de algún vértice en U2

y es el único en U1 entonces I está en L3.
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b) Actualizamos a U1 = {}, terminamos con el conjunto indepen-
diente de color 3 L3 = {C, I}.

Hacemos el subgrafo inducido O4 por el conjunto de vértices O3 − L3

(Figura 3.9d).

7. Como O4 tiene un solo vértice, a B le asignamos el color 4, correspon-
diente al conjunto independiente L4. Todos los vértices están colorea-
dos, entonces se termina el algoritmo.

En el grafo representado en la Figura 3.9e, mostramos la coloración obtenida
con el algoritmo RLF, donde los vértices de L1 = {A, J,K} tienen asignado
1 correspondiente al color azul, los elementos de L2 = {H,L,M} con color 2:
rosado, los vértices de color 3 L3 = {C, I} representados con color amarillo
y el vértice de L4 = {B} correspondiente al color 4 con verde.

(a) Grafo O (b) Grafo O2

(c) Grafo
O3

(d) Grafo
O4 (e) Grafo O con RLF

Figura 3.9: Ejemplo algoritmo Recursive Largest - First
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Debido a la naturaleza heuŕıstica del algoritmo RLF, este no nos asegura
una única solución para un mismo grafo; incluso puede generar diferentes
coloraciones dependiendo de su ejecución. Esta idea la vamos a desarrollar
en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.5. Al grafo W le vamos a aplicar el algoritmo RLF con el
objetivo de identificar que pueden existir por lo menos dos coloraciones dife-
rentes. Este proceso está en la Tabla 3.1.

El grafo W

El vértice de mayor grado del grafo ∆(W ) = 5 es E,
entonces este entra al conjunto independiente con color 1,

L1 = {E}
Construimos los subconjuntos de vértices

de acuerdo con los elementos de L1:
U1 = {A,B,G}

U2 = {I,D,C, F,H}
Luego, en el grafo W , determinamos la vecindad de los

vértices de U1 que se estan en el subconjunto U2,
para encontrar el vértice que tenga más vecinos:

N(A) = {I,H},
N(B) = {F,H},
N(G) = {C,D}

Como tenemos un empate entre los tres vértices,
buscamos el que tenga menos vecinos en el subgrafo
inducido por los vértices del subconjuto U1, es decir,

A y lo agregamos a L1 = {E,A}.
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Con L1 actualizado, volvemos a crear los
subconjuntos de vértices:

U1 = {B,G}
U2 = {I,D,C, F,H}

En el grafo W , buscamos el vértice de U1 que tiene
más vecinos en U2:
N(B) = {F,H},
N(G) = {C,D}

Tenemos un empate entre ambos vértices, entonces
buscamos en el subgrafo inducido por los elementos de U1

el de menor grafo, en este obtenemos otro empate,
entonces tenemos dos opciones para elegir:

El vértice G El vértice B
Agregamos el vértice a

L1 = {E,A,G} a partir de este
creamos los subconjuntos:

U1 = {}
U2 = {I,D,C, F,H,B}

Como U1 está vaćıo, finalizamos
el conjunto y el color 1.

Añadimos el vértice al conjunto
L1 = {E,A,B} y construimos los

subconjuntos:
U1 = {}

U2 = {I,D,C, F,H,G}
Como U1 queda vaćıo,

terminamos el conjunto y color 1.
Eliminamos los vértices de L1

del grafo W , obteniendo el grafo
W1.

Creamos el grafo inducido por el
conjunto V (W )− L1, obteniendo

el grafo W ′
1.

Continuamos con el conjunto
independiente L2 con el vértice
de mayor grado en W1, es decir,

F .

Seguimos con el conjunto
independiente L2 con uno de los
vértices de mayor grado en W ′

1,
arbitrariamente escogemos C.
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A partir de L2 creamos los
subconjuntos:
U1 = {H,D}
U2 = {B, I, C}

En el subgrafo W1 buscamos el
vértice de U1 con más vecinos en

U2, para ello vemos sus
vecindades:

N(H)U2 = {B}
N(D)U2 = {I}

Para desempatar, elegimos el
vértice de menor grado en el
subgrafo inducido por los

elementos de U1, dado que tienen
la misma, elegimos cualquiera,

sea D y lo añadimos a
L2 = {F,D}.

Teniendo en cuenta L2

construimos los subconjuntos:
U1 = {I,D,H}
U2 = {F,G}

En W ′
1, buscamos en las

vecindades de los vértices de U1

en U2 el de mayor grado:
N(I)U2 = {F}
N(D)U2 = {G}
N(H)U2 = {}

Como tenemos un empate, entre
I y D, escogemos el de menor
grado en el subgrafo inducido

por los vértices de U1; dado que
ambos tienen el mismo grado,

escogemos cualquiera, en nuestro
caso D. Lo insertamos en

L2 = {C,D}
Con L2 actualizado, volvemos a

crear los subconjuntos:
U1 = {H}

U2 = {B, I, C}
Al ser H, el único vértice de U1,
automáticamente lo agregamos a

L2 = {F,D,H}.

Actualizamos los subconjuntos,
a partir de L2:
U1 = {H}

U2 = {F,G, I}
Como H es el único vértice que
queda en U1, lo agregamos a

L2 = {C,D,H}.
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Al renovar los subconjuntos,
teniendo en cuenta L2; U1 = {},
entonces terminamos el color y el

conjunto independiente con
L2 = {F,D,H}. Además, los

vértices de L2 lo eliminamos del
subgrafo W1, obteniendo el

subgrafo W2

Reestablecemos los subconjuntos
desde L2, donde U1 = {}, por lo

que terminamos el color y
conjunto independiente con
L2 = {C,D,H}. También
eliminamos los vértices

correspondientes de W ′
1, teniendo

el subgrafo W ′
2:

En seguida, hacemos el conjunto
independiente L3, desde el

subgrafo W2. Aqúı es evidente
que ninguno de los vértices se

conecta, por lo tanto los podemos
agregar a L3 = {I, CB}.

Seguimos con el conjunto
independiente L3. A partir del
subgrafo W ′

2, elegimos el vértice
de mayor grado, en nuestro caso

tenemos empate entre dos,
entonces seleccionamos F para

agregarlo a L3 = {F}.
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Como ya no quedan más vértices
por colorear, finalizamos la

coloración, teniendo el grafo W
con 3 colores:

Desde L3, hacemos los
subconjuntos:
U1 = {G}
U2{I}

El vértice G es el único que
queda en U1, entonces lo
añadimos a L3 = {F,G}.

Renovamos los subconjuntos con
U1 = {}, por eso acabamos el
conjunto L3 y eliminamos los
vértices correspondientes del

subgrafo W ′
2:

Concluimos, la coloración del
grafo W , incluyendo el vértice I
al conjunto independiente L4.

Siendo aśı, tenemos una
4-coloración del grafo:

Tabla 3.1: Dos coloraciones del grafo W

En el ejemplo anterior evidenciamos que, dependiendo de la selección que
hagamos ante los dobles empates, con el algoritmo podemos seguir diferentes
caminos que producen diferentes coloraciones para el mismo grafo.

A continuación, en el Algoritmo 3 presentamos el funcionamiento del
RLF, mediante un pseudocódigo.
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Algoritmo 3 Recursive Largest First

Entrada: Grafo G y su conjunto de vértices V = {V1, V2, ..., Vn}
Color := 1
Vértices colores := {} # Diccionario de vértices con sus colores
Gi := Copia de G
Mientras VGi

̸= ∅ hacer
Si Vi es el de grado máximo de Gi entonces

Vértices colores[Vi] := Color #El vértice Vi se agrega al diccionario
con el color actual

end Si
Li = [Vértices coloreados con Color]
U2 = [Algún vértice no coloreado adyacentes a algún vértice de Li]
U1 = [Vértices no adyacentes no coloreados a ninguno vértice de Li]
Mientras U1 ̸= ∅ hacer

Para cada Vj en U1 hacer
Elegir Vj con máximo de vértices vecinos que pertencen a U2 en

el grafo Gi

Si Más de un Vj que tiene máximo de vecinos en U2 entonces
Buscar entre los Vj el que tenga menos vecinos en el subgrafo

inducido del conjunto de vértices U1

Vértices colores[Vj elegido]:= Color
Sino

Vertices colores[Vj] := Color
end Si
En U1 eliminar el vértice Vj

Para cada Vm en U1 hacer
Si Si Vm es vecino de Vj entonces

Eliminar a Vm de U1 y agregarlo a U2

end Si
end Para

end Para
end Mientras
Gi le quitamos los vértices de Li

Color = Color + 1
end Mientras

Salida: Diccionario de coloreado
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A partir de la descripción del algoritmo y el pseudocódigo, empleamos
una herramienta de Inteligencia Artificial ChatGPT para generar el código
en Python, el cual fue posteriormente revisada y ajustada, obteniendo como
resultado el Código 3.4.

1 def recursive_largest_first(G: nx.Graph):

2

3 # Diccionario de colores

4 vertex_colors = {}

5 color = 1

6

7 # Mientras haya vé rtices sin colorear

8 while len(vertex_colors) < G.number_of_nodes ():

9 # Subgrafo inducido por los vé rtices no

coloreados

10 uncolored_nodes = [v for v in G.nodes if v not

in vertex_colors]

11 Gi = G.subgraph(uncolored_nodes)

12

13 # Elegir vé rtice de mayor grado en Gi

14 v_i = max(Gi.nodes , key=lambda v: Gi.degree(v))

15 vertex_colors[v_i] = color

16

17 # Inicializar Li: vé rtices coloreados con color

actual

18 Li = {v_i}

19

20 # Construir U2 (adyacentes a Li) y U1 (no

adyacentes a Li)

21 U2 = {u for v in Li for u in Gi.neighbors(v)} -

Li

22 U1 = set(Gi.nodes) - Li - U2

23

24 # Mientras aún haya candidatos en U1

25 while U1:

26 # Para cada v en U1 , calcular vecinos en U2

27 vecinos_en_U2 = {v: len(set(Gi.neighbors(v))

& U2) for v in U1}

28

29 # Elegir v con máximo número de vecinos en
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U2

30 max_vecinos = max(vecinos_en_U2.values ())

31 candidatos = [v for v, cnt in vecinos_en_U2.

items () if cnt == max_vecinos]

32

33 if len(candidatos) > 1:

34 # Entre los empatados , elegir el que

tenga menos vecinos en U1

35 vecinos_en_U1 = {v: len(set(Gi.neighbors

(v)) & U1) for v in candidatos}

36 elegido = min(vecinos_en_U1 , key=

vecinos_en_U1.get)

37 else:

38 elegido = candidatos [0]

39

40 # Asignar color al elegido

41 vertex_colors[elegido] = color

42 Li.add(elegido)

43

44 # Actualizar U2 y U1

45 U2 = {u for v in Li for u in Gi.neighbors(v)

} - Li

46 U1 = set(Gi.nodes) - Li - U2

47

48 # Al terminar , remover Li de Gi (en la pr á ctica

basta pasar al siguiente color)

49 color += 1

50

51 return vertex_colors

Código 3.4: Recursive Largest First

Al ingresar un grafo de 10 vértices y 18 aristas en el Código 3.4, obtenemos
como resultado los subconjuntos independientes de vértices, la cantidad de
colores y el diccionario que contiene el vértice con su color correspondiente,
como se ilustra en la Figura 3.10.
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Figura 3.10: Resultado del algoritmo RLF en Python

3.4. Algoritmo Smallest Last (SL)

Otra propuesta para organizar los vértices y aplicar el algoritmo Greedy
para obtener una coloración de los vértices en un grafo es la dada por Matula
et al. (1972), llamada Smallest Last. Su propósito consiste en construir una
ordenación de los vértices a partir de subgrafos resultantes de la eliminación
sucesiva de vértices, por lo que la restricción considerada es dinámica.

En el procedimiento eliminamos, en cada paso, el vértice de menor grado
del subgrafo inducido por los vértices restantes. Al eliminar primero los vérti-
ces menos conectados, aquellos con mayor conectividad relativa permanecen
durante más tiempo en el proceso. En consecuencia, los últimos vértices en
ser eliminados corresponden a la región más densa del grafo.

Los vértices retirados los incorporamos progresivamente al final de la lista,
luego invertimos el orden de la lista y aplicamos el algoritmo Greedy con
aquel orden. De esta forma, al momento de colorear, otorgamos prioridad a
los vértices más restrictivos, es decir, a los más conectados, lo cual contribuye
a disminuir los conflictos durante la asignación de colores.

De acuerdo con lo anterior, describimos el algoritmo Smallest Last (SL),
en nuestro caso para ahorrar pasos decidimos insertar los vértices eliminados
al principio de la lista creada, aśı no invertimos la lista resultante:

1. Dado un grafo G con n vértices y una lista vaćıa X, elegimos el vértice
de menor grado en el grafo G, denotado por V1, y lo agregamos a la
lista X, es decir, X = (V1).
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2. Creamos el subgrafo inducido G1 por el conjunto de vértices VG−{V1},
que a partir de ahora denotamos como VG −X.

3. Seleccionamos el vértice de menor grado en el subgrafo G1, denotado
por V2, y lo añadimos al inicio de la lista X, obteniendo X = (V2, V1).

4. Construimos el subgrafo inducido G2 a partir del conjunto de vértices
VG −X. En este subgrafo volvemos a elegir el vértice de menor grado
y lo incorporamos al inicio de la lista, quedando X = (V3, V2, V1).

5. Repetimos el procedimiento, construyendo sucesivamente los subgrafos
inducidos Gi sobre el conjunto VG−X, para escoger el vértice de menor
grado en Gi y añadirlo al inicio de la lista X, hasta incluir todos los
vértices de VG.

6. Finalmente, utilizando el orden proporcionado por la listaX, aplicamos
el algoritmo Greedy 1 para colorear los vértices del grafo G.

Ejemplo 3.6. Vamos aplicar el algoritmo Smallest Last al grafo W (Fi-
gura 3.11a), el cual tiene 9 vértices. Iniciamos con la lista vaćıa X = ().

1. Escogemos el vértice de menor grado del grafo W (Figura 3.11a). Como
δ(W ) = 2, seleccionamos el vértice A y lo agregamos a la lista X,
quedando X = (A).

2. Construimos el subgrafo inducido W1 (Figura 3.11b) sobre el conjun-
to de vértices VW − X. En este subgrafo identificamos nuevamente el
vértice de menor grado en W1, δ(W1) = 2 = gr(H), seleccionamos el
vértice H y lo añadimos al inicio de la lista X, obteniendo, X = (H,A).

3. Construimos el subgrafo W2 (Figura 3.11c) inducido por el conjunto de
vértices VW −X. Seleccionamos el vértice de menor grado en W2; como
δ(W3) = 2 = gr(B), elegimos el vértice B y lo ubicamos al inicio de la
lista X, obteniendo X = (B,H,A).

4. Realizamos el subgrafo W3 (Figura 3.11d) inducido por VW − X. El
vértice de menor grado cumple δ(W3) = 2 = gr(G); por tanto, añadi-
mos G al inicio de la lista X, quedando X = (G,B,H,A).

5. Consideramos el subgrafoW4 (Figura 3.11e) inducido por VW−X. Aqúı
δ(W4) = 2, y se presenta un empate entre los vértices D y C. Elegimos
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cualquiera de ellos; en nuestro caso seleccionamos D, obteniendo X =
(D,G,B,H,A).

6. Continuamos el mismo procedimiento hasta que la lista X contenga
todos los vértices de W .

7. En el subgrafoW5 (Figura 3.11f) inducido por VW−X, se tiene δ(W5) =
2. Escogemos entre I o C; seleccionamos I, por lo que X = (I,D,G,B,
H,A).

8. Para el subgrafo W6 (Figura 3.11g), con δ(W6) = 2, escogemos entre
E,F o C. Tomamos el vértice E y obtenemosX = (E, I,D,G,B,H,A).

9. En el subgrafo W7 (Figura 3.11h),δ(W7) = 1, escogemos entre F y C;
seleccionamos F , quedando X = (F,E, I,D,G,B,H,A).

10. Finalmente, en el subgrafo W8 (Figura 3.11i) δ(W8) = 0, por lo que
añadimos el vértice C y obtenemos X = (C,F,E, I,D,G,B,H,A).

11. Como la lista X contiene todos los vértices de W , terminamos la or-
ganización de vértices. Con este orden aplicamos el algoritmo Greedy
(Figura 3.11j) para colorear el grafo. Usaremos la siguiente correspon-
dencia de colores: color 1 (amarillo), color 2 (rojo) y color 3 (azul).

a) Al vértice C le asignamos el color 1.

b) El vértice F , es adyacente a C, recibe el color 2.

c) El vértice E es adyacente a C y F , recibe el color 3.

d) El vértice I es adyacente a E y F , recibe el color 1.

e) El vértice D es adyacente a I y E, recibe el color 2.

f ) El vértice G es adyacente a D y C, recibe el color 3.

g) El vértice B es adyacente a F y G, recibe el color 1.

h) El vértice H es adyacente a E y B, recibe el color 2.

i) El vértice A es adyacente a I y H, recibe el color 3.
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(a) Grafo W (b) Grafo W1 (c) Grafo W2

(d) Grafo W3 (e) Grafo W4 (f) Grafo W5

(g) Grafo W6 (h) Grafo W7

(i) Gra-
fo W8 (j) Grafo W coloreado

Figura 3.11: Grafo con coloración SL

Siguiendo esta idea del Algoritmo Smallest Last proponemos el siguiente
Pseudocodigo en el Algoritmo 4.
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Algoritmo 4 Algoritmo Smallest Last

Entrada: Grafo G con n vértices
X := () # Lista a la que se agregan vértices ordenados
VG :={Conjunto de vértices de G}
Gi := Copia de G
Mientras VG ̸= ∅ hacer

Vi := Vértice de menor grado en Gi

X = (Agregar a Vi al final de la lista)
VG := VG − {X}
Gi := Subgrafo inducido por los vértices de VG

end Mientras
Aplicar Algoritmo Greedy 1 con el grafo G y el orden de los vértices en X

Salida: Diccionario de coloreado

A partir de la descripción del algoritmo Smallest Last y el pseudocodigo
empleamos una herramienta de Inteligencia Artificial ChatGPT para generar
un código en Pyhton, el cual fue posteriormente revisado y ajustado por
nosotras, obteniendo como resultado el Código 3.5.

1 def smallest_last_coloring(G):

2 # Copiamos el grafo original para no modificarlo

3 Gi = G.copy()

4 X = [] # lista donde guardaremos el orden de

eliminaci ón

5

6 # Mientras el grafo no est é vac ı́o

7 while len(Gi.nodes) > 0:

8 # Obtener el vé rtice de menor grado

9 v_min = min(Gi.nodes , key=lambda v: Gi.degree(v)

)

10 # Agregarlo a la lista X

11 X.append(v_min)

12 # Eliminarlo del grafo

13 Gi.remove_node(v_min)

14

15 print(" Orden: ", X )

16 return X

17 orden = smallest_last_coloring(G)
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18 colores = greedy_coloring(G, orden)

Código 3.5: Smallest Last

Al ingresar un grafo de 15 vértices y 40 aristas en el Código 3.5, obtenemos
como resultado el orden de los vértices, luego se pasa aquel orden con el
Algoritmo Greedy 3.1, para tener la cantidad de colores y el diccionario que
contiene el vértice con su color correspondiente, como se ilustra en la Figura
3.12.

Figura 3.12: Resultado del algoritmo SL en Python

El algoritmo SL al igual que otros algoritmos heuŕısticos de coloración,
no garantiza siempre la obtención del número cromático. Cuando existen
vértices con el mismo grado mı́nimo en los subgrafos inducidos se presentan
empates y, según el vértice que seleccionamos en cada iteración, la ordenación
final puede cambiar. En consecuencia, también pueden variar la coloración
obtenida y la cantidad de colores utilizados.

Ejemplo 3.7. En la tabla a continuación se presentan los resultados
obtenidos al aplicar el algoritmo SL sobre el grafo W con 15 vértices Figura
3.2, considerando distintas elecciones de vértices en los casos de empate.
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Eliminamos el vértice F que tiene el menor grado en el grafo
W y lo agregamos a la lista X = (F )

Buscamos el vértice de menor grado en el subgrafo inducido
por los vértice W − {X}, aqúı tenemos dos opciones

Orden de vértices 1 Orden de vértices 2

δ(W −X1) = 5 = gr(O),
entonces agregamos a O al

inicio de la lista X1 = (O,F ) y
lo eliminamos del subgrafo,

obteniendo:

δ(W −X2) = 5 = gr(J), por lo
que agregamos el vértice al

inicio de la lista X2 = (J, F ) y
lo quitamos del subgrafo,

generando:
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Buscamos el vértice de menor
grado en el subgrafo

δ(W −X1) = 5 = gr(K) para
insertarlo a la lista y retirarlo
del subgrafo, X1 = (K,O, F ),

teniendo:

Ubicamos el vértice de menor
grado, δ(W −X2) = 4 = gr(I),
para ponerlo al inicio de la lista

y borrarlo del subgrafo,
X2 = (I, J, F ), creando:

Determinamos el vértice de
menor grado,

δ(W −X1) = 4 = gr(I), lo
incluimos a la lista

X1 = (I,K,O, F ) y quitamos
del subgrafo:

Elegimos el vértice de menor
grado, δ(W −X2) = 5 = gr(K),

para añadirlo a la lista
X2 = (K, I, J, F ) y suprimirlo

del subgrafo:
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Volvemos a escoger el vértice
con menor grado,

δ(W −X1) = 4 = gr(J), lo
ponemos en la lista y quitamos

del subgrafo,
X1 = (J, I,K,O, F )

Como δ(W −X2) = 4 = gr(O),
insertamos el vértice a la lista y
lo eliminamos del subgrafo,

X2 = (O,K, I, J, F )

δ(W −X1) = 5 = gr(N), por
lo que agregamos el vértice al

inicio de la lista
X1 = (N, J, I,K,O, F ) y lo
quitamos del subgrafo:

δ(W −X2) = 5 = gr(M),
entonces agregamos el vértice al

inicio de la lista
X2 = (M,O,K, I, J, F ) y lo
eliminamos del subgrafo,

obteniendo:
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Ubicamos el vértice de menor
grado, δ(W −X1) = 5 = gr(C)
para ponerlo al inicio de la lista

y borrarlo del subgrafo,
X1 = (C,N, J, I,K,O, F ),

creando:

Buscamos el vértice de menor
grado en el subgrafo,

δ(W −X2) = 5 = gr(N) para
insertarlo a la lista y retirarlo

del subgrafo,
X2 = (N,M,O,K, I, J, F )

Elegimos el vértice de menor
grado, δ(W −X1) = 4 = gr(E),

para añadirlo a la lista
X1 = (E,C,N, J, I,K,O, F ) y

suprimirlo del subgrafo:

Determinamos el vértice de
menor grado,

δ(W −X2) = 4 = gr(E), lo
incluimos a la lista

X2 = (E,N,M,O,K, I, J, F ) y
quitamos del subgrafo:
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Como
δ(W −X1) = 4 = gr(M),

insertamos el vértice a la lista y
lo eliminamos del subgrafo,

X1 = (M,E,C,N, J, I,K,O, F )

Volvemos a seleccionar el
vértice con menor grado,

δ(W −X2) = 4 = gr(A), lo
ponemos en la lista y quitamos

del subgrafo,
X2 = (A,E,N,M,O,K, I, J, F )

δ(W −X1) = 3 = gr(G),
entonces agregamos el vértice al

inicio de la lista X1 =
(G,M,E,C,N, J, I,K,O, F ) y
lo eliminamos del subgrafo,

obteniendo:

δ(W −X2) = 4 = gr(H), por
lo que agregamos el vértice al

inicio de la lista, X2 =
(H,A,E,N,M,O,K, I, J, F ) y

lo quitamos:
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Buscamos el vértice de menor
grado, δ(W −X1) = 3 = gr(L)
para insertarlo en la lista y
retirarlo del subgrafo, X1 =

(L,G,M,E,C,N, J, I,K,O, F ),
teniendo:

Ubicamos el vértice de menor
grado, δ(W −X2) = 4 = gr(B),
para ponerlo al inicio de la lista
y borrarlo del subgrafo, X2 =
(B,H,A,E,N,M,O,K, I, J, F ),

creando:

Determinamos el vértice de
menor grado,

δ(W −X1) = 4 = gr(B), lo
incluimos a la lista

X1 = (B,L,G,M,E,C,N, J, I,
K,O, F ) y quitamos del

subgrafo:

Elegimos
δ(W −X2) = 4 = gr(D), para

añadirlo a la lista X2 =
(D,B,H,A,E,N,M,O,K, I,
J, F ) y suprimirlo del subgrafo:
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Volvemos a escoger el vértice
de menor grado,

δ(W −X1) = 3 = gr(D), lo
ponemos en la lista y quitamos

del subgrafo
X1 = (D,B,L,G,M,E,C,N, J,

I,K,O, F )

Como δ(W −X2) = 3 = gr(C),
lo insertamos en la lista y lo

eliminamos del subgrafo, X2 =
(C,D,B,H,A,E,N,M,O,K,

I, J, F )

Insertamos el vértice de menor
grado, δ(W −X1) = 2 = gr(H)

en la lista X1 =
(H,D,B,L,G,M,E,C,N,

J, I,K,O, F ), para eliminar y
tener:

Ubicamos
δ(W −X2) = 3 = gr(G) el
vértice en la lista X2 =

(G,C,D,B,H,A,E,N,M,O,
K, I, J, F ), para borrar y

obtener:

Finalizamos, agregando el
vértice A en la lista

Concluimos la lista agregando
el vértice faltante a la lista

X1 = (A,H,D,B, L,G,
M,E,C,N, J, I,K,O, F ).

Aplicamos el algoritmo Greedy
con el orden de X1

X2 = (L,G,C,D,B,H,A,
E,N,M,O,K, I, J, F ).

Además, procedemos con el
algoritmo Greedy en el orden

dado.
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Grafo W con 4 colores Grafo W con 5 colores

El algoritmo SL, propuesto por Matula et al. (1972), garantiza el uso de
a lo sumo 6 colores al aplicarse sobre grafos planos. Observamos que en un
grafo plano de 10 vértices el algoritmo requirió 6 colores, lo cual es consistente
con la cota superior teórica establecida para este tipo de grafos.

Ejemplo 3.8. Dado un grafo plano P (Figura 3.13a) al aplicar el SL
obtuvimos la siguiente ordenación de vértices (D, J,B,G,C,E,H,A, I, F )
(Figura 3.13b).

(a) Grafo P (b) Grafo P con 6 colores
(c) Visualización plana del
Grafo P

Figura 3.13: Grafo plano con coloración SL

3.5. Experimento computacional

En esta sección, nosotras vamos a hacer un estudio de los resultados de
una prueba computacional para comparar los algoritmos Greedy, Largest
First (LF), Recursive Largest First (RLF) y Smallest Last (SL). Para todos
los algoritmos vamos a considerar la densidad del grafo, definida como la
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proporción que relaciona la cantidad de aristas pertenecientes al grafo res-
pecto al máximo de aristas posibles 1 ;es decir, mide que tan conectado está
un grafo respecto al máximo de conexiones posibles. El análisis se realiza en
función de tres criterios:

1. Calidad cromática: La medimos con el número de colores usados
por cada algoritmo (que denotamos χ(G)alg) respecto a la densidad del
grafo.

2. Costo computacional: Lo evaluamos, midiendo el tiempo de ejecu-
ción que tarda cada algoritmo para colorear un grafo con cierta den-
sidad. Este tiempo, en segundos, corresponde al tiempo que tardó la
CPU para ejecutar el algoritmo, excluyendo los tiempos de digitación,
entrada/salida o espera, cuyo valor que fue obtenido mediante Python,
el cual nos arrojaba automáticamente el número correspondiente al
tiempo de ejecución.

3. Desempeño: Lo definimos como la razón entre la cantidad de colores
usados por el algoritmo respecto a la cota teórica de ∆(G) + 1 (Teore-
ma 2.5) 2. Un valor cercano a 0 indica un mejor aprovechamiento de la
estructura del grafo, porque tiene una mejor coloración frente al limite
máximo de colores, pero si es más cercano a 1, significa que el algoritmo
usa una cantidad de colores cercana a lo que exige la conectividad del
grado máximo, al estar más próximos a la cota superior que utiliza un
mayor número de colores. Sin embargo, este análisis cambia para los
grafos completos y ciclos impares, ya que tener un desempeño de 1 sig-
nifica usar el número de colores determinados por el número cromático
porque para estos casos está descrito por la cota de ∆(G) + 1.

Para realizar la prueba computacional, escogimos grafos con tamaños
n = 50, 75, 100, 155, 200, 375, 435 y 500, pertenecientes a las familias de gra-
fos: completos, caminos, ciclos, bipartitos completos y k−regulares. Además,
incluimos grafos aleatorios, los cuales se generaron a partir de una densidad
previamente fijada, utilizando una función de la libreŕıa de NetworkX.

En cuanto a la densidad, definimos tres rangos: densidad baja: (0, 0,2],
densidad media: (0,2, 0,6], densidad alta: (0,6, 1]. Posteriormente, considera-

1Densidad: 2m
n(n−1) , donde n es la cantidad de vértices del grafo y m es la cantidad de

aristas del grafo.
2Desempeño:

χ(G)alg

∆(G)+1
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mos las familias de los grafos involucrados atendiendo a estos rangos. Con
el objetivo de mantener un balance en la cantidad de grafos por nivel de
densidad, generamos los grafos en dos categoŕıas; la primera corresponde a
los grafos cuya densidad está determinada por su estructura, por ejemplo; los
completos siempre pertenecen a densidad alta, y los caminos y ciclos corres-
ponden a densidad baja. La segunda categoŕıa incluye grafos cuya densidad
puede ajustarse mediante parámetros, como los grafos k−regulares aleato-
rios y los aleatorios, lo que permite garantizar que para cada tamaño de n
generamos al menos un grafo en cada rango de densidad. Al terminar con
esta clasificación, y para asegurar la misma cantidad de grafos en cada rango
de densidad, ajustamos el número de vértices en cada subconjunto de los
grafos bipartitos completos, para poder incorporar dos tipos de grafos en la
categoŕıa de densidad media.

Teniendo en cuenta que n es la cantidad de vértices del grafo, la distri-
bución final de los grafos según el nivel de densidad es:

Densidad alta: Completos, k−regulares con k = n
15

+ 11 y aleatorios
con densidad 0.8.

Densidad media: Bipartitos completos, siendo p y q la cantidad de
vértices de cada subconjunto de vértices, si p < q con n

2
−5 y n−(n

2
−5),

bipartitos completos p ≥ q con n
2
y n− (n

2
), k−regulares con k = n

2
+1

y aleatorios con densidad 0.4.

Densidad Baja: Caminos, ciclos, k−regulares con k = n
10
+1 y aleatorios

con densidad 0.1.

La cantidad de grafos que se pusieron a prueba, por cada tamaño, son: uno
para completo, ciclo, camino, bipartitos completos con p = q y p < q; y
diez por cada k−regular y aleatorio de cada rango de densidad. Teniendo en
total 65 grafos por cada tamaño y 520 en total. Todos ellos fueron procesados
en un código de Python que implementa los cuatro algoritmos estudiados;
el programa genera los grafos y ejecuta los algoritmos, registrando en un
archivo de Excel la siguiente información: Tipo de grafo, su grado máximo,
el algoritmo aplicado, el tiempo CPU, la densidad, el desempeño y la cantidad
de colores usados. Este experimento se ejecutó en un entorno de computo de
Google Colab / Google Compute Engine en Python 3, con una memoria
RAM disponible de 12.67 GB y espacio en el disco disponible de 107.72 GB;
el código se encuentra en el vinculo https://colab.research.google.com/driv
e/1PuwSgp0xC32qldYiBlfGkmPqeJxo8QWi?usp=sharing.
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Para responder a los tres criterios, organizamos una tabla resumen que
mostramos desde la Figura 3.14 hasta la Figura 3.22; en la que presentamos
los resultados que nos brindó el programa agrupados según la densidad de
los grafos (redondeada a tres cifras decimales). Para cada valor de densidad,
reportamos el promedio del número de vértices de los grafos considerados
y su grado máximo; además, para cada uno de los algoritmos que vamos a
analizar presentamos los promedios del número de colores usados, el tiempo
CPU y el desempeño; en los casos que las densidades agrupan varios grafos
de distintas cantidades de vértices, resaltamos con color blanco las filas que
corresponden al promedio de los datos considerados en aquel grupo.

3.6. Análisis de resultados

A partir de los datos presentados en la tabla de las figuras, vamos a ana-
lizar el comportamiento de los algoritmos respecto a las densidades de los
grafos; buscando atender los tres criterios: calidad cromática, costo compu-
tacional y desempeño. Aśı mismo, vamos a presentar un análisis de los tres
criterios comparados en cada familia de grafos que consideramos en el expe-
rimento computacional.

Calidad cromática

En densidades bajas, Greedy es el algoritmo que usa más colores, le siguen
los algoritmos SL y LF con muy poca diferencia entre sus promedios calcu-
lados y el RLF es el que menos colores usa, a medida que los grafos son más
densos, la diferencia entre colores usados entre el RLF y los otros algoritmos
aumenta significativamente, a favor del RLF. Este comportamiento también
se extiende a las densidades medias, donde RLF continua usando la menor
cantidad de colores. En densidades altas, el SL resulta ser el algoritmo que
usa más colores con poca diferencia del Greedy, LF y RLF, este cambio suce-
de porque en las densidades altas se encuentran grafos aleatorios, completos
y sobre todo los k-regulares, tipo de grafos en los cuales el algoritmo SL tiene
un comportamiento particular (más adelante ampliaremos esta idea).

Desempeño

En concordancia con la calidad cromática, en densidades bajas el algorit-
mo Greedy presenta el peor desempeño, es decir, el algoritmo usa un número
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de colores muy cercano al limite teórico considerado. Le siguen los algoritmos
SL y LF, mientras que RLF muestra un mejor rendimiento al aprovechar de
manera más eficiente la estructura local del grafo. En densidades medias,
todos los algoritmos mejoran su desempeño respecto a las densidades bajas,
porque está más cerca a cero; sin embargo, el SL tiene el peor desempeño en
este grupo de densidades, ya que a partir de la densidad 0.502 su desempeño
es más cercano a uno, en comparación con el algoritmo Greedy. En densida-
des altas, los cuatro algoritmos aumentan su valor de desempeño respecto al
de las densidades medias, estando más cerca a uno, además el algoritmo SL
continua siendo el de peor desempeño hasta la densidad 0.775, a partir de
dicho punto, el algoritmo Greedy vuelve a presentar el peor desempeño entre
los algoritmos.

Costo computacional

En densidades bajas, los algoritmos LF y Greedy presentan un comporta-
miento similar, donde el algoritmo LF tiene menor tiempo de ejecución en el
intervalo de densidades [0,004, 0,096]; después, el algoritmo Greedy pasa a ser
el que consume menor tiempo CPU. Por su parte, RLF es el algoritmo que
consume más tiempo entre los cuatro, con una diferencia bastante notable
respecto a los demás. En densidades medias, RLF sigue siendo el algoritmo
más costoso computacionalmente, alcanzando en algunos casos más de un se-
gundo. En contraste, los otros tres algoritmos mantienen tiempos inferiores a
un segundo, siendo SL el siguiente algoritmo con mayor consumo de tiempo,
seguido del LF, mientras que Greedy resulta el menos costoso en términos
computacionales. Este comportamiento general se mantiene para el rango de
las densidades altas.

Familias de grafos

Ahora vamos a presentar algunos resultados que obtuvimos del análisis
particular a las familias de grafos involucradas en el experimento compu-
tacional.

Bipartitos: Los cuatro algoritmos dan como resultado dos colores, co-
rrespondiente a su número cromático, por lo tanto, el desempeño es igual para
todos los algoritmos. Sin embargo, para esta familia, resulta más conveniente
usar el algoritmo Greedy, por lo que es el de menor costo computacional, ya
que tarda en promedio 0.009 segundos. Esto se puede analizar en la tabla de
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la Figura 3.19 cuando se observa en las densidades 0.49, 0.51, 0.496, 0.507,
0.5, 0.501, 0.505 que se corresponden con grafos bipartitos.

Caminos:De los cuatro algoritmos, Greedy es el que usa más colores, 3 en
nuestro caso, a comparación con los otros tres algoritmos que resultan en dos
colores; por ello el desempeño del algoritmo Greedy tiene valor 1, puesto que
usa todos los colores disponibles de la cota ∆(G) + 1, lo cual no es favorable
en comparación con el desempeño de cualquiera de los otros algoritmos. Un
ejemplo de esto se puede ver en la densidad 0.04, que corresponde unicamente
a grafos caminos, de la tabla de la Figura 3.14. Para este tipo de familia
observamos que al usar el algoritmo Largest First, da el número de colores
correspondiente al número cromático, usando menos tiempo en comparación
con los otros dos algoritmos.

Ciclo: El algoritmo Greedy se comporta deficiente para ciclos pares, por-
que nos da tres colores, que corresponden a la cota ∆(G) + 1; sin embargo,
para los ciclos impares, Greedy resulta dar la cantidad de colores acorde al
número cromático. Cabe aclarar, que los ciclos, aunque sean pares o impares,
siempre son de grado dos, es por ello que la cota ∆(G)+1 resulta ser la mejor
cota para los ciclos impares, porque se corresponde con el número cromático
3; esto se ve reflejado en el desempeño, porque aunque marque 1 esto no es
el peor caso, al contrario es el mejor.

Para cualquiera de los casos, ciclo impar o par, Largest First es una buena
opción para esta familia, porque en promedio se demora 0.0011 segundos de
tiempo CPU y usa la menor cantidad de colores. Un ejemplo de los ciclos
pares puede observarse en la densidad 0.041 de la tabla en la Figura 3.14.

Completos: En esta familia los algoritmos solo se diferencian en el tiem-
po CPU promedio, de manera que Greedy consume el menor tiempo con
0.011 segundos, seguido de Smallest Last con 0.17 segundos, después Largest
First con 0.36 segundos y por último RLF que en promedio tarda 5.71 se-
gundos. Esto se puede evidenciar en las filas que corresponden a la densidad
1 de la tabla en la Figura 3.22.

k−regulares: En calidad cromática, el algoritmo RLF es el que brinda
la menor cantidad de colores en comparación con los otros algoritmos, a su
vez RLF es el que más tiempo consume para hacer la coloración. Por otro
lado, Smallest Last en la mayoŕıa de los casos utiliza más colores que incluso
Greedy y el Largest First. Sin embargo, LF brinda un mejor balance entre
número de colores usados y tiempo computacional empleado. Esto se puede
evidenciar, por ejemplo, en los datos correspondientes con la densidad 0.515
en la Figura 3.19.
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Conclusiones

El algoritmo Greedy es muy rápido, pero su calidad cromática y desem-
peño no son suficientes en comparación con los otros algoritmos, en particular
en densidades bajas. Recomendamos el Greedy si se quieren obtener resulta-
dos rápidos de coloración de vértices para cualquier densidad.

El algoritmo RLF ofrece la mejor calidad cromática, por lo tanto, su
desempeño es el más cercano a cero, pero es más costoso computacionalmente.
Es aśı, que recomendamos el RLF en grafos densos no completos, el algoritmo
brinda la menor cantidad de colores para colorear los vértices de un grafo en
comparación con los otros algoritmos.

El Smallest Last, para algunas densidades medias y altas de los grafos, usa
menos colores que el algoritmo Greedy, y el tiempo computacional es mejor
que el del RLF. Sin embargo, en el caso de los grafos k-regulares tiende a usar
más colores que el LF y el RLF. Por lo tanto, no aseguramos que el Smallest
Last pueda brindar un mejor comportamiento que los demás algoritmos, por
lo que no podemos afirmar que sea un algoritmo que destaque para todo tipo
de grafo.

El algoritmo Largest First, es el que presenta un mejor equilibrio entre
calidad cromática y costo computacional, ya que, si bien no brinda la calidad
del RLF, tampoco es igual de deficiente que Greedy o Smallest Last; aśı
mismo su costo computacional es un poco mayor que el de Greedy pero no
es tan alto como en RLF. Por eso, consideramos a LF el algoritmo que mejor
funciona para la mayoŕıa de las densidades que no cumplen las caracteŕısticas
que favorecen a los otros algoritmos, por ejemplo, la familia a la que pertenece
el grafo.
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Caṕıtulo 4

Aplicaciones

En el siguiente caṕıtulo vamos a presentar dos aplicaciones de la colora-
ción de vértices en grafos y su estudio con los algoritmos heuŕısticos estudia-
dos en los caṕıtulos anteriores.

4.1. Sudoku

El sudoku es un juego clásico que consiste en llenar una cuadŕıcula de 9
filas por 9 columnas (9 × 9) con subcuadŕıculas de 3 × 3, cuyo objetivo es
ubicar los números del 1 al 9 en cada una de las casillas atendiendo a las
condiciones:

1. Cada número debe estar solo una vez en cada fila.

2. Cada numero debe estar solo una vez en cada columna.

3. No se puede repetir un número en cada subcuadŕıcula.

Una versión más pequeña del sudoku es considerar una cuadricula de
tamaño 4×4 (Figura 4.1) con las mismas reglas mencionadas anteriormente,
solo que en este caso ubicamos los números del 1 al 4.
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Figura 4.1: Sudoku 4x4

El sudoku se puede representar como un grafo, donde cada casilla de la
cuadŕıcula es un vértice, cuyos nombres los vamos a designar de acuerdo
a la posición de la fila y la columna, como en la Figura 4.2, con el fin de
ejemplificar mejor las conexiones entre vértices, por ejemplo el vértice A2,3

corresponde a la fila 2, columna 3:

Figura 4.2: Vértices del sudoku

Además, las reglas del juego nos permiten determinar las aristas entre
los vértices. La regla 1 indica que los números que aparecen en cada fila son
diferentes por lo que lo expresamos a partir de la conexión, dos a dos, de
los vértices que representan las casillas de esa fila. La Figura 4.3 ilustra las
aristas trazadas entre los vértices de la fila 1, por ejemplo, A1,1 se conecta
con los vértices A1,2, A1,3, A1,4.
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Figura 4.3: Conexión entre filas

Aśı mismo, los vértices se conectan con los de su misma columna, por
ejemplo, A1,1 se conecta con los vértices A2,1, A3,1, A4,1 como se observa en la
Figura 4.4.

Figura 4.4: Conexión entre columnas

Dado que en la subcuadŕıcula tampoco se pueden repetir los números,
también se establece una conexión entre aquellos que representan las casillas
que hacen parte de dicha subcuadŕıcula, en nuestro ejemplo, la Figura 4.5
ilustra el caso de la subcuadŕıcula ubicada en la parte superior izquierda.
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Figura 4.5: Conexión en subcuadŕıcula

Si extendemos estas conexiones a todos los vértices, tenemos un grafo
7−regular que de ahora en adelante lo vamos a llamar Grafo Sudoku y lo
representamos en la Figura 4.6.

Figura 4.6: Grafo del sudoku
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La solución a un sudoku, atendiendo a su representación como grafo, la
podemos obtener realizando una 4−coloración, es decir, interpretando cada
número del 1 al 4 como un color, por ejemplo, vamos a resolver el sudoku de
la Figura 4.7, para ello a cada número le vamos a asignar un color 1:amarillo,
2:rosado, 3:verde, 4:naranja.

Figura 4.7: Sudoku con pistas

Sudoku vs Algoritmos Heuŕısticos

Para resolver un sudoku, basta con asignar a cada número un color y co-
lorear el grafo correspondiente; en el caso de un sudoku de 4× 4, esto puede
realizarse con 4 colores. Esto se justifica porque existe un grafo 4−completo
que establece una cota inferior de 4; además, el algoritmo nos presenta una
cota superior igual a 4. Por lo tanto, el número cromático del grafo es 4. Sin
embargo, no todos los algoritmos resultan adecuados para este propósito,
por lo que, con base en el análisis realizado y el estudio del caṕıtulo ante-
rior, revisaremos cuáles son los más apropiados para resolver este tipo de
problemas.

Cuando lo intentamos con el algoritmo Greedy, dependiendo del orden
inicial, nos puede dar más de cuatro colores:

En el Grafo sudoku (Figura 4.6), tomamos el orden de vértices: A3,2, A1,2,
A3,4, A4,1, A2,4, A4,2A1,3, A2,2, A1,4, A3,1, A2,3, A4,3, A1,1, A4,4, A3,3, A2,1.

El número 1 se corresponde con el color amarillo; 2:rosado; 3:verde; 4:na-
ranja, con el orden ya descrito, estos colores no son suficientes, porque en el
vértice A4,4 ya están gastados los cuatro, dando paso a un quinto color (azul),
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aśı mismo sucede con el vértice A3,3 que hace extender la lista de colores a
seis (rojo).

Figura 4.8: Sudoku con Greedy

Como se evidencia en el ejemplo, el algoritmo Greedy no es el más con-
veniente para resolver sudokus, algo que ya teńıamos identificado por su
comportamiento con los k−regulares. Esto mismo sucede con el algoritmo
Largest First, ya que como es un grafo k−regular, todos los vértices tienen el
mismo grado, por tanto, LF resulta ser casi igual a Greedy. Por otro lado, el
Smallest Last, como se vio en la prueba computacional, es el que tiene peor
comportamiento, ya que el numero de colores usados es mas cercano a la cota
∆(G) + 1 con los k−regulares, siendo poco efectivo para resolver sudokus.

Sin embargo, el RLF, tras el experimento computacional, es el que usa
menos colores para los k-regulares, por lo tanto, es el más conveniente para
este tipo de sudokus.

Para aplicar el algoritmo RLF en el Grafo sudoku (Figura 4.6), debemos
iniciar con el vértice de mayor grado y ubicarlo en el conjunto L1, como es un
grafo k−regular escogemos cualquiera de los vértices, en nuestro caso A4,4.
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A partir de este conjunto hacemos los subconjuntos de vértices U1 con
los vértices no coloreados y no adyacentes a los que pertenecen al conjun-
to L1, y U2 con los vértices no coloreados y adyacentes a los que pertene-
cen al conjunto L1; sean U1 = {A1,1, A1,2, A1,3, A2,1, A2,2, A2,3, A3,1, A3,2} y
U2 = {A4,3, A4,2, A4,1, A3,4, A2,4, A1,4, A3,3}. De los vértices que pertenecen
a U1 seleccionamos el que tiene más vecinos en el subconjunto U2, como
tenemos un empate entre los vértices A1,3, A3,1, A3,2 escogemos el que tiene
menos vecinos en el conjunto U1, pero también hay un triple empate entre es-
tos vértices, entonces escogemos cualquiera de ellos, sea A1,3, y lo agregamos
al conjunto L1.

Con los vértices del conjunto, volvemos a realizar los subconjuntos de
vértices, U1 y U2 para ir actualizando el conjunto L1 hasta que el subconjunto
U1 esté vaćıo. Siendo aśı, los conjuntos de vértices creados son:

L1 : {A4,4, A1,3, A3,2, A2,1}

L2 : {A4,2, A1,1, A2,3, A3,4}

L3 : {A2,2, A1,4, A4,3, A3,1}

L4 : {A1,2, A2,4, A4,1, A3,3}

Los conjuntos obtenidos, son subconjuntos de vértices independientes, por
lo tanto a los vértices de cada conjunto les asignamos un color, es decir,
los vértices del conjunto L1 tienen el color morado; los de L2 son de color
rojo; con L3 están de color amarillo; y en L4 son de azul, como ilustramos
en la Figura 4.9a. Obteniendo aśı, una de las soluciones del sudoku, ya que
al remplazar los colores por los números del 1 al 4 tenemos el sudoku de la
Figura 4.9b.
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(a) Grafo Sudoku coloreado con RLF
(b) Solución del Sudoku co-
rrespondiente a colores

Figura 4.9: Una solución del sudoku

Habitualmente nos encontramos con sudokus que dan pistas para su so-
lución, como al iniciar el algoritmo RLF seleccionamos el vértice de mayor
grado y el grafo sudoku es 7−regular, entonces escogemos uno de los vértices
que ya tiene asignado un color, es decir, un vértice que representa una de las
casillas en las que se encuentra una pista.

Por ejemplo, tenemos el sudoku de la Figura 4.10.

Figura 4.10: Sudoku con pistas
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Acorde con los nombres de los vértices del grafo sudoku (Figura 4.6),
determinamos que los vértices A3,2 y A4,3 tienen color 1-verde; el vértice A4,4

color 2-amarillo; el vértice A2,3 color 3-azul; y el vértice A2,1 color 4-rosado.

Figura 4.11: Grafo del sudoku con pistas coloreadas

Teniendo en cuenta estos datos, procedemos con el algoritmo RLF, de la
siguiente manera:

1. Iniciamos al conjunto L1, ubicando los vértices ya coloreados con el
color 1, es decir, L1 = {A3,2, A4,3}. A partir de este conjunto hacemos
los subconjuntos de vértices U1 con los vértices no coloreados y no
adyacentes a los del conjunto L1, y U2 con los vértices no coloreados
y adyacentes a los que pertenecen al conjunto L1. De esta manera
obtenemos:

U1 = {A1,1, A1,4, A2,4}
U2 = {A1,2, A1,3, A2,2, A3,1, A3,3, A3,4, A4,1, A4,2}

2. De los vértices de U1, escogemos el que tiene más vecinos en el subcon-
junto U2, siendo A1,1 y lo agregamos al conjunto L1 = {A3,2, A4,3, A1,1}.
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3. A partir de la actualización de L1, volvemos a crear los subconjuntos
U1 = {A2,4} y U2 = {A1,2, A1,3, A2,2, A3,1, A3,3, A3,4, A4,1, A4,2, A1,4}

4. Como el vértice A2,4 es el único del subconjunto U1, lo agregamos al
conjunto L1 = {A3,2, A4,3, A1,1, A2,4}. Al actualizar los subconjuntos, U1

queda vaćıo; por lo tanto terminamos el conjunto L1, de manera que los
vértices de este estarán coloreados con el color 1. Además, los vértices
del conjunto L1 los eliminamos del grafo sudoku, como se ilustra en la
Figura 4.12.

Figura 4.12: Subgrafo del sudoku - L1

5. Con el subgrafo de la Figura 4.12 continuamos con el color 2, para ello
en el conjunto L2 incluimos el vértice que ya tiene asignado este color,
L2 = {A4,4}, y creamos los subconjuntos:

U1 = {A1,2, A1,3, A2,2, A3,1}
U2 = {A1,4, A3,3, A3,4, A4,1, A4,2}

6. En U1, el vértice A3,1 es el que tiene más vecinos en U2, entonces lo
agregamos al conjunto L2 = {A4,4, A3,1}, para hacer los subconjuntos:

U1 = {A1,2, A1,3, A2,2}
U2 = {A1,4, A3,3, A3,4, A4,1, A4,2}

154



7. En U1 tenemos un empate entre los vértices A1,2 y A1,3 con dos vecinos
en U2, y para escoger uno de ellos vemos cuál tiene menor cantidad
de vecinos en el mismo subconjunto U1, siendo A1,3 el que ingresa al
conjunto L2 = {A4,4, A3,1, A1,3}.

U1 = {A2,2}
U2 = {A1,4, A3,3, A3,4, A4,1, A4,2, A1,2}

8. El vértice A2,2 es el último que queda en el subconjunto U1, entonces
lo agregamos al conjunto L2 = {A4,4, A3,1, A1,3, A2,2}. Al crear los sub-
conjuntos de vértices con el conjunto L2 actualizado, obtenemos que
U1 está vaćıo, entonces terminamos el proceso de incluir vértices en L2

y estos vértices los eliminamos del subgrafo de la Figura 4.12, como se
ilustra en el subgrafo de la Figura 4.13.

Figura 4.13: Subgrafo del sudoku - L2

9. A partir del subgrafo de la Figura 4.13, continuamos con el color 3 y
al conjunto correspondiente le agregamos el vértice que tiene asignado
el color 3, L3 = {A2,3}, con este conjunto obtenemos los subconjuntos:

U1 = {A1,2, A3,4, A4,1, A4,2}
U2 = {A1,4, A3,3}

10. De U1 escogemos el vértice A3,4, que tiene dos vecinos en U2, para
incluirlo en el conjunto L3 = {A2,3, A3,4} y actualizar los subconjuntos:
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U1 = {A1,2, A4,1, A4,2}
U2 = {A1,4, A3,3}

11. En el subconjunto U1 seleccionamos el vértice A1,2, que tiene un vecino
en U2 a diferencia de A4,1 y A4,2, aśı renovamos L3 = {A2,3, A3,4, A1,2}:

U1 = {A4,1}
U2 = {A1,4, A3,3, A4,2}

12. Terminamos el color 3, agregando el único vértice que queda en U1 a
L3 = {A2,3, A3,4, A1,2, A4,1}, los vértices de este conjunto los eliminamos
del subgrafo de la Figura 4.13, como ilustramos en la Figura 4.14.

Figura 4.14: Subgrafo del sudoku - L3

13. En el subgrafo de la Figura 4.14 ningún vértice está conectado con
otro, por lo tanto podemos colorear aquellos vértices con el color 4 del
vértice A2,1. A partir de la 4−coloración obtenida del grafo sudoku,
procedemos a resolver el sudoku como se ilustra en la Figura 4.15b
donde los vértices que tienen el color 1 se corresponden con el número
1 en el sudoku, aśı mismo con los otros conjuntos de vértices coloreados.
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(a) Grafo Sudoku con pistas coloreado
con RLF

(b) Sudoku resuelto con
la 4-coloración

Figura 4.15: Solución del sudoku con pistas

Para los sudokus clásicos de 9× 9 se puede hacer un proceso análogo, al
crear el grafo que represente la cuadŕıcula y las reglas del juego, con un grafo
20−regular de 81 vértices y 810 aristas, cuyos resultados con los algoritmos
son semejantes al de 4× 4.

4.2. Organizar horarios

Otra aplicación de la coloración de vértices en grafos consiste en la orga-
nización de horarios de exámenes, de clases, entre otros.

Nosotras decidimos ejemplificar la aplicación de la coloración de vértices
en grafos con la organización de exámenes en una universidad.

En la Licenciatura de Matemáticas se deben programar los exámenes fina-
les de varias asignaturas. Un total de 15 estudiantes presentan los exámenes
de las asignaturas que cursaron durante el semestre. La universidad desea
organizar los exámenes en franjas horarias de modo que ningún estudiante
tenga dos exámenes al mismo tiempo. Las asignaturas para programar los
exámenes y su letra representativa son:

Aritmética (A)

Precálculo (PC)

Elementos de Geometŕıa (ED)

Sistemas Numéricos (SN)
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Cálculo Diferencial (CD)

Geometŕıa Plana (GP)

Fundamentos de Programación
(F)

Álgebra Lineal (AL)

Cálculo Integral (I)

Geometŕıa del Espacio (GE)

Estad́ıstica (E)

Los estudiantes están inscritos a las siguientes asignaturas:

Estudiante Asignaturas
1 A, PC, ED
2 SN, CD, GP, F
3 AL, I,GE, E
4 A, GD, GP, F
5 PC, SN, GP, F
6 ED, SN, CD, F
7 SN, I, GE, E
8 CD, AL, GE
9 GP, AL, I, E
10 F, AL, I, GE, E
11 A, AL, I, GE, E
12 PC, AL, GE, F
13 GP, F, AL ,SN, I
14 A, PC, ED, F, AL
15 SN, CD, GP, F, AL

Tabla 4.1: Materias inscritas

Las preguntas que nos queda por resolver para la organización de horarios
son: ¿Cuál es el número mı́nimo de franjas horarias necesarias para progra-
mar todos los exámenes finales de modo que ningún estudiante tenga dos
exámenes simultáneamente? y ¿Cómo se puede asignar cada examen a una
franja horaria que satisfaga esta condición?

Para modelar este problema con un grafo, primero necesitamos determi-
nar los conflictos entre asignaturas, esto es, listar las parejas de asignaturas
en las que se encuentra inscrito de forma simultaneas, por lo menos, un es-
tudiante.
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Conflicto Estudiantes
A - PC E1, E14
A - ED E1, E14
A - CD E4
A - GP E4
A - F E4, E14
A - AL E11, E14
A - I E11

A - GE E11
A - E E11

PC - ED E1, E14
PC - SN E5
PC - GP E5
PC - F E5, E12, E14
PC - AL E12, E14
PC - GE E12
ED - SN E6, E5
ED - CD E6
ED - F E6, E14
ED - AL E14
SN - CD E2, E6, E15
SN - GP E2, E5, E13, E15
SN - F E2, E5, E6, E13, E15
SN - AL E13, E15
SN - I E7, E13

SN - GE E7
SN - E E7
CD - GP E2, E4, E15
CD - F E2, E4, E6, E15
CD - AL E8, E15
CD - GE E8
GP - F E2, E4, E5, E6, E13, E15
GP - AL E9, E13, E5
GP - I E9, E13
GP - E E9
F - AL E10, E12, E13, E14, E15
F - I E10, E13

F - GE E10, E12
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Conflicto Estudiantes
F - E E10

ÁL - I E3, E9, E10, E11, E13

ÁL - GE E3, E8, E10, E11, E12

ÁL - E E3, E9, E10, E11
I - GE E3, E7, E10, E11
I - E E3, E7, E9, E10, E11

GE - E E3, E10, E11

Tabla 4.2: Conflictos entre asignaturas

Luego de definir los conflictos, vamos a establecer el grafo asociado a este
problema, que llamaremos Grafo Horarios y representamos en la Figura 4.16,
donde las asignaturas se corresponden con los vértices; y los conflictos entre
exámenes determinan una arista. Como en el grafo cada vértice es una asig-
natura y cada arista representa que dos asignaturas comparten uno o más
estudiantes, entonces dos vértices adyacentes representan dos asignaturas cu-
yos exámenes no se pueden programar en la misma franja horaria.

Figura 4.16: Grafo Horarios

La solución de la organización de los exámenes la podemos interpretar
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como una coloración del grafo de la Figura 4.16, que utilice la menor cantidad
de colores posibles, en la cual cada color representa una franja horaria.

La respuesta está asociada con la determinación del número cromático,
sin embargo, esto no es fácil de determinar en todos los problemas. Desde el
punto de vista teórico tenemos que la cota superior de ∆(G) + 1 del grafo es
de 10 colores; sin embargo al aplicar los algoritmos estudiados en el caṕıtulo
3, logramos mejorarla y obtener una 6−coloración. Además, al determinar el
número clique con la ayuda de python, obtenemos ω(G) = 6 lo que nos per-
mite determinar que el número cromático del grafo es 6, gracias al Teorema
2.3. En la Figura 4.17 mostramos la 6−coloración y el conjunto de vértices
clique del grafo {AL,F, SN,E,GE, I}.

Figura 4.17: 6-coloración y conjunto clique del grafo horario

Con la coloración determinada, podemos establecer 6 franjas horarias para
organizar los exámenes y las franjas horarias para cada examen, donde todos
los vértices que están coloreados con el mismo color indican las asignaturas
que van en la misma franja horaria. En particular, vamos a asociar el color
naranja con la franja de 7 a 9 am; azul con 9 a 10 am; verde con 10am a 12m;
morado con 12m a 2pm; rosado con 2pm a 4pm; y rojo con 4pm a 6pm. La
información completa la consignamos en la Tabla 4.3.
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Horario Asignaturas Estudiantes

7:00am - 9:00am
Espacio E3, E7, E8, E10, E11, E12

Elementos E1, E6, E14
Plana E2, E4, E5, E9, E13, E15

9:00am - 10:00am
Precálculo E1, E5, E12, E14
Diferencial E2, E4, E6, E8, E15
Estad́ıstica E3, E7, E9, E10, E11

10:00am - 12:00m
Aritmética E1, E4, E11, E14
Sistemas E2, E5, E6, E7, E13, E15

12:00m - 2:00pm Integral E3, E7, E9, E10, E11, E13
2:00pm - 4:00pm Fundamentos E2, E4, E5, E6, E10, E12,

E13, E14, E15

4:00pm - 6:00pm Álgebra E3, E8, E9, E10, E11, E12,
E13, E14, E15

Tabla 4.3: Franjas horarias de los exámenes

A diferencia de lo que ocurre con el problema del sudoku, en estos pro-
blemas no tenemos asociado un único grafo, pues dependiendo del número
de asignaturas y los conflictos existentes entre ellas, el grafo va a cambiar.

162



Caṕıtulo 5

Conclusiones

La coloración de vértices en grafos es un problema que tiene su origen
en la coloración de mapas, pero se extiende a grafos simples no dirigidos y
consiste en asignar colores a cada vértice, de manera que, si dos vértices son
adyacentes entonces deben tener colores diferentes; uno de los problemas es
encontrar la coloración que nos da la menor cantidad de colores para colorear
el grafo, dicho número es el número cromático.

Para abordar este problema, en el caṕıtulo 1 establecimos nuestras de-
finiciones y notaciones adoptadas en este trabajo a partir de la bibliograf́ıa
consultada, dado que en la literatura no existen definiciones ni notaciones
universalmente unificadas. Además, como la teoŕıa de grafos es tan grande,
escogimos lo necesario para estudiar la coloración de vértices en grafos.

Aunque el problema de encontrar el número cromático asociado a un grafo
no tiene una solución teórica, en el caṕıtulo 2, estudiamos algunos teoremas
que nos permiten establecer cotas inferiores y superiores; además, para al-
gunas familias de grafos establecimos de forma teórica el número cromático.
También identificamos estrategias adicionales, como el estudio de los sub-
grafos asociados al grafo, para acotar el número cromático y los subgrafos
completos maximales (cliques).

Otra estrategia para abordar el problema del número cromático fue el
uso de algunos algoritmos, que, aunque al implementarlos no garantizan la
obtención del número cromático, si proporcionan una mejor coloración o en el
peor de los casos igual a la dada por la cota ∆(G)+1. Entre los que revisamos
en el caṕıtulo 3, se encuentra el algoritmo Greedy, que consiste en fijar un
orden cualquiera de vértices y asignar colores comparando la adyacencia con
los vértices ya coloreados. Este algoritmo lo podemos aplicar a cada una de
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las ordenaciones de los vértices posibles y al final seleccionar el resultado que
involucra menos colores; sin embargo, dado un grafo con n vértices, tenemos
n! ordenes posibles; es decir, a medida que n crece, la estrategia descrita no es
viable. Por esto, surgen otros algoritmos que pretenden mejorar la estrategia
del algoritmo Greedy.

Entre estos, el algoritmo Largest First, fija un orden de vértices de mayor
grado a menor grado y busca quitar los vértices más problemáticos, es decir,
los que tienen mayor conexiones.

Por otro lado, el algoritmo Recursive Largest First, no fija una ordenación
inicial, su objetivo es construir subconjuntos de vértices independientes en
cada paso, en cada uno utilizando estrategias para buscar ordenaciones de
vértices dinámicas, que dependen de subgrafos inducidos por los vértices no
coloreados.

En cambio, el algoritmo Smallest Last tiene como objetivo dar una orde-
nación de vértices, primero quitando los vértices de menor grado en subgrafos
inducidos por los vértices no eliminados, y agregando el eliminado al final de
la lista que los ordena, para luego darle la vuelta a esta lista y aśı poder co-
lorear, con el algoritmo Greedy, primero el vértice más problemático a nivel
global y local, ya que tiene las mayores conexiones tanto en el grafo como en
los subgrafos inducidos.

Además, realizamos un experimento computacional que nos permitió ob-
servar que: el algoritmo Greedy es bastante rápido en tiempo CPU, pero no
es muy estable, ya que el orden en el que se consideran los vértices puede
variar en cada ejecución, lo que implica la afectación del número de colores
utilizados; en consecuencia, si aplicamos este algoritmo múltiples veces so-
bre un mismo grafo, no nos garantiza obtener siempre la misma cantidad de
colores.

El algortimo RLF, nos presenta mejores coloraciones en los grafos, en
especial, los grafos k-regulares; sin embargo este algoritmo es muy costoso
computacionalmente. En cambio, el algortimo SL no siempre brinda la me-
jor coloración, ya que dependiendo de la estructura del grafo su desempeño
varia; por ejemplo, en los grafos k-regulares este algoritmo presenta la peor
coloración, además su tiempo CPU no es destacable en comparación con los
presentados por los algoritmos Greedy y LF.

El algoritmo LF, es mejor si deseamos un menor costo computacional que
el RLF y mejor coloración que el Greedy.

Dependiendo de las restricciones del usuario en términos de tiempo y
recursos, un algoritmo se puede adaptar mejor que otro a sus necesidades;
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en particular, un algoritmo que tenga un mayor tiempo de ejecución implica
invertir más dinero. Por ello, si priorizamos obtener resultados rápidamente,
aún sacrificando la calidad de la solución, es poco probable que se elija el
algoritmo RLF.

Sin embargo, si podemos caracterizar cuál algoritmo es más conveniente
de usar, dependiendo de la estructura del grafo y lo que el usuario desee,
algunas son: menor costo computacional, según el tipo de grafo o menor
cantidad de colores empleados, entre otros requerimientos.

Por otro lado, estudiamos algunas aplicaciones de la coloración de vérti-
ces en grafos, como la solución de sudokus y la organización de horarios.
Encontramos que en el caso de los sudokus, usamos un único grafo que re-
presenta a todos los posibles juegos de sudokus en una cuadricula en blanco,
el objetivo es asignar colores a los vértices que representan las casillas del
juego de manera que los colores asignados se traducen con un número que
da solución al sudoku. En nuestras exploración concluimos que el algoritmo
RLF es el más adecuado para resolver estos problemas, por lo que el grafo
de un sudoku es k-regular. Ademas nos surgió la duda de cómo se haŕıa la
solución de un sudoku que tiene algunos números ya escritos es decir pistas;
encontramos que el algoritmo RLF sigue su esencia con la diferencia que en
los vértices que representan las pistas ya se tiene un color asignado.

En la organización de horarios, la coloración de vértices apunta a dos
objetivos, uno relacionado con la búsqueda de la menor cantidad de franjas
horarias, y el otro sobre seleccionar qué ubicar en cada franja horaria donde
cada color se relaciona con una franja horaria. De esta aplicación, resaltamos
que cada grafo es diferente para cada tipo de problema, por lo tanto, la selec-
ción de un algoritmo adecuado para esta aplicación depende de la estructura
del grafo.

Para concluir este trabajo de grado, queremos expresar nuestras reflexio-
nes personales. En relación con el aporte a nuestra formación, destacamos la
importancia de haber podido plasmar nuestras ideas a través de la escritura,
ya que uno de nuestros objetivos personales es que cualquier persona tenga
la oportunidad de leer este documento, incluso sin haber tenido un estudio
previo sobre el tema. Además de brindarnos la oportunidad de experimentar
por primera vez un proceso de investigación, en medio del desarrollo de este
adquirimos habilidades en diferentes ámbitos como la programación, el uso
de LaTex, el uso de las herramientas tecnológicas que tenemos hoy en d́ıa
a nuestra disposición y el estudio de una rama de las matemáticas, que no
siempre se aborda en la carrera.
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Las futuras investigaciones que se podŕıan seguir con esta ĺınea de trabajo
son: ¿Cómo construir subconjuntos de vértices independientes?, ¿Cómo es la
coloración de vértices en grafos que no son simples?, ¿Cuales son las variantes
de los algoritmos u otros algoritmos escritos en la literatura?, ¿Cómo es
la coloración de vértices de los grafos en las variantes de los sudokus o la
clasificación de sudokus (principiante, intermedio, experto)?, ¿Qué pasaŕıa si
subimos las programaciones a una Inteligencia Artificial para que seleccione
el mejor algoritmo para un grafo que inserte cualquier usuario?. Ademas, nos
gustaŕıa estudiar sobre los grafos aleatorios.
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