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Prologo

Proélogo a la segunda edicién

L a segunda edicién difiere de la primera en que se han agregado mas ac-

tividades, producto del trabajo de més de diez anos con los estudiantes
de aritmética del primer semestre de la Universidad Pedagdgica Nacional,
bajo la guia de profesores pertenecientes al Grupo de Algebra, con el mismo
espiritu de investigacién que genero la primera edicién.

Tiene mas referencias histéricas, varias secciones se han reescrito comple-
tamente y reorganizado; por ejemplo, el capitulo 4 de la primera edicién fue
distribuido entre los tres primeros capitulos de la segunda, y en los capitu-
los 5 y 6 profundizamos un poco mas en los niimeros triangulares para que
nos sirvan como modelo en el estudio de los otros temas y porque permiten
escribir los demés ntimeros poligonales en términos de ellos; con el propdsito
de enfatizar mas en la actividad matematica elemental y en la diversidad de
maneras de afrontar los mismos problemas, donde los estudiantes tienen el
rol central de generadores de conjeturas y formulacién de teoremas.

Manifestamos nuestro agradecimiento a Haydee Jiménez Tafur por su es-
mero, dedicacion y aporte no solo a la diagramacion en Latex, sino en muchas
de las actividades e ideas matemaéticas expuestas. Asi como también a los
profesores que orientaron los cursos de aritmética durante estos tltimos diez
anos (Johana Torres, Juan Carlos Avila, Haydee Jiménez y Yeison Sénchez)
y a los maestros en formacién que desarrollaron sus practicas pedagdgicas
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en el marco de este espacio académico y en el Club de Matemaéticas de la
Universidad Pedagdgica Nacional.

Al interior del Grupo de Algebra compartimos experiencias e ideas, con
las que mediante un proceso intencional y planeado pretendemos facilitar la
apropiacién creativa del conocimiento matematico de los estudiantes, con mi-
ras a elevar su formacion; tales ideas las llevamos a nuestras aulas, en donde
los estudiantes realizan una tarea fructifera que retroalimenta nuestra labor.
Pretendemos que, a partir de las propuestas del grupo, los estudiantes hagan
matematicas; deseamos, como enuncia Brousseau, simular “microsociedades
cientificas”; es decir que la actividad matematica no consista

[...] solamente en aprender definiciones y teoremas, para recono-
cer el momento de utilizarlos y aplicarlos, [...] hacer mateméticas
implica ocuparse de problemas. Solo se hacen matemaéticas cuan-
do nos ocupamos de problemas, pero se olvida a veces que re-
solver un problema no es mas que una parte del trabajo; encon-
trar buenas preguntas es tan importante como encontrar solu-
ciones. Una buena reproduccién por el alumno de una actividad
cientifica exigiria que intervenga, que formule, que pruebe, que
construya modelos, lenguajes, conceptos, teorias, que los inter-
cambie con otros, que reconozca los que estan conformes con la
cultura, que tome los que son ttiles, etc. [...] (Brousseau, 1986).

Para ello, inicialmente, hacemos matemdticas elementales, problemas
que, si bien estan al alcance de ellos, no son triviales, requieren de cier-
to talento, y es ese el que buscamos desarrollar para generar niveles mas
abstractos de pensamiento.

Los resultados aqui expuestos son producto de la interaccién entre los
estudiantes y el docente: este tultimo propone una tarea, algin estudiante
sugiere un camino de solucién, otro modifica la propuesta anterior, otro
mejora la conjetura en su formulaciéon o en su contenido, otro propone una
argumentacion para apoyar o refutar las propuestas, el docente coordina y
organiza la discusién hasta llegar al resultado. En algunas ocasiones men-
cionamos los nombres de algunos estudiantes relacionados con propuestas
particulares cuando ellos propusieron ideas que consideramos novedosas.

El lenguaje aqui usado no corresponde literalmente al de los estudiantes,
respetamos la idea pero lo escribimos con formulas en aras de la precision.

Las conjeturas son producto de las intuiciones y los conocimientos an-
teriores de los estudiantes que en la mayoria de las situaciones no son ho-
mogéneos, pero nos preocupamos por respetar el rigor légico en su pre-
sentacién.

14



Prologo

Comentario de Carlos Ruiz Salguero (q.e.p.d.) a la
primera edicién

En esa época ya todo estaba hecho y todo descubierto. Hablo de mi
infancia. Las matemdticas y el catecismo no admitian discusién. Ambas
eran cosa seria. Se decia inclusive, de manera muy sabia “con esas cosas no
se juega”.

La religién y la aritmética tenian sus dogmas. Sus leyes no eran perversas;
se imponia con argumentos de aspecto razonable.

Los sistemas numéricos y las tablas de la ley eran ttiles, indiscutibles,
aprovechables, simples y duraderos.

Con el pasar del tiempo llegué a palpar un hecho inmenso: en ese uni-
verso, en su construccion y en su estructura yo no habia participado por
razones inexplicables, yo habia llegado tarde; todo estaba hecho.

Sin embargo, si sentia que someterme a lo dicho me costaba, aprender las
operaciones aritméticas fue, lo recuerdo con resquemor, una tarea dolorosa
a pesar de la ayuda. La mente marcha mejor cuando inventa que cuando
recicla, o por lo menos el cuerpo estd mas cémodo.

.Como se llegd al extremo de plantear problemas de aritmética que yo,
en mi inocencia, debia resolver?

L Qué extrano duende ayudé a los que me precedieron a implantar obs-
taculos que yo debia sobrepasar?

., Quién invent6 tanta cosa?, siendo ya dificil la vida, como si se tratase
de complicarla.

Mas tarde me di cuenta de otro hecho; yo debia aprender a la velocidad
que los otros fijaban.

Yo sé que eso forja. Arrecia el alma, que la vida es dura; pero, insisto,
otros marcaban las jornadas, los temas, su profundidad, y en muchos casos
se callaron su trascendencia.

. Cudntas generaciones recibieron ese trato, cuantas lo sufrieron y cuanto
esperaron para someter a lo mismo a la préxima generacion?

Esas inquietudes se vuelven tozudas con el tiempo, y un dia cuando ya
pude gobernar mi alimentacion, me di a la tarea de aprender de a pocos,
con gusto y con lo mio. Para quedar contento y saciado, ser participe en
la formacion del mundo. Asi parezca una quimera: en una parte del mundo
que soy, he de participar en su formacién.

No estd mal, porque yo lo diga, un método de ensenanza, y tan no lo es
que fue con todo lo que aprendi que logré reaccionar. Hay varios recuerdos
nitidos del jovencito que fui, en los que siento la necesidad de cambiar. Existe
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el deseo, por ejemplo, de volver ameno el aprendizaje. Hay mads tarde la
oportunidad de volverlo més mio.

Mas tarde, también, el deseo de ensenar, para aprender; poco a poco,
voy precisando casi sin decirlo, cudndo siento que algo es trascendente.

Luego un dia exagero al punto que no acepto me ensenen un tema sin
haber hecho un acto de balance cenudo de lo que de ello sé.

Las criticas son dos: “yo no soy el dueno”, “otros marcan el paso”. O
mejor tres: los maestros no sabian matematicas.

.. Qué noto yo en este libro?

En primer lugar, que no parte del supuesto que todo estd terminado.
Parte del supuesto que, de quererlo, podemos también construir mientras
aprendemos. Las personas que hacen investigacién en matematica sienten
que han logrado ese estadio. Esa asimilacion entre aprender y buscar me
parece un elemento positivo evidentemente poco comun en un texto.

En segundo lugar, que inicia desde muy poco, casi siempre el contacto de
un libro cientifico con su lector parte de una salvedad implicita: el requisito,
si es muy costoso, la probabilidad de éxito aminora.

En tercer lugar, es ameno. Por razones que seriande precisar, el lego
siente que la ciencia no lo es, que es aburrida ademas de ser dificil. Es dificil,
que lo digan sus grandes gestores. Pero lo que ellos palparon es justamente
que no los aburria. Por esa rama del saber muchos sienten repulsion. Y este
libro atrae y no hostiga.

Agregaria que sus autores ademdas de respetar su linea de conducta, mues-
tran haberse informado sobre el proceso de los pensadores en la historia de
la ciencia matemdtica. Sin invadir con sus erperiencias.

Es una obra de talla: bien pensada y bien escrita.

Si, como inicié esta charla, miro en el aprendizaje primario de la matematica

y lo comparo con esta otra, puedo dar fe del progreso espectacular que hemos
tenido.
Me alegro y me felicito: mis tres quejas habian sido oidas.

Carlos Javier Ruiz Salguero
Premio Nacional de Matemdticas 1993
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CAPITULO

1

Un sistema de ndmeros
para contar

Los seres humanos® en sus distintas culturas y en la medida en que sus

necesidades e intereses lo han exigido, han resuelto su problema de contar,
inventdndose su propio sistema de niumeros. Nuestro primer interés no ra-
dica en aprender las soluciones que se han dado a este problema, sino mas
bien, desde un punto de vista didéactico, estamos interesados en el proceso
matemético de construir un sistema de ntimeros para contar?.

Para esto inventaremos simbolos y reglas, haremos acuerdos, encon-
traremos problemas para los cuales propondremos soluciones, descubrire-
mos procedimientos mentales que nos permitan hacer cuentas de manera
mas rapida y eficiente, mostrando cémo es posible evitar el trabajo fisico
directo para sustituirlo por el trabajo mental (cdlculo), y a su vez ver c6mo
el calculo permite predecir resultados verificables con la experimentacion.

Luego, cuando sea posible, contaremos en reversa a partir de un cierto
numero (la resta); contaremos por grupos de 2, de 3, de 5, etc. (la multipli-
cacién); desharemos este proceso cuando sea posible, preguntdndonos, por
ejemplo, cudntos grupos de 5 se pueden formar con 36, cudntos de 6, etc. (la
divisién).

'En el articulo “La capacidad de los pajaros para contar”, de O. Koehler (1997), y en el
de “Contar”, de Levi Leonard Conant, que aparecen en el volumen 4 de la enciclopedia Sig-
ma, el mundo de las matemdticas, Editorial Grijalbo, Barcelona, se discute la posibilidad
de que algunos animales tengan también las habilidades necesarias para contar.

2Los niimeros que se utilizan para contar se conocen como niimeros naturales.
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En el siguiente paso y haciendo una analogia con el producto, donde
se adiciona varias veces la misma cantidad, multiplicaremos varias veces la
misma cantidad en un proceso mental que nos permite obtener una nueva
operacién (la potenciacién), de mucha ayuda para resolver el problema de
escribir nimeros mayores a los inicialmente considerados, de manera méds
simple.

Para desarrollar estas ideas, no usaremos los simbolos conocidos: 0, 1,
2,3,4,5,6, 7, 8,9; nos veremos obligados a inventar nuevos simbolos para
representar nuestros niimeros, aceptamos sin embargo, copiarnos de procesos
conocidos.

Resaltamos que este trabajo es el producto de la continua observacion y
sistematizacién de los aportes realizados por algunos profesores y estudian-
tes, en particular en la Universidad Pedagdgica Nacional, en la formacion
inicial de profesores de matematicas, que han intentado no ensenar o apren-
der un sistema de numeracién ya construido, sino, a partir de preguntas y
respuestas, proponer soluciones a problemas de conteo y de representacién
de ntmeros.

Métodos y resultados han surgido luego de ensayos y errores y no nos
hemos preocupado mucho por saber si lo que descubrimos en clase ya fue
inventado en otra parte; en su lugar, nos dedicamos al libre ejercicio de
pensar y disfrutarlo. Invitamos al lector, con insistencia, a elaborar sus pro-
pios caminos, a plantear sus propias soluciones y, sobre todo, a formular sus
propias preguntas.

1.1. Simbolos y reglas del sistema

Empecemos planteando un problema simple: supongamos que queremos
contar® el nimero de dedos que tiene una persona normal, con la condicién
de no utilizar los digitos usuales.

Para ello, una idea inicial es hacer® una representacion del nimero pin-
tando en un papel un simbolo por cada dedo, digamos, una raya vertical,
horizontal; puede no ser raya, puede ser una flor o el auto de papi, o lo que

4

3La idea de contar es una de las mds primitivas en los seres humanos, bien sea con
los dedos, como los indios de las islas de Borneo contando uno, dos, tres ..., muchos; con
abacos, con complejas construcciones, como el agrupamiento de grandes piedras, conocido
como Stonehenge, en el sur de Inglaterra, o con los méas modernos ordenadores.

4Lo que presentamos aqui es resultado de discusiones llevadas a cabo con estudiantes
de secundaria y de primer semestre de la Licenciatura en Matematicas en la Universidad
Pedagogica Nacional. Salvo por los simbolos elegidos, los resultados son, en todos los casos,
similares.
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sea. Ojala sea fdacil de pintar, para no detenernos mucho en un asunto que
no es fundamental para lo que queremos hacer. Esta es solo una manera de
hacerlo, cada cual puede inventar sus propios simbolos y sus propias reglas
para representar un ntimero®.

Enfatizamos que el nimero es tnico, pero sus representaciones pueden
ser diversasS.

El resultado inicial se vera:
TTITITITIITIIITITIIIIIII

Esta representacion significa que el nimero de dedos de una persona nor-
mal es el mismo que el de rayas en el papel”. Muchas veces nos referiremos al
nimero como su representacion, pero estos conceptos no deben confundirse.

Estamos iniciando y ya empezaron los problemas:

1. La representacién elegida es dificil de leer.

2. Si el nimero de cosas que queremos contar es grande se complica atn
mas la escritura y la lectura.

Una solucién al primer problema es disponer las rayas de manera que sea
mas facil leerlas; por ejemplo, sustituyendo: IIIII por H, con lo cual nuestra
cuenta queda B B B B s Tiene usted otras soluciones?®.

SEl proceso de contar consiste en establecer una correspondencia entre los objetos a
contar y un conjunto de objetos o simbolos que representan a los objetos iniciales, pero
que son mas faciles de manipular, como los dedos de una persona o los nudos en una
cuerda o algunos signos dibujados en un trozo de piedra o de madera, poniendo uno o
varios simbolos por cada objeto a contar.

5Un ndmero es un concepto abstracto; un simbolo numérico es una forma de representar
el nimero.

"La comunidad cientifica internacional afirma que se empezaron a utilizar instrumentos
para contar desde hace més de 37.000 anos, una evidencia es el hueso de Lebombo, que
data de aproximadamente 35.000 afios en el cual hay marcas talladas similares a las que
se hallaron en 1937 en el hueso de Dolni Vestonice, que data de aproximadamente 30.000
anos de antigiiedad, o en el hueso de Ishango; todas de aspecto muy similar a las marcas
que acabamos de hacer acd sobre papel.

8 Aqui hemos agrupado IIIII y sustituido por otro simbolo; en todos los cursos es usual
que se hagan agrupaciones, sino de diez, de cinco, como en este caso, tal vez porque esa es
la cantidad de dedos que tenemos en nuestra(s) mano(s); lo cual estd asociado también con
la historia. En particular, en el hueso de Dolni Vestonice, se hallaron 55 marcas agrupadas
de cinco en cinco, lo que lleva a pensar que la agrupacién natural de los dedos sirvié de
base para su organizacién.
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X Ok Kk X K K Kk K X K K Kk K X X K KX K X X X
Es muy importante que su papel sea activo, que la lectura sea solo
un motivo de reflexion y de construccion de su propio proceso,
que toda afirmacion sea para usted una prequnta.

X Ok Kk X K K Kk K X K K Kk K X X K KX K X X X

Sin embargo, pintar un rectangulo es complicado y si tenemos prisa, se-
guramente no nos queda exactamente rectangulo y podria parecer un circulo;
para evitar calamidades y confusiones mejor convengamos sustituir I I 11
I por O y para simplificar, de una sola vez, convengamos sustituir OO0OO
por X, asi el nimero de dedos de una persona normal la podemos escribir
en forma muy sintética como X.

Ya podemos rescribir, no solo cuantos dedos, tiene una persona, sino
cuantos tiene una cantidad razonable de personas.

Nota: la representacion que se utilizé aqui es arbitraria y usted puede
elegir la suya. Los mayas, los babilonios, los egipcios, los chinos y, en general,
cada cultura inventé sus propios simbolos? y sus reglas de célculo; un ejerci-
cio interesante consiste en hacer un estudio comparativo de estos sistemas,
incluyendo, por supuesto, el suyo, con esto podrda comprobar que algunas
ideas que se le ocurrieron a usted, ya se le habian ocurrido a otros grandes
pensadores de la antigliedad; si lo mira bien esto puede aumentar su autoes-
tima. En las notas al pie de este capitulo como en parte del siguiente damos
algunas ideas para este estudio, pero es deseable que usted lo inicie por su
cuenta.

9En algunos pueblos no hubo (o no hay) notacién escrita para los niimeros, solo repre-
sentaciones orales, los niimeros recibian nombres comunes; por ejemplo, los tumanacos,
una cultura sudamericana, usaban para 5 la misma palabra que usaban para decir “una
mano entera”’. El término que designaba al 6 significaba “uno de la otra mano”; el siete
eran “dos de la otra mano”, y andlogamente para 8 y 9; el 10 era “ambas manos”. Para
expresar de 11 a 14, los tumanacos extendian ambas manos y contaban “uno del pie, dos del
pie...”, y asi sucesivamente, hasta el 15, que era “un pie completo”. El sistema continuaba
expresando el 16 como “uno del otro pie”y asf hasta 19. La palabra que expresaba 20 era
la misma empleada para decir “un indio”. El 21 era “uno de la mano del otro indio”. “Dos
indios”significaba 40; “tres indios”, 60, etc. Algunos pueblos del Africa descubrieron, como
muchos otros pueblos, que resulta sumamente dificil contar y calcular si se emplea una
palabra o un simbolo distinto para cada niimero. FEn lugar de inventar una nueva palabra
para cada nimero, se forman términos a partir de los que se designan los niimeros de base
y se establecen relaciones aritméticas entre ellos. En los sistemas orales de numeracién
africanos existen muchos ejemplos de este procedimiento (Gerdes y Cherinda, 1993).
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Ejemplo

El ntimero de dias del afo en el calendario'® juliano'! y en el calendario
maya'? es:

XXXXXXXXXXXXXXXXXXO

Podriamos argumentar que existen otras posibilidades para escribir el
mismo nimero, con los mismos signos pero de apariencia distinta, por ejem-
plo:

XXXXXXXXXXOXXXXXXXX
O algo mas exdtico:

XXXXXXXXXXXXXXO

SRRl

Esto nos obliga a poner reglas, para que cada nimero tenga solo una
manera de escribirse. Por ejemplo:

108j convenimos que: un afio es el tiempo que dura la Tierra en dar una vuelta alrededor
del Sol, un mes es el ciclo completo de las fases de la Luna y un dia es el tiempo de una
vuelta de la Tierra alrededor de si misma, un calendario es una distribuciéon del ano
en meses y dias. Lamentablemente, no existe una correspondencia exacta entre los tres
movimientos, es decir que un ano jno son 12 meses!, jni 365 dias!, jel dia no tiene una
duracidn fija! (jTantas cosas que uno se cree!); por lo tanto, un calendario es lo que uno
quiera (como casi todo).

1En el afio 708 del calendario romano, el emperador Julio César intenté poner de
acuerdo, con la ayuda del astrénomo Sosigenes, el curso del Sol con la duracién de los anios
en su calendario, agregando un dfa cada cuatro anos (anos bisiestos) pero este calendario
tenfa una inexactitud de 11 minutos 14 segundos por ano. En 1582 el papa Gregorio XIII
decreté que el 5 de octubre se volviera 15 de octubre y ademas que el primer ano de cada
siglo fuera bisiesto en tres siglos de cada cuatro; sin embargo, 1700, 1800 y 1900 no han
sido bisiestos a pesar de ser divisibles por 4, pero; jel 2000 lo fue! Naturalmente, hay una
razon.

2Existen dos tipos de calendarios mayas: el tzolkin y el haab. El primero era sagrado y
constaba de 260 dias (kines), pero como no coincidia con la translacién terrestre alrededor
del Sol, no era 1til como una guia de actividades agricolas. El afo civil (haab) se com-
ponia de 18 meses de 20 dias cada uno y cinco dfas adicionales (uayeb) al final del afo,
considerados nefastos, en ellos se guardaba ayuno y se hacian sacrificios de sangre.
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1. Escribir de izquierda a derecha (esto por seguir nuestras costumbres'?).

2. Escribir primero los simbolos X, luego los simbolos O y finalmente los
simbolos I.

3. Escribir la representacién del nimero con el minimo niimero de simbo-
los posibles.

4. Escribir los simbolos en el mismo renglén y aproximadamente del mis-
mo tamano.

Si pensamos en escribir niimeros mayores a los considerados hasta ahora,
podria ser ttil inventarnos mas simbolos, por ejemplo reemplazar XXX XXXX
por L o algo similar. Pero esto no es solucién porque para ntimeros ain mas
grandes tendriamos que seguir aumentando el ndmero de simbolos, en un
proceso sin fin. Esta es la razon de dejar solo tres simbolos en nuestro sis-
tema.

El problema de escribir nimeros grandes, requiere mayor esfuerzo de
parte nuestra, por lo que dejaremos esta tarea para mas adelante.

Ejercicios

1. Invente sus propios simbolos, elija sus propias reglas y construya un
sistema de numeros para contar, luego proponga soluciones para el
problema de escribir numeros grandes.

2. Consulte cudles fueron los simbolos utilizados por los egipcios y por los
romanos para representar numeros y cudles eran sus reglas de escritu-
ra, compdarelas con el sistema creado por usted y por el propuesto en
este texto ;FEncuentra diferencias? ;Similitudes? ;Cudles?

¥ Ok ok K K kK K K K K K X K K ¥ kK K x kK
No espere que siempre le pongan ejercicios, haga sus propias
hipdtesis, intente caminar solo desde el principio; es posible que
se caiga a veces, pero consuélese, eso nos pasa a todos.

¥ Ok ok K K ok K K K K K K ok K K x kK K ¥ kK

131,08 antiguos egipcios, en su sistema de jeroglificos, lefan los niimeros de derecha a
izquierda. En el idioma aleman los niimeros de dos cifras se escriben de izquierda a derecha
pero se leen de derecha a izquierda.
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1.2. Operaciones

Una de las utilidades més grandes de un sistema de ntimeros es la posi-
bilidad de calcular, esto es, operar dos o méas nimeros para obtener otro
mediante procedimientos mentales, sin tener que recurrir a la experiencia
directal4.

Por ejemplo, si queremos conocer el nimero de elementos que resulta de
reunir dos colecciones de objetos, de cada una de las cuales ya conocemos
su numero, no es necesario hacer de nuevo el conteo de la nueva coleccion;
podemos efectuar una operacién y con ella obtener el resultado.

La mds simple de las operaciones aritméticas es la adicion o suma.

1.2.1. Adicién

Para sumar dos cantidades cualesquiera, podemos escribir los simbolos
que representan cada una de las cantidades, una a continuacién de otra y
reescribir el resultado de acuerdo con nuestras reglas'®; a este procedimiento
lo llamaremos adicion o suma, al resultado de la operacion lo llamaremos
suma, como a la operacion, sin que haya lugar a confusion, y a los nimeros
que se adicionan los llamaremos sumandos.

Ejemplo

Si tenemos los nimeros XOOOIII y XOOII podemos adicionarlos de la
siguiente manera:

1. Coloquemos uno a continuacién del otro: XOOOIIIXOOIL.
2.  Escribamos los simbolos en el orden acordado: XXOOOOOIIIII.

3. Reduzcamos la cantidad de simbolos: XXXOO.

No todas las culturas que han desarrollado simbolos numéricos los han utilizado para
calcular, las culturas que lo hicieron, desarrollaron conocimientos matematicos mas avan-
zados, como los babilonios y los egipcios. Otras, en cambio, como la de los romanos, no
utilizaron sus simbolos para hacer cédlculos; no obstante, de las numeraciones antiguas,
esta es la inica que permanece.

5Esta manera de adicionar es la misma que usaron los babilonios para adicionar
nimeros menores de 60, también la usaron los egipcios.
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Luego de hacer varias adiciones nos vamos dando cuenta de ciertas cosas
que pasan en todas ellas; de ciertas reglas generales que van surgiendo de la
experimentacion y la observacién, por ejemplo:

1. La suma no depende del orden de los sumandos.

2. El resultado de contar un conjunto dado de objetos no depende del
orden en que se cuenten.

Aunque usualmente cuando tenemos dos ntimeros y queremos sumarlos
utilizamos un signo para indicar nuestro interés, al parecer aqui no es nece-
sario; solo con disponer un niimero a continuacién del otro, sabemos que se

requiere hacer una adicién!6.

Ejercicios

1. Plantee otras reqularidades comunes a todas las adiciones.

2. Consulte qué signos se utilizaron para representar la adicion en la
antigiliedad.

1.2.2. Orden entre cantidades

Decimos que un nimero es menor que otro si sus simbolos estan explicita
o implicitamente en los simbolos del otro. Al considerar las representaciones
de dos cantidades diferentes siempre hay una de ellas que es menor.

1.2.3. Sustraccion

En muchas situaciones es necesario quitar una cantidad de otra, lo cual
puede llevarse a cabo sin necesidad de recurrir a los objetos que las canti-
dades representan. Un procedimiento que nos permite realizar esta tarea lo

llamaremos sustraccién'’ o resta.

YDiofanto de Alejandria no utilizaba signo alguno para la adicién, la representaba
simplemente por yuxtaposicién de los sumandos; similarmente lo hacia el arabe al-Qalasadi
en el siglo XV.

En rigor, la sustraccién no es una operacién entre ntimeros naturales, pues no todas
las sustracciones se pueden efectuar, solo es posible si el sustraendo es menor o igual que
minuendo, pero para los propésitos de este trabajo, esta limitacién no la consideramos
fundamental, por el momento.
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¢ Fs posible sustraer dos niumeros iguales?

Si tenemos un nimero que llamamos minuendo y le queremos sustraer
otro nuimero que llamamos sustraendo, utilizamos nuestros simbolos y reglas
para encontrar el resultado que llamamos diferencia o resta, de la siguiente
forma:

1.

Eliminamos los simbolos que se encuentren comunes en el minuendo y
el sustraendo, uno a uno, hasta que no queden simbolos en el sustraen-
do. (Es necesario que el niimero que representa el sustraendo sea menor
o igual que el del minuendo; a diferencia de la adicién, los ntimeros
que participan en la sustraccién desempenian un papel diferente).

2. En el caso en que no haya simbolos comunes, sustituimos en el mi-
nuendo X o O por su equivalencia y procedemos como en el numeral
inmediatamente anterior.

3. Aplicamos las reglas de escritura a los simbolos que quedan y este es
el resultado.

Ejemplo

Si queremos sustraer (también se dice restar) del nimero XXXOIII el
nimero XOOI:

.

Eliminamos, uno a uno, los simbolos que se encuentran comunes en el
minuendo y el sustraendo. El resultado de este primer paso es: XXII
en el minuendo y O en el sustraendo.

Como aun tenemos simbolos en el sustraendo, sustituimos una X del
minuendo por OO0O0, quedando XOOOOII en el minuendo y O en el
sustraendo.

Repetimos el paso 1 y tenemos como resultado final la diferencia
XOOOIL
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Si quisiéramos indicar simbdlicamente una sustraccién, seria necesario
algin signo para diferenciarla de una adicién. ; Cudl simbolo propone usted
y por qué'®.

sEncuentra algunas reqularidades que se cumplan para todas las sustrac-
ciones? Enumérelas y compdrelas con las observadas para la adicion.

1.2.4. Multiplicacién

Cuando se requiere sumar varias veces la misma cantidad, es natural in-
tentar simplificar el proceso de adicionar, en uno que nos evite hacer varias
veces lo mismo. A este procedimiento lo llamamos multiplicacion; al resul-
tado de una multiplicacién, producto y a los niimeros que se multiplican,
factores.

Como el proposito de ahora es contar por conjuntos19 que tengan la
misma cantidad de elementos, lo que equivale a hacer varias adiciones del
mismo nimero; iniciaremos la discusién con el caso més sencillo (este truco
funciona casi siempre). Empecemos por multiplicar los niimeros bésicos de
nuestro sistema, por ejemplo:

1. Si queremos sumar I consigo mismo, escrito O veces; esto es, mul-
tiplicar O con I, encontramos el producto escribiendo O veces I y

sumando??, o sea,
1111

Esto es, escribir el simbolo I tantas veces como esté I en el primer
factor; el resultado es IIIII, o lo que es lo mismo, segin nuestras reglas,

8Segtn Hilpretch (1906, citado por Cajori, 1928), los babilonios tenfan un ideograma
para representar la sustraccién, el cual es presentado por este autor como “LAL”, los egip-
cios también tenfan un simbolo similar a dos piernas hacia atras, algo como 4\ Diofanto
también utilizé un signo para esta operacién: ‘l\, mientras que Bakhshali empleé el signo
+ para la sustracciéon. Desde el siglo XV matemaéticos franceses e italianos utilizaban la
letra “m” o con una marca encima.

YMuy seguramente quedaria mejor la expresién “contar por grupos”, pero decidimos
cambiarla a “contar por conjuntos”por cuanto, en matemadticas, el término “grupo”tiene
un significado particular.

20En las escuelas de primaria o secundaria se suele decir que la multiplicacién de O y I,
consiste en sumar O veces I, pero esta interpretacion es incorrecta pues en ella solo hay
IIIT sumas; para efectuar una adicién se necesitan dos nimeros.
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O. En resumen
O veces I es O.

2. O veces O significa escribir IIIII veces O, o sea, repetir el simbolo O
tantas veces como esté I en el primer término y sumar, esto es OO0OOOQ,
por lo tanto

O veces O es OO00O0O,

esto es,
XO.

Razonando en forma parecida obtenemos que

O veces X es XXXXX.

De manera similar conseguimos los resultados siguientes:

X veces I es X
X veces O es XXXXX.
X veces X £5 XX XXX XXX XXX XXX XXXXXX.

Es claro que para sumar o para multiplicar se requieren por lo menos
dos numeros; sin embargo, muchas veces resulta util hacer convenios que
nos permiten escribir de manera unificada un conjunto de reglas o procedi-
mientos sin tener que enunciar cada vez una lista de excepciones. En el caso
que nos ocupa podemos convenir, que aunque no estamos sumando, digamos
que

I vez I debe ser 1.
Ivez Oes O
I vez X es X.

Todos estos resultados los podemos poner juntos en una tabla, que se
conoce como una tabla de multiplicar.

o | I (0) X

I]1I O X

010 X0 XXXXX
X[IX]XXXXX[XXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

Tabla 1.1
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Antes de ponernos a hacer cuentas mas complicadas, detengamonos un

momento a pensar (este es otro viejo truco de los matemdticos); miremos
qué caracteristicas tiene nuestro sistema, para ver si podemos hacer las cuen-
tas més facil:

1.

Para simplificar la notacién, reemplazaremos la palabra “veces” por
un simbolo més sencillo de escribir, por ejemplo un punto e (como lo
hicimos en la tabla 1.1), o lo que usted quiera, siempre y cuando no
corresponda a uno de los simbolos del sistema y no se le olvide; es
decir, que algunas veces use un punto y otras, una raya u otra cosa;
una condicién que exigen los simbolos, es que una vez que usted los
acepte, deben tener siempre el mismo significado, mejor dicho, seamos
serios con los simbolos.

Para multiplicar dos ntimeros, los escribimos uno a continuacién del
otro colocando el simbolo acordado entre ellos. Es conveniente acordar
que si alguno de los factores esta conformado por mas de un simbolo,
este serd escrito entre paréntesisz1 dado que se puede prestar para
confusion si no lo hacemos. Por ejemplo, si escribimos X e OI, es
posible interpretar esta multiplicacién como X e (OI) o como (X e O)
I, de lo cual obtenemos resultados diferentes.

Al efectuar multiplicaciones notamos que:

a) No importa el orden en que se multipliquen dos nimeros cua-
lesquiera el producto de ellos es el mismo??. A este comportamien-
to se le conoce como propiedad conmutativa de la multiplicacion.

Oel=1eO0O
X eoel=1eX
OeX=XeO0

b) Cualquier nimero multiplicado con I y I multiplicado con cualquier
nimero da como resultado el mismo nimero; es decir, que I tiene
un comportamiento especial en nuestro sistema; por esto a I se le
conoce como elemento idéntico, elemento neutro o modulo de la
multiplicacion.

211,08 paréntesis en esta seccién solo indican que lo que estd entre ellos debe considerarse
como un unico nimero.

22Usaremos dos lineas de la misma longitud ( = ) para indicar la igualdad de acuerdo
con la costumbre; este signo fue usado por primera vez por Robert Recorde en Inglaterra
en 1557.
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¢) Multiplicar un ntimero por otro, equivale a escribir uno de ellos
tantas veces como I esté en la representacion del otro, es decir
repetirlo una vez por cada I y sumar.

d) Para multiplicar cantidades que tengan varios simbolos, multi-
plicamos cada simbolo del primer factor por el segundo factor
v luego sumamos los resultados. Esta propiedad se conoce como
propiedad distributiva de la multiplicacion respecto a la adicion.
..Obtenemos el mismo resultado si multiplicamos cada simbolo
del segundo factor por el primer factor y luego sumamos? ;Por
qué?

Estas observaciones nos ayudaran cuando las cosas empiecen a compli-
carse.

Ejemplo

Para multiplicar (OI) e (XOII); es decir, saber el resultado de adicionar
OI veces la cantidad XOII, procedemos asi:

1. Separamos el simbolo Ol en O y I y cada uno de ellos lo multiplicamos
por XOII

(OI) e (XOII) = (O e (XOII)) (I e (XOII))
2. A la derecha, reemplazamos la primera O por su equivalente en I

(OI) e (XOII) = ((IIIIT) e (XOII)) (I & (XOII))

3. Por cada I escribimos una vez XOII

(OI) e (XOII) = (XOII)(XOII)(XOII)(XOII)(XOII)(XOII)

4. Reescribimos el resultado de acuerdo con nuestras reglas

(OI) o (XOII) = XXXXXXOOOOOOIIIIIIIIIII
(OI) e (XOII) = XXXXXXXXIL

El procedimiento descrito aqui para multiplicar, por fortuna, no es el
dnico, como sucede con casi todos los procedimientos y métodos usados en
matemdticas; otra manera de hacerlo que puede resultarnos méds familiar
por nuestros dias de escuela, es la siguiente:
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XOII

e OI

XOII
XXXXXXO000
XXXXXXXXII

Lo que hemos hecho es:

1. Multiplicar el I de OI por cada uno de los simbolos de XOII y lo
escribimos en el primer renglén.

2. Multiplicar O de OI por cada uno de los simbolos de XOII de acuerdo
con la tabla de multiplicar y lo escribimos en el segundo renglon.

3.  Sumar los resultados.

Notemos que en este proceso las posiciones no son importantes (¢ por
qué?); ademds, podemos empezar por cualquier simbolo y hacerlo en cualquier
orden. Un muchacho de escuela posiblemente apreciara esta informacién.

Seguramente usted ya moté que existen otros procesos para realizar este
mismo cdlculo y estd sacando sus propias conclusiones. Verifique si las ob-
servaciones que se cumplen para multiplicar los niumeros base del sistema
también se tienen cuando un niumero tiene varios simbolos.

1.2.5. Division

Nuestro propésito ahora es repartir una cantidad?® en un nimero deter-
minado de conjuntos, de manera que cada conjunto tenga el mismo niimero
de elementos, o de manera equivalente (;por qué?), repartir una cantidad en
conjuntos de manera que cada una de ellos tenga un ntimero determinado
de elementos; a este proceso se le da el nombre de divisidn?*.

La cantidad a repartir la llamaremos dividendo, la cantidad de elemen-
tos de cada parte, o el nimero de partes, la llamamos divisor, el niimero

ZNos referimos a cantidad como el ntimero que resulta de un conteo.

%41a divisién, como la sustraccién, tampoco es una operacién en el sentido de que no
siempre es posible repartir una cantidad dada en un determinado nimero de partes, sin
que sobren elementos, pero nuestro interés se centra por ahora en los procedimientos, por
eso omitiremos, por ahora, esta dificultad.
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de partes resultante, o el nimero de elementos de cada parte, cociente y el
numero de elementos que sobran, residuo.

¢Todas las divisiones son posibles? Explique.

Copiando lo hecho para la multiplicacion, primero hagamos unas cuentas

simples.
En los procesos de reparticién, como ya hemos mencionado, hay dos tipos

de problemas:

1. Repartir, por ejemplo, una cantidad X en O conjuntos con el mismo
nimero de elementos.

2. Repartir la cantidad X en conjuntos de O elementos?®.
Para resolver el primer problema, un camino es:

a) Escribir el dividendo utilizando solamente el simbolo I.
b) Colocar un I en cada conjunto como en la figura 1.1.

¢) Repetir el paso b) hasta agotar las existencias o hasta que lo que sobre
no alcance para asignar un I a cada conjunto.

FEFETIIIET
ataAA

00000

Figura 1.1

%5En la did4ctica de las mateméticas, estos dos significados de la divisién han sido nomi-
nados como diwvision partitiva y division cuotitiva, respectivamente. Segin investigaciones,
para los ninos resulta mas sencilla la primera que la segunda.
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El resultado de este proceso lo podemos resumir en la figura 1.2.

Figura 1.2

Como se ve, en cada conjunto hay IIII elementos. Lo que expresamos
simbodlicamente asi:

X O ,. . —_
I_HH oasl: X+ O =1III

Plantee un procedimiento para resolver el sequndo problema.

X % K K Kk K X K Kk Kk K X K K Kk K X X kK X X
Si su ldpiz, atento lector, ha estado activo, proponerle mds ejer-
cicios de nuestra parte no se hace necesario.

X % K K Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X K X X

Notemos que estos procesos son poco practicos cuando las cantidades son
grandes, esto hace que sea necesario buscar procedimientos (también llama-
dos algoritmos) que nos faciliten resolver el problema més eficientemente.

Ejemplo

Si queremos dividir XXOOIII entre XO, el dividendo puede representarse
en la forma XO XO III, es decir:

XXOOIII = XO XO III

se observa que el divisor “cabe” II veces en el dividendo y que el residuo es
II1.
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También podriamos adaptar los procedimientos que aprendimos en la
escuela% para ver si estos funcionan también en nuestro sistema de ntimeros.
Continuando con nuestro ejemplo, dividamos XXOOIII entre XO co-
piando el procedimiento que aprendimos en la escuela para hacer divisiones,
asi:
1. Como en el divisor hay dos simbolos, tomamos también dos en el di-
videndo.

2. Como el primer simbolo del divisor es igual al primer simbolo del
dividendo, buscamos en la tabla de multiplicar un niimero que multi-
plicado por X nos dé X, este es I y va a formar parte del cociente.

3. Multiplicamos I por el divisor y lo restamos del dividendo.

XXOO0II (XO
X0 I
XOIII

4. Repetimos 1, 2 y 3 tomando como dividendo el residuo.

XXOO0II (XO
X0 II
XOIII
X0
111

Fl cociente de nuestra division es II y el residuo es II1.

Este proceso lo describimos en los siguientes pasos:

1. Separamos desde el extremo izquierdo del dividendo tantos simbolos
como haya en el divisor.

2. Si el divisor es menor o igual que el nimero formado en la separacion
hecha en el paso anterior en el dividendo; es decir, si el divisor se
encuentra de manera explicita o implicita en alguna representacion
del nimero separado??,

26 Curiosamente, esta es una de las primeras propuestas que surgen en las aulas al discutir
el tema.

2TPor ejemplo I es menor que O porque I estd en la representacién IITII de O, O es
menor que X porque O estd en la representacion OOOO de X.
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2.1. Buscamos un nimero que multiplicado por el divisor quede lo mas
préximo posible, pero sin que sea mayor que el ndmero separado,
este ntimero va a ser parte del cociente.

2.2. Multiplicamos el nimero que encontramos por el divisor y el re-
sultado lo restamos del nimero separado del dividendo.

2.3. Tomamos el resultado de esta resta (residuo) como nuevo divi-
dendo y repetimos el proceso hasta que el residuo sea menor que
el divisor. Aqui termina el proceso.

3. Si el niumero formado en el dividendo, en la separacién inicial del paso
2, es menor que el divisor agregamos el simbolo siguiente (si existe)
en el dividendo y continuamos en el paso 2. Si no existe, el proceso
termina o la division no se puede efectuar.

Ejercicios

1. Formule explicaciones para el algoritmo descrito anteriormente.

2. Proponga su propio procedimiento para dividir.

1.2.6. Potenciacién

En esta seccién vamos a usar un proceso, muy utilizado en la construccion
de nuevas teorias matematicas a partir de otras previamente establecidas;
consiste en copiar un procedimiento o concepto, modificando alguno de sus
componentes.

Vimos como la multiplicacion se puede construir con la ayuda de la
adicién, repitiendo un mismo sumando algin niimero de veces; andlogamente
podemos repetir un factor para hacer una multiplicacion de él por si mismo
un numero de veces y con ello obtener otra operacién; esta se denomina
potenciacion.

Como esta es una nueva operacién debemos escoger una manera adecua-
da de escribirla para no confundirnos; es decir, una notacién (este también
es un paso importante cuando estamos inventando). Como de costumbre la
simbologia y la notaciéon podemos escogerlas tan exdticas como queramos,
pero seria mejor que si estamos expresando ideas ya conocidas, usemos la
notacion usual.
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Escribiremos

O para expresar O o O; es decir, O'' = O ¢ O
OM=0e0e0
0° =060e0e0e0

No hay problema en escribir O ¢ O e O puesto que de cualquier forma
que realicemos los productos el resultado es el mismo; es decir,

(Oe0O)eO=0e(0e0).

Para notar la potenciacién entre dos nimeros, escribimos un niimero
que llamamos base, y en la parte superior derecha de este, escribimos el otro
nimero que denominamos ezxponente. La base se escribe tantas veces como
lo diga el exponente y luego se efectia la multiplicacién de todos ellos; al
resultado de esta operacién se le conoce como potencia.

Convenimos ademés que O! significa O; es bueno notar que en este caso
no hay multiplicaciones®® cuyos factores sean O.

¥ Ok ok K K K K K K K K K X K K ¥ kK Kk ¥ kK
Es hora de soltar la mano; asegirese de hacer cuantas opera-
ciones sean necesarias para que el procedimiento lleque a ser au-
tomdtico en su cabeza.

¥ Ok ok K K kK K Kk K K K X K K x kK Kk ¥ kK

1.3. El problema de los niimeros grandes

Si en nuestro sistema numérico queremos escribir un nimero que repre-
sente una cantidad grande, es decir, un nimero mayor a los considerados
hasta ahora, la cantidad de X que habria que escribir seria tan tediosa como
representarlo solo con los simbolos 1.

Hemos descartado ya la posibilidad de hacer nuevos reemplazos y agre-
gar cada vez mas simbolos para representar un ntmero, por cuanto esto
no resuelve para nada el problema y si nos llenaria de una cantidad indis-
tinguible de simbolos, que dificultaria su manejo para cualquier persona no
acostumbrada a trabajar con ellos.

28Como en cualquier otra operacién, se necesitan dos niimeros para hacer wna multipli-
cacion.
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1.3.1. Notacion multiplicativa

Una propuesta de solucién para este problema es que utilicemos los re-
sultados de las multiplicaciones para resumir simbolos, escribiendo por ejem-
plo X e O en lugar de XXXXX. Por supuesto hay que modificar las reglas
de la escritura de los niimeros para no generar confusiones; si escribimos
X o O debemos distinguir si tenemos que realizar la multiplicacion o dejarla
indicada. Por ello, es necesario hacer nuevos convenios.

Como nuestro problema consiste en un elevado niimero de X para indicar
nimeros grandes, escribamos el nimero de veces que aparece la X, en lugar
de escribir las X.

Pero no requerimos escribir el simbolo de multiplicacion, basta escribir
el nimero de veces que aparece la X, en la parte inferior derecha de ella.
Por ejemplo el niimero

XXXXXXXXXX XXX XXX XXX XXX XXXXXOO0O0IIII

lo escribimos

XxorrOOOIIII.

En resumen:
X, =X eon,

donde n representa un nimero cualquiera del sistema.

Notemos que esta solucion no introduce nuevos simbolos al sistema y
simplifica la escritura de ntimeros grandes.

Si representamos un nimero cualquiera con una letra, por ejemplo m, n,
etc, podemos verificar ciertos comportamientos, por ejemplo:

neX,, = X en
XX, = X(Xmon)

Ejercicios
1. Justifique las formulas anteriores.

2. sSon equivalentes X(x,) y (Xx)n?

3. Plantee un par de igualdades como las anteriores y justifiquelas; piense
por ejemplo en divisiones entre numeros utilizando la notacion mul-
tiplicativa o combine adiciones y multiplicaciones utilizando esta no-
tacion.

36



Un sistema de niimeros para contar

4. FEstudie la propuesta de notacion multiplicativa y proponga un conjunto
de reglas para formar un sistema de representacion de miumeros, con
sus operaciones basicas. ;Como se comportan las potencias de X, ?

5.  Represente el niumero de dias de un ano en el calendario juliano en
este sistema.

1.3.2. Notacion exponencial

Otra posibilidad para resolver el problema que nos compete en esta
seccién es utilizar la misma idea anterior pero cambiando la operacion vy,
en lugar de usar la multiplicacién, usar la potenciacién. Esta propuesta
esta basada en la observacién de la manera como crecen los niimeros cuando
reiteramos la potenciacién, con respecto a las demds operaciones.

Ejemplos

Tomemos como base X y expresemos sus primeras potencias:

1. X' es aproximadamente el nimero de hojas que tiene un libro como
el algebra de Baldor.

2. X" s aproximadamente el nimero de kilémetros del radio de la
Tierra.

3. X' g aproximadamente la mitad de la distancia entre la Tierra y la
Luna en kilémetros.

4. XO es aproximadamente el nimero de habitantes del drea metropoli-
tana de Medellin en 2013.

5. XOT es aproximadamente la poblacién de Francia en 2013.
6. XOOOH

es aproximadamente el nimero conocido de estrellas del uni-
Verso.

7. XX es aproximadamente el nidmero de gotas de agua que hay en el
mar.

8. XXXOO ¢g aproximadamente el nimero de dtomos del universo.
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No discutimos aqui la manera para calcular estos niimeros, por lo engo-
rroso de la escritura, pero en principio los cdlculos son posibles en cualquier
sistema numérico; dejamos esta tarea para cuando tengamos otras repre-
sentaciones mas evolucionadas, donde su presentacién sea mas cémoda.

Otra razon para escoger la potenciacion es que esta también tiene com-
portamientos que permiten simplificar algunos calculos, sobre todo cuando
la base de los niimeros es la misma. Por ejemplo, para multiplicar X' por
XOT simplemente colocamos la misma base X y sumamos los exponentes,
obteniendo como resultado X9 esto se debe a que debemos repetir X,
primero OI veces y luego OI veces, en total OOII veces para multiplicar,
que es lo que expresa el ultimo resultado.

Como vemos, la notacién exponencial nos permite escribir nimeros gran-
des con pocos simbolos, lo que sugiere utilizar esta notacién para modificar
nuestro sistema de representacién de nimeros y obtener una manera mas
corta para escribir nimeros grandes; sin embargo, si escogemos todas las po-
tencias de X y de O, no tenemos un criterio sencillo para decidir cual niimero
entre X© o OX es mds pequeiio que el otro, para incluirlo segin nuestras
reglas en la escritura de un nimero mas grande, ademds existen muchos
nimeros que no se pueden escribir de manera sencilla con esta notacién, so-
lo son sencillos aquellos que sean potencias de los simbolos fundamentales.

Por ejemplo, entre O° y OX hay muchos nimeros cuya escritura es dis-
pendiosa.

Escriba el nimero anterior a OX. Le sugerimos iniciar el estudio con
otros exponentes y hallar algun tipo de reqularidad.

El problema de la escritura se debe a que X es IIII veces O, pero O es
IITIT veces I; es decir, que uno no se puede escribir como potencia del otro.

Una salida a este problema es omitir un simbolo de nuestro sistema y
en su lugar colocar, no una sino todas las potencias del otro; es decir, por
ejemplo, eliminemos de nuestro sistema inicial el stmbolo X (o el simbolo O)
y escribamos los nimeros solamente con [ y O y sus potencias. Asi, algunos
nimeros son:

I, 11, II1, IIII, O, OI, OI1, OIII, ..., 00ooII, O, .. oM .. oMl
... 09, 0°1, 0°11, O°111, O°1111, O°O, ...
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Defina procedimientos para las operaciones elementales con la notacion
exponencial eliminando el simbolo X del sistema y reintente con la notacion
multiplicativa; es posible que esta discusion le haya sugerido alguna idea.

X k% K K Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X kK X X
Suele suceder que luego de avanzar un poco, los problemas por
los que hemos pasado se ven de una manera diferente.

X % K kK Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X kK X X

A pesar de las dificultades, hemos logrado resolver el problema de con-
tar, siempre y cuando los nimeros no sean demasiado grandes. Aunque el
problema tedrico estd resuelto, queda uno practico por resolver: la escritu-
ra de los nimeros grandes tiene un aspecto muy poco estético, por lo que
debemos abordarlo més adelante.

Sistemas numéricos, como el desarrollado en este capitulo, fueron inven-
tados por diversas culturas, como los jonios y los romanos; estos sistemas
tienen dificultades importantes cuando se utilizan para calcular, a diferencia
del que hemos construido aqui.

Ejercicios

1.  Estudie el sistema de los nimeros romanos y proponga procedimientos
para operar con ellos.

2. Haga una analogia con la operacion multiplicacion para definir una
nueva basada en la repeticion de la potenciacion e investique*® qué pro-
piedades tiene. Le sugerimos, por ejemplo, definir:

donde n es el niumero de veces que repetimos la X. Por ejemplo
Ix = x*.

a. sSerd util esta operacion para inventar otra manera de escribir
numeros grandes?

29 Atencién, aqui le decimos “investigue”, mas no “consulte”. Entre los estudiantes es
usual confundir estos dos términos, que son sustancialmente diferentes.
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b. La notacion multiplicativa permite calcular sumas de manera sim-
ple, la exponencial permite hallar productos facilmente, ;esta nue-
va operacion se comporta bien con la potenciacion?

c. Plantee propiedades para esta nueva operacion.

3. Enla figura 1.3 se presenta la numeracion dtica griega. ;Qué tipo de
sistema de numeracion es?

Tomada de: Perelman (1980, p. 8).
Figura 1.3
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CAPITULO

2

Representaciones
posicionales de numeros

2.1. Una idea genial: usar la posicién

Al final del capitulo anterior, notamos que las potencias de un ntmero
dan resultados que crecen muy rapido cuando el exponente aumenta, lo que
sugirié utilizar la notacién exponencial para escribir niimeros grandes.

La idea fue escoger como simbolos basicos I, O y sus potencias, convenir
reglas para su escritura y estudiar procedimientos para hacer las operaciones
que hemos definido en el capitulo anterior, esto es:

I
O = IIII
o'=00000
OIII — OIIOIIOIIOIIOII
OIIII — OIIIOIIIOIIIOIII’ ete.

De esta forma, no es necesario incluir simbolos nuevos.

Si adoptamos las mismas reglas para la escritura de los ntimeros que
en el capitulo anterior y estos nuevos simbolos, el niimero de dedos de una
persona normal es O O O O; no parece que hayamos logrado un gran avance,
pero si miramos nimeros mas grandes empezamos a ver las ganancias.

Por ejemplo, el nimero de dias del ano en el calendario juliano es:

OIH OIH OH OH OH OH 00 O,
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aunque el nimero de simbolos disminuy6 con respecto a nuestro antiguo
sistema, no se ve ain muy atractivo.
Pero si consideramos niimeros como:

OOIII

que sirve para representar aproximadamente el nimero de habitantes de una

ciudad como Neiva, o
OO111

que es aproximadamente el nimero de habitantes actuales de toda China, en
nuestro antiguo sistema de numeracion tendrian una escritura mucho méds
aparatosa; por ejemplo, el primero tendria cinco mil ochocientos ochenta y
dos veces la X, una O y IIII, lo que justifica el esfuerzo actual.

Los niimeros en este nuevo sistema tienen apariencias como

OIH OIH OIH OIH OH 0O00O0L

Si los observamos un buen rato vemos que el simbolo O se repite muchas
veces, y como ya convenimos que representa grupos de IIIII, podriamos no
escribirlo y escribir solamente el niimero de veces que aparece cada simbolo
con su exponente; para no confundirnos los separamos con un espacio, o
de alguna otra forma. Con estos nuevos convenios el anterior ntimero lo
escribimos:

Imr I IOl I

lo que significa que O aparece IIII veces, O aparece I vez, O aparece IIII
veces y I solo I vez (jesto no le recuerda los codigos de barras de los articulos
en los supermercados?).

Averigiie como funcionan los codigos de barras y elabore un informe al
respecto.

Como vemos, podemos ahora omitir también el simbolo O, pero aparece
un problema, jqué hacemos cuando no haya, por ejemplo, grupos de O™
pero si de O y de OIIII? Deberiamos dejar un espacio entre la cantidad
de veces que esté O y la cantidad de veces que esté O pero escribiendo
de prisa, no sabriamos diferenciar si el espacio es doble o sencillo; mejor
detengdamonos un poco a pensar.
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Estamos en una circunstancia similar a la inicial, pero con una gran
ventaja, que hemos descubierto la posibilidad de usar la posicién de los
simbolos como ayuda para escribir nimeros de una forma maés breve.

Tenemos, hasta ahora, un solo simbolo (I) para representar todos los
ntmeros (o bueno dos, si asumimos el espacio vacio como otro simbolo), el
cual aparece repetido en cada posicion hasta maximo, una unidad menos
que la cantidad que escogimos como base (jpor qué?).

Si queremos identificar de otra manera si hay solo un I o dos o tres o
cuatro, podemos introducir algunos nuevos simbolos. Por ejemplo, conven-
gamos escribir:

para cuando no aparece el simbolo basico I
para cuando aparezca | vez
para cuando aparezca Il veces

para cuando aparezca IIT veces

@e®Qd®

para cuando aparezca IIII veces

y no mas, porque en el siguiente paso apareceria una unidad para la siguiente
posicion de la izquierda. Utlizando estos nuevos simbolos, el niimero de dias
del calendario juliano es

bO®QE

iY esto ya parece idioma chino!

X % K Kk Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X kK X X
Una situacion frecuente en el estudio de las matemdticas es que
cuando avanzamos en un proceso de abstraccion, podemos susti-
tuir un conjunto de simbolos o ideas por un nuevo simbolo o una
nueva idea. Conjuntos de estos a su vez pueden ser reemplazados
dentro de una teoria por otros cada vez mas abstractos, hasta lle-
gar a conceptos tan sofisticados que darian la impresion de que
estamos hablando sobre nada til.

X % Kk Kk Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X kK X X

Escogimos los simbolos anteriores de manera caprichosa y deliberada-
mente complicados, solo con el propdsito de insistir en que uno puede in-
ventarse lo que se le ocurra; es mejor, por supuesto, que si hay simbolos
inventados para escribir algunas ideas serd mejor usarlos y dejar nuestra
inventiva para cosas mas productivas. Por eso, a cambio de:
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escribimos 0
escribimos 1
escribimos 2

escribimos 3

@E@Qd®

escribimos 4

y nuestro sistema queda con los simbolos 0, 1, 2, 3, 4.
Este sistema tiene las siguientes caracteristicas fundamentales:

1. En él es importante la posicién de los simbolos, pues 34 significa que
I aparece cuatro veces y O aparece tres veces, pero 43 significa que I
aparece tres veces y O aparece cuatro veces. Por esta razén se llaman
representaciones posicionales de sistemas numéricos'. A cada uno de
los simbolos que forma un ntimero lo llamaremos cifra®.

2. El simbolo O no aparece explicitamente en la escritura de los nimeros
pero estd implicito; se llama la base del sistema y lo podemos escoger
de manera arbitraria para reemplazar tantos I como deseemos.

3. Las cifras de las representaciones posicionales no son, como en las
representaciones no posicionales, un nimero de veces otra de ellas;
aqui cada simbolo representa un residuo de hacer grupos de O
elementos?®.

'El primer vestigio de un sistema de numeracién posicional aparece en la cultura ba-
bilénica, donde se escogié como base el 60 para representar nimeros que involucraran los
problemas de mateméticas y astronomia. Aunque este sistema también era aditivo para
los niimeros escritos entre 1 y 60. Otra cultura que utilizé el principio de posicién fueron
los mayas, quienes utilizaban un sistema base 20 para las actividades comerciales y un
sistema hibrido (base 20, base 18; es decir, las dos primeras posiciones correspondian a
potencias de 20, mientras que la tercera a 18 de las de segundo orden) para las actividades
referentes a la agricultura o el tiempo, por cuanto su calendario solar era de 18 meses de
20 dias cada uno. Vale la pena también mencionar que los egipcios aunque agrupaban en
potencias de 10, su sistema no era posicional.

2La palabra cifra también se utiliza frecuentemente como sinénimo de niimero o can-
tidad, pero aqui solo la usamos para referirnos a un simbolo bésico de un sistema de
numeracién posicional. En base diez las cifras suelen llamarse digitos.

3Los babilonios escribfan los ntimeros en grupos separados por espacios. Su escritura se
hacia de derecha a izquierda; cada grupo representaba respectivamente unidades, grupos de
60 y grupos de 3600. Para hallar el nimero representado se efectuaban las multiplicaciones
correspondientes y se adicionaban los productos resultantes. Para representar el cero al
principio dejaban un espacio y luego lo hicieron con cunas oblicuas.

Los mayas escribfan los niimeros en columnas de abajo hacia arriba. El grupo inferior
representaba las unidades, el siguiente grupo el nimero de agrupaciones de 20 y el tercer
grupo, el nimero de agrupaciones de 360. Tenian ademdas un simbolo para representar el
cero con la apariencia de un ojo semiabierto o una concha marina vista de perfil.
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4. Existe un simbolo, el 0, para expresar una posicién vacia?. El cero
“0” de nuestra representacién decimal, como expresién de ausencia de
algiin grupo, aseguran algunos, fue inventado por los indios® alrededor
del ano 718 d.C. pero hay quienes manifiestan que realmente se debe
a un simbolo chino utilizado para llenar espacios.

El niimero cero en la actualidad representa mucho méas que una posicion
vacfa y forma parte fundamental del sistema de los niimeros reales (Spivak,
1992, p. 5).

Tomada de: Allard (1993, p. 36).
Figura 2.1

4La palabra cero proviene de la voz drabe ziffero, que significa lugar vacio, fue inventado
por los indios, pero en América los mayas utilizaron un concepto de cero, mucho antes de
ser usado en Europa para expresar la ausencia de unidades o dias en su sistema.

®Se dice que el simbolo (0) es indio, aunque algunos afirmaban que tuvo su origen
en la letra griega dmicron que es la inicial de la palabra ouden o vacio. Actualmente
se sabe que aunque el simbolo para representar una posicién vacia, en algunas versiones
en la tabla de Ptolomeo se parece a un dmicron, los simbolos iniciales para el cero en
las fracciones sexadecimales griegas eran formas redondas decoradas, ademds, cuando se
consolidé el sistema decimal en el Imperio bizantino durante el siglo XV, se partié de un
sistema alfabético para numerales, quitando las tltimas 18 letras y anadiendo un simbolo
para el cero que tenia diferentes formas y que parecia una hache invertida o un punto.
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2.2. Ejemplos de sistemas de numeracion posicional

2.2.1. Sistema decimal (base 10)

El sistema que usamos en la actualidad y que usa la mayoria de los
paises del mundo es el sistema decimal; parece natural pensar que esto sea
consecuencia de que el ser humano tiene diez dedos en las manos.

Los simbolos bésicos de este sistema los llamamos digitos, palabra que
significa “dedo” en latin.

Este sistema desarrollado por los indios, incluia un simbolo para el cero.
Los arabes lo dieron a conocer en Europa. Por eso, también se conoce como
indoarabigo, aunque el aspecto de sus simbolos ha ido cambiando con el
tiempo, como se observa en la figura 2.1.

2.2.1.1. El sistema de numeracién inca

Al parecer una de las culturas que tuvo un sistema de numeracion de-
cimal fue la inca®, solo que ellos no utilizaban los mismos simbolos que
nosotros usamos en la actualidad, los niimeros eran representados bien con
cuentas o piedrecillas, en su dbaco inca conocido como yupana (derivado del
vocablo quechua yupay que significa contar), o bien con nudos en sus quipus.

2.2.1.1.1. La representacion de los nimeros en el quipu

El quipu’ consta de una cuerda delgada, de aproximadamente un metro
de longitud, de la cual penden otros cordones con distintas longitudes y colo-
res; en uno de ellos hay varios nudos, que pueden ser de tres tipos diferentes,
como se muestra en la figura 2.2.

El primer nudo de la izquierda que se muestra en la figura 2.2, se utilizaba
para representar las unidades de 2 hasta 9 (en la figura se esta representando
el nimero 4 por cuanto hay cuatro vueltas); el segundo tipo de nudo corres-
ponde al que se hacia para representar unidades de primer orden (decenas), o

5Lo conocido de la cultura inca se lo debemos a los datos recogidos por el cronista
inca-espanol, Felipe Guamén Poma de Ayala, en su libro Nueva cordnica y buen gobierno.
Los incas tenfan un sistema social organizado desde los puric (peones), hasta el hono-
curaca (jefe principal del Ayllu), pasando por los cancha-camayo y los pachaca-curaca.
Por cada diez subalternos habia un superior inmediato, luego del hono-curaca estaba el
gobernador de provincia quien hacia de mandatario de cuartel; el imperio se dividia en
cuatro cuarteles, la posicién més alta la ocupaba el sapa-inca (emperador). (Wassen, 1940
y Von Hagen, 1969).

"El quipu se utilizaba para registrar datos importantes, como la cantidad de produc-
cién en las cosechas, el nimero de habitantes, etc., y solo podia ser leido por personas
especializadas, denominados kipucamayocs.
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de segundo o de tercero o ..., segtin la cantidad de estos nudos se interpretaba
la cantidad de unidades del orden correspondiente y el dltimo nudo, en forma
de ocho, se utilizaba para representar exclusivamente el niimero uno.

Tomada de: Ascher y Ascher (1997, p. 2).
Figura 2.2

En la figura 2.3 se muestran como se escribian los niimeros 132 y 417
en el sistema de numeracion incaico; las unidades se representaban en el
extremo de las cuerdas y se ascendia de acuerdo a si los nudos simbolizaban
decenas, centenas, etc.

Tomada de: http://www.foroexplayate.com/phpBB3/viewtopic.php?f=22&t=18727
Figura 2.3

2.2.1.1.2 La representacién de los niimeros en la yupana

La primera representacion conocida de la yupana aparecié en 1615 en la
obra Nueva coronica y buen gobierno, presentada en la figura 2.4. La tabla
alli expuesta es de forma rectangular constituida por cinco filas y cuatro
columnas, en cada una de las casillas se encuentran circulos negros y blancos
distribuidos por columnas, en la primera se encuentran cinco, en la segunda
tres, en la tercera dos y en la ultima un circulo; como se muestra en la
figura 2.5.
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Tomada del: manuscrito de don Felipe Huaman
(citado por Smith y Ginsburg 1997, p. 54).
Figura 2.4 Figura 2.5

A raiz de este esquema surgieron diferentes interpretaciones con respecto
al significado de los circulos negros y los circulos blancos; algunos persona-
jes afirman que los blancos indican posiciones desocupadas y los negros
representan nimeros, los cuales eran simbolizados por los incas con cuentas,
granos de maiz, piedrecillas, semillas, etc. Otros, por el contrario, aseguran
que los circulos negros indican posiciones para sumar y los blancos para
restar; sin embargo, de esta ultima acepcién no se conoce desarrollo alguno.

¢} ¢} ¢} ¢} ¢}
[e}e] [e}e) [e}e) [e}e] [e}e]
¢} ¢} ¢} ¢} ¢}
[e}e] (o) ® O LN [e}e]
[e}e] [e}e) L LN [e}e]
o ®O0 o OO o 00 o 00 oo 0

Figura 2.6

Por otra parte, personas que se han interesado por estudiar las matemati-
cas desarrolladas por la cultura inca, como William Burns Glynn, proponen
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que en los circulos se ubican granos, piedras, etc., de tal manera que ca-
da circulo tiene un valor de uno, pero adquieren valor diferente de acuerdo
con la fila donde se encuentra ubicado; ademds, la casilla donde solo hay
un circulo se utiliza como “memoria”. En la figura 2.6 mostramos cémo re-
presentar el niimero 10673 en la yupana segin la propuesta realizada por

Burns®.

Ejercicios

1.  Elija un cordel corto, del tamano de su murieca y represente alli el ano
de su nacimiento con nudos, a la manera de los incas.

2. FElabore una yupana y represente algunos nimeros.

2.2.1.2. El sistema de numeracion de la antigua china

En la antigua China se utilizaban varillas en bambua para representar
los nimeros en un tablero de calculo. Habia dos formas de representarlos
(figura 2.7).

Tomada de: Perelman (1980, p. 27).
Figura 2.7

De manera tal que la primera cifra de un nimero, de derecha a izquier-
da, se representaba de la primera forma asi como la tercera, la quinta; en
caso de que hubiese y la segunda cifra, la cuarta, la sexta, se hacia de la se-
gunda forma. En la figura 2.8 se muestra la representacion de tres niimeros
utilizando las barritas chinas.

8 Actualmente en el mercado escolar se encuentran yupanas, las cuales son utilizadas
con fines educativos.
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LT =457

Nl = 78639

I L 1 = 1287
Tomada de: Perelman (1980, p. 28).
Figura 2.8

Argumente por qué es posicional el sistema utilizado en la antigua china.
s Es también este sistema de tipo aditivo? Fxplique su respuesta.

2.2.2. Sistema sexagesimal

Los antiguos sumerios (Churchill, 1965, p. 30) construyeron una aritmé-
tica para elaborar un calendario 5700 anos a.C.; ellos mismos desarrollaron
un sistema numeérico con 60 simbolos que luego fue heredado y utilizado con
mucha habilidad por los babilonios?.

La lengua y la escritura utilizadas en las tablillas de periodo mas antiguo
es el acadio, que se superpuso al tipo de lenguaje y escritura sumerios; las
palabras de la lengua acadia consistian en una o mas silabas y cada silaba
venia representada por un grupo de signos que se reducian esencialmente
a pequenos segmentos rectilineos. Los acadios utilizaban para escribir un
prisma de seccién triangular que apoyaban sobre tablillas de arcilla en una
posicién inclinada, produciendo asi unas senales en forma de “cuna’” orien-
tadas en distintas direcciones, por ello su escritura se llamé cuneiforme.
La aritmética alcanzé su més alto grado de desarrollo en la civilizacion
babilénica durante el periodo acadio.

El sistema de numeracién babilénico constaba solo de dos simbolos, una
cuna vertical, que representaba una unidad, y una horizontal para repre-

9Los babilonios habitaban en la antigua Mesopotamia, regién que hoy corresponde a
Trak. A fines del siglo XIX se encontraron en las ruinas de esa regién, unas 400 tablillas de
arcilla y fragmentos de otras con textos matemaéticos que han sido copiadas, transcritas y
traducidas. Estas tablillas datan principalmente de dos periodos: unas, de alrededor del
ano 2000 a.C. y la mayoria pertenecen a un periodo entre el ano 600 a.C. y el afio 300
d.C. Las del primer periodo son las mas importantes en lo que se refiere a la historia de
la matematica.
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sentar diez unidades; a partir de estos dos simbolos y mediante el principio
aditivo, representaban los primeros 59 ntimeros (figura 2.9).
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Figura 2.9
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Los demas nimeros se formaban utilizando ademas del principio aditivo
el posicional base 60 o sexagesimal, es decir, a partir de potencias de 60; esto
es, escribian los numerales de izquierda a derecha en grupos separados por
espacios, cada grupo representaba, unidades, grupos de 60 unidades, grupos
de 60 x 60 = 3600 unidades'®, etc. Para hallar el valor representado en un
numero, se efectuaban las multiplicaciones correspondientes y se sumaban
los productos resultantes (figura 2.10).

Fn la actualidad se sigue empleando el sistema sexagesimal para expresar medidas de
tiempo (horas, minutos, segundos) y de dngulos (grados, minutos y segundos).

51



Actividades matematicas para el desarrollo de procesos légicos

Tomada de: Perelman (1980, p. 11).
Figura 2.10

En algunos libros que tratan las matematicas de la cultura babilénica,
representan los nameros presentados en la figura 2.9, separando las unidades
de cada orden con una coma, de la siguiente manera:

1,5=65

1,23 = 83
5,2 = 302
12,34 = 754
1,12,21 = 4341

Tomada de: Aaboe (1964, p. 21).
Figura 2.11

Aunque en los mas antiguos textos babilonicos no se muestra la presencia
de un simbolo especifico para el cero, al parecer empleaban un espacio en

52



Representaciones posicionales de niimeros

blanco, mas o menos destacado, para indicar la ausencia de unidades de
posicién dada, pero evidentemente esto podia ser mal interpretado y resultar
confuso; luego, durante el periodo seléucida inventaron una doble cuna para
representarlo.

En la figura 2.11 observamos la reproduccion del anverso y del reverso
de una tablilla de la antigua Babilonia; en ambas caras la escritura consiste
en signos simples colocados en dos columnas, senalados por Col. I y Col. II.
En total hay 24 renglones, pero de momento ignoraremos el tultimo.

Observe la figura 2.11 y plantee conjeturas acerca de la informacion que
alli se encuentra escrita. ;De qué se trata esta tablilla?

2.2.3. Sistema vigesimal

La civilizacién maya'® utilizé el principio de notacién posicional para los
numeros e inventd el cero, aproximadamente cien anos antes de la invencién
del sistema arabigo.

Los mayas tenian dos sistemas de numeracion, el comercial que era vi-
gesimal, esto es, basado en potencias de veinte!? y el astrénomo, en el cual
las unidades de cada orden van aumentando como potencias de veinte, ex-
cepto las unidades de tercer orden que corresponden a 18 de segundo orden;
esto motivado en que en su calendario solar'3, un ano es de 18 meses y no
de 20.

Los simbolos del sistema eran tres: e para representar las unidades desde
uno hasta cuatro en distinto orden de posicion, === que designaba el nimero

" QOriginaria de Guatemala, fue una de las culturas més desarrolladas y notables de la
América precolombina. Durante el primer milenio de la era cristiana los mayas tuvieron
una idea precisa de los movimientos del Sol, de la Luna, de Venus y posiblemente también
de los planetas Marte, Mercurio y Jupiter, y tenfan ademés la capacidad de predecir
eclipses de Sol y de Luna. Su precisién en la medida del tiempo les permitié superar
célculos realizados en Europa en la misma época. Por ejemplo, se dieron cuenta de que
un ano solar no tiene exactamente 365 dias sino 365,242.000 dias. Calculos recientes dan
365,242.198 dias para el afo solar verdadero; sin embargo, el afio gregoriano que se usa en
casi todos los paises actualmente tiene 365,242500 dias, lo que constituye un error de 3,02
diezmilésimas frente a un error de apenas 1,98 diezmilésimas del afio maya (Von Hagen,
1960).

121,05 mayas contaban con los dedos de las manos y de los pies. En la lengua quiché el
nimero 20 significa: toda la persona.

3En su calendario se tenfan las siguientes correspondencias:
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cinco y una concha de caracol marino, para representar el cero. Los mayas
escribfan los nimeros de abajo hacia arriba en diferentes posiciones segin
el sistema (comercial o astrénomo).

Los ntimeros del 1 al 19 se representaban como se muestra en la figura
2.12.

O 1 2 3 4
égga e oo oo ceee

5 6 7 8 9

10 11 12 13 14

15 16 17 18 19

Figura 2.12

El ntimero veinte lo representaban como sigue:

N>

Puesto que el punto arriba de la concha representa 1 x 20 y la concha,
el 0.
El ntimero 79, que es igual a 3 x 20 + 19, se escribe:

eoe 3% 20
(X1l
L

20 kines = 1 winal, o 20 dias.

18 uinales = 1 tun, o 360 dias.

20 tunes = 1 katun, 7.200 dias.

20 katunes = 1 baktin, o 144.000 dias.

20 baktunes = 1 pictin, o 2.880.000 dfas.

20 pictunes = 1 calabtin, o 57.600.000 dias.

20 calabtunes = 1 kinchiltin, o 1.152.000.000 dias.

20 kinchiltunes = 1 alautun, o 23.040.000.000 dias.

54



Representaciones posicionales de niimeros

Con estas condiciones, el niimero 4339 en el sistema maya astrénomo es:

FGII:

Y en el sistema comercial:

Escriba en los dos sistemas mayas diferentes nimeros.

2.2.4. Sistema binario (base 2)

Este sistema!? est4 basado solamente en dos simbolos: 0 y 1. Es el lengua-
je ideal para describir situaciones donde se presentan unicamente dos op-
ciones: blanco y negro, verdadero y falso, o para entes que solo distingan
entre si y no; como las computadoras!®: ellas reconocen estos dos simbolos;
cuando pasa corriente por un circuito electrénico, la maquina lo entiende
como 1, si no pasa lo entiende como 0.

Con estos dos simbolos basta para hacer entender a una maquina todo
lo que ella necesita conocer para manejar el transito de una ciudad, llevar
una nave espacial a Marte, calcular el estado del clima, ganarle al campeén
del mundo jugando ajedrez, etc.

Para escribir un niimero en base 2, debemos hacer grupos de 2 elementos,
y si sobra algin elemento esa serd la cifra de las unidades, luego debemos

"Fue creado por el matemdtico alemén Wilhelm Leibniz en el si go XVIL.

1513 sugerencia de utilizar el sistema binario en las computadoras la hizo John Von
Neumann en 1945, desde entonces estas operan en sistema binario para las entradas y
sistema decimal en la salida.
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formar grupos de dos con los grupos resultantes del paso anterior, apuntar lo
que sobra y asi sucesivamente hasta que sea imposible formar nuevos grupos
de 2. Los siguientes son los diez primeros niimeros escritos en sistema decimal
y en sistema binario.

| Base 10 | Base 2

0 1

1
10
11
100
101
110
111
1000
1001
1010

Ne) Nool BN | Rep) NGa) I NOVY [ NGO B

—_
o

Tabla 2.1

Consulte en qué consiste el codigo Gray binario.

2.2.5. Sistema hexadecimal (base 16)

Es un sistema cuyos simbolos basicos son:
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E, F

donde A, B, C, D, E, F representan, respectivamente, los nimeros 10, 11,
12, 13, 14 y 15 del sistema decimal. En base 16, 10 no es diez sino dieciséis,
lo mejor es acostumbrarnos, desde ya, a leer estos ntimeros cifra a cifra, para
este caso, 10 se lee “uno, cero”, esto nos evitara confusiones.

El sistema hexadecimal es muy usado en la programacion de computa-
dores, sobre todo en la descripcion de localizaciones de memoria en los discos
duros y flexibles.

Los ordenadores o computadores modernos son maquinas de calculo rapi-
do; la parte de la maquina que sirve para la ejecucién directa de operaciones
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se llama unidad aritmética. La parte que regula el trabajo de toda la maquina
se llama dispositivo de control y la parte que almacena los resultados se llama
dispositivo de memoria.

La memoria es un almacén de nimeros y signos convencionales que se
registran eléctrica o magnéticamente en cinta o en disco. El caracter grabado
puede ser leido o borrado, grabdndose otro en su lugar. Los dispositivos de
memoria constan de miles de celdas y cada celda, de varias decenas de
elementos magnéticos; para registrar los nimeros por medio del sistema de
base dos, cada elemento imantado expresa el 1 y los no imantados, el 0.

Caracter Configuracion bits Codigo hexadecimal
A 1010 0001 Al
B 1010 0010 A2
C 1010 0011 A3
D 1010 0100 A4
E 1010 0101 A5
F 1010 0110 A6
G 1010 0111 A7
H 1010 1000 A8
1 1010 1001 A9
J 1010 1010 AA
K 1010 1011 AB
L 1010 1100 AC

Tabla 2.2

En computadores la unidad de informacién basica, un 0 o un 1, se lla-
ma bit, 8 bits forman un byte y cada caracter (cualquier simbolo que una
maquina de procesamiento de datos puede leer, almacenar e imprimir) se
puede representar por un byte; es decir, un niimero binario de ocho cifras, lo
que significa que podemos especificar 256 posibles caracteres basicos (spor
qué?). Los 256 caracteres se pueden colocar en un cuadrado de 16 de lado; es
decir, que cualquiera de ellos se puede especificar con nimeros hexadecimales
de solo dos cifras. La primera cifra hexadecimal corresponde a las primeras
cuatro cifras binarias de la izquierda y la segunda, a las otras cuatro. En la
tabla 2.2 se muestran algunos de ellos.
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2.2.6. Otros sistemas (bases 1, 3, 4, 5, etc.)

Utilizando el mismo principio de construccién pueden hacerse sistemas
de numeracion en cualquier base; algunas de ellas son poco usadas, otras
son usadas por algunas culturas; por ejemplo, en la lengua makua del norte
de Mozambique, las palabras thanu (cinco) y miloko (diez) constituyen la
base del sistema de numeracién. Asi, seis se dice thanu na moza (cinco més
uno) y siete, thanu na pili (cinco més dos). Veinte se dice miloko mili (diez
veces dos) y treinta, miloko miraru (diez veces tres).

| Numero de la base |

16 10 9 8 7 6 5 4 3 2

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 10

3 3 3 3 3 3 3 3 10 11

4 4 4 4 4 4 4 10 11 100
) ) ) ) ) ) 10 11 12 101
6 6 6 6 6 10 11 12 20 110
7 7 7 7 10 11 12 13 21 111
8 8 8 10 11 12 13 20 22 1000
9 9 10 11 12 13 14 21 100 1001
A 10 11 12 13 14 20 22 101 1010
B 11 12 13 14 15 21 23 102 1011
C 12 13 14 15 20 22 30 110 1100
D 13 14 15 16 21 23 31 111 1101
E 14 15 16 20 22 24 32 112 1110
F 15 16 17 21 23 30 33 120 1111

Tabla 2.3

En el dialecto balante de Guinea-Bissau se mezclan las bases 5 y 20,
mientras que la lengua beté de Cote d’'Ivoire emplea tres bases: 5, 10 y
20, lo que da para decir 56, por ejemplo, golosso-ya-kogbo-gbeplo; es decir,
“veinte veces dos més diez (y) cinco (y) uno”.

FEn la tabla 2.3 aparecen los quince primeros nimeros escritos en distintas
bases; observe la secuencia de formacion.
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Para indicar la base en que un numero esta expresado se acostumbra
escribirla en la parte inferior derecha de él, asi 654g o con un paréntesis,
654 (g). Si la base esta establecida desde el principio no se escribe y si no se
hace ninguna referencia a ella se supone que es base diez.

2.2.7. Sistema unario

Un sistema posicional con un solo niimero, digamos 1, es llamado unario.
En él cualquier niimero es denotado por una cadena de unos y es equivalente
al sistema no posicional que construimos en el primer capitulo pero con un
solo sfmbolo.

Ejercicios

1. Consulte qué otras culturas tenian sistemas de numeracion posicionales.

2.  FEstudie como escribir numeros en base factorial, es decir, que en la
primera posicion de derecha a izquierda se escriban las unidades; en
la segunda, los conjuntos de 1 x 2 = 2!; en la tercera los conjuntos de
1 x2x3=23!;en la cuarta los conjuntos de 1 x 2 x 3 x 4 = 4l y
ast sucesivamente.

3. Ya es tiempo de ir creando. Piense en otra forma de sistema de nu-
meracion posicional. ;Qué se le ocurre? Desarrolle la idea represen-
tando algunos niumeros.

2.3. Operaciones

Centraremos ahora nuestra discusion en construir procedimientos, que
como ya dijimos también llamamos algoritmos, para efectuar las operaciones
fundamentales en diferentes bases. De nuevo los métodos no son tnicos, son
propuestas hechas y discutidas por los alumnos en el salén de clase, que por
supuesto pueden modificarse, que es lo deseable.

2.3.1. Adicién

Continuemos en la base O = IIIII, que construimos al principio de este
capitulo. Si queremos adicionar'® dos cantidades, por ejemplo 3423 y 413

16Usaremos los signos habituales + y — para denotar la adicién y la sustraccién respec-
tivamente, estos fueron empleados por Widman, en un libro de aritmética publicado en
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debemos inicialmente adicionar las cifras de la derecha (que llamaremos de
las unidades) en ambos niimeros para saber si logramos formar conjuntos de
I con O elementos; en este caso 3 + 3 = IIIIII = (IIIII) I = O I, lo cual en
nuestra nueva notacién se escribe 11, lo que significa que al hacer conjuntos
de O elementos tenemos un residuo de uno (1), el cual corresponde a la
cifra de las unidades de la suma, y que hemos formado un conjunto de O
elementos, lo cual se tiene en cuenta para la adicion de las siguientes cifras de
los sumandos; es decir, este conjunto (de O unidades) serd adicionado a los
de las cifras que siguen a la izquierda de las unidades llamadas quinquenas
(por su analogia con decenas), para este caso:

2+1=(00)0

y le agregamos O del grupo que se formo en el paso anterior, asi obtenemos
O O O O, que en nuestra notacion es 4.

Continuamos adicionando las cifras siguientes de la izquierda de las quin-
quenas que llamaremos biquinquenas, esto es:

44+4= (OHOHOHOH)(OHOHOHOH)
— (OHOHOHOHOH)OH OHOH
— OHIOHOHOH

lo que escrito en nuestra notacién es 13 biquinquenas, es decir 1 triguinquena
y 3 biquinquenas; asi que llevamos 1 y escribimos 3 biquinquenas para el
resultado final.

Por tltimo adicionamos la cantidad de O que tenemos en cada nimero

340= OIII OIII OIII

y le agregamos O que corresponde al conjunto que se formé en el paso
anterior, obteniendo O QM O O | que equivale a 4 triguinquenas.
Por lo tanto:
3423 + 413 = 4341.

Este proceso es el conocido desde la escuela para adicionar nimeros
naturales, solo que alli se utilizaban conjuntos de diez elementos llamados
decenas y conjuntos de diez decenas llamados centenas, etc.

Alemania en 1489. Widman los utilizé para indicar un exceso o un déficit, como “més”o
como “menos”, pero pronto empezaron a usarse como signos de las operaciones de adicién
y sustraccion.
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Al parecer no hemos avanzado mucho, hemos llegado a los mismos resul-
tados que llegé la humanidad hace cientos de anos, solo que ahora entende-
mos el porqué y debido a esto podemos generalizar este método a cualquier
base, sabiendo que a pesar de que la notacién es diferente, las ideas de fondo
y los resultados son los mismos.

X % K Kk Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X kK X X
Muchas veces serd necesario tomar ldpiz y papel para sequir una

lectura en matemdticas.
X K K Kk K X K K X K Kk X X K X X X ¥ X *x X

Ejemplos

1. En base 2 el lector puede verificar que 1111001 + 1011 = 10000100.

2. En base 5 la tabla de la adicién es:

+ 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 10
2 2 3 4 10 11
3 3 4 10 11 12
4 4 10 11 12 13

Tabla 2.

Asi que 34 4+ 44 = 133.

3. En base 16 se tiene que 9AE + 743 = 10F1.

¥ ok K K K X Kk K K K K K X X % Kk X kK kK Kk ¥
También es costumbre en matemdticas, que el lector verifique las
afirmaciones que se hacen en un texto y que muchas veces no se

explicitan.
X % K K Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X kK X X
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Ejercicios

1. Haga sus propuestas para realizar adiciones en sistemas de numeracion
antiguos como el babilonico o el maya. Luego haga las consultas nece-
sarias que le permitan comparar sus propuestas con las ideas originales
de tales culturas, tal vez se sorprenda..., positivamente, claro.

Algunas culturas no tenian sistemas de numeracion escritos, como los
incas, y por ello utilizaban dbacos para hacer sus operaciones.

2. Proponga una manera de sumar utilizando el dbaco inca (la yupana,).

3. Consulte cémo hacer adiciones en el dbaco chino (suanpan) y en el
dabaco japonés (soroban). ;Cudl de estos es utilizado por los invidentes?

2.3.1.1. Propiedades de la adicion

Como en el capitulo anterior, luego de que se han hecho muchas adi-
ciones, es posible observar comportamientos regulares, propiedades que le
son comunes a todas ellas sin importar la base en que sean realizadas. De-
bido a que algunas de ellas aparecen con frecuencia, reciben nombres como:

2.3.1.1.1. Propiedad asociativa

Si en una adicién hay tres o mas sumandos'’, hay varias maneras de
efectuar la adicién. En el caso de tres, podemos adicionar los dos primeros
y al resultado le adicionamos el tercero, o primero adicionar los dos tltimos
y adicionar este resultado al primero; la propiedad asociativa de la adicién
asegura que el resultado de la adicién serd el mismo sin importar cual de las
agrupaciones sea elegida para efectuar la operacion.

Esto parece tan natural que casi podriamos considerar innecesario men-
cionarlo, sin embargo, hay situaciones que pueden llevar a confusiéon cuando
se mezclan operaciones que no tengan esta propiedad con otras que si.

Por ejemplo, el caso de tres comensales que van a un restaurante y piden
tres platos cuyo valor unitario es $10 000; en el momento del pago el dueno
del restaurante otorga un descuento de $5 000 a la cuenta total, el mesero
decide devolver $1 000 a cada comensal y quedarse con $2 000 a manera de
propina. En este punto empiezan los problemas, pues cada comensal pagd en
total $9 000, lo que nos da una suma de $27 000 que sumamos a los $2 000

"Los tres sumandos no tienen que ser diferentes.
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que tomo el mesero, dan $29 000 y han desaparecido $1.000. ; Ddnde estd el
error?

2.3.1.1.2. Propiedad conmutativa

Cuando contamos, es intuitivamente evidente que el resultado no cambia
si lo hacemos en un orden o en el orden contrario (contar al revés), las
adiciones son cuentas simplificadas, por lo tanto tampoco deberian variar,
como en efecto sucede, por ejemplo:

243=3+2

este comportamiento es el mismo en todos los sistemas de representacion de
nimeros.

Ejercicios

1.  De sequro usted ya noto otras reqularidades en las adiciones, haga una
lista de ellas.

2. FEn la adicion
THT7+777 4. 777777 ...

encuentre el digito que ocupa el lugar 100 de la suma. Resuelva el
mismo problema en otras bases.

3.  FEnuncie un argumento que explique la siguiente adicion.

123456789
123456789
987654321
987654321
+ 2
2222222222

Enuncie un resultado general para cualquier base.

Construya adiciones similares cuyos resultados sean niumeros cuyas
cifras sean solo unos, solo treses, etc. Repita el ejercicio en base 7 y
enuncie un resultado general para cualquier base.
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4. s Cudntas veces aparece cada digito del 0 al 9 en la lista de los nimeros
del 1 al 1007 Resuelva el mismo problema en base 13.

5.  Encuentre las sumas para las siguientes adiciones indicadas, en base
dos:

1+11=
1+11+111=
1411411141111 =
1+11+---+ 11111 =
1+11+---+ 111111 =

Liste las siguientes cinco adiciones y halle las sumas correspondientes.
Repita los calculos en bases tres, cuatro y cinco y plantee un resultado
general.

6. Resuelva las siquientes adiciones en base tres'®:

2422=
2+22+222=
24224222 42222 =
2422+---422222 =
2422+---4222222 =

Proponga las siguientes cinco adiciones y encuentre las sumas corres-
pondientes.

Con base en lo anterior, responda:
a. ;El nimero de unos consecutivos que se obtienen en las sumas
depende del nimero de doses del ultimo sumando?
b. ;Es posible que el numero de unos consecutivos en la suma se

mantenga para dos adiciones distintas? Justifique su respuesta.

Enliste las siguientes diez adiciones, encuentre las sumas correspon-
dientes y compruebe sus conjeturas.

BEste ejercicio fue ideado en conjunto con el profesor Yeison Sénchez en 2013-1.
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Con base en lo anterior, conteste:

c. ;Cudntos doses debe tener el ultimo sumando para que el nimero
de unos consecutivos en la suma, sea el mismo que el niumero de
unos consecutivos obtenidos en la suma de la adicién anterior?

d. sCudntos unos consecutivos tiene la suma, si el ultimo sumando
tiene cincuenta (50) doses? 5 Ciento veinte (120) doses?

e. sCudntos unos consecutivos tiene la suma, si el ultimo sumando
tiene n doses?

Estudie, de manera similar, las adiciones:
34334+ ---4+3333...333 en base 4,

4+44 + .-+ 4444 .. .444 en base 5

Y plantee una conjetura mds general al respecto de lo estudiado.

K Ok Kk X K K Kk K X K K Kk K X X K Kk K X X X
Habra notado la insistencia que hemos hecho en traducir cada
ejercicio a cualquier base; en realidad, lo que importa es no-
tar que hay ciertas relaciones entre los numeros que son inde-
pendientes del sistema que se utilice para representarlos. Asi,
un maya y un ruso encontrardn las mismas relaciones entre los
numeros sin importar la simbologia utilizada. Justamente alli se
encuentra la transicion entre la aritmética y el dlgebra, en donde
se estudian las leyes generales que relacionan los niumeros, inde-
pendientes del lenguaje utilizado.

X Ok Kk X K K Kk K X K K Kk K X X K Kk K X X X

2.3.2. Orden en los nimeros naturales

Como establecimos en la seccion 1.1.2 del capitulo 1, al considerar las
representaciones de dos cantidades diferentes o bien todos los simbolos de
una de ellas esta explicita o implicitamente en la otra o viceversa, esto
significa que en cada caso una cantidad es la suma de la otra con otra
cantidad; si representamos las dos cantidades con a y b o bien existe una
cantidad u tal que

a+u=>
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en cuyo caso decimos que a es menor que by lo notamos a < b o que b es
mayor que a y lo notamos b > a; o bien existe una cantidad v tal que

b+v=a

en cuyo caso decimos que b es menor que a.
La relacién “ser menor que” entre cantidades, en matemadticas la lla-
mamos un orden estricto.

2.3.3. Sustraccién

Como se colige de la seccién anterior, dados dos ntimeros naturales cua-
lesquiera a y b, siempre es posible determinar una de las dos cantidades u
o v, pero no ambas. La cantidad u se determina si a < b y la llamamos la
diferencia entre b y a, y la notamos

u=>b—a.
la cantidad v se determina si b < a y la notamos
v=a-—b.

El procedimiento para determinar w o v lo llamamos sustraccion o
restal?.

Esto establece una relacién entre la adicion y la sustraccién que habi-
tualmente se utiliza como mecanismo de prueba para verificar si efectuamos
alguna de ellas de manera correctas:

a+b=c eslomismoque c—a=0b otambién c—b=a

asi, para probar si la sustraccion c—a = b estd bien efectuada, basta adicionar
a a b para obtener como resultado c.
Por ejemplo, la sustraccion

8§—3=5
es correcta en cualquier base mayor que 9, puesto que en ellas se tiene que

5+3=28.

YDebemos insistir en que, en el sentido moderno del término operacidn, la sustraccién
no es una operacion entre niimeros naturales, pues para ello se requiere que todas las sus-
tracciones posibles de niimeros naturales tengan un resultado en los niimeros naturales,
aqui solo es posible cuando el minuendo es mayor o igual que el sustraendo. Sin embar-
go, para nuestros propésitos actuales este no es un obstéculo insoslayable, por lo que lo
pasaremos por alto, de momento.

El signo mds antiguo para indicar la sustraccién es (A), que utilizaban los antiguos
egipcios, se encuentra en el papiro de Rhind.
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X ok K K Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X K X X
En matemdticas, por fortuna, existen mecanismos para determi-
nar si lo que estamos haciendo es correcto o no; procedimientos
de verificacion que nos permiten decidir, por nosotros mismos, si
nuestras afirmaciones son vdlidas; jno debemos confirmarlo con
otra persona!

X ok K K Kk K X K Kk Kk K X K K Kk K X X K X X

No estamos interesados en explicar una manera de sustraer; esperamos
que usted invente sus propios procedimientos; le mostraremos enseguida un
ejemplo de un algoritmo para restar en base 6 y le sugerimos que lo explique.

5435013
— 53435
53411314

Estudie las siguientes sustracciones y exprese en cudl base estan hechas,
ses posible que una misma sustraccion sea correcta en bases distintas? ;En
cudles casos?

345323 753403 545023
— 54201 — 54201 - 34001
261122 688202 511022

2.3.3.1. Ecuaciones de la forma  + a = b

Las relaciones mencionadas anteriormente entre la adicion y la sustrac-
cion se utilizan también para encontrar alguno de los niimeros que no estan
escritos?? en una adicién o en una sustraccién; por ejemplo, si queremos
averiguar cual es el niimero que adicionado con 345 g nos da como resultado
4325 ¢, debemos escribir esta adicién en otra de sus formas equivalentes y
obtener el niimero buscado como el resultado de otra operacién.

208i en una igualdad donde participan operaciones entre nimeros ignoramos alguno (o
varios) de ellos, la llamaremos una ecuacién. Encontrar el (o los) ntimero(s) que ignoramos
es resolver la ecuacion.
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En nuestro ejemplo representemos con la letra x el nimero buscado; la
suma es:
345 ¢ + x = 4325,

que puede escribirse,
43256 _3456 =X

de donde vemos que para hallar z debemos efectuar la sustraccién y este
proceso ya lo sabemos hacer; el resultado es 3540¢. Para probar que el
resultado es correcto adicionamos 3540 g con 345 g y debemos obtener 4325 g.

X % K kK Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X kK X X
Toda esta discusion parece muy simple, pero asegurese de que lo
entiende bien haciendo algunos ejercicios inventados por usted.
X % K K Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X kK X X

Por supuesto, podemos partir de la segunda o tercera forma de la igual-
dad; es decir, podemos averiguar cudl es el nimero que sustraido de 7652 ¢
nos da como resultado 231 ¢; si de nuevo representamos?!
buscado planteamos:

con z el nimero

76529 —x =231¢g
que puede escribirse como
76529 —231lg==x
resultado que puede obtener el lector sin mayor dificultad.
¥ Ok ok K K ok K K K K K K X K K x kK Kk ¥ kK
Suponemos que debe ir soltando la mano para que se acostumbre
a hacer operaciones en otras bases; el nimero necesario de ejer-

cicios depende de su voluntad y comprension.
X k% K Kk Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X kK X X

Ejercicios

1. Para comparar numeros relativamente grandes, el procedimiento que
utilizamos no es el descrito. ;Como saber cudl de los siguientes dos
numeros es el mayor, si estan escritos en base 127

6532098672245677 'y 6532098762245677

sImporta la base? ;Y si comparamos dos numeros que no tengan el
mismo numero de cifras? Justifique las afirmaciones que haga.

21Es costumbre llamar incdgnita al nimero buscado y notarlo x, aunque naturalmente
podemos representarla con cualquier otro simbolo.
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2. Haciendo las cuentas en base 7, ;para cudles valores de © se cumple

que:
a) x> 37

b) x+12 > 357
c) x—42 > 637
d) 54—z > 167

Justifique sus procedimientos.

3. Con las cinco cifras del numero 12345 se pueden formar 120 nimeros,
st los nimeros se escriben en orden ascendente, desde

12345 12354 12435 12453 hasta 54321

¢ Qué numero es el que ocupa el lugar 759

2.3.3.2. Propiedades de la sustraccion

Contrario a lo que sucede con la adicion, la sustraccion no tiene tantas
propiedades, por ejemplo:
2.3.3.2.1. La sustraccion no es asociativa

Por céalculo directo se ve que:
(12— 4)—3#12— (4—3)

y si hacemos sustracciones y adiciones, esta combinacién de operaciones
tampoco puede asegurarse que con cualquier agrupacién se obtenga el mismo
resultado, por ejemplo:

30000 — (3000 + 2000) # (30000 — 3000) -+ 2000.

i.Le recuerda esta desigualdad algin problema de comensales?

2.3.3.2.2. La sustraccion no es conmutativa

Para que una sustraccion pueda hacerse es necesario que el minuendo
sea mas grande que el sustraendo, de modo que si invertimos la operacién
y tomamos el minuendo como sustraendo y el sustraendo como minuendo,
la sustraccion ya no se puede efectuar, pero si suponemos que da el mismo
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resultado llegamos a una contradiccién; por ejemplo: 3 —2 = 1, si la sustrac-
cién fuera conmutativa 2 — 3 deberia ser también igual 1, de ser asi 3 + 1
deberia ser igual a 2, lo cual no es cierto, pues sabemos que 3 + 1 = 4; por
lo tanto la sustraccién no es conmutativa.

2.3.3.2.3. Otras relaciones entre la adicién y la sustraccion

A pesar de que la sustraccién no tiene tantas propiedades como la adi-
cién, podemos establecer combinacionaciones de sumas y restas que son
utiles a la hora de argumentar.

Dados a, b y ¢ nimeros naturales, se cumplen las siguientes igualdades
cuando las sustracciones son posibles.

Pl.(a+c¢)—c=a
P2.a+(b—a)=0

P1 es solo otra manera de escribir la igualdad (a+c¢) = (a+c¢) y P2 otra
forma de escribir (b —a) = (b —a).

P3. (a+b)—c=(a—c)+Db

Argumentacion®?.

Si llamamos (a + b) — ¢ = x entonces a + b = z + ¢ (1) y si llamamos
a — ¢ =y entonces a = y + ¢ (2), de modo que si reemplazamos (2) en (1),
por las propiedades asociativa y conmutativa de la suma, conseguimos

(y+e)+b=xz+c=(y+b)+c
O lo que es lo mismo
(y+b)=(r+c)—c

Y por P1
(y+b) ==z

Y reemplazando x y y conseguimos el resultado

(a—c)+b=(a+b)—c

2] Jamamos argumentacién y no prueba ni demostracién puesto que no estamos dentro
de un sistema axiomatico con axiomas y teoremas en una secuencia rigurosa. Es mas bien
una exposicién de razones para justificar nuestros procedimientos.
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P4. (a+b)—c=a+ (b—c).

Argumentacion.
(a+b)—c=(b+a)—c Propiedad conmutativa de la suma.
=0b—-c)+a Por P3.
=a+(b—rc) Propiedad conmutativa de la suma.

Ejercicios

1.  Encuentre otras propiedades para la sustraccion.

2. Coloque en cada casilla marcada por el simbolo 1 un nimero, para que
los resultados coincidan con los numeros dados, trabajando en base 7:

0 5 0 6
+ 4
1 2

6 3 0O
0o 3 0

¢ Cudntas soluciones diferentes hay?

3. a. Encuentre todas la soluciones posibles para las siguientes cripto-
sumas®® en la base indicada. En las criptoaritméticas cada letra
representa una cifra, letras iguales representan cifras iguales y la

primera letra de cada palabra no puede ser cero.

NUBES MAMA 0OJOo

+ NUBES +PAPA + LFE
LLUFEVE B E B Eg P E G Oy
UN O TU CORTO 1T
+UN O + YO +CORTO + IS
D O Sg D O Sg L ARG Og TOPs

b. Explore si en otras bases las anteriores criptosumas tienen solu-
cion.

2 Algunas de las cuales fueron disenadas por los estudiantes: Cesar Acosta, Lady Sua,
Carlos Martinez, Valeria Romero, Diego Romero y Erika Laiton, en 2013-1.
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X Ok Kk X K K K K X K X K kK Kk K X X kK X
En esta clase de ejercicios, es mds tmportante el proceso
de solucion que la solucion misma; los procedimientos de
solucion son muy itiles para generalizar problemas y se usan
frecuentemente en la programacion de computadores cuando
los problemas permiten una sistematizacion tal.

X Ok Kk X K K K K X K X K K Kk K X X kK K

Escriba un algoritmo que permita resolver acertijos de este tipo, em-
pezando con una cifra; por ejemplo, resolver problemas de la forma:

en base 6, luego en base 8, etc. Luego ponga dos veces el simbolo [;
por ejemplo:

(]
+ 3

O

sEn qué condiciones existe la solucion?, ;cudntas soluciones existen?,
shay una manera general de resolver el problema en cualquier base?

Intente resolver el mismo problema pero ahora con dos cifras y una
sola incégnita, luego con dos, etc. Si el empeno se lo permite, formule
y estudie un problema mds general. El programa ECUACIOL que aparece
en el apéndice puede ayudarle a resolver esta tarea.

Por cada problema bien resuelto en clase de matemdticas, recibe 8
puntos como mota; pero en cambio por cada problema mal resuelto
o no resuelto le descuentan 5. Si le presentan 26 problemas y usted
tiene como nota 0. ;Cudntos problemas trabajo, y de estos, cudntos
resolvid bien?

Dos muchachos atados a los extremos de una cuerda suben una escalera
de 100 peldanos, y lo hacen alterndndose, es decir, que mientras uno
sube el otro descansa. La longitud libre de la cuerda que los ata es igual
a la separacion de 10 peldanos; se trata de saber cudl llegard primero
arriba. El que inicia el juego puede subir hasta diez escalones, pero
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para, por ejemplo en el 4°. El otro, solo puede subir hasta el peldario 14,
porque la cuerda no da mds; pero puede detenerse antes, por ejemplo en
el 11. El primer jugador puede ahora llegar hasta el 21. 'Y asi continian
hasta el fin. sEn qué peldanos debe detenerse un jugador para llegar
primero? (Tomado de Caro, 1936)2%.

2.3.4. Multiplicacién

Ya en el capitulo anterior definimos la multiplicacién entre dos niimeros
naturales como una operacién que simplifica una adicién en la cual todos
los sumandos son iguales?®; por ejemplo, si en base siete tenemos 5+ 5 + 5,
podemos expresar esta adicién como la multiplicacion entre 3 y 5, estamos
repitiendo 3 veces 5, asi:

5+5+5=21=3x%x5

Donde x es el signo de la multiplicaciéon®® y los nidmeros 3 y 5 son
llamados factores, el primero (3) indica la cantidad de veces que se repite
un sumando?’ y el segundo (5) es el sumando que se repite, aunque podria
ser al revés?®, pero por ahora, asumédmoslos asi.

24Obviamente, el juego puede hacerse sin escalera y sin cuerda, entre dos personas que
apuestan a ver quién llega primero a 100, diciendo cada uno un ntmero mediante la
condicién de que el nimero que dice el uno no puede exceder en mas de 10 al que dice el
otro.

%5Geglin Gémez, Puchalt, Vivé, Diez, Pastor, Jordd y De la Rosa (2001), a partir de
un andlisis histérico de libros de textos, se encuentran tres significados diferentes para la
multiplicacién, una, la més antigua, es la que presentamos en este libro, aquella en la cual
se interpreta la multiplicacién como tomar varias veces repetidas un mismo nidmero; otra,
en la que se entiende la multiplicacién en términos de proporcién y una tercera, debida
al movimiento de las matematicas modernas, en la cual la multiplicacién corresponde al
cardinal de un conjunto producto.

26E] signo x para la multiplicacién fue empleado por William Oughtred en Inglaterra,
en 1631. En 1644, Herigone, utilizé un rectdngulo para indicar la multiplicacién entre
dos numeros separados por una coma; por ejemplo: 15,3 para indicar 5 x 3. En la se-
gunda mitad del siglo XVII se encuentra el uso de la estrella de seis puntas o asterisco
(*) y el famoso punto (- o ) como signo de multiplicacién fue introducido por el céle-
bre matematico Leibniz el 29 de julio de 1698 en una carta dirigida a John Bernoulli,
argumentando que se confundia con x.

2TReiteramos que el nimero 3 en el ejemplo no representa la cantidad de veces que se
suma, pues en 5+ 5+ 5 solo sumamos dos veces.

Z8En algunos textos, sobre todo en los escolares, no se le llaman factores a los términos de
la multiplicacién sino multiplicando y multiplicador y hacen la diferencia indicando que el
primero es el nimero que se ubica antes del signo de multiplicacién y que el segundo indica
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En el capitulo 1 se propuso una manera para efectuar multiplicaciones
con el sistema de nimeros que alli construimos, tal forma iniciaba haciendo
una tabla de multiplicacién con los simbolos del sistema, para este caso, co-
mo estamos trabajando en diferentes bases de niimeros tendriamos que hacer
una tabla para cada base. Recordemos que tal tabla la configurabamos a par-
tir de la definicién de multiplicacién entre dos nimeros, llamados factores,
como una adicion donde uno de tales ntimeros es el sumando que se repite
y el otro indica la cantidad de sumandos.

Supongamos entonces que deseamos multiplicar 201 y 23, en base cuatro.
Lo primero que debemos construir es la tabla de multiplicacién en base
cuatro, para lo cual hacemos una tabla de doble entrada, de manera que en
la primera fila y en la primera columna escribimos los simbolos de la base:
0, 1,2y 3 (tabla 2.5).

w N~ O X

Tabla 2.5

Pero al iniciar a completar la tabla, aparece el primer problema, ;qué in-
dica cada uno de los simbolos de la base? ;Son unidades? Por ejemplo, en
el nimero 234, el 3 indica tres unidades, en cambio en 324, el 3 indica tres
conjuntos de cuatro unidades; entonces, jese 1 que estd en la tabla 2.5 es una
unidad?, jun conjunto de cuatro unidades?, jun conjunto de cuatro de cua-
tro (de dieciséis), ...7 Para no complicarnos, supongamos, por el momento,
que todos los simbolos en la tabla representan unidades.

Ahora, jqué significa 0 x 07 ;Repetir cero veces el cero? jEso no tiene
sentido! (Deténgase a pensar y presente alguna propuesta). Dejemos por
ahora, esta casilla vacia y continuemos. Completemos entonces la casilla
correspondiente a 1 x 0: jqué significado tiene? Como ya dijimos antes,
el primer factor indica la cantidad de veces que se repite el segundo; asi:
1 x 0 = 0, pero aqui también hay un problema, si 0 es un sumando, se

la cantidad de veces que se repite el sumando (el multiplicando) en la suma que se expresa
mediante tal multiplicacién. También hay indicios de que estos términos (multiplicando y
multiplicador) datan de los drabes (s. XIII), pues en un extracto del libro de Ibn al Banna
se hace referencia a ellos, aunque no se definen, solo se utilizan. Para ver un poco mas de
detalle acerca de esto se puede consultar Gémez, Puchalt, Vivd, Diez, Pastor, Jorda y De
la Rosa (2001) o Smith (1958, p. 104).
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requiere otro sumando, pues la adicién es una operacion binaria... jOtra
casilla vacia!l; sin embargo, para 2 x 0 y 3 x 0 no tenemos inconveniente.
También podemos diligenciar otras celdas de manera similar; asi las cosas,
se representa como en la tabla 2.6.

w N = O X

Tabla 2.6

Observemos que 2 x 3 = 3 x 2. ;jSorprendente no? (Tal vez para usted,
realmente no sea tan sorprendente, a estas alturas de la vida, ya nos han
acostumbrado a no sorprendernos por estas cuestiones, pero si lo piensa por
un momento, notard que en efecto es asombroso).

Prosigamos, jcémo terminamos de diligenciar nuestra tabla? Podemos
aceptar que asi como 2 x 3 =3 x 2, tambiénloes2x0=0x2,3x0=0x3,
2x1=1x2y3x1=1x3,yademas, que si el primer factor es 1, no poner
tanto problema a que no haya otro sumando?’, asf se cumplird que 1 x0 =0
y 1 x 1 = 1; con esto, solamente nos resta aceptar que la primera fila la
completamos con ceros asumiendo que el orden de los factores no altera el
producto y que 0 x 0 = 0 (tabla 2.7).

X 0 1 3

0 0 O 0

1 0 1 2 3

2 0o 2 10 12

3 0o 3 12 21
Tabla 2.7

Continuando con nuestro interés inicial, copiar el procedimiento que uti-
lizamos en el primer capitulo para multiplicar, efectuemos la operacién an-
teriormente propuesta (201 x 23, en base 4), para ello, debemos multiplicar
cada simbolo de un factor por cada simbolo del otro factor, pero hay que

290 también podriamos pensar, como sugerfa el profesor Carlos Federicci (q.e.p.d.), que
estamos sumando el segundo factor con un cero, es decir, 1 X 2 lo podemos entender como
una vez 2 sumado con cero: 1 x 2 =24 0.
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hacer modificaciones porque este sistema es posicional. Al multiplicar el 1
del primer factor por el 3 del segundo factor, no hay problema, el resultado
es 3, pues el 1 representa unidades y el 3 también, por lo tanto el resultado
también es 3 unidades; pero al multiplicar el 1 por el 2 del segundo factor, no
tenemos unidades por unidades sino una unidad por 2 cuatrenas (conjuntos
de cuatro unidades. Las llamaremos asi por analogia con la palabra dece-
nas), recordemos que en la tabla que hicimos solo consideramos unidades,
pero la verdad es que no importa si son unidades o cuatrenas o dieciseisenas
o sesenta y cuatroenas o ... ({por qué?).

Si tenemos por ejemplo 3 cuatrenas x 2 unidades, esto significa 3 cua-
trenas + 3 cuatrenas = 12 cuatrenas; es decir 3 x 2 = 12, lo que interesa es
tener en cuenta, para el caso que nos ocupa, que unidades por cuatrenas da
cuatrenas (jpor qué?); esto es:

1 unidad x 2 cuatrenas = 2 cuatrenas, lo que es equivalente, en términos
de unidades, a: 1 x 20 = 20.

En otras palabras, 1 por 20 es lo mismo que 1 por 2, pero agregando un
cero (Piense en que esto explica el porqué cuando multiplicamos un nimero
cualquiera por 10 o por 100 o por 1000 ... solo basta multiplicar el nimero
por uno y agregar tantos ceros como haya después del 1. Justifique esta
idea). Es decir que podemos utilizar la tabla ubicando los productos en el
lugar que corresponda o interpretar cada cifra de cada factor en términos
de unidades, esto es:

201 x 23 = (2 dieciseisenas X 2 cuatrenas) + (2 dieciseisenas X 3 unidades)
+ (0 cuatrenas x 2 cuatrenas) + (0 cuatrenas x 3 unidades)
+ (1 unidad x 2 cuatrenas) + (1 unidad x 3 unidades)
= 10 sesenta y cuatroenas + 12 dieciseisenas—+ 0 dieciseisenas

+ 0 cuatrenas + 2 cuatrenas + 3 unidades.
Lo cual, en términos de unidades equivale a:

201 x 23 = (200 X 20) + (200 x 3) + (0 x 20) + (0 x 3) + (1 x 20) + (1 x 3)
= 10000 + 1200 + 0 + 0+ 20 + 3 = 11223
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Y si lo escribimos verticalmente, equivale a:

2 0 1
x 2 3
1
1 2
0
0
2
+ 3

Ejercicios

1.  Realice todas las tablas de multiplicar desde base 2 hasta base 16,
plantee algunas multiplicaciones en distintas bases y resuélvalas.

2. Justifique el algoritmo usual de multiplicacion a partir de un ejemplo®.

2.3.4.1. Propiedades de la multiplicacién

La multiplicacién®! es una operacién que se construye a partir de la

adicién. sSerd razonable esperar que algunas de las propiedades de la adi-
cion, sean heredadas por la multiplicacion? Si observamos muchas multipli-
caciones notamos que se tienen las propiedades:

30E] algoritmo que utilizamos actualmente para multiplicar fue llamado por Luca Pacioli
Multiplicatio bericocoli vel scachierij y aparece en su tratado Stima (1494) como se muestra
a continuacion.

Multiplicandus.
Produ[;entes. 9876
Multiplicans. 67809
S[8]8[8]4]
7lololo}s
6lo|1]3][= schachieri
[5]9]2]5]6 Bericuocolo
summa 6 704816 4

Tomado de: Smith (1958, p. 107).
311La multiplicacién es una operacién elaborada, los griegos usaban la tabla pitagérica

que conocian antes de Pitagoras. Los babilonios empleaban tablas de cuadrados, y para
los romanos la operacién era lenta y trabajosa.
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2.3.4.1.1. Propiedad asociativa

Verifique que la multiplicacion cumple la propiedad asociativa.

2.3.4.1.2. Propiedad conmutativa

i.No le parece extrano que la multiplicacién sea conmutativa? ;Cémo es
posible que sea lo mismo colocar 17 veces el 35 y adicionar, que colocar
35 veces el 17 y adicionar? Pareciera que las dos adiciones nada tuvieran
en comun. Sin embargo verifique que la multiplicacion es conmutativa sin
importar la base en que sea efectuada. Proponga una explicacion para esta
propiedad.

2.3.4.1.3. Existe un elemento idéntico para la multiplicacion

El ntimero 1 tiene un comportamiento particular en los ntimeros na-
turales cuando se multiplica con los demds, si aplicamos la definicion de
multiplicacién? obtenemos de manera natural que

nx1l=n.

Como en ocasiones anteriores, si queremos preservar la propiedad con-
mutativa para la multiplicacién, debemos convenir que 1 multiplicado por
cualquier nimero también da como resultado el mismo nimero; simbdlica-
mente lo escribimos

Ilxn=n

en donde la letra n puede ser reemplazada por un ntimero cualquiera, aunque,
como ya hemos dicho, no se puede efectuar una adicién con un solo ntimero.
También convenimos?? que

O0xn=0

si queremos que la multiplicacién se mantenga conmutativa en todos los
casos, puesto que n veces adicionado 0, si es 0.

32 Algunas veces se usa el stmbolo x (no cursiva) para denotar multiplicacién; en otras
ocasiones el punto, y cuando no hay lugar a confusién no se escribe signo alguno.

33Este resultado se puede obtener de otras formas cuando hayamos estudiado un poco
mas a fondo las propiedades de las operaciones adicién y multiplicacién.
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2.3.4.1.4. Propiedad distributiva de la multiplicacién respecto a
la adicién

Otra propiedad que ya hemos utilizado para realizar multiplicaciones y
que resulta muy ttil para simplificar los algoritmos de multiplicacion es que
si multiplicamos un ntmero por la suma de otros dos, el resultado es el
mismo que adicionar los resultados de los productos del primero con cada
uno de los sumandos; en simbolos podemos expresar esto escribiendo:

Si a, b, ¢ representan nimeros naturales cualesquiera, entonces

ax (b+c)=axb+axec.
Podriamos visualizar un poco esta propiedad, pensando en la siguiente
adicion:
4x(34+5)=0B+5)+B+5+B+5)+(3+5)
=(34+3+3+3)+(5+5+5+5)
=4x3+4x5

O justificarla geométricamente con:

3 5 3 5

Figura 2.13

O con una distribucion espacial de puntos:

4 + 3 4 3
° ° ° °
° ° ° °
o o ° ° °
3x (44 3) = (3 x4) +  (3x3)
Figura 2.14

El procedimiento méas conocido para la multiplicacion en base 10 se deri-
va de la propiedad distributiva de la multiplicacion con respecto a la adicién
(explique) y es adaptable para multiplicar en cualquier base.
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2.3.4.1.5. Propiedad distributiva de la multiplicacion respecto a

la sustraccion

Si a, b, ¢ representan nimeros naturales cualesquiera, entonces cuando

las restas son posibles,
a(b—c) =ab—ac

Argumentacion.

Si llamamos ab — ac = y entonces ab = y + ac y si llamamos b —c =z
entonces b = ¢+ x, de modo que por la distributiva de la multiplicacién con

respecto a la suma,
ab=a(c+zx)=ac+ax

o sea que ab = ac + az, lo que significa que
ab —ac = azx = a(b— ¢).

Que es el resultado deseado.

Ejercicios

1. ;En qué base estd 31 =2 x 177

2. Coloque paréntesis para que obtenga una igualdad

3:9-5+2-8-3+1=22

3.  Resuelva el siguiente acertijo en base 7.

o O
X 6 6 6
o oo
o oo o
[
4 5 0 0O 0O 4

4.  Verifique la propiedad distributiva de la multiplicacion respecto a la
sustraccion y busque una explicacion.

5.  sIntuye alguna relacion entre las propiedades de la adicion y las de
la multiplicacion? Elabore una argumentacion que explique las ultimas
en términos de las primeras.
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6. A continuacion aparecen algunas multiplicaciones efectuadas por medio
de algoritmos distintos al usual, todos consecuencia de la historia de
las matemdticas. Para cada uno de ellos,

1. Realice por lo menos un ejemplo en base 10 y otro en una base
diferente.

1. Describa el algoritmo.

1i. Indique si el algoritmo se puede utilizar para cualquier base. Si
no, presente qué modificaciones haria para que fuese aplicable.

w. Presente diferencias del método con el algoritmo usual.

v. Busque una justificacion para cada procedimiento.

A. Método egipcio: en el papiro de Rhind**, un manual de antiguas
matematicas egipcias, escrito alrededor de 1700 a.C., se describe la si-
guiente forma de multiplicar. Para multiplicar, por ejemplo, 25 x 27 se
hace lo siguiente (Newman, 1997, p. 97):

o 1 vez 27 es 27
2 veces 27 son 54
4 veces 27 son 108

e 8 veces 27 son 216

e 16 veces 27 son 432

Los nimeros marcados en la primera columna suman 25, por lo tanto
25 veces 27 se obtiene de adicionar los nimeros correspondientes en la
dltima columna; por lo que

25 x 27 =27 + 216 + 432 = 675.

Este procedimiento nos sugiere un método para multiplicar en base 2:
sabemos que para multiplicar por dos, un nimero en base 2, basta agre-
gar un 0; asi si queremos multiplicar 11011 que corresponde a 27 en base
10, por 25 (en base 10), basta hacer lo siguiente:

34E] més antiguo de los papiros egipcios que data aproximadamente de la dinastia doce
(2000-1788 a.C.), el papiro de Moscu, se halla en el British Museum de Mosci. El papiro
de Rhind, que se conoce también como papiro de Ahmes, por el nombre de su autor, tiene
30 cm de alto y 6 cm de largo, fue comprado en 1858 en una ciudad del Nilo por el escocés
Henry Rhind, del cual se deriva su nombre.

En ellos aparecen los conocimientos que sobre aritmética posefan los egipcios, el sistema
de numeracién y algunas operaciones. Los papiros contienen problemas y soluciones, 85
en el papiro de Rhind y 25 en el papiro de Mosc.
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o 1 vez 11011 es 11011
10 veces 11011 son 110110
100 veces 11011 son 1101100
e 1000 veces 11011 son 11011000

e 10000 veces 11011 son 110110000

y adicionamos los valores senalados, obteniendo 1010100011.

Quiza el método no sea tan practico o inteligente para un humano de
esta época, pero tiene sus ventajas.

. Método grafico con lineas: este curioso método de multiplicar es
atribuido a mayas, chinos e indios, hay quienes aseguran que se debe a
los primeros y que esta basado en el principio Tzeltal; otros, que se debe
a los segundos y que se fundamenta en que los chinos utilizaban varillas
de bambui para representar los niimeros.

12 x 23 \/

Ast: Por tanto:
12 x 23 = 276 13 x 24 = 312
Figura 2.15

No es de nuestro interés dilucidar de quién es originariamente este méto-
do, lo que nos interesa es ver en qué consiste, asi que observe los ejemplos
presentados en la figura 2.15 para interpretar cudl es el procedimiento®®.

35Una estrategia que utilizamos con frecuencia para validar nuestro conocimiento, en

este caso, la interpretacion de este método de multiplicar es consultar si otros han visto lo
mismo, una manera de hacerlo es mediante la Internet, en particular para el tema que nos
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91 una de las cifras es cero, como se podria sequir el método? Haga sus
propuestas.

Método grafico con circulos: multipliquemos, con este método,
23 x 32. Primero dibujamos dos circulos concéntricos por cuanto la
primera cifra del primer factor es 2; asi:

Figura 2.16

Como nuestro segundo factor tiene dos cifras hacemos otra copia de la
figura anterior:

Figura 2.17

Ahora dibujamos tres circulos concéntricos porque la segunda cifra del
primer factor es tres y repetimos tal figura dos veces también, debajo
de las anteriores, de esta manera:

Figura 2.18

Seguidamente, trazamos tantos radios como indique la primera cifra del
segundo factor, en los circulos ubicados en la primera columna, esto es:

ocupa, vale mencionar que ingresando por un buscador cualquiera se encuentran no solo
documento sino videos alusivos a este método, una direccién donde se halla uno de ellos
es http://www.youtube.com/watch?v=7Z01_50ja7al (extraido el 16 de julio de 2013). Le
sugerimos que antes de ir a consultar a otras fuentes, lo intente primero usted solo, sin
duda. jEs gratificante hacer hallazgos propios asi otros ya los hayan hecho antes!
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© ©

Figura 2.19

De manera similar, trazamos tantos radios como indique la segunda cifra
del segundo factor en los circulos ubicados en la segunda columna:

© ©

Figura 2.20

Ahora, trazamos unas rectas que separen los circulos en secciones asi:

©

Figura 2.21

Contamos, para cada seccion, en cudantas partes quedaron divididos los
circulos sumando las partes de una misma seccién; obteniendo:
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() D

>

DE

13 6

Figura 2.22

Por lo tanto, 23 x 32 = 736.

Al igual que en el método anterior®, jcémo wutilizaria este método si

en las cifras de los factores hubiese ceros? ;No le parece curioso que
para multiplicar se haya requerido dividir —los circulos—? Proponga una
explicacion para este hecho.

D. Métodos scacchero (cachieri o por bericuocolo), por cuadrila-
tero y gelosia (o enrejado, graticola, de las celdas, de la cua-
dricula, por galeras, de las casas, musulman, drabe o hindd): la
figura 2.23 forma parte de una pagina de la obra Aritmética de Treviso
publicada en Treviso (Italia) en 1478, impresa para aquellos interesados
en las actividades comerciales. Inicialmente, descifre lo que en ella se
encuentra escrito.

Estas figuras muestran algunos de los métodos utilizados para multi-
plicar®’, algunos de los cuales o con sutiles modificaciones, se encuen-
tran en Internet bajo los nombres de método musulman, arabe, indio o

hindu.

36Al igual que para el método anterior, también circulan en Internet algunos videos
referidos a este método. Una direccién es
http://www.youtube.com/watch?v=YC7ndb0ms;jl (extraido el 16 de julio de 2013).

¥Dice Smith (1958) que en Lilavati (1150), obra de Bhaskara —indio-, se presentan
cinco métodos para multiplicar, los cuales fueron ampliado a ocho por Pacioli (1494) en
su obra Stuma. Los cinco métodos que aparecen en la figura de la Aritmética de Treviso
fueron considerados por Pacioli.
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Uoglio pero che tu intendi che fono aleri modi ve
moltiplicare per feachiero:li quali laffaro al ftudf
o tuo:iettendo li exempli foi folamenee in fozma,
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Tomado de: una pagina de la Aritmética de Treviso
(1478, citado por Smith y Ginsburg, 1997, p. 51).
Figura 2.23

Los arabes, desde el siglo X, usaban un método para multiplicar que

llamaban método de las casas, que se podria representar de la siguiente

manera38:

Los numeros a multiplicar se colocaban en la parte superior de un
cuadrilatero dividido en cuadrados; en cada uno de ellos se escribia el
producto de cada una de las cifras de uno de los factores por cada una de

38 Aunque hay quienes afirman que el método era originalmente indio y que data desde
el siglo V.
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las cifras del otro factor y luego se adicionaban en diagonales empezando
por las unidades; asi, para 987 x 987, se hace lo que sigue:

9 8 7

81 72 63 (987 x 9)

72 | 64 56 (987 x 8)

63 | 56 49 (987 x 7)
Figura 2.24

Como la adicion en diagonales algunas veces causaba problemas, au-
tores drabes como Ibn al-Band (fallecido en 1321) y Al-Kashi (fallecido
en 1429) propusieron trazar diagonales en cada cuadrado para que el
método fuera més seguro. De aqui surge un método para multiplicar
(Goldstein, 1995) llamado gelosia o graticola, debido a Luca Pacioli, con
este método la anterior multiplicacién se efectuaria asi:

Inicialmente se disponen los ntimeros alrededor de un cuadrilatero divi-
dido en cuadrados en los que se inscriben los totales a uno y otro lado
de las diagonales, orientadas de acuerdo con la posicién de los niimeros
de partida (figura 2.25):

9 8 7
AVAVAVAE
YAV AVAR
AV A
Figura 2.25

La adicion de nimeros en diagonal, empezando por el cuadrado inferior

derecho, da el producto 974169, que se inscribe en los lados libres de la

gelosia®.

39Esta palabra designaba el entramado de madera o hierro que, como el mucharabiah
arabe, permite ver sin ser visto desde el interior de una casa y protege el pudor de las
mujeres.
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Los indios, a diferencia de los arabes, dibujaban el rectangulo apoyado
en uno de sus vértices y en dos de sus lados se ubican los factores (figura
2.26).

Figura 2.26

Por tanto 324 x 238 = 77112.

. Método del castelluccio o del castillo: otro procedimiento para
multiplicar (Goldstein, 1995, p. 47), llamado del castellucio o del castillo,
también de Luca Pacioli, que puede considerarse como un antecesor de
la forma moderna, se ilustra en la siguiente figura, multiplicando 9876
por 6789:

9876 S Per.7.

6789 1 Pooua.
é1101000
431200

476230
40734
Sim. 07048164

Pacioli (1494, citado por Meavilla, 2009, parra. 16).
Figura 2.27
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No obstante, en la tercera linea, de abajo hacia arriba, en la figura 2.27,
muy seguramente no es 476230 sino 475230, que corresponde al producto

de 6789 y 70.

F. Método por crocetta (o casella) o cruzado: el método por crocetta
o cruzado también fue mencionado por Pacioli y aunque fue muy efecti-
vo para multiplicar factores de dos cifras, Pacioli también lo utilizé para
mas cifras. Enseguida una copia de Pacioli junto con su explicacién (tra-
ducida al espanol), para la multiplicacién 37 x 37.

Lrocerta. o vero caftdla.

<

[ T

Figura 2.28

Primero asienta uno debajo del otro como se ve y
empieza por la primera figura diciendo 7 por 7 hacen
49. Pon el 9 debajo de la raya y toma 4 para las
decenas. Después, haz la cruz y di una vez 8 por
7, hacen 21. Después, otra vez 8 por 7, hacen 21.
Suma estos dos productos, o sea 21 y 21, hacen 42
y 4 que tentas en la memoria hacen 46. Escribe el 6
y guarda 4. Después multiplica las ultimas figuras,
o sea 3 por 8 hacen 9, y 4 que guardabas hacen 13.
FEscribe el 13 al lado del 6 y el 9 que habias puesto
antes y resultard 1369. (Pacioli, 1494, citado por
Meavilla, 2009, parra. 20-21).

He aqui otro ejemplo para niimeros de mas de dos cifras:

Figura 2.29

G. Método triangular: en la figura 2.30 aparece un método, que lla-
mamos triangular, para multiplicar; posible antecesor al algoritmo que
utilizamos en la actualidad. Interprete lo que aqui se presenta.

89



Actividades matematicas para el desarrollo de procesos légicos

Tomada de: Campligio y Eugeni (1992, p. 180).
Figura 2.30

H. Método ruso: en algunos pueblos de Rusia multiplicaban utilizando el

siguiente procedimiento que utiliza divisiones sucesivas por dos en una
parte y duplicaciones en la otra parte. Veamos:

Para multiplicar 18 x 7 se hace lo siguiente:

18 7
14

Ahora multipliquemos 136 x 342 también en base 10:

136 342
68 684
34 1368
17 2736
8 5472
4 109474
2 21888
1 43776

46512
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Si aun no ha identificado la particularidad de los ndmeros tachados, le
sugerimos observar, en la primera columna, los niimeros correspondien-
tes a los tachados y su particularidad en relacion con los deméds de la
primera columna.

Ademdas de resolver las tareas planteadas piense en si es posible triplicar
en la primera columna (y no duplicar como se muestra en el algoritmo) y
en dividir entre tres en la otra columna (y no entre dos como se presenta,)
¢ Funcionaria el algoritmo?

I. Método de Napier: varias culturas de la Edad Media y del Renacimien-
to utilizaron dbacos para efectuar sus operaciones (consulte una manera
de multiplicar utilizando algun dbaco o cree la propia con base en algin
dabaco existente), pero los métodos resultaban muy tediosos; con la inven-
cion del sistema de numeraciéon decimal, tales instrumentos de célculo
fueron abandonados; no obstante, gracias a la invencion del sistema de
numeracién base dos o binario, un matematico del siglo XVI, descubri-
dor de los logaritmos, cre6 un tablero muy eficaz para realizar cuentas,
llamado el 4baco Napier®?, poco popularizado; algunos autores conside-
ran que este fue el inicio del sistema binario, antes de que Leibniz lo
expandiera.

) ) ® 1

512 256 128 64 32 16 8 4 2 1
Figura 2.51

El tablero de fichas o dbaco de Napier consiste en una cuadricula de
las dimensiones deseadas, cuyas filas y columnas estdn marcadas con
potencias de 2 (1, 2, 4, 8, 16, 32, 64,...); sin embargo, Napier decia que
era suficiente con un tablero de ajedrez y fichas.

4ONapier también creé un conjunto de regletas para efectuar multiplicaciones conocidas
como huesos de Napier, las cuales no presentamos en este texto, pero que invitamos al
lector a consultar para que se dé una idea.
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Para ubicar un niamero en el dbaco, este se descomponia como suma de
potencias de dos y de esta manera, en una misma fila (o columna), se
disponia una ficha por cada potencia de dos existente en la descomposi-
cion, de tal forma que en cada casilla solo se ubicara, a lo més, una ficha,
pues dos fichas en una misma casilla corresponden a una ficha de la casi-
lla siguiente ({por qué?). En la figura 2.31 mostramos la representacién
del niimero 100 en la primera fila del abaco, de acuerdo al valor de las
casillas.

Aunque Napier sumo, rest6, multiplicd, dividié y extrajo raices cuadradas
con su abaco*!, en esta seccion solo nos ocuparemos de la multiplicacién.

Supongamos que deseamos multiplicar 35 x 27; primero ubicamos cada
factor sobre el tablero, uno en la primera fila, de abajo hacia arriba y el
otro, en la primera columna de la derecha, asi:

128

64

32

® |16

® |8

4

e |2

° L o |1

128 64 32 16 8 4 2 1
Figura 2.52

Posteriormente, ubicamos fichas en las intersecciones de las filas y colum-
nas que tienen fichas (figura 2.33).

41E] lector interesado puede remitirse al capitulo 8 de la obra de Martin Gardner (1987,

pp. 103-118).
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128

64

32

° e | ® |16

° e | o |3

4

° ° e |2

° e | e |]

128 64 32 16 8 4 2 1

Figura 2.33

Después, movemos todas las fichas del tablero hacia la primera colum-

na de la derecha, a la manera como corren los alfiles en el ajedrez
(figura 2.34).

® 512
p

® [256
p

128

® |64
p

° of32
s

® o|is
)

/] o |38

e |4
e

e 0|2
)

] o |1
128 64 32 16 8 4 2 1

Figura 2.34
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Luego, se aplica el hecho de que dos fichas en una casilla corresponden
a una ficha en la casilla siguiente (figura 2.35).

® 512
® P56
® [128
64
® |32
® |16
8
4
2
e |1
128 64 32 16 8 4 2 1

Figura 2.35

Con lo que se obtiene el producto buscado; es decir:

1+16 432+ 128 4 256 + 512 = 945 = 35 x 27

Ademas de las preguntas planteadas para este ejercicio, proponemos
otras: jcomo se efectia el algoritmo si los numeros a multiplicar son
pares*?? ;Como se modificaria el dbaco de Napier si en lugar de con-
stderar potencias de dos para cada casilla, considerdramos potencias de

tres? ;Como se efectuaria una multiplicacion con esta variacion?

J. Multiplicacién fulminea: segin Malba Tahan, autor del libro El hom-
bre que calculaba, esta manera de multiplicar fue utilizada por matema-
ticos como Fourier (1831) y Cauchy (1840). El método se presenta a
continuacién a través de un par de ejemplos que el lector debe interpre-
tar, como hemos hecho antes (figura 2.36).

42Con la experiencia de los cursos en los cuales se ha utilizado este libro vale la pena
mencionar que muchos estudiantes, respecto a esta pregunta, concluyen variando el método
de forma tal que las fichas de los factores no se ubiquen dentro del abaco sino fuera de él.
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135 x 234 37856 x 234
1 3 5
4 3 2 2 =1x2 0037856
4 3 2 9 =1x3+3x%x2 432 6
4 2 2 3 =1X4+3x3+5x2| 0432 23
3 2 2 7 =3x4+5x%x3 00432 049
4 3 2 2 0| =5x4 000432 0062
3 1.5 9 0 0000432 00059
00000432 000038
135 x 234 = 31590 000000432 0000024
37856 x 234 = 8858304

Figura 2.56

7. Consulte como multiplicaban otras culturas, por ejemplo los babilonios,
los griegos y los romanos.

8. Consulte todos los métodos para multiplicar propuestos por Pacioli y
no expuestos aqui, realice ejemplos y expliquelos.

9. Antiguamente era comun ensenar a los ninos métodos de multipli-
cacion especiales para ciertos nimeros (lamentablemente esta prdactica
en la ensenanza de las matemdaticas se ha perdido), lo cual les ayudaba
al hacer cdlculos mentales sin necesidad de recurrir a mdquinas como
la calculadora (muy posiblemente por eso es que los comerciantes en
las plazas de mercado son mds habiles haciendo cuentas que cualquier
matemdatico titulado); ensequida presentaremos algunos métodos para
multiplicar por ciertos niumeros a través de ejemplos en base 10.

1. Léalos, interprételos y realice otros ejemplos en base 10.
1. Intente extenderlos a otras bases.

1ii. Describalos formulando las condiciones necesarias para que se
satisfagan.

w. Presente argumentos que los justifiquen.
I. Una famosa multiplicacion abreviada

1 7

O >
=W 0o

4
7
1

DN W
O > Gt
ool oo X
~N| =
=N N
> X
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W= N
O = =
W Ot
| &=~ o
N[O W
| oo X

II. Un par de multiplicaciones abreviadas

El calculista colombiano Jaime Garcia®® ha escrito un manual (Garcia,
2004) con el objetivo de comunicar algunas de las técnicas que utiliza
para hacer calculos mentales, aqui presentamos dos de ellos a partir de
ejemplos elaborados a partir del manual:

a) Método 1: para multiplicar 21 x 61, hacemos:

1x1=1
2+6=38
2x6=12

Asi, 21 x 61 = 1281.
Otro ejemplo para este mismo método: 21 x 31

1x1=1
2+3=5
2x3=6

Luego, 21 x 31 = 651.

b) Método 2: si se desea multiplicar, por ejemplo 44 x 25, hacemos
lo siguiente:

44 +2 =22
22+-2=11

Por tanto, 44 x 25 = 1100.
Ahora, otro ejemplo; digamos 65 x 25:

65 —1 =064
64 +2 =32
32+2=16

Asi, 65 x 25 = 1600 + 25 = 1625.

43Quien ha indicado que sus habilidades con el cdlculo mental se debe a que desde nifio
se interesd por el manejo del abaco y a partir de esto fue ideando estrategias para aprender
a hacer operaciones mentalmente de forma tal que al competir con sus compaferitos, él
resultara ganador. Actualmente ha ganado varios récords guinness por ser mas rapido que
las calculadoras o los computadores a realizar algunas operaciones aritméticas.
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III. Por complementos®*

94 X 93

Factores: 94 93
Complementos: 6 7

94 —-7=93—-6 =87
6x7=42

94 X 93 = 8742

91 X 96

Factores: 91 96
Complementos: 9 4

91 —-4=96—-9 =287
9x4=236

91 X 96 = 8736

IV. Con cifras especiales®

36X76 47X 67 21 x81
3x7=21 4x6=24 2x8=16
214+6=27 244+17=31 16+1=17
6x6=236 TxT7=49 1x1=1
36 x 76 = 2736 47 x 67 = 3149 21 x 81 = 1701

V. Con las manos

También las manos han sido utilizadas para realizar multiplicaciones.
Presentamos una manera para encontrar la tabla del 9.

Para multiplicar cada digito por 9, disponemos las manos como se
muestra en la figura 2.37, numerando cada uno de los dedos con los
digitos.

Si queremos multiplicar nueve por uno, basta doblar el niimero nomina-
do con uno, asi nos quedaran nueve dedos a la derecha del dedo doblado;
asi, 9 x 1 = 9; ahora, si deseamos multiplicar 9 x 2, similarmente,
doblamos el dedo numerado con 2, como se muestra en la figura 2.38.

“Estos ejemplos estdn basados en la obra de Perelman (1980, p. 6).

4>Multiplicaciones como estas fueron propuestas por los profesores Carlos Zuluaga y
Huego Cuéllar en un Encuentro de Geometria y Encuentro de Aritmética al que asistié uno
de los autores de este texto.
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Figura 2.37

A la izquierda del dedo doblado nos queda un dedo, el cual nos indica
la cantidad de decenas en el producto buscado y a la derecha del dedo
doblado quedan ocho dedos, los cuales corresponden a la cantidad de
unidades del producto; es decir que 9 x 2 = 18.

Figura 2.38

Si vamos a multiplicar 9 x 3, doblamos el dedo nimero tres, asi nos
quedaran levantados dos dedos a la izquierda y siete a la derecha, por
lo que 9 x 3 = 27. De manera analoga se hace para hallar los demas
resultados de la tabla del nueve.

10. Consulte como realizar otras multiplicaciones con las manos y busque
una explicacion para el método consultado.

98



Representaciones posicionales de niimeros

2.3.5. Division

Si conocemos el resultado de un producto pero ignoramos alguno de los
factores, es posible hallarlo mediante una division%; el factor desconocido lo
llamamos cociente®”, que representamos con la letra ¢; el factor conocido lo
llamamos divisor y lo representamos con la letra d; el resultado del producto
lo llamamos dividendo y lo notamos con la letra D. Dicho de otro modo, si
D =+ d = c es porque ¢ X d = D. Por ahora no consideramos situaciones en
la que alguno de los niimeros sea cero.

La divisién de D (dividendo) entre d (divisor) con cociente ¢, se puede

indicar de uno de los tres modos siguientes*®:

Dxd=c Dld__ %:D/d:c

Por supuesto, también se tiene que si D +~ d = ¢, entonces D + ¢ = d.

Esta clase de division se llama exacta, se dice también que el dividendo
es multiplo del divisor.

Como ya dijimos, las operaciones de multiplicacion y divisién exacta no
son independientes, hay relaciones entre ellas, andlogas a las que existen
entre la adicién y la sustraccién, que también, en este caso, se utilizan como
mecanismo de prueba para verificar si efectuamos alguna de ellas de manera
correcta. Las tres escrituras siguientes expresan exactamente lo mismo:

axb=c es lo mismo que c+-b=a o también c+-a="b

45Como la sustraccién, la divisién no es una operacién entre ntmeros naturales, en el
sentido moderno de la palabra, pues no toda divisiéon entre niimeros naturales tiene como
resultado un nimero natural; pero de nuevo esto no nos causa problemas para nuestros
propositos actuales. Es la méds compleja de las “operaciones” de la aritmética, por lo que
su aparicién fue un poco tardia. Babilonios e indios fueron los primeros en conocerla. Los
métodos actuales para resolver la divisién se derivan de los indios, quienes disponian en
una mesa de arena los elementos de la operacién; dividendo, divisor, cociente y residuo.
Estos conocimientos fueron transmitidos a Europa por los arabes; Leonardo de Pisa los
expuso en 1202 en Italia.

4TEtimolégicamente la palabra cociente significa, cudntas veces.

48Los drabes indicaron la divisién en forma de fracciones; Rahn empleé el signo <+ para
la division en un libro publicado en 1669, indicando que el punto encima de la linea da la
posicién del dividendo o numerador de una fracciéon y el punto por debajo de la linea, la
del divisor o denominador.

En 1202, Leonardo de Pisa (Fibonaci, hijo de Bonaci) introdujo el uso de la raya hori-
zontal entre los niimeros para indicar la divisién (tomado de los textos drabes). En 1684,
Leibnitz introdujo como signo de divisién los dos puntos (:) usado actualmente en muchos
paises.
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asi, para probar si la division ¢+a = b esta bien efectuada, basta multiplicar
a X by obtener como resultado c.

2.3.5.1. Propiedades de la divisién

Al igual que la sustraccion, la division no es conmutativa y no es aso-
ciativa, pero si cumple la propiedad distributiva de la divisién respecto a la
adicién, cuando el simbolo de la divisién estd a la derecha del de la suma.

2.3.5.1.1. Propiedad distributiva a derecha de la divisién respecto
a la adicion

Si a, b, ¢ representan nimeros naturales cualesquiera diferentes de cero
y las divisiones son posibles, entonces

(a+c)+=b=(a=+b)+ (c+D).

En palabras, si tenemos la suma de dos numeros dividida entre un
nimero, el resultado equivale a adicionar los resultados de las divisiones
de cada sumando con el divisor dado; o escrito de una manera mas usual,
asi:

a+b a b

C C C

Pero debemos tener cuidado, porque si la suma estd a la derecha de la
division, la igualdad ya no se tiene, o sea que no se cumple:

b+(a+c)=(b+a)+ (b+c)
o de otra forma
b b b
_|_

at+c’ a c

por ejemplo:

24+ (6+2)#(24+6)+ (24+2)
24+ 8+ 4+ 12
3416

2.3.5.2. Ecuaciones de la forma ax = b

Como en el caso de la adicion y la sustraccion, estas relaciones se utilizan
también para encontrar alguno de los niimeros que no estan escritos en una
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multiplicacién o una divisiéon; por ejemplo, si queremos averiguar cual es
el nimero que multiplicado con 357 nos da como resultado 453 7, debemos
escribir esta multiplicacion en otra de sus formas equivalentes y obtener el
numero buscado como el resultado de otra operacién.

En nuestro ejemplo, representemos con la letra x el nimero buscado; la
multiplicacién®® es:

35 7T = 453 7
que puede escribirse,
4537 +3b7 ==z

de donde vemos que para hallar z debemos efectuar la division y este pro-
ceso ya lo sabemos hacer; el resultado es 12 7. Para probar que el resultado
es correcto®® multiplicamos 357 - 127 y obtenemos 453 7.

Ejercicios

1. Construya algunos ejercicios escribiendo productos y divisiones donde
uno de los nimeros no estd escrito de manera explicita® , hasta que el
proceso sea natural para usted.

2. Si a partir del 37 (en base 10) multiplicamos por mailtiplos de 3 obte-

nemos
37T x3=111
37 x 6 =222
37 x 9 =333
37 x 12 =444
37 x 15 =555
37 x 18 = 666
37T x21="T77

49En este caso, por ejemplo, no es aconsejable usar X para denotar la multiplicacién,
por la posible confusién con el nimero buscado z.

%0Seguramente ya noté que casi todas las ideas (y hasta las palabras) coinciden con
la seccién sobre relaciones entre la adicién y la sustraccion, lo que dice que no estamos
aprendiendo cosas nuevas; los dos procesos son esencialmente el mismo.

51Un detalle importante es que el punto de partida es un producto o una divisién
donde escondemos un nimero con el propésito de hallarlo después; no estamos hablando
de encontrar un nimero que multiplicado por otro nos dé un resultado establecido de
antemano, porque posiblemente dicho ntimero no exista. Por ejemplo, en base 10, no
existe un nimero natural que multiplicado por 3 nos dé como resultado 8. Debemos estar
sequros de que la solucion existe; es decir, que es un numero natural, si no fuera asi no
podriamos aplicarle las reglas que establecemos para ellos.
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¢ Bxisten otro par de nimeros que nos den los mismos resultados?

3. Observe la siguiente secuencia de hechos curiosos e intente encontrar
una reqularidad:

i. En base 3 el nimero 2 multiplicado por sus dos primeros multiplos
(exceptuando el cero) da 11 y 22 respectivamente:

2x2=11
2x11 =22

#. En base®® 4 el nimero 13 multiplicado por 3 o por un miltiplo
de 3 (exceptuando el 0), da como producto un nimero formado
por tres cifras iguales al multiplo de 3 utilizado; asi:

13 x3 =111
13 x 12 = 222
13 x 21 =333

i74. En base 5 el namero 124 multiplicado por 4 o por sus multiplos
(menos el cero), da como producto un niimero formado por cuatro
cifras iguales al multiplo de 4 utilizado:

124 x4 =1111
124 x 13 = 2222
124 x 22 = 3333
124 x 31 = 4444

iv. En base 6, al multiplicar 1235 por 5 o por sus multiplos (desde
1 hasta 5), se genera como producto un nuimero de cinco cifras
iguales al multiplo de 5 utilizado, asi:

1235 x 5 = 11111
1235 x 14 = 22222
1235 x 23 = 33333
1235 x 32 = 44444
1235 x 41 = 55555

®2Desde ahora se omitird el subindice que senala la base en la cual estamos trabajando,
debido a que esta se explicita en el subtitulo.
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v. En base 12 si multiplicamos 123456789B por B o por sus mul-
tiplos (multiplos tomados desde 1 hasta B) encontramos como
producto un niimero de once cifras iguales al multiplo de B usado,
verifiquelo:

123456789B x B = 11111111111
123456789B x 1A = 22222222222.

Son todos los que estan pero no estan todos los que son, porque en
base 7 podemos obtener la siguiente tabla:

202 x4 =1111
202 x 11 = 2222
202 x 15 = 3333
202 x 22 = 4444
202 x 26 = 5555
202 x 33 = 6666

que no es de la misma forma que veniamos observando.

sEn qué bases podemos elaborar una tabla con la caracteristica de la
anterior?, jcudndo es posible, de cudntas maneras diferentes puede
hacerse?

4.  En una seccién anterior observamos que el orden de los niimeros na-
turales puede definirse utilizando la adicién. Con un procedimiento
andlogo defina un nuevo orden, pero en este caso utilice la multipli-
cacion. Estudie los conjuntos de niumeros que son “mds grandes”que
un numero dado. ;Hay elementos comunes en estos conjuntos cuando
se escogen como iniciales nimeros distintos?

2.3.5.3. Divisién con residuo

La idea fundamental, cuando intentamos dividir una cantidad entre otra
es, como dijimos en el capitulo 1, repartir la primera cantidad en grupos que
tengan la segunda cantidad, y esto no siempre es posible hacerlo de manera
exacta; por lo general sobra un residuo. ;Coémo procedemos para efectuar
dicha reparticién en este caso, si las cantidades estan escritas en una base
cualquiera? Antes de sequir intente encontrar una manera propia.
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Para construir un algoritmo que permita efectuar divisiones con residuo
en una base cualquiera, podemos utilizar dos ideas: la suposicion de que la
base 10 nada tiene de especial con respecto a las otras y el conocimiento que
tenemos desde la escuela para dividir en base 10. Si este procedimiento sirve
para base 10 debe servir para cualquier base. Podemos describirlo asi:

1. Tomamos tantas cifras de la izquierda del dividendo como cifras tenga
el divisor. jPor qué?

2. Si el divisor es menor o igual que el formado con las cifras tomadas
del dividendo, entonces:

2.1. Buscamos un numero que multiplicado por el divisor quede lo
mas proximo posible a él, sin sobrepasar el nimero formado por
las cifras tomadas en el dividendo; este nimero forma parte del
cociente. s Por qué?

2.2. Multiplicamos el niimero que encontramos por el divisor y lo sus-
traemos de las cifras tomadas del dividendo. ;Por qué?

2.3. Tomamos el resultado de esta sustraccién (residuo), le colocamos
a la derecha la cifra que sigue a las tomadas en el dividendo y
repetimos el paso 2. s Por qué?

3. Siel namero formado por las cifras tomadas del dividendo es menor que
el divisor, tomamos una cifra adicional en el dividendo y efectuamos el
paso 2. Cuando no haya mas cifras disponibles en el dividendo termina
el proceso.

Ejemplo

En base 8 queremos dividir 54706 entre 723: iniciamos en el paso 1,
como 547 es menor que 723, segun el paso 3, debemos encontrar un nimero
que multiplicado por 723 nos quede lo mdas préximo posible a 5470, sin
sobrepasarlo.

Un posible ntimero es el que multiplicado por 7 nos aproxime por defecto
a 54; es decir, 6, puesto que

7 x6=052.
Ahora debemos multiplicar

6 x 723 = 5362,
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resultado que debemos sustraer de 5470 para obtener como residuo 106 y

primera cifra del cociente 6.
FEnseguida colocamos a la derecha de 106 la cifra 6, obteniendo 1066

como nuevo dividendo.
Repetimos el proceso y conseguimos como resultado final un cociente de

61 y como residuo 143.

Ejercicios

1. Asi como se hallan diversas formas para multiplicar, también existen
diversos algoritmos para la division, en la tabla 2.8 se presenta, me-
diante un ejemplo, un método para efectuar la division 14578 + 93:

93 70 1
186 70 2
372 70 4
744 442 8
1488 1186 16
2976 2674 32
5952 2674 64
11904 | 2674 128
14578 156
Tabla 2.8

Por tanto, el cociente de dividir 14578 entre 93 es 156 y el residuo es
70.
a. Por analogia resuelva 712 = 31.

b. Resuelva, en base 3: 2123y + 10(3).
c. Describa el método y busque una justificacion para este.

2. Consulte otra manera para dividir (por ejemplo la de los egipcios o la de
los babilonios), estidiela y prepare una exposicion para sus companeros

o haga su propia propuesta para dividir.
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4.

Reemplace cada cuadro por el nimero que corresponda para que la
division sea correcta en base 7.

0O 0O 0| 56
0o O a0
0o O
0o 6

Invente un algoritmo para resolver este problema con divisores de una
sola cifra.

En base 10 se tiene:

I1x8+1=9
12x8+2=98
123 x 8 +3 =987
1234 x 8 +4 = 9876
12345 x 8 +5 = 98765
123456 x 8 + 6 = 987654

Construya una tabla semejante en base 7.
En base 10 se tiene:

I1x8+1= 9=232
3x8+1=25=5
6x8+1=49 =7
10 x 841 =81 =92

Construya una secuencia similar en base 12.

Durante la Primera Guerra Mundial (1914-1918), los ingleses distri-
buian carbén a diferentes lugares del Reino Unido. A uno de sus mu-
nicipios llegaron una vez 28 toneladas con instrucciones de repartirlas
equitativamente entre 7 corregimientos. El alcalde, un hombre rudo e
ignorante, junto con el concejo, decidié dividir 28 entre 7; esta funcién
le correspondia al secretario, quien efectuo la operacion de esta manera
(Tomado de Caro, 1936, p. 254):
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28| 7
21 13
0

“Siete en ocho cabe una vez; uno por siete es siete, a ocho, uno; bajo
el 2; siete en 21 cabe 3 veces; 3 por 7 es igual a 21, a 21, cero”. Un
concejal dijo, “una division se prueba mediante una multiplicacién y
esta se hace asi”:

13

x 7
7

+ 21
28

y dijo: “7 por 1, siete; siete por 3, 21, y 7 méas 21 da 28. No hay duda
de que la division esta bien hecha”.

Pero un campesino estimé: “la multiplicacion es una adicion repetida”.
Y colocando el ntimero 13 siete veces, sumé subiendo por la columna
de la derecha y descolgdndose por la izquierda, asi:

13
13
13
13
13
13
+ 13
28

By3,6,y3,9y3,12;y 3,15y 3,18y 3,21,y 1,22,y 1, 23, y 1,
24; v 1, 25; vy 1, 26; v 1, 27; y 1, 28”. Entonces a cada corregimiento
le correspondieron 13 toneladas de carbon. Si hay errores ubiquelos
y explique por qué son errores. Plantee una situacion similar en otra
base.
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2.3.5.4. Ecuaciones de la forma ax + b = ¢

Cuando una divisién no es exacta; es decir, queda un residuo distinto
de cero, existe una relacién entre los términos de ella, que también se usa
para probar si fue realizada de manera correcta. Si escribimos D para el
dividendo, d para el divisor, ¢ para el cociente y r para el residuo, la relacion
es naturalmente® :

D=dxc+r

Con lo que hemos aprendido hasta ahora, deberiamos estar en capacidad
de encontrar uno de los nimeros que participan en la relacion si conocemos
todos los demas, esto es resolver ecuaciones de la forma az +b = ¢, o de las
otras formas que ya hemos resuelto.

Ejercicios

1. Proponga y resuelva ecuaciones de la forma

ar +b=-c.

2.  Reemplace las letras por digitos para que las operaciones resulten co-
rrectas en base 10. ;FEs posible una solucion en base 9% ;Solo una?

ABCDE
X 4

EDCBA

3. Al multiplicar el nimero 2178 por 4 en base 10 se invierte; es decir,
el resultado es 8712. Encuentre un niumero de 4 digitos que al multi-
plicarlo por 9 se invierta. Repita el ejercicio en otra base.

4. Resuelva las siguientes ecuaciones en base 7 justificando cada paso:

a. 546 + = = 1005
b. 4523 —x = 3536
c. x —413 = 2230

d. 321z = 21405

4545 __

53Esta relacién es conocida como el algoritmo de la division.
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f & =223
g. 4432 + 21z = 5455
h. 3361 — 34z = 2213
20246 — 34 = 1000
j. 4002 — 20025 — 53

.

2.4. Ecuaciones con dos variables

Hasta ahora hemos resuelto ecuaciones del estilo a + x = b, a — x = b,
x—a=>b,ar = b, a/r = by x/a = b; con a y b nimeros naturales,
en diferentes bases numeéricas siempre que estas tienen solucién dentro del
conjunto de los nimeros naturales. Si observamos estas ecuaciones, nota-
mos que en cada una de las igualdades no conocemos un nimero, jcémo
resolvemos ecuaciones en las cuales desconozcamos dos nimeros? Es decir,
qué estrategias proponemos para dar solucién a ecuaciones como:

T+y =32

donde x, y y 32 son numeros en base 7.
Una idea natural consiste en dar valores a = y resolver la ecuacién de
una sola variable y, asi:
Si x = 1, entonces
1+y=32

o sea y = 31.

Si x = 5, entonces
S5+y =32

0 sea y = 24.
Y asi sucesivamente para cada valor de x entre 0 y 32 encontramos un
valor para y, como lo muestra la tabla 2.9.

x| 0O 1 2 3 4 5 6 10| --- 126 |30 31| 32
y 321311302625 ]124]23]22])--- 3 2 1 0
Tabla 2.9
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Pero, ;es aplicable el método en cualquier ecuacion de la forma ax +by = ¢,
donde a, b, ¢ son ntmeros naturales?

Estudiemos otro ejemplo en busca de formular alguna conjetura. En base
siete, resolvamos la ecuacién:

3z + 5y = 126.

Iniciemos proponiendo una solucién por tanteo, luego de varios intentos
encontramos las siguientes soluciones:

(3,15), (11,12),(16,6), (24,3) y (32,0)

donde hemos representado con (g, yg) una solucién de la ecuacién propues-
ta. Si hacemos una lista con las soluciones:

(3,15)

(11,12)

(16,6)

(24,3)

(32,0),
observamos que los niimeros que ocupan el lugar de xy van aumentando de
cinco en cinco: 3 + 5 =11,11 +5=16,16 + 5 =24, 24 + 5 = 32, 5 es el
numero que multiplica a y; en cambio, los nimeros que ocupan el lugar de
yo disminuyen de tres en tres: (15—3=12,12—3=6,6—-3=3,3—-3=0)
y 3 es el nimero que multiplica a z, jcomo ya lo debié notar! Andlogamente
sucede con la primera ecuacién que tratamos. Conjeturamos que:

Si (20, y0) es solucion de ax + by = ¢, donde a, b, y ¢ son numeros na-
turales, entonces (xo + b,yo — a) o (xog — b, yo + a) es también, solucion de
la ecuacion siempre que yg — a o y g — b sean nimeros naturales.

Esta afirmacién la podemos justificar de la siguiente manera (solo hare-
mos la primera parte, la otra queda como ejercicio para el lector).

Argumentacion: supongamos que (g, yo) es una solucién de la ecuacién
ax + by = ¢; es decir que:
axg + byy = c.

Debemos probar que
a(xo+b) +b(yo —a) = c.
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Por las propiedades distributiva de la multiplicacién respecto a la adicion
y a la sustraccion, tenemos

a(xg +b) + b(yo — a) = (axg + ab) + (byo — ba).
Si llamamos z = byy — ba entonces byy = z + ba = z + ab y, por tanto,

(azxg + ab) + z = axo + (ab+ z) Por propiedades asociativa
y conmutativa de la suma.
= axg + (ab+ (byp — ab)) Reemplazando z.
= axg + by Por P2.

=c Por hipétesis.
En consecuencia
a(xg +b) + b(yo — a) = (azg + ab) + (byo — ba) = ¢

esto significa que (xg + b, yop — a) es también solucién de la ecuacién dada.

2.4.1. Representacion grafica de las soluciones

Podemos obtener otra representacion de las soluciones de las ecuaciones
que estamos considerando de manera grafica, asociando cada solucién a un
punto en un plano.

Usualmente utilizamos el plano cartesiano (jen este caso tendriamos un
plano?, jun semiplano?, jun conjunto de puntos? Recuerde que estamos en
N), el cual se traza a partir de un par de semirrectas con origen comin en un
punto O de un plano, generalmente el punto (0,0), formando un dngulo «,
regularmente de 90°. (;, Puede ser otro valor del dngulo?). A partir del origen
en cada semirrecta se elige un punto denominados A y B respectivamente,
los segmentos determinados OA y OB se utilizan como unidades de medida
y los puntos A y B representan el nimero 1 en cada semirrecta, luego se
replica cada uno de estos segmentos en la semirrecta correspondiente para
obtener representaciones de los niimeros naturales.

A partir de lo anterior, supongamos que deseamos ubicar la solucion
(2,3) de la ecuacion 4x + y = 11, se elige en el eje x el valor 2 (;por qué en
este eje y no en el otro? {Se podria elegir el 2 en el otro eje?) y el valor
3 en el eje y; sobre el punto que indica 2 en el eje x, se traza una recta
perpendicular a este eje (o paralela al eje y, ;por qué?) y sobre el punto 3 en
el otro eje, el y, se traza una recta perpendicular a este (o paralela al eje x,
ipor qué?), el punto de interseccién entre tales rectas es (2, 3) (figura 2.39).
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Figura 2.59

De forma similar, se pueden ubicar las demds soluciones de la ecuacién
dx +y = 11. ; Qué forma geométrica determinan las soluciones de tal ecua-
cion?

Como se sugirié anteriormente, las semirrectas que determinan el semi-
plano podrian intersecarse formando un angulo diferente a 90°, asi que vamos
a trabajar sobre un plano cuyos semiejes se intersequen en (0, 0) (; se podrian
intersecar en otro punto?), pero formando un dngulo diferente a 90° (figura
2.40).

45°

Figura 2.40

Sobre un plano como este vamos a ubicar las soluciones de las ecuaciones
que estamos considerando, en diferentes planos, de la siguiente manera:
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.

.

Plano PAPA: para ubicar la pareja ordenada (a,b) se ubica el punto
a en el eje x y sobre este se traza una recta paralela al eje y, luego se
ubica el punto b en el eje y y sobre este se traza una recta paralela al
eje z. El punto de interseccién entre las dos rectas es el punto (a,b)
(figura 2.41).

Figura 2.41

Plano PEPE: para ubicar la pareja ordenada (a,b) se ubica el punto
a en el eje x y sobre este se traza una recta perpendicular al eje x,
luego se ubica el punto b en el eje y y sobre este se traza una recta
perpendicular al eje y. El punto de interseccién entre las dos rectas es
el punto (a,b).

Plano PAPE: para ubicar la pareja ordenada (a,b) se ubica el punto
a en el eje x y sobre este se traza una recta paralela al eje y, luego se
ubica el punto b en el eje y y sobre este se traza una recta perpendicular
al eje y. El punto de interseccién entre las dos rectas es el punto (a, b).

Plano PEPA: para ubicar la pareja ordenada (a,b) se ubica el punto
a en el eje x y sobre este se traza una recta perpendicular al eje x,
luego se ubica el punto b en el eje y y sobre este se traza una recta
paralela al eje z. El punto de interseccion entre las dos rectas es el
punto (a,b).
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Ejercicios

1.  Represente graficamente cada una de las soluciones de las ecuaciones
que se listan ensequida, en cada uno de los planos anteriores. s Qué for-
ma geométrica determinan las soluciones de tales ecuaciones?

a. En base 7: 3x 4+ 5y = 126.

b. En base 6: 2x + 3y = 244.

c. En base 5: 4x + 2y = 30.

d. En base 7: x +y = 32.

e. En base 12: By + Az = 1B19.

2. Halle las soluciones de las siguientes ecuaciones y grafiquelas en las
diferentes maneras de repesentacion. sLa forma geométrica de tales
soluciones depende de la forma de la ecuacion (tenga en cuenta los
resultados encontrados en el numeral anterior)?

a. En base 5: 4x — 3y = 1.
b. En base 6: 12z —y = 20.
c. En base 6: 2y — bx = 245.
3. A partir de los resultados obtenidos en el numeral 2, haga una conjetu-

ra en la que determine como encontrar las soluciones de una ecuacion
de esta forma, dada una solucion, e intente probarla.

4. Dados los siguientes puntos, encuentre la ecuacion que los define. Ex-
plique su procedimiento.
a. (11,12) y (3,15) en base doce.
b. (1,7) y (4,4) en base ocho.

c. ;Como se halla la ecuacion a partir de dos puntos cualesquiera
dados? Determine un procedimiento general y justifiquelo.

Si tenemos una lista de soluciones de una ecuacion desconocida como la
siguiente, es posible determinar la ecuacion sin recurrir a un procedimiento
especifico. Veamos:
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x| 1] 2 3 4 5 6 |---|171--- | N
y | 7111115192327} --- 70 ?
Tabla 2.10

.,Cudl es el valor que le corresponde a y cuando = es 177 Observando la
tabla 2.10 encontramos una relacion entre los valores de x y y:

Siz =2 entonces y =7+4 =11

Siz=3,entonces y=7+4+4=7+2(4) =15

Siz=4,entonces y =7+4+4+4=7+3(4) =19

Siz =17, entonces y = 7+ 16(4) = 71

Luego, la ecuaciéon que determina estas soluciones es:

y=7+(x—1)4=4z+ 3.

Al graficar las soluciones obtenemos:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Figura 2.42

Vemos que el corte de la semirrecta con el eje y es 3.
Si hacemos la grafica de una ecuacién de la forma y = mx+b, observamos
que el corte de la grafica de la ecuacién con el eje y es b, pues x = 0.

115



Actividades matematicas para el desarrollo de procesos légicos

Ejercicios

1.  Plantee ecuaciones con dos variables y grafique las soluciones.

2.  FEstudie el significado de los cambios en m y en b en la grdfica de las
soluciones de las ecuaciones de la forma y = mx + b.

2.5. Cambios de base

En lo hecho hasta ahora, hemos enfatizado que un mismo niimero puede
ser representado con distintos simbolos en sistemas numeéricos diferentes o
con simbolos iguales en distintas bases. Debemos desarrollar un procedimien-
to para cambiar de una base a otra, para poder traducir informacién entre
bases.

En la escuela, para cambiar de una base a otra cualquiera, se acostumbra
pasar por la base 10, por familiaridad con ella, pero en realidad esto no es
necesario.

Si queremos pasar un nimero que estd en base 4 a base 7, lo natural es
hacer grupos de 7 unidades, luego grupos de 7 septenas, con los resultantes
grupos de 7 biseptenas, etc. Es decir, hacer divisiones sucesivas por 7, pero
escribiendo 7 en base 4, o sea 13.

Ejemplos

1. Para pasar 84 en base 10 a base 2, hacemos divisiones sucesivas y
obtenemos:

Por lo tanto, 84 en base diez corresponde a 1010100 en base dos.
(Hemos resaltado los residuos en cada una de las divisiones y el ltimo
cociente para facilitar la lectura).
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2. Pasar el nimero 322 de base 4 a base 7.

a) Dividimos sucesivamente 322 por 7, con el cuidado de escribir
este ultimo en base 4; es decir, 13.

322 |13
-3 2 20 |13
02 -13 1
-0 0 1
2

b) Escribimos el primer residuo como cifra de las unidades, el segun-
do como cifra de las septenas, y asi sucesivamente hasta terminar
con el ultimo cociente. En nuestro caso, el nimero 322 en base 4
corresponde al nimero 112 en base 7.

Describiremos otro procedimiento para cambiar de base, usado frecuente-
mente cuando se quiere pasar de una base cualquiera K a base 10, pero que

también puede usarse para pasar de una base a otra cualquiera, cambiando
el 10 por la otra base.

1. Se escribe el nimero en base K.

2. Se multiplica cada una de sus cifras (escritas en base 10) por el valor
de la posicién que ocupan (también escrito en base 10) y se expresa el
resultado en base 10.

3. Se suman los resultados anteriores y el total es el nimero en base 10.

Ejemplo

Para pasar el namero 1023 de base 5 a base 10, debemos escribir en base
10, el resultado de 1 x 52 +0 x 52 +2 x 5 + 3 x 1, esto es

1254+ 0+ 10+ 3 =138.
Y si queremos pasarlo a base 8 el resultado es

1758+ 0g+12g+3g = 2123
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Este procedimiento para cambiar de base utiliza multiplicaciones y el
anterior utiliza divisiones; si estas son operaciones inversas, scomo explica
que se utilicen para el mismo propdsito?

Cuando un numero se escribe como la suma de los productos de cada
una de sus cifras por la potencia de la base que indica su posicién, se dice
que el niimero esta escrito en forma polinémica. Por ejemplo,

1101, =1x 103"+ 1x 10294+ 0x 105 +1 x 1.

Otro procedimiento para cambiar de base un niimero, utilizando también
la multiplicacion, consiste en:

1. Multiplicar la primera cifra del nimero a cambiar de base por el
numero de la base en la que estd expresado (escrito en la nueva base).

2. Sumar el producto anterior con la segunda cifra del nimero a cambiar
de base.

3.  Multiplicar la suma hallada en el numeral anterior, por el ntimero de
la base en la cual se encuentra escrito el nimero (escrito en la nueva

base).

4. Sumar el nuevo producto obtenido, esto es el producto anterior, con
la siguiente cifra del nimero a cambiar de base.

5.  Multiplicar la suma conseguida con el nimero de la base en la cual se
halla escrito el niimero.

Y asi sucesivamente hasta considerar la peniltima cifra del nimero (de
izquierda a derecha) a cambiar de base como sumando y haber multiplicado
tal suma por el namero de base en la que se encuentra escrito el niimero a
cambiar de base. La ultima cifra del niimero, esto es, la de las unidades, solo
se adiciona al ultimo producto hallado.

Este procedimiento suena algo confuso, pero realmente no lo es, de hecho,
es un método muy util para hacer cambios de base mentalmente, veamos un
ejemplo™t.

*Este método de cambio de base fue creado por el estudiante John Arley Ramirez
Angarita, quien cursé primer semestre de Licenciatura en Matemédticas en la UPN, en
2013-1.
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Ejemplo

Para pasar el nimero 5364 de base 8 a base 10, hacemos lo siguiente:

Primero multiplicamos 5 x 8, obteniendo 40; luego, sumamos este produc-
to con la siguiente cifra del nimero, esto es 40+3 = 43; ahora, multiplicamos
esta suma con 8; asi 43 x 8 = 344. Este producto lo sumamos con la siguien-
te cifra del ntmero, es decir: 344 + 6 = 350, lo cual multiplicamos por 8,
obteniendo 2800 y como solo nos resta una cifra del niimero, la sumamos
con el producto anterior, teniendo asi que 5364 en base 8 es 2804 en base
10.

i Por qué funciona este método? (Sugerencia: estudie qué tanto difiere
del procedimiento anterior).

Otro algoritmo alternativo para cambio de base se presenta enseguida®®
a través de un ejemplo, le sugerimos que a la vez que va leyendo, realice el
procedimiento descrito.

Ejemplos

1. Supongamos que deseamos escribir, en base 10, el nimero 3124 escrito
en base 5; para ello, escribimos el ntimero a cambiar de base de tal
manera que cada cifra esté escrita en la nueva base, asi:

Dejamos un renglén libre debajo del niimero y en un tercer renglon
escribimos, a la izquierda, el nimero de la base en la cual esta escrito
el niimero; de la siguiente manera:

Enseguida, escribimos la primera cifra del nimero (de izquierda a
derecha); esto es:

%Este algoritmo fue creado por un matemdtico reconocido en la historia de las
matemadticas. Se omite aqui el nombre por razones pedagdgicas.
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Ahora, multiplicamos este niimero (3) por la base en la cual estd escrito
el nimero, sea esta la base de salida (5), y escribimos tal producto, en
la base de llegada, debajo de la segunda cifra (de izquierda a derecha)
del ntimero original; de esta manera:

Luego, sumamos el producto obtenido con la segunda cifra del niimero;
asi:

Tomamos esta suma y hallamos su producto, con el nimero de la base
de salida, lo escribimos debajo de la cifra siguiente del ntimero original
y, de nuevo, sumamos ese producto con tal cifra; como observamos:

3 1 2 4
15 80
5 3 16 82

Realizamos el mismo procedimiento para la cifra faltante, obteniendo:

3 1 2 4
15 80 410
5 3 16 82 414

Esta ultima suma, 414, es el nimero buscado; es decir: 31245 = 414.
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2. Consideremos cambiar de base 4 a base 7, el niumero 123. Inicialmente
escribimos el niimero original en un renglén y el nimero de la base en
la cual se encuentra escrito, dos renglones después, asi:

4

Ahora, escribimos la primera cifra del niimero original (de izquierda a
derecha) debajo de esta, en el mismo renglén donde se halla el nimero
de la base; esto es:

4 1

Continuamos el proceso hallando el producto entre la primera cifra
del ntimero original y el nimero de la base, en este caso 4 x 1 = 4,
resultado que escribimos debajo de la segunda cifra del ntimero dado
para sumarlo con esta; obteniendo:

4 1

De manera similar, con la suma encontrada (6), hacemos el produc-
to 6 x 4 (recordemos que estas operaciones se efectiian en la nueva
base en la cual deseamos escribir el nimero), el cual, en base 7, es
33 y sumamos este resultado con la iltima cifra del ntimero original
consiguiendo entonces el nimero 1234 en base 7 es 367.
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Ejercicios

1. Elija un numero de seis cifras para cambiar de base 3 a base 10 siguien-
do el dltimo procedimiento; posteriormente, tome ese mumero escrito
en base 10 y escribalo en base 8 siguiendo el mismo algoritmo. Pro-
ponga otro ejemplo de base 5 a base 7 y otro de base 8 a base 4, y
plantee una justificacion acerca del porqué funciona este algoritmo.

2. Plantee diferencias y semejanzas entre los métodos enunciados para
cambiar de base.

3. sHay algoritmos mds recomendables para cambiar de una base a otra?
FExplique su respuesta.

4. Cree su propio método para cambiar de base y justifiquelo.

En las representaciones posicionales, a diferencia de las demads, el cero,
que es tan 1util en la escritura de un ntimero en una base cualquiera, también
aporta dificultades. La primera de ellas es la imposibilidad de dividir por él,
yva que si lo hacemos introducimos contradicciones a nuestro sistema como
se muestra a continuacion.

2.6. Un problema légico: la division por 0

Si queremos repartir 0 cosas en cualquier ndmero de grupos, obvia-
mente en cada grupo van a quedar 0 cosas, esto significa que 0 dividido
por cualquier ntimero es 0.

Pero, ;qué sucede con el problema inverso?; si queremos repartir 2 cosas
en 0 grupos, ;jcudntas cosas quedan en cada grupo?

Incluso si le damos la vuelta al problema y buscamos un nimero (co-
ciente) que multiplicado por otro (divisor) nos dé como resultado el dividen-
do, nos vemos en dificultades, pues no existe ningtin nimero que multiplicado
por 0 nos dé 2.

Supongamos, por un momento, que no nos damos por vencidos e inten-
tamos encontrar un nimero x que resuelva el problema (este es otro truco
muy usado por los matematicos, sobre todo en &lgebra); es decir, un = tal
que:

2
0= T
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entonces se tendria que

pero esto no puede ser porque

z-0=xz-(0+0)
=z-0+z-0

que puede escribirse como:
z-0=2-0—2-0
de donde concluimos que
z-0=0

y se tendria que
io=21

lo que nos destrozaria el corazén.

Una forma mas sutil de presentar las dificultades que implica dividir por
cero, aparece en el siguiente falso razonamiento: supongamos que x e y son
dos ntimeros y que:

=1y
entonces, si multiplicamos ambos lados de la ecuacién por x, obtenemos

z? = xy

Y si sustraemos en ambos lados y? tenemos

22— = oy —

escribiendo ambos miembros de la igualdad como productos conseguimos:
(z+y)z—y)=ylz—y)

y dividiendo en ambos miembros de la ecuacién por (z — y) llegamos a que

TH+Y=y
y como x = y entonces
yt+y=y
de donde
2y=y
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y si suponemos que y es distinto de cero, podemos dividir por y, obteniendo
que
ij2=11

lo que es ridiculo.

En conclusion, la divisiéon por 0, introduce en mateméticas contradic-
ciones que romperian su coherencia légica interna; por tanto, debemos cui-
darnos de efectuar tales divisiones. Por todas estas dificultades, no debemos
infringir el

Primmer mandamiento de la aritmética:
iNunca dividiras por 0!
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CAPITULO

3

Operaciones superiores
de la aritmética

3.1. Potenciacion

1 2

La potenciacion® es una operacién que consiste en repetir un nimero
llamado base? tantas veces como lo indique otro nimero llamado exponente

y multiplicar para obtener un resultado que llamamos potencia.

'Los primeros que aplicaron la elevacién a potencia fueron los sacerdotes mesopotdmi-
cos, quienes empleaban una tabla de cuadrados para multiplicar dos niimeros, restando el
cuadrado de su promedio, del cuadrado de su semidiferencia.

Los griegos anteriores a Diofanto (griego del siglo IIT d. C.) estudiaron principalmente
las potencias de 2 y de 3, por sus relaciones con la geometria, dreas y volimenes respecti-
vamente, pero Diofanto a pesar de enunciar solo el manejo de los nimeros hasta la sexta
potencia, utiliza en su obra Aritmética potencias superiores, incluyendo la octava y novena
potencia (Medina y Albarracin, 2012, p. 72); esto demuestra, segiin Sessa (2005) una fle-
xibilizacién del “sujetamiento geométrico” (p. 50). Este matemadtico destacado, nominado
como el padre del dlgebra ide6 la notacién de las potencias escribiendo AT, para indicar
un cuadrado; K'Y, para un cubo; ATA para cuadrado-cuadrado, como lo llamaba él, es
decir z*; AK™ (cuadrado-—cubo) para z° y K ¥ K para z°® (Diofanto, citado por Medina y
Albarracin, 2012). Hacia 1636, Hume escribia, Aiii para a®; un afio después, René Descartes
utilizaba notacién aaa para a® y fue Stampioen en 1639 quien propuso la notacién a2, a®,

.. utilizada por el mismo Descartes en 1649 en su edicién de la Geometia (Cajori, 1928).

2En este contexto, la palabra nidmero hace referencia a los que hemos construido en
el proceso de contar, sin importar su representacién, incluyendo el cero. Estos los hemos
llamado nidmeros naturales.

3La base de un sistema numérico y la base de la operacién potenciacién, naturalmente
no son lo mismo y casi siempre el contexto en el que se usa aclara su sentido.
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Por ejemplo, en base 7
5% =236

la base es 5, el exponente 3 y la potencia 236. Esta expresién significa que
5 x5 x5 =236.

El exponente lo escribimos, segin la costumbre, en la parte superior
derecha de la base.

Nuevamente, como en la multiplicacién, las expresiones a’, a! no tienen
sentido, pero para evitar mencionar siempre estas excepciones, convenimos

en que para todo nimero natural a
=1, si a#0 y a' =a.
Esto, para preservar las leyes que gobiernan la potenciacion, que enun-
ciaremos enseguida.
3.1.1. Propiedades de la potenciaciéon

Es facil verificar que se tienen las siguientes propiedades elementales:

1. a*-a¥=a""
a” . 4
2. —=a" (sta#0yz>y)
a

3. (am)y = a"¥

Las primera igualdad es consecuencia directa de la definicion, puesto que
si repetimos x veces a y multiplicamos, este resultado lo multiplicamos por y
veces a, naturalmente la a aparece repetida x 4y veces en la multiplicacién.

En la division del producto de = veces a entre el producto de y veces a,
siempre que a no sea 0 y que x sea mayor o igual que y, obtenemos a* ¥,
puesto que por el numeral 1,

ala® Y = ¥ty — 4%

La tercera igualdad se deduce facilmente de la primera.
Por otra parte, si £ = y en el numeral 2, entonces

l=—=a = ao; siempre y cuando a # 0.

Observe el comportamiento del 0 y del 1 en estas propiedades®.

4La segunda condicién es necesaria para que la sustraccién tenga sentido.
®Notemos que la expresién 0° no se ha definido, pues la propiedad 2 no es vélida para
a=0.
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3.1.1.1. La potenciacion no es conmutativa

Existe una analogia evidente entre el proceso de construccion de la mul-
tiplicacién a partir de la adiciéon y de la potenciacién a partir de la mul-
tiplicacion. La adicién es conmutativa y la multiplicacion también. ;No le
parece extrano que la potenciacion no sea conmutativa, proviniendo de una
operacion conmutativa?

Construya ejemplos de potenciacion y trate de determinar por qué ella
no es conmutativa.

3.1.1.2. La potenciacion no es asociativa

La potenciacion tampoco es asociativa como lo muestra el siguiente con-
traejemplo, en base 8:

(82)° # 320,

En el primer caso tenemos 11 como base y 3 como exponente lo que nos
da 1331; la segunda expresion tiene 3 como base y 10 como exponente, lo
que da por resultado 14641.

Noétese que solo un ejemplo donde la propiedad no es valida, argumen-
ta el rechazo de una propiedad. En matematicas, esto suele denominarse
contraejemplo.

3.1.1.3. Propiedad distributiva de la potenciacién con respecto a
la multiplicacién

Ya hemos dicho que la potenciacién tiene parecido en su construccion
con la multiplicacion, este comportamiento puede llevarse atin mas lejos. La
multiplicacion es distributiva con respecto a la adicién, en la que tuvo su
origen, y la potenciacién es distributiva con respecto a la multiplicacién; los
argumentos son parecidos a los que esbozamos en el caso de la multiplicacién,
por lo que dejaremos los detalles al lector interesado.

Lo anterior significa que si a, b y n son niimeros naturales, entonces se
tiene que:

(a'b)n:a”-b”

es decir que cuando queremos hacer la potencia n de un producto, basta
multiplicar las potencias n de los factores.
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Haciendo una analogia con la multiplicacion, ses posible un razonamien-
to geométrico que explique la ley distributiva de la potenciacion con respecto
a la multiplicacion? Justifique su respuesta.

3.1.1.4. Propiedad distributiva de la potenciacién con respecto a
la division

Como la multiplicacién es distributiva también con respecto a la sus-

traccién (cuando esta se pueda hacer), por analogia, podemos esperar que

la potenciacién sea distributiva con respecto a la division, de la siguiente

manera:
n

G) =%

como en efecto se cumple, siempre que la divisién sea posible; es decir, que
el resultado sea un nimero natural y que el divisor no sea 0.

Ejercicios

1.  Escriba un ejemplo donde se muestre que no se cumple la propiedad
distributiva de la potenciacion respecto a la suma, es decir: no es
cierto que

(a+b)"=a" 40"

2. La siguiente lista muestra ciertos niimeros escritos en base 7; coloque
en la casilla O el nimero en base 7 que corresponda para lograr en
cada caso una igualdad:

3x5=0%-1
4x6=0°-1
5x10=017—-1
12x14=0"-1
25%x30=0%—-1
43 x 45 =117 -1

Escriba una lista similar en base 4. ;Puede generalizarse esto a cualquier
base?
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Repita el ejercicio con las siguientes listas:

En base 7
5x1=0%-4
6x2=0%—-4
10x3=0%-14
11x4=0%—-14
12x5=0%-14
En base 10,

Ix8+1= 9=232
3x8+1=25=5
6x8+1=49="7>
10x 8+1=281=9?

Encuentre un modelo general.

3. Algunas tareas en matematicas pueden parecer muy dispendiosas; sin
embargo, su solucién puede obtenerse de manera relativamente sencilla
si observamos algunas regularidades. Por ejemplo: ;cudl es la cifra de
las unidades de 3% si el nimero estd escrito en base 107, ;v si estd en
base 9%, ; en otras bases?

Si observa la siguiente secuencia en base 10, es posible encontrar una

pista:
31=3
32=9
33 =27
3t=181
3% =243
3% =729
37 = 2187
3% = 6561

Los resultados obtenidos en estos ejercicios son identidades algebraicas, ellas son vali-
das en cualquier base y para cualquier nimero natural.
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4.  Efectie los cdlculos y observe los resultados. Invente otros casos simi-
lares. Formule alguna conjetura relacionada con sus obervaciones.

a) 122 = 132 = 21% = 312 =
b) 102% = 1032 = 2012 = 3012 =

5. Encuentre las potencias de 4052, 6052, 8092 y establezca una regla
general de acuerdo a los resultados encontrados’. Arguméntela alge-
braicamente.

6. En® base 10 jcudl es la ltima cifra de 2*°°? Estudie el mismo proble-
ma en otras bases y formule una conjetura al respecto.

7. Observe la siguiente secuencia:

22-2=1.2-3
33-3=2-3-4
43 -4=3-4-5
5 -5=4-5-6

a) FEscriba las tres lineas que siguen.

b) De acuerdo con la secuencia anterior, jcudnto es 1253 — 1252
Plantee una conjetura al respecto de lo encontrado.

8. Elija los nimeros que desee (si quiere, use una calculadora) para com-
pletar la siguiente tabla:

Un ndmero termina en: 01123456789

Su cuadrado termina en:

Su cubo termina en:

Su cuarta potencia termina en:

Su quinta potencia termina en:

Su sexta potencia termina en:

"Este ejercicio surgi6 en el marco del Club de Matemaéticas que funcionaba en la Uni-
versidad Pedagégica Nacional en el ano 2009, gracias a algunos hallazgos de la entonces
estudiante del club Nelly Johana Maldonado.

8Los ejercicios 6 al 8 fueron tomados de la péagina web  Sec-
tor  matemadtica, Educacion Media, Potencias, Regularidades potencias:
http://www.sectormatematica.cl/educmedia.htm el 12 de diciembre de 2009 y leve-
mente modificados para proponerlos aqui.
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Observando los resultados diligenciados en la tabla, responda:

a) ¢Es posible que el cuadrado de un nimero tenga a 3 como cifra
de las unidades en base 10?. ;Por qué? ;Y en otras bases?

b) sEn qué mimero termina 135347

¢) sEl numero 4252 puede ser el cuadrado de un nimero natural?
sPor qué?

d) 205379 es el cubo de un nimero n. ;Cual debe ser la cifra de las
unidades de n?

e)  Unnidmero natural y su cubo terminan en la misma cifra. ;Cudles
son los posibles valores de la ultima cifra?

f)  :Qué observa respecto a la quinta potencia de un niumero cual-
quiera?

g) Plantee una pregunta que pueda resolver a partir de la tabla dili-
genciada y respondala.

h) Estudie este ejercicio en una base diferente a 10.
9. FEncuentre el nimero de digitos de 412 x 520 escrito en base 10.

10.  Encuentre un nidmero menor que 9, tal que aumentado en 1 da el doble
de un cuadrado y cuyo cuadrado aumentado en 1 da otra vez el doble
de un cuadrado. ;El resultado depende de la base?

3.2. Radicaciéon

En la potenciacién participan como ya dijimos tres nimeros: la base, el
exponente y la potencia. Si existen (esta condicién es muy importante) tres
numeros a, b y ¢, que satisfacen la relacion:

a =c

y conocemos dos de ellos, podemos obtener el otro.

La operacion para determinar ¢ conociendo a y b la hemos llamado
potenciacion. El proceso? que permite averiguar a conociendo b y ¢ se llama
radicacion y la escribimos con un nuevo simbolo llamado signo radical, el

9Al igual que la sustraccién y la divisién, la radicacién no es una operacién entre
ndmeros naturales, pues no todas las raices tienen solucién; aqui solo tratamos con las
que la tienen.

131



Actividades matematicas para el desarrollo de procesos Iégicos

numero c es llamado cantidad subradical, b es el indice o grado de la raiz y
a es la raiz b de ¢; en simbolos!:

Ve=a

Insistimos en que el significado de la expresién anterior es exactamente
el mismo de la expresion
a’ =c.

Por ejemplo, en base 10 se tiene que /64 = 4 significa que 43 = 64.

El cero de nuevo ocasiona dificultades:

i. Sib =0y c =1 no existe un unico nimero a como resultado de la

operacién, puesto que, a® = 1 para todo a # 0.

. Sib=0y c# 1 no existe un niimero a tal que a® = c. Esto significa

que para el caso b = 0 la operacién no esta definida, o sea que /¢ no
eriste para ningin nimero natural ¢ # 1 y para ¢ = 1 no es tnico.

Para cualquier nimero natural ¢, ;qué significa la expresion /c?

3.2.1. Propiedades de la radicacién
Como la radicacion es solo otra forma de escribir la potenciacion, sus
propiedades pueden deducirse de las de aquella; por ejemplo, se tiene la:
3.2.1.1. Propiedad distributiva de la radicacién con respecto a la
multiplicacién

La raiz n de un producto es el producto de las raices n de cada uno de

los factores.
)= 9

Esta propiedad es la correspondiente a

(a-b)" =a"-b"

OCuando b = 2, es costumbre no escribirlo.
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y se deduce de ella; veamos:
Si llamamos w = ay z = /b, tenemos que:
w'=a y 2z"=0b,

por lo tanto

lo que significa que:
w-z= Va-b
0 sea

Ya- Vb= Va-b

siempre y cuando las raices existan; es decir, sean ntimeros naturales.

<
=

3.2.1.2. Propiedad distributiva de la radicacién con respecto a la
division

Analogamente sucede con la division

nla  Ya

b Vb

Resaltamos de nuevo que estas propiedades se cumplen solamente cuando
las raices y los cocientes estén definidos, en particular que las raices y los
cocientes sean nimeros naturales y los divisores sean distintos de 0.

Es deseable que el lector se acostumbre a las distintas notaciones y
ejercite el transito de una a la otra, esto puede ayudarle mucho en su com-
prension. Para ello le sugerimos que verifique la siguiente propiedad, que es
analoga a la propiedad 3 de la potenciacion:

B
S

= "a.

¢ Bxisten propiedades para la radicacion andlogas a las propiedades 1 y 2
de la potenciacion? Justifique.
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3.2.2. Calculo de raices

Hemos presentado algunas propiedades de la radicacién, pero no tene-
mos, aun, método alguno para calcular raices; por ejemplo, si quisiéramos

/31446 (1)

estamos ante un problema que posiblemente no tenemos idea de cémo re-
solver.
Si traducimos el problema en términos de potenciacién, lo que queremos

evaluar!! cudnto es

es encontrar un ntmero = tal que
z° = 31446 (7).

En esta forma, una primera instancia de solucién es ensayar con un
numero cualquiera, lo elevamos a la quinta potencia, si nos da un resultado
mas grande que 31446 7, ensayamos de nuevo con un nimero menor y si nos
da menor ensayamos con uno mas grande. Este proceso puede ser demorado
pero innegablemente funciona.

3.2.2.1. Ecuaciones de la forma 2 = b

Tlustremos el procedimiento anterior mediante un problema mas simple,

resolvamos por ejemplo la ecuacién'?:

2124 5) = 2.

Para encontrar z, observemos que el cuadrado de x termina en 4, lo que
significa que la dltima cifra de x debe ser 0 2 0 3 y = debe ser de dos cifras,
puesto que su cuadrado es de 4 cifras.

Con estas pistas podemos ensayar, por ejemplo, con x = 22 (5), €1 cuyo

caso obtenemos (22 (5))2 = 2034 (5); como este resultado es inferior al bus-
cado, ensayamos con uno mayor, por ejemplo x = 32 (5) y obtenemos el
resultado correcto.

Este proceso nos muestra, entre otras cosas, que si un ndmero es el
cuadrado de otro es porque el ndmero se puede escribir como un producto;

"Hemos dicho que no toda raiz de nimeros naturales es un nimero natural, por eso es
necesario estar seguros de que la solucién existe antes de plantear el ejercicio. Realmente
lo que hacemos es calcular una potenciaciéon y luego la reescribimos como radicacién
ocultando la base.

12Cnando el méximo exponente de la incdgnita es 2, las ecuaciones se llaman ecuaciones
de segundo grado o ecuaciones cuadrdticas.
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es decir, 2124 5y = 32 (5) X 32 (5), lo que nos induce a pensar que el proceso
de calcular raices estd vinculado con el problema de encontrar factores.

X % K Kk Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X kK X X
Algunos problemas en matemdticas estdn relacionados con otros
que aparentemente no tienen que ver con el primero, pero si la
relacion existe, puede ser mas fdacil resolver uno de ellos y usarlo
como ayuda para resolver el otro.

X k% K K Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X kK X X

Como la tarea que tenemos es escribir un nimero como el producto de
otros, ocupémonos entonces de este problema; este proceso se conoce como
factorizacion.

3.2.2.1.1. Los niimeros primos

Cualquier niimero lo podemos escribir, algunos de varias formas, como
un producto de otros nimeros, por ejemplo:

8=4x2=8x1=2x2x2=23
3b=Tx5=35x1
Pero existen ciertos nimeros que solo se pueden escribir como el producto

de dos numeros distintos, él mismo y 1, a estos los llamamos nidmeros primos,
por ejemplo:

2=2x1
3=3x1
5=>5x1
T=T7Tx1

Esto significa que otros ntimeros estan compuestos por factores diferentes
a 1 y a si mismos; debemos entonces encontrar una manera de de saber
cuales son dichos factores. Esto es averiguar cudles niimeros son primos y
cuéles no.

Una manera artesanal de hallar los niimeros primos consiste en escribir
una tabla desde 1 hasta el nimero que se desee, luego tachar los ntimeros
de 2 en 2 a partir de 2 (sin incluirlo®); con esto eliminamos los que estan

13No empezamos a contar de uno en uno a partir de uno por razones obvias, ni incluire-
mos al uno entre los niimeros primos.
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compuestos por el 2; de 3 en 3 a partir de 3 (sin incluirlo), de 5 en 5, etc.
Esta tabla se conoce como la criba de Eratdstenes'®. Los niimeros que no han
sido tachados (salvo el 1) son los niimeros primos; en la tabla 3.1 hacemos
el proceso, en base 14, hasta 100.

1 2 3| Al || 7|8 |F|X|B|L|D |
M| | 13| a|15 ||| 8|19 |& B | |10 | 20
20 |27 | 23 |24 | 25| 26 | 27 | 28 | 29 | 24 | 2B | 2¢ | 2D | 30
31 | 32|33 | 34|35 |36 |37 | 38|39 |35 |3B|3€ |30 | 40
M| A7 | 43 | A4 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 [ 4X | 4B | 4€ | 4D | 50
51 | 57 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 54 | 5B | 5¢ | 5D | 660
6T | 67 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 64 | 6B | 6€ | 6D | A
A N2 || A ||| B9 || B K| | S0
81 | 87 | 83 | 84 | 85 | 86 | 57 | 88 | 89 | 8A | 8B | 8€ | 8D | 90
91 |97 | 9B [ 94| 95 [ 96 | 97 | 98 | 99 [ 9A | 9B | 9€ | 9D | A€
M | A7 | A3 | AL | A5 | A6 | AT | A8 | A9 | AKX | AB | AC | AD | BO
BT |BZ | B3 |B4|B5|B6| BT |BS|BY|BA| BB | BC|BD | o
Cr| o7 |03 |Cca|Ch |6 | 7| e8| Ceo|CA|CB|Ce|CD| Do
DT | DZ | D3| b4 | b5 | D6 DS | D9 | DA | DB | D€ | DD | 160
Tabla 3.1

Este método que aprendimos en la escuela es 1til para nimeros pequenos;
pero si se trata de averiguar cuando es primo un ntmero n relativamente
grande, no es procedente hacer la criba y tenemos que recurrir a otras her-
ramientas.

Podriamos ensayar a dividir el niimero por 2, para ver si estd compuesto
por 2, luego dividirlo por 3, y asi sucesivamente hasta (n — 1). Pero la tarea
sigue siendo molesta, pues debemos hacer un gran ntimero de divisiones en
el caso de niimeros grandes.

Una salida facil es contratar un empleado, con suficientes habilidades
para que no cometa errores y que ademads sea suficientemente veloz. En

" Eratéstenes fue un matemético, gedgrafo y astrénomo griego de aprox. el afio 276 a.C.
Un dato curioso de este reconocido griego fue que calculd la circunferencia de la Tierra,
hace mas de 2000 anos, con una exactitud increible, tan solo con una diferencia de 6,192
km. Respecto a la medida tomada hoy por satélites avanzados.
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la actualidad disponemos de maquinas que hacen la tarea por nosotros, por
ejemplo, las calculadoras manuales o, si se quiere un poco mas de efectividad,
un computador.

Sin embargo, ellas requieren que les sean dados cada uno de los pasos a
seguir; esto es, debemos elaborar un programa que le permita a la maquina
determinar si un ntimero es primo o no.

El programa PRIMOS1 cuyo cédigo en lenguaje Pascal (version 7) aparece
en el apéndice 1, permite saber si un nimero dado es primo o no; el progra-
ma PRIMOS2 da una lista de los nimeros primos menores o iguales a un
numero dado. Este también aparece en el apéndice 1.

Ejercicios
1. ;Cudl es el procedimiento que utilizan los programas PRIMOS1 y
PRIMOS2 para decidir si un niimero es primo o no?¢

2. “;Cuantas ovejas tienes a tu cuidado?”, preguntaron a un pastor; él
contesto:

“No lo sé fijamente porque apenas puedo contar hasta diez. Pero si
agrupo mis ovejas por pares, me sobra una; si las agrupo de tres en
tres, de cuatro en cuatro, de cinco en cinco o de seis en seis, siempre
me sobra una; en cambio, si las agrupo de siete en siete, no me sobra
ninguna. Esto es lo inico que sé” (Caro, 1936, p. 247).;Cudntas ovejas
tiene el pastor?

3.2.2.1.2. Factores primos y divisibilidad

Si un numero (distinto de 1 y de 0) no es primo, podemos escribirlo
de una unica forma, salvo el orden de los factores, como un producto de
nameros primos; este enunciado se conoce como el teorema fundamental de
la aritmética®.

Nos ocuparemos ahora de encontrar alguna forma para descomponer un
numero en sus factores primos; por ejemplo podemos comenzar dividiendo
el nimero dado por nimeros primos 2, 3, 5, etc., hasta conseguir residuo 0;
cuando esto ocurra, tenemos un factor primo.

Si el nimero resulta ser multiplo de 2 decimos que es un ndmero par;

los nimeros naturales que no son pares se llaman ndmeros impares'©.

5Burton (1969, p. 29). Un estudio detallado de la historicidad de este teorema puede
encontrarse en el trabajo de grado de Triana (2012).
Los egipcios y los griegos fueron los primeros en reconocer esta clasificacién.
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Muchas veces no es necesario hacer una divisién para saber si un nimero
es multiplo de otro o no. Por ejemplo, sabemos que el nimero 0 es par y se
escribe de la misma forma en todas las bases.

En base 10 un nimero es par, si su cifra de las unidades lo es, esto es
debido a que las cifras de las decenas, centenas, etc., estan multiplicadas por
potencias de diez y estas son niimeros pares, de modo que la tnica cifra que
determina si un nimero es par o no, es la cifra de las unidades.

Ejercicios

1. ¢Es valido el anterior razonamiento en otras bases pares? Observe la
tabla 3.2 y enuncie un criterio de divisibilidad por 2 en base par.

2. En la tabla 3.2 observe los niimeros pares en base 3, 5, 7, 9. Fnuncie
alguna reqularidad

Seguramente, en el ejercicio anterior usted encontré un criterio de divi-
sibilidad por 2 en cualquier base impar. Intentemos una explicacion para lo
que sucede en base 3.

Un nimero cualquiera se escribe como suma de potencias de 3, y ninguna
de estas potencias es un nimero par”, pero si tenemos una lista de niimeros
impares y deseamos obtener de ella una lista de niimeros pares, no es muy
dificil encontrar una solucién; podemos, por ejemplo'®, a cada uno restarle
1 (o sumarle 1, o cualquier niimero impar), pensando inicialmente en base
10, que es donde sabemos cuando un niimero es par; asi, observamos que:

3l—1=2
32-1=8
33 —-1=26
31 -1=20

Con esto podemos escribir un nimero cualquiera en base 3, en forma
polinémica donde cada una de las potencias es par, si modificamos un poco
su escritura.

"Verifique con varias potencias de 3 y vea que ninguno de los ntimeros hallados es par.

81,as reglas que enunciamos aqui no son teoremas matematicos hasta que no se haga
una demostracién de ellos, por ahora son intuiciones cuya prueba requiere de una he-
rramienta que desarrollaremos un poco més adelante llamada el principio de induccion
matemdtica.
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Numero de la base

16 10 9 8 7 6 5 4 3 2
2 2 2 2 2 2 2 10

4 4 4 4 4 4 10 11 100

6 6 6 10 11 12 20 110

8 10 | 11 | 12 13 20 22 1000

12 13 1 14 | 15 | 20 22 30 110 1100

14 15 | 16 | 20 | 22 24 32 112 1110

10 16 17 1 20 | 22 | 24 31 100 121 10000
12 18 20 | 22 | 24 | 30 33 102 200 10010
14 20 22 | 24 | 26 | 32 40 110 202 10100
16 22 24 | 26 | 31 | 34 42 112 211 10110
18 24 26 | 30 | 33 | 40 44 120 220 11000
1A | 26 28 | 32 | 35 | 42 101 122 222 11010
1C 28 31 | 34 | 40 | 44 | 103 | 130 | 1001 11100
1E 30 33 | 36 | 42 | 50 | 110 | 132 | 1010 11110
20 32 35 | 40 | 44 | 52 112 | 200 | 1012 | 100000

2
4
6
8
A 10 11 12 13 | 14 20 22 101 1010
C
E

Tabla 3.2

Por ejemplo, el nimero que en base 3 se representa como 221121, en una
base mayor que 3 representa:

2x 3P +2x3+1x3P+1x3%24+2x3+1x1
pero se puede escribir como:
2x (3P 1) 4+2xB* =) +1x 3 -1)+1x(3%2-1)

2xB-D)+1+2+2+1+1+2)

si adicionamos lo que quitamos en cada una de las potencias, que es lo que
aparece en el ultimo paréntesis.

Tenemos ahora una expresion donde cada uno de los términos es un
namero par mas una suma adicional, que es la suma de las cifras del niimero.
El ntimero serd par si esta ultima suma es par. Luego, 221121 3 no es par.
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En resumen, para que un numero sea par en base 3, es necesario que la
suma de sus cifras sea par'®. No se puede negar que el truco es ingenioso.

Ejercicios

1. Enuncie criterios de divisibilidad por 3 en diferentes bases. [Sugeren-
cia: clasifique las bases en tres conjuntos: uno, el conformado por las
bases 3, 6, 9, ..., esto es, las que son maltiplos de 3; otro, el compuesto
por las bases 4, 7, 10, 13, etc., y un ultimo conjunto, el conformado
por las bases restantes; es decir, las bases 5, 8, 11, etc.]?°

2. Enuncie criterios de divisibilidad por 5 en diferentes bases?!.

3.  Consulte un criterio de divisibilidad por cualquier niumero, en base 10;
plantee uno andlogo en cualquier otra base y justifiquelo.

4. s Cudntos numeros naturales menores que 200 no son divisibles por 2,
por 3, ni por 5¢

5. sCudl es el menor numero que al dividirlo por 2, 3 y 4 deja residuo 1
y es divisible por 517

6. ¢sCudnto valen x y b en

(3(230 + ))* = 492604 ?

3.2.2.1.3. Descomposicion de un nimero en factores primos

Con alguno de los procedimientos descritos, podemos encontrar todos y
cada uno de los factores primos de un nimero dado y escribirlo como un
producto de niimeros primos.

9E] resultado es vélido en cualquier base impar, su demostracién se basa en la afir-
macién “(2n 4+ 1)* — 1 es par para todo nimero natural n y k7, que se demuestra por
induccion.

20 Aunque en algunos cursos, estudiantes han decidido dividir las bases en solo dos con-
juntos, las pares e impares y formular criterios de divisibilidad para los niimeros multiplos
de tres a partir de esta clasificacién. jUsted puede hacer sus propias propuestas!

211,05 indios conocian criterios de divisibilidad por 3, 7 y 9, naturalmente en base 10.
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Ejemplos

1. En base 10 tenemos que:

48 =2x2x2x2x3=2%x3

8§ =23
27 = 33
15=3x5
24 =233
36 = 22 x 32

120=23x3 x5

2. En base 7, el numero 31446 lo podemos escribir como producto de
nimeros primos, efectuando las divisiones sucesivas por 2 (ya que la
suma de sus cifras es un nimero par), luego por 3, de la forma siguiente:

31446
14223
5445
2556
1263
465
144
36

12

3

1

LW W W W W N NN N

de manera que
31446 = 2° x 3°.

Si utilizamos la propiedad distributiva de la potenciacion respecto al
producto obtenemos:

31446 = (2 x 3)°

y hemos resuelto, el problema de hallar la raiz 5 de 31446 en base 7.
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3. Calculemos

1/ 1020100 (3

El problema es equivalente a hallar x tal que:
z? = 1020100 (3

Descomponemos 1020100 (3y en factores primos y obtenemos:

1020100 | 2
121200 | 2
22100 | 10
2210 | 10
221 | 12
12| 12

1

De esta manera, 1020100 (3) = 22 x 102 x 122 y, por tanto, tenemos
que:
2% =22 x 10% x 122

xr = 1/1020100(3) = (2 x 10 x 12) (3) = 1010 (3)

y asi:

Ejercicios

1.  Propdngase ejercicios de la forma

{10125, /31446 (), /6457 s),  cte.

hasta que adquiera habilidad para calcular raices en cualquier base.

2. Resuelva las siguientes ecuaciones en la base indicada (también se en-
cuentran escritas en la misma base):

a) Base 8: 2% + 342 = 2146

b) Base 6: 323 — 125 = 2431
¢) Base 5: 3*t1 =311

d) Base 9: 2% + 271 =116
e) Base 4: 13% + 131 = 320
f) Base 9: 1722+l = 42246
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3.2.2.2. Ecuaciones de la forma az®> + bz = ¢

Abordemos ahora un problema que requiere de mayor elaboracion, con-

siste en resolver ecuaciones de la forma2?:

ar’ +bxr = c.

Este problema fue tratado por los babilonios?® y por los drabes?* (Al-
Khwarizmi y Thabit Ibn Qurra) y ambos le dieron ingeniosas soluciones, por
cierto muy parecidas. Al parecer, los drabes se fundamentaron en la obra
Elementos de Euclides y a partir de una interpretacion algebraicas de las
proposiciones geométricas del griego, lograron hacer propuestas para resolver
ecuaciones. Describiremos el método de Thabit Ibn Qurra —que resulta ser
equivalente al babilénico— en lenguaje moderno (pero le sugerimos que antes
de seguir intente usted algiun mecanismo de solucién) utilizando el siguiente
ejemplo prototipo:

Encontrar un nimero x tal que z2 + 4z = 140.

a. Si interpretamos z como el lado de un cuadrado, z? serd su area y
4x puede interpretarse como el area de un rectdngulo de lados 4 y x=
respectivamente; es decir, que la cantidad z? + 42 es el 4rea de la
figura 3.1.

Figura 3.1

22E] valor de a en todas estas ecuaciones debe ser distinto de cero, de lo contrario,
la ecuacién no seria de segundo grado. En adelante, aunque no hagamos la salvedad, se
considerara a # 0.

ZSegiin Sessa (2005), los resultados babilonios para ecuaciones de segundo grado iban
acompanados de graficos que no se hallan en las tablillas babilénicas porque muy segu-
ramente se hacian solo para explicar. Es de aclarar que los babilonios no resolvian estas
ecuaciones de manera general sino a través de ejemplos.

#En Acevedo y Falk (1997) se encuentra un desarrollo mis completo de los aportes
arabes y en tres de las siete entregas de Puig (2011) en la revista Suma, respecto a la vida
de Al-Khwarizmi, un abordaje méas detallado del aporte de este drabe en la solucién de
ecuaciones cuadraticas.

143



Actividades matematicas para el desarrollo de procesos légicos

b. La chispa de ingenio®® est4 en que este dibujo puede cambiarse por otro
de la misma &area de la siguiente forma:

Dividamos el rectdngulo de area 4x en dos rectdngulos de area 2z y
coloquemos uno de ellos a la derecha del de 4rea z? y el otro debajo para
formar la figura 3.2.

[ z —2-
X x2
Y
2
L1
Figura 3.2

c. Esta figura no es un cuadrado, pero podemos completarlo agregando en
la esquina inferior derecha, un cuadrado, cuya area conocemos.

Figura 3.3

d. De esta manera, el drea de la regién sombreada equivale a 140 (pues
corresponde a 22 + 4x) unidades cuadradas y el drea del cuadrado en

%No se preocupe si no se le ocurrié antes esta idea; muchos sabios de la humanidad
tardaron afos en encontrarla. (jY parece tan simple!)
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blanco es 4 unidades cuadradas; es asi, como el drea total corresponde a
140 + 4 = 144, luego el lado del cuadrado grande, llamémoslo y, es 12,
entonces z = 10 unidades, y hemos solucionado la ecuacién inicial.

Ejercicios
1. Otro método®® para resolver la ecuacion anterior, 2% + 4x = 140, se
expone a través de la figura 3.4.

—_—

Figura 3.4

a) Interprétela.

b) Resuelva la ecuacion z* + 20z = 69 con este método.

2. Elija el método que mds le llame la atencion y resuelva las siguientes
ecuaciones:

a) z%+ 6z =16
b) 22+ 7r =18
¢) 51?43z =92
3. Eaxtienda los dos métodos presentados para resolver ecuaciones gene-

rales de la misma forma ax® + bx = c; ponga las condiciones que sean
necesarias.

26Este método fue propuesto por el estudiante Juan David Serrano, en el curso de
aritmética del segundo semestre del ano 2012 y fue extendido a los otros tipos de ecuaciones
que se estudian méas adelante bajo la asesoria de la profesora Haydee Jiménez.
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3.2.2.3. Ecuaciones de la forma az? + ¢ = bz

Exponemos un método andlogo al presentado en la seccion anterior para
resolver ecuaciones de la forma:

azr® +c= bz
FEmpecemos, por ejemplo, con la ecuacion:
2% +21 =10z
también prototipo?”.

a. Inicialmente dibujamos un cuadrado de lado x, cuya drea representamos
2

con x“.
b. Dibujamos un rectangulo que represente 21 unidades cuadradas, pero
repartidas, de manera que uno de los lados sea x (figura 3.5).

c. El rectangulo compuesto por 22 + 21 tiene como drea 10z, como se ve en
la ecuacién original; por lo tanto, uno de los lados del rectangulo tiene
como longitud 10 unidades, puesto que el otro mide = (figura 3.5).

d. Si trazamos un segmento de tal manera que divida en dos partes iguales
al rectangulo cuyo lado es 10, obtenemos dos casos, veamos el primero:

Caso 1: que = sea menor o igual a 5 (esto no lo podemos saber desde el
principio, porque desconocemos el valor de z, pero si podemos dibujarlo
como ayuda); este caso, se presenta en la figura 3.5.

e= 21

} 10 {

Figura 3.5

27La ecuacién es propuesta por Al-KhwarizmI en su obra y resuelta similarmente a como
la presentamos aqul', solo que con otro lenguaje.
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Para encontrar el valor de x, procedemos de manera similar a la del
problema anterior: primero completamos un cuadrado de lado 5 que incluya
al cuadrado de lado  como en la figura 3.6.

ot

Figura 3.6

Este cuadrado estd compuesto por dos rectangulos de igual area y por
dos cuadrados, uno de drea 22 y el otro de drea (5 — )% (;Por qué?). Si
sumamos las areas de este ultimo con 21 que es el drea del rectangulo c,
obtenemos el drea del cuadrado de lado 5 (figura 3.7), porque: si llamamos
a al area del rectangulo que esta contiguo al cuadrado de lado z, tenemos
que

P +a=21—-a

porque en el literal d. dividimos en dos areas iguales el rectangulo de lados
10y z.

ot

Figura 3.7
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Esto significa que la suma de las dreas de los dos rectangulos contiguos
al cuadrado de drea x? (los cuadrados denotados con a) con el drea del
cuadrado de lado = es 21, lo que en simbolos escribimos como:

(#*4+a)+a= (21 —a) +a=21.

Por tanto, el drea del cuadrado de lado (5 — ) més 21 nos da el drea del
cuadrado de lado 5, como lo habiamos afirmado; en simbolos escribimos:

(5 —x)? +21 =5%

De esto ya podemos concluir que el drea del cuadrado de lado (5 — x)
es 4 y por lo tanto su lado es 2, de donde podemos concluir que x es 3. Y
nuestra ecuacién estd resuelta para el primer caso.

Caso 2: el segundo caso es que el nimero buscado sea mayor o igual que 5;
lo cual representamos en la figura 3.8.

} 10 {

Figura 3.8
Como primero dividimos en dos partes iguales el rectangulo de lados 10
y x, segtn lo indicado en el literal d, tenemos la figura 3.9.
De donde tenemos que:

2 —a=21+a

O de otra manera:
2?2 —2a =21
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21

I Xz {

Figura 3.9

Procedemos ahora a formar un cuadrado de lado 5; obteniendo la figura
3.10.

I Xz {

Figura 3.10

Como observamos, el cuadrado de lado x ha quedado constituido por un
cuadrado de drea 25 unidades cuadradas, dos veces a menos el cuadrado de
lado = — 5; asi:

2= (25+a+a) — (v —5)%

De donde tenemos que

r? —2a = 25— (v — 5)%

149



Actividades matematicas para el desarrollo de procesos légicos

Pero sabemos que 22 — 2a = 21; por tanto, el cuadrado de lado z — 5
tiene como area 4, entonces x = 7.

De acuerdo con lo anterior, con los casos 1 y 2, hemos obtenido dos solu-
ciones, 1 = 7'y x2 = 3, para la ecuacién z? + 21 = 10z.

Ejercicios

1. Plantee ecuaciones de la forma ax®+c = bx y resuélvalas utilizando el
método presentado. Presente el método de manera general, no olvide
considerar a # 1.

2. gSiempre que exista una solucion para las ecuaciones de la forma
ax® 4 ¢ = bx existe la otra? Explique.

3. Andlogo al método 2 exhibido para las ecuaciones de la forma
ax?® + bx = ¢, se tiene este método para resolver ecuaciones de la for-
ma ax® + ¢ = bx; mediante las figuras 3.11 y 3.12 se expone el método
para los casos 1y 2, respectivamente, resolviendo la misma ecuacion
presentada en el ejemplo. Estudie las figuras e interprete el método.
Realice ejercicios siguiendo este procedimiento y plantéelo de manera
general.

d=(10—2) —=z
8 21
10 —x — 21
| ]
T 21 8
J | 21
(@}
— 21
b 10 | J
Figura 3.11
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d=z— (10— x)

T — 10 —x —

10 —x —

Figura 3.12

3.2.2.4. Ecuaciones de la forma ax? = bx + ¢

Ejemplifiquemos una manera de resolver estas ecuaciones hallando el
valor de x en

2% = 4z + 60

Primero, representamos mediante dreas la ecuacién (figura 3.13).

T
4 !

Figura 3.13

De manera andloga a como hicimos antes, dividimos en dos partes iguales
el segmento de longitud conocida y a partir de ello, en dos partes iguales el
rectangulo de area 4z, como se muestra en la figura 3.14.
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f 4 |

Figura 3.14

Ahora, construimos un cuadrado de lado z — 2, como se ve en la figura
3.15, sobre el cual vamos a trabajar:

W

—x—2—

Figura 3.15

Este cuadrado, el de lado x —2, estd conformado por un cuadrado de area
4 unidades cuadradas y por una figura en forma de L invertida (|) que tiene
area equivalente al rectangulo inicialmente dibujado, 60 unidades cuadradas
(;por qué?), como vemos en la figura 3.16.
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f 4 |

—_—x—2—
Figura 3.16

Lo cual escribimos simbdlicamente como sigue:
(z —2)% =22+ 60

Por lo que z — 2 es igual a 8 y con ello, hallamos el valor desconocido:
z = 10.

Ejercicios

1.  Resuelva las siguientes ecuaciones a partir del método presentado:

a) 1)2 = 22(5)11,‘ —+ 125(8)
b) 22=20+8x
c) z?=4x+60

2.  Extienda el método presentado a la forma general de las ecuaciones
consideradas en esta seccion.

3. Por analogia con el método 2 presentado en las dos secciones ante-
riores, establezca cdmo resolver ecuaciones de la forma ax?® = bx + c.
Inicialmetne hdgalo a través de ejemplos y luego plantéelo de manera
general.
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3.3. Logaritmacién

Si en la expresion
a’ =c

conocemos la base a y la potencia ¢, el proceso para determinar el exponente
b lo llamamos logaritmacion®®; decimos que b es el logaritmo en base a de c
y lo escribimos:

log, c = 0.

De nuevo, es bueno resaltar que esto es solo otra forma de escribir a® = ¢;
es decir, que
10g2 16 =4

significa que 4 es el exponente que debemos ponerle a 2 para que la potencia
sea 16.

Otra vez, como en la potenciacion y en la radicacién tenemos problemas
con el cero.

Si ¢ = 0 no existe un tnico b tal que a® = 0, ya que esta situacién solo
se da si a = 0 para cualquier b # 0.

Ademsds, si @ = 0 no existe ningin b para ¢ # 0 y para ¢ = 0 todos
los ntimeros b satisfacen la relacion. Por lo tanto, no estan definidos ni el
logaritmo en cualquier base de cero ni el logaritmo en base cero.

En cuanto al proceso para hallar logaritmos y sus relaciones con la poten-
ciacion y la radicacion, conviene tener en cuenta las siguientes observaciones:

1. No debemos confundir la base de un logaritmo con la base de un
sistema numeérico; cuando haya lugar a confusién debe tenerse cuidado.

2. Tenemos tres expresiones distintas para mirar una sola relaciéon fun-
damental, es decir:
3t =381

significa que

V81 =3

28,a logaritmacién tampoco es una operacién entre nimeros naturales, por lo que en este
contexto solo la interpretamos como una forma equivalente de escribir una potenciacién.
En el afio 1586 el suizo Jobst Biirgi (1552-1632) concibié la idea del logaritmo, pero hasta
el ano 1620 publicé sus tablas logaritmicas bajo el titulo Arithmetische und geometrische
Progress Tabulen.

En 1614, John Napier (1550-1617) publica las primeras tablas de logaritmos, pero sin ex-
plicar su construccién. En 1619, se publica su método con el titulo Mirifici logarithmorum
canonts constructio.
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y a su vez que

3. Si escogemos como base a cualquier nimero b entonces:

b' =b significa que logyb = 1.

4. Para cualquier base b, el logaritmo de 1 es cero, porque:

b =1 significa que log,1 = 0.

5. Los logaritmos mas usados son los de base 10, que se llaman logaritmos
vulgares o de Briggs®”; en estos el subindice 10 se omite; es decir, que
cuando no hay subindice se sobreentiende que la base es 10, en ellos
tenemos que:

10°=1 por lo tanto logl =0
10t =10 por lo tanto log10 =1
102 =100 por lo tanto log 100 = 2.

3.3.1. Propiedades de la logaritmacién

Una propiedad de los logaritmos, muy usada por los antiguos?? para
hacer calculos complicados, es:

IOga(:E : y) = loga T+ loga Y.

Esto significa que a través de los logaritmos podemos convertir multi-
plicaciones en sumas, lo que simplifica las cosas. Veamos el origen de esta
propiedad, que de nuevo estd relacionada con las de la potenciacion:

Supongamos que

ZL‘:(Ib

2Henry Briggs fue el primero que hizo las tablas de logaritmos en base 10, hacia 1631.
30Una primera idea de esta propiedad de los logaritmos surge de Arquimedes, quien
comparando las sucesiones aritméticas con las geométricas

1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 4 8 16 32 64 128 256 512
habia observado que “para multiplicar entre si dos nimeros cualesquiera de la sucesién
de abajo, debemos sumar los dos nimeros de la sucesiéon de arriba situados encima de

aquellos dos. Luego debe buscarse en la misma sucesién de arriba dicha suma. El nimero
de la sucesién inferior que le corresponda debajo sera el producto deseado”.
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como ya sabemos, esto es lo mismo que decir b = log, x. Anédlogamente
y = a® es lo mismo que ¢ = log, y.
Si multiplicamos las dos expresiones, obtenemos:
vy = abte
esto significa, en términos de logaritmos, que
b+ c=log,(z-y)

y si reemplazamos b y ¢ por su valor, obtenemos:

b+ c=log,x+log,y
o lo que es lo mismo:

log, (z - y) =log, x +log, y

También con la ayuda de los logaritmos es posible convertir divisiones
en restas®! y potenciaciones y radicaciones en multiplicaciones y divisiones
respectivamente.

Ejercicios

1.  Pruebe las relaciones

32

T
log,, <—> = log, z — log, y si y#0
Yy

log, (:L‘y) =y -log, x

De nuevo, recordamos que todas estas propiedades se cumplen cuando
las operaciones estan definidas; es decir, cuando existan niimeros natu-
rales que satisfagan la relacién = = a® y los divisores en las divisiones
sean distintos de 0.

31 Antes del invento de los logaritmos existia un método para reemplazar la multipli-
cacion de dos nuimeros por una resta basado en la identidad
b (a+b)? (a—0b)?
COE T T T g
Se hacifa una tabla de los cuartos de los cuadrados de los nimeros (a +b) y (a —b) y
restando se hallaba el producto.

A mediados del siglo XIX, el matemético francés A.Cossart edité una “tabla de los
cuadrados de los cuadrados de los nimeros del 1 al 1.000 millones, con ayuda de la cual
se halla el producto exacto de los nimeros por un método méas simple y mas cémodo que
los logaritmos”.

32Estas propiedades fueron enunciadas explicitamente por primera vez, alrededor de
1650, por el inventor de la regla de célculo, William Oughtred (1574-1660).
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2. Resuelva las siguientes ecuaciones en la base indicada (también se en-
cuentran escritas en la misma base):

a) Base 3: logy 1012 ==z

Base 5: log, 100 = 2

S

Base 7: log, 2% = log, 11 + log, 22

o

U

)

)

)

) Base 6: logy 50 — log, 23 = x
) Base T: logg[4(x — 1)] =2
)

)

)

)

Base 5: log;5[2(z% + 10)] = 2

Q

Base 5: logy, ;3311 =2
Base 5: 2712 .1003 = 47!

>

3. Proponga un procedimiento para calcular logaritmos en un sistema
numérico de base cualquiera y calcule por ejemplo: loggs(6501 (7)),
logy; (1212201 (4)). Construya sus propios ejemplos.

4. Si queremos adivinar un ntmero entre 1 y 10 formulando preguntas
cuya respuesta solo sea si 0 no, con el minimo niimero de preguntas
posible, podriamos intentar encerrar el nimero de la siguiente forma:

7. {El nimero es mayor o igual que 57

Si la respuesta es si, preguntamos :

i1. Kl nimero es mayor o igual que 87

Y asi sucesivamente, hasta conseguir la respuesta: cuatro preguntas
son suficientes.

¢ Cudl es el minimo numero de prequntas posible, cuyas respuestas sean
st 0 no, para adivinar un nimero entre 1 y 1007, zentre 1 y 10007,
sentre 1y 10000007

;Se le ocurre otro tipo de preguntas que nos lleve a una solucion?

Los caminos que se pueden seguir para buscar una solucién, general-
mente no son unicos. Por ejemplo, sserd wtil el sistema binario para
resolver este problema?

Si modificamos el intervalo en el cual consideramos los niimeros e in-
tentamos adivinar un nimero entre 1 y 16, entre 1 y 53, entre 24 y 75.
¢ Cudl es el menor nimero de preguntas en cada caso?
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Si en un torneo de futbol participan 32 equipos, y el campeonato se
desarrolla eliminando al que pierde un juego, el torneo duraria 5 fechas
si no hay empates. Si son 128 equipos, jcudntas fechas son necesarias?

Si en el torneo participan 9 equipos, hay varias formas de jugarlo, con
las mismas condiciones de eliminacion. Proponga algunas alternativas
y determine en cada una de ellas el numero de fechas necesarias. ;De
cudl forma obtenemos el minimo nimero de fechas?

& Qué ocurre si en el torneo participan 350 equipos?
Utilizando solamente tres doses, las operaciones y los convenios usuales

del algebra elemental (en la raiz cuadrada no se escribe el indice),
podemos escribir los otros ntimeros, por ejemplo:

4=1/(2x2)°
§=2%x2

Escriba®® en forma similar los nimeros de 1 a 10. ;Es posible la solu-
cion con tres treses?

3.4.

Una aplicacion de la potenciacion: la escritura
de nimeros grandes

Como ya habiamos visto en el capitulo anterior la potenciacién permite
escribir niimeros grandes con pocos simbolos; por ejemplo, tomemos 10 como
base y expresemos sus primeras potencias en sistema decimal:

1.

102 es aproximadamente el nimero de ojos que hay en un salén de
clase en un colegio del sur de Bogota en el ano 2000.

103 es aproximadamente el niimero de kilémetros de Bogota a Barran-
quilla.

10° es aproximadamente el nimero de cabellos que hay en la cabeza
de una adolescente.

33Después de algunos intentos se dara cuenta de que las cuatro operaciones bésicas de
la aritmética no son suficientes para este propdsito; se requiere pensar en exponentes y
logaritmos.
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Para la estimacién®® del ntimero de cabellos que tiene una persona
joven promedio, realizamos el siguiente procedimiento:

1. Contamos el niimero de cabellos que hay en un centimetro cuadra-
do?%, lo que nos da aproximadamente 200 = 2 x 102

1. Medimos los didmetros de varias cabezas, promediamos y apro-
ximamos al niimero natural mas cercano, el resultado es 20 cen-
timetros.

i14. Con este dato calculamos la superficie de una cabeza promedio
(suponiéndola esférica para simplificar un poco); el resultado es:

S = 47mr? = 47 x 10> cm?

Como solamente la mitad de la cabeza (aproximadamente) esta po-
blada de cabellos, este nimero debe dividirse por 2.

w. Multiplicamos la medida de la superficie por el nimero de cabellos
en cada cm? y obtenemos aproximadamente 125600. La potencia
de 10 més cercana a este niimero es 10°, cantidad que tomaremos
por simplicidad, pues no requerimos mayor precisién36.

4. 10% es aproximadamente el ntimero de gotas de agua que hay en el
mar.

Para calcular el nimero de gotas que hay en todos los océanos de la
tierra procedemos de manera similar.

i. Sabemos3” que el radio de la Tierra es aproximadamente 6400 km
= 6,4 x 10%cm; con ello calculamos el volumen de la Tierra con
la formulas:

V =—=mr

Obtenemos V 2 1027cm?.

34Usaremos libremente algunos conceptos que no justificamos por considerar que no son
relevantes para nuestros propositos.

35Un dato més aproximado es 165 cabellos por centimetro cuadrado (Tahan, 1994,
p. 225).

36En El hombre que calculaba se da como superficie poblada de cabello 775 cm? y 127875
cabellos en total.

3TEn el afo 300 a.C. Eratdstenes midié el radio de la Tierra con la ayuda de una estaca;
la descripcién de su procedimiento y su resultado se encuentra en el libro (Sagan, 1985,
p. 15).
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1. La proporcion de agua en el volumen del planeta Tierra es aproxi-
madamente 3/4, luego debemos multiplicar por este factor, pero
eso no influye mucho, puesto que el factor es casi 1.

iii. Si suponemos que en un cm? caben alrededor de 100 gotas, el
ntimero méximo de gotas que puede haber en el mar es 10%9.

5. El ntimero de dtomos del universo es 108°, aproximadamente.

El célculo del nimero de atomos del universo es similar y tiene en
cuenta que hay alrededor de cien mil millones de galaxias y cada una
de ellas tiene, en promedio, cien mil millones de estrellas. Nuestro Sol es
una estrella promedio, aproximadamente igual a un millén trescientos
mil veces la Tierra.

Si conocemos la masa de la Tierra y sabemos el niimero de atomos que
hay en una mol de sustancia (el niimero de Avogadro 6,023 x 10%3),
podemos completar el calculo.

6. Una cuenta ligada al origen del ajedrez es la siguiente:

Si pudiéramos colocar en cada una de las casillas de un tablero de
ajedrez granos de trigo, de esta manera: en el primer cuadro un grano,
en el segundo dos granos, en el tercero cuatro, ocho en el siguiente
y asi sucesivamente, hasta el cuadro sesenta y cuatro, el nimero de
granos de trigo necesarios para llenar todos los escaques del tablero se
escribe en base 10:

18 446 744 073 709 551 615

Para reunir esta cantidad, seria necesario sembrar de trigo los cinco
continentes de la Tierra y obtener 76 cosechas (Caro, 1936, p. 241).

7. Miremos ahora otra cuenta fantastica referida en el dlgebra recreativa
de Perelman3®. También, con respecto a este noble juego, jcudntas
partidas de ajedrez se pueden jugar?:

“Al mover la primera pieza, las blancas tienen 20 jugadas a elegir (16
con los peones y 2 con cada caballo), las negras tienen las mismas
opciones para su primera jugada, en total 20 x 20 = 400 variantes
para 1 jugada.

En la segunda jugada las posibilidades aumentan, si ambas han movido
P4R (peén cuatro rey) se tienen 29 jugadas para elegir, y asi van

38Tomado de M. Kraitchik (citado por Perelman, 1989, pp. 36-38).

160



Operaciones superiores de la aritmética

aumentando; supongamos que hay 20 variantes en promedio para las
primeras 5 jugadas, 30 para cada una de las demds y una partida dura
alrededor de 40 movimientos, por consiguiente, el niimero de partidas

sera:
(20 x 20)° x (30 x 30)% = 20" x 30
=2' % 370 x 10%
>~ 10% x 37 x 10%°
>~ 9 x 1083 x 1033
>~ 9 x 10116
puesto que

370 — 368 % 32
>~ (3117 x 10
~ 8017 x 10
=~ 2% x 10"®
~ 2 x (219)° x 10"

~ 9 % 1033

Si todos los humanos solo jugaran ajedrez, moviendo una pieza cada
segundo, durarfamos mas de 10'%° siglos jugando sin repetir partida”.

iY nuestro universo tiene alrededor de 108 siglos de edad!

3.5. Aplicaciones de bases diferentes a la base diez

En el capitulo 2 ya habiamos hecho mencién a algunas aplicaciones del
sistema binario, octal, hexadecimal, etc.; sin embargo, existen aplicaciones
de bases menos usuales (Mosterin, 1997), entre ellas:

1. La informacién genética de todo individuo esta codificada en ADN, al
asignar a la adenina el 0, a la timina el 1, a la guanina el 2 y la citosina
el 3, tendriamos un sistema base 4; luego, la cadena de caracteres de
ADN representa unicamente un nimero natural; es decir, si tenemos
por ejemplo la cadena TCCAGT, ésta se encuentra representada por
el niimero

133021 =1 x4° +3x4* +3x43+0x42+2x4' +1x 4°
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Asi, el genoma completo de cualquier organismo puede representarse
con un numero natural.

Si consideramos las letras del abecedario, los signos de puntuacion y los
espacios en blanco: A, B, C, D, E,F, G, H,1,J, K, L, M, N, N, O, P, Q,
R, ST, U VW, X, Y. Z.., .5, 5L i 0, (), ¢, 7, / obtenemos
un sistema posicional cuya base es 43 y asi, a toda informacién, a todo
libro hecho y por hacer en idioma espanol, le corresponde un nimero
natural.

Todo sonido se puede codificar con diferentes niveles de amplitud segin
la quantizacién de sonidos wave (el sistema que se usa para digitalizar
sonidos que se guardan en discos compactos CD). El digito amplitud
1 representa el nimero 0, el digito amplitud 2, el nimero 1..., hasta
el digito amplitud 65536, el cual representa el nimero 65535. Estos
ntmeros forman un sistema de base 216 = 65536 que sirve para asignar
a cada melodia y a cada ruido un nimero natural.

También es posible codificar, o mejor, digitalizar imagenes, peliculas,
etc., usando un sistema de numeracioén cuya base es k*d (donde k es el
numero disponible de colores y d es el niimero de grados de brillo para
cada pixel). Los digitos del sistema son combinaciones de un color con
un grado de brillo. El digito (color 1, brillo 1) representa el ntimero
0, el digito (color 1, brillo 2), el niimero 1, y asi sucesivamente hasta
el (color k, brillo d), el cual representa el nimero k*d — 1. En general
para cualquier n (1 < n < k) y cualquier m (1 < m < d) el digito
(color n, brillo m) representa el nimero (n — 1)d +m — 1.

162



CAPITULO

4

Problemas de conteo en
matematicas

En este capitulo ponemos en juego procesos légicos que los matemaéaticos
practican a menudo, que no son dificiles por si mismos, pero que requieren
entrenamiento y trabajo.

El 90% de la actividad matemadtica es sudor del pensamiento; mucho
empeno, mucho error, pero siempre, muchas ideas para volver a empezar.

Plantearemos algunos problemas que consideramos interesantes y diver-
tidos, lo que es fundamental para el enamoramiento requerido por esta forma
peculiar de razonar.

Esbozaremos algunas posibles soluciones que sirvan como ayudas, lo que
no implica que sean el camino. No estamos interesados en una respuesta
correcta para cada ejercicio, sino en que el estudiante ejercite sus propios
procesos de pensamiento y proponga alternativas de solucion.

4.1. ;Qué es un problema?

Etimolégicamente la palabra problema viene del latin problema y del
griego mpoBAnuc. Un problema es un asunto o una cuestion que requiere
solucion.

Surge con la vida, los seres vivos necesitan sobrevivir; como individuo,
buscar alimentacién y como especie, buscar reproduccion. Las plantas y
los animales resuelven problemas, por seleccion natural ambos o tomando
decisiones los segundos: correr, matar, migrar.
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Los humanos como seres racionales tienen otra clase de problemas: de
salud (los resuelve el individuo, el chaman, el tegua, el médico), sociales
(los resuelven las comunidades o sus gobiernos), econémicos (los resuelve
el individuo, las comunidades o sus gobiernos), y algunos humanos tienen
problemas académicos.

Los problemas académicos nacen de la curiosidad, el deseo de saber (el
chisme), el deseo de conocer, de entender, de explicar el entorno en principio;
luego de responder preguntas que surgen cuando estudia algin tema de su
interés: religién, filosofia, ciencia, matematicas, arte, etc.

Un problema es un asunto personal, para algunos un asunto es un pro-
blema y para otros no.

Para muchas personas los problemas son indeseables: es frecuente la ex-
presién “jno quiero problemas!”. Para los matematicos son sus motivos, sus
pasiones y su cotidianidad.

4.2. ;Qué es la matematica?

En la antigua Grecia la palabra pafnuatikés (mathematikds) signifi-
caba amante del conocimiento. La matematica es una actitud, una forma
de ser y de mirar; de abstraer al mundanal ruido, de elevar el espiritu, de
pensar, contemplar, adivinar; o en un mejor lenguaje, conjeturar, razonar,
demostrar, etc. La matematica es abstraccién, generalizacién, clasificacién,
ordenamiento, razonamiento, conteo, medida, etc.

La abstraccion como actividad intelectual consiste en separar un aspecto
de la realidad (en primera instancia; luego, de las abstracciones y poste-
riormente, de las abstracciones de las abstracciones, y asi sucesivamente)
y aislarlo de todo, con la tnica finalidad de conocerla mejor. Abstraer es
encontrar las estructuras subyacentes, en principio en la realidad, luego en
las mismas ideas matematicas.

Ninguna de las entidades que estudiamos en matematicas existe en el
mundo fisico; los nimeros, los puntos, las lineas, las superficies, las figuras
geométricas, las funciones y demas objetos matematicos son abstracciones,
son ideas. La matematica no es un tema, es la manera de estudiar los temas.

4.3. ;Qué es un problema matematico?

Un problema matematico surge cuando formulamos preguntas sobre una
estructura algebraica, topoldgica o de orden; o un objeto matematico como
numeros, formas, cambios, formas de razonar, etc. Las respuestas habitual-
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mente pretenden explicar un hecho, encontrar una entidad que satisfaga
algunas condiciones, demostrar que una solucion es correcta, inducir una
férmula que explique una secuencia, etc.

Un problema matematico se resuelve hallando una entidad que posibilite
la satisfaccién de las condiciones del problema.

Hay problemas matemadticos resueltos cuyas soluciones son ampliamente
conocidas: el teorema de Pitagoras, encontrar una axiomatica para los nu-
meros naturales, el teorema fundamental del calculo, etc.

Otros resueltos cuyas soluciones son conocidas por algunos especialistas:
el dltimo teorema de Fermat y en general las matematicas de frontera.

Algunos no resueltos como la conjetura de Goldbach, la infinitud de los
primos gemelos, etc., y también hay problemas que no tienen solucién, como
construir con regla y compas un cuadrado que tenga la misma drea que un
circulo dado.

Muchos problemas no han sido formulados, y hay otros que no sabemos
si se han formulado o no. Nuestro interés estd en formular preguntas y
problemas sin importar si han sido resueltos.

Una cosa es encontrar una solucién al problema y otra es demostrar que
es solucidn, inicialmente nos ocuparemos de lo primero y en un capitulo
posterior trataremos lo segundo.

Para resolver problemas se requiere actitud: desear resolver, no necesa-
riamente tiene que ver con utilidad, a veces basta querer saber, curiosidad;
esfuerzo, persistencia: superar dificultades, intentar, errar y volver a intentar
y tolerancia a la frustracion.

Los problemas de aplicacion de las matematicas se traducen en la cons-
truccion de modelos matematicos para las situaciones que se pretende re-
solver, una situacion se puede resolver con varios modelos o un mismo modelo
puede resolver varias situaciones. Veamos algunos ejemplos.

4.4. Un modelo de solucién

Los siguientes 3 problemas tienen algo en comun; intente encontrar las
coincidencias.

1. Dos satélites, X y W, tienen érbitas circulares alrededor de la Tierra; X
da una vuelta en 90 minutos y W, en 120. Si X y W son representados
por los puntos de la figura 4.1, y giran en el mismo sentido, ;cudntos
minutos pasardn para que juntos estén en la posicion de partida por
primera vez?, ;por sequnda vez?, jpor séptima vez?
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Si cambiamos el periodo (tiempo que gasta en dar una vuelta) de X
a 45 minutos y el de W a 30, el problema se resuelve de la misma

forma? ;Es vdlido el esquema de solucion para cualquier valor de X y
(4%

Este problema, como casi todos, tiene varias maneras para ser resuelto.
Proponga por lo menos 8 formas, intentando que cada una de ellas sea,
en algun sentido, mejor que la anterior. ;Podria resolverse utilizando
el nimero de vueltas, en lugar del periodo?

X W
e o

Figura 4.1

Si dos satélites se encuentran por primera vez al cabo de 60 minutos,
scudles son los posibles periodos de cada uno?; ;y si se encuentran al
cabo de un niumero cualquiera k de minutos?

¢ Cudl es la menor capacidad que debe tener un estanque que se puede
llenar en un nidmero exacto de minutos por cualquiera de tres grifos
que vierten, el primero 36 litros por minuto, el sequndo 54 litros por
minuto y el tercero 60 litros por minuto? ;Y si cambiamos los valores
del primero por un numero k de litros por minuto, el sequndo por un
numero m y el tercero por un nimero n?

Tres aviones salen de una misma ciudad, el primero cada 8 dias, el
segundo cada 10 dias y el tercero cada 20. Si salen juntos del aecropuerto
el dia 2 de enero, jcudles serdn las dos fechas mds proximas en que
volverdn a salir juntos? (El ano no es bisiesto).

Un modelo de solucién para estos problemas incluye encontrar un multi-

plo comin entre dos niimeros naturales, para ello una opcién elemental es
multiplicarlos; si el problema consiste en encontrar un multiplo comtn pero
cada vez menor, podemos dividir el resultado anterior entre algin factor
comun de los nimeros, pues este ha sido multiplicado dos veces en el pro-
ducto, si lo que debemos es encontrar el minimo comun maltiplo de ellos
podemos repetir el proceso anterior con cada uno de los factores comunes de
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los dos nuimeros. A partir de estas observaciones, escriba un algoritmo para
hallar el minimo comun maltiplo de dos nimeros cualesquiera. Enuncie una
relacion entre el minimo comun maultiplo y la multiplicacion de dos niumeros
cualesquiera.

4.4.1. La operaciéon MCM

Hallar el minimo comin mailtiplo (MCM) entre dos nimeros naturales
a y b, que notaremos [a, b], puede verse como una operacién similar a la
multiplicacion, en el sentido de que si damos dos ntimeros cualesquiera, su
MCM es otro nimero natural. Podemos, entonces, construir una tabla para
esta nueva operacion; por ejemplo, la tabla 4.1 muestra el MCM de algunos
numeros escritos en base 12.

| Base 12
L] O 1 213 4 5 6 819 A B
0 0 0O [0fO 0 0 0 010 0 0
1 0 1 2 |3 4 5 6 819 A B
2 0 2 2 |6 4 Al6]12]8]19]| 18] B
3 0 3 6 | 31 10
4 01| 4
5 0 5
6 0 6
7 0 7
8 0 8
9 0 9
A 0] A
B 0| B
Tabla 4.1

Ejercicios
1. Complete la tabla 4.1 y explique las dos primeras filas y las dos pri-

meras columnas.

2. ;En cudles casos es lo mismo multiplicar dos nimeros que hallar su
MCM?
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4.4.2. La operacién MCD

Si a y b son dos niimeros naturales, la relacién entre la multiplicacion
a X b y el minimo comtn multiplo de ellos, la llamamos el mdzimo comin
divisor (MCD) de a y by lo notamos (a, b), tenemos que

axb

(a.0) = 25

De esta relacién resulta otra operacién entre niimeros naturales que tam-
bién tiene su tabla correspondiente:

Base 12
(,) 0 1121314561789 A]|B
0 1121314561789 A]|B
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 112112 112112 1 2 1
3 3 1 11311 11311 113 1 1
4 4 1] 2
) 5 1 1
6 6 11 2
7 7 1 1
8 8 11 2
9 9 1 1
A Al 1] 2
B B 1 1
Tabla 4.2

Ejercicios

1. Sugiera una explicacion para el nombre de esta operacion.

2. Complete la tabla 4.2 y explique las dos primeras filas y las dos pri-
meras columnas.

3. ¢sLa operacion es conmutativa?, stiene elemento idéntico?
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4.  FEnuncie otras reqularidades.

5. Multiplique las tablas 1 y 2 casilla a casilla, ;qué obtiene?; zlo
esperaba?

X % K Kk Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X kK X X
Notemos que mo nos interesamos mucho en la solucion de los
problemas planteados, mds bien nos ocupamos del método de
solucion y de los objetos matemdaticos que de €l se derivan.

X % K Kk Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X kK X X

4.5. Los datos y las hipdtesis en un problema

Frecuentemente encontramos en matematicas problemas donde, al pare-
cer, faltan datos o las hipdtesis que se deben manejar no estan explicitas; en
estos casos se requiere de algo de paciencia y observacién.

En el siguiente ejercicio es muy importante la lectura y traduccién de las
condiciones del problema y la formulacién de conjeturas o hipotesis bajo las
cuales la solucién propuesta es valida.

Un club de 99 miembros hizo una rifa con tres premios. En ella cada
ganador tenia como premio un numero de entradas al teatro, igual a la
suma de los digitos de su boleta.

Uno de los miembros, que no asistio, pregunté quiénes habian ganado
y no le quisieron decir; luego pregunté por el ntimero total de entradas
repartidas y le dijeron que si le respondian, le dirian los niimeros premiados,
y €l contestd: “ya sé”. ;Cémo lo supo?

4.6. Algunas veces no se puede

En algunas ocasiones encontramos problemas que tienen una solucién
para algunos valores de los datos del problema, pero que en general no se
pueden resolver con datos arbitrarios. Veamos un ejemplo:

Con las siguientes seis cifras 1, 1, 2, 2, 3 y 3 es posible escribir un niimero
donde los “1”estén separados por un digito, los “2”por dos digitos y los
“3”por tres digitos. Por ejemplo:
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312132y por supuesto, escritos en orden inverso 23121 3

Solo con las cifras 1, 1, 2 y 2 no es posible escribir un niimero donde los
“1”estén separados por un digito y los “2” por dos digitos, pues en cualquier
configuracién nos falta una cifra.

Con las cifras 1, 1,2, 2, 3, 3, 4 y 4 escriba un numero donde los “1” estén
separados por un digito, los “2” por dos digitos, los “3” por 8 y los “4” por 4.

El mismo problema con los niimeros 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 5 y 5 no tiene
solucién, tampoco si los nimeros van hasta 6, pero si la tiene para 7 y 8.

Una solucién para 7 es:

46171435623725
Encuentre una para 8.
Ejercicio

¢Para cudles valores de k, el problema de escribir

112233445566..., kk

con las condiciones expuestas es posible?

X k% K Kk Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X kK X X
Hay problemas en matemdticas que no tienen solucion; no por
incapacidad del matemdtico, sino porque la solucion no existe,
generalmente porque las condiciones lo impiden.

X ok K K Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X Kk X X

Por ejemplo, es imposible dividir un angulo arbitrario en tres angulos
iguales utilizando solamente regla y compés euclidianos, construir un cubo
cuyo volumen sea el doble de un cubo dado o construir un cuadrado de area
equivalente a un circulo dado (Munoz, 1990); también es imposible encontrar
una férmula que permita resolver cualquier ecuacion de grado 5 o superior,
utilizando las operaciones bésicas del dlgebra (Herstein, 1976, p. 249).

Demostrar que un problema no tiene solucién suele ser mas complicado
que encontrar una; tal vez sea Evariste Galois el mateméatico méas recordado
por haber generado soluciones a problemas de este tipo. El demostrs la im-
posibilidad de solucién de algunos problemas milenarios, como la duplicacién
del cubo, la triseccién del angulo y la ecuacion general de quinto grado por
radicales, y eso que tan solo vivié 20 anos.
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Generalmente, en la busqueda de soluciones para problemas insolubles, se
aprende mucho sobre otros problemas que si tienen solucién y se desarrollan
teorias nuevas. Galois no solo resolvié los problemas clasicos, sino que puso
las bases para el desarrollo de la teoria de grupos y de la teoria de Galois
(Fraleigh, 1988, p. 415).

4.7. Contar en geometria

En geometria aparecen de manera natural muchos problemas de conteo,
contar el nimero de diagonales de un poligono regular de n lados, el niimero
de caras de un poliedro regular, irregular, de una estrella, etc.

Presentamos aqui dos problemas que requieren para su solucién mezclar
un poco de intuicién en el manejo del espacio, con cierta habilidad de calculo.

Ejercicios
1. Inicialmente, notemos que con 3 puntos se puede formar una sola fila
(de manera que los tres estén en la misma recta):

Si ponemos 4 puntos, con la condicién adicional de no poner mas de
tres puntos en cada fila, podemos hacer, de nuevo, solo una fila de 3
puntos.

Pero con 5 puntos, ya podemos hacer, a lo mas, dos filas de 3:

Se puede verificar, que con

6 puntos se hacen maximo 4 filas de 3
7 puntos se hacen maximo 6 filas de 3
8 puntos se hacen maximo 7 filas de 3
9 puntos se hacen maximo 9 filas de 3

10 puntos se hacen maximo 11 filas de 3.
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Ejemplificamos este ultimo caso en la figura 4.2.

Figura 4.2

Con 20, 21, 22, puntos, ;cudl es el mayor numero de filas de tres
puntos que se puede construir?;Cudl es la secuencia para k puntos?

La conjetura del punto. Consideremos un conjunto de puntos que estan
conectados todos entre si, por lineas rectas, como se muestra en la

figura 4.3.

7 N

Figura 4.3

La conjetura sostiene que es imposible trazar un diagrama de puntos
en el que cada linea contenga al menos tres puntos (sin tener en cuenta
el diagrama en el que todos los puntos descansen sobre la misma linea).
En efecto, tras experimentar con unos pocos diagramas, la afirmacién
parece ser cierta.
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Por ejemplo, el primer diagrama consta de cinco puntos conectados
por seis lineas. Cuatro de ellas no contienen tres puntos, asi que, clara-
mente, esta disposicion no cumple el requisito de que todas las lineas
posean tres puntos. Si insertamos un punto mas y su linea correspon-
diente, como en el segundo diagrama, el nimero de lineas que no retine
tres puntos se reduce a tres.

Distribuya el diagrama de manera que todas las lineas contengan al
menos tres puntos. ;Es imposible? Argumente por qué.

4.8.

Contar en topologia

La topologia es una parte de la matematica donde se estudian las pro-

piedades que no cambian cuando a un objeto se le hace una transformacion
continua; por ejemplo los puntos que son interiores a una figura plana se
mantienen en el interior ante transformaciones continuas.

Presentamos dos problemas que relacionan aritmética y topologia, en

ambos problemas trabajo el matematico suizo Leonhard Euler con lo que
dio origen a la topologia algebraica.

Ejercicios

1.

La caracteristica de Euler: consideremos un triangulo ABC en un
plano « y un punto P fuera del plano. Si unimos con segmentos de
linea recta el punto P con cada uno de los vértices del tridngulo obte-
nemos un poliedro de cuatro caras, llamado tetraedro, que tiene cuatro
vértices y seis aristas. Note que el niimero de vértices V mas el nimero
de caras C, menos el numero de aristas A es 2. Este niimero es llamado
la caracteristica de Fuler del tetraedro.

Sustituya el tridngulo por un poligono de 4,5,6... lados en « (con
esto obtenemos pirdmides), cuente sus caras, sus vértices y sus aristas.

Calcule la caracteristica de Euler de las piramides; es decir, el niimero
V+C-—-A.

Sustituya ahora el punto P por un poligono A’B’C’. .. en un plano (3,
paralelo a (3, del mismo niimero de lados que el que se toma en el plano
a; una los vértices correspondientes hasta formar un prisma. Repita
las cuentas hechas para las piramides y compare los resultados. Intente
con otras figuras.
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En otros poliedros, como las torres, que estan formadas por piramides
sobre prismas, también se verifica la relacién de Euler (Campos, 1996).
¢ Eziste alguna figura donde ella no se verifique?

Calcule la caracteristica de Euler para un cubo con un agujero, como
el que muestra la figura 4.4. Haga sus propios ensayos con solidos que
tengan dos o mas huecos.

Figura 4.4

Una consecuencia asombrosa de que la caracteristica de Euler sea 2
para cualquier poliedro, es que:

Solo existen 5 poliedros regulares

Un poliedro se llama regular si su superficie esta formada por caras
poligonales todas congruentes entre si y los angulos en sus vértices son
también congruentes.

Y solo existen cinco poliedros regulares: el tetraedro, el hexaedro o
cubo, el octaedro, el dodecaedro y el icosaedro.

Mostraremos aqui un razonamiento basado en el teorema 21 del libro
XI de los Elementos de Euclides, el cual dice que “todo angulo sélido
es contenido por angulos menores que cuatro angulos rectos”. Veamos:

Con tres triangulos equildteros se construye un dngulo sélido del tetrae-
dro, cuya medida es la suma de las medidas de los dngulos de los
tridngulos que forman el vértice del angulo del tetraedro (esto es
3x 60 = 180 < 360); con 4 el 4ngulo del octaedro (4 x60 = 240 < 360),
con 5 el dngulo del icosaedro (5 x 60 = 300 < 360).

Con seis triangulos equildteros, no se puede formar un angulo sdlido,
porque, como el angulo del triangulo equildtero es dos tercios de un
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angulo recto, los seis serian iguales a cuatro angulos rectos, lo que es

imposible.

TETRAEDRD (4] CUBO (8) DCTAECRO (80

v @

CODECAELRD(1Z) ICOSAEDRO (20)

Figura 4.5

El dngulo de un cubo esta formado por tres cuadrados y no se puede
formar un dngulo sdlido con cuatro cuadrados, porque serian cuatro
angulos rectos.

El angulo del dodecaedro regular estd formado por tres pentagonos
equilateros, y construir un angulo sélido con cuatro pentagonos es
imposible, puesto que el dngulo del pentdgono regular es 6/5 de un
angulo recto, los cuatro angulos serian mayores que cuatro angulos
rectos. Imposible.

Poliedro regular | Ntimero de vértices | Niumero de | Ntiimero
de caras aristas

Tetraedro 4 6 4
Hexaedro 8 12

Octaedro 6 12

Dodecaedro 20 30 12
Icosaedro 12 30 20

Tabla 4.3

175



Actividades matematicas para el desarrollo de procesos légicos

En conclusién, solo hay cinco poliedros regulares. El ntimero de sus
vértices, aristas y caras esta en la tabla 4.3.

Para todos ellos la caracteristica de Euler es 2. Una demostracion
analitica de este hecho, donde se utiliza la relaciéon de Euler V. — A +
C = 2 se encuentra en el libro de R. Courant y R. Robbins (1971, pp.
242-246).

2. Cuentas en teoria de grafos: algunas de las siguientes figuras se
pueden trazar sin levantar el 1apiz y sin repetir linea, cudles?

Figura 4.6
Observe la siguiente secuencia de figuras. Todas ellas se pueden dibujar

con las condiciones estipuladas.

En la figura 4.7 encontramos el caso mas simple, en donde el punto de
partida (i) coincide con el punto de llegada (f).

i f i f i.f

Figura 4.7

Notemos que en estos trazos, la forma no es determinante para la
solucién del problemal; ellos son esencialmente los mismos.

!Existen otros problemas en donde la forma de las figuras es irrelevante para su solucién;
una de las ramas de la matemadtica que se ocupa de algunos de ellos es la topologia.
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La figura 4.8 muestra de nuevo tres trazos en esencia iguales, en el
sentido que tienen la misma solucién, aunque su forma es distinta.
Busque otras.

Figura 4.8

El primer trazo de la figura 4.8 se obtiene mediante la adicién de una
linea interior al primer trazo de la figura 4.7 y por un proceso simi-
lar, podemos obtener nuevas situaciones que también son equivalentes,
como las que se muestran en la figura 4.9.

Figura 4.9

Ezprese un criterio segun el cual son equivalentes los trazos en cada
una de las figuras anteriores.

La figura 4.10 muestra otros trazos que se pueden hacer, sin repetir
linea y sin levantar el 1apiz, que pueden servir para que usted intente
sus propias conjeturas, sin importar que logre o no una conclusién
valida, mediante el pegamiento de figuras similares al primer trazo de
la figura 4.8.
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VIAV

Figura 4.10

Sin embargo, si adicionamos una linea mas al primer trazo de la figura
4.9, la construccién ya no es posible. Este y otros casos imposibles se
muestran en la figura 4.11. Estudie en las figura que hemos presentado

y determine en qué condiciones se pueden trazar sin levantar el ldapiz
y sin repetir linea.

PIANN
PTANR S
<>

Figura 4.11

En figuras como las que hemos presentado se acostumbra llamar vértices
a los puntos de los cuales parten las lineas, vértice impar si de él parte
un numero impar de lineas, y par en caso contrario. Por ejemplo, el
vértice A en la figura 4.12 es par y el B es impar.
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Figura 4.12

El problema de hacer trazos sin levantar el lapiz y sin repetir linea
esta relacionado con uno que le fue propuesto al matematico Leon-
hard Euler, sobre un paseo por la ciudad de Koénigsberg (actualmente
Kaliningrado); alli hay una isla llamada Kueiphof, el rio que la rodea
se divide en dos brazos y sobre ellos, en tiempos de Euler, estaban
colocados siete puentes, como se indica en la figura 4.13.

Figura 4.13

Los habitantes del lugar intentaban descubrir una trayectoria para sus
paseos, de forma tal que pudiesen regresar al punto de partida después
de haber cruzado por los siete puentes, pero pasando por cada uno solo
una vez.

Fuler presenté una solucién a un problema mas general: “dada una
configuracién cualquiera del rio y de los brazos en que pueda dividirse,
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asi como un numero cualquiera de puentes, determinar si es o no posi-
ble cruzar cada puente exactamente una vez, de la siguiente formas:

Si hay mas de dos regiones a las que conduce un ntmero impar de
puentes, ninguna ruta se puede hallar que satisfaga las condiciones
requeridas.

Si, por el contrario, hay solo dos regiones con un nimero impar de
puentes que conduzcan a ellas, el camino pedido se puede realizar,
supuesto que comience en una de tales regiones.

Si, finalmente, no hay ninguna regién a la que conduzca un nimero
impar de puentes, el camino pedido se puede realizar comenzando en
cualquier regién”.

Una solucion propuesta en teoria de grafos para el problema de trazar
figuras sin levantar el 1apiz y sin repetir linea se muestra a continuacion
(Tahan, 1994, p. 236):

a) Las figuras donde todos sus vértices son pares se pueden dibujar
con un trazo continuo partiendo de un vértice cualquiera.

A

Figura 4.14 Figura 4.15

La estrella pentagonal (figura 4.14), simbolo que empleaban los
pitagoricos para reconocerse, y la firma de Mahoma, formada por
dos medias lunas opuestas (figura 4.15), y que segtn la tradicion,
trazaba el Profeta con la punta de su cimitarra, son dos de estos
casos.

b) Cuando una figura tiene dos vértices impares, puede describirse
con trazo continuo partiendo de uno de dichos vértices.

Asi, por ejemplo, la figura 4.16 puede describirse en cualquier
sentido con tal de que se parta de una de sus vértices impares B
o D.
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C
B
D
E
A F
Figura 4.16

FEn iguales condiciones se halla la figura 4.17.

Figura 4.17

¢) Las figuras que tienen més de dos vértices impares no pueden
describirse con un trazo continuo.

Compare esta solucion con la dada por Euler al problema de los puentes.
A qué corresponde una region en el lenguaje de los trazos?, ;a qué co-
rresponde un puente?; dibuje el trazo® correspondiente.

2La palabra trazo que utilizamos aqui, corresponde a grafo en los libros dedicados a su
estudio, por ejemplo: Johnson y Johnson (1972).
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4.9.

Contar en combinatoria

La teoria de las probabilidades (Kreyszig, 1978) es una parte de la

matematica que estudia fenémenos aleatorios, aquellos que no son deter-
ministicos, como por ejemplo el lanzamiento de un dado o una moneda no
siempre tienen el mismo resultado; en ella se utilizan conceptos de combi-
natoria que describimos enseguida.

Ejercicios

1.

El niimero de permutaciones de n objetos: estudiemos de cudntas
formas se pueden colocar en un renglén 1, 2, 3 y 4 letras respectiva-
mente.

En el primer caso solo tenemos una forma.

En el segundo caso, si las letras son a y b, estas las podemos colocar
de dos formas diferentes

ab y ba

Para tres letras, por ejemplo a, b y ¢, las podemos colocar de seis
formas distintas a saber:

abe, ach, bac, bca, cab, cba

notemos que dos empiezan con a, dos con b y dos con ¢, en total
3 X 2 = 6; tres formas de empezar con dos posibilidades cada una.

Si son cuatro letras, digamos a, b, ¢ y d, tenemos cuatro maneras de
empezar, y por el ejercicio anterior, seis posibilidades en cada una, por
ejemplo:

abcd, abdc, acbd, acdb, adbc, adcbh

Ahora, colocando la b en la primera posicién nos resultaran otras seis
posibilidades y si continuamos con cada una de las letras vamos a
obtener seis posibles formas por cada letra; lo que nos da 4 x3 x2 = 24
maneras diferentes para las cuatros letras.

¢ Cudntas formas posibles existen para colocar 5 letras? ;Cudntos posi-
bles arreglos se pueden encontrar con 10 elementos diferentes?; ;con
25¢%, scon k letras? El resultado lo escribimos n!, lo llamamos n fac-
torial y convenimos que 0! = 1.
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2. Eleccion de k objetos de n posibles teniendo en cuenta el
orden: si tenemos cinco objetos que no se puedan distinguir por el
tacto, por ejemplo, bolas de igual volumen y peso, pero distinto color
en una bolsa, hay exactamente cinco posibilidades de sacar una bola
de un color determinado.

Si deseamos sacar dos bolas de manera que sea diferente sacar las bolas
en diferente orden, hay cinco posibilidades de sacar la primera y cuatro
posibilidades de sacar la segunda, pues ya hay una menos en la bolsa.
Es decir, 5 x 4 en total.

Para sacar la tercera bola hay 5 x 4 x 3 posibilidades. Si sacamos 4
bolas de 6 posibles, ;cudntas posibilidades hay?; ;si sacamos k bolas
de n posibles?

El resultado para elegir k bolas de n posibles teniendo en cuenta el
orden lo podemos escribir como

n!

(n—k)!

Ezponga un argumento que justifique esta escritura.

3. Eleccién de k objetos de n posibles sin tener en cuenta el or-
den: complicando el problema anterior un poco mas, deseamos saber
(v esto es fundamental en cualquier estudio) de cudntas formas se
puede escoger dos bolas de cinco posibles, pero en esta ocasién no dis-
tinguimos entre sacar la bola marcada con un color y luego la marcada
con otro color, y la eleccién en orden contrario; es decir, sacar primero
la bola del segundo color y luego la bola del primero.

En este caso, las posibilidades se reducen a la mitad; es decir, dividimos
la respuesta del problema anterior, entre dos.

Si en lugar de dos, sacamos tres, cuatro, bolas, sin distinguir el orden
de aparicion, ;cuantas formas son posibles?; ;si sacamos k bolas de n
posibles?

El resultado de elegir k£ bolas de n posibles lo podemos escribir como

(1) =5

conocido como numero combinatorio o coeficiente binomial. Exponga
un argumento que justifique esta escritura.
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¢De cudntas formas pueden siete personas estar sentadas en una silla
de una cafeteria con capacidad para tres personas?

Se quieren sentar tres hombres y dos mujeres en una fila de modo
que las mujeres ocupen los sitios pares. ;De cudntas formas pueden
sentarse?, sy si son cinco hombres y cuatro mugjeres?

¢De cudntas formas pueden sentarse cuatro personas alrededor de una
mesa de tres puestos, si pueden sentarse de cualquier forma?

¢De cudntas formas pueden sentarse cinco personas alrededor de una
mesa de tres puestos, si dos personas determinadas no deben sentarse
una al lado de la otra?

Con tres mujeres y cinco hombres quiere formarse un comité de dos
mugjeres y tres hombres. ;Cudntos comités distintos pueden formarse
S1:

i. No se impone ninguna restriccion?
i1. Dos mugeres determinadas deben estar en el comité?

11. Un determinado hombre no debe estar en el comité?

FEn dos cajas hay encerrados un mango y una papaya; si sabemos que
en cada caja hay una sola fruta, es obvio que sacando la fruta que hay
en una de ellas sabremos el contenido de la otra.

Similarmente es posible saber el contenido de tres cajas, donde hay tres
mangos y tres papayas, sacando solo una fruta de cada caja y sabiendo
que en cada caja hay dos frutas y que no hay en ellas la combinacion
de frutas que se indica en la figura. Encuentre la solucion. Enuncie
y resuelva una generalizacion de este problema para cuatro cajas, seis
mangos y seis papayas.

PM

Figura 4.18
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10.  ;Con una balanza es posible distinguir una moneda falsa entre tres,
sabiendo que la falsa pesa menos y haciendo solo una pesada?; ;y si
son seis, ocho, o nueve monedas, se puede en dos pesadas?

¢ Y st la falsa pesa distinto de las otras dos, pero no sabemos si mds o
menos, se puede distinguir una de tres haciendo dos pesadas? ;Una de
9 o de 12 en tres pesadas? ;Hay una regla general para este problema?

4.10. Contar en teoria de conjuntos

La teoria de conjuntos es una rama de la matematica que le sirve de
fundamento, utilizando como punto de partida los conceptos de conjunto y
de pertenencia de un elemento a un conjunto y unos axiomas que relacionan
los conceptos basicos.

FEn teoria de conjuntos, como en casi todas las ramas de la matematica
aparece el conteo de forma natural. Asumiremos de momento que podemos
contar los elementos de conjuntos particulares y nos ponemos por tarea
contar los elementos de conjuntos formados a partir de ellos.

4.10.1. Subconjuntos y el conjunto de partes

Un conjunto X es subconjunto de otro conjunto Y si y solo si todo ele-
mento de X es elemento de Y. El conjunto de todos los subconjuntos de un
conjunto X es el conjunto de partes de X y se denota p(X).

Para responder a la pregunta: jsi un conjunto X tiene n elementos,
cudntos subconjuntos tiene X? Es decir, jcudntos elementos tiene su con-
gunto de partes p(X)? Empecemos haciendo una lista:

Si X es vacio naturalmente tiene un solo subconjunto.

Si X tiene un elemento, tiene dos subconjuntos, etc.

Encuentre todos los subconjuntos en conjuntos con tres, cuatro, cinco,
seis elementos y complete la tabla 4.4.

Escriba una formula para el caso en que el conjunto tenga n elementos.

Observe en el proceso de formacion de la tabla. ;Cudntos conjuntos se
agregan en cada paso? Dé una explicacion para ello.
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Elementos | Subconjuntos

1
2

(=200 INGA0N BN ORI R B e

Tabla 4.4

4.10.2. El producto cartesiano de conjuntos

Dados dos conjuntos, A y B, el producto cartesiano de A y B notado
A x B, es el conjunto formado por las parejas ordenadas (a,b) de manera
que el primer elemento pertenece a A y el segundo a B; es decir:

AxB={(a,b):a€ A y be B}

Si queremos averiguar el nimero de elementos de un producto conociendo
el nimero de elementos de cada uno de sus factores, procedemos por partes:
Primero, tomemos el conjunto A con un elemento; por ejemplo, A = {a}
y el conjunto B, también con un elemento, digamos B = {x}; el ntimero de
parejas ordenadas que se puede formar teniendo como primera componente a
elementos de A y como segunda componente a elementos de B, es solamente:

Ax B={(a,z)}

Si A tiene un elemento y B tiene dos elementos el producto naturalmente
tiene dos parejas, asi sucesivamente; luego tomamos un conjunto A con dos
elementos y variamos el niimero de elementos de B.

Complete la tabla 4.5.
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Numero de Numero de Numero de
elementos de A elementos de B elementos de A X B
1 1 1
1 2 2
1 3 3
1 k k
2 1 2
2 2 4
2 3 6
2 k 2k
n k ?
Tabla 4.5

4.10.3. Relaciones

A cualquier subconjunto del producto cartesiano A x B lo llamamos una
relacion de A en B.

Una relacién R de un conjunto X en si mismo la llamamos una relacion
en X.

Una relacién R en un conjunto X es reflexiva si y solo si para todo
x € X, se cumple que (x,z) € R.

R es simétrica en X siy solo si para todo z, y € X, si (z,y) € R,
entonces (y,x) € R.

R es antisimétrica en X siy solo si para todo z, y € X, si (z,y) € Ry
(y,z) € R, entonces = = y.

R es transitiva en X siy solo si para todo z, y, z € X, si (z,y) € Ry
(y, z) € R, entonces (z, z) € R.

R es una relacion de equivalencia, si y solo si, R es reflexiva, simétrica y
transitiva.

R es una relacion de orden si y solo si R es reflexiva, antisimétrica y
transitiva.
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Ejercicios

1. Si el numero de elementos de A esn y el de B es m, ;cudntas rela-
ciones hay de A en B?

2. Formule ejemplos de relaciones que cumplan cada una de las propie-
dades enunciadas.

3. Para conjuntos con uno, dos, tres, cuatro, ..., elementos, ;cudntas
relaciones hay que cumplan cada una de las propiedades enunciadas?
Procure una generalizacion.

4.10.4. Funciones

Una funcién f de un conjunto A en un conjunto B es una relacién de A
en B, tal que todo elemento de A estd como primera componente en alguna
pareja ordenada de f, pero solamente en una.

Es decir, que si la pareja (z,y) € f y la pareja (z,z) € f, debe tenerse
que y = z.

El conjunto de todas las funciones que se pueden definir de un conjunto
A en otro conjunto B lo notamos B4. Nuestro propésito es averiguar cuantos
elementos tiene B4, si A tiene n elementos y B tiene m elementos.

De nuevo recurramos a las tablas por casos:

Supongamos que A tiene solo un elemento y B tiene un elemento; por
ejemplo:

A={0} y B={a}

Una funcion de A en B debe tener por lo menos una pareja que tenga
como primera componente a 0, y el tnico elemento para combinar en B es
a, luego la tnica funcién de A en B es:

f=H(0,a)}
Si A tiene solo un elemento y B tiene dos elementos, por ejemplo:
A={0} y B={ab}

Una funcion de A en B debe tener por lo menos una pareja que tenga
como primera componente a 0, y pero ya hay dos posibilidades para combinar
en B, una con a y otra con b, luego hay dos funciones de A en B, ellas son:

f=10,0)} v g={(0,0)}
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Asi, es facil intuir que si A tiene un elemento y B tiene n elementos, en
total hay n funciones de A en B; una por cada elemento de B como segunda
componente.

Ejercicios

1. Si A tiene n elementos y B solo uno, la situacién es distinta, pues
Unicamente hay una funcién de A en B. ;Por qué?

2. Complete la tabla 4.6.

#A #B # B~
1 n n
n 1 1
2 2 4
2 3 9
2 n
3 2 8
3 3 27
3 n
n
n m

Tabla 4.6

4.10.5. Funciones inyectivas

Una funcién f de un conjunto A en un conjunto B es una funcion in-
yectiva 0o uno a uno si todo elemento de B que estd en alguna pareja de la
funcién, estd solo una vez; es decir, que si la pareja (z,y) € f y la pareja
(z,y) € f debe tenerse que = = z.

Dicho de otra manera: si para todo z, y elementos de A se cumple que
f(x) = f(y), entonces debe tenerse que = = y.
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Para contar cudntas funciones inyectivas hay de un conjunto A con n
elementos en un conjunto B con m elementos debemos distinguir dos casos:

7. Sim <n.
1. Sin <m.

En el primero, no hay funciones inyectivas de A en B. ;Por qué?
Para determinar el nimero de funciones inyectivas de A en B, en el se-
gundo caso, haga una tabla similar a las anteriores y establezca una formula.

4.10.6. Funciones sobreyectivas

Una funciéon f de un conjunto A en un conjunto B es una funcién so-
breyectiva o simplemente sobre si todo elemento de B estd en alguna pareja
de la funcién; es decir, que para todo elemento y de B exista un elemento x
de A tal que la pareja (x,y) € f.

Para contar cuantas funciones sobreyectivas hay de un conjunto A con n
elementos en un conjunto B con m elementos, también debemos distinguir
dos casos:

7. Sin <m.
7. Sim <n.

En el primer caso, no hay funciones sobreyectivas de A en B. ;Por qué?
Para el segundo, haga una tabla stmilar a las anteriores y establezca una
formula para el nimero de funciones sobreyectivas de A en B.

4.10.7. Funciones biyectivas

Una funcién f de un conjunto A en un conjunto B es una funcion biyec-
tiva si es inyectiva y sobreyectiva.
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De las dos secciones anteriores se desprende que la Gnica manera de que
hayan funciones biyectivas entre dos conjuntos A y B es que ambos tengan
el mismo nimero de elementos. ;Por qué?

¢ Cudntas funciones biyectivas hay entre dos conjuntos que tengan n ele-
mentos?

4.10.8. Operaciones binarias internas
Una operacién binaria interna en un conjunto A es una funcién
x:AxA— A

Para conocer cudntas operaciones binarias internas son posibles en un
conjunto de n elementos veamos primero los casos mas sencillos, por ejemplo
con n = 2. Debemos llenar una tabla

Tabla 4.7

donde el signo 7 debemos reemplazarlo por 0 o por 1. Como hay cuatro
casillas que se pueden llenar de dos formas distintas, en total hay 2 x 2 x
2 x 2 =2% = 16, formas de definir las operaciones.

Con tres elementos hay nueve casillas que se pueden llenar de tres ma-
neras distintas, es decir, 3° = 19683, maneras de definir una operacién.

Si de estas operaciones queremos saber cudntas tienen elemento idéntico
en un conjunto con dos elementos, {0, 1} debemos elegir a uno de ellos como
elemento idéntico.

Si escogemos a 0, la fila y columna donde se ubica quedard llena y la
tabla queda

0 1

0 0 1

1 1 ?
Tabla 4.8
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donde falta llenar una casilla, que se puede llenar de dos formas distintas, es
decir, hay dos operaciones con elemento idéntico 0. Por supuesto otras dos
con 1; en total 2 x 2 = 4 operaciones con elemento idéntico.

Con tres elementos {0, 1,2} hay tres posibilidades de elegir y en cada una
de ellas quedan cuatro casillas por llenar, cada una con tres posibilidades; es
decir, 3 x 3 x 3 x 3 = 81 operaciones para cada elemento fijo como elemento
idéntico. En total 3 x 81 = 243 operaciones con elemento idéntico.

Ejercicios

1. ;Cudntas operaciones binarias internas son posibles en un conjunto
de n elementos?

2. De las operaciones binarias anteriores, scudntas tienen elemento neu-
tro?

3. De todas las operaciones binarias posibles de un conjunto con n ele-
mentos, scudntas son conmutativas?

4. De todas las operaciones binarias conmutativas de un conjunto con n
elementos, ;cudntas tienen ademds elemento neutro?
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CAPITULO

5)

Induccidn a partir de
listas

Uno de los procesos logicos que méas han desarrollado las personas que
se dedican a estudiar matemadticas, es el proceso de encontrar regularidades
en una sucesién de resultados a partir de algunos casos particulares, esto
es, encontrar una manera general de decir todos los casos, hallar formulas
que resuman en una sola expresién todas las caracteristicas de un grupo de
informaciones, a este proceso lo llamaremos inducir.

X k% K kK Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X kK X X
Este proceso, como casi todos, no se desarrolla de manera es-
pontdnea a partir de una explicacion, sino, por el contrario, va
surgiendo, se va formando lentamente, saliendo del ejercicio co-
tidiano, de la insistencia, de la continua repeticion. Es fruto de
muchos ensayos y errores, de volver a empezar, pero, sobre todo,
de la persistencia en el trabajo.

X % K K Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X kK X X

En el ejercicio del proceso de inducir, es frecuente enfrentarse a difi-
cultades adicionales, como, por ejemplo, confirmar la sospecha de que una
férmula que es valida en muchos casos lo es para todos los casos; dificultad
que solo superaremos cuando estudiemos el principio de demostracion por
induccion matemdtica .

'La expresién induccidn matemdtica tiene un significado particular en mateméticas
como método de demostracién de afirmaciones que se hacen sobre todos los nimeros
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Otra dificultad radica en la tendencia a creer que todo proceso que
tiene algun tipo de regularidad es susceptible de ser modelado mediante
una férmula, situacién que en muchos casos no se tiene; sin embargo, la
ganancia obtenida en el intento es suficiente retribucién por el esfuerzo.

Iniciaremos recurriendo a formar listas de nimeros para percibir rela-
ciones entre los niimeros, que nos lleven a establecer conjeturas y verificarlas
en casos particulares; en el siguiente capitulo juntaremos listas para hacer
tablas e inducir en dos direcciones.

Los ntimeros naturales tienen una gran simplicidad para su compren-
sién, lo que facilita la familiarizacion con ellos de manera relativamente
rapida, pero encontrar y sistematizar relaciones entre ellos puede llegar a
complicarse mucho, aunque en la mayoria de los casos las relaciones halla-
das pueden ser enunciadas de manera simple. Esta aparente dificultad les
da una ventaja pedagdgica, pues con pocos conocimientos podemos plantear
y resolver problemas cuyo enunciado es de facil comprension, permitiendo,
ademas, distintos niveles de profundidad en las soluciones propuestas.

Comenzaremos por estudiar algunas curiosidades de los nimeros que
forman parte del legado matemdtico griego?, las cuales, por su cercania con
representaciones geométricas sencillas, nos ayudan a desarrollar la intuicién
y con ella la capacidad de abstraccion y generalizacion.

5.1. Numeros pares e impares
En la lista de los niimeros naturales,
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, . .
una primera observacion permite diferenciar dos tipos de numeros, que
aparecen cuando contamos de dos en dos, a partir de 0 o a partir de 1.

Los primeros, conocidos como nimeros pares son:

0,2,4,6,8,10,12,14, 16, 18,20, . . .

naturales; este uso lo precisaremos en el capitulo 7.

2Los griegos, hacia el siglo IV a.C. desarrollaron los conceptos bésicos de lo que
hoy conocemos con el nombre teoria de numeros. Pero antes, desde el siglo VI a.C.,
matemadticos como Pitdgoras y los que formaban parte de su escuela (entre ellos Teano,
una célebre mujer matemdtica) estudiaron algunos tipos de nimeros, que trataremos en
este capitulo, nimeros con tal importancia para las matematicas que son considerados sig-
los después en obras tan famosas como en la Aritmética de Diofanto de Alejandria (siglo
I1I d.C., aprox.).
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Los segundos, llamados niumeros impares, son:
1,3,5,7,9,11,13,15,17,19, 21, . ..

Iniciemos tratando de determinar cudl es el par ndmero 100. Un camino
es notar la regularidad en la sucesién de nimero pares y establecer una
férmula.

Como la diferencia entre cada uno de ellos es 2, al cabo de n pasos,
obtenemos 2n si partimos de 0.

Para los niimeros impares el mismo proceso nos da 2n — 1 si empezamos
a contar en 1.

Esto significa que si queremos saber cudl es el niimero que ocupa el lugar
1000 en la lista de los nimeros impares, basta reemplazar el niimero 1000
por la letra n en la férmula 2n — 1 para obtener 2(1000) — 1 = 1999.

¥ ok K X K % Kk K Kk K K K X X % Kk X Kk kK Kk ¥
Esta es una herramienta formidable, nos permite saber mucho
mds alld de lo que podemos escribir, no hay un ultimo paso
iNingun animal, no humano, puede inferir tanto!

¥ ok K K K X Kk Kk Kk K K K X X % Kk X kK kK kK ¥

Empecemos a formular preguntas, por ejemplo: sla suma de dos pares
es par?; jsla de dos impares?, jel producto?, ...

Ejercicios

1. Sea p un impar y n un nimero natural cualquiera, entonces

p° +np

¢ Es siempre impar?

s

[~
—_— — — — ~—

¢ Es siempre par?

¢ Es par si n es par?

U

¢ Es impar si n es impar?

e) sFEs impar si n es par?
Justifique su respuesta.

2. Encuentre el promedio® de los 7777 primeros nimeros impares.

3El promedio de un conjunto de nimeros es el resultado de dividir su suma entre el
nuimero de elementos del conjunto.
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3. Sien lugar de contar de 2 en 2, partiendo de 0, contdramos de 3 en
3, obtendriamos la siguiente lista:

0,3,6,9,12,15,18,21,24,27, . ..

¢ Comparte ella algunas propiedades de los niimeros pares? Explique.

&51 partimos de 1, cudl es la lista?, ;si partimos de 29, ;si partimos
de 37, etc.; scudntas listas hay que no tengan elementos en comin?

Contemos ahora de 4 en 4, a partir de 0, de 1, de 2, etc. Enuncie
conclusiones generales cuando contamos de k en k, donde k es cualquier
numero natural.

5.2. Los numeros triangulares

Los discipulos de Pitdgoras* estudiaban los niimeros absolutos (aritméti-
ca), los nimeros aplicados (la misica), las magnitudes en reposo (geometria)
y las magnitudes en movimiento (astronomia). La ciencia de los nimeros
absolutos estudiaba los niimeros poligonales (aquellos que se pueden repre-
sentar como ensamble de un poligono regular basico preservando la forma),
en especial triangulares y cuadrados, las razones y proporciones, la teoria de
la divisibilidad, los niimeros primos, perfectos (aquellos que son iguales a la
suma de sus divisores diferentes de él), etc., y las progresiones (Caro, 1936,
p.p. 13-14).

Los pitagoricos representaban los nimeros por medio de agujeros en la
arena o por medio de piedras®. Asi, por ejemplo, los nimeros triangulares
los formaban, cada uno a partir del anterior, anadiendo lineas de piedras
conformando tridngulos equilateros, como se muestra en la figura 5.1.

4Para los pitagéricos los niimeros lo eran todo, no solo el instrumento para comprender
y explicar todos los fenémenos del universo, sino que, ademas, eran de naturaleza divina.
Le atribuian cualidades morales a los nimeros; en la matemética griega se encuentran
numeros perfectos, nimeros amigables, y otras muchas curiosidades. El 1, que no era
numero para los pitagoricos, representaba la dignidad, el 2 representaba el mal, el 3 la
armonia, el 5 el matrimonio, el 7 a la diosa Atenea. Un video recomendado acerca de
Pitdgoras es el documental titulado El legado de Pitdgoras que se puede encontrar en
http://www.youtube.com/watch?v=h6qJoUQPVE_A.

SEn la parte tres del video Historia del uno, se puede apreciar esta idea. No obstante,
le sugerimos al lector dedicarle tiempo a disfrutar de las siete partes del video completo
(Murphy y Terry, 2005).
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°
° o o
° °o o o o o
o o o o o e o o o
1 3 6 10

Figura 5.1
Los primeros ntimeros triangulares son:
1,3,6,10,15,21,28, 36,45, . ..

¢ Cudles son los cuatro siguientes numeros triangulares? ;Cudl es el 35°
numero triangular?

Una manera de resolver este problema es hacer los dibujos que continten
la secuencia presentada y contar los puntos. Por supuesto, este proceso no
es practico.

Sin necesidad de recurrir al dibujo, podemos encontrar una manera para
saber cuantos puntos hay en un triangulo equildtero, como los que aparecen
en la figura 5.1, pero esta vez de lado: 9, 10, 15, 157, etc. La mente ve lo que
los 0jos no alcanzan.

X % K K Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X kK X X

Se hace necesario detectar las reqularidades que mos permitan
saberlo. Cuando lo logramos, esperamos que esa reqularidad sea
vdlida para todos los casos, pero mo podemos escribirla y veri-
ficarla para cada uno de ellos; tenemos que hacer una repre-
sentacion simbdlica de los elementos involucrados en las rela-
citones del problema.

X % Kk Kk Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X kK X X

En el ejemplo que nos ocupa, al relacionar los niimeros triangulares con
los lados de los triangulos formados, podemos empezar haciendo una lista
de los primeros diez ntimeros triangulares:
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— =
mo@wHﬁ

21
28
36
45
55

5 © 0o otk w3

Una idea que puede ser de utilidad para encontrar una férmula que nos
permita calcular el nimero triangular 7}, que ocupa el lugar n en la lista
es notar que cada numero triangular 7}, se forma sumando n al triangular
anterior, es decir que partiendo de T7 = 1:

Th+2=15

Ty +3="1T;

T3+4=T;

Ty+5="1T;
y en general

T 1+n="1T,.
O sea que

T, =1
Tho=1+2
T3 =14+2+3

Ty=1+2+3+4
Ts=14+2+3+4+5

y en general
Thn=14+2+3+4+5+ - +n.

Es decir que el problema de calcular el n—ésimo nimero triangular es
equivalente a calcular la suma de los primeros n ntimeros naturales.

Para efectuar esta suma no es sensato usar la calculadora, sobre todo
si el nimero n es grande, pero puede ayudar la observacion, pero no una
observacion cualquiera.
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En el caso de n = 10, es decir:
Tio=1+2+3+4+5+6+7+8+9+10

Vemos que al sumar el primer nimero de la adicién con el dltimo (1+10)
obtenemos el mismo resultado que al sumar el segundo con el pentltimo
(2+9), y el tercero con el antepentltimo (3 + 8) y asi sucesivamente.

Si intentamos sumar los primeros 100 ntimeros naturales (en base 10)
también se tiene que 100+ 1 =99 + 2 = 98 + 3, etc.

Conjeturamos que esta observacion se cumple para todos los ntimeros
naturales, o sea que

1 + 2 + 3 + .+ n
+ n + (n—-1) + (n—-2) + - + 1
(n+1) + (n+1) + (n+l) + - + (n+1)

Y como (n+ 1) estd repetido n veces la suma de todos estos nimeros es
n(n 4+ 1), que corresponde a la suma de dos veces la suma de los primeros
n numeros naturales, una en orden ascendente y otra en orden descendente.

En conclusion .
1—1—2—1—3—1—4—1—"'—1—11:%.

Es decir, que el n—ésimo ntimero triangular es

1
T — n(n2—|— )

La lista de los ntimeros triangulares se puede hacer tan grande como
queramos usando una hoja electrénica de calculo como Excel. En la celda
Al de la hoja escribimos =FILA(), esta funcién imprime en la celda el nimero
de la fila en la que se esta trabajando; en la celda B1 escribimos =(A1*(Al
+ 1))/2, esta instruccién imprime en la celda el nimero triangular T7; ahora
para extender estas instrucciones a las otras celdas, seleccionamos la celda
Al y con el cursor en la esquina inferior derecha de la celda, desplegamos la
seccion hasta la celda An deseada. De forma similar, seleccionamos la celda
B1 y con el cursor en la esquina inferior derecha de la celda, desplegamos la
seccion hasta la celda Bn.
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Ejercicios

1. ;FEs vdlida la expresion hallada para calcular los numeros triangulares
en base 8%, sen otras bases?

2. Una curiosidad en base 9 es que los numeros 1, 11, 111, 1111, ...,
son todos numeros triangulares. Proponga una explicacion. ;Habrd un
caso similar en otra base?

3. Observe y enuncie reqularidades sobre la lista de los nimeros trian-
gulares. Pregiuntese por ejemplo cudndo un numero triangular es par,
cuando es multiplo de algin numero dado, si hay nimeros triangulares
Primos, ...

X % K K Kk K X K Kk Kk K X K K Kk K X X kK X X
Aprender a plantearse prequntas es muy importante en el ejerci-
cto de la actividad matemdtica y también en la formacion como
futuro profesor de matemadticas.

X % K K Kk K X K Kk Kk K X K K Kk K X X kK X X

5.2.1. Suma de nimeros triangulares

De la misma manera en que nos preguntamos si la suma de nimeros
pares o impares da como resultado un nitimero par o impar, es valida la
pregunta: jla suma de dos ntimeros triangulares es un numero triangular?

Aunque no es el caso general, pues 1 + 3 = 4 muestra un ejemplo en
contra, hay casos en que asi es (Pinzén, Moreno y Luque, 1998, p. 97); por
ejemplo, la lista de los nimeros triangulares aumentada, ayudandonos con
FExcel, nos permite observar que:

T3+ 15 =1Tg

Ty+To ="Tho
T5 + Ty = T1s
T + T = 121

Los subindices de los primeros sumandos crecen como los nimeros na-
turales, los de la suma son los nimeros triangulares correspondientes y los
del segundo sumando son estos disminuidos en 1, en simbolos:

T+ T(,—1) = Ty
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pero estos no son todos los casos; por ejemplo, se tiene que:

Por lo tanto, es necesario obtener una generalizacion que contenga todas

Thig + Tos = T31.

las diferencias entre los subindices.

Para ello, organicemos diversas triadas pitagoricas triangulares a partir
de la diferencia entre los subindices, indicada en la primera fila, como se

aprecia en la tabla 5.1.

1

2

3

4

Ty +Tp =T,

Ty + Ty =Tz

T3 + Ty = T3

Ty +To =Ty

Ty +T2 =1T3

Ts +Ts = Ts

Tg +Tio = Ths

Ti1 + Thga = Tis

Tiq + T1s = T23

T3 +T5 =T6

Te + Ty = T11

Ty + T3 = Tie

Ti2 +Th7 = T21

Tis + T21 = Tae

Ty + Ty = Tio

Ty + Ta1 = Tas

Ti1 + T20 = Ta3

Ti9 + Tas = Tag

Ti9 + T35 = Tao

Ts +Tia =Tis

Tio + T26 = T28

Ti2 + T2q = Tor

Ta0 + Tso = Tsa

To0 + T39 = Tua

Tabla 5.1

Observando la secuencia en la primera columna, podemos sugerir que
todas las adiciones satisfacen la expresion:

) = (e

Notese que esta es la misma férmula hallada anteriormente, pero escrita
de otra manera, por conveniencia, como veremos méas adelante.

X ok K K Kk K X K Kk Kk K X K K Kk K X X kK X X
Es usual en matemdticas, escribir las cosas de diferente forma
para adecuar unos resultados a otros ya obtenidos y establecer
una reqularidad.

X % K Kk Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X K X X

Para la segunda columna, aparecen dos casos:
Caso 1: para las filas 1, 3 y 5 tenemos:

To +To =To
Te +Ty =Tn
Tho + Tog = Tos
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Como vemos, el subindice del primer sumando es el doble del ntimero de
su fila, lo cual notamos como Toy.

Si tratamos de expresar al segundo sumando en términos del primero
notamos que

3—3
Ty =3 v 0=

21 -3

55 —3
Thp =55 y 26 = 5

O sea que el segundo término de la adicién, en términos del primero es

T ()

2

De modo que si k es impar tenemos:
Tor + T(T%Q_a) = T(TQg—g)Jr2
Enfaticemos en que la expresion
F(2)

es un numero natural, puesto que T es un nimero impar mayor o igual
que 3 cuando k es impar

2k (2k + 1)

Top, = 5

= k(2k +1)

ya que el producto de dos impares es impar.
Caso 2: cuando k es par tenemos como ejemplo (para las filas 2, 4 y 6):

T5 + TG = Tg
Ty + To1 = Tos
Ti3+ Tys = Tue

El subindice del primer sumando es el doble del ntimero de su fila més
uno, lo notamos 7|y, 1), €l segundo sumando es

T(T(ngl) —3)
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O sea que si k es par tenemos:

Tiok+1) + T(T(2k+1)_3) = T(T(2k+1)_3)+2
2 2

Como vemos en todos los casos encontramos infinitas parejas de nameros
triangulares cuya suma es un nimero triangular.

Ejercicios

1. Para la tercera columna, la formula

Tt T () = ()

3

no es valida para todos los valores de n, por ejemplo para n = 2 o 4.
Pero hay infinitos casos en que si. Averigiie en cudles casos es cierta.

2. En la cuarta columna, la formula
T, + T(Tnlm) = T(T”ZN)—H
es vdlida para algunos valores de n. Averigie para cudles.

3. Proponga una férmula general y verifique algunos casos particulares.

4. Por supuesto, la forma que hemos presentado para organizar las triadas
de nimeros triangulares halladas no es la tinica manera, otra forma es

15+ 21 =36 — Ts+ T = T3
36 + 55 = 91 — T3 +Tho = T13
66 + 105 = 171 — Ty +Tw="Ts

Que podemos escribir como
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Fila | Primer Segundo | Suma
sumando | sumando
1 5 6 8
2 8 10 13
3 11 14 18
n 3n + 2 dn + 2 on + 3
Tabla 5.2
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Lo que significa que
T3n2) + Tlant2) = Lisnt3)

Proponga otras listas a partir de esta idea (o de cualquier otra).

5.2.2. Miultiplos de niimeros triangulares

6

Una variacién de la actividad anterior® surge al considerar sumandos

iguales, por ejemplo

T+ Ty =13
O de otra forma
2T = T3
también se cumple que
2T14 = To.

i.Hay otros nimeros triangulares que cumplan esta relaciéon? En caso
afirmativo, json infinitos?

Por supuesto, la pregunta es valida para un multiplo k cualquiera de un
nimero triangular.

Y como para k = 2 en los primeros 50 valores de n no encontramos
mas ejemplos, podemos cambiar el camino y estudiar alguna regularidad en
la diferencia entre un nuimero triangular y un multiplo de otro triangular,
o equivalentemente ;En qué casos, si multiplicamos un nimero k£ con un
nimero triangular 7T}, y luego le sumamos algo, nos da como resultado un
ntimero triangular 7,7 En otros términos, ;para cudles valores de k, n, m 'y
p se cumple que KT, +m = T,?

Para k = 2, tenemos que

2 +1="1T,
2T +4 =Ty
2I3+9 =15
2Ty +16 =13
2T5 4+ 25 =T

6 Algunos de estos resultados fueron encontrados por el estudiante José Alirio Contreras
Barrera en el segundo semestre de 2010, cuando desarrollaba su préctica apoyando el
espacio académico Aritmética, bajo la asesoria del profesor Carlos Luque.
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Asi, conjeturamos que para todo niimero natural n se cumple que:

2T, + n? = Ty,
Otra posibilidad la obtenemos de

215 — Ty +4 = T;5
20y — To + 4 = T
205 — T35+ 4 = T7.

Lo cual podemos generalizar como

2T g2y — T+ 4 ="T(n14)-

Ejercicios

Haga listas en Ezxcel en las que pueda tener Ty, 2T, 3T,, ..

n tan grande como quiera; con base en ello:

1. Verifique que para k = 3 se cumple

3Tn + T(n—l) = T2n
3T + T(n—i—l) = T(2n+1)

Encuentre otras reqularidades.
2. Verifique que para k = 6 se cumple
6T + T(n-1) + Tint1) = (2n+1)°

Encuentre otras reqularidades.

., 9T, para

3. El caso k =9 tiene un comportamiento particular. De la lista

M +1=1T;,
9Ty +1="T,
913 +1=Tio
9T, +1="T3
95 +1="Tie
9T +1=Tig
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conjeturamos que
I + 1 =T(3n41)-

¢Con cudl(es) otro(s) nimero(s) k se obtiene un comportamiento si-
milar?

En el curso de aritmética del I-2010 de la Universidad Pedagdgica
Nacional encontramos este mismo resultado, pero en la forma

(Ty = )T + 1 = Tiop41)4n-

¢ Cudl seria el camino?
Por ejemplo, de los casos

25T1—|—3:28:T7
2575 +3 =78 =Tio
2575 +3 =153 =T47

conjeturamos que
25TTL + 3 == T(57’L+2)'

Y de los casos

4971 4+ 6 = 55 =T
4975 + 6 = 153 = Ti7
4973 + 6 = 300 = Toy

conjeturamos que
49T7’L + 6 == T(77’L+3)'

Estudie el caso general: si T, es un numero triangular, ;cudles pares
de nimeros k y m hacen cumplir la igualdad

KT, +m =T,

para algun nimero natural p?

Una ayuda esta en completar la tabla 5.3.
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m k kT, + m =T,

0 1 T,+0=1T,

1 9 90 +1="T3n41)

3 25 2570 + 3 = T(5n42)

6 49 497, + 6 = T(7n43)
Tabla 5.3

5.2.3. Otras sumas de nimeros triangulares

Otra variante es buscar cuadruplas de nimeros triangulares, de manera
que la suma de tres de ellos de como resultado el otro, por ejemplo

Ty +To+T3="T;
T+ T3+ T =1Tx
Ty +Ty+To =T
T+ 15+ Tis =Tie
De donde tenemos que:
T+ T(k—i—l) + T(T(k+1)) = T(T(k+1)+1) conk=1,2,3,...
O iniciando con T5:
To+ T3+ 15 =Ty
To+Ty+To="1Ti3
To+Ts+ Ty =1Tis
To+Ts+ Tz =Toy
A partir de lo cual obtenemos:
T + T(k+2) + T(T(k+2)+2) = T(T(k+2)+3) conk=1,2,3,...
O con Tj:
T3+ Ty +Tis =Tie
T34 T5 + Too = To1
T34 T6 + Tos = Toy
T3 +T7+ 133 =T34
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Conjeturamos,
15 + T(k+3) + T(T(k+3)+5) = T(T(k+3)+6) con k=1,2,3,...

En suma, si iniciamos con T}, y le sumamos T}, 1, el tercer término es
/ 7.
T(T(k+n)+(Tn_1)) y la formula es’:

T+ Tty + Ty +(Ta=1)) = DTy +T0)

conk=1,23...yn=1,2,3,...
Ejercicios

1. Observe el siguiente patrén

T+T+1T3=1T;
T5 + T+ 17 + 15 =Ty + Tro
Ty + T2+ Tiz + Tha + This = The + 117 + T1s
Thg + Too + To1 + Toa + To3 + Tog = Tos + Toe + To7 + Ths

Conjeture el siguiente renglon. Exprese una férmula general.

2.  FEstudie quintuplas de nimeros triangulares.

5.2.4. Numeros triangulares como productos

Los ntimeros triangulares, como cualquier otro, pueden escribirse como
producto de ntmeros naturales, pero surgen curiosidades cuando a estos
factores se les exige alguna condicién particular, como que sean nimeros
consecutivos, o primos, triangulares, etc.

"Estos resultados fueron encontrados por los estudiantes Haydee Jiménez Tafur, Carlos
Ruiz, Rafael Angarita y Diana Lucia Dominguez, bajo la asesoria del profesor Carlos
Luque, cuando desarrollaban su practica en el Club de Matematicas de la Universidad
Pedagogica Nacional en el primer semestre de 2006. Los resultados completos se hallan en
Jiménez, Ruiz y Luque (2007).

208



Inducciéon a partir de listas

Ejercicios

1. Algunos nimeros triangulares son productos de dos ntimeros consecu-

tivos, por ejemp108:
2x3=6="1%
14 x 15 = 210 = Ty
84 x 85 = 7140 = T119
492 x 493 = 242556 = Tgo¢

Procure conseguir otros ejemplos.
Algunos nuimeros triangulares son productos de tres niimeros consecu-
tivos, pero solo hay seis de ellos:

1x2x3=6="1T;5

4x5x6=120="T5

5X6xT7=210="Ty

9x10x11=990= Ty
56 x 57 x b8 = 185136 = Tgos
636 X 637 x 638 = 258474216 = Tho736

Ademas 120 es el tnico numero triangular que es producto de tres,
cuatro y cinco nimeros consecutivos

4Xx5H5xXx6=2x3x4x5=1%x2x3x4x5=120

2. Algunos nimeros triangulares son productos de dos nimeros primos,
ellos son conocidos como nimeros triangulares semiprimos, por ejem-

plo:
2x3=6="1T3
3x5=15="1T;
3xT7T=21="1T4

5><11:55:T10
7><13:91:T13
11 x 23 = 253 =T

Procure conseguir otros ejemplos.

8Este ejercicio y el siguiente fueron tomados de Gupta (2002).
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3.

Veamos algunos productos de niimeros triangulares:

T
TQ-T3:3><6:18:78
T
T3-T4:6x10:60:§
Ty

en general para dos nimeros triangulares consecutivos 1,1 y 1y, el
producto no es un numero triangular; pero casi, es la mitad de un
triangular.

¢Hay casos en que el producto de dos numeros triangulares sea un
numero triangular?

El menor niimero de paquetes que se pueden colocar en dos sacos, de
tal manera que en cada uno quede un nimero diferente de paquetes y
que cada uno de ellos contenga por lo menos uno, es tres.

¢ Cudntos en tres sacos?, ;cudntos en cuatro sacos?, ;cudntos en siete
sacos?

Invirtiendo la pregunta, el mayor nimero de sacos en los que se pueden
repartir 28 paquetes de manera que cada uno tenga por lo menos uno,
pero cada uno con un numero distinto de paquetes es 7. ;Cudntos
sacos con 55 paquetes?

Y si tenemos 25 paquetes, podemos distribuirlos con las condiciones
establecidas en maximo seis sacos, ubicando, por ejemplo, 1, 2, 3, 4,
5y 10 paquetes en cada uno de los sacos. Por supuesto, esta no es la
tnica solucion posible.

¢De cudntas formas distintas se puede hacer esta reparticion?

Si el niimero de sacos es 17, scudl es el niumero minimo de paquetes?
Si el nimero de paquetes es 123, scudl es el mayor numero de sacos
y de cudntas formas diferentes es posible hacerlo? ;En qué casos la
solucion es unica?

FEn 1640, Pierre de Fermat encontré que todo niimero natural o es un
numero triangular, o es suma de dos o tres nimeros triangulares. En
1796, Carlos Federico Gauss demostré que todo nimero natural es la
suma de tres nimeros triangulares (incluido el 0). Ezprese 954, 2500,
10000 y otros numeros en esta forma.
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9. En analogia a lo construido para los ntimeros triangulares, surgen
nuevos nuimeros cambiando la operacién que los genera; como vimos,
si sumamos los n primeros nimeros naturales obtenemos el n—ésimo
nimero triangular; si en lugar de sumar multiplicamos los primeros
n numeros naturales conseguimos el n—ésimo numero factorial, que lo
notamos n! es decir

nl=1x2x3x4x5%x---%Xn

Intente encontrar reqularidades para estos niumeros. Ensaye a definir
nimeros andlogos a estos con otras operaciones.

10. Observe la siguiente secuencias:

28
26
24
22
20

Encuentre la mayor potencia de 2 que divide a

28! =1 Xx2x3 x4 Xxb5x---x25x26x27x 28
Cudl es la mayor potencia de 2 que divide a

nl=1x2x3x4x5x---x(n—=2)x(n—1)xn

a) Sin es par.

b) Sin esimpar.

Repita el ejercicio con la mayor potencia de 8 que divida a n!

22
21
23
21
22

18
16
14
12
10

N =~ O 00

5.3. Los numeros cuadrados

En la seccién anterior ya aparecieron los nimeros cuadrados, estudiémos-
los con mas detalle. Para lo pitagdricos, los niimeros cuadrado son los que
corresponden al nimero de puntos que se pueden colocar repitiendo un
cuadrado para formar nuevos cuadrados.
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Figura 5.2

Los primeros nimeros cuadrados son:

1,4,9,16,25,36,49, . ..

Su expresién general es n?.

Ejercicios

1. Observe que:

1+3=14
1+3+5=9
1+3+54+7=16

Escriba los siguientes dos renglones y plantee una féormula general a
partir de lo observado.

2. El ejercicio anterior sugiere considerar la suma de los n primeros
nimeros pares, para establecer una féormula que nos diga cuanto es
esta suma, podriamos seguir dos caminos:

a) En la férmula

n(n+1)

L4243 +44 - dn=—"

multiplicamos por 2 a ambos lados de la igualdad y obtenemos:
24+44+6+8+---+2n=n(n+1) =27,

Lo que significa que la suma de los nimeros pares es el doble de
un numero triangular.
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b) Como en la suma de los n primeros niimeros naturales, observa-
mos que el primer término y el ultimo suman lo mismo que el
segundo y el pentltimo, y asi sucesivamente, todas las parejas
suman 2n+ 2 al sumar niimeros pares. Si n es un nimero par hay
5 parejas, la suma debe ser

)

(2n +2 2:n(n—|—1).

Proponga otra forma. Analice el caso de n impar.

3. De los dos ejercicios anteriores surge una relaciéon entre los nimeros
cuadrados y los triangulares. Observemos otra manera de obtener
numeros cuadrados como suma de otros:

12 =1
22 =1+2+1
3P =14+424+3+2+1

Escriba una formula que describa esta situacion.

4. Gauss encontr6 (Bell, 1997) que todo nimero de la forma 8n + 3 es la
suma de tres nimeros cuadrados de nimeros impares. Por ejemplo:

3=124+1%+12
11=1%2+12+3%
19=12+3%43%

Exprese 707, 1219, 2515 y otros numeros en esta forma.

5. La afirmacién anterior es equivalente? a que todo nimero natural es
suma de tres ntimeros triangulares (Gauss, 1995). Busque alguna jus-
tificacion de este hecho.

6. Lagrange ide6 un procedimiento para dilucidar cudndo un ntmero de
la forma nz+1 es un nimero cuadrado. Estudie este problema, comen-
zando en casos particulares con n = 2, 8, 4, etc.

9Esta equivalencia significa que al suponer que una afirmacién es cierta, la otra se
deduce de ella y viceversa.
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7. Otra conjetura de Fermat, debida en realidad a Bachet, afirma que
todo nuimero, o es un cuadrado, o es la suma de dos, tres, o cuatro
cuadrados'’. En efecto tenemos que:

1=1? 10 = 1% + 3
2=17+1? 20 = 2% + 42
3=124+12+12 30 = 12 + 22 4 52

4 =192 40 = 22 + 62

5 =124 22 50 = 5% 4 52

6 =12+ 12+ 22 60=124+12+324+72
7T=124+124+ 12422 70 =12 4+ 12 4+ 22 4 82
8 =22 492 80 = 42 + 82
90=124224922 90 = 32 + 92

Intente una descomposicion semejante para miumeros mayores a los
presentados y trate de encontrar alguna reqularidad.

5.3.1. Sumas de cuadrados: triadas Pitagoricas

Al igual que en los ntimeros triangulares, hay ntimeros cuadrados que se
pueden escribir como la suma de otros dos niimeros cuadrados. Por ejemplo,
el quinto nimero cuadrado (que es 25), se puede escribir como la suma del
tercero y el cuarto nimeros cuadrados: 9 + 16; esto lo expresamos mas
brevemente asi:

3% +4% =5

Una vez que se tiene una terna, por ejemplo, la formada por los cuadrados
de 3, 4, 5 respectivamente, pueden formarse infinitas de ellas tomando sus
multiplos, puesto que si k es un nimero natural cualquiera, entonces

(3k)? + (4k)? = (5k)*

Pero este tipo de soluciones no es esencialmente nuevo y se deriva facil-
mente de 3, 4, 5. Nos interesan entonces las soluciones reducidas, que como
3, 4, 5 no tienen divisores comunes. (Cuando sucede esto, se dice que 3, 4, 5
o los ntimeros correspondientes son primos entre si, o primos relativos).

YEste teorema fue demostrado por J. L. Lagrange en 1770. Edward Waring en 1770
conjeturé que todo ntimero natural puede expresarse como suma de no més de 4 cuadrados,
9 cubos, 19 cuartas potencias. La demostracién la hizo Hilbert en 1909.
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Otras triadas que comparten esta propiedad, conocidas como triadas
pitagoricas, estan formadas por los cuadrados de los niimeros:

5,12y 13;
7,24 y 25;
9,40 y 41;
11,60 y 61.

Ejercicios

1. Observemos la secuencia de formacién:

3% + 47 =5
5% +12% = 132
7% 4+ 24% = 257
9% 4+ 40% = 412

112 4+ 60% = 612

Los ntimeros que inician las triadas forman la secuencia de los cuadra-
dos de los numeros impares; es decir, la n-ésima triada de esta se-
cuencia tiene como primer elemento (2n + 1)2. Notamos también que
los segundos y los terceros ntmeros, cuyos cuadrados conforman las
triadas, son consecutivos. Debemos encontrar la regularidad de la se-
gunda columna. Entre los niimeros de ella hay un factor comun; si lo
extrae, encontrard una secuencia conocida. Encuentre una erpresion
para la n-ésima triada pitagorica de esta secuencia.

2. Encuentre otras triadas pitagoricas cuya secuencia de formacion sea
distinta a la enunciada anteriormente'l. Estudie, por ejemplo, triadas
de la forma'? v =2n+ 1,y = 2n(n+1), z =2n(n+ 1) +1 o de
la forma'® x = 4n, y = 4n® — 1, z = 4n® + 1, donde n es cualquier
numero natural.

Para encontrar triadas pitagoricas debemos notar que los tres ntimeros
no pueden ser todos impares, porque el cuadrado de un nimero impar

"TLos babilonios conocfan muchas ternas pitagéricas relacionadas con estas férmulas
para k =1 (Klein, 1994, p. 29).

2Estas fueron estudiadas por los pitagéricos 600 afios a.C.

3Las triadas de esta forma fueron estudiadas por Platén (430 a.C.)
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es siempre impar y la suma de dos impares es par. Tampoco puede
ser que dos de ellos sean pares y el otro impar. Solo pueden ser uno
de ellos par y los otros impares. Con un poco mas de trabajo puede
demostrarse que una terna cualquiera reducida, estd completamente
determinada por un par de nimeros m y n, tales que uno es impar y
el otro par y no tienen divisores comunes'*.

3. Existen otras relaciones entre algunas de las triadas pitagoricas; por
ejemplo si a, by ¢ son multiplos de 3, 4 y 5 respectivamente, entonces
se cumple que

c=b+(b—a)=2b—a.

Si a, by ¢ son multiplos de 5, 12 y 13, se cumple que

~ 3a+2b

¢ 3

Enuncie un resultado similar para otras triadas pitagoricas. ;FExiste
una regla general?

4. s Cudl es el unico numero menor que nueve, tal que aumentado en uno
da el doble de un cuadrado y cuyo cuadrado aumentado en uno da otra
vez el doble de un cuadrado?

5.  Ezxplore otro tipo de relaciones que involucre la suma de tres o mds
numeros cuadrados o suma de multiplos de nimeros cuadrados.

5.4. Numeros cubicos

De la misma forma como se ubicaron en el plano puntos formando
vértices de poligonos regulares para visualizar los niimeros triangulares y
cuadrados, pueden distribuirse los puntos en el espacio formando vértices de
sélidos conocidos. Un primer ejemplo de ello se encuentra en los nimeros
cubicos.

Estos son los nuimeros que representan a la cantidad de puntos que
pueden disponerse en una red cubica, como se muestra en la figura 5.3.
Los primeros son:

1,8,27,64...,n°

“En el libro X de los Elementos de Euclides aparece la férmula = = k(n? — m?),
y = 2kmn, z = k(n® + m?) donde k, m, n son nimeros naturales, con n > m, uno par y
el otro impar y que no tengan factores primos comunes.
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Figura 5.3
Ejercicios
1. Observe la siguiente lista:
8=3+5
2T=7+9+11

64=13+154+17+19

Escriba 125 como una suma similar y enuncie una regla general.
2. Otra curiosidad de los nimeros cubicos la observamos en la siguiente
secuencia:
8=4+2+2
21=9+3+3+3+9
64=16+4+4+4+4+16+16
125=25+5+5+5+5+5+25+25+25

Escriba los siguientes tres niumeros ciubicos de esta forma y enuncie su

reqularidad.

3. Una manera de relacionar los numeros cuadrados con los nimeros
cubicos se encuentra en la siguiente secuencia:

12:13
92 _ 93 _ 92
32 _33 _32 32
42 =43 — 42 42 42
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Exprese 72, 152 y otros nimeros de esta forma. Proponga una expli-
cacion.

4. Una relacion entre los nimeros triangulares y los niimeros ctbicos se
colige de!®:

17+ 2% = 3
1°+2°+3°=6°
1?4+23 4+3% 4+ 4% =107

Escriba los siguientes dos renglones de la secuencia y enuncie una regla
general.

5. A partir de la lista anterior, si restamos un renglén del siguiente encon-
tramos que la diferencia de los cuadrados de dos niimeros triangulares
sucesivos es un numero cubico, en simbolos

(Tn)2 - (Tn—1)2 =n’

O sea que todo nimero cubico se puede expresar como la diferencia de
dos ntimeros cuadrados; o equivalentemente que la ecuacién diofantica

tiene soluciones enteras para cualquier n nimero natural. ;Hay un
par de numeros naturales tales que la suma de sus cuadrados sea un
nimero cibico?

5.4.1. Anotaciones sobre el tltimo teorema de Fermat

El ntimero'® 1729 se puede expresar como la suma de dos ntimeros ciibi-

COS:
1729 = 123 + 13,

Existen otros ntimeros a, b tal que 1729 = a® + b3. Encuéntrelos.
Sin embargo, 1729 no es un numero cubico.

5Este resultado es de Nicémaco de Gerasa en el siglo II d.C. en su libro Introduccidn a
la Aritmética recopilado por Vera (1970).

6] matematico indio S. Ramanujan descubrié que este nimero es el mas pequefio que
se puede escribir como la suma de dos cubos, de dos maneras diferentes.
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Naturalmente, podemos sumar un par de ntimeros cibicos cualesquiera
intentando conseguir otro ntimero cibico; pero se ha demostrado que esta
tarea es infructuosa.

Un teorema famoso!”, debido a Fermat, asegura que no existen ntimeros
enteros a, b, ¢, que satisfagan:

A =a+ v

Ezplore con algunos niumeros.

Este teorema es uno de los mas famosos de las matematicas; Fermat lo
escribié en el margen del libro Aritmética, de Diofanto, sin demostracién.
Pero sugirié una prueba (Singh, 1998, pp. 95-96) para el caso especifico de
n = 4, en un problema totalmente distinto usando un método de prueba por
contradiccion inventado por él, conocido como método de descenso infinito
(Luque, Avila y Soler, 2013, pp. 369-374).

Comenzd por suponer que existia una solucién, digamos: x = x1, y = y1,
z = z1. Estudiando las propiedades de esta solucién demostrd que si esta
era cierta, debia existir otra; xo, y2, 29 formada por niimeros mas pequenos;
aplicando de nuevo el procedimiento debe existir otra solucién, x3, y3, z3
aun menor, y asi sucesivamente hasta el infinito. Pero como los nimeros
naturales tienen un elemento que es el mas pequeno de todos, el proceso no
puede seguir indefinidamente, lo que implica que la solucion inicial no puede
ser cierta.

Ejercicios
1. La demostracién, para el caso de n = 4, prueba también los casos para
n =8, 12, 16, 20, etc. sPor qué?

2. En 1753, Euler aplic6 el método de descenso infinito de Fermat para
demostrar el teorema en el caso n = 3, utilizando el nimero imaginario
1; intentd con otros valores de n, pero fracaso. Si la prueba es valida
para n = 3, también es vilida para n = 6,9, 12, 15, etc. Este caso es
mas importante puesto que el 3 es un ndmero primo. Realmente, para
probar el dltimo teorema de Fermat con todos los valores de n, basta
probarlo para los casos en que n sea un nimero primo. s Por qué?

"E] teorema de Fermat, en realidad, afirma que no es posible encontrar tres nimeros
enteros x, y, z que satisfagan la igualdad z" + y™ = 2" , para n mayor que 2. Fermat,
siendo abogado, acostumbraba escribir afirmaciones matematicas sin dar las pruebas, como
una manera de retar a los matematicos; con el tiempo, todas fueron demostradas; este
teorema se le denomina el “Ultimo” porque fue la 1ltima de las afirmaciones que quedé por
demostrar. (Singh, 1998, pp. 48-49).
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Sophie Germain, nacida en 1776, planteé a Gauss un método general
de aproximacién al problema; su objetivo inmediato no consistia en
probar un caso concreto, sino en afirmar algo sobre muchos casos a la
vez de un nimero primo p, tal que 2p + 1 también fuera primo.

Para los valores de n equivalentes a estos primos de Germain, utilizé en
argumento notable con el fin de mostrar que era muy probable que
no hubiera soluciones a la ecuacién z" + y™ = z". Con “probable”,
Germain queria decir que la existencia de soluciones era inverosimil
porque, si las hubiera, x, y o z tendrian que ser multiplos de n, y eso
impondria fuertes restricciones a las soluciones posibles.

En 1825, el método de Germain alcanzé su primer éxito pleno gracias
a Gustav Lejeune-Dirichlet y a Adrien-Marie Legendre, para resolver
el caso n = 5.

En 1993, Andrew Wiles presenté una demostracién del tltimo teo-
rema de Fermat, que luego de ser examinada por los matematicos,
presenté un error. Sin embargo, Wiles logré corregirlo y publicar la
solucion definitiva, en 1995.

5.4.2. Otras sumas de cubos

Ejercicios

1. A pesar de que la tarea de encontrar dos cubos que sumen un cubo no
tiene solucién'®, hay otra parecida que si la tiene; es posible encontrar
tres niimeros ctibicos cuya suma sea un niimero ctibico!”, por ejemplo:

3En los primeros intentos de demostracién, Leibniz resolvié el caso n = 4 en 1678. El
caso n = 3 fue resuelto por Euler y contenia el germen de la teoria de los ideales que
Kummer aplicé en 1840. El caso n = 5 fue tratado por Legendre y Dirichlet, en 1825. El
caso n = 7 fue demostrado por Lamé y Lebesgue.

9En general, si se tienen dos soluciones al problema > 4+ 422 = t* y a® + b3+ = d®,
podemos encontrar infinitas, puesto que podemos hallar una condicién sobre un nimero
k para que

(a+kx)® + (b4 ky)® + (c+ k2)® = (d + kt)?

sea también una solucion; para ello basta que:
k= td—y’b— 2°c — z”a) /(xa® + yb® + 2 — td°)

Este proceso, como muchos otros en matemaéticas, se hace en reversa: se supone que
(a4 kx)® 4+ (b+ ky)® + (c+ kz)*® = (d + kt)® se cumple para algin k y se despeja k.
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3%+ 4% 4+ 5% =6
704+ 14° +17° = 20°
29° + 34% + 44 = 53°

Escriba otros ejemplos.
2.  También cinco cubos sumados pueden dar un cubo, por ejemplo:
8 +5%+4°+334+1°=9°
Escriba otros ejemplos.
3. También hay en matematicas conjeturas famosas que luego de mucho
tiempo han resultado falsas; tal vez el mas célebre ejemplo sea la Con-

jetura de Euler, parecida al teorema de Fermat: “No existen soluciones
enteras para la ecuacién

$4 +y4 +Z4 — 'UJ4”.

La conjetura duré 200 anos sin ser probada ni refutada, hasta que
en 1988, Noam Elkies, de la Universidad de Harvard, la refuté con el
siguiente contraejemplo:

2682440% + 15365639% + 187960* = 20615673*

Ademads, demostro que existen infinitas soluciones. Encuentre otra.

5.5. Los numeros poligonales

Anéalogamente a lo hecho hasta ahora podemos construir, con otros
poligonos o poliedros regulares, nimeros con las formas de pentagonos,
hex4dgonos, y en general niimeros poligonales?® como lo sugiere la figura
5.4.

20Teén de Esmirna describié bastante bien los niimeros poligonales, que también fueron
estudiados por Hipsicles, Pseusipo y Filipo en la Grecia antigua. Diofanto también tiene
un libro sobre nimeros poligonales en su Aritmética.
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Figura 5.4
En particular, los primeros nueve niimeros pentagonales son
1,5,12,22,35,51,70,92,117

Y su representacién grafica para los primeros cinco es

oS

Figura 5.5
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Como vemos en la figura 5.5, cada ndmero pentagonal se construye con
un conjunto de puntos que forma el contorno de pentagonos regulares cuyos
lados contienen de 1 a n puntos, a partir de los anteriores pentagonos, de
forma que tienen un vértice en comun, o sea que cada nuevo numero se
forma sumando a los anteriores el ultimo sumando més 3; es decir, tenemos
que:

P=1

Py=1+(1+3)=5
P3=14+(1+3)+(1+3+3)=12

Po=1+1+3)+(1+3+3)+ -+ (1+3+3+---+3),

donde en el ultimo sumando aparece (n—1) veces 3. Es decir que en la suma
aparece n veces 1y (1+2+3+---+(n—1))3, con lo que el n—ésimo nimero
pentagonal es

—1
I G D
2
Es decir:
P - n(3n2— 1)'

Andlogamente, los nimeros hexagonales son 1, 6, 15, 28, ... y en general,
el n—ésimo nimero hexagonal estd dado por la féormula:

o2m? —n.

Ejercicios

1. Copiando lo hecho hasta ahora para miumeros triangulares, cuadrados
y pentagonales:
a) Justifique la férmula dada para nimeros hexagonales.

b) Encuentre una férmula para el n—ésimo nimero poligonal asocia-
do a un poligono reqular de p lados®'.

n(n —1)b
21Estudie, por ejemplo, la férmula n+ % para distintos valores de b , 0 expresiones

de la forma nn(p = 2)2+ (- p))
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2. De manera similar a lo que presentamos para numeros triangulares
y cuadrados, estudie los niumeros pentagonales, hexagonales y otros
numeros poligonales. Intente hallar reqularidades por usted mismo.
Luego, busque informacion sobre el tema.

3. Como ya mencionamos, Gauss demostré que todo nimero se puede
escribir como la suma de a lo mas tres ntmeros triangulares y a lo
mas cuatro numeros cuadrados. Cauchy generalizé este resultado de-
mostrando (Investigacién y Ciencia, 1995, p. 73) que todo nimero se
puede escribir como la suma de a lo mas p nimeros poligonales, donde
p es el numero de lados del poligono considerado. Ezprese 954, 2500,
10000 y otros numeros en esta forma. sSe le ocurren algunas prequn-
tas? Si no, rétese y formule al menos dos. Respdondalas.

X ok K K Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X kK X X
Ya va siendo hora de desarrollar iniciativas propias y formularse
sus propias preguntas, este es el motor de la investigacion en
matemdticas, la curiosidad, el deseo de saber.

X ok K K Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X kK X X

5.6. Numeros piramidales

Estos nimeros son unos analogos espaciales de los niimeros poligonales,
los formamos haciendo pirdmides?? cuya base es un poligono regular; asi, los
hay triangulo-piramidales, cuadrado-piramidales, etc.

Para los primeros, los tridangulo-piramidales, la base de la piramide estd
formada por un tridngulo equilatero con n puntos equidistantes en cada
lado, la segunda capa hacia arriba estd formada por un triangulo equildtero
de lado n — 1, la siguiente de lado n — 2, y asi sucesivamente hasta terminar
con una punto en la cima. ;Cudntos puntos tiene la piramide?

Para encontrar la respuesta vemos que la base de la piramide tiene al
n—ésimo numero triangular, la segunda capa hacia arriba tiene al (n — 1)—
ésimo numero triangular y asi sucesivamente; luego el n—ésimo ntmero
tridngulo—piramidal o tetragonales (Rodriguez, 1987, p. 34) lo conseguimos
sumando los primeros n niimeros nimeros triangulares.

2Estudiados inicialmente por Diofanto de Alejandria en el siglo I1I d.C. y retomados por
Descartes extendiendo su estudio a ntimeros hiperpiramidales y a los ntimeros figurados
sélidos basados en los poliedros regulares.
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Los primeros nueve son:
1,4, 10,20, 35,56, 84,120, 165
Ejercicios

1. Haga un estudio de los numeros tetragonales similar al hecho para los
nimeros triangulares.

2. De manera andloga a lo presentado para los niumeros tridngulo pi-
ramidales, realice una lista de niumeros cuadrado—piramidales y haga
un estudio de ellos.

3. FEscriba una lista de nimeros pentagono—piramidales. Haga un estudio
de ellos.

5.7. Numeros primos

Como ya sabemos, un nimero primo es el que solo tiene dos divisores
diferentes, la siguiente es una lista de los primeros 38 niimeros primos:

b1 D2 p3 D4 D5 D6 D7 D8 P9 | P1o | P11 | P12 | P13 | P14 | P15
2 3 5 7 11 13 17 | 19 | 23 | 29 31 37 41 43 47

P16 | P17 | P18 | P19 | P20 | P21 | P22 | P23 | P24 | P25 | P26 | P27 | P28 | P29 | P30
53 | 59 | 61 | 67 | 71 | 73 | 79 | 8 | 89 | 97 | 101 | 103 | 107 | 109 | 113

Lamentablemente no hay, ni en Excel, ni en matematicas, férmulas para
calcular todos los niimeros primos??, pero en el apéndice incluimos cédigos en
Pascal (que pueden ser usados en Delphi o Lézaro) de los programas: Primosl

ZExisten algunas funciones polinomiales en los ntimeros naturales que producen
nimeros primos para algunos valores de su variable; por ejemplo 222 + 29 da niimeros
primos para valores enteros de x comprendidos entre 0 y 28. La funcién z? 4+ « + 41 de
FEuler da valores primos para los valores entre 1y 39, para 40, 41, 44, 49 los resultados no
son primos, pero para 42, 43 y otros valores sf; la funcién 32 — 79y + 1601 da niimeros pri-
mos para ochenta nimeros consecutivos (para otros valores a veces da primo a veces no).
Goldbach demostré que ningtin polinomio podia generar ntimeros primos para todos los
valores de la variable x y Legendre prob6 que ninguna funcién algebraica racional podia
generar siempre numeros primos. En 1977 James Jones, Daihachiro Sato, Hideo Wada,
y DouglasWiens encontraron un polinomio que genera todos los primos, peroes de 26 variables.
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que permite saber si un ntimero (razonablemente grande®*) es primo o no;
Primos2 que hace una lista de los nimeros primos menores que un numero
(razonablemente grande) dado; Primos3 que hace una lista de los nimeros
primos obtenidos con una férmula debida a Euler, pero que solo es segura
para 80 ntimeros.

Si miramos una lista més grande de nimeros primos notamos que a
medida que avanzamos en la secuencia, aparecen cada vez menos nimeros
primos; por ejemplo hay 168 primos menores que 1000, esperariamos que
hubiese 10 veces esta cantidad de primos menores que 10 000, pero solo hay
1229 y menores que 1000 000 solo hay 78 498.

Veamos c6mo estimar (Lang, 1985, pp. 10-12) jcudntos ntimeros primos
hay menores que un ntimero cualquiera z?

Consideremos los nimeros naturales hasta x,

1,2,3,4,5,6,..., 2.

Entre estos niimeros, hay nimeros pares y nimeros impares. Si un niamero
es primo, este no es par, excepto el 2.

., Cudntos numeros impares hay hasta x? Aproximadamente la mitad
de ellos, esto es, 5, que puede escribirse como (1 — %)x, por tanto no son
divisibles por 2. De los niimeros impares, jcuantos no son divisibles por 37

Dos tercios no son divisibles por 3. Escribamos % en la forma (1 - %)
Ahora de los nimeros que quedan, jcuantos no son divisibles por 57 Natu-
ralmente (1 — %)

Y de los que quedan, jcuantos de ellos no son divisibles por el siguiente
nimero primo? (1 — %)

Entonces para encontrar los niimeros que son primos necesitamos que
ellos no sean divisibles por cualquier nimero primo desde 2 hasta el tltimo
primo anterior a x, entonces conjeturamos que el nimero de primos menores

o iguales a = deberia ser aproximadamente igual al producto
1 1 1 1 1
1—=)({l1—-=)(1—-=)(1=-2=)---1—~
2 3 5 7 P
con p < x; esto los matematicos suelen escribirlo, de forma un poco presun-

tuosa, como
(:-3)
II(1-=).
p

p<z

La férmula tiene un gran aspecto pero squé tan util es? Explore.

2 Esto significa menor o igual a 2 147 483 647.
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Mirando su cuaderno, con aproximadamente dos millones de ntmeros
primos, el matematico francés Bertrand en 1845 conjeturé que para todo
x > 1, entre x y 2x siempre hay un nimero primo. El matematico ruso
Tchebyshev la demostré cinco anos después.

Bonolis (1911) dio una férmula para el nimero de primos entre x y (%)x,
con esto concluyé que hay menos de un millén de primos entre 100 y 150
millones.

A pesar de que los ntimeros primos van escaseando, ellos son infinitos
.. Cémo podemos probar esto?

Euclides demostré que si suponemos que hay un ultimo niimero primo
p, y hacemos una lista de nimeros primos desde 2 hasta p,

2,3,5,7,11,13,...,p

entonces siempre podemos encontrar otro niimero primo que no esta en esta
lista.
Sea

Si IV es primo, este no es igual a alguno de los listados desde 2 hasta p
y por tanto hemos construido un nuevo nimero primo.

Si N no es primo, entonces podemos expresar N como un producto de
primos. En particular podemos escribir N = ¢gN’ donde ¢ es un nimero
primo que divide a N.

i Puede ¢ ser igual a alguno de los primos desde 2 hasta p?

No, porque al dividir N por alguno de los primos desde 2 hasta p, el
residuo es 1. Asi que descubrimos un nuevo primo el cual no esté en la lista.
Esto significa que no podemos hacer una lista finita de todos los niimeros
primos y esto concluye la prueba. Hay infinitos nimeros primos.

5.7.1. Numeros primos gemelos

Naturalmente, si p es primo diferente de 2 entonces p+ 1, p+3,p+5y
en general p + (2k 4+ 1) no son primos, pues son pares.

Pero ;qué sucede con p+ 27, algunos son primos (conocidos como primos
gemelos) como

3y5b 17y 19 59 y 61
5y 7 29 v 31 1y 73
11y 13 41 y 43 101 y 103
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Pero otros no son primos gemelos como las parejas 7y 9, 13 y 15, ...
Haga una lista mds grande de primos gemelos.

De nuevo mirando en listas méas grandes, notamos que la frecuencia de
aparicion de nimeros primos gemelos, para nimeros primos mas grandes va
disminuyendo.

En el ano 2007, Vautier, McKibbon, Gribenko y otros descubrieron
(Ogilvy, 1994, p. 24) los nimeros primos gemelos mas grandes conocidos
a la fecha 2003663613 x 219000 £ 1 que tienen 58711 cifras.

Como en el caso de los nimeros primos, la pregunta natural ;existen in-
finitos primos gemelos? jNadie sabe! jAtin no hay respuesta! Tenemos tarea.

Otra pregunta: ;hay tripletas de nimeros primos cuya diferencia es 27
Un ejemplo es 3, 5y 7. sHay otra?

Ensayemos, si los hay, los tres nimeros deben ser impares. Construyamos
una lista a partir de la lista de los primos gemelos:

3 5 7
5 7 9
11 13 15
17 19 21
29 31 33

Estas no son tripletas de niimeros primos; sin embargo, notamos que la
tercera columna, salvo la primera tripleta, es de multiplos de 3.

Sospechamos que en toda tripleta de nimeros impares, siempre hay un
multiplo de tres.

Prueba: sea una tripleta de nimeros impares
2n+1 2n+3  2n+5

para algiin nimero natural n > 0.

Si 2n 4+ 1 es multiplo de 3, es decir, es de la forma 3p para algin p > 1,
terminamos.

Si 2n + 1 es de la forma 3p + 1, entonces

2n+3=3p+3=3(p+1)

es decir multiplo de 3.
Si 2n + 1 es de la forma 3p + 2, entonces

2n+3=3p+4 y 2n+5=3p+6=3(p+2)

es decir multiplo de 3.
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Por tanto, no hay una tripleta de nimeros primos diferente a la ya men-
cionada. O

5.7.2. Numeros de Euclides

Si no suponemos que hay un tltimo ntimero primo, para cada uno de
ellos podemos formar el niimero

Ey=(p1-p2-pg----- pr) +1

Y preguntarnos ; Ey es primo? De nuevo hagamos listas

FEy=2x34+1=7 Es primo
F3=2x3x5+1=31 Es primo
Ey=2x3x5x7+1=211 Es primo
F;=2x3x5x7x11+1=2311 Es primo
Fg=2x3x5x7x11x13+1=230031 No es primo.

30031 = 59 x 509
FEr=2x3x5x7Tx11x13x17+1=>510511 No es primo.
510511 =19 x 97 x 277

Eg = 9699691 = 347 x 27953 No es primo
FEg = 223092871 = 317 x 703763 No es primo
F1p = 6469693231 No es primo
FEy1 = 200560490131 Si es primo

F1o = 7420738134811 No es primo

Estos son los llamados nimeros de Fuclides (Alsina y Nelsen, 2010, p.10),
no sabemos si hay infinitos primos entre ellos. Ezplore.

¥ Ok ok K K kK K K Kk K K K X K K ¥ kK Kk ¥ kK
Hay programas como Maple, Mathematica y otros que le pueden
ayudar en la tarea, cuando se trata de hacer cuentas enormes o
molestas, busque y aprenda como manejarlos.

¥ Ok ok K K Kk K K K K K K X K K ¥ kK K ¥ kK

5.7.3. Numeros compuestos consecutivos

Hay sucesiones de tres nimeros compuestos consecutivos 14, 15 y 16 entre
los primos 13 y 17, igualmente hay cinco niimeros compuestos consecutivos
32, 33, 34, 35 y 36 entre 31 y 37. ;Podriamos encontrar una secuencia de
50 numeros compuestos consecutivos? ;O una secuencia con un numero
cualquiera de niimeros compuestos consecutivos?
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En la demostracion de Euclides de la infinitud de los ntimeros primos, él
construye el nimero (Luque, Avila y Soler, 2013, pp. 125-126)

N=2x3x5xT.

Y si a este ntimero se le suma 1, el resultado ya no es divisible por
ninguno de los primos que aparecen en el producto.

Pero si a N se le suma 2, 3 0 5 o cualquier primo que esté en el producto,
el niimero obtenido es divisible por el primo sumado, por ejemplo:

N =2x3+2 es divisible por 2
No=2x3+3 es divisible por 3
N3 =2x3x5+2 es divisible por 2

Ny=2x3x5xT7+5 es divisible por 5.

Y como el propésito es construir nimeros compuestos podemos agregar
numeros compuestos al producto, para simplificar la escritura usando el
simbolo factorial, asi

Ny =2Xx3X4X5X6XxT+2="T74+2 es divisible por 2
Ng=2x3xXx4x5x6xT7T+3=7"+3 es divisible por 3
N;=2Xx3X4X5Xx6xT+4=T7"+4 es divisible por 4
Ng=2x3x4xX5Xx6xT7T+5=T7"4+5 es divisible por 5.

Y en general conjeturamos que
N!+n es divisible por n

Para un numero arbitrario n los ntmeros n! + 2, n! 4+ 3, ..., n! + k, con
n > k, son todos compuestos, es decir que entre n! + 2 y n! + k£ no hay
nimeros primos, esto significa que podemos formar intervalos tan grandes
como queramos donde no haya ntimeros primos, por ejemplo, jentre 1000000!
y 1000000! + 1000000 hay un millén de nimeros que no son primos!

5.7.4. Suma de nimeros primos

Como todos los nimeros primos mayores que 2 son impares, natural-
mente la suma de dos niimeros primos mayores que 2 es un nimero par, ;la
afirmacion reciproca es cierta? Este es un problema ain no resuelto de la
teorfa de niimeros®. Ensaye.

Los ntimeros primos han sido un tema histéricamente dificil, como vemos
no es mucho lo que pudimos lograr.

%5 Esta es la conocida conjetura de Goldbach.
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X ok K K Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X K X X

No siempre hay respuestas simples, no siempre hay respuestas
satisfactorias e incluso en muchos casos no hay respuestas. Pero
esto no significa que la biusqueda de ellas no sea un ejercicio

reconfortante y generalmente muy instructivo.

EoRE S S S S S O S R S N S S S R S R S

Consulte alguna noticia reciente acerca de los niimeros primos.

5.8.

Orden en diferentes bases

Queremos estudiar ahora, cudl es el nimero mas grande que se puede
escribir con tres cifras iguales con los convenios establecidos para la escritura
de los nimeros, pero sin signos de operaciones entre ellos, salvo lo acordado
para la notacion exponencial, y determinar ademads su dependencia de la

base en que se escribe.

Ejercicios

1.

En base 2 solo tenemos dos simbolos, 0 y 1. El niimero més grande
que se puede escribir con tres cifras repetidas y sin colocar signos de
operaciones entre ellos es, naturalmente, 1 1 1, puesto que:

1) =)' = <ant <1

¢ Es valido este ordenamiento con tres unos, en cualquier base?

En base tres, la secuencia con tres doses es:
2(%°) = (22)? < 222 < (22)? < (2)®
¢La secuencia es la misma en cualquier base?

¢ Cudl es el orden con tres treses en base 47
309 (33 3)®  (33)° 333
¢ Es el mismo en otra base?
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4. Con tres cuatros en base 5, la secuencia es:
144 < (44)* < (48! < (0™ < 4()
¢ Es el mismo en otra base?

5.  En base 10 el mayor nimero que se puede escribir con tres doses, sin
ningtn signo de operacién, es 222, puesto que:

(2%)* = 16 < 222
< 222 = 484
< 222 = 4194304

Ahora, con tres treses el mayor ntimero que podemos escribir es 333,

debido a que: [
3(33) < 333

, 9 [
El mayor ntimero con 3 nueves es 9(9%) — 387420489 (més grande que

el nimero de d4tomos de todo el universo). s Es el mismo en otra base?

6. Intentemos una generalizacion para el caso de tres cifras iguales a b en
base k.

Los dos candidatos a ser el més grande, segiin hemos visto, son:
b(bb) y pbb
Como la base es la misma basta comparar los exponentes?® esto es
oy kb+b.
Para que el primero sea mayor, es necesario que
b0 > (k+ 1),

donde hemos dividido por b ambas expresiones (suponiendo natural-
mente que b no es 0).

Si b es 4 la expresién es cierta hasta base 62, donde b(*~1 es 43 = 12
(64 en base 10) y K+ 1 =11 (63 en base 10). La férmula considerada
en base 10 es cierta para b > 3.

ZEsto se debe a que si z < y entonces a® < a¥.
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Ensaye un trabajo similar con cuatro cifras iguales; he aqui unas per-
litas: el niimero mas grande que se puede escribir con cuatro unos en

base 10 es:
111 = 285311670611.

Con cuatro doses el mas grande es:

<(2)2> 22

24000000 (01200000

Este niimero es mayor que , que a su vez es mayor que 1
y este ultimo que tiene méas de un millén de cifras (Perelman, 1989,
p. 49).

7. FEscriba de menor a mayor

2121 955 788

en diferentes bases.
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CAPITULO

Induccidn a partir de
tablas y dibujos

Hasta ahora hemos logrado conseguir informacién sobre los ntimeros ob-
servando secuencias en forma de listas. Enseguida colocaremos varias listas,
unas al lado de las otras, para observar relaciones entre ellas formando tablas
que contienen no solo informacion vertical sino también horizontal. Al final
del capitulo veremos una alternativa geométrica que sugiere resultados al-
gebraicos.

6.1. Induccién a partir de tablas

En algunas ocasiones constrastar dos tipos de informaciones organizadas
en filas y columnas puede ayudar a conjeturar un resultado que se ve mas
facilmente en una de las dos direcciones, como aparece a continuacién.

6.1.1. Tabla de las progresiones aritméticas

Veamos la construccién de una tabla sencilla!, formada a partir del
nimero 1, que aparecio en el ejercicio 3 de la seccién 5.1 del capitulo 5:

La primera casilla de la primera fila es 1. La segunda casilla y las si-
guientes de esta fila, se forman sumando 0 al nimero de la casilla anterior.

La primera casilla de la segunda fila es 1. La segunda casilla y las si-
guientes se forman sumando 1 al niimero de la casilla anterior.

'El programa A.8. del apéndice nos ayuda con esta tarea.
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La primera casilla de la tercera fila es 1. La segunda casilla y las siguien-
tes se forman sumando 2 al ntimero de la casilla anterior.

La primera casilla de la cuarta fila es 1. La segunda casilla y las siguientes
se forman sumando 3 al nimero de la casilla anterior, y asi sucesivamente.

El resultado es la tabla 6.1 de las progresiones aritméticas:

TR e s e relo ] =
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 n
3 1 3 5 7 9 11 13 15 17 2n —1
4 1 4 7 10 13 16 19 22 25 3n—2
5 1 5 9 13 17 21 25 29 33 4n — 3
6 1 6 11 16 21 26 31 36 41 bn—4
Bl 1| e|2k—1|sk—2|ae—3|sk—al|..|. .. |. .| . |G-Dn=—(k-2
Tabla 6.1

Como vemos, en la segunda fila estan los nimeros naturales, en la tercera
los nimeros impares, en la cuarta los naturales de 3 en 3 a partir de 1, en
la siguiente de 4 en 4 a partir de 1 y asi sucesivamente.

Algunas observaciones elementales sobre la tabla 6.1 son:

1. Si (n, k) denota la posicién del nimero en la fila n, columna k entonces

(2,k)+(2,k+1)=(3,k+1)
(2,k)+(3,k+1)=(4,k+1)
(2,k)+ (4, k+1)=(5,k+1)

(2,k)+ (p,k+1)=(p+1,k+1).
2. La diagonal principal son los nimeros
1,2,5,10,17,..., 1+ (n—1)2,...
donde n indica la posicién del nimero en la diagonal.

3. Las diagonales que siguen a lado y lado de la principal son iguales:

1,3,7,13,21,..., 1+ n(n—1),...
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4. Las siguientes diagonales corresponden a la secuencia de los ntimeros
cuadrados

1,4,6,16,25,...,n%, ...

Ejercicios

1.  Escriba las siguientes diagonales principales y explore relaciones entre
ellas, busque una forma general para la n—ésima diagonal; sumelas,
réstelas, combinelas a su manera.

2. Las primeras diagonales secundarias son

D1:
D2:
D3:
D4.:
D5:
D6:

e e
UL W N =
- Ot W

N &~ =

[ TS

[

¢Cudl es la diagonal k? Busque una forma general para la k—ésima
diagonal; sume, reste, combine diagonales a su manera.

3. Si formamos escuadras o gnomones® en la tabla obtenemos

Gl: 1

G2: 1 2 1

G3: 1 3 5 3 1

G4: 1 4 7 10 7 4 1

Gb: 1 5 9 13 17 13 9 5 1

G6: 1 6 11 16 21 26 21 16 11 6 1

¢ Cudl es el gnomon de la posicion k¥

Si sumamos cada uno de los gnomones obtenemos

*La palabra gnomon significé en Babilonia, una varilla vertical (]) cuya sombra mar-
caba la hora. En la época de Pitdgoras significaba una escuadra de carpintero. También
significé lo que queda de un cuadrado al cortar otro cuadrado més pequeno en una de
sus esquinas. Mas tarde, con Euclides, su significado se amplié a lo que queda de un pa-
ralelogramo al cortar otro méas pequefio en una de sus esquinas, siempre que este fuera
semejante al primero.
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SG1: 1 1

SG2: 1+2+1 4=3+1=T+T
SG3: 1+3+5+3+1 13=94+4=C3+Cy
SG4: 1+44+7+10+7+4+1 34=22+12=P,+ P;

SG5: 1+5+9+13+17+13+9+5+1 83 =45+28 = Hs + Hy

donde T;, C;, P; y H;, denotan los i—ésimos numeros triangulares,
cuadrados, pentagonales y hexagonales, respectivamente.

¢ Cudl es la fila SGk?

4. Y si en lugar de formar gnomones estudiamos los nimeros que se
encuentran dentro de un cuadrado de lado 1, de lado 2, etc. ;Qué listas
de nimeros se obtienen? Profundice en este estudio. Por ejemplo, si
elige cuadrados de lado 2, ses posible hallar uno de los cuatro numeros
en el cuadrado, en términos de los otros tres? ;Es posible hallar dos
en términos de los otros dos?

5.  FEstudie otras figuras en la tabla 6.1, por ejemplo bordes o contornos de
cuadrados, cruces, etc. y plantee relaciones entre los niumeros alli dis-
puestos3.

6.1.2. Tabla de los niimeros poligonales

Cada tabla® nos reporta tantas tablas como queramos; por ejemplo, usan-
do la tabla 6.1 formamos la tabla 6.2 de los nimeros poligonales, como lo
indicamos a continuacién:

La primera casilla de la primera fila es el nimero 1.

La segunda casilla de la primera fila se forma sumando los ntimeros de
las dos primeras casillas de la fila 1 en la tabla 6.1.

La tercera casilla de la primera fila se forma sumando los niimeros de las
tres primeras casillas de la fila 1 en la tabla 6.1 Y asf sucesivamente.

La primera casilla de la segunda fila es el nimero 1.

La segunda casilla de la segunda fila se forma sumando los niimeros de
las dos primeras casillas de la fila 2 en la tabla 6.1.

3En el primer semestre del afio 2013, el estudiante Sergio Malagén hallé que el cociente
de la suma de los ocho nimeros que rodean a uno de los niimeros que se encuentran en la
tabla 6.1 con 8, es precisamente el niimero que se rodea.

4E] programa A.9. del apéndice puede ayudarle con esta tarea.

238



Induccion a partir de tablas y dibujos

La tercera casilla de la segunda fila se forma sumando los ntimeros de
las tres primeras casillas de la fila 2 en la tabla 6.1. Y asi sucesivamente.
De manera similar se procede para las demas filas. El resultado es:

1| 2 345 |6]| 7|8 ]9 n
1{1] 2 3la|s 6| 7|8 ]9 n
21| 3 6 10|15 21| 28| 36 | 45 nlntl)
3|1 4 9 |16 |25 |36 | 49 | 64 | 81 n?
all1] 5 |12]22]3 |51 |7 | 92|17 n3n=l)
51 6 |[15] 28|45 |66 | 91 [120] 153 n(2n — 1)
6l 1| 7 |[18]34]55 |81 |112] 148 | 189 nl5n=5)
n((k—1)n—(k—3
k|1 |&+1 |3k n((k=D)n=(k=5))
Tabla 6.2

Notamos que en la primera fila de la tabla 6.2 estdn los nimeros natu-
rales; en la segunda, los triangulares; en la tercera, los cuadrados; la cuarta
corresponde a los pentagonales y la fila k es la de los nimeros (k+1)—gonales.

Por la forma de construccion, el término n—ésimo de la segunda fila se
consigue sumando los n primeros términos de la fila 2 de la tabla 6.1 cuyo
resultado ya conocemos.

El término n—ésimo de la tercera fila se consigue sumando los n primeros
términos de la fila 3 de la tabla 6.1; y como en este caso también la suma
de los extremos de la lista es la misma que la del segundo término con el
penultimo y asi sucesivamente obtenemos que

Sp, = 1 + 3 + + (2n—-3) 4+ (2n-1)
S, = (2n-1) + (@2n-3) + + 3 + 1
28, = (2n) + (2n) + + (2n) + (2n)
Y por tanto

S, =n?

Aunque para ello no hubiésemos necesitado hacer estas cuentas, vale la
pena extrapolar la idea para las siguientes filas, como veremos enseguida.
Para la fila k—ésima la suma es
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Se = (k-1n—(k-2) + (E-Dn-1)—(k-2) + - + 1
28, = (k—n—(k-3) + (k—Ln—(k—3)  + v (k-Dn—(k—3)

De modo que

n

Sp = 2((k—1)n—(k—3)) con k > 3.

Y de ahi obtener una férmula general para el n—ésimo nimero
(d + 2)—gonal:

on(d+2) = g((n— 1)d+2) cond> 1.

Por ejemplo, para d = 1 obtenemos la férmula de los nimeros triangu-
lares, para d = 2 la de los nimeros cuadrados y asi sucesivamente.
Algunas observaciones sobre la tabla 6.2 son:

1. Todos los nimeros de la fila 5 estan en la fila 2, o sea que todo niimero
hexagonal es triangular.

2. Todos los nuimeros de la fila 4 son iguales a un nimero de la fila 2
dividido entre 3, o sea que todo nimero pentagonal es un tercio de
algin ndmero triangular. Mas especificamente

T T5 _E’ p4:&’ pszg
3 3 3

y en general el n—ésimo numero pentagonal es la tercera parte del

(3n — 1)—ésimo numero triangular.

P

[
|
3
I
|
s
|

3. Teorema de Nicodmaco: en la tabla 6.2 notamos que la diferencia entre
dos niimeros consecutivos de una columna crece de la siguiente forma:

En la segunda columna la diferencia es 1, en la tercera 3, en la cuarta
6, en la quinta 10 y jadivine! En la n—ésima columna la diferencia es
el (n — 1)—ésimo nimero triangular.

Esto significa que un nimero cuadrado es la suma del triangular que
esta encima suyo en la tabla y el triangular anterior a este. En simbolos,

On = Tn + T(n—l)

Pero también, un numero pentagonal es la suma del cuadrado que
esta encima suyo en la tabla y el triangular anterior a este. En simbolos,

P, =C,+ T(n—l)
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Ejercicios
1.
2.

Y un numero hexagonal es la suma del pentagonal que estd encima
suyo en la tabla y el triangular anterior a este. En simbolos,

Hn = Pn + T(n—l)

y asi sucesivamente.

Si llamamos p,,(q) al n—ésimo nimero g-gonal tenemos la férmula
0n(q) = pn(q —1) + T(,—1) con g > 4.

Este resultado era conocido en la antigua Grecia y es conocido como

teorema de Nicémaco®.

En 1621 el matematico francés G. Bachet de Meziriac publico la obra
de Diofanto, que permitié a Fermat encontrar otra forma del teorema
de Nicomaco en términos de solo nimeros triangulares, asi:

on(q) = Tn+ (¢—3)T(;—1) cong>3.

Y de ahi obtener una férmula general para el n—ésimo nimero g—gonal:

KJn(Q) = n((n i 1) * (;] — 3)(n — 1)) con q > 3.

Enuncie otras reqularidades que encuentre en la tabla 6.2.
Proponga alternativas a las formulas dadas para nimeros poligonales.

sEn cudles casos la suma de dos nimeros pentagonales es un nimero
pentagonal? Veamos algunos ejemplos

Py + Pr = By

Pr + Pz = Poy
Pyg+ Pyg = Py
P13+ Pso = Px3
Pig + Pras = P2

T = W N =
Lo

¢ Cudl tripla corresponde a la fila n?

®Otras aproximaciones didacticas a este teorema se encuentran en Jiménez, Angarita
y Luque (2007).
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6.1.3. Los miltiplos de los niimeros triangulares

Muchas veces creemos que encontramos una regularidad y procuramos
obligar a los nimeros a cumplirla. Generalmente los niimeros no se dejan y
nos obligan a cambiar nuestras férmulas o a intentar otros caminos.

En la tabla 6.3 estan algunos multiplos de los primeros diez nimeros
triangulares.

n | T, | 213, | 3T, | 415, | 5T, | 613, | 7T, | 8T, | 975,
1 1 2 3 4 ) 6 7 8 9

2 3 6 9 12 15 18 21 24 27
3 6 12 18 24 30 36 42 48 54
4 110 20 30 40 50 60 70 80 90
5 | 15 30 45 60 75 90 105 | 120 | 135
6 | 21 42 63 84 105 | 126 | 147 | 168 | 189
7| 28 56 84 112 | 140 | 168 | 196 | 224 | 252
8 | 36 72 108 | 144 | 180 | 216 | 252 | 288 | 324
9 | 45 90 135 | 180 | 225 | 270 | 315 | 360 | 405
10 ] 55 | 110 | 165 | 220 | 275 | 330 | 385 | 440 | 495

Tabla 6.3

Ejercicios
1. Verifique las inducciones de la seccion 5.2.2 del capitulo 5 y conjeture
otras.

2. En la tabla 6.2 vemos que hay ntmeros cuadrados que también son
triangulares, por ejemplo 1 y 36.

Pero no parecen muy abundantes. Entre los primeros 1000 naturales
solo hay dos de ellos (el siguiente es 1225). s Hay otros? ;Son infinitos?

Si miramos la formula para los nimeros triangulares en la posicion 87,

tenemos: oT (8T 1)
_|_
Tty = =5 — =ATa(8Tu +1).
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Y como
8T, +1=4n*+4n+1= (2n+1)?
entonces
Tisr,) = AT, (2n + 1)
Esto significa que si T}, es un nimero cuadrado, el niimero T(g,) es un
numero cuadrado y triangular a la vez, por ejemplo si T,, = 1, entonces
Tist,) = 36, si T, = 6%, entonces T(gr,) = (876)% y con cada uno de ellos

podemos conseguir otro, en un proceso sin fin. En conclusion, hay infinitos
numeros cuadrado—triangulares.

6.1.4. Los cuadrados y los cubos de los nimeros triangulares

En la tabla 6.4 encontramos cuadrados de ntimeros triangulares y sus
multiplos.

| n| 1| @) | 2@)? | 32 | 4@ | 52 | 6@)? | 7m0 | 82 | 9(z)? |

1 1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 3 9 18 27 36 45 54 63 72 81

3| 6 36 72 108 144 180 216 252 288 324
41 10 100 200 300 400 500 600 700 800 900
51 15 225 450 675 900 1125 1350 1575 1800 2025
61 21 441 882 1323 1764 2205 2646 3087 3528 3969
71 28 784 1568 2352 3136 3920 4704 5488 6272 7056
8 | 36 1296 2592 3888 5184 6480 7776 9072 10368 11664
9 | 45 | 2025 4050 6075 8100 10125 12150 14175 16200 18225

Tabla 6.4

En esta tabla observamos que

lo que nos permite conjeturar que

(Tn)2 + (T(7L+1))2 = T(7L+1)2'
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Ejercicios

1. Observe la tabla 6.4 y proponga otras conjeturas.

2. Observe la tabla 6.5 de cubos de nimeros triangulares y sus maltiplos,
proponga conjeturas a partir de ella.

3. Proponga nuevas tablas como las presentadas hasta ahora y enuncie
algunas conjeturas.

| n |1 | @2 | 2@ | 3@ | 4@ | s@)? | s | 7@ |

1 1 1 2 3 4 5 6 7

2 3 27 54 81 108 135 162 189

3 6 216 432 648 864 1080 1296 1512

4 | 10 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
5| 15 3375 6750 10125 13500 16875 20250 23625
6 | 21 9261 18522 27783 37044 46305 55566 64827
7| 28 | 21952 43904 65856 87808 109760 | 131712 | 153664
8 | 36 | 46656 93312 139968 | 186624 | 233280 | 279936 | 326592
9 | 45 | 91125 | 182250 | 273375 | 364500 | 455625 | 546750 | 637875
10 | 55 | 166375 | 332750 | 499125 | 665500 | 831875 | 998250 | 1164625

Tabla 6.5

6.1.5. Los nimeros piramidales

Repitiendo el procedimiento para formar la tabla 6.2 a partir de la tabla
6.1, obtuvimos la tabla 6.6° con base en la tabla 6.2, e insistiendo otra vez
obtenemos una tabla de numeros hiperpiramidales a partir de la tabla 6.6,
y asi sucesivamente.

En la primera fila de la tabla 6.6, de los niimeros piramidales, estan los
numeros triangulares; en la segunda, la suma de los niimeros triangulares o
sea los triangulo—piramidales; la tercera es la suma de los niimeros cuadrados
o sea los cuadrado—piramidales, y asi sucesivamente.

SEl programa A.10. del apéndice nos ayuda con esta tarea.
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1| 2 3 4| 5|6 | 7| 8] 09].. n
11| 3 6 1015 2128|3645 ... =~
2 (1| 4 10 |20 35 | 56 [ 84 [ 120165 nlntl)int?)
31 5 14 30 | 55 | 91 | 140 | 204 | 285 | ... | nlntbCetl)
aff1] s 18 |40 | 75 | 126 | 196 | 288 | 405
5| 1 7 22 [ 50 | 95 | 161 | 252 | 372 | 525
6f1] s 26 | 60 | 115 | 196 | 308 | 456 | 645
n|l 1] n+2) ] (4n+2)

Tabla 6.6

Podemos conseguir la férmula correspondiente al n—ésimo niimero trian-
gulo-piramidal si conocemos’ la suma de los n primeros ntimeros triangu-

lares,

Pr(n) = n(n + 16)(n + 2)'

Para calcular el n—ésimo niimero cuadrado—piramidal sumamos los n
primeros ntimeros cuadrados®, el resultado es

Po(n) = n(n + 1)6(2n + 1)'

El n—ésimo nimero penta—piramidal Pp(n) es la suma de los primeros n
numeros pentagonales, y por el teorema de Nicéomaco, lo podemos escribir
como la suma de los primeros n numeros cuadrados con la suma de los
primeros (n — 1) ntmeros triangulares; es decir, como

z”:iz _n(n+1)(2n+1)  (2n+ 1T,
=1

6 3
y
”z‘:lT Can-1)n+1)  (n-DT,
—t 6 3

TAl final de este capitulo presentamos unas figuras que nos permiten conjeturar estas
férmulas.

8La suma de los primeros n niimeros cuadrados se consigue de la de los triangulares
usando la igualdad T, —1y + T = n?.
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entonces 5 NT 0T
Pp(n) = ( n—; /T + (n—3) = =nT,.

Ejercicios

1. Use el teorema de Nicomaco para expresar los numeros poligonales en
términos de numeros triangulares y luego sume los n primeros de ellos
para obtener una formula para el n—ésimo niumero k—piramidal.

2.  FEstudie la tabla 6.6 y establezca conjeturas.

3. Formule una conjetura similar al teorema de Nicomaco pero para nii-
meros piramidales.

4. Construya la tabla de numeros hiperpiramidales a partir de la tabla
0.6. Estudiela y proponga conjeturas.

6.1.6. La tabla pitagoérica de multiplicar

Una de las tablas mas conocidas y mas antiguas es la tabla pitagoérica
o tabla de multiplicacién (tabla 6.7) y a pesar de su aparente simplicidad
esconde tesoros insospechados.

Si trazamos gnomones en la tabla pitagérica y sumamos los elementos en
cada uno de ellos podemos calcular la suma de los n primeros niimeros ciibi-
cos, asi: el primer gnomon esta formado por el niimero 1, el segundo por los
numeros 2, 4, 2, el tercero, por los nimeros 3, 6, 9, 6, 3 y asi sucesivamente,
tal como sugiere la tabla 6.7.

Si sumamos los nimeros que aparecen en cada gnomon encontramos

1=13
24+4492=29°
3+6+9+6+3=3

Conjeturamos que

n+2n+3n+---+n—-—On+n’+n—-Dn+---+2n4+n=n3

Y si sumamos todos los nimeros del cuadrado formado por los niimeros
entre 1 y n (las primeras n filas y las primeras n columnas) obtenemos la
suma de los cubos. j Por qué?
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3 6 9 |12 | 15| 18 | 21 | 24 | 27

5 10 15 20 25| 30| 35| 40 | 45

6 12 18 24 30 36 (42| 48 | 54

7T 14 21 28 35 42 49 | 56 | 63

Tabla 6.7

Por otro lado, si sumamos por filas en la tabla 6.7 obtenemos para la
primera fila

14+2434+---4+n="1T,.
La suma de la segunda fila es 27,,, la suma de la tercera 37, ... y la
suma de la n—ésima fila es nT),; si sumamos las primeras n filas obtenemos
T+ 2T+ 3T+ +nT, = (1+2+3+---+n)T, = (T,)*.

Reuniendo los dos resultados,

(T)? = 13
(Ty)? = 1% 4 23
(T3)% = 13 + 2% 4 33
(T))? = 1% + 23 + 33 1 4%
(T5)2 = 1% + 23 + 3% 1 43 4 53
(Te)2 =13 + 2% + 33 + 43 + 53 1 63
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Lo que nos permite inducir que?

(T,)? =13 +22+33+... 40

Proponga nuevas conjeturas sobre la tabla pitagorica.

6.1.7. Tabla de las escuadras iguales

El gnomon también puede utilizarse para encontrar la suma de los primeros
n numeros cuadrados usando la tabla 6.8.

12 = 1 1 1
22 = 2 2 2
32 = 1 2 313 |3
42 = 1 2 3 4 4
52 = 1 2 3 4 5

Tabla 6.8

Ejercicios

1.  Induzca una férmula para la suma de los n primeros nimeros cuadra-
dost0.

9Un estudio similar de la tabla de multiplicacién se encuentra en Jiménez, Dominguez
y Luque (2007).
YEstudie por ejemplo la relacién:

n n—1
T R RTINS DU PE LU L)
k=1 k=1

Los babilonios conocfan (Kline, 1994, p. 28) expresiones concretas de la férmula:

PP4+22 432 +4% 4+ 40P =(1/3+2n/3)1+2+3+---+n).
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2. Proponga otras regularidades a partir de la tabla 6.8.

3. Sobre la tabla 6.8 estudie diagonales, sumas parciales y otras opciones.

6.1.8. Tabla del maximo comun divisor

En la seccién 4.4.2 mencionamos la tabla del méximo comun divisor
(MCD) de dos numeros a y b que notamos (a, b), la cual, en base 10 para
los primeros 12 nimeros naturales se ilustra en la tabla 6.9.

—~
N
—

1|2|3|4|5|6|7|8|9|10|11|12|

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
3 1 1 3 1 1 3 1 1 3 1 1 3
4 1 2 1 4 1 2 1 4 1 2 1 4
5 1 1 1 1 5 1 1 1 1 5 1 1
6 1 2 3 2 1 6 1 2 3 2 1 6
7 1 1 1 1 1 1 7 1 1 1 1 1
8 1 2 1 4 1 2 1 8 1 2 1 4
9 1 1 3 1 1 3 1 1 9 1 1 3
10 1 2 1 2 5 2 1 2 1 10 1 2
11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1
12 1 2 3 4 1 6 1 4 3 2 1 12
Tabla 6.9

Algunas observaciones elementales de la tabla 6.9 indican que para todo
nimero natural a se cumple:

i. (a,a)=a.
ii. (a,b) = (b,a). Esto significa que la operacién es conmutativa.

iii. (a,ka) = a.

iv. (a,a+1) = 1. Esta igualdad significa que un ntimero y su sucesor son
primos relativos.
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Ejercicios

1. Estudie qué sucede con
(a,a+2) si aes impary si a es par,

(a,a+ 3) (;Cudntos casos hay?),

(a,a+ k) (¢Cudntos casos hay?).
2. ;La operacion tiene elemento idéntico?
3. ;La operacion es asociativa?, ses cancelativa?

4. ;Como se resuelven ecuaciones con esta operacion?

6.1.8.1. La funcién d(n)

A partir de la observacion de la tabla 6.9: jen cudles filas aparece un
solo nuimero? ;En cudles hay solo dos nimeros? ;En cudles hay solo tres
numeros? ;Solo 4 y cudles son? ;Solo 57 ;Solo 117

Para buscar una solucién organicemos la informacién en otra tabla
(6.10)*L.

En la fila 1 de la tabla 6.9 tinicamente hay un ntmero, el 1. En las filas

23571113171923293137414347535961677173 ...

se encuentran unicamente dos nimeros. Estas filas corresponden a los niimeros
primos.

Como en cada fila aparecen todos los divisores que tiene el nimero corres-
pondiente a esta, las preguntas iniciales se pueden interpretar como jcuales
nimeros tienen un divisor? ;Cuédles tienen 2 divisores? ;Cudles tienen 3
divisores? En general, jcudles tienen k divisores?

Veamos ahora la lista de los niimeros que tienen solo tres divisores, es
decir, las filas en las que solo aparecen tres niimeros:

492549 121 169 289 361 529 841 961 1369 1681 1849 2209 ...

"Tos resultados de esta seccién se consiguieron en el Club de Mateméticas de la UPN en
el primer semestre de 2006, pero partiendo de la tabla de multiplicar; ellos se encuentran
en Jiménez y Luque (2007).

250



Induccion a partir de tablas y dibujos

Aparece solo | Numero de la fila en que aparece

1 ndmero 1
, 235 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59 61 67
2 numeros
71 73 ...
, 4 9 25 49 121 169 289 361 529 841 961 1369 1681 1849
3 numeros
2209 ...
6 8 10 14 15 21 22 26 27 33 34 35 39 51 55 65 125 343

A mimeros | a0y o197

5 numeros 16 81 625 2401 14641 28561 83521 130321 279841 707281 ...

12 18 20 28 32 45 50 63 75 98 147 175 243 245 3125
16807 ...

7 nimeros 64 729 15625 117649 1771561 4826809 24137569 47045881 ...

24 30 40 42 54 56 66 70 78 105 110 128 135 165 189 250
375 385 486 686 875 1029 1715 2187 78125...

9 nimeros 36 100 189 196 225 256 441 484 1225 3025 6561 ...
10 ndmeros | 48 80 112 162 405 512 567 1250 1875 4802 19683 ...
11 ndmeros | 1024 59049 9765625 282475249 ...

6 numeros

8 numeros

Tabla 6.10

..Coémo los caracterizamos? Son cuadrados,

4=2x%x2=2°
9=3x3=3%
25 =5 x 5 = 5
49 =7x7="

121 =11 x 11 = 112
169 = 13 x 13 = 132

Pero no todos los cuadrados; solo p?, donde p es un niimero primo.
Pasemos a la lista de los niimeros que tienen solamente cuatro divisores

681014 15 21 22 26 27 33 34 35 39 51 55 65 125 343 1331 2197 ...

i.Se pueden expresar en términos de niimeros primos? Unos de ellos se
pueden escribir como:
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8§=2x2x2=23
2T=3x3x3=3"
125=5x5x5=5"
M3=TxTx7="7
1331 =11 x 11 x 11 = 113
2197 =13 x 13 x 13 = 13,

Eliminemos estos niimeros de la fila cuatro de la tabla 6.10 y busquemos
de nuevo una regularidad; nos quedan

61014 1521 22 26 33 34 353951 5565 ...,

que los podemos organizar en la forma:

2x3=6
2x5=10
2x7=14
2x11 =22
2x13 =26
3x5=15
3xT7=21
3x11=33
5 X 7 =35,

y con esto conjeturar que los nimeros que Unicamente tienen cuatro divisores
se pueden escribir como p? o gr, donde p, ¢ y r son primos y q # .

X % K Kk Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X kK X X
Es frecuente en la actividad matemdtica que una lista no siempre
se pueda describir de una sola forma, a veces aparecen varios
comportamientos y en estos casos es util separar lo que hemos
clasificado y observar los restantes.

X % K Kk Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X kK X X

.. Coémo se pueden expresar los nimeros de la quinta fila de la tabla 6.107

16 81 625 2401 14641 28561 83521 130321 279841 707281 ...
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Aqui aparece algo curioso, todos ellos se pueden escribir como:

16=2x2x2x2=2%
81=3x3x3x3=3"
625 =5x5x5x5=>5"
2401 =7TxTx7Tx7="74
14641 =11 x 11 x 11 x 11 = 11%
28561 = 13 x 13 x 13 x 13 = 13*
83521 = 17 x 17 x 17 x 17 = 174,
En general los nimeros de la fila 5 de la tabla 6.10 se pueden escribir

como p*, donde p es un nimero primo.
En la fila 6 de la tabla 6.10, donde estan los nimeros:

12 18 20 28 32 45 50 63 75 98 147 175 243 245 3125 16807 . . .,
es natural buscar quintas potencias, como en efecto sucede

32=2x2x2x2x2=2°
243 =3x3x3x3x3=3%
3125 =5x5x5x5x5=5
16807 =7 X TXTXTXT="7,

pero en esta lista no estan todos los niimeros, veamos que si descomponemos
los otros nimeros en factores primos obtenemos

12=4x3=22x3
20=4x5=22x5
28=4x7=22x7
18=9x2=23%x2,

45=9x5=3%x5
63=9x7=32x7
50 =25 x 2 =52 x 2
75=25x3="5%x3
98 =49 x 2 ="T? x 2.
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Conjeturamos entonces, que los niimeros de la fila 6 se pueden escribir
como p° o ¢*r, donde p, ¢ y r son niimeros primos y q # r.
.Y qué sucede con los nimeros de la fila 7 de la tabla 6.107 Estos son:

64 729 15625 117649 1771561 4826809 24137569 47045881 . ..

De nuevo, como en el caso de la fila 5, todos ellos son sextas potencias
de los niimeros primos
64=2x2x2x2x2x2=2°
720 =3 x3x3x3x3x3=3°
15625 =5x5x5 x5 x5 x5 =5
117649 =T x Tx Tx T x5 x5="7°

Es decir que los nimeros de la fila 7 se pueden escribir como p®, donde p es
un nimero primo.
La fila 8 resulta un poco mas complicada, pues aparecen séptimas po-
tencias, jcomo esperabamos!:
128=2x2x2x2x2x2x2=27
2187=3x3x3x3x3x3x3=3"
78125 =5x5X5X5x5x5x5=5",

pero también:

24=8x3=2x3
40=8x5=23x5
56=8x7=2x7
54=27x2=23"x2
135=27Tx5=3>x5
189 =27Tx7=3>x7
250 = 125 x 2 = 5% x 2
375=125x3=5%x3
875 =125 x7="5x7
686 =343 x 2 =73 x 2
1029 =343 x3="73x 3
1715 =343 x 5 = 73 x 5,
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y por primera vez aparecen tres factores primos:

30=2x3x5
42=2x3x7
66 =2x3x11
78 =2x3x13
1056 =3x5x%x7

165 =3 x5 x 11
195=3x5x13
T0=2x5xT7
110=2x5x 11

En resumen podemos suponer que los ntimeros de la fila 8 se pueden
escribir como p’ o ¢3r o stv donde p, ¢, 7, s,t, v son niimeros primos y q # 7,
s#t,s#vyt#wv. Sin mas cuentas conjeturamos que:

Los ntimeros de la fila 9 se pueden escribir como p® o ¢?>r2 donde p, ¢, 7
son nimeros primos y q # 7.

Los ntimeros de la fila 10 se pueden escribir como p° o ¢*r donde p, g, 7
son nimeros primos y q # 7.

Los ntimeros de la fila 11 se pueden escribir como p'® donde p es un
nimero primo.

Ahora, a partir de lo anterior, intentemos responder la pregunta jcudntos
divisores tiene un ntimero dado cualquiera? Y si queremos realizar el proceso
inverso, es decir, dado un numero cualquiera, ;jcémo podemos ubicarlo en
una determinada fila de la tabla 6.107

X ok K Kk Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X K X X
Deténgase por un momento y presente sus propias conclusiones
antes de continuar con la lectura. Este es un buen ejercicio cuan-
do estudiamos matemdticas, parar y plantear resultados propios.
jSiempre hay ganancias!

X % K Kk Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X K X X

Realicemos primero una tabla (6.11), con las regularidades encontradas,
a partir de la tabla 6.10.

Como en la segunda columna solo hay productos de potencias de niimeros
primos, esto nos sugiere descomponer en factores primos un nimero dado
para determinar cual forma tiene dicha descomposicién y ubicarla en la tabla
6.11.
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Fila N.° | Forma de los nimeros

Clo|lv]lo|lules]w]|N ]|~
AN ST IS IS B IS IS
[

—
o
b
©
L)
N
<

—_
—
i)
-
1S

Tabla 6.11

Por ejemplo, en la fila 3 de la tabla 6.10 estdn los ntimeros primos al
cuadrado y si tenemos un nimero primero al cuadrado, debe estar en la fila
3; asi, el nimero 10609, cuya descomposicién en factores primos es 103 x 103,
debe pertenecer a la fila 3.

El ntimero 4913 debe estar en la fila 4 pues su descomposicién en factores
primos es 4913 = 173.

El ntimero 112 estd en la fila 10 pues 112 = 2% x 7, lo que significa que
el niimero 112 tiene 10 divisores.

Para averiguar en cudl fila estd el nimero 8281, lo descomponemos en
sus factores primos

8281 | 7
1183 | 7
169 | 13
13 ] 13
1

como 8281 = 72 x 132 es de la forma p?¢® con p y g primos y p # q, es de la
fila 9 lo que indica que tiene 9 divisores.

Por tanto, para averiguar en cudl fila estd un nimero, tenemos que
primero descomponerlo en sus factores primos y determinar qué forma tiene
para luego ubicarlo en una fila de la tabla 6.11; sin embargo si resulta tener
una forma que no aparezca en dicha tabla, jqué hacemos?
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Inicialmente podemos conjeturar que en la fila k estan los ntimeros de
la forma p*~1. Pero hay algo més, algunas filas solo tienen elementos de esa
forma, esto sucede en las filas 2, 3, 5, 7, 11, ..., o sea en las filas correspon-
dientes a los nimeros primos.

Apliquemos de nuevo la idea de eliminar lo hecho para fijar nuestra
atencién en los casos restantes.

Debemos encontrar una relacién entre el nimero que aparece en la
primera columna y los exponentes de los factores primos que estan en la
segunda columna y parece ser que algo tiene que ver con los factores del
primero. Vemos esta informacién organizada en la tabla 6.12.

Fila N.° [ N como producto de niimeros | Forma de los niimeros
(N) con N divisores
4 =4x1=2x2 P° pg
6 =6x1=3x2 p° p%q
8 =8Xx1=4x2=2x2x%x2 p" p3q pgr
9 =9x1=3x3 p® P
10 =10x1=5x2 p? plq
Tabla 6.12

De acuerdo con lo anterior, jcémo podemos encontrar la forma general
de un nimero que tenga 12 divisores? Hallemos todas las formas posibles de
escribir 12 como producto de ntimeros,

12=12x1=6%x2=4x3=3x2x2

Entonces las formas generales de los niimeros que estan en la fila 12, o que
tienen 12 divisores, son:

ptt O, B85 Wowceon g #Er, t#£ s, uF v, uFw, vEwW.
Los ntmeros que tienen 20 divisores tendran como descomposicién en

factores primos alguna de las siguientes formas:

4

pr, O, 1283, wtvw con g #E t#£ s, uF v, uFw, vEw.

Asi, para determinar cuantos divisores tiene 432, lo descomponemos en
factores primos, esto es, 432 = 2% x 33, y como es de la forma p*q® con p y
¢ primos y p # q, entonces el nimero de divisores es

(441) x (3+1) = 20,
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es decir, que 432 estd ubicado en la fila 20 de la tabla 6.10.
En general, para hallar el niimero de divisores de un ntimero z, lo des-

componemos en sus factores primos, a cada uno de los exponentes los au-

mentamos en uno y luego realizamos el producto.
Si a la expresion numero de divisores de x la not

amos d(x) para un

numero = cualquiera, entonces en la tabla 6.13 vemos algunos ejemplos con

P, ¢, nimeros primos diferentes.

dlp)=(1+1) =

d(p?) = (2+1) =

dp’)=3B+1) = dpg) = (1+1)(1+1) =4

d(p*) = (4+1) =

dp°) =(5+1)=6 |d(p?g)=(2+1)(1+1)=6

d(p°) = (6+1) =

dp") = (7T+1)=8 |d(p’e)=B+1)(1+1)=8 [d(pgr)=(1+1)
1+1D)(1+1)=8

dp®)=8+1)=9 |dp*¢®) =2+1)(2+1)=9

d(p®) = (9+1)=10 | d(p*q) = 4+ 1)(1+1) =10

Tabla 6.13
Notemos que
d(pg) = (1 +1)(1 + 1) = d(p)d(q)

d(p*q) = (2+1)(1+1) = d(p*)d(q)

d(p*q) = 3+ 1)(1+1) = d(p®)d(q)

d(pq) = (4 +1)(1+1) = d(p*)d(q),
ademas

d(p*®) = (2+ 1)(2+ 1) = d(p*)d(q°),

y

d(pgr) = (L+ (1 + (1 + 1) = d(p)d(q)d(r).

Podemos conjeturar que si p y ¢ son ndameros
entonces,

primos diferentes!?

2En general, no se cumple que d(nm) = d(n)d(m) para nimeros cualesquiera n y m;

es necesario que m y n sean primos relativos.
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d(p*q") = d(p*)d(q"),

y de manera general suponer que
d(pl'p5?ps® - - ppt) = d(pi*)d(py?)d(ps®) - - - d(pi"),

siempre que los p; sean todos diferentes.

Y como todo ntimero z se puede escribir de manera tinica como produc-
to de factores primos, para hallar el niimero de divisores de un nimero x
cualquiera, si

aj _as_a:

xr = pi'py’ps® - pyt,

con los p; todos diferentes, entonces
d(py'py’ps® - pn') = (a1 + 1) (a2 + 1)(as + 1) .. . (an + 1).

En otra notacion presuntuosa tenemos que

d(z) =[] (a; +1).

Jj=1

6.1.8.2. La funcién o de Euler

Ya sabemos cudntos divisores tiene un nimero dado, y la forma de es-
cribirse como producto de potencias de niimeros primos; ahora encontremos
cudales son los divisores de un ntimero dado. Empecemos mirando en la tabla
6.10 los niimeros que se encuentran en las filas correspondientes a ntimeros
primos, pues estos tienen una sola forma general.

Los divisores de p son: 1 y p, pues

p=1xnp.

Los divisores de p? son: 1, p, p?, puesto que

p’=1xp’ y p°=pxp.

Los divisores de p? son: 1, p, p?, p> y de manera general los divisores de
p* son:
1,p,p2,p3,p4, .. .,pk.
Miremos otros casos:
Los divisores de pq son: 1, p, q, pq.
Los divisores de p%q son: 1, p, q, p?, pq,pq.
Los divisores de p3q son: 1, p, ¢, p2, p°, pq, pq, pq.
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Y en general los divisores de p¥Fq son:

k k
1, q,p, p* p° ..., 0" pa, PP, ..., Pq.

Los divisores de p*q® son: 1,p,p% q, ¢% pq, pg®, p*q, p°q*.
Los divisores de p’q® son: 1,p,p% p*, ¢, ¢*, pg, p°q, 0°¢, pg*, P°¢%, P°°.
Los divisores de p'q® son: 1,p, p% p*, p*, ¢, ¢°, pa, p*¢, p°q, p"a. pa®, P°¢,
3 2 .4 2
P’ e’
Generalizando, los divisores de p¥q? son:

Lp,p* 0’ ... 0" 0, @ pa. 0, - 0 0, 0, 07 0P -

De manera similar podemos hallar los divisores de p*¢", y otros produc-
tos, pero de momento nos interesan las sumas de los divisores de un ntimero
dado.

Empecemos por los nimeros que se encuentran en las filas correspon-
dientes a nimeros primos:

Suma de divisores de p: 1 +p

Suma de divisores de p?: 1+ p + p?

Suma de divisores de p?: 1 +p + p? + p?

Suma de divisores de p*: 1 +p+p> +p° +p*+ - +pF

A la expresién suma del nimero de divisores de x la notamos o(x) para
un nuimero z cualquiera.

Hasta ahora tenemos sumas indicadas, pero ;podemos hallar una férmu-
la que nos permita calcular la suma sin tener que hacerla efectivamente?
Consideremos inicialmente la suma:s:

o) =1+p+p*+p +p o4t

Notemos que si la multiplicamos por p, obtenemos

k ko ok
po(p®) =p+p*+p> +pt - "+,
y como la mayoria de los sumandos es la misma que en la primera suma,
puede ser productivo restar de esta tultima la expresién inicial, obteniendo:

po(pk) = p + p?
1 + »p

+ PP+
- olpk) = +

0 sea,
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Y por tanto,

ky_ D
o(p®) = e
Veamos ahora qué sucede con la suma de los factores de un producto de
dos ntimeros primos, es decir con o(pq) sabiendo que los divisores de pg son
1, p, ¢, pg, por tanto,
o(pg) =1+p+q+pqg,

que puede escribirse como

(1+p) +q(1+p)
o(pg) = (1+p)(1 +q),

Q
—~
=
-’

I

y como' en el caso de la funcién d,

o(pg) = o(p)o(q).

Estudiemos el caso de ¢(p?q), teniendo en cuenta que los divisores de
p*q son 1, p, q, p*, pq, p*q, luego:
o(p’q) =1+ p+p° +q+pq+0p’q
= (L+p+p*) +9(1+p+p°)
=(1+p+p)(1+9).

Observemos que al igual que en el caso anterior,

o(p’q) = o(p*)a(q).

De lo expuesto podemos conjeturar que si p y ¢ son ntmeros primos
entonces,

a(p*q") = o (p")o(q").
Y por consiguiente para hallar la suma de los divisores de un ntimero x
cualquiera, basta descomponerlo en factores primos
z = pUplepls ... pin
y calcular

aj_ _ao_a:

o(pl'p5ps’ - - -pir) = o(pi")o(ps®)o(ps?) - -o(py™),

3De nuevo este resultado no es cierto para cualquier par de nimeros n y m, es necesario
que sean primos relativos.
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asi, el problema de hallar la suma de divisores de un nimero x se reduce a
encontrar U(pk), pero esto ya estd resuelto, entonces

O,(palpagpag . ~pa") _ (pllll—ﬁ—l — 1) (pg2+1 _ 1) (pgs—Fl — 1> (p%n+1 _ 1>
PR " p1—1 p2 —1 ps—1 P —1

O escrito elegantemente14

_ b;

n a;+1
=1
ox)=|]="—

i1 Pl

Por ejemplo, la suma de los divisores de 9600 es:

a(9600) = (27 -3-5%) = 0(27) - 0(3) - 0(5%) = 255 - 4 - 31 = 31620.

6.1.8.3. Los numeros perfectos

Un caso de particular interés, vinculado con la funcién o, es el de en-
contrar nimeros perfectos, aquellos que son iguales a la suma de sus divi-
sores propios'®. Estos ntimeros han sido estudiados desde la Antigiiedad;
por ejemplo, Euclides en la proposicién 36 del Libro IX, dice:

Si tantos nimeros como se quiera a partir de una unidad se
disponen en proporcién duplicada hasta que su suma total resulte
un numero primo y si la suma multiplicada por el ultimo produce
algin ntmero, el producto serd un nimero perfecto.

Cuando dice: “a partir de una unidad se disponen en proporciéon dupli-
cada” significa que
1+2444--- 4281

Supone que esta suma es un nimero primo, la multiplica por 251 y
obtiene un ntmero perfecto.
Observemos que 1 +2 +4 + - - -+ 25~ es una suma como

o) =1+p+p*+p*+p' 4+ +pk

con p = 2, cuya suma es:

M Este resultado fue encontrado por el matemético suizo Leonhard Euler.
158e le llama divisores propios de un nidmero a sus divisores excepto él mismo.
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Asi, la proposicién de Euclides establece que:
Si 28 — 1 es primo y si N = 2¥71(2% — 1), entonces N es perfecto.

Su demostracién inicia suponiendo que p = 2¥ — 1 es un niimero primo,
entonces los divisores propios de

N =22k _1)=2F_1p

tienen como factores solamente potencias de 2 y p, y por lo tanto la suma
de todos ellos es
1+24-- 4284 p+2p4.. 4262

=(1+2+4+-+2" ) 4 pAl+2+4+--+2"2)
= 2" -1 +p2" "t - 1)

=p+p2"t—p

=p2" 1 =N,

asi concluye que N es perfecto.

Por ejemplo, si k = 2, entonces 22 — 1 = 3 es primo y por consiguiente
N =2-(22 - 1) = 6 es un ntimero perfecto.

Si k = 3 entonces 22 —1 = 7 es primo y N = 22 - (22 — 1) = 28 es un
numero perfecto.

Si k =13, como 2!3 — 1 = 8191 es primo, entonces N = 2!2. (213 — 1) =
33550336 es perfecto.

Con esto Euclides cambi6 el problema de encontrar ntimeros perfectos
por el de encontrar nimeros primos de la forma p = 2¥ — 1. Estos niimeros
se llaman nimeros primos de Mersenne, en honor a Marin Mersenne (1588-
1648), su divulgador en el siglo XVII. Euler probd, veinte siglos después,
que todo numero perfecto par es de la forma establecida por Euclides.

En términos de la funcién o(n) podemos caracterizar a los niimeros per-
fectos como aquellos para los cuales se cumple que

k= o(k)—k, es decir, o(k) = 2k.

Una potencia de 2 nunca es un niamero perfecto, porque en este caso

27"—}-1 -1
) =o@) =2t —ae) —1=av -1,
y como o(N) # 2N, este no es perfecto.
Otra observacion interesante es que los primeros cinco nimeros perfectos
son 6, 28, 496, 8128 y 33550336. Y,
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6 es el tercer nimero triangular, 75
28 es el triangular T%
496 es 131
8128 es T127
33550336 es Toss.

Lo que nos lleva a conjeturar que todos los nameros perfectos pares son
triangulares'®. Con una prueba se convierte en teorema.

Prueba: un nimero perfecto par es de la forma
P =21 1),

donde n es un numero natural cualquiera y 2" — 1 es un nimero primo.

Debemos escribirlo como un nimero triangular, o sea P = M para algin
k,
2 x2nl(on —1
b 2x2 )
2
C(n -2
- 2
1
= M con k=2"—1
2
— T(2”—1) .

i Hay ntmeros perfectos impares? Nadie sabe.

6.1.8.4. La funcién ¢ de Euler

Volviendo sobre la tabla 6.9 vemos que el ntimero 1 se repite con per-
sistencia y nos preguntamos jcuantos unos existen en cada diagonal secun-
daria?

Observando las diagonales secundarias notamos que, por ejemplo, la dia-
gonal secundaria 8, DS8, que corresponde con los nimeros

1214121

y se obtienen de evaluar

(7,1), (6,2), (5,3), (4,4), (3,5), (2,6), (1,7),

15Pitdgoras encontrd este resultado hace més de 2500 afios.
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respectivamente; resulta igual a la fila 8 entre la columna 1 y la columna 7,
sin embargo este fragmento de fila tiene otra interpretacion:

(8,1), (8,2), (8,3), (8,4), (8,5), (8,6), (7,7),
lo que significa que

)

( )= (8,7
) = (8,6)
)= (8,5

)= (1,7)=
(672):(276):(
5,3)=1(3,5) = (

9

Y Y

8
8

9

W N =

87
(4,4) = (8, 4).

Extendiendo la observacion a otras diagonales secundarias, apreciamos

el mismo comportamiento; esto nos lleva a conjeturar que'”

(a,b)=(a+b,a) = (a+b,b).

Retomando la pregunta inicial y la observacién anterior, notamos que
contar el niimero de unos que aparecen, por ejemplo, en DS8 es contar el
numero de primos relativos con 8, por tanto en busqueda de una respuesta,
hagamos una lista donde n indica el nimero de la diagonal secundaria (tabla
6.14).

Numero de unos en la diagonal n

S

© 0 N O Ot = W N
= O ke O N e NN

— =
_= O
[—
[e)

—_
\)
S

Tabla 6.14

"Este resultado es un caso particular de un teorema més general en teorfa de nimeros:
para todo z, (a,b) = (b,a) = (a,b+ azx). (Niven y Zuckerman, 1976, p. 14).
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Si p es un numero primo, entonces la cantidad de unos en DSp, que
notamos ¢(p) estd dada por

o) =p—-1

Ejercicios
k

1. ;Cudl es el valor de ¢(n) si el nimero n es de la forma p?, p3, ... p*,
con p un nimero primo? ;En cudles casos p(nm) = p(n)e(m)?

2. Sin se descompone en factores primos
kv ok ko
n=(p1")(py°) -+ ("),

dé una expresion para o(n).

6.1.9. Tabla del minimo comun miltiplo

En la misma forma como estudiamos la tabla 6.9 podemos considerar
la tabla 6.15 del minimo comin miltiplo (MCM) entre dos nimeros n y k,
notada por [n, k].

|[,]"1|2|3|4|5|6|7|8|9|10|11|

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
2 2 2 6 4 10 6 14 8 18 10 22
3 3 6 3 12 15 6 21 24 9 30 33
4 4 4 12 4 20 12 28 8 36 20 44
5 5 10 15 20 5 30 35 40 45 10 55
6 6 6 6 12 30 6 42 24 18 30 66
7 7 14 21 28 35 42 7 56 63 70 7
8 8 8 24 8 40 24 56 8 72 40 88
9 9 18 9 36 45 18 63 72 9 90 99
10 10 10 30 20 10 30 70 40 90 10 110
11 11 22 33 44 55 66 T 88 99 110 11

Tabla 6.15
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Algunas observaciones rapidas son:
e [a,al=a

e [a,ka] =ka

e [a,b] =[b,a]

Estudie la tabla 6.15 y proponga reqularidades.

6.1.10. Cuadrados magicos

Un cuadrado mégico es una tabla con el mismo nimero de casillas verti-
cales (columnas) que horizontales (filas), donde se ubican nimeros, de ma-
nera que la suma de las filas es la misma que la de las diagonales y la de las
columnas.

Ejercicios

1. Coloque'® en cada casilla vacia un nidmero entre 1y 9, de manera que
la suma de los numeros en cada fila, columna o diagonal, sea 15 en
base 10. Repita el ejercicio en base 11 y en base 16.

5
9
Tabla 6.16

¢ Cudntas maneras hay de hacerlo?, ;la suma debe ser 15 o puede ser
otro numero?, ;puede ser cualquier numero?, ;se puede con multipli-
caciones?, scon minimo comun maltiplo?

2. Escriba'® una tabla similar con los nimeros entre 1y 16 en un cuadra-
do 4 x 4, de manera que su suma sea 34. Repita el ejercicio en base
11 y en base 16. Busque reqularidades, explore posibilidades.

181,08 chinos resolvieron este ejercicio hace mas de 6000 afios.
9E] pintor Alberto Durero presenté este cuadrado en una de sus obras, en 1514.
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6.1.11. Tablas triangulares
6.1.11.1. El tridangulo de Pascal

La tabla 6.17 fue usada por Pascal para sus estudios en teoria de juegos.

1 1 1 1 1 1 1 1
2 3 4 5 6 7 8

3 6 10 15 21 28 36

4 10 20 35 56 84 120

5 15 35 70 126 230 350

6

Tabla 6.17

1. ;Cémo es la fila k?

2. Si leemos la tabla 6.17, no por filas y columnas sino por diagonales y
columnas, nos indica el niimero de grupos que pueden hacerse con el
numero de elementos que indica la columna seleccionada disminuida en
1, a partir de un conjunto de elementos cuyo nimero queda indicado
por la diagonal seleccionada. Por ejemplo, el elemento de la cuarta
diagonal y la tercera columna nos dice el niimero de combinaciones
posibles de cuatro elementos tomados de 2 en 2.

Esta tabla es més conocida en forma de tridangulo. Estudie algunas de
sus reqularidades; por ejemplo, sus diagonales, sus relaciones con los
numeros triangulares y otros tipos de nimeros, etc.

6.1.11.2. Una tabla caprichosa

La tabla 6.18 se construye asi: la primera linea tiene un 1; eso escribo en
la segunda: 1 1; la segunda linea tiene dos unos; eso escribo en la tercera: 2
1; la tercera linea tiene un 2 y un 1; eso escribo en la cuarta; la cuarta linea
tiene un 1, un 2 y dos unos; eso escribo en la quinta, etc.
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1 1
2 1
2 1
1 2
2 2
Tabla 6.18

s Como es la linea 122;5cudl es la linea 252; scudl es la linea nimero k?

La tabla 6.19 es una secuencia de tablas en base 10 encadenadas en su

22
14
14
14

W W ot N

23
15
15
15

6.1.12. Tablas en secuencia
formacion.
8 9
4 5
2 3
1 3
16 17 18 19 20 21
8 9 10 11 12 13
4 5 6 7 12 13
2 3 6 7 10 11
1 3 5 7 9 11

13

15

24
24
20
18
17

Tabla 6.19
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14
14
14
13

26
26
22
22
21

15
15
15
15

27
27
23
23
23

28
28
28
26
25

29
29
29
27
27

30
30
30
30
29

31
31
31
31
31
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Ejercicios

1. D¢ una explicacion de su formacion. Puede ayudarle, pensar por ejem-
plo, en:

a) La secuencia de los primeros nimeros de cada tabla.
b) Sihay relacién entre el primero y el dltimo niimero de cada tabla.

¢) La forma como se rompe la secuencia en cada fila y el nimero de
veces que esto ocurre.

2. ;Cudntos numeros aparecen en una sola fila en cada tabla?, ;cudntos
nimeros aparecen solo en dos filas en cada tabla?, sen tres?, sen cua-
tro? ... ;Encuentre alguna regularidad? Justifique.

3.  Sin mirar las tablas, diga cudl nimero estd solamente en la sequnda,
tercera y cuarta filas de la quinta tabla. Construya un ejemplo andlo-
go partiendo de 32 (los numeros estdn escritos en base 10). ;Pueden
hacerse ordenamientos similares en otras bases?

6.2. Induccién con dibujos

No todas las personas tienen las mismas habilidades para intuir una
regularidad, a algunos se les facilita inducir a partir de listas o tablas, otros
ven en los dibujos y figuras una herramienta mas fructifera.

Los dos libros que sirvieron de fuente para la mayoria de las graficas que
presentaremos a continuacion son un gran recurso para este tipo de actividad
(Nelsen, 1993; 2000).

6.2.1. Suma de nimeros triangulares

Si queremos hallar la suma de los n primeros nimeros triangulares la
figura 6.1 puede ayudarnos®’; mirela y trate de ver mds alld. Estudie cdmo
a partir de ella podemos colegir la formula para la suma de los n primeros
numeros triangulares.

Si tiene problemas para visualizar objetos de tres dimensiones a partir
de su representacién en dos dimensiones, construya un modelo en madera o

cualquier otro material que le facilite notar las relaciones.

2015 figura 6.1. es de Roger B. Nelsen (1993, p. 95).
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Figura 6.1

Una alternativa en dos dimensiones es?! la figura 6.2.

Figura 6.2

2,5 figura 6.2. es de Monte J. Zerger (Nelsen, 1993, p. 94).
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6.2.2. Suma de nuimeros cuadrados

Para sumar los primeros n nimeros cuadrados, las figuras 6.3%? y 6.4%3
nos muestran dos caminos.

| | O

Figura 6.3

Figura 6.4

221, figura 6.3 es de Martin Gardner y Dan Kalman (Nelsen, 1993, p. 78).
%L figura 6.4 es de Wermur. N. y Jiinger. H. (Nelsen, 2000, p. 87).
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La suma de los niimeros cuadrados nos ayuda a encontrar el niimero
total de cuadrados de la figura 6.5.

[]

1 5 14

Figura 6.5

FEn la primera aparece solamente un cuadrado de lado 1.

En la segunda hay 4 cuadrados de lado 1 y 1 de lado 2

En la tercera hay 9 cuadrados de lado 1, 4 de lado 2 y 1 de lado 3.

De esto inducimos que, para un cuadrado de lado 4 deberia haber 16
cuadrados de lado 1, 9 de lado 2, 4 de lado 3 y 1 de lado 4.

Y en un tablero de ajedrez deberia haber:

12422 432 442 + 52 + 62+ 7% + 8% = 204

cuadrados en total, y asi sucesivamente para un cuadrado de lado n.

Existe, ademads, solamente una figura regular que nos permite hacer fi-
guras semejantes a partir de ella por repeticiéon, como en el caso anterior; es
el tridangulo equildtero.

Estudie el problema de encontrar el nimero de triangulos equildteros que
se forman en un tridngulo equildtero de lado 1,2,3,---,10, k. En la figura
6.6 se muestra el caso para un triangulo equilatero de lado 4.

Figura 6.6
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6.2.3. Suma de cubos

Georg Schrage (Nelsen, 1993, p. 90) nos muestra una idea para hallar la
suma de los cubos de los primeros n nimeros naturales en la figura 6.7.

n(n+1)

Figura 6.7

Una alternativa2? es

Figura 6.8

2 Propuesta por Alan L. Fry (Nelsen, 1993, p. 86).
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Y otra posibilidad?®:

Figura 6.9

6.2.4. Suma de nimeros pentagonales

Para la suma de los primeros n nimeros pentagonales?® la figura 6.10
tiene una sugerencia.

Figura 6.10

26Qriginal de William A. Miller (Nelsen, 1993, p. 100).
2 Creada por Antonella Cupillari y Warren Lushbaugh (Nelsen, 1993, p. 87).
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6.2.5. Otras figuras que nos permiten inducir férmulas

Ademas de las anteriores figuras relacionadas con los nimeros estudiados
(triangulares, cuadrados, cubos, pentagonales y sumas de estos), aqui pre-
sentamos otras que permiten inducir algunas relaciones.

Por ejemplo, la figura 6.11 muestra una regularidad que encontramos en
la seccion 5.2.2. del capitulo 5. j La recuerda?

Figura 6.11

La figura 6.1227 nos muestra una relaciéon entre los niimeros impares y
los nimeros cubicos.

1=1x1=13
34+5=2x4=23
T+9+11=3x9=33
13+1564+174+19=4x16 =43

DHE

Figura 6.12

*"Tomada de (Flores, 2000).
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La figura 6.13%% nos muestra una relacién interesante de la suma de los

cuadrados de los términos de la sucesién de Fibonacci??:

Figura 6.13

Ejercicios

1. Para cada una de las grdficas anteriores encuentre una féormula que
30

exprese lo que dictan las figuras® .

2. A partir de la figura 6.3. proponga una grdfica que represente la suma
de los numeros hexagonales. ;FEs posible generalizar esta grdfica para
la suma de otros numeros poligonales? Explique.

3. Las gréaficas de la figura 6.14 corresponden a las capas exteriores de
algunos nimeros poligonales3!.

Si llamamos f! a la n—ésima capa exterior del poligonal del lado I,
tenemos entonces, por ejemplo que fg’ es la quinta capa exterior del
numero triangular, esto es fg’ = 12. Teniendo en cuenta esta notacion,

% Elaborada por Alfred Brousseau (Nelsen, 1993, p. 83).

29La sucesién original de Fibonacci es 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... para la cual, cada término
corresponde a la suma de los dos anteriores. En términos simbdlicos y por recurrencia se
escribe: f1 =1= fa, fn, = fn-1+ fn—2.

30Para la figura 6.13 los estudiantes del grupo 2 que cursaron aritmética en el primer
semestre de 2013 encontraron tres férmulas alternativas. Una de ellas considerando el caso
de una cantidad par de sumandos y de una cantidad impar. Tal vez esta idea le ayude o
le sugiera otras.

3Este ejercicio estd basado en el trabajo de Ruiz y Sénchez (2006).
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a) Hallar una expresion algebraica general para f3, f4, 5. .., fL.

b) A partir de la figura 6.15, encuentre la suma de las m—ésimas
primeras capas exteriores de los niumeros triangulares; es decir

Zi = 1mf13

Figura 6.14

Figura 6.15

4. Consulte cudles son las figuras correspondientes a los niumeros estre-
llados y a partir de estas establezca férmulas para nimeros estrellados
de 4 puntas, de 5, de 6, ..., de n.

5. Consulte uno de los libros sugeridos en la seccion 6.2, elija una figura
que no esté expuesta en este libro y que tenga que ver con niumeros
naturales, en lo posible con lo presentado en este capitulo, y estudiela.
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CAPITULO

7

El método de
demostracion por
induccidon matematica

El proceso intuitivo de induccion, que hemos presentado en los capitulos
anteriores y que es de comun uso en las ciencias de la naturaleza y en
la l6gica, consiste en la obtencién de una férmula o ley general a partir
de algunos casos particulares; en él se razona desde lo particular hasta lo
general. La base de este proceso es la suposicién de que si algo es cierto en
algunas ocasiones, también lo es en situaciones similares, aunque estas no se
hayan observado.

Las afirmaciones obtenidas mediante la induccién intuitiva no necesa-
riamente son validas para todos los casos; sin embargo, la probabilidad de
acierto aumenta cuando el nimero de fenémenos observados es mayor.

Existen herramientas para estudiar la veracidad de las afirmaciones obte-
nidas por esta manera de induccién. Un ejemplo de ellas es el uso de métodos
estadisticos para la seleccién de muestras, que es el objeto de estudio de la
estadistica inductiva. Como en la mayor parte de los casos no se puede
tener certeza absoluta, el estudio deberd hacerse a partir de la teoria de
probabilidades (Spiegel, 1961).

Un ejemplo comun de induccién intuitiva aparece en la expresion: “todos
los hombres son iguales”, la cual es producto de algunas experiencias con
unos pocos hombres (si tenemos en cuenta que todos los hombres pueden ser
alrededor de tres mil quinientos millones). En general, las respuestas dadas
por un pequeiio grupo de personas en una encuesta de opinién, se pueden
proyectar para grupos mas grandes usando los métodos de la estadistica.
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El razonamiento inductivo fue desarrollado por varios filésofos, desde
Francis Bacon hasta David Hume, John Stuart Mill y Charles Sanders Peirce
(Studies in Philosophy).

El proceso contrario, conocido como deduccion, parte de una afirmacion
general aceptada como valida para inferir la veracidad de un caso particular,
y es el que mas se utiliza en matematicas para demostrar teoremas.

En los capitulos anteriores hemos tenido oportunidad de descubrir algu-
nas relaciones entre los niimeros, usando el proceso intuitivo de induccion;
ahora estamos interesados en demostrar la veracidad de algunas de tales
conjeturas.

Muchas veces, en el proceso del descubrimiento de dichas conexiones,
hemos utilizado gréficos, como en el caso de los niimeros poligonales, para
construir ciertas secuencias o simplemente para examinar un problema con-
creto. Otras veces usamos listas o tablas de nimeros que nos permiten intuir
alguna regularidad.

Una vez obtenida la conjetura, que involucra un enunciado que sospecha-
mos valido para cualquier escogencia de un niimero natural, ni los gréficos, ni
las verificaciones para gran cantidad de casos, ni las mismas argumentaciones
que surgieron al examinar el problema dan una prueba de que el enunciado
es valido.

La invalidez de los gréficos, como argumentos para demostrar una afir-
macién, esta basada en las limitaciones de nuestros sentidos y de los instru-
mentos de medida que utilizamos para describir una situacion.

Para ilustrar este tipo de dificultades, observemos las figuras 7.1 y 7.2,
donde aparentemente disposiciones diferentes de los mismos objetos geomé-
tricos reportan areas diferentes.

\\
4 |3
\\
\\
1 [/ |2 ~~4 2
/ 1 \\\
/ 3 \\\
\\
Figura 7.1
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Figura 7.2

Tampoco las verificaciones, para un nimero grande de casos, nos garan-
tiza la veracidad de una afirmacion intuida, pues ya vimos en el capitulo
anterior que la férmula

p=mn?—T9n + 1601

es valida para calcular ntimeros primos, si n toma valores menores que 80,
pero para valores de m mayores ya no es valida.

La dificultad radica en que una afirmacién en la que estén involucrados
los nimeros naturales, debe ser cierta para todos ellos y puesto que estos
son infinitos, no podemos comprobarla en todos los casos.

Las argumentaciones que surgieron al examinar el problema, tampoco
son aceptadas como prueba de una afirmacién donde estén involucrados
todos los nimeros naturales. Por ejemplo, cuando nos preguntamos por el
numero de cuadrados que se pueden distinguir en un cuadrado de lado n
(figura 6.5, de la seccién 6.2.2), observamos que:

1. Podemos ubicar un cuadrado de lado n.

2. De manera similar a la anterior podemos encontrar cuatro cuadrados
de lado n — 1, pues solo hay cuatro posiciones distintas posibles de un
cuadrado de lado n — 1, dentro de un cuadrado de lado n.

3. También hay nueve maneras distintas de colocar un cuadrado de lado
n — 2 dentro de un cuadrado de lado n, y ya estamos listos para dar
el salto:

“Existen en total 12 + - - - + n? cuadrados en un cuadrado de lado n”.

281



Actividades matematicas para el desarrollo de procesos légicos

Razonamientos como este, nos pueden convencer de la veracidad de la
afirmacion, pero no son aceptados como pruebas en matematicas, porque
no sabemos cémo sean los cuadrados infinitamente grandes, o tal vez, ni
siquiera son cuadrados; ademads, tampoco estamos de acuerdo con lo que
queremos decir con la palabra infinito.

En matemadticas, para garantizar la veracidad de tales afirmaciones que
involucran a todos los niimeros naturales, debe recurrirse a un método cono-
cido como método de demostracion por induccion matemdatica.

Este requiere una clara concepcién de la idea de infinito y ella nos es un
poco esquiva y dificil; por ello, necesitamos precisarla un poco, para mostrar
enseguida en qué consiste la induccion matematica.

7.1. ;Qué significa infinito?

Las concepciones que tenemos los seres humanos acerca del infinito son,
en algunos casos, inocentes, intimidantes en otros, pero en el comun de las
personas estd asociada con una cantidad suficientemente grande.

En particular, en la escuela primaria se discute si el nimero de gotas de
agua que hay en el mar, el nimero de granos de arena de todas las playas
del mundo, el nimero de estrellas en el cielo y, por supuesto, el nimero de
atomos del universo son infinitos.

Podriamos pensar que el nimero de atomos del universo es el mas grande
de todos los que representen cosas que existen en la realidad; sin embargo,
este no seria el nimero mas grande para nuestro pensamiento; por ejemplo, a
este se le puede sumar otro tanto y queda mas grande, lo podemos multiplicar
por mil billones y el resultado es atin més grande; tal vez no exista en nuestro
universo algin conjunto que tenga ese niimero de elementos, pero en nuestra
cabeza podemos seguir inventando ntmeros cada vez mas grandes.

EI nimero 10!%° (un 1 seguido por 100 ceros) conocido como un googol,
es un ndmero realmente grande, pero 109°°9° . llamado un googol-plex es
desmesuradamente mas grande que un googol (recordemos los efectos de la
potenciacién sobre los nimeros grandes); este nimero es un 1 seguido por
un googol de ceros.

No alcanzarian los atomos del universo para escribir un cero de este
nimero en cada uno de ellos. Pero atin podemos seguir, si elevamos un
googol—plex al exponente de un googol-plex y repetimos el proceso un googol—
plex de veces, obtendriamos un ntmero fantasticamente més grande que
toda cosa conocida o imaginable. Y aunque podemos seguir inventandonos
numeros grandes, ninguno de ellos puede capturar la nocién de infinito.
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En el tratamiento que hicimos de los niimeros grandes nos percatamos,
que aunque esos si son grandes, los hay ain mayores y si la idea de in-
finito es “un ndmero suficientemente grande”, los que corresponden a estas
cantidades no pueden ser infinitos.

El primer contacto de los antiguos con el infinito se dio estudiando el
proceso para extraer raices cuadradas —atribuido inicialmente a Arquitas
(428-365 a.C.), a Her6n de Alejandria 100 d.C. y posteriormente a Newton,
pero que aparece en una tabla babilénica (Boyer, 1968, p. 52)—. Este es un
proceso que, si se aplica para obtener la raiz cuadrada de 2, no tiene un ulti-
mo paso; pueden conseguirse mejores aproximaciones de manera indefinida,
es un proceso infinito.

Otro estudio famoso sobre el infinito en la Antigiiedad lo presenta Zenén
de Elea (Boyer, 1968, p. 109), en sus paradojas. Un ejemplo de ellas es:

Antes de que un objeto en movimiento pueda recorrer una dis-
tancia dada, debe recorrer la mitad de esa distancia, pero aun
antes de que recorra esta, debe recorrer la mitad de esta o sea un
cuarto de la inicial y antes el primer octavo y asi sucesivamente
a través de una sucesion infinita de subdivisiones. Un corredor
que quiere iniciar su carrera debe realizar un nimero infinito de
etapas, sin ninguna primera en un tiempo finito, pero es imposi-
ble agotar una coleccién infinita y por lo tanto, el comienzo del
movimiento es imposible.

Mas tarde, Gauss afirmaba que “en matematicas la magnitud infinita
nunca puede usarse como algo que realmente exista, sino que el infinito tan
s6lo es una forma de hablar”.

En teologia, por el contrario, “el infinito” no solo tiene existencia propia
sino que tiene parte activa en la naturaleza; en ella se atribuye a Dios ser
“infinitamente” bueno, justo y poderoso; el caracter infinito y eterno de Dios
no es solo una forma de hablar. Por supuesto, esta concepcion implica que
el infinito es tnico.

El primer matematico que traté el infinito como un ente con existencia
real fue George Cantor, quien, al generalizar la nocién de nimero, desarro-
116 el concepto de numeros transfinitos y definié para ellos una aritmética.
Probd que no solo existe un infinito, sino que hay infinitos tipos de infinitos
(Munoz, 2002, p.237).

En la teoria cantoriana del infinito, el niimero de elementos de un con-
junto se llama cardinal del conjunto.
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Un conjunto A es finito si existe algiin nimero natural n, de manera que
se pueda establecer una correspondencia biyectiva entre A y un conjunto de
la forma {1,2,3,...,n}.

En este caso se dice que el cardinal de A es n. De lo contrario, el conjunto
es infinito.

Si A es el conjunto de los niimeros naturales, al cardinal de A se le da el
nombre de Aleph; y se representa con el simbolo Ry.

Este nimero es de otro mundo, de un mundo conocido como el de los
numeros transfinitos; es realmente el mas pequeno de los nimeros trans-
finitos, pero para el sentido comin puede parecer gigantesco, ya que si lo
dividimos a la mitad queda exactamente igual al original, pues a cada na-
tural le podemos hacer corresponder un nimero par multiplicindolo por 2,
y esta es una correspondencia biyectiva.

Esto significa que el nimero de niimeros naturales es el mismo que el de
nimeros pares. jQuién lo creyeral

Atn més, si dividimos Ry en 10 000 pedazos cada uno de ellos, es idéntico
en numero al original y no importa el nimero de pedazos en que lo divi-
damos; en cualquier caso seguiria siendo igual al original. Cualquier niimero
finito, por grande que sea, es demasiado pequenio frente al menor de los
numeros transfinitos N.

Ny tampoco se inmuta por multiplicaciones con un numero finito, pues
multiplicarlo por cualquier nimero m es equivalente a considerar el niimero
asociado a un conjunto que contenga m copias de los naturales, pero al
hacerlo podemos definir una funcién biyectiva entre el conjunto asi formado
y el de los naturales, como lo ilustra la figura 7.3, en donde, por ejemplo,
el punto identificado por 35 corresponde al nimero natural 3 en la segunda
copia realizada. La funcion asigna al punto 11 el nimero 1, a 15 el ntimero
2 y en general al punto identificado por p, el nimero (p — 1)m + q.

R A R T AN -
BN N RN AN
111 122 133 Io ° o0 0 Tnn ° ° e0e0
[ R I T

Figura 7.3
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Incluso, si multiplicamos Ry por si mismo; es decir, reproducimos por
cada numero natural una copia del conjunto de los nimeros naturales y
los pintamos en un arreglo rectangular, como lo muestra la figura 7.4, en
donde sobre cada natural, por ejemplo, el 3, colocamos una copia de los
numeros naturales indicados por los puntos 13,23, 33, ...n3,..., el cardinal
de este nuevo conjunto es nuevamente N , por cuanto podemos definir una
correspondencia biyectiva entre ellos y los niimeros naturales.

La figura 7.4 da una idea intuitiva de la manera como podria definirse
esta correspondencia, asignando al punto identificado con 17 el niimero 1, a
21 el 2,a 1y el 3, a 13 el 4, y asi sucesivamente.

IS S S S

NN s e e e e e e

11\\‘?}; Do ke o

o I} ° ° ° ° oo ol, o ° oo

[1\* b}* :¥ ° eoo on ° ° eoo
Figura 7.4

Podemos resumir las anteriores relaciones entre Ny y cualquier cardinal
n # 0 de un conjunto finito, asf:

n+ Ny = Ny
Nog—n =1Nq
Ng/n = Ny
N + Rg = Ry
n-Ng =Ny
No - Rog = Ny
(Rg)™ = Vy.

La operacién equivalente a la resta de Ng consigo mismo presenta un
comportamiento especial. Veamos:
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Si de los ntimeros naturales eliminamos el subconjunto de los pares, el
cardinal del conjunto resultante es también . Pero si de los naturales eli-
minamos todos los mayores que un cierto nimero n, el cardinal del conjunto
resultante es n; por tanto, no hay manera de establecer un tnico resultado
para Ny — Ng; luego esta expresion no esté definida.

Si queremos hacer una analogia para interpretar una division entre Ny
consigo mismo, consideremos disponibles cuantas cajas como nimeros na-
turales. Podemos imaginar todas estas cajas como no vacias colocando un
numero natural en cada caja, pero también podria hacerlo depositando los
dos primeros en la primera caja, los dos siguientes en la segunda y asi suce-
sivamente, quedando exactamente dos niimeros en cada caja. Por supuesto,
podria hacer una reparticién parecida depositando k& ntimeros naturales en
cada caja. Incluso mediante una distribucién adecuada podrian asociarse a
cada caja infinitos nimeros naturales.

No podemos, por tanto, asignar un tnico valor al posible resultado de
efectuar Ny /Rg. Esta expresion tampoco estd definida.

La potenciacién, en cambio, si provoca un cambio sustancial a Aleph,),
jotra vez la potenciacion!, si elevamos N al exponente R (bastarfa incluso
elevar 2, o cualquier niimero finito al exponente ¥g), obtenemos otro nimero
infinito llamado Aleph; representado por el simbolo X;. Este representa el
numero de puntos que hay en un segmento de linea recta o curva; es el
mismo numero de puntos de toda la recta. Ademas, corresponde al ntimero
de puntos de un cuadrado de cualquier tamano y al niimero de puntos de
todo el espacio.

Esto tultimo es un golpe fuerte a la intuicién, ;jno le parece? jPero ya
deberiamos irnos acostumbrando a perder la vergiienza!

Si reincidimos y elevamos Aleph; al exponente Aleph;, obtenemos Aleph,,
que corresponde al nimero de curvas (Navarro, 1973) que se pueden trazar
en un plano.

Asi sucesivamente podemos construir infinitos niimeros infinitos y con
ellos hacer una aritmética parecida a la que conocemos, que se conoce como
la aritmética cardinal transfinita de Georg Cantor (Suppes, 1976, pp. 123-
149).
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7.2. El método de demostracion por induccion
matematica

Cuando escribimos una férmula donde aparecen niimeros naturales, como
por ejemplo:

1
1+2+3+---+n:%

quizéa no nos damos cuenta del profundo significado que ella tiene.

A un humano corriente, no interesado por las mieles intelectuales del ra-
zonamiento matematico, le ocuparda bastante tiempo, en caso de serle estric-
tamente necesario, sumar los primeros 200 niimeros naturales; a nosotros, en
cambio, que ya descubrimos que basta multiplicar 201 por 100, o sea 20100,
nos llevaria 15 segundos a lo mas.

iHemos ganado! Si nos retan, podriamos hasta sumar el primer googol
de nuimeros naturales en muy poco tiempo; pero la formula dice maés, ella
debe valer para cualquier nimero natural n y no podemos comprobarla para
todos.

Hay veces, sin embargo, en que las formulas se cumplen solo para algunos
valores de n y no para otros, como ya lo hemos visto para los niimeros primos.

De nuevo la pregunta es: jcomo aseguramos que una férmula se vale para
todo nimero natural si no podemos ensayar con todos?

Los matematicos han asumido un principio llamado principio de induc-
cion matemdtica, que actia como garante en este caso y que esta basado en
el contagio propio de una hilera de fichas de domind, colocadas cada una a
corta distancia de la otra, de manera que cuando se empuja una de ellas,
ella afecta a la siguiente y esta, a su vez, a la siguiente, y asi sucesivamente.

Fueron Pascal y Fermat quienes desarrollaron primero el razonamiento
por induccion. En 1654, Pascal dio una exposicion clara y precisa del método
de induccién completa, aunque ya habia ciertas indicaciones en la obra de
Maurolico. El nombre de induccién matematica tuvo su origen mas tarde,
en el articulo de De Morgan, en la Penny Cyclopaedia de 1838.

En 1889, Guiseppe Peano escogio6 el principio de inducciéon como uno
de los axiomas para fundamentar la aritmética con un simbolismo forma-
lizado (con simbolos formales y no con el lenguaje cotidiano) en su obra
Arithmetices Principia nova methodo exposita.

El principio de induccién matemética establece: una proposicion mate-
matica p(k) donde esté involucrado un niimero natural k es valida para todo
nimero natural n si:
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1. Se cumple para el ntimero 0.

7. Si se cumple para n debe cumplirse para el siguiente de n, es decir
(n+1).

La condicién (7) afirma que debemos establecer la verdad de p para el
valor 0; en realidad podemos iniciar en cualquier niimero m en cuyo caso
la afirmacion es valida solo para los nimeros n mayores o iguales a m. Sin
embargo, si cambiamos la variable n por la variable & = n — m, la nueva
afirmacion es valida para todos los niimeros naturales k.

La condicién (74) afirma que la verdad de p para el valor (n+ 1) depende
de la verdad de p para el valor n. Esto basta para asegurar la verdad de p
para cualquier valor de n si se cumple la condicién (i), pues si p es cierta
para el valor n = 1, entonces es cierta para n = 2; y como es cierta para
n = 2 entonces, es cierta para n = 3, y asi sucesivamente.

Naturalmente, todo niimero serd alcanzado alguna vez mediante una
serie de etapas de esta clase, de manera que p serd verdad para todos los
ndameros n.

En el caso de la férmula para la suma de los n primeros nimeros na-
turales, obviamente se tiene para 1, y si suponemos que se cumple para un
determinado k; es decir, suponemos que:

k(k+1)

L4243+ +h=—"F—

sumando (k + 1) en ambos lados de la igualdad obtenemos:

k(k+1)

L4243+ +h+(h+1)=—

+ (k+1).

Aunque no parece, la expresion @ +(k+1) es la suma de dos ntimeros
naturales ya que en el primer término, para todo niimero natural k£, o bien
k es par o k + 1 es par.

Esta suma la podemos escribir como

k(k+1) k(k+1) | 2(k+1)

g (k1) === —.

or la definicién de divisién de ntimeros naturales ¢ = ¢ significa que a = bc
b

para todo a, b, y ¢ con b # 0 y en consecuencia k + 1 = —2(k;1).

Ademas
k(k+1) 2(k+1) k(k+1)+2(k+1)

2 - 2 2

288



El método de demostracion por induccion matematica

Puesto que para todo a, b, y ¢ nimeros naturales tales que a = br y
¢ = bt con b # 0 se cumple que

Y por tanto

a+c br+bt  b(r+t) PR
= f— =r _ — —
b b b b b

por la propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto a la suma.

En consecuencia tenemos que

(1) = k:(k:+1)42—2(k:+1)'

k(k+1)

L4243+ 4 h+(h+1) ==

Y de nuevo por la misma propiedad distributiva

kE+1)(k+2
1+2+3+-~+k+@w&):g——%——l,
que es la férmula correspondiente a la suma para (k+ 1), y por el principio

de induccién matematica podemos concluir que la férmula

n(n+1)

L4243+ +h=—

es valida para todo ntimero natural n.

Observemos que una demostraciéon que utiliza el principio de induccién
matematica no tiene relacion explicita con el proceso intuitivo de induccién
mediante el cual se descubre la férmula.

El principio de inducciéon matematica tiene varias formas equivalentes,
por ejemplo:

1. Si A es un subconjunto de los nimeros naturales y

i. 0 pertenece a A,

7. k + 1 pertenece a A siempre que k pertenezca a A

Entonces, A es el conjunto de todos los niimeros naturales (Spivak,
1992, p. 29).

2. A primera vista parece cierto que si A es una coleccion cualquiera de
numeros naturales, en A debe haber un elemento mas pequeno que
todos los demas.

289



Actividades matematicas para el desarrollo de procesos légicos

Si A es el conjunto vacio (notado @) esta afirmacién no es cierta,
puesto que el conjunto vacio es una coleccién de nimeros naturales
que no tiene elementos y por lo tanto no tiene elemento minimo.

Pero si A es un conjunto no vacio de nimeros naturales, entonces A
tiene un elemento minimo. Esta afirmacién se conoce como principio
de buena ordenacion, el cual se puede demostrar por induccién, como
sigue:

Supdngase que el conjunto A es no vacio y no tiene elemento minimo.
Sea B el conjunto de los ntimeros naturales n tales que 0, 1,2, 3,4,
5,...,n no esté ninguno en A. Por supuesto que 0 esta en B, pues si
0 estuviese en A entonces A tendria a 0 como elemento minimo.

Ademas, si 0,1,2,3,4,5,...,k no estdn en A, evidentemente k£ + 1 no
estd en A (si no, k + 1 serfa un elemento minimo de A), de manera
que 0,1,2,3,4,5,...,k+ 1 no estdn en A.

Esto demuestra que si k estd en B, entonces k£ + 1 estda en B. Entonces
todo nimero n esta en B; es decir, los nameros 0,1,2,3,4,5,...,n no
estan en A cualquiera que sea el nimero natural n. Asi pues, A = &,
pero esto no puede ser porque habiamos supuesto lo contrario, con lo
que se concluye la demostracion.

Ocurre a veces que para demostrar que una proposicién p se cumple
para el valor k£ + 1, debemos suponer que p no solo es valida para el
valor k, sino para todos los valores menores o iguales a k. Este principio
se conoce como el principio de inducciéon completa, que establece:

Si A es un conjunto de nimeros naturales y

(1) Oestden A
(2) E+1estden Asi0,1,2,3,4,...,kestdn en A

entonces A es el conjunto de todos los niimeros naturales.

Aunque el principio de induccién completa puede parecer més fuerte
que el principio de inducciéon ordinario, en realidad no es sino una
consecuencia de este ultimo.

X % K Kk Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X K X X
En el estudio de las matemdticas encontramos que en casi todos
los textos mo se explicitan todos los pasos, es deber del lector
verificar cada afirmacion.

X ok K Kk Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X K X X
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Ejercicios
1. Consulte y estudie (Apdstol, 1988, p. 42) una demostracion del prin-

cipio de induccion matemdtica asumiendo como cierto el principio de
buena ordenacion.

2. Compare las tres formas del principio de induccion y estudie su equi-
valencia.

Ejemplos

Presentamos enseguida algunas demostraciones que usan el método de
demostracién por induccién matematica, que no pretenden demostrar todas
las afirmaciones hechas en el libro, pues esperamos que el lector lo haga,
sino ejercitar y mejorar la percepcion sobre este método de razonamiento.

Comenzamos con algunas de las afirmaciones sobre divisibilidad que hici-
mos en los capitulos anteriores para los que presentamos justificacién.

1. Cuando estudiamos la divisibilidad por 2, afirmamos que 3¥ — 1 es par
para toda escogencia de k dentro de los nimeros naturales.

Para demostrar esta afirmacién, debemos verificar que se cumple al
reemplazar k por 0, como en efecto sucede.

Enseguida, debemos suponer que la afirmacion es cierta para un valor
fijo k, y haciendo uso de esto, construimos la afirmacion para el valor

kE+1.
Comenzamos, sin embargo, construyendo la afirmacién para el valor
k+ 1, esto es:
3l _ 1 es par,
pero

3t _1=3.3k—1=2.3k 4 (3k—1).

El primer sumando es par, pues es multiplo de 2 y el segundo es par,
porque supusimos cierto el caso para k; esta es la hipétesis de induc-
cion. Con esto queda demostrado el teorema.

Debemos tener cuidado con el orden de los razonamientos, pues en
ocasiones pueden aparecer gazapos como: probemos que para todo
ntmero natural se cumple que n? < n.
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Para n = 0 tenemos que 0% < 0.
Supongamos que para un k, k? < k. Entonces como (k+1)2 <k +1
implica que
K 4+2k+1<k+1
K2+ 2k <k
Kk <k,

y como esto ultimo es cierto por hipétesis de induccién, la afirmacién
queda probada. jCudl es el error?
5™ — 2" es divisible por 3, para todo ntimero natural n.

Si n = 0 la igualdad se cumple ya que 5° — 2% = 0, que es divisible
por 3.

Supongamos que la igualdad es verdadera para n = k , esto es, existe
un ndmero ¢ tal que
58 — ok — 3¢,

y probemos que se tiene paran =k + 1

skl _ok+tl _ 5 sk _ 9 ok
= (342)-5F—2.2F
=3.5F+2.5F 2.9k
=3.58+2. (5% —2F)
=3.5"+2.(3¢).

Notemos que en el ultimo paso hemos usado la hipdtesis de induccion,
finalmente:
5k+1 _ 2k+1 — 3 . (5k + 2(])7

lo que implica que 5F+ —2k+1

queda demostrado.

es un multiplo de 3 y con esto el teorema

De manera anéloga, se prueba que 4¥ —1 es miltiplo de 3 y que 10F —4
es divisible por seis, para todo nimero natural k£ > 1.

X ok K K Kk K X K K Kk K X X K K K X X X
Por supuesto, usted ya no espera ordenes.
X k% K K Kk K X K K Kk K X X K K K X X X
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3. Si miramos los ejemplos anteriores, podemos sospechar (induccién in-
tuitiva) que si' @ > b con b # 0 entonces a” — b" es divisible por a — b
para todo valor de n natural. Haremos enseguida una demostracion
por induccién matematica:

Si n =0 se cumple ya que a® —b° =0=0-(a —b).
Supongamos que es verdad para n = k , esto es, existe un nimero p
tal que

ak - bk = ((I— b)pv

y probemos que se tiene paran =k + 1

k+1 bk+1 — k bbk

a aa

Como a > b entonces existe un niamero natural ¢ tal que a = ¢ + b;
por tanto:

A" R — (4 b)ab — b
= ca® + ba® — bbF
= ca® + b(a* — b
= ca® + b(a — b)p.

Pero sabemos que ¢ = a — b, luego:

FL_ L — (0 — b)a* + b(a—b)p

(a—b)(a* + bp)
= ((I - b)q7

a

donde g = a* + bp, y con esto se concluye la demostracion.
Otro tipo de argumentacién la vemos cuando contamos elementos de
un conjunto, por ejemplo:

4. El ntimero de subconjuntos de un conjunto de n elementos es 2".

Facilmente se verifica que para un conjunto con 0 elemento, el nimero
de sus subconjuntos es 1, el conjunto vacio.

'Esta condicién solo es para garantizar que estamos tratando con ntimeros naturales;
sin embargo, la proposicién es valida en conjuntos de niimeros mas generales.
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Si suponemos cierta la afirmacion para n elementos, debemos probar
que es cierta para n + 1 elementos.

Si un conjunto tiene n+ 1 elementos, tiene uno mas que el conjunto de
n elementos y como por hipotesis de induccion este tiene 2" subcon-
juntos, podemos formar 2" nuevos subconjuntos agregando el nuevo
elemento a cada uno de los que ya estaban formados; es decir, en total
tenemos 2" + 2" elementos, o sea 2”1 elementos.

O cuando tratamos con desigualdades:

5. La desigualdad (1+z)" > 1+ na para cualesquier niimeros naturales?
n y x, conocida como desigualdad de Bernoulli?, tiene la siguiente
prueba por induccion sobre n:

Claramente se tiene para n =0
(1+2)°>1+ 0z

Si suponemos que la formula es valida para n = k, cuando n =k + 1,
tenemos que:

(14 2)" = (1 +2)"1 +2).
Utilizando la hipo6tesis de induccion

(1+2)" > 1+ kz)(1 4 2)
=1+kx+x+ ka?
=1+ (k+ 1)z + ka?,

y como kz? es un nimero natural, entonces
1+ ) > 1+ (k4 1)z,
porque si a un numero natural escrito como una suma (1 + (k +

1)z + kz?) le quitamos uno de los sumandos k2, el resultado es més
pequeno. Y con esto finaliza la demostracion.

?La desigualdad también es vélida si  no es un nimero natural, si estd en el campo
mas amplio de los nimeros reales.

3Esta desigualdad fue publicada por él en 1689, pero ya se encontraba en una publi-
cacién de Isaac Barrow, maestro de Newton, en 1670.
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6. En este ejemplo hacemos uso del principio de induccion completa para
demostrar que “todo ntimero natural mayor o igual que 2 o es primo
o se puede escribir como un producto de nimeros primos”.

Sin = 2, la proposicion se tiene.

Si n = k, supongamos que la afirmacién es valida para todo nimero
natural menor o igual que k y mayor o igual que 2.

Sin =k+ 1, entonces:

a) Sik+1 es primo, la afirmacién seria vélida.
b) Sik+1no es primo, k+ 1 tiene un divisor m diferente de 1y de
s{ mismo, es decir existe un ntimero z tal que
kE+1=mz,

donde l<m<kyl<z<k.

Ahora, aplicando la hipétesis de inducciéon a los nimeros m y z, ambos
son producto de nimeros primos y por tanto k£ 4+ 1 es producto de
ndmeros primos.

FEn algunos casos la demostracién tiene un aspecto intimidante:

7. El teorema del binomio de Newton? afirma que® si n > 1:
(a+b)" = T P B P Ll (e PR T
0 1 n—1 n

La lectura de su demostracién requiere la paciencia que es natural en
los matematicos.

X % K K Kk K X K K Kk K X X K K K X X X
Si aiun mno la ha desarrollado suficientemente tenga pacien-
cia, que si se esfuerza, ya vendrd.

X % K K Kk K X K K Kk K X X K K K X X X

(n—l;:)!k:! -

SEl teorema es valido para n > 0, pero aqui evitamos dificultades innecesarias del caso
n = 0.

n!
4Recordemos que ————— <Z>
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Para el caso n = 1, la férmula se cumple puesto que

o= (e ()

Supongamos que es valida paran=~k. Sin =k + 1:

(a+b)* = (a+b)(a+Db)* =ala+b)"* +bla+b)k =

E\ k—0,0 kN k-1 kN k_2;2 gF—(R=Dpk—1
a((())a b—|—(1a b+ 2a b° + - 1 b
(k>kkbk>

E\ k—0,0 E\ j_1,1 E\ k_2;2 k gF—(R=Dpk—1
b((0>a b—|—(1a b+ 2a b+ - b b

K\ k—kok
b
+(k> )-

Bl

—_

k QB 1050 4 k aF1-1pt o k abHi=2p2 o
0 1 2
k E+1—(k—1)3k—1 kN ji1—kok E\ k—0,0 E\ k1,141
—|—(k_1>a b —|—ka " ) + Oa b—|—1a b
k
2

+ >ak—2b2+l N ( k >ak—(k—1)bk+l—l + (k> ak—kbl+k>
k—1 k '

Y si asumimos que
n+1\ n + n
k C\k-1 k

(la anterior igualdad queda como ejercicio para el lector), agrupan-
do los términos que tengan los mismos exponentes para a y para b,
concluimos que:

(a+b)F = (k “OL 1) aFH=0p0 4 (k T 1>ak+1_1b1 + (k ;L 1>ak+1_2b2

R k+1 aF—(k=Dph+1-1 4 k+1 b+,
k k+1

y por lo tanto la férmula es valida para todo nimero natural n.

También podemos hacer induccién sobre férmulas que tengan mas de
una variable y en este caso tenemos dos opciones: hacemos induccién
sobre cada variable dejando las demas fijas o hacemos induccién sobre
una variable y dejamos las demas fijas pero arbitrarias.
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8. Cuando estudiamos la divisibilidad por 2 en cualquier base, afirmamos
que un numero escrito en base impar es divisible por 2 si la suma de
sus cifras es par, esta afirmacion es cierta si lo es la siguiente:

(2n+1)* -1 es par.

El problema es equivalente a probar que (2n + 1)k es impar para
cualquier escogencia de los niimeros n y k.

Para probar esta afirmacion por induccién, consideramos primero el
caso n = 0, pero 1¥ = 1 para todo ntimero natural k y por tanto es
impar.

Suponemos ahora que la afirmacién es valida para un valor fijo de
n = s. Bsto es, para todo niimero natural k, se cumple que (2s5+1)* es
un nimero impar y debemos probar que paran = s+ 1 se cumple que
[2(s + 1) + 1]* = (25 + 3)¥ es un ntimero impar para cualquier valor
del nimero natural k£ y para ello hacemos induccién sobre la variable

k.
Para k = 0, la proposicién es valida.

Suponemos que para k = t, (25 + 3)! es un nimero impar y como
(25 +3)1*! = (25 +3)!(25 +3), es el producto de dos ntimeros impares
concluimos que es también un niimero impar.

Estas demostraciones son conocidas como induccion doble (Halmos,
1960, p. 46).

Podemos también hacer induccién primero sobre k y luego sobre n.
Consideremos para ello n un niimero natural fijo.

Observemos inicialmente que para k = 0 se tiene que (2n+1)? = 1 es
un nimero impar.

Supongamos que la afirmacién se tiene para k = s; es decir, existe ()
tal que (2n+ 1)® = 2Q + 1 y probemos que se tiene para k = s + 1.
(2n+ 1) = (2n 4+ 1)(2n + 1)*
=(2n+1)2Q +1)
=4Qn +2Q +2n+1
=2(2Qn+Q +n) +1
=2q+1,

tomando como ¢ = 2@Qn+p-+n. Luego, habiendo fijado n, la expresién
es valida para todo ntimero natural k.
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Ahora debemos hacer induccion sobre n, dejando fijo el exponente k,
y esta tarea se la dejamos al lector.

No siempre que hagamos una afirmacién sobre todos los niimeros natu-
rales debemos probarla por induccién, por ejemplo, si queremos probar
que Ty, + T(1,—1) = T(t,) una prueba valida es:

Como T, =142+ ---+n, entonces Ty,11 =T, + (n+ 1) y como esto
es valido para todo nimero natural n, si reemplazamos n en la ultima
igualdad por T} — 1 obtenemos T(7,) = T, 1) + Tk.

Otra alternativa es reemplazar cada uno de los nimeros triangulares
por la férmula correspondiente, teniendo en cuenta que 7T, = p(p_2+1)
para todo niimero natural p, afirmacién que ya hemos probado; y rea-
lizar las operaciones indicadas hasta llegar a una igualdad.

Pero para que estas demostraciones, las que ya hicimos y las que
vienen, tengan validez es necesario que probemos primero las pro-
piedades basicas de las operaciones entre niimeros naturales como la
asociativa, conmutativa, cancelativa, etc. Y esto es lo que haremos en
la seccién 7.4.

Un asunto que debemos resaltar es que no todas las férmulas que
incluyen nuimeros naturales se prueban por induccién; es necesario
que la formula se refiera a todos los niimeros naturales. Por ejemplo,
la afirmacién: “un nimero natural es perfecto si es de la forma

2n—1(2n o 1)’

donde 2™ — 1 es un ndmero primo cuando n es primo”, no es demostra-
ble por induccion matematica, pues a pesar de que el nimero n es
natural, en esta afirmacion debe ser primo y no todos los naturales lo
son.

Definiciones por recurrencia

Otra de las ventajas que ofrece el principio de induccién matematica se

encuentra en la posibilidad de utilizarla en la obtenciéon de una nueva forma
para definir objetos matematicos.

Estas definiciones, conocidas como definiciones por recurrencia, se en-

cuentran de manera abundante en las matematicas y consisten en distinguir
un elemento de un conjunto e indicar la manera de conseguir un nuevo objeto
a partir de otros previamente construidos.
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En ella se esta contagiando la esencia misma de los niimeros naturales a
otros conjuntos; esta es que cada elemento tiene un sucesor.

Ejemplos

1. La definicién del factorial de un ntmero n, el cual se denota n, se
describe por recurrencia, asi:

or=1
(n+D!'=n!(n+1).

2. La potenciacion también puede ser definida por recurrencia asi:

=1 y
a"tl =q" .

3. No necesariamente se define un nuevo objeto a partir del anterior,
sino a la manera de lo presentado en la inducciéon completa. Puede
presentarse a partir de varios o todos los anteriores. Por ejemplo, una
sucesion relacionada con la reproduccion de los conejos, con la forma
de distribucién de las ramas en los arboles, y de las semillas en la flor
del girasol, conocida como sucesion de Fibonacci tiene su presentacion
por recurrencia, como:

a1:1
(Ig:l

Ap+1 = Qp + Ap—1-

Ejercicios
Demuestre por induccion que las férmulas que le presentamos a conti-
nuacion son vdlidas para todo nimero natural n:
1. La suma de los primeros n ntimeros pares es:

24446+ ---+2n=n(n+1)].

La suma de los primeros n niimeros que se obtienen a partir de uno y
contando de tres en tres, es:
n(3n —1)

1+447+-+(Bn-2)= 5
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Las dos férmulas anteriores son casos particulares de la siguiente relacion,
donde partiendo de a se cuenta de z en x.

n(2a + (n — 1):1:)

a+(a+z)+(a+22)+- -+ (a+ (n—-1)x) = 5

2. Las sumas de los primeros n nimeros cuadrados, los primeros n niimeros
cuadrados impares y los n primeros nimeros cibicos impares, estan
dadas respectivamente por:

1)(2 1
12_1_22_1_32_1_.“_1_”2:”(”‘1' )(2n+1)

4n? — 1
12+32+52+---+(2n—1)2:%

P43 45 4. 4 (2n—1)* =n?(2n* - 1).

3. Las dos férmulas siguientes establecen una relacién entre la suma de
los primeros n ntmeros cubicos y el n-ésimo niimero triangular:

2 2

n‘(n+1
13+23+33—|—"'+n3:%
2 2

1
(1+2+3+---+n)2:%.

4. Los tres siguientes ejercicios tienen algo en comun:

2422423 4. 42" =2(2" — 1)

3+32+33+---+3”:73(3n_1)
2

5+52+53+---+5”:75(5n_1)
YR

Encuentre una férmula general que los describa y pruébela también.
5. 52" +1 es miltiplo de 24, para todo n > 0.
6. 52" — 1 es divisible por 8.
7. 5" —4n — 1 es divisible por 16.
g 92n+l

+ 1 es divisible entre 3 para todo n > 1.

9. n3®—n es divisible entre 3 para todo n > 2.
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10.
11.
12.

13.

14.

15.

n? — 6n + 11n es divisible entre 6 para todo n > 1.
Sorjili=(n+ 1) —1.

Si F,, representa el n—ésimo término de la sucesién de Fibonacci:

a) F3, es par para todos los niimeros naturales.

b) Fi+F+F+---+F,=F,— 1

¢) FP+F+F;+- +F2=F, F,1.

d) Fi+F35+F5+--+ Foyy_1 = Fa,.

e) El nimero de Fibonacci Fy,, es divisible entre 3.

Como ya dijimos hay férmulas que no son vélidas para todo ntimero
natural, pero si para todo natural mayor que un nimero dado. Estas
férmulas pueden escribirse como validas para todo nimero natural
introduciendo una variable distinta.

Por ejemplo, 2" > n? es una desigualdad valida a partir de 4, y es
equivalente a garantizar que si n = 3+m la expresién 2™ > (m+3)?
es valida para todo ntimero natural m.

Sin embargo, sin necesidad de hacer el cambio de variable, la prueba
por induccién se reduce a garantizar que la formula dada es valida
para n = 5 y continuar el proceso de manera similar al anterior.

Demuestre que:
2" > p? para n > 3.
2" <n! para n>3.
4" >n 3" para n > 6.

Use el método de induccién matematica para demostrar que los coefi-
. . . n P

cientes binomiales ( | son miimeros naturales para todo k > n. sSe
requiere usar induccion completa? ;Induccion doble? Justifique.

Las siguientes proposiciones requieren de induccién doble:

an—i—m — anam

Toda potencia de un numero par es par.

Realice las demostraciones.
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7.4. Presentacion axiomatica de los niimeros
naturales

Hemos insistido en que las intuiciones que resultan de la experiencia
directa usando nuestros sentidos, o las obtenidas de observar regularidades,
por mas que estas se presenten muchas veces, no son suficientes para dar
validez a una afirmacion matematica; esto hace necesario que fijemos un
criterio para decidir sobre la validez de ellas. Existe un método regularmente
aceptado entre los matematicos desde hace muchos anos, conocido como
método axiomdtico.

Euclides, en el ano 300 a.C, e incluso antes Eudoxo, presentaron la geo-
metria como un conjunto de proposiciones que se deducen de unas fundamen-
tales que llamamos axiomas, mediante una forma preestablecida de razonar.
Arquimedes hizo lo mismo con la mecanica tedrica que luego perfeccionaron
Newton en su Principia Matemdtica de 1686, y Lagrange, en su Mecdnica
analitica de 1788.

La presentacién axiomética de la geometria en su forma moderna se debe
a Hilbert en su libro Grundlagen der Geometrie de 1899.

En estas presentaciones axiomaticas se parte de unos términos no defini-
dos, se enuncian unas relaciones entre ellos, que aceptamos como ciertas (los
axiomas), se presume una forma correcta de razonar, usualmente la 1égica
bivalente clasica, y con esto se deducen otras afirmaciones que llamamos
teoremas. Los teoremas son ciertos en la medida de que los axiomas lo sean
y que los razonamientos sean correctos.

En el sistema axiomatico, para los ntimeros naturales, presentado por
el italiano Guiusseppe Peano, en 1889, figuran como términos primitivos
nimero natural, 0 y sucesor, y como axiomas:

1. 0 es un nimero natural®.

2. El sucesor de cualquier nimero natural n es un tinico niimero natural
nT, es decir que si k = n entonces k™ = nT.

3. Dos ntimeros naturales diferentes no tienen el mismo sucesor; es decir,
que si k # n entonces k™ # n* o equivalentemente si k™ = n™ entonces
k=n.

4. 0 no es el sucesor de algtin nimero (0 es el primer ntimero natural”).

SEn la presentacién inicial de Peano, el primer nimero es el 1, pero esto no cambia
sustancialmente el sistema.
"En (Luque, Jiménez y Angel, 2009, pp. 177-232) se presentan varias versiones axio-
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5. Si P es una propiedad tal que:

a) 0 tiene la propiedad P.

b) Siempre que un nimero n tiene la propiedad P implica que su
sucesor nT también tiene la propiedad P, entonces todo nimero
natural tiene la propiedad P.

El axioma 5 es el que da sustento légico al método de induccién
matematica que hemos utilizado para probar las regularidades encon-
tradas, al trabajar con los niimeros naturales.

7.4.1. La adicion de nimeros naturales

La operacion adicién de numeros naturales se define por recurrencia
(Hempel, 1997) de la siguiente forma:

. n+0=n
ii. n+kt=(n+k)"T,

para todo ntimero natural n y k.

Con esto y la definicién de multiplicacién, que presentamos un poco mas
adelante, tenemos las bases para deducir todas las propiedades que rigen al
sistema de los niimeros naturales.

Veamos, a manera de ejemplo, la demostracién de las propiedades fun-
damentales de los niimeros naturales.

X % Kk K Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X kK X X
Observe la diferencia en la manera de pensar con respecto a lo

hecho anteriormente.
XK K K K K K K ox K Kk ox kK K X K K X K Kk X

7.4.1.1. Propiedad modulativa de la adicién

Teorema 1: para todo ntimero natural n se cumple® que

n+0=0+n=n.

maticas para los nimeros naturales y su equivalencia. La de Peano es mas formal que la
que hacemos aqui; por ejemplo, se demuestra que las definiciones de suma, multiplicaciéon
y orden son consecuencia de los axiomas.

8Esta propiedad es conocida formalmente como ezistencia del elemento neutro o ele-
mento identidad.
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Prueba: de la definicién de suma se tiene que n + 0 = n. Demostraremos
por induccién que para todo n, se tiene que 0 +n = n.

i. Para n = 0, tenemos que 0 + 0 = 0, por la definicion.

i1. Suponemos valido que 0 + k = k, siendo k£ un nimero natural y debe-
mos demostrar que se cumple para su sucesor k7. Pero esto también
es inmediato de la segunda parte de la definiciéon de la suma puesto
que 0+ kT = (0 + k)™ = k™. Por tanto, la afirmacién es vilida para
todo nimero natural n. O

7.4.1.2. Propiedad conmutativa de la adicién

Para hacer una demostracion de la propiedad conmutativa de la adicién,
probaremos primero que:
Teorema 2: para todo n y k niimeros naturales se cumple que:

kt4+n=(k+n)t.

Prueba: sea k un numero natural fijo pero arbitrario. Hagamos induccién
sobre n. Paran =0
kY 4+0=(k4+0)T,

por la propiedad modulativa de la adicion.

Supongamos que la igualdad es valida para n = m y demostrémosla para
m™; es decir, debemos probar que k* +m™* = (k+m™)™T.

Partamos de:

Et+mt = (kT +m)t por la definicién de adicién
= ((k+m)*)" por la hipdtesis de induccién
=(k+m™)" por la definicién de adicién,
que es lo que debiamos demostrar. O

Ahora si probaremos la propiedad conmutativa de la adicion que afirma:
Teorema 3: para todo m, n nimeros naturales se tiene que

m-+n=n-4+m.

Prueba: sea n un numero natural fijo pero arbitrario. Hagamos induccién
sobre m:

i. Para m = 0, por ser 0 el médulo de la adicién, tenemos que

O+n=n=n+0.
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7. Suponemos que para m = k se tiene que k+n = n+k, debemos probar
que kT +n =n+ kt, pero esto es cierto puesto que:

Et+n=(k+n)" por el teorema 2
=(n+k)"t por la hipdtesis de induccion
=n+kt por la definicién de adicién.
La dltima igualdad termina la prueba. O

7.4.1.3. Propiedad asociativa de la adicién

Teorema 4: para todo m,n, k nimeros naturales se cumple que:
(m+n)+k=n+(m+k).

Prueba: sean m y n numeros naturales fijos pero arbitrarios. Hacemos in-
duccion sobre k:

1. Para k = 0, aplicamos dos veces la propiedad modulativa y obtenemos
que:
(m+n)+0=m+n=m+ (n+0).

ii. Suponemos que para k =t se tiene que (m+n)+t =m+ (n+t) para
todo m, n nimeros naturales, debemos probar que
(m4n)+tT=m+ (n+t).
Y esto se deduce de:
(m4n)+tT = ((m+n)+t)"  por la definicién de suma
= (m+ (n+1t))"  por la hipétesis de induccién
=(m+m+t)")
= (m+ (n+th)).

por la definicién de suma

La dltima expresion es el resultado deseado. O

7.4.2. La multiplicacién de nimeros naturales

La multiplicacién también admite una definiciéon por recurrencia de la
siguiente forma:

. n-0=0.
ii. n-ktT=n-k+n.

para todo ntimero natural n y k.
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7.4.2.1. Propiedad modulativa de la multiplicacién

Teorema 5: para todo nimero natural n se cumple que

donde hemos definido 1 = 0.

Prueba:

i. Para n = 0, por la primera parte de la definicion de multiplicacion se
tiene que 1 -0 = 0. Y de la segunda parte,

0-1=0-0" por la definicién de 1
=0-0+0 por la definicién de multiplicacién

=0+0=0 por la propiedad modulativa de la adicién.

7. Suponemos valido paran = k que k-1 = 1-k = k, y debemos demostrar
que se cumple para su sucesor k; es decir, que kT -1 =1 kT = k™.

1kt =1-k+1 por la definicién de multiplicacién
=k+1 por hipdtesis de induccién
=k+0" por la definicién de 1
= (k+0)"  por la definicién de suma

=kt por la propiedad modulativa de la suma.

Falta probar que:
KT1=kT.

Pero esto es inmediato, puesto que

kT -1=kT.0" por la definicién de 1
=kT-0+kt por la definicién de multiplicacién
=0+k" por la definicién de multiplicacién
=kt por la propiedad modulativa de la suma.
Por lo tanto, la afirmacion es valida para todo niimero natural n. O

En la definicién de multiplicacién se afirma que n - 0 = 0, probaremos
ahora que 0-n = 0.
Teorema 6: para todo nimero natural n se tiene que

0-n=0.
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Prueba: hacemos induccién sobre n.
1. Para n = 0, se tiene que 0 -0 = 0 por la definicién de multiplicacion.
ii. Supongamos que paran =k , 0-k = 0, probemos que 0- kT = 0.
0-kT=0-k+0  por la definicién de multiplicacién

=0+0 por hipétesis de induccién

=0 por la propiedad modulativa de la suma. [

7.4.2.2. Propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto
a la adicion

Teorema 7: para todo m,n, k, nimeros naturales se cumple que
(n+k)-m=n-m+k-m.

Prueba: sean n y k niimeros naturales fijos pero arbitrarios, hagamos induc-
cion sobre m:

1. Para m = 0, tenemos que

(n+k)-0=0 por la definicién de multiplicacion.

Por otro lado

n-0+k-0=04+0 por la definicién de multiplicacion

=0 por la propiedad modulativa de la adicion.

ii. Suponemos que se cumple que (n+ k) -m =n-m + k- m, para todo

m y n ntmeros naturales y debemos demostrar que (n + k) - m* =

n-mT+k-mt.

Pero,

(n+k)-m™=n+k)-m+(n+k) por la definicién de
multiplicacion
=(n-m+k-m)+ (n+k) por hipétesis de induccién
=(n-m+mn)+ (k-m+k) porla conmutativa y
asociativa de la adicion.

+

=n-m"+k-m por la definicién de

multiplicacion,
que es lo que queriamos demostrar. [l
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7.4.2.3. Propiedad conmutativa de la multiplicacion

Teorema 8: para todo m, n, nimeros naturales se cumple que
m-n=n-m.

Prueba: sean n un ntmero natural fijo pero arbitrario, hacemos induccién
sobre m:

1. Para m = 0, tenemos que 0-n =0 =n -0 por el teorema 6.

7. Suponemos que para m = k se tiene que k-n = n - k, debemos probar
que kT -n=n- k.

Tenemos que:

n-kt=n-k+n por la definicién de multiplicacién
=k-n+n por la hipotesis de induccion
=k-n+1-n porla propiedad modulativa de la
multiplicacion
=(k+1)-n por la propiedad distributiva
= (k4 0%)-n por la definicién de 1
= (k+0)"-n por la definicién de adicién

=kt -n por la propiedad modulativa de la adicion.[]

Ejercicios

1.  Demuestre la propiedad asociativa de la multiplicacion de numeros na-
turales; es decir, que para todo m,n,k numeros naturales se cumple
que:

2. Demuestre las leyes cancelativas de la adicion y la multiplicacion; es
decir, que:

a) Paratodom,n,k, nimero natural se cumple que, si m+n = m+k
entonces n = k.

b) Paratodo m,n,k, nimero natural, m # 0, se tiene que, si m-n =
m - k entonces n = k.
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7.5. El orden en los nuimeros naturales

Entre los ntimeros naturales hemos establecido una jerarquia que nos
permite decir cuando uno de ellos es mayor que otro; las propiedades de esta
relacién, conocida como una relacion de orden, también puede demostrarse
usando las propiedades de los niimeros naturales que hemos demostrado en
este capitulo.

Decimos que entre dos nimeros naturales a y b, a es menor o igual que
b, o también que b es mayor o igual que a y se nota a < b si y solo si existe
un numero natural ¢ tal que a + ¢ = b.

Esta relacién cumple las siguientes propiedades:

1. Reflexiva: para todo nimero natural a se cumple que a < a.

Prueba: el primer axioma de Peano garantiza que el 0 es un ntmero
natural y la propiedad modulativa de la suma afirma que para todo
numero natural a, se tiene que a + 0 = a, por tanto a < a para todo
nimero natural a. O

2.  Antisimétrica: dados dos niimeros naturales cualesquiera a y b, si se
cumple que a < b y también se cumple que b < a entonces debe
cumplirse que a = b.

Prueba: si se cumple que a < b entonces existe un nimero natural ¢
tal que a + ¢ = b, y si ademads se cumple que b < a, existe también un
nimero natural d tal que b+ d = a.

Si reemplazamos b en la segunda igualdad, obtenemos:
(a+c)+d=a

aplicando las propiedades asociativa y cancelativa de la adicién, la
igualdad se convierte en
c+d=0,

lo que implica que ¢ = d = 0, porque si no fuera asi y uno de ellos, por
ejemplo d fuera diferente de 0, existiria un nimero natural p tal que
pt =d (spor qué?) y entonces

ctd=c+p =(c+p)T=0

lo que significaria que 0 es sucesor de (¢ + p), lo que contradice el
axioma 4 de Peano. ]
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Ejercicios

1.

Transitiva: dados niimeros naturales cualesquiera a, by ¢, si se cumple
que a < by también se cumple que b < ¢ entonces debe cumplirse que
a<c.

Prueba: si se cumple que a < b entonces existe un niimero natural k
tal que a + k = b, y si ademas se cumple que b < ¢, existe también un
nimero natural d tal que b+ d = c.

Si reemplazamos b en la segunda igualdad, obtenemos:
(a+k)+d=c,

aplicando la propiedad asociativa de la adicion, la igualdad se convierte
en
a+ (k+d)=c

lo que significa que a < ¢, puesto que (k+d) es un nimero natural. O

Monotonia de la adicion: dados nimeros naturales cualesquiera a, b, ¢
yvd,sia<byc<dentonces a+c<b+d.

Prueba: si a < b entonces existe un nimero natural k tal que a + k =
b, y si ademds ¢ < d, existe también un ntimero natural n tal que
c+n=d.

Si sumamos las dos igualdades, obtenemos:
(a+k)+(c+n)=0>b+d,

aplicando las propiedades conmutativa y asociativa de la adicion, la
anterior igualdad toma la forma

(a+c)+(k+n)=0>b+d,

lo que significa que a + ¢ < b + d, puesto que (k + n) es un nimero
natural. 0

Demuestre la propiedad de monotonia para la multiplicacion, esto es
que: dados niumeros naturales cualesquiera a,b y ¢, si a < b entonces
a-c<b-c.

Demuestre que si a, b, c son nimeros naturales y a - ¢ < b - ¢ entonces
a <b.
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3. Si definimos por recurrencia la potenciaciéon de ntimeros naturales por
las formulas:

Demuestre que
an—i—m — anam

4. En el capitulo 1 definimos una operacién que reitera la potenciacion;
esta se puede definir por recurrencia con las férmulas:

Estudie sus propiedades y demuéstrelas por induccion.

Notemos la diferencia de los procedimientos y los razonamientos que
hacemos en este capitulo con lo hecho en los capitulos anteriores, aqui lo
que importa son los axiomas y sus conexiones logicas sin importar las repre-
sentaciones que de las palabras “ntmero natural” podamos hacer.

Por ejemplo, si llamamos 1 = 07,2 = 17,3 = 27,4 = 3% ...  etc.
Podemos demostrar que

3+1=4 (;No le parece exético, demostrar esto?)
Veamos:

341=1+3=1+2"=(1+2)T=10+1H)"=(1+1)")"
= (140N = (1+0")H T =((aHH)F =@ =37 =4.

Esta es una de las maneras oficiales de presentar los niimeros naturales;
usted puede averiguar otras.

X % K Kk Kk K X K K Kk K X K K Kk K X X K X X
El estudio aqui apenas comienza.
X k% K K Kk K X K Kk Kk K X K K Kk K X X kK X X
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A

Apéndice

A.1. Programa primos 1

PROGRAM PRIMO1;

USES CRT;

VAR I,J,K,F:LONGINT;

PASO:CHAR;

BEGIN

REPEAT

CLRSCR;

WRITELN(’TECLEE UN NUMERO MENOR 0 IGUAL A 2.147.483.647’);
WRITELN(’PARA SABER SI ES PRIMO’);
READLN (K) ;

J:=0;

FOR I:=2 TO K-1 DO

IF (K MOD I) =0 THEN

BEGIN

J:=1;

F:.=1;

END;

WRITELN;

IF J=0 THEN

WRITELN (’EL NUMERO °’,K,’ ES PRIMO’)
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ELSE
BEGIN

WRITELN(’EL NUMERO ’,K,’ NO ES PRIMO’);
WRITELN(’POR EJEMPLO ’,F,’ ES UN FACTOR DE ’,K)
END;

GOTOXY(1,24);

WRITELN (’PRESIONE C PARA REPETIR Y N PARA SALIR’);
READLN (PASO)

UNTIL (PASO IN [’n’,’N’]);

END.

A.2. Programa primos 2

PROGRAM PRIMOS2;

USES CRT;

VAR I,N,J,K,L:LONGINT;

PASO:CHAR;

BEGIN

REPEAT

CLRSCR;

WRITELN(’TECLEE UN NUMERO MENOR O IGUAL A 2.147.483.648°);
WRITELN(’PARA HALLAR LOS PRIMOS MENORES 0O IGUALES A ,L’);
READLN(N) ;

L:=0;

FOR K:=2 TO N DO

BEGIN

J:=0;

FOR I:=2 TO TRUNC(SQRT (X)) DO

IF (K MOD I) =0 THEN

J:=1;

IF J=0 THEN

BEGIN

L:=L+1;

WRITE (K:10);

IF L=160 THEN BEGIN

L:=0;

WRITELN;

WRITELN(’ TECLEE ENTER PARA CONTINUAR’);
READLN;
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CLRSCR;
END;
END;
END;
WRITELN;

WRITELN(’TECLEE C PARA CONTINUAR Y N PARA SALIR’);

PASO:= READKEY;
UNTIL PASO IN [’n’,’N’];
END.

A.3. Programa primos 3

PROGRAM PRIMOS;

USES CRT;

VAR I,N,J,P,F:LONGINT;
PASO :CHAR;

BEGIN

REPEAT

CLRSCR;

WRITELN(’ TECLEE UN NUMERO N ENTRE 1 Y 100°);

WRITELN(’PARA CALCULAR P=N.N-79N+1601°);
WRITELN(’Y SABER SI P ES PRIMO’);
READLN(N) ;

P:=N*N-79*N+1601;

J:=0;

FOR I:=2 TO P-1 DO

IF (P MOD I) =0 THEN

BEGIN J:=1;

F:=1

END;

IF J=0 THEN

WRITELN (°SI N=’,N,’. EL NUMERO P= ’,P,’ ES PRIMO’)

ELSE
BEGIN

WRITELN(’SI N=’,N,’. EL NUMERO P= ’,P,’ NO ES PRIMO’);
WRITELN (’POR EJEMPLO ’,F,’ ES UN FACTOR DE °’,P);

READLN
END;

WRITELN(’TECLEE C PARA CONTINUAR Y N PARA SALIR’);
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PASQO:=READKEY;
UNTIL PASO IN [’n’,’N’]
END.

A.4. Programa factores

PROGRAM FACTORES;

USES CRT;

VAR I,J,K,L:LONGINT;

PASQO:CHAR;

BEGIN

REPEAT

CLRSCR;

WRITELN (’ TECLEE EL NUMERO PARA HALLARLE LOS FACTORES’);
WRITELN(’DIFERENTES DE 1 Y DE EL MISMO’);
READLN (K) ;

j:=0;L:=0;

GOTOXY(1,5);

FOR I:=2 TO K-1 DO

IF (K MOD I) =0 THEN

BEGIN J:=1;L:=L+1;

WRITELN(I, > ES DIVISOR DE ’,K);

IF L=22 THEN BEGIN

GOTOXY(1,24);

WRITELN(’ TECLEE ENTER PARA CONTINUAR’);
READLN;

CLRSCR;

L:=0;

END;

END;

IF J=0 THEN

BEGIN

WRITELN (’EL NUMERO ’,K,’ ES PRIMO’);
L:=L+1;

GOTOXY(1,24);

IF L=22 THEN BEGIN

WRITELN(’ TECLEE ENTER PARA CONTINUAR’);
READLN;

CLRSCR;
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L:=0;

END;

END;

GOTOXY(1,24);

WRITELN(’TECLEE C PARA CONTINUAR Y N PARA SALIR’);
PASO:=READKEY;

UNTIL PASO IN [’n’,’N’]

END.

A.5. Programa ecuaciol

PROGRAM ECUACIO1;
{ESTE PROGRAMA LE PERMITE RESOLVER SITUACIONES DE LA FORMA

X A A X A A
+ A + X + B -A -X -B
B B X B B X

EN BASE K, DONDE A Y B SON NUMEROS DADOS Y X ES EL NUMERO
BUSCADO. ELIJA LA BASE Y LA SITUACION QUE QUIERE RESOLVER}
USES CRT;

VAR I,J,K:INTEGER;

A,B,RESP,BASE,OP: INTEGER;

X,RESPU:STRING[30];

PROCEDURE MENU;

BEGIN

CLRSCR;

WRITELN;

WRITELN(’ESTE PROGRAMA LE PERMITE RESOLVER SITUACIONES
DE LA FORMA’);

WRITELN;

GOTOXY(5,5) ;WRITELN(’1. X’);

GOTOXY(5,6) ;WRITELN(> + A’);

GOTOXY(5,7) ;WRITELN(’ ——-—-—- )

GOTOXY(5,8) ;WRITELN(’ B’);

GOTOXY(20,5) ;WRITELN(’2. A ’);

GOTOXY (20,6) ;WRITELN(’ + X’);

GOTOXY(20,7) ;WRITELN(’ ———---- OF

GOTOXY(20,8) ;WRITELN(’® B’);
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GOTOXY(35,5) ;WRITELN(’3. A’);

GOTOXY (35,6) ;WRITELN(’ + B’);

GOTOXY(35,7) ;WRITELN(’ ———-—-- )5

GOTOXY (35,8) ;WRITELN(’ X)),

GOTOXY(5,12) ;WRITELN(’4. X’);

GOTOXY(5,13) ;WRITELN(’ - A’);

GOTOXY(5,14) ;WRITELN(’ —-——-—-- OF

GOTOXY(5,15) ;WRITELN(’ B’);

GOTOXY (20,12) ;WRITELN(’5. A’);

GOTOXY (20,13) ;WRITELN(’ - X’);

GOTOXY (20,14) ;WRITELN(’ —————-- OF

GOTOXY (20,15) ;WRITELN(’ B’);

GOTOXY(35,12) ;WRITELN(’6. A’);

GOTOXY(35,13) ;WRITELN(’ - B’);

GOTOXY (35,14) ;WRITELN(’ ————--- OF

GOTOXY (35,15) ;WRITELN(’ X 7);

GOTOXY (50,12) ;WRITELN(’7. TERMINAR’);

GOTOXY( 1,16) ;WRITELN;

WRITELN(’EN BASE K, DONDE DESEAMOS ENCONTRAR UN NUMERO X,
CONOCIDOS DOS NUMEROS A Y B’);

WRITELN;

WRITELN(’ELIJA UNA BASE ENTRE 2 Y 10 Y LA SITUACION QUE
QUIERE RESOLVER’) ;

WRITELN;

WRITE(’TECLEE EL VALOR DE LA BASE ’);

READLN (BASE) ;

GOTOXY(18,23) ;WRITE(’ TECLEE EL NUMERO DE LA OPCION DESEADA ’);
READLN (OP) ; CLRSCR

END;

PROCEDURE RESPUESTA;

BEGIN

GOTOXY(10,10) ;WRITELN (’ESCRIBA EL VALOR DE X (UN SOLO SIMBOLO)
QUE USTED CONSIDERA CORRECTO’);

GOTOXY (36,12) ;READLN(X) ;

END;

PROCEDURE CALIFICACION;

BEGIN

IF X=RESPU THEN WRITELN(’CORRECTO!!’)

ELSE WRITELN(’LA RESPUESTA CORRECTA ES °’,RESPU);

END;
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PROCEDURE UNO11;

BEGIN

GOTOXY(35,5) ;WRITELN(’> X’);
GOTOXY(35,6) ;WRITELN(’> ’,A);
GOTOXY(35,7) ;WRITELN(>----);
GOTO0XY(35,8) ;WRITELN(’> ’,B);
END;

PROCEDURE UN0O12;

BEGIN

GOTOXY(35,5) ;WRITELN(’> ’,A);
GOTOXY(35,6) ;WRITELN(’> X’);
GOTOXY(35,7) ;WRITELN(’----);
GOTO0XY(35,8) ;WRITELN(’> ’,B);
END;

PROCEDURE UNQ013;

BEGIN

GOTOXY(35,5) ;WRITELN(’> ’,A);
GOTOXY(35,6) ;WRITELN(’> ’,B);
GOTOXY(35,7) ;WRITELN(’---=);
GOTOXY(35,8) ;WRITELN(’> X’);
END;

PROCEDURE UNO;

BEGIN

RESP:=A+B;

IF (RESP)>(BASE-1) THEN RESPU:=’NO HAY SOLUCION’
ELSE STR(RESP,RESPU);
WRITELN;

WRITELN;

END;

PROCEDURE UNORESTA;

BEGIN

IF B<=A THEN BEGIN

RESP:=A-B;

STR(RESP,RESPU) ;

END

ELSE RESPU:=’N0O HAY SOLUCION’;
WRITELN;

WRITELN;

END;

PROCEDURE UNO11RESTA;
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BEGIN

GOTOXY(34,6) ;WRITELN(’-);
UNO11;

RESPUESTA;

UNO;

CALIFICACION;

END;

PROCEDURE UNO12RESTA;
BEGIN

GOTOXY(34,6) ;WRITELN(’-);
UNO12;

RESPUESTA;

UNORESTA;

CALIFICACION;

END;

PROCEDURE UNQO13RESTA;
BEGIN

GOTOXY(34,6) ;WRITELN(’-);
UNQO13;

RESPUESTA;

UNORESTA;

CALIFICACION

END;

PROCEDURE UNQOSUMA;

BEGIN

IF B>=A THEN BEGIN
RESP:=B-A;
STR(RESP,RESPU) ;

END

ELSE RESPU:=’NO HAY SOLUCION’;
WRITELN;

WRITELN

END;

PROCEDURE UNO11SUMA;

BEGIN

GOTOXY(34,6) ;WRITELN(’+);
UNO11;

RESPUESTA;

UNQOSUMA;

CALIFICACION;
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END;

PROCEDURE UNO12SUMA;
BEGIN

GOTOXY (34,6) ;WRITELN(’+’);
UNO12;

RESPUESTA;

UNOSUMA;
CALIFICACION;

END;

PROCEDURE UNO13SUMA;
BEGIN

GOTOXY (34,6) ;WRITELN(’+’);
UNO13;

RESPUESTA;

UNO;

CALIFICACION

END;

PROCEDURE SALIDA;
BEGIN

CLRSCR;

GOTOXY (30,12);
WRITELN(’ADIOS PUES....%);
BASE:=0

END;

PROCEDURE EJERCICIO;
BEGIN

RANDOMIZE;

REPEAT

CLRSCR;

MENU;

A:=RANDOM (BASE) ;
B:=RANDOM (BASE) ;
CASE 0P OF
:UNO11SUMA;
:UNO12SUMA;
:UNO13SUMA;
:UNO11RESTA;
:UNO12RESTA;
:UNO13RESTA;
:SALIDA;

~N o O W N
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ELSE WRITELN(’LA OPCION ES UN NUMERO 1-7°);
END;

GOTOXY(35,22);

WRITELN(’OPRIME UNA TECLA PARA CONTINUAR’);
READLN;

UNTIL BASE=0;

END;

BEGIN

EJERCICIO

END.

A.6. Programa propiedades

PROGRAM PROPIEDADES;
USES CRT;

VAR I, J, K, N:INTEGER;
NUE,NUE1:STRING;

A:CHAR;

H:STRING[1];

BASTA : BOOLEAN;

(* ARMAR LA TABLA %)
PROCEDURE TABLA;

BEGIN

CLRSCR;

NUE:=""’,;

FOR K:=1 TO N DO

BEGIN

GOTOXY (13+5%K,5) ; WRITE(K-1);
END;

GOTOXY(10,5) ;WRITE(’* |’);
GOTOXY(12,6);

FOR K:=1 TO 5xN+4 DO
WRITE(’-’);

FOR K:=0 TO N-1 DO

BEGIN

GOTOXY (12,8+2*K) ;WRITE(’ | ?);
GOTOXY(10,7+2%K) ;WRITE(K,’ | ’);
END;

GOTOXY (13, 6+2%N) ;WRITE(NUE) ;
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GOTOXY(1,1) ;WRITE(’POR FAVOR COMPLETE LA TABLA.

K:=0;

REPEAT
GOTOXY (14, 7+2%K) ;
J:=0;

REPEAT

REPEAT

NUE [K*xN+J+1] : =READKEY ;
UNTIL (ORD(NUE[K*N+J+1]) IN [48
WRITE (NUE [K*N+J+1]:5);
J:=J+1;

UNTIL (J>N-1);
K:=K+1;

UNTIL (K>N-1);
WRITELN;

WRITELN;

EXIT;

END;

PROCEDURE TABLA1;
BEGIN

NUE1:="7;

GOTOXY (45,5) ;
WRITEC# |°);

FOR K:=1 TO 3 DO
BEGIN

GOTOXY (47+5%K,5) ;
WRITE(K-1);

END;

GOTOXY (45,6) ;

FOR K:=0 TO N-1 DO
WRITE(K:5);

GOTOXY (45,6) ;

FOR K:=1 TO 5%N+4 DO
WRITE(’-’);

FOR K:=0 TO N-1 DO
BEGIN
GOTOXY (47 ,8+2%K) ;
WRITE(C’|’);

GOTOXY (45,7+2%K) ;
WRITE(K,’ | ’);

.LATHN]) ;

’);
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END;

GOTOXY (48,6+2*N) ;

WRITE(NUE1) ;

GOTOXY(1,1);

WRITE(’POR FAVOR COMPLETE LA TABLA.’);
K:=0;

REPEAT

GOTOXY (49, 7+2%*K) ;

J:=0;

REPEAT

REPEAT

NUE1 [K*N+J+1] : =READKEY ;

UNTIL (ORD(NUE1[K*N+J+1]) IN [48..47+N]);
WRITE(NUE1 [K*N+J+1]:5);

J:=J+1;

UNTIL (J>N-1);

K:=K+1;

UNTIL (K>N-1);

WRITELN;

WRITELN;

EXIT;

END;

FUNCTION OP(N1,N2:INTEGER) : CHAR;
BEGIN

0P :=NUE [N1*N+N2+1] ;

END;

FUNCTION OP1(N1,N2:INTEGER) :CHAR;
BEGIN

0P1:=NUE1 [N1*N+N2+1];

END;

PROCEDURE ASOCIATIVA;

VAR

I,J,K,M:INTEGER;

T,S:CHAR;

BEGIN

M:=0;

WRITELN;

FOR I:=0 TO N-1 DO

BEGIN

FOR J:=0 TO N-1 DO
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FOR K:=0 TO N-1 DO

BEGIN

T:=0P(ORD(0OP(I,J))-48,K);
S:=0P(I,0RD(OP(J,K))-48);

IF T<>S THEN

BEGIN

M:=M+1;

WRITE(’FALLA °,I,°%’,J,°%°> ,K,’ ’);
END;

END;

END;

WRITELN;

IF M=0 THEN WRITELN(’LA OPERACION ES ASOCIATIVA.’)
ELSE WRITELN(’LA OPERACION NO ES ASOCIATIVA.’);
READLN;

END;

PROCEDURE DISTRIBUTIVA;

VAR

I,J,K,M:INTEGER;

T,S:CHAR;

BEGIN

M:=0;

WRITELN;

FOR I:=0 TO N-1 DO

BEGIN

FOR J:=0 TO N-1 DO

FOR K:=0 TO N-1 DO

BEGIN

T:=0P(ORD(0OP(I,J))-48,K);
S:=0P(ORD(0OP1(I,K))-48,0RD(0P1(J,K))-48);
IF T<>S THEN

BEGIN

M:=M+1;

WRITE(’FALLA °,I,°#°,J,°*%’ ,K,” ’);
END;

END;

END;

FOR I:=0 TO N-1 DO

BEGIN

FOR J:=0 TO N-1 DO
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FOR K:=0 TO N-1 DO

BEGIN

T:=0P1(I,0RD(0OP(J,K))-48);
S:=0P(ORD(0OP1(I,J))-48,0RD(0P1(I,K))-48);

IF T<>S THEN

BEGIN

M:=M+1;

WRITE(’FALLA °,I,°%’,J,°#,K,> 7);

END;

END;

END;

WRITELN;

IF M=0 THEN WRITELN(’LA OPERACION * ES DISTRIBUTIVA CON
RESPECTO #.°)

ELSE WRITELN(’LA OPERACION * NO ES DISTRIBUTIVA CON
RESPECTO #..%);

READLN;

END;

PROCEDURE CONMUTATIVA;

VAR

M:INTEGER;

A,B:CHAR;

BEGIN

M:=0;

FOR K:=0 TO N-1 DO

FOR J:=K TO N-1 DO

IF J<>K THEN

BEGIN

A:=0P(K,J);

B:=0P(J,K);

IF A=B THEN M:=M

ELSE

BEGIN

M:=M+1;

WRITE(C’ ’,K,’*’,J,” ES DISTINTO DE ’,J,’*’,K,”’ ’);
END;

END;

WRITELN;

WRITELN;

IF M=0 THEN WRITELN(’LA OPERACION ES CONMUTATIVA.’)
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ELSE WRITELN(’LA OPERACION NO ES CONMUTATIVA.’);
READLN;

END;

PROCEDURE IDENTICO;

VAR

L:INTEGER;

BEGIN

J:=0;

H:=’’;

FOR K:=0 TO N-1 DO

BEGIN

L:=0;

FOR I:=0 TO N-1 DO

IF (ORD(OP(K,I))-48<>I) OR ( ORD(OP(I,K))-48<>I) THEN
L:=L+1;

IF L=0 THEN

BEGIN

WRITE(K,’> ES ELEMENTO IDENTICO’);

J:=J+1;

STR(K,H)

END;

END;

IF J=0 THEN WRITE (’NO HAY ELEMENTO IDENTICO.’);
READLN;

END;

PROCEDURE INVERSOS;

BEGIN

WRITELN;

IF H="> °> THEN WRITE(’NO TIENE SENTIDO HABLAR DE INVERSO0S.’)
ELSE

BEGIN

FOR K:=0 TO N-1 DO

BEGIN

I:=0;

FOR J:=0 TO N-1 DO

IF (OP(K,J)=H[1]) AND (OP(J,K)=H[1]) THEN

BEGIN

WRITE(’> ’,J,’ ES EL INVERSO DE ’,K,’.’);
I:=I+1;

END;



328 Actividades matematicas para el desarrollo de procesos Iégicos

IF I=0 THEN

WRITE(K,’> NO TIENE INVERSO.’);

END;

END;

READLN

END;

BEGIN

REPEAT

CLRSCR;

WRITE(’NUMERO DE ELEMENTOS DEL CONJUNTO: ’);
READLN (N) ;

CLRSCR;

GOTOXY(10,5) ;WRITE(’1. ASOCIATIVA’);
GOTOXY(10,6) ;WRITE(’2. CONMUTATIVA’);
GOTOXY(10,7) ;WRITE(’3. EXISTENCIA DE ELEMENTO IDENTICO’);
GOTOXY(10,8) ;WRITE(’4. EXISTENCIA DE INVERSOS’);
GOTOXY(10,9) ;WRITE(’5. TODO LO ANTERIOR’);
GOTOXY(10,10) ;WRITE(’6. DISTRIBUTIVIDAD’);
REPEAT

GOTOXY(5,15);

CLREOL;

WRITE(’MARQUE LA OPCION QUE DESEE’);
A:=READKEY;

UNTIL (A IN [’17,°27,°37,°4° ,°5° °6°]);

IF A=’6’ THEN

BEGIN

TABLA;

TABLA1;

DISTRIBUTIVA;

END

ELSE TABLA;

CASE A OF

’17: ASOCIATIVA;

’27: CONMUTATIVA;

37 : IDENTICO;

END;

IF A=’4’ THEN

BEGIN

WRITELN(’PRIMERO DEBO VERIFICAR LA EXISTENCIA DE ELEMENTO
IDENTICO.’);
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READLN;
IDENTICO;
INVERSOS;
END;
WRITELN(’DE NUEVO 7 S/N’);
IF A=’5’ THEN
BEGIN
ASOCIATIVA;
CONMUTATIVA;
IDENTICO;
INVERSOS;
END;

IF UPCASE(READKEY)=’N’ THEN BASTA:=TRUE

ELSE BASTA:=FALSE;
UNTIL BASTA;
END.

A.7. Programa perfecto

PROGRAM PERFECTO;
USES CRT;

VAR I,J,K:LONGINT;
BEGIN

CLRSCR;

WRITELN(’ TECLEE UN NUMERO MENOR O IGUAL 2.147I1483.647°);
WRITELN(’PARA SABER SI ES PERFECTO’);

READLN (K) ;

J:=1;

FOR I:=2 TO K-1 DO

IF (K MOD I) =0 THEN

BEGIN

J:=J+1;

WRITELN(I, ’ ES DIVISOR DE ’,K)
END;

IF J=K THEN

WRITELN (’EL NUMERO ’,K,’ ES PERFECTO’)
ELSE WRITELN(’EL NUMERO ’,K,’ NO ES PERFECTO’);

READLN
END.
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A.8. Tabla progresiones aritmeéticas

program tablal;

{E1 programa genera las tablas por recursién y encuentra
los términos en una fila, dentro de una misma tabla, tales
que la suma de dos de ellos da como resultado un tercero}
uses crt;

const filas=10;

columnas=10;

ntablas=3;

type matriz=array[l..filas,1..columnas,0..ntablas] of real;
var a,b:matriz ;

i,j,k,1,m,r,o:integer;

procedure tablasuma(var m:matriz;p:integer);

begin

for i:=1 to filas do

for j:=1 to columnas do

begin

m[i,j,p] :=0;

for k:=1 to j do

m[i,j,pl:=m[i,j,pl+m[i,k,p-1]

end

end;

procedure mostrartablasuma(var m:matriz;x0,y0,fil,col,incx,
incy,p:integer);

begin

GOTOXY(1,1) ;WRITEC’ x> ,P,’ | ’);

FOR K:=1 TO col DO

BEGIN

gotoxy (xO+incx*K,1); WRITE(K) ;

END;

GOTOXY (1,y0-2);

FOR K:=1 TO (col+1)*incx DO

WRITE(’-’);

FOR K:=1 TO filxincy DO

BEGIN

GOTOXY (1,yO+incy*(k-1)) ;WRITE(K:2,’ | ’);
END;

for i:=1 to fil do
for j:=1 to col do
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begin

gotoxy (x0+4+incx*(j-1) ,yO+incy*(i-1));
writeln(m([i,j,pl:4:0)

end;

end;

begin

clrscr;

for i:=1 to filas do

begin

bli,1,0]:=1;

for j:=2 to columnas do

bl[i,j,0]:=1

end;

{r es el nimero de la tabla}

for r:= 1 to ntablas do

tablasuma(b,r); {generacién de la tabla por férmula}
for r:=1 to ntablas do

begin

clrscr;
mostrartablasuma(b,2,4,10,10,6,1,r);
readln;

for i:=1 to filas do

begin

clrscr;

writeln(’términos de la tabla’, r);
writeln(’posicién + posicién
m:=5;

writeln(’fila ’, 1i);

for j:=1 to columnas-2 do

begin

for o0:=5 to 24 do

begin gotoxy(m+1,0);

writeln

end;

for k:=j+1 to columnas-1 do

begin

for 1:=k+1 to columnas do

if (bli,j,r]+ bli,k,r]) = b[i,1,r] then
begin

gotoxy(5,m) ;writeln(j,’ ’,bl[i,j,r]:6:0);

posicién’ );
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gotoxy(25,m) ;writeln(k,’ ’,bl[i,k,r]:6:0);
gotoxy(45,m) ;writeln(l,’ ’,b[i,1,r]:6:0);
m:=m+1;

if m=25 then begin

readln;

for o0:=5 to 24 do

begin

gotoxy(2,0);

writeln

end;

m:=5;

end;

end;

end;

end;

readln

end;

end;

end.

A.9. Tabla niimeros poligonales

program tablas;

{E1 programa genera las tablas por recursién y encuentra
los términos en una fila, dentro de una misma tabla,
tales que la diferencia de dos de ellos es un miltiplo de
un tercero; no se muestra cuando el escalar es 1}

uses crt;

const filas=10;

columnas=10;

ntablas=3;

type matriz=array[l..filas,1..columnas,0..ntablas] of real;
var a,b:matriz ;

i,j,k,1,m,r,0,z:integer;

procedure tablasuma(var m:matriz;p:integer);

begin

for i:=1 to filas do

for j:=1 to columnas do

begin



Apéndice 333

m[i,j,p] :=0;

for k:=1 to j do
mli,j,pl:=mli,j,pl+m[i,k,p-1]
end

end;

procedure mostrartablasuma(var m:matriz;x0,y0,fil,col,incx,
incy,p:integer);

begin

GOTOXY(1,1) ;WRITEC’*’,P,> | ’);
FOR K:=1 TO col DO

BEGIN

gotoxy (xO+incx*K,1); WRITE(K);
END;

GOTOXY(1,y0-2);

FOR K:=1 TO (col+1)x*incx DO

WRITE(’-’);

FOR K:=1 TO fil*xincy DO

BEGIN
GOTOXY(1,yO+incy*(k-1));WRITE(K:2,’ | ’);
END;

for i:=1 to fil do

for j:=1 to col do

begin

gotoxy (x0+4+incx*(j-1) ,yO+incy*(i-1));
writeln(m([i,j,pl:4:0)

end;

end;

begin

clrscr;

for i:=1 to filas do

begin

bli,1,0]:=1;

for j:=2 to columnas do

bl[i,j,0]:=1

end;

{r es el nimero de la tabla}

for r:= 1 to ntablas do
tablasuma(b,r); {generacién de la tabla por férmula}
for r:=1 to ntablas do

begin



334 Actividades matematicas para el desarrollo de procesos Iégicos

clrscr;
mostrartablasuma(b,2,4,10,10,6,1,r);
readln;

for i:=1 to filas do

begin

clrscr;

writeln(’términos de la tabla’, r);
writeln(’posicién - posiciédn = z. posicién z’ )
m:=5;

writeln(’fila ’, 1i);

for j:=2 to columnas-2 do

begin

for o0:=5 to 24 do

begin gotoxy(m+1,0);

writeln

end;

for k:=j+1 to columnas-1 do

begin

for 1:=k+1 to columnas do

begin

z:=trunc ( (b[i,1l,r]-bli,k,r]) / bli,j,r]) ;
if z=((b[i,1,r]-b[i,k,r]) / bli,j,r]) then
begin

if z<>1 then begin

gotoxy(5,m) ;writeln(l,’ ’,b[i,1,r]:6:0);
gotoxy(25,m) ;writeln(k,’ ’,bl[i,k,r]:6:0);
gotoxy(45,m) ;writeln(j,’ ’,bl[i,j,r]:6:0);
gotoxy(65,m) ;writeln(z) ;

m:=m+1;

if m=25 then begin

readln;

for o0:=5 to 24 do

begin gotoxy(2,0);

writeln

end;

m:=5;

end;

end;

end;

end;
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end;
end;
readln
end;
end;
end.

A.10. Tablas ntmeros piramidales

program tablas;

{E1 programa genera las tablas por recursién y mediante una
férmula se puede observar que los resultados son iguales}
uses crt;

const filas=10;

columnas=10;

ntablas=3;

type matriz=array[l..filas,1..columnas,0..ntablas] of real;
table=array[1..10,1..10] of real;

var a:matriz ;

b:table;

i,j,k,r:integer;

procedure mostrartablasuma(var m:matriz;x0,y0,fil,col,incx,
incy,p:integer);

begin

for i:=1 to fil do

for j:=1 to col do

begin

gotoxy (xO+incx*(j-1),y0+incy*(i-1));

writeln(m([i,j,pl:4:0)

end;

end;

procedure mostrar(var c:table;x0,y0,fil,col,incx,
incy,p:integer);

begin

for i:=1 to fil do

for j:=1 to col do

begin

gotoxy (xO+incx*(j-1),y0+incy*(i-1));

writeln(c[i,j]:4:0)
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end;

end;

procedure tablasuma(var m:matriz;p:integer);
begin

for i:=1 to 10 do

for j:=1 to 10 do

begin

m[i,j,p] :=0;

for k:=1 to j do
mli,j,pl:=m[i,j,pl+m[i, k,p-1]

end

end;

procedure tabla(var c:table;p:integer);
begin

for i:=1 to 10 do

for j:=1 to 10 do

begin

cli,jl :=(ixj-i+p) ;

for k:=1 to p-1 do
cli,jl:=(j+k-1)/(k+1)*c[i,]]

end

end;

begin

clrscr;

for i:=1 to filas do

begin

ali,1,0]:=1;

for j:=2 to 10 do

ali,j,0]:=1i

end;
mostrartablasuma(a,2,2,10,10,5,1,0);
readln;

for r:= 1 to ntablas do

begin

tablasuma(a,r);

tabla(b,r);

clrscr;

writeln(’tabla ’,r);
mostrartablasuma(a,2,2,10,10,7,1,1);
mostrar(b,2,14,10,10,7,1,r);
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readln;
end;
end.
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Este es un libro de actividades matematicas elementales en aritmética,
incluye desde la creacion de un sistema de numeros para contar,
proposicion de algoritmos para las operaciones basicas, hasta la
formulacion de representaciones posicionales donde se conjeturan
criterios de divisibilidad en bases diferentes a diez. Se estudian, asimismo,
métodos algebraicos y geométricos para resolver ecuaciones de primero
y segundo grado.

El trabajo de un matematico consiste en resolver problemas, descubrir y
demostrar teoremas, y enlazarlos en teorias. Nuestra propuesta enfatiza
mas en los métodos para resolver problemas que en las soluciones de los
mismos, cada problema genera nuevos problemas, que a su vez
conducen a nuevas preguntas.

Mostramos el poder de las listas, las tablas y los dibujos para sugerir
regularidades numéricas que se convierten en conjeturas y luego en
teoremas cuando logramos una demostracion, habitualmente con el
método de induccion matematica.

La presentacion pretende ser amena y mostrar el aspecto ludico de la
actividad matematica.
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