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Introduccion

Este trabajo de investigacion tiene como propésito disefiar un material didactico que
sirva como guia en la ensefianza y el aprendizaje inicial de las expresiones algebraicas, surge
de la necesidad de replantear el enfoque tradicional que en algunas ocasiones se evidencia en
la ensefianza del algebra, el cual se centra en la memorizacién y la mecanizacion de
procedimientos sin un significado. En contraste, este material propone un enfoque que fomenta
el uso de procesos como el de generalizacion y de simbolizacion para introducir las
expresiones algebraicas. Ademas, considera algunos obstaculos, dificultades y errores que se
evidencian durante el aprendizaje de este concepto.

A lo largo de este trabajo, se presentan cinco capitulos: preliminares, marcos de
referencia, metodologia, disefio del material didactico y conclusiones.

En el primer capitulo, se expone la justificacién de este proyecto, que incluye una
narrativa sobre algunas experiencias académicas de la autora de este trabajo. Ademas, se
formula una pregunta de investigacion y se establecen una serie de objetivos. Por dltimo, se
revisan algunos trabajos de grado que guardan afinidad con este proyecto.

En el segundo capitulo, se presenta el marco de referencia, que proporciona el sustento
tedrico para la construccion del material didactico. En este apartado, se ofrece una visién de las
expresiones algebraicas desde diversas perspectivas: matematica, escolar, historica, curricular
y didactica. El tercer capitulo expone la metodologia utilizada en el proyecto y en el disefio del
material. En el cuarto capitulo, se presenta el disefio del material, junto con sus caracteristicas.
Finalmente, el capitulo cinco muestra una serie de conclusiones que surgieron al finalizar el

trabajo.



1. Preliminares

El presente capitulo expone las razones por las que se decide hacer un material
didactico, que oriente la ensefianza y el aprendizaje inicial de las expresiones algebraicas. Ante
esas razones, se formula una pregunta problematica que se espera sera contestada al final de
esta investigacion y se trazan algunos objetivos que marcan el camino a seguir en este trabajo.
Finalmente, este capitulo incluye algunos antecedentes sobre la ensefianza y aprendizaje del
algebra, particularmente, de las expresiones algebraicas.

1.1. Justificacion

Las razones principales para llevar a cabo este trabajo de investigacion surgen de tres
experiencias de su autora: una en su etapa escolar, otra en una observacién de clase dentro de
sus practicas pedagdgicas durante su formaciéon como futura educadora matematica (FEM), y
la dltima, cuando curso uno de los espacios académicos de formacion en el desarrollo de su
carrera universitaria.

Cuando estaba en la secundaria, ella estudio las expresiones algebraicas, que en aquel
entonces no comprendié. Recuerda que en una clase su profesor de matematicas presento la
definicion de ese concepto, tomada del Algebra de Baldor, y, conforme avanzaron las sesiones,
propuso a los estudiantes una variedad de ejercicios para que los resolvieran. Por el uso de
expresiones algebraicas y el enfoque simbdlico, repetitivo y descontextualizado de las tareas
propuestas por el profesor, la FEM no distinguia entre funciones y ecuaciones ni tampoco entre
variable e incognita. En una ocasién, recuerda, su profesor propuso una serie de ejercicios
sobre representaciones simbdlicas de funciones, con la consigna sencilla de “desarrollar”, en la
solucion de estos ella identifico las x en todos los ejercicios, como usualmente lo hacia, y
procedié a “despejarlas”. Con desconcierto y sin recibir retroalimentacion al respecto, su

profesor le calificé con una nota baja.



Después, durante su formacién en la Licenciatura en Matematicas, en una de sus
practicas pedagogicas, evidencio que aun se ensefiaba de la misma forma memoristica que a
ella le ensenaron. Esto quedoé claro cuando observé a un profesor de matematicas presentar a
sus estudiantes una definicién de expresién algebraica tomada de un libro de texto, luego les
mostré ejemplos vy, finalmente, les propuso hacer ejercicios siguiendo esos ejemplos.

A diferencia de lo que vivi6 en su etapa escolar y la situacion que observé en una de
sus practicas educativas, en la asignatura "Ensefianza y Aprendizaje de la Aritmética y el
Algebra”, descubrié una forma diferente de estudiar el algebra. Conocié los procesos de
generalizacion y de simbolizacion y sugerencias para desarrollarlos, propuestos por el Grupo
Azarquiel* (1993). Una de las intenciones de estos procesos es que los estudiantes encuentren
significado y se sientan cercanos a los simbolos matematicos. Ademas, gracias a esa
asignatura, la autora comprendio que, al disefiar cualquier tarea para desarrollar cierto proceso
matematico, es fundamental considerar los obstaculos, las dificultades, y los errores que los
estudiantes pueden enfrentar durante su aprendizaje.

Al investigar sobre el por qué la ensefianza del algebra se puede presentar de forma
tradicional, se descubrié que el libro de texto suele ser el principal recurso de referencia para
gue los profesores disefien sus clases de matematicas. En las experiencias de la autora, se
evidencié que algunos docentes extraian los contenidos directamente de esos materiales para
planificar sus lecciones. Ademas, segun el andlisis del Tercer Estudio Internacional de Ciencias
y Matematicas [TIMMS, siglas en inglés] de IEA (1996, p. 156), el libro de texto es la principal
fuente escrita de los profesores de matematicas para decidir como presentar un contenido. Por
tanto, los libros de texto influyen de cierta manera en como los profesores ensefian

matematicas.

1 El Grupo Azarquiel es un grupo de educadores que, en 1993, publicé Ideas y Actividades para Ensefiar Algebra, un
libro que reflexiona sobre los principales problemas didacticos al ensefiar algebra, especialmente en el contexto de la
Enseflanza Secundaria Obligatoria. Este trabajo no busca ser una investigacién formal ni una construccion teérica
exhaustiva, sino un analisis practico que parte de la experiencia docente para mejorar las practicas educativas.



El estudio de las expresiones algebraicas puede carecer de significado porque el
docente consulta libros con un enfoque rutinario y tradicional. Este enfoque lo encuentran
Aguirre y Cerati (2020) en algunos libros escolares de algebra, cuando analizaron textos y
descubrieron que algunos proponen tareas que se enfocan en la aplicacion de féormulas y que
presentan ejercicios que promueven la repeticibn mecanica, en vez de promover que los
estudiantes comprendan la utilidad y la importancia de los simbolos.

En varios de los libros analizados, las actividades se abordan exclusivamente desde el
lenguaje simbdlico. Por ejemplo, las ecuaciones se presentan de forma descontextualizada,
abstracta y como operaciones entre valores conocidos y valores desconocidos. Esto fomenta la
memorizacion de reglas de "despeje" y lleva a los estudiantes a resolverlas mecanicamente, en
lugar de lograr un significado de las ecuaciones, como herramienta para modelizar, generalizar
y resolver problemas.

1.2. Pregunta de investigacion

Por la influencia que tienen los libros de texto escolares en el modo en que los
profesores ensefian algebra, considerando los procesos de generalizacion y simbolizacion y
atendiendo a la importancia de considerar los obstaculos, las dificultades, y los errores en el
proceso de aprendizaje, surge la siguiente interrogante para ser resuelta con esta
investigacion:

¢, Qué caracteristicas debe tener un material didactico y las tareas que este propone
para que se enfoquen en el desarrollo de los procesos de generalizacion y simbolizacion
durante la construccion de expresiones algebraicas?

1.3. Objetivos

En este apartado, se exponen los objetivos que seran tratados a lo largo de este trabajo
de grado y constituyen el camino en cdmo se presenta su contenido.

1.3.1. Objetivo general



Disefiar un material didactico para la ensefianza y el aprendizaje de las expresiones
algebraicas, que promueva el desarrollo de procesos como la generalizacion y la simbolizacion
y gque atienda algunos errores, dificultades y obstaculos comunes en el proceso de aprendizaje.
1.3.2. Objetivos especificos

o Construir los marcos curriculares, matematico y didactico sobre las expresiones

algebraicas, para fundamentar el material que se elaborara.

e Indagar sobre el disefio de tareas y materiales didacticos impresos mediante una

revision bibliografica.

o Disenfar el conjunto de tareas que haran parte del material didactico impreso a partir

de la informacion recolectada en los marcos de referencia.

o Recopilar de forma escrita las caracteristicas del material didactico disefiado para la

ensefianza y el aprendizaje de las expresiones algebraicas.

1.4. Antecedentes

Varios autores han estudiado la ensefianza y el aprendizaje del algebra, en particular de
las expresiones algebraicas. Ellos han desarrollado trabajos orientados a distanciar la
ensefianza del dlgebra de enfoques basados en la mecanizacion y la memorizacion,
destacando la importancia de incorporar procesos como la generalizacion y la simbolizacion
para promover un aprendizaje significativo. De igual manera, algunos estudios se enfocan en
identificar algunos errores que los estudiantes enfrentan durante el aprendizaje del algebra,
explorando las posibles causas que originan dichos errores. A continuacion, se presentan
algunas de las investigaciones ya realizadas.

En el documento “Proceso de simbolizacién algebraica: Reporte de una experiencia de
aula en grado octavo” Giraldo (2020, p. 1) realiza una investigacién en un curso de grado
octavo en Bogotd, con el objetivo de “establecer como los estudiantes transitan por los niveles

de comprensién propuestos por la corriente de la Educaciéon Matemética Realista en el



desarrollo del proceso de simbolizacion algebraica a partir de situaciones reales" (p. 16), a raiz
de los resultados obtenidos en una prueba diagnostica. Para ello, la investigadora disefia e
implementa seis tareas basadas en los principios de la Educaciéon Matemética Realista,
abarcando contextos como el calculo de la tasa metabdlica, secuencias de figuras, consumo de
energia eléctrica, relaciones de edades, dobleces con una tira de papel y la organizacion de
mesas. Estas tareas buscan facilitar la simbolizacién algebraica a partir de situaciones
cotidianas, permitiendo observar como los estudiantes progresan en su comprension de la
simbolizacion.

Luego, Giraldo (2020) analiza las respuestas de los estudiantes y evidencia que,
aunque estan en el mismo grado octavo, los estudiantes estan en diferentes niveles en la
simbolizacion algebraica. La gran mayoria de los estudiantes aplicaron operaciones basicas y
conocimientos previos, como en la tarea de calculo de la tasa metabdlica. Otros estudiantes
utilizaron tablas y graficos para describir relaciones, como en la tarea de dobleces con tiras de
papel. Una reducida parte de los estudiantes usaron literales para variables y construyeron
expresiones matematicas. En la tarea "Dobleces con una tira de papel”, un estudiante utilizé
letras y paréntesis para representar la relacion entre dobleces y marcas.

Con esta investigacion, Giraldo (2020) recomienda proponer tareas que contengan
patrones visuales y usen materiales concretos ya que estos generaron en sus estudiantes
mayor interés y les permitieron acercarse con facilidad a la simbolizacion algebraica, a
diferencia de las tareas de lectura, pues estas se les dificultd. También recomienda que se
utilicen enunciados de situaciones reales cercanos a los estudiantes, como un camino para
darle un significado y aplicacion a las matematicas, tal como lo plantea la Educacion
Matematica Realista.

Por su lado, Forigua y Velandia (2015), en su investigacion titulada “Sobre la
interpretacion y uso de la letra como numero generalizado en tareas y actividades sobre

generalizacion de patrones: Reporte de una experiencia con estudiantes de grado octavo (13-



15 afos)” (p. 1). Llevaron a cabo un proyecto con el objetivo de describir y analizar la
compresion que tienen algunos estudiantes de grado octavo sobre la letra como numero
generalizado, a través de tareas de generalizacion de patrones. El estudio, con un enfoque
cualitativo descriptivo e interpretativo, explora cdmo los estudiantes comprenden y emplean la
letra en este contexto. Los autores argumentan que la ensefianza del algebra puede integrarse
en la educacion a través de tareas que permitan a los estudiantes observar, verbalizar y
registrar sus generalizaciones de manera simbolica.

Al finalizar el estudio, sefialan que los estudiantes de octavo aln no han consolidado el
uso de la letra como nimero generalizado. Destacan la necesidad de facilitar un transito
gradual entre los distintos lenguajes matematicos (gréafico, natural, aritmético y algebraico) para
desarrollar una comprension significativa del algebra.

Subrayan la importancia de que las tareas permitan representar relaciones mediante
gréficos, tablas, ecuaciones y descripciones verbales, ya que estas herramientas estimulan la
capacidad de ver lo general en lo particular, un aspecto importante para el pensamiento
algebraico.

Siguiendo por esta linea, Popayan (2016) mediante su investigacién “Situaciones
didacticas en el aprendizaje de las expresiones algebraicas para la conversion del lenguaje
cotidiano al lenguaje algebraico” (p.1), expresa su preocupacion por las dificultades que tienen
los estudiantes al plantear y resolver problemas, especialmente en lo que refiere a la
representacion y comunicacion matematica mediante lenguaje algebraico. La habilidad para
traducir situaciones cotidianas en expresiones algebraicas es crucial tanto para el desarrollo
matematico como para la vida diaria.

Esta preocupacion surge de los bajos resultados en las pruebas Saber del grado
noveno de la Institucion Educativa Isaias Gamboa, particularmente en el componente
variacional. Para abordar estas dificultades, el autor propone una intervencion basada en la

teoria de las situaciones didacticas de Guy Brousseau (1997), que busca potenciar el



aprendizaje a través de actividades estructuradas. Esta teoria promueve la construccién activa
de conocimientos por parte de los estudiantes y fomenta un ambiente de aprendizaje
colaborativo.

Al finalizar el estudio, Popayan (2016) observa un impacto positivo en los estudiantes,
quienes experimentan un crecimiento en su capacidad de resolver problemas matematicos. El
estudio muestra que, tras la implementacion de las situaciones didacticas, los estudiantes del
grupo experimental mejoraron significativamente, tanto en la comprension del lenguaje
algebraico como en la capacidad de comunicar mateméaticamente sus ideas. El proceso de
aprendizaje se organiza en fases: accion individual, formulacién cooperativa y validacién de

resultados, lo que fomenta un clima de aprendizaje colaborativo y autbnomo.



2. Marcos de referencia

Este capitulo presenta las bases tedricas para la construccion del material didactico. En
primer lugar, se revisan los Lineamientos Curriculares de Matematicas [LCM] (MEN, 1998) y
los Estandares Basicos de Competencia en Matematicas [EBCM] (MEN, 2006), para atender a
sus planteamientos sobre la ensefianza y aprendizaje de las expresiones algebraicas, y para
conocer sugerencias de como lograrlo. En segundo lugar, y a partir de lo encontrado en los
documentos curriculares, se construye un marco matematico, que precisa definiciones y
teoremas alrededor del estudio de las expresiones algebraicas. En seguida se presenta el
marco relacionado con los obstaculos, dificultades y errores en el aprendizaje de las
matematicas, se explica cada uno de estos tres conceptos y el modo en que se relacionan, asi
mismo, se especifica cuales de ellos se manifiestan en el caso particular del aprendizaje de las
expresiones algebraicas. En cuarto lugar, se incorporan aspectos de las propuestas del Grupo
Azarquiel (1993) y de Mason et al. (2014) sobre la generalizacion y la simbolizacién algebraica
en el ambito escolar. Por ultimo, se precisa cual sera el material didactico que se construira y
que elementos deberia contener.

2.1. Marco Curricular

Los LCM y los EBCM son referentes comunes para el disefio de curriculos de
Matematicas en Colombia y toman una postura didactica y pedagégica sobre qué ensefar en
matematicas, cuando, por qué y para qué ensefarlo. En consecuencia y coherencia con lo
propuesto para la educacion colombiana, se han buscado orientaciones en esos documentos
sobre el aprendizaje y ensefianza de las expresiones algebraicas.

Los LCM direccionan la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, en particular de
las expresiones algebraicas, a pensar matematicamente, es decir, que los estudiantes, con las
orientaciones y propuestas didacticas del profesor, desarrollen los pensamientos y procesos

generales matematicos, a saber: los pensamientos numeérico, variacional, aleatorio, espacial y



métrico, y los procesos de argumentacién, modelacién, planteamiento y resolucién de
problemas, comunicacion y elaboracion, ejercitacion y comparacion de procedimientos. De
modo que, con ese pensamiento matematico, los estudiantes exploren la realidad, la
representen, la expliguen y la predigan, asimismo, puedan tomar decisiones, enfrentarse a
situaciones nuevas, exponer opiniones y ser receptivo a las de los demas (MEN, 1998).

En esa direccién, es importante lograr mostrar a los estudiantes que las mateméticas no
solo viven en la clase, sino que van mucho mas alla, ya que estas brindan herramientas para
entender y actuar en la realidad.

Especificamente, los LCM relacionan arménicamente los contenidos del algebra con el
pensamiento variacional, ya que estan estrechamente vinculados con el estudio del cambio.
Algunos de los contenidos del algebra que estan asociados con el estudio del cambio son las
funciones y sus representaciones, la variable y sus significados, y la igualdad y las ecuaciones.

El Pensamiento variacional refiere a la capacidad de comprender y analizar de qué
manera cambian las cantidades y las magnitudes en diferentes contextos. Este pensamiento es
de gran potencial para estudiar los diferentes fendbmenos cambiantes de este mundo.
Justamente la cuantificacion del cambio es lo que se denomina variacién, e involucra varios
conceptos matematicos centrales que estan interconectados. El MEN (1998) identifica algunos
de esos conceptos:

e Continuo numérico y procesos infinitos: Incluye conceptos de niumeros reales,
tendencias y aproximaciones sucesivas;

e Funcion como dependencia y modelos de funcion: Cémo una cantidad depende
de otra y los diferentes modelos matematicos para representar esta
dependencia;

e Magnitudes: como la longitud, la masa, el tiempo, la temperatura, etc;

e Algebra simbdlica: Uso de simbolos y variables para representar relaciones

matematicas, liberado de significaciones geométricas.



e Modelos matematicos de tipos de variacion: Incluye variacion aditiva,
multiplicativa, y métodos para medir cambios absolutos y relativos. La
proporcionalidad aqui juega un papel importante.

En concreto, dentro del algebra simbdlica, estan las expresiones algebraicas, como
sistema de representacion. Este sistema junto a otros, como los enunciados verbales, tablas de
datos, las gréficas cartesianas, representaciones pictéricas e iconicas, y las expresiones
analiticas, son formas de interpretar y comunicar situaciones de variacion y también de resolver
y plantear problemas.

En la misma direccién que los LCM, los EBCM amplian sus planteamientos y
establecen una organizacién en términos de “situaciones deseadas” o “estandares” en cuanto a
lo que se espera que todos los estudiantes aprendan en cada una de las areas, particularmente
en matematicas, a lo largo de su paso por la educacién escolar colombiana (MEN, 2006, p. 11).
Los EBCM establecen estandares por grupos de grados: 1a3,4a5,6a7,8a9,y10a1l.

En relacion con las expresiones algebraicas, los EBCM mencionan que “el algebra es
un sistema potente de representacion y de descripcion de fenébmenos de variacién y cambio y
no solamente un juego formal de simbolos no interpretados, por Utiles, ingeniosos e
interesantes que sean dichos juegos” (MEN, 2006, p. 68).

Se han rastreado algunos de los estandares que abordan el trabajo con expresiones

algebraicas Tabla 1.

Tabla 1. Algunos estandares relativos a las expresiones algebraicas

Pensamiento variacional y sistemas algebraicos y simbdlicos

Sexto a séptimo e Utilizo métodos informales (ensayo y error,
complementacion) en la solucion de ecuaciones




e Construyo expresiones algebraicas equivalentes a una
expresion algebraica dada.

e |dentifico relaciones entre propiedades de las graficas y
propiedades de las ecuaciones algebraicas.

e Uso procesos inductivos y lenguaje algebraico para

Octavo a noveno formular y poner a prueba conjeturas.
e Modelo situaciones de variacibn con funciones
polinémicas.

e Identifico la relacion entre los cambios en los parametros
de la representacion algebraica de una familia de
funciones y los cambios en las gréficas que las
representan.

Nota. Datos tomados de MEN (2006, pp. 85-87). Disefio de tabla propio.

Teniendo en cuenta lo anterior, desde la perspectiva curricular, se evidencia que las
expresiones algebraicas tienen un lugar importante en la escuela, y su ensefianza va mas alla
de la manipulacion de simbolos. Como menciona el MEN (2006), el dlgebra es una herramienta
poderosa de representacion. Por lo tanto, las propuestas de ensefianza del algebra deben
enfocarse en comprender y resaltar la utilidad y las ventajas de los simbolos algebraicos. En
este sentido, el material didactico que se desarrollara incorporara estas recomendaciones,
planteando situaciones en las que se evidencie la utilidad practica de las expresiones
algebraicas en la comprensién y resolucion de problemas.

2.2. Marco matematico

En los documentos curriculares colombianos se destacan algunos conceptos para el
desarrollo del pensamiento variacional, tales como "expresion algebraica" y las propiedades de
los nimeros reales. En este apartado, se define que es una expresion, desde el formalismo
matematico, y cual es la estructura de los nimeros reales. Adicional a estos conceptos, se
define sucesion, debido a que su uso se tiene en cuenta en la propuesta de material que se
disefia.

En el documento Logica y Teoria de Conjuntos (Ivorra, s.f.), se define “expresion”, para

lo cual se precisa qué es un lenguaje formal y qué es un modelo de un lenguaje formal.



En pocas palabras, un lenguaje formal es un conjunto de signos categorizados que
sirven para denotar constantes, variables, funciones, relaciones, tablas de valores de verdad y
descriptores. Gracias a los lenguajes formales se puede escribir e interpretar de manera
precisa una teoria matematica, ademas de desarrollarla. Los significados de una teoria
matematica son asignados a los signos de un lenguaje formal a través de un conjunto de
criterios, llamado modelo de un lenguaje formal.

A continuacion, se presentan algunas definiciones relacionadas con el lenguaje formal,
tomadas y adaptadas de Ivorra (s.f.).

Definicion 1. Un lenguaje formal de primer orden L es una coleccion de signos divididos
en las siguientes categorias:

Variables: son signos destinados a tener una interpretacion de variables. Un lenguaje £
debe tener infinitas variables. A cada variable se le debe asignar un numero natural unico, el
cual denominaremos su indice. De manera estandar se simbolizaran las variables asi x;.

Constantes: son signos destinados a nombrar objetos. Un lenguaje £ puede incluir una
cantidad ilimitada de constantes, desde ninguna hasta infinitas. Cada constante debe tener
asociado un indice natural. De manera estandar se simbolizaran las variables asi c;.

Relatores: son signos destinados a nombrar relaciones. Cada relator debe tener
asociado un numero natural no nulo, que se llama rango. los relatores de rango n también se
conoce como relatores n-adicos. A Cada relator n-adico se le debe asignar un indice unico.
Comunmente se simbolizara los relatores asi R}*. Todo lenguaje formal debe tener al menos el
relator diadico R3, al que llamaremos igualador o =.

Funtores: son signos destinados a nombrar funciones. Cada funtor debe tener asociado
un numero natural no nulo, que se llama rango. Los funtores de rango también se conocen
como funtores n-adicos. Cada funtor n-adico debe llevar asociado un indice distinto. De manera

estandar se simbolizara los relatores asi f;".



Conectores logicos: son signos disefiados para formar nuevas afirmaciones a partir de
otras. Su significado no corresponde a un objeto, una relacién o una funcion, sino a una tabla
de verdad. Se pude comenzar solo estableciendo el conector =y — y a partir de estos y otros
signos definir A, Vy ©.

Cuantificadores: en cada lenguaje formal habra dos signos llamados cuantificadores,
uno universal que se lee “para todo”, y otro existencial V, que se lee “existe”. Un lenguaje
formal puede empezar empleando solo el cuantificador universal, y con su ayuda, junto a otros
signos, se puede establecer la definicidn del cuantificador existencial

Descriptor: el descriptor | sera un signo que utilizaremos para identificar un objeto
basandonos en una propiedad que lo distinga. Una expresion de la forma x|P(x) se lee “el
unico x que cumple la propiedad P(x)” de este tipo se llaman descripciones. En el caso que x
no tenga un unico valor o no tenga ninguno, se dira que la descripcidon es impropia en el
modelo.

Con un lenguaje formal se pueden construir cadenas de signos, algunas tendran sentido
y otras no. Las que tienen sentido se llaman expresiones y con ellas se pueden nombrar
objetos o afirmar algo. A las que nombran se les denominan términos y a las que afirman,
férmulas.

Formalmente,

Definicion 2. Sea £ un lenguaje formal. Una cadena de signos de £ es una sucesion
finita de signos de £ repetidos o no y en un cierto orden.

Definicién 3. Una cadena de signos de un lenguaje formal £ es una expresion si es un
término o una férmula de £. Para probarse si una cadena de signos es una expresion debe
construirse a partir de las siguientes reglas (t; representa a un término; «, 8, ... representan
férmulas).

a) x; es untérmino

b) ¢; es un termino



c) R}'ty ..t, [relator de rango n e indice i] es una férmula
d) f*t; ..t, [funtor de rango n e indice i] es un término
e) - es una formula

f) — ap esunafoérmula

g) Ax; a es una férmula

h) |x;a es un término (si es que L tiene descriptor)” (p.27).

La forma en como se escribieron las anteriores reglas simplifican la gramatica, porque
evita escribir paréntesis, pero es extrafia para muchos lectores. Por eso existen unos convenios
de notacion que establecen formas diferentes, pero conocidas, para referirse a expresiones de
un lenguaje formal. A continuacién, se presentan los convenios descritos por Ivorra (s.f.). " ="

denota que dos cadenas son idénticas

a) capf=((@->p)

b) |xia = (xi|a)

C) =tit, = (t1 =ty)

d) =ty =t) = (t # t3)

e) (na »B)=(aVvP)
f) (—|0(V —|B) = ((Z/\B)

g9) —-Ax;jma = Vx;a
Como anotacion, en la Definicién 3 se menciona que toda variable y toda constante es
un término y que, para obtener una férmula, se necesita un relator.
Un resumen lo presentado anteriormente es

llustracién 1: Resumen

términos
formulas
no expresiones

. , expresiones {
signos — cadena de signos

Un lenguaje formal es util para escribir una teoria matematica porque precisa en el
significado que se necesita, ademas de que, al definirse unas reglas de inferencia para obtener

cadenas de signos de la cadena de signos existentes, se logra desarrollar y obtener nuevas



ideas en dicha teoria. Para asignar significado de una teoria matematica a los signos de un

lenguaje formal, es necesario hablar de modelo de lenguaje formal.

a > DN

Definicion 4. Un modelo M de un lenguaje formal £ viene determinado por:

Una coleccién de objetos U llamada universo de M. La coleccion U ha de tener al menos
un objeto.

Un criterio que asocie a cada constante ¢ de £ un objeto M(c) de U.

Un criterio que asocie a cada relator n-adico R}* de £ una relacién n-adica M(R}*) en U.
Un criterio que asocie a cada funtor n-adico f;"* de £ una funcién n-adica M(f;"*) en U

Un elemento d de U al que llamaremos descripcion impropia de M

Mediante la definicién de un lenguaje formal, unas reglas de inferencia (que no se

incluyen aqui) y un modelo de ese lenguaje, se establece un sistema formal y un modelo que

abarcan los significados asociados a la estructura de los nimeros reales. Se hace referencia a

esta estructura porque sus propiedades seran las que los estudiantes representen y utilicen a

través de expresiones

El lenguaje formal £ del cual se parte es el siguiente

Variables: a, b, c, ...

Constantes: 0y 1

Funtores: dos funtores diadicos + y - y un funtor monadico —
Relatores: relatores diadicos <, €y =

Cuantificadores: V

Teniendo como referencia el libro de Duefias y Rubio (2015), se muestra como estos

signos permiten expresar afirmaciones de la teoria de la estructura de los nimeros reales.

Se comienza con un conjunto R, en el cual se definen las operaciones + vy - y la relacion

de orden <. Si R con las dos operaciones y la relacion mencionadas cumplen los axiomas de

cuerpo, los axiomas de orden y el axioma de completez, entonces se dice que la estructura

(R' +'

-, <) es el cuerpo ordenado y completo de los nimeros reales.

Axiomas de cuerpo:



Paratodoa,b y c € R, se tiene
1. Las operaciones estan bien definidas en R: a + b y a - b son elementos de R
2. Conmutatividadde +y-:a+b=b+aya-b=b-a
3. Asociatividadde +y- :(a+b)+c=a+b+c)y(a-b)-c=a-(b-c)
4. Distributividad de - respectoa+:a-(b+c)=a-b+a-c
5. Existencia de modulos para +y-: ExistenOylenR,0# 1,talesquea+0=ay
a-1=a.
6. Existencia del elemento opuesto: Para cada niumero a, existe un numero y en R tal
que.
7. Existencia del Elemento Inverso Multiplicativo: Para cada nimero a # 0 existe un
namero y en Rtalquea-y = 1.
Axiomas de orden:
Sea P (conjunto de los positivos) un subconjunto de R.
8. Siayb € P, entonces a + by ab también estan en P.
9. Sia # 0, entonces se tiene una y solo una de las siguientes posibilidades: a € P o
—a € P.
10.0¢ P
Axioma de completez o de la minima cota superior
Definicion 4. Sea A un subconjunto de los reales. Se dice que b € R es una cota
superior (o inferior) de A sib > x (b < x), parta todo x que pertenece a A.
Cuando A posee cotas superiores (inferiores) se dice que A es acotado superiormente
(inferiormente).
Definicion 5. Sea A un subconjunto de los nimeros reales. Decimos que el nimero real
b es el supremo (infimo) de A si:

b es la menor de las cotas superiores de A. (b es la mayor de las cotas inferiores de A)



Simbdlicamente, se escribe: b = SupA (b = InfA).
Decir que “b es la menor de las cotas superiores de A” significa que b es cota superior
de Ay, si y es cota superior de 4, entonces b < y.
Definicion: Sea A un conjunto de nimeros reales. Decimos que numero real b es
maximo (minimo) de Asib = SupAyb € A(b=InfAyb € A).
11. Si A es un subconjunto de nimeros reales, no vacio y A esta acotado
superiormente, entonces A tiene minima cota superior: SupA.
Algunos teoremas que se demuestran con los anteriores axiomas y algunas definiciones
para precisar algunos de sus elementos son:
e Siab,cesttnenRya+b=a+c, entoncesh =c
e Dadosa,b enR, existeun tnicoxenR,talquea+x=»b
Definicién: Se notara b — a al nimero x solucion de la ecuacion a +x = b. Sib =
0,entoncesa+x =0y asix =0 —a = —a, el cual se llamara el inverso aditivo
de a, o el opuesto de a.
e Paratodoa,benR,a—b=a+ (—b)
e Paratodoa,benR, —(—a)=a
e Paratodoa,benR, —(—a)=a
e ParatodoaenR,a-0=0
e Paratodoa,benR,—(a-b)=—a-b
e Paratodoa,b,cenR, (a+b)-c=ac+ bc
e Paratodoa,b,cenR,a-(b—c)=ac—bc
e Sia,bceR,a#+0ya-b=a-c,entoncesbh =c

e Dadosa,benR,a=#0,existe untnicox enR,talquea-x=»b



. e e . b , .y .. .
Definicion 6. Se notara - al nimero x solucion de la ecuaciona-x=b,a #0.Sib =1,

entoncesa-x =1yasix = % el cual se notara por a~! y se llamara el inverso multiplicativo de
a, o el reciproco de a.

e SigbeR,a=#0, entonces% =b-al

e Sia # 0, entonces a™? tiene inverso y es a.

e Seana,beR.Sia-b=0,entoncesa=00b =0.

e Dadosa,benR,(—a)-(-b)=a-b

e SiabeRya-b+0,entonces (a-b)t=atp 1

e SiabcdeER b#0yd=*0, entonces%+§: a-:f:dc.b
. a ¢ a-c
° s.a,b,c,deR,bthydth,entonces;-E—ﬁ.

e a+t+a=2a
Definicion 7. a™, significa que a™**! =a"-a
e a’—b?>=(a—b)(a+b)
e a"—b"=(a—b)(@ ' +a" b+ +ab™ %+ b1

Por otro lado, como se indicé en la introduccién de este apartado, se incluye la
definicion de sucesién, debido a que incluye en la propuesta de material didactico [ver capitulo
4].

Definicion 8. Una sucesién es una funcién cuyo dominio son los nimeros naturales y
codominio es un conjunto X, que puede ser el conjunto de los numeros naturales, los racionales
o los reales.

Existen diferentes notaciones para indicar una sucesion, por ejemplo, {a,}, donde a,, se
refiere al término general de la posicion n-enésima.

Para finalizar este apartado, se considera que conocer los conceptos u objetos

matematicos desde lo formal es fundamental para disefar una propuesta de ensefanza. Este



conocimiento permite al docente tener seguridad y dominio sobre el tema, lo que facilita
abordarlo de manera clara y significativa. Ademas, el dominio matematico le permite anticipar
dificultades, ofrecer diversos enfoques para resolver problemas, y estar preparado para
responder a preguntas inesperadas o aclarar posibles confusiones de los estudiantes. Por
estas razones, la construccion de este marco tedrico es importante para el desarrollo de esta
monografia.

2.3. Historia de la simbolizacion algebraica

De acuerdo con Martin (2017) la evolucion de los simbolos algebraicos se puede
clasificar en tres periodos (Retdrico, Sincopado y Simbdlico). El periodo retorico se caracteriza
por la construccion de expresiones haciendo uso de palabras. En el periodo sincopado se
empieza a identificar abreviaturas y en el periodo simbdlico, que abarca desde el siglo XVI
hasta hoy, se usan diferentes simbolos y operaciones.

En el Papiro Rhind se puede identificar simbolos representados mediante palabras. Por
ejemplo, utilizaban el término montdn para referirse a la incognita de una ecuacién. Adicional,
para resolver estas ecuaciones utilizaba un método llamado la falsa posicién en el cual se parte
de un valor inicial y este se ajusta para poder encontrar el valor real. Por su lado, Al-Khwarizm?
introdujo la palabra "shay" (que significa cosa) para representar cantidades desconocidas.
También, llamo raices o tesoros a los numeros que al multiplicarse por si mismo producen
otros nimeros y llamé nimeraos simples o Dirhams a los nidmeros que no se multiplican por si
mismos para obtener otro niumero.

Diofanto es uno de los primeros matematicos en utilizar algunas abreviaturas. Martin
(2017) presenta algunos de esos simbolos como te¢ y Lo que representaban la palabra igual
También, hace uso de simbolos para representar una incégnita, por ejemplo, AY representaba
lo que hoy se conoce como x? . Por su lado, Carneiro de Andrade (2000) menciona que Al —

Qalasadi fue un gran exponente de la etapa sincopado y para representar el concepto igual



utiliza la dltima letra de la palabra "adala". También a los términos primera potencia y el
cuadrado les designaban la primera letra de las palabras "Say" y "Mal” respectivamente.

En una etapa posterior, Vieta, exponente del periodo simbdlico, introduce una notacion
considerablemente mas adecuada. Segun Martin (2017), comenzé a distinguir entre las
incognitas, representadas por vocales, y los coeficientes indeterminados, denotados por
consonantes. Por ejemplo, aaa representaba a®. Ademas, segtin Davila (2003), Descartes
desarrollé un sistema de notacidn para representar cantidades conocidas e incognitas en sus
trabajos matematicos. Utiliz6 las primeras letras del alfabeto para las cantidades conocidas y
las dltimas letras para las incognitas.

Teniendo en cuenta lo anterior, se puede evidenciar que la nocién de expresion
algebraica no es facil de comprender. Ademas, desde una perspectiva histdrica, se observa
gue la simbologia que utilizamos actualmente ha pasado por el trabajo de diversos
matematicos y ha tardado muchos afos en llegar a la forma que conocemos hoy. La
ensefianza de estas expresiones no deberia ser de manera apresurada. Ademas, es
fundamental considerar las transformaciones que han tenido, desde enunciados verbales hasta

la adopcion de una simbologia formal.

2.4. Marco didactico

El estudio de las matematicas escolares tiene sus obstaculos, motivos que impiden que
se pueda avanzar en el aprendizaje y también tiene sus dificultades, motivos que hacen que
aprender matematicas no sea tan facil.

La existencia de dificultades u obstaculos en los estudiantes se puede identificar cuando
comenten errores. Los errores son los sintomas de una dificultad o un obstaculo. Socas (2000)
afirma que tanto los obstaculos como las dificultades estan inherentemente ligados en el
proceso de ensefianza y el aprendizaje del algebra y estos a su vez generan que los

estudiantes comentan errores. Recordemos que la autora de esta monografia en su etapa



escolar cometi6 el error de despejar la variable x de varias funciones, cuando lo que debia
realizar era un procedimiento asociado al estudio de las funciones, no relacionado al de las
ecuaciones. Ella recuerda las representaciones de las funciones que despejé estaban
precedidas de solo una frase “Desarrollar”, y pues ella las desarrollé con los conocimientos que
tenia.

Conocer las dificultades, obstaculos y errores permite a los profesores proponer
caminos que faciliten el aprendizaje de las matematicas, en particular del &lgebra, y mostrar el
provecho de estudiar esta disciplina. A continuacion, se aborda con mayor detenimiento estos
tres elementos. Después, se identifican dificultades, obstaculos y errores en la ensefianza y
aprendizaje de expresiones algebraicas [objeto de estudio de esta monografia] y se propone un
camino de aprendizaje, que es la ruta de la organizacién del material didactico.

2.4.1. Obstéaculos

Se entiende obstaculo, en el contexto del aprendizaje de las matematicas, como un
conocimiento previo que funciona en cierto escenario para dar respuestas y procedimientos
correctos, pero fuera de este provoca resultados incorrectos (Socas, 2000, p. 137). Un
obstaculo aparece cuando se aprende un contenido matematico que se relaciona con un
conocimiento previo.

Brousseau (1976) distingue varios tipos de obstaculos segun su origen.

El primer tipo son los obstaculos de origen ontogénico o psicogénico. Estos son
aqguellos que ocurren porque el sujeto tiene limitaciones en su desarrollo, como padecimientos
neuroldgicos. De este modo, los estudiantes con obstaculos ontogénicos pueden tener
impedimentos para comprender conceptos matematicos fundamentales debido a limitaciones
en su capacidad para procesar informacion o desarrollar conexiones légicas. También pueden
requerir mas tiempo o métodos de ensefianza alternativos para asimilar los conceptos

matematicos.



El segundo tipo de obstaculos son de origen didactico. Son causados principalmente
por decisiones especificas que se toman al disefiar el plan de estudios o el enfoque de
ensefianza en un sistema educativo. Este obstaculo es un problema didactico y sociocultural, lo
gue sugiere que no solo se trata de cdmo se ensefian los objetos sino también de algunos
factores sociales y culturales que pueden influir en el aprendizaje.

El tercer tipo de obstaculos son de origen epistemoldgico. Estos son aquellos que hacen
parte del conocimiento objetivo, no pueden evitarse porque son necesarios para entender el
concepto correctamente. Estos obstaculos estan presentes en la historia de los objetos que se
estudian.

Por otro lado, Tall como se cité en Palarea (1998) presenta dos tipos de obstaculos
diferentes a los que plantea Brousseau.

Por un lado, propone los obstaculos basados en la secuencia de un tema. Esto significa
gue algunos conceptos en matematicas tienen diferentes niveles de complejidad. Es importante
comprenderlos para pensar en un orden adecuado para su abordamiento y evitar asi barreras
en el aprendizaje del concepto.

Por el otro lado, plantea obstaculos basados sobre casos simples. Esto se refiere a
limitar al estudiante a tareas simples durante mucho tiempo antes de pasar a problemas mas
dificiles. Aunque los casos simples pueden ser mas faciles de entender al principio, si se queda
en ellos por mucho tiempo, los estudiantes no sabran cémo enfrentarse a problemas mas
complicados.

2.4.2. Dificultades.

Teniendo en cuenta los planteamientos de Socas (2000), se entiende a las dificultades,
en el contexto del aprendizaje de las matematicas, como inconvenientes que retrasan la
asimilacién de un conocimiento o el desarrollo de diferentes procesos. Las dificultades suelen

surgir cuando los estudiantes enfrentan la introduccién de nuevos conceptos, ya que en este



momento deben ajustar sus esquemas mentales previos, reorganizar la informacion y conectar
el nuevo conocimiento con lo ya adquirido.

Segun Socas, la mayoria de los estudiantes, si no todos, experimentan dificultades al
aprender Matematicas. Estas dificultades pueden manifestarse de diversas maneras durante el
proceso de ensefianza y aprendizaje y estan asociadas a: (1) La complejidad de los objetos de
las Mateméticas. (2) Los procesos de pensamiento matematico. (3) Los procesos de
ensefianza desarrollados para el aprendizaje de las Mateméticas. (4) Los procesos de
desarrollo cognitivo de los alumnos. (5) Las actitudes afectivas y emocionales hacia las
Matematicas.

2.4.2.1. Dificultades relacionadas con la complejidad de los conceptos
matematicos.

Estas dificultades tienen su origen en el lenguaje, asi como en la naturaleza técnica y
abstracta de los conceptos matematicos. En particular, una de las principales causas es la
diferencia fundamental entre el lenguaje matematico y el lenguaje cotidiano, lo que puede
generar confusién durante el aprendizaje. Esto ocurre, por ejemplo, con palabras que tienen un
significado en la vida diaria y otro en el contexto matematico, como 'funcion’, 'integral’ o 'raiz’,
entre muchas otras.

Siguiendo por esta linea, mientras que el lenguaje cotidiano puede ser flexible en su
interpretacion, permitiendo incluso errores gramaticales u ortograficos sin perder el significado,
el lenguaje matematico es estricto y preciso, lo que no permite errores al construir expresiones
matematicas porque cambiaria su significado o intencién.

Por otra parte, la matematica se basa en reglas y definiciones precisas. Cada término
matematico tiene una definicion exacta y cada paso en un razonamiento matematico debe ser
riguroso y valido. Ademas, muchos conceptos matematicos no son intuitivos y pueden requerir
un esfuerzo significativo para ser comprendidos.

2.4.2.2. Dificultad asociada a los procesos de pensamiento matematico.



Las matematicas pueden resultar dificiles porque son légicas y requieren un tipo
especifico de pensamiento. Una de las partes complejas es entender como se llega a una
conclusion usando la légica, especialmente cuando se trata de argumentos formales y
deductivos.

A veces, en la ensefanza de las matematicas se omiten las demostraciones formales,
pero aun asi es crucial entender el razonamiento logico. Es importante practicar como seguir un
argumento logico, lo cual se puede lograr haciendo conjeturas y usando ejemplos.

Sin embargo, estas practicas informales no deben reemplazar el desarrollo del
pensamiento légico en si. Ademas, hay diferencias entre la "légica escolar" que se ensefa en
las clases y la "légica social" que usamos en la vida diaria. Esto puede confundir a los
estudiantes y hacer que les resulte mas dificil entender las matematicas.

2.4.2.3. Dificultades relacionadas con los métodos de ensefianza.

Socas (2000) menciona que las dificultades en la ensefianza de Matematicas estan
relacionadas con la escuela, el plan de estudios y como se ensefa. La escuela debe
organizarse de manera que ayude a los estudiantes con el aprendizaje de Matematicas. Esto
incluye tener buenos materiales de estudio, recursos y formas de ensefianza que se adapten a
cada estudiante.

El plan de estudios puede hacer que sea dificil el aprendizaje de las Matematicas si en
su elaboracion no se consideran cuatro aspectos importantes: las habilidades necesarias, lo
que los estudiantes han aprendido antes, lo abstracto del contenido y cémo funciona
l6gicamente. Los métodos de ensefianza también son importantes y deben conectarse con
cémo la escuela esta organizada y lo que se esta ensefiando. Es importante que el lenguaje
usado sea entendible para los estudiantes, que el orden de lo que se ensefia tenga sentido,
que se respeten las diferencias entre los estudiantes y que haya recursos adecuados, para
entender mejor los conceptos, las instrucciones, y a su vez el aprendizaje.

2.4.2.4. Dificultades relacionadas con el desarrollo cognitivo de los estudiantes.



Esta dificultad esta relacionada en cémo los estudiantes desarrollan su capacidad para
aprender y comprender las matematicas. Los profesores necesitan comprender en qué etapa
de desarrollo cognitivo se encuentran los alumnos aclarando que no es la misma edad fisica
para poder ensefarles de manera efectiva. Hay diferentes teorias que explican como se
desarrolla el pensamiento matematico en los estudiantes, pero no todas estas teorias se
aplican directamente en las aulas. Entender estas teorias puede ayudar a los profesores a
disefiar mejor sus lecciones y materiales de ensefianza.

2.4.2.5. Dificultades relacionadas con las actitudes y emociones hacia las
Matemaéticas.

Muchos estudiantes, incluso aquellos que son buenos en matematicas, a veces no se
sienten cdmodos con las Matematicas. Esto puede ser debido a cdmo se esta ensefiando
Matematicas, la actitud de los profesores y lo que los padres piensan sobre la materia. Estos
factores pueden hacer que los estudiantes se sientan nerviosos y preocupados, lo que puede
afectar cdmo les va en Matematicas.

Sentir ansiedad y miedo de no tener éxito son emociones comunes relacionadas con las
Matematicas. Estos sentimientos pueden surgir porque se piensa que las Matematicas son
dificiles de entender y no se ven en la vida cotidiana. Esto puede hacer que los estudiantes se
sientan inseguros y abrumados. Ademas, las ideas negativas sobre las Matematicas que se
transmiten de generacion en generacién también pueden aumentar esta ansiedad y miedo,
creando un ambiente donde no es facil aprender y explorar las Matematicas.

2.4.3. Errores.

Un exponente que habla sobre los errores es Popper (como se cité en Socas, 2000)
quien dice que el error no se limita solo a las mateméticas y que no hay un conjunto de reglas
fijas para saber siempre qué es verdad. Sin embargo, la claridad y la coherencia pueden
ayudar a detectar errores en afirmaciones o argumentos. En mateméticas, es mas facil notar

errores porque cada problema tiene respuestas correctas y cualquier respuesta fuera de ese



rango se considera incorrecta. Por otra parte, Socas (2000) sugiere que los errores pueden
ayudar al aprendizaje, no surgen por casualidad, y es importante cambiar la actitud hacia ellos,
anticipandolos en lugar de culpar a los estudiantes.

El autor menciona que es importante que los docentes analicen y estudien estos
errores, ya que les informan sobre cémo los estudiantes interpretan los problemas y usan los
procedimientos en matematicos para resolverlos, puede ayudar a los docentes a disefiar
estrategias mas efectivas para remediar estos problemas.

2.4.4. Obstaculos, dificultades y errores en el aprendizaje del Algebra

Socas (2000) menciona que los errores pueden nacer de dificultades cuando los
estudiantes estan aprendiendo un tema nuevo o pueden surgir de obstaculos cuando estan
trabajando con un conocimiento previo. A continuacion, se presentan algunos errores
presentes en el proceso de ensefianza y aprendizaje del algebra.

2.4.4.1. Algunos errores que tienen su origen en obstaculos.

Autores como Socas (2000) y Ruano et al. (2008) han identificado un error comun entre
algunos estudiantes al aprender Algebra, especificamente con las expresiones algebraicas, y
es la necesidad de clausurar. Algunos estudiantes, al encontrarse con una expresion
algebraica, la perciben como incompleta o necesitan mas operaciones por varios términos. Esto
indica una inclinacién por "cerrar" las expresiones, es decir, a transformarlas en un solo
término. Por ejemplo, frente a la expresion 3a + 2b, algunos estudiantes podrian intentar
escribir 6ab, o que evidencia su resistencia a aceptar que las expresiones algebraicas puedan
mantenerse abiertas.

Otro error comun en algebra es la confusion con la "concatenacion", que se refiere a
colocar dos simbolos uno después del otro. Esta idea puede resultar dificil para los estudiantes
principiantes. En aritmética, la concatenacion suele significar agregar nimeros juntos, como en

la numeracién posicional (por ejemplo, 23). Sin embargo, en algebra, la concatenacién



representa la multiplicacion en lugar de la adicion. Esto puede llevar a los estudiantes, ante
expresiones como x = 3, a pensar erroneamente que 2x significa 23 en lugar de 2 x 3.

Por otro lado, Ruano et al. (2008) identifican que los estudiantes comenten errores
cuando realizan cambios de registro, especialmente cuando tratan pasar una expresién retorica
a simbdlica. Por ejemplo, ante la situacién “Maria tiene 8 libros en su estanteria y decide
comprar 4 veces mas libros que el nimero que ya tenia. Después, ella regala 10 libros a la
biblioteca. ¢ Cuantos libros le quedan a Maria?” los estudiantes pueden expresarlo como
8+4—10envezde 8+ (4 x8) —10.

2.4.4.2. Errores que tienen su origen en ausencia de significado.

Estos errores ocurren cuando los estudiantes enfrentan dificultades debido a la falta de
comprension del significado detras de los conceptos matematicos que estan aprendiendo. Esta
falta de sentido puede manifestarse en diferentes etapas de desarrollo como la semidtica,
estructural y autébnoma.

Semidtico: En esta etapa, los estudiantes estan aprendiendo los signos y simbolos
matematicos basicos y cdmo se relacionan entre si. Los errores en esta etapa pueden surgir
debido a una comprensién limitada de como interpretar correctamente estos simbolos. Por
ejemplo, los estudiantes pueden interpretar incorrectamente el simbolo de exponente y pensar
que 52 = 5x2.

Estructural: Aqui los estudiantes empiezan a entender como los diferentes elementos
matematicos se organizan y se relacionan entre si para formar estructuras mas complejas. Los
errores en esta etapa pueden deberse a dificultades para comprender como estas estructuras
interactuan y se aplican en situaciones matematicas variadas. Por ejemplo, los estudiantes
pueden no identificar u operar los términos semejantes en una ecuacion.

Auténomo: En la etapa auténoma, los estudiantes pueden aplicar flexiblemente los
conceptos matematicos en diferentes contextos. Sin embargo, los errores aun pueden surgir si

no tienen una comprension del significado detras de las operaciones y conceptos matematicos



que utilizan. Por ejemplo, estudiante puede resolver correctamente una ecuacién cuadratica
como x2 — 4x + 4 = 0, pero interpretar incorrectamente las soluciones, pensando que x = 2, es
la unica respuesta valida sin entender que tiene multiplicidad.

A) Errores de procedimientos:

Aqui los estudiantes cometen errores al aplicar formulas o reglas de manera incorrecta.
A veces, usan una férmula de una manera incorrecta simplemente porque la han aprendido de
memoria sin entender su aplicacion correcta en nuevos problemas. Esto muestra una falta de
comprension profunda de los operadores matematicos y como aplicarlos correctamente.

B) Errores de algebra debidos a las caracteristicas propias del lenguaje algebraico:

Estos errores son exclusivamente algebraicos y no tienen equivalente en la aritmética
basica. Por ejemplo, la interpretacion del signo " = " cambia en &lgebra, ya que una ecuacion
como 8x — 6 = 2x + 6 es verdadera solo cuando x = 2, no siempre como en las tautologias
aritméticas.

2.5. Asuntos de interés didacticos para el desarrollo del material

Los siguientes apartados tienen como objetivo presentar algunos aspectos importantes
para la construccidon del material. En primer lugar, se abordan los procesos de generalizacion y
simbolizacion, que constituyen su base didactica. En segundo lugar, se presenta la clasificacion
de las letras, con el fin de aclarar el tipo de letra que se tratara en este recurso. Finalmente, se
describe el tipo de material didactico que se va a desarrollar, junto con sus principales
caracteristicas.
2.5.1. Proceso de generalizacion

Segun Grupo Azarquiel (1993) y Mason et al. (2014) la generalizacion se refiere a la
habilidad de reconocer patrones y regularidades en situaciones especificas y extenderlos a un
contexto mas amplio. Este proceso comienza observando casos particulares y formulando

conjeturas sobre las relaciones subyacentes. A medida que los estudiantes progresan en su



comprension, aprenden a expresar estas ideas usando simbolos algebraicos y a validar sus
generalizaciones mediante la prueba y la argumentacion légica.

En el ambito educativo, la generalizacion es importante para el desarrollo del
pensamiento algebraico. Les permite a los estudiantes no solo resolver problemas especificos,
sino también comprender las propiedades y relaciones generales que subyacen a esos
problemas. Esta comprensién profunda es fundamental para tener éxito en matematicas
avanzadas y en disciplinas que requieren razonamiento algebraico.

Para el Grupo Azarquiel (1993), un ejemplo tipico de generalizacion en algebra es
trabajar con sucesiones numéricas. Los estudiantes pueden comenzar identificando un patrén
en una sucesion especifica de numeros, como los numeros pares (2,4, 6,8, ...). Observando
varios ejemplos, pueden formular la conjetura de que la formula general para el enésimo
numero par es 2n, donde n es un numero natural. Esta férmula representa una regla general
aplicada a cualquier numero entero para obtener el nUmero par correspondiente. Esta habilidad
de abstraer y generalizar es esencial en el aprendizaje del algebra y de las matematicas en
general.

Ademas, el proceso de generalizacion en algebra ayuda a desarrollar habilidades como
el razonamiento abstracto y la capacidad de trabajar con conceptos matematicos de manera
flexible y creativa. Al fomentar la generalizacion, los docentes ayudan a los estudiantes a
establecer una base soélida para el pensamiento matematico y a preparar el terreno para
aprender conceptos mas complejos y abstractos en el futuro.

Siguiendo por esta linea, para que los estudiantes identifiquen con mayor facilidad el
patrén y puedan llegar a una generalidad del patrén, Mason et al. (2014) proponen 3 etapas:
ver, decir y registrar. La primera etapa, "ver", se refiere a la capacidad de identificar patrones o
relaciones en matematicas. Al principio, los estudiantes pueden tener dificultades para
reconocer estos patrones. Sin embargo, después de trabajar con numerosos ejemplos

especificos, comienzan a detectar algo comun entre ellos.



La segunda etapa, "decir", implica que los estudiantes articulen lo que han observado.
En esta fase, pueden expresar con palabras lo que han descubierto sobre los patrones, ya sea
hablando consigo mismos o comunicandolo a otra persona. Por ultimo, La tercera etapa,
"registrar”, consiste en hacer visibles las etapas anteriores mediante simbolos y comunicacion
escrita, incluyendo dibujos y gréaficos. Registrar lo aprendido puede resultar un desafio; por ello,
Mason et al. (2014) recomiendan dedicar mas tiempo a las etapas de "ver" y "decir" antes de
apresurarse a utilizar simbolos matematicos.

2.5.2. Proceso de simbolizacion

De acuerdo con Grupo Azarquiel (1993) el proceso de simbolizacion en el aprendizaje
del algebra es esencial, ya que ayuda a los estudiantes a conectar simbolos con las ideas y
objetos que representan. Para que estos simbolos sean utiles, es importante que estén
claramente asociados con algo concreto. Por ejemplo, es muy util cuando los estudiantes
pueden usar simbolos para expresar leyes que han descubierto al observar graficos o patrones
nuMeEricos.

Este proceso de simbolizacion puede dividirse en varios pasos que hacen que la
comprension y el uso de los simbolos algebraicos sean mas faciles. Primero, los estudiantes
deben entender el concepto o la ley de una manera concreta. Luego, deben poder explicar
estas ideas verbalmente. Después, deben aprender a escribir estas ideas de forma clara. A
continuacion, deben empezar a usar simbolos para representar estas ideas por escrito.
Finalmente, deben usar los simbolos adecuados y reconocidos en algebra para escribir y
calcular de manera eficiente. Para llegar a estos pasos en el aprendizaje, Grupo Azarquiel
(1993) destacan la importancia de tener discusiones verbales y usar materiales concretos.
Estas estrategias ayudan a los estudiantes a ver la escritura con simbolos como una manera
mas clara y sencilla de escribir y calcular.

Los simbolos escritos deben introducirse como una herramienta para entender mejor las

relaciones matematicas. Es importante explicar que escribir con simbolos es una manera mas



clara y simple de escribir y calcular. Ademas, se debe tener en cuenta que uno de los desafios
mas grandes es encontrar la forma simbdlica correcta que sigue las normas de notacién del
algebra.

Por otra parte, para aprender a usar simbolos, es util hacer el proceso al revés. Esto
significa empezar con una expresion simbdlica y descomponerla para entender su significado
concreto. Este enfoque puede ser tan efectivo como el método directo y ayuda a fortalecer la
comprension de la simbolizacion.

Finalmente, una actividad que apoya mucho el proceso de simbolizacién es resolver
problemas. Esta practica ha sido una de las razones histéricas para la aparicion de la
simbolizacion en las matematicas. Mostrar que es mas eficiente resolver problemas usando
simbolos, ya que hacerlo de otra manera puede ser mas largo y complicado, fomenta el uso de
simbolos como una herramienta esencial en el algebra.

2.5.3. Los significados de las letras

En el proceso de ensefianza y aprendizaje del algebra, los estudiantes se enfrentan al
uso de letras. Sin embargo, estas no siempre tienen el mismo significado; su interpretacion
varia segun el contexto. Klichemann (1981) clasifica las letras en seis tipos: letra evaluada,
letra no utilizada, letra como objeto, letra como incégnita, letra como numero generalizado y
letra como variable. De estas, las cuatro Ultimas son las mas empleadas en la ensefianza y
aprendizaje del algebra.

Letra evaluada: cuando se le asigna un valor numérico especifico a la letra
arbitrariamente. Un ejemplo comun es utilizar la posicion de la letra en el alfabeto para darle un
valor. Por ejemplo, la letra a se asocia con el numero 1, la b con él 2, la c con él 3,y asi
sucesivamente.

Letra no utilizada: Es cuando los estudiantes reconocen que hay una letra, pero no le
atribuyen ningun significado matemético o valor. La letra est presente en la expresion, pero no

juega ningun rol activo en los calculos o razonamientos del estudiante.



Letra como objeto: Aqui la letra no se interpreta como un valor numérico. En su lugar,
se le atribuye un significado relacionado con una palabra o un objeto concreto. Por ejemplo, 3m
el estudiante podria pensar que la m representa metros y que significa 3 metros.

Letra como incognita: En este caso, la letra representa un nidmero desconocido pero
especifico. Este es uno de los usos mas comunes de las letras en algebra. Los estudiantes
trabajan con la letra como si fuera un nimero que hay que descubrir u obtener a través de
calculos, pero siempre tiene un valor concreto.

Letra como numero generalizado: Aqui, la letra puede representar cualquier nimero
dentro de un conjunto. No es un numero especifico como en el caso de la incognita, sino que
se usa para generalizar propiedades de nimeros. Por ejemplo, en una férmula como
a+b=b+a.

Letra como variable: En este caso, la letra representa un intervalo de valores posibles
gue dependen de una relacion sistematica entre dos conjuntos de nimeros. Por ejemplo, en
una funcion como y = 2x + 3, x es una variable que puede tomar distintos valores, y
dependiendo del valor que tome, y cambiara también. Se trata de una relacién entre las
variables.

Teniendo en cuenta lo anterior y la influencia que tiene el libro de texto en la ensefianza,
se ha decidido crear un material didactico impreso que contenga tareas. Este material no debe
seguir un enfoque memoristico y rutinario, sino que debe promover procesos como la
generalizaciéon y la simbolizacion, ademas en el desarrollo de esos procesos se trabajar la letra
como numero generalizado. La cartilla, como forma de material didactico impreso, se elige
considerando que, segun Guevara (2019), estos recursos son ampliamente utilizados por los
docentes debido a su accesibilidad y bajo costo.

2.5.4. Los materiales impresos
Ladrén de Guevara (2019) define el material didactico como un material que esta

presente en el proceso de ensefianza y aprendizaje, cuyo objetivo principal es facilitar el



desarrollo de competencias educativas. El uso de estos materiales aporta beneficios, como
mejorar la efectividad y el atractivo de los procesos educativos, ademas de proporcionar un
apoyo para el docente. En este contexto, Ladron de Guevara (2019) destaca que “Los
materiales impresos son todos aquellos materiales que entregamos por escrito a los alumnos.
Nos puede servir para: presentar una actividad, facilitar informacién basica o complementaria, y
dar referencias bibliograficas” (p. 7).

Para que los materiales impresos sean considerados didacticos, deben disefiarse
siguiendo principios pedagdgicos, integrando elementos como introducciones, objetivos,
ejercicios, evaluaciones y bibliografia. El disefio de estos materiales requiere la aplicacion de
técnicas alineadas con el modelo de aprendizaje elegido (ya sea conductista, cognitivo o
constructivista), asegurando que el contenido promueva aprendizajes significativos. Es
fundamental que los materiales se basen en conocimientos previos, se estructuren de manera
coherente progresiva, y resulten motivadores y atractivos para los estudiantes. Ademas, deben
contar con una redaccion clara, un disefo grafico adecuado, una tipografia legible y
experiencias de aprendizaje bien estructuradas.

Situando la atencion en la cartilla, esta no se enfocara en la evaluacion, pero tendra en
cuenta algunos de los planteamientos de Ladron de Guevara (2019), quien subraya la
importancia de un enfoque pedagdgico claro, una estructura coherente y progresiva, y un
disefo atractivo en el material didactico impreso. Por esta razén, se empleara la teoria de
Barreiro et al., (2017a), la cual proporciona herramientas para construir enunciados o
"consignas" con fines didacticos, que permiten a los estudiantes explorar y argumentar.
Adicional que, en su teoria para disenar tareas, deja claro la importancia de la claridad en los
enunciados y preguntas, ademas de la importancia de que estas se estructuren de una manera

progresiva.



2.6. Disefo de tareas

Dado que se piensa en que el material didactico impreso contenga tareas sugeridas a
los profesores para que las lleven a sus clases de algebra, las adapten a su contexto, las
enriguezca, etc., se estudia sobre el disefio de tareas mateméticas. Segun Gémez y Romero
(2015), las tareas contextualizadas que representen retos pueden ayudar a que los estudiantes
aprendan matematicas porque les permiten poner en juego conocimientos y destrezas,
interactuar y comunicarse con otros estudiantes y con el profesor, negociar significados, llegar
a acuerdos Y justificar sus soluciones. A continuacion, se define qué es una tarea, cuales son
sus elementos, como se pueden disefiar y seleccionar tareas matematicas que presenten un
desafio cognitivo a los estudiantes y que favorezcan la exploracion y la argumentacion en el
aula.

Una tarea matematica escolar es una propuesta de aprendizaje organizada y
planificada por el profesor, en la que establece un objetivo de aprendizaje para que sus
estudiantes lo alcancen (Gomez y Romero, 2015). Gomez et al. (2018) proponen siete
elementos para describir y caracterizar una tarea. Los siete elementos son los requisitos, la
meta, la formulacion, los materiales y recursos, agrupamiento, interaccién y comunicacion, y
temporalidad. Estos elementos en su conjunto orientan a generar propuestas para alcanzar
objetivos de aprendizaje y para superar errores y dificultades. A continuacion, se describen en

gué consisten cada uno, siguiéndose las ideas de Gémez et al.



llustraciéon 2: Elementos de una tarea

Elementos de una tarea

vy v Y v v v

Requisitos Meta Formulacién Materiales y recursos  Agrupamiento Interaccion Temporalidad
| | | |
Seleccion de Buasqueda de Tipos—» Con
Expectativas Eficacia Individual —— Compaiieros
Limitaciones Eficiencia Pequefio grupo —® Profesor

Gran grupo

Nota. Organizador grafico de los elementos para describir una tarea matematica. Tomado de
GoOmez et al. (2018, p. 212).

En primer lugar, los requisitos de la tarea son los conocimientos y destrezas previos que
les permiten a los estudiantes abordarla, son coherentes con las metas y contenido matematico
de la tarea. En segundo lugar, las metas son las expectativas de aprendizaje que el profesor
espera que los estudiantes logren, y son los errores y dificultades que el profesor busca que
superen.

En tercer lugar, la formulacién de la tarea matematica es el enunciado que el profesor
entrega a los estudiantes, el cual contine un contexto, informacion inicial y una peticiéon que
requiere una respuesta por parte de ellos. En cuarto lugar, los recursos y materiales son
cualquier medio que se pueda utilizar para aprender un concepto matematico; recursos y
materiales se diferencian porque el primero no se disefia con un fine didactico, mientras que el
primero si.

En quinto lugar, el agrupamiento es la manera en que trabajan los estudiantes: en
grupos, en parejas o individual; cualquier eleccion que haga el profesor debe considerar
ventajas y desventajas. En sexto lugar, la interaccion y la comunicacion en el aula hace
referencia a que el docente debe reconocer que “aprender matematicas implica la capacidad de

proponer soluciones a un problema que requiere las matematicas, comunicar esas soluciones,



reconocer las soluciones de otras personas y negociar significados para llegar a acuerdos”
(Gémez et al., 2018, p. 219); en ese sentido, el profesor debe planificar y prever la interaccion
gue se dé en el momento en que se desarrolle la tarea.

En séptimo y ultimo lugar, la temporalidad de la tarea es la descripcién de los momentos
gue se realiza cada parte de ella. El profesor puede proponer una tarea que se realice en varias
etapas; para ello, debe considerar si en cada etapa cambia la forma de agrupamiento, de
interaccion o de materiales y recursos.

En la cartilla que se disefia, se tienen en cuenta solo los tres primeros elementos para
describir una tarea [requisitos, metas y formulacién]. Disefiar una tarea escolar de matematicas
con todos sus siete elementos, necesita de un conocimiento profundo de los estudiantes a los
cuales se les propone. Esa es imposible de incluir aqui. La intencion de la catrtilla es sugerir a
los profesores enunciados, con un contexto y un objetivo, que podrian usar, modificar e incluir
en sus planeaciones de clase.

Para disefiar o seleccionar tareas matematicas, se sigue los planteamientos de Barreiro
et al. (2017a, 2017b). Para ellos una tarea esta compuesta de una consigna, un objetivo y un
contexto. Estas tres partes coinciden con los tres primeros elementos para describir una tarea,
propuestos por Gémez et al. (2018).

La decisién de basar el disefio y la seleccién de las partes de una tarea en los
planteamientos de Barreiro et al. (2017a, 2017b) se fundamenta en los parametros que estos
autores proponen. Ellos ofrecen directrices sobre el Potencial Matematico (PM) de una
consigna, los tipos de consignas adecuadas, los criterios para su redaccion, la coherencia entre
las diferentes partes de una tarea (consigna, contexto y objetivo) y la valoracion de la Actividad
Matematica (AM) que dicha tarea puede promover.

La consigna es el enunciado que se da textualmente al estudiante, el objetivo es lo que

el docente quiere que los estudiantes aprendan y el contexto es la descripcion del trabajo



previo que han realizado los estudiantes, el tipo de consignas que han realizado, la modalidad
de trabajo que se propone para abordarla y una anticipacion de lo que se trabajara.

Se dice que una consigna tiene PM rico cuando el enunciado posibilita tanto la
exploracion [admite diferentes caminos de resolucién y no incluye pasos a seguir] como la
argumentacion sobre la validez de la resolucion y de la respuesta. Por el contrario, una consiga
con PM pobre no posibilita ninguno de los dos procesos. En la mitad de estas dos
clasificaciones, se habla de una consigna con PM intermedio cuando un enunciado posibilita
solo uno los dos procesos.

Barreiro et al. (2017a) proponen trabajar con consignas matematicas y consignas
metacognitivas matematicas. Las primeras estan vinculadas con un objeto mateméatico y con un
guehacer matematico: trabajo con situaciones abiertas, de modelizacién, de argumentacion,
exploracion, etc. Las segundas llamadas metacognitivas matematicas apuntan a que el
estudiante reflexione sobre los objetos matematicos: sus alcances y limitaciones, cuando es
conveniente usarlos, qué condiciones deben cumplirse para poder utilizarlos; reflexione sobre
los tipos de problemas matematicos: cuales son los recursos matematicos para su abordaje,
gué tipo de respuesta es adecuada, qué estrategias pueden funcionar.

Los criterios sugeridos para redactar consignas matematicas son:

1. Escribir el enunciado tal cual se entregara al estudiante, no es una descripcion de cémo
se entregaria al estudiante.

2. Sila consigna se plantea en un contexto real, plantear preguntas coherentes con ese
contexto: realizar preguntas naturales que las persona se haria en esa situacion.

3. Evitar dar informacién de existencia o unicidad.

4. Evitar pedir directamente que los estudiantes hallen formulas, resuelva ecuaciones,
trazar gréficos, etc. La idea es que ellos necesariamente tengan que pasar por eso para

dar una respuesta.



5. Pedir argumentos, explicaciones o justificaciones en los que los estudiantes indiquen la

valides de sus afirmaciones.

6. Siuna consigna plantea varias opciones de respuesta, pedir a los estudiantes

explicaciones de por qué se aceptan o se descartan las opciones.

Luego de caracterizar las consignas, Barreiro et al. (2017b) hablan de la coherencia de

las tareas. Ellos consideran que una tarea es coherente cuando las tres combinaciones de dos

de sus partes lo son. La Figura 2 presenta las preguntas orientativas que Barreiro et al. (2017a,

2017b) recomiendan responderse para valorar la coherencia entre las partes de las tareas. Si

una combinacion de dos de sus partes no es coherente, entonces la tarea no es coherente.

Tabla 2. Coherencia de las tareas Matematicas

Coherencia analizada

Preguntas orientadoras

Contexto-consigna

¢El modo de trabajo al que los estudiantes estan
acostumbrados y el modo de trabajo propuesto para esta
consigna estan en sintonia o hay mucha disparidad?

Con los conocimientos previos declarados en el contexto,
¢ées posible que el alumno resuelva la consigna?, el nivel de
complejidad es accesible como para que puedan abordarla
con lo trabajado?

Contexto-objetivo

Con los conocimientos previos declarados en el contexto,
¢es alcanzable el objetivo?, ¢es pertinente en relacién con lo
que el contexto indica que se ha trabajado o se pretende
trabajar?

Objetivo-consigna

Si el estudiante resuelve lo que esta expresado en la
consigna, por cualquier camino que elija utilizar, ¢alcanza el
objetivo? No deberia ocurrir que, por alguna via de
resolucion, el objetivo no sea alcanzado. Es decir, ¢la
resolucién "obliga" al alumno a alcanzar el objetivo?

Nota. Organizador grafico de las preguntas que permiten valorar si una tarea es coherente o no.

Tomada de Barreiro et al. (2017b, p. 53).

En el caso de que una tarea sea coherente, se puede valorar la actividad mateméatica

[AM] de los estudiantes frente a la tarea que propone el docente. Este es el Ultimo pardmetro,

propuesto por Barreiro et al. (2017b) para disefiar o seleccionar tareas para que los estudiantes

aprendan matematica y le encuentren sentido a su aprendizaje.



La AM que realiza un estudiante frente a la tarea que propone el docente se puede
valorar en dos, ver tabla 3. Estas valoraciones no son rotundas pues puede haber valores
intermedios que dependeran de las caracteristicas de la tarea: rol que desempenara el
estudiante, la exigencia del objetivo y el PM de la consigna. Ciertamente, la valoracion de AM
del estudiante no solo se puede apreciar con el andlisis de una tarea individualmente. Seria
importante conocer tareas posteriores, el plan e intenciones que tenga el profesor de toda la

clase completa, lo cual no se considera en este trabajo.

Tabla 3. Valoracion de la actividad Matematica que realizan los estudiantes

Valoracion de la AM Caracteristicas

1. El estudiante tiene un rol activo: el
docente le permite actuar sobre la
consigna, le deja libertad y orienta en la
resolucién.

2. El objetivo es cognitivamente exigente: la
tarea le demanda pensar, indagar,
explorar, relacionar, descartar y
argumenta, y no solo repetir un algoritmo

3. Laconsigna tiene un PM rico

Valiosa

1. El estudiante tiene un rol pasivo: el

Baja profesor es quien resuelve la consigna.
2. El objetivo no es un reto cognitivamente
3. La consigna tiene un PM pobre

Nota. Esta tabla muestra las caracteristicas que debe incluir una tarea matematica para valorar
la Actividad Matematica que promueve como valiosa o baja. Disefio de tabla propio. Informacién
tomada de Barreiro et al. (2017b, pp. 62-63).

Para el disefio de la cartilla, también se tiene en cuenta las caracteristicas de tareas que
favorezcan una AM de los estudiantes.

En resumen, para el disefio de la cartilla se tiene en cuenta los tres parametros

presentados en la Figura 2.

llustracion 3: Parametros para el disefio de tareas



Parametros para el diseno de tareas

Tareas Coherencia entre las parte  Valoracion de la actividad

matematical
Partes Contexto y consigna
Valioso
Consigna Objetiva  Contexto Contexto v objetivo
Rol del estudiante activo
Tipos Criterios de Consigna y objetivo
redaccion Objetivo cognitivamente

" exigente
Matematicas
Consigna con PM rico

Metacognitiva
matematica

Nota. Disefio propio



3. Metodologia

En el siguiente apartado se describen las etapas de elaboracion de la cartilla y la
monografia, ambas desarrolladas a partir de una estrategia investigativa propuesta por
Camargo (2021) basada en la revision documental. Ademas, para la cartilla, se integran
elementos didacticos propuestos por Grupo Azarquiel (1993) y Mason et al. (2014), junto con
aspectos estructurales relacionados con el disefio de tareas segun Barreiro et al. (2017a,
2017b).

3.1 Etapas para la elaboracion de la monografia

Etapa 1: Identificacion de fuentes. En esta etapa se lleva a cabo una busqueda
bibliografica de documentos que aborden temas relacionados con las expresiones algebraica
desde diversas perspectivas: matematica, escolar, histérica, didactica y curricular. También
estudios sobre las dificultades, errores y obstaculos que enfrentan los estudiantes en el
aprendizaje del algebra y de las expresiones algebraicas.

Etapa 2: Seleccién de la informacidn. En esta etapa se selecciona la informacién que se
presentara en los distintos marcos. Para definir el concepto de expresién algebraica, se
consideran ideas desde las perspectivas de la matematica y la matematica escolar. Las
razones que motivaron su creacion se exploran desde una visién histérica. Su importancia en la
educacion colombiana se aborda desde el enfoque curricular, mientras que las estrategias para
su ensefianza se analizan desde una perspectiva didactica.

Etapa 3: Construccion de los marcos. Una vez finalizada la etapa 2, la informacion se
presenta por escrito, tal como se detalla en la seccion 2, “Marcos de Referencia”

Etapa 4: Etapa previa a la construccion de la cartilla. Una vez finalizado el marco de
referencia, se seleccionan los elementos necesarios para la elaboracion de la cartilla y se lleva
a cabo una segunda busqueda bibliografica centrada en materiales didacticos impresos y en el

disefio de tareas.



Etapa 5: Disefio y conclusiones. Se presenta el disefio de la cartilla y se redactan una
serie de conclusiones.

3.2 Etapas para la elaboracién de la cartilla

Etapa 1: Identificacion de fuentes. En esta etapa se realiza una busqueda bibliografica
acerca de documentos relacionados con la ensefianza y el aprendizaje del algebra, centrando
la atencion en documentos con propuestas alternativas a la ensefianza memoristica y
repetitiva. También estudios sobre obstaculos, dificultades y errores en la ensefianza del
algebra y de las expresiones algebraicas.

Etapa 2: Identificacion de las propuestas de ensefianza y aprendizaje. En esta etapa se
seleccionan las propuestas de ensefianza que presentan un enfoque diferente al tradicional.
Ademas, se identifican algunos obstaculos, dificultades y errores que seran considerados en el
proceso de elaboracion de la cartilla.

Etapa 3: Organizacién de las propuestas de ensefianza y aprendizaje. En esta etapa se
organiza la informacién recopilada en las etapas 1y 2, para definir el enfoque de la cartilla. Se
evallan las propuestas mas adecuadas para su desarrollo y se establece el orden en que debe
presentarse la secuencia de tareas.

Etapa 4: Disefio de tareas. En esta fase se disefian las tareas siguiendo la teoria de
Barreiro (2017a, 2017b). Estas tareas se categorizan, de acuerdo con su teoria, como de
potencial matematico rico o de potencial matemético medio, tal como se describe en la seccién
2.6 de esta monografia.

Etapa 5: Digitalizacion de la cartilla. En esta etapa, las tareas se digitalizan utilizando la
herramienta Canva, junto con notas que explican los elementos didacticos considerados en el

disefio de los distintos conjuntos de tareas.



4. Disefio del material didactico

Este capitulo pretende presentar los elementos considerados en la elaboracion de la
cartilla, atendiendo a referentes teéricos como Barreiro (2017a, 2017b) y Ladrén de Guevara
(2019), y a la metodologia planteada en la seccién 3.2.

4.1. Etapa 1: Identificacién de fuentes

En esta etapa, se seleccionaron principalmente los documentos “ldeas y actividades
para ensefiar algebra”, escrito por el Grupo Azarquiel (1993), y “Raices del algebra y rutas
hacia el algebra”, de Mason et al. (2014). Estos textos se eligieron porque presentan una
perspectiva de ensefianza y aprendizaje del algebra que va mas alla de la memorizacién y
repeticion de procedimientos. En lugar de eso, promueven la construccioén de conocimiento
(expresiones algebraicas) a través del desarrollo de procesos como la “simbolizacion” y la
“generalizacién.” Por otra parte, se escogen algunos obstaculos, dificultades y errores descritos
en el marco de referencia didactico de la seccion 2.4.

4.2. Etapa 2: ldentificaciéon de las propuestas de ensefianza y aprendizaje.

Para la construccion de la cartilla se decide que los estudiantes atraviesen por los
procesos de generalizacion y simbolizacion siendo esta una propuesta que le puede dar
sentido y significado a las expresiones algebraicas. Ademas, que estos procesos pueden ser
Gtiles para la introduccidn del algebra y su simbologia. En las secciones 2.5.1y 2.5.2 se
encuentra informacion sobre en qué consiste ambos procesos.

Por otra parte, para el disefio de la cartilla se tendran en cuenta los siguientes
obstéaculos, dificultades y errores:

Socas (2000) sefiala que los estudiantes enfrentan diversas dificultades cuando estan
aprendiendo &lgebra. Una de esas dificultades es la ausencia de sentido: los estudiantes no
comprenden la utilidad de los simbolos. Esta problematica puede relacionarse con la

complejidad de los objetos matematicos, ya que esta simbologia no es sencilla ni rapida de



entender. En la seccion 2.3, se presenta un breve recorrido histérico de la simbologia que
conocemos actualmente, evidenciando el tiempo y la contribucién de varios matematicos
necesarios para su desarrollo. Ademas, en la seccion 2.5.3 se exponen los diferentes
significados y usos de las letras que hoy empleamos en algebra, lo que resalta que su
aprendizaje no es un proceso sencillo.

Aunque el proceso de ensefianza y aprendizaje del algebra presenta desafios, en
ocasiones la ensefianza se realiza de manera apresurada y memoristica. Esta situacion
representa una de las dificultades identificadas por Socas (2000) relacionados con la
ensefianza. En algunas ocasiones, los métodos de ensefianza empleados pueden inducir a los
estudiantes a cometer errores, impidiéndoles comprender tanto los simbolos algebraicos como
las expresiones algebraicas.

Un error comun en la ensefianza de las expresiones algebraicas es la necesidad de
clausura; los estudiantes, en ocasiones, sienten la necesidad de cerrar las expresiones y no
comprenden que estas pueden permanecer expresadas. Este error especifico se abordara en
la cartilla, la cual busca que los estudiantes representen mediante simbolos las leyes que ellos
mismos han identificado en diversas sucesiones graficas.

Finalmente, Tall como se cit6 en Palarea (1998) identifica dos obstaculos en el
aprendizaje: uno relacionado con la secuenciacion de los temas y otro basado en casos
simples. En el primer caso, sefiala que algunos conceptos u objetos matematicos son mas
dificiles de comprender que otros, por lo que es necesario establecer una secuencia adecuada.
En el segundo, menciona que, en ocasiones, los estudiantes solo trabajan con situaciones

sencillas, sin que se les presenten retos mas complejos.



llustracion 4: Obstaculos, dificultades y errores tenidos en cuenta para la elaboracién de la cartilla

Obstaculos, dificultades y errores
— abordados en la cartilla
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Nota. Disefio propio.

4.3. Etapa 3: Organizacion de las propuestas de ensefianza y aprendizaje.

La cartilla trabajara con sucesiones graficas. Los estudiantes atravesaran las fases de
“ver un patrén”, “decir cual es el patron” y “registrar un patrén”, propuestas por Mason et al.
(2014). Ademas, pasaran por las etapas de “entender”, “expresar”, “expresar por escrito”,
“expresar con simbolos” y “expresar con los simbolos adecuados”, planteadas por el Grupo
Azarquiel (1993). Todo ello con el objetivo de que, en las Ultimas tareas, los estudiantes
construyan expresiones algebraicas.

Las tareas estan divididas en cuatro fases, y cada fase incluye una ficha didactica que
contiene el 'contexto' y el 'objetivo’, de acuerdo con la teoria de Barreiro (2017a, 2017b).

Ademas, se detalla el componente didactico, un aspecto clave segun lo sefialado por Ladréon de

Guevara (2019). A continuacion, se presentan las fichas didacticas de cada fase:

Fase 1:



Tabla 4. Ficha didactica (fase 1)

Se espera que los estudiantes hayan trabajado principalmente con
aritmética y ahora se busca introducir conceptos y nociones de algebra, en

Contexto especial aquellos relacionados con las expresiones y simbolos algebraicos.
La primera fase, titulada "AlgeDetectives", busca que los estudiantes
trabajen con situaciones de sucesiones graficas. En esta etapa, no se les
pedira que construyan expresiones algebraicas con simbolos formales; en

Objetivo cambio, el objetivo es que observen, descubran patrones e identifiquen

relaciones entre la posicién y la cantidad de figuras.

Camino didactico

Para introducir a los estudiantes en el estudio del algebra, se seguiran las
recomendaciones del grupo Azarquiel (1993), descritas en su capitulo
“Proceso de Simbolizacién”. En este, se destaca la importancia de que los
estudiantes comprendan el significado de los simbolos, sefialando que, en
un primer acercamiento, es fundamental que estos simbolos tengan
referentes concretos y se relacionen con las ideas u objetos que
representan.

Una actividad sugerida para facilitar esta comprensién

consiste en trabajar con situaciones donde los

estudiantes expresen mediante simbolos las leyes que

han deducido a partir de la observacion de estructuras

graficas o numeéricas.

Nota. Disefio propio.

Fase 2:

Tabla 5. Ficha didactica (fase 2)

Los estudiantes han concluido la primera fase, durante la cual observaron y
analizaron diversas sucesiones graficas e identificaron la cantidad de
elementos de algunas posiciones. La fase anterior utilizé un objeto concreto
para representar la posicion, con el propdsito de facilitar la comprensién de
la relacion existente entre dicha posicién y la cantidad de elementos

Contexto correspondientes.
La segunda fase, titulada “Explora Patrones”, tiene como objetivo que los
estudiantes, a través de expresiones orales o escritas, describan el patrén
que observan en las sucesiones gréficas. En esta etapa, se introducira la
Objetivo idea de como es posible determinar los elementos correspondientes a

cualquier posicion dentro de la sucesion.

Camino didactico

Tanto Mason et al. (2014) como Azarquiel (1993) coinciden en que los
estudiantes deben avanzar més alla de simplemente observar el patrén;
enfatizan la importancia de decir cuél es el patrén, tanto de forma oral
como escrita.

Para lograrlo, recomiendan que los estudiantes trabajen en parejas,
describiendo mutuamente lo que observan, haciéndose preguntas y
ajustando sus explicaciones hasta llegar a un acuerdo. Esta capacidad de
verbalizar sus observaciones resulta fundamental para avanzar hacia una




comprension mas abstracta del patron y, eventualmente, hacia la
identificacién de la expresion general que lo representa.

Adicional, los autores mencionan que es fundamental que los estudiantes
registren los patrones observados, ya que implica representar las ideas de
manera tangible utilizando diversos formatos como dibujos, palabras o
simbolos. Este proceso de registro ayuda a fijar las ideas que, de otro
modo, podrian ser confusas o efimeras en la mente. Al plasmar las
observaciones en papel, se facilita su andlisis, discusion y modificacion, lo
que contribuye a que los estudiantes estructuren mejor su pensamiento.

Nota. Disefio propio.

Fase 3:

Tabla 6. Ficha didactica (fase 3)

Contexto

En la fase anterior, los estudiantes tuvieron que expresar el patron tanto de
manera oral como escrita. Realizaron ejercicios en colaboracion con sus
compafieros, lo que les exigio ser claros y precisos en sus explicaciones.

Objetivo

La tercera fase, titulada El poder de los simbolos, tiene como objetivo que
los estudiantes reflexionen sobre las ventajas del uso de simbolos. En este
punto, alin no se introducen los simbolos del &lgebra, pero se les pide a los
estudiantes que transformen lo que han expresado previamente en
palabras y de forma escrita, a una representacion simbdlica. En esta fase
pueden utilizar sus propios simbolos.

Camino didactico

De acuerdo con Azarquiel (1993) el proceso de simbolizacién en el
aprendizaje del algebra es esencial, ya que ayuda a los estudiantes a
conectar simbolos con las ideas y objetos que representan. Para que estos
simbolos sean Utiles, es importante que estén claramente asociados con
algo concreto. Por ejemplo, es muy Util cuando los estudiantes pueden usar
simbolos para expresar leyes que han descubierto al observar gréficos o
patrones numeéricos.

Nota. Disefio propio.

Fase 4:

Tabla 7. Ficha didactica (fase 4)

Contexto

Los estudiantes ya han presentado algunas propuestas sobre cémo
encontrar la cantidad de elementos en cualquier posicion utilizando
simbolos. Es posible que no hayan empleado simbolos algebraicos, sino
que hayan recurrido a dibujos u otros simbolos creados por ellos mismos.

Esta ultima fase tiene como objetivo introducir los simbolos del algebra
para que los estudiantes los utilicen al formular una estrategia para
encontrar los elementos en cualquier posicion.




Objetivo

En esta fase, se utiliza la historia de la simbolizacién algebraica y se
presenta un ejemplo de cémo podria formularse una expresion general
Camino didactico para encontrar la cantidad de elementos en cualquier posicion.
Posteriormente se proponen tareas que directamente buscan que los
estudiantes representen esa generalidad con simbolos algebraicos.

Nota. Disefio propio.

4.4. Etapa 4y 5: Disefio de tareas y digitalizacion de la cartilla

En estas etapas se disefian y digitalizan las tareas que forman parte de la cartilla.
Segun Barreiro (2017a), estas tareas presentan un potencial matematico que puede ser tanto
medio como rico. Ademas, invitan al estudiante a argumentar y explicar las soluciones que
propone frente a diferentes situaciones. Las tareas con potencial medio solo tienen una de esas
caracteristicas, sea la exploracién o la argumentacion.

Fase 1: Algedetectives

Esta fase consta de cinco tareas, en las que, segun Mason et al. (2014), los estudiantes
se enfocan en observar el patrén. No se les pide que construyan una regla utilizando simbolos
formales; en su lugar, se busca que identifiquen el patrén, imaginen las posiciones siguientes y

reconozcan la relacion entre la posicién y el nimero de objetos.

Tabla 8. Lista de tareas fase 1

Tarea 1 El chef Matemético
Tarea 2 Crecimiento de las ufias
Tarea 3 Jugando con cerillos
Tarea 4 La escalera
Tarea 5 Baldosas

Nota: Para consultar las tareas correspondientes a la fase 1, dirijase al Anexo 1

Fase 2: Explorapatrones



En esta fase, de acuerdo con Mason et al. (2014), los estudiantes comienzan a describir
y registrar los patrones que observan en las sucesiones gréaficas. Se realizan tareas en pareja,
aprovechando la comunicacion entre ellos para facilitar que la instruccion sobre el patron sea

cada vez mas clara y comprensible.

Tabla 9. Lista de tareas fase 2

Tarea 1 Escucha y dibuja
Tarea 2 A jugar con las palabras
Tarea 3 Crea tu propio patrén

Nota: Para consultar las tareas correspondientes a la fase 2, dirijase al Anexo 2

Fase 3: El poder de los simbolos

En esta fase se introduce el concepto de la utilidad de los simbolos de manera general.
A los estudiantes se les propone construir su propia expresiéon simbdlica (que no
necesariamente debe utilizar los simbolos convencionales del algebra) a partir de una sucesion
gue elaboraron en la fase 2. Ademas, se les pedira transformar un enunciado verbal en una
expresion simbolica.

Tabla 10. Lista de tareas fase 3

Tarea 1 Hablemos sobre los
simbolos
Tarea 2 El poder de los simbolos
Tarea 3 Empareja sucesiones con
trucos
Tarea 4 ¢ Y silo representamos con
simbolos?

Nota: Para consultar las tareas correspondientes a la fase 3, dirijase al Anexo 3

Fase 4: Simbolos Algebraicos



En esta fase se presenta un breve recorrido histérico sobre los simbolos en
matematicas, mostrando su evolucién hasta los simbolos que utilizamos hoy en dia. Se les pide
a los estudiantes que empleen los simbolos del algebra para expresar la relacion entre la
cantidad de objetos y su posicion, con el fin de encontrar el nUmero de objetos para cualquier
posicion.

Tabla 11. Lista de tareas fase 4

Tarea 1 Los simbolos en
Matematicas
Tarea 2 Reto final

Nota: Para consultar las tareas correspondientes a la fase 4, dirijase al Anexo 4



5. Conclusiones

El siguiente capitulo tiene como objetivo presentar las conclusiones alcanzadas al
finalizar la monografia. Para ello, se analizaran desde cuatro perspectivas: en primer lugar, a
partir de los objetivos establecidos; en segundo lugar, en relacion con la pregunta problema
planteada; en tercer lugar, desde los aprendizajes obtenidos por la autora durante la realizacion
del proyecto y, en cuarto lugar, una recomendacion para futuros trabajos relacionados con el
tema.

El objetivo general de esta monografia es "Disefiar un material didactico para la
ensefianza y el aprendizaje de las expresiones algebraicas, que promueva el desarrollo de
procesos como la generalizacion y la simbolizacién, y que atienda algunos errores, dificultades
y obstaculos comunes en el proceso de aprendizaje." Este objetivo se ha llevado a cabo, dando
lugar a la creacion de una cartilla que incluye 14 tareas enfocadas en desarrollar los procesos
de generalizacion y simbolizacion. Ademas, durante su elaboracion se tomaron en
consideracion algunos errores, dificultades y obstaculos presentes en la ensefianza de las
expresiones algebraicas.

Los objetivos especificos también se lograron, ya que se construyeron los marcos
matematico, curricular y didactico. Ademas, se investigd sobre el disefio de tareas y los
materiales didacticos impresos, y se recopilaron las caracteristicas de la cartilla en esta
monografia.

En relacién con la pregunta problema, se especificaron algunas de las caracteristicas
que debe tener un material didactico que promueva procesos de generalizacion y
simbolizacion. Estas caracteristicas incluyen pasar por diversas fases (ver, describir, registrar),
tal como lo proponen Mason et al. (2014), junto con las fases para la simbolizacion sugeridas

por el Grupo Azarquiel (1993), que son: entender, expresar, expresar por escrito, expresar con



simbolos y utilizar los simbolos adecuados. Ademas, se consideraron los errores que pueden
cometer los estudiantes al enfrentarse al aprendizaje de estos conceptos.

Respecto a los aprendizajes obtenidos por la autora durante la realizacion del proyecto.
Un dia, en su cuarto semestre, uno de sus profesores le comentd que un trabajo de grado era
la “excusa” perfecta para profundizar en un tema de su carrera que le hubiera llamado la
atencion. La ensefianza y el aprendizaje del algebra captaron su interés, ya que durante su
etapa escolar creia que el algebra consistia en ejercicios de destreza mental, como los sudokus
o el ajedrez. Se dedicaba a aprender la mayor cantidad posible de férmulas y herramientas
para resolver problemas. Sin embargo, al llegar a la ensefanza de la aritmética y el algebra, se
sorprendio al descubrir que detras de esas expresiones algebraicas se escondia un significado
y que no se trataba simplemente de jugar con letras.

Este trabajo de grado permitié a la autora explorar en profundidad lo que hay detras de
las expresiones algebraicas. Se dio cuenta de que su ensefianza no es una tarea sencilla y
aprendio sobre este concepto desde diversas perspectivas: histérica, didactica, matematica,
escolar y curricular. Ademas, reconocié que aun hay mucho por investigar en relacién con las
expresiones algebraicas y que existen numerosos trabajos y propuestas de ensefianza que
merecen ser leidos.

Un ultimo aprendizaje que dejo la construccion de este proyecto a la autora es la
importancia de que los docentes de matematicas también se enfoquen en la investigacion.
Cada semestre surge propuestas, articulos y trabajos de grado interesantes, y es fundamental
estar al tanto de estas iniciativas y arriesgarse a construir nuestros propios proyectos.

Finalmente, como recomendacion, las tareas planteadas en la cartilla no son suficientes
para abordar este concepto. El estudiante debe enfrentarse y reconocer estas expresiones en
diversas situaciones. Tanto Mason et al. (2014) como el Grupo Azarquiel (1993) proponen otros
enfoques que deben complementarse para que los estudiantes puedan apreciar la utilidad y el

significado de los simbolos en diferentes contextos.
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7. Anexos

Detectives de patrones:
iUn viaje desde Lo retdricoa

Lo simbélico!

Cindy Vanesa Amarillo Sudrez
Departamento de Matematicas



Introduccion

La presente cartilla propone una serie de tareas
disefiadas para introducir elementos clave en la
ensefianza del dlgebra, tales como las expresionesy los
simbolos algebraicos. Su elaboracién se fundamento en
referentes tedricos como Azarquiel (1993) y Mason et al.
(2014), considerando, en particular, los procesos de
simbolizacion y generalizacién descritos por Azarquiel
(1993), asi como las estrategias para expresar
generalidades planteadas por Mason et al. (2014).

En la construccién de la cartilla se tuvieron en cuenta
algunas dificultades, errores y obstaculos que los
estudiantes pueden enfrentar al estudiar algebra.
Asimismo, el disefio de las tareas se fundamenta en las
propuestas de Barreiro et al. (2017), quienes destacan la
importancia de crear consignas con un rico potencial
matematico.

Es importante sefialar que esta cartilla es una propuesta
gue puede ser utilizada y adaptada por los docentes
segun sus necesidades. Las tareas planteadas no son las
unicas ni suficientes para lograr que los estudiantes
comprendan los simbolos y las expresiones algebraicas.
Es fundamental que los docentes expongan a los
estudiantes a otras situaciones que involucren el
significado y la utilidad de simbolos algebraicos




Como se menciond en la introduccién, para la
elaboracién de la cartilla se tuvieron en cuenta algunas
dificultades, errores y obstaculos presentes en el
algebra. Entre ellos se encuentran:

(Ausencia de sentido
Algunos estudiantes En algunos casos, la
no comprenden el el del
propdsito nila algebra se imparte
utilidad de los de manera
simbolos algebraicos apresurad.a y
memoristica.

g /

y

G)ificultad asociada 9 )
1 (Dificultad asociada ED

La complejidad de
los objetos Los métodos de
Matematicos ensefianza




Necesidad de
clausura

N

C asociada a )

~(

Los estudiantes sienten la
necesidad de cerrar las
expresiones algebraicas y
no comprenden que las
expresiones se pueden
dejar planteadas.

J

obstaculo
epistemoldgico

Otros obstaculos

Basados en la
secuencia de un
tema

[ Algunos conceptos \
matematicos, varian en
dificultad y deben
aprenderse en el orden
correcto para
comprenderlos

adecuadamente.

\ J

Basados sobre casos
simples

~

Mantener al estudiante en
ejemplos demasiado simples
todo el tiempo, dificulta su
capacidad para resolver
problemas mas complejos

mas adelante. /
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Contexto
Se espera que los estudiantes hayan trabajado

principalmente con aritmética y ahora se busca
introducir conceptos y nociones de algebra, en especial
aquellos relacionados con las expresiones algebraicas y
simbolos algebraicos.

Objetivo

La primera fase, titulada "AlgeDetectives", busca que los
estudiantes trabajen con situaciones de sucesiones
graficas. En esta etapa, no se les pedira que construyan
expresiones algebraicas con simbolos formales; en
cambio, el objetivo es que observen, descubran
patrones e identifiquen relaciones entre la posicion y la
cantidad de figuras.

Camino didactico

Para introducir a los estudiantes en el estudio del
algebra, se seguiran las recomendaciones del grupo
Azarquiel (1993), descritas en su capitulo “Proceso de
Simbolizacion”. En este, se destaca la importancia de
gue los estudiantes comprendan el significado de los
simbolos, sefialando que, en un primer acercamiento,
es fundamental que estos simbolos tengan referentes
concretos y se relacionen con las ideas u objetos que
representan.

Una actividad sugerida para facilitar esta comprensiéon
consiste en trabajar con situaciones donde los
estudiantes expresen mediante simbolos las leyes que
han deducido a partir de la observacién de estructuras
graficas o numéricas.




Anexo 1

ELCHEF
MATEMATICO -/

Rodrigo es un chef apasionado por
hacer chocolates y tiene una manera
especial de organizarlos en los platos.
Cada plato tiene una cantidad Unica de
chocolates, y cuando le preguntamos
por qué los acomoda asi, simplemente
sonrie y dice que le encantan las
matematicas.

Plato 1 Plato 2 Plato 3 Plato 4
oy TETY

Y @ Y ‘Q‘Q’M GF T T |

A A A A A A gﬁ gggg

Uno de los comensales dijo que en el plato 32
deberian haber 62 chocolates. ;Es verdadera la
afirmacién?

¢Qué plato tendra 82 chocolates?

. ¢Qué criterio crees que utiliza el chef para organizar
J” los chocolates en los platos?

H .. ¢Cémo podrias determinar rapidamente cuantos
chocolates habran en cada plato sin tener que
& contarlos uno por uno?




CRECIMIENTO DE LAS
4 UNAS

Samanta salié temprano de su casa
para montar bicicleta en el parque.
Durante uno de los giros, perdié el
equilibrio y se cayé. Como resultado
de la caida, se quebré gran parte de
sus ufas.

Samanta fue al salén de belleza para que le ooe
hicieran una curacion en las ufias. a

g‘ La especialista del salon de belleza le dijo
r 1" a Samanta que estuviera tranquila, le
‘ cur6 las heridas y le explicé que ahora
&

solo debia esperar a que sus ufas
crecieran.

En ese momento, la especialista le entrega a Samanta un
folleto con informacién sobre el crecimiento de las ufas.

Acelerardor de crecimiento

Crecimiento normal
Mes 1 Mes 2 Mes 3 Mes 4

3mm 6 mm 9 mm 12 mm

Crecimiento con “Nailixir”
Mes 1 Mes 2 Mes 3 Mes 4

5 mm 10 mm 15 mm 20mm %




PREGUNTAS

Si Samanta no compra el producto, ¢cuantos
meses debe esperar para que sus ufias crezcan 21
mm?

/

Si Samanta compra el producto, ¢cual sera la
longitud de sus ufias al pasar los mismos meses
del ejercicio anterior?

¢Cuantos meses de diferencia hay entre lograr un
crecimiento de 30 mm en las ufias usando el
producto y sin usarlo?

En 2017, Ayanna Williams, de
Houston, rompié el récord
Guinness por tener las ufias
mas largas del mundo, con una
longitud de casi 5800 mm.

¢;Cuantos meses nos tomaria tener unas ufias como las
de Ayanna Williams, considerando que crecen 3 mm

por mes?
C -~




JUGANDOQ CON
CERILLOS

Mateo salié a la tienda para comprar una
caja de cerillos. Sin embargo, mientras
caminaba de regreso a su casa, tropezd y
cayé al suelo, rompiendo la caja y
esparciendo los cerillos por el suelo.

v

Mateo se levantd y comenzo6 a recoger los
cerillos. Mientras lo hacia, noté que tres de
ellos formaban un triangulo. Esto llamé su
atencién, y empez0 a jugar a formar varios
triangulos con los cerillos.

" 7o T

(A

Mateo construye los triangulos de una manera
particular. Describe cémo los forma.

\3:
D

b

Si para construir un triangulo se necesitaron 3 cerillos
ipara construir 2 triangulos de la manera que hizo
Mateo se necesitan 6?

Dibuja en tu cuaderno o usa los palillos que te dio el
profesor para hacer 4 triangulos, igual como hizo
Mateo.

l/ ¢Cuantos cerillos utilizaste para formar los 4 triangulos?




Juliana, la hermana de Mateo, le llamé la
atencion el juego con los triangulos y quiso
formar el sexto triangulo. Le pidi6 a Mateo
que le pasara 3 cerillos para hacerlo, pero él
la miré con confusién. ;Por qué crees que
Mateo reaccion¢ asi?

)

" 7o ) IS (_37
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é Juliana le pidié a Mateo que le mostrara como hacer 8
triangulos. ;Como crees que Mateo le explico el
proceso?

i
f? Mateo observé su caja de cerillos y se preguntd cuantos
- triangulos podria formar con los 51 cerillos que tenia.

Notas para el docente
Para esta tarea, se puede entregar a los estudiantes

i materiales como palillos o palos de paleta para que
puedan construir la sucesién.




LA ESCALERA

Marcos y Julieta son dos amigos muy
curiosos y creativos a quienes les
encanta construir cosas. Un dia,
deciden jugar a un reto especial:
construir la escalera mas alta
posible utilizando cubos de juguete.

Posicidon 1 Posicidon 2 Posicion 3 Posicion 4

-~ .l. " .!
;l

¢Es posible determinar cuantos escalones hay en
% la posicion 8? ;ComMo?

“ Marcos dijo que en la posicién 6 hay 9 escalones, ;es
correcta su afirmacion?

’- Describe la manera en la que Marcos y Julieta estan
construyendo la escalera




#¢ BALDOSAS

Julian sali6 con su padre a una
fabrica de baldosas porque
necesitaba encontrar un disefio
econémico y atractivo para su
cocina. Ademas, buscaba a alguien
que pudiera ayudarle a
embaldosar.

Jorge, el asesor, le comenté al padre de Julian que existen
unos estilos de embaldosado econémico que han tenido

muy buena acogida.

Estilo 1 Estilo 2 Estilo 3
Julian observé detenidamente los tres primeros
estilos y se dio cuenta de que podia crear un

& .9 Cuarto estilo.

% ¢Cual crees que fue el cuarto estilo que cred Julian?

G




icomprobémoslo!
Raspa la figura

o

s 7 ¢El estilo que cred Julian se parece al que dibujaste?

¢Por qué si o por qué no?

%/i/g Dibuja o utiliza las baldosas para encontrar los
> estilos5yé.

Al papa de Julian también le llamé la atencion los
estilos de embaldosado y le comentd a su hijo que

@) el estilo 8 tendria 64 baldosas blancas y 72 negras.
¢Es correcta su afirmacion? ;Por qué si o por qué
no?

-

Notas para el docente )
Para esta tarea, se recomienda entregar a los

¢ estudiantes la plantilla con las baldosas para que las
== recorten y sigan la sucesién. Ademds, en la seccién
i E donde dice 'raspa la figura', se puede colocar una
pegatina o adhesivo para raspar, también conocidos

\ como 'Scratch Off'. /
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Contexto

Los estudiantes han concluido la primera fase, durante
la cual observaron y analizaron diversas sucesiones
graficas e identificaron la cantidad de elementos de
algunas posiciones. La fase anterior utiliz6 un objeto
concreto para representar la posicion, con el propdsito
de facilitar la comprensién de la relacion existente entre
dicha posicion y la cantidad de elementos
correspondientes.

Objetivo

La segunda fase, titulada “Explora Patrones”, tiene
como objetivo que los estudiantes, a través de
expresiones orales o escritas, describan el patrén que
observan en las sucesiones graficas. En esta etapa, se
introducira la idea de cobmo es posible determinar los
elementos correspondientes a cualquier posicion
dentro de la sucesion.

Camino didactico
Tanto Mason et al. (2014) como Azarquiel (1993)
coinciden en que los estudiantes deben avanzar mas
alla de simplemente observar el patron; enfatizan la
importancia de decir cual es el patrén, tanto de forma
oral como escrita.
Para lograrlo, recomiendan que los estudiantes
trabajen en parejas, describiendo mutuamente lo que
observan, haciéndose preguntas y ajustando sus
explicaciones hasta llegar a un acuerdo. Esta capacidad
de verbalizar sus observaciones resulta fundamental
para avanzar hacia una comprension mas abstracta del
patréon y, eventualmente, hacia la identificacion de la
formula general que lo representa.




Adicional, los autores mencionan que es fundamental
gue los estudiantes registren los patrones observados,
ya que implica representar las ideas de manera tangible
utilizando diversos formatos como dibujos, palabras o
simbolos. Este proceso de registro ayuda a fijar las
ideas que, de otro modo, podrian ser confusas o
efimeras en la mente. Al plasmar las observaciones en
papel, se facilita su analisis, discusion y modificacion, lo
gue contribuye a que los estudiantes estructuren mejor
Su pensamiento.




Anexo 2

ESCUCHA Y DIBUJA

Esta tarea esta disefiada para realizarse en
parejas. A cada pareja se le entregara unas
fichas que deberan colocar boca abajo
sobre una mesa para que no puedan ver la
informacién en ellas.

.

S
Uno de los miembros de la pareja, sin = &
mirar, se colocara una de las fichas en la a
cabeza. Para facilitar esta actividad, se
puede crear una banda para la frente que ¢
sostenga la ficha en su lugar.

El otro miembro de la pareja intentard
v v describir con palabras lo que hay en la

v ficha. El objetivo es que la persona que

'! lleva la banda en la cabeza logre dibujar lo

./Zé,’) que estd en la ficha basandose en la
descripcion verbal que le proporciona su
compariero.

Reglas

1.El jugador que tiene la ficha solo contara con tres intentos
para dibujar.

2.El jugador que describe el patron no puede tocar la mano
del que dibuja ni hacer dibujos; todo debe ser expresado
solo con palabras. Si la persona que dibuja logra
representar lo que hay en la ficha, se otorgara un punto a
quien hizo la descripcion.
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iA JUGAR CON LAS
PALABRAS!

Al
Ya has completado diferentes retos, ‘ o '
ahora estas listo para crear tu propia ). W
sucesion grafica. S 2

¢Sucesion grafica?

En las tareas anteriores, observaste varias
sucesiones graficas. ;Recuerdas alguna?

Camilo no sabe qué es una sucesion grafica.
¢Podrias explicarselo?

®




iWow! Entonces, esas imagenes siguen

un patrén.

5 5 . (= .‘\‘ N
¢A qué crees que se refiere Camilo cuando [ (e

*)

menciona "patron"? ;Qué crees que es un

patron?

b

Wow, entonces puedo pensar las
sucesiones como una lista de niumeros en
un orden definido. Por ejemplo:




CREA TU PROPIO
PATRON

En las actividades anteriores, exploraste
distintas sucesiones graficas,
identificaste  patrones, contaste Ia
cantidad de elementos segun su
posicion y determinaste la posicion
correspondiente a una cantidad dada.
Ahora te enfrentas a un nuevo desafio:
icrear tu propio patron!

Describe tu patron. Explica en qué consiste y como

2 o conswui
lo construiste.

Segln tu patrén es posible conocer, ;cuantos
-~ elementos habra en las posiciones 10, 20 o incluso
en posiciones mayores, como la 100?




@gCrees que tu patréon tiene algun limite o
continuara indefinidamente?

iVamos a poner a prueba a tus

compaieros!

Crea un manual con el cual tus
compafieros puedan dibujar la sucesion
que has creado. Recuerda describirlo de
manera clara y detallada, ya que ellos no
pueden ver la imagen y td no podras
dibujarsela.

En el manual, incluye una forma para que
ellos encuentren la cantidad de elementos
F en cualquier posicion. Ten en cuenta que
deberan calcular cuantos elementos hay en
posiciones como la 1, 2 o 3, asi como en
posiciones mas grandes, como la 50 o la

100.

4 Notas para el docente )

7 Para esta tarea, se recomienda entregar a los
7 estudiantes la plantilla para la creacion del manual. Una
I vez que el estudiante lo haya completado, debera
entregarselo a un compafiero, quien intentara dibujar la

\ sucesion siguiendo sus instrucciones. /




Seccion para el creador de la sucesion

~

¢En qué consiste la sucesion?

. 2

fConsejos para encontrar los elementos en cualquier \
posicion

\ J

Seccion para el estudiante que creara la
sucesion grafica a partir del manual %«

fRepresenta la sucesion que cred tu compaiiero \
utilizando el manual como guia y responde las
preguntas.




Preguntas para el estudiante que crears la
sucesion grafica a partir del manual

e ;Te resultd sencillo construir la sucesiéon?
e ;Qué parte te parecié mas dificil al crear la
? sucesion?

“ e ¢Con las indicaciones del manual, es posible
determinar cuantos elementos habra en las
posiciones 10, 15,50y 1257

e Pide a tu compafiero la sucesién que cred y
verifica si coincide con la que tu construiste.

e Si la sucesién no coincide, ;cOmo mejorarias
el manual de tu compafero para que sea
mas claro?

Notas para el docente

é El docente puede pedir a los estudiantes que creen
\ .
| otras sucesiones y vuelvan a elaborar el manual.

i
| ==




€l poder dc,
simbolos
|3
> o

ﬁ“



Contexto

En la fase anterior, los estudiantes tuvieron que
expresar el patron tanto de manera oral como escrita.
Realizaron ejercicios en colaboracion con sus
companeros, lo que les exigid ser claros y precisos en
sus explicaciones.

Objetivo

La tercera fase, titulada El poder de los simbolos, tiene
como objetivo que los estudiantes reflexionen sobre las
ventajas del uso de simbolos. En este punto, aun no se
introducen los simbolos del algebra, pero se les pide a
los estudiantes que transformen lo que han expresado
previamente en palabras y de forma escrita, a una
representacion simbdlica. En esta fase pueden utilizar
sus propios simbolos.

Ccamino didactico

De acuerdo con Azarquiel (1993) el proceso de
simbolizacion en el aprendizaje del algebra es esencial,
ya que ayuda a los estudiantes a conectar simbolos con
las ideas y objetos que representan. Para que estos
simbolos sean Utiles, es importante que estén
claramente asociados con algo concreto. Por ejemplo,
es muy util cuando los estudiantes pueden usar
simbolos para expresar leyes que han descubierto al
observar graficos o patrones numeéricos.




Este proceso de simbolizacion puede dividirse en varios
pasos que hacen que la comprension y el uso de los
simbolos algebraicos sean mas faciles. Primero, los
estudiantes deben entender el concepto o la ley de una
manera concreta. Luego, deben ser capaces de explicar
estas ideas verbalmente. Después, deben aprender a
escribir estas ideas de forma clara. A continuacion,
deben empezar a usar simbolos para representar estas
ideas por escrito. Finalmente, deben usar los simbolos
adecuados y reconocidos en algebra para escribir y
calcular de manera eficiente.




Anexo 3

HABLEMOS S0BRE
SIMBOLOS ¥

CRONCY . .
't ¢Has visto alguna vez un simbolo?

A (En qué lugares o situaciones has visto simbolos?

? Dibuja algunos ejemplos de simbolos.

4

a ¢Para qué crees que sirven los simbolos?

e o _¢Crees que en matematicas se utilizan simbolos? Si
es asi, ¢para qué crees que se utilizan?




EL PODER DE LOS
SIMBOLOS

Los simbolos tienen un poder Unico porque
pueden transmitir significados profundos y

universales sin necesidad de palabras. Un -
simple dibujo, como un corazbn o una —
paloma, puede expresar amor o paz, siendo
comprendido por personas de diferentes ﬂ
culturasy lenguas.

La simbolizacion en matematicas fue muy
4+ | 4 | importante porque ayud6 a expresar ideas
X

dificiles de forma clara y simple. Antes de

usar simbolos, los problemas y las soluciones

se explicaban con muchas palabras, lo que

A hacia mas complicado entenderlos. Cuando

- se empezaron a usar simbolos como “+"” para

3. la suma o “=" para la igualdad, los
p

matematicos pudieron resolver problemas
con mas precision y rapidez.

A

¢Recuerdas el manual que elaboraste?

Intenta  escribir las instrucciones para = xis N
encontrar  cualquier posicion utilizando %‘e
simbolos. Puedes emplear los que prefieras o

incluso crear tus propios simbolos.

b




EMPAREJA
SUCESIONES Y TRUCOS

i.(j ,u

Maria es profesora en un colegio de Bogota y
ha preparado tarjetas con imagenes de
sucesiones graficas y otras tarjetas que 3 ”
contienen trucos para encontrar cualquier 4‘/

posicidn en esas sucesiones.

Sin querer, todas las tarjetas se cayeron, lo
gue provoco que se mezclaran.

Ayuda a la profesora Maria a emparejar
cada sucesion con el truco correspondiente
para encontrar cualquier posicion.

Posicion 1 Posicion 2 Posicion 3

e e e e e e e e e e
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Qe — e
|\ ] I
I | Paraencontrar la cantidad de puntos | |
e rp |

i en una posicion especifica, toma el |

! numero de la posicién que quieres |

i encontrar y multiplicalo por 2 i
e L |
S
AN |
Il Para encontrar la cantidad de puntos | |

i en una posicién especifica, toma el i

| numero de la posicion que quieres !

i encontrar y multiplicalo por 4 i

L |

QL

[ e e e e e e e e e e e

|
Para encontrar la cantidad de puntos | |
en una posicion especifica, toma el i
nuamero de la posicion deseada, }
multiplicalo por 2 y réstale 1 i

|

Para encontrar la cantidad de puntos
en una posicion especifica, toma el
numero de la posicion deseada,

multiplicalo por 2 y sumale 1 |




§Y 5110
REPRESENTAMOS CON
SIMBOLOS? =

¢Como quedarian las tarjetas de la tarea anterior si, en
lugar de usar palabras, utilizamos simbolos?

Con calma, analicemos juntos el contenido de una

de las tarjetas

Para encontrar la cantidad de puntos
en una posicion especifica, toma el
numero de la posicidbn que quieres

encontrar y multiplicalo por 2

Posicién 1 Posicion 2 Posicion 3

Reescribamos la tarjeta pero solo para la posicion 4
jAyudame a completar!

Para encontrar la cantidad de
puntos en la posicién ____, toma el
numero de la posicién (_)y
multiplicalo por 2




Segun la tarjeta ;Cuantos puntos hay en la posicién 4?

C

)

Ahora intentémoslo para las posiciones 6, 10 y 20

Para encontrar la cantidad de
puntos en la posicion ____, toma el
numero de la posicion (_)y
multiplicalo por 2

Segun la tarjeta ¢Cuantos puntos hay en la posicién 6?

C

)

Para encontrar la cantidad de
puntos en la posicion ____, toma el
numero de la posicion (_)y
multiplicalo por 2

Segun la tarjeta ;Cuantos puntos hay en la posicion 10?

C

)

Para encontrar la cantidad de
puntos en la posiciéon ____, toma el
numero de la posicion (_)y
multiplicalo por 2

Segun la tarjeta ¢Cuantos puntos hay en la posicion 20?

C

)




'

Ahora intentémoslo pero para cualquier posicion

Para encontrar la cantidad de
puntos en la posicion ____, toma el
numero de la posicion (_)y
multiplicalo por 2

Utilicemos un simbolo, el que tu quiera

»

(] . ol ,
w | Completa la tarjeta utilizando el simbolo que
creaste

jAun no hemos terminado, podemos simbolizar aun
mas la tarjeta!

Ya tienes un simbolo que hace referencia a

jUtilicémoslo!

Para encontrar la cantidad de puntos
en una posicidon especifica, toma el
numero de la posicion que quieres

encontrar y multiplicalo por 2

XKl 2

Tu simbolo







Contexto
Los estudiantes ya han presentado algunas propuestas

sobre como encontrar la cantidad de elementos en
cualquier posiciéon utilizando simbolos. Es posible que
no hayan empleado simbolos algebraicos, sino que
hayan recurrido a dibujos u otros simbolos creados por
ellos mismos.

Objetivo

Esta Ultima fase tiene como objetivo introducir los
simbolos del algebra para que los estudiantes los
utilicen al formular una estrategia para encontrar los
elementos en cualquier posicion.

Camino didactico

En esta fase, se utiliza la historia de la simbolizacién
algebraica y se presenta un ejemplo de cobmo podria
formularse una expresion general para encontrar la
cantidad de elementos en cualquier posicion.
Posteriormente se proponen tareas que directamente
buscan que los estudiantes representen esa
generalidad con simbolos algebraicos.

Actaraciones

Lograr que los estudiantes utilicen los simbolos
adecuados del algebra no es una tarea facil. Es
fundamental seguir enfrentanlos a diversas situaciones
donde puedan observar las ventajas y la utilidad de
emplear estos simbolos.




Anexo 4

UN POCO DE HISTORIA

Desde la antigliedad, la
comunicacién ha sido esencial para
la humanidad. Antes de la escritura,
las personas usaban dibujos en las
paredes de las cavernas para contar
historias y compartir
conocimientos, representando asi
una forma rudimentaria de
comunicacion.

A medida que las civilizaciones avanzaron,
también lo hizo su necesidad de representacion.
En Mesopotamia, los sumerios desarrollaron
uno de los primeros sistemas de escritura, el
cuneiforme, que utilizaba simbolos en forma de
cufia para representar palabras y sonidos. Esta
invencion marcé el comienzo de la escrituray la
comunicacién escrita.

En Egipto, los jeroglificos combinaron simbolos
con imagenes, creando un lenguaje visual rico
en significado. Cada simbolo tenia un propoésito
especifico, ya fuera representar un objeto, un
sonido o un concepto abstracto, permitiendo a
los egipcios contar historias sobre dioses,
faraones y la vida cotidiana.

Los antiguos egipcios también desarrollaron
un sistema de simbolos para representar
numeros. Utilizaban jeroglificos para los
[ N © i numeros, empleando diferentes simbolos
para las potencias de diez. Su enfoque
10000 200,000 1.000.000 permitia realizar operaciones aritméticas
ﬁ m ﬁ" simples 'y llevar registros contables,
especialmente en el contexto de la agricultura

y la construccién.

1 10 100 1.000



Los griegos, hicieron

davances

significativos en la simbolizacién
matematica. Introdujeron letras del

alfabeto como simbolos para \

representar

«

T g :
(‘&w o a7 kSN

En el siglo XVI, matematicos como René
Descartes y Francois Viete comenzaron a utilizar
letras y simbolos de manera mas sistematica en
introdujo la notacién

donde las letras
cantidades conocidas
como desconocidas. Descartes, por su parte,
desarroll6 el sistema
permitid representar

sus trabajos. Viete

algebraica  moderna,
representaban tanto

cartesianas, que
ecuaciones graficas.

ax>+bx+c=0

D BE
%x

s

V=s¢®

cantidades
desconocidas o variables, sentando
asi las bases del algebra.

Diofanto

Los matematicos &rabes, como Al-Juarismi,
realizaron importantes contribuciones a la
matematicas y a la simbolizacién. Al-Juarismi
escribi6 un libro sobre la resolucion de
ecuaciones, donde utilizaba palabras en lugar
de simbolos, pero senté las bases para el
algebra moderna. El término "algebra" proviene
de su obra, Al-Kitab al-Mukhtasar fi Hisab al-Jabr
wal-Mugabala.

de coordenadas

Con el avance de la educacion y la publicacion
de libros de texto, la notacion matematica se
estandariz6 a nivel internacional. Hoy en dia,
los simbolos matematicos son reconocidos y
utilizados en todo el mundo, facilitando la
comunicacién  entre  matemadticos de
diferentes culturas y tradiciones.

El simbolo de la sustraccién para



LOS SIMBOLOS EN
MATEMATICAS

Hace muchos siglos, las matematicas se
escribian con palabras. Los antiguos
griegos, como Euclides vy Pitagoras, &,
describian los problemas y sus
soluciones con largas frases. Por
ejemplo, si querian sumar dos numeros
desconocidos, tenian que escribir algo
asi como: "EI numero desconocido
sumado a otro numero desconocido es
igual a 10". Resolver problemas era un
proceso lento y complicado, lleno de
palabras.

Con el paso del tiempo, los
matematicos se dieron cuenta de que
necesitaban una manera mas rapida y
eficiente de representar los nimeros y
operaciones. Asi fue como nacieron los
primeros simbolos algebraicos. Los
arabes, durante la Edad Media, jugaron
un papel crucial en este proceso. Ellos
usaban la palabra "al-jabr" (que significa
"reunion de partes"), de donde
proviene la palabra "algebra", para
describir la manipulacion de
ecuaciones. Pero, aun asi, sus métodos
no usaban los simbolos que conocemos
hoy en dia.




Fue en el Renacimiento, en Europa,
cuando se comenzd a usar un lenguaje
algebraico mas moderno. El matematico
francés Francois Viete en el siglo XVI
introdujo el uso de letras para
representar cantidades desconocidas. El
fue uno de los primeros en usar letras,
como A, By C, para representar numeros
gue no conociamos. Este fue un paso
gigante para las matematicas.

ilmagina poder escribir simplemente una

letra en lugar de una palabra o una frase
completa!

Camilo esta aprendiendo algebra y, en

una de las clases, quedo fascinado por

los simbolos algebraicos. Decidié
retarse a si mismo a utilizarlos, asi que

tomd una de las tarjetas que trajo su
profesora y traté de reescribirla usando

esos simbolos.

Para encontrar el niUmero de puntos
en una posicidn especifica, toma el
numero de la posicion deseada,
multiplicalo por 2 y réstale 1

[o ,

o p=numero de puntos

0 n=numero de la posicion
o

0 p=2n'1

Lo
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n=numero de la posicidon

p=numero de puntos

p=2n-1 e o
| ¢
Posicion 1 Posicion 2 | Posicion 3 Posicion 4
@
]
O = P ®
oo ooo | ®
o000
¢La posicion 5?
m 4 p=2n-1
4 p=2(5)-1
i p=10-1
p=9 ®
\ o
]
@
ilﬁ. o000




¢La posicion 8?

p=2n-1
p=2(8)-1

=16-1
\_ pP=15 %

¢La posicion 10?

¢La posicion 50?




Reescribe estas tarjetas utilizando simbolos
algebraicos

Para encontrar el nUmero de puntos
en una posicién especifica, toma el
numero de la posicién que quieres

encontrar y multiplicalo por 2

2

Para encontrar el numero de puntos
en una posicidn especifica, toma el
numero de la posicién que quieres

encontrar y multiplicalo por 4

9

Para encontrar el nUmero de puntos
en una posicion especifica, toma el
numero de la posicién deseada,
multiplicalo por 2 y sumale 1




RETO FINAL
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¥ Reto 1

¢Recuerdas esta sucesion?

" £ [ 1.0

(Puedes construir una expresién para determinar
cuantos cerillos se necesitan para formar 6, 8, 10, 20 o
incluso 100 triangulos?

-]




* Retoz

Posiciéon 1 Posicién 2 Posicion 3 Posicion 4
o o0 o000 ©© 00O
o O O ® @

Utiliza simbolos algebraicos para construir al menos
una forma de encontrar la cantidad de puntos en
cualquier posicion.

* [Reto3

¢Recuerdas esta sucesion?

Estilo 1 Estilo 2 Estilo 3

BN




Utiliza simbolos algebraicos para construir al menos
una forma de encontrar la cantidad de baldosas grises.

Utiliza simbolos algebraicos para construir al menos
una forma de encontrar la cantidad de baldosas
blancas.

Utiliza simbolos algebraicos para construir al menos
una forma de encontrar la cantidad de baldosas totales
(blancas y grises).




