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1. Descripcion
En la presente monografia se desarrolla una descripcion, de forma analitica, de la relaciéon

existente entre los conceptos de la fisica y su relacién con la teoria musical, para dar un aporte
la ensefianza de la fisica en relacion a otras areas de conocimiento, en nuestro caso, la masica,
como estrategia integradora de saberes. Este trabajo se basa en la fisica de ondas y los
conceptos relacionados con ondas estacionarias y os modos normales de vibracion en cuerdas;
ademas también se basa en el analisis de Fourier ara la descripcién del timbre. Por otro lado, es
importante mencionar que también el trabajo se fundamenta en la teoria musical y los principios
de la armonia.
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3.Contenidos

Este trabajo de grado consta de cuatro capitulos organizados de la siguiente manera:

- Introduccion
- Capitulo 1: DESCRIPCION ONDULATORIA DEL SONIDO.
En este capitulo realizamos una breve descripcion de las bases tedricas de la mecéanica

ondulatoria del sonido; hablamos a cerca del significado de las ondas, las ondas sonoras
y las cualidades del sonido: timbre, tono e intensidad.

- Capitulo 2: ORGANIZACION DE LA ARMONIA.
En esta seccion realizamos una introduccion a los principios de la teoria musical en

relaciébn a la melodia y la armonia. Realizamos una breve explicacién a cerca de las
escalas, los intervalos y los acordes musicales.

- Capitulo 3: DESCRIPCION MATEMATICA DE LA ARMONIA MUSICAL.
En este capitulo realizamos una descripcion de la relacion entre la fisica y la muasica a

través de los modos normales de vibracion de las cuerdas; describimos la evolucién de la
escala pitagérica y la escala de Zarlino a través de las proporciones de las frecuencias de
vibracion de las cuerdas; ademas explicamos la demostracion matematica de la escala
cromética temperada.

- Conclusiones del trabajo




4. Metodologia

El presente trabajo se hizo a través de un andlisis descriptivo de la relacion fisica y
musica, desde la investigacion de los diferentes documentos en relacién a este tema.
Dicha relacion se abord6 desde 3 aspectos: el primero tiene que ver en el estudio
historico del desarrollo de la musica, y como a través del tiempo la fisica realizo aportes
importantes a este desarrollo; el segundo aspecto es la aproximacién de los conceptos
de las ondas sonoras al estudio descriptivo de la musica, como fendmeno ondulatorio;
por ultimo, se analiz6 la armonia musical desde los conceptos de la fisica ondulatoria.

5. Conclusiones

La intencion de este documento es mostrar que es posible Integrar varias éareas del
conocimiento, en este caso la fisica y la musica, para evidenciar, que si bien todas ellas trabajan
de forma independiente entre si, el conocimiento no es fragmentado y es posible establecer
relaciones entre ellas que posibiliten su comprension.

La anterior conclusion nos lleva a pensar en la posibilidad de establecer estrategias que
posibiliten la ensefianza de las ondas sonoras, tanto en la escuela como en cursos introductorias
de fisica en la universidad, en donde se establezca relaciones entre la fisica y la musica, ya que
esta Ultima hace parte esencial de los seres humanos en los diferentes contextos culturales.

La armonia musical, componente fundamental de toda la teoria musical, sienta sus bases en las
relaciones aritméticas entre frecuencias y longitudes de una cuerda tensa; dichas relaciones son
fracciones enteras, y de ellas nacen los intervalos musicales y las escalas musicales. Dicho
trabajo propuesto por primera vez por Pitagoras”.

La forma como el oido humano percibe las elaciones entre 2 o0 mas sonidos es a través de las
proporciones y no como una suma de sonidos; esto se evidencia en el hecho en que la relacién
entre dos sonidos de una escala, para el oido, son iguales si estos sonidos se les duplica su
frecuencia, es decir, se interpretan dichos sonidos pero con una octava arriba.

La escala temperada, es una escala evolucion de la escala de Zarlino y la escala Pitagorica.
Esta evolucién es consecuencia de los problemas de afinacién de los instrumentos en la época
del renacimiento. La escala temperada resuelves estos problemas de afinacion a través de la
concepcion de los semitonos iguales. El valor del semitono en la escala temperada es
1,0594631. La ecuacién con la cual podemos calcular la frecuencia asociada a cualquier nota
musical es:

frota = 4‘4OHZ(1%/E) Ndonde —36< n<86

! Juan miguel Campanario: Fundamentos fisicos de la mUsica




Este trabajo puede servir como guia para posteriores trabajos que estén encaminados a la
ensefianza de la fisica en relacién a la musica, o trabajos encaminados a relacionar estas dos
areas del conocimiento.
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Introduccién

El presente trabajo, denominado “Descripcion fisica de la armonia musical: una
propuesta para la ensefianza de las ondas sonoras”, nace, en principio, del deseo de
explorar, conocer y describir ese maravilloso campo del saber como lo es la musica a
través de la fisica. Dicho deseo se fundamenta en los saberes que tiene el autor en
relacién a los conceptos de la masica y el vago conocimiento infundido por diferentes
medios a cerca de las relaciones existentes entre estos dos saberes.

En un segundo momento, se hace evidente una preocupacion acerca de la forma como
se ensefian los contenidos en las distintas instituciones de educacion, el cual estd dado
por la especializacion disciplinar; este aspecto se ve reflejado en la organizacion de la
maya curricular, la cual estd dada desde areas especificas de conocimiento; tal
organizacion de los contenidos, promueve una vison fragmentada del conocimiento que
no permite establecer articulaciones y relaciones entre distintas disciplinas.

En contraste con la fragmentacion disciplinar que se suele presentar en la educacion, se
encuentra que la manera en que se ha constituido el conocimiento no se ha hecho desde
la especializacion disciplinar, sino desde una vision mas holistica. Por ejemplo, el
aporte de los griegos a la cosmologia los llevo a utilizar la trigonometria. Galileo
implement6 sus conocimientos sobre el compas musical para medir los tiempos que
tarda una esfera en descender por un plano inclinado (Miller Hernandez y Sergio Diago,
2011); Leonardo Da Vinci utilizé sus conocimientos de las matematicas y la geometria
para realizar sus obras de arte, estudiar los fendmenos de la naturaleza, construir
artefactos Utiles para la humanidad en su momento, etc. En general, los griegos y los
pensadores que surgieron desde el renacimiento hasta principios del siglo XX, eran
diestros en diferentes areas del conocimiento como la politica, el arte, la ciencia, las
matematicas vy la filosofia.

Es altamente conocido el papel que ha jugado la fisica en la comprension del universo,
los fendmenos naturales y el desarrollo de la tecnologia. Sin embargo su influencia en el
desarrollo de la cultura y el arte, incluyendo la musica es menos conocida debido a la
especializacion disciplinar de los contenidos. Aun asi, el desarrollo de la musica se ha
logrado gracias al interés que han tenido los fisicos méas reconocidos por explicar dicho
fenémeno.

La humanidad, casi desde sus origenes, ha estado altamente cautivada por la musica
debido al poder que tiene sobre nosotros. Para Darwin, la musica es un don, ya que ni el
gozo que produce, ni la capacidad de producir notas musicales son utiles al ser humano
(Council, 2008). De esta manera, todos los seres humanos somos seres musicales, a



todos nos gusta la musica. Hoy en dia, los jovenes viven la musica en todo momento,
hablan de musca, piensan en musica y su mundo esta altamente influenciado por la
musica. Por tal motivo, a los estudiantes les seria altamente significativo que los
conceptos fisicos de las ondas se logren ensefiar a partir de la musica (Reinaldo, Welti,
2002).

Por todo lo anterior, este trabajo tiene la intencion de hacer explicita la relacion fisica-
matematicas y musica, para mostrar como las disciplinas estan relacionadas. De esta
manera, se pueden dar elementos que aporten a la ensefianza de las ciencias, se facilite
la comprension de los conceptos fisicos involucrados en la musica y se genere
motivacion a los estudiantes por el estudio de las ciencias.

En la primera parte de este documento nos enfocamos a mostrar los aspectos mas
importantes de la fisica ondulatoria del sonido. En la segunda parte, nos encargamos de
contextualizar al lector en los principios de la teoria musical en relacién a la armonia y
la melodia. Por ultimo, nos dedicamos a describir como los principios de la teoria
musical se construyen a partir de las relaciones entre frecuencias de los modos de
vibracion de un sistema unidimensional como lo es la cuerda tensa.



Capitulo 1: DESCRIPCION ONDULATORIA
DEL SONIDO

1.1 Introduccion:

El estudio de la mecanica se puede dividir en dos grandes ramas: la cinematica y la
dinamica. Dos vertientes encaminadas a explicar el movimiento de los cuerpos y la
interaccion de esta con el medio circundante. La descripcion dindmica de la materia se
puede dividir en 2 esquemas: el estudio de la dindmica de los cuerpos en el espacio y el
esquema de la dindmica de los medios continuos. En este Gltimo se encuentra el estudio
de los fluidos, teoria de campos y las ondas.

El presente trabajo estd fundamentado en la descripcion del segundo esquema, en los
medios continuos encaminado al estudio de las ondas. Para ser un poco mas especificos,
tendremos como base el estudio de la fisica de las ondas sonoras. Sin embargo es
conveniente hablar sobre el significado de las ondas, su clasificacion y sus
caracteristicas, de una forma breve y clara. Después hablaremos todo lo referente de la
fisica de ondas sonoras.

1.2 ;Qué son las ondas?

En el estudio de los fenémenos ondulatorios, a la hora de abordar las diferentes fuentes
bibliogréficas, nos damos cuenta de que existen dos perspectivas o visiones en la que se
describen todos los fendmenos de este tipo: desde una visién de lo discreto en donde se
considera que el cuerpo por dando se transporta la onda es un conjunto de particulas, o

se considera a dicho cuerpo como un continuo, un solo cuerpo.

Desde el punto de vista de algunos autores (French A. , 1974) la descripcion de las
ondas es un e fendmeno en donde todas las particulas de un medio se mueven alrededor
de un punto de equilibrio y hay una transferencia de energia entre las particulas del
medio, de tal forma que todo el sistema se encuentra en constante vibracion; esta vision
muestra al medio como un conjunto de particulas, en donde la cantidad de estas es tan
grande que casi no se puede distinguir en donde comienza una y termina la otra; esta
definicion puede generar confusiones sobre ello ya que muestra una vision discontinua
de algo es continuo, el medio; sin embargo, como dijimos antes, estos autores hacen la
aclaracion de que una medio se considera continuo cuando el nimero de particulas
tiende a infinito (VER ANEXO 1), pero se sigue persistiendo en la dicha idea



Otros autores son un poco mas cuidadosos en afirmar que el medio no se puede
considerar como un conjunto de particulas sino como un continuo, y que la
transferencia de energia y de cambios se da entre las vecindades de las porciones del
mismo cuerpo (podriamos considerar un dm Yy dividir el cuerpo en muchos dm y
seguiriamos hablando de un solo cuerpo) como en el caso de una porcién de cuerda en
donde el cambio de estado de tension que se genera entre las vecindades genera una
perturbacion en ella, pero seguimos hablando de la misma cuerda?® (figura 1) .

y(x + Ax,t)
gF Ax+Ax)

_le(_\-) ________ﬁ_
X x4+ Ax

Figura 1: porcion de una cuerda tensionada. Tomada de
http://laplace.us.es/wiki/index.php/Ecuaci%C3%B3n para las ondas en una cuerda tensa

El lector puede quedarse con alguna de las dos, ya que en ambos casos se llega
satisfactoriamente a la descripcidn de una onda, aunque en algun caso se puede generar
confusion. En cualquier caso hay una transferencia de energia en todas las zonas del
medio, y estas muestran periodicidad en el tiempo y en el espacio. Cualquiera que sea la
definicion, las ondas tienen caracteristicas bien particulares Para nuestros fines,
estaremos parados desde una perspectiva de lo continuo para describir los fendmenos
ondulatorios.

=

Figura 2: ondas en el agua. Tomada de http://Ondasfisica.qaleon.com/

2 para una definicion méas amplia de las tenciones y deformaciones de medios continuos véase M, Ayala,
F, Malagon, I, Garzon, J, Castillo, M, Garzon: EL TENSOR DE ESFUERZOS: un analisis
epistemologicoa desde una perspectiva pedagogica. Alli se muestra un tratamiento generico de los medios
elasticos desde la perspectiva de continuo y las relaciones entre esfuerzo y furza.


http://laplace.us.es/wiki/index.php/Ecuaci%C3%B3n_para_las_ondas_en_una_cuerda_tensa
http://ondasfisica.galeon.com/

En las ondas se presenta una transferencia de variacion de estados (estado puede ser
posicion, presion, tension, densidad, etc.) dentro del medio, de forma que esta variacion
se presenta de forma periodica en el espacio y el tiempo; por ejemplo, consideremos
nuevamente el caso de la cuerda por la cual viaja un pulso, la figura 3 muestra el pulso
en distintos momentos, haremos énfasis en los tiempos t, y t; marcados en las lineas 1
y 2 en la parte inferior respectivamente, las cuales representan las porciones de cuerda
deformadas en dicho instante. El estado en este caso puede ser la forma del pulso
viajero; cuando el pulso en t,, denotado por la porcion 1, vuelve a su posicion de
equilibrio, el pulso en t; denotado por la porcion 2 se desequilibra completamente de la
misma forma que el pulso en t,, y el tiempo que tarda en deformarse es el mismo
tiempo que tarda la porcion 1 en volver a su estado de equilibrio, y, ain mas interesante,
la porcidn de cuerda que se deforma (un dl) es la misma cantidad de porcion que se ha
equilibrado en 1. En cualquier caso, se dice que hay una transfieren de energia y de
cambio de estado entre una porcion de la cuerda y su vecina.
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Figura 3: pulso viajero en una cuerda.

Las ondas se pueden clasificar en dos tipos: ondas electromagnéticas y ondas
mecanicas. Las ondas electromagnéticas constituyen todo el campo de la luz y la dptica.
Dentro de las ondas mecanicas se encuentran las ondas en las cuerdas y el agua, las olas,
los sismos y los fendmenos acusticos. Este Gltimo, las ondas sonoras, seran nuestro
referente en la descripcion de la armonia musical a través de algunos conceptos fisicos.

1.3 Ondas sonoras

Las ondas sonoras son cambios de estado de presion y densidad de medios continuos
como gases Yy solidos, en donde hay una transferencia de energia entre las secciones del
medio. Existen tres tipos de ondas sonoras: ondas audibles, ondas ultrasdnicas, y ondas



infra sonicas. Las ondas audibles son aquellas a las que el oido humano es sensible, su
frecuencia de oscilacion se encuentra entre 20 y 20000 Hz; las ondas infra sonicas
tienen la frecuencia de oscilacion por debajo del intervalo audible, los elefantes se
comunican con este tipo de sonidos a grandes distancias; las ondas ultrasonicas tienen
su frecuencia de oscilacién por encima de la frecuencia de oscilacion de las ondas
audibles.

Es un hecho bien conocido, que el oido humano es el receptor de las ondas sonoras, y
que el medio en donde se propagan dichas ondas es el aire circundante a nuestro
alrededor. Sin embargo podriamos preguntar ;COmo se propagan estas ondas? ;A qué
nos referimos cuando las ondas sonoras son cambios de presion y densidad del medio?
El modelo que se plantea, y con el cual estamos de acuerdo, es que cuando se genera un
pulso sobre un gas confinado, las diferentes secciones de dicho medio oscilan en la
misma direccion de la propagacion del pulso, de forma que en un instante dado el gas
en una parte se contraen y después se expanden como se muestra en la figura 4 y en la
figura 5.

Figura 4: ondas en un gas. http://cienciasamericocastro.blogspot.com/2012/06/2-eso-ab-apuntes-
sobre-ondas.html

Figura 5: modelo de la propagacion de un pulso a través de un gas. Tomada de
http://co.kalipedia.com/ciencias-
vida/tema/diapason.htmi?x1=20070924klpcnafyq 359.Kes&x=20070924klpcnafyq 367.Kes

Estas compresiones y expansiones del medio generan cambios en la cantidad de gas en
cada zona del medio, lo que genera que la densidad varien con el tiempo y por tanto la


http://cienciasamericocastro.blogspot.com/2012/06/2-eso-ab-apuntes-sobre-ondas.html
http://cienciasamericocastro.blogspot.com/2012/06/2-eso-ab-apuntes-sobre-ondas.html
http://co.kalipedia.com/ciencias-vida/tema/diapason.html?x1=20070924klpcnafyq_359.Kes&x=20070924klpcnafyq_367.Kes
http://co.kalipedia.com/ciencias-vida/tema/diapason.html?x1=20070924klpcnafyq_359.Kes&x=20070924klpcnafyq_367.Kes

presion. Es por eso que las ondas sonoras son ondas de presion, ya que esta variable de
estado cambia a medida que nos movemos sobre el medio en el tiempo

Una de las principales caracteristicas de las ondas sonoras es que son ondas
longitudinales. La propagacion del sonido se genera en todas las direcciones en forma
radial teniendo como centro la fuente sonora. La ecuacion general de onda esta dada
por:

0%p 1 0%

oz 2oz M
Donde ¢ es la funcion de onda y depende de los parametros espaciales y temporales, x
y t respectivamente. El parametro v es la rapidez de propagacion de la onda sonora;
esta rapidez depende de las caracteristicas elasticas e inerciales del medio como la
densidad de masa (p) y el modulo volumétrico de deformacion (B)°. La rapidez de
propagacion viene dada por:

V= ) (2)

La funcién ¢, como dijimos anteriormente, representa la variable de estado del medio,

la cual puede ser la presion y la densidad, por tanto la ecuaciéon 1 se puede escribir en
términos de estas variables:

0%’p 19%
ax?  v?ot?

En donde P y p representa la presion y la densidad del medio respectivamente

Las funciones que satisface la ecuacion de onda, son las funciones trigonométricas
senoy coseno. Si las ondas sonoras son ondas periddicas, entonces la funcién de onda
y la funcidn de variacién de la presion del medio viene dada por:

(p(x, t) = Pmaxcos(kx — wt)
AP = AP, .sen(kx — wt)
Otra caracteristica de las ondas es la transferencia de energia de las particulas del
medio. La energia total de transferencia de la onda sonora viene dada por la
expresion:

1
E= EPA(Pmaxwz/1 3)

* El médulo de deformacion es una propiedad de los cuerpos la cual nos dice la oposicién que tiene un
. S . .. . ApV;

cuerpo al para dejarse deformar. El modulo volumétrico viene dado por la ecuacion: ol donde p es la

presion por unidad de area 'y V es el volumen del cuerpo a deformar.



En donde p es la densidad volumétrica de masa, A es el &rea de seccion transversal a la
direccién de propagacion de la onda®, w es la frecuencia angular y A es la longitud de
onda asociada a dicha onda.

A medida que la onda sonora se mueve a través del aire, esta cantidad de energia pasa
por un punto determinado durante un periodo de oscilacion. Sea T el periodo de
oscilacién de la onda, por tanto la potencia, o rapidez de transferencia de energia es:

E 1 A1
P =5 =5PAPmaxw” 5 = SpAveiet o (4)

En donde v es la rapidez del sonido en el aire.

1.4 Cualidades del sonido

1.4.1 Introduccion:

En este apartado hablaremos de 3 caracteristicas importantes del sonido: el timbre, la
intensidad y el tono. La primera, es la cualidad que permite diferenciar las fuentes
sonoras sin importar que estas suenen a la misma frecuencia y a la misma intensidad;
esta cualidad es bien importante en términos musicales, porque ella permite diferenciar
cuando las fuentes sonoras emiten sonidos puros y cuando con mucho ruido, lo que es
fundamental a la hora de escoger una fuente sonora para interpretar una pieza musical.
La segunda caracteristica, la intensidad, es aquella que permite diferenciar las fuentes
sonoras en términos del volumen, que tan duro o que tan bajo suenan. Por ultimo, el
tono, permite diferenciar las fuentes sonoras en términos de la frecuencia; lo agudo o
grave que suena, por ejemplo, un instrumento musical, permite distinguir las notas
musicales que produce dicho instrumento.

1.4.2 El timbre

Esta cualidad permite distinguir los sonidos producidos por los diferentes instrumentos.
Mas concretamente, el timbre o forma de onda es la caracteristica que nos permitira

* El 4rea transversal es la region superficial comprendida por las particulas que realizan la transferencia
de energia. Imagine un gas contenido en un embolo, y al final del mismo un pistén. Cuando movemos el
piston hacia dentro del embolo, se genera una perturbacién del gas, la transferencia de energia se da entre
las particulas del medio que fueron perturbadas por el piston la cual tenia una seccion transversal de area
A. Remitase aFuente especificada no valida..



distinguir una nota de la misma frecuencia e intensidad producida por instrumentos
diferentes. La forma de onda viene determinada por los armonicos, que son una serie de
vibraciones subsidiarias que acompafian a una vibracion primaria o fundamental del
movimiento ondulatorio (especialmente en los instrumentos musicales).

Normalmente, al hacer vibrar un cuerpo, no obtenemos un sonido puro, sino un sonido
compuesto de sonidos de diferentes frecuencias®. A estos se les llama arménicos. La
frecuencia de los armonicos, siempre es un mdltiplo de la frecuencia mas baja
Ilamada frecuencia fundamental o primer arménico. A medida que las frecuencias son
mas altas, los segmentos en vibracién son mas cortos y los tonos musicales estan mas
proximos los unos de los otros (figura 6).
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Figura 6: registro sonoro de 3 fuentes sonoras. Tomada de http://autoaudio.blog.com.es/

Si se toca el La situado sobre el Do central en un violin, un piano y un diapason, con la
misma intensidad en los tres casos, los sonidos son idénticos en frecuencia y amplitud,
pero muy diferentes en timbre. De las tres fuentes, el diapasén es el que produce el tono
mas sencillo, que en este caso esta formado casi exclusivamente por vibraciones con
frecuencias de 440 Hz. Debido a las propiedades acusticas del oido y las propiedades de
resonancia de su membrana vibrante, es dudoso que un tono puro llegue al mecanismo
interno del oido sin sufrir cambios. La componente principal de la nota producida por el
piano o el violin también tiene una frecuencia de 440 Hz. Sin embargo, esas notas
también contienen componentes con frecuencias que son multiplos exactos de 440 Hz,
los Ilamados tonos secundarios, como 880, 1.320 o 1.760 Hz. Las intensidades

> Realmente, no es que un sonido este compuesto de varios sonidos, porque ya no serfa un sonido; mas
bien creemos que la forma de representar un sonido no puro es a través de la superposicion matematica
de varios sonidos puros, es decir, representamos cualquier sefial sonora en términos de la superposicion
de funciones simples SENOS y COSENOS (Teorema de Fourier). Esta es la forma en la cual, aquellos
gue estudian la acustica, han logrado describir el fendmeno del timbre, colocandolo en términos de la
superposicion de frecuencias simples. Es mas, este concepto de superposicion de cosas simples, ha sido
uno de los métodos mas utilizados para describir muchas situaciones fisicas, como en los espacios
vectoriales 0 en la mecéanica cuantica cuando hablamos de estados cuanticos del sistema. Para ampliar un
poco mas esta idea, invito al lector a leer el ANEXO 2, en donde se desarrolla un poco mas esta idea.


http://autoaudio.blog.com.es/

concretas de esas otras componentes, los Ilamados armonicos, determinan el timbre de
la nota.

Los arménicos contribuyen a la percepcion auditiva de la calidad de sonido o timbre. A
continuacion veremos algunos ejemplos de sonidos con formas de onda diferentes.
A continuacion se muestra la descomposicion espectral de algunos instrumentos
musicales:

Piano
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Figura 7: espectro de frecuencias de varios instrumentos musicales.
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Para poder expresar, en términos matematicos, los espectros sonoros de cada
instrumento, o forma de onda, nos valemos de una herramienta matematica: las series
de Fourier. Basicamente, la idea de las series de Fourier es la siguiente: Toda funcién
periddica, con periodo T, que tenga una forma complicada, se puede expresar como la
superposicion de funciones simples. Las funciones simples a las cual se refiere esta
definicion, son las funciones trigonométricas SENO y COSENO. La ecuacion se escribe
de la siguiente forma:

gt) = ag + Y1 a,Cos(nwt) + b,Sen(nwt)

gt) =ag+ Yn-1a,Cos (nz?ﬂt) + b,Sen (nz?nt) 4)

Siendo w = 2?71' = 2nf

De esta manera podemos expresar cualquier tipo de espectro sonoro en términos de
sumas de cosenos Yy senos, cada uno de los cual estd dado por lo que Illamamos los
armonicos, que son los maltiplos enteros de la frecuencia fundamental; ya que los
espectros sonoros de las fuente sonoras, son funciones complicadas de describir, debido
a que estos no emiten sonidos puros como los de un diapason (figura 6).

Sin embargo, no hemos descrito como podemos realizar las trasformacién de pasar el
registro sonoro en el espacio del tiempo al espacio de las frecuencias; esto lo hacemos
con una herramienta matematica que se llama la transformada de Fourier. En la
siguiente tabla mostramos las ecuaciones que dan la transformada de Fourier (del
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espacio del tiempo al espacio de las frecuencias), y la transformada de Fourier inversa
(del espacio de frecuencias al espacio del tiempo.

Transformada de Fourier Transformada inversa de Fourier
G(f) = f g e—i2nft gt gt = f G(f) e27ft gt

Tabla 1: transformada de Fourier.

De esta forma, podemos expresar la funcion complicada en términos de sus frecuencias,
ya que ellos nos dan la informacion de las frecuencias que contribuyen en el espectro
sonoro de cada instrumento.

Para ilustrar lo dicho anteriormente, mostramos una tabla en donde se realizé la
transformada de Fourier para 4 instrumentos: Piano, Guitarra, Saxofon y trompeta.

ANALISIS ESPECTROS SONOROS DE VARIOS INSTRUMENTOS

[ Figure 1 — [
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Figura 8: Espectros sonoros de 4 instrumentos musicales, tomados en MATLAB
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En la figura 8 se muestran los registros sonoros de la guitarra, piano, saxofon y
trompeta, con sus respectivos espectros. Los graficos del lado izquierdo muestran un
patron de todo el registro sonoro de los instrumentos, del lado derecho se muestra el
espectro de frecuencias de cada patrdn.

De los graficos del lado izquierdo, se evidencia en una gran aproximacion que todos
coinciden en el tiempo de duracion, lo que da cuenta de que todos tienen el mismo
periodo fundamental; sin embargo se ve que la forma de cada grafico es diferente. El
hecho que todos tienen el mismo periodo fundamental, hace que al sonar todos al
tiempo, se perciba que suenen a la misma frecuencia. Sin embargo, esto no explica el
hecho de que puedan diferenciarse (el timbre de cada instrumento)

Los gréficos del lado derecho muestran el espectro de frecuencias de cada instrumento,
notemos como todos tienen un gran pico que esta ubicado casi a la misma frecuencia;
dicho pico muestra la frecuencia fundamental de todos los instrumentos. Sin embargo,
se evidencia que unos graficos tienen mas picos que otros. Por ejemplo, el espectro de la
guitarra y de la trompeta tiene 2 picos caracteristicos, que se encuentran enseguida del
pico més grande; este pico muestra la caracteristica del timbre de estos dos
instrumentos. En el espectro del piano, este es casi a una funcién sinusoidal, por tal
motivo, solo se muestra un pico porque dicho espectro muestra un sonido puro.

1.4.3 Intensidad

Esta cualidad caracteriza a las fuentes sonoras por su volumen, es decir, aunque dos o
mas fuentes sonoras suenen a la misma frecuencia y tengan el mismo timbre, se pueden
diferenciar en que una suena mas fuerte que el otro. Sin embargo, es un hecho bien
conocido que la intensidad o volumen de la fuente sonora, depende de que tan lejos se
encuentre dicha fuente, del receptor, aunque la intensidad también depende de algunas
propiedades del medio de propagacion en términos de la absorcion.

Para explicar es te hecho, vamos a suponer que le medio tiene las caracteristicas
apropiadas para que no haya perdida de energia por absorcion, es decir, el medio es
homogéneo. En capitulos anteriores, explicamos que la rapidez de transferencia de
energia o potencia acustica, se definia como la cantidad de energia que pasaba por un
punto del medio en un periodo (ecuacion 4):

La intensidad de sonido se define como la potencia acustica transferida por una onda
sonora por unidad de area normal a la direccidn de propagacion, La unidad utilizada por
el Sistema Internacional de Unidades es el vatio por metro cuadrado.

I== (5
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Figura 9: Flujo de potencia acustica que pasa a través de una superficie

El oido humano tiene la capacidad de escuchar sonidos a partir de una intensidad de 10
2W/m2. Esta intensidad se conoce como umbral de audicién. Cuando la intensidad
supera 1 W/mz2, la sensacion se vuelve dolorosa.

Dado que en el rango de intensidades que el oido humano puede detectar sin dolor hay
grandes diferencias en el numero de cifras empleadas en una escala lineal, es habitual
utilizar una escala logaritmica. Por convencion, en dicha escala logaritmica se emplea
como nivel de referencia el umbral de audicion. La unidad mas empleada en la escala
logaritmica es el decibelio.

I
Bdb =10 lOgE (5)

Donde By, es el nivel de intensidad acustica en decibelios, I es la intensidad acUstica en
la escala lineal (W/m2en el SI) e I, es el umbral de la audicién (10" W/m?).

1.4.4 Tono

Los sonidos musicales son producidos por algunos procesos fisicos como por ejemplo,
una cuerda vibrando, el aire en el interior de un instrumento de viento, etc. La
caracteristica mas fundamental de esos sonidos es su "elevacion” o "altura", o cantidad
de veces que vibra por segundo, es decir, su frecuencia. La frecuencia se mide
en Hertz (Hz) o numero de oscilaciones o ciclos por segundo. Cuanto mayor sea su
frecuencia, mas aguda o "alta" serd la nota musical. La altura es una propiedad
subjetiva de un sonido por la que puede compararse con otro en términos de "alto o
"bajo". Los sonidos de mayor o menor frecuencia se denominan respectivamente,
agudos o graves; términos relativos, ya que entre los tonos diferentes uno de ellos sera
siempre mas agudo que el otro y a la inversa.
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Mientras que la frecuencia de un sonido, es una definicion fisica cuantitativa, que se
puede medir con aparatos sin una referencia auditiva, la elevacion es nuestra evaluacion
subjetiva de la frecuencia del sonido. La percepcion puede ser diferente en distintas
situaciones, asi para una frecuencia especifica no siempre tendremos la misma
elevacion.

1.4.5 La duracion

Aunque no vamos a profundizar en esta cualidad, cabe mencionarla ya que es de gran
importancia en la musica. Esta en relacion con el tiempo que permanece la vibracion y
se representaria graficamente:

10T
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Figura 10: Representacion de la duracion del sonido; la figura de la izquierda representa un sonido de corta
duracion, y la figura de la derecha representa un sonido de larga duracion.
El tiempo méaximo de permanencia de la vibracion esta muchas veces limitado por las
caracteristicas de produccion de sonido del instrumento musical. Naturalmente, los
instrumentos electrénicos no tienen este tipo de limitaciones y, siempre que el timbre
del instrumento que produzcan no tenga como caracteristica una pronta extincion, la
duracion de los sonidos puede ser todo lo larga que deseemos.

También existe una duracién minima de los sonidos a partir de la cual, aunque un
instrumento electronico fuese capaz de generar sonidos tan breves y tan rapidos (si los
hace consecutivamente), nuestro oido acabaria percibiéndolos como simultaneos.

En mdasica la medicion del tiempo de los sonidos no se realiza uno a uno, sino por
comparacion con los demas. Pero aun asi, esta referencia relativa de duraciones necesita
una referencia superior, para poder establecer su duraciéon absoluta. Asi tenemos la
indicacion metrondémica, que se expresa en nimero de "golpes™ por minuto (bpm: beats
per minute). Cuanto mayor sea el nimero de la indicacion metronémica, mas rapido se
interpretard la mdsica y a la inversa.
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Capitulo 2: ORGANIZACION DE LA
ARMONIA

2.1 Introduccion

La mausica es el arte de combinar los sonidos sucesiva y simultaneamente para transmitir
0 evocar sentimientos. Es un arte libre donde se representan los sentimientos con
sonidos, bajo diferentes sistemas de composiciéon. Cada sistema de composicion va
determinar un estilo diferente dentro de la musica. Existen tres componen de estudio
dentro de la teoria musical: la melodia, que es la forma de combinar los sonidos, pero
sucesivamente, esta se especializa en el estudio de las escalas; la armonia, que es la
forma de combinar sonidos simultaneamente, de aca salen los intervalos musicales, los
acordes y las tonalidades; por ultimo el ritmo que se encarga de estudiar el pulso o el
tiempo a intervalos constantes y regulares para que una cancion suene de forma ritmica.

En esta seccién explicaremos, a groso modo, algunos conceptos de la teoria musical.
Hablaremos un poco de la escala cromatica, la cual contiene todas las notas musicales,
la escala diatonica, la cual es la base de la construccion de la armonia, y la construccién
de los acordes. Conocer estos conceptos serd de gran utilidad para comprender un poco
a cerca de las relaciones entre los conceptos fisicos y los conceptos musicales.

2.2 Escala cromatica

En la teoria musical, se dice que toda la musica se hace con solo 12 sonidos, es decir, en
la masica solo existen 12 notas musicales; estos sonidos componen lo que se conoce
como la escala cromatica, los sonidos son: Do, Do#, Re, Re#, Mi, Fa, Fa#, Sol,
Sol#, La, La#,y Si; para Volver a empezar en Do pero de la siguiente octava.

El simbolo #, se le llama sostenido, la razon de este simbolo es la siguiente: en musica,
la distancia que hay entre una nota y otra, por ejemplo entre Do y Re, es de un tono,
pero entre estas dos notas existe una nota intermedia, la cual tiene una distancia de
medio tono hacia arriba, por ejemplo entre Do,y Do# hay una distancia de medio
tono, entonces el simbolo mencionado altera la nota a la que acompafia en medio tono
hacia arriba. Otro simbolo que encontramos es el bemol (b), el cual tiene la misma
funcién que el sostenido, pero lo que hace es alterar la nota medio tono hacia abajo, por
ejemplo la distancia que hay entre Reb y Re es de medio tono; entonces, de la
afirmacion anterior llegamos a que Do# = Reb, medio tono hacia arriba del Do es
igual que media tono hacia abajo que el Re. El lector podra notar que en la escala
cromatica hay dos notas musicales que no tienen sostenidos, las cuales son Mi y Si, esto
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es debido a que la distancia que hay entre Mi y Fa es de medio tono, al igual que entre
Siy Do.

Con la afirmacién anterior, podemos escribir la escala cromatica en términos de los
bemoles: Do, Reb, Re, Mib, Mi, Fa, Solb, Sol, Lab, La,Sib,y Si, esta escala es la misma
que la que escribimos con el simbolo de sostenido (#). Estos dos simbolo se les
denominan alteraciones, y las notas que tienen estos dos simbolos se les llama notas
alteradas, asi que las notas que no tienen estos simbolos se les denomina notas
naturales, las cuales son; Do, Re, Mi, Fa, Sol,La y Si .

2.3 Escala Mayor

Como se menciond, las notas sin alteraciones son las notas naturales, estas notas
componen lo gque conocemos como la escala mayor:

Do, Re, Mi, Fa, Sol, La, Si,Do

Esta escala se conoce como la escala mayor de Do, notemos como esta escala comienza
y termina en la misma nota; todas las escalas mayores se componen de 8 notas, donde la
octava nota es la misma que la primera. Si analizamos esta escala, vemos que ella se
compone de 5 tonos y 2 semitonos distribuidos en la forma que se muestra en la figura
10:

7
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Figura 11: Escala mayor de DO. Distribucion de los tonos y los semitonos. Tomada de
http://blogs.upc.edu.pe/vu/grupos/post/la-escala-mayor

De esta forma se genera un patron con el cual podemos construir todas las escalas
mayores, figura 10. A si, por ejemplo la escala de SOL mayor seria:
Sol,La, Si,Do, Re, Mi, Fa#,Sol. En latabla 2 se muestran todas las escalas mayores.

Patrén para las escalas mayores

TONO - TONO - SEMITONO -TONO -TONO -TONO - SEMITONO

Figura 12: Patron para las escalas mayores. Tomado de http://blogs.upc.edu.pe/vu/blogs/quitarra-
intermedia
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A través de la escala mayor, y el patron de la escala mayor (figura 10), se puede
armonizar la escala mayor, es decir construir los acordes que componen dicha escala.

| 11 11 v V \A VIl VIl
Do Re Mi Fa Sol La Si Do
Re Mi Fa# Sol La Si Do# Re
Mi Fa# Sol# La Si Do# Re# Mi
Fa Sol La Sib Do Re Mi Fa
Sol La Si Do Re Mi Fa# Sol
La Si Do# Re Mi Fa# Sol# La
Si Do# Re# Mi Fa# Sol# La# Si
Fa# Sol# Lat# Si Do# Re# Mi# Fa#
Do# Re# Mi# Fa# Sol# La# Si# Do#
Sib Do Re Mib Fa Sol La Sib
Mib Fa Sol Lab Sib Do Re Mib
Lab Sib Do Reb Mib Fa Sol Lab
Reb Mib Fa Solb Lab Sib Do Reb

Solb Lab Sib Dob Reb Mib Fa Solb
Dob Reb Mib Fab Solb Lab Sib Dob

Tabla 2: Escalas mayores

2.4 Armonizacion de la escala

Cuando hablamos de armonia, nos referimos a la rama de la muasica que se encarga de la
ejecucion de las notas musicales al mismo tiempo, de esta rama nacen los acordes
musicales; un acorde es la ejecucion simultanea de 3 0 mas notas musicales al tiempo,
sin embargo, no podemos decir que cualquier combinacién de sonidos compone un
acorde. Armonizar la escala, significa colocar el acorde que le corresponde a cada nota
de la escala, pero antes de entrar a explicar este concepto, hablaremos un poco de lo que
significa el intervalo musical y como a partir de los intervalos se construyen los acordes.

En teoria musical se utiliza la palabra intervalo cuando hablamos sobre una diferencia
de altura entre dos notas. Se le llama intervalo arménico cuando las dos notas suenan
simultaneamente y melddicos cuando suenan sucesivamente. EXisten varios tipos de
intervalos, por ejemplo segunda menor, tercera mayor, quinta justa, etc. EIl numero dice
la distancia en términos de tonos a la que esta una nota de la otra, por ejemplo entre Do
y Mi hay una tercera, ya que se cuenta desde Do, pasando por Re y terminandoMi. Pero
también hay el tipo, por ejemplo, puede ser tercera mayor o tercera menor. De esta
forma se clasifican los intervalos, por la distancia tonal y el tipo.
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2.4.1 Segundas

Las segundas son faciles de reconocer: las dos notas gue son vecinas en un pentagrama.
Una nota esta sobre una linea, y la otra esta en el espacio justo encima o debajo. Una
segunda menor es un intervalo de un semitono. Una segunda mayor comprende dos
semitonos (es decir, un tono). Por ejemplo Do y Re comprende in intervalo de segunda
mayor, y entre Do y Re# comprende un intervalo de segunda menor.

2.4.2 Terceras

Una tercera menor es una segunda menor y una segunda mayor, o sea, tres semitonos.
Una tercera mayor son dos segundas mayores, 0 sea, cuatro semitonos. Por ejemplo, el
intervalo entre Do y Mi es de tercera mayor, Yy el intervalo que hay entre Do y Mib es
una tercera menor.

En la siguiente tabla se muestran todos los intervalos que existen en la teoria musical,
tomando como ejemplo todos los intervalos en relacion a la nota Mi

Ejemplo Distancia tonal Nombre del intervalo
DO -DO 0 Unisono
DO - REb 1/2 Tono Segunda menor
DO - RE 1 Tono Segunda mayor
DO - Mlb 1+ 1/2 Tonos Tercera menor
DO - Ml 2 Tonos Tercera mayor
DO - FA 2 +1/2 Tonos Cuarta justa
DO - FA# | 3 Tonos (tritono) Cuarta aumentada
DO - SOL 3+1/2Tonos Quinta justa
DO - SOL# 4 Tonos Quinta aumentada
DO - LAb 4 Tonos Sexta menor
DO- LA 4 +1/2 Tonos Sexta mayor
DO - Slb 5 Tonos Séptima menor
DO -SI 5+ 1/2 Tonos Séptima mayor
DO - DO' 6 Tonos Octava

Tabla 3: Intervalos musicales
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2.5 Acordes Musicales

Conociendo un poco acerca de los intervalos musicales, ya podemos construir los
acordes. Recordemos que un acorde se compone de 3 0 mas notas; los acordes mas
conocidos o fundamentales son: acordes mayores, acordes menores, acordes
aumentados y acordes disminuidos. Los demas acordes son péquelas variaciones de los
que acabamos de mencionar, por lo tanto, estos acordes se vuelven fundamentales para
la teoria musical y por ello trabajaremos un poco con estos.

Los acordes mayores se componen de 2 intervalos de tercera, el primer intervalo es
mayor y el otro menor®; Por ejemplo el acorde Do — Mi — Sol, es un acorde mayor, ya
que el intervalo entre Do y Mi es de tercera Mayor y el intervalo entre Mi y Sol es de
tercera menor.

Los acordes menores se componen, al igual que los acordes mayores, de 2 terceras, sin
embargo la diferencia con los acordes anteriores radica en que el orden en que aparecen
las terceras cambia, la primera tercera es menor, y la segunda tercera es mayor; por
ejemplo el acorde de Do menor se compone de Do — Mib — Sol, la primera tercera es
menor ya que la distancia tonal que hay de Do a Mib es de tono y medio, y la segunda
tercera, entre Mib y Sol, tiene una distancia tonal de 2 tonos.

® El orden en el que aparecen los intervalos es de vital importancia, ya que estos definen el tipo de acorde,
menor o mayor, por ejemplo el acorde DO-MI-SOL, es un acorde mayor, ya que primero aparece el
intervalo de tercera mayor entre DO y M, y después aparece el intervalo de tercera menor entre Ml y
SOL; en cambio el acorde LA-DO-MI es un acorde menor, ya que primero aparece in intervalo de tercera
menor entre LA y DO, y después un intervalo de tercera mayor entre DO y MI.
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Capitulo 3: DESCRIPCION MATEMATICA DE
LA ARMONIA MUSICAL

3.1 Introduccidn

La escala musical, o también conocida como gama musical, es una sucesién de sonidos,
es decir, los sonidos no se interpretan simultdneamente si no que lo hacen uno detras
del otro.

Generalmente el nimero de sonidos que compone una escala musical son 7, (aunque
existen escalas constituidas por un numero diferente de sonidos, pero las escalas de 7
sonidos son la base de la armonia musical) y cuando se llega a la octava nota, esta nota
es la repeticion de la primera nota dela escala, y a partir de alli se vuelve a repetir la
escala (esto tiene una razén de ser desde el punto de vista fisico, el cual explicaremos
mas adelante)

De lo anterior nos surge una pregunta ;Cuantas repeticiones existen de la escala
musical? Pues bien, fisicamente las notas musicales tiene asociado una frecuencia en
particular para cada una, y sabemos el oido humano percibe ondas sonoras entre 20Hz y
20000 Hz, sin embargo, el oido promedio puede escuchar entre 20Hz y y 10000 Hz.

Sin embargo, la organizacion de sonidos que compone las escalas musicales no es
aleatoria, y quien primero se dio cuenta de esto fue Pitadgoras, cuando utilizaba cuerdas
tensionadas y producia sonidos al perturbarlas. A través de las relaciones entre las
longitudes de las cuerdas, Pitagoras establece la primera escala.

Cuentan algunos textos histéricos (R & Rafel, 2010)que un dia Pitdgoras pasaba cerca
de una herreria y escuchaba el sonar de martillos golpeando; noto que el tono de los
golpes cambiaba conforme cambiaba el tamafio del martillo. Es posible que esta historia
sea mentira, debido a la poca informacion que se encuentra de la época de Pitagoras
(570-479 a.C.) pero lo que si sabemos es que Pitagoras utilizo varias masas con el fin de
crear tension en cuerdas para hacerlas vibrar. Imaginemos una cuerda en posicion
horizontal respecto a la superficie de la tierra, sujeta en un extremo y en el otro se
coloca un peso (figura 10).
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PITAGORAS
A ;

El peso genera una tension sobre la cuerda. Pitdgoras encontré que cuando una cuerda
tensa se perturbaba emitia un sonido de frecuencia determinada (aunque en este tiempo
no se hablaba de frecuencia), después con ayuda de una cufia empieza a reducir la
longitud de la cuerda y obtiene sonidos con frecuencia mas alta es decir sonidos
agudos; poco después encuentra que cuando la longitud de la cuerda se reducia a la
mitad, el sonido era el mismo que el de la cuerda sin variar pero con una frecuencia
duplicada, encontrd el intervalo de consonancia maxima conocido hoy en dia, la octava.

Sin embargo su estudio no termina aca; Pitagoras sigue jugando a reducir la longitud de
la cuerda y encuentra algo muy interesante, se da cuenta que cuando reduce la longitud
de la cuerda en fracciones de la longitud inicial, los sonidos asociados a dichas
variaciones suenan agradables cuando se tocan al mismo tiempo con la cuerda de

. e . . ., 2 .
longitud inicial. Por ejemplo cuando la reduccion de la cuerda es de L siendo L la

longitud de la cuerda inicial, obtenia el intervalo de quinta juata como se conoce hoy en
dia y es considerado el intervalo de consonancia mayor después de la octava; con este
procedimiento Pitadgoras logra encontrar las notas naturales, a saber do, re, mi, fa, sol y
la, en ese entonces no se habia descubierto el si.

En el presente documento miraremos todos los aspectos mencionados anteriormente
desde el punto de vista de la fisica: como se construye la escala musical a través de los
armonicos de una cuerda y como el tono musical esta relacionado con la frecuencia.
Estos temas hacen parte de la fisica de ondas, y a si mostrar como la fisica contribuye a
la teoria de la armonia musical.

3.2 Armonicos en cuerdas

Para la construccion de la escala musical, primero explicaremos la serie armonica
tomando como fuente sonora una cuerda vibrante. A partir de esta construccién
mostraremos la relacion que existe entre los armonicos de una cuerda y la construccion
de los intervalos y escalas musicales
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Cuando tenemos una cuerda con sus extremos fijos y la perturbamos, se presentan
ondas estacionarias. Las ondas estacionarios son perturbaciones en donde la onda que se
genera no es una onda viajera, es decir, no se puede determinar en qué sentido viaja la
onda. Esta condicidn de frontera resulta en que la cuerda tenga un numero de patrones
de oscilacion naturales discretos Ilamados modos normales, cada uno con una
frecuencia caracteristica (figura 13).

El primer modo normal tiene nodos en sus extremos y un antinodo en medio, en este
modo la longitud de onda A es igual al doble de la longitud de la cuerda: A = 2L; en el

segundo modo normal la longitud de onda es igual a la longitud de la cuerda: A =L; el

2L .
tercer modo normal corresponde al caso en que A = S En general las longitudes de

onda de los modos normales en las cuerdas se puede expresar como:
2L

== (©®

n=1234%..

La frecuencia asociada a cada modo viene dada por la expresion:
v nv

f=3=% ()

Donde v es la velocidad de propagacién de la onda en una cuerda, la cual depende de
las propiedades elésticas y de la densidad de la cuerda, y se expresa de la siguiente
manera:

v= |-
U

Donde T ’es la tension de la cuerda y p es la densidad lineal.

" Aunque la velocidad de propagacion dependa de la tension de la cuerda, esta ecuacion realmente esta

. . . -z . -z l sl
descrita en términos de la deformacion del medio, dada por la expresion Y = Td—"l donde la expresion d—"l

dice cuanto se ha deformado y este valor es adimensional; sin embargo esta deformacion es casi igual a la
unidad, por ende se aproxima el modulo de Young a la tension de la cuerda.
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Figura 14: modos normales de vibracion. Tomada de
http://www.Ipi.tel.uva.es/~nacho/docencia/ing_ond 1/trabajos 05 06/io2/public_html/

Asi la frecuencia para cada modo normal quedaria determinada por la ecuacion:

f-xl @

La ecuacion 8 establece la relacion que existe entre el modo normal y la frecuencia
correspondiente a ese modo. Lo interesante de esta ecuacion es que la variacion de la
frecuencia cuando pasa de un modo a otro, es de forma discreta; es decir, segin la
longitud de la cuerda y sus propiedades mecanicas, ella solo puede virar en ciertas
frecuencias en donde aparecera cada modo, debidoaque n =1,2,3,4 ...

La ecuacion 8 establece la serie frecuencias, correspondientes a los modos normales de
la cuerda, ésta es conocida como la serie armonica de la cuerda, o la serie de los
armonicos de la cuerda.

En el siguiente cuadro se muestran las relaciones que definen los modos normales de
vibracion en cuerdas.
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2L
1==

n
Longitud de onda

_nT
f_ﬂ;

Frecuencia de vibracién

K= ZTH w = 2nf
NUmero de Onda para el primer modo
_nm T
nm “n =7 U

. Frecuencia angular
Numero de onda para el enésimo modo

Tabla 4

3.3 Construccidn de la escala musical a través de los armonicos en la
cuerda

Es un hecho bien conocido que al pulsar una cuerda tensa se obtiene un sonido; si se
tienen varias cuerdas de igual densidad lineal sometidas a la misma tension, el tono del
sonido obtenido en cada cuerda depende de su longitud; de igual manera, una cuerda
pulsada que se divide en porciones de longitud bien determinada, por ejemplo los
trastes de una guitarra, emite sonidos de tonos diferentes, de acuerdo con la longitud de
la cuerda que entre en vibracion.

Consideremos una cuerda que se ha puesto a vibrar en su primero modo normal; a este
modo le asociamos una frecuencia determinada y la podemos asociar una nota musical
como por ejemplo Do. Cuando la cuerda se pone a vibrar en su segundo modo normal la
frecuencia se duplica, y a esta frecuencia le asociamos la octava de Do, es decir Do’.

yix) _

T —— Do=f

Do’=2f

Figura 15

Este Do’ hace parte, o es el comienzo, de una nueva escala que es la repeticién de Do.
Si pasamos al tercer modo de vibracion, triplicamos la frecuencia y encontramos una
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nueva nota musical, Sol’; llamamos a esta nota Sol’ y no Sol porque la frecuencia
asociada a esta nota pertenece al conjunto de las notas musicales de la escala de Do'. En
el cuarto modo normal de vibracion, la frecuencia de oscilacion es 4 veces mayor a la
frecuencia inicial; a esta frecuencia le asociamos nuevamente la nota musical Do"', pero
ahora pertenece a la segunda octava (figura 15).

T e T Y

Figura 16: Tercer y cuarto modo normal de vibracion

De esta forma: fSol’ = 3fDo

Pero si queremos ver la relacion entre Do y Sol simplemente hay que dividir por dos, ya
que Sol’ es la octava superior del Sol. En el quinto modo normal, encontramos que la
frecuencia se ha incrementado en 5 a la frecuencia inicial; a esta frecuencia le
asociamos la nota musical Mi"’, de modo que fMi" = 5fDo. Con este procedimiento
encontramos todas las notas musicales naturales que todos conocemos:
Do,Re, Mi, Fa,Sol, La, Si. (Para ver mejor el desarrollo de como aparecen las notas
musicales a partir de los monos normales de vibracion, invitamos al lector a que revise
el ANEXO 3)

1/2 2/3 3/4
do

re

fa

sol

la
Si
DO

Figura 17: Cuerda que se ha dividido en fracciones enteras

La figura 16 muestra como se ha dividido la cuerda. La primera, en la parte superior de
la imagen, hace referencia a la cuerda completa, en donde se ha establecido que dicho
cuerda es la nota musical Do. Acto seguido, se muestra en que porcion se debe dividir la
cuerda para encontrar las otras notas: Re, Mi, Fa, Sol, La, Si.

Esto tiene estrecha relacion con los modos normales de vibracion de una cuerda. Por
ejemplo, la nota Sol surge de tomar g de la longitud de la cuerda, si la frecuencia de la

nota Do viene dada por la ecuacion 3, entonces la frecuencia de la nota Sol viene dada
por:
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_n T_3n T_3
fSOl_ZZ?L ”_4L 'u_szo

Si dividimos la cuerda en la mitad, obtenemos el siguiente Do; su frecuencia viene dada

por:
_n T_n T_2
fD:o—g PR fpo

En general, se encuentran dos tipos de relaciones existentes entre la division de la
longitud de una cuerda en porciones bien definidas y la frecuencia de vibracion
asociada a cada division:

e SiL,= % donde L es la longitud total de la cuerday n = 1,2,3,4 ..., entonces la
frecuencia asociada serd de f,, = nf, siendo f la frecuencia fundamental; la
relacion entre estas 2 cantidades fisicas es f,a Li

e Si Ly, =%, donde n=1,234..y b=1234.. y n>b, la frecuencia

. Y ’ n - B
asociada a cada division sera f,, , = 7f, siendo f la frecuencia fundamental; la

., . _r 1
relacion entre estas 2 cantidades fisicas es f;, ,a —
n,b

En la figura 16 se muestra como se relaciona los modos normales y la variacion de la
longitud de la cuerda.

g EN g ,x “La"de concierto
& T "l/ 440 ciclosfseq

una octava
880 ciclos/seq
21

L ] una quinta

660 ciclos seg
32

una cuarta
587 ciclos/seq
43

Figura 18: Relacion de la variacion de la longitud de la cuerda y los modos normales

La siguiente es una tabla en donde se muestra la frecuencia correspondiente a cada
sonido.
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Nota musical Frecuencia en Hertz

Do 261

Re 293

Mi 329

Fa 349

Sol 391,1

La 440

Si 4927
DO’ 522

Tabla 5: frecuencias de las notas musicales

3.4 Intervalos

El intervalo es la relacion que existe entre 2 sonidos cuando se tocan simultdneamente;
este estudio es basado en la sensacion sonora que produce al oido humano la
interpretacion simultanea entre 2 sonidos: consonante o disonante.

Los intervalos consonantes son aquellos que son agradables al oido humano, los
intervalo disonante son aquellos que producen desagrado; la construccion de la teoria de
las escalas se he hecho s través del estudio de los intervalos y como estos producen
diversas sensaciones en los seres humanos.

Sin embargo esta sensacion no depende del valor absoluto de las frecuencias de los
sonidos sino de la relacion entre estos valores. Consideremos tres sonidos consecutivos
S1, S y S3 (podrian ser las notas musicales Do, Re, Mi); musicalmente, la distancia
sonora que existe entre el primer sonido y el segundo sonido es de un tono; es decir, la
distancia minima entre dos notas consecutivas es de un tono. Por consiguiente la
distancia que habria entre S; y Ss, desde el punto de vista musical, es de 2 tonos.

1 tono + 1 tono = 2 tonos

Ahora consideremos otros tres sonidos Sy, S; y S3, que son las octavas correspondientes
a los primeros 3 sonidos; es decir, cada sonidos primado tiene el doble de la frecuencia
de los sonidos no primados. Sin importar esta condicion, el oido percibe la misma
distancia tonal:
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1 tono + 1 tono = 2 tonos
Si traducimos esto en frecuencias diriamos que pasa lo mismo, sin embargo no es asi;
como dijimos, supongamos que S; S, Y S3 son Do, Re'y Mi respectivamente, y Sy, S; y
S; son Do’ ,Re’'y Mi' respectivamente (las octavas de las notas Do,Rey Mi
respectivamente). Tomando los datos de la tabla 1 hacemos la diferencia de las
frecuencias entre la nota Do y la nota Re obtenemos:

fui — fpo = 69Hz

Ahora, miremos la diferencia entre las frecuencias de las octavas:
furi = fpo = 138Hz

Al comparar los dos resultados notamos claramente que no son iguales, uno es el doble
del otro.

Otra forma de ilustrar lo anterior es mirando las octavas. ElI oido humano percibe la
distancia entre octavas como iguales, independiente de la octava en la que estemos;
tomemos como referencia la nota La de frecuencia 110Hz y sus dos octavas, de 220Hz
y 440Hz. Musicalmente diriamos que la distancia entre de las dos seria la misma, es
decir, si de La; a La, hay 110Hz de diferencia, por ende entre La, y La; deberia ser
igual y la frecuencia de La deberia ser de 330Hz, sin embargo esa proporcion aumento
el doble.

De los 2 ejemplos anteriores notamos que real mente el oido no percibe la relacion entre
los sonidos de forma aditiva, si no que percibe las relaciones de proporcionalidad de las
frecuencias de dichas notas, estas proporciones son las mismas independiente de la
octava en la que nos encontremos. Si queremos conocer la relacion que hay entre S; 'y
S5 entonces tenemos:

I _Is )
fi f h

Por ejemplo la relacion entre Do y Mi es:
fui _ 330Hz

foo 261Hz

Y larelacién entre Do’ y Mi' es:

fuir  660Hz 5

foor 322Hz 4
Evidente este resultado si es coherente con lo que hemos dicho antes sobre la
percepcion del oido.
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La construccion de las escalas que se conocen hoy en la teoria musical se hicieron con
base en el estudio de los intervalos y las consonancias iniciadas por Pitagoras; sin
embargo para llegar a lo que conocemos, las escalas musicales tuvieron varios cambios
a través del tiempo debido a inconvenientes de sonoridad y de malestar auditiva a la
hora de componer obras musicales.

Los tipos de escalas que se conocen y que fueron modificadas a traves del tiempo son:
la escala pitagorica, la escala pentatonica, la escala natural o diatonica y la escala
cromatica. Todas ellas construidas con base en el concepto de las proporciones
matematicas y la consonancia.

Todas las anteriores escalas se construyeron a partir del estudio de los armonicos en una
cuerda que dan lugar a la escala pentatonica. Al hacer resonar una cuerda se perciben
claramente cinco sonidos resultantes y simpéticos cuando hallamos los arménicos de la
cuerda las cuales son llamadas consonancias elementales.

o £

7\
C) N\
Q)
<
Do Do  Sol Do Mi Sol
f 2f  3f 4f 5f 6f

Figura 19: pentagrama

A partir de las notas anteriores se construye la escala natural conocida por todos, los
demas sonidos que faltan son intermedios entre éstos y se obtienen a partir de las
razones entre las frecuencias de las notas anteriores; en el proximo apartado
mostraremos como se obtienen las demas notas.

~ . —rF
Do Re Mi Fa Sol La Si D'o
4f Sf 6f 8f

Figura 20: Pentagrama



Lsol — 2 Llamado Intervalo de quinta justa

fDo
% = Z Llamado Intervalo de tercera mayor
Do
% = 2 Llamado Intervalo de octava
Do

Los anteriores cocientes dan como resultado fracciones enteras, a estos intervalos se les
denomina consonancias maximas, llamados asi porque para el oido humano, cuando
tocamos al tiempo las dos notas de cualquier intervalo de estos, son los que mas
agradable suenan al oido.

En la siguiente tabla se muestran los tipos de intervalos que existen y la proporcion que
hay en frecuencias en cada intervalo.

Intervalo Relacion de Numero de Ejemplo sobre la
frecuencias semitonos tonica (Doy4 de la
escala)
Octava justa 2/1 12 Do(522)/Do(261)
Quinta mayor 32 7 Sol(391)/Do(261)
Cuarta menor 4/3 5 Fa(349)/Do(261)
Tercera mayor 5/4 4 Mi(329)/Do(261)
Sexta mayor 5/3 9 La(440)/Do(261)
Tercera menor 6/5 3 Mib(311,1)/Do(261)
Sexta menor 8/5 8 Sib(466)/Do(261)

Tabla 6

3.5 Construccion de las escalas a partir de las relaciones aritméticas
entre sus frecuencias

3.5.1 Escala de Zarlino

También llamada la escala de Aristogenes, escala de los fisicos y escala de la justa
entonacion. Esta escala se construye a partir de las relaciones entre las frecuencias vistas
anteriormente 'y de las consonancias méximas. Consideremos los siguientes
pentagramas (figuras 20 y 21).

©
~ o —
. 5 g—=
0
yaN
~ ~ @O < VA
© o - —
< <
Do Re Mi Fa Sol La Si D'o
4f 5f 6f 8f Do Do Sol Do Mi Sol
f 2f 3 4f 5f 6f
Figura 21

Figura 22



De la figura 21, tomamos al Do el cual le corresponde una frecuencia de 4f a partir del
primer Do que se ve en la figura 7, y lo denominaremos como Dos;. Recordemos
algunas de las relaciones entre las frecuencias de las notas musicales que vimos
anteriormente:

5 5
Doz — Mi; = % = Z tercera mayor, 2 tonos

D Sl—6f—3 inta just 31t
03 03_4f_2 quinta justa, > onos
4 .
Sol; — Do, = 5 =3 cuarta justa, Zztonos
Mi; — Sol; = 67 _ 8 t 1=t
i3 ol; = 5F 3 ercera menor, > onos

8
Do; — Do, = é =2 octava, 6tonos

Estas relaciones son las que encontramos en la tabla 2; una vez mas queremos hacer
notar que este tipo de relaciones dan como resultado nimeros semi-enteros. La idea es
que a partir de estas relaciones podamos definir las que faltan en el pentagrama de la
figura 21, y asi completar la escala. Por ejemplo, podemos notar como la relacion de las
frecuencias entre Dos; y Fas es la misma que la que hay entre Sol; y Do, ya que el
numero de tonos que los separa es igual para la 2 relaciones; por lo tanto:

Doz — Faz = 3 cuarta justa

Los restantes intervalos se pueden deducir facilmente, teniendo en cuenta que los
intervalos se pueden considerar como la suma de otros dos. Asi:

D03 - Re4 = D03 - Sl3 + SOl3 - Re4

Re.f  Solsf o Resf 3
Dosf Dosf ~ Solsf 2

3 9
X===

2 4
El 3/2 correspondiente a la relacion entre la frecuencia de la nota Re, y la nota Sol; es
porque ellas cumplen la misma relaciéon de la quinta justa. Al igual que Sol; y Dos.

Todavia nos falta establecer la relacion entre Do; — Res, lo Unico que hace falta es
dividir el resultado en 2, ya Re,f = 2Re5f, por lo tanto

Dos; — Re, =§

De forma analoga podemos establecer las otras relaciones, asi, la relacion entre Dos y
Las es:
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D03_La3 =D03_Mi3+Mi3_La3

Lasf Misf Misf 5
= X = —
Dosf Dosf Lazf 4

X

4 5
3 3

El lector puede encontrar la Gltima relacion entre la nota Dos y la nota Si; de la misma

forma que hicimos con los anteriores intervalos. En el siguiente pentagrama se

representan los valores de los intervalos segun el método empleado que forman todas
las notas con la nota Dos.

)
< —— -
n @) o—=
<
Do Re Mi Fa Sol La Si D'o
fo 9/8 514 43 32 53 158 2

Figura 23: Intervalos establecidos a partir del método de Zarlino

Podemos establecer ademas, la relacion que guarda cada nota con la anterior, por
ejemplo:

Misf _ Misf/Dosf 5/4 10

Resf Resf/Dosf 9/8 9

Procediendo de igual manera se obtienen los intervalos restantes.

o—o—-
7N
— ~ C) ~
7 e_ O -
Do Re Mi Fa Sol La Si D'o
9/8 10/9 16/15 9/8 10/9 9/8 16/15
Figura 24
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Los intervalos que son de 1 semitono, como Mi — Fa 0 Si — Do, cumplen la misma
relacion; sin embargo todos los otros intervalos de 1 tono no son iguales, como lo
vemos en el hecho de que unos cumplen una relacion de 9/8 y los otros una relacién de
10/9, esto causo muchos problemas de afinacion en la edad media y parte del
renacimiento, hasta que la escala temperada soluciono estos inconvenientes de
afinacion, mas adelante hablaremos de esta escala.

3.5.2 Escala Pitagorica

La construccion de la escala pitagorica, o afinacion pitagorica, se basa en los intervalos
de quinta justa, ya que tradicionalmente este intervalo es el mas consonante, después del
intervalo de octava. Recordemos que el intervalo de quinta cumple la relacion de 3/2;
por ejemplo, el intervalo entre Do, y Sol, €s un intervalo de quinta justa, asi:

fDo, 2

fSol, 3

Esta relacion se cumple para cualquier intervalo de quinta, ya sea que las notas varien,
por ejemplo el intervalo Sol_4 y Res cumplen la misma relacion de 3/2.

De estan forma podemos obtener la relacién, o le intervalo entre Do, y Re,:

fRes _ fSol, o fRes
fDo, fDo, ~ fSol,

Ahora dividimos entre 2 para obtener la relacion entre Do, Y Re,:

fRe,
fDo,

Con el valor obtenido, y el método de quintas, podemos proceder de igual manera para
obtener la relacion o intervalo entre Do, y cualquier otra nota, por ejemplo Do, y La,:

fLa, fla, o fRey, 3
fDo, fRe, fDo, 2

3 3 9
==X == —
2 2 4

9 1 9
==X == —
4 2 8

9 27
X—=—
8

En la figura 24 se muestran las relaciones, o intervalos, de la frecuencia de la nota Do,
con las demas notas musicales, deducidas a partir del método del ciclo de las quintas
justas.

3.3 9 9 3 27 3,81 243 2
—X?: - X == — - _——=— -
2 4 8 2 16 2 64 128 3
P’
[ < N N
=N N\ _/ N ! ~ _
9 1] 9 27 3 81 81 1 81
1 -Xq== — X o= — X o= 3><2=i
4 2 8 16 2 32 32 2 64 3 3
DO4_ 5014 ReS Re4 La4 Ml5 Ml4 Sl4 DO4 Fa3 Fa4 33

Figura 25



Ordenando los sonidos obtenemos la escala pitagorica, mostrando los valores que
resultan de los intervalos entre Do, y las demas notas musicales (figura 25).

~ ()
- \ (@) O 2 —
S
A —a o=
Do Re Mi Fa Sol La Si D'o
1 9/8 81/64 4/3 3/2 27/16 243/128 2
Figura 26

Ahora procedemos a determinar el valor de los intervalos entre notas vecinas:

DO4_Re4 =§

Mi, fDo, 81 8 9
Re4_Ml.4:f 4 fDos _

— X — X ==
fDo,  fRe, 649 8

De la misma forma se obtiene los intervalos entre notas musicales vecinas.

Intervalo Relacién
Do — Re 9/8
Re — Mi 9/8
Mi — Fa 256/243
Fa — Sol 9/8
Sol — La 9/8
La — Si 9/8
Si— Do 256/243
Tabla 7

El intervalo de 9/8 so conoce como el tono pitagorico, y el intervalo 243/256 se conoce
como el semitono pitagdrico. Para finalizar mostramos un cuadro comparativo de
valores obtenidos para los distintos intervalos, segun ambas escalas.
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Denominacién Intervalo formado con la Intervalo formado con la

de los tonica nota anterior
intervalos
Nota Aristdgenes  Pitdgoras  Aristdgenes  Pitagoras

Toénica DO 1 1 - -
2% ascendente RE 9/8 9/8 9/8 9/8
3% ascendente Ml 5/4 81/64 10/9 9/8
42 ascendente FA 4/3 4/3 16/15 256/243
5% ascendente SOL 3/2 3/2 9/8 9/8
6% ascendente LA 5/3 27116 10/9 9/8
7% ascendente SI 15/8 243/128 9/8 9/8
8% ascendente DO 2 2 16/15 256/243

Tabla 8

Si aceptamos el valor de la frecuencia de La, como 440Hz, podemos obtener los
valores para las frecuencias de cada nota segun cada escala.

Por ejemplo, para la escala de Aristogenes, el intervalo Do, — La, €s:

fLay, 5

fDo, 3

Entonces tenemos:

3 3
fDo, = fLa4§ = 440Hz§ = 264Hz
La frecuencia de Do, para la escala de Aristogenes es de 264Hz. De igual forma
procedemos para obtener el valor de Do, en la escala pitagérica:
fLa, 27

fDo, 16

Do, = fLay—2 = 440Hz =2 = 260,740H
JDoy = fLay 57 = 440Hz 57 = 260,740Hz

La frecuencia de Do, para la escala Pitagdrica es de 260,740Hz. En la siguiente tabla
mostramos los valores de las frecuencias asociadas a cada nota segun la escala en la que
estemos, de Aristdgenes (también llamada escala de Zarlino), o pitagorica.
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Nota Aristdgenes (Hz) Pitagorica (Hz)

Do, 264 260,74
Re, 297 293.33
Mi, 330 330
Fa, 352 347,65
Sol, 396 391,11
La, 440 440
Siy 495 495
Doy 528 521,48
Tabla 9

Cabe aclarar que estos valores de frecuencia son para una octava en especial, a saber la
escala central del piano, que es indicada el sufijo 4. Sin embargo, el lector puede
preguntarse sobre las frecuencias de las notas de otras octavas, por ejemplo Dos 0 Re,,
es facil obtener el valor de las notas de cualquier octava que queramos, simplemente
con multiplicar el valor de la nota musical, que aparece en la tabla 5, por dos para pasar
a la octava de arriba, o dividir por dos para pasar a la octava de abajo. Por ejemplo, si
queremos conocer el valor de Do en la escala de Aristogenes, simplemente dividimos
el valor de Do, entre dos el cual nos da como resultado 132Hz.

Las dos escalas mencionadas fueron la base fundamental para la afinacion de
instrumentos en la edad media y parte del renacimiento. Sin embargo, ellas presentaban
problemas de afinacion en muchos instrumentos, ademas, eran inadecuadas a la hora de
interpretar obras musicales ya que cuando se ascendia y descendia en alguna melodia,
no se llegaba a la misma nota en que se inicid, lo cual daba una percepcion de
desafinacion y generaba malestar en los intérpretes (Tomasini M. C., 2010). Después de
varios afios, se logré resolver este inconveniente con la aparicion de la escala
temperada, la cual explicaremos a continuacion.

3.6 Escala cromética bien temperada o diaténica

Construida por el aleman ERNEST CHALDNI y finalizada y a probada por el gran
masico aleman JOHANN SEBASTIAN BACH en el siglo XVIII. Esta escala nace con
el proposito de arreglar las dificultades de afinacion que proporcionaban las escalas
pitagoricas y de Aristogenes (también llamada la escala de Zarlino) en los diferentes
instrumentos musicales y, ademas, permite escribir una obra o pieza musical en
cualquier tonalidad sin ningun problema de afinacion.

Esta escala esta constituida por intervalo constante que es el semitono, que constituye la
unidad minima de la escala cromatica temperada. Recordemos que el semitono es la
distancia que hay (hablando en términos musicales) entre una nota y su alteracion, es
decir, entre la nota su vecina inmediata, por ejemplo el semitono constituido entre Do y
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Do#. Recordemos que el nombre de semitono viene del hecho de que entre Do y Re,
por ejemplo (o entre dos notas que tengan la distancia de un tono) hay una nota musical
intermedia que es Do# (o también llamada Reb).

El valor de todos los semitonos es siempre el mismo y es '3/2, el cual se suele
denominar con el simbolo « (alfa). Esta escala no contiene los intervalos perfectos que
aparecen en la escala Pitagorica o de Zarlino, sin embargo, los valores obtenidos son
muy cercanos a estos intervalos. A continuacion mostraremos la demostracion
matematica para obtener el valor a ('3/2); también mostraremos como con este valor
podemos obtener los valores de las frecuencias asociadas a cada nota musical en
cualquier escala.

Primero debemos tener dos consideraciones, que ya mencionamos antes: la escala
cromatica temperada tiene 12 notas musicales y por ende 12 semitonos, y el valor de los
doce semitonos es el mismo, por lo tanto

fDo  fDo# fRe fRe# fMi fFa fFa# fSol fSol# fLa
fDo# _ fRe fRe# fMi fFa fFa# fSol fSol#  fLa _ fLa#
fLa#  fSi
~fSi _ fDo,

Donde fDo, f Do#, fRe, ... representa la frecuencia a la que suena cada nota, y Do, es
la nota en donde comienza la siguiente octava o escala, por lo tanto

fDo

fDo;,

1
2

Por lo tanto

1 fDo#  fRe fRe# fMi fFa fFa# fSol fSol# fLa
fDo#  fRe fRe# fMi fFa fFa# fSol fSol#  fLa _ fLa#
fLa#  fSi
~fsi 2

Tomamos el primer y segundo término de la ecuacion anterior

1 fDo#
fDo#  fRe

- fRe = fDo#?

Remplazamos es el tercer término e igualamos nuevamente al primero

1 fRe _ fDo#?
fDo#  fRe#  fRe#

- fRe# = fDo#3
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Remplazamos este valor en el cuarto termino y nuevamente igualamos al primero

1 fRe# fDo#’

Dok~ FMi ~ i~ fMi=fDo#

Repetimos este proceso hasta llegar al ultimo término,
fSi = fDo#!!

Ahora consideramos el primer y Gltimo término

fDo  fSi
fDo#  fDo,

1 fSi 1  fDo#41
= — =
fDo# 2 fDo# 2

De esta forma llegamos a
fDo#'% = 2 » fDo# = 'V/2 = 1,0594631

Por tanto el valor del intervalo de semitono es:

11
fDo#  '%/2

Con este valor podemos obtener el valor de la frecuencia asociado cada nota en
cualquier escala. Por ejemplo, si tomamos el valor de la frecuencia de la nota La, de
referencia, que es de 440Hz tenemos:

fLay 1

fLa# %2
Recordando que el valor del intervalo semitono es igual para todos
fLa#, = fla,'¥2 = 440Hz - '3/2 = 466,16Hz
Ahora calculemos fSi,
flaty | 1
fSi, {2
Teniendo en cuenta la solucion para fLa#, tenemos

fLa#, fla,'¥2 1
fSis — fSi, 372
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fSiy = flay,' V2 - Y2 = fla,('¥/2) 2 = 493,88Hz

Ahora calculemos la frecuencia de notas musicales que se encuentran debajo de La,,
por ejemplo fSol#,

fSol#4_ 1
fLa, B W)

fSol#, = fLa,('V2) = = 440Hz('V2) ! = 415,30Hz

Ahora calculamos fSol,

fSol, 1
fSol#, %2

En resumen, si tomamos como referencia a fLa, y continuamos con este proceso
obtenemos cualquier nota musical de la siguiente forma: tomamos como referencia

fLa, = 440Hz de este modo fLa, = 440Hz('3/2)° = 440Hz; para calcular notas
con superiores, o con frecuencia mayor, a fLa, Se hara con la siguiente formula

> fSol, = fSol#,('N2) =2 = 440Hz("¥/2) =2 = 392,00Hz

frota = 440Hz("3/2) ™
Donde n = 1,2,3,4 ... es decir n € Z positivos
A si, por ejemplo
£Si, = 440Hz('3/2) 2
fDo, = 440Hz('¥/2) 3
fRe, = 440Hz('3/2) ®

Para calcular la frecuencia de notas musicales que se encuentran por debajo de fLa, se
procede a solucionar la siguiente ecuacion

fnota = 440HZ(1</§) "

A si por ejemplo

fSol, = 440Hz("3/2) ~2
fFa, = 440Hz("'Y/2) ~*
fMi, = 440Hz('3/2) ~°

Podemos generalizar un poco mas las ecuaciones anteriores y dejar una sola ecuacion
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frota = 440Hz("'V/2) " donde —36 < n < 86

El intervalo —36 < n < 86 es debido al rango de frecuencias que el ser humano puede
escuchar. En la siguiente tabla mostramos algunos valores de frecuencias de las notas
musicales correspondientes a la escala central del piano y como se obtienen aplicando la
ecuacion anterior.

Nota Frecuencia (Hz)

Do, 261,63 4401_12(1%/5) -9
Do#, 277,18 44‘0HZ(1%/§) -8
Re, 293,66 4_401_12(1%/5) -7
Re#, 311,13 440HZ(1%) -6
Mi, 329,63 440HZ(1%) -5
Fa, 349,23 440Hz('V2) ~*
Fa#, 369,99 440]-12(1%/2) -3
Sol, 392,00 4401_12(1%/2) -2
Sol#, 415,3 440].12(1%/2) -1
La, 440,00 440Hz('Y/2) °
La#, 466,16 440HZ(1</§) 1

Siy 493,88 440Hz('Y/2) 2

Tabla 10

Es un hecho notable el que las matematicas y la fisica, en especial los conceptos de los
modos normales de vibracién de las cuerdas, contribuyan de gran manera a la
construccion y constitucion de las bases de la teoria musical. Esto es debido a la falta de
interdisciplinaridad entre las areas del conocimiento en la actualidad, lo que hace pensar
que dos areas del conocimiento, como la fisica y la mdsica, no tenga que ver entre si. Lo
expuesto anteriormente  nos muestra una contradiccion en torno a esa Visién
fragmentada que se tiene en torno a la forma como se piensa la construccién
conocimiento, por el contrario, nos muestra como unos conceptos desarrollados por un
saber en particular, en nuestro caso la fisica, contribuyan a la construccion y
comprension de otra area del saber, que aunque parezcan que una no tiene que ver con
la otra, realmente estdn muy relacionadas.
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Conclusiones

La intencidn de este documento es mostrar que es posible Integrar varias areas del
conocimiento, en este caso la fisica y la musica, para evidenciar, que si bien todas ellas
trabajan de forma independiente entre si, el conocimiento no es fragmentado y es
posible establecer relaciones entre ellas que posibiliten su comprension.

La anterior conclusion nos lleva a pensar en la posibilidad de establecer estrategias que
posibiliten la ensefianza de las ondas sonoras, tanto en la escuela como en cursos
introductorias de fisica en la universidad, en donde se establezca relaciones entre la
fisica y la musica, ya que esta ultima hace parte esencial de los seres humanos en los
diferentes contextos culturales.

La armonia musical, componente fundamental de toda la teoria musical, sienta sus bases
en las relaciones aritméticas entre frecuencias y longitudes de una cuerda tensa; dichas
relaciones son fracciones enteras, y de ellas nacen los intervalos musicales y las escalas
musicales. Dicho trabajo propuesto por primera vez por Pitagoras®.

La forma como el oido humano percibe las elaciones entre 2 0 mas sonidos es a traves
de las proporciones y no como una suma de sonidos; esto se evidencia en el hecho en
que la relacion entre dos sonidos de una escala, para el oido, son iguales si estos sonidos
se les duplica su frecuencia, es decir, se interpretan dichos sonidos pero con una octava
arriba.

La escala temperada, es una escala evolucion de la escala de Zarlino y la escala
Pitagorica. Esta evolucion es consecuencia de los problemas de afinacion de los
instrumentos en la época del renacimiento. La escala temperada resuelves estos
problemas de afinacion a través de la concepcion de los semitonos iguales. El valor del
semitono en la escala temperada es 1,0594631. La ecuacién con la cual podemos
calcular la frecuencia asociada a cualquier nota musical es:

frota = 440HZ(1</§) Ndonde —36< n<86

Por otro lado, cabe resaltar que en un principio, la propuesta de trabajo fue ambiciosa en
el sentido de los objetivos propuestos, ya que la intencion final era disefiar un modulo
de ensefianza en base a la relacion Fisica y mdsica; Sin embargo, el rumbo de la
investigacion se encamino a la descripcién de la armonia clasica, ya que este tema tomo
bastante trabajo.

Creemos que este trabajo es pionero en el sentido de que no existen investigaciones de
este tipo en el departamento de fisica de la Universidad Pedagdgica Nacional, y aunque
no logramos concluir con alguna propuesta para la ensefianza de la fisica, este trabajo
gueda abierto a muchas propuestas y puede servir como guia para posteriores trabajos

8 Juan miguel Campanario: Fundamentos fisicos de la mUsica
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que estén encaminados a la ensefianza de la fisica en relacion a la musica, o trabajos
encaminados a relacionar estas dos areas del conocimiento.
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ANEXOS

Anexo 1: Modos normales de oscilacion en cuerdas

Introduccion:

Dentro del estudio de sistema oscilatorio y las ondas, es frecuente encontrar un término
que no es claro del todo, los modos normales de vibracion. Este concepto se presenta en
sistemas de osciladores acoplados como péndulos unidos por resortes, pero también se
aplica a medios continuos como cuerdas, membranas y ondas sonoras en tubos. ¢Porque
se aplica para los dos tipos de sistemas? En este documento se verd como un medio
continuo como una cuerda se puede considerar como una coleccion finita de particulas y
poder hablar de los modos normales de vibraciones. Serd importante hacer este puente
entre sistemas discretos y continuos para hablar de la onda como una perturbacion que
se repite en el espacio y el tiempo.

¢ Que son los modos normales de vibracion?

Antes de entrar al analisis de la cuerda y sus modos de vibracion, creo necesario hablar
de lo que significa los modos normales de vibracién con u sistema acoplado sencillo:
péndulos unidos por resortes.
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Figura 1: péndulos acoplados por un resorte. Tomada del libro vibraciones y ondas
A.P, French

Consideremos el sistema planteado en la figura 1. Un sistema compuesto por 2
péndulos de idéntica masa (m) que se encuentran a la misma posicion y sujeto uno con
otro por un resorte de constante elastica k, los resortes se encuentran separado por una
distancia que es igual a la longitud del resorte en equilibrio. Si queremos analizar este
sistema y encontrar las ecuaciones de movimiento para cada una de las masas, debemos
preguntarnos antes ¢Cuantas formas posibles puede vibrar este sistema? ¢Qué
condiciones debe tener para que vibre de una forma determinada? Si tuviéramos un
péndulo simple, podriamos decir que solo podria moverse de una solo forma, como es la
gue ya conocemos. Sin embargo el sistema acoplado presenta la dificultad de que su
movimiento no resulta obvio.

Sin embargo, no resulta dificil ver que las condiciones iniciales de este sistema pueden
ser solamente dos: una en la que alteramos el sistema de tal forma que la amplitud
méaxima del péndulo A sea de igual valor que del péndulo B y se muevan en la misma
direccidn, sincronizados (Figura 1 a); es facil ver que este sistema se comportara como
un péndulo simple y que el resorte no se deformara, es decir, no sera causa de los
cambios de estado en el sistema, solo lo sera la fuerza gravitatoria. Si las cuerdas tienen
longitud 1 y el sistema estd sometido a la fuerza de gravedad, entonces la ecuacion de
movimiento para este caso y para cada particula seré:

d’x g

I + wgx =0, donde wy = T (D
La segunda condicién que podemos ver en este sistema es la expuesta en la Figura 1 b,
en donde los péndulos son movidos al mismo tiempo con igual amplitud pero en
direcciones contrarias. En este caso la fuerza de restitucion del resorte entra en accion y
es parte principal de cambio de estado del sistema. Del diagrama podemos ver que la
fuerza que ejerce el resorte sobre el péndulo A es 2kx, y por tanto la ecuacion de
movimiento del péndulo A es:
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d’x, g
dt? +7XA +EXA =0

d?x, g ok
dt2 + x4 (w§ + w2) = 0 donde w§ zTwaZ =— (2)

Esta ecuacion se puede reescribir como:

1
' 2k /2
+ 0%, = 0 donde o' = (wf + @)z = (= +9)

d?x,
dt?

Vemos que este sistema oscila con una frecuencia mayor que la del caso anterior. Por
simetria la ecuacion del péndulo B es idéntica
2
B d“xg
dt?

!
—w?xp =0

Las soluciones de estas ecuaciones son:
x4 = DCos(w't)
xg = —DCos(w't)

El lector puede pensar que existe otro tipo de movimientos sobre este sistema donde no
sea tan simple la deduccidn de las ecuaciones, sin embargo este tipo de sistema puede
considerarse como la superposicion de los movimientos anteriores.

Los movimientos anteriores son los mas simples que se pueden pensar sobre el sistema
y por eso son llamados los modos normales de vibracién, llegamos al significado de
dicho término, los modos son los movimientos méas simples que puede tener un sistema
que esta oscilando. Sin embargo, sabemos que en la realidad estos sistemas no se
comportan de formas tan simples, pero el analisis de esos complejos movimientos se
puede hacer a través de la superposicion de estos movimientos simples.

Consideremos el caso més general en la que este sistema puede oscilar.
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Figura 2: péndulos acoplados por un resorte. Tomada del libro vibraciones y ondas
A.P, French

El sistema se ha configurado de forma arbitraria como se muestra en la Figura 2. En
esta configuracion el resorte se ha alongado una distancia x4 — xg, por tanto la fuerza
que ejerce el resorte sobre el sistema es k(x, — xg). De este modo las ecuaciones de
movimiento del sistema son:

deA g
m dt2 +m7 Xgt+k(xg—x5)=0 (3)
d?x, g K
m dt2 +w(2)xA+wg(xA_xB) =0d0ndew% :Tng = E

Analogamente, la ecuacién para la masa B es:

d?xg
dt?

m + i xp —wi(xa—xp) =0 (4)

Las ecuaciones 3 y 4 son las ecuaciones que describen por completo el sistemas, estas;
notemos como estas ecuaciones tienen los términos de los modos normales de
vibracion, es decir, que para el caso mas general en donde el sistema oscile de forma
arbitraria, este esta descrito como la superposicion de los movimientos simples
analizados anteriormente.

LIMITE ENTRE SISTEMA DISCRETO Y CONTINUO: OSCILADORES EN
UNA CUERDA Y MODOS NORMALES DE VIBRACION DE LA CUERDA

El sistema de la cuerda vibrando ha sido de gran estudio en la mecénica ondulatoria, ya
que es considerada una de las fuentes sonoras méas populares, hasta el punto de que lo
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encontramos en muchos instrumentos musicales. En esta seccion, trabajaremos la
cuerda como una coleccion discreta de particulas, luego extenderemos al caso en donde
esa coleccion de particulas se vuelve muy grande y asi llegaremos al caso especial
donde consideramos la cuerda como un medio continuo; hablaremos de los modos
normales de vibracion en una cuerda, importante para el estudio de las notas musicales
en instrumentos como la guitarra o el piano.

Consideremos un conjunto de N particulas sujetas a una cuerda sin masa y con una
tension T como se muestra en la figura 3. La primera condicion que imponemos sobre
este sistema es que ese sujeta, fija en los extremos; el lector podréa notar sobre la figura
que el nimero de particulas va desde 0 hasta N + 1, sin embargo, dada la condicion de
los extremos fijos, estas particulas no cuenta ya que estas no poseen movimiento
alguno.

*—0—0000-0 ® ® *—0—0—0-00090
0 1 23 456 p—1 p N-1 N N+1

Figura 3: construccion de la cuerda como una coleccién de puntos

Después de un tiempo t la cuerda se ha dispuesto como se muestra en la figura 4. Si
nos limitamos a pequefios desplazamientos de la cuerda y si considerdbamos una
tencion inicial T, entonces podemos ignorar cualquier aumento de la tension en la
cuerda cuando las particulas oscilan.

L]
T
| ! |
ol N
e ! l b | .
bee p—1 p, p+l N N+1
Figura 4

Sea [ la separacion entré las particulas. Consideremos la particula p la cual vemos hallar
la ecuacion de movimiento; en el sistema solo actla la fuerza de tencién en la particula
p que tira de ella en ambas direcciones. Por simetria, es facil ver que la componente x
(la componente horizontal) de la sumatoria de fuerzas se anula. Tenemos:

F, = —=TSin(a,_,) + TSin(a,) (5)

Sea:
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Yo = Yp-1

Sin(ap_l) = ]

Yp+1tp

Sin(ap) = ]

Con estas condiciones tenemos:

T T
E, = _T( Yp _yp—l) +T(yp+1 _yp)

Y esta ecuacion debe ser igual a la masa de la particula p multiplicada or la aceleracién
en la direccion de y; finalmente obtenemos la ecuacion:
2
d*yy,

Tz T 2,05 — W§(¥p-1+ Yp+1) =0 (6)

T
Donde w? = —

De esta forma podemos escribir una ecuacion para cada una de las N particulas. De esta
manera tenemos un sistema de N ecuaciones. Recordemos que y, = 0y yy4q = 0.

Para ejemplificar, consideremos los casos en que el sistema tiene una y dos particulas.
Si N = 1 tenemos:

d*y,
F-l- 2y1a)§ =0 (7)

0):(1)0\/?

Que es un movimiento arménico simple transversal de frecuencia w = wyV2. Si N = 2
tenemos:

dz}’1 dz}’z
ez T 2y;05 — w5(y2) =0, 112

+ 2y,05 —wi(y) =0 (8)

Realizando el tratamiento matematico pertinente, se llega a que las frecuencias de
oscilacion son w; = wy Y w, = weV3.

La configuracion de estos sistemas se puede ver en la figura 5, para el caso de una
particula, el sistema oscila como un péndulo simple, pero con una frecuencia mayor
debida a la tencién de la cuerda adicional. En el segundo caso, tenemos 2 soluciones,
dos movimientos posibles para el caso de 2 particulas, como era de esperarse. Dichos
movimientos son los modos normales para estos sistemas.
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(a) Nzl(w:wo\/?)

(b) N =2 Modo inferior (v = )

{c) N =2 Modo superior (o= w, V3)

Figura 5

De acuerdo con los dos ejemplos anteriores, surge una pregunta ¢es posible encontrar
una expresion matematica que determine todos los modos posibles para un sistema de N
particulas? La respuesta a esta pregunta es afirmativa. Sin embargo hay que aclarar que
las ecuaciones que definen los modos normales de vibracion son dos: una pre la
frecuencia del sistema w Yy otra para la a amplitud de cada particual p del sistema de N
particulas, ya que estas definen la forma en la que oscila el sistema. Estas ecuaciones
son®:

nm
Wy = 2(1)0587’1, [m] (9)

A, = C,Sen [(anTnl)] (10)

Donde C,, define la amplitud con la que esta excitado el modo particular n, n son los
modos de vibracion, p es la particula que hace parte del sistema y N el numero de
particulas total del sistema. Es facil ver, para el lector, que si toma los ejemplos
anteriores donde N = 1 y N = 2 y metemos estos datos en la ecuacién 9, obtendra los
mismos resultados.

A si tenemos las ecuaciones de movimiento para cada particula p del sistema:

Ypn = ApnCos(wnt + 6,)

® Para ver la deduccion de estas ecuaciones, ver VIBRACIONES Y ONDAS, A, P French, Curos del
MIT.
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Ypn = CpSin ] Cos(w,t + 8,,) (11)

@

Podemos notar de la ecuacion anterior, que el término Sin ] es el que determina

(N 1)
como esta ubicada particula, el otro término habla de la evolucion temporal de cada una
de las particulas. Concentrémonos en mirar cdmo se disponen las particulas para los 2
primeros modos normales de vibracion. Si n = 1, entonces:

Yp1 = C1Sin ]Cos(a)lt)

[(N +1)

Esta ecuacion da como resultado la disposicion del sistema que se ve en la figura 6

Figura 6

Paran = 2 tenemos:

Vp2 = C,Sin ]Cos(wzt)

[weo

Wy = Za)oSin N—-I-l
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Este seria el segundo modo normal de vibracion, el cual se lustra en la figura 7. En esta
situacion la frecuencia se duplica en relacion a la primera, y aparece una zona de la
cuerda la cual no se mueve, esta zona o punto se llama nodo.

Figura7

En general si establecemos cierto nimero de particulas en el sistema, y miramos todos
sus modos normales, vemos una seria de formas en la se dispone el sistema, pro como
vemos, le nimero de modos normales depende del nimero de particulas que se

disponen en el sistema.

etc.

N MUY GRANDE

Ahora, queremos considerar el siguiente caso; supongamos que el sistema esta
compuesto por muchas particulas, como una cuerda (precisamente, una cuerda es una
coleccion de un gran numero de particulas). Si el nimero de particulas es muy grande,
el espacio [ entre ellas es muy corto de modo que:
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La cantidad de materia total de la cuerda seria M = Nm donde, m es la masa de cada
p 2 T )
particula. Recordando que w§ = — , tenemos:

g nm . nm
i (Z(N + 1)) T2+ D

—> nm . nm T
@n = “’0(2(1v+1))‘(1v+1) ml

Considerando u = ? la densidad lineal, y realizando algunas operaciones, tenemos:

_ nm T_nrt T — 123 12
w"_(N+1)l ,u_L ’u,n—,,.... (12)

Llegamos a un resultado bien particulas, la ecuacion anterior define los modos
normales de vibracion de la cuerda. Podemos mirar el primer modo normal:

[T
wq = z ; n = 1,2,3

Y los otros modos, son mdultiplos enteros de esta, la cual es llamada el arménico
fundamental de la cuerda.

La funcidon que define la forma de vibrar de la cuerda quedaria de la forma:

npm
(N+1)

Ypon () = Cy Sin( ) Cos(wy,t)

Ahora, sea x la posicion de la particula con respecto al origen, de modo que x = pl:

v (x,t) = C, Sin( )Cos(a)nt) = C, Sin <nLﬂ) Cos(wpt) (13)

npm
I(N+1)
Esta ecuacion, se aproxima a la ecuacion de onda de la cuerda.

Ondas estacionarias y modos normales de vibracion en cuerdas

En el apartado anterior hablamos acerca de lo que significaban los modos normales de
vibracion en sistemas que se conformaban por un numero finito de particulas, y
consideramos el caso en donde ese numero finito de particulas era muy grande y se
disponian de tal forma que parecieran una cuerda (ver figura 7). Ahora sabemos que los
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modos normales son las formas mas simples en las cuales un sistema oscilante
conformado por varias particulas puede moverse. Ahora vamos a ver los modos
normales en curdas, es decir, vamos a pasar del caso discreto al caso continuo, donde el
namero de particulas es infinito.

Como consideramos que el nimero de particulas es infinito, entonces estaos hablando
de un sistema continuo, y por ende ya no hablamos de oscilaciones si no de ondas en
cuerda; aparte de esto, para hablar de modos normales en una cuerda, también hay que
hablar de ondas estacionarias en cuerdas. Las ondas estacionarias en una cuerda se
generan cuando la cuerda esta sujeta a los extremos y estos permanecen fijos.

/ 1

¥(z, 1)

Figura 8

En la figura 8 se ve un pequefio segmento de recta el cual esta sometido a tenciones
diferentes en los extremos, estas diferencias de tencion son lo que causan el
desequilibrio en la cuerda y por ende una fuerza neta que actda en ella’®, esto provoca
una perturbacién en la cuerda que viaja a través de ella y se refleja en sus extremos. La
ecuacion que describe el movimiento es™:

0%p(x,t) iazq)(x, t)
ax2  v?2  Qt?

(14)

Donde ¢(x,t) es denominado la funcion de estado para la cuerda (ya que ella da la
forma de la cuerda en un tiempo dado t), t es el tiempo, x la posicion y v la velocidad

19 para una mejor definicion de tensién véase: EL TENSOR DE ESFUERZOS, UN ANALISIS
EPISTEMOLOGICO DESDE UNA PERSPECTIVA PEDAGOGICA. M. AYALA, F. MALAGON, .
GAZON, J. CASTILLO, M. GARZON. Universidad Pedagogica Nacional.

1 para ver la demostracion, véase: ONDAS, Berkeley physics cours-volumen 3. Frank S. Crawford
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., . T . . s
de propagacion de la onda en la cuerda, y viene dado por \/% La anterior ecuacion es

denominada la ecuacién de onda unidimensional o ecuacion clasica de la cuerda.

En una onda estacionaria, todas las particulas constituyentes del medio, estan oscilando
a la misa frecuencia y por tanto ¢(x,t) oscila de la misma forma temporal Cos(wt),
por tanto la forma de la onda la da una funcion que solo va depender de la posicién de
cada punto sobre la cuerda, una funcion f(x). De esta forma, una solucion de la
ecuacion 14 se puede expresar como:
@(x,t) = f(x) Cos(wt)

Esta solucion debe satisfacer la ecuacion 14, por tanto vamos a encontrar la segunda
derivada de ¢(x, t) respecto al tiempo:

2
a(g—g’t) = —w? p(x,t) = —w? f(x) Cos(wt)

Ahora determinamos la segunda derivada respecto al espacio:

?p(x,t) _d*f(x)

- daZ Cos(wt)
Si sustituimos en la ecuacion 14 y desarrollamos los calculos tenemos:
d?f(x) w?
dx? —?f(x)

De lo cual llegamos a la solucién:

21 21
f(x) = ASin (Tx) + BCos (7x>
Y llegamos a la solucion:
21
—x

p(x,t) = Cos(wt) [ASin( 7

)+ BCos (27”9()] (15)

La ecuacién 15 es la ecuacion de onda general para una cuerda. Sin embargo no hemos
introducido las condiciones de frontera que establece el caso de las ondas estacionarios;
la condicidn establece que la cuerda no se mueve en los extremos y por tanto ¢(0,t) =
@(L,t) = 0. De la primera condiciones obtenemos lo siguiente:

@(x,t) = A Cos(wt)Sin (27”96)

2 .
ZL)=0;
para que esto se cumpla, el argumento de la funcion siempre debe ser = 0 un multiplo
entero de m, es decir:

La segunda condicion establece que ¢ (L, t) = 0, esto solo es posible si Sin(

2T

p L=nm (16)

Y por tanto llegamos a la relacion:
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A= 2L (17)
T n
Donden =1,2,3 ...

La ecuacion 17 establece lo que se Ilama los modos normales de vibracién en las
cuerdas; por ejemplo: cuando n = 1, la longitud de onda es el doble de la longitud de la
cuerda; cuando n = 2, la longitud de onda es igual a la longitud de la cuerda, en este
modo se aprecian 2 valles y un nodo. Sucesivamente, remplazando n por el con junto de
los numeros enteros, se establecen las posibles formas en la cual la cuerda se encuentra
vibrando (ver figura 10).

I & n . LONGITUDES DE CNDA
ARMSNICO FPERFIL DEL ARMGNICO CONTENIDAS EN L FRECUENCIA
gyl iy
2
el gl
= 1 l 1 [ K Lo £ =
{ g—" 2 a0
K= x=L
N W
pylxt) s
2
= )
o e ="
2 %111 — | r=o(%) fi=2f
o L2
i
x=d x=l

oyl )

x=(h x=L
X ] v N
. . . .
L] L] L] L]
- - - -
. ;'!a"' 1
n L] L=mn — fa =
- o2 24

Figura 10: modos normales de vibracién

Este resultado es analogo al que obtuvimos en la ecuacion 12; recordemos que la
velocidad con que se propaga la cuerda viene dada por v = fA, y que esta velocidad
tambien viene dada por las condiciones mecanicas del medio, en este caso la cuerda

T . .
v = \/; , de esta forma obtenemos las frecuencias asociadas a cada modo:

56



_nT 18
f—ﬁ;()

La ecuacion establece las frecuencias de oscilacion para cada modo de vibracion, y de
esta forma establecemos lo que se conoce la serie armonica, cada frecuencia es un
multiplo entero de la frecuencia fundamental. Este resultado es analogo al que
obtuvimos en el inciso anterior en donde tratamos el caso de la cuerda como una
coleccion de puntos, es decir, desde una perspectiva discreta. La siguiente tabla
establece otro tipo de relaciones que son el resultado de resolver la ecuacion de onda
para una cuerda fija en sus extremos.

Tabla 11
1= E n T
i n f=— |-
Longitud de onda 2L |u
Frecuencia de vibracion
nm
K=— nt (T
L w="" |l
Numero de onda L |u
Frecuencia angular
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Anexo 2: La estrategia de pensamiento de lo simple para explicar lo
complejo en fisica, a través de las nociones de modos normales y
estados base

Jessica Jazmin londofio™?, Ismael Fernando Rodriguez
Universidad Pedagdgica Nacional, departamento de fisica

Resumen

El trabajo tiene como intencion realizar una presentacién de la relacion existente entre
diferentes pensamientos de la fisica desarrollados a partir de la idea de lo simple, lo
cuantizado o lo discreto para dar explicacion a fendmenos complejos. Hacer un paralelo entre
diferentes areas de la fisica, las cuales se encuentran en directa relacion debido a las ideas de
composicion y descomposicion a través de herramientas de explicacion simples como lo son,
los estados base en fisica cuantica para representar el estado de un sistema cuantico, el uso
que se hace de los vectores unitarios en la descomposicion del movimiento de particulas y
sistemas en mecanica clasica, los modos normales en la representacion del movimiento de
sistemas discretos acoplados Yy las ondas estacionarias asi como la descomposicion de
Fourier en la representacion de ondas .Con estos casos se puede evidenciar la estrategia de
pensamiento usada en la ciencia para explicar situaciones complejas a partir de
representaciones simples.

Ser consciente de las estrategias utilizadas para dar explicacion a los fenbmenos y su
relacién, puede ayudar en la ensefianza de la misma a que el estudiante reconozca y construya
representaciones acerca del pensamiento que ayudo a fundar teorias, concepciones y nociones
que hoy aportan a la explicacion de fendmenos fisicos.

Palabras clave: modos normales de vibracion, representaciones simples, superposicion,
estado del sistema.

Introduccion

12 dfi.jlondono@pedagogica.edu.co
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Los métodos Yy estrategias usados en la fisica, e incluso en otras areas de conocimiento,
para poder dar explicacion a fendmenos “reales”, a pesar de parecer lejanos y con una
relacion nula entre si, al estudiarlos con mas detalle arrojan una informacién analoga.
La idea de los pensadores de la fisica siempre se ha encaminado a colocar sus
explicaciones en los términos més sencillos posibles, para que de ese modo explicar lo
complejo a partir de componentes simples relacionados entre ellos.

La estrategia de pensamiento que va desde las partes al todo es la base de muchas
teorias fisicas conocidas, e indagando en ellas, lo que se quiere dar a conocer es la
necesidad humana de recurrir a representaciones simples con el fin de hacer sencillo,
entendible y admisible un conocimiento determinado o un conjunto de conocimientos.
Existen varias opiniones al respecto entorno a la parte epistemoldgica del pensamiento
simplificador y el pensamiento complejo, por ejemplo *E. Morin (1979) afirma: “A
primera vista la complejidad es un tejido de constituyentes heterogéneos
inseparablemente asociados (componentes simples): presenta la paradoja de lo uno y lo
maltiple. Al mirar con méas atencion, la complejidad es, efectivamente, el tejido de
eventos, acciones, interacciones, retroacciones, determinaciones, azares, que
constituyen nuestro mundo fenoménico”

La afirmacién de Morin se hace interesante desde el punto de vista epistemolégico a
tratar en este articulo ya que se ve la asociacion directa entre los componentes simples
que conforman lo complejo no solo en explicaciones de tipo cientifico si no en todo tipo
de explicaciones de nuestro entorno sensible. Haciendo énfasis en explicaciones de tipo
cientifico y méas exactamente en las explicaciones fisicas de los fenémenos, se muestran
a continuacion ejemplos que dan cuenta de este uso de estrategia simplificadora para
[legar a una construccién compleja.

En este documento se desarrollara la idea de la estrategia de pensamiento basada en la
superposicién o relacion de componentes simples para dar cuenta de lo fendmenos
complicados en fisica. Se tienen para ejemplificar esta estrategia varias explicaciones
fisicas que se basan en la idea de lo simple, entre ellas se encuentra las series de Fourier
como la descomposicion de funciones complicadas en funciones simples, y su uso en
las ondas, y el uso del espacio vectorial para hablar de la posicién, dado esta como la
superposicién de vectores en direcciones independientes para describir la posicidn de un
punto en el espacio. Ademas evidenciar como esta estrategia la utilizo Dirac para hablar
del estado de los sistemas cuanticos a partir de los estados base y el principio de
superposicion.

SERIES DE FOURIER Y ESPACIOS VECTORIALES.

3 E. Morin, Introduccién al pensamiento complejo 1976.
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Histéricamente, las series de Fourier aparecen en el siglo XVII gracias al matematico
francés Jean Baptiste Joseph Fourier. Surgen del estudio de los fendmenos
ondulatorios y del problema de la conduccion de calor.

El descubrimiento de estas series fue un gran paso para las matematicas, y es que esta
herramienta es de gran utilidad en varias areas de la fisica, la idea mas importante es la
siguiente: toda funcion periodica, con periodo T, que tenga una forma complicada, se
puede expresar como la superposicion de funciones simple**. Las funciones simples a
las cual se refiere esta definicidn, son las funciones trigonométricas SENO y COSENO.
La ecuacion se escribe de la siguiente forma:

g(t) = ag + Yoz apCos(nwt) + b,Sen(nwt)=a, + Yn=; a,Cos (nz?nt) +

b,Sen (nz?“t)
Siendo w = 2?“ = 2nf

Donde a, es la amplitud promedio de la funcién g(t) y a,, b, son las amplitudes de las
funciones simples de Cos(nwt) y Sen(nwt) respectivamente. Estas constantes se
pueden deducir a partir de las siguientes expresiones:

1 T 1 c+T
ap = Tf g(tdt = TJ g(t)dt
0 C

) T
a, = TJ g(t)Cos(nwt)dt
0

2 T
b, = —f g(t)Sen(nwt)dt
T Jo

Bésicamente, las series de Fourier son capaces de expresar cualquier funcion en suma
de senos y cosenos con frecuencias que son mdaltiplos enteros de la frecuencia
fundamental (figura 1). Y ¢Por qué senos y cosenos? Estas funciones tienen varias
caracteristicas: son funciones suaves y periddicas. Pero una de las condiciones que mas
Ilama la atencion es el caracter de ortogonalidad que tienen entre ellas.

= K A //\\\ ‘,’ﬁ\’\‘.“ 4 H*’

- N v

. o
3f

Figura 1

! Transnational college of lex, Who is Fourier? (1995)
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Resaltamos esta caracteristica ya que es nuestro punto de encuentro entre las series de
Fourier y los espacios vectoriales.

Los espacios vectoriales son representaciones geométricas basadas en los planos
cartesianos, que cumplen unas propiedades matematicas™® (ver figura 2). Ha sido de
gran utilidad en la representacion de magnitudes fisicas vectoriales tales como el
desplazamiento, la fuerza, el campo eléctrico, etc.

Fig. 2 espacio vectorial

Si queremos representar matematicamente un vector, por ejemplo el vector
desplazamiento, lo hacemos a través de la suma de vectores linealmente
independientes y que dan cuenta de las proyecciones de los ejes del espacio cartesiano
(en tres dimensiones serian x, y, z); estos vectores se llaman vectores base.

a=a,i+ayj+ak 3)

Figura 3

En la ecuacion 3, los vectores linealmente independientes son i,j, k. Estos vectores
dicen la direccién en la que se orienta la constante que los acompafia; por ejemplo, el
primer término del lado derecho de la igualdad de la ecuacion (3) tiene a4i, lo que
quiere decir que se deben correr a unidades en la direccion i, que para este caso es la
direccion x del espacio coordenado. De la misma forma los vectores j y k dan la
orientacion o direccion de los ejes y y z.

Si bien en la ecuacion (3) el vector desplazamiento a se expresa en términos de la suma
de tres vectores, no quiere decir que una particula recorri6 los 3 caminos para llegar al

15 para ver las propiedades de los espacios vectoriales ver: STANLEY I.GROSMAN Algebra lineal
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punto P, o que la particula se encuentra en las tres proyecciones al tiempo; es mas, la
magnitud del vector a no es propiamente la suma de los tres vectores, si no la raiz
cuadrada de la suma de los cuadrados de las componentes. Entonces ¢Que quiere decir
que se sumen? Desde nuestra mirada, creemos que la suma no significa una “mescla”
de cosas como sumar objetos, sino una forma de describir algo que pareceria
complicado, como la posicion del objeto en el punto P a través de una descomposicién
de posiciones simples en referencia al espacio cartesiano.

De igual forma pasa en las series de Fourier. Cuando hablamos de que una sefial o
funcién f(t), de frecuencia w,, que tenga forma complicada, se puede representar a
través de la “suma” de funciones simples Seno y Coseno, con frecuencias que son
maltiplos enteros de w,, no quiere decir que dichas frecuencias sean parte de la
funcién complicada f(t), es una forma de poder describir algo que es complicado en
términos de cosas simples.

De lo anterior, llegamos a la primera relacién entre las series de Fourier y las
representaciones de los vectores; en las dos se utiliza la misma estrategia: describir
situaciones que pueden ser complejas en términos de la superposicion de formas
simples. En los espacios vectoriales, un vector se descompone en vectores
ortonormales, direcciones simples; en Fourier una sefial (o funcion) compleja, se puede
descomponer en términos de funciones simples Senos y Cosenos.

Tal vez, a simple vista esto parezca un poco trivial, sin embargo, la relacion que
acabamos establecer anteriormente va méas alld de la simple descripcion. En las dos
descripciones, las series de Fourier y los espacios vectoriales, hay una palabra en
comun: la ortogonalidad.

En la descripcién de los espacios vectoriales dijimos que un vector se describia en
términos de vectores linealmente independientes. Esta es una de las condiciones de
ortogonalidad.

Desde el algebra lineal, 2 0 méas vectores sin lineal mente independientes cuando,
ninguno de ellos, se puede escribir en términos de los otros. Por ejemplo:

El vector a, = 4i + 6j + 2k , es el doble del vector a; = 2i + 3j + k; es decir, que
a, = 2a, (figura 4).
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Figura 4

También se puede decir que 2 o mas vectores son linealmente independientes cuando
existen 2 0 mas escalares *’c”’, todos cero tal que cumplan la relacion:

a;cy +ac, +azcy +--a,c, =0
Es decir, para que la ecuacion anterior sea cero todos los c,, son iguales a cero.

Precisamente, los vectores que son ortogonales entre si son vectores linealmente
independientes; pero ¢Qué quiere decir vectores ortogonales? Des de nuestra
experiencia, los vectores ortogonales son vectores perpendiculares entre si. En la figura
5 se representan 2 vectores ortogonales, es claro de la imagen que el vector u no se
puede expresar en términos del vector v; es to demustra que el espacio cartesiano de la
figura 3 tiene 3 vectores ortogonales, o sea, linealmente independientes: i, j, k;

Figura 5

La ortogonalidad se puede demostrar a partir del producto interior: cuando el producto
interior entre 2 0 mas vectores es cero, los vectores son linealmente independientes.

A-B = [A]||B|Cos® =0

Las series de Fourier también cumplen esta condicion, pero ¢Qué términos?, los
términos Senos y Cosenos. Veamos.

Se dice que dos funciones son ortogonales cuando su producto interior es cero; la forma
de representarlo matematicamente es la siguiente:

(F(D)lg(t) = j (1) * g(Odt = 0
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Apliquemos esto a las funciones Seno y Coseno;

_T/Z

T/2
f Cos(nwt) * Sin(nwt) dt = 0

El lector puede hacer el calculo de dicha integral y notar que efectivamente el resultado
es cero. De forma gréfica, lo que se puede decir es que cuando multiplicamos la funcién
Coseno, que es una funcién par, por la funcién Seno, que es una funcién impar, dicho
producto es una funcion impar, y la integral de dichas funciones s cero; la figura 6
muestra la funcién que resulta de la operacion Cos(2t) * Sin(2t), por simetria las areas
que estan tanto en la parte de arriba, debajo de la curva, y en la parte de abajo, por
encima de la funcion, del eje horizontal, al sumarlas su resultado es cero.

04

0.2

0.2

04

Figura 6

Se puede notar que con esta descripcion se resaltan caracteristicas analogas entre las
dos explicaciones: en los espacios vectoriales, los vectores unitarios cumplen esta
caracteristica de ortogonalidad al igual que las funciones SENO y COSENO en las
series de Fourier. En el siguiente cuadro, mostramos los elementos que son analogos en

las dos situaciones.

Espacios vectoriales

Series de Fourier

(O

‘& A\ ™\ 2f
Bl e ot

N
La funcion compleja, se descompone en
funciones simples

El vector a de la figura se descompone en
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términos de los vectores de la base
coordenada
g(t) =ap + z apCos(nwt) a = a,i + ayj + a,k
n=1
+ b,Sen(nwt)
Cos(nwt), Sen(nwt) ij Kk
ap, b, ay, dy, 4,
T/2
J. Cos(nwt) * Sin(nwt)dt =0 A-B=0
_T/Z

LOS ESTADOS BASE EN FISICA CUANTICA PARA REPRESENTAR EL
ESTADO DE UN SISTEMA CUANTICO

Lo planteado anteriormente es evidente en el pensamiento de P.M. Dirac quien tiene
una version de la mecanica cuantica a la base de una simbologia con un sentido basico
y simple en donde se tiene en cuenta la idea de coherencia para organizar la experiencia
o informacién que arroja el mundo fisico y asi crea un esquema explicativo que el
mismo considera ‘“‘satisfactorio”.

P.M. Dirac aporta con su esquema explicativo lo que se podria llamar una apropiada
descripcion de los fendmenos a escala microscopica con las cuales asi mismo articula su
explicacion para los estados de los sistemas cuanticos. Dirac pone en juego la idea de
asumir que el todo se puede explicar a través de las partes y con esto integra las
nociones de superposicion, estados y cualidad.

En su esquema explicativo Dirac se basa principalmente en el principio de causalidad,
en donde explica que por las caracteristicas de escala del sistema en estudio
(microscopico) este al ser *°observado se perturbara, en cuyo caso no se podran realizar
mediciones para obtener informacién veraz del sistema y por tanto no se conocera al
sistema, por esta razon Dirac plantea nuevas herramientas que permitan obtener
informacién del sistema, una de estas herramientas es el principio de superposicion de
estados.

Como se evidencia, nuevamente vemos el uso de representaciones simples (estados
base), para dar cuenta de una situacion compleja (estado del sistema), Dirac hace uso de
la herramienta de superposicion para relacionar estas representaciones simples que él
Ilama estados base o bésicos.

El término superposicion de estados es uno en los que se halla el uso del pensamiento
simplificador, ya que Dirac toma la idea de superposicion usada en la Fisica clasica para

16'p.M. Dirac, Principios de la mecénica cuéntica, Ediciones Ariel S.A. Barcelona (1958), traduccién
por: A. Montes
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elaborar el principio de superposicion de estados en donde se evidencia con claridad la
superposicién sujeta a la idea de simplicidad. Para poder comprender un poco mejor la
nocion es necesario aclarar la idea de superposicion que Dirac decide utilizar en
analogia con los sistemas de la Fisica clasica.

Inicialmente Dirac asume un conjunto de estados especiales a los que denomina
“estados base”, los cuales se encuentran en analogia con los “vectores unitarios”, estos
estados base representan la forma més simple en la que se puede encontrar un sistema y
el estado siempre se refiere a una cualidad, para describir el estado del sistema en torno
a esa cualidad “base” que sera el estado base se requiere de una formalizacion de la
relacion entre los estados del sistema. Esta formalizacidon es la superposicion de estados.

En analogia con los vectores unitarios se utiliza una notacion diferente pero se realizan
procedimientos matematicos de formalizacion muy parecidos, a continuacién se ilustra
con un ejemplo la analogia entre los vectores unitarios y los vectores base:

Vectores unitarios Vectores de estado
Ortogonalidad Ortogonalidad
Los vectores unidad son perpendiculares | Los estados base son perpendiculares
entre si: entre si:
®.9)=0 (xly) =0
Integridad Integridad
La suma del cuadrado de las componentes | La suma de las magnitudes de las
de un vector unitario A en cualquier | amplitudes de |wyeccion de a al
sistema de coordenadas sera la unidad. cuadrado es la unidad.
(Ax-R)? + (A,.9)? = sin?0 + cos?0 = 1 [(xXIP)? + Kyl®)]? =1
Esta expresion representa la probabilidad
de encontrar el sistema en el estadoV.

El estado base juega un papel muy importante en la fisica cuantica como también el
vector ordinario en la mecénica clasica. El vector de estado por ejemplo expresa o
representa la configuracion de un estado que pueda tener el sistema en estudio
independientemente de la base elegida para expresarle, de igual manera que el vector
ordinario puede expresar la aceleracién de una particula sin especificar la orientacion
del sistema coordenado respecto al que se mide la aceleracion. Lo que se escribe al
interior del simbolo del Ket utilizado por Dirac para representar el estado del sistema,
estd determinado por la extension de nuestro conocimiento sobre el sistema. En este
sentido el Ket nos proporciona libertad. Por ejemplo se puede escribir () para expresar
el estado que no se ha especificado del sistema y de forma similar se puede expresar
una incégnita x en el algebra.
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Al igual que un vector ordinario, un vector de estado en fisica cuantica se puede
escribir en términos de los vectores base, que para el caso de los vectores ordinarios
seran las componentes del vector en términos de los vectores unidad o vectores
unitarios.

e SUPERPOSICION

El principio general de superposicion de la mecénica cuéntica se aplica a los estados de
todo sistema dindmico. Segun dicho principio existe una relacion particular entre los
estados, de forma que cuando el sistema estd en un estado definido a la vez se puede
considerar que esta parcialmente en cada uno de una serie de estados. El estado original
habra de considerarse como la superposicion de estados base, o como los hemos
denominado antes componentes simples.

Este procedimiento de considerar los elementos complicados que ya mencionamos para
expresar representaciones complejas no solo ocurre en fisica cuantica. En fisica clasica
se utiliza la superposicion para representar vectores cuyas componentes estaran dadas
en funcién de los vectores unitarios de la base coordenada elegida, esta analogia se
presenta claramente en el cuadro (2).

El procedimiento de expresar un estado como el resultado de una superposicion de un
conjunto de otros estados es un procedimiento matematico que esta siempre permitido,
independientemente de las condiciones fisicas, como ocurre por ejemplo con el método
de descomposicién de una onda en componentes de Fourier que es un caso ya
mencionado en este texto. EI que sea Gtil en un caso particular dependera de las
condiciones fisicas particulares del problema a tratar.

LA ANALOGIA ENTRE MODOS NORMALES DE VIBRACION Y LOS
NIVELES DE ENERGIA DEL ATOMO

Existe otra situacion en la fisica en donde se puede notar el uso de la superposicion.
Cuando se estudian los espectros atdbmicos se evidencia que la radiacion emitida por las
sustancias estd compuesta por una serie de bandas espectrales, que corresponden a unas
frecuencias. Lo anterior se observa cuando el espectro de la luz solar se descompone a
través de un prisma y se observa que dicha luz es dividida en varios colores, a lo cual se
le denomina arcoiris.
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Las franjas obtenidas de la descomposicion tienen asociadas unas frecuencias
particulares que al superponerlas dan cuenta de lo que llamamos luz solar. Este
fendmeno sucede para todas las sustancias, de cada sustancia se puede obtener un
espectro propio que esta compuesto por diferentes frecuencias asociadas a los colores
que se observan, sin embargo se observa un comportamiento discreto ya que ademas de
las frecuencias asociadas a los colores observados también existen unas franjas oscuras
que dividen el espectro

La aparicion de estas franjas oscuras llevo a los fisicos del siglo pasado a idear un
modelo que describiera este comportamiento. EI modelo atémico que explica la
situacion de las particulas que conforma el atomo. Este modelo establece que los saltos
entre franjas oscuras dan informacion de los niveles de energia del atomo.

El modelo esta conformado basicamente por un ndcleo de carga positiva y un conjunto
de electrones orbitando dicho nucleo, cada electron se encuentra a una posicion radial
especifica en relacién al ndcleo, cabe aclarar que existe una separacion entre los
electrones, el espectro emitido por las sustancias es producto del salto de energia al que
se someten lo electrones. Estos de energia nos dan informacion de que la energia
necesaria para pasar de un nivel de energia a otro debe estar dispuesta de forma
discreta, es decir , el electron solo se encontrara en unos niveles de energia especificos,
los cuales vienen dados por multiplos enteros de la energia fundamental (el primer nivel
de energia).

La expresion que relaciona esta informacion es la siguiente:
E = nhf

En analogia con lo anterior se observa un comportamiento similar en la situacion de los
modos normales en cuerdas. Estos modos se presentan cuando hay ondas estacionarias,
estos representan la forma méas simple de vibrar del sistema (cuerda). A continuacion se
presentan los primeros modos normales.
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llustracién 1: modos normales de vibracién en cuerdas

En las dos situaciones descritas anteriormente se presenta el mismo comportamiento
discreto. Para el caso del &tomo los niveles de energia se presentan como discretos y
para el caso de los modos normales, lo discreto serd la frecuencia en donde estos se
presentan.

Se observa que el concepto de “discreto” es utilizado para dar explicacion a dos
fendmenos de la fisica que aparentemente no tienen relacion.

CONCLUSIONES

e se evidencio una clara analogia entre diferentes campos de la fisica en donde se
utiliza el pensamiento simplificador para dar cuenta de situaciones complicadas,
como por ejemplo en la descomposicion de Fourier y en la superposicion de
estados en fisica cuantica, como también en fisica cléasica para determinar las
componentes de un vector bien sea de aceleracion o de posicion, et.
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e Es claro que la estrategia de pensamiento utilizada en la fisica para dar cuenta de
situaciones complejas contiene en si ciertos elementos matematicos y
geométricos que hacen posible la superposicién o descomposicion del problema
involucrado, bien sea conocer un estado final de un sistema con conocer la
composicion de una onda complicada en unas més sencillas.

e Se tiene en cuenta que para la ensefianza de la fisica es importante hacer este
tipo de analogias que introduzcan al sujeto en la transversalidad que existe entre
las teorias y su construccion y asi se entienda en comportamiento de la
naturaleza de acuerdo a la fenomenologia, la cual evidentemente se comporta de
manera similar, tanto a nivel atémico, a nivel ondulatorio y a nivel
macroscopico.

Anexo 3: La relacion de los armonicos ya la escala musical.

Suponemos que tenemos una cuerda vibrante de longitud L que vibra con determinada
frecuencia f en su primer modo normal de vibracion (figura 1). A este primer modo,
con frecuencia determinada, le podemos asociar una nota musical, por ejemplo la nota
musical Do. Cabe aclarar que la designacion del nombre de la nota Do es una forma de
Ilamar o de clasificar las frecuencias asociadas a las vibraciones de la cuerda, lo cual
hace (til la escritura de los musicos; es mas, con esa utilidad fue inventada esa notacion,
para la gramatica musical.
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Figura 27: Primer modo normal de vibracion de la cuerda

Ahora consideremos el segundo modo normal de vibracién; en este modo, la frecuencia
se duplica. Una forma de conseguir que la frecuencia es dividir la cuerda en la mitad.
De cualquier forma, en el segundo modo normal de vibracioén obtenemos el doble de la
frecuencia, a esta frecuencia le asociamos nuevamente la nota musical Do pero esta
nota es lo que en musca se conoce como la octava de la primera nota, y la razon que se
Ilame asi, de la misma forma, es porque al sonar esta nota con la primera que hace parte
del primer modo normal de vibracion, producen una sensacion al oido humano de
consonancia perfecta, la mayor consonancia de todas, es por esta razén que se llama de
la misma forma (figura 2).

Figura 28: segundo modo normal de vibracion

De esta forma ya tenemos dos notas musicales, Do y su octava Do’ que denominaremos
asi para distinguir que una es la octava de la otra. En el tercer modo normal de
vibracion, la frecuencia se triplica en relaciona la primera, a esta frecuencia nueva se le
asign6 la nota musical Sol’; la razén de que se le asigne la prima a esta nota, es que esta
pertenece a la escala que vuelve a comenzar en la octava de Do’, por lo tanto, para
conocer la frecuencia de la nota musical Sol, que pertenece a la escala de Do,
dividimos en 2 la frecuencia, de este modo la frecuencia de Sol es de 3/2 de la
frecuencia inicial.

Figura 29: tercer modo normal de vibracion

Ahora consideremos el modo normal para el cual la frecuencia se ha hecho cuatro veces
mayor que la frecuencia inicial, esta frecuencia es el doble de la frecuencia de Do’ , por
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lo tanto esta se denomina Do"’, la 2gunda octava. Ahora, si aumentamos la frecuencia a
5 veces la frecuencia inicial, encontramos una nueva nota, Mi''. Para obtener la
frecuencia de la nota Mi, dividimos por tres, de modo que la frecuencia para esta nota
musical, sera de 5/3 de la frecuencia inicial.

El sexto modo normal, corresponde a una frecuencia de seis veces la frecuencia inicial,
pero que también es el doble de la frecuencia de Sol’ , por lo tanto a esta frecuencia se
le denomina con la nota Sol”’. Con este procedimiento, obtennos todas las notas
musicales, que aparecen en la siguiente partitura.

©
~ o _—
C) Ay
; Q)
4
-
Do Do  Sol Do Mi Sol
f 2f  3f 4f 5f 6f
Figura 30
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