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RESUMEN

Actualmente es muy comun utilizar videos en d&mbitos educativos, procurando enri-
quecer el aprendizaje de los estudiantes. Sin embargo, no es clara la idoneidad de
tales videos en relacion con el abordaje de los contenidos matematicos. En este tra-
bajo de grado se analiza tal idoneidad (denominada idoneidad epistémica) en doce
videos populares relativos al Teorema de Pitagoras albergados en la plataforma
YouTube. Este andlisis involucra cuatro aproximaciones conceptuales al Teorema:
concepciones, argumentos, situaciones problema y generalizaciones. En este marco,
usando como marco analitico los criterios de idoneidad propuestos por el Enfoque
Onto-Semidtico, se aborda cada video y se presenta un panorama general segin cada
aproximacion. Resultados del estudio muestran que los videos no tienen un uso del
lenguaje matematico sostenido a lo largo de los videos, no hay argumentos que hagan
uso de proposiciones explicitas para un espectador, hay procedimientos ocultos o no
expresados de una manera rigurosa. Se resalta un intento por coordinar diferentes
tipos de representacion, pero no es usual el uso de software especializados que podrian

apuntar a mejores representaciones y favorecer procesos de visualizacion.

Palabras clave: Teorema de Pitagoras, analisis de videos educativos, idoneidad epis-

témica.

ABSTRACT

Currently, it is very common to use videos in educational environments, seeking to
enrich students' learning. However, the suitability of such videos in relation to the
approach of mathematical contents is not clear. This study analyzes such suitability
(called epistemic suitability) in twelve popular videos related to the Pythagorean
Theorem hosted on the YouTube platform. The analysis involves four conceptual
approaches to the Theorem: conceptions, arguments, situations, and generalizations.
The suitability criteria proposed by the Onto-Semiotic Approach was used as ana-
lytical tool. Results of the study show that the videos do not have a sustained use of
mathematical language throughout the videos, there are no arguments that make use
of explicit propositions for a viewer, there are hidden procedures or not expressed in
a rigorous way. An attempt to coordinate different types of representation is high-
lighted, but the use of specialized software that could aim at better representations

and favor visualization processes is not usual.
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INTRODUCCION

El presente documento es una monografia de Trabajo de Grado, requisito para optar
por el titulo de Licenciados en Matematicas, de la Universidad Pedagogica Nacional.
Presentamos una propuesta de andlisis de idoneidad epistémica de video educativos
alojados en la plataforma YouTube que estén relacionados con el objeto matematico
Teorema de Pitagoras. Consideramos que la propuesta es pertinente en el marco de
los cambios educativos que se produjeron a raiz de la emergencia sanitaria causada
por el Covid-19.

Estamos interesados en generar un andlisis de idoneidad epistémica, tomando como
principales referentes la propuesta de anélisis presentada por Beltran-Pellicer et al.
(2018), v los indicadores y descriptores de idoneidad epistémica propuestos por Breda
et al. (2017). En particular, nosotros abordamos el andlisis epistémico del Teorema,
de Pitdgoras desde cuatro maneras de aproximarse conceptualmente a este: (i) sus
concepciones, que aluden a las formas en las que es posible enunciarlo teniendo en
cuenta la relacién entre objetos (por medidas de lados y por areas de cuadrados); (ii)
tipos de argumentos que lo sustentan (numéricos, geométricos, geométrico-algebrai-
cos y geométrico-dinamicos); (iii) mediante las diversas situaciones en las que el Teo-
rema puede ser aplicado (reales, realistas, fantasiosas, puramente mateméticas y
cientifico-matematicas); y (iv) posibilidades de generalizarlo a partir de la concepcion
relacionada con areas (para poligonos regulares, para poligonos semejantes y para

triangulos nos rectangulos).

Teniendo en cuenta este panorama, hemos planteado la elaboracion de este docu-

mento en cinco capitulos:

En el primero, presentamos el planteamiento del problema; especificamente, expone-
mos la justificacién basdndonos, entre otras cosas, en nuestras experiencias educati-
vas durante la emergencia sanitaria; asi mismo, el objetivo general y los objetivos

especificos del trabajo.

En el segundo, presentamos los referentes conceptuales del estudio, el cual consta de
cuatro partes. En la primera, presentamos una tipologia de videos segun la intencio-
nalidad con la que se presenta su contenido. En la segunda, los referentes matemati-
cos desde las aproximaciones al Teorema de Pitdgoras (concepciones, argumentos,

situaciones y generalizaciones). En la tercera, el marco curricular a partir del cual
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indicamos cémo aparece el Teorema en los documentos directrices educativas para
las matematicas en Colombia. En la cuarta, una descripcion sucinta de la teoria de
idoneidad didactica del Enfoque Ontosemidtico (EOS).

En el tercero, presentamos la metodologia, la cual consta de tres fases. En la primera,
determinamos los videos que fueron analizados para el estudio y la manera para hacer
tal determinacion. En la segunda, adaptamos los indicadores de idoneidad epistémica,
propuestos por el EOS para el Teorema de Pitagoras. En la tercera, describimos la

forma en la que fueron presentados los anélisis.

En el cuarto, presentamos lo andlisis de los videos y los resultados correspondientes.
Finalmente, en el quinto capitulo presentamos las conclusiones del trabajo; para ello,
indicamos el nivel de desarrollo de los objetivos planteados, comentando los resulta-
dos obtenidos de los anélisis; por iltimo, describimos los principales aportes que nos

dejé la elaboracion de este trabajo de grado como futuros educadores matematicos.
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CAPITULO 1. PLANTEAMIENTO
DEL PROBLEMA

1.1 JUSTIFICACION

El marco de la pandemia originada por el COVID-19 asentd una dinamica educativa,
mediante la cual los procesos de instruccién deben ser cambiados. Recomendaciones
generales hechas por el MEN por esa época (MEN, 2020) indicaron elementos para
llevar a cabo los procesos de ensenanza-aprendizaje mediados por las TIC; entre estos
se abordaron entornos virtuales de aprendizaje como las plataformas Edmodo, Google
Classroom o Teams; diferentes aplicaciones para realizar clases de forma sincrénica
como Zoom, Google Meet o Skype; y material audiovisual disponible en linea como
Discovery Education!, Colombia Aprende® o YouTube. De acuerdo con lo expuesto,
es evidente que las practicas docentes que conociamos como normales en la modalidad
presencial de la educaciéon han venido cambiado considerablemente. Esto, debido a

que dichas practicas deben, ineludiblemente, adaptarse a las realidades coetaneas.

Esta actual normalidad implico que los docentes se vean abocados a cambiar sus
practicas educativas apoyando parte de su labor en videos disponibles en plataformas
como YouTube. Nuestras experiencias basadas en las practicas pedagogicas y la lite-
ratura especializada (Beltran-Pellicer et al., 2018a; 2018b) nos dejaron entrever que
es usual que los profesores no tienen criterios no ingenuos para elegir un material
audiovisual idoneo que apoye su ejercicio profesional. Este escenario nos lleva a poner
en duda la calidad de la formacion de los estudiantes, por cuanto no esta totalmente
controlada la riqueza de los contenidos o procesos que se puede poner a su disposiciéon

mediante los videos que se les sugiere.

En el ambito de esta nueva realidad, hemos tenido la oportunidad de ver de primera
mano las experiencias de personas de nuestro entorno mas cercano. En ese contexto,
nos ha sido facil notar que, para el caso de la educacion basica secundaria y media,

los docentes de matematicas estan optando por la realizacion de guias taller que viene

! Discovery Education es una péagina web que desarrolla recursos curriculares digitales, en los que
incluyen sus propios videos como parte de los recursos.
2 Colombia Aprende es una pagina web educativa propuesta por el Ministerio de Educacién Nacional

que ofrece videos propios como material educativo interactivo.
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acompanadas de enlaces a videos de YouTube. Al momento de hacer el pertinente
acompanamiento en nuestras practicas iniciales, tuvimos la percepciéon de que no
todo el material audiovisual era afortunado: presentaba errores conceptuales, no
usaba un lenguaje matematico adecuado o no era pertinente para el nivel de escola-

ridad respectivo.

Asi mismo, durante el desarrollo de nuestras practicas de inmersion, que realizamos
con mediacién de las TIC, nos vimos en la necesidad de complementar nuestras in-
tervenciones con videos de YouTube. Durante el proceso de eleccion pudimos obser-
var que en algunos de estos habia errores en los procedimientos, no se usaba adecua-
damente el lenguaje matematico o no promovia el interés en los estudiantes. Este
escenario no solo nos dejo la percepcion de que habia videos no idoneos, sino que nos
llevé a preguntarnos si como futuros profesores teniamos criterios suficientes para
escoger videos idéneos que pudieran ser usados en modalidades de educacién remota
mediado por TIC.

Por otro lado, no debemos desconocer un hecho real. Podemos encontrar gran varie-
dad de videos educativos en linea que son altamente consultados por los estudiantes
bien sea para reforzar lo “visto” en clase, o para hacer una consulta previa a la clase
misma. Siendo YouTube una red tan popular entre los jévenes (Castatio, 2008), es
normal que ellos tiendan a utilizar estas producciones en busca de ayuda para sus
tareas escolares, o para reforzar algin tema que no quedd claro. En consecuencia,
parece ser que los videos de YouTube son ampliamente aceptados por la comunidad

estudiantil como una forma de aprender matematicas (Ramirez, 2010).

El escenario anterior nos indujo, entonces, el planteamiento de las siguientes pregun-
tas: ;Qué tan idéneos son los videos que se encuentran en YouTube respecto a una
tematica de la matematica escolar como el Teorema de Pitagoras? ;Qué criterios
debe tener en cuenta un docente de matematicas al momento de elegir material au-

diovisual para ser usado como apoyo didactico en el aula?

Apoyandonos en nuestra experiencia adquirida durante el paso por la LM, conside-
ramos que uno de los objetos matematicos que tiene una gran aplicabilidad en las
matematicas y otras ciencias es el Teorema de Pitdgoras. Ademadas, su aplicacion
posibilita la construccién de algunos elementos de la trigonometria, permite definir
la distancia euclidiana sobre la cual se construye la geometria analitica usual, facilita

la introduccién a los niimeros irracionales, etc. Adicionalmente desde una perspectiva
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curricular encontramos que en los Estandares Basicos de Competencia en Matemati-
cas (MEN, 2006, p. 86) se declara que, al finalizar el ciclo octavo a noveno, en el
pensamiento espacial y sistemas geométricos, los estudiantes debieron adquirir cono-
cimientos y desarrollar habilidades directamente relacionadas con el Teorema de Pi-
tagoras, lo que implica que sea uno de los contenidos matematicos mas estudiados

en la geometria escolar de la educacién basica secundaria y media.

Por consiguiente, consideramos que en medio de esta nueva realidad en donde la
educacién es medida por las TIC y, por ende, la blisqueda de material audiovisual
disponible en linea como apoyo a la labor docente es méas recurrente, es necesario el
estudio de los videos disponibles en YouTube relacionados con el Teorema de Pita-
goras (uno de los contenidos curriculares mas estudiados), con el propésito de conocer

su Idoneidad Epistémica desde la perspectiva del EOS.

1.2 OBJETIVOS

Con base en la problematica planteada consideramos que para poder abordarla se

hace necesario declarar los siguientes objetivos generales y especificos del trabajo.
1.2.1 Objetivo general

Analizar cualitativamente el nivel de Idoneidad Epistémica, desde la perspectiva del
Enfoque OntoSemidtico, de los videos méas populares de YouTube relacionados con

el Teorema de Pitagoras.
1.2.2 Objetivos especificos

1. Escoger los videos mas populares de YouTube relacionados con el Teorema de
Pitagoras.

2. Adaptar los descriptores de los criterios de idoneidad didéctica propuestos por
el Enfoque Onto-Semiotico, al Teorema de Pitagoras, poniendo énfasis en la
faceta epistémica.

3. Analizar el material audiovisual recopilado usando los descriptores de los cri-

terios de Idoneidad Epistémica adaptados.
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CAPITULO 2. REFERENTES CON-
CEPTUALES

En este capitulo presentamos los principales referentes conceptuales que permiten
sustentar y desarrollar el trabajo de grado. Especificamente, consta de cuatro seccio-
nes: en la primera, presentamos la conceptualizacion adoptada para videos educativos
y una tipificacién para esta clase de videos; enseguida, exponemos diferentes aspectos
de orden epistémico (representaciones, proposiciones, procedimientos, argumentos,
problemas) sobre el Teorema de Pitagoras, centrado en aspectos (en adelante, apro-
ximaciones) tales como: diversas concepciones del teorema, los tipos de argumentos
mas usuales de este, algunas de sus situaciones matematicas mas comunes y las prin-
cipales generalizaciones del mismo; luego, presentamos un panorama general de este
objeto matematico dentro del Curriculo Escolar Colombiano; por tultimo, exponemos
algunos elementos que plantea la teoria del Enfoque Ontosemidtico (EOS) para la

Idoneidad Didactica, en particular para la Faceta Epistémica.

2.1 TIPOS DE VIDEO EDUCATIVO

Como describimos en el planteamiento del problema, el principal insumo para la
elaboracion de este trabajo son los videos educativos; por consiguiente, presentamos

la conceptualizacion adoptada sobre video educativo empleada para este estudio.

Un video educativo es todo material audiovisual que cumple un objetivo didactico
(Bravo, 1996) y que puede ser utilizado durante el proceso de ensenanza o el proceso
de aprendizaje, como un recurso del profesor, a pesar de no estar diseiado con este

proposito (Atencia, 2009).

Los videos educativos se pueden caracterizar de acuerdo a sus recursos técnicos pro-
puestos por (Vaquero, Brescd, Coiduras & Carrera, 2019), si utilizan como soporte
varias aplicaciones como pizarras electronicas, simuladores, motores de realidad au-
mentada, animaciones, programa informatico (e.g., tutorial sobre las generalizaciones
del Teorema de Pitagoras usando GeoGebra), aplicaciones de captura de pantalla y
ediciéon, material didactico (e.g., archivos PDF, presentaciones de diapositivas, y
otros tipos de complemento), filmacién, (e.g., documental sobre el Teorema de Pité-
goras de Universo Matematico, qué incluye filmes, voces secundarias, ediciones, dia-

positivas, entre otros).
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Los videos educativos se pueden tipificar de acuerdo con la intencionalidad que pre-
sentan, (Cebrian, 1987). La Tabla 1, presenta la descripcién para cada uno de los
tipos de videos atendiendo a estas categorias: Interés Publico e Interés Académico;
el Interés Académico se divide entre Curricular y No Curricular; y, el interés No

Curricular entre Cientifico-Técnico y Areas del Conocimiento.

Tabla 1. Tipos de videos segiin su intencionalidad

Ti d
II.)OS © Intencionalidad
videos

Son aquellos cuyo objetivo es presentar a una audiencia dispersa aspectos relacionados
Interés PU- | con determinadas formas culturales. Para este tipo de videos no se requiere un previo

blico conocimiento matematico (e.g., documental de Universo Matemético, sobre el teorema
de Pitdgoras).

Son aquellos que se realizan explicitamente a la programacion especifi-
camente de la asignatura; plantean elementos evaluativos de manera ex-
plicita (e.g., un video para sexto grado que pretenda explicar una apli-

Curricular ., L . ,
cacién sobre el teorema de Pitagoras; en este caso, el video comenzaria
hablando del nivel educativo para el cual estd dirigido e indicaria su
objetivo concreto dentro del plan curricular).

Son aquellos que exponen contenidos relacionados con el
Interd avance de la ciencia y la tecnologia. Este tipo de videos
nteres < Lepe . . . "
Académi Cientifico- requieren un previo conocimiento matematico para ser
cadémico L. . i L
Técnico entendidos (e.g., un video sobre la generalizacién del teo-
. rema de Pitagoras requiere conocer previamente el Teo-
No Curri- .
rema de Pitdgoras).
cular

Son aquellos que pretenden dar a conocer algin contenido
Areas  del | académico, y son utilizados como recursos didacticos, pero
Conoci- no pretenden explicitamente evaluar los aprendizajes po-

miento tenciales involucrados en el video (e.g., tutorial que pre-

senta la demostracion del Teorema de Pitagoras).

Estas categorias se convierten en un referente para tipificar los videos educativos que
consideremos como muestra del estudio, segin su intencionalidad. Asi mismos, los
rasgos técnicos indicados antes se convierten en un referente para caracterizar estos

videos educativos, segin sus componentes.

2.2 REFERENTES MATEMATICOS

El objeto matematico protagonista de este trabajo es el Teorema de Pitagoras. To-

mando de base principalmente la propuesta de (Torres, 2017) para estudiar este
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objeto desde un punto de vista epistémico, es decir, la representatividad de los sig-
nificados institucionales pretendidos (o implementados) respecto a un significado de
referencia, segiin Godino (2013); en nuestro caso es el significado matemético del
Teorema de Pitagoras. Nosotros planteamos cuatro aspectos centrales que apuntan
a presentar diferentes aproximaciones al Teorema: concepciones, situaciones, argu-
mentos y generalizaciones. Vale aclarar que este ultimo aspecto no es mencionado

por Torres; nosotros completamos la propuesta anadiéndolo.

2.2.1 Concepciones del Teorema de Pitagoras y principales

representaciones asociadas

El Teorema de Pitagoras es posible enunciarlo a partir de dos concepciones: como
una relacién entre areas de superficie de cuadrados o como una relacién entre medidas
de lados de un triangulo rectangulo. A estas dos interpretaciones se les pueden rela-
cionar diferentes tipos de representaciones, a saber, verbal, grafica estatica, simbo-
lica, numérica, grafica dinamica y en material concreto. En la Tabla 2 y Tabla 3 se
presentan las dos concepciones del Teorema, y una ilustracion de algunos tipos de
representaciones asociadas a cada uno con sus respectivas descripciones. Creemos que
esto permite dejar el mensaje de los tipos de representaciones que se pueden vincular
al objeto en una practica matemaética o de instruccién especifica en la que el Teorema

intervenga.

Tabla 2. Concepcién del Teorema de Pitagoras de la relacién entre medidas de lados de un tridngulo

rectangulo y representaciones asociadas

Concepcién
Relacién entre medidas de lados de un tridngulo rectangulo
Representacion

. En un tridangulo rectangulo, el cuadrado de la medida de la hipotenusa es
Verbal (Enunciado)

igual a la suma de los cuadrados de las medidas de los catetos.
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A b C

Figura 2.2-1. Gréfica estatica-simbdlica para las medidas de lados de un

Grafica estética-

Simbdlica o ;
tridngulo rectangulo

Las letras maytsculas A, B y C indican los vértices del triangulo; el angulo
recto se encuentra marcado por su respectiva notacién geométrica para el
2 A; las letras mintsculas a, b y ¢ indican las medidas de la hipotenusa y los
catetos respectivamente, estando estas directamente relacionadas con el vér-
tice opuesto a cada segmento. a, b,y ¢ se relacionan mediante la igualdad
a? = b? + ¢?; siendo a?, b? y c?, los cuadrados de las medidas de la hipote-
nusa y los catetos, respectivamente.

Las letras mindsculas a, b y ¢ indican ntimeros naturales diferentes de cero®
que satisfacen la igualdad a? = b? + c?; el paréntesis indica que dichos va-
lores forman una triada ordenada de ntimeros, donde cada componente co-
Numérica rresponde a Va2, Vb2 y V2 respectivamente. A su vez a, b y ¢ indican las
medidas de la hipotenusa y los catetos de un triangulo rectangulo, colocando
en la primera componente, el menor entre ellos. A la expresién (b, c, a) se le
conoce comunmente como terna pitagorica.

Para un tridngulo rectangulo en movimiento, se debe cumplir, que el cua-

Grafi drado de la medida de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de
réafica . i )
DinAmi las medidas de los catetos. Este es el tipo de representaciones que se pueden

indmica . e . o
realizar en un software de geometria dinamica. Estas representaciones dina-

micas son utiles para ilustrar el Teorema, mas no para demostrarlo.

Hay material concreto que ilustra tridangulos rectangulos cuyos lados tienen
como medida una terna pitagérica —e.g., (3, 4, 5)—, pero que en sentido
estricto no ilustran que la medida de la hipotenusa al cuadrado es igual a la
) suma de los cuadrados de la medida de los catetos —e.g., 52 = 3% + 42—, dado
Material concreto . . i . i
que esa igualdad se puede verificar a través de realizar la suma de nimeros
especificos que resultan de los cuadrados —e.g., 9 y 16—.

En la literatura no encontramos referencias sobre material concreto que mos-

trara el Teorema de Pitadgoras segin su relacion entre medidas de lados, por

3 Cuando se trabaja con triadas pitagéricas, en teoria de nimeros, es usual utilizar nimeros naturales; sin em-
bargo, no desconocemos que hayan triadas con nimeros reales —e.g., (7, e,Vrt? + e?)—, pero para este trabajo,

estos no son de nuestro interés.
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lo que nos atrevimos a realizar una propuesta que puede ser de interés. A
continuacién, explicamos cémo se podria hacer uso de cierto material con-
creto para ilustrar el Teorema bajo esta concepcion:

Para un caso particular del tridngulo rectangulo (3, 4, 5), deberfa tener una
antena de medida 5 unidades, que al expandirse tenga como medida 25 uni-
dades; de la misma manera, tener una antena de medida 4 unidades y ex-
tenderla hasta que tenga una medida de 16 unidades; y una antena de me-
dida 3 unidades, que al expandirse tenga como medida 9 unidades y se ubi-
carian las antenas como se muestra en la Figura 2.2-2. En seguida, poner las
antenas de medida 32 y 42, una al lado de la otra y colineales, como se
muestra en la Figura 2.2-3, y comprobar que la medida total de las dos

antenas juntas es igual a la medida de la antena de 5 unidades extendida a
52.

-9
‘e

-

Figura 2.2-2. Material concreto para las medi-
das de lados de un triangulo rectangulo

Figura 2.2-3. Material concreto para las medi-

das de lados de un tridngulo rectangulo

Tabla 3. Concepcion del Teorema de Pitagoras de la relacion entre areas de cuadrados y representa-

ciones asociadas

Concepcién
Relacién entre areas de cuadrados
Representacion
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Verbal (Enunciado)

El area del cuadrado construido tomando como uno de sus lados la hipote-
nusa de un tridngulo rectangulo es igual a la suma de las areas de los cua-
drados construidos tomando como lado, respectivamente, uno de los catetos
del mismo triangulo rectangulo.

Grafica estatica-
Simbdlica

Figura 2.2-4. Grafica estatica-simbdlica para areas de cuadrados

Las letras maytsculas A, B y C indican los vértices del triangulo; el angulo
recto se encuentra marcado por su respectiva notacién geométrica para el
2A; las letras mintsculas a, b y ¢ indican las medidas de la hipotenusa y los
catetos respectivamente, estando estas directamente relacionadas con el vér-
tice opuesto a cada segmento; las letras griegas a, f y 6 indican el area de
superficie de los cuadrados construidos tomando como uno de sus lados la
hipotenusa o uno de los catetos respectivamente. a, f y 6 se relacionan
mediante la igualdad @ = f + 0, siendo estas las areas de los cuadrados cu-
yos lados miden a, b, y ¢, respectivamente.

Gréfica
Dinédmica

Para un tridngulo rectdngulo en movimiento, se debe cumplir, que el area
del cuadrado construido tomando como uno de sus lados la hipotenusa de
un tridngulo rectangulo es igual a la suma de las areas de los cuadrados
construidos tomando respectivamente como lado uno de los catetos del
mismo tridngulo rectangulo. A modo de ejemplo, en la Seccién 2.2.2.3, en la
p- 34, se presenta un argumento dindmico para la demostracién del Teorema
de Pitdgoras propuesta por Perigal (1830); estas representaciones dindmicas
son Utiles para ilustrar el Teorema, mas no para demostrarlo.

Material concreto

Para cualquier ficha o pieza que representa un tridngulo rectangulo, se debe
cumplir que las fichas o piezas que representan el area del cuadrado cons-
truido tomando como uno de sus lados la hipotenusa, cubran exactamente
dicha regién; a su vez, que al ser reacomodadas tales fichas cubran exacta-
mente las regiones que representan las superficies de los cuadrados construi-
dos tomando respectivamente como lado uno de los catetos del mismo trian-
gulo rectdngulo. En la Figura 2.2-5 se muestra céomo las fichas de las super-
ficies de los cuadrados que corresponden a los catetos cubren la superficie
del cuadrado, al reubicarse cubren la superficie del cuadrado construido a
partir de la hipotenusa, como en la Figura 2.2-6. (Anaricio-Gopel, 1824,
como se cité en Gonzélez, 2008). (Loomis, 1968)
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Figura 2.2-5. Material concreto

Figura 2.2-6. Material concreto
para las areas de los cuadrados

para las areas de los cuadrados

2.2.2 Argumentos

Existe un cuantioso nimero de argumentos que soportan la validez del Teorema de
Pitagoras propuestos por diversos autores —e.g., Pappus, Bhaskara, Euclides, Leo-
nardo Da Vinci— (Torres, 2017); Loomis (1968) recopilé 367 argumentos entre de-
mostraciones formales® y pruebas’, proponiendo una clasificaciéon para estos. Esta
clasificacién consiste en cuatro categorias: geométrico-algebraica, geométrica, dina-

mica’ y cuaternionica’.

Para nuestro trabajo, usamos tres categorias: la geométrica, la geométrico-algebraica
y la geométrico-dinamica. Para las dos primeras, usamos la misma descripcién pro-
puesta por (Loomis, 1968); para la tltima, usamos la descripcién de (Barrantes, Za-
mora y Barrantes, 2021); esto es, en lugar de aludir a propiedades de fuerza y masa
como lo hace Loomis para verificar la invariante pitagérica, aludimos a la posibilidad
de movimiento o transformacién en un continuo de las figuras geométricas implica-

das, verificando dicha invariante.

! Para este Trabajo de Grado, entendemos por demostracién, como la descripcién, en el contexto de una comu-
nidad de aula en un momento dado, de un argumento matematico que cumple tres criterios: (i) utiliza declara-
ciones aceptadas por la comunidad del aula (conjunto de declaraciones aceptadas) que son verdaderas y estan
disponibles sin maés justificacién; (ii) emplea formas de razonamiento (modos de argumentacién) que son vali-
das y conocidas por, o dentro del alcance conceptual de, la comunidad del aula; y (iii) se comunica con formas
de expresién (modos de representacién de argumentos) que son apropiadas y conocidas por, o dentro del al-
cance conceptual de, la comunidad del aula, segin Stylianides (2007).

® Para este Trabajo de Grado, entendemos por prueba a aquellos argumentos que se sustentan en verificaciones
hechas a partir de diferentes representaciones —graficas, con material concreto, con simbologia algebraica, etc.—
sin exponer encadenamientos de aserciones o garantias (que son parte de un sistema tedrico).

6 Argumentos sustentados a través de las propiedades de fuerza y masa.

" Argumentos sustentados mediante el uso de vectores que representan cuaterniones. Estos son una extensién de
los ntimeros reales, similar a la de los complejos, en el que cada nimero estd compuesto por cuatro partes de la

siguiente manera: q = a + bi + ¢j + dk con i? = j2 = k2 = —1.
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En la Figura 2.2-7 presentamos la relacion que existe entre las dos concepciones del
Teorema de Pitagoras, las tres categorias de los argumentos para dicho objeto mate-

matico y sus respectivas subcategorias (en adelante, grupos).

Argumentos del
Teorema de Pitdgoras

Relacion entre . i Relacion entre la
. Coneepeiones )
area de cuadrados media de lados

3

. | Geomdétrico-
Geométricos .
I algebraicas

Composiciones con
trisimpulos congruentes

Transformaciones

Relaciones de
semejanza de triangulos

Propiedades métricas
de la circunferencia

Descomposicidn y
composicion de partes

Division en unidades de Geométrico-
medida dindmicas

Figura 2.2-7. Relacién entre las concepciones del teorema de Pitdgoras, las categorias y subcatego-

rias de sus argumentos

Es importante resaltar que para los argumentos de descomposicion y composicion de
partes y las transformaciones, usualmente se presentan en textos como comprobacio-
nes a la luz de representaciones graficas, es decir como pruebas que no estan basadas
en un sistema teérico ni se sustentadas formalmente; ello no significa que no haya
textos, como el Libro I de los Elementos de Euclides (Elementos de Euclides, 1996,
p. 2426), que presenten las respectivas demostraciones formales, desatacando, eso si,

que no es usual que tales demostraciones formales sean expuestas.
Argumentos geométricos

Este tipo de argumentos le da la prioridad a la representacion grafica estatica y al
significado del teorema por areas. (Loomis, 1968) propone diez subtipos para este

tipo de argumentos. Sin embargo, decidimos utilizar la clasificacion propuesta por
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(Torres, 2017) quien, basado en aquella, considera solo tres subcategorias. Utilizamos
esta ultima propuesta ya que la consideramos mas operativa para nuestro analisis.

Presentamos a continuacion la descripcion para cada uno de tales grupos:

Grupo 1. Argumentos a partir de la division en unidades de medida:
Estos argumentos consisten en dividir los tres cuadrados (formados con los lados del
tridngulo) en unidades iguales; obtenemos que la suma de las unidades en las que ha
sido dividido el cuadrado construido sobre la hipotenusa es igual a la suma de las
unidades en las que han sido divididos los cuadrados construidos sobre los catetos.
Este tipo de verificacién se basa en ternas pitagéricas, a partir de las cuales se define
el nimero de unidades a considerar por cada lado los respectivos cuadrados®. La
Figura 2.2-8 ilustra un ejemplo para este tipo de argumento, en el que con la terna
(3,4,5) se prueba graficamente que el cuadrado que tiene uno de sus lados como la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados que tienen uno de sus lados como los

catetos, como se muestra en la figura tomada de (Loomis, 1986):

Figura 2.2-8. Argumento a partir de la divisién en unidades de medida

En el tridngulo rectangulo de la Figura 2.2-8, se sabe que el triangulo rectangulo con
3,4 y 5 como la medida de la hipotenusa y los catetos, respectivamente, determina
la terna pitagorica (3,4, 5); ademés, se tiene que cada uno de los cuadrados formados
con los lados del tridangulo rectangulo se dividen en cuadrados mas pequenos con la
medida sus lados 1lu, como se muestra en la Figura. Si se cuenta la cantidad de

cuadrados que lo componen (formados a partir de la hipotenusa y los catetos), seran

¥ Los triangulos rectangulos que cumplan estas condiciones se conocen como triangulos egipcios.
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a?, b? y c? respectivamente; a la vez se tiene que se satisface la igualdad

a® = b? + c*.

Para el caso particular de la Figura 2.2-8, tenemos un triangulo rectangulo con 3, 4
y 5 como la media de la hipotenusa y los catetos respectivamente, con lo cual se
determina la terna pitagérica (3,4, 5); aplicando el Teorema de Pitagoras a esta terna

se tiene que:
25=9+16 ~ 52 =32+42
Queda asi verificado el Teorema para este tipo de triangulos rectangulos.

Grupo 2. Argumentos a partir de descomposicién y composicion de
partes: También conocidos como puzles pitagoricos; estos argumentos consisten en
la, descomposicion en partes de los cuadrados que tienen como uno de sus lados alguno
de los catetos, para luego componer, a modo de rompecabezas, el cuadrado que tiene
como uno de sus lados la hipotenusa. El procedimiento inverso también hace pate de
este grupo: las partes en que se descompone el cuadrado, construido con base en la
hipotenusa, se disponen en los cuadrados construidos con base en los catetos del
triangulo rectangulo. La Figura 2.2-9 muestra como ejemplo de este tipo de argu-

mento, una forma de descomposicién segtin (Perigal, 1830, como se cit6 en Gonzéles,

2008):

Figura 2.2-9. Argumento de Perigal a partir de descomposicién y composicién de partes.
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Mostraciéon® del teorema: Para un tridngulo rectangulo con BC, AC y AB como la
media de la hipotenusa y los catetos, respectivamente; ademéas que AC < AB10. Se
tiene que para el cuadrado con uno de sus lados el cateto de medida AB, se debe
descomponer trazando dos segmentos, uno paralelo a la hipotenusa y el otro perpen-
dicular a esta, tal que estos se intersequen en el centro de dicho cuadrado y sus
extremos pertenezcan él. Con la construccién anterior, el cuadrado con medida de
sus lados igual a la medida del cateto mayor queda descompuesto en cuatro trape-
zoides congruentes. El cuadrado, con la hipotenusa como uno de sus lados, se com-
pone en forma de rompecabezas a partir de los cuatro trapezoides construidos a partir

del cuadrado con lados de medida AB y el cuadrado con lados de medida AC.

Grupo 3. Argumentos a partir de transformaciones: Este tipo de argu-
mentos requieren un conocimiento sobre equivalencias de area en figuras no con-
gruentes. Se llaman de transformacion porque en los procedimientos implicados en la
argumentacion hay cambios de forma en figuras que finalmente representan la misma,
area. Estos argumentos, en algunas ocasiones, se acompanan de la explicitacion de
las cadenas deductivas implicadas. A manera de ejemplo, presentamos el argumento

de (Euclides, 300 a.C.), a partir de transformaciones.

Dado el AABC con el £A recto, sean los [[] ABDE, [[1] BCFG y [[] ACHI cuadrados y
la 4] L CE tal que(A_])n(C_B)z{K}.

Sean BC = CF y AC = CH por la D. Cuadrado; 2ACF = £BCH dado que 2ACH y
£BCF son rectos y ambos tiene por angulo adyacente al ZACB. Se cumple, entonces,
que AACF = ABCH por el Postulado LAL (Lado—Angulo—Lado), por lo tanto
Apacr = Appcn (Figura 2.2-10).

Sea Apgcy = Aacyy va que los ABCH y ACHI comparten el CH como base vy la altura
relativa a CH (Figura 2.2-11).

Anélogamente a lo anterior, se cumple que Apacr = Aacrrx ya que los AACF y ACFK

comparten el CF como base y la altura relativa a CF (Figura 2.2-12).

9 Decimos “mostraciéon” del teorema porque se provee una explicacién del procedimiento de construccién de las
piezas y se aluden a las propiedades de estas; sin embargo, no se provee una sustentacion de estas propiedades.
En suma, es una explicacién de la representacién, més que una justificacién de las propiedades de los objetos que
la constituyen. Esta mostracién es un tipo de prueba.

10°Si AC = AB el procedimiento es anilogo, ya que cualquiera de los dos cuadrados se puede descomponer, con la

particularidad que el cuadrado que se descompone, lo hace en cuatro tridngulos congruentes.
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Usando el Principio de Sustitucién podemos concluir que Apcyr = Apcrx (Figura
2.2-13).

JK  determina los [CFJK y [[BGJK rectangulos, con lo cual
Ampcre = Amcrik + Amsejk-

) 1 1
Por otro lado, podemos afirmar que Apcy; = EADACHI y Aprcrx = Efﬂmcnm ya que

CI y FK son diagonales de [[] ACHI y [-] CFJK, respectivamente.

Aplicando  nuevamente el  Principio de  Sustitucién  tenemos  que:

1 1
ECADACHI = ECAECF]K y por lo tanto que Aqacur = Arcrk-

Llevando cabo un procedimiento analogo para [[] ABDE y [] BGJK tenemos que:

A@appE = ‘AIZIBG]K-

Realizando las  sustituciones correspondientes, podemos concluir que:

Appcre = Apacur + A@aspe-

E E
I 1
D D
A A
H H
g7k LJs o TS 5
¢
F 7 G F 7 G
Figura 2.2-10. a Figura 2.2-11. b
E E
1 g3
D D
+—A e o
W/ B q '
U ——l U j
cH B ¢ B
F 1 G F T G
Figura 2.2-12. C Figura 2.2-13. d
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En la Tabla 4 presentamos otros ejemplos para cada grupo de argumentos con el fin
de esclarecer y diferenciar estas tres subcategorias de argumentos del Teorema de

Pitagoras.

Tabla 4. Argumentos geométricos del Teorema de Pitagoras

Grupo 1: Divisién en uni- | Grupo 2: Descomposicién y | Grupo 3: Transformacio-

dades de medida

composicion de partes

nes

_________|_________
'
i
'
'
'
'
'
i
1
I
'
'
'
i
I
I

ccssscssdann -
I
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i
I
I
'
'
'
i

1
’ 1l

. 1 ~
¢ 1
]
H

Fuente: Adaptado de paper
folding “proofs” por (Loomis,
1968)

Fuente: Adaptado de El teo-
rema llamado de Pitdgoras.
Una historia geométrica de
4.000 afios por (Anaricio—

Gopel, 1824, como se citd en

Gonzéles, 2008)

Fuente: Adaptado de El teo-
rema llamado de Pitdgoras.
Una historia geométrica de
4.000 arios por (Leonardo da
Vinci, 1452 - 1519, como se
cité en Gonzéles, 2008)

Argumentos Geométrico-Algebraicos

Este tipo de argumentos usan tanto propiedades geométricas como algebraicas, con
lo cual combinan representaciones graficas propias de la geometria con representa-
ciones simbolico-algebraicas. En esta categoria podemos diferenciar tres subcatego-
rias de argumentos: una que se relaciona con la concepcién a partir de la relacion
entre areas, en la cual se prioriza la composicion de figuras a partir de tridngulos
congruentes. Las otras dos que privilegian la concepcion de relacion entre medidas
de lados; por un lado, tenemos las que se fundamentan en las relaciones de semejanza,
entre triangulos y, por otro, aquellas que se sustentan en las propiedades métricas de
la circunferencia. A continuacion, se presentan las descripciones de este tipo de ar-
gumentos; hemos seguido la secuencia de la numeracién para los grupos de argumen-

tos, para una facilidad en la referenciacion ulterior.

Grupo 4. Argumentos a partir de composiciones con tridngulos con-

gruentes: Este tipo de argumentos privilegia las medidas de las areas, razén por la
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cual estd directamente relacionado con los argumentos geométricos; sin embargo, se
diferencian en que su desarrollo también alude a propiedades algebraicas. A manera
de ejemplo, presentamos el argumento a partir de composiciones con triangulos con-

gruentes propuesto por (Zhao y Liudel, 300 a.C., como se cité en Gonzales, 2008).

Dado AABC rectangulo, construimos tres triangulos congruentes al AABC ubicandolos
como se muestra en la Figura 2.2-14. Por cémo se ubicaron los tridngulos se pueden
deducir que la medida de los lados del cuadrado mas pequenos que se ha formado es

BA — AC, con lo cual el 4rea de este cuadrado se puede expresar como (BA — AC)?.

Por otro lado, los tridngulos forman un cuadrado con medidas de sus lados igual a
BC, siendo BC igual a la medida la hipotenusa; a partir de esto, el area del cuadrado
se puede expresar como BC?. Por otro lado, podemos expresar tal drea como la suma
de las areas de los cuatro tridngulos, mas el area del cuadrado central; de lo anterior,

se tiene que:

BC? = 4(3’4)2—(’46)+ (BA — AC)?
BC? = 4w + a? — 2(BA)(AC) + b?

2
BC? = 2(BA)(AC) + BA? — 2(BA)(AC) + b?
BC* = BA* + AC*
Con lo cual queda demostrado el Teorema de Pitagoras.

C

Figura 2.2-14. Argumento de Zhao y Liudel a partir de composiciones con triangulos congruentes
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Grupo 5. Argumentos a partir de relaciones de semejanza entre
triangulos: Este tipo de argumentos privilegia la relacion entre las medidas de los
lados. Se basan en la proporcionalidad que se obtiene a partir de la semejanza de
tridngulos y la manipulacién algebraica de las proporciones implicadas. A modo de
ejemplo, presentamos un argumento a partir de relaciones de semejanza entre trian-

gulos, propuesto por (Moise, 1966).

De la Figura 2.2-15 se puede deducir que AABC~ADAC y AABC~ADBA dado que en
ambos casos comparten dos angulos: £ZCAB y £ADB ambos rectos, y, £ZDCA y £ABD
respectivamente. Por la definicion de semejanza de triangulos y alguna manipulacion,
obtenemos que:

CD _ AC _ CB—CD _ AB

AC CB y AB CB

Ahora, llevando a cabo procedimientos aritméticos obtenemos que:
(CB)(CD) = AC? y CB(CB — CD) = AB?
Para finalizar, sumamos ambas igualdades y obtenemos que:
CB? = AC? + AB?
Con lo cual queda demostrado el Teorema de Pitagoras.

A

Ce .
D

" B
Figura 2.2-15. Argumento de Moise a partir de relaciones de semejanza entre tridngulos

Grupo 6. Argumentos a partir de propiedades métricas de la circun-
ferencia: Al igual que en el Grupo 5, este tipo de argumentos privilegia la relacién
entre las medidas de los lados. En este caso, se fundamenta en propiedades geomé-
tricas relativas a circunferencias, semejanza de tridngulos y la manipulacién alge-
braica de las proporciones implicadas. Como ejemplo, presentamos el argumento a

partir de propiedades métricas de la circunferencia, propuesto por (Garcia, s.f.).
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Primero, se construyen las circunferencias con didmetros AB y BC. Estas circunfe-
rencias se intersecan en un punto D tal que D € AC como se muestra en la Figura
2.2-16. Por el Teorema Potencia de un punto” se puede deducir que AB? =
(AD)(AC)y BC? = (DC)(AC). Si se suman ambas igualdades se obtiene que:

AB? + BC? = (AD)(AC) + (DC)(AC)
AB? + BC? = (AC)(AD + DC)
AB? + BC? = AC?
Con lo cual queda demostrado el Teorema de Pitagoras.

A

Figura 2.2-16. Argumento a partir de propiedades métricas de la circunferencia
Argumentos Dinamicos

Barrantes et al. (2021) caracteriza un software de geometria dindmica como un am-
biente computacional de construccion geométrica, basado en la geometria euclidiana.
Por sus caracteristicas (posibilidad de manipulacién de objetos y arrastre de los
mismo), puede utilizarse como apoyo en las explicaciones producto de su potencial

para la visualizacion, construccion y movimiento de objetos geométricos.

1 Teorema Potencia de un punto: Sea C una circunferencia y Q un punto de su exterior, L; una secante que
pasa por Q e interseca a C en los puntos R y S; ya sea L, otra recta secante que pasa por Q e interseca a C en
los puntos U y T. Entonces (QR)(QS) = (QU)(QT). (Moise, 1966, p. 455)
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A modo de ejemplo, a continuacién, se argumenta la demostracion de Perigal, pero
con argumentos dindmicos. Para esto, en un software de geometria dinamica, se
construye un tridngulo rectangulo y sus respectivos cuadrados. Para el cateto de
mayor medida, en este caso AB, se descompone trazando dos segmentos, uno paralelo
a la hipotenusa y el otro perpendicular a esta, tal que estos se intersequen en el
centro de dicho cuadrado y sus extremos pertenezcan él. Mediante traslaciones en el
plano, de las piezas 1 al 5, se puede “cubrir” el cuadrado correspondiente a la hipo-
tenusa como se concluye en la Figura 2.2-21, verificando asi el Teorema de Pitagoras.
Por ejemplo, en la Figura 2.2-17, se traslada el cuadrilatero 1 a través del vector u
desde el centro del cuadrado de lado AC hasta el vértice A del cuadrado de lado AB;
de manera analoga, sucede con las demas figuras excepto con la ultima figura, ya que
se traslada el cuadrilatero 5 a través del vector v desde un vértice del cuadrado hasta

la interseccién de dos lados de dos cuadrilateros, como se muestra en la Figura 2.2-21.
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Figura 2.2-17. a Figura 2.2-18. b
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Figura 2.2-20. d

Figura 2.2-19. ¢

Figura 2.2-21. Argumento dindmico para la demostracion de Perigal
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Un ejemplo sencillo para ilustrar el Teorema de Pitagoras bajo un argumento dina-
mico se presenta cuando, en un software de geometria dinamica se construye un
tridngulo rectangulo, y usando la calculadora del programa se comprueba numérica-
mente que la suma de los cuadrados de las medidas de los catetos es igual al cuadrado
de la medida de la hipotenusa. Esta propiedad se mantiene bajo la prueba del arras-

tre.
2.2.3 Situaciones matematicas

La propuesta de (Diaz y Poblete, 2001) es una clasificacién para problemas o situa-
ciones matematicas, la cual, aunque se refiere al campo aritmético, consideramos que
es lo suficientemente genérica para aplicarla a la geometria. Estos autores clasifican
las situaciones considerando como criterio el contexto de estas, siendo estos: real,
realista, fantasioso y puramente matematico. Consideramos acertado agregar el con-
texto cientifico-matematico ya que, para nuestro objeto matematico de estudio, los
anteriores no necesariamente tienen en cuenta la relacién del Teorema de Pitagoras
con otras ciencias. En la Tabla 5 se presenta los diferentes contextos, sus situaciones

asociadas y algunos ejemplos de cada una.

Tabla 5. Situaciones matemaéticas segtin su contexto

Contexto Situacion Ejemplo de problemas o situaciones

Problema: En una galeria de arte, una pin-
tura tiene la altura h y estd colgada de
modo que su borde inferior queda a una dis-
tancia d arriba del ojo del observador (como
se muestra en la figura). ;Qué tan lejos de
la pared debe pararse un observador para
tener la mejor vista? En otras palabras
Se puede producir efectiva- | ;dénde debe situarse el observador a fin de

mente en la realidad y puede | que se maximice el 4ngulo subtendido en su
Real comprometer el contexto real | ojo por la pintura?
y la accién del estudiante.

h

= ) } d

Adaptado de Cdlculo de una variable:
Trascendentes tempranas por (Stewart,
2012)
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Realista

Es susceptible de producirse
realmente. Se trata de una si-
mulacién de la realidad o de

una parte de la realidad.

Problema: Si la pantalla del televisor mide
457 la relacién es 16:9, y disponemos de un
espacio de 90 cm x 60 cm. ; El televisor cabe
o no cabe?

Fantasioso

Es producto de la imagina-
cién y esté sin fundamento en
la realidad.

Problema: Para la ceremonia al dios Ra, un
sacerdote egipcio debe subir la piramide de
Keops desde su base hasta la punta. Si se
sabe que la distancia de la base al centro de
la pirdmide es de 115 m y del centro a la
punta es de 147 m, ;qué distancia debe re-
correr el sacerdote?

Puramente matema-
tico

Hace referencia exclusiva-
mente a objetos matemati-
cos: numeros, relaciones y
operaciones aritméticas, figu-

ras geométricas, etc.

Situaciones: El Teorema de Pitdgoras se
emplea para el estudio de identidades trigo-
nométricas, definir la distancia entre dos
puntos, para sustentar intersecciones entre
objetos, etc.

Cientifico-matema-

tico

Hace referencia a las ciencias
que se fundamentan en el co-
nocimiento matematico como
lo son la Fisica y la Quimica,
o de profesiones u oficios que
también requieren de este,
como lo son las ingenierias, la
navegacion, la construccion
de edificaciones, etc.

Situaciones: En el ambito de la Fisica se uti-
liza para determinar la trayectoria de un
objeto en movimientos parabdlicos, en la
caida de cuerpos libres con el propédsito de
calcular las fuerzas sobre el sélido, para de-
terminar la norma de un vector, para loca-
lizar lugares especificos (epicentro de un te-
rremoto, astros en el espacio), y en asuntos
relativos a la construccién (tejados, ram-
pas); a la arquitectura, a la navegacion, etc.

En el analisis de los videos se presentaran los contextos que emergen dentro de la clasificacion pre-

sentada.

2.2.4 Generalizaciones

Las generalizaciones del Teorema de Pitagoras son una ampliacion de este tomando

en cuenta por lo menos dos escenarios segin (Zarate, 1996): 1. Aquel, donde la rela-

cién pitagérica se cumple para otro tipo de figuras, no necesariamente tomando de

base triangulos rectangulos o cuadrados; y 2. Aquel donde se estudia aritméticamente

la posibilidad de ternas pitagéricas con exponentes diferentes de 2 (la dltima conje-

tura de Fermat!? es ejemplo de ello—. Para iniciar con la ilustracion de algunas de

estas ampliaciones del Teorema de Pitdgoras, iniciamos con aquellas referidas a la

12 Teorema de Fermat: Paran € Z y n > 2 no existen ntimero enteros positivos X,y, z tales que x™ + y™ = z"
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aproximacion por areas de superficie. Para este caso, que el area de la figura cons-
truida tomando como uno de sus lados la hipotenusa de un triangulo rectangulo, sea
igual a la suma de las areas de las figuras construidas tomando como lado, respecti-

vamente, cada uno de los catetos del mismo triangulo rectangulo.
Poligonos regulares semejantes:

Privilegiando la concepcion de relacion entre areas, la propiedad Pitagorica se verifica
para cualquier poligono regular de la misma cantidad de lados construido tomando
como uno de sus lados cualquier lado del tridngulo rectangulo dado. En la Figura
2.2-22, presentamos un ejemplo recopilado por (Loomis, 1968); en ese caso, se cons-
truyen triangulos equilateros tomando como base los lados del triangulo rectangulo;
la suma de las areas de los triangulos que toman como base un cateto, es igual al

area del triangulo que toma como base la hipotenusa:

Figura 2.2-22. Generalizacion de poligonos regulares semejantes registrada por Loomis
Figuras planas semejantes:

Privilegiando la concepcion de la relacién entre areas, esta categoria implica una
ampliacion a todo tipo de figuras geométricas homoélogas en su relaciéon de semejanza
(Zarate, 1996), como tridngulos semejantes, rectangulos semejantes y semicircunfe-
rencias semejantes. A modo de ejemplo, en la Figura 2.2-23 se presenta un argumento
basado en tridngulos semejantes, desarrollado en el texto “Una ampliacién al teorema
de Pitdgoras” (Vasquez, 2021, p. 19). En este caso, por ejemplo, se construyen semi-
circunferencias tomando como base los vértices del triangulo rectangulo; y la suma
de las areas de las semicircunferencias que toman como base un cateto, es igual al

area de la semicircunferencia que toma como base la hipotenusa.

36



Figura 2.2-23. Generalizacion de Vasquez para poligonos irregulares semejantes

En la Figura 2.2-24 se ejemplifica la generalizaciéon tomando de base poligonos irre-
gulares semejantes. A continuacién, presentamos una representacion geométrico-di-
namica propuesta por (Licea, 2019). En este caso, por ejemplo, se construyen penta-
gonos irregulares y semejantes entre ellos, tomando como base los lados del triangulo
rectangulo, y la suma de las areas de los pentagonos irregulares que toman como base
un cateto (A, + 4,), es igual al drea del pentigono irregulares que toma como base

la hipotenusa Asz.

Q

ov)
4
=

Figura 2.2-24. Generalizaciéon para poligonos pentigonos semejantes

En la Tabla 6 presentamos representaciones graficas que ilustran algunos ejemplos

mas de generalizaciones del Teorema de Pitagoras con base en lo antes descrito.
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Tabla 6. Generalizaciones Geométricas del Teorema de Pitagoras.

Poligonos regulares semejantes Figuras planas semejantes

Fuente: Adaptado de paper folding “proofs” por

L is, 1
(Loomis, 1968) Fuente: Adaptado de una ampliacion al teo-

rema de pitdgoras por (Vasquez, 2021)

Fuente: Adaptado de Puzle triangular por (Ba-
rrantes, Barrantes, Zamora & Mejia, 2018)
Fuente: Adaptado de Generalizacion a figu-

ras con lados curvos por (Barrantes, Barran-
tes, Zamora & Mejia, 2018)

Ampliacién a tridngulos no rectangulos:

Privilegiando la concepcién de la relacién entre areas, este tipo de generalizacién considera
un tridngulo no rectangulo y se enuncia a través del Teorema de Pappus, el cual se presenta

enseguida:

Dado un tridngulo cualquiera (Figura 2.2-25), construimos dos paralelogramos P; y P, cua-
lesquiera sobre los lados ABy BC. Consideramos el segmento BD, cuyos extremos son el
vértice del angulo a y la interseccién de las rectas que contienen a los lados de los paralelo-
gramos P; y P,. Si construimos un paralelogramo P; con lados paralelos y congruentes a BD,
entonces la suma de las dreas de P; y P, es igual al 4rea del paralelogramo P;” (Barrantes,
Zamora & Barrantes, 2018, p, 101).
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Figura 2.2-25. Generalizacién del Teorema Figura 2.2-26. Generalizacion del Teorema de Pité-

de Pitagoras a tridngulos no rectangulos goras a tridngulos no rectingulos

A través de los Puzzle de la Figura 2.2-26, podemos ilustrar una prueba del hecho.

La demostracion formal de esta generalizacién aparece en (Loomis, 1968).
Ampliacién con volimenes:

Se ha argumentado el Teorema de Pitagoras en figuras planas, pero jal aumentar el
“grosor” de las figuras, se sigue cumpliendo la propiedad pitagorica? En otras pala-
bras, ;es valido al considerar volimenes? La respuesta es que no de manera completa;
sabemos que al tomar como dado un AABC rectangulo con 24 recto, se cumple que
el area del cuadrado tomando como base la hipotenusa es igual la suma de las areas
de los cuadrados tomando como base los catetos, por el Teorema de Pitagoras. Sea
k la medida de la altura de los prismas rectangulares que se pueden formar con los
cuadrados que se construyen tomando como base los lados del tridngulo. En conse-
cuencia, se tiene que k veces el area del cuadrado es igual a k veces la suma de las
areas de los cuadrados, con lo cual k veces el area del cuadrado es igual a k veces el
area del cuadrado tomando como base un cateto mas k veces el area del cuadrado
tomando como base el otro cateto. Esta tltima igualdad, representada en la Figura
2.2-27, se concibe como una generalizacion del Teorema de Pitagoras. La pregunta
es ahora jexiste tres ntmeros naturales tales que el area del cubo tomando como
base la hipotenusa del triangulo rectangulo es igual la suma de las areas de los cubos
tomando como base los catetos del triangulo rectangulo? El ultimo Teorema de Fer-
mat tiene respuesta para ello: No (ver su enunciado en el capitulo 2.2.4 Generaliza-

ciones, en la p. 35)
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Figura 2.2-27. Generalizaciéon por voliumenes

2.3 REFERENTES CURRICULARES

El curriculo escolar colombiano para la educaciéon matematica esta basado principal-
mente en los Derecho Bésicos de Aprendizaje -DBA- (DBA, 2016), los Estandares
Bésicos de Competencias ~-EBC— (EBC, 2006) y los Lineamientos Curriculares —L.C—
(LC, 1998). Nos parece importante presentar de qué manera los documentos que
orientan el curriculo involucran el Teorema de Pitagoras porque nos sirve como re-
ferente de lo que se espera que sea aprendido por los estudiantes al respecto y, en
consecuencia, tener un referente mas para precisar la pertinencia de los objetos pri-
marios que se involucran en los videos en correspondencia con lo deseable. De estos
tres pilares (LC, DBA y EBC), en el primero no aparece una alusiéon al Teorema de
Pitagoras de manera explicita, aunque si menciona que los teoremas en geometria
deber ser involucrados. En los otros dos, aparece el Teorema de Pitagoras tal como

describimos en lo que sigue.

Los EBC son criterios que permiten establecer los niveles basicos de calidad de la
educacion en todas las areas que integran el conocimiento escolar (MEN, 2006). Es-
pecificamente, estan organizados por pensamientos. El Teorema de Pitagoras esta
especialmente vinculado al Pensamiento métrico y sistemas de medidas para los gra-
dos 8° a 9° en ese escenario, se menciona como estandar “Reconozco y contrasto
propiedades y relaciones geométricas utilizadas en demostracion de teoremas basicos

(Pitagoras y Tales)”. En este sentido, tomado de base este orientado curricular, el
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abordaje epistémico del Teorema se concentra en los argumentos, especialmente de-

ductivo, y en los objetos primarios que se usan en estos.

Por su lado, los DBA explicitan los aprendizajes estructurantes para un grado y un
area particular, cada uno compuesto por tres elementos: enunciado, evidencia de
aprendizaje y ejemplo. Para el caso del Teorema de Pitagoras, este aparece en dos
enunciados, y relativos a estos, en varias evidencias presentadas en la Tabla 7. El
primero se concentra en la identificacion de regularidades y la argumentacion de
propiedades y su aplicacion en situaciones. El otro, en el uso de propiedades para
proponer y justificar estrategias de medicién y calculo de longitudes. En esos escena-
rios, se proponen evidencias que aluden al Teorema de Pitdgoras en relacién con
diversos tipos de objetos primarios tales como argumentos para validarla, aplicacio-
nes intra o extra matematicas y las relaciones geométricas que se emplean al utilizar

el Teorema.

Tabla 7. DBA asociados al Teorema de Pitagoras

Grado Enunciado Evidencias
Describe teoremas y argumenta su validez a través de
i} o diferentes recursos (Software, tangram, papel, entre
Numero 7: Identifica regu-
laridad ta pro Ofr0s).
aridades y argumen -
) y _g P | Argumenta la relacién pitagérica por medio de cons-
piedades de figuras geomé- . e .
. . trucciéon al utilizar material concreto.
8° tricas a partir de teoremas , . .
. . . Reconoce relaciones geométricas al utilizar el teorema
y las aplica en situaciones o
) de Pitagoras y Thales, entre otros.
reales.
Aplica el teorema de Pitagoras para calcular la medida
de cualquier lado de un tridngulo rectangulo.
Resuelve problemas utilizando teoremas bésicos.
Describe y justifica procesos de medicion de longitudes.
Nimero 5: Utiliza teore- | Explica propiedades de figuras geométricas que se in-
mas, propiedades y relacio- | volucran en los procesos de medicién.
nes geométricas (teorema | Justifica procedimientos de medicién a partir del Teo-
90 de Thales y el teorema de | rema de Tales, Teorema de Pitagoras y relaciones intra
Pitdgoras) para proponer y | e interfigurales.
justificar estrategias de me- | Valida la precisién de instrumentos para medir longi-
dicién y célculo de longitu- | tudes.
des. Propone alternativas para estimar y medir con preci-
sion diferentes magnitudes.
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En resumen, a partir de los documentos orientadores, es claro que el objeto Teorema
de Pitagoras deberia ser abordado en los grados de basica secundaria, centrado en el
estudio de los argumentos (no necesariamente deductivos), y sus aplicaciones para el

calculo de medidas, principalmente.

2.4REFERENTES DIDACTICOS

En la educaciéon matematica encontramos diferentes perspectivas respecto a la valo-
racion de los procesos de ensenanza y aprendizaje, las cuales pretenden aprobar si un
proceso “esta bien desarrollado”. Para este estudio, usaremos la nocion de idoneidad
didactica (Breda et al., 2017), propuesto desde el Enfoque Ontosemiético del Cono-
cimiento y la Instruccion Matematica (EOS)*. Este marco es 1til para la evaluacion
de procesos de ensenianza y aprendizaje de las matematicas; sin embargo, tal como
lo indican Beltran-Pellicier, Giacomone y Burgos (2018), ese marco también es 1til
para evaluar la idoneidad de video educativos. En ese sentido, nosotros usamos ese
referente para llevar a cabo este trabajo, especificamente para describir la idoneidad
didéctica de los videos escogidos, centrados en la faceta epistémica. Segin el EOS
(Godino, 2013; Breda et al., 2017) esta faceta hace referencia al nivel de representa-
tividad de los significados institucionales implementados, respecto de un significado
de referencia. Para realizar una evaluacion educativa idonea, se requieren unas di-
rectrices (indicadores) claras que permitan identificar las caracteristicas de un pro-
ceso formativo, y asi, poder juzgar si el proceso formativo o es idéoneo o no lo es. En
la Tabla 8 se presentan los indicadores y componentes de la idoneidad epistémica, y
los indicadores mas relevantes, para clarificar y especificar la nocién de idoneidad

epistémica.

Tabla 8. Objetos Primarios e Indicadores de Idoneidad Epistémica

Objetos Primarios Indicadores

Situaciones - problemas | ® Se presenta una muestra representativa y articulada de situaciones
de contextualizacion, ejercitacion y aplicacion

e Se proponen situaciones de generacién de problemas (problematiza-
cién)

Lenguajes e Uso de diferentes modos de expresién matemética (verbal, gréfica,

simbdlica...), traducciones y conversiones entre los mismas

13 “El Enfoque Ontosemiético (EOS) es un marco tedrico que ha surgido en el seno de la Didactica de las
Matematicas con el propésito de articular diferentes puntos de vista y nociones teéricas sobre el conocimiento
matematico, su ensefianza y aprendizaje” (Godino, 2013, p. 114)
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e Nivel del lenguaje adecuado a los nifios a que se dirige
e Se proponen situaciones de expresién matemaética e interpretacion

Reglas (Definiciones, e Las definiciones y procedimientos son claros y correctos, y estan
proposiciones, procedi- adaptados al nivel educativo al que se dirigen
mientos) e Se presentan los enunciados y procedimientos fundamentales del

tema para el nivel educativo dado
e Se proponen situaciones donde los alumnos tengan que generar o ne-
gociar definiciones proposiciones o procedimientos

Argumentos o Las explicaciones, comprobaciones y demostraciones'* son adecuadas
al nivel educativo a que se dirigen
e Se promueven situaciones donde el alumno tenga que argumentar

Relaciones e Los objetos mateméticos (problemas, definiciones, proposiciones,
etc.) se relacionan y conectan entre si.

e Se identifican y articulan los diversos significados de los objetos que

intervienen en las practicas

Adicionalmente, presentamos los Componentes de Idoneidad Epistémica propuestos
por Breda et al. (2017). Estos componentes (Errores, Ambigiiedades, Riqueza de
procesos y representatividad de la complejidad) contienen indicadores que senalan
que caracteristicas cumple un contenido para que no presente “equivocaciones” epis-
témicas, mismos indicadores que, junto con los indicadores de idoneidad epistémica
matematica presentados en la Tabla 8, se convertirdn en la principal herramienta
para analizar los videos. En la Tabla 9 se presentan los componentes e indicadores

de los criterios de idoneidad epistémica:

Tabla 9. Componentes y Descriptores de Idoneidad Epistémica

Componentes Descriptores

E e No se observan practicas que se consideren incorrectas desde el punto
rrores . (o
de vista matemaético

e No se observan ambigiiedades que puedan llevar a la confusién a los

alumnos: definiciones y procedimientos clara y correctamente enun-
Ambigiliedades ciados, adaptados al nivel educativo al que se dirigen; adecuacién de
las explicaciones, comprobaciones, demostraciones al nivel educativo

a que se dirigen, uso controlado de metéforas etc.

e La secuencia de tareas contempla la realizacién de procesos relevantes
Riqueza de procesos en la actividad matematica (modelizacién, argumentacién, resolucién

de problemas, conexiones etc.).

4 Interpretando la demostracién como la propone Stylianides (2007).
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e Los significados parciales (definiciones, propiedades, procedimientos
etc.) son una muestra representativa de la complejidad de la nocién
matematica que se quiere ensenar contemplada en el curriculo.

e Los significados parciales (definiciones, propiedades, procedimientos

. etc.) son una muestra representativa de la complejidad de la nocién

Representatividad de L . ~

. matematica que se quiere ensefiar.

la complejidad . L .

e Para uno (o varios significados parciales), se propone una muestra
representativa de problemas.

e Para uno (o varios significados parciales), se hace uso de diferentes
modos de expresién (verbal, gréafico, simbdlico...), y de tratamientos

y conversiones entre los mismos.

En el Capitulo de Metodologia, se realizara una adaptacion de estos criterios para el
Teorema de Pitagoras: los indicadores y componentes de la idoneidad epistémica
propuestos por Godino (2013) se ampliarén, se resumiran y codificaran; los compo-
nentes e indicadores de los criterios de idoneidad epistémica propuestos por Breda et

al. (2017) seran adaptados y relacionados con aquellos estipulados siguiendo la idea
de Godino.
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CAPITULO 3. METODOLOGIA

En este capitulo presentamos las fases metodologicas del estudio, el cual es de tipo
cualitativo-interpretativo (Kelly & Lesh, 2000), fundamentado en la propuesta me-
todoldgica sugerida por Beltran-Pellicier, Giacomone y Burgos (2018) para analizar
videos educativos. En primera instancia describimos la Fase 1, mediante la cual pre-
cisamos el procedimiento para escoger los videos analizados. Enseguida, describimos
la Fase 2; esto es, la manera mediante la cual adaptamos las propuestas de compo-
nentes y criterios para la Idoneidad Epistémica presentadas en la seccion 2.4. Final-
mente, describimos la Fase 3; es decir, presentamos el procedimiento mediante el
cual determinamos la Idoneidad Epistémica de cada video de acuerdo con indicadores
que establecimos; asi mismo, explicamos la manera mediante la cual presentamos el

analisis de cada video.

3.1FASE 1 DEL ANALISIS: DETERMINACION DE
LOS VIDEOS ANALIZADOS

En esta primera Fase del Analisis describimos las tres Etapas que se tuvieron en
cuenta para la determinacion de la muestra y de los datos de estudio; esto es, los
videos que finalmente analizamos teniendo como referentes lo presentado en la Sec-

cion 2.2 y las opciones de busqueda que provee YouTube.
3.1.1 Etapa 1: Asuntos claves de busqueda

En la primera Etapa de esta Fase, determinamos el asunto clave del Teorema de
Pitagoras sobre el cual se podria focalizar los videos “méas populares”; esto asuntos
clave se corresponden con las aproximaciones conceptuales presentadas en la seccién
2.2 (las cuales se sintetizan en la Tabla 10): enfoque conceptual, argumentos, situa-

ciones vy generalizaciones.

Tabla 10. Aproximaciones Conceptuales del Teorema de Pitagoras

Aproximaciones Categorias

Relacién entre medidas de lados de un triangulo rectangulo

Concepciones -
Relacion entre areas de cuadrados
A partir de la divisiéon en unidades de medida
Argumentos Geométricos | A partir de descomposicion y composicién de partes
A partir de transformaciones
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A partir de composiciones con tridngulos congruentes

Geométrico- - . . i
A partir de relaciones de semejanza entre tridngulos

Algebraicos

A partir de propiedades métricas de la circunferencia

Geomeétrico-Dindmicos
Real
Realista

Situaciones Fantasioso

Puramente matematico

Cientifico-matematico

Poligonos regulares

Generalizaciones Figuras semejantes

Triangulos no rectangulos

Para cada una de las aproximaciones conceptuales asociamos una etiqueta de bus-
queda, como se muestra en la Tabla 11; para precisar las etiquetas de busqueda
procuramos usar términos no tan especializados que se asocien con las aproximacio-
nes, teniendo en cuenta la relacion entre las palabras claves que usamos con mayor

frecuencia y el contenido que esperamos se aborde en el video.

Tabla 11. Etiquetas de bisqueda

Aproximaciones conceptuales Etiqueta de bisqueda
Enfoque conceptual Explicacion del Teorema de Pitagoras
Argumentos Demostracion del Teorema de Pitagoras
Situaciones Aplicaciones del Teorema de Pitagoras
Generalizaciones Generalizacién del Teorema de Pitagoras

3.1.2 Etapa 2: Filtros de bisqueda

El procedimiento de biisqueda de videos se realizé en YouTube, plataforma popular
que cuenta con una gran cantidad de videos y con herramientas, como los filtros de
busqueda, que permiten ganar precision o especialidad al momento de, precisamente,
buscar un video. Algunos de estos filtros fueron usados para decantar la muestra del

estudio.
3.1.2.1 Filtros de YouTube

Un filtro de YouTube permite precisar o acotar una btsqueda, que posibilita ahorrar
tiempo o decantar con mayor precision los resultados esperados. En YouTube, la
herramienta Filtros nos permite organizar los videos en cinco categorias principales:

Fecha de carga, Tipo, Duracion, Caracteristicas y Ordenar por. Estas a su vez se
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dividen en subcategorias de filtrado mas especificas. En cuatro de las cinco categorias
(Fecha de carga, Tipo, Duracién y Ordenar por) la plataforma nos permite seleccio-
nar una Unica subcategoria; en la categoria caracteristica nos permite escoger varias
subcategorias para la misma busqueda. A continuacién, presentamos una descripciéon

de cada uno de cinco filtros principales:

e Fecha de carga: Prioriza la basqueda de los videos de acuerdo con la fecha en
que fue subido a la plataforma; sus subcategorias son: Ultima hora, Hoy, Esta
semana, Este mes'y Este ario. Al realizar una busqueda directa (sin la herra-
mienta filtros), la plataforma no ordena los resultados teniendo en cuenta esta
categoria.

e  Tipo: Prioriza la busqueda de los videos de acuerdo con una de las clasificacio-
nes de contenido propia de YouTube, sus subcategorias son: Video, Canal, Lista
de reproduccion y Pelicula. Al realizar una busqueda directa, la plataforma
ordena los resultados dando prioridad a las subcategorias Video y Lista de re-
produccion, respectivamente.

e  Duracidn: Prioriza la busqueda de los videos de acuerdo con su duracién en
minutos, sus subcategorias son: Menos de 4 minutos, De 4 a 20 minutosy Mds
de 20 minutos. Al realizar una busqueda directa, la plataforma ordena los re-
sultados dando prioridad a la subcategoria De 4 a 20 minutos.

° Caracteristicas (que se corresponde esencialmente con los tipos de videos edu-
cativos segiin sus competentes técnicos): Prioriza la bisqueda de los videos de
acuerdo con sus especificaciones técnicas: Fn vivos, 4K, HD, Subtitulados, Crea-
tive Commons, 360°, VR180, 3D, HDR, Ubicaciony Comprado. Al realizar una
busqueda directa, la plataforma ordena los resultados dando prioridad a la sub-
categoria HD.

° Ordenar por: Prioriza el orden de la busqueda segtin lo siguientes factores:
Relevancia, Fecha de carga, Recuento de vistas y Calificacién. Al realizar una
busqueda directa, la plataforma ordena predeterminadamente todos los resulta-
dos por Relevancia.

De acuerdo con nuestra experiencia como estudiantes, docentes en formacién y usua-

rios de la plataforma, decidimos centrarnos en la categoria ordenar por, ya que con-

sideramos que no solo es la més usada al realizar una buasqueda por filtros, sino
porque prioriza los videos por relevancia; esto es, toma en cuenta los siguientes as-

pectos, segin blog de TreceBits (2020):
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o Clasifica los videos segin el titulo, las etiquetas y la descripcion. Tanto en el
titulo, como en las etiquetas y la descripcion el buscador enlaza la bisqueda
con estas categorias y muestra la mayor coincidencia. Un aspecto que se debe
tener en cuenta es que, si el usuario ya esta registrado en la plataforma, la
basqueda y clasificacién de videos toma en cuenta sus canales favoritos; esto,
debido al algoritmo que utiliza segtin el perfil del usuario.

o Clasifica los videos segiin el contenido. Este criterio apunta a determinar la
calidad del video segun la percepcion del usuario. Uno de los criterios mas
indicativos para esta tipologia tiene que ver con la cantidad de tiempo que las
personas han invertido para ver el video; a mayor tiempo invertido mayor se
presupone que es su calidad. Sin embargo, este no es el tnico criterio;
YouTube realiza encuestas a sus usuarios y prioriza los videos producidos por
instituciones personalizadas o canales populares; también reduce la divulga-
cién de videos que infrinjan sus politicas de seguridad.

o Clasifica los videos segin la puntacién AET (Expertise, Authoritativeness y
Trustworthiness) sigla que traducida al espafiol significa Experiencia, Autoria
y Confianza, y que es utilizada por Google en sus busquedas avanzadas. Asi
las cosas, YouTube prioriza: (i) los ezpertos en contenido; para que un video
se posicione mejor, el productor de los videos debe ser considerado experto en
la materia. El algoritmo de YouTube se encargard de determinar si el produc-
tor es experto o no. (ii) Los videos de los autores que reciben enlaces de cali-
dad; esto refiere a las menciones de los videos, ya sea por otros autores, pagi-
nas web o blogs, y el perfil de los autores que lo mencionan. (iii) Los videos
que generan confianza, lo cual depende de la seguridad del video; segun el
certificado de seguridad SSL de Google se toma en cuenta si los enlaces ana-
didos en la descripcion son seguros, asi como los métodos de pago y trato de
informacion.

Ademaés del filtro Relevancia para acotar la muestra, también tendremos en cuenta
la cantidad de visualizaciones, lo que nos permitird recopilar videos tomando en
cuenta su popularidad; para esto ultimo, tendremos en cuenta el filtro Recuento de
vistas el cual ordena la biisqueda mostrando los videos de la mayor a la menor can-
tidad de vistas.
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3.1.3 Etapa 3: Determinaciéon de la muestra y datos del estu-
dio

Para poder establecer un panorama general de la cantidad de Videos Educativos en
YouTube asociados a cada etiqueta de biisqueda, hicimos de antemano una busqueda
en Google, dado que YouTube no nos muestra la cantidad total o aproximada de los

resultados de busqueda.

La busqueda de la cantidad de videos que hay disponibles en la red asociados al
Teorema de Pitagoras, con las palabras “Teorema de Pitagoras”, nos arrojé alrededor
de 32800 resultados, de los cuales 12000 videos provienen de YouTube ya sea direc-

tamente, o a través de paginas que lo citan o mencionan.

De igual forma, realizamos una segunda busqueda Google basados en los asuntos
claves de busqueda del Teorema de Pitagoras bajo las etiquetas mencionadas en la
Tabla 8: “Explicacion del Teorema de Pitagoras” con 11300 resultados, “Demostra-
cién del Teorema de Pitdgoras” con 1300 resultados, “Aplicaciones del Teorema de
Pitagoras” con 1090 resultados y “Generalizacion del Teorema de Pitagoras” con 49

resultados.

Luego de obtener un panorama general de la cantidad de videos y verificar que con-
tabamos con insumos suficientes para realizar el analisis, determinamos la muestra
realizando una tercera busqueda directamente en la plataforma YouTube usando las

etiquetas anteriormente mencionadas.

Para cada una de las etiquetas de bisqueda fueron escogidos, del ntimero de videos
correspondientes, tres videos a partir de los criterios de bisqueda mencionados en la
Etapa 2 (relevancia y recuento de vistas); especificamente, fueron escogidos los pri-
meros dos videos segtn el filtro relevancia, y el tercer video segin el filtro recuento
de vistas. Hay que aclarar que cuando se repitié un video de la misma etiqueta de
busqueda, usando los dos filtros mencionados, escogimos el siguiente video segin el
recuento de vistas; esto por cuanto, por experiencia propia, tal filtro no es tan cam-
biante como el filtro relevancia. En cualquier caso, la idea fue mantener tres videos

por aproximacion para analizar.

En resumen, los doce videos que hacen parte de los datos para el estudio se presentan
en la Tabla 12.
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Tabla 12. Muestra de Videos asociados al Teorema de Pitagoras

Filtro .
. No. Video Categoria

Etiqueta

Explicacion del 01 https://youtu.be/2ytkEAt2ew0 Relevancia
Teorema de Pita- 02 https: //youtu.be/XfVWIO3sRw0 Relevancia

goras 03 https://youtu.be/w6nh99v3rdA Recuento de vistas
Demostracion  del 04 https://youtu.be/Xj-4EUPx3A4 Relevancia
Teorema de Pita- 05 https://youtu.be/R21PyY-mpzs Relevancia

goras 06 https://youtu.be/ KK4XTS9dgjg Recuento de vistas
Aplicaciones  del 07 https://youtu.be/Dbd50mbOEIc Relevancia
Teorema de Pita- 08 https://youtu.be/2UbdPigAiHY Recuento de vistas
goras 09 https://youtu.be/BwiT3G7qPLo Recuento de vistas
Generalizacion del 10 https://youtu.be/UGPL2KTxVFY Relevancia
Teorema de Pita- 11 https://youtu.be/ KNjKXWK7ukE Recuento de vistas
goras 12 https://youtu.be/cAh6_wesbWe Recuento de vistas

3.2 FASE 2 DEL ANALISIS: ADAPTACION DE
LOS ELEMENTOS DE IDONEIDAD EPISTE-
MICA

En esta segunda Fase del Anélisis llevamos a cabo dos Etapas que buscaban una
adaptacion de los elementos de Idoneidad Epistémica para el objeto Teorema de
Pitagoras; esto es, los indicadores y componentes para dicha Idoneidad. Para ello,
vimos la necesidad, en un primer momento, de hacer una descripcién de los tipos de
objetos primarios involucrados (ver Tabla 13), para luego, con base en ellos, enunciar
los indicadores (ver Tablas 14 y 15). Presentamos, a continuacion, la forma en que
tales Tablas fueron construidas (Etapa 4 para elementos de los objetos primarios y
Etapa 5 para componentes y criterios de la Idoneidad Epistémica) y la manera como

esas herramientas evaluativas se usaron para hacer el analisis.

3.2.1 Etapa 4: Identificacion de los principales objetos pri-

marios de los videos

En esta cuarta etapa, identificamos los principales objetos primarios involucrados en
cada video de cada aproximacion (o etiqueta de bisqueda), lo cual, como fue preciado
en la Seccion 2.4, determinan los aspectos epistémicos. Esto con el propdsito de fo-

calizar los objetos sobre los cuales se concentra cada video (lenguajes/representacio-
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nes, reglas —definiciones, proposiciones y procedimientos—, argumentos, situacio-
nes/problemas y relaciones), y con ello, inducir una predisposicion respecto de cuéles
criterios se activarian principalmente al momento de analizar su idoneidad. Operati-
vamente, esta decision nos facilitoé el proceso del anélisis porque nos permitié tener
un foco de observacién para cada video. Enseguida, describimos la forma en que

presentamos el procedimiento mediante el cual llevamos a cabo esta fase del andlisis.

Tomando como referencia lo expuesto en las Secciones 2.2 (Referentes Mateméticos)
y 2.4 (Referentes Didacticos), en la Tabla 13 planteamos los principales elementos
que tendremos en cuenta sobre objetos primarios que, a priori, podrian estar presen-
tes en los videos. Una vez construida esta Tabla, hicimos una primera observacion
panoramica de cada video determinado como dado, con el propésito de determinar

los objetos principales presentes en ellos en correspondencia con dicha Tabla.

Esta primera experiencia de observacion nos condujo a dos asuntos: el primero, a la
identificaciéon de objetos que, a priori, no habiamos incluido en la Tabla 13; el se-
gundo, a la precision de aquellos objetos primarios que son los protagonistas de cada
video. Al respecto de esto tltimo hay que precisar que reconocemos que hay objetos
primarios que adquieren mayor preponderancia segtn el enfoque del video; por ejem-
plo, los videos con aproximacion “argumentos” y “situaciones” priorizan, respectiva-

mente, el objeto “argumento” y el “situaciones/problema’”.

En la Tabla 13, ponemos en letra cursiva aquellos objetos primarios que, mediante

la primera observacién, fueron emergentes.

Tabla 13. Principales elementos primarios a priori presentes en los videos.

Objeto primario Principales elementos primarios

e Lenguajes geométrico y algebraico

. . o Representaciones verbal, simbodlica, gréfica-estatica, gra-
Lenguajes/Representaciones ) L. .
fica-dinamica y material concreto

e Traduccién o conversién entre representaciones

. De objetos relacionados con el Teorema de Pitagoras (tridngulo
Definiciones , .
rectangulo, hipotenusa, cateto, cuadrado, etc.)

Del Teorema de Pitdgoras mismo (aproximacién por dreas o
. por medidas de longitud) o de propiedades de objetos asociados
Proposiciones . . . .
Reglas al Teorema de Pitdgoras (perpendicularidad, congruencia, se-

mejanza, etc.)

o Realiza conversiones entre los diferentes tipos de represen-
Procedimientos tacién

o Demuestra o comprueba propiedades geométricas
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e Utiliza operaciones aritméticas o algébricas
e Resuelve situaciones o problemas de diferentes contextos

e Conjetura propiedades geométricas

o Geométricos y geométrico-algebraicos

e Argumentos graficos: geométricos y geométrico-dinamicos

o Formales que atienden a un sistema teérico (demostracio-

Argumentos
nes)

o Numéricos: que atienden a comprobaciones del Teorema de

Pitagoras para casos particulares

. . Contexto: Real, realista, fantasioso, puramente matematico y
Situaciones/Problemas o .
cientifico-matematico

Los objetos mateméticos (representaciones, definiciones, propo-
Relaciones siciones, argumento, problemas, etc.) se relacionan y conectan

entre si.

3.2.2 Etapa 5: Precision de los indicadores de Idoneidad
Epistémica

Una vez identificamos los principales elementos relativos a cada objeto primario, con
el propdsito de operativizar el andlisis, nos dispusimos a precisar los indicadores de
Idoneidad Epistémica, de acuerdo con lo expuesto en la Etapa 4; estos nos permitie-
ron determinar la idoneidad relativa a cada uno de los tipos objetos identificados.
Enseguida, presentamos para cada objeto primario (Lenguajes/representaciones, Re-
glas, Argumentos, Situaciones/Problemas y Relaciones) los respectivos indicadores,

asociando a cada uno un codigo para identificarlo.

e Lenguajes/Representaciones

L1. Usa representaciones graficas, simbdlicas o numéricas adecuadas: Las represen-
taciones deben informar ostensiblemente sobre las propiedades implicadas. e.g., los
objetos que son congruentes deben verse congruentes; los angulos que son rectos

deben verse rectos).

L2. Usa adecuadamente diferentes tipos de representacion: Emplea representaciones
de tipo verbal, escrita, grafica, con material concreto, simbolica matematica -y geo-
métrica, en particular- o numérica; y hay coordinacién entre ellas y estas se corres-
ponden con el significado del teorema (e.g., las representaciones escritas se acompa-

nan de representaciones graficas o simbdlicas correspondientes para comunicar de
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mejor manera una idea; si la concepcion implicada es el de area, se representan su-
perficies de poligonos que informan ostensiblemente sobre las propiedades de los po-
ligonos implicados; si la concepcion implicada es el de cantidad de medida de lados,

se representan lados del tridngulo y no superficies de poligonos).

L3. Usa una adecuada expresiéon verbal o escrita: Hay correspondencia entre el sig-
nificado del teorema y las expresiones (verbales o escritas) usadas (e.g., si la concep-
cion implicada es el de relacion entre areas, se alude a superficies de poligonos, a
cantidad de area/superficie, etc.; si la concepcion implicada es el de relacién de me-
didas de lados, se alude a longitud —en su defecto, a catetos e hipotenusa del triangulo

y no a superficies o dreas de poligonos-—).

e Reglas (definiciones, proposiciones y procedimientos)

R1. Enuncia adecuadamente el Teorema de Pitagoras: Es clara su estructura condi-
cional, las condiciones del antecedente y las propiedades del consecuente estan com-

pletas y bien enunciadas de acuerdo con las dos concepciones.

R2. Presenta adecuadamente el Teorema de Pitagoras segin alguna de sus concep-
ciones o las dos: Es consistente el uso de la concepcion implicada durante el video
(e.g., si la concepcién implicada es la de relacion entre areas, las aproximaciones
involucradas en el video se refieren a esta; es decir, las representaciones, los argu-

mentos, las generalizaciones y las situaciones/problemas aluden a areas, mas no a

medidas de lados).

R3. Alude adecuadamente a las dos concepciones del Teorema de Pitagoras: Presenta
de forma clara las dos concepciones del Teorema de Pitagoras y las emplean sin

ambigiiedades.
R4. Formula adecuadamente las definiciones de objetos claves relacionados.

R5. Usa adecuadamente definiciones: Las definiciones enunciadas se corresponden

con los procedimientos o explicaciones involucrados.

R6. Formula adecuadamente las proposiciones involucradas: Se explicitan antece-

dente y consecuente de proposiciones (propiedades de objetos) claves relacionados.

R7. Usa adecuadamente proposiciones matemaéticas (e.g., para sustentar hechos geo-

métricos o para llevar a cabo procedimientos).
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R8. Alude adecuadamente a diferentes tipos de generalizacion (e.g., en un mismo
video es posible encontrar generalizaciones mediante poligonos regulares y figuras

semejantes)

R8. Enuncia un procedimiento de manera explicita (e.g., se deben construir cuadra-
dos a partir de los lados del tridangulo rectangulo si la concepcion involucrada del

Teorema de Pitagoras es la de éarea).

R9. Presenta de manera explicita acciones que vislumbran un procedimiento (e.g.,

aquellas que permiten hacer un argumento a partir de la transformacién de objetos).

R10. Usa adecuadamente procedimientos matematicos (e.g., aquellos necesarios para

simplificar una expresién hasta lograr la deseada).

e Argumentos

Al. Presenta argumentos mediante los cuales se sustentan el Teorema de Pitagoras,

o algtin procedimiento llevado a cabo.

A2. Sustenta adecunadamente las aserciones involucradas: Se explicitan las garantias
que sustentan aserciones en el marco de una demostraciéon o prueba del Teorema de

Pitagoras o un procedimiento.
A3. Alude adecuadamente a diferentes tipos de argumentos.
A4. Promueve situaciones donde se tenga que argumentar.

e Situaciones/Problemas

S1. Articula diferentes contextos: Se presenta una muestra representativa y articu-

lada de situaciones de contextualizacién, ejercitacion y aplicacion.

S2: Usa adecuadamente el Teorema de Pitagoras: Extrae la informacion proporcio-
nada por la Situacién/Problema y con base en ella aplica correctamente el Teorema

de Pitagoras segtn la concepcion involucrada.

S3: Propone situaciones de problematizacion: Se proponen situaciones de generacion

de problemas
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Tabla 14. Indicadores de Idoneidad Epistémica de los principales Objetos Primarios asociados al

Teorema de Pitagoras

Objeto Primario | Cédigo Indicador
) L1 Usa representaciones graficas, simbolicas o numéricas adecuadas
Lenguajes/ ) ; »
Representaciones L2 Usa adecuadamente dlfert'entes tipos de rel.)resentaGOH
L3 Usa una adecuada expresion verbal o escrita
R1 Enuncia adecuadamente el Teorema de Pitagoras
Presenta adecuadamente el Teorema de Pitdgoras segin alguna
R2 de sus concepciones: relacion entre la media de lados -me- o re-
lacién entre areas -ar-, o las dos -me-ar-.
Alude adecuadamente a las dos concepciones del Teorema de Pi-
R3 tagoras
R4 Formula adecuadamente las definiciones de objetos claves rela-
o cionados.
Reglas.((.ieﬁmmone& R5 Usa adecuadamente las definiciones
propoyaones Y pro- R6 Formula adecuadamente las proposiciones involucradas
cedimientos) — -
R7 Usa adecuadamente proposiciones matemaéticas
Alude adecuadamente a diferentes tipos de generalizacién (poli-
RS gonos regulares -pr-, figuras semejantes -fs- y tridngulos no rec-
tangulos -tn-)
R9 Enuncia un procedimiento de manera explicita
R10 Presenta de manera explicita acciones que vislumbran un proce-
dimiento
R11 Usa adecuadamente procedimientos matematicos
Al Presenta argumentos mediante los cuales se sustentan el Teo-
rema de Pitagoras, o algin procedimiento llevado a cabo.
A2 Sustenta adecuadamente las aserciones involucradas
Argumentos Alude adecuadamente a diferentes tipos de argumentos (geomé-
A3 tricos -ge-, geométrico-algebraicos -ga-, geométrico-dinamicos -
gd- y numéricos -nu-)
A4 Promueve situaciones donde se tenga que argumentar
S1 Articula diferentes contextos (Real -re-, realista -ra-, fantasioso
Situaciones/ -fa-, puramente matemético -pm- y cientifico-matemético -cm-)
Problemas S2 Usa adecuadamente el Teorema de Pitdgoras
S3 Propone situaciones de problematizacién
Alude adecuadamente a diferentes aproximaciones del Teorema
C1 de Pitdgoras (concepciones, argumentos, situaciones y generali-
Relaciones zaciones). - - —
Alude adecuadamente a los diferentes tipos de cada aproximacién
C2 (concepciones -c-, argumentos -a-, situaciones -s- y generalizacio-

nes -g-).
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Adicionalmente, adaptamos los Componentes de Idoneidad Epistémica propuestos
por Breda et al. (2018) descritos en la Tabla 9. Componentes y Descriptores de
Idoneidad EpistémicaTabla 9, organizados por Errores, Ambigiiedades, Representa-
tividad y Riqueza de procesos. Notese que en los indicadores presentados en la Tabla
14, deja ver asuntos relacionados con los tres primeros componentes. Explicamos esto

enseguida.

En lugar de referirse a “errores” (i.e., practicas que se consideren incorrectas), noso-
tros proponemos indagar sobre aquello que es adecuado, lo que en el fondo conlleva
a también analizar el aquello que es inadecuado por ausencia de lo adecuado. Por
ejemplo, el no cumplimiento de L1 que se puede concretar en la exposiciéon de una
representacion grafica no correcta (no nombrar los vértices de los poligonos con letras

mayusculas) indica una préactica no adecuada, por ausencia de L1.

Para el componente “ambigiiedades” (i.e., la exposicién de ideas que pueden llevar a
la confusién) nosotros proponemos indicadores que hacen alusién al uso adecuado de
la diversidad de objetos de un mismo tipo, especialmente de representaciones y con-
cepciones (e.g., L2, R3, A3). Al igual que para el componente “errores”, la ausencia
de estos indicadores puede indicar ambigiiedades. Por ejemplo, se puede dar que un
video indique una concepcién de area para explicar el Teorema, pero que en las
situaciones/problemas haga alusion a la concepcién de relacién entre la medida de
lados; ello indicaria una ausencia de R3 por cuanto, aun cuando el video habla de las
dos concepciones, hay un uso inconsistente de las mismas pues no hay coherencia

entre la concepcion indicada y su uso para abordar la situacion.

Con respecto al componente “representatividad” (i.e., muestra representativa de sig-
nificados parciales y modos de expresion), nosotros proponemos dos niveles de repre-

sentatividad:

Tipo 1. Alude a la posibilidad de que el video considere varias de las aproximaciones
que hemos tomado para tipificar los videos (concepciones, argumentos, generalizacio-
nes, aplicaciones); diremos entonces, que un video involucra varias de estas aproxi-

maciones seria méas idéoneo que uno que s6lo aborde una.

Tipo 2. Alude a la posibilidad de que el video, ya tipificado segin el primer tipo,
aborde una variedad de objetos segin el tipo de objeto; asi, por ejemplo, un video
puede involucrar varias representaciones -L2-, varias concepciones -R2-, varios argu-

mentos -A3-, varias generalizaciones -R8- o varias situaciones -S1-.
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Tipo 3. Alude a la posibilidad de que el video, ya tipificado segin el segundo tipo,
aborde a una variedad de casos segtn el objeto clasificacion de la generalizacion o de
la situacion; asi, por ejemplo, un video puede involucrar varios casos para un tipo de
situacién (Real -re-, realista -ra-, fantasioso -fa-, puramente matematico -pm- o cien-
tifico-matematico —ecm) o varios casos para un tipo de generalizacién (poligonos re-

gulares -pr-, figuras semejantes -fs- o tridngulos no rectangulos -tn-).

En la Tabla 15, presentamos un resumen de los Componentes de Idoneidad Episté-
mica, sus respectivos Descriptores y el Codigo correspondiente; ademés, de los codi-
gos de los indicadores asociados a cada componente. De las Tabla se infiere que si
durante la codificacion hay un indicador cuya practica asociada sea adecuada o inade-
cuada el cddigo del indicador se complementard con A o I, segtn el caso (e.g., L1A);
si se observa alguna ambigiiedad, el codigo del indicador se complementari con G
(e.g., L2G); finalmente, si se observa alguna representatividad, el codigo del indicador

se complementara con T (e.g., L2T).

Tabla 15. Componentes, Descriptores e Indicadores de Idoneidad Epistémica asociados al Teorema

de Pitagoras

Componentes Cdédigo Descriptores Indicadores asociados

Se observan practicas que se consi- | L1, L2, L3, R1, R2, R3,
A deran adecuadas desde el punto de | R4, R5, R6, R7, R8, R11,
vista matemaético. A2 A3, 82

Practicas Adecua- Se observan practicas que se no se

das, parcialmente pueden considerar adecuadas o
adecuadas o inadecuadas, en su totalidad, desde

Inadecuadas el punto de vista matemaético.

Se observan practicas que se consi-
I deran inadecuadas desde el punto de
vista matematico.

Se observan ambigiiedades que pue- | L2, L3, R3, A3, S2
Ambigiiedades G dan llevar a la confusion de los estu-

diantes.
Se observa variedad en las Aproxi- | L1, L2, R2, R8, A3, S1, C1,
maciones o variedad de objetos de un | C2

Representatividad T solo tipo (representaciones, concep-

ciones, proposiciones, situaciones ar-

gumentos).
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3.3 FASE 3 DEL ANALISIS: ANALISIS POR INDI-
CADORES DE IDONEIDAD EPISTEMICA DE
LOS VIDEOS

En esta tercera fase del analisis, hicimos los analisis de los video educativos usando,
por supuesto, las herramientas analiticas antes descritas. El resultado de los analisis
para cada video se presenta por medio de una tabla, en la cual tuvimos en cuenta
cuatro elementos para su construccién: Identificacion del video, descripcién general,
objetos primarios representativos, y codificacion con los criterios de idoneidad con la

explicacion de la codificacion.

Describimos, enseguida, la composicion de la tabla de analisis. En las primeras celdas
consignamos lo referente a la Identificacion del video: etiqueta de bisqueda, enlace,
titulo del video e intencionalidad y objetos primarios representativos. En la celda
siguiente, Descripcion general, presentamos una descripciéon panoramica del video de
forma que el lector pueda hacerse una idea de lo que esta presente en el mismo. En
las celdas siguientes, todas bajo el titulo Andlisis de Idoneidad Epistémica, expone-
mos aquellos elementos que consideramos representativos de lo que esta sucediendo
en el video para hacer el andlisis; para ello, pusimos capturas de pantalla o trans-
cripciones de los elementos representativos que consideramos dignos de comentar,
indicando entre paréntesis su cronologia dentro de este; para cualquier de estos dos
casos hicimos una breve descripcion de lo que estd sucediendo en ese momento del
video, de manera tal que el lector tenga un contexto del analisis que se va a presentar
enseguida. Después de esto presentamos el analisis de los videos a la luz de los indi-
cadores y componentes de Idoneidad Epistémica haciendo uso de las herramientas
analiticas, esto es de los cdigos que estan puestos en las Tablas 14 y 15. Finalmente,
en la ultima celda se presenta una Sintesis del Andlisis de Idoneidad Epistémica con

respecto a los Objetos Primarios Representativos identificados.

A continuacion, en la Tabla 16 presentamos el modelo de tabla que se usamos para

presentar los analisis, expuestos en el Capitulo siguiente.

Tabla 16. Modelo para presentar el anélisis de los videos.

1 1| Etiqueta

= d Se pone segun la Se pone segun la
< & de Tabla 12 Enlace 1 1 bla 12

= *!| buisqueda
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Se numera segin la

Tabla 12. Muestra de Videos
Titulo del | asociados al Teorema de Pitd- | Intencionali- i
. Se pone segun la Tabla 1
video goras dad

Se pone textualmente como se

encuentra en YouTube

Objetos
primarios o . . . .
Se explicitan los objetos primarios en los que se centra el video
represen-
tativos
Descripcién Se pone una breve descripciéon general del video segin los componentes téc-
general nicos expuestos en la Seccién 2.1 y las Aproximaciones que aborde.

Andlisis de Idoneidad Epistémica

Se pone descripcion de lo que sucede en un momento determinado.

Se pone Captura de pantalla o transcripcién del momento, indicando el lapso en que ello ocurre
entre paréntesis rectangulares.

Se pone anélisis segtin indicadores expuestos en las Tablas 14 y 15.

Sintesis del Andlisis

Se pone un breve balance general del Anélisis de Idoneidad Epistémica realizado.

Cabe aclarar que en un primer momento se previé que los analisis se realizarian de
forma conjunta por parte de los autores del estudio. Sin embargo, debido al tiempo
que tomd el andlisis de los dos primeros videos (de siete a diez minutos de transcrip-
cion por cada minuto de video y de veinte a treinta minutos de andlisis por cada
seccion del video), decidimos distribuir el trabajo; esto es, un autor analiz6 unos
videos; el otro, otros. Ello conlleva a que, durante la lectura de los analisis, el lector
pueda identificar dos estilos diferentes en la presentaciéon de los analisis, uno mas
descriptivo y otro maés sintético. Ahora bien, dado que ambos procuraron mantener

el acuerdo de presentar los analisis siguiendo la estructura y criterios de la Tabla 16.
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CAPITULO 4. ANALISIS Y RESUL-

TADOS

En este capitulo presentamos los andlisis y los resultados de los andlisis de los videos

seleccionados en la Etapa de la determinacion de la muestra y datos de estudio.

4.1 Analisis

En esta primera seccién presentamos los 12 analisis realizados segiin la metodologia,

en el capitulo 3, organizados en las Tablas 17 a 28. A continuacion, los anélisis:

Tabla 17. Anélisis del video No. 01

Etiqueta de
bisqueda

Explicacién del Teorema
de Pitdgoras Enlace https://youtu.be/2yfkEAt2ew0

Titulo del

Video No. 01: “TEO-
REMA DE PITAGORAS Intenciona- Interés académico no curricular

o
o) i o .
'__9 video Super facil”? lidad
>
T e Representaciones verbales, simboélicas (algebraicas) y grafica-estatica
< s
o (geométricas).
©
g e Definiciones de objetos relacionados con el Teorema de Pitdgoras.
= Objetos - B y )
B . . e Teorema de Pitagoras desde la concepcién de relacion entre la medida
g primarios
Q de lados.
= representa-
tivos e Operaciones aritméticas y algebraicas.

e  Argumentos Numéricos”.

e Situaciones/Problemas puramente matemaéticos.

Descripcién ge-
neral

En un primer momento del video, se tratan algunos objetos previos del Teo-
rema de Pitagoras, como lo son: la definicién de tridngulo rectangulo, los
elementos de este tipo de triangulo y de la operacién potenciacién, en parti-
cular cuando el exponente es dos; luego se aborda el Teorema por medio de
la concepcién de relacién entre la medida de lados y, por ultimo, se resuelve
algunas situaciones asociadas a este.

Desde el punto de vista técnico, el video consiste en un avatar que, con sus
movimientos, da la sensacién de ser quien realiza la explicacién del contenido
de este, haciendo uso tnicamente de recursos multimedia.

15 Este tipo de argumento no lo tuvimos en cuenta de manera preliminar; el argumento numérico

consiste en proveer la veracidad del Teorema a la luz de su verificacién para algunos casos particulares.
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Analisis de Idoneidad Epistémica

[00:26 — 00:52]: El avatar inicia la explicacién del tema presentando una definicién del tridngulo
rectangulo y de los elementos de este tipo de tridngulo; a la vez, en el video se muestra una repre-
sentacién grafico-estética de esto (Figura 4.1-1;{Error! No se encuentra el origen de la refe-

rencia.); en el lapso el avatar afirma lo siguiente:

Un triangulo rectangulo es aquel que tiene un angulo recto, es decir un angulo de noventa
grados. Al lado mas largo del tridngulo se le llamara hipotenusa. Si a simple vista no te
puedes dar cuenta cudl es la hipotenusa, solo tienes que ubicar el &ngulo de noventa grados
y el lado que este en frente de él es la hipotenusa, y la representaremos con la letra c. Y a
los otros lados le llamaremos catetos y los representaremos con la letra a y con la letra b.

TRIACULO REGANEILO

Figura 4.1-1. Captura de pantalla I del video 01

L1(P): Representa adecuadamente el tridngulo rectdngulo al indicar el dngulo recto, aunque no

nombra sus vértices.

L2(A)(T): Usa adecuadamente diferentes tipos de representacién, ya que hay cierta coherencia
entre lo afirmado por el avatar (representacién verbal) y lo representado graficamente en la Figura
4.1-1 (representacién grafico-estética).

R4(A): Se define adecuadamente tridngulo rectdngulo y dngulo recto.

L3(I): Usa lenguaje no formal para definir la hipotenusa, al indicar el lado opuesto al dngulo recto
como “lado en frente al angulo recto”.

R4(A): Aunque en un principio se da una caracterizacién informal de hipotenusa (usando expresio-
nes como lado més largo basdndose en una percepcién visual), luego define de una manera més
adecuada hipotenusa y catetos haciendo alusién al lado opuesto al angulo recto o demas lados del
tridngulo, respectivamente.

[01:40 — 02:23]: El avatar contintia con la explicacién de los objetos previos, ejemplificando cémo
calcular una potencia con exponente dos; a la vez, en el video se muestra una representaciéon arit-
mética de este procedimiento (Figura 4.1-2); en el lapso el avatar afirma lo siguiente:

Ahora vamos a hablar de elevar a la segunda potencia: aqui tengo tres a la segunda poten-
cia; al tres se le llama base y al dos se le llama exponente. El exponente nos dice cuantas
veces se va a multiplicar la base por si misma, por lo tanto, tres al cuadrado seria lo mismo

que tres por tres.
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POUENKEAS

EXPONENTE
= Wi

i _

Figura 4.1-2. Captura de pantalla IT del video 01

R4(I): Presenta inadecuadamente lo que indica el exponente de la potenciacién, ya que este no
indica cuéntas veces se multiplica la base, sino las veces que se debe poner esta para poder multi-
plicarla.

R9: Enuncia explicitamente cémo calcular una potencia con exponente dos.

[02:24 — 02:41]: El avatar enuncia el Teorema de Pitagoras aludiendo a la concepcién de relacién
entre la medida de los lados de un tridngulo rectangulo; a la vez, en el video se muestra el enunciado
y la representaciéon algebraica asociada a esta concepcién (Figura 4.1-3); en este lapso el avatar
afirma lo siguiente:

Ahora si vamos a ver que es el Teorema de Pitagoras, y este establece que en todo tridngulo
rectangulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos;
por lo tanto, la férmula quedaria asi: ¢ cuadrada es igual a a cuadrada més b cuadrada.

TEORETA DE PRACORAS

*Ep fode TRIANGULO RECTANGULO
el evadrade de la HIPOTENUSA s
fguval @ la svma de les cvadrades
los CATEIOS®

ozz g' oz+¢2

Figura 4.1-3. Captura de pantalla III del video 01

L2(A)(T): Usa diferentes tipos de representacién (verbal y simbdlica) y hay cierta coherencia entre
ellos, ya que todos aluden a la concepcién de relacién entre la medida de lados de un tridngulo
rectangulo. Este hecho, indica una representatividad del Tipo 2; es decir, que hay varias de repre-
sentaciones de un mismo objeto, para este caso, del enunciado del Teorema de Pitdgoras: una
escrita en lenguaje natural y otra basada en una representaciéon simbodlica.

Sin embargo, vale la pena decir lo siguiente:

L2(G): Pese al esfuerzo por usar diferentes representaciones (verbal y simbdlico) de manera cohe-
rente, hay un uso ambiguo de la representacién simbélica ¢? = a? + b?, ya que en la Figura 4.1-1
las letras a, b y ¢ se usan como los nombres de los lados del tridngulo, mientras en la Figura 4.1-3
se usan como las medidas de los catetos y la hipotenusa respectivamente; ello implica que tales
letras indican dos objetos: segmentos o medidas de segmentos.

R2-me: Aunque hay un uso ambiguo de la representacién simbélica c¢? = a? + b?, esta permite
inferir que la concepcion que pretende desarrollar el video es la de relacién entre medidas de lados.
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R1(P): La expresion “el Teorema de Pitdgoras establece que en todo tridngulo rectdngulo”, que
corresponde al antecedente del teorema, permite identificar el caracter de proposicién condicional
de este. Por otro lado, la expresion “el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados
de los catetos”, es una manera no tan afortunada de enunciar el consecuente del teorema, ya que
esta se puede relacionar con la concepcion de relacién entre areas; una manera adecuada de enunciar
este seria: la medida de la hipotenusa al cuadrado es igual a la suma de los cuadrados de las medidas
de los catetos. Lo anterior permite evidenciar que el teorema enuncia de manera parcialmente
adecuada.

[02:45 — 04:07]: El avatar contindo con la comprobacién del Teorema de Pitdgoras a partir de un
tridngulo rectédngulo del cual se conocen las medidas de todos sus lados; a la vez, en el video se
muestran las representaciones grafico-estdtica, algebraica y numérica de lo descrito antes (Figura
4.1-4); en el lapso el avatar afirma lo siguiente:

Aqui tengo un triangulo rectangulo con medidas de cuatro, cinco y tres centimetros cada
uno. Como ya sabemos, el lado mas grande es la hipotenusa y la representaremos con la
letra ¢ mientras los catetos los ubicamos con las letras a y b. Recordemos que la férmula
del Teorema de Pitagoras es, ¢ cuadrada es igual a a cuadrada méas b cuadrada; en palabras
mas simples, quiere decir que la hipotenusa elevada al cuadrado es igual a la suma de los
cuadrados de los catetos a y b. Vamos a comprobarlo, lo primero que tenemos que hacer
es sustituir valores, esto quiere decir que en lugar de las letras ¢, a y b pondremos la medida
de cada lado: en lugar de la ¢ cuadrada pongo cinco al cuadrado, en lugar de a cuadrada
pongo tres al cuadrado y en lugar de la b cuadrada pongo cuatro al cuadrado. Ahora voy
a elevar cada numero al cuadrado: cinco por cinco es igual a veinticinco, tres por tres es
igual a nueve y cuatro por cuatro es igual a dieciséis, veinticinco se queda igual y si sumo
nueve mas dieciséis me da como resultado veinticinco, por lo tanto, si se cumple el teorema
de Pitagoras, la hipotenusa elevada al cuadro es igual a la suma de los cuadrados de los
catetos a y b.

c?=s a?4 b*
= g 44
25 = 9 + 16
25 s 25

Figura 4.1-4. Captura de pantalla IV del video 01

R1(I): La expresion “la férmula del Teorema de Pitagoras es, ¢ cuadrada es igual a a cuadrada més
b cuadrada”, es una forma inadecuada de enunciar el Teorema de Pitagoras; ya que al hacerlo como
una férmula pierde su sentido como proposiciéon condicional, dejando de lado las condiciones del
antecedente y enfocdndose inicamente en el consecuente de este.

L3(I): La expresién “la hipotenusa elevada al cuadrado es igual a la suma de los cuadrados de los
catetos a y b” es una expresién verbal inadecuada, ya que, aun en el marco de la concepcién por
medidas de lados, en el video sigue existiendo la ambigiiedad entre si las letras indican segmentos
o medidas de segmentos.
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A3-nu(A): Presenta argumentos numéricos que permiten comprobar el Teorema para un caso par-
ticular, en este caso para un tridngulo cuyas medidas de los catetos y la hipotenusa son 3, 4 y 5
respectivamente. Para ello, comprueba que los valores de las medidas satisfacen la expresién

c? =a%+ b2

R9: Enuncia de forma explicita procedimientos algebraicos y aritméticos como lo son: sustitucién
de los valores de las medidas (i.e., tener en cuenta unicamente lo numérico, dejando de lado las

unidades de medida), calcular la potencia con exponente dos y la suma de ntimeros naturales.

R11(A): Usa adecuadamente los procedimientos algebraicos y aritméticos involucrados en la com-

probacién del Teorema de Pitadgoras para un caso particular.

[04:11 — 05:40]: El avatar continto resolviendo una situacién puramente mateméatica mediante la
aplicacion del Teorema de Pitagoras; esta consistia en calcular la medida de la hipotenusa cono-
ciendo de antemano las medidas de los catetos. A la vez, en el video se muestran las representaciones
grafico-estatica, algebraica y numérica de lo descrito antes (Figura 4.1-5); en el lapso el avatar
afirma lo siguiente:

Aqui tengo un tridangulo rectangulo con medidas de cinco y seis centimetros; solo tengo los
catetos a y b, y la hipotenusa no sé cuanto mide, asi que para saber su valor tengo que
utilizar el teorema de Pitagoras: ¢ cuadrada es igual a a cuadrada més b cuadrada. Ahora
voy a sustituir solo los valores que tengo: como no sé cuanto vale la hipotenusa se queda
igual; ¢ cuadrada es igual y en lugar de poner la a cuadrada pongo su valor, que es seis al
cuadrado; y en lugar de poner b cuadrada lo sustituyo por el valor del cateto, que es cinco
a la segunda potencia. Asi que me queda la férmula asi: ¢ cuadrada es igual a seis al
cuadrado més cinco al cuadrado. Como no sé el valor de c, se queda igual; ahora voy a
elevar los valores de los catetos a la segunda potencia: seis por seis es igual a treinta y seis
y cinco por cinco es igual a veinticinco. ¢ cuadrada se vuelve a bajar igual y voy a sumar
treinta y seis mas veinticinco que me da como resultado sesenta y uno; ahora tengo que c
cuadrada es igual a sesenta y uno. Para saber el valor de c tengo que despejarla; esto quiere
decir que la tengo que dejar solita. Asi que el dos que esta elevado a la segunda potencia
pasa al otro lado del igual haciendo lo contrario que es sacando raiz cuadrada; por lo tanto,
me queda como c es igual a raiz cuadrada de sesenta y uno, al hacer la raiz tengo que c es
igual a siete punto ochenta y uno. Y listo, ya tengo el valor de la hipotenusa.”

= @]24}, &)2
= @ﬂ# 52?
S 36425

/61
481

Figura 4.1-5. Captura de pantalla V del video 01

S1-pm: Presenta una situaciéon puramente matemaética, que consiste en calcular la medida de uno
de los lados del tridngulo rectangulo, conociendo las medidas de los otros dos.

S2(A): En la situacién puramente matematica presentada en el video se ilustra cémo usando el
Teorema de Pitdgoras se le da solucion a esta; esto es, se parte del hecho de conocer las medidas
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de los catetos de un tridngulo rectangulo y, con base en estas, se calcula la medida de la hipotenusa.
Lo anterior permite evidenciar un uso adecuado del Teorema de Pitagoras.

R11(P): Usa adecuadamente algunos de los procedimientos algebraicos y aritméticos involucrados
en la aplicacién del Teorema de Pitagoras, como los son: sustitucion de los valores de las medidas,
calcular la potencia con exponente dos y la suma de ntimeros naturales. Por otro lado, usa inade-
cuadamente un procedimiento algebraico, ya que al afirmar que una operacién pasa de un lado al
otro de la igualdad es mateméaticamente incorrecto. En este caso puntual, decir “pasar” la poten-
ciacién al otro lado de la igualdad en forma de radicacién es un procedimiento que no alude a las
propiedades de la igualdad para la potenciacién (monotonia de la potenciacién para las igualdades).
Lo anterior permite evidenciar un uso parcialmente adecuado de los procedimientos algebraicos y

aritméticos.

L1(I): Usa una representacién numérica inadecuada, ya que se muestra el resultado final como
¢ = 7,81, pero V61 es un numero irracional. En consecuencia, lo correcto seria expresarlo como una

aproximacion, asi: ¢ = 7,81.

Sintesis del Anilisis
Los siguientes son los cddigos mas representativos de este video:

L2(A)(T): Hay uso de varias representaciones (verbal, escrita y simboélica, grafica), en general

coherentemente.

L1(P): Sin embargo, hay algunas falencias en lo grafico al no indicar angulos rectos en el tridngulo,

por ejemplo.
L2(G): Hay uso ambiguo del término hipotenusa o catetos: cémo lado o como medida de lado.

L3(I): Un asunto que no es matemético pero que podemos comentar colateralmente es una falencia
ortografica al no indicar algunas tildes. En consecuencia, un uso inadecuado del lenguaje corres-

pondiente.

R2-me(A): Uso coherente de la concepcién del Teorema, por relacién entre la medida de lados, a

lo largo del video.

R1(P): Sin embargo, vale indicar que la enunciacién del Teorema fue hecha de dos maneras dife-
rentes, una maés atinada con la concepcién que la otra. En un primer momento se usé la expresion
“el cuadrado de un lado”, siendo esta mas cercana a la concepciéon de relacién de areas; luego, se
uso la expresion “lado elevado al cuadrado”, siendo estd més cerca a la concepcion de relacion entre
medidas de lados, que era la que pretendia desarrollar el video.

A3-nu(A): Adicionalmente, se usa un argumento numérico para presentar una comprobacién del

Teorema para un caso particular.

S2(A): El video plantea una situacién/problema relativa a usar el Teorema para encontrar la me-
dida de un lado del tridngulo rectangulo conociendo las medidas de los otros dos lados.

S1-pm: Sin embargo, no hay una representatividad de las Situaciones/Problemas, ya que en el video
tUnicamente se abordd esa situacién puramente matemaética.

R10(P): Se evidencio el uso parcialmente adecuado de procedimientos algebraicos y aritméticos.
Por ejemplo; algunos adecuados como: sustitucién de valores, potenciaciéon y suma de nimeros
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naturales; y uno inadecuado, que consiste en “pasar una operaciéon” de un lado al otro de la igual-
dad, lo cual es una imprecisién matematica.

C1(T): Finalmente, podemos afirmar que el video tiene Tipo 1 de representatividad, al abordar
diferentes aproximaciones a Teorema de Pitdgoras: alude a una concepcion, presenta un argumento
y aborda una situaciéon problema.

C2: Sin embargo, no alcanza el Tipo 2 de representatividad al abordar solo un tipo de cada apro-
ximacion tratada: concepcion desde la relaciéon de mediada de lados, argumento numérico y situa-
cién puramente matematica.

C3-pm(T): Podemos afirmar que el video tiene Tipo 3 de representatividad, al abordar diferentes
procedimientos en una misma categoria, para un mismo tipo de aproximacién: presenta un argu-
mento, pero aborda dos situaciones problema puramente matemaéticas.

Tabla 18. Anélisis del video No. 02

Etiqueta Explicacid
xplicaciéon del Teorema
https://youtu.be/XfVWIO3sRw0
de de Pitagoras Enlace ps:/ [y /
busqueda
=)
Q Video No. 02: “Teorema
2 | Titulo del "y Intenciona- " o .
> de Pitagoras Introduc- Interés académico no curricular
?) video cién” lidad
<
= . . 1 . fpn fis
N e Representaciones verbales, simbélicas (algebraicas) y grafica-estatica
5 -
& (geométricas).
= Objetos . . . o
= . . e Definiciones de objetos relacionados al Teorema de Pitagoras.
g primarios
= | representa- | ® Teorema de Pitagoras desde la concepcién como relacion entre areas de

tivos cuadrados.

e Argumentos numéricos.

En el video se tratan algunos objetos previos del Teorema de Pitdgoras, como
lo son: la definicién de triangulo rectangulo y los elementos de este tipo de
tridngulo; a la vez que aborda el Teorema por medio de la concepcion de
relacién entre areas de cuadrados; por tltimo, verifica el Teorema para un
Descripcién caso particular.

general . . . . ' .
Desde un punto de vista técnico, el video consiste en una filmaciéon en la que

todo el tiempo se observa un tablero no electrénico, que sirve como apoyo
para que un expositor realice la explicacién, a modo de mondlogo, del Teo-
rema de Pitagoras desde la concepcién antes mencionada.

Andlisis de Idoneidad Epistémica

[00:17 — 01:11]: El expositor inicia la explicacién del tema presentando simultdneamente el antece-
dente y algunos objetos del consecuente del Teorema desde la concepcién de relaciéon entre areas,
una definicién del tridngulo rectangulo y los elementos de este tipo de triangulo; a la vez, en el
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video se muestra una representacién grafico-estatica del tridngulo rectangulo (Figura 4.1-6); en el
lapso el expositor afirma lo siguiente:

Lo primero de lo que tenemos que hablar es que el Teorema de Pitdgoras funciona sola-
mente con tridngulos rectangulos, o sea con tridngulos que tengan un angulo recto, o sea
un angulo de noventa grados. Otra cosa que tenemos que dejar claro es que el Teorema de
Pitagoras si habla de un tridngulo, pero a lo que se refiere es a los cuadrados que se pueden
dibujar en cada uno de los lados del tridngulo; acorddndonos, que el lado mas largo del
tridngulo rectdngulo se llama hipotenusa y los otros dos lados, que son, los obviamente, si
este es el més largo, los otros dos son los més cortos, se llaman catetos. Entonces, el Teo-
rema de Pitagoras habla de los cuadrados que se pueden formar sobre la hipotenusa que es
el lado mas largo y sobre los catetos que son los lados més cortos.

Figura 4.1-6.Captura de pantalla I del video 02

L3(I). En este lapso del video, en un primer momento enuncia el antecedente del Teorema, a la vez
que define tridngulo rectangulo y dngulo recto; seguido, hace un acercamiento al consecuente del
Teorema, a la vez que caracteriza hipotenusa y catetos; por ultimo, enuncia parte del consecuente
del Teorema. Lo anterior, permite evidenciar una comunicacién no tan afortunada, ya que no es
tan idoneo el orden en el que enuncia, define y caracteriza cada uno de los objetos involucrados.
Esto es, se habla de objetos muy especificos involucrados en el Teorema sin haberlo enunciado de
una manera explicita. Hay evidencias que procuran indicar su antecedente, pero no su consecuente.

R1(P): Especificamente, la expresiéon “el Teorema de Pitdgoras funciona solamente con tridngulos
rectangulos” corresponderia al antecedente del Teorema; esto deja ver una intencién para establecer
el caracter de condicional para el enunciado del Teorema. Pero no hay alusiéon al consecuente.

R2-ar: Asi mismo, la expresiéon “los cuadrados que se pueden dibujar en cada uno de los lados del
tridngulo”, permite inferir que la concepcién que pretende desarrollar el video es la de relacién entre
areas. Sin embargo, no hay explicitacién de la proposicién que compone el consecuente.

R1(P): De manera més especifica, la expresién “Entonces, el Teorema de Pitdgoras habla de los
cuadrados que se pueden formar sobre la hipotenusa que es el lado mas largo y sobre los catetos
que son los lados més cortos”; es una manera no tan afortunada de enunciar el consecuente del
Teorema, ya que usa lenguaje informal al usar los verbos dibujar o formar, para referirse a la accién
geométrica de construir un objeto. Una manera adecuada de formular dicho enunciado seria: En-
tonces, el Teorema de Pitadgoras habla de la relacion entre las areas de los cuadrados que se pueden
construir a partir de los lados de un tridngulo rectangulo, es decir, a partir de la hipotenusa que es
el lado de mayor medida y de los catetos que son los lados de menor medida.

Otros aspectos por decir son:
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L1(P): Representa adecuadamente el tridngulo rectdngulo al indicar el dngulo recto, aunque no

nombra sus vértices.

L2(A)(T): Usa adecuadamente diferentes tipos de representacion (verbal y gréafico-estatica), ya que
hay cierta coherencia entre lo afirmado por el expositor y la representacién grafico-estatica. Por
ejemplo, el expositor habla de un tridngulo rectangulo, mientras en el video se observa un tridngulo
con el dngulo recto indicado. Este hecho, indica una representatividad del Tipo 2; para este caso
del enunciado del Teorema de Pitadgoras: una en lenguaje verbal y otra basada en una representa-

cién gréafica.
R4(A): Se define adecuadamente tridngulo rectdngulo y dngulo recto.

L3(I): Usa lenguaje no formal para caracterizar la hipotenusa y los catetos, al indicar la relacién
entre sus medidas usando expresiones como “el lado el més largo” o “los lados mas cortos”, respec-

tivamente.

[01:11 — 01:51]: El expositor continué la explicacién nombrando simbdlicamente la hipotenusa y los
catetos, ademéas de presentar una definicién de estos objetos mediante la relaciéon de orden de sus
medidas; a la vez en el video se muestra una representacion grafico-estatica del tridngulo rectangulo
(Figura 4.1-7); en el lapso el expositor afirma lo siguiente:

La verdad, no importa las letras que uno le ponga a los lados del tridngulo, lo importante
es que tengamos claro que se habla de la hipotenusa y de los catetos. Entonces, pues para
este caso voy a ponerle la letra a a este cateto, este cateto se va a llamar a [sefiala el cateto
vertical] este cateto se va a llamar b [sefiala el cateto horizontal] y la hipotenusa la voy a
llamar c¢. No se afanen por las letras, si ustedes quieren pueden ponerle la a, la b y la ¢
[sefiala la hipotenusa y los catetos horizontal y vertical respectivamente] eso es lo de menos.
Lo importante es que tengan claro que los catetos son los méas pequefios, miren que los
dibuje con rojo [sefiala las letras a y b], y la hipotenusa es el lado més largo, y obviamente
lo dibuje con otro color [sefiala la letra c], para aclarar que hay que ver las diferencias.

b J—

Figura 4.1-7. Captura de pantalla II del video 02

L2(A): En la expresién “No se afanen por las letras.. eso es lo de menos. Lo importante es que
tangan claro que los catetos son los mas pequenos, miren que los dibuje con rojo, y la hipotenusa
es el lado mas largo, obviamente la dibuje con otro color", el expositor comenta la no relevancia de
la asignaciéon de los nombres a los lados del tridngulo en algin orden predeterminado; y por el
contrario, enfatiza en la relevancia de identificar que los catetos son los segmentos con menor
medida en un tridngulo rectangulo, con respecto a la medida de la hipotenusa, recalcando esta
diferenciacién al utilizar colores diferentes (rojo y azul) para nombrar los catetos y la hipotenusa,
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respectivamente. Lo anterior permite observar que la representacién grafico-estatica se usa adecua-

damente.

L3(I): Usa lenguaje no formal para caracterizar la hipotenusa y los catetos, al indicar la relacién
entre sus medidas usando expresiones como “el lado mas largo” o “los lados més pequenos”, en
lugar de usar expresiones como: el segmento o lado con mayor medida, para definir la hipotenusa;
v los segmentos o lados con menor medida para definir los catetos.

[01:52 — 02:50]: El expositor continué la explicacién presentando el Teorema de Pitdgoras desde la
concepcion de relacién entre areas; a la vez en el video se muestran representaciones grafico-estatica
y algebraica de esto (Figura 4.1-8 y Figura 4.1-9); en el lapso el expositor afirma lo siguiente:

Entonces, el Teorema de Pitadgoras habla de que el cuadrado de la hipotenusa. Entonces,
obviamente tenemos que dibujar un cuadrado. El cuadrado que se puede dibujar sobre la
hipotenusa tiene la misma area o es igual a los cuadrados que se dibujan en los catetos.
Entonces, obviamente como lo vemos, estos dos cuadrados son mas pequenos que este
[sefiala los cuadrados que tienen de lado alguno de los catetos o la hipotenusa, respectiva-
mente], y lo que dice el teorema de Pitdgoras, como les digo habla de los cuadrados. En-
tonces, este se llama el cuadrado del lado ¢, entonces lo voy a escribir asi el cuadrado del
lado ¢ [senala el cuadrado que uno de sus lados es la hipotenusa y escribe en su interior la
expresion c?]. Este serfa el cuadrado del lado a, por eso voy a marcarlo asi, el cuadrado del
lado a [senala el cuadrado que uno de sus lados es el cateto a y escribe en su interior la
expresion a?]; y el cuadrado del lado b [sefiala el cuadrado que uno de sus lados es el cateto
b y escribe en su interior la expresién b?]. Entonces, que dice el Teorema de Pitdgoras, que
el area del cuadrado grande, 6sea ¢ al cuadrado, es igual a el drea de los dos cuadrados
pequefios, Osea en este caso, seria igual a el area del cuadrado a mas el area del cuadrado
b [escribe a un lado la expresién c? = a® + b?].

(el

Figura 4.1-8. Captura de pantalla III del vi- Figura 4.1-9. Captura de pantalla IV del vi-
deo 02 deo 02

L1(I): Representa inadecuadamente los cuadrados, ya que no indica con el simbolo correspondiente

la congruencia de sus lados, ni los dngulos rectos.

R9(A): Enuncia de manera explicita el procedimiento de construir los cuadrados, a partir de los
lados del tridangulo rectangulo.

L3(I): La accién anterior la realiza usando lenguaje no formal, al usar expresiones como: “los cua-
drados que se pueden dibujar sobre los lados del tridngulo”; en lugar de afirmar: los cuadrados que
se pueden construir a partir de los lados del triangulo rectangulo.
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L3(I): Usa lenguaje no formal para describir la relacién entre las dreas de los cuadrados, al usar
expresiones como: “estos dos cuadrados son més pequenos que este”; en lugar de afirmar: el 4rea
de cualquiera de los cuadrados construidos a partir de los catetos es menor que el area del cuadrado
construido a partir de la hipotenusa.

L2(A)(T): Usa adecuadamente diferentes tipos de representacién (verbal, grafico-estética y simbé-
lica), ya que hay cierta coherencia entre ellas, al estar relacionadas con la misma concepcién del
Teorema: relacién entre areas de cuadrados. Por ejemplo, en la representacién grafico-estatica se
pueden observar los cuadrados construidos a partir de los lados del tridngulo rectangulo, a la vez
que aparece la expresién ¢ = a? + b?, la cual sefiala la relacién entre las areas de los cuadrados
antes mencionados. Este hecho, indica una representatividad del Tipo 2; para este caso, del enun-
ciado del Teorema de Pitdgoras: en lenguaje verbal, en representaciéon grafica y en representacién
simbdlica.

L2(G): En la Figura 4.1-8, las letras a, b y ¢ se usan como los nombres de los lados del tridngulo,
mientras en la Figura 4.1-9, estas mismas aparecen elevadas al cuadrado (a?, b? y c¢?), represen-
tando las areas de los cuadrados con medida de lados a, b y c¢. De acuerdo con lo anterior, hay un
uso ambiguo de la representacién simbélica, por cuanto a, b y ¢ son usadas como lados en un
momento y como medidas de lados en otro.

R9: Las expresiones “el cuadrado del lado a, b o ¢”, permiten vislumbrar el procedimiento mediante
el cual se calculan las areas de los cuadrados de medidas de lados a, b y c, respectivamente.

R1(P): Luego de lo indicado antes, finalmente se enuncia el consecuente del Teorema. La expresién
“Entonces, que dice el Teorema de Pitagoras, que el area del cuadrado grande, o sea ¢ al cuadrado,
es igual a el area de los dos cuadrados pequefios, o sea en este caso, seria igual al area del cuadrado
a mas el area del cuadrado b”, da cuenta de ello. Sin embargo, esta es una manera no tan afortunada
de enunciar la relacién entre las areas de los cuadrados, ya que usa lenguaje no formal para descri-
birla. Una manera adecuada de enunciar dicha relacién seria: Entonces, el Teorema de Pitagoras
afirma que el area del cuadrado construido a partir de la hipotenusa es igual a la suma de las areas
de los cuadrados construidos a partir de los catetos, para este caso en particular se tiene, que el
area del cuadrado con medida de lado c, es igual a la suma de las areas de los cuadrados con medida
de lado a y b.

[02:50 — 04:10]: El expositor finaliza la explicacién verificando el teorema para un caso particular;
a la vez en el video se muestran representaciones grafico-estatica, algebraica y numérica de esto ();
en el lapso el expositor afirma lo siguiente:

Vamos a verlo con un ejemplo. En este caso, yo a proposito dibuje este triangulo; en este
tridngulo, este cateto mide tres unidades o tres cuadritos [sefiala el cateto horizontal y
escribe debajo el niimero 3], este cateto mide cuatro unidades o cuatro cuadritos [sefiala el
cateto vertical y escribe al lado el niimero 4], y este cateto mide cinco unidades o cinco
cuadritos [sefiala la hipotenusa y escribe al lado el nimero 5]. Y si nosotros miramos, el
cuadrado de este lado [sefiala la hipotenusa], el cuadrado que dibujé sobre este lado [sefiala
el cuadrado que uno de sus lados es la hipotenusa], pues serfa cinco al cuadrado [escribe
5%], porque por algo habla de cuadrados, cinco al cuadrado tiene que ser igual [escribe =],
a estos dos cuadrados [sefiala los cuadrados que tienen de lado alguno de los catetos].
Entonces, este al cuadrado [sefiala el niimero 4], cuatro al cuadrado [escribe 4], més [es-
cribe 4], y aqui este tres [sefiala el ntimero 3], este lado, el cuadrado serfa tres al cuadrado
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[escribe 32]. Si hacemos la operacién, cinco al cuadrado es veinticinco [escribe 25|, y vamos
a ver si si es igual, cuatro al cuadrado es cuatro por cuatro, dieciséis [escribe 16], més
[escribe 4], tres al cuadrado que es tres por tres, nueve [escribe 9]. Y como nos damos
cuenta veinticinco es igual a dieciséis méas nueve, obviamente dieciséis mas nueve también
es veinticinco. Entonces, esto sucede en todos los tridngulos rectangulos y obviamente se
utiliza para hallar, por ejemplo, cuando no conocemos la hipotenusa, se puede hallar, o
cuando no conocemos algin cateto y conocemos los otros dos, también se puede hallar.

Figura 4.1-10 Captura de pantalla V del video 02

R10(A): En la expresién “en este tridngulo, este cateto mide tres unidades o tres cuadritos, este
cateto mide cuatro unidades o cuatro y este cateto mide cinco unidades o cinco cuadritos”, el
expositor enuncia de manera explicita el procedimiento de medir, ya que le asigna a cada lado del
tridngulo rectangulo una medida. En este caso particular los catetos y la hipotenusa miden 3, 4 y
5 unidades, respectivamente.

R11(I): Sin embargo, el usar una unidad de area, como lo es el “cuadrito”, para medir unidades de
longitud es un procedimiento mateméticamente inadecuado. Una manera adecuada de medir,
usando el mismo instrumento de medicién que presenta el video (tablero con cuadricula), seria
tomar como unidad de media un lado de cada cuadrado, esto es una “rayita”.

A3-nu(A): Presenta un argumento numérico que permiten comprobar el Teorema para un caso
particular, en este caso para un tridngulo rectangulo cuyas medidas de los catetos y la hipotenusa
son 3, 4 y 5, respectivamente.

R8: Enuncia de forma explicita procedimientos aritméticos como lo son: calcular la potencia con
exponente dos y la suma de ntimeros naturales.

R10(A): Usa adecuadamente procedimientos aritméticos (potenciacién y suma de nimeros natura-
les), en la comprobacién del Teorema de Pitdgoras para un caso particular. Esto es, para un tridn-
gulo rectangulo cuyas medidas de los catetos y la hipotenusa son 3, 4 y 5 respectivamente.

Sintesis del Analisis
Los siguientes son los cédigos méas representativos de este video:

L2(A)(T): Hay uso de varias representaciones (verbal, simbdlica y grafica), en general coherente-
mente.

L1(P): Sin embargo, con algunas falencias en lo gréafico al no indicar dngulos rectos en el tridngulo
y en los cuadrados, por ejemplo.

L2(G): Hay uso ambiguo del término hipotenusa o catetos: como lado o como medida de lado.
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L3(I): En general, hay uso inadecuado del lenguaje verbal, debido a que el orden en el que se
presentan las ideas no es tan afortunado; esto debido a que el expositor enuncia el teorema, carac-
teriza y define objetos simultdneamente.

R1(P): Esto es, la enunciacién del Teorema fue hecha en tres momentos diferentes. Primeramente,
se enuncio el antecedente y algunos preliminares del consecuente, en un segundo y tercer momento
se presentaron las condiciones del consecuente.

R2-ar(A): Uso coherente de la concepcién del Teorema, por relacion entre areas de cuadrados, a lo
largo del video.

A3-nu(A): Adicionalmente, se usa un argumento numérico para presentar una comprobacién del
Teorema para un caso particular.

R10(A): En ese marco, se evidencio el uso adecuado de procedimientos aritméticos. Por ejemplo,
potenciacién y suma de niimeros naturales.

C1(T): Finalmente, podemos afirmar que el video tiene Tipo 1 de representatividad, al abordar
diferentes aproximaciones al Teorema: alude a una concepciéon y presenta un argumento.

C2: Sin embargo, no alcanza el Tipo 2 de representatividad al abordar solo un tipo de cada apro-
ximacién tratada: concepcién desde la relacion entre areas de cuadrados y argumento de tipo nu-
mérico.

C3(T): Tampoco alcanza el Tipo 3 de representatividad, al no abordar diferentes procedimientos
en una misma categoria, para un mismo tipo de aproximacién: presenta un argumento.

Tabla 19. Anélisis del video No. 03

Etiqueta Expli 2 del T
plicacion de €o-
https: tu.be/w6nh99v3rd A
de rema de Pitadgoras Enlace ps://youtu-be/wénh99v3r
busqueda

Video No. 03: “TEO-
Titulo del | REMA DE PITAGO- | [ntencionali-

Interés académico no curricular
. % 4 _
video RAS % Férmula, De dad

mostracién y Ejemplos”

e Representaciones verbales, simbdlicas (algebraicas) y gréfica-estatica

Identificaciéon del video

(geométricas).
Objetos e Definiciones de objetos relacionados con el Teorema de Pitagoras.
primarios | o  Teorema de Pitdgoras desde la concepcién como relacién entre areas de
representa- cuadrados.
tivos
e Operaciones aritméticas y algebraicas.
e Situaciones/Problemas puramente mateméaticos.
D . En el video se tratan algunos objetos previos del Teorema de Pitagoras, como
escripcién . ) ) .
) lo son: la definicién de triangulo rectangulo y los elementos de este tipo de
genera

triangulo; a la vez que aborda el Teorema por medio de la concepciéon de
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relacién entre areas de cuadrados; por dltimo, aplica el Teorema para en una
situacién puramente matematica.

Desde un punto de vista técnico, el video consiste en una filmacién en la que
todo el tiempo se observa una pizarra no electrénica, que sirve como apoyo
para que una expositora realice la explicacién, a modo de mondlogo, del
Teorema de Pitadgoras desde la concepcién antes mencionada.

Anailisis de Idoneidad Epistémica

[00:17 - 02:02]: La expositora inicia la explicacién del tema, presentando el antecedente del teorema,
dando una definicién de triangulo rectangulo, construyendo cuadrados a partir de los lados del
tridngulo rectangulo y calculando su area; a la vez, en el video se muestra una representacién
grafico-estatica de esto (Figura 4.1-11); en el lapso la expositora afirma lo siguiente:

El Teorema de Pitagoras se aplica solo en triangulos rectangulos. Recordemos que un
triangulo rectangulo es aquel que tiene uno de sus angulos recto, es decir, que vale noventa
grados. Cuando se dibuja, se suele pintar en la esquinita que es de noventa grados, hacer
una esquinita con un puntito. Asi que este tridngulo azul que vemos aqui [sefiala el tridn-
gulo] es rectdngulo porque tiene uno de sus dngulos recto. Pues, si nos fijamos, yo tengo
aqui, a este lado le voy a llamar el lado h [escribe h sobre la hipotenusa del tridngulo], a
este le voy a llamar el lado a [escribe a sobre el cateto més largo del tridngulo], y a este el
lado b [escribe b sobre el cateto més corto del tridngulo]. Pues, si realizamos un cuadrado
que prolongue a ese lado [senala un lado del cuadrado que tiene como base la hipotenusal
que légicamente tiene la misma medida, porque al ser cuadrado este lado [sefala la hipo-
tenusa del tridngulo] va a dar lo mismo que este [escribe h sobre un lado del cuadrado que
tiene por lado la hipotenusal, el drea de este cuadrado serfa.. ;Cudl es el 4rea de un cua-
drado? Lado por lado, este lado es h, pues h por h, Este area seria h cuadrado. Y el area
de este cuadrado que estd anexo al lado a, va a tener todos los lados a, el drea va a ser el
lado al cuadrado, es decir, a cuadrado su area. Y aqui el cuadrado anexo al lado b, va a
tener todos los lados valor b, si hago el area seria, b por b, igual a b cuadrado.

(TEOREMA DE MTAGORRS)

Figura 4.1-11. Captura de pantalla I del video 03

R1(A): Presenta adecuadamente todas las premisas que constiyen el antecedente del Teorema de
Pitagoras.

L1(P): Representa adecuadamente el tridngulo rectdngulo ya que marca el dngulo recto y nombra
sus lados. Sin embargo, representa inadecuadamente los cuadrados, ya que no indica con el simbolo
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correspondiente la congruencia de sus lados, ni los dngulos rectos; ademés, tres lados de cada cua-
drado son discontinuos (en ningtn momento del video aclaran porqué la discontinuidad de estos
lados).

L2(A)(T): Usa adecuadamente diferentes tipos de representacién (verbal, simboélica y gréafico-esté-
tica), ya que hay cierta coherencia entre lo afirmado por la expositora y la representacién grafico-
estatica. Por ejemplo, la expositora habla de un tridngulo rectangulo, mientras en el video se ob-
serva un tridngulo con el d4ngulo recto indicado. Este hecho, indica una representatividad del Tipo
2; para este caso del enunciado del Teorema de Pitdgoras: una en lenguaje verbal y otra basada en
una representacion grafica.

R1(P): La expresion “el Teorema de Pitagoras se aplica solo en triangulos rectangulos”, que corres-
b

ponde al antecedente del Teorema, permite inferir su caracter como proposiciéon condicional, lo que

se constituye en una manera adecuada de enunciar parte de este.

R4(A): Se define adecuadamente tridngulo rectangulo y dngulo recto.

L3(I): La expresion “si realizamos un cuadrado que prolongue la hipotenusa”, es matemdticamente
incorrecta; ya que prolongar hace alusién a determinar un segmento de mayor medida a uno dado,
tal que compartan uno de sus extremos y estén contenidos en la misma recta. Lo anterior se cons-
tituye en un uso inadecuado del lenguaje verbal. Por otro lado, si miramos lo que afirma seguida-
mente la expositora: “légicamente tiene la misma medida, porque al ser cuadrado este lado va a

“si

dar lo mismo que este”; podemos inferir que una manera més afortuna de expresarse, seria:
construimos segmentos perpendiculares a la hipotenusa, por cada de uno de sus extremos tal que
tengan la misma media de esta, podremos determinar un cuadrado; y por definicién de este, todos
sus lados tienen la misma media”. Por ultimo, la expresién “de este cuadrado que estd anexo al
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lado a”, es una forma inadecuada de expresarse; una manera mas afortunada de hacerlo seria: “el

triangulo rectangulo y el cuadrado son adyacentes tal que comparten el lado a”

R2-ar: Adicionalmente, de la expresién “si realizamos un cuadrado que prolongue la hipotenusa”,
se puede inferir que la concepcion que pretende desarrollar el video es la de relacion entre areas.

R9: Aunque la anterior expresién sea inadecuada, esta enuncia de manera explicita el procedimiento
de construir los cuadrados, a partir de los lados del tridngulo rectangulo. Ademaés, la expositora
explicita el procedimiento para calcular el area de estos, al afirmar: “;Cuél es el drea de un cua-
drado? Lado por lado”.

R10(A): De lo anterior, podemos inferir que el procedimiento para calcular el drea de los cuadrados
es matematicamente adecuado. Por ejemplo: “si hago el area seria, b por b, igual a b cuadrado”.

L2(G): Primeramente, las letras h, a y b se usan como los nombres de los lados del tridngulo; luego,
estas mismas aparecen elevadas al cuadrado (h?, a? y b?), representando las areas de los cuadrados
con medida de lados h, a y b. De acuerdo con lo anterior, hay un uso ambiguo de la representacién
simbdlica, por cuanto h, a y b son usadas como lados en un momento y como medidas de lados en
otro.

[02:04 - 04:16]: La expositora continua con la explicacién, enunciando el consecuente del Teorema
de Pitagoras desde su concepcion por areas de cuadrados, y dando una definicién o caracterizacién
de hipotenusa y catetos; a la vez, en el video se muestra una representacion grafico-estatica de esto
(Figura 4.1-12); en el lapso la expositora afirma lo siguiente:
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Resulta que, si lo probdis, se dieron cuenta de que, el drea de este cuadrado [sefiala el
cuadrado de &area h?|, es decir h cuadrado, es la suma de estas dos areas, [sefiala los
cuadrados de 4reaa® y b?|, de a cuadrado més b cuadrado, [escribe la expresién
h*=a? + b?]; pues este es el Teorema de Pit4dgoras, el famoso Teorema de Pitadgoras. Se
dio cuenta de que el area del lado méas grande del tridngulo, que ahora veremos cémo se
llama cada lado, va a ser la suma del area de los otros dos. A todo esto, ahora vamos a
ponerle nombre a los lados: este lado [sefiala la hipotenusa del tridngulo] que es el méas
grande y es el que estd opuesto al dngulo de 90 grados, se le llama hipotenusa, por eso a
mi me gusta ponerlo como h, asi no os confundis, entonces a este lado vamos a llamarle
hipotenusa; el lado a, que yo he querido llamar a, es el cateto mayor, porque los lados
que forman el angulo de noventa grados se les llama catetos, pero hay uno que va a medir
mas que otro, pues cateto mayor; y el lado b como también forma parte del dngulo de
noventa grados, es el cateto menor. En resumen, la hipotenusa al cuadrado es igual a la
suma de los catetos al cuadrado, cateto a y cateto b.”

(TEOREMR DE  PMTAGORAS

Figura 4.1-12. Captura de pantalla II del video 03

R1(P): Enuncia adecuadamente el consecuente del Teorema de Pitdgoras desde su concepcién de
relacién entre area de cuadrados, ya que afirma “el area de este cuadrado, es decir, h cuadrado es
la suma de estas dos 4reas [sefiala los cuadrados de drea a® y b?], a? + b?”. Aunque lo anterior se
puede describir de una manera mas afortunada: “el area del cuadrado de lado medida h, es decir
h?, es igual a la suma de las 4reas de los cuadrados de lados de medida a y b, es decir a® + b%.”

R4(P): Define de manera adecuada, la hipotenusa: “este lado [seflala la hipotenusa del tridngulo]
que es el méas grande y es el que estd opuesto al angulo de noventa grados, se le llama hipotenusa”;
una manercaa mas adecuada se caracterizar la hipotenusa seria: “es el lado de mayor medida del
tridngulo rectangulo”. Seguidamente caracteriza y define, de una manera no tan afortunada, los
catetos: “el lado a, es el cateto mayor, porque los lados que forman el d&ngulo de noventa grados se
les llama catetos, pero hay uno que va a medir mas que otro, y el lado b como también forma parte

del angulo de 90 grados, es el cateto menor; una manera adecuada de definir los catetos seria: “

a
los lados que determinan el angulo de noventa grados se les llama cateto”; ademéas, una manera
adecuada de caracterizar los catetos seria: “los catetos son los lados del triangulo rectangulo con

menor medida, con respecto a la hipotenusa”.

R6(I): De la caracterizacién de los catetos que hace la expositora, que anteriormente comentamos,
podemos decir que formula inadecuadamente una proposicién, al afirmar: “los lados que forman el
angulo de noventa grados se les llama catetos, pero hay uno que va a medir més que otro”; ya que
esta afirmacién deja de lado el caso en el que el tridngulo rectdngulo es isésceles, es decir tiene dos
lados con igual medida.
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L2(A)(T): Vale indicar que usa adecuadamente diferentes tipos de representacién (verbal, gréafico-
estatica y simbolica), ya que hay cierta coherencia entre ellas, al estar relacionadas con la misma
concepcion del Teorema: relacién entre areas de cuadrados. Por ejemplo, en la representacién gra-
fico-estatica se pueden observar los cuadrados construidos a partir de los lados del tridngulo rec-
tangulo, a la vez que aparece la expresién ¢ = a? + b?, la cual sefiala la relacién entre las 4reas de
los cuadrados antes mencionados. Este hecho, indica una representatividad del Tipo 2; para este
caso, del enunciado del Teorema de Pitdgoras: en lenguaje verbal, en representacién gréfica y en

representacion simbélica.

[02:04 - 08:35]: La expositora finaliza la explicacién, resolviendo dos situaciones puramente mate-
maéticas relativas a la concepcién de medidas de lados; a la vez, en el video se muestran las repre-
sentaciones grafico-estdtica, algebraica y numérica de lo descrito antes (Figura 4.1-13 y Figura
4.1-14).

TCOREMA DE MTAGORAS TEOREMA DE MTRGoRAS
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Figura 4.1-13. Captura de pantalla III del vi-  Figura 4.1-14. Captura de pantalla IV del vi-
deo 03 deo 03

En este fragmento del video, se realizan dos aplicaciones puramente matematicas del Teorema de
Pitagoras; en la primera se debe calcular la medida de la hipotenusa y en la segunda se debe calcular
la medida de un cateto, dados las medidas de los otros dos lados del tridngulo. El anélisis de este
lapso es analogo al realizado en video No. 01 en el fragmento [04:11 — 05:40]; por lo tanto, decidimos
no hacerlo ya que no aporta objetos nuevos que puedan ser analizados. Sin embargo, podemos
destacar:

S1-pm: las situaciones puramente matematicas planteadas en este fragmento del video, se resuelven
mediante la aplicacién del Teorema de Pitagoras desde la concepcién que alude medida de lados.

L1(A): Usa una representacién numérica adecuada, ya que se muestra el resultado final como
h =61 y no comete el error de igualar el valor de la raiz a un nimero aproximado, esto nos indica
un buen cuidado de la sintaxis.

Sintesis del Analisis
Los siguientes son los codigos mas representativos de este video:

R2-ar(P): En la primera parte del video se aborda el Teorema desde la concepcién de relacién entre
areas; en la segunda se da solucién a situaciones puramente matematicas aplicando la concepcién
relativa a la relacion de medida de lados. Esto es un uso no coherente de la concepcién del Teorema,
por relacién entre areas de cuadrados, a lo largo del video.

S1-pm: Se evidencio poca representatividad de las Situaciones/Problemas, ya que en el video tni-
camente se abordaron situaciones puramente mateméaticas.
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R1(P): La enunciacién del Teorema se hace de manera parcialmente adecuada, esto debido a que
fue hecha en dos momentos diferentes. Primeramente, se enuncio el antecedente y en un segundo

momento se presentaron las condiciones del consecuente.
L2(G): Hay uso ambiguo del término hipotenusa o catetos: cémo lado o como medida de lado.

L2(A)(T): Hay uso de varias representaciones (verbal, simbdlica y grafica), en general coherente-

mente.

L1(P): Sin embargo, con algunas falencias en lo grafico al no indicar dngulos rectos e igualdades de

medidas de lados, en el cuadrado, por ejemplo.

L3(I): En general, hay uso inadecuado del lenguaje verbal, debido a que usa erréneamente términos

como prolongar o anexar, para caracterizar y definir objetos relacionados con el Teorema.

R10(P): Se evidencio el uso adecuado de procedimientos geométrico. Por ejemplo, calcular el drea

de cuadrados.

C1(T): Finalmente, podemos afirmar que el video tiene Tipo 1 de representatividad, al abordar
diferentes aproximaciones al Teorema: alude a una concepcion y resuelve dos situaciones.

C2: Sin embargo, no alcanza el Tipo 2 de representatividad al abordar solo un tipo de cada apro-
ximacién tratada: concepcion desde la relacién entre areas de cuadrados y situaciones puramente

matematicas.

C3-pm (T): Podemos afirmar que el video tiene Tipo 3 de representatividad, al abordar diferentes
procedimientos en una misma categoria, para un mismo tipo de aproximacién: aborda dos situacio-

nes problema puramente matematicas.

Tabla 20. Anélisis del video No. 04

Etiqueta d D tracién del Teo-
raneta ¢e CHIOSHTACIon €ef 2eo Enlace https://youtu.be/Xj-4EUPx3A4

busqueda rema de Pitadgoras
3 Video No. 04: “Teo- .
Titulo del - Intencio- i L. .
. rema de Pitagoras de- . Interés académico no curricular
video - nalidad
mostracion

e Representaciones escritas, simbdlicas (algebraicas), grafica-estatica y

Objetos pri- con material concreto (geométrico).

marios re-

presentati- | ® Teorema de Pitagoras desde la concepcién como relaciéon entre medidas

Identificacion del video

VoS de lados y la concepcién como relacién entre areas de cuadrados.

e Argumentos geométricos a partir de la divisiéon en unidades de medida.

El video presenta los enunciados de las dos concepciones del Teorema de

Pitagoras, como relaciéon entre medidas de lados y como relacién entre

Descripcién gene- | areas de cuadrados; enfocdndose en la comprobacion de esta iltima, a tra-
ral vés del uso de material concreto.

Desde el punto de vista técnico, el video consta de dos partes: la primera

es una proyeccion de diapositivas; y la segunda consiste en una filmacion,
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en la que todo el tiempo se observa el material concreto y cémo este es
manipulado. Cabe aclarar que no hay alguna voz que exponga el video, por
lo que no hay representaciones verbales; para llenar el silencio se escucha
unicamente una pista (sin copyright) animada de fondo.

Anailisis de Idoneidad Epistémica

[00:07 — 00:21]: El video inicia presentando el enunciado del Teorema de Pitadgoras desde la con-
cepcién como relacién entre medida de lados; seguido, en el video se muestra una representacién
grafico-estatica de dicha concepcion, en esta se puede observar un tridngulo con sus lados nombra-
dos como 4, B y C, ademés de la expresiéon A2 = B2 + C? (Figura 4.1-15 y Figura 4.1-16).

Teorema de Pitagoras: en todo
triangulo rectangulo el cuadrado

de la hipotenusa es igual a la suma
de los cuadrados de los catetos.

Figura 4.1-15. Captura de pantalla I del video  Figura 4.1-16. Captura de pantalla II del vi-
04 deo 04

R2-me: De la Figura 4.1-15 y la Figura 4.1-16, se puede inferir que la concepcién que pretende
desarrollar el video es la de relacion entre medidas de lados.

Sin embargo, vale indicar lo siguiente:

L3(G): Escribir en la diapositiva “el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados
de los catetos”, no es una manera afortunada de aludir al Teorema de Pitagoras. Esto porque se
da a entender que la hipotenusa y los catetos son medidas representadas por ndmeros (por ende,
susceptibles de elevarse al cuadrado) o que los objetos que son segmentos —hipotenusa o catetos—
son objetos susceptibles de elevarse al cuadrado; en cualquier caso, podria haber un error de orden
matematico. Para el primer caso, hipotenusa y catetos son ntmeros; para el segundo, habria que
precisar el sistema axiomatico local para indicar el sentido de elevar al cuadrado objetos tipo seg-
mento; dependiendo de ello, es posible indicar errores conceptuales o no.

L2(G): Lo anterior implica que hay un uso ambiguo de la representacién simbdlica A> = B + C2,
ya que en la Figura 4.1-15, el enunciado alli puesto, hace alusién a que las letras A, B y C se usan
como los nombres de los lados del tridngulo, mientras en la Figura 4.1-16 se usan como las medidas
de los catetos y la hipotenusa respectivamente; ello implica que tales letras indican dos objetos:

segmentos o medidas de segmentos.

L2(I)(T): Usa diferentes tipos de representacién (verbal y simbdlica), a pesar de que no hay la
coherencia seméntica deseada entre ellos (e indicada con los cédigos anteriores). Este hecho, indica
una representatividad del Tipo 2; es decir, que hay varias de representaciones de un mismo objeto,
para este caso, del enunciado del Teorema de Pitdgoras: una escrita en lenguaje natural y otra

basada en una representacién simbdlica.

L1(I): Representa inadecuadamente el tridngulo rectdngulo ya que no marca el dngulo recto. Ade-
maés, el dngulo que deberia ser recto no se vislumbra con una medida de 90°.
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[00:22 — 00:43]: El video continué presentando el enunciado del Teorema de Pitdgoras desde la
concepcién como relacion entre areas de cuadrados; seguido, en el video se muestra una represen-
tacion grafico-estatica de dicha concepcién, en esta se puede observar que con material concreto se
han sobrepuesto tres cuadrados sobre los lados del tridngulo anterior (Figura 4.1-17), de tal forma
que en el material concreto, el cuadrado azul comparta exactamente uno de sus lados con el lado
A del tridangulo, esto andlogamente para los cuadrados amarillo y rojo y los lados B y C del tridngulo
respectivamente (Figura 4.1-18).

El Teorema de Pitagoras se puede
expresar de otra forma: el area del
cuadrado construido sobre la hipotenusa

de un triangulo rectangulo es igual a la
suma de las areas de los cuadrados
construidos sobre los catetos.

Figura 4.1-17. Captura de pantalla III del vi- Figura 4.1-18. Captura de pantalla IV del vi-
deo 04 deo 04

R2-ar: De la representacién escrita y grafico-estatica de la Figura 4.1-17 y la Figura 4.1-18, se
puede inferir que otra concepcién que se pretende desarrollar el video es la de relacién entre areas
de cuadrados.

Vale indicar algunos aspectos:

L3(I): En la expresion “el area del cuadrado construido sobre la hipotenusa”, no se precisa a qué
cuadrado hace referencia (puede ser cualquier cuadrado, adyacente a la hipotenusa). Lo correcto
seria decir: el area del cuadrado construido de tal forma que uno de sus lados sea la hipotenusa del
tridngulo rectangulo. El mismo comentario cabe para la expresién “las areas de los cuadrados
construidos sobre los catetos.”

R1(I): De lo anterior, se puede concluir que se enuncia de una manera no tan precisa el Teorema

desde su concepcion como relacién entre areas.

L1(I): Representan inadecuadamente los cuadrados ya que no los nombran de ninguna de las posi-
bles formas (nombrando los cuatro vértices del cuadrado o nombrando los lados del cuadrado);
tampoco tienen la indicaciéon de los angulos rectos ni las congruencias de los lados.

[00:44 — 00:52]: El expositor muestra una diapositiva con los materiales necesarios para la construir
un artefacto que permitird argumentar el Teorema de Pitagoras aproximandose al argumento de
divisiones en unidades de medida (Figura 4.1-19).

Con un folio, cafitas de refresco y unas
bolitas podemos hacer un experimento

muy sencillo para comprobar que dichas
areas son iquales.

Figura 4.1-19. Captura de pantalla V del video 04
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[00:43 — 02:25]: El video finalizé presentando la comprobacién del Teorema de Pitdgoras desde la

concepcion de relacién entre areas de cuadrados, a través del uso de material concreto; en el lapso,

pudimos identificar ocho principales momentos:

L

II.
I1I.

Iv.

VL

VIL

VIII.

En una hoja blanca, se tiene la representacion grafico-estatica del Teorema de Pitdgoras
desde la concepcion de relacién entre areas de cuadrados; en donde los lados de los cuadra-
dos, que no son a la vez lados del triangulo, estdn superpuestos por fragmentos de pitillo
(Figura 4.1-20).

Superponen un tridngulo de cartén al tridngulo de la hoja blanca (Figura 4.1-21).
Empiezan a llenar las regiones que aparentan tener menor area con esferas rojas (Figura
4.1-22).

Se observa que las regiones antes mencionadas no quedan cubiertas de esferas en su tota-
lidad (Figura 4.1-23).

Giran e inclinan la representacion, de forma que las regiones antes mencionadas queden en
la parte superior (Figura 4.1-24).

Retiran el tridngulo de cartén, el cual servia como barrera contenedora de las esferas rojas,
para que estas se desplacen a la regién que aparenta tener la mayor area (Figura 4.1-25).
Acomodan las esferas para que entren todas en la regién que aparenta tener la mayor area
(Figura 4.1-26).

Superponen nuevamente el tridngulo de cartén al tridngulo de la hoja; ademaés, se observa

que la regién que aparenta tener la mayor drea no queda cubierta en su totalidad (Figura
4.1-27).

Figura 4.1-20. Captura de pantalla VI del vi-  Figura 4.1-21. Captura de pantalla VII del vi-

deo 04 deo 04

Figura 4.1-22. Captura de pantalla VIII del Figura 4.1-23. Captura de pantalla IX del vi-

video 04 deo 04
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Figura 4.1-24. Captura de pantalla X del vi- Figura 4.1-25. Captura de pantalla XI del vi-
deo 04 deo 04

=

Figura 4.1-26. Captura de pantalla XII del vi- Figura 4.1-27. Captura de pantalla XIII del
deo 04 video 04

A3(P)-ge: Es posible observar que el material concreto que se utiliza hace alusién a un argumento
geométrico a partir de la divisién de unidades de medida para mostrar el Teorema de Pitagoras
desde su concepcion de relacién entre areas de cuadrados, siendo las esferas rojas las que se pretende
hagan las veces de unidad de superficie.

A3(P)-gd: Por otro lado, el hecho de verter las esferas relativas a “cubrir” la “superficie” determi-
nadas por los cuadrados correspondientes a los catetos, en la “superficie” determinada por el cua-
drado correspondiente a la hipotenusa, e inferir que las esferas iniciales cubren esta tltima superficie
es algo dindmico con material concreto.

A1(I): Pese al esfuerzo de usar material concreto y un dinamismo para sustentar la veracidad del
Teorema, el argumento correspondiente utiliza esferas para cubrir un volumen especifico, lo cual
no es afortunado. Esto, por cuanto usa esferas (figura de dimensién 3) para verificar un teorema
que alude a superficies de cuadrados (figuras de dimensién 2); por lo tanto, este argumento deberia
ser apropiado para argumentar una de las generalizaciones del Teorema de Pitagoras, especifica-
mente aquella referida a volimenes (ver capitulo 2.2.4 Generalizaciones). Independiente de si se
argumenta una de las generalizaciones del Teorema (aquella que alude a volumen) o si se alude a
la concepcién por superficies, la prueba no es afortunada porque las esferas no cubren por completo
las regiones del espacio o las regiones de planas, segtin el caso. Este hecho implica un proceso de
idealizacién (pensar que la esfera “cubren” perfectamente cada “superficie” o “volumen”) que no
necesariamente sea cercano para todos los receptores del video.

L3(I): Debido a lo anterior, no se pretende presentar un argumento para el Teorema de Pitdgoras
sino de una de sus generalizaciones. Nétese que en el video aluden a un argumento y no a una
demostracién del Teorema de Pitadgoras como dice el titulo “Teorema de Pitdgoras demostracién”.

En sentido estricto, esa no es una manera correcta de indicar la tarea que se abordard en el video.
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Consideramos que la tarea podria ser enunciada de manera similar a algo como: “Argumento geo-
métrico de la Generalizacién del Teorema de Pitdgoras (ampliacién con volimenes) a partir de la
division en unidades de medida”. En ese sentido creemos que no hay una comunicacién afortunada
de la tarea que se va a tratar en el video.

Sintesis del Analisis

R3-me-ar: Se resalta su intencion por aludir al Teorema de Pitagoras desde sus dos concepciones:
medida de lados y areas de superficies cuadradas.

A3(P): Se presenta de manera parcialmente adecuada, un argumento geométrico a partir de la
division de unidades de medida para mostrar el Teorema de Pitdgoras desde su concepcién de
relacion entre areas de cuadrados. Este es interesante pero no afortunado.

L2(I): Porque, hay un uso inadecuado de las representaciones concretas que se usan particularmente
cuando se presenta una mostracion para el Teorema. El esfuerzo es interesante, pero en realidad se
hace una mostracion de una generalizacion del Teorema de Pitadgoras; mas ain el argumento se
fundamenta en una representacion que no permitieron cubrir el espacio. El proceso de idealizacion
debe ser alto para dar un sentido correcto del T. Pitdgoras, o bien para entender asumir volumen
como una representacion de area de superficie, o bien para asumir que una superficie (indicada por
un volumen) esta perfectamente cubierta.

Otros asuntos a rescatar son:

L3(G): El Teorema de Pitdgoras se enuncia de una manera no precisa: desde su concepciéon por
medida de lados debido a que confunde lados y medidas de lados y desde su concepciéon por areas
de cuadrados, puesto que no precisa a que cuadrado hace referencia.

L1(I): Representan inadecuadamente los cuadrados y el tridngulo rectdngulo; ya que no nombran
sus vértices, ni se indican los angulos rectos, por ejemplo.

L2(G): Hay uso ambiguo del término hipotenusa o catetos: c6mo lado o como medida de lado.

C1(T): Finalmente, podemos afirmar que el video tiene Tipo 1 de representatividad, al abordar

diferentes aproximaciones a Teorema de Pitagoras: concepciones y argumentos.

C2(T)-c: Igualmente alcanza el Tipo 2 de representatividad al abordar dos tipos de una de las
aproximaciones tratadas: concepciones desde la relacién de mediada de lados, y desde la relacién

entre areas

C3 (T): Igualmente alcanza el Tipo 3 de representatividad, al no abordar diferentes procedimientos
en una misma categoria, para un mismo tipo de aproximacién: presenta un argumento geométrico
dindmico.

Tabla 21. Anélisis del video No. 05

Etiqueta de | Demostracion del Teo-
,q . Enlace | https://youtu.be/R21PyY-mpzs
busqueda | rema de Pitagoras

Titulo del Video No. 05: “DEMOS- Intencio-

TRACION DE,L TEO- | | alidad Interés académico no curricular
REMA DE PITAGORAS

video

Identificacion
del video
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(usando el area del tridn-
gulo y del cuadrado). FA-
CIL”

Objetos
primarios
representa-

tivos

e Representaciones verbales, simbdlicas (algebraicas) y grafica-estética
(geométricas).

e Teorema de Pitdgoras desde la concepcién como relacion entre medidas
de lados.

e Congruencia entre segmentos y tridngulos.
e Area del tridngulo y del cuadrado.
e  Operaciones algebraicas.

e Argumentos geométrico-algebraicos.

Descripcién gene-
ral

En el video se tratan algunos objetos previos del Teorema de Pitagoras,
como lo son: la definicién de tridngulo rectangulo y los elementos de este
tipo de tridngulo. Por otro lado, se aborda el Teorema por medio de la
concepcién de relacién entre areas de cuadrados; por tltimo, se verifica el
Teorema para un caso particular.

Desde un punto de vista técnico, el video consiste en una filmacién en la
que todo el tiempo se observa al expositor de la informacién o un tablero no
electronico, que sirve como apoyo para que el expositor realice la explicacién,
a modo de mondlogo.

Analisis de Idoneidad Epistémica

[00:24 — 01:10]: El expositor inicia la explicacién del tema presentando simultdneamente el antece-

dente y el consecuente del Teorema desde la concepcion de relacién entre medidas de lados, una

definicion del triangulo rectangulo y los elementos de este tipo de tridngulo; a la vez, en el video se

muestra una representacion grafico-estatica del tridngulo rectangulo (Figura 4.1-28); en el lapso el

expositor afirma lo siguiente:

Hay muchisimas formas de demostrar que para cualquier tridngulo rectdngulo [dibuja una

figura similar a un tridngulo rectdngulo -en adelante tridngulo inicial-], voy a llamar a la

hipotenusa, que es el lado més largo, a, y a un cateto lo voy a llamar b y al otro cateto lo

voy a llamar ¢ [nombra cada lado del tridngulo]. Bueno, pues estaba diciendo que hay

muchisimas formas de demostrar que todos, absolutamente todos los tridangulos rectangulos,

este tiene un angulo de noventa grados [indica el 4ngulo que parece recto], pues verifican

lo siguiente [escribe la expresién a? = b? + ¢?].
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Figura 4.1-28. Captura de pantalla I del video 05

R1(P): La expresién “que para cualquier tridngulo rectdngulo”, que corresponde al antecedente del
teorema, permite identificar el cardcter de proposicién condicional de este. Ademés, De la expresién,
“absolutamente todos los tridngulos rectdngulos, verifican lo siguiente [escribe la expresién
a? = b? + ¢?]”, podemos afirmar que es una forma adecuada, pero poco rigurosa, de enunciar el
Teorema de Pitagoras, ya que se explicita correctamente el antecedente y someramente el conse-
cuente de este.

R2(A)-me: Uso coherente de la concepcién del Teorema de Pitdgoras por relacién entre la medida
de lados.

L1(P): Representa adecuadamente el tridngulo rectdngulo al indicar el dngulo recto, aunque no

nombra sus vértices.

L2(G): Primeramente, las letras a, b y ¢ se usan como los nombres de los lados del tridngulo; luego,
estas mismas aparecen elevadas al cuadrado (a? = b? + ¢?), representando los cuadrados de las
medidas de lados a, b y c¢. De acuerdo con lo anterior, hay un uso ambiguo de la representacién
simbdlica, por cuanto a, b y ¢ son usadas como lados en un momento y como medidas de lados en
otro.

[01:12 — 01:56]: El expositor comenzé desarrollando el argumento a partir de composiciones con
tridngulos congruentes; dibujando un cuadrado, teniendo en cuenta las medidas del tridangulo rec-
tangulo inicial (Figura 4.1-29); a la vez, en el video se muestra una representacién grafico-estética
de esto; en el lapso el expositor afirma lo siguiente:

Bueno, pues nuestra demostracién tiene una idea feliz, la nuestra, para demostrar que esto
es verdad. Nosotros vamos a construir un cuadrado grande. Aqui estd un lado, aqui esta
otro lado, aqui esta otro lado, aqui esta otro lado [dibuja una figura similar a un cuadrado
-en adelante “cuadrado grande”-]. Todos los lados miden lo mismo, claro, por eso es un
cuadrado. Y mirad, este lado, pues va a medir ¢ + b, ;si? Y este otro, pues va a medir los
mismo, ¢ + b, y este otro lado pues igualmente, c + b, y este otro lado, pues adivina, lo
mismo, claro que si, ¢ + b [sefiala cada lado del cuadrado grande y en cada uno de estos,

marca el punto que determina las distancias b y c].
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Figura 4.1-29. Captura de pantalla II del video 05
R9: Enuncia de manera explicita el procedimiento de construir un cuadrado.

R5(P): De la expresién “Todos los lados miden lo mismo, claro, por eso es un cuadrado”, podemos
afirmar; que la condicién de que todos los lados de un cuadriladtero tengan la misma medida, es
necesaria para definir cuadrado, pero no es suficiente; ya que por si sola, como se encuentra enun-
ciada, se refiere a un rombo.

L1(P): Representan de manera parcialmente adecuada los cuadrados, ya que indica las igualdades
de la medida de sus lados al decir que todos miden ¢ + b, pero no indica los dngulos rectos.

A2(P): Se presenta un uso adecuado del argumento a partir de composiciones con tridngulos con-
gruentes; sin embargo, no se sustentan los procedimientos realizados para construir cuadrado me-
dida ¢ + b. Una forma adecuada de argumentar esto, seria hacer referencia a algin teorema que
aborde la construcciéon de segmentos a partir de una medida dada. Para el caso de nuestro sistema
axiomatico local, seria el Teorema Localizacién de puntos.

A3-ga: Es posible identificar que, a partir de la concepcién de relaciéon entre medidas de lados del
Teorema de Pitagoras, este se intenta demostrar usando argumentos geométrico-algebraicos a partir
de composiciones con tridngulos congruentes.

A2(I): No sustenta adecuadamente el hecho de que se pueda construir un cuadrado con lados de
medida ¢ + b. Una forma adecuada de argumentar esto, seria hacer referencia a algtin teorema que
mencione la construcciéon de segmentos a partir de una medida dada. Para el caso de nuestro
sistema axiomatico local, seria el Teorema Localizaciéon de puntos

[01:57 — 03:10]: El expositor continué desarrollando el argumento dibujando un cuadrado, en el
interior del cuadrado anterior, teniendo en cuenta las medidas del tridngulo rectangulo inicial (Fi-
gura 4.1-30); a la vez, en el video se muestra una representacién gréafico-estatica de esto; en el lapso
el expositor afirma lo siguiente:

Bien, tenemos ya un cuadrado, un cuadrado grande, y dentro de este cuadrado grande
vamos a dibujar un cuadrado pequefio. Pues mira, este en concreto [dibuja una figura
similar a un cuadrado, tal que estd es determinada por los puntos que determinan las
distancias b y ¢ -en adelante “cuadrado pequefio”-]. Bueno, més o menos se ve que esto es
un cuadrado. Este es un cuadrado muy especial, mira, tiene de lados a, a, a y a [sefiala
cada lado del cuadrado pequeiio], ;Y por qué hago esto Juan? ;Por qué hago esto? Pues
mira, este triangulo que hay aqui, es este; este tridngulo que hay aqui, es este [sefiala uno
a uno, los dos tridngulos derechos determinados por el cuadrado grande y el cuadrado
pequeilo y el tridngulo inicial, respectivamente]. Es decir que hemos dibujado cuatro tridn-
gulos como este [sefiala los tridngulos determinados por el cuadrado grande y el cuadrado
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pequeiio y el tridngulo inicial], que estdn dentro del cuadrado grande y ademés hay un
cuadrado pequeno. Vuelvo a repetir otra vez qué hemos hecho: hemos dibujado un cuadrado
grande, y dentro el cuadrado grande hay cuatro tridngulos como este [sefiala los tridngulos
determinados por el cuadrado grande y el cuadrado pequeiio y el tridngulo inicial] y ademés
un cuadrado pequefio.

Figura 4.1-30. Captura de pantalla III del video 05

L3(I): La expresion “este tridngulo que hay aqui, es este”; es una manera inadecuada de referirse a
la relaciéon de congruencia de tridngulos; una manera adecuada de hacerlo serfa: “estos triangulos
son congruentes”.

A2(I): De la expresion “hemos dibujado un cuadrado grande, y dentro el cuadrado grande hay
cuatro tridngulos como este [sefiala los tridngulos determinados por el cuadrado grande y el cua-
drado pequeilo y el tridngulo inicial] y ademés un cuadrado pequeno.”; podemos inferir que lo que
pretende afirmar el expositor, es que la construcciéon que acaba de hacer determina cuatro tridngulos
congruentes al tridAngulo inicial; pero en ningin momento provee un argumento que sustente dicha
asercién. Una forma de argumentar esto, seria hacer referencia a algin elemento axiomético que
aluda al criterio lado-angulo-lado de congruencia de tridngulos.

[03:16 — 04:43]: El expositor continud la explicacién calculando el area de las figuras involucradas
(el cuadrado grande, el cuadrado pequetio y los cuatro tridngulos determinados por estos), teniendo
en cuenta las medidas del tridngulo rectdngulo inicial (Figura 4.1-31); a la vez, en el video se
muestra una representaciéon algebraica de esto; en el lapso el expositor afirma lo siguiente:

Nosotros vamos a demostrar que el Teorema de Pitadgoras se cumple, es decir que esto es
verdad, usando el valor de las 4reas de lo que hay aqui [sefala el cuadrado grande]. Mirad
chicos ;Cudl es el area de un triangulo cualquiera? Bueno, pues el area de un triangulo
cualquiera es base por altura dividido entre dos. Asi que mira, el drea de este triangulo
[sefiala el tridngulo inicial], es simplemente, pues ¢ por b o b por ¢, da igual, dividido entre
dos. Y ahora pongamos nuestra vista en este cuadrado grande y en sus pequenos trozos.
Mirad, el cuadrado grande ;Cudl es el valor de su area? Pues mira Juan, el lado al cuadrado
LEl lado cuanto vale? Pues ¢+ b o b + ¢, al cuadrado. ;Y cudl es el area del cuadrado
pequeiio, el de lado a? Pues sera igual a a al cuadrado.
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Figura 4.1-31. Captura de pantalla IV del video 05

A2(P): De la expresién “vamos a demostrar que el Teorema de Pitdgoras se cumple, es decir que
esto es verdad, usando el valor de las dreas de lo que hay aqui [sefiala el cuadrado grande]”; podemos
inferir que usa adecuadamente el Postulado de adicién de areas, pero no lo explicita como argu-
mento de la asercién. Consideramos que pudo haber verbalizado: “vamos a demostrar que el Teo-
rema de Pitagoras se cumple, es decir que esto es verdad, comenzando con aplicar el Postulado de
adicién de areas en el cuadrado de lado b + ¢ [sefiala el cuadrado grande]”

R9: Presenta de manera explicita el procedimiento para calcular el area del tridngulo: “el area de
un tridngulo cualquiera es base por altura dividido entre dos”; y para calcular el area del cuadrado:
“el cuadrado grande ;Cudl es el valor de su area? Pues mira Juan, el lado al cuadrado”

[04:45 — 05:35]: El expositor continué la explicacién de la determinacién del area del cuadrado
grande a partir de las figuras determinadas en su interior (el cuadrado pequeiio y los cuatro tridn-
gulos determinados por este) como se muestra en la (Figura 4.1-32); a la vez, en el video se muestra
una representacion algebraica de esto; en el lapso el expositor afirma lo siguiente:

Pues aqui esta lo importante, el area del cuadrado grande, voy a escribirlo, va a ser igual
al 4drea del cuadrado pequeflo, més este area, este area, este area, esta area [seflala los
tridngulos determinados por el cuadrado grande y el cuadrado pequeilo], bueno pues, cuatro
veces el area del tridngulo [sefiala el tridngulo inicial]. Bueno pues tenemos aqui el 4rea del
cuadrado grande es igual al area del cuadrado pequenio méas cuatro veces el area del trian-
gulo rectangulo.

Figura 4.1-32. Captura de pantalla V del video 05

R7(A): La expresién “Bueno, pues tenemos aqui el 4rea del cuadrado grande es igual al drea del
cuadrado pequeno mas cuatro veces el area del tridngulo rectdngulo”, permite evidenciar un uso
adecuado de proposiciones matematicas, para este caso particular, deducida de la representacién

gréafica.
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R2(2): Usa coherentemente la proposicién mencionada en el cdédigo anterior, ya que se condice con
lo expresado verbalmente, asi como con la grafica de la cual dedujo usando implicitamente el
Postulado adicién de areas.

[05:57 — 06:37]: El expositor continué la explicacién sustituyendo las expresiones de las areas por
las anteriormente calculadas (Figura 4.1-33); a la vez, en el video se muestra una representacién
algebraica de esto; en el lapso el expositor afirma lo siguiente:

Bueno pues, voy a sustituir estas areas, por sus expresiones, por sus valores en funcién de
los lados. Venga, el area del cuadrado grande es esto que hay aqui [sefiala la expresién
Ag = (b + ¢)?], bmaés ¢ al cuadrado. Y esto tiene que ser igual al area del cuadrado pe-
queno, que es a cuadrado, mas cuatro veces el drea del tridngulo, que es esto que hay aqui

[sefiala la expresion Ay = %], pues b por ¢ dividido entre dos. Asi que simplemente hay

que operar y vamos a llegar a esto [sefiala la expresién a? = b? + ¢?].

Figura 4.1-33. Captura de pantalla VI del video 05

R9: Enuncia explicitamente el procedimiento de sustituir las expresiones de las areas: “Bueno pues,
voy a sustituir estas areas, por sus expresiones, por sus valores en funciéon de los lados”

[06:40 — 09:20]: El expositor finaliz6 la explicacién realizando las operaciones algébricas necesarias,
para demostrar la igualdad del Teorema de Pitdgoras (Figura 4.1-34); a la vez, en el video se
muestra una representacién algebraica de esto; en el lapso el expositor afirma lo siguiente:

Desarrollemos este binomio al cuadrado, b mas ¢ elevado al cuadrado. Esto se puede hacer
de muchas formas, a mi me gusta especialmente emplear los productos notables, pues ten-
driamos b cuadrado mas dos veces bc mas ¢ al cuadrado. Y esto es igual a a al cuadrado,

y mira, cuatro medios, esto es dos, asi que cuatro bc dividido entre dos simplemente es dos
bc.

Figura 4.1-34. Captura de pantalla VII del video 05

Y esto que hay aqui lo podemos simplificar. Por ejemplo, tenemos dos bc aqui y dos bc
all4, pues simplificamos [seflala y tacha la expresién 2bc en ambas partes de la igualdad]
.Y qué méas podemos simplificar? Nada mas. ;Qué nos ha quedado superviviente en esta
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igualdad? pues tenemos b al cuadrado mas ¢ al cuadrado igual a a al cuadrado (Figura
4.1-35). Y nosotros querfamos demostrar que a cuadrado es igual a b cuadrado més ¢
cuadrado. Yo puedo decir que esto que hay aqui [sefiala la expresién b? + ¢ = a?], es lo
mismo que a cuadrado, es igual a b cuadrado mas ¢ cuadrado. Bien chicos acabamos de
demostrar el Teorema de Pitagoras.

Figura 4.1-35. Captura de pantalla VIII del video 05

R11(A): Usa adecuadamente procedimientos algebraicos como: desarrollar el cuadrado de un bino-
mio, simplificar fracciones, reducir términos semejantes en ambos términos de la igualdad.

Sintesis del Anélisis
Identificamos como los cédigos mas representativos de este video, los siguientes:

A3-ga: A partir de la concepcién de relacién entre medidas de lados del Teorema de Pitagoras, se
argumenta desde la composicién con tridngulos congruentes.

A2(I): Aunque es posible seguir el “hilo 16gico” de la demostracién que se intenta realizar, esta es
inadecuada, ya que en ningtin momento hace explicitos los argumentos que sustentan las aserciones
a las que alude. Por ejemplo: el Teorema Localizaciéon de puntos, el Postulado Lado-angulo-lado y
el Postulado Adicién de areas.

L2(G): Hay uso ambiguo del término hipotenusa o catetos: c6mo lado o como medida de lado.

C1(T): Finalmente, podemos afirmar que el video tiene Tipo 1 de representatividad, al abordar
diferentes aproximaciones a Teorema de Pitdgoras: concepciones y argumentos.

C2-c¢: Ademas, alcanza el Tipo 2 de representatividad al abordar solo un tipo de cada aproximacién
tratada: concepcién desde la relacion de mediada de lados y argumentos geométrico-algebraicos.

C3(T): Tampoco alcanza el Tipo 3 de representatividad, al no abordar diferentes procedimientos

en una misma categoria, para un mismo tipo de aproximacién: presenta un argumento.

Tabla 22. Anélisis del video No. 06

Eti ta d D tracion del Teo-
l,que a de oS rac.lo/n o e Enlace https://youtu.be/ KK4XTS9dgjg
busqueda rema de Pitagoras
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Identificaciéon
del video

Word] Demostracién
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facilisima del TEO-
REMA DE PITAGO-
RAS”

e Representaciones verbales, simbdlicas (algebraicas) y gréaficas-estati-
cas (geométricas).

e Teorema de Pitdgoras desde la concepcién como relacion entre medi-
das de lados

e Congruencia entre segmentos y tridangulos

Objetos pri-
marios repre-

sentativos -
e Area del tridngulo y del cuadrado

e Operaciones algebraicas

o Argumentos geométrico-algebraicos

En el video se tratan algunos objetos previos del Teorema de Pitagoras,
como lo son: la definicién de tridngulo rectangulo y los elementos de este
tipo de tridngulo; a la vez que aborda el Teorema por medio de la con-
cepcion de relacion entre areas de cuadrados; ademas, prueba el Teorema

Descripcién general | Usando argumentos geométrico-algebraicos.

Desde un punto de vista técnico, el video consiste en una filmacién en la
que todo el tiempo se observa un tablero digital, que sirve como apoyo
para que un expositor realice la explicaciéon, a modo de mondlogo, del
Teorema de Pitagoras desde la concepcion antes mencionada.

Anailisis de Idoneidad Epistémica

[00:10-01:01]: El expositor inicia la explicacién dando una definicién del tridngulo rectangulo y los
elementos de este tipo de tridngulo; luego, enuncia el antecedente del Teorema de Pitagoras y la
concepcién que pretende desarrollar: la que alude a relacién de medida de lados; seguidamente,
realiza una prueba del teorema usando argumentos geométrico-algebraico a partir de composiciones
con tridngulos congruentes (Figura 4.1-36), para finalmente enunciar el Teorema de Pitdgoras (

Figura 4.1-37).

Teorema de Pitagoras

En un tridngul ngulo, la suma de los
cuadrados de |. des de sus catetos

Figura 4.1-36. Captura de pantalla I del video  Figura 4.1-37. Captura de pantalla II del vi-
06 deo 06

El desarrollo de esta prueba es analogo a la presentada en el video No. 5; en consecuencia, consi-
deramos que no aporta objetos nuevos a analizar; sin embargo, consideramos que este video es mas
riguroso al definir y caracterizar algunos objetos, al realizar algunos procedimientos y al enunciar
el Teorema desde la concepcién antes mencionada.

Dichos elementos que son de destacar, los presentaremos en la seccién sintesis del analisis.
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Sintesis del Analisis
Identificamos como los cédigos més representativos de este video, los siguientes:

R4(A): El expositor define adecuadamente tridngulo rectangulo: “el teorema de Pitdgoras es vélido
para tridngulos rectangulos, tridngulos con un angulo de 90 grados”; ademas, caracteriza adecua-
damente los catetos: “los tridngulos rectangulos tienen dos catetos, son los lados de menor longitud”

L1(I): Pese a lo anterior, representa inadecuadamente el tridngulo rectdngulo ya que no indica el
angulo recto.

R1(A): Enuncia adecuadamente el Teorema de Pitdgoras, asi: “se tiene el Teorema de Pitdgoras,
que dice que, en un tridngulo rectangulo la suma de los cuadrados de las longitudes de sus catetos
es igual al cuadrado de la longitud de la hipotenusa”.

R2(A): Este enunciado se conduce adecuadamente con la concepcién de medidas de lados, del
Teorema de Pitagoras

A3-ga: A partir de la concepcién de relacion entre medidas de lados del Teorema de Pitagoras, se
argumenta adecuadamente usando la composicion con triangulos congruentes, especificamente, el
argumento de Zhao y Liudel (Mostrado en la seccién de argumento, grupo 4).

L2(A): De las expresiones: “los tridngulos rectdngulos tienen dos catetos, son los lados de menor
longitud, supongamos que en nuestro caso la longitud de estos lados es x e y, tenemos el lado mas
largo que se llama hipotenusa, supongamos que ésta mide h” y “x% 4+ y% = h?; podemos decir que
estas se representan simbodlicamente de manera adecuada, ya que las letras x, y e h aluden a
medidas de segmentos.

R11(A): Al momento de construir los cuadrados involucrados en la prueba, usa la expresién “dibu-
jamos un segmento perpendicular”, lo cual hace que el procedimiento de construcciéon sea matema-
ticamente adecuado.

C1(T): Finalmente, podemos afirmar que el video tiene Tipo 1 de representatividad, al abordar
diferentes aproximaciones a Teorema de Pitdgoras: concepciones y argumentos.

C2-c¢: Ademas, alcanza el Tipo 2 de representatividad al abordar solo un tipo de cada aproximacién
tratada: concepcién desde la relacion de mediada de lados y argumentos geométrico-algebraicos.

C3(T): Tampoco alcanza el Tipo 3 de representatividad, al no abordar diferentes procedimientos

en una misma categoria, para un mismo tipo de aproximacién: presenta un argumento.

Tabla 23. Anélisis del video No. 07
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Objetos pri-
marios repre-

sentativos

e Representaciones verbales, simboélicas (algebraicas) y grafica-esté-
tica (geométricas).

e Teorema de Pitdgoras desde la concepcién como relacién entre la
medida de lados.

e Procedimientos aritméticos y algebraicos.

e Situaciones/Problemas puramente mateméticos.

Descripcién general

El video presenta la resolucién de cuatro situaciones puramente mate-
méticas, que consisten en: dado un tridngulo rectangulo y las medidas
de un angulo (diferente al recto) y un lado, o de dos de sus lados; calcular
las medidas de los angulos y lados faltantes utilizando las previamente
conocidas. Las situaciones 1 y 2 corresponden al primer caso (un dngulo
y un lado), como no es posible aplicar directamente el Teorema de Pi-
tagoras, el expositor da solucién a estas usando identidades trigonomé-
tricas y el Teorema 180 (esto es; en todo tridngulo, la suma de las me-
didas de sus dngulos internos es igual a 180). Las situaciones 3 y 4 co-
rresponden al segundo caso (dos lados); aunque en ambas es posible
aplicar el Teorema de Pitagoras, el expositor da solucién a la situacién
4 analogamente a las situaciones 1 y 2; la situacion 3 es la tnica en la
que se aplica el Teorema de Pitadgoras para encontrar parte de su solu-
cién. En consecuencia, presentamos el anélisis del fragmento del video

que nos interesa; esto es, aquel referido al Teorema de Pitagoras.

Desde un punto de vista técnico, el video consiste en una filmacién en
la que todo el tiempo se observa una pizarra no electrénica, que sirve
como apoyo para que un expositor realice la explicacién, a modo de
mondlogo, de la aplicacién del Teorema de Pitagoras para resolver el
ejercicio.

Anailisis de Idoneidad Epistémica

[00:03-00:09]: El expositor inicia la explicacién mostrando los cuatro ejercicios que se van a solu-

cionar a lo largo del video; a la vez, en el video se muestra una representacion grafico-estatica de

esto (Figura 4.1-38); en el lapso el expositor afirma lo siguiente: “Daré solucién a cada uno de los

siguientes triangulos rectangulos”.

So\ucwv\ar cada uno de los si uientes
TRIANGULOS RECTANGULOS :

L) : 3) 11‘17&
Bede <31

D
12

wer

Figura 4.1-38. Captura de pantalla I del video 07

L1(A): Representa adecuadamente los tridngulos rectangulos ya que indica el dngulo recto, los

angulos y lados cuyas medidas son conocidas y nombra los vértices del triangulo.
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S1-pm: Se presentan cuatro diferentes situaciones de orden puramente matemaético, aunque solo se

aplica el Teorema de Pitagoras a la correspondiente al item 3.

L3(I): Usa lenguaje no formal para comunicar la tarea a desarrollar: “solucionar cada uno de los
siguientes tridngulos rectangulos”. Consideramos que una manera mas afortunada de comunicar la
tarea puede ser: “Determinaremos las medidas de los 4ngulos y de los lados de un triangulo rectan-

gulo, a partir de angulos y lados cuyas medidas si estan dadas.”

[11:03-13:13]: El expositor da comienzo al desarrollo de la situacién del item tres; para ello, recurre
en un primer momento al Teorema de Pitagoras para calcular la medida del lado faltante. El resto
de la situacion la resuelve aplicando identidades trigonométricas, y el Teorema 180. A la vez, en el
video se muestra una representacion grafico-estatica de la aplicacién del Teorema de Pitagoras

(Figura 4.1-39); en el lapso, el expositor afirma lo siguiente:

Tenemos el tridngulo rectangulo QPR, donde conocemos la hipotenusa y uno de los catetos.
Podriamos entonces, comenzar con el Teorema de Pitagoras para encontrar la medida del
cateto PR. Decimos entonces que el cateto PR al cuadrado [escribe (PR)?], més [escribe +],
el cateto PQ, que mide doce unidades, esto al cuadrado [escribe (12)?], nos tiene que dar
como resultado la hipotenusa, que mide veinticinco, al cuadrado [escribe (25)2]; ese es el
Teorema de Pitagoras. Tenemos entonces PR al cuadrado, més doce al cuadrado que nos
da ciento cuarenta y cuatro, igual a veinticinco al cuadrado que es seiscientos veinticinco
[escribe (PR)? 4+ 144 = 625]; de alli despejamos PR al cuadrado, pasamos 144 que esté
sumando, al otro lado a restar [escribe (PR)? = 625 — 144], resolvemos la resta; entonces
tenemos PR al cuadrado, igual a 481 [escribe (PR)? = 481]. Y para despejar PR, tomamos
raiz cuadrada a ambos lados, entonces en lado derecho tenemos la raiz cuadrada de 481,
recordemos que en el lado izquierdo la raiz cuadrada elimina el exponente dos [escribe
PR = V/481], y esto en calculadora nos da aproximadamente igual a veintiuno punto no-
venta y tres, redondeando a dos cifras decimales [escribe PR = V481 ~ 21.93]. Entonces
escribimos el resultado por aqui [escribe arriba del lado PR del tridngulo], el cateto PR mide

veintiuno punto noventa y tres unidades.

julioprofe.net ||
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25 (PRY'+ (12)1= (7.5)2
(PR 4 144 = (25
(PR) = G25-144
(PR)"= 481
PR = V481 = 21.93

Figura 4.1-39. Captura de pantalla II del video 07

S1-pm: Presenta una situacién puramente matematica que consiste en calcular la medida de uno
de los lados del tridngulo rectangulo, conociendo las medidas de los otros dos.

L1(A): Representa adecuadamente el tridngulo rectangulo ya que indica el dngulo recto, los lados

cuyas medidas son conocidas y nombra los vértices del tridngulo.
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S2(A): Ya que es posible comprobar graficamente el antecedente el Teorema, la expresién
(PR)? + (12)% = (25)? es una manera adecuada de aplicar el consecuente; por tanto, esto se cons-

tituye en un uso adecuado del Teorema.

R11(A): Usa adecuadamente procedimientos algebraicos para simplificar la expresién
PR? + 12% = 252, hasta calcular aproximadamente la medida de la hipotenusa.

R9(A): En términos generales, el expositor pretende hacer explicitos los procedimientos llevados a
cabo para abordar el ejercicio, entre estos, el uso del Teorema de Pitagoras.

L3(I): La expresién “El cateto PR al cuadrado” es una expresion verbal no adecuada, ya que afirma
que un lado de un tridngulo es igual a una medida representada por un nimero (por supuesto, se
estd asumiendo que con antelacion el expositor ha precisado que el cateto es un lado del triangulo,
esto es, un segmento; no la medida del segmento representada por un ndmero). El mismo comen-
tario cabe para las expresiones “cateto PQ, esto al cuadrado” y “nos tiene que dar como resultado
la hipotenusa al cuadrado”.

L3(I): La expresién “tomamos raiz cuadrada a ambos lados” es un procedimiento no riguroso; en
este caso puntual, usar el término “tomar” para referirse a “aplicar la propiedad de la monotonia
de la potenciacién” es una verbalizaciéon no rigurosa.

L3(I): La expresion “pasamos 144 que estd sumando, al otro lado a restar” es un procedimiento no
riguroso; en este caso puntual, usar el término “pasar” para referirse a “aplicar la propiedad aditiva
de la igualdad” es una verbalizacién no rigurosa.

R7(I): Usa inadecuadamente procedimientos aritméticos, ya que afirmar “en el lado izquierdo la
raiz cuadrada elimina el exponente dos” es matematicamente incorrecto. En sentido estricto,
VPR? = |PR|; para este caso, al considerar que PR representa una medida, se tiene que
VPR? = |PR| = PR. Pareciera, entonces, que la expresion dicha por el expositor, en la practica, es
correcta. Podria serlo para este caso, pero mateméaticamente no lo es. Este tipo de flexibilidad en
la comunicacién y en el uso de propiedades de los niimeros reales puede dejar como secuelas que
proposicién Va2 = a se conciba como verdadera para cualquier a real.

R7(G): Afirmar que la medida aproximada de la hipotenusa es 21.93, y poco después decir “el
cateto PR mide 21.93 unidades” es una ambigiiedad. Por un lado, la medida de PR es aproximada,
es decir que no es la medida exacta (PR # 21.93); por otro lado, en la medida de PR es 21.93
(PR = 21.93). Esto es un error en la légica proposicional, especificamente en la negacién, ya que si
p es verdadero (sea p: PR = 21.93) entonces —p es falso (siendo —p : PR # 21.93).

L2(G): En concordancia con el error anterior, en el tablero escribe PR =481 = 21.93 (i.e,
PR = 21.93) pero en la gréfica escribe sobre PR la medida del lado (21.93), como si fuera la medida
exacta (Figura 4.1-39).

Sintesis del Analisis
Identificamos como los cédigos mas representativos de este video, los siguientes:

S1-pm: El video alude a diferentes situaciones de orden puramente matematico, en las cuales se
debe calcular todas las medidas de un tridngulo rectangulo, conociendo solo algunas de estas; unas
relativas a las identidades trigonométricas y otras relativas al Teorema de Pitagoras.
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R11(G): Sin embargo, no hay una comunicacién afortunada de la tarea que se va a tratar en el
video: en lugar de decir “solucionar tridngulos rectangulos” hubiese sido més adecuado indicar:
“Determinaremos las medidas de los angulos y de los lados faltantes en un tridngulo rectangulo, a
partir de angulos y lados cuyas medidas estan dadas”.

En el abordaje de esas situaciones, el expositor:

L2(A)(T): Usa diferentes tipos de representacion: grafica-estatica, en la ilustracién de los tridngulos
y sus respectivas medidas; verbal, en la explicacion oral que realiza a lo largo del video; y simbdlica,
en el proceso de desarrollar la ecuacion resultante de aplicar el Teorema de Pitdgoras. En estas
representaciones hay coherencia ya que todos aluden a la concepcién de relaciéon entre la medida
de lados de un tridngulo rectangulo.

RI(A): Pretende hacer explicitos los procedimientos llevados a cabo para determinar la medida de

la hipotenusa. Sin embargo:

L3(P): Verbaliza inadecuadamente procedimientos algebraicos como: “pasar” lo que estd sumando
a restar y “tomar” raiz cuadrada a ambos lados. Sin embargo, mantiene un lenguaje respecto de
los Teoremas vistos y figuras geométricas.

R7(I): Usa inadecuadamente la radicacién al afirmar que VPR? = PR.

R7(G): Usa ambiguamente la igualdad matemética al afirmar que dos medidas son iguales y dife-
rentes a la vez.

L2(G): Usa ambiguamente el término hipotenusa o catetos: cémo lado o como medida de lado.

R7(A)(T): Aunque no se presenta acé el andlisis de todos los fragmentos, damos fe de que en el
video se usa diferentes proposiciones como identidades trigonométricas, el Teorema de angulos

complementarios y el Teorema 180°.

S2(A): Ademaés, aplica adecuadamente el Teorema de Pitdgoras segtin la concepcién de medidas de
lados.

C1: Finalmente, podemos afirmar que el video no alcanza el Tipo 1 de representatividad, al abordar

solo una aproximacion al Teorema: situacién problema.

C2: No alcanza el Tipo 2 de representatividad al abordar no abordar solo un tipo de cada aproxi-

macién: Situaciones problema.

C3-pm(T): Podemos afirmar que el video tiene Tipo 3 de representatividad, al abordar diferentes
procedimientos en una misma categoria, para un mismo tipo de aproximacién: aborda cuatro si-

tuaciones problema puramente matematicas.

Tabla 24. Anélisis del video No. 08
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Encontrar la hipote-

nusa”

e Representaciones verbales, simbdlicas (algebraicas) y gréaficas-esté-
ticas (geométricas).
e Teorema de Pitagoras desde la concepciéon como relacién entre la

Objetos pri- medida de lados.
marios repre-

sentativos e Procedimientos aritméticos y algebraicos para despejar ecuaciones

de segundo grado.

e Situaciones puramente matematicas.

En un primer momento del video se expone el enunciado del Teorema
de Pitagoras y la definicién de tridngulo rectangulo; se aborda el Teo-
rema por medio de la concepcién por medidas de lados. Por ltimo, se
presenta la solucién de cuatro situaciones puramente matemaéticas en las
cuales es necesario usar el Teorema. Las primeras dos situaciones son
explicadas detalladamente; las siguientes se presentan como ejercicio al

Descripcién general | lector, dando un espacio para resolver los ejercicios, y luego mostrando

la solucién con su respectivo procedimiento.

Desde el punto vista técnico, este video consiste en una filmacién en la
que todo el tiempo se observa una pizarra no electrénica, que sirve como
sustento para que un emisor realice la explicacion, a modo de mondlogo,

del Teorema de Pitagoras.

Analisis de Idoneidad Epistémica

[00:22-02:04]: El expositor da comienzo del video en el que estd planteado un ejercicio (encontrar

la medida de la hipotenusa), para ello se explica someramente el Teorema de Pitdgoras y la defini-

cién de tridngulo rectangulo; a la vez, en el video se muestra una representacion grafico-estatica de

esto (Figura 4.1-40); en el lapso el expositor afirma lo siguiente:

Primero que todo, debemos recordar el Teorema de Pitagoras, que ya lo expliqué en uno
de los videos anteriores, y dice que el cuadrado de la hipotenusa, pilas que esto funciona,
el Teorema de Pitagoras funciona solamente en tridngulos rectangulos, o sea, tridngulos
que tengan un angulo recto; entonces dice, el cuadrado de la hipotenusa. Bueno, antes de
seguir, primero debemos identificar como estan marcados los lados, acordémonos que siem-
pre va a estar marcado el angulo recto y los dos lados que forma en angulo recto se llaman
catetos, a este cateto le voy a poner a y al otro cateto le voy a poner b. Los nombres es lo
de menos, ustedes le pueden poner my no x y y. Bueno, la x no porque ya esté aqui [senala
la x de la figural, es lo menos, generalmente yo le coloco ahi b, ya les digo porqué, y el otro
lado que queda, pues se llama hipotenusa; yo generalmente le coloco la h (h de hipotenusa).
Aqui [senala los catetos del tridngulo] no les coloco la ¢ pues porque seria ¢ y ¢, y, como
son lados diferentes, pues toca colocarle letras diferentes, ;no? Pero bueno, la hipotenusa
es el lado mas largo y los otros dos lados son los catetos. Ahora si, el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos, entonces si lo escribo mate-
maticamente, digdmoslo asi, ;cémo escribimos el cuadrado de la hipotenusa? la hipotenusa
yo la llame h, entonces seria h al cuadrado es igual a la suma de los cuadrados de los
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catetos, entonces, jcémo llamé yo los dos catetos? a y b, o sea los cuadrados jcémo los
escribo?, a al cuadrado y b al cuadrado [escribe h? = a? + b?]. Como les digo, las letras,
eso es lo de menos, lo importante es que sepamos que aqui dice hipotenusa al cuadrado y
que estos dos, a y b, son los catetos.

EL CUADRADO OE LA HIPOTENYSA ES
1GOAL A LA SUMA OE 05 CUADRADOS
PE (OS5 CATETOS.

't W= a+b

R

dm
Q

Figura 4.1-40. Captura de pantalla I del video 08

L3(G): La expresién “tomamos raiz cuadrada a ambos lados” es un procedimiento no riguroso; en
este caso puntual, usar el término “tomar” para referirse a “aplicar la propiedad de la monotonia
de la potenciacién” es una verbalizacién no rigurosa. la verbalizacién no es la mds precisa. (i) Da
la impresiéon de que en el orden en el que va necesitando los antecedentes del Teorema, los va
enunciando. Por lo tanto, consideramos afortunado ordenar los antecedentes de la siguiente manera:
definicién de tridngulo rectdngulo, representacién grafica del tridngulo rectdngulo (la marca en el
dngulo recto), notacién de los lados (catetos e hipotenusa) del tridngulo, definicién de estos lados
en un tridngulo rectangulo, finalmente, se enuncia el Teorema de Pitdgoras. (ii) La expresién “en-
tonces si lo escribo matematicamente” es un procedimiento no riguroso; en este caso puntual, usar

el término “matematicamente” para referirse a “simbdélicamente” es una verbalizacién no rigurosa.

L3(I). En este lapso del video, en un primer momento enuncia el antecedente del Teorema, a la vez
que define tridngulo rectangulo y angulo recto; seguido, hace un acercamiento al consecuente del
Teorema, a la vez que caracteriza hipotenusa y catetos; por ultimo, enuncia parte del consecuente
del Teorema. Lo anterior, permite evidenciar una comunicacién no tan conveniente, ya que no es
tan idoneo el orden en el que enuncia, define y caracteriza cada uno de los objetos involucrados.
Esto habla de los objetos muy especificos involucrados en el Teorema sin haberlo enunciado.

L2(A): En la expresién “Los nombres eso es lo de menos', el expositor comenta la no relevancia de
la asignacién de los nombres a los lados del tridangulo en algin orden predeterminado; y por el
contrario, enfatiza en la relevancia de identificar que los catetos son los segmentos con menor
medida en un tridngulo rectangulo, con respecto a la medida de la hipotenusa.

R9(A): En términos generales, el expositor pretende hacer explicitos los procedimientos llevados a
cabo para abordar el ejercicio, entre estos, el uso del Teorema de Pitagoras.

R5(G): En el parrafo se evidencia un uso ambiguo de los términos cateto e hipotenusa. En ocasiones
pareciera que fueran las medidas de los lados del tridngulo rectangulo (e.g., el cuadrado de la
hipotenusa); en otras, pareciera que el nombre que recibe los lados de un tridngulo rectangulo (e.g.,
los dos lados que forma en dngulo recto se llaman catetos). Esta ambigiiedad no deja claridad
respecto a cémo entender tales términos, si como lados o como medida de lados. Al final del frag-
mento, al escribir la expresién h? = a? + b? parece adoptar la segunda opcién. En cualquier caso,
la ambigiiedad existe.
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L3(G): Escribir en el tablero “el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de
los catetos” no es una manera pertinente de aludir al Teorema de Pitagoras. Esto porque se da a
entender que la hipotenusa y los catetos son medidas representadas por nimeros (por ende, sus-
ceptibles de elevarse al cuadrado) o que los objetos que son segmentos —hipotenusa o catetos— son
objetos susceptibles de elevarse al cuadrado; en cualquier caso, podria haber un error de orden
matematico. Para el primer caso, hipotenusa y catetos son nimeros; para el segundo, habria que
precisar el sistema axioméatico local para indicar el sentido de elevar al cuadrado objetos tipo seg-
mento; dependiendo de ello, es posible indicar errores conceptuales o no.

R4(A): Se define adecuadamente tridngulo rectdngulo de forma explicita diciendo “tridngulos que

tengan un angulo recto”.

L1(G): La representacién para indicar en el tridngulo las medidas de los lados que estédn dados no
es tan idonea; mejor es decir b = 4 cm,a = 3cm y h = x, x indicado con esto tltimo que la medida
de la hipotenusa es desconocida. Por supuesto, en este caso, se asume que las letras b,a y h indican
medidas de los lados y no nombres de segmentos.

[02:18-04:14]: El expositor muestra el procedimiento para llevar a cabo la tarea y empieza a aplicar
el Teorema de Pitagoras sustituyendo las medidas de los lados del triangulo y resolviendo la expre-
sién; en el video se muestra una representacién grafico-estatica de la aplicacién del Teorema de
Pitagoras (Figura 4.1-41); en el lapso el expositor afirma lo siguiente:

Ahora si, habiendo recordado el Teorema de Pitagoras, pues simplemente remplazamos con
los datos que tenemos en nuestro tridngulo. Conocemos dos catetos y nos falta la hipote-
nusa, entonces reemplazamos: Hipotenusa, en este caso la hipotenusa se llama x, entonces
seria x al cuadrado igual al cateto a al cuadrado; en este caso el cateto a es 3 centimetros,
3 centimetros al cuadrado, hay que colocarlo entre paréntesis, porque si no le colocamos
paréntesis solamente quedaria al cuadrado los centimetros y toca el cateto que mide 3
centimetros, todo al cuadrado; [escribe (3cm)?] més el otro cateto al cuadrado, que la b en
este caso mide 4 centimetros, también al cuadrado. Como tenemos que averiguar el valor
de x, tenemos que despejar la x, sacamos raiz cuadrada a ambos lados de la igualdad.
Entonces ;para qué sacamos la raiz cuadrada? Para eliminar este cuadrado, para que la x
quede solita, ;y que nos queda? x. Voy a hacer todas las operaciones, pero ustedes si
quieren, se pueden saltar alguna: aqui [esto] quedaria igual a raiz cuadrada y voy a elevar
estos cuadrados [sefiala al (3cm)? y al (4cm)?]. Acordémonos que cuando hay un cuadrado
y dentro hay varias cosas, elevamos las dos; por ejemplo, aqui dice 3 centimetros, entonces,
elevamos el 3 al cuadrado y también los centimetros al cuadrado, entonces ;Cémo nos
queda? 3 al cuadrado, 3 por 3 [es] 9, y los centimetros también al cuadrado; més 4 elevado
al cuadrado que es 4 por 4 [es] 16 y los centimetros también al cuadrado. Nos queda que x
es igual a la raiz cuadrada, y hacemos esta suma, 9 mas 16 que es 25 centimetros cuadrados,
y sacamos la raiz cuadrada, si queremos podemos colocar por aqui abajito, no cabe, pero
colocarfamos x igual y la rafz cuadrada de 25 que es 5, porque 5 por 5 [es] 25 y la raiz
cuadrada de centimetros cuadrados es centimetros.
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Figura 4.1-41. Captura de pantalla II del video 08

El anélisis de esta seccién es muy similar al presentado en el “video No. 7” en el fragmento [11:03-

13:13]. Sin embargo, caben destacar:

R8(G): En la expresién “voy a hacer todas las operaciones, pero ustedes si quieren, se pueden saltar
alguna” no es claro si se refiere a que las operaciones que va a realizar se pueden omitir, o se pueden
calcular mentalmente. En ese sentido, tal expresion puede ser ambigua.

R3(G): Alude ambiguamente al Teorema de Pitdgoras segiin su concepcién de medida de lados, ya
que en la ecuacién “x = V9cm? + 16cm?” se observa que los cm se elevan al cuadrado; por lo tanto,
ya no se refiere a la concepcion por medidas de lados sino a la concepcién por areas de cuadrados.
Este hecho nos lleva a pensar que, si bien se pretende hacer un uso cuidadoso de la sintaxis, se
descuida la seméntica (el significado) que estd de fondo cuando se usa la sintaxis empleada por el
expositor.

[06:29-07:40]: El expositor aborda otras dos situaciones en las que debe hallar la medida de la
hipotenusa; muestra los dos tridngulos con los nombres de sus lados y las medidas de sus lados, y
da un espacio para pausar el video con la intencién de que el receptor resuelva dichos ejercicios
antes de que el emisor muestre el desarrollo de los ejercicios; en el video se muestra una represen-
tacion grafico-estatica de la aplicacién del Teorema de Pitdgoras (Figura 4.1-42).
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Figura 4.1-42. Captura de pantalla III del video 08

S3(A)-pm: El expositor propone situaciones de problematizacién de orden puramente matematico,

que luego procede a resolver.

R5(I): muestra el resultado final como y = 17,08 m y x = 5,65 c¢m, respectivamente. Sin embargo,
hay que contemplar que las medidas logradas son aproximadas, por lo que su representacién escrita
deberd ser y = 17,08 m y x = 5,65 cm, respectivamente. Esta aclaracién se realiza verbalmente,

pero simbdlicamente se expresa incorrectamente.

Sintesis del Analisis

Identificamos como los cédigos més representativos de este video, los siguientes:
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R2-me: El método de solucién de las situaciones, alude a la concepcién de relaciéon de medidas de
lados; ya que, en esencia eleva las distancias al cuadrado.

S1(A): El video plantea cuatro situaciones problema relativas a usar el Teorema para encontrar la
medida de la hipotenusa del tridngulo rectéangulo, conociendo las medidas de los otros dos lados.
Sin embargo, no hay una representatividad de las Situaciones/Problemas, ya que: (i) En el video
tnicamente se abordaron situaciones puramente mateméaticas (ii) En las situaciones abordadas no
hubo riqueza de procesos, ya que los cuatro procedimientos son analogos.

S1-pm: Aludiendo al hecho de que el video se concentra en abordar situaciones problema, consis-
tente en hallar la medida de la hipotenusa del tridngulo rectangulo, teniendo conocidas las medidas
de los otros dos.

L2(T): Usa diferentes tipos de representacion: grafica-estética, en la ilustraciéon de los tridngulos,
la asignacién de variables y sus respectivas medidas; verbal, en la explicaciéon oral que realiza a lo
largo del video, y; simbdlica, en el proceso de desarrollar la ecuacion resultante de aplicar el Teo-
rema de Pitagoras.

R3(G): Sin embargo, en estas no hay coherencia. Si bien es cierto que todas aluden a la concepcién
de relacién entre la medida de lados de un triangulo rectangulo, la sintaxis no se condice consisten-
temente con la concepcion del Teorema en el momento que eleva los centimetros al cuadrado.

L2(G): Hay uso ambiguo del término hipotenusa o catetos: c6mo lado o como medida de lado.

R9(A): En términos generales, el expositor pretende hacer explicitos los procedimientos llevados a
cabo para abordar el ejercicio, entre estos, el uso del Teorema de Pitagoras.

L3(I): Verbaliza inadecuadamente procedimientos algebraicos como “sacar” rafz cuadrada a ambos
lados.

R7(G): Usa ambiguamente la igualdad Matemadtica al afirmar que dos medidas son iguales y dife-

rentes a la vez.
S2(A): Aplica adecuadamente el Teorema de Pitdgoras segiin la concepcién de medidas de lados.
S3(A)-pm: El expositor propone situaciones de problematizacién de orden puramente matemético.

C1: Finalmente, podemos afirmar que el video alcanza el Tipo 1 de representatividad, al abordar
dos aproximaciones al Teorema: concepcion y situacion.

C2: Por otro lado, el video no alcanza el Tipo 2 de representatividad al abordar solo un tipo de
cada aproximacién: concepcién que alude a media de lados y situaciones puramente matematicas.

C3-pm (T): Podemos afirmar que el video tiene Tipo 3 de representatividad, al abordar diferentes
procedimientos en una misma categoria, para un mismo tipo de aproximacién: aborda cuatro si-
tuaciones problema puramente matematicas.

Tabla 25. Anélisis del video No. 09

Etiqueta d Aplicacién del T
rqueta de pricacion €el LeOTEA | Bnlace https://youtu.be/BwiT3G7qPLo

Identi-
fica-

busqueda de Pitagoras
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Titulo del vi-
deo

Video No. 09: “23. Apli-
caciones del teorema de

Pitagoras.”

Intencio-
nalidad

Interés académico curricular

Objetos pri-
marios repre-
sentativos

e Representaciones verbales, simbdlicas (algebraicas) y graficas-estati-

cas (geométricas).

e Teorema de Pitagoras desde la concepcién como relacion entre la me-

dida de lados.

e Procedimientos aritméticos y algebraicos.

e Situaciones/Problemas: fantasioso y realista.

Descripcién general

El video presenta la resolucién de dos situaciones: una fantasiosa y otra

realista; estas consisten en calcular la longitud de un segmento, a partir

de unas distancias conocidas aplicando el Teorema de Pitagoras.

Desde el punto de vista técnico, el video consta de una proyeccién de

diapositivas y una voz en off que van explicando paso a paso la solucién

de las situaciones.

Cabe resaltar que el video inicia con la siguiente descripcion: “Matemati-

cas tercer grado, bloque 2, secuencia 17, Teorema de Pitagoras dos, apli-

caciones del Teorema de Pitagoras”; esto nos permite establecer su inten-

cionalidad como de tipo académico curricular.

Anailisis de Idoneidad Epistémica

[00:05 — 01:40]: La explicacién comienza presentando un contexto fantasioso y luego una represen-

tacion grafico-estatica asociada a este (Figura 4.1-43); en el lapso la voz en off afirma lo siguiente:

Dos moscas matematicas planean una competencia para ver cuél recorre primero la distan-

cia mas larga en linea recta dentro de un salén. Como no la pueden medir, tienen que hacer

los célculos para averiguar cudl es esa medida. Las moscas conocen la forma del salon desde

afuera e hicieron este dibujo: el salén tiene la forma de una caja, mide 4 metros de ancho

7 de largo y 2.5 metros de altura. Observen y traten de encontrar los dos puntos que estan

separados por la mayor distancia posible. Después de analizar su diagrama, las moscas

determinaron que la distancia mas larga es del punto C al punto D, y la trazaron.

Figura 4.1-43. Captura de pantalla I del video 09

S1-fa: El contexto en el que estd inmersa la situacion es de tipo fantasioso; esto porque refiere a

una actividad aparentemente conscientes de dos insectos que planean una competencia y resuelven

un problema que ello les implica.

101




L1(A): El paralelepipedo representado en la Figura 4.1-43 es adecuado; ya que, se indican las
distancias de los segmentos y se nombran los vértices, necesarios para dar solucion a la situacion.

L2(A): Adicionalmente, la representacion gréafico-estatica realizada se corresponde con la descrip-
cién de la situacién, lo que se constituye en una modelacién adecuado de esta.

S3(A): La expresién “Observen y traten de encontrar los dos puntos que estan separados por la
mayor distancia posible” propone una problematizacién que se resuelve por medio de la visualiza-
cién de la representacién grafico-estatica.

[00:05 — 01:40]: La voz en off contintia realizando unas preguntas al observador del video: ;Cudntos
tridngulos rectangulos ven en la figura?, dibujen los tridngulos en su cuaderno, ;porque es necesario
conocer la hipotenusa de uno de los tridngulos del piso?

¢Cuantos triangulos rectangulos
ven en la figura?

Figura 4.1-44. Captura de pantalla II del video 09

S3: Podemos afirmar que este lapso se propone una problematizacién, ya que, quien observa, debe
visualizar la representacion grafico-estatica, construir una representaciéon que corresponda a la si-
tuacién e indique los triangulos rectangulos asociados e inferir que la hipotenusa del AABC es uno
de los catetos del ABDC.

L1(A): En la Figura 4.1-44, se observan dos tridngulos rectangulos, AABC y ABDC, y se indica su
respectivo angulo recto; esto se constituye en una representacion grafico-estatica adecuada.

[01:41 — 02:24]: La voz en off contintia explicando la solucién del problema enunciado en el frag-
mento [00:05 — 01:40], que consiste en calcular la distancia CB (Figura 4.1-45); en el lapso esta
afirma lo siguiente:

“La hipotenusa BC del tridAngulo del piso ABC es un cateto del tridngulo BCD; con lo anterior, las
moscas usaron el Teorema de Pitagoras en el tridangulo ABC para encontrar el valor de la longitud
BC.”

cateto

Figura 4.1-45. Captura de pantalla III del video 09
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“El cateto AB al cuadrado més el cateto AC al cuadrado es igual a la hipotenusa DC al cuadrado.
En el diagrama, podemos ver que el cateto AB mide 7 y el cateto AC mide 4, sustituimos los valores
y elevamos al cuadrado, al sumar se obtiene 65 es igual a BC al cuadrado.” (Figura 4.1-46)

(AB)* + (AC)? = (BC)?

C

N (?i+ (@) =(BC)’
9+ 16 = (BC)

A 7 m
cateto

65 =(BC)

Figura 4.1-46. Captura de pantalla IV del video 09

R2-me: El método de solucion de la situacién, alude a la concepciéon de relacién de medidas de
lados; ya que, en esencia eleva las distancias al cuadrado.

S2(A): Al tener el AABC rectdngulo con las respectivas medidas de sus lados, y a partir de estas
formular la expresién “(7)? + (4)? = (BC)?”, podemos afirmar que se realiza una adecuada aplica-
cién del Teorema de Pitagoras.

L3(G): La expresion “el cateto AB al cuadrado maés el cateto AC al cuadrado es igual a la hipotenusa
DC al cuadrado” es una expresién verbal ambigua, ya que no es claro si los términos cateto e
hipotenusa hace referencia a los segmentos en si o a sus medidas. Una forma adecuada de enunciar
el Teorema evitando la ambigiiedad seria: “la medida del cateto AB al cuadrado mas la medida del
cateto AC al cuadrado es igual a la medida de la hipotenusa DC al cuadrado.”. Cabe resaltar que
al ser un video curricular, el no enunciar el Teorema puede ser producto de que, en la planeacién
del video, la enunciacién se realice en clase.

L1(P): Representa el tridngulo rectdngulo de manera parcialmente adecuada; ya que no indica el
angulo recto, pero si nombra los vértices.

R9: Enuncia de forma explicita procedimientos algebraicos y aritméticos como lo son: sustitucién
de los valores de las medidas, elevar al cuadrado y la suma de nimeros naturales.

R11(A): Usa adecuadamente los procedimientos algebraicos y aritméticos involucrados en la solu-
cién de la situacion.

[02:24-03:35]: La woz en off continda explicando la solucién del problema enunciado en el fragmento
[00:05 — 01:40], que consiste en calcular la distancia CD (Figura 4.1-47); en el lapso esta afirma lo
siguiente:

Ahora BC es un cateto del tridngulo més grande y la hipotenusa de ese tridngulo es la
distancia que estan buscando las moscas. Entonces al aplicar el Teorema de Pitagoras al
tridngulo CBD se tiene: BC al cuadrado mas BD al cuadrado es igual a CD al cuadrado.
Como acabamos de encontrar, BC al cuadrado es igual a sesenta y cinco y BD mide dos
punto cinco. Entonces sesenta y cinco mas seis punto veinticinco es igual a €D al cuadrado.
Al operar, obtenemos que CD al cuadrado es igual a setenta y uno punto veinticinco; saca-
mos raiz cuadrada de ambos lados y obtenemos que la hipotenusa CD es aproximadamente
igual a ocho punto cuarenta y cuatro, entonces la distancia mas larga que recorrieron las
moscas es de ocho punto cuarenta y cuatro metros.
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(BC)*+ (BD)* = (CD)?
65 + (BD)? = (CD)?
65 + (2.5)? = (CD)?

65+ 6.25 = (CD)?
(CD)?=71.25

J(CD)?=+/71.25

CD = 8.44

Figura 4.1-47. Captura de pantalla V del video 09

S2(A): Al tener el ABCD rectangulo con las respectivas medidas de sus lados, y a partir de estas
formular la expresién “65 + (2.5)% = (CD)?” podemos afirmar que se realiza una adecuada aplica-

cién del Teorema de Pitagoras.

L1(P): Representa el tridngulo rectdngulo de manera parcialmente adecuada; ya que no indica el
angulo recto, pero si nombra los vértices.

R9: Enuncia de forma explicita procedimientos algebraicos y aritméticos como lo son: sustitucién
de los valores de las medidas, elevar al cuadrado y la suma de nimeros naturales.

R11(A): Usa adecuadamente los procedimientos algebraicos y aritméticos involucrados en la solu-
cién de la situaciéon, como lo son los anteriormente mencionados.

L3(I): La expresién “sacamos raiz cuadrada a ambos lados” es un procedimiento no riguroso; en
este caso puntual, usar el término “sacar” para referirse a “aplicar la propiedad de la monotonia de

la potenciacién” es una verbalizacién no rigurosa.

R7(I): Usa inadecuadamente procedimientos aritméticos, ya que afirmar “en el lado izquierdo la
raiz cuadrada elimina el exponente dos” es matematicamente incorrecto. En sentido estricto,
VCD? = |[CD|; para este caso, al considerar que CD representa una medida, se tiene que
VCD? = |PR| = PR. Pareciera, entonces, que la expresién dicha por el expositor, en la practica, es
correcta. Podria serlo para este caso, pero matematicamente no lo es. Este tipo de flexibilidad en
la comunicacién y en el uso de propiedades de los niimeros reales puede dejar como secuelas que
proposicién Va2 = a se conciba como verdadera para cualquier a real.

L1(I): El simbolo “=” es usado inadecuadamente, al usarlo para aludir al simbolo de aproximacién

W
~ .

[03:35 — 05:05]: La explicacién comienza presentando un contexto realista y luego una representa-
cién grafico-estatica asociada a este (Figura 4.1-43); en el lapso la voz en off afirma lo siguiente:

Miguel y Daniela tienen una lona de tres metros de largo y quieren usarla para hacer el
techo de una tienda para acampar. La tienda tiene dos metros de frente, ;qué altura deben
tener los soportes que quedan en medio? El frente de la tienda tiene forma de triangulo
isosceles y el soporte es la altura del tridngulo; como la tienda tiene dos metros de frente,
la altura divide a la base a la mitad; sabemos que la lona mide tres metros, entonces cada
lado del tridngulo mide uno punto cinco metros que corresponde a la hipotenusa de los
tridngulos. Observen que los dos tridngulos rectangulos son iguales, entonces podemos apli-
car el Teorema de Pitdgoras en alguno de ellos para encontrar el cateto AD que coincide
con la altura de la tienda. DC al cuadrado més AD al cuadrado es igual a AC al cuadrado,
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entonces al elevar al cuadrado y despejar a AD al cuadrado, y se obtiene, se hace la resta,
se saca raiz cuadrada de ambos lados y se tiene que AD es aproximadamente uno punto
once, asi Miguel y Daniela ya saben que la altura del soporte me de uno punto once metros.

(DC)?+ (AD)? = (AC)?
12+ (AD)? = (1.5)?
1+ (AD)? =2.25
(AD)?=2.25-1

1.5 m

1.11m

(AD)?*=1.25
J(@AD)? =y1.25

AD = 1.11

Figura 4.1-48. Captura de pantalla VI del video 09

S1-ra: El contexto en el que estd inmersa la situacion es de tipo realista, ya que trata de dos
personas que deben calcular una medida.

R5: Usa adecuadamente las definiciones de tridngulo isésceles y altura de triangulo para calcular
las medidas de los lados del tridngulo y para determinar que AACD es rectangulo, respectivamente.

S2(A): Al tener el AACD rectangulo con las respectivas medidas de sus lados, y a partir de estas
formular la expresién “1%2 + (AD)? = (1.5)?”, podemos afirmar que se realiza una adecuada aplica-
cién del Teorema de Pitagoras.

L1(A): Representa el tridngulo rectdngulo de manera adecuada, ya que indica el dngulo recto y

nombra los vértices.

R9: Enuncia de forma explicita procedimientos algebraicos y aritméticos como lo son: sustitucién
de los valores de las medidas, elevar al cuadrado y la suma de nimeros naturales.

R11(A): Usa adecuadamente los procedimientos algebraicos y aritméticos involucrados en la solu-

cién de la situacion.

Sintesis del Analisis
Identificamos como los c6digos més representativos de este video, los siguientes:
S1-fa,ra: Se abordan dos situaciones que se presentan una es de tipo fantasiosos y la otra realista.

R2-me: El método de solucién de las situaciones alude a la concepcién de relacién de medidas de

lados; ya que, en esencia eleva las distancias al cuadrado.

S2(A): Al tener un tridngulo rectdngulo con las respectivas medidas de sus lados y, a partir de
estas, formular expresiones en términos de los cuadrados de las medidas de los lados, podemos
afirmar que se realiza una adecuada aplicacion del Teorema de Pitagoras.

L3(G): La expresién “lado al cuadrado” es ambigua, ya que hace referencia a los segmentos en s,
mas no a sus medidas. Una forma adecuada de enunciarlo seria: “la medida del lado al cuadrado”.

R11(A): Usa adecuadamente los procedimientos algebraicos y aritméticos involucrados en la solu-
cién de la situacién, como lo son los anteriormente mencionados.
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C1(T): Finalmente, podemos afirmar que el video tiene Tipo 1 de representatividad al abordar
diferentes aproximaciones a Teorema de Pitdgoras: alude a una concepcién y aborda situaciones
problema.

C2(T)-s: Igualmente alcanza el Tipo 2 de representatividad al abordar dos contextos de situaciones:
uno fantasiosos y otro realista.

C3-pm (T): Podemos afirmar que el video tiene Tipo 3 de representatividad, al abordar diferentes
procedimientos en una misma categoria, para un mismo tipo de aproximacion: aborda dos situacio-
nes problema puramente matematicas.

Tabla 26. Anélisis del video No. 10

Etiqueta | Generalizacién del
de bis- | Teorema de Pit4- Enlace https://youtu.be/UGPL2KTxVFY
o queda goras
o
g Video No. 10: “23.
= Titulo del | Aplicaciones del | Intencionali- i L. .
< . o Interés académico no curricular
o video teorema de Pitago- dad
Q ras.”
&
& e Representaciones verbales, simbdlicas (algebraicas) y gréaficas-dindmicas
= Objetos (geométricas).
ﬁ primarios | ¢  Teorema de Pitadgoras desde la concepcién entre dreas de cuadrados.
represen- | ¢  Generalizaciéon del Teorema de Pitdgoras desde su concepcién por figu-
tativos ras planas semejantes y desde poligonos regulares semejantes.
e Operaciones aritméticas (suma).

El video presenta el enunciado del Teorema de Pitagoras desde concepcion
por areas de cuadrados y lo comprueba en un Software de Geometria Dina-
mica; luego, en el software comprueba la generalizacién del Teorema usando

Descripcién gene- tridngulos equildteros, hexagonos regulares y semicircunferencias.

ral
Desde un punto de vista técnico, las comprobaciones del Teorema y de la

generalizacion del Teorema se presentan con una grabacién de pantalla, en
la que usan Cabri Geometria II Plus, un software de geometria dinamica.

Analisis de Idoneidad Epistémica

[00:01-01:37]: El video comienza explicando los antecedentes al Teorema de Pitdgoras, el expositor
presenta las condiciones y procede a enunciar el Teorema segin su significado por areas; en el video
se muestra una representacién grafico-estatica de la aplicacién del Teorema de Pitagoras (Figura
4.1-49); en el lapso el expositor afirma lo siguiente:

Bueno sean ustedes bienvenidos a un nuevo video en el cual hablaremos sobre la generali-
zacion del Teorema de Pitdgoras. Pitadgoras siempre nos dice que, en un triangulo rectan-
gulo —es importante mencionar eso, es decir, que siempre se va a cumplir esta propiedad
en un triangulo rectangulo; es decir, un tridngulo que tenga uno de sus angulos de 90
grados [agrega un indicativo de dngulo recto sobre el tridngulo]—, siempre se va a cumplir
que, sea el cuadrado que corresponde al lado mas largo del tridngulo, es decir la hipotenusa,
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serd igual, a a al cuadrado, que corresponde a uno de esos catetos, méas b al cuadrado que
seria el otro cateto. Es decir, la hipotenusa al cuadrado sera igual a la suma de los cuadra-
dos de los otros dos lados. Bueno, normalmente se utiliza esta férmula, para o en muchos
de los ejercicios que se proponen en el aula. Siempre se la utiliza para encontrar cualquiera
de los dos, de los tres lados, bien sea a, bien sea ¢ o bien sea b; o se la utiliza en muchas
ocasiones para cuando nosotros queremos dados, por ejemplo, dos cuadrados y queremos
encontrar un tercero, que sea equivalente a la suma del area de los otros dos; [en ese caso]
podemos hacer uso entonces del Teorema de Pitagoras.

BN RV E I . I35}

Sabemos que el tearema de pitagoras
nos dice que: €42 = %2 + b2

Figura 4.1-49. Captura de pantalla I del video 10

L1(P): La representacién simbélica “sabemos que el teorema de Pitdgoras nos dice que:
c"2 = b"2 + a’2” es mateméaticamente correcto. Sin embargo (i) es muy confusa la explicacién del
antecedente, ya que al intentar explicar el antecedente y el Teorema al mismo tiempo se generar
confusiones. (ii) La expresién simbdlica “c*2 = b2 + a”2” a pesar de ser matemdticamente co-
rrecta, la sintaxis (c”2) es conocida por quienes programan en software especializado, por lo que
también puede generar confusiones. Consideramos adecuado representar el Teorema, una vez acla-

rados sus antecedentes, como: “Enunciado del Teorema de Pitdgoras: ¢ = b? + a?”.

L1(P): Representa adecuadamente el tridngulo rectdngulo al indicar el dngulo recto, aunque no
nombra sus vértices.

L2(A)(T): Usa adecuadamente diferentes tipos de representacién, ya que hay cierta coherencia
entre lo afirmado por el expositor (representacién verbal) y lo representado gréaficamente en la
Figura 4.1-49 (representacion grafico-dindmica).

R4(A): Se define adecuadamente tridngulo rectdngulo y dngulo recto.

R4(P): Aunque en un principio se da una caracterizacién informal de hipotenusa (usando expresio-
nes como lado més largo basdndose en una percepcién visual), luego define de una manera més
adecuada hipotenusa y catetos haciendo alusion al lado opuesto al dngulo recto o demas lados del
triangulo, respectivamente. Sin embargo, mezcla la enunciacién del Teorema con la explicacion de
los antecedentes, lo que puede hacer confusa esa comunicacién.

R1(A): La expresién “en un tridngulo rectangulo, es importante mencionar eso, es decir, que siempre
se va a cumplir esta propiedad si en un tridngulo rectangulo”, que corresponde al antecedente del
teorema, permite identificar el cardcter de proposiciéon condicional de este. La expresion “la hipo-
tenusa al cuadrado serd igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados” enuncia correcta-

mente el Teorema haciendo alusién a su concepcién por areas.
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S1-pm: El video alude a diferentes tipos de situaciones de orden puramente matemadtico, en las
cuales se debe calcular la medida de un cuadrado conociendo las medidas de los otros dos cuadrados,

aun cuando no se presenta ejemplos para estos tipos de situaciones.

[01:38-03:22]: El Expositor construye cuadrados tomando como base los lados del tridngulo, calcula
sus areas y muestra la suma de las dreas de los cuadrados equildteros que tienen como base los
catetos; realiza la prueba de arrastre e indica que esa suma coincide con el area del cuadrado con
la hipotenusa como base (Figura 4.1-50); en el lapso el expositor afirma lo siguiente:

Bueno, lo anterior es lo que vamos a hacer a continuacién: si nosotros construimos un
cuadrado con esta arista [sefiala la hipotenusa del tridngulo de la Figura 4.1-50] y bueno,
aqui tenemos un cuadrado. Vamos a construir otro con la arista a y [otro] con la arista b.
Entonces vamos a mirar aquf [usa la herramienta “Area” de Cabri a que es igual esa rea
[se refiere al 4rea del cuadrado de lado a], entonces tendriamos aqui [senala el valor del
area] que esta area vale pues lo que marca alli [22.69cm™2] y bueno, aca tenemos esta area
[Area de cuadrado con base b]. Bueno esta area [ha calculado el drea de cuadrado con base
¢ usando la herramienta “Area” del software]. Entonces, vamos a verificar el Teorema de
Pitagoras; alli, s{ se cumple [se refiere al caso de la Figura 4.1-50]. Bueno, entonces haciendo
uso de la herramienta, pues aqui calculadora [Usa la herramienta “Calculadora” de Cabri],
entonces vamos a tomar este lado [selecciona el area del cuadrado de lado a] que ya sabe-
mos que es el drea que equivale al cuadrado, més esta drea de acd [drea de cuadrado con
base b]; sabemos que eso nos da 38, bueno 69 [hace referencia al resultado “36.69cm™2” y
al drea del cuadrado de lado ¢ “36.69cm™2”], que equivale al drea del cuadrado més grande
[inserta texto programado para que muestre el valor actual de la suma de las 4reas, para
este caso dice [“Resultado 36.69cm™2”]; bueno, haciendo uso de una de las propiedades de,
de esta herramienta, es decir, que es de esta herramienta que es un ambiente de geometria
dindmica; bueno, entonces vamos a hacer uso del arrastre, entonces podemos nosotros ver
aqui que cuando yo arrastro aqui [arrastra el vértice opuesto al lado a] vemos que el area,
digamos, o la relacién siempre se va a mantener, podemos ver esa parte alli [haciendo
alusién a la pantalla], recuerden que el resultado es la suma, de: tanto del cuadrado que
tiene el lado a, [corrige diciendo] del &rea del cuadrado de lado a y el [mds] drea del
cuadrado que tiene lado b; bueno, [arrastra la figura] entonces vemos que esa relaciéon aqui
se cumple [el resultado es igual al 4rea del cuadrado de lado cJ.

(BINC I, 30

N
F

Sabemos que el teorema de pitagoras
nos dice que: c*2 = 8%2 + b*2

38,69 em*2

p269cm2 &

Resultado: 38,69 em2

Figura 4.1-50. Captura de pantalla II del video 10
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A1(A): Presenta adecuadamente una mostracién dindmica a partir de la cual se permite vislum-

brar que efectivamente el Teorema parece ser vélido. Este argumento dinamico se basa en calcu-

lar el area de cada cuadrado y verificar que, bajo el arrastre, la suma del area relativa a los cate-
tos es igual al 4rea del cuadrado relativa a la hipotenusa.

L1(A): La representacion grafica del tridngulo es adecuada ya que marca el dngulo recto. En la
representacion grafica del cuadrado no se indican ni los dngulos rectos ni los lados congruentes,
pero si se realiza la aclaracién verbal de que se alude a un cuadrado.

[03:23-11:28] El Expositor construye tridngulos equildteros tomando como base los lados del tridn-
gulo, calcula sus areas y muestra la suma de las areas de los tridngulos equilateros que tienen como
base los catetos; realiza la prueba de arrastre e indica que esa suma coincide con el area del tridngulo
con la hipotenusa como base (Figura 4.1-51). Repite este proceso, pero con pentigonos regulares y
circunferencias (inicialmente se pretendia realiza el ejercicio con semicircunferencias, pero segtn el
expositor, las limitantes del software no se lo permiten).

109,15 em*2

53,05 cm*2

N s B

b

b / Resultado: 18,07 cm?2 56,10 cm2 Resultado: 109,15 cm*2

] Aot

o] sen o] o] st | | g bl 26| ] 2] ¢

Resultado: 52,18 cm*2

Figura 4.1-51. Capturas de pantalla III del video 10

En este fragmento del video se realizan tres generalizaciones del Teorema de Pitdgoras. Su anélisis
es similar al presentado en el fragmento anterior (para el Teorema, segtin su significado por &reas).
Sin embargo, cabe resaltar:

A1(A): Presenta adecuadamente un argumento dindmico para la generalizacién del Teorema de
Pitagoras por poligonos regulares semejantes, en el caso particular del tridngulo equilatero (que es
equivalente a un poligono regular de tres lados); ya que los tridngulos equildteros se construyen
tomando como uno de sus lados cualquier lado del tridngulo rectangulo dado. Este mismo comen-
tario es valido para los pentagonos regulares.

A1(A): Presenta adecuadamente un argumento dindmico para la generalizacién del Teorema de
Pitdgoras por figuras planas semejantes, en el caso particular del circulo (que aplica también para
semicircunferencia, figura que el expositor planeaba mostrar inicialmente); ya que los circulos se-
mejantes se construyen tomando como uno de sus lados cualquier lado del tridngulo rectéangulo
dado.
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L1(A): La representacion grafica del tridngulo es adecuada ya que marca el dngulo recto. En la
representacion grafica del tridngulo equilatero no se indican los lados congruentes, pero si se realiza
la aclaracion verbal de que se alude a un triangulo equiladtero. Este mismo comentario es vélido

para los pentagonos regulares y los circulos.

R1(A): El expositor dice “vamos a ver que si se cumple con otras figuras” para aclarar el antece-
dente de la generalizacién del Teorema de Pitdgoras; es mas afortunado enunciar para cada figura
la generalizacion del Teorema, en el caso del tridngulo equildtero seria: El area del tridngulo equi-
latero construido tomando como uno de sus lados la hipotenusa de un tridngulo rectangulo es igual
a la suma de las dreas de los tridngulos equildteros construidos tomando como lado, respectiva-
mente, uno de los catetos del mismo tridngulo rectdngulo. Andlogamente para los otros dos casos.

Sintesis del Anilisis
Identificamos como los cédigos mas representativos de este video, los siguientes:

A1(A): Presenta adecuadamente un argumento dindmico para la generalizacién del Teorema de
Pitagoras por poligonos regulares semejantes, en el caso particular del tridngulo equilatero y el

pentagono regular.

A1(A): Presenta adecuadamente un argumento dindmico para la generalizacién del Teorema de

Pitagoras por figuras planas semejantes, en el caso particular del circulo.

A1(A): Presenta adecuadamente una mostraciéon dindmica a partir de la cual se permite vislumbrar

que efectivamente el Teorema parece ser valido.
L2(A)(T): Hay uso de varias representaciones (verbal y gréafica), en general coherentemente.

L1(P): Representa adecuadamente el tridngulo rectdngulo al indicar el dngulo recto, aunque no
nombra sus vértices. En la representacién grafica del cuadrado, el tridangulo equilatero, el pentagono
regular no se indican ni los angulos rectos ni los lados congruentes, pero si se realiza la aclaracién

verbalmente de a cudl figura se refiere.

R4(A): Se define adecuadamente tridngulo rectdngulo y dngulo recto. También define de una ma-

nera adecuada hipotenusa y catetos.

A1(A): Presenta adecuadamente una mostracién dindmica a partir de la cual se permite vislumbrar

que efectivamente el Teorema parece ser valido, para todos los casos.

C1(T): Podemos afirmar que el video tiene Tipo 1 de representatividad, al abordar diferentes apro-
ximaciones al Teorema: alude a una concepcién (desde su concepcién por areas de cuadrados) y

presenta un argumento (dindmico).

C2: Podemos afirmar que el video tiene Tipo 2 de representatividad, al abordar diferentes tipos de
generalizacion del Teorema de Pitdgoras, ya que alude a generalizacién: por poligono regulares

semejantes y por figuras planas semejantes.

C3-fs(T): Podemos afirmar que el video tiene Tipo 3 de representatividad, al abordar diferentes
procedimientos en una misma categoria, para un mismo tipo de aproximacién: aborda dos genera-
lizaciones por poligonos semejantes.
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Tabla 27. Analisis del video No. 11

Etiqueta de
busqueda

Generalizaciéon
del Teorema de Enlace https://youtu.be/ KNjkXWK7ukE

Pitagoras

Titulo del
video

Video No. 11:

“Generalizacion Intencionali- 3 L. .

L Interés académico no curricular
Teorema de Pita- dad
goras.wmv”’

Identificacion del video

e Representaciones verbales, simboélicas (algebraicas) y gréficas-estéticas

Objetos pri- (geométricas).
marios re- | ¢ Teorema de Pitdgoras desde la concepcién entre sreas de cuadrados.
presentati- | ¢  Generalizacién del Teorema de Pitdgoras desde su concepcién por figuras
vos planas semejantes y desde poligonos regulares semejantes.
e Operaciones aritméticas (suma).
El video presenta el enunciado del Teorema de Pitagoras, su Generalizacién
y una comprobacién del Teorema. Se enuncia el Teorema de Pitagoras desde
su concepcién por medidas de lados, seguido de la concepcion del Teorema
por areas de cuadrados; luego, presenta dos situaciones a modo de ejemplo,
Descripcién de la Generalizacién del Teorema de Pitagoras; y finalmente, comprueba el
general Teorema de Pitagoras en un Software de Geometria Dindmica.

Desde un punto de vista técnico, el video consiste en la mostracién de una
serie de diapositivas grafico-estaticas que ilustran la enunciacién y la Gene-
ralizacién del Teorema. Para la comprobacién del Teorema se presenta la
grabacién de la pantalla de GeoGebra, el software de geometria dindmica.

Analisis de Idoneidad Epistémica

[00:00-01:52]: El expositor inicia nombrando los lados del tridngulo y enunciando el Teorema de

Pitagoras desde su significado por medidas de lados; a la vez, en el video se muestra una represen-

tacion grafico-estatica de esto (Figura 4.1-52); en el lapso el expositor afirma lo siguiente:

Teorema de Pitagoras, observas un triangulo rectangulo, cuyos elementos son tres lados y

tres angulos. De estos, el angulo recto es el que indico en este momento [senala el dngulo

recto]. ;Qué es c7; la hipotenusa, es el cateto de mayor longitud y con la particularidad de

que es el opuesto al dngulo recto; cateto a y cateto b. Que dice Pitagoras, que en todo

tridngulo rectangulo, la hipotenusa al cuadrado es igual a la suma de los cuadrados de los

otros dos catetos [escribe ¢? = a? + b?]. Este teorema es uno de los més importantes de la

geometria euclidiana. Estos sumandos [sefiala c¢?,a? b?| en términos de area, representan

el drea de cuadrados de lados c,a, y b.
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hipotenusa

c

cateto

ct=a*>+b’

Figura 4.1-52. Captura de pantalla I del video 11

L2(A)(T): Usa adecuadamente diferentes tipos de representacion (verbal y gréafico-estatica), ya que
hay cierta coherencia entre lo afirmado por el expositor y la representacién grafico-estatica. Por
ejemplo, el expositor habla de un triangulo rectangulo, mientras en el video se observa un tridngulo
con el angulo recto indicado. Este hecho, indica una representatividad del Tipo 2; para este caso
del enunciado del Teorema de Pitagoras: una en lenguaje verbal y otra basada en una representa-
cién grafica.

R5(P): Se evidencio el uso parcialmente adecuado de la definicién de hipotenusa. En la expresion:
“la hipotenusa, es el cateto de mayor longitud y con la particularidad de que es el opuesto al angulo
recto” es adecuado decir que la hipotenusa es el lado “opuesto al angulo recto”; pero es inadecuado
decir que la hipotenusa es el “cateto de mayor longitud”, ya que un cateto es un lado adyacente al
dngulo recto, serfa contradictorio que afirmar que es adyacente (tienen puntos en comun) y al
mismo tiempo es opuesto (no tienen puntos en comun).

R5(G): Debido a esto, el uso de la definicién de catetos es ambigua, ya que uno de los catetos, el

maés largo, es la hipotenusa y un cateto al mismo tiempo.

R1(P): La expresién “observas un tridngulo rectangulo (..). De estos, el dngulo recto es el que
indico en este momento”, que corresponde al antecedente del Teorema, permite inferir su caracter
como proposicion condicional, lo que se constituye en una manera adecuada de enunciar parte de
este.

L2 (I): La expresién “en todo tridngulo rectangulo, la hipotenusa al cuadrado es igual a la suma de
los cuadrados de los otros dos catetos” no es una manera afortunada de aludir al Teorema de
Pitagoras desde su concepcién por areas de cuadrados. Esto porque se da a entender que la hipo-
tenusa y los catetos son medidas representadas por ntimeros (ya que escribe c? = a® + b?), pero su
verbalizacién indica que los objetos que son segmentos —hipotenusa o catetos— son objetos suscep-
tibles de elevarse al cuadrado; en cualquier caso, podria haber un error de orden matematico.

R1(G): En este sentido, hay una forma ambigua de referirse a la hipotenusa y a los catetos; como
segmentos (lados de un tridngulo rectdngulo) o como medida de tales segmentos.

L1(P): Representa adecuadamente el tridngulo rectdngulo ya que marca el dngulo recto y etiqueta
sus lados, aunque no nombra sus vértices.

[01:50-02:10]: El expositor enuncian e ilustra el Teorema de Pitdgoras desde su significado por 4reas;
a la vez, en el video se muestra una representacion grafico-estatica del Teorema de Pitdgoras (Fi-

gura 4.1-53); en el lapso el expositor afirma lo siguiente:

Veamos: en la hipotenusa hemos dibujado el poligono 3, en este cateto [sefiala el lado verde
del tridangulo] el poligono 4 y en este cateto [senala el lado amarillo del tridngulo] el poligono

112




2; eso [el Teorema] quiere decir que, si sumamos el area del poligono 2 con el 4rea del
poligono 4, obtendremos el 4rea del poligono 3.

poligono3 \

poligono4

Figura 4.1-53. Captura de pantalla II del video 11

R2(G): La representacién de la Figura 4.1-53 no se corresponde con la representaciéon de la Figura
4.1-52, lo que es una ambigiiedad ya que los sumandos presentados en la Figura 4.1-52 representan
el area de los cuadrados de lados ¢, a, y b ilustrados en la Figura 4.1-53. Esta representacién no se
condice con la Figura 4.1-52 ya que no se mantiene el nombre de los lados, la marca del angulo
recto, el indicativo de los vértices ni el color de los lados, por lo que incluso se podria asumir que
son triangulos diferentes. En ese sentido, no hay un uso cuidadoso de ni del lenguaje ni de las
representaciones dado que no se indica el tipo poligonos representados en la Figura 4.1-53.

L1(I): Representa inadecuadamente el tridngulo rectangulo desde su concepcién por areas de cua-
drados, ya que no marca el angulo recto. En los cuadrados no se indican: los angulos rectos y las
congruencias de los lados.

L3(I): La expresién “en la hipotenusa hemos dibujado” es un procedimiento no riguroso; en este
caso puntual, usar esa expresion para referirse a “construir el cuadrado tomando como unos de sus
lados la hipotenusa” es una verbalizacién no rigurosa. El mismo comentario cabe para la expresién

“en este cateto el poligono 2”.

[02:20-02:32]: El expositor muestra una diapositiva como representacién grafico-estética, en la que
enuncia y verbaliza, el parrafo de la Figura 4.1-54:

El area del cuadrado construido sobre Ia
hipotenusa de un tridngulo rectangulo, es igual a
la suma de las dreas de los cuadrados construidos
sobre los catetos.

Figura 4.1-54. Captura de pantalla III del video 11

L2(P): El Teorema de Pitdgoras se enuncia de una manera no precisa, ya que al verbalizar “el 4rea
del cuadrado construido sobre la hipotenusa” no se precisa a qué cuadrado hace referencia (puede
ser cualquier cuadrado, adyacente a la hipotenusa); sin embargo, previo al enunciado, se ha reali-
zado una representacién grafica que sirve de referente para la comunicacion del Teorema. Lo co-
rrecto seria decir: el area del cuadrado construido de tal forma que uno de sus lados sea la hipote-
nusa del tridngulo. El mismo comentario cabe para la expresién “las areas de los cuadrados cons-
truidos sobre los catetos”. El mismo comentario cabe para la expresion “areas de los cuadrados

construidos sobre los catetos”.
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[02:33-02:53]: El expositor presenta la primera Generalizacién del Teorema de Pitdgoras (por hexé-
gonos regulares); a la vez, en el video se muestra una representacién grafico-estatica de la genera-
lizacién del Teorema de Pitdgoras (Figura 4.1-55); en el lapso el expositor afirma lo siguiente:

Esto [el Teorema de Pitagoras] lo podemos generalizar, construyendo, f{jate, un hexdgono
en los lados del triangulo rectangulo, es decir que, si hallamos el area de este hexdgono
[sefiala el hexdgono regular que tiene como lado uno de los catetos del tridngulo], lo suma-
mos con este [sefiala el hexagono regular que tiene como lado el otro cateto del tridngulo],
obtendremos este [sefiala el hexdgono regular que tiene como lado la hipotenusa del tridn-
gulo].

Figura 4.1-55. Captura de pantalla IV del video 11

R1(P): No se enuncia adecuadamente la generalizacién del Teorema ya que no se afirma que los
hexégonos son regulares o que los hexagonos son semejantes, por lo que no se esta aludiendo a una
Generalizacién del Teorema de Pitagoras. Gracias a la figura se puede vislumbrar que los hexdgonos
son poligonos regulares semejantes; sin embargo, esto no se menciona. Sin embargo, se puede inferir
el antecedente por la verbalizacién acompanada de la ilustracién.

R2(A): Sin embargo, se mantiene la coherencia entre la representacién simbdélica y la representacién
verbal.

L1(I): Representa inadecuadamente el tridngulo rectdngulo ya que no marca el dngulo recto. En
los hexagonos se indican las congruencias de los lados.

[02:53-03:09]: El expositor presenta la segunda Generalizacién del Teorema de Pitdgoras (por semi-
circunferencias semejantes); a la vez, en el video se muestra una representacion grafico-estética de
la generalizacién del Teorema de Pitdgoras (Figura 4.1-56); en el lapso el expositor afirma lo si-
guiente:

También es valido para semicircunferencias, etc., la condicién para que esto se cumpla es
que estas figuras ubicadas aqui [sefiala las semicircunferencias alrededor del triangulo rec-
tangulo] sean semejantes.

Figura 4.1-56. Captura de pantalla V del video 11
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R1(P): No se realiza una enunciacién de la generalizacién del Teorema de Pitdgoras. Aunque se
puede vislumbrar el antecedente por cémo se han venido verbalizando las generalizaciones, En
sentido estricto no se ha enunciado.

R2(A): Sin embargo, se mantiene la coherencia entre la representacién simbdlica y la representacion
verbal.

L1(P): Representa inadecuadamente el tridngulo rectdngulo ya que no marca el dngulo recto. En
los cuadrados no se indican: los dngulos rectos y las congruencias de los lados.

L1(A) Sin embargo, la representacién gréafica que ilustra la generalizacién del Teorema de Pitago-
ras en figuras planas semejantes; en este caso, semicircunferencias; es adecuada.

[03:09-04:48]: El expositor muestra en la pantalla la aplicacién GeoGebra, en la que comprueba el
Teorema de Pitagoras segtin su significado por areas de cuadrados; a la vez, en el video se muestra
una representacién grafico-estética de la aplicacién del Teorema de Pitdgoras (Figura 4.1-57); en
el lapso el expositor afirma lo siguiente:

Comprobemos con el software GeoGebra lo expuesto anteriormente: observas aqui [sefiala
el tridngulo] un tridngulo rectdngulo y hemos dibujado tres cuadrados en los catetos del
tridngulo rectangulo; ademas, observa una semicircunferencia. Te recuerdo un teorema que
dice que todo tridngulo inscrito en una semicircunferencia es rectangulo. Observa que, al
desplazar este punto por la semicircunferencia, en todo momento es rectangulo. Entonces,
el area del poligono amarillo mas el area del poligono rojo debe ser igual al area del poligono
verde que estd en la hipotenusa, como lo puede observar acé [tiene escrito con la herra-
mienta GeoGebra la siguiente expresién: “suma de las &reas amarilla y roja =
2.32+17.95=20.26", la cual esta programada para cambiar sus valores, dependiendo de las
areas de los cuadrados]. Observa que, en todo instante, en toda posicién, siempre se va a
cumplir este teorema [arrastra el vértice del angulo recto sobre la semicircunferencial, siem-
pre y cuando sea un tridngulo rectdngulo y estas figuras aqui [sefialas las dreas de los
cuadrados| sean semejantes, como en este caso que puede ser también un pentagono, un
hexagono, un triangulo, etc.

*1* | ENGS y MUSVe: AITSSIrar o SeIeccionar ooeros (E8)

Pinto

Suma de las dreas amarila y 10ja=146+18.81=20.26

Figura 4.1-57. Captura de pantalla VI del video 11

Al-nu(A): Presenta adecuadamente una mostracién dindmica con argumentos numéricos a partir
de la cual se permite vislumbrar que efectivamente el Teorema de Pitdgoras desde su significado
por areas de cuadrado parece ser valido. Para este argumento se valida que el area del cuadrado
de superficie color verde sea igual a la suma de las areas de los cuadrados de superficie amarillo y
rojo.
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R2(A): Pese a lo anterior, se mantiene la coherencia entre la representaciéon simbdlica y la repre-
sentacién verbal.

R7(T)(A): Usa adecuadamente diferentes tipos de proposiciones como el Teorema triangulo — Se-
micircunferencia (si un tridngulo esté inscrito en una semicircunferencia entonces el dngulo opuesto
al didmetro serd recto).

L1(A): En la representacion grafica no se muestra el &ngulo recto, pero si se muestra que el tridngulo
estd inscrito en una semicircunferencia, por lo que se debe sobreentender que el dngulo es recto. En
este caso, la verbalizacién del expositor se complementa con la representaciéon gréfica, lo cual es
afortunado.

L1(A): En la representacion gréafica del cuadrado no se indican ni los dngulos rectos ni los lados
congruente, pero si se realiza la aclaracién verbalmente, de que se alude a un cuadrado.

L1(I): La representaciéon simbdlica “suma de las dreas amarilla y roja = 1.46+18.81=20.26" es
matemadticamente incorrecta, ya que igualando una frase (de orden cualitativo) a una suma de
ntmeros (de orden cuantitativo). Ademads, la expresién “dreas amarillas o rojas” ambigua, por lo
que opinamos que se podria verbalizar como “superficies de color rojo y amarillo”.

L1(G): La representacién simbdlica “suma de las dreas amarilla y roja = 1.46+18.81=20.26” no
deja ver claramente que se estd cumpliendo en Teorema de Pitdgoras. Consideramos que la expre-
sién podrias ser enunciada como: “la superficie de color rojo (determinada por el cuadrado cuyo
lado se condice con la hipotenusa del tridngulo) tienen un area A;. Asi esa drea es igual a la suma
de A; y A,, las cuales corresponden a la cantidad de area de las superficies de los poligonos verde y
amarillo (determinados por los cuadrados cuyos lados se condice con los catetos del tridngulo).”

[04:48-05:35]: El expositor presenta una comprobacién, basada en una representacién dindmica,
segtn la cual el Teorema de Pitdgoras no es vélido si el tridngulo no es rectangulo (Figura 4.1-58);
en el lapso el expositor afirma lo siguiente:

Veamos ahora que para un tridngulo no rectangulo como en este caso, el teorema de Pita-
goras no se cumple. Observa aqui [sefiala los cuadrados] que el area del cuadrado rojo més
el area del cuadrado amarillo nunca es igual al area de cuadrado verde que esta situado en
la hipotenusa, como puedes observar aqui [sefialas la expresién que muestra las areas de
los cuadrados], miremos [arrastra uno de los vértices del tridngulo], hemos comprobado asi,
el teorema de Pitagoras y su Generalizacién.

Suma de las areas amarilla y roja=4.15+3.14=7.29

Figura 4.1-58. Captura de pantalla VII del video 11

AT1(A): Presenta adecuadamente una mostracién dindmica con argumentos numéricos en la que se
columbra que el Teorema de Pitdgoras parece no ser valido en triangulos no rectangulos.
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L3(I): La expresion “hipotenusa” para referirse a uno de los lados del tridngulo es una expresién
verbal inadecuada, ya que la hipotenusa es el lado de un tridngulo rectangulo, y en la Figura 4.1-58
el tridngulo ya no es rectdngulo.

L1(I): La expresiéon “hemos comprobado asi, el teorema de Pitdgoras y su Generalizacién” no es
precisa, ya que solo se comprobé el Teorema de Pitdgoras, no su Generalizacion.

Sintesis del Analisis

R1(P): No se enuncia adecuadamente la generalizacién del Teorema ya que no se afirma que los
hexagonos son regulares o que los hexagonos son semejantes. Aunque se infiere el antecedente por
la verbalizacién acompanada de la ilustracion.

R1(P): No se realiza una enunciacién de la generalizacién del Teorema de Pitdgoras. Aunque se
puede vislumbrar el antecedente por cémo se han venido verbalizando las generalizaciones, En

sentido estricto no se ha enunciado.

Al-nu(A): Presenta adecuadamente una mostracién dindmica con argumentos numéricos a partir
de la cual se permite vislumbrar que efectivamente el Teorema de Pitdgoras desde su significado
por areas de cuadrado parece ser valido.

Al-nu(A): Presenta adecuadamente una mostracién dindmica con argumentos numéricos en la que
aproximadamente el Teorema de Pitagoras parece no ser valido en tridngulos no rectangulos.

L1(I): Representa inadecuadamente el tridngulo rectdngulo ya que no marca el dngulo recto. En
los cuadrados no se indican: los angulos rectos y las congruencias de los lados, en los hexadgonos no
se indican las congruencias de los lados.

R5(G): Debido a esto, €l uso de la definicién de catetos es ambigua.

L2(A)(T): Usa adecuadamente diferentes tipos de representacion (verbal y gréafico-estatica), ya que
hay cierta coherencia entre lo afirmado por el expositor y la representacién grafico-estatica

R3 (T): Aluden al Generalizacion del Pitagoras desde diferentes categorias, desde poligonos regu-
lares semejantes y desde figuras planas semejantes.

L2(P): El Teorema de Pitdgoras se enuncia de una manera no precisa, ya que al verbalizar “el area
del cuadrado construido sobre la hipotenusa” no se precisa a qué cuadrado hace referencia (puede
ser cualquier cuadrado, adyacente a la hipotenusa); sin embargo, previo al enunciado, se ha reali-

zado una representacién grafica que sirve de referente para la comunicaciéon del Teorema.

C1(T): Finalmente, podemos afirmar que el video tiene Tipo 1 de representatividad, al abordar
diferentes aproximaciones al Teorema: alude a una concepciéon y la argumenta a través de argu-
mentos dinamicos.

C2(T): Podemos afirmar que el video tiene Tipo 2 de representatividad al abordar diferentes ca-
tegorias de generalizacion, desde su concepcién por figuras planas semejantes y desde poligonos
regulares semejantes.

C3(T): Tampoco alcanza el Tipo 3 de representatividad, al no abordar diferentes procedimientos
en una misma categoria, para un mismo tipo de aproximacién: presenta un argumento y de a un
tipo de generalizacion.
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Tabla 28. Anélisis del video No. 12

Etiqueta de
busqueda

Generalizacion del
Teorema de Pita- Enlace https://youtu.be/cAh6_wesbWe
goras

Titulo del vi-
deo

Video No. 12: “23.

Aplicaciones  del | Intencionali- 3 L. .
L Interés académico no curricular
teorema de Pitago- dad

L

Objetos pri-

Identificacion del video

marios repre-

sentativos

e Representaciones verbales, simboélicas (algebraicas) y graficas-estati-
cas (geométricas).

e Teorema de Pitagoras desde la concepcién entre areas de cuadrados.

o  Generalizacién del Teorema de Pitadgoras desde su concepcién por fi-
guras planas semejantes

e Operaciones aritméticas (suma).

Descripcién general

En el video comprueba la generalizacién del Teorema de Pitagoras, para
figuras planas semejantes, mas especificamente semicirculos. Se asignan
medidas a los lados del tridngulo, se calculan las areas de los semicirculos,
respectivamente, y se comprueba la generalizacién del Teorema de Pita-

goras.

Desde un punto de vista técnico, el video consiste en una grabacién de
pantalla, en la que observa como desde un computador se utiliza la apli-
cacién Adobe Photoshop, que sirve como apoyo para que un expositor
realice la explicacion, a modo de mondlogo, de la generalizaciéon Teorema
de Pitagoras para figuras planas semejantes.

[00:01-01:09]: El video comienza con la presentacién del ejercicio a desarrollar, construyendo un

tridngulo rectangulo y sus respectivos semicirculos; a la vez, en el video se muestra una represen-

tacion grafico-estatica (Figura 4.1-59); en el lapso el expositor afirma lo siguiente:

Este, y qué hay que hacer, a ver, te ponen esta figura: un tridngulo rectangulo, aqui un

semicirculo [dibuja un semicirculo, tomando un cateto como didmetro] aqui otro semi-

circulo aqui [dibuja un semicirculo, tomando el otro cateto como didmetro] y otro aqui

[dibuja un semicirculo, tomando la hipotenusa como didmetro], y te dicen que esto mide

5, esto es la hipotenusa del tridngulo [nombrado como a], esto mide 3, le han llamado ¢, y

esto mide jcuadnto?, esto mide 4, y te dicen: comprueba una generalizacion del Teorema

de Pitagoras, calcula las areas de los semicirculos construidos sobre los catetos, y com-

prueba que la suma de esta [sefialando los semicirculos construidos tomando como didmetro

los catetos de tridngulo] es igual a la del semicirculo construido sobre la hipotenusa, po’

[pues] claro.
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Figura 4.1-59. Captura de pantalla I del video 12

R1(P): Se enuncia adecuadamente la generalizacién del Teorema de Pitdgoras ya que se avisa que
se alude a “un tridngulo rectdngulo” y sus consecuentes “la suma de esta [sefialando los semicirculos
construidos tomando como didmetro los catetos de tridngulo] es igual a la del semicirculo construido
sobre la hipotenusa”. Sin embargo, no es la manera mas adecuada ya que los consecuentes no son
enunciados verbalmente de forma clara.

L1(I): Representa inadecuadamente el tridngulo rectangulo por varios motivos: (i) cuando intenta
construir el tridAngulo a mano alzada, se evidencia que los segmentos o no se intersecan exactamente
en el vértice (como es el caso de los segmentos ¢ intersecado b y c¢ intersecado a) o directamente
no se intersecan (como es el caso del segmentos a intersecado b); (ii) los segmentos correspondientes
a los lados del tridAngulo no se ven “rectos”; ya que la linea trazada es realizada a mano alzada: y
(iii) no indica el 4ngulo recto ni nombra sus supuestos vértices. Asi mismo, las semicircunferencias
no estan perfectas. En suma, se subutilizan los recursos que se pueden obtener de un computador
para hacer representaciones que el usuario tenga que idealizar.

L3(P): Pese a lo anterior, etiqueta los lados del tridngulo y asigna adecuadamente sus respectivas
medidas, también aborda verbalmente al lado a como la hipotenusa; pero no aborda verbalmente

a los lados b y ¢ como los catetos.

L2(P)(T): Usa adecuadamente diferentes tipos de representacién, ya que hay cierta coherencia
entre lo representado gréaficamente en la Figura 4.1-59 (representacion gréfico-estatica) y lo afir-
mado por el expositor (representacion verbal). Sin embargo, presenta una ambigiiedad al represen-
tar la etiqueta de los catetos con su respectiva medida. Gracias a que presenta la etiqueta de la
hipotenusa con su respectiva medida, se sobrentiende que va a presentar los catetos de manera
analoga; por tanto, cuando verbaliza “esto mide 3, le han llamado c, y esto mide ;cuanto?, esto
mide 4”7 mientras ubica estas medidas en la representacién gréafico-estatica, se deduce que hace
alusién a los catetos; sin embargo, esto no es verbalizado, por lo que se podria confundir con la
medida del arco de circunferencia.

L3(G): La expresion “calcula las dreas de los semicirculos construidos sobre los catetos, y comprueba
que la suma de esta es igual a la del semicirculo construido sobre la hipotenusa” de la tarea a
desarrollar, es una expresion poco precisa. Esto porque sugiere que para comprobar esta generali-
zacion es suficiente con calcular las areas respectivas de los semicirculos que tiene por didmetro los
catetos; sin embargo, calcular el drea del semicirculo que tiene por didmetro la hipotenusa, también
es necesario para comprobar dicha generalizaciéon —de hecho, en el video se realiza este célculo—,
pero al enunciar la tarea solo se menciona el calculo para los semicirculos que tiene por didmetro
los catetos.
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L3(G): La expresién “calcula las dreas de los semicirculos construidos sobre los catetos, y comprueba
que la suma de esta [..]” es una expresién poco precisa, ya que no es claro a que se refiere con “la
suma de esta”; se entrevé que hacen alusién a la suma de las dreas. Consideramos que, en ese caso,
el video deberia referirse a la palabra “esta” como: “estas areas”.

L3(G): Andlogo al item anterior, la expresion “[..] igual a la del semicirculo construido sobre la
hipotenusa” es una expresiéon poco precisa, ya que no es claro a que se refiere con “igual a la”; se
intuye que hacen alusién a una igualdad con el area del semicirculo que tiene por didmetro la
hipotenusa, en ese caso deberian referirse la palabra “a la” como: “al drea”. Consideramos que una
manera mas afortunada y ordenada de comunicar la tarea puede ser: “Calcular el drea de cada uno
de los semicirculos y comprobar numéricamente que la suma de las areas de semicirculos que tienen
por didmetro los catetos es igual el drea del semicirculo que tiene por didmetro la hipotenusa”.

[01:09-02:34]: Continua con el célculo de las areas de cada uno de los semicirculos, para comprobar
numéricamente que se cumple la generalizacién del Teorema de Pitagoras; a la vez, en el video se
muestra una representacién grafico-estatica (Figura 4.1-60); en el lapso el expositor afirma lo si-
guiente:

Entonces, voy a calcular el drea de este semicirculo [semicirculo c], el drea de este serfa: pi

por el radio al cuadrado, jel radio cudnto seria?, la mitad, 1.5, partido dos [escribe A, =
m1.52

92
]; el 4rea de b serfa pi por dos al cuadrado, partido dos [escribe 4;, = %], y el 4rea

m-2.52

del grande seria pi por 2,5 al cuadrado partido dos [escribe A, = ]. [Uso la] calculadora

[para hacer los respectivos céluclo]: 1,5 al cuadrado, partido 2, 1.125, se lo digo al que no
opera el pi, porque no me gusta; pi por dos al cuadrado, 4, entre 2, 2 pi; y ahora, esto seria
2,5 al cuadrado, partido dos, 3.125 pi. Efectivamente la suma de estos dos [A, ¥ 4,] da este
[A,], pues eso lo que te piden en ese ejercicio.

=
~
¥
.
2
3
¥

T T RS
Figura 4.1-60. Captura de pantalla II del video 12

A3-nu(A): Presenta argumentos numéricos que permiten comprobar la generalizacién del Teorema
para un caso particular, para figuras planas semejantes, en este caso para un tridngulo cuyas me-
didas de los catetos y la hipotenusa son 3, 4 y 5 respectivamente; y con base en estas medidas, se
calcula el area de las semicircunferencias que tienen como didmetro los lados del triangulo y con
estas areas aplican la generalizaciéon del Teorema.

RI(P): Enuncia de forma explicita algunos procedimientos aritméticos entre nimeros racionales
como lo son: calcular la potencia con exponente dos; la divisién y la suma, de dos ntimeros. Pero,
no es explicita la comprobacion de la generalizacion del Teorema de Pitagoras, es decir, no se
muestra explicitamente que la suma de las areas de los semicirculos con didmetros los catetos, sea
igual al &rea del semicirculo con diametro la hipotenusa.
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R8(I): Sin embargo, en el desarrollo del procedimiento dice “se lo digo al que no opera el pi, porque
no me gusta” lo cual pareciera ser un comentario de caracter subjetivo, pero en realidad podria
haber un motivo por el cual el expositor no realizé el producto entre el niimero racional y el nimero
irracional: al realizar este producto, el resultado serd un nimero irracional, lo cual no es conveniente
porque al realizar la comprobacién numérica, el valor ya no seria aproximado. Por esta razon, no
opera este nimero irracional con los nimeros racionales y simplificar los célculos de la siguiente

manera:

L 1.1257m + 2w = (1.125 4+ 2)m Aplicando la propiedad distributiva de la multiplicacién
IL. (1125 + 2)r = 3.125m Sumando los nimeros naturales
R11(A): Usa adecuadamente los procedimientos algebraicos y aritméticos involucrados en la com-
probacién de la generalizacién del Teorema de Pitdgoras para un caso particular.

Sintesis del Anilisis
Identificamos como los cédigos mas representativos de este video, los siguientes:

R1(P): Se enuncia adecuadamente la generalizacién del Teorema de Pitdgoras ya que se alude a un
tridngulo rectangulo y se explica el consecuente con la representacion verbal y la simbdlica, depen-
dientes entre si para entender el enunciado. Por tanto, no es la manera méas adecuada ya que los
consecuentes no son enunciados verbalmente de forma clara.

A3-nu(A): Presenta arqumentos numéricos que permiten comprobar la generalizacién del Teorema
para un caso particular, para figuras planas semejantes, en este caso, semicirculos.

L2(P)(T): Usa adecuadamente diferentes tipos de representacién, ya que hay cierta coherencia
entre lo representado graficamente en la Figura 1 (representacién grafico-estdtica) y lo afirmado
por el expositor (representacién verbal). Sin embargo, presenta una ambigiiedad al representar la
etiqueta de los catetos con su respectiva medida.

L1(I): Hay falencias en lo gréafico, ya que todas las figuras no son precisas, al ser realizadas a mano
alzada. No se indicé el angulo recto en el tridngulo y en la semicircunferencia no “cubren” el area

de los semicirculos.

L1(I): Un asunto que no es matemadtico pero que podemos comentar colateralmente es el software
utilizado para la representacién grafica. Si bien es cierto que un editor de fotografia no es el pro-
grama mas adecuado, si es posible realizar adecuadamente las representaciones graficas requeridas

(aunque la versién utilizada sea muy antigua).

R10(A): Se evidencio el uso adecuado de procedimientos algebraicos y aritméticos. Por ejemplo;
algunos adecuados como: calcular la potencia con exponente dos; la divisién y la suma, de dos

ndmeros.

L3(G): Usa expresiones verbales poco precisas, ya que es necesaria la combinacién de lo verbal con
lo simbdlico, pero no porque se complementen sino porque se intercalan.

C1: Finalmente, podemos afirmar que el video no tiene representatividad, al abordar tinicamente
la generalizacion del Teorema.

C2: Tampoco alcanza el Tipo 2 de representatividad, ya que aborda la generalizacién tinicamente
desde las figuras planas semejantes.
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C3 (T): Tampoco alcanza el Tipo 3 de representatividad, al no abordar diferentes procedimientos
en una misma categoria, para un mismo tipo de aproximacién: presenta un argumento y una ge-

neralizacion.

4.2 Resultados

En esa seccion, presentamos resultados panoramicos de los analisis realizados. Para
ello, hemos organizado la informacion usando diagramas de barras horizontales para
el conjunto de videos que son parte de cada una de las cuatro aproximaciones (con-
cepciones-explicacion del Teorema, argumentos-demostracion del teorema, situacio-
nes-aplicacién del Teorema y generalizacion del Teorema). Esto con el propédsito de
vislumbrar los objetos primarios (Lenguajes/Representaciones, Reglas, Argumentos,
Situaciones/Problemas y Relaciones) y que componentes asociados a estos (Practicas
adecuadas, parcialmente adecuadas o inadecuadas, Ambigiiedades y Representativi-
dad) aparecieron con mayor o menor frecuencia en los analisis presentados; asi, po-
demos tener una idea general de lo que ocurre en los videos que hacen parte de cada
una de las aproximaciones al Teorema de Pitagoras que hemos distinguido para hacer
el estudio. De alguna manera, en la seccién previa, tenemos un anélisis de arboles;

ahora presentamos anélisis de bosques.

Componentes de Idoneidad Epistémica para los
Objetos Primarios de la etiqueta de busqueda
"Explicacién del teorema de Pitagoras"

Lenguajes/ Representaciones |GG B
Reglas I s
Argumentos [l
Situaciones/ Problemas |
Relaciones |
0 5 10 15 20 25 30 35
B Adecuado Parcialmente adecuado B Inadecuado
B Ambiguo M Representativo M Sin categoria

Figura 4.2-1. Componentes de la Idoneidad Epistémica para los objetos primarios relativos a videos

sobre Explicacion del Teorema de Pitagoras
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De la figura anterior se puede inferir que, para los videos analizados, correspondientes
a explicacion del Teorema de Pitagoras, estos no solo se concentraron en explicar
dicho Teorema bajo alguna de las concepciones (medida de lados o area de cuadra-
dos). Producto de codigo sobre representatividad, inferimos que estos videos también
hacen un esfuerzo por producir un argumento para sustentarlo (argumento numérico
en todos los casos) y por producir alguna aplicacién de orden meramente matematica.
Un asunto que llama la atencién en el uso inadecuado del lenguaje para comunicar
las ideas (sobre todo el gréafico) o el verbal (en relacion con la ambigiiedad hipotenusa
y cateto como segmentos o medidas de segmentos, y con el no cuidado en la organi-
zacién mediante la cual se expone la informacién). Finalmente, aunque todos hacen
un esfuerzo por indicar definiciones de los prerrequisitos minimos para comprender
el Teorema (tridngulo rectdngulo, angulo recto, operacion de potenciacién), hay un
uso inadecuado de ciertos procedimientos aritméticos obviando propiedades de la

igualdad para las operaciones.

Componentes de Idoneidad Epistémica para los
Objetos Primarios de la etiqueta de busqueda
"Demostracion del teorema de Pitagoras”

Lenguajes/ Representaciones

Reglas
Argumentos
Situaciones/ Problemas

Relaciones I

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
B Adecuado Parcialmente adecuado B Inadecuado
B Ambiguo M Representativo M Sin categoria

Figura 4.2-2. Componentes de la Idoneidad Epistémica para los Objetos primarios relativos a videos

sobre Demostracién del Teorema de Pitagoras

De la figura anterior y de los anélisis hechos para los videos correspondientes a la
demostracion del Teorema de Pitagoras, podemos decir que hubo un esfuerzo central
por producir argumentos que sustenten su validez usando, cada uno, un solo tipo de
argumento (numérico, geométrico-algebraico, dindmico con representacién concreta,

o geométrico-algebraico), lo que implica una representatividad de Tipo 3 nula. Vale
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indicar que lo inadecuado de las reglas hace referencia a la no rigurosidad procedi-
mental o a la no indicacion de las propiedades o hechos que permiten sustentar algiun
paso en el argumento. Un asunto que llama la atencién es que, en el video del argu-
mento dindmico con representacion concreta, pese al esfuerzo didactico, hay un error
conceptual importante porque en realidad hay una sustentacion para una generaliza-
cién del Teorema (aquella relativa al volumen explicada en el Capitulo 2). Final-
mente, llama la atencion en el uso inadecuado del lenguaje para comunicar las ideas
(sobre todo el grafico) o el verbal (en relacién con la ambigtiedad hipotenusa y cateto

como segmentos o medidas de segmentos).

Componentes de Idoneidad Epistémica para los
Objetos Primarios de la etiqueta de busqueda
"Aplicacién del teorema de Pitagoras”

Lenguajes/ Representaciones
Reglas

Argumentos

[ I
Situaciones/ Problemas I NNEEENEG_——
|

Relaciones

B Adecuado Parcialmente adecuado B Inadecuado

B Ambiguo M Representativo M Sin categoria

Figura 4.2-3. Componentes de la Idoneidad Epistémica para los Objetos primarios relativos a videos

sobre Aplicacién del Teorema de Pitagoras

De la figura anterior y de los analisis hechos para los videos correspondientes a la
aplicacion del del Teorema de Pitagoras, podemos decir que hubo un esfuerzo central
por aludir a situaciones de orden puramente matematico. Solo un video se atrevio a
exponer dos situaciones, una fantasiosa y otra realista. Ello indica, salvo en es este
ultimo, muy poca representatividad de Tipo 2. Vale indicar que lo inadecuado de las
reglas hace referencia a la no rigurosidad procedimental o a la no indicacién de las
propiedades o hechos que permiten sustentar algiin paso procedimiento. Finalmente,
llama la atencién en el uso inadecuado del lenguaje para comunicar las ideas (sobre
todo el grafico) o el verbal (en relacién con la ambigiiedad hipotenusa y cateto como

segmentos o medidas de segmentos).
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Componentes de Idoneidad Epistémica para los
Objetos Primarios de la etiqueta de busqueda
"Generalizacién del teorema de Pitagoras"

Lenguajes/ Representaciones [ININEGING - B
Reglas N L
Argumentos | NEGNINGEE
Situaciones/ Problemas [l
Relaciones [
0 5 10 15 20 25 30
B Adecuado Parcialmente adecuado B Inadecuado
B Ambiguo M Representativo M Sin categoria

Figura 4.2-4. Componentes de la Idoneidad Epistémica para los Objetos primarios relativos a videos

sobre Generalizacién del Teorema de Pitagoras.

De la figura anterior y de los analisis hechos para los videos correspondientes a la
generalizacion del del Teorema de Pitagoras, podemos decir que hubo un esfuerzo
central por indicar un tipo de generalizacion relativa poligonos regulares (dos de los
videos los hacen) y al relativo a semicircunferencia (todos los hacen). Los argumentos
que se llevan a cabo para sustentar su validez en esos casos se reducen a argumentos
numéricos o argumentos numéricos dinamicos usando Software de Geometria Dina-
mica (vale decir que solo hay representatividad de Tipo 2 para este caso). El hecho
de que en estos videos haya un esfuerzo por aludir argumentos y generalizaciones
genera un Tipo 1 de representatividad. Finalmente, llama la atencién en el uso inade-
cuado del lenguaje para comunicar las ideas (sobre todo el grafico para el video 12)
o el verbal (en relaciéon con la ambigiiedad hipotenusa y cateto como segmentos o

medidas de segmentos).
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CAPITULO 5. CONCLUSIONES DEL
ESTUDIO

Las conclusiones estan escritas en términos de los siguientes tres asuntos: el nivel de
desarrollo de los objetivos planteados en el trabajo, las consideraciones finales en
relacion con los resultados obtenidos de los anélisis, y los aportes que nos dejo la

elaboracion de este trabajo de grado como futuros docentes.

Relativas a los objetivos

A continuacion, en la Tabla 29. Nivel de desarrollo de los objetivos presentamos el nivel de

desarrollo del objetivo general y de los objetivos especificos.

Tabla 29. Nivel de desarrollo de los objetivos

Objetivo General

Analizar cualitativamente la Idoneidad Episté-
mica, desde la perspectiva del Enfoque Ontose-
midtico, de los videos mas populares de
YouTube relacionados con el Teorema de Pita-

goras.

Basandonos en la propuesta de Beltran-Pellicier
et al. (2018), se analiz6 cualitativamente la Ido-
neidad Epistémica de doce videos de YouTube
relacionados con el Teorema de Pitagoras.

Objetivos Especificos

Escoger los videos méas populares de YouTube
relacionados con el Teorema de Pitagoras.

Se consolido un marco tedrico que nos permitié
escoger los doce videos mas populares de
YouTube, teniendo en cuenta dos de los filtros
de bisqueda que esta plataforma proporciona:

Relevancia y Recuento de vistas.

Adaptar los descriptores de los criterios de ido-
neidad didéactica propuestos por el Enfoque On-
tosemiético, al Teorema de Pitagoras, poniendo
énfasis en la faceta epistémica.

Luego de identificar los objetos primarios invo-
lucrados en los doce videos, se lograron adaptar
indicadores (Godino, 2013) y descriptores
(Breda et al., 2017) de Idoneidad Epistémica.

Analizar el material audiovisual recopilado
usando los descriptores de los criterios de idonei-

dad didActica adaptados.

Usando las herramientas analiticas disehadas
(cédigos para los indicadores y descriptores) se
logré analizar la idoneidad epistémica de cada

video.

Lo anterior nos deja ver que los objetivos fueron logrados de manera aceptable. Esto
porque, aunque los dos primeros objetivos especificos se desarrollaron satisfactoria-
mente (de hechos las adaptaciones de los indicadores de idoneidad para el Teorema
de Pitagoras son un resultado interesante), tuvimos que reducir ostensiblemente la

cantidad de video que fueron dato del estudio. Ello por cuanto no dimensionamos lo
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implica hacer un andlisis de esta envergadura, apropiando los criterios de anélisis y
los elementos de indole conceptual del Teorema, y desarrollando una sensibilidad

analitica que definitivamente no teniamos.
Relativas a los resultados del analisis mismo

Este andlisis de la idoneidad epistémica no pretende indicar si un video es bueno o
malo; méas bien, pretende indicar aquellos aspectos que no son tan adecuados y aque-
llos aspectos que merecen ser resaltados de cada video. Esto, como una referencia de
la cual puede echar mano un profesor que pretende usar estos videos como apoyo
para su clase sabiendo, de antemano, aquellos asuntos idéneos o no que podria ex-

plotar del video.

De los resultados dichos en el Capitulo 4, un mensaje general sobre los video anali-
zados que podemos sugerir a los profesores, y que va en la direcciéon citada al finalizar

el parrafo anterior, se puede sintetizar en los siguientes numerales:

1. La idoneidad relativa a la comunicacion verbal, en el marco de un discurso
matematico, no es la mas adecuada. Podemos decir que, en términos generales,
no hay una rigurosidad en el uso de expresiones o términos especializados (e.g,
decir lado mas largo o mas corto para referirse a hipotenusas o catetos, decir
“pasar a” para indicar el uso de propiedades de la igualdad en relaciéon opera-
ciones aritméticas, ser ambiguos cuando se refieren a la hipotenusa o cateto -
como lados o como medidas de lados-) o no hay un orden previamente pensado
sobre la informacién que se va a presentar, lo cual hace que la recepcién de
informacion sea confusa, con muchos asuntos a la vez, sin reconocer el foco de
un momento dado en la exposicién (e.g., en el marco de la exposicién del
antecedente del Teorema, se describen varios prerrequisitos, asunto este que
hace perder el foco sobre los aspectos centrales de tal antecedente).

2. La idoneidad relativa al uso de proposiciones en el marco de la actividad ma-
tematica que se despliega en los videos, independiente de las aproximaciones
al Teorema abordadas, no es la mas idonea. Ello se hace evidente por la no
explicitacion, en el marco de los procedimientos que se llevan a cabo, de las
propiedades que se emplean para llevar a cabo algin paso de este. Claro, ello
puede ser sustentado por la no precision de los sistemas axiomaéaticos locales
en los cuales se enmarca cada abordaje. Asi las cosas, hay una tendencia a

usar ciertos clichés (e.g., decir “pasar al otro lado”) o no aludir a garantias
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tedricas que puedan sustentar inferencias (e.g., criterios de congruencias o
identidades algebraicas).

Pese a lo anterior, en términos generales, se vislumbra un interés por explicar
procedimientos bien sea para solucionar los problemas puramente matemati-
cos, o para argumentar la validez del teorema bien sea numéricamente, con
algin mecanismo dindmico o con aproximaciones geométrico-algebraicas. La
idoneidad al respecto es relativamente aceptable. Las falencias radican en la
no rigurosidad comunicacional y la laxitud al usar proposiciones (incluso nulo
uso de proposiciones) para sustentar ideas.

Se valora como afortunado la intencién de usar y coordinar diferentes tipos
de representaciones (grafica, escrita y simbdlica) en todos los videos. No obs-
tante, vale indicar que hay varias oportunidades de mejora respecto a las
representaciones graficas: algunas no rigurosas; otras muy imprecisas al ser “a
mano alzada”, que invitan a hacer idealizaciones extremas. En fin, considera-
mos que actualmente se cuentan con muchos recursos visuales especializados
o de material concreto que podrian apoyar este tipo de representaciones que
no induzcan a la idealizacién y mas bien, favorezcan procesos de visualizacion.
Con respecto a esto tultimo, se valora como valioso la intension de algunos
videos por procurar el uso de material concreto o especializado (i.e., software
de Geometria Dindmica) principalmente para presentar argumentos que sus-
tenten la validez del Teorema de Pitagoras. No obstante ese esfuerzo, vale
indicar que la idoneidad de esos videos debe indicarse a la luz de su rigurosidad
de un lado, y de sus limitaciones por otro. Cuando aludimos a la rigurosidad,
queremos indicar que, por ejemplo, los argumentos que se provean deben pro-
curar ser coherentes con la concepcién que se tenga del Teorema; en ese sen-
tido, no es afortunado que, en un argumento, por didactico que sea, se usen
objetos de dimension 3 para comprobar un Teorema que se enuncia en dimen-
sién 2. Ahora bien, cuando aludimos a las limitaciones, queremos indicar que,
por ejemplo, aun cuando se use un software de geometria dindmica para com-
probar la validez del Teorema tomando de base la funcién del arrastre, se debe
tener presente que la actividad correspondiente se condice con argumentos de
indole inductivo que llevan a una plausibilidad del hecho y no a una necesa-
riedad del mismo (i.e., argumentan inductivamente el hecho, pero no provee

una demostraciéon de este).
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6. Finalmente, reconocemos que los videos, en general, tienen representativida-
des limitadas. Esto puede ser considerado como valioso si es que se quiere que
los videos sean muy especificos, o puede ser considerado como poco idéneo si
es que se quiere que estos presenten varios significados (aproximaciones) al
teorema. En ese caso, vemos que no es facil tomar una decisién. Estudios dicen
que un video no puede sobrepasar siete minutos porque la atencién del recep-
tor, luego de ese lapso, se dispersa. Asi las cosas, se podria pensar en videos
que expliquen el teorema bajo alguna de las concepciones, y presenten alguna
aplicacion de este en ese lapso, de una manera clara, sin ambigiiedades, ha-
ciendo uso de las herramientas informéaticas con las que se cuente, etc. En los
videos analizados, algunos de ellos (particularmente aquellos del primer grupo
-explicacion del Teorema-) apuntan a esto. En ese sentido, tienen una idonei-
dad relativa a la representatividad de Tipo 2 adecuada; se quedan un poco
cortos en la representatividad de Tipo 1 porque, por ejemplo, las aplicaciones
son de un solo tipo, pues se reducen a situaciones puramente matematicas
muy simples (hallar medidas de un lado, conociendo las otras dos), dejando
de lados otras aplicaciones a las matematicas mismas (definicién de distancia,
de norma, para determinar un angulo recto, para demostrar intersecciones de
objetos, etc.) o a situaciones realistas o reales.

Un comentario similar puede hacerse para los videos que apuntan a la demos-
traciéon del Teorema. Sin duda no son idéneos en cuanto a su representatividad
de Tipo 1, dado que no exponen diferentes tipos de argumentos durante su
reproduccién. Cabria, entonces, la pregunta de si es posible realizar un video
que en siete minutos exponga dos o mas demostraciones con una idoneidad
del lenguaje, procedimental y conceptual (uso de reglas) adecuada. Sin duda

es una cuestion abierta.

Bien, con las reflexiones hechas en el marco de los literales anteriores, no solo quisi-
mos indicar la complejidad que implica determinar la idoneidad de los videos to-
mando en consideracion los matices que se pueden presentar. También, queremos
hacer una invitaciéon a disenar videos sobre el Teorema de Pitagoras, empleando los
criterios de idoneidad establecidos por nosotros; ello no solo contribuye al mejora-
miento de los recursos disponibles en YouTube méas populares al respecto, sino que

permiten evaluar los criterios establecidos por nosotros.
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Relativas a nuestra formaciéon docente

Consideramos que el principal aporte de este trabajo de grado a nuestra formacion
como futuros profesionales de la docencia en matematicas cosiste en reconocer las
enormes falencias conceptuales que teniamos en relacion con un objeto clasico de la
matematica escolar (el Teorema de Pitdgoras) y construir un escenario que permitié
solventarlas, aunque sea, parcialmente. Asi mismo, en reconocer la poca sensibilidad
analitica que habiamos desarrollado a lo largo de nuestra formacion en la Universi-
dad, la cual, de hecho, sigue siendo bastante limitada. En ese marco, reconocimos
que adaptar y usar herramientas tedricas para llevar a cabo analisis de videos no es
una tarea facil, y que debemos seguir perfeccionado esas competencias de corte prin-
cipalmente investigativo; con este trabajo apenas dimos un “puntapié” inicial en ese

proceso.

Con el anterior escenario, caimos en la cuenta de que aspectos de tipo actitudinal
también juegan un papel muy importante para sacar avante un trabajo como este:
es menester tener habitos de estudio, generar autonomia, ser propositivos, ser focali-

zados, etc.
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