MAESTRIA EN
DOCENCIA DE LA

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA MATEMATICA
NACIONAL

DISENO DE TAREAS PROFESIONALES PARA EL ESTUDIO DE LA
CIRCUNFERENCIA EN GEOMETRIA SINTETICA Y ANALITICA,
APOYADO EN GEOGEBRA

Autores
Cynthia Raquel Acosta Lopez

Francisco Javier Paez Sosa

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL
FACULTAD DE CIENCIA Y TECNOLOGIA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
MAESTRIA EN DOCENCIA DE LA MATEMATICA
Bogota, D.C.

2024



MAESTRIA EN
DOCENCIA DE LA

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA MATEMATICA
NACIONAL

DISENO DE TAREAS PROFESIONALES PARA EL ESTUDIO DE LA
CIRCUNFERENCIA EN GEOMETRIA SINTETICA Y ANALITICA,
APOYADO EN GEOGEBRA

Autores
Cynthia Raquel Acosta Lopez

Francisco Javier Paez Sosa

TRABAJO DE GRADO PARA OPTAR EL TIiTULO DE
MAGISTER EN DOCENCIA DE LA MATEMATICA

Asesor

Dr. Edgar Alberto Guacaneme Suérez

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL
FACULTAD DE CIENCIA Y TECNOLOGIA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
MAESTRIA EN DOCENCIA DE LA MATEMATICA
Bogota, D.C.

2024



Agradecimientos

Al culminar esta etapa tan importante de nuestra vida académica, deseamos expresar
nuestro profundo agradecimiento a quienes, de una manera u otra, hicieron posible este logro.

En primer lugar, a Dios, por su guia y proteccion a lo largo de este afio. Su presencia en
nuestra vida ha sido una fuente constante de paz y esperanza, especialmente en los momentos de
desafio.

Al Programa Nacional de Becas "Don Carlos Antonio Lopez" (BECAL), por brindarnos
la oportunidad de acceder a una formacion académica de excelencia en el exterior. Sin el apoyo y
la confianza depositada en nuestro proyecto, este suefio no habria sido posible. Su compromiso
con la educacion y el desarrollo de nuestro pais es un ejemplo para todos los que aspiramos a
contribuir al bienestar de nuestra sociedad.

A nuestra familia, que siempre ha sido nuestro pilar fundamental, por su amor
incondicional, su paciencia y sus sacrificios; a nuestras hermanas, por su constante apoyo y
animo en cada momento de dificultad. Este logro es tanto de ustedes como nuestro, pues han
estado a nuestro lado en cada paso del camino.

Queremos expresar especial gratitud a nuestro asesor de tesis, Prof. Dr. Edgar Alberto
Guacaneme Sudrez, cuyo conocimiento, paciencia y orientacion fueron esenciales para la
realizacion de este trabajo. Su disposicion para compartir su experiencia y ofrecernos su tiempo,
incluso en los momentos mas dificiles, fue fundamental para que pudiéramos alcanzar este
objetivo. Su apoyo nos permitio superar los desafios que surgieron en el camino y enriquecer

nuestra formacion académica.



Dedicatoria

A mis padres, hermana y sobrinas, por ser mis pilares inquebrantables. Gracias por su
amor incondicional, por sus consejos, por sus sacrificios y por creer en mi cuando mas lo
necesitaba. Todo lo que soy se lo debo a ustedes. Su ejemplo de esfuerzo, dedicacion y
perseverancia ha sido la guia que me ha permitido llegar hasta aqui.

A mi amada hija Rina Estefania, que es y siempre sera la luz de mis dias. Cada paso que
doy es por ti, por tu futuro y por el inmenso amor que me inspiras. Eres mi mayor motivacion y
la razon por la cual nunca dejo de luchar. Este logro es para ti, con la esperanza de que siempre
persigas tus suefios con la misma pasion y determinacion.

Agradezco sinceramente a todas las personas que, de diferentes formas, han contribuido a
que pudiera alcanzar esta meta. Su apoyo ha sido fundamental para mi crecimiento tanto

profesional como personal.

Cynthia Raquel Acosta Lopez

En la memoria de mis queridos padres, cuyo amor, ensefianzas y ejemplo siguen siendo
mi mayor fuente de inspiracion, aun cuando ya no estan fisicamente conmigo. Todo lo que soy y
lo que he logrado se lo debo a ustedes. Este éxito es un homenaje a sus vidas y a los valores que
me inculcaron. Siempre los llevaré en mi corazon y seguiran siendo mi guia en cada paso que
doy.

A mis hijos, por ser la razon de mi esfuerzo y perseverancia. Sus alegrias y amor me
impulsan a seguir adelante cada dia. Este triunfo es para ustedes, con la esperanza de que
siempre recuerden la importancia de luchar por sus suefios y de nunca rendirse, sin importar cuan
dificil parezca el camino.

A mis hermanas, por el apoyo incondicional y amor fraternal. Gracias por estar a mi lado
en los momentos dificiles, por ofrecerme sus palabras de aliento y por compartir conmigo cada
triunfo y cada desafio. Son en mi vida un regalo invaluable, y este logro también es vuestro, pues

sin ustedes, este camino habria sido mucho mas arduo.

Francisco Javier Paez Sosa



TABLA DE CONTENIDOS

INTRODUCCION 1
1 GENERALIDADE S ---nnmrmmem oo 5
1.1 Inquietud Pedagogica ----------=--mmmmmmm oo 5
1.1.1  Contexto de la formacion de profesores de matematicas en Paraguay 5

1.1.2  La geometria y la formacion de profesores de matematicas 11

1.1.3  Latecnologia y la formacion de profesores de matematicas 12

1.2 Antecedentes 14
1.2.1  Ensefianza de la circunferencia en la formacion de profesores de matematicas 14

1.2.2  Estudios sobre la ensefianza de la circunferencia con apoyo de GeoGebra 19

1.2.3  GeoGebra y la formacion de profesores de matematicas 23

1.2.4  Tareas profesionales en la formacion de profesores de matematicas 28

1.3 Objetivos 34
1.3.1  Objetivo general 34

1.3.2  Objetivos especificos 34

1.4 Aspectos MetodolOgiCOs ==-====m=mmmmmmmm oo oo 35
1.4.1  Revision documental 35

1.42  Campo de investigacion 36

1.4.3  Identificacion y organizacion de las tareas 38

2  MARCO DE REFERENCIA ------mmmmm oo oo 40
2.1 Formacion de profesores de matematicas 40
2.1.1  La formacién docente en Paraguay 40

2.1.2  La competencia docente y el enfoque en “mirar con sentido” 47

2.1.3  Laintegracion de teoria y practica 48

2.1.4  Laimportancia de los entornos de aprendizaje 48

2.2 GeoGebra 49
2.2.1  GeoGebra-Caracterizacion 50

2.2.2  Importancia de GeoGebra en la geometria sintética y analitica 53

2.2.3  Importancia de GeoGebra para los futuros profesores de matematicas 57

2.3 Circunferencia 59
2.3.1  Tratamiento de Euclides de la circunferencia 60

2.3.2  Tratamiento de Descartes de la circunferencia 67




2.4 Disefio de tareas 77

2.4.1  Disefio de tareas profesionales para la formacion de profesores de matematicas 77

2.4.2  Caracteristicas de las tareas con sentido en la formacion docente 80

2.4.3  Relacidn entre teoria y practica en las tareas profesionales 81

2.4.4  Enfoques en el disefio de tareas profesionales 83

3 RESULTADOS 86
3.1 Descripcion general de las asesorias 87
3.2 Presentacion de las tareas identificadas 90
3.2.1  Tareas identificadas en el libro Elementos de Euclides 90

3.2.2  Tareas identificadas en el libro Geometria de Descartes 92

3.3 Reformulacion y organizacion de las tareas identificadas -------------=--=--==-=--m--mmommom- 95

4 CONCLUSIONES Y REFLEXIONES 108
4.1 Conclusiones 108
4.2 Reflexiones y consideraciones finales 111
Referencias - 114
ANEXQS === e e e e e e e e 121
Anexo 1 - 121

(Qué tratamiento hace Euclides de la circunferencia en su libro III y IV de Elementos?---- 121
Planteamientos y resolucidon de problemas de Euclides con relacién a la circunferencia ---- 121
Libro IIT 121
Libro IV 123

Planteamientos y demostracion de teoremas de Euclides con relacion a la circunferencia -- 130
Libro III 130

Anexo 2 - 146

Analisis del problema de Pappus 146



INDICE DE IMAGENES

Figura 1 Descripcion del perfil del Profesor del area de Matematica ...............c...cc.cccuvvevuvnnnnnn. 43
Figura 2 Distribucion del Curriculum del Profesorado de Matematicas ...................cccccoovvunnnn. 44
Figura 3 Malla Curricular Profesorado del 3.° Ciclo y Educacion Media ...................cc...cc...... 46
Figura 4 Pagina principal de GeOGED A .............cc.ccocuuiiiiiiiiiiiiiie it 50
Figura 5 Oferta de Espacios de GeOGebFa.................cccccuviiiiiiiiiiiiiiiiiiieii e 51
Figura 6 Recursos ofrecidos por GEOGEDI ...............cccciiieciiiiiiiiiiiie e 52
Figura 7 Interfaz de GeoGebra vista Grdfica con las herramientas de circunferencia .............. 54
Figura 8 Interfaz de la vista grdfica y algebraica de GeoGebra..................cc.ccoovviiiiiiiiininnnn, 56
Figura 9 Experiencia de profesores en el uso de GeoGebra .............c.ccooevciioiiiiiiiiiiinicninnen, 59
Figura 10 ProposSiCion III-1 ..............ccccoiioiiiiiiiiiie et 61
Figura 11 Proposicion T1I-33 ...ttt 62
Figura 12 Proposicion IV-2...........ccccciiiiiiiiiiiiniiiii s 62
Figura 13 ProposSiCiOn IV-0. .........ccccooiiiiiiiiiiei i 63
Figura 14 PropoSiCiOn IV-14.........cccccouiiiiiie it 63
Figura 15 Proposicion IV-15.........ccccccuviiiiiiiiiiiiiii s 64
Figura 16 Proposicion I1I-4 ..ot s 65
Figura 17 ProposSiCion III-36 ... 66
Figura 18 Proposicion III-5. ... 66
Figura 19 Proposicion III-19 ...t 67
Figura 20 Representacion geométrica del Problema de Pappus .................cccccoeiviioiniicninnnnnn. 69
Figura 21 Extraccion de la raiz cuadrada utilizando el circulo de Descartes ..............cc.......... 70

Figura 22

utilizando circulo

Resolucion de Descartes de la ecuacién cuadrdtica de la forma z* = az + bb



Figura 23 Resolucion de Descartes de la ecuacion cuadrdtica de la forma z* = az-bb

ULTIZANAO CIFCUIO ..o,

Figura 24 Circulo resultante del problema de Pappus



INDICE DE TABLAS

Tabla 1 Clasificacion de planteamientos y problemas propuestos por Euclides............ccccoovuenee. 61
Tabla 2 Clasificacion de planteamientos y demostraciones propuestos por Euclides. ................ 64
TADIA 3 TATCa 1 ..o 96
TADIA 4 TATCa 2 ....c.oiiiiiieiiece e 98
TaDIa 5 Tarea 3 ... 101
TADIA 6 TAr€a 4 ... 103

B2 0] TR - - 105



Para todos los efectos, declaramos que el presente trabajo es original y de nuestra total
autoria: en aquellos casos en los cuales hemos requerido del trabajo de otros autores o
investigadores, hemos dado los respectivos créditos. (Acuerdo 031 de 2007. Articulo 42.

Paragrafo 2).



INTRODUCCION

El presente trabajo final de grado estd enmarcado en la Maestria en Docencia de la
Matematica de la Universidad Pedagdgica Nacional. Los autores somos estudiantes becados por
el Programa Becas Don Carlos Antonio Lopez (BECAL) de Paraguay. Este trabajo final de grado,
que es de profundizacion sobre el “Disefio de tareas profesionales para el estudio de la
circunferencia en geometria sintética y analitica, apoyado en GeoGebra” tiene como objetivo
general identificar elementos base para el disefio de tareas profesionales para el estudio de la
circunferencia mediados por GeoGebra.

En el contexto paraguayo de la ensefianza de las matematicas, la circunferencia no ha sido
tradicionalmente abordada desde la perspectiva sintética, tal como se desarrolla en el libro
Elementos de Euclides, y analitica, siguiendo las ideas de Descartes. Sin embargo, el uso de
software dindmico como GeoGebra permite una integracion de ambas aproximaciones,
facilitando la visualizacion, exploracion y la manipulacion de los conceptos geométricos de
manera interactiva. A través de este enfoque, se busca promover, en futuros profesores, una
comprension mas profunda y significativa de las propiedades y aplicaciones de la circunferencia.

La creacion de entornos de aprendizaje apropiados resulta fundamental para que los
futuros docentes adquieran las competencias® necesarias para ensefiar matematicas de forma
efectiva. En este sentido, Llinares (2019) destaca que los programas de formacion deben ofrecer
espacios que permitan a los estudiantes en formacion involucrarse en practicas sociales de
ensefnanza, promoviendo la adquisicion de conocimientos y habilidades mediante experiencias

directas y procesos de reflexion critica.

1 En este trabajo final de grado la competencia alude directamente a las capacidades y habilidades de una persona
que son necesarias de desarrollar a través de la formacion.
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Las tareas propuestas se fundamentan en una metodologia que articula la geometria
clasica con el pensamiento algebraico y la visualizacion interactiva, aspectos que son esenciales
para la formacion de los profesores de matematicas. Este proceso de disefio ha sido guiado por la
necesidad de generar experiencias de aprendizaje que no solo aborden el contenido matematico
de manera rigurosa, sino que también fomenten habilidades pedagogicas necesarias para
enfrentar los desafios de la ensefianza actual.

Asimismo, se hace énfasis en la importancia del uso de GeoGebra como una herramienta
que no solo facilita el estudio de la circunferencia, en particular, sino que también posibilita la
creacion de entornos de aprendizaje en los que futuros profesores, puedan formular conjeturas,
explorar y validar sus conclusiones de manera visual e interactiva. En este marco, el trabajo tiene
como finalidad proporcionar un recurso didactico que sirva de apoyo en el desarrollo de las
competencias tecnoldgicas y matematicas en la formacion de profesores de secundaria.

A continuacidn, describimos brevemente el desarrollo del trabajo final de grado y qué
compone cada capitulo de este. En el capitulo uno se exponen las generalidades consistentes en la
inquietud pedagogica que orienta el trabajo; se evidencia la necesidad de fortalecer la formacion
de los futuros profesores de matematicas del Instituto de Formacion Docente de Coronel Oviedo,
en el departamento de Caaguazu, Paraguay, debido a las carencias en la capacitacion en el uso de
GeoGebra. Asi también, se incluye una seccion dedicada a los antecedentes de investigaciones
sobre la ensefianza y aprendizaje de la circunferencia en la formacion de profesores de
matematicas, el uso de GeoGebra en el estudio de la circunferencia, asi como el desarrollo de
tareas profesionales en el &mbito de la formacion docente. Seguidamente, se presentan los
objetivos planteados en el trabajo. Finalmente, en ese capitulo se exponen los aspectos

metodoldgicos que se abordaron. Asi, se establece que la metodologia fue de corte cualitativo, y



para mayor claridad se dividi6 en tres subapartados. En primer lugar, se realiz6 la revision
documental organizada a través de repositorios institucionales y base de datos, con el propdsito
de recoger la literatura sobre la circunferencia, disefio de tareas, formacion de profesores y uso de
GeoGebra. La segunda etapa consisti6 en estudiar, describir y explorar el campo de investigacion
al cual se ajusta este trabajo y es la Formacion del Profesor de Matematicas (Guacaneme y Mora,
2011). La tercera etapa fue la identificacion y organizacion de tareas profesionales.

Seguidamente, en el capitulo dos, se presenta el marco de referencia que sirvi6 de base
para la profundizacion del trabajo final de grado. Se describen la formacion de profesores de
matematicas y la formacion docente en Paraguay, la competencia docente y el enfoque de mirar
con sentido, la integracion de la teoria y la practica y la importancia de los entornos de
aprendizaje. A continuacidn, con respecto a GeoGebra, se caracteriza dicha herramienta
resaltando su valor en la ensefianza de la geometria sintética y analitica, y destacando su
provecho como una herramienta indispensable para la formacion de futuros profesores de
matematicas.

Con relacion al objeto matematico, la circunferencia, se exploran los diferentes
tratamientos desde dos perspectivas historicas: el tratamiento que hace Euclides, basado en sus
proposiciones geométricas, y el enfoque de Descartes, mas analitico y algebraico. Por ultimo, se
describen aspectos sobre el disefio de tareas, empezando con la literatura sobre las tareas
profesionales para la formacion de profesores, para luego resefiar elementos sobre las
caracteristicas de las tareas con sentido en la formacion docente, la relacion entre la teoria y la
préctica en las tareas profesionales y el enfoque en el disefo de tareas.

En el capitulo tres se encuentran los resultados, inicialmente describimos desde nuestra

perspectiva los elementos base para el disefio de tareas, seguidamente, las vivencias de las



experiencias de aprendizaje en las asesorias, para luego presentar las tareas identificadas en el
libro Elementos de Euclides y las tareas identificadas en el libro Geometria de Descartes, para
terminar el capitulo con la reformulacion y organizacion de cinco tareas del total identificadas
anteriormente.

Para culminar, en el ultimo capitulo se situan las conclusiones y reflexiones, mostrando
los desenlaces del trabajo final de grado. En particular, se hace una sintesis respecto a los
objetivos logrados, las consideraciones sobre lo aprendido a lo largo del desarrollo del trabajo de
grado, asi como las dificultades encontradas, incluidas las limitaciones, y finalmente los aportes

que este proceso nos dejo tanto en el ambito profesional como en nuestro desarrollo personal.



1 GENERALIDADES

Este capitulo incluye cuatro elementos, a saber: la inquietud pedagogica, los antecedentes
que fundamentan el estudio, los objetivos y los aspectos metodoldgicos que orientan el desarrollo
del trabajo. Estos elementos serdn fundamentales para reconocer el camino y el propésito de la

investigacion.

1.1  Inquietud Pedagégica

En este apartado presentamos informacion en torno a tres asuntos que se interrelacionan,
el primero de ellos, es del contexto de la formacion de profesores de matematicas en Paraguay,
seguidamente la geometria y la formacion de profesores de matematicas y por ultimo la

tecnologia y la formacion de profesores de matematicas.

1.1.1 Contexto de la formacion de profesores de matemadticas en Paraguay

Este trabajo final de grado se enmarca en el campo de la formacion de profesores de
matematicas, el cual es muy importante para el mejoramiento de la educacién matematica en
Paraguay. Los autores de este trabajo final de grado hemos sido formados como profesores de
matematicas, con una base solida y una perspectiva critica sobre las necesidades y desafios de la
ensefnanza de la disciplina. Nuestro interés por formar futuros profesores de matematicas no es
s6lo una continuacidn natural de nuestra propia formacion, sino también una respuesta a las
exigencias del entorno laboral en el Instituto de Formacién Docente de Coronel Oviedo, capital
del Departamento de Caaguazu.

El Departamento de Caaguazu, Paraguay, segun el Instituto Nacional de Estadistica (INE,
2023) cuenta con una poblacioén de 582.630 habitantes, que representa el 7,7% de la poblacion
total del pais. La distribucion de la poblacion por sexo presenta diferencias entre hombres y
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mujeres, 51,4% y 48,6%, respectivamente. El ritmo de crecimiento medio anual de la poblacion
del Departamento de Caaguazu al 2023 es de 1,10% y experimentara un aumento en el 2024,
pues la tasa de crecimiento medio anual sera de 1,11% (INE, 2023). Este departamento cuenta
con 1.020 instituciones educativa, con 6.820 profesores en aula y 119.782 estudiantes
matriculados; distribuidos en los niveles de Educacion Inicial (17.664), Educacion Escolar Basica
(76.564), Educacion Media (20.146), Educacion Inclusiva (536) (estudiantes con capacidades o
necesidades particulares) y Educacion Permanente (5.403) y cuenta con tres Institutos
Formadores de Docentes de caracter publico.

La formacion docente inicial representa un pilar fundamental en el desarrollo educativo
regional. Este departamento, conocido por su rica diversidad cultural y geogréfica, enfrenta
desafios en el ambito educativo, especialmente en areas rurales. Esto implica una formacion
docente que prepare a los educadores para ensefiar matematicas de manera inclusiva y
contextualmente relevante que atienda a las particularidades descritas.

El disefio curricular de la nueva Formacion Inicial de Docentes del Ministerio de
Educacion y Ciencias (MEC, 2020) se caracteriza por su enfoque innovador y flexible,
destacando un curriculo abierto que permite a las instituciones formadoras adaptar contenidos y
metodologias a contextos locales especificos. Prioriza un aprendizaje centrado en los estudiantes,
enfocandose mas en la metodologia de ensefianza que en el contenido mismo, promoviendo asi el
principio de isomorfismo (uno tiende a ensefar de la misma manera como le han ensefiado) en la
educacion, es decir, refuerza el concepto de que los métodos de ensefianza deben ser reflexivos y
culturalmente sensibles. Este curriculo integra teoria y practica, fomentando un aprendizaje
activo y reflexivo. Realza la importancia del aprendizaje colaborativo y las habilidades para la

vida, reconociendo al profesor como una persona integral. Incentiva un enfoque exploratorio y



experimental en el aprendizaje, preparando a los profesores para una formacion continua y una
transicion fluida hacia grados académicos superiores, asegurando asi una formacién integral y
adaptativa para los futuros educadores.

Podemos ver que la comprension y aplicacion de estas diferentes concepciones sobre el
aprendizaje son esenciales, como lo expresa Malagén (2018). Los principios de la nueva
formacion docente, como el curriculum abierto y contextualizado, el enfoque en el aprendizaje
del estudiante, y la conexidn entre teoria y practica, se alinean con la idea de adaptar las practicas
pedagogicas que abarquen diferentes perspectivas de aprendizaje. Esto implica preparar a los
profesores para ensefiar matematicas de manera que se adapten a los diversos estilos y
necesidades de aprendizaje de los estudiantes, promoviendo un entorno inclusivo y efectivo para
todos.

Es también importante recalcar que aplicar las ideas de Planas (2003) en la formacion de
profesores de matematicas en Paraguay implica una atencidon consciente a las dindmicas sociales
y de poder en el aula, con un enfoque en crear un ambiente de aprendizaje inclusivo y equitativo
que favorezca el éxito de todos los futuros profesores.

La formacion docente en Caaguazu se enfoca en preparar a los educadores para que
atiendan eficazmente las necesidades de una poblacion estudiantil diversa, poniendo énfasis a
métodos pedagdgicos que promuevan la inclusion y la equidad. Las instituciones de formacion
docente, tanto publicas como privadas, estdn comprometidas con la mejora continua de sus
programas, integrando tecnologias educativas y estrategias de ensefianza adaptativas. Este
enfoque busca no solo mejorar la calidad de la educacién en el departamento, sino también
fortalecer la identidad local y responder a las dindmicas sociales y econdmicas de la region. A

pesar de los retos, como la limitacion de recursos y la necesidad de una mayor conectividad, el



Departamento de Caaguazu continta esforzandose por avanzar en la formacion de profesores
capaces de inspirar y guiar a las futuras generaciones. Esto se ajusta con el enfoque curricular de
la Formacién Docente del MEC (2020) en preparar educadores para una poblacion estudiantil
diversa, utilizando métodos pedagdgicos que promuevan la inclusion y la equidad. Asi mismo, en
el Departamento de Caaguazu se reconoce la relevancia de adaptar la ensefianza a las realidades
locales, integrando tecnologias y estrategias adaptativas para abordar las dinamicas sociales y
econdmicas especificas de la region.

El Instituto de Formacién Docente (IFD) de gestion oficial de Coronel Oviedo, ofrece
cursos de formacion docente inicial y continua a fin de responder a los desafios pedagdgicos del
contexto educativo en el que se halla inmerso. Asi también, responde a acuerdos
interinstitucionales con las Supervisiones de apoyo técnico pedagodgico, responsables de realizar
el acompanamiento a las instituciones educativas de los distritos de Coronel Oviedo, Carayad,
Nueva Londres, La Pastora, Santa Rosa del Mbutuy, San Joaquin, Yhu, R.1.3 Corrales, San José
de los Arroyos, Dr. Cecilio Baez, Sim6n Bolivar, Dr. J. E. Estigarribia, Raal Arsenio Oviedo, José
Domingo Ocampos.

La institucion cuenta con 352 estudiantes en la formacion docente inicial, que son
aquellos que estan iniciando la carrera de docencia en Paraguay; estos estan distribuidos en el
Profesorado de 1.° y 2.° Ciclo de la Educacion Escolar Basica, Profesorado del 3.° Ciclo y Media
en el area de Ciencias Sociales, Profesorado del 3er Ciclo y Media en el 4rea de Lengua y
Literatura y Profesorado del 3.° Ciclo y Media en el 4rea de Matematicas; este ultimo sera objeto
de estudio en el trabajo de grado.

Los estudiantes en la formacién como futuros profesores de matematicas del IFD tienen

condiciones de vida muy diversas; algunos ya son profesionales de otras areas (como



Administracion de Empresas, Contaduria Publica), y otros estudian otras carreras a la par (como
Ingenieria Civil, Electronica, entre otras). También hay estudiantes que dependen de la
manutencion de los padres que van desde agricultores hasta funcionarios publicos; muchos de
ellos son de lugares distantes que vienen a vivir a la ciudad de Coronel Oviedo para poder
sobrellevar sus estudios.

Planas (2003) subraya la importancia de reconocer y abordar la diversidad en el aula de
matematicas. En el IFD, esta pluralidad se manifiesta en estudiantes con diferentes carreras
previas, condiciones socioecondmicas y origenes geograficos diversos. Comprender como estas
diferencias impactan en el estatus percibido y las interacciones en el aula es crucial para una
ensefianza efectiva. Asi, la misma autora (Planas, 2003) destaca como el estatus dentro del aula
puede afectar la participacion y el aprendizaje de los estudiantes; refiere que donde hay variados
trasfondos y experiencias previas, es probable que se desarrollen dindmicas complejas de estatus
que pueden influir en quién participa mas activamente, quién se siente seguro compartiendo ideas
y quién puede sentirse marginado o menos competente.

Los principios orientadores que sustentan el trabajo final de grado como valores
transversales del proceso de capacitacion son la empatia y la responsabilidad; estos seran la guia
para el desarrollo de la ruta de aprendizaje propuesta, conjugados con los valores institucionales
del IFD Coronel Oviedo: la honestidad, la responsabilidad, el respeto, la tolerancia, la equidad.
La justicia curricular aboga por una educacion inclusiva y equitativa que reconozca y valore la
diversidad (Torres, 2013). Los valores mencionados del IFD Coronel Oviedo refuerzan este
enfoque, promoviendo un ambiente de aprendizaje en el que se respeta y valora a cada individuo,

lo que es esencial para una educacion justa y equitativa. La combinacion de estos valores con los



principios de justicia curricular facilita la creacion de un entorno educativo que no solo transmite
conocimientos, sino que también fomenta un sentido de comunidad y respeto mutuo.

La institucion cuenta con dos laboratorios de informéatica equipados con un servidor y 20
computadoras en cada uno, también de conexion a internet, proyector, pizarra digital, ademas, las
salas de clases cuentan con conexidn a internet y el 50% de los estudiantes cuentan con notebook
y la totalidad con smartphone, eso contribuye para que el presente trabajo sea viable en su futura
aplicacion.

Algunos datos empiricos recabados por medio de una encuesta sobre la posible poblacion
de estudio mostraron que el 92% conoce la herramienta GeoGebra, el 80% ha utilizado
ocasionalmente la herramienta circunferencia, el 44% de ellos se sienten comodos al utilizar
GeoGebra, pero el 56% de la poblacion no esta bien familiarizada con respecto al uso y disefio de
materiales didacticos con GeoGebra. Eso se debe a que el 96% nunca recibid capacitacion en el
uso de GeoGebra como herramienta apoyada para el proceso de ensefianza — aprendizaje. El
100% esta predispuesto a recibir una capacitacion sobre el uso de esta herramienta. Otro dato no
menor es que el 80% considera que el software GeoGebra es efectivo como una herramienta para
ensefiar las matematicas. En cuanto a las dificultades que encuentran sobre el uso del programa,
algunas de sus manifestaciones fueron: poco conocimiento, conexion a internet, experiencia en el
uso de esta, correcta utilizacion, falta de material en las instituciones y oportunidades de
capacitacion sobre el uso de GeoGebra.

Guacaneme y Mora (2014) afirman que el drea de conocimiento profesional para quienes
forman a profesores de Matemadticas abarca varios aspectos clave. Estos incluyen el analisis de
las creencias, perspectivas y conceptos que tienen los formadores sobre la ensefianza de

matematicas; las habilidades y competencias que estos formadores poseen; la interaccion entre
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teoria y practica en su enseianza, o, en otras palabras, como se equilibra la base teérica con el
conocimiento practico, o como se relacionan sus palabras con sus acciones. Ademas, se considera
importante el aprendizaje obtenido a través de la practica reflexiva y como la reflexion actua
como una herramienta para mejorar el aprendizaje en el contexto de la formacién de profesores

de matematicas.

1.1.2 La geometria y la formacion de profesores de matemadticas

La inquietud pedagbgica que motiva este trabajo final de grado surge del reconocimiento
de la necesidad de mejorar las practicas de ensefianza de la geometria, especificamente en el
estudio de la circunferencia. Este interés esta estrechamente vinculado al rol que desempefiamos
en la formacion de nuevos profesores en matematicas, un proceso que requiere no solo la
transmision de conocimientos matematicos, sino también el desarrollo de competencias
didacticas adaptadas a las demandas actuales.

En este sentido, el trabajo propuesto no solo busca aportar al campo de la didéctica de la
matematica, sino también contribuir al desarrollo profesional de los futuros profesores,
fortaleciendo su capacidad para integrar tecnologias en la ensefianza de la geometria sintética y
analitica. De esta manera, se espera que las tareas profesionales disefiadas mejoren la
comprension del objeto matematico e impulsen una practica pedagogica innovadora y reflexiva
en los contextos educativos donde se desempefien estos futuros maestros.

La ensefianza de la geometria sintética y analitica constituye un pilar fundamental en la
formacién matematica de los futuros educadores, su impacto se refleja directamente en la
comprension de los estudiantes. En este entorno, el presente trabajo de grado se sumerge en la

relevancia crucial de disefiar y utilizar materiales didacticos especificos para la ensefianza de la
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geometria sintética y analitica, centrado en la circunferencia en el profesorado de Matematicas
del Instituto de Formacion Docente de Coronel Oviedo.

Es importante considerar el estudio de la geometria sintética y analitica, especificamente
la geometria de la circunferencia, como un aporte a la educacion de los maestros en formacion,
un aspecto que tiene relacion con cémo el profesor aplica ese saber, en la medida en que tanto su
uso en el aula (discurso matematico), como los problemas y los recursos que emplea, permiten

que los alumnos asignen significado a las ideas matematicas. (Gavilan et al., 2007).

1.1.3 La tecnologia y la formacion de profesores de matemadticas

Para enfocar el trabajo final de grado, hemos considerado aspectos que convergen en la
importancia del disefio de tareas profesionales para la ensenanza de la geometria sintética y la
geometria analitica, centrandonos especificamente en la circunferencia, con el apoyo de software
GeoGebra.

La motivacion genuina para poder realizar este trabajo final de grado radica en la
oportunidad que tenemos de contribuir en la ampliacion del conocimiento sobre el disefio de
tareas matematicas, apoyadas en la herramienta GeoGebra. Ademas, nos interesa el uso de la
tecnologia en aula. Siempre que se adecue al contexto y al contenido a desarrollar en aula, esta
serd un aliado para el logro de un aprendizaje significativo. Estamos seguros de que este trabajo
podré ayudar a los futuros profesores de Matematica a mejorar la ensefianza.

Este trabajo final de grado aborda el empleo del software GeoGebra con el propdsito de
optimizar la ensefianza de la geometria sintética y analitica. Recalcamos la importancia de que los
futuros profesores de matematicas incorporen nuevas estrategias didacticas, incluyendo el uso de
la computadora, notebook o celular apoyados en GeoGebra para crear una geometria dindmica

que contribuya a lograr un mejor aprendizaje de los alumnos.

12



Por esta razon, se propone disefiar tareas profesionales para la ensefianza de la
circunferencia, desde perspectivas de geometria sintética y analitica con apoyo en el software
GeoGebra en el profesorado en Matematicas. GeoGebra es un programa informatico que permite
crear y manipular objetos geométricos, asi como realizar calculos algebraicos y graficos. El uso
de GeoGebra puede facilitar la comprension y el interés de los estudiantes por la circunferencia,
al permitirles visualizar, explorar y experimentar con sus propiedades y aplicaciones de forma
interactiva y lidica, que se conoce como geometria dinamica.

El Ministerio de Educacion y Ciencias (MEC) considera fundamental el uso de recursos
educativos en el proceso de ensefianza y aprendizaje como instrumentos que coadyuven al
profesor en favorecer los escenarios para que el estudiantado pueda aprovechar al méaximo las
propuestas programadas (MEC, 2020). Estos recursos son elementos primordiales e
imprescindibles para el desarrollo de las competencias matematicas, favoreciendo de cierto modo
la interrelacion profesor-estudiante.

En Paraguay, a pesar de los considerables esfuerzos llevados a cabo por el MEC, no se ha
logrado revertir el papel del profesor en el salon de clases, que hasta ahora se enfoca en una
perspectiva muy tradicional como portador de saberes. Las experiencias exitosas que se han
planteado en la escuela han surgido de profesores con vision innovadora, cuyo papel protagdnico
ha sido fundamental para generar cambios en la practica pedagdgica en el aula (MEC, 2004). La
escasez de variedad de técnicas pedagdgicas y estrategias de evaluacion podrian constituir en su
conjunto en un impedimento para el fomento de habilidades y la auténtica evaluacion del
rendimiento de los alumnos en la préctica de estas.

El avance tecnologico en la educacion ha sido notable en las Gltimas décadas, y la

pandemia en Paraguay ha acelerado la necesidad de utilizar medios alternativos de ensefianza, lo
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que ha requerido que los profesores realicen cambios en su labor. La actitud del futuro profesor
de Matematicas hacia la tecnologia, en particular hacia GeoGebra, es fundamental para impulsar
la innovacion en este campo tan importante.

Este trabajo final de grado pretende conseguir causar impacto en el futuro profesor de
matematicas para que desarrolle estrategias y le posibilite el uso de herramientas que le ayude a

proyectar en su practica como profesor.

1.2 Antecedentes

Con respecto a la inquietud presentada anteriormente, hicimos una revision documental de
investigacion que conciben aspectos de la formacion inicial de profesores de matematicas sobre
la circunferencia, con GeoGebra, en geometria sintética y en geometria analitica. Revisamos en
total 90 trabajos de grado y posgrado de universidades publicas y privadas, asi también como
publicaciones en revistas. De estas seleccionamos 18 que se acercan de manera mas explicita a lo
que pretendemos con esta investigacion, y las clasificamos en los siguientes cuatro grupos que

forman los antecedentes del presente estudio.

1.2.1 Enseiianza de la circunferencia en la formacion de profesores de matemdticas

En este apartado presentamos 5 investigaciones que abordan el circulo y la circunferencia
en la formacién de profesores de matematicas.

En el articulo de Cerizola et al (2006) titulado “Desarrollo del pensamiento geométrico
en el futuro profesor de matematicas” aborda el diseno de estrategias pedagdgicas para la
formacion de futuros profesores de matematica, con un énfasis particular en la ensefianza de la
geometria sintética a través del andlisis historico y matematico del "Problema de Apolonio". Este

trabajo surge en el contexto de la Universidad Nacional de San Luis y tiene como objetivo
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fomentar un pensamiento geométrico profundo y creativo. El estudio se desarrolla a partir de una
propuesta metodologica centrada en el uso de un "hilo conductor histdrico". Este enfoque
organiza los contenidos de geometria en torno a un tema o problema central, en este caso, el
"Problema de Apolonio", permitiendo una integracion de aspectos historicos, tedricos y practicos.
Se utiliza la transformacién geométrica denominada "inversion" como herramienta principal para
resolver problemas relacionados con tangencias y circunferencias. Este método no solo favorece
la resolucion de problemas complejos de manera elegante, sino que también estimula el
pensamiento deductivo y la imaginacién geométrica en los estudiantes.

Los resultados mas destacados encontrados son: una reorganizacion mas coherente y
jerarquica de los conocimientos geométricos, la resolucion de problemas clasicos, como el
"Problema de Apolonio", de manera accesible y con herramientas visuales, el desarrollo de un
pensamiento geométrico distinto, basado en la imaginacion y la conexion entre diferentes areas
matematicas y la integracion de elementos historicos y conceptuales que enriquecen la formacion
matematica de los futuros docentes.

El trabajo concluye que la implementacién de este enfoque contribuye significativamente
a la formacion de los futuros profesores de matematica, al brindarles herramientas conceptuales y
practicas que trascienden el aprendizaje de teorias formales, permitiéndoles generar un
aprendizaje mas dinamico y reflexivo en sus futuros estudiantes. Ademas, se resalta la
importancia de contextualizar el aprendizaje matematico en problemas histdricos, lo que potencia
la comprension de la evolucion de las ideas matematicas y su aplicabilidad en la ensefianza
moderna.

Por su parte, Akyuz, (2016) en su articulo “Practicas matematicas en un entorno

tecnoldgico: un experimento de investigacion de diseno para la ensenanza de las propiedades del
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circulo”, describe las practicas matematicas observadas en un curso universitario de formacion
docente enfocado en el tema del circulo. El curso utilizé un entorno de geometria dindmica que
influy6 en el desarrollo y la naturaleza de las practicas matematicas. Para analizar las
interacciones sociales dentro del aula, se emple6 el modelo de argumentacion de Toulmin. Los
resultados muestran tres practicas matematicas que emergieron de forma secuencial, cada una con
un nivel creciente de complejidad, que son las siguientes:

Exploraciéon empirica: en esta etapa inicial, los estudiantes utilizan el software para
explorar las propiedades de la circunferencia de manera experimental, se centran en observar
patrones y relaciones geométricas mediante la manipulacion de construcciones dinamicas. Esta
etapa fomenta la generacion de conjeturas basadas en observaciones visuales.

Justificacion informal: en la segunda practica, los estudiantes intentan justificar las
propiedades observadas utilizando explicaciones cualitativas e informales. Aqui, comienzan a
conectar sus observaciones empiricas con conceptos matematicos, desarrollando argumentos
basados en su intuicidon geométrica y en las herramientas tecnoldgicas disponibles.

Formalizacion y generalizacion: en esta practica mas avanzada, los estudiantes progresan
hacia un razonamiento formal, utilizando definiciones matematicas y teoremas para justificar y
generalizar sus resultados. También son capaces de construir argumentos mas rigurosos,
apoyados en evidencia matematica solida y representaciones graficas precisas.

Este analisis es significativo porque aporta un campo de conocimiento en desarrollo sobre
la ensefianza apoyada por tecnologia en contextos sociales, un area que requiere mas estudios.

Una tercera investigacion referenciada en este agrupamiento es la de Abaurrea et al.
(2017), titulada “Momentos de exploracion e ilustracion en la determinacion de circunferencias

en futuros docentes de educacion secundaria”, en la que se analiza la actividad matematica de
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estudiantes del Master Universitario en Profesorado de Educacion Secundaria, especialidad en
Matematicas, relacionada con una situacion didactica destinada al estudio de circunferencias. En
las tareas a resolver por los alumnos se estudian métodos de geometria analitica para la
representacion de circunferencias y propiedades de estas figuras mediante una metodologia de
exploracion e ilustracion (Abaurrea et al, 2017).

Primero se reconocen los saberes previos de los alumnos y luego se les proporcionan
herramientas en diversos medios para consolidar y expandir estos saberes. El proceso de estudio
crece mediante la utilizacion de dos materiales: el «lapiz y papel» y el software dinamico
GeoGebra.

El cuarto trabajo referenciado en este apartado es la de Dockendorff, y Solar (2018) en su
articulo “ICT integration in mathematics initial teacher training and its impact on visualization:
the case of GeoGebra” (Integracion de las TIC en la formacion inicial de profesores de
matematicas y su impacto en la visualizacion: el caso de GeoGebra). Los autores analizan el
impacto de la integracion de las TIC en la formacion de profesores y en las habilidades de
visualizacién matematica. En particular, se examina como el uso del software GeoGebra en la
ensefnanza secundaria fomenta el aprendizaje matematico y transforma las percepciones de los
futuros profesores sobre la ensefianza de las matematicas.

Se destaca también que los applets dindmicos de GeoGebra promueven procesos como la
formulacion de conjeturas y la relevancia de las representaciones visuales. Ademas, se observo un
cambio en las rutinas escolares con la incorporacion de la tecnologia. Los autores resaltan la
importancia de la visualizacion como clave de competencia, analizando las implicaciones de una
integracion temprana de las TIC en la formacion docente y su impacto en el desarrollo del

conocimiento pedagdgico y tecnoldgico.
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Por su parte, Li (1997) en su articulo “Angles, Lines and Circles: An Alternative Approach
to Teaching Geometry” (Angulos, lineas y circulos: un enfoque alternativo para la ensefianza de
la geometria), propone una critica a la forma tradicional en la que se han ensefiado las
matematicas, centrada en la demostracion como el objetivo principal. Se reconoce que este
enfoque ha sido predominante, pero ahora hay un creciente consenso entre los educadores de que
las matematicas deben presentarse de manera mas dinamica, util y humanistica. Este cambio esta
respaldado por los estandares curriculares del Consejo Nacional para los Profesores de
Matematicas (NCTM), que incluyen la resolucion de problemas, la comunicacion, el
razonamiento y las conexiones.

El autor destaca que estos cambios no solo afectan lo que se ensefia en matematicas, sino
también como se ensefia, sugiriendo un enfoque mas investigativo apoyado por el uso de
software educativo. En su experiencia, el uso de programas como Geometer's Sketchpad facilita
la ensenanza de la geometria de manera interactiva y exploratoria, Util tanto para principiantes
como para niveles mas avanzados. Aunque se centra en dos casos especificos, el autor sefiala que
los principios y métodos que utilizan pueden adaptarse a diferentes programas y situaciones en el
curriculo de la escuela secundaria y mas all4.

Los estudios mencionados anteriormente tienen una similitud destacada entre los trabajos
de Cerizola et al. (2006), Akyuz (2016), Abaurrea et al. (2017), Dockendorff'y Solar (2018) y Li
(1997) es el interés comun en renovar la ensefianza de la geometria mediante metodologias que
promuevan el pensamiento critico y el uso de tecnologias. Todos los estudios valoran la
importancia de integrar herramientas tecnologicas como GeoGebra o Geometer's Sketchpad para
explorar conceptos geométricos, fomentar la visualizacidn matematica y conectar diferentes

representaciones de manera interactiva. Ademas, comparten el objetivo de enriquecer la
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formacion de futuros profesores, ofreciendo estrategias innovadoras que trascienden el
aprendizaje tradicional centrado exclusivamente en la memorizacion de teorias.

Sin embargo, también hay puntos de separacion entre los estudios en términos de niveles
de ensefianza y enfoques metodologicos. Mientras que Cerizola et al. (2006) priorizan un
abordaje historico y conceptual a través del "hilo conductor" del Problema de Apolonio,
destacando el uso de la transformacion de inversidn como herramienta clave en la ensefianza de
la geometria sintética., el estudio de Akyuz (2016) es mas teorico: se situa en el entorno
universitario mientras explora las practicas matematicas emergentes. El estudio de Li (1997)
adopta una perspectiva critica hacia la ensefianza de la geometria tradicional y promueve un
enfoque mas investigativo. Esto contrasta marcadamente con Dockendorff y Solar (2018) que
destacan especificamente el impacto de las TIC en la formacion inicial de profesores y en la
visualizacién matematica. Aunque es poco probable que Akyuz (2016) pudiera haberse referido a
limites que claramente alterarian lo que se espera convencionalmente, excepto si se consideran
aplicaciones no convencionales.

En conjunto, los estudios muestran una tendencia hacia el uso de herramientas
tecnologicas para hacer mas accesibles los conceptos abstractos en la formacion de profesores,

pero difieren en la forma en que se aplican estas herramientas.

1.2.2 Estudios sobre la ensefianza de la circunferencia con apoyo de GeoGebra

En este apartado presentamos cuatro investigaciones que se refieren al circulo y la
circunferencia en GeoGebra.

La primera investigacion es la desarrollada por Bonavifia et al. (2021) titulada
“Modelizacién matematica con GeoGebra: colocacion de circunferencias y esferas”. En esta se

relata una experiencia con alumnos de secundaria en la que se presenta un problema compuesto
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por subproblemas que necesitan modelizacion matematica. El desafio es determinar cuantas bolas
se pueden colocar en un ortoedro y explorar las diferentes disposiciones segun los espacios entre
las bolas.

En una primera fase, los estudiantes abordan el problema en dos dimensiones y luego lo
trasladan a tres dimensiones, con la orientacion del profesor y el uso de herramientas de
GeoGebra.

Como conclusion, se destaca que este tipo de actividades contribuyen significativamente
al desarrollo de competencias claves como la del desarrollo de habilidades para interpretar,
representar y resolver problemas matematicos en contextos reales. Asi también la competencia
digital con la utilizacidon de herramientas como GeoGebra para modelizar, analizar y visualizar
situaciones matematicas.

La segunda investigacion referenciada en el agrupamiento de este apartado es la de Fontes
y Fontes (2010) en su articulo "El Software GeoGebra como herramienta en las clases de
geometria" aborda la implementacion del software GeoGebra como una herramienta educativa
para innovar la ensefianza de la geometria en el nivel medio. Se propone el uso de este software
como una alternativa a las metodologias tradicionales, destacando su capacidad para facilitar un
aprendizaje dindmico y exploratorio en los estudiantes. El trabajo se enfoca en el desarrollo de
talleres destinados a docentes en formacion inicial y continua, promoviendo el uso de tecnologias
de informacion y comunicacion (TIC) en la ensefianza de la matematica.

La metodologia sigue cuatro etapas, la primera es la de discusion inicial sobre la
incorporacion de TIC en la educacion matemadtica, seguida de presentacion y exploracion de las

funciones basicas de GeoGebra, la tercera es la de resolucion progresiva de tareas didacticas con
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aumento en su complejidad y por ltimo la de evaluacion del taller basada en las experiencias de
los participantes.

El articulo destaca que la incorporacion de GeoGebra en las clases de geometria fomenta
un aprendizaje activo y significativo al transformar a los estudiantes en investigadores de
conceptos geométricos. Este enfoque mejora la interaccion entre docentes y alumnos al
proporcionar un entorno dindmico que facilita la exploracion y la construccion del conocimiento.
Ademas, permite una comprension mas profunda de conceptos geométricos complejos mediante
el uso de representaciones visuales e interactivas. Finalmente, GeoGebra contribuye a la
profesionalizacion de los docentes al integrar herramientas tecnolégicas como un componente
esencial en el proceso de ensefianza y aprendizaje, promoviendo una educacion matematica mas
innovadora y efectiva.

.Por su parte, la tesis de maestria, presentado por Echevarria (2015), titulada “Estudio de
la circunferencia desde la geometria sintética y la geometria analitica, mediado por el GeoGebra,
con estudiantes de quinto grado de educacion secundaria”, tuvo como objetivo analizar los
resultados que se tienen en los aprendizajes al abordar un problema sobre circunferencia desde la
geometria sintética y geometria analitica. El estudio se fundamenta en la Teoria del Juego de
cuadros, en la que se detallan etapas que los alumnos deben atravesar para que las interacciones
entre los cuadros faciliten el avance de sus saberes.

Como aspecto metodologico se consideran aspectos del Estudio de Casos. Con esta
investigacion se logro identificar una actividad sobre circunferencia que podia ser abordada desde
la geometria sintética y también desde la geometria analitica. En cada uno de dichos cuadros, se

tendria que hacer uso de procedimientos propios particulares; asi, mientras que desde la
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geometria sin coordenadas prevalecerian las construcciones exactas, desde la geometria analitica,
la solucion del problema se basaria en resolver sistemas de ecuaciones (Echevarria, 2015).

Asi mismo, la utilizacion del GeoGebra posibilitd que los alumnos pudieran verificar los
resultados alcanzados en la geometria sintética y analitica, consiguiendo que se enfocaran en los
conceptos fundamentales y no se distrajeran con los célculos. La experiencia facilité que los
alumnos establecieran vinculos entre los cuadros de la geometria sintética y la geometria
analitica.

Finalmente, el ultimo trabajo analizado en este apartado es el desarrollado por Edwards y
Jones (2006) “Linking geometry and algebra with GeoGebra” (Vinculando geometria y algebra
con GeoGebra). Los autores resaltan que GeoGebra es un software que integra geometria y
algebra en sus representaciones. Funciona como un sistema de geometria dindmica, pero también
permite observar la relacion entre figuras geométricas y sus representaciones algebraicas.

Las ecuaciones o coordenadas pueden modificarse en la ventana de algebra, lo que
produce un cambio inmediato en la figura geométrica. Ademas, escribir una ecuacion en la
interfaz genera su representacion visual en la ventana de geometria. GeoGebra tiene el potencial
de transformar las actividades tradicionales, promoviendo un pensamiento de alto nivel y
motivando a los estudiantes a explorar mas alld de las clases escolares.

Los estudios revisados tienen varios puntos en comun sobre el uso de GeoGebra en la
ensefanza de la circunferencia y otros temas junto con la formacion de profesores de
matematicas. En primer lugar, todos los autores mencionados opinan que, mediante el uso de
GeoGebra, se logra una mejora significativa en el proceso de entender los conceptos de
matematicas, Edwards y Jones (2006), expresan que GeoGebra combina “sin problemas” ambos

tipos de conocimiento: algebra y geometria, haciendo asi que sea mas sencillo visualizar las
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ecuaciones geométricas. Echevarria (2015) y Bonaviia et al. (2021) sostienen que las
posibilidades de visualizacion dindmica y modelizacién matematica ofrecen a los estudiantes
“una vision mas clara” de los problemas geométricos, ya sea en dos o tres dimensiones.

Por otro lado, existen puntos de distancia en la manera en que los estudios abordan el uso
de GeoGebra y su integracion en las clases de matematicas. Mientras que Bonavifia et al. (2021),
se enfocan mds en como los estudiantes de secundaria pueden utilizar GeoGebra para resolver
problemas practicos y explorar disposiciones geométricas en tres dimensiones. Ademas,
Echevarria (2015) presenta un enfoque mas tedrico, en el cual los estudiantes investigan coémo
usar GeoGebra a partir de dos marcos conceptuales: la geometria sintética y la geometria
analitica. Estas diferencias metodologicas reflejan la diversidad en la implementacion de

GeoGebra, dependiendo de los objetivos pedagdgicos y el nivel educativo en el que se emplea.

1.2.3 GeoGebray la formacion de profesores de matemadticas

En esta seccion presentamos cinco investigaciones que tratan del uso de GeoGebra y la
formacion de profesores de matematicas.

El primer estudio que analizamos es el de Garcia-Lazaro y Martin (2023), titulado
“Competencia matematica y digital del futuro docente mediante el uso de GeoGebra”, que tuvo
como objetivo conseguir que el futuro profesor domine las técnicas relacionadas con las
transformaciones geométricas a la vez que mejore la competencia digital, matematica y la
didéctica segin el modelo Technological Pedagogical Content Knowledge (Modelo TPACK). En
ese estudio se utilizo el Software GeoGebra Classic, el objetivo era que los estudiantes en
proceso de formacion adquirieran habilidades para impartir conceptos geométricos tales como la
simetria axial, central, inversion, rotacion, traslacion y homotecia. Se aplico un disefio pre-

experimental con una metodologia mixta para una muestra de 68 participantes pertenecientes a la
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asignatura de Matematicas y su didéctica III del Grado en Educacion Primaria de la Universidad
Rey Juan Carlos de Ecuador, matriculados durante el curso 2021/2022 (Garcia-Léazaro y Martin,
2023).

En este estudio se encontraron resultados muy relevantes. Con respecto al problema del
contenido concerniente con la geometria, se les solicitd que evaluaran a través de una pregunta
dicotomica, determinando si este era complicado, sencillo o incomprensible. La moda sefiald que
los estudiantes consideran los contenidos matematicos que han visto hasta ahora como dificiles o
muy dificiles. El 74,2% de los encuestados afirmaron con una valoracion media de 4 puntos
sobres 5 que deberian estudiar mas, al menos en el momento de la encuesta, y 29% afirm6 no
entender nada. En cuanto a la percepcion de la formacion, mas de la mitad entienden que en el
plan de formacion de su profesorado se precisa que la didactica de las matematicas tenga mas
horas destinadas.

Otro estudio, presentado por Jodao y Ovigli (2023), titulado “Empleo del GeoGebra en la
ensenanza de la Geometria Analitica en la formacion inicial de profesores de Matematica”,
elaborado en Sumbe, Angola, tuvo como objetivo proponer procedimientos didactico-
metodoldgicos que contribuyeran al proceso de ensefianza-aprendizaje de la resolucion de
ecuaciones de las conicas (elipses) con el empleo del software GeoGebra en la disciplina
Geometria Analitica, considerando el rol fundamental de las tecnologias en el presente. El estudio
fue eminentemente cualitativo. Se aplicd un cuestionario a los profesores y estudiantes
seleccionados; ademas, una entrevista a estos ltimos. Estos evidenciaron que GeoGebra
contribuy6 de forma positiva al proceso de ensefianza-aprendizaje de los contenidos geométricos
referidos a la elipse, teniendo en cuenta que se comprobd que se torna mas comprensible el

estudio de dichos contenidos, vinculando de forma mas efectiva la teoria con la practica de la
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matematica. Se reconocio la necesidad de continuar profundizando en el empleo de este software
para el tratamiento didactico-metodologico de otros temas de interés en la Geometria (Jodo y
Ovigli, 2023).

Los resultados del estudio demostraron la viabilidad de incorporar tecnologias
informaticas, en particular el software GeoGebra, en el proceso de ensefianza-aprendizaje de la
Geometria Analitica. Esto se logré teniendo en cuenta los procedimientos didactico-
metodoldgicos propuestos, facilitando su implementacion en la practica pedagdgica en el
contexto de la formacion de estudiantes en la Ensefianza de las Matematicas.

Un tercer estudio presentado en este apartado es el de Ortiz (2020), en su conferencia
titulada “Inmersion del software GeoGebra en la formacion inicial de futuros profesores”, en el
marco del IT Congreso de Internacional de Educaciones, Pedagogias y Didacticas, realizado por la
Universidad Tecnologica y Pedagogica de Colombia, en la ciudad de Tunja, Colombia. Se
presento la experiencia del uso del software GeoGebra como mediador en el proceso de
ensefnanza - aprendizaje de la asignatura Geometria Euclidea, en el primer semestre de la
Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagogica y Tecnologica de Colombia, Facultad
Seccional Duitama, durante el semestre II del afio 2019.

El objetivo del estudio fue fomentar espacios oportunos para la inmersion de herramientas
tecnologicas desde la formacion inicial del futuro profesor de matematicas, contribuyendo a la
apropiacion de tecnologias efectivas, en este caso, de un software de geometria dindmica. El uso
de GeoGebra en la actividad académica se llevo a cabo a partir de la mitad del semestre, para
prevenir que el software se constituyera como objeto de estudio, y llegara a descuidarse el
aprendizaje de los contenidos de la asignatura; se destaca la evidente participacion y motivacion

de los estudiantes en el trabajo individual y colaborativo, con la apropiacién de nociones
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geométricas basicas, aspectos del razonamiento en geometria, estudio de figuras geométricas y
movimientos en el plano, dando paso a que el profesor en formacion lograra proponer
procedimientos en la solucién de problemas, planteando razonamientos que se aproximen al rigor
de las demostraciones (Ortiz, 2020).

Otro trabajo de este grupo es el desarrollado por Gonzalez (2014) titulado “Formacion
inicial de profesores en geometria con GeoGebra”, realizado en Santa Clara, Cuba, en la
Universidad de Ciencias Pedagbgicas Félix Varela Morales, con estudiantes del profesorado de
Matematica-Fisica. Este trabajo muestra una experiencia de empleo del programa GeoGebra en la
educacion inicial de profesores. Su objetivo era impulsar la profesionalizacion de los futuros
profesores, vinculando los contenidos geométricos de las distintas disciplinas con los contenidos
del nivel para el que se estan preparando. Se propuso, ademas, modelos de comportamiento que
se pudieron examinar durante la practica educativa y el trabajo profesional futuro.

Asi también, se hizo referencia a las consideraciones teoricas que dieron lugar a la
experiencia y el andlisis del uso de GeoGebra que brinda muchas posibilidades para ser utilizado
en la formacion inicial de profesores.

En otro estudio, presentado por Cotic (2012) con el titulo de “GeoGebra en la formacion
docente”, realizado en el Instituto de Formacion Docente, de Buenos Aires, Argentina, se
presenta una experiencia de formacion de un conjunto de profesores de matematicas que se
involucran en un curso de GeoGebra, con el proposito de transferir sus conocimientos especificos
y metodologicos a los alumnos. Se presentaron algunos ejemplos de actividades secuenciales
sobre la profundizacion en el estudio de las transformaciones en el plano y disefiadas por los

futuros profesores para sus practicas pedagogicas con alumnos de nivel secundario
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Se pudo verificar que el uso de las tecnologias y el empleo de metodologias adecuadas en
el aprendizaje de contenidos matematicos permite a los alumnos-futuros profesores, desarrollar
nuevas competencias, como la digital, resolucion de problemas, comunicativa y resolucion de
problemas, que le permitirdn incorporar recursos y herramientas informaticas adecuadas a los
conocimientos matematicos que deseen lograr en su actividad profesional (Cotic, 2012).

Los estudios descriptos en este apartado exponen varios puntos de concordancia con
respecto a la formacion de profesores de matematicas y el uso de GeoGebra. Primero, todas las
investigaciones destacan la trascendencia del uso de GeoGebra como una herramienta eficaz para
mejorar la ensefanza de conceptos geométricos, como asi también las transformaciones
geométricas y la geometria analitica. Ademas, subrayan el papel de GeoGebra para desarrollar
habilidades en el uso de recursos tecnologicos en los futuros profesores, en correspondencia con
las demandas existentes de la ensefianza de las matematicas.

Por otro lado, hay puntos de distancia entre los estudios en cuanto al enfoque y el
contexto de la aplicacion de GeoGebra. Mientras que Garcia-Lazaro y Martin (2023) se enfocan
en transformaciones geométricas en un contexto de educacion primaria y utilizan un disefio pre-
experimental, el estudio de Jodo y Ovigli (2023) se orienta hacia la geometria analitica y la
formacion en educacion superior, adoptando un enfoque cualitativo. De igual manera, estudios
como el de Gonzalez (2014) y Ortiz (2020) se ajustan en diferentes niveles y enfoques en la
formacion docente, destacando el uso de GeoGebra como mediador en la ensefianza, pero con
variaciones en la profundidad de los contenidos abordados y el contexto en el que se
implementan. Mientras que unos estudios hacen énfasis en la inmersion tecnologica durante la
formacidn inicial, otros se centran mas en la vinculacion de las préacticas docentes con las

competencias profesionales futuras.
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Estos puntos en comun y diferencias muestran que, aunque GeoGebra es una herramienta
ampliamente valorada en la formacién de profesores de matematicas, su implementacion varia
segun el nivel educativo, los contenidos especificos abordados y los objetivos pedagogicos en

cada estudio.

1.2.4 Tareas profesionales en la formacion de profesores de matemdticas

En este apartado presentamos cuatro investigaciones que tratan del conocimiento
especializado de la formacion de profesores de matematicas.

El primer estudio que analizamos es el realizado por Aké y Lopez-Mojica (2020), con el
titulo “Naturaleza de las tareas profesionales en la formacion de profesores de Matematicas™. La
investigacion, realizada en México, sugiere anadir tareas profesionales en la linea de la formacion
de profesores de matematicas. Dada la diversidad de posturas tedrico — metodologicas, presentes
en la Didactica de la Matematica, para articular las tareas profesionales, se configura un esquema
general que considera tres elementos importantes: un referente tedrico, el estudio del contenido
matematico desde las investigaciones y una logica de implementacion durante el proceso de
instruccion (Aké y Lopez-Mojica, 2020).

El tipo de tareas profesionales que precisan plantearse durante la formacion de profesores
deben ser situaciones vinculadas a su practica o futura practica educativa y guiadas teéricamente
por los resultados de las investigaciones para promover el desarrollo de sus conocimientos y
competencias (Aké y Lopez-Mojica,2020).

El segundo estudio analizado es el de Pochulu, Font y Rodriguez (2016), titulado
"Desarrollo de la competencia en andlisis didactico de formadores de futuros profesores de
matematica a traves del diserio de tareas” se enfoca en el desarrollo de la competencia en

analisis didactico de formadores de futuros profesores de matematicas de secundaria, explorando
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como el diseno, implementacion y redisefio de secuencias de tareas influye en esta competencia.
La investigacion se realizo en el contexto del ciclo formativo de formadores de futuros profesores
de Matematicas de secundaria, organizado por la administracion educativa argentina, con el
proposito de proporcionar herramientas para describir, evaluar y mejorar procesos de ensefianza
matematica.

La metodologia utilizada combina elementos de la investigacion basada en disefio,
incluyendo fases de preparacion, implementacion y analisis retrospectivo. Los datos se
recolectaron mediante registros de la plataforma virtual del seminario, grabaciones audiovisuales
de clases implementadas y analisis de reflexiones realizadas por los participantes. La
investigacion se centr6 en el disefio y redisefio de tareas considerando los criterios de idoneidad
didactica del Enfoque Ontosemidtico de la Cognicion e Instruccion Matematica (EOS).

La poblacion del estudio estuvo compuesta por formadores de futuros profesores que
participaron en un seminario virtual de diez semanas y en encuentros presenciales. Estos grupos
disefiaron y evaluaron secuencias de tareas alineadas con orientaciones curriculares y el uso
obligatorio de software como GeoGebra, lo cual permiti6 articular enfoques geométricos,
algebraicos y numéricos en sus propuestas.

Entre los principales resultados, se evidencio un desarrollo en la competencia en analisis
didactico de los participantes, reflejado en la mejora significativa de las secuencias de tareas
disefiadas, que mostraron mayor coherencia con los criterios de idoneidad didéactica. Ademas, el
estudio destaco el impacto del uso de TIC en el fortalecimiento de las practicas docentes y la
articulacion de diferentes marcos matematicos. Sin embargo, también se identificaron
dificultades, como la tasa de abandono del curso y los desafios asociados al uso de tecnologias en

la gestion de clase (Pochulu, Font y Rodriguez, 2016).
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En conclusion, este trabajo aporta un marco significativo para comprender como el disefio
de tareas puede fomentar el desarrollo de competencias profesionales claves en formadores de
futuros docentes, subrayando la importancia de la integracion de herramientas tedricas,
tecnoldgicas y curriculares en la formacion docente.

Por su parte, Chamoso y Céceres (2019), en el articulo "Creacion de tareas por futuros
docentes de matematicas a partir de contextos reales" aborda una experiencia educativa en la
formacion inicial de maestros, en la que se buscé desarrollar competencias matematicas y
pedagogicas a través de la creacion de tareas basadas en contextos reales. Este trabajo se centra
en como los estudiantes para maestro (EpM) generan propuestas didacticas que vinculan las
matematicas con situaciones cotidianas, promoviendo un aprendizaje mas significativo y cercano
a la realidad escolar.

Se desarroll6 en el contexto del Grado en Maestro de la Facultad de Educacion de la
Universidad de Salamanca, Espafia, durante la asignatura Matematicas y su Diddactica.
Participaron 73 estudiantes, mayoritariamente mujeres, distribuidos en 20 grupos de trabajo. El
proyecto consté de cuatro fases (Episodios, Cuentos, Materiales y Rutas), en la que los EpM
disefiaron tareas matematicas a partir de contextos reales, recibieron retroalimentacion mediante
coevaluacion y autoevaluacion, y posteriormente revisaron y perfeccionaron sus propuestas
iniciales. Las actividades se desarrollaron a lo largo de 12 semanas, con sesiones practicas y
formativas que incluyeron aspectos curriculares, metodoldgicos y de evaluacion (Chamoso y
Caceres,2019).

La poblacion estudiada estuvo formada por estudiantes de segundo curso del Grado en

Maestro, quienes no tenian experiencia previa en la creacion de tareas matematicas. El enfoque se
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centr6 en fomentar su capacidad para disenar actividades pedagogicas que integren contextos
reales como herramienta formativa.

Entre los principales resultados, se destaca que el 70% de las tareas creadas utilizaron
contextos reales, mejorando significativamente en cada fase del proyecto. Las tareas se
caracterizaron principalmente por desarrollar procesos cognitivos de aplicacion (57%) y, en
menor medida, de razonamiento (18%) y conocimiento (25%). Aunque predominé el uso de
respuestas cerradas (88%), se observo un ligero aumento en la inclusion de tareas abiertas a
medida que avanzaba el proyecto. Ademas, se logro una alta motivacion en los participantes y
una mayor precision en la elaboracion de las tareas, destacandose la relevancia de la reflexion y
la revision como parte del proceso formativo (Chamoso y Caceres,2019).

En conclusion, este articulo proporciona un marco innovador para la formacion de
docentes, resaltando la importancia de conectar las matematicas con la vida cotidiana a través de
la creacion de tareas auténticas. Asimismo, sugiere que este enfoque puede enriquecer las
competencias profesionales de los futuros maestros y transformar su vision sobre la ensefianza de
las matematicas.

En otro estudio, Fernandez-Mosquera et al (2017), titulado "Diserio de tareas en
Geometria Dinamica en la formacion inicial de profesores de matematicas de la Universidad de
Narinio" explora la creacion e implementacion de secuencias de tareas en entornos de geometria
dindmica para la formacion inicial de docentes. Este trabajo se enmarca dentro de la linea de
investigacion "TIC en la Ensefianza y Aprendizaje de las Matematicas" y se centra en el disefio
de tareas relacionadas con las propiedades de objetos geométricos como conicas, cuerpos
geométricos y funciones cubicas, utilizando herramientas digitales como Cabri II Plus y Cabri

3D.
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La metodologia se basa en enfoques tedricos como la Teoria de las Situaciones Didacticas
(TSD) de Brousseau, la Ingenieria Didactica de Artigue, el Enfoque Instrumental de Rabardel y la
Teoria de la Mediacion Semiotica de Mariotti. Ademas, se utiliza una metodologia de micro-
ingenieria didactica que comprende fases como analisis preliminar, disefio, implementacion y
analisis a posteriori. Estas tareas se implementaron en un contexto educativo real con estudiantes
de educacion media y formadores en proceso de capacitacion (Ferndndez-Mosquera et al, 2017).

La integracion de artefactos fisicos (como palillos y pantdgrafos) y virtuales (como Cabri
II Plus) en las actividades permiti6 estudiar la complementariedad entre estos recursos para
mejorar la ensefanza y el aprendizaje.

Entre los principales resultados, se evidencid que el uso de la geometria dindmica
favorece la transicion entre la visualizacion inicial y la formalizacién matematica. Las tareas
disefniadas permitieron a los estudiantes comprender conceptos complejos como las conicas o las
funciones cubicas desde diferentes representaciones. Ademas, el estudio destaca que la
integracion de TIC facilita la exploracion y validacion empirica, promoviendo la construccion de
significados matematicos so6lidos. Por tltimo, se observé que las tareas contribuyen
significativamente al desarrollo del pensamiento geométrico, tanto en estudiantes como en
docentes en formacion (Fernandez-Mosquera et al, 2017).

En conclusion, el trabajo subraya la importancia de integrar tecnologias digitales y
enfoques innovadores en la formacion de docentes, resaltando que este enfoque no solo mejora la
comprension de conceptos geométricos, sino que también fomenta la reflexion sobre la practica

docente y la capacidad de disefiar actividades matematicas significativas.
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Los estudios analizados comparten importantes similitudes en su enfoque hacia la
formacion docente como herramienta clave para el desarrollo profesional de los profesores de
matematicas. Cada investigacion enfatiza el uso de tareas matematicas como un eje central para
mejorar las idoneidades pedagogicas y matematicas. Ademas, integran marcos teoricos robustos
que guian el disefio y analisis de estas tareas, como la Teoria de las Situaciones Didacticas
(Fernandez-Mosquera et al., 2017) y el Enfoque Ontosemiotico (Pochulu et al., 2016). Otro punto
en comun es la incorporacion de la reflexion y revision durante los procesos formativos,
reconociendo su importancia para perfeccionar las tareas y las practicas pedagdgicas (Chamoso y
Caceres, 2019).

Un elemento destacable es la integracion de tecnologia en varias de estas investigaciones.
Herramientas digitales como GeoGebra, Cabri II Plus y Cabri 3D son utilizadas no solo como
recursos de apoyo, sino también como medios para facilitar la visualizacion y exploracion de
conceptos matematicos (Ferndndez-Mosquera et al., 2017; Pochulu et al., 2016). Esta integracion
tecnologica refleja una tendencia hacia la modernizacion de las practicas docentes, orientada a
mejorar la comprension y ensefianza de conceptos matematicos complejos.

No obstante, las diferencias entre los estudios son significativas y reflejan la diversidad en
sus objetivos y contextos. Por ejemplo, algunos trabajos, como el de Aké y Lopez-Mojica (2020),
se enfocan en el disefio de tareas profesionales vinculadas directamente con la practica educativa,
mientras que otros, como el de Pochulu et al. (2016), priorizan el analisis didactico de las tareas
desde criterios de idoneidad. De manera similar, el estudio de Chamoso y Céceres (2019) se
orienta hacia tareas relacionadas con contextos reales, buscando acercar las matematicas a
situaciones cotidianas, mientras que Fernandez-Mosquera et al. (2017) exploran el potencial de

las tareas de geometria dindmica, combinando artefactos fisicos y virtuales.
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Los estudios analizados muestran una coincidencia en la relevancia de las tareas
matematicas como herramienta formativa. Sin embargo, se diferencian en sus enfoques,
contextos y metodologias. Estas variaciones reflejan la riqueza y diversidad en la investigacion
sobre formacion docente, lo que permite abordar multiples dimensiones del desarrollo profesional

en la ensefianza de las matematicas.

1.3  Objetivos

1.3.1 Objetivo general

Identificar elementos base para el disefio de tareas profesionales que faciliten el estudio de

la circunferencia desde la geometria sintética y analitica, integrando el uso de GeoGebra.

1.3.2 Objetivos especificos

e Vivenciar el estudio de la circunferencia desde el punto de vista de la geometria sintética y
analitica con el uso de GeoGebra, con base en las experiencias de formacion en las sesiones
de asesorias.

e Identificar tareas profesionales en el marco de las vivencias del estudio de la circunferencia
con GeoGebra, desde nuestra experiencia en las sesiones de asesorias.

e Organizar tareas profesionales identificadas en el marco de las vivencias del estudio de la
circunferencia utilizando GeoGebra.

El primer objetivo especifico se plantea de esa manera debido a que el ejercicio de estudio
que estd contemplado en el trabajo final de grado se incorporan unas sesiones de asesoria en las
que estudiamos de manera colectiva, nosotros tres, el contenido del libro III y IV de Elementos,

en ese sentido hemos hecho el estudio de la perspectiva de la geometria sintética, asi también
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teniendo a mano siempre la herramienta GeoGebra para ayudarnos en la interpretacion y en el
estudio de los libros mencionados.
De la misma manera hicimos con respecto a la geometria analitica para el estudio del libro

Geometria de Descartes.

1.4  Aspectos Metodologicos

Es importante aludir que el propdsito de este subcapitulo es describir el proceso para la
realizacion de este trabajo final de grado. Cabe mencionar que lo desarrollado no sigue de forma
exclusiva a un determinado enfoque metodoldgico de investigacion, para ello, es importante
aclarar que no es posible categorizar el documento de manera arbitraria. Por lo tanto, hacemos
hincapi¢ en la creacion de las tareas propuestas describiendo las distintas metodologias de

investigacion utilizadas en el trabajo.

1.4.1 Revision documental

La primera parte del trabajo consistio en una revision documental de antecedentes sobre
tareas en la formacion docente inicial, la circunferencia desde la perspectiva de Euclides y
Descartes, el uso de GeoGebra en la circunferencia y la formacion de profesores. Al respecto,
realizamos una blisqueda en las bases de datos a saber, Dialnet, Google Académico Springer,
Scielo, y en los repositorios de la Universidad Pedagogica Nacional y la Universidad de los
Andes. Como resultado de tal buceo bibliografico se hallaron alrededor de 70 articulos de revista,
2 tesis de maestria, y 18 libros o capitulos de libro. No obstante, se aplico un filtro a los
documentos encontrados porque algunos apuntan a otros aspectos de la circunferencia respecto a

la formacion de profesores de matematicas.
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Una vez escogidos los documentos que valdrian de antecedentes para nuestro trabajo,
procedimos a realizar un resumen analitico de cada uno, en los que mencionamos las ideas
principales y la correspondencia con la formacion inicial de profesores de matematicas, el uso de
GeoGebra para trabajar con circunferencias y la importancia del conocimiento de ello en la
formacion de profesores. Estos aspectos mencionados se encuentran desarrollados en el
subcapitulo de antecedentes del presente documento.

Luego, nos dimos a la tarea de estudiar la circunferencia desde el punto de vista de la
geometria euclidiana en los libros I y IV de Elementos de Euclides y en la geometria analitica
en de Descartes, “con el fin de sentar las bases para identificar semejanzas y diferencias en el
tratamiento matematico de este objeto en cada geometria considerada” (Acosta, Paez y
Guacaneme, 2024, p. 99).

Ademas, realizar tareas en la formacion inicial de profesores de matematicas exigio la
perspicacia del campo investigativo para determinar sus finalidades y propdsitos. Por esta razon,
el siguiente subapartado ubica el trabajo en una linea de investigacion que permite hacer

referencias teodricas y conceptuales para delimitar nuestro trabajo.

1.4.2  Campo de investigacion

Al iniciar esta investigacion, ubicamos nuestro trabajo final de grado en el campo de la
investigacion de la Educacion del Profesor de Matematicas, muy acorde con la intencion de
aprender acerca del disefio de tareas para futuros profesores de matematicas del Instituto de
Formacion Docente. De alli, que pasamos brevemente a describir el campo de investigacion y el
motivo por el cual este trabajo final de grado guarda relacion con el mismo.

La Educacion del Profesor de Matematicas como campo de investigacion se diferencia del

campo de la Didéctica de las Matematicas porque estudian cosas distintas. Se supone que el
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conocimiento de los profesores no trata s6lo de matematicas y es por esto que los sistemas
didacticos que estudia la Didéctica se quedan limitados respecto de los conocimientos que deben
ser apropiados por un profesor de matematicas (Guacaneme y Mora, 2011).

Por lo tanto, teniendo en cuenta que es posible y natural reconocer la necesidad del campo
de la formacion docente, el siguiente paso es buscar ejemplos de su existencia y relevancia en la
actualidad. Al respecto, Guacaneme y Mora (2011) conciben un listado de diferentes evidencias
que ponen mas claro el actual estado en este &mbito, mencionan revistas especializadas en el
campo. También se encuentra la divulgacion de un Handbook referido unicamente a la Educacion
del Profesor de Matematicas (Tirosh & Wood, 2008), en el que se resalta el importante papel que
ha venido ocupando la educacion del profesor en distintos eventos académicos internacionales
relacionados con la Educacion Matematica. Ademas, en la Conferencia Interamericana de
Educacion Matematica (XIII CIAEM, Brasil 2011), de los grupos tematicos presentados, al
menos dos (1. e., Formacion de profesores en la educacién matematica y competencias
profesionales en la educacién matematica) presentaron asuntos referentes a la educacion del
profesor de matematicas (Guacaneme y Mora, 2011).

Para concebir el foco sobre el cual se centra el campo de la Educacion del Profesor de
Matematicas, seguidamente se detallan los objetos de investigacion que proponen Guacaneme y
Mora (2011). Algunos de estos son:

e [as matematicas o sus objetos; la ensefianza, aprendizaje y evaluacion de las

matematicas; justificacion, propositos y estrategias del curriculo de matematicas, etc.

e Las actividades précticas en el quehacer docente y los procesos de aprendizaje

profesional.
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e Las relaciones efectivas que los profesores en formacion y en ejercicio logran efectuar
entre el conocimiento teorico y las exigencias y necesidades que surgen desde la
practica de la ensefianza de las matematicas.

e Los conocimientos y competencias que los profesores de matematicas deben aprender
y desarrollar para el ejercicio profesional docente.

e Las diferencias de formacion que exige el nivel educativo de desempefio del futuro
profesor.

e Las estrategias y tareas utilizadas en los programas de formacién de profesores de
matematicas para su educacion.

e Las dinamicas de formacion que se dan en comunidades de practica de profesores de
matematicas y su relacion con el aprendizaje individual.

e La instruccion de los formadores de formadores.

e La educacién on-line de profesores.

Es importante mencionar que el articulo realizado por Guacaneme y Mora (2011) tiene de
base los trabajos de Cardefioso, Flores y Azcarate (2001) asi como el de Sanchez (2011). Dentro
de este marco, queda claro el campo de investigacion al cual se vincula el disefio de tareas para la
formacion de profesores.

El paso siguiente con respecto a los aspectos metodologicos, fue la identificacion y
organizacion de tareas profesionales en virtud de las vivencias del estudio de la circunferencia,

que se describen a continuacion.

1.4.3 Identificacion y organizacion de las tareas

Para poder identificar las tareas, las sesiones de asesoria fueron fundamentales, debido a

que, en los distintos encuentros con nuestro asesor ¢l nos proponia una tarea para vivenciar las
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dificultades y maneras de resolucion sobre lo propuesto. A veces, no habia una sola manera de
resolver, sino que encontrabamos mas de una forma de resolucion, apoyandonos en GeoGebra en
la mayoria de los casos para su resolucion.

Cabe mencionar, que todas las asesorias fueron grabadas, por lo tanto, recurrimos a estas
para poder identificar las tareas que podrian ser propuestas para la formacion de profesores de
matematicas y con ello poder analizar las dificultades y maneras de resolucion encontradas a la
hora de desarrollar las tareas propuestas por el asesor.

Del total de las tareas identificadas, que son 15, organizamos y disefiamos 5 tareas
profesionales que van enfocadas hacia los conocimientos y competencias que los futuros
profesores de matematicas deben aprender y desarrollar para el ejercicio profesional. Las tareas
organizadas a saber: Dos desde la perspectiva de la geometria sintética (Proposicion I11-3 y
Proposicion 111-36), y tres desde la perspectiva de la geometria cartesiana o analitica (Analisis del
problema de Pappus, raiz cuadrada utilizando circunferencia y rectas, y resolucion de una forma
cuadratica utilizando rectas y circunferencia).

Para la organizacion y elaboracion de las tareas profesionales, se inicidé con una version
borrador de cada una de ellas, las que fueron expuestas al asesor del trabajo final de grado para su
analisis y discusion las veces que fuesen necesarias hasta lograr una aprobacion sobre los
objetivos e intenciones de estas. Posteriormente, al tener la version final (que puede ser
perfectible) de las tareas profesionales, se procedio al andlisis a priori del alcance de ellas.

Finalmente, habiendo presentado la inquietud pedagogica que conlleva el trabajo, sus
objetivos y la descripcion de las distintas fases de los aspectos metodoldgicos que se observaron,

es viable avanzar al marco referencial.
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2 MARCO DE REFERENCIA

Para poder organizar y disefiar las tareas profesionales para la formacion de futuros
profesores de matematicas en el estudio de la circunferencia, creimos que hay cuatro aspectos, a
saber, la formacion de profesores, el uso de GeoGebra, la comprension de conceptos geométricos
fundamentales como el de la circunferencia y el disefo de tareas, que son trascendentes para
estructurar un proceso de ensefianza y aprendizaje eficaz en el contexto de la geometria sintética
y analitica.

Solo a través de la integracion de estos pilares mencionados anteriormente, es posible
formular los tipos de tareas que incentiven el proceso de ensefianza y aprendizaje tanto dinamico

como adecuado.

2.1  Formacion de profesores de matematicas

La formacion de profesores de matematicas es un area vital de la investigacion educativa
ya que sefiala las competencias a adquirir por los futuros profesionales de la ensefianza para ser
educadores efectivos. Con respecto a eso, no es suficiente que el profesor conozca solo los
contenidos matematicos; debe adquirir habilidades pedagogicas especificas, creando tareas para
el aprendizaje activo del alumnado, conforme a herramientas tedricas y metodoldgicas
estudiadas. Por tanto, el profesor y su capacidad de ensefianza son elementos clave para el
desarrollo de tareas ya que deben ser capaces de adaptarse a las necesidades del aula conciliando

estructura, proposito e implicacion, para comprender la circunferencia de forma efectiva.

2.1.1 La formacion docente en Paraguay

La formacion docente en Paraguay es de cardcter terciario no universitario. Las carreras

de profesorado para la educacion inicial, escolar basica y media tienen una duracion de tres afios
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con practicas educativas impartidas en Institutos de Formacion Docente (IFD), asi como en
algunas universidades o institutos superiores habilitados para tal efecto (MEC, 2020).

Los Institutos de Formacion Docente (IFD) deben cumplir para su funcionamiento las
normativas vigentes que emanan del Viceministerio de Educacion Superior y Ciencias,
especificamente de la Direccion General de Formacion Profesional del Educador (MEC, 2020).

En la Nueva Formacion Docente (MEC, 2020), la combinacion teoria-practica esta
integrada a todos los bloques formativos, tanto en la formacién fundamental, que contiene las
bases pedagdgicas, como en la especifica con las didacticas propias. La practica profesional es el
eje integrador del proceso formativo en todos los semestres. Las teorias aprendidas en cada
modulo o disciplina deben ser llevadas a la practica.

El curriculum innovado para la Nueva Formacioén Docente (MEC, 2020) tiene las
siguientes caracteristicas: abierto, centrado en el aprendizaje de los estudiantes, que conecte y
articule teoria y practica, que favorezca el aprendizaje colaborativo, trabajando las habilidades
para la vida, permitiendo el aprendizaje exploratorio y experimental y, por ultimo, posibilitando
la articulacion con la formacion de grado.

La educacion superior, con el objetivo de apreciar el esfuerzo académico de los alumnos
y al mismo tiempo promover la movilidad y transferencia en los estudios, ha originado el sistema
de créditos académicos. En Paraguay, el Consejo Nacional de Educacion Superior (CONES) ha
definido que un crédito paraguayo equivale a 15 horas de trabajo; el uso de estos favorece la
movilidad y convalidacion de estudios académicos en el &mbito nacional, para lo cual se tendran
en cuenta las normativas emanadas por el CONES (MEC, 2020).

Los individuos que han concluido exitosamente la educacion secundaria y poseen el titulo

de Bachillerato en cualquiera de las disciplinas, podran dirigirse a los IFD para presentarse al
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proceso de ingreso. Los candidatos a una carrera de formacion docente tendran que atravesar un
proceso de capacitacion antes del desarrollo del plan de estudio mediante un Curso Probatorio de
Ingreso, valido como el primer semestre de la carrera (MEC, 2020). Esta etapa comienza con la
implementacion de examenes que establecen los grados de comprension escrita en los dos
idiomas oficiales del pais (Espaiiol y Guarani), asi como la capacidad de calculo. Esto es
regulado y programado anualmente por el MEC por medio de la Direccion General de
Formacion Profesional del Educador y el Instituto Nacional de Evaluacion Educativa.

Al terminar la carrera de la Nueva Formacion Docente Inicial, el titulo obtenido es:
Profesor del Area de Matematica para el 3.° ciclo de la Educacion Escolar Basica y Educacion
Media, segtin el perfil de egreso descripto en la Figura 1. Ser Profesor de Matematica,
constituye una carrera de gran responsabilidad y compromiso con el pais. Es un experto
capacitado para administrar el aula en instituciones de educacion formal, asi como en &mbitos
educativos no formales, enfocandose en los aprendizajes que el estudiante debe adquirir en
funcién de su fase evolutiva. Posee la habilidad de disefiar y crear recursos pedagogicos que
respalden su administracion educativa, y también reflexionar sobre su propia practica para
optimizarla de manera constante, involucrarse de manera activa en los proyectos educativos de la

institucion (MEC, 2020).
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Figura 1
Descripcion del perfil del Profesor del area de Matematica

1. Manifiesten en su desempenio profesional conocimiento de las bases neurobiologicas, asi
como los procesos psicologicos, biclégicos v sociales relacionados al aprendizaje vy los
tomen en cuenta para el proceso de planificacion, implementacion y evaluacion del
proceso de ensefianza-aprendizaje.

. Demuestren dominio de los contenidos del @rea atendiendo a la diversidad de los
estudiantes y a las necesidades del contexto sodal en el que interactda.

Conocimientos
(%]

3. Reconocen y aplican estrategias especificas de ensefianza basadas en el Disefio Universal
de Aprendizaje (DUA) para lograr el aprendizaje de todo el alumnado,
independientemente a las condiciones evolutivas, cognitivas y sociales de los estudiantes.

4_ Reflexionen y evalien su practica a fin de tomar decisiones para la mejora continua de su
labor docente.

5. Proyecten y gestionen su propia formacion permanente comao un profesional responsable
y consciente de los compromisos que conlleva la tarea docente, incorporando las
innovaciones y las adecuaciones cuando sean necesarias.

6. Conozcan, disefien, desarrollen y evalien procesos educativos centrados en el
aprendizaje del estudiante, acordes al curriculum del nivel, asi como proyectos
educativos, unidades y planes didacticos, ambientes, actividades y materiales, que
permitan flexibilizar el curricule a la diversidad del alumnado, y para promover la calidad
de los contextos en los que se desarrolla el proceso educativo.

7. Desarrollan procesos de ensefianza bilingle, en atencion a la primera y segunda lengua
de sus alumnos, segin la realidad linglistica y la incorporacién del inglés como lengua
extranjera.

8. Demuestren un alto compromiso con la educacién del pais, con la labor docente que
desempefian, con el aprendizaje de todos los estudiantes v con los resultados de su
practica.

9. Manifiesten habilidades sociales, emocionales y de liderazgo gue les permitan
relacionarse consigo mismo, con los estudiantes y con los miembros de la comunidad, de
modo a propidar la construccion de espacios de convivencia en los diferentes contextos
educativos.

10. Actiien como agentes de cambio en los espacios educativos y sociales, con principios y
valores democraticos y éticos, con sentido de identidad y pertenencia a la comunidad y a
la nacidn paraguaya.

11. Manifiesten en su actuar el respeto por la vida, la familia y los valores enmarcados en los

Actitudes y valores

principios de equidad e igualdad como miembros de uma sodedad pluriétnica v
pluricultural.

12 Generen accdones de promocion de la salud, de preservacion y conservaddn del medio
ambiente y recursas culturales en los diferentes contextos educativos.

13. Apliguen en su relacionamiento personal y profesional las normativas establecidas en la
legislacion educativa nacional.

Nota. Facsimil del Curriculum Profesorado del Area de Matematica para el 3.° ciclo de la Educacién Escolar
Basica y Educacion Media (MEC, 2020, pp. 32-33).

Descripcion de la propuesta curricular
La propuesta curricular se organiza de acuerdo con las lineas de formacion que definen

caminos que facilitan la adquisicion de saberes generales, especificos, complementarios y
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practicos indispensables para la formacion profesional del profesor (ver Figura 2). Se presentan
lineas de formacion general (FG), de formacion de la especialidad (FE), formacion practica

profesional (FPP), formacion instrumental (FI) y formacion optativa o local (FO) (MEC, 2020).

Figura 2
Distribucion del Curriculum del Profesorado de Matematicas

CARACTERISTICAS GENERALES DE LA PROPUESTA

. Duracion: 3 afos
. Régimen: semestral (6 semestres)

1

2

3. Numero de modulos: 50

4. Carga académica total: 3351 horas
5

. Lineas de formacion:

Profesorado de Matematica Total Porcentaje
global

Formacion Fundamental 845 -

Practica Profesional _— 17

Formacion Especifica 062 29

Formacion Instrumental 248 27

C. Local f Optativo 24 7
3351 100

Nota. Facsimil del Curriculum Profesorado del Area de Matemadtica para el 3° ciclo de la Educacion Escolar
Basica y Educacion Media (MEC, 2020, p. 49).

A continuacion, detallamos la estructura de las lineas de formacion distribuidas en la
malla curricular (ver Figura 3) seglin corresponde a cada semestre:

Formacion fundamental: constituida por 13 materias que totalizan 845 horas repartidas
en los 6 semestres y representan el 25% del total de la formacion.

Formacion en la practica profesional: Constituida por 5 espacios de Prdctica
Profesional que hacen un total de 552 horas reloj, siendo 477 horas presenciales (que incluye las
visitas a las instituciones educativas) desarrolladas en los cinco semestres y 75 horas de trabajo

independiente del estudiante, lo que representa el 17% del total de la formacion.
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Cada semestre de la practica tiene intencionalidades especificas de modo a ir ofreciendo
al estudiante la experiencia de campo, la responsabilidad que conlleva y las oportunidades de
aplicacion de las habilidades y los conocimientos en situaciones reales, de manera gradual y
progresiva (MEC, 2020).

Formacion especifica: Consta de 15 materias que hacen un total de 810 horas
presenciales desarrolladas en 5 semestres, mas 152 horas de trabajo independiente hacen 962
horas en total y representan el 29 % del total de la formacion.

Formacion instrumental: Se compone de 12 talleres que suman 748 horas repartidas en
468 horas presenciales de distinta intensidad durante los 6 semestres (en los que el examen de
ingreso representa la mayor cantidad de horas) y 280 horas de trabajo autonomo, teniendo en
cuenta la inclusion del curso virtual de inglés. Esto constituye el 22 % de la totalidad de la
capacitacion.

Formacion optativa o local: El 7% del tiempo total del profesorado se destina a un
proyecto local de eleccion, con 244 horas distribuidas en 5 semestres. Cada IFD debera
establecer como repartir esta carga horaria semestral, si se llevara a cabo presencial (en el IFD o

en la comunidad o en una institucion educativa) y/o si se asignara trabajo independiente.
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Figura 3
Malla Curricular Profesorado del 3.° Ciclo y Educacion Media
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Nota. Facsimil del Curriculum Profesorado del Area de Matematica para el 3.° ciclo de la Educacion Escolar
Basica y Educacion Media (MEC, 2020, p. 43).

En lo que respecta al estudio de la Geometria, podemos ver que en toda la carrera se tiene
tres modulos para su estudio, el de la Geometria plana y su didactica, Geometria del espacio y su
didactica y Geometria analitica y su didactica, que equivale al 6% de todo el curriculum; dentro
de cada mddulo solo se da una pincelada de la Geometria euclidiana, y con respeto a la

Geometria analitica su contenido hace referencia a contenidos desde distancia entre dos puntos y
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al estudio de todas las conicas, pero el enfoque con que se desarrolla dicho programa es mas de

aplicacion de formulas, sin ahondar sobre los conocimientos historicos de cada geometria.

2.1.2 La competencia docente y el enfoque en “mirar con sentido”

Una de las competencias fundamentales que los futuros profesores deben desarrollar es la
capacidad de “mirar con sentido” las situaciones de ensefianza y aprendizaje de las matematicas.
Esta competencia implica identificar los aspectos relevantes de la practica docente, interpretar las
interacciones en el aula y tomar decisiones pedagogicas basadas en principios didacticos solidos
(Llinares, 2012). Este enfoque es particularmente relevante en el disefio de tareas para la
ensefianza de la circunferencia, ya que permite a los profesores anticipar las respuestas de los
estudiantes y adaptar sus estrategias de ensefianza para promover un aprendizaje significativo.

Segun Llinares (2012), la competencia docente “mirar con sentido” permite al profesor de
matematicas ver las situaciones de ensefianza-aprendizaje de las matematicas de una manera
profesional integrando tres destrezas: identificar los aspectos relevantes de la situacion de
ensefnanza; usar el conocimiento sobre el contexto para razonar sobre las interacciones en el aula,
y realizar conexiones entre sucesos especificos del aula y principios e ideas mas generales sobre
la ensefianza-aprendizaje.

Esta competencia no solo permite a los profesores interpretar lo que sucede en el aula,
sino que también les proporciona herramientas para vincular la teoria con la practica. Asi, el
desarrollo de esta se vincula estrechamente con la integraciéon de conocimientos matematicos y
pedagbgicos especificos, lo que facilita el disefio de tareas que respondan a las necesidades
educativas de los estudiantes.

Ademas, el disefio de tareas profesionales debe estar asociado a la investigacion

educativa, permitiendo a los futuros profesores aplicar el conocimiento tedrico en situaciones de
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ensefanza reales. Este enfoque garantiza que los profesores no solo adquieran conocimientos
matematicos, sino que también desarrollen la capacidad de adaptar sus métodos de ensefnanza a

diferentes contextos y necesidades de los estudiantes.

2.1.3 Laintegracion de teoria y prdctica

Uno de los desafios mas importantes en la formacion de profesores de matematicas es la
integracion efectiva entre teoria y practica. Investigaciones como las de Aké y Lopez-Mojica
(2020) destacan la necesidad de que los futuros profesores participen en actividades que les
permitan aplicar sus conocimientos tedricos en situaciones practicas, lo que facilita el desarrollo
de competencias docentes mas soélidas (Llinares, 2012). En el caso del estudio de la
circunferencia, es fundamental que los futuros educadores aprendan a utilizar herramientas
tecnologicas como GeoGebra para disefiar tareas que promuevan la comprension profunda y el
razonamiento geométrico.

El disefio de tareas profesionales, apoyado en el uso de tecnologias y enfoques
innovadores como el de “mirar con sentido”, es crucial para preparar a los futuros profesores a
fin de que puedan enfrentar los desafios de la ensefianza de conceptos matematicos como la
circunferencia. Este enfoque garantiza que los futuros profesores adquieran las habilidades
necesarias para disefiar y adaptar tareas que promuevan un aprendizaje profundo y significativo

en sus estudiantes.

2.1.4 Laimportancia de los entornos de aprendizaje

El disefio de entornos de aprendizaje efectivos es trascendental para el desarrollo de
competencias docentes. Segun Schon (1983), los profesionales aprenden a través de la reflexion
en la accion, lo que significa que la formacion de profesores debe proporcionar oportunidades

para que reflexionen sobre su propia practica y mejoren sus habilidades a través de la experiencia
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directa. En este sentido, los entornos de aprendizaje que combinan la teoria con la practica son
esenciales para que los futuros profesores adquieran las competencias necesarias para disefiar e
implementar tareas profesionales que fomenten el razonamiento matematico y la resolucion de
problemas en sus estudiantes.

Segun Llinares (2019), los programas de formacién deben proporcionar oportunidades
para que los estudiantes en formacion participen en practicas sociales de ensefianza, lo que les
permite adquirir conocimientos y habilidades a través de la experiencia directa y la reflexion
critica. Estos entornos pueden incluir el uso de tecnologias como GeoGebra, que facilite la
visualizacidon y manipulacion de conceptos matematicos como la circunferencia, promoviendo un
enfoque mas interactivo y exploratorio de la ensefianza. También, su uso permite a los futuros
profesores explorar conceptos matematicos de manera interactiva, facilitando la visualizacién,
comprension de conceptos y manipulacion de objetos geométricos como la circunferencia, y ast,

desarrollar nuevas estrategias de enseflanza que integren herramientas digitales en el aula.

2.2 GeoGebra

La importancia de GeoGebra como herramienta tecnoldgica dindmica radica en la
visualizacion de una variedad de representaciones de objetos matematicos de manera accesible a
través de interfases interactivas. El desarrollo de la tecnologia ha revolucionado la ensefianza de
la matematica al ofrecer visualizaciones interactivas que permiten descubrir y manipular varios
objetos geométricos de una manera intuitiva. Por lo tanto, disefiar tareas con el uso de GeoGebra
para futuros profesores es muy importante para nosotros. No solo porque facilita la
representacion grafica de varios objetos geométricos, sino también porque desarrolla un
pensamiento matematico profundo acerca de los conceptos matematicos. En el estudio de la

circunferencia en particular, esta herramienta de software permite una exploracion visual que
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apoya la interpretacion tedrica y la transicion de la representacion algebraica a la representacion

geométrica.

2.2.1 GeoGebra-Caracterizacion

Segun la plataforma (https://www.geogebra.org/?lang=es-ES) GeoGebra (ver Figura 4)
es un software matematico dinamico para todos los niveles educativos que retne geometria,
algebra, hojas de calculo, graficas, estadisticas y calculo en un solo motor. Ademas, GeoGebra
ofrece una plataforma en linea con més de un millon de recursos gratuitos para el aula creados
por la comunidad multilingiie. Estos recursos se pueden compartir facilmente a través de la
plataforma de colaboracion GeoGebra Classroom en la que se puede monitorear el progreso de

los estudiantes en tiempo real.

Figura 4
Pagina principal de GeoGebra

GeaGebra Recursos v Calculadoras » Q Buscar ( Unirsealaclase ) '

Herramientas de GeoGebra y recursos

Ensenar y aprender
matematicas de manera
mas inteligente

GeoGebra mads que un conjunto de herramientas gratuitas para hacer

matematicas. Es una plataforma para ¢ sores y estudiantes
rtusiastas y ofrecerles una nueva forma de explorar y aprender

matematicas

Iniciar Calculadora Recursos matemdticos

Nota. Facsimil de la pagina de GeoGebra.

GeoGebra ofrece, ademas, recursos matematicos para todas las areas (ver Figura 5),
elaborados por expertos, herramientas gratuitas como calculadoras y sus aplicaciones para una

experiencia interactiva de aprendizaje y evaluacion, disponible en todas las plataformas. También
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ofrece lecciones interactivas de matematicas disponibles e integracion con varios LMS

compatibles. Un nuevo espacio ofrecido es el de GeoGebra Practice en el que uno puede

practicar la resolucion de problemas algebraicos.

Figura 5
Oferta de Espacios de GeoGebra

Calculadoras Q Buscal

Lo que ofrecemos

Materiales ¥

GenGebra

= o

Recursos mateméticos

Nuestra nueva coleccién de
recursos matemdticos de
GeoGebra ha sido elaborada
meticulosamente por
nuestro equipo de expertos

para los grados 4 a 8 (de 11

Calculadoras y aplicaciones
matemdticas

Herramientas gratuitas para
una experiencia interactiva
de aprendizaje y evaluacién.
Disponible en todas las

plataformas

Colaboracién en Classroom

Lecciones interactivas de
matemdticas con recursos
GeoGebra disponibles.
Integracién con varios LMS

compatibles

a 15 afios,
aproximadamente)
Aprender mas >

Explorar todo - Explorar todo -

™

[ Unirsealaclase | Conectar
\ /

Ay

GeoGebra Practice

Consigue apoyo en
ejercicios matematicos paso
a paso, explora diferentes
caminos de solucién y obtén
confianza en la resolucién

de problemas algebraicos.

Probar >

Nota. Facsimil de la pagina de GeoGebra.

GeoGebra es un programa de software libre, es facil de instalar y compatible con

cualquier sistema operativo. Se puede trabajar en diferentes contenidos de las matematicas. Una

herramienta que permite trabajar la metodologia del aprendizaje colaborativo, es decir, los

estudiantes, a través de la exploracion del software, pueden construir sus aprendizajes entre si 'y

compartir experiencias.

La mision de GeoGebra es brindar las mejores herramientas para que los profesores

acompaien a los estudiantes en el desarrollo de su potencial (ver Figura 6). Vamos mas alla de

ser solo una coleccion de herramientas, nos esforzamos por conectar a personas apasionadas del

mundo de la educacion, ofrecemos un nuevo enfoque para ensefiar, explorar y aprender

matematicas (https://www.geogebra.org/).
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Figura 6
Recursos ofrecidos por GeoGebra

Ty
GeQGebrO Recursos v Calculadoras = Q, Buscar | Unirse ala clase | @
S S

Ir a todos los Recursos

| Algebra Geometria wmn” Mediciones

27 recursos 4 55 recursos 32 recursos

. Probabilidad y . L
Operaciones L Sentido numérico
estadistica
+ 36 recursos 48 recursos
14 recursos

Nota. Facsimil de la pagina de GeoGebra.

Segun Ruiz, Avila y Villa-Ochoa (2013) herramientas como el software GeoGebra son
utiles en la ensefianza de matematicas, ya que facilitan que los estudiantes muestren, mediante la
aplicacion de saberes previos, lo que han aprendido hasta el momento. Las actividades en el aula,
disefiadas para fomentar la produccion de conocimiento a través de la manipulacion,
visualizacion y uso de software educativo, permiten que los profesores mejoren sus estrategias de
ensefnanza, al tiempo que proporcionan a los estudiantes momentos de "diversion" y "tension", lo
que fomenta la busqueda de diferentes resultados y un sentido de competencia. Con los
elementos tedricos y practicos proporcionados, se espera que los participantes generen nuevas
experiencias y actividades aplicables en sus aulas, ampliando sus recursos didacticos y
comunicativos para la ensefianza de las matematicas. Asimismo, se busca motivar a los futuros
profesores a implementar nuevas estrategias metodoldgicas que incrementen la motivacion y

favorezcan el aprendizaje de los estudiantes.
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2.2.2 Importancia de GeoGebra en la geometria sintética y analitica

En la geometria sintética como en la analitica, GeoGebra cumple un rol importante, ya
que brinda una plataforma de interaccion e intuicion dindmica para la visualizacion y
manipulacion de los objetos geométricos.

GeoGebra es una herramienta dindmica que combina geometria, adlgebra y célculo,
ofreciendo numerosas ventajas en el estudio tanto de la geometria sintética como de la geometria
analitica. Aqui se detallan algunas de sus aportaciones en cada area.

En la geometria sintética, la visualizacion dindmica GeoGebra permite a los estudiantes
crear construcciones geométricas que pueden ser manipuladas en tiempo real. Esto ayuda a
visualizar conceptos como congruencias, similitudes y propiedades de figuras. La interactividad
en la que los usuarios pueden mover puntos, lineas y otras figuras, lo que les permite explorar
cémo cambian las relaciones geométricas, fomentando una comprension mas intuitiva de los
teoremas y postulados.

GeoGebra permite la representacion de la circunferencia mediante diferentes métodos
(ver Figura 7); uno de ellos es definir el centro y un punto cualquiera por donde pasa la
circunferencia, otro modo es definiendo el centro y la longitud de la circunferencia, y el tercer
método de representar es la manera que Euclides representaba la circunferencia, es pasando por
tres puntos. Asi también posee una herramienta compas con la que uno puede copiar la

circunferencia.
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Figura 7
Interfaz de GeoGebra vista Grdfica con las herramientas de circunferencia

Geometria - GeoGebra - (=)
A PR N G PR —
k.//,w@&\;-%‘ Q =
@ Circunferencia (centro, punto) CA
@ Circunferencia: centro y radio
(3 compas
O Circunferencia por tres puntos
P Semicircunferencia
.n Arco de circunferencia
‘/j Arco Tres Puntos
Q Sector circular
Q Sector Tres Puntos
L
Q

Nota. Facsimil de la vista grdfica de GeoGebra.

GeoGebra puede calcular de forma automatica propiedades importantes como la longitud
de arcos, el area de la circunferencia, el perimetro y las relaciones entre sus elementos. Esto
resulta util para la verificacion de propiedades geométricas y la exploracion de relaciones
numéricas sin necesidad de realizar célculos manuales.

Segin Edwards y Jones (2006), “GeoGebra permite a los estudiantes explorar las
simetrias y otras propiedades geométricas de manera interactiva, promoviendo el descubrimiento
de teoremas geométricos de forma autonoma” (p. 28). Este enfoque autonomo en la resolucion
de problemas es importante para el desarrollo de habilidades docentes que fomenten un
aprendizaje activo y significativo en el aula.

En la ensefianza de la geometria sintética, el uso exclusivo de las funcionalidades
geométricas permite a los estudiantes enfocarse en las propiedades espaciales y relacionales de
las figuras, sin la interferencia de representaciones algebraicas. Esto facilita la adquisicion de
conocimientos geométricos puros, como lo argumentan Hohenwarter y Lavicza (2007), quienes
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senalan que “la capacidad de GeoGebra para representar construcciones geométricas en tiempo
real, sin necesidad de introducir ecuaciones, es una ventaja significativa para la ensefianza de la
geometria en niveles basicos y medios” (p. 34).

Ademas, el uso de GeoGebra en el disefo de tareas profesionales permite a los futuros
profesores explorar multiples enfoques de resolucion, alentandolos a adoptar una postura mas
adaptativa y flexible frente a los problemas geométricos. Por lo tanto, las tareas disefiadas con
GeoGebra pueden permitir a los estudiantes formular conjeturas, verificar hipdtesis y justificar
sus conclusiones, lo que mejora su habilidad en argumentacion matematica. Como sefialan
Edwards y Jones (2006), “el entorno dindmico de GeoGebra fomenta un ciclo constante de
exploracion, conjetura y validacion, esencial para la formacion de profesores capaces de guiar a
sus estudiantes en la construccion de conocimiento matematico” (p. 30).

En geometria analitica, GeoGebra permite la relacion entre Geometria y Algebra; el
programa permite representar graficamente ecuaciones y funciones, facilitando la comprension
de relaciones. También favorece el anélisis de funciones, a través del cual los usuarios pueden
graficar funciones y analizar sus caracteristicas, como intersecciones, maximos, minimos y
asintotas, lo que es importante en la geometria analitica.

GeoGebra permite resolver problemas de geometria analitica, como la determinacion de
la distancia entre puntos, el calculo de pendientes y el andlisis de rectas y conicas. De esta
manera, se puede hacer la simulacion de transformaciones, los estudiantes pueden observar como
las transformaciones (traslaciones, rotaciones, reflexiones) afectan las ecuaciones y graficos,

promoviendo un entendimiento més profundo de los conceptos analiticos.
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Esta caracteristica es particularmente beneficiosa para la ensefianza de la geometria
analitica, ya que permite a los estudiantes observar como los cambios en las ecuaciones
algebraicas afectan a las figuras geométricas en tiempo real. Tal como lo destacan Edwards y
Jones (2006), “GeoGebra proporciona una vision simultanea del aspecto geométrico y algebraico
de los objetos (ver Figura 8), lo que permite a los estudiantes explorar y verificar relaciones
matematicas de manera dinamica” (p. 29).

En el disefio de tareas profesionales, GeoGebra no solo sirve como una herramienta
didactica, sino como un recurso para el desarrollo de habilidades matematicas avanzadas. La
posibilidad de modificar las ecuaciones y observar de inmediato los cambios en las
representaciones graficas refuerza el aprendizaje experimental, facilitando la comprension de
conceptos abstractos como las conicas, las rectas y los sistemas de ecuaciones. Ruiz, Avila y
Villa-Ochoa (2013) subrayan que “la integracion de GeoGebra en la ensefianza de la geometria
analitica fomenta un aprendizaje mas profundo al permitir que los estudiantes interactiien con los

objetos matematicos de manera visual y tangible” (p. 450).

Figura 8
Interfaz de la vista grdfica y algebraica de GeoGebra

+
<
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Nota. Facsimil de la vista Clasica de GeoGebra.
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Ademas, la capacidad de GeoGebra para ofrecer multiples representaciones contribuye a
una reorganizacion cognitiva significativa en los estudiantes, como lo argumenta Moreno (2002).
Este autor sefala que “las herramientas computacionales, como GeoGebra, no solo amplifican la
capacidad de los estudiantes para resolver problemas matematicos, sino que también
reconfiguran la manera en que los conceptos matematicos son entendidos y aplicados” (p. 84).

En este contexto, el uso sostenido de GeoGebra puede transformar la forma en que los
futuros maestros de matematicas abordan y ensefian la geometria analitica.

GeoGebra facilita la visualizaciéon mediante su capacidad para manipular figuras y
ecuaciones, lo que fomenta el pensamiento critico y la resolucion de problemas de manera
interactiva. Segiin Moreno (2002), “el uso de herramientas como GeoGebra en la geometria
analitica proporciona a los estudiantes una experiencia geométrica genuina, donde la percepcion
y la conceptualizacion estan estrechamente entrelazadas™ (p. 90).

GeoGebra es una herramienta potente que no solo facilita la ensenanza y el aprendizaje
de la geometria sintética y analitica, sino que también promueve un enfoque activo y visual, lo
cual es decisivo para desarrollar una comprension solida de estos conceptos matematicos. Su
flexibilidad y capacidad para integrar diferentes areas de las matematicas hacen que sea

especialmente valiosa en el aula.

2.2.3 Importancia de GeoGebra para los futuros profesores de matemadticas

La tecnologia utilizada en el disefio de tareas de formacion de profesores de matematicas
es crucial para el desarrollo de las habilidades docentes en la era digital. Los futuros profesores
pueden probar técnicas y practicas que han demostrado ser efectivas para ensefar y aprender
conceptos abstractos y complejos gracias a los instrumentos tecnologicos. Algunas de las

herramientas de trabajo son un software especial como GeoGebra, que ya ha demostrado ser una
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herramienta 0til para apoyar la comprension de temas como geometria, algebra, calculo y
estadistica.

La incorporacion de tecnologias en el aula de matematicas crea ambientes de aprendizaje
a través de los cuales los estudiantes pueden interactuar directamente con las ideas, visualizar y
manipular objetos matematicos en tiempo real (Moreno, 2002). Esta experiencia inspira
aprendizaje.

La herramienta como GeoGebra permite a los futuros profesores desarrollar competencias
tecnologicas, lo que les facilita disefiar e implementar tareas que promuevan el pensamiento
critico y la resolucion de problemas en sus estudiantes. Ruiz, Avila y Villa-Ochoa (2013)
destacan que el uso de esta tecnologia en el aula fomenta la creacion de entornos de aprendizaje
dindmicos, en los que los estudiantes pueden enfrentarse a retos y problemas matematicos reales
que les impulsan a encontrar soluciones innovadoras y a reforzar sus habilidades analiticas.

La tecnologia no solo mejora la comprension de los conceptos matematicos, sino que
también contribuye a la creaciéon de un ambiente de ensefianza mas participativo e interactivo.

La integracion de la tecnologia en la formacion de profesores de matematicas no solo
enriquece el proceso de ensefianza, sino que también permite a los futuros profesores adquirir
habilidades esenciales para enfrentar los retos del aula contemporéanea (ver Figura 9).

Estas herramientas permiten visualizar conceptos abstractos, facilitando la comprension
de temas complejos y promoviendo una ensefianza mas constructiva. Como sefala Morales-
Lopez (2019), el uso de TIC en el aula de matemaéticas no solo mejora el aprendizaje, sino que
también habilita a los futuros maestros para desarrollar tareas que involucren tecnologia,
geometria y pedagogia, lo que potencia la capacidad de sus alumnos para explorar, argumentar y

conjeturar en entornos de aprendizaje ricos en tecnologia.
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Figura 9
Experiencia de profesores en el uso de GeoGebra

R
GeaGebra Recursos = Calculadoras v Q_ Buscar (\ Unirse a la clase /) ,

Explorar todo - Explorar todo > Aprender mds > Probar -

Comprobado por millones de profesores y estudiantes en todo el mundo

‘ Con GeoGebra, las GeoGebra es una herramienta @ GeoGebra hace sencillo que el
matematicas se vuelven . poderosa que ayuda a la estudiante sea el verdadero
emocionantes y accesibles. comprension de conceptos protagonista de su
matematicos y de otras aprendizaje.
ciencias.
Clara Regina Daysi Rafael
Profesor de matematicas, México Profesor de matematicas, Peru Profesor de matemdticas, Spain

Nota. Facsimil de la pagina de GeoGebra.

El uso de GeoGebra ha sido estudiado en diferentes contextos educativos, y su
efectividad ha sido respaldada por multiples investigaciones. En un estudio realizado por Rojas-
Bello (2020), se encontré que GeoGebra facilita la interaccion colaborativa entre profesores y
estudiantes, promoviendo el aprendizaje significativo a través de la representacion grafica y el
manejo de objetos geométricos. Esto se traduce en una mejor apropiacion del conocimiento por
parte de los estudiantes, quienes logran visualizar y manipular conceptos matematicos complejos
con mayor facilidad.

Esto garantiza una educaciéon mas dinamica y adaptada a los retos del siglo XXI, en la

que la alfabetizacion tecnoldgica es crucial tanto para los profesores como para los estudiantes.

2.3 Circunferencia

La circunferencia es importante en la ensefianza de la geometria, especialmente en

geometria sintética y analitica. Estudiar la circunferencia no se trata solamente de abordar
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propiedades geométricas, sino también estudiar la conexion entre la representacion algebraica y
grafica de estos conceptos.

Tomamos la decision de estudiar la circunferencia desde el punto de vista de la geometria
euclidiana y la geometria analitica con el fin de sentar las bases para identificar semejanzas y
diferencias en el tratamiento matematico de este objeto en cada geometria considerada (Acosta,
Paez y Guacaneme, 2024).

Las diferencias y semejanzas las suponemos esenciales en la formacion matematica de los
futuros profesores de matematicas. Consideramos que la actividad de estudio realizada puede ser
organizada y emulada como un conjunto de tareas en un programa de formacion profesional
inicial de profesores de matemadticas (Acosta, Pdez y Guacaneme, 2024). Asi, hemos estudiado la

circunferencia en Elementos de Euclides e hicimos lo propio en la Geometria de Descartes.

2.3.1 Tratamiento de Euclides de la circunferencia

Nosotros nos hemos dado a la tarea de estudiar (Anexo 1) en “Elementos” de Euclides
(Puertas, 1991) el tratamiento que el autor hace de la circunferencia y hemos identificado que hay
dos formas esenciales de tratamiento de la circunferencia. Por un lado, como un elemento que esta
vinculado a la heuristica que se conoce como regla y compas, es decir, la circunferencia es tratada
como un objeto que se implica como herramienta en la solucidon de problemas y en la construccién
de problemas, por ejemplo: En la primera proposicion del libro I se usa la circunferencia para
construir un tridngulo equilatero, pero ahi se usa una condicion fundamental de la circunferencia,
que los puntos equidistan del centro. Esa es la condicion que determina el uso de la circunferencia
en términos de su definicion y de la propiedad que estd implicada en su definicion para solucionar

este problema que hace parte de la heuristica en geometria euclidiana: los problemas se resuelven
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trazando segmentos o rectas o circunferencias. La palabra trazar tiene un significado muy
particular, estampar mas bien circunferencias y estampar rectas.

Por otro lado, Euclides hace un tratamiento de la circunferencia ya no como herramienta
sino como objeto en si mismo y ese tratamiento lo hace en el libro IIl y en el libro IV
fundamentalmente, luego hay otros estudios de la circunferencia, pero, no abordaremos, sino
unicamente de los libros III y I'V. En estos libros Euclides desarrolla su teoria a través de formular
proposiciones que son problemas, problemas a resolver o propiedades que demostrar para la
geometria euclidiana.

Lo que presentamos enseguida es la clasificacion que elaboramos segln el tratamiento que
hace Euclides en los libros mencionados.

Primeramente, presentamos la clasificacion de planteamientos y problemas propuestos por

Euclides.

Tabla 1
Clasificacion de planteamientos y problemas propuestos por Euclides

Circunferencia, segmentos y puntos

Proposicion 111-1 (Figura 10) Figura.lf)
Hallar el centro de un circulo dado (Puertas, 1991, Proposicion I1I-1
p. 117).

-

Proposicion I11-17
Desde un punto dado trazar una linea recta tangente
a un circulo dado (Puertas, 1991, p. 137).
Proposicion I11-25
Dado un segmento de circulo completar el trazado
del circulo del que es segmento (Puertas, 1991, p.
145).

Proposicién 111-30 5 4 L/U
Dividir en dos partes iguales una circunferencia
dada (Puertas, 1991, p. 151).

Proposicion V-1
Adaptar a un circulo dado una recta igual a una recta

dada que no sea mayor que el didmetro del circulo
(Puertas, 1991, p. 166).

Nota. Elaboracion propia.
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Circunferencia, rectas y dngulos

Proposicion 111-33 (Figura 11)
Sobre una recta dada, describir un segmento de
circulo que admita un angulo igual a un angulo
rectilineo dado (Puertas, 1991, p. 155).

Proposicion 111-34
A partir de un circulo dado cortar un segmento que
admita un angulo igual a un angulo rectilineo dado
(Puertas, 1991, pp. 158).

Figura 11
Proposicion I11-33

A A

B

Nota. Elaboracion propia. Elaboracion propia.

Circunferencias y triangulos

Proposicion 1V-2 (Figura 12)
Inscribir en un circulo dado un tridngulo de angulos
iguales a los de un triangulo dado (Puertas, 1991, p.
167).

Proposicion V-3
Circunscribir en torno a un circulo dado un tridngulo
de angulos iguales a los de un tridngulo dado
(Puertas, 1991, p. 168).

Proposicion 1V-4
Inscribir un circulo en un tridngulo dado (Puertas,
1991, p. 169).

Proposicion V-5
Circunscribir un circulo en torno a un tridngulo dado
(Puertas, 1991, p. 171).

Proposicion IV-10
Construir un tridangulo isésceles cada uno de cuyos
angulos de la base sea el doble del restante (Puertas,
1991, p. 177).

Figura 12
Proposicion IV-2

Nota. Elaboracion propia.
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Circunferencia y cuadrados

Proposicion IV-6 (Figura 13)
Inscribir un cuadrado en un circulo dado (Puertas,
1991, p. 173).

Proposicion IV-7
Circunscribir un cuadrado en torno a un circulo dado
(Puertas, 1991, p. 174).

Proposicion I'V-8
Inscribir un circulo en un cuadrado dado (Puertas,
1991, p. 175).

Proposicion V-9
Circunscribir un circulo en torno a un cuadrado dado
(Puertas, 1991, p. 176).

Figura 13

Proposicion IV-6.

A

N
N%

r

Nota. Elaboracion propia.

Circunferencias y pentdgonos

Proposicion IV-11
Inscribir un pentagono equilatero y equidngulo en
un circulo dado (Puertas, 1991, p. 179).
Proposicion 1V-12
Circunscribir un pentagono equilatero y equiangulo
en torno a un circulo dado (Puertas, 1991, p. 181).
Proposicion 1V-13
Inscribir un circulo en un pentagono dado que es
equilatero y equiangulo (Puertas, 1991, p. 183).
Proposicion IV-14 (Figura 14)
Circunscribir un circulo en torno a un pentagono
dado que es equilatero y equiangulo (Puertas, 1991,
p. 185).

Figura 14

Proposicion IV-14

A
B E
z
r\_/a

Nota. Elaboracion propia.
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Circunferencia y hexdgono

Proposicion IV-15(Figura 15) Figura 15
Inscribir un hexagono equilatero y equiangulo en un Proposicion IV-15
circulo dado (Puertas, 1991, p. 186).

Proposicion IV-16
Inscribir un pentadecagono equilatero y equidngulo en
un circulo dado (Puertas, 1991, p. 188).

Nota. Elaboracion propia.

Nota. Elaboracion propia.

Seguidamente tenemos:

Tabla 2
Clasificacion de planteamientos y demostraciones propuestos por Euclides

Circunferencia, rectas y longitudes

Proposicion I11-2
Si se toman dos puntos al azar en la circunferencia de un circulo, la recta que une los dos puntos caera dentro
del circulo (Puertas, 1991, p. 118).

Proposicion I11-3
Si en un circulo una recta (trazada) a través del centro divide en dos partes iguales a otra recta no (trazada) a
través del centro, la corta formando también angulos rectos; y si la corta formando angulos rectos, la divide
también en dos partes iguales (Puertas, 1991, p. 119).

Proposicion 111-4 (Figura 16)
Si en un circulo se cortan entre si dos rectas que no pasan por el centro, no se dividen entre si en dos partes
iguales (Puertas, 1991, p. 120).

Proposicion II1-7
Si se toma un punto en el didmetro de un circulo que no sea el centro del circulo y desde ¢l hasta el circulo caen
algunas rectas, sera la mayor aquella en la que esta el centro, y la menor la restante y de las demas la mas
cercana a la que pasa por el centro es siempre mayor que la mas lejana, y s6lo caeran dos iguales del punto al
circulo a uno y otro lado de la mas pequeiia (Puertas, 1991, p. 123).

64



Proposicion I1I-8 Figura 16
Si se toma un punto exterior a un circulo y del punto  Proposicion 111-4
al circulo se trazan algunas rectas, una de las cuales
pasa por el centro y las demas al azar, de las rectas
que caen en la parte concava de la circunferencia, la
mayor es la que pasa por el centro, y de las demas
siempre la mas cercana a la que pasa por el centro es
mayor a la mas lejana; pero de las que caen en la
parte convexa de la circunferencia la menor es la que A
esta entre el punto y el didmetro, y de las demas la
mas cercana a la mas pequefia es siempre menor que
la mas lejana, y s6lo caeran dos iguales del punto al
circulo a uno y otro lado de la mas pequeiia (Puertas,
1991, p. 124).

Proposicion I11-9
Si se toma un punto dentro de un circulo y del punto
al circulo caen mas de dos rectas iguales, el punto
tomado es el centro del circulo (Puertas, 1991, p.
127).

B

Nota. Elaboracion propia.

Proposicion 111-14
En un circulo las rectas iguales estan a la misma distancia del centro, y las que estan a la misma distancia del
centro son iguales entre si (Puertas, 1991, p. 132).
Proposicion I11-15
En un circulo el diametro es la recta mayor y de las demas, la mas cercana al centro es siempre mayor que la
mas lejana (Puertas, 1991, p. 134).
Proposicion 111-23
Sobre la misma recta no se podran construir dos segmentos circulares semejantes y desiguales en el mismo lado
(Puertas, 1991, p. 143).
Proposicion 111-24
Los segmentos circulares semejantes que estan sobre rectas iguales son iguales entre si (Puertas, 1991, p. 144).
Proposicion I11-28
En los circulos iguales las rectas iguales cortan circunferencias iguales, la mayor (igual) a la mayor y la menor
a la menor (Puertas, 1991, p. 149).
Proposicion I11-29
En los circulos iguales las rectas iguales subtienden circunferencias iguales (Puertas, 1991, p. 150).
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Circunferencias y superficies

Proposicion I11-35 Figura 17
Si en un circulo se cortan dos rectas entre si, el rectangulo  Proposicion 111-36

comprendido por los segmentos de una es igual al
rectangulo comprendido por los segmentos de la otra
(Puertas, 1991, p. 159).

Proposicion 111-36 (Figura 17)
Si se toma un punto fuera de un circulo y de ¢él al circulo
caen dos rectas, y una de ellas corta el circulo y la otra lo
toca, el (rectangulo comprendido) por la secante entera y
la (parte) exterior tomado entre el punto y Ila
circunferencia convexa es igual al cuadrado de la tangente
(Puertas, 1991, p. 161).

Proposicion I11-37
Si se toma un punto fuera de un circulo y del punto al
circulo caen dos rectas, y una de ellas corta el circulo, y
la otra cae (sobre ¢él), y ademas el (rectangulo
comprendido) por la secante entera y la (parte) exterior
tomado entre el punto y la circunferencia convexa es igual
al cuadrado de la que cae, la (recta) que cae tocara el

circulo (Puertas, 1991, p. 163). Nota. Elaboracion propia.

Circunferencias y circulos

Proposicion 111-5 (Figura 18)
Si dos circulos se cortan entre si, su centro no sera el mismo
(Puertas, 1991, p. 121).

Proposicion I11-6
Si dos circulos se tocan uno a otro, su centro no sera el mismo
(Puertas, 1991, p. 122).

Proposicion I11-10
Un circulo no corta a otro circulo en mas de dos puntos
(Puertas, 1991, p. 128).

Proposicion I11-11
Si dos circulos se tocan uno a otro por dentro, y se toman sus
centros, la recta que une sus centros prolongada caera sobre
el punto de contacto de los circulos (Puertas, 1991, p. 129).

Proposicion I11-12
Si dos circulos se tocan uno a otro por fuera, la recta que une
sus centros pasara a través del punto de contacto (Puertas,
1991, p. 130).

Proposicion I11-13
Un circulo no toca a otro circulo en mas de un punto, ya sea
por dentro o por fuera (Puertas, 1991, p. 131).

Figura 18
Proposicion I11-5

o

Nota. Elaboracion propia.

Circunferencias y dngulos

Proposicion I11-16

La (recta) trazada por el extremo del diametro de un circulo formando angulos rectos (con el mismo) caera
fuera del circulo, y no se interpondra otra recta en el espacio entre la recta y la circunferencia; y el angulo del
semicirculo es mayor y el restante menor que cualquier angulo rectilineo agudo (Puertas, 1991, p. 135).

Proposicion I11-18

Si una recta toca un circulo, y se traza una recta desde el centro hasta el punto de contacto, la (recta) trazada

serd perpendicular a la tangente (Puertas, 1991, p. 138).
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Proposicion 111-19 (Figura 19)
Si una recta toca un circulo, y desde el punto de
contacto se traza una linea recta formando angulos

Figura 19
Proposicion I11-19

rectos con la tangente, el centro del circulo estara en
la recta trazada (Puertas, 1991, p. 139).

Proposicion I11-20 A
En un circulo, el angulo correspondiente al centro es
el doble del correspondiente a la circunferencia
cuando los angulos tienen como base la misma
circunferencia (Puertas, 1991, p. 140).

Proposicion I11-21
En un circulo los angulos en el mismo segmento son
iguales entre si (Puertas, 1991, p. 142).

Proposicion I11-22
Los angulos opuestos de los cuadrilateros en los
circulos son iguales a dos rectos (Puertas, 1991, p. A E
142). r

Proposicion 111-23
En los circulos iguales los angulos iguales estan
sobre circunferencias iguales, ya estén en los centros
o en las circunferencias (Puertas, 1991, p. 143).

Nota. Elaboracion propia.

Proposicion I11-27
En los circulos iguales, los angulos que estan sobre circunferencias iguales son iguales entre si, ya estén en los
centros o en las circunferencias (Puertas, 1991, p. 148).

Proposicion I11-31
En un circulo el angulo en el semicirculo es recto, el (dngulo) en el segmento mayor es menor que un recto, el
(angulo) en el segmento menor es mayor que un recto; y ademas el angulo del segmento mayor es mayor que
un recto y el angulo del segmento menor es menor que un recto (Puertas, 1991, p. 152).

Proposicion I11-32
Si una recta toca un circulo, y desde el punto de contacto hasta el circulo se traza una recta que corte el circulo,
los angulos que forma (Puertas, 1991, p. 154).

Nota. Elaboracion propia.
Con este estudio pudimos apreciar la profundidad con la que Euclides integra la

circunferencia en su sistema deductivo, permitiendo tanto la resolucion de problemas practicos

como la formulacion de teoremas que fortalecen las bases de la geometria euclidiana.

2.3.2 Tratamiento de Descartes de la circunferencia

René Descartes (1637/1996) aborda la circunferencia en su obra La Geometria, una obra
fundacional en el campo de la geometria analitica. A través de esta obra, Descartes introduce un
enfoque algebraico al estudio de la geometria, que establece las bases para relacionar las

ecuaciones algebraicas con las formas geométricas.
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La geometria analitica tiene sus origenes en los trabajos de Descartes. Este autor propuso
durante el Renacimiento la renovacion del analisis geométrico griego, Descartes buscaba
plantear propuestas en la que el algebra cumpliria una funcion primordial para mejorar el método
del analisis geométrico.

Lo maés relevante que surge de la renovacion del analisis geométrico es la necesidad de
probar su método, intent6 resolver problemas con un grado de complejidad superior al de sus
antecesores (e.g., el problema de Pappus, Figura 20). Este problema, tiene una particularidad de
que, tenia una cantidad inmensa de relaciones geométricas que no necesariamente estaban
explicitas en las imagenes y de magnitudes. Por esta razdn, necesitaba de un sistema que
distinguiera de manera sistematica cantidades conocidas, desconocidas y operadores aritméticos.
Dentro de este orden de ideas, enriquecio la utilidad de la técnica algebraica y la convirtié en una
herramienta heuristica integrada en un marco formal para investigar una variedad de problemas,
no solo los problemas algebraicos prototipicos de la tradicion algebraica anterior (Descartes
1637/1996).

El método presentado por Descartes en La Geometria (1637/1996) se compone de dos
fases: en la primera, la parte analitica, se utiliza el 4lgebra para expresar las relaciones del
problema mediante una ecuacion adecuada; en la segunda, la parte sintética, se emplea dicha
ecuacion como base para construir la solucion al problema, que en su caso es el lugar geométrico
o locus (Bos, 2001). Asi, por primera vez, se introduce la correspondencia entre ecuaciones y
curvas. Ademads, el modo en que se construyen las curvas le permite a Descartes (1637/1996)
diferenciar entre curvas geométricas y no geométricas. Las curvas geométricas son aquellas que
pueden asociarse a una ecuacion algebraica, mientras que aquellas que no cumplen con esta

caracteristica son llamadas por él mecanicas.
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Figura 20
Representacion geométrica del Problema de Pappus

Nota. Facsimil del libro La Geometria. Descartes (1996, p. 403).

Para garantizar la sintesis, Descartes (1637/1996) en su libro primero, sobre los
problemas que pueden construirse empleando solamente circulos y lineas, muestra como el
calculo de la aritmética se relaciona con las operaciones geométricas, a saber, la adicion, la
sustraccion, la multiplicacion, la division y la extraccion de raices. En las primeras operaciones
no profundizamos ya que el objeto de estudio es la circunferencia y el autor utiliza rectas para
solucionarlo, en cuanto a la extraccion de raices, utiliza la circunferencia, pero lo denominé
circulo.

Por ejemplo, para calcular la raiz cuadrada (ver Figura 21) de un segmento GH, se
agrega FG que es la unidad y se divide FH en dos partes iguales; tomando como centro K, se

traza el circulo FIH. Seguidamente se traza el segmento G/ perpendicular a FH, siendo GI la raiz

cuadrada, esto se debe a que el tridngulo GIH es semejante a FGI, por lo tanto, % = %, dado

que GI.GI = GF.GH, y que GF = 1, tenemos que GI.GI = GH, por lo tanto, GI = VGH.
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Figura 21
Extraccion de la raiz cuadrada utilizando el circulo de Descartes

Nota. Elaboracion propia.

Descartes (1637/1996) menciona que no es necesario trazar lineas sobre el papel para
simbolizar lineas, siendo suficiente designar cada una de ellas por una letra (e.g., para sumar la
linea BD y CH, basta con llamar “a” a la primera y “b” a la segunda para indicar una operacion,
en este caso a + b). Las anotaciones y simbolos fueron objeto de una importante simplificacion
por parte de Descartes (1637/1996).

Para poder resolver un problema, se debe asumir que “el razonamiento analitico se
caracteriza por trabajar con lo dado y con lo desconocido como supuestamente conocido, para
con ello establecer el valor de lo desconocido” (Acosta, Paez y Guacaneme, 2024, p.105).
Aplicando este razonamiento y utilizando circulos y rectas, Descartes (1637/1996) construye la
solucién de una ecuacion cuadrética de la forma z2 = az + bb (Figura 22).

Para resolver se construye el tridangulo rectdngulo NLM, cuyo lado LM es igual a b (raiz

cuadrada de la cantidad conocida bb) y el otro lado, LN, es igual a % a, esto es: la mitad de la otra
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cantidad conocida que estaba multiplicada por z, la cual se ha supuesto que es la linea
desconocida. Seguidamente, prolongando MN, que es la base de este triangulo, hasta O, de suerte

que NO seaigual a NL, la linea OM es z, la linea buscada. La cual se expresa de la siguiente

forma: z = %a + Eaa + bb. Pero si yy = —ay + bb, siendo “y" la cantidad que deseamos

calcular, entonces se construye el mismo triangulo NLM y de la hipotenusa MN resto NP que es

igual a NL, obteniendo que PM es "y", que era la raiz que se deseaba calcular, de esta forma:

1 f1 . o ,
y=—za+ |;aa+Dbb.Y delamisma forma, si tuviera x* = —ax?® + b?, PM seria x2,

. 1 1 .
teniendo entonces que: x = J— Sa+t \/Z aa + bb.Y asi en otros casos.

Figura 22
Resolucién de Descartes de la ecuacién cuadrdtica de la forma z* = az + bb utilizando circulo
b;=53
L 2
2 _
z"=az+bb

9.09° =6z + 5.3%5.3
82.63 = 54.54 + 28.09

(s}

.’a:

Nota. Elaboracion propia.

Y finalmente, si tengo z? = az — bb (Ver Figura 23)
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Supongo NL igual a % a y LM igual a b como en el caso anterior. Después, en lugar de

unir los puntos M y N, trazo una recta que pasa por MQR paralela a LN, y tomando N como
centro, trazamos una circunferencia que pasa por L que corta a MQR en los puntos Q y R. Por lo

tanto, la linea buscada, z, es MQ o bien MR, pues es este caso se expresa de dos maneras, a

Y si la circunferencia que tiene como centro el punto N y pasando por el punto L, no

corta ni toca a la recta MQR, entonces no existe raiz de la ecuacion. En consecuencia, se puede

decir, que es imposible la resolucion del problema propuesto.

Figura 23
Resolucion de Descartes de la ecuacion cuadrdtica de la forma z* = az — bb utilizando circulo
a P172
»
22 =qaz—bb r=az—bb
0.8 =62—-2%2 5272 =65—2x2
D64 =70~ 2779 =31.63—1 9 _¢
54— 070
V.64 =079 27.79 = 27.63

Nota. Elaboracion propia.
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Seguidamente, se describe las dos fases, de analisis y sintesis en el problema de Pappus
(Anexo 2) para cuatro lineas?, este problema fue catalogado como uno de los problemas famosos
por no haber sido resuelto por gedmetras de la antigiiedad como Euclides y Apolonio. Descartes
lo retoma en 1628 para probar su método como un reto impuesto por Golius.® La resolucién de
este problema fue lo que permitié a Descartes construir su nuevo método plasmado en La
Géomeétrie (1637/1996) y crear su famosa algebra de segmentos, es decir, la semiotica del
algebra que conocemos hoy dia.

El problema de Pappus, en su forma general, se describe asi:

Dadas varias lineas en el plano y ciertos angulos y razones especificas, se requiere
encontrar el lugar geométrico de los puntos cuyas distancias a estas lineas cumplen con una
proporcion particular (ver Figura 20).

Por ejemplo, para dos lineas [; y [, y un angulo 0, el problema puede requerir encontrar
los puntos P tales que las distancias d,y d, desde P a l; y [, respectivamente, satisfagan la

relacion dy: d, = k, donde k es una constante dada.

Método Analitico de Descartes
Descartes revoluciond la forma de abordar este problema mediante los siguientes pasos:
1. Suposicion Inicial: Descartes comienza asumiendo que el problema esta resuelto,

es decir, que existe un punto P que satisface las condiciones del problema.

2 La explicacioén completa de la resolucion puede leerse en Arboleda, L. C. (2012). El analisis cartesiano en la
solucion del problema de Pappus y la introduccion de las curvas algebraicas. 13° Encuentro Colombiano de
Matematica Educativa, Medellin: Universidad de Medellin, 764-777.

3 Jacobus Golius, cuyo nombre de nacimiento fue Jacob van Gool (1596 — 1667), fue un orientalista y matematico
neerlandés destacado por su labor en la Universidad de Leiden, fue contemporaneo y colega de Descartes en esa
Universidad.
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2. Designacion Algebraica: Introduce variables algebraicas para representar las
distancias y los angulos. En su enfoque, las distancias y angulos se representan
mediante ecuaciones.

3. Ecuaciones y Relaciones: Utiliza la geometria analitica para expresar las
relaciones geométricas en forma de ecuaciones algebraicas. Esto implica traducir
las proporciones geométricas en igualdades algebraicas.

4. Resolucion de Ecuaciones: Descartes desarrolla un sistema de ecuaciones que
describe las condiciones del problema. Estas ecuaciones generalmente son de
segundo grado y pueden resolverse usando métodos algebraicos.

5. Construccidn de la Curva: La solucion del problema se representa como una curva
algebraica, cuyo lugar geométrico corresponde a los puntos que satisfacen las
ecuaciones derivadas.

Para el caso especifico de cuatro lineas, el procedimiento de Descartes se desarrolla asi:

- Se consideran cuatro lineas dadas [y, [, [3, [, y se buscan los puntos P tales que la
relacion entre las distancias desde P a estas lineas cumple con una proporcion
especifica.

- Descartes designa las distancias AB y BC a estas lineas con variables x, y.

- Introduce un parametro z bajo la consideracion, puesto que todos los angulos del

triangulo ARB son dados, la proporcion entre los lados AB y BR también lo es, y
la designa como z es a b, de modo que ABes x, BR es bZ—x, asi utiliza relaciones

proporcionales para derivar una ecuacion de segundo grado en dos incdgnitas.
- Esta ecuacion define una conica (circulo, parabola, elipse o hipérbola) que

representa la solucion del problema.
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La conclusion del analisis se da con la resolucion y simplificacion de la ecuacion general
para proceder con la sintesis. Esta inicia con el estudio de los casos particulares que pueden darse
con los valores de los parametros y signos de la ecuacion resultante de la etapa del analisis.
Descartes muestra las diferentes soluciones de lugares geométricos resultantes y procede a
mostrar sus construcciones (ver Figura 24).

Innovaciones y contribuciones

1. Curvas Algebraicas: La introduccion de ecuaciones para describir curvas fue un
paso crucial. Antes de Descartes, las curvas se estudiaban principalmente
mediante construcciones geométricas.

2. Sistema de Coordenadas: Descartes emplea un sistema de coordenadas para
simplificar y generalizar la solucidon de problemas geométricos, lo que facilita el
manejo algebraico.

3. Analisis y Sintesis: Descartes combind métodos de analisis (partiendo de la
solucion y retrocediendo hacia lo conocido) y sintesis (partiendo de lo conocido
para construir la solucidon) para resolver problemas geométricos de manera

sistematica.
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Figura 24
Circulo resultante del problema de Pappus

Nota. Facsimil del libro La Geometria. Descartes (1996, p. 419)

Descartes logro resolver el problema de Pappus al desarrollar un método que unia el
algebra y la geometria, introduciendo un nuevo objeto matematico: la curva algebraica. Su
enfoque permitid resolver de manera general problemas que antes solo podian abordarse de
manera especifica y limitada. Este método analitico-cartesiano fue una de las bases para el
desarrollo de la geometria analitica moderna.

En el libro segundo, Descartes (1637/1996) profundiza en la naturaleza de las lineas
curvas y su representacion algebraica, en lo que constituye una extension de su enfoque hacia las
curvas geométricas en general, incluidas las conicas, de las cuales es un caso particular, la
circunferencia. Aunque Descartes no aborda especificamente la circunferencia como un objeto
aislado, su tratamiento de las lineas curvas incluye herramientas y métodos aplicables al estudio
de esta figura.

Descartes clasifica las curvas en dos grandes grupos: las que pueden ser descritas

mediante ecuaciones algebraicas y las que requieren construcciones mecanicas mas complejas.
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En este contexto, la circunferencia, como una curva que puede ser descrita por una ecuacion
algebraica cuadratica, pertenece al primer grupo. La circunferencia, bajo el enfoque cartesiano,
es una curva cuyas propiedades se pueden expresar en términos de relaciones algebraicas entre
las coordenadas de puntos en el plano. Esta representacion fue clave para el desarrollo posterior
de la geometria analitica.

Ademas, Descartes discute la relacion entre las propiedades geométricas de las curvas y
su expresion algebraica. Esta conexion entre geometria y algebra marco un punto de inflexion en
la forma en que los matematicos abordaron el estudio de las curvas, permitiendo una

representacion mas precisa de figuras como la circunferencia.

2.4 Diseno de tareas

El disefio de tareas es un aspecto critico en la formacion de futuros profesores de
matematicas, ya que implica la elaboracion de actividades para los estudiantes, que permitan el
aprendizaje significativo y la adquisicion de competencias matematicas claves en el area. Un
disefio de tarcas debe considerar el contenido matematico, los contextos de intervencion, las
instrumentaciones disponibles, como GeoGebra, y las necesidades pedagogicas de los
estudiantes. En la nocion de circunferencia, las tareas tienen que promover la visualizacion,
experimentacion y argumentacion, de manera que los profesores aprendices consideren un
modelo integrador y tecnologico adecuado para responder a los requerimientos de la teoria

geométrica y pedagbgica.

2.4.1 Diseiio de tareas profesionales para la formacion de profesores de matemadticas

El disefio de tareas en la formacion de profesores de matematicas es una estrategia

fundamental para promover no solo el aprendizaje de los conceptos matematicos, sino también el
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desarrollo de habilidades pedagogicas que serdn esenciales en su futuro rol como profesores.
Este enfoque tiene como objetivo no solo fortalecer el conocimiento disciplinar de los futuros
profesores, sino también conectar ese conocimiento con su aplicacion en el aula. Asi, se busca
que los profesores en formacion desarrollen un conocimiento matematico para la ensefianza
(MKT, por sus siglas en inglés), que incluye no solo el dominio del contenido, sino también la
habilidad para interpretar y responder a las ideas matematicas de los estudiantes (Alvarez et al.,
2020).

Un aspecto crucial en el disefio de estas tareas es la consideracion de la complejidad
inherente a la ensefianza de las matematicas, que va mas alla de simplemente transmitir
conocimientos. Las tareas deben fomentar la interaccion con los estudiantes, permitir la
interpretacion de su razonamiento y facilitar la evaluacion de su comprension (Breen y O' Shea,
2018). Segun Grossman et al. (2009), las “aproximaciones de practica”, es decir, las
oportunidades para que los futuros profesores participen en practicas cercanas a las de un
profesor en ejercicio, son fundamentales para que desarrollen las habilidades necesarias para
ensenar de manera efectiva. Estas aproximaciones deben ser integradas en las tareas que realicen
durante su formacion, de modo que los futuros profesores puedan experimentar y reflexionar
sobre las posibles respuestas que surgiran en un aula real.

El disefio de tareas para la formacion de profesores debe estar centrado en actividades
matematicas que promuevan el pensamiento critico y la resolucioén de problemas, de modo que
los futuros profesores se enfrenten a situaciones auténticas de la ensefianza. Ademas, las tareas
deben fomentar la participacion de los estudiantes, involucrandolos en la construccion del
conocimiento y el desarrollo de conceptos a través de la interaccién con problemas matematicos

complejos (Breen y O' Shea, 2018). Este tipo de tareas también debe estar disefiado para generar
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discusiones entre pares y reflexiones sobre como los estudiantes en la educacion secundaria
comprenderan y aplicaran los conceptos matematicos.

En particular, las tareas que conectan el contenido de las matematicas con su ensefianza
en niveles escolares permiten que los futuros profesores comprendan como los conceptos que
ensefaran se desarrollan a lo largo del curriculo. Estas conexiones son esenciales para que los
profesores puedan explicar el contenido de manera accesible y pedagogicamente efectivo, un
componente clave del conocimiento matematico para la ensefianza (Alvarez et al., 2020).

El disefio de tareas debe considerar que los futuros profesores no solo necesitan dominar
el contenido matematico, sino también aprender a generar preguntas significativas y
constructivas que permitan avanzar en la comprension de los estudiantes. Esta habilidad es vital
para crear un entorno de aprendizaje que fomente la curiosidad y la exploracion matematica,
ayudando a los estudiantes a construir su propio entendimiento de los conceptos (Alvarez et al.,
2020).

El disefio de tareas profesionales para la formacion de profesores de matematicas es un
componente esencial que busca integrar la teoria y la practica de manera significativa. Del
mismo modo, una tarea con sentido, especialmente en la formacion inicial de profesores, no solo
debe enfocarse en la adquisicion de conocimientos matematicos, sino también en el desarrollo de
competencias pedagdgicas especificas que permitan a los futuros profesores conectar la
ensefianza con la realidad del aula.

Se fundamenta el disefio de tareas asi, en diversos enfoques pedagdgicos y metodologicos
que buscan promover el desarrollo de competencias necesarias para ensefiar matematicas

eficientemente. Este proceso involucra no solo el conocimiento disciplinar, sino también una
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profunda comprension de la didactica de las matematicas, la reflexion critica sobre la practica y

la capacidad de integrar teorias educativas en contextos de ensefianza reales.

2.4.2 Caracteristicas de las tareas con sentido en la formacion docente

De acuerdo con Rendén, Mora y Morales (2023)%, las tareas con sentido en la formacion
inicial de profesores de matematicas deben vincularse estrechamente con el conocimiento
matematico para la ensefianza, lo que implica una combinacion entre la teoria educativa y las
experiencias reales que enfrentan los profesores en su practica profesional. Estas tareas deben
facilitar el desarrollo de lo que se denomina la "competencia de mirar profesionalmente" la
ensefianza de las matematicas, lo que significa que el futuro profesor debe ser capaz de analizar y
reflexionar sobre su practica, considerando tanto el aprendizaje de los estudiantes como los
procesos de ensefianza antes, durante y después de la misma (Rendon, Mora, y Morales, 2023).

Ademas, estas tareas deben promover la participacion de los futuros profesores en
situaciones de ensefianza reales o simuladas, permitiendo que pongan en practica sus
conocimientos pedagodgicos y matematicos en contextos que se asemejen a las condiciones reales
del aula. Segtin Garcia (2005), esto es fundamental para el desarrollo de competencias
profesionales que le permitan al profesor no solo ensefiar matematicas, sino también aprender de
su propia practica a través de la reflexion y el analisis critico de su desempefio.

Las principales caracteristicas de una tarea con sentido en la formacion inicial de
profesores de matematicas son las siguientes:

e Produccion de saberes originales o novedosos: Permitir a los futuros profesores generar

conocimientos propios durante su desarrollo profesional.

4 Si bien se consideraron las ideas resumidas en este documento, se contd con una version inédita ampliada de la
ponencia disponible en https://miniurl.cl/hr9sxl.
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Rol activo del profesor en formacion: Promover la interaccion y el trabajo colaborativo
mediante discusiones.

Reconocimiento y enriquecimiento del saber-ser-hacer: Identificar limitaciones en las
concepciones actuales de los futuros docentes y ofrecer oportunidades para superarlas.
Contextualizacion en practicas reales: Abordar problemas y situaciones profesionales
auténticas de la enseflanza de las matematicas.

Exhibicién y transformacion del conocimiento profesional: Integrar y modificar el
conocimiento matematico, didactico y curricular en funcion de las tareas disefiadas.
Conexion teoria-practica: Facilitar la vinculacion entre conceptos teoricos y su aplicacion
practica en situaciones reales.

Desarrollo de competencias de andlisis y reflexion: Fomentar la capacidad de analizar
procesos educativos, interpretar respuestas estudiantiles y reflexionar sobre la ensenanza.
Tratamiento situado de objetos matematicos: Abordar contenidos escolares especificos
desde un enfoque contextualizado y basado en investigaciones.

Facilitar la planeacion y adaptacion en la ensefianza: Incluir la anticipacion de respuestas,
manejo de contingencias, valoracion de producciones estudiantiles y didlogo curricular.

Estas caracteristicas buscan que las tareas no solo sean significativas en términos

conceptuales, sino que también contribuyan directamente al desarrollo de las competencias

necesarias para la practica docente efectiva.

2.4.3 Relacion entre teoria y prdctica en las tareas profesionales

Una de las grandes dificultades en la formacion de profesores de matematicas ha sido la

desconexion entre la teoria y la practica. Las investigaciones de Llinares (2011; 2012) han

destacado la importancia de disefar tareas que, ademas de abordar conceptos matematicos
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fundamentales, ofrezcan oportunidades para que los futuros profesores experimenten de manera
practica como esos conceptos se ensefian y se aprenden en el aula. De esta forma, se fortalece la
comprension de los futuros profesores sobre como aplicar la teoria educativa y las matematicas
en situaciones concretas de ensefianza (Llinares, 2012).

La vinculacion entre teoria y practica es también un elemento central en las propuestas de
Aké y Lopez-Mojica (2020), quienes sefialan que las tareas deben estar disefiadas para que los
futuros profesores puedan reconocer y resolver los problemas que enfrentan en su practica diaria,
utilizando herramientas conceptuales y tedricas que han sido previamente estudiadas. Esto no
solo les permite a los profesores mejorar sus habilidades de ensefianza, sino también a desarrollar
un sentido critico que los lleva a cuestionar y mejorar continuamente su practica pedagogica.

Las tareas profesionales deben facilitar el desarrollo de un conocimiento especializado en
torno a los objetos matematicos que se ensefian en la educacion basica y media. Godino et al.
(2017) sugieren que este tipo de tareas deben enfocarse en el desarrollo de competencias
didactico-matematicas que permitan al futuro profesor no solo dominar el contenido matematico,
sino también ser capaz de disefiar y analizar tareas matematicas efectivamente, anticipar posibles
respuestas de los estudiantes, y reflexionar sobre como mejorar la ensefianza.

Estas tareas permiten que el futuro profesor desarrolle una comprension profunda de los
conceptos matematicos y las estrategias pedagdgicas, lo que les permitira disenar lecciones que
respondan a las necesidades de aprendizaje de sus estudiantes. En este sentido, las tareas con
sentido deben ser vistas como un puente que conecta el conocimiento tedrico con la practica
pedagobgica, facilitando el desarrollo de competencias profesionales que son esenciales para la

ensefnanza efectiva de las matematicas.
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2.4.4 Enfoques en el diserio de tareas profesionales

Uno de los aspectos importantes en la formacion de futuros profesores es la creacion de
entornos de aprendizaje que les permitan experimentar de manera auténtica el proceso de
ensefianza. Garcia (2005) destaca que el aprendizaje del futuro profesor debe ser situado, es
decir, debe estar estrechamente relacionado con las practicas reales que enfrentaran en las aulas.
Este enfoque sugiere que las tareas disefiadas para la formacion deben reflejar situaciones
auténticas de ensefnanza y aprendizaje, promoviendo un contexto en el que los futuros profesores
no solo adquieren conocimientos, sino que también desarrollan habilidades pedagogicas clave
(Garcia, 2005).

Las tareas disefiadas deben involucrar a los futuros profesores en actividades de reflexion
sobre su propio aprendizaje y la comprension de como los estudiantes de matematicas aprenden.
De acuerdo con Garcia y Llinares (2001), estas actividades incluyen la resolucion de problemas
matematicos, la observacion y el analisis de clases, y la discusion critica sobre métodos de
ensefanza. A través de estas experiencias, los futuros profesores pueden generar una
comprension mas profunda de los conceptos matematicos y de las estrategias pedagdgicas
efectivas para su ensefianza.

El enfoque situado del aprendizaje propuesto por Lave y Wenger (1991) es
particularmente relevante en el disefio de tareas profesionales para la formacion de profesores.
Este enfoque sostiene que el aprendizaje ocurre a través de la participacion en comunidades de
practica, en las que los estudiantes para profesores interactian con profesionales experimentados
y participan en actividades auténticas de ensefianza. En este sentido, las tareas profesionales

deben ser disefadas para facilitar una participacion periférica legitima, en la que los futuros
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profesores asumen responsabilidades progresivas en el proceso de ensefianza mientras aprenden
de sus experiencias (Lave & Wenger, 1991).

Ademas, Simon (1994) propone un enfoque ciclico para el aprendizaje de la ensefianza de
las matematicas, en el que los futuros profesores alternan entre la teoria y la practica. Este ciclo
permite que los estudiantes para profesores desarrollen una comprension teorica de los conceptos
matematicos y luego apliquen esa comprension en situaciones reales de ensefianza, reflejando asi
la importancia de la practica situada en el proceso formativo.

El disefio de tareas profesionales también debe considerar la incorporacion de diversas
estrategias metodologicas que favorezcan la reflexion y la evaluacion continua del proceso de
ensenanza-aprendizaje. Segun Garcia (2005), estas estrategias incluyen el uso de estudios de
caso, protocolos de clases grabadas, entrevistas clinicas y situaciones de microensefianza. Estas
herramientas permiten a los futuros profesores analizar y reflexionar sobre sus propias practicas
y las de otros, promoviendo un desarrollo continuo de su conocimiento pedagogico y
matematico.

En este contexto, el uso de ciclos de reproduccion y de itinerarios de formacion, tal como
lo propone Garcia (2005), se convierte en una herramienta valiosa para articular las
implicaciones teoricas del aprendizaje situado con la préctica concreta en la formacion de
profesores. Estos ciclos permiten que los futuros profesores pasen por un proceso iterativo de
resolucion de problemas, reflexion y evaluacion, generando un aprendizaje profundo y
significativo en el aula.

En conclusion, el disefio de tareas profesionales en la formacion de profesores de
matematicas debe centrarse en el desarrollo de competencias que les permitan vincular la teoria

con la practica de manera Util. Estas tareas no solo deben enfocarse en el contenido matematico,
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sino también en los aspectos pedagogicos que son esenciales para la ensefianza. El desarrollo de
la competencia de "mirar profesionalmente" la ensefianza de las matematicas, asi como la
reflexion critica sobre la propia practica docente, son aspectos clave que deben abordarse en el
disefio de estas tareas. También, a través de la reflexion critica, la participacion en comunidades
de practica y el uso de estrategias metodologicas diversas, los futuros profesores pueden
desarrollar las competencias necesarias para enfrentar los desafios de la ensefnanza de las
matematicas. Asi, los futuros profesores estaran mejor preparados para enfrentar los desafios de
la ensefianza en el aula, apoyados en un conocimiento especializado tanto en matematicas como

en pedagogia.
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3 RESULTADOS

En este capitulo presentamos los resultados obtenidos en el desarrollo del trabajo final de
grado. Este apartado estd compuesto primeramente por el logro del objetivo general, para luego
describir lo propio de los objetivos especificos en el apartado de descripcion general de las
asesorias, en donde se encontraran las vivencias de las asesorias. Luego se presentaran las tareas
identificadas en ese marco y por ultimo la reformulacion y organizacion de cinco tareas
profesionales para futuros profesores de matematicas.

Con relacion al objetivo general que pretendid “Identificar elementos base para el disefio
de tareas profesionales que faciliten el estudio de la circunferencia desde la geometria sintética y
analitica, integrando el uso de GeoGebra”, se pudo lograr, porque efectivamente pudimos
identificar los cimientos para poder disefiar las tareas, considerando estos con vision de la
geometria sintética, es decir, desde la perspectiva de Euclides, asi como la geometria analitica de
Descartes.

Desde nuestra perspectiva, esos elementos base fueron reconocidos en las vivencias
durante las sesiones de asesorias, y son: el proceso de interpretacion del enunciado, compuesto a
su vez por el proceso de comprender la figura con relacion al enunciado literal de la propuesta; el
seguir paso a paso el enunciado propuesto a través de la lectura; hacer la demostracion del
enunciado de manera individual segiin como cada uno lo interpreta; y la comprension de esa
demostracion para la resolucion del problema.

Otro elemento importante fue el uso de GeoGebra para visualizar y manipular
propiedades geométricas de la circunferencia. Asi también, fue relevante el desarrollo de
habilidades para integrar GeoGebra en el disefio de actividades matematicas en el aula. Una de

las principales ventajas de la utilizacién de GeoGebra es su capacidad para generar
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representaciones dindmicas, estas tareas permitirian a los futuros profesores la oportunidad de
explorar visualmente las relaciones entre la circunferencia y otros elementos geométricos.

En este orden de ideas, es importante que los futuros profesores puedan identificar las
posibles dificultades que enfrentarian sus propios alumnos al trabajar con este tipo de tareas.
Esto también permitiria verificar construcciones y resultados, lo que ofrece una oportunidad para
que los estudiantes — futuros profesores — reflexionen sobre sus errores y ajustes. Esto es esencial
para el proceso de formacion docente, ya que les podria permitir a los futuros profesores
anticipar posibles errores de sus propios estudiantes. Ademads, las tareas serian flexibles y
escalables, es decir, esto implica, que los futuros profesores pueden ser capaces de modificar las
tareas y adaptarlas para diferentes niveles educativos o para ajustarlas segtn las necesidades de
sus estudiantes.

El disefio de tareas profesionales que involucren el uso de GeoGebra para el estudio de la
circunferencia debe centrarse en objetivos claros de aprendizaje, exploracion visual e interactiva,
y la contextualizacion tanto matematica como didactica. Estas tareas fomentarian la resolucion
de problemas, la conjeturacion y proporcionarian retroalimentacion formativa a los futuros
profesores, permitiendo una integracion efectiva entre teoria y practica en su formacion
profesional (Rendon, Mora, y Morales, 2023).

De este modo podemos pasar a describir los logros respecto a los objetivos especificos en

los siguientes subapartados de este capitulo.

3.1  Descripcion general de las asesorias

En el marco del trabajo final de grado y respecto al primer objetivo especifico “Vivenciar
el estudio de la circunferencia desde el punto de vista de la geometria sintética y analitica con el

uso de GeoGebra, con base en las experiencias de formacion en las sesiones de asesorias”, se
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logro6 evidenciar las vivencias adquiridas en el aprendizaje de la circunferencia mediante el uso
de GeoGebra desde la perspectiva euclidiana y cartesiana, a partir de las experiencias de
formacion desarrolladas durante las sesiones de asesoria. Estas se llevaron a cabo desde finales
de enero de 2024 con una frecuencia de cuatro horas semanales, las que ofrecieron un espacio
propicio para la exploracion y resolucion de tareas profesionales desde las perspectivas ya
citadas. Para documentar este proceso de aprendizaje, se grabaron todas las sesiones, y asi nos
pudo ayudar al analisis reflexivo permitiendo captar la esencia de las experiencias vividas.

Al inicio de las asesorias del trabajo final de grado, nuestro asesor empezé indagando
sobre qué estudia la geometria analitica y qué la geometria sintética. Nuestra respuesta inicial
tuvo un cambio, ya que con el correr de los meses y con las experiencias vividas en cada una de
ellas fuimos cambiando de idea para poder hoy dia tener mas claro el panorama de estudio de
cada geometria mencionada.

En esta perspectiva, nuestro asesor nos propuso, en primer lugar, leer las proposiciones de
los libros III y IV de Elementos de Euclides, para poder entender las proposiciones y los pasos
que se siguen para la demostracion o resolucion de los problemas planteados. En este estudio,
entendimos que no era facil interpretar lo que Euclides escribid, ya que no utiliza nimeros sino
superficies, rectas, circunferencias, y relaciones entre ellas. Esa vivencia de tratar de entender la
manera de proponer Euclides sus ejercicios nos hizo ver qué es lo que debe saber un futuro
profesor de matematicas para poder enfocar de manera mas acertada el objeto de la
circunferencia en el aula. Ademas, pudimos encontrar las dificultades que un futuro profesor
podria enfrentar a la hora de interpretar y representar los problemas de Euclides. Nosotros

siempre nos apoyamos en GeoGebra para poder graficar y resolver esas situaciones.
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Luego, el asesor nos propuso leer el libro la Geometria de Descartes, sus dos primeros
libros, en el que estudiamos unas tareas de como Descartes utilizaba la circunferencia para poder
resolver una raiz cuadrada o una ecuacion cuadratica, para después proponer analizar la
resolucion que hizo Descartes al problema de Pappus. Este ejercicio nos hizo vivenciar mas aun
sobre los conocimientos que debe tener un futuro profesor de matematicas. El problema de
Pappus es muy complejo de entender, pero lo importante fue conocer de cémo lo resolvio
Descartes utilizando unas ecuaciones cuadraticas para cada tipo de conica.

Estas vivencias en cada asesoria nos hicieron reflexionar acerca de la importancia que
tiene el conocimiento que debe tener un profesor de matematicas con respecto a lo que va a
ensefiar y qué ensefiar. A continuacion, ponemos a disposicion algunos videos de las asesorias:

e Video 1: Asesoria TG Cynthia&Francisco-20240212 092530-Grabacion de la reuniéon.mp4

e Video 2: Asesoria TG Cynthia&Francisco-20240219 _091530-Grabacion de la reunién.mp4

e Video 3: Asesoria TG Cynthia&Francisco-20240529 095624-Grabacion de la reunion.mp4

La vivencia del estudio de la circunferencia desde las perspectivas de la geometria
sintética y analitica, mediante el uso de GeoGebra, nos permiti6é un enriquecimiento significativo
para la formacion de los futuros profesores de matematicas. A través de las sesiones de asesoria,
logramos no solo desarrollar competencias técnicas en el manejo de esta herramienta digital, sino
también fomentd una comprension profunda y contextualizada de los conceptos geométricos.
Experimentamos un aprendizaje activo, en el que la visualizacion y la manipulacion de los
elementos geométricos facilitaron la integracion de teorias clasicas con enfoques
contemporaneos. Esta vivencia demostré ser fundamental para promover una ensefianza mas
dindmica y significativa, para equipar a los futuros profesores de matematicas con las habilidades

necesarias para abordar el estudio de la circunferencia de manera efectiva en sus futuras aulas.

89


https://pedagogicaedu-my.sharepoint.com/:v:/g/personal/fjpaezs_upn_edu_co/EQ_FxbO8yPpHjPYGYfx4S7sBUXyI8ht0ThX7grITn7O7zw
https://pedagogicaedu-my.sharepoint.com/:v:/g/personal/fjpaezs_upn_edu_co/ES7FmObKmLFNs_E9bftLohYBRglJmpZKdwN2afW-FoeyCw?nav=eyJyZWZlcnJhbEluZm8iOnsicmVmZXJyYWxBcHAiOiJTdHJlYW1XZWJBcHAiLCJyZWZlcnJhbFZpZXciOiJTaGFyZURpYWxvZy1MaW5rIiwicmVmZXJyYWxBcHBQbGF0Zm9ybSI6IldlYiIsInJlZmVycmFsTW9kZSI6InZpZXcifX0%3D&e=m1CXHa
https://pedagogicaedu-my.sharepoint.com/:v:/g/personal/fjpaezs_upn_edu_co/EQnoqmROx_1FkdYZlZoDmKkBJcKxMmQLy_SurQ_I-wUEFg?e=icnvwZ&nav=eyJyZWZlcnJhbEluZm8iOnsicmVmZXJyYWxBcHAiOiJTdHJlYW1XZWJBcHAiLCJyZWZlcnJhbFZpZXciOiJTaGFyZURpYWxvZy1MaW5rIiwicmVmZXJyYWxBcHBQbGF0Zm9ybSI6IldlYiIsInJlZmVycmFsTW9kZSI6InZpZXcifX0%3D

3.2 Presentacion de las tareas identificadas

Con respecto al segundo objetivo especifico “Identificar las tareas profesionales en el
marco de las vivencias del estudio de la circunferencia con GeoGebra, desde nuestra experiencia
en las sesiones de asesorias”, constatamos lo siguiente. En los dos subapartados siguientes
presentamos, primero desde la geometria sintética y luego desde la geometria analitica las tareas

identificadas durante las vivencias de aprendizaje durante las asesorias.

3.2.1 Tareas identificadas en el libro Elementos de Euclides

El estudio de la circunferencia ha sido un tema fundamental en la geometria euclidiana
desde los tiempos de Euclides, quien en Elementos lo utiliz6 como heuristica con regla y compas
y como objeto de estudio para demostrar proposiciones o resolver problemas. Este objeto
matematico no solo juega un papel crucial en la resolucion de problemas geométricos, sino que
también constituye una base para la comprension de la relacion entre diferentes objetos y
conceptos matematicos, como rectas, angulos, poligonos inscritos y areas. En el contexto de la
formacion de futuros profesores de matematicas, es esencial que comprendan profundamente las
propiedades de la circunferencia, asi como su comportamiento en distintas situaciones
problematicas.

Desde la perspectiva de la geometria euclidiana, el enfoque tradicional en el estudio de la
circunferencia ha sido visual. A través de construcciones geométricas, demostraciones rigurosas
y el uso de axiomas, nos guiamos en la exploracion de las propiedades de este objeto
matematico. Sin embargo, la incorporacion de GeoGebra transform6 la manera en que pudimos
vivenciar estos conceptos, permitiendo una inspeccion dindmica y visualmente interactiva. La

herramienta GeoGebra, nos facilité la manipulacién directa de objetos geométricos, como la
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circunferencia y sus elementos asociados, nos amplio la capacidad para realizar conjeturas y
desarrollar una comprension mas profunda del comportamiento geométrico de la circunferencia.

En este sentido, las sesiones de asesorias, en las que se utilizo GeoGebra para el estudio
de la circunferencia, proporcionaron un espacio valioso para comprender que los futuros
profesores de matematicas puedan experimentar con las propiedades de este objeto desde una
perspectiva dindmica. Estas vivencias no solo permitirian a los estudiantes observar de manera
activa las relaciones geométricas, sino que también estén preparados para enfrentar situaciones
reales en el aula, en donde la tecnologia podria ser una herramienta poderosa para la ensefianza
en este caso de la circunferencia.

A partir de estas experiencias, surge la necesidad de identificar las tareas profesionales
que se derivan de estas vivencias. Dichas tareas deberian permitir a los futuros profesores
integrar el uso de GeoGebra en su practica docente, promoviendo la ensefianza de la
circunferencia a través de construcciones visuales, conjeturas y analisis geométrico riguroso.
Ademas, estas tareas deben estar disenadas para que los futuros profesores no solo comprendan
las propiedades geométricas, sino también como facilitar el aprendizaje de sus estudiantes
mediante el uso adecuado de la tecnologia.

A continuacion, citamos las tareas identificadas en el marco de la geometria sintética:

1.  Comprender las proposiciones del Libro IIT y I'V.

2. Organizar las proposiciones segiin nuestra perspectiva.

3. Proposicion III-1: Hallar el centro de un circulo dado (Puertas, 1991, p. 117).

4.  Proposicion III-5: Si dos circulos se cortan entre si, su centro no serd el mismo

(Puertas, 1991, p. 121).
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5. Proposicion I1I-16: La (recta) trazada por el extremo del didmetro de un circulo
formando angulos rectos (con el mismo) caera fuera del circulo, y no se interpondra
otra recta en el espacio entre la recta y la circunferencia; y el angulo del semicirculo
es mayor y el restante menor que cualquier angulo rectilineo agudo (Puertas, 1991,
p. 135).

6.  Proposicion I1I-19: Si una recta toca un circulo, y desde el punto de contacto se
traza una linea recta formando angulos rectos con la tangente, el centro del circulo
estara en la recta trazada (Puertas, 1991, p. 139).

7. Proposicion II1-25: Dado un segmento de circulo completar el trazado del circulo
del que es segmento (Puertas, 1991, p. 145).

8. Proposicion II-30: Dividir en dos partes iguales una circunferencia dada (Puertas,
1991, p. 151).

9. Proposicion I11-36: Si se toma un punto fuera de un circulo y de ¢él al circulo caen
dos rectas, y una de ellas corta el circulo y la otra lo toca, el (rectangulo
comprendido) por la secante entera y la (parte) exterior tomado entre el punto y la
circunferencia convexa es igual al cuadrado de la tangente (Puertas, 1991, p. 161).

10. Proposicion IV-4: Inscribir un circulo en un triangulo dado (Puertas, 1991, p. 169).

3.2.2 Tareas identificadas en el libro Geometria de Descartes

El estudio de la circunferencia, desde la perspectiva de la geometria cartesiana,
introducida por René Descartes, marca un punto crucial en la evoluciéon de la geometria al
incorporar el analisis algebraico en la representacion de figuras geométricas. En su obra La
Géomeétrie (1637/1996), Descartes establece un puente entre el algebra y la geometria,

permitiendo describir las figuras geométricas (en este caso la circunferencia) mediante
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ecuaciones algebraicas. Este enfoque nos permiti6 realizar un analisis mas profundo de los
objetos geométricos, como la circunferencia.

En la formacion de profesores de matematicas, es esencial que los futuros maestros no
solo comprendan esta representacion algebraica de la circunferencia, sino que también dominen
la forma de integrarla en su practica docente. GeoGebra, al ser una herramienta que combina las
representaciones algebraicas y graficas, proporciona un entorno propicio para que los futuros
profesores exploren y visualicen las conexiones entre ambas representaciones. A través de
GeoGebra, es posible manipular visualmente la circunferencia y, al mismo tiempo, observar
como estas manipulaciones afectan la ecuacion que la describe, lo que facilita una comprension
mas profunda y dindmica de la relacion entre geometria y algebra.

Las sesiones de asesorias en las que se empled GeoGebra para el estudio de la
circunferencia nos permitieron vivenciar esta conexion entre la geometria de Descartes y el
analisis algebraico, proporcionando herramientas no solo para resolver problemas geométricos,
sino también para disefiar actividades que promuevan en los futuros profesores de matematicas la
comprension de estas interrelaciones. Por medio de estas vivencias, los futuros maestros podrian
tener la oportunidad de desarrollar una comprension solida de la circunferencia desde la
perspectiva cartesiana.

Identificar las tareas profesionales que emergen de estas experiencias con GeoGebra
implicé disefiar tareas que permitirian a los futuros profesores aplicar tanto el analisis algebraico
como la exploracion geométrica de la circunferencia en situaciones de ensefianza reales. Estas
tareas se enfocan en el uso de GeoGebra para hacer visible la dualidad algebraica-geométrica

inherente a la circunferencia y, a su vez, fomentar la reflexion didéctica sobre cémo sus futuros
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estudiantes podrian aprender al integrar estas dos perspectivas en su comprension del objeto
geométrico.

Seguidamente listamos las tareas identificadas desde la perspectiva de la geometria

analitica:
1.  Operaciones (suma, resta, multiplicacion y division) entre longitudes de segmentos.
2. Laextraccion de la raiz cuadrada por medio de una circunferencia.
3. Resolucién de ecuacion de la forma z? = az + bb por medio de rectas y

circunferencia.

4.  Resolucion de ecuacion de la forma z2 = az — bb por medio de rectas y

circunferencia.

5. Analisis de la resolucion del problema de Pappus.

En conclusion, tanto la geometria euclidiana como la geometria cartesiana ofrecen
enfoques complementarios para el estudio de la circunferencia, y su integracion en la formacion
de futuros profesores de matematicas resulta importante. Desde la panoramica euclidiana, la
comprension visual y deductiva de las propiedades geométricas de la circunferencia proporciona
una base para explorar relaciones entre objetos matematicos mediante construcciones y
demostraciones. Por otro lado, la geometria cartesiana, al incorporar el analisis algebraico,
permite un tratamiento mas abstracto y generalizado de la circunferencia, facilitando la conexion
entre las representaciones algebraicas y graficas. GeoGebra, como herramienta tecnologica, es
capaz de articular ambas perspectivas, ofreciendo un entorno dindmico que potencia el
entendimiento de estas dualidades. Las tareas profesionales que disefiamos a partir de estas

vivencias no solo permitirian a los futuros profesores de matematicas conocer los conceptos
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matematicos involucrados, sino también reflexionar sobre como integrar estas herramientas para
una ensefianza efectiva.
De este modo, pasamos a describir los logros obtenidos con respecto al tercer objetivo de

este trabajo final de grado.

33 Reformulacion y organizacion de las tareas identificadas

El proceso de organizar las tareas profesionales en el marco del estudio de la
circunferencia utilizando GeoGebra implica estructurar las experiencias y conocimientos
adquiridos en torno a este objeto matematico, con el fin de proporcionar a los futuros profesores
de matematicas herramientas didécticas y pedagogicas efectivas. GeoGebra, permitié una
exploracion interactiva y visual que fortalecio la comprension del concepto tanto desde la
geometria sintética como desde la analitica. La organizacion de estas tareas profesionales busco
no solo sistematizar los conocimientos matematicos adquiridos, sino también establecer un
puente entre la teoria y la practica, facilitando que los futuros profesores disefien y apliquen
actividades de ensefianza que promuevan una comprension mas profunda y dinamica de la
circunferencia en sus estudiantes. Este proceso implico seleccionar y estructurar las tareas de
manera que reflejen los principios fundamentales de la geometria, al tiempo que se aprovechen
las capacidades tecnoldgicas de GeoGebra para potenciar el aprendizaje.

En funcion a lo planteado, presentamos la reformulacion y organizacion de 5 tareas del
total de tareas identificadas en el apartado anterior, 2 tareas son planteadas desde la perspectiva

de la geometria euclidiana y los Gltimos 3 desde la perspectiva de la geometria cartesiana.
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Tabla 3
Tarea 1

Enunciado:

1. Utilizando GeoGebra con la vista geométrica y aplicando conceptos de la geometria sintética, re-presenta la
Proposicion II1I-1 (Hallar el centro de un circulo dado) y la solucion.
Sea el circulo dado ABC. Hay que hallar el centro del circulo ABC. Tracese en ¢l al azar una recta AB, y
dividase en dos por D, y a partir de D tracese DC perpendicular a AB y prolonguese hasta el punto E;
dividase en dos partes iguales CE en dos partes iguales en Z. Digo que Z es el centro del circulo ABC.

2. Sean A(3,3),B(6,6) y C(10,—4) los tres puntos de la circunferencia, para la cual hay que establecer su
centro.
a) Resuelve de dos maneras distintas, explicando la heuristica utilizada para cada estrategia de resolucion.
b) Utilizando GeoGebra verifica las soluciones encontradas.

3. Identifica y analiza las diferencias entre las soluciones del numeral 1 y las del literal a) del numeral 2.

Nota. FElaboracion propia.

La tarea se enmarco en el estudio de la Proposicion I1I-1 de Euclides, esto demuestra una
conexion evidente entre la teoria geométrica tradicional y su aplicacion practica con GeoGebra.
Las tareas con sentido deben permitir que los futuros profesores conecten la teoria matematica
con experiencias reales de ensefianza (Rendon, Mora y Morales, 2023). En este caso, se fomenta
el uso de conceptos de geometria sintética, integrando la historia de las matematicas a través de
Euclides, y se combina con el uso de una herramienta moderna como GeoGebra, lo que
permitiria una aproximacion mas dinamica y visual del problema, no se presenta ningun grafico
en el enunciado, pretendiendo asi que los futuros profesores interpreten la proposicion III-1, y
puedan re-presentar con apoyo de la herramienta GeoGebra.

Esta tarea estimularia a resolver el problema de dos maneras distintas, la primera es la
resolucion totalmente sintética utilizando mediatrices, rectas perpendiculares y distancias entre
dos puntos, la segunda siendo mas analitica, utilizado la ecuacion general de la circunferencia
que pasa por tres puntos, lo que alentaria a los futuros profesores a explorar diferentes enfoques
heuristicos. Esto coincide con las propuestas de Rendon, Mora y Morales (2023) sobre la
importancia de disefiar tareas que involucren la conjetura, el descubrimiento y la reflexién sobre

los diferentes métodos de solucion de un problema matematico. La posibilidad de verificar las
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soluciones con GeoGebra refuerza la idea de "mirar profesionalmente", ya que no solo se espera
que los futuros maestros resuelvan el problema, sino que también reflexionen sobre los procesos
matematicos implicados y la validez de estos.

El uso de GeoGebra permitiria que los futuros profesores visualicen las construcciones
geométricas de manera interactiva y verifiquen sus resultados. Rendon, Mora y Morales (2023)
destacan la relevancia de utilizar herramientas tecnoldgicas en el aula para mejorar la ensefianza
y el aprendizaje de las matematicas. En esta tarea, GeoGebra no solo sirve para la validacion de
las soluciones, sino que también actuaria como un medio para facilitar la comprension de las
construcciones geométricas euclidianas, al permitir que los usuarios manipulen los objetos y
vean el impacto de sus modificaciones en tiempo real.

La tarea incluye un analisis comparativo entre las tres soluciones obtenidas, lo cual
fomenta la reflexion critica, un aspecto importante en el disefio de tareas para la formacion
profesional docente. Comparar las soluciones obtenidas por métodos distintos, ademas de las
verificadas en GeoGebra, obligaria a los futuros profesores a reflexionar sobre la eficiencia,
exactitud y viabilidad de los distintos enfoques utilizados. Esto también les ayudaria a anticipar
posibles dificultades que sus propios estudiantes podrian enfrentar cuando resuelvan problemas
similares en el aula.

Esta tarea intentaria promover el desarrollo de competencias profesionales al proponer
que los futuros profesores se enfrenten a una tarea que integra varios niveles de dificultad: desde
la comprension de la proposicion, pasando por la aplicacion de diferentes estrategias de
resolucion, hasta la validacion con tecnologia. Estas competencias no solo son matematicas, sino
también didacticas, ya que, al resolver la tarea, los futuros profesores estarian modelando una

actividad que podrian luego implementar en su propia ensefianza.
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Desde la perspectiva de Rendon, Mora y Morales (2023), esta tarea se aline6 con las

caracteristicas de una tarea con sentido, ya que permitiria a los futuros maestros conectar la

teoria con la practica, desarrollar competencias de andlisis critico, y utilizar herramientas

tecnologicas como GeoGebra para mejorar la comprension de conceptos matematicos. Ademas,

la reflexion sobre las soluciones obtenidas y su validacion ofreceria un espacio ideal para el

desarrollo de la "mirada profesional", que es fundamental para la ensefanza efectiva de las

matematicas en el aula.

Tabla 4
Tarea 2

Enunciado:
Utilizando GeoGebra con la vista geométrica y aplicando conceptos de la geometria sintética:

1.

Elabore una construccion o un dibujo a través del cual interprete la proposicion siguiente:
Proposicion I11-36: Si se toma un punto fuera de un circulo y de ¢l al circulo caen dos rectas, y una de ellas
corta el circulo y la otra lo toca, el (rectangulo comprendido) por la secante entera y la (parte) exterior
tomado entre el punto y la circunferencia convexa es igual al cuadrado de la tangente (Puertas, 1911, p.
161).

Usar la representacion para verificar la validez de la proposicion.

Caso 1: La recta secante pasa por el centro del circulo.

Se traza la tangente desde el punto 4 al punto de tangencia B y se forma el triangulo rectangulo ZBA,
donde ZB es el radio del circulo.

Utilizando propiedades de triangulos rectangulos, se demuestra que el rectangulo comprendido por A4y
AT, junto con el cuadrado de ZB, es igual al cuadrado de ZA.

Se concluye que el rectangulo mencionado es igual a los cuadrados de ZB y BA, y al restar el cuadrado de
ZB de ambos lados de la ecuacion, se obtiene que el rectangulo comprendido por A4 y AT es igual al
cuadrado de la tangente AB.

Caso 2: La recta secante no pasa por el centro del circulo.

Se toma el centro del circulo como E y se trazan las perpendiculares desde E a AI''y BA.

Se demuestra que AZ es igual a ZT', y utilizando propiedades de tridngulos rectangulos en el triangulo
rectangulo EZT, se obtiene que el rectangulo comprendido por A4 y AT, junto con el cuadrado de ZE, es
igual al cuadrado de ZA.

Anadiendo el cuadrado de ZE a ambos lados de la ecuacion y utilizando propiedades de cuadrados, se
obtiene que el rectangulo comprendido por A4 y AT, junto con el cuadrado de EB, es igual al cuadrado de
EA.

Se demuestra que el cuadrado de E7 es igual a los cuadrados de ZI'y ZE.

Al restar el cuadrado de £B de ambos lados de la ecuacion, se concluye que el rectangulo comprendido
por A4y Ales igual al cuadrado de AB.

Si te doy un rectangulo con 8 unidades de largo y 3 unidades de ancho, devuelve un cuadrado tan grande
como el rectangulo que te di.

Nota. Elaboracion propia.
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Esta tarea se baso en la Proposicion I1I-36 de Euclides, que conecta conceptos
geométricos fundamentales con la manipulacion de figuras y proporciones. Esta vinculacion con
la geometria cldsica permitiria a los futuros profesores no solo explorar el contenido matematico
en si, sino también entender la historia de las matematicas y como los métodos antiguos podrian
ser enriquecidos mediante el uso de tecnologia actual, esto favoreceria el desarrollo de la
competencia de “mirar profesionalmente”, integrando la teoria matematica con la practica
docente a través de tareas que permitirian a los futuros profesores acercarse a los problemas
clasicos de manera moderna.

La utilizacion de GeoGebra para verificar la validez de las proposiciones permitiria a los
futuros maestros experimentar con representaciones dindmicas y visualizar las relaciones entre
los objetos geométricos. En esta tarea, los futuros profesores podrian manipular tanto la secante
como la tangente, observando como cambian las relaciones proporcionales mencionadas en la
Proposicion I11-36. Este tipo de exploracion interactiva estd en linea con la recomendacion de los
autores de nuestro marco de referencia, sobre el uso de herramientas tecnoldgicas que favorezcan
la visualizacion matematica y el entendimiento profundo de las relaciones geométricas. Ademas,
GeoGebra facilitaria la verificacion de propiedades geométricas dificiles de observar utilizando
solo lapiz y papel, ayudando asi a fortalecer la comprension conceptual.

La tarea invitaria a los futuros profesores a resolver dos casos distintos: cuando la secante
pasa por el centro del circulo y cuando no lo hace. Esta division en casos fomenta el desarrollo
de estrategias heuristicas diversas, un elemento que Rendén, Mora y Morales (2023) consideran
esencial en la formacion docente. Resolver el mismo problema desde diferentes perspectivas
ayudaria a los futuros profesores a reflexionar sobre las variaciones en los enfoques y en las

soluciones obtenidas, lo que también mejoraria su capacidad de analisis critico.
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Asi también, la tarea incorpor6 el uso de propiedades de triangulos rectangulos, lo que
ofrecio un enfoque basado en la deduccion y el razonamiento matematico. Una tarea con sentido
deberia permitir a los futuros profesores aplicar diferentes areas del conocimiento matematico.
En este caso, la geometria euclidiana se vincula con la trigonometria basica, permitiendo a los
futuros educadores hacer conexiones entre distintos temas matematicos y entender como se
entrelazan en la resolucion de problemas mas complejos.

Al final de la tarea, se solicitaria a los futuros maestros "cuadrar un rectdngulo" con
dimensiones especificas, que consiste en encontrar un cuadrado de igual superficie que un
rectangulo dado. Esta parte de la tarea fomentaria la creatividad y la reflexion sobre lo aprendido
de la proposicion, y es una oportunidad para que los futuros educadores se enfrenten a un desafio
adicional. Este tipo de extension de la tarea basica proporcionaria una plataforma para el
desarrollo de competencias mas avanzadas. Alineandose con los principios de una tarea
profesional con sentido es importante proponer tareas que reflejen tanto los desafios matematicos
como las estrategias pedagdgicas que los futuros profesores deberian implementar en sus clases.

En esta tarea al igual que la anterior, desde la perspectiva de Rendon, Mora y Morales
(2023), fue disefiada de manera que permita a los futuros profesores de matematicas integrar
teoria geométrica cldsica con practicas modernas, como el uso de GeoGebra. La tarea
promoveria una exploracion activa, fomentando la comprension de relaciones geométricas
complejas, y desarrollando competencias tanto matematicas como didécticas. Ademas, al incluir
variaciones en los casos y diferentes enfoques heuristicos, se ofreceria a los futuros maestros una
oportunidad para reflexionar criticamente sobre los métodos utilizados y cdbmo podrian ser

implementados en un contexto educativo.
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Tabla 5
Tarea 3

Enunciado:

Utilizando GeoGebra, halle la raiz cuadrada de un segmento utilizando una circunferencia, rectas y segmentos.
Se desea calcular la raiz cuadrada de BC, se agrega AB que es la unidad y dividiendo AC en dos partes iguales,
tomando como centro el punto D, traza la circunferencia AEC. Seguidamente trace sobre el punto B hasta el
punto E la perpendicular a C, siendo BE la raiz buscada.

a) (Por qué el segmento BE es la raiz cuadrada? Justificar

b) Una vez representado seglin lo descrito mas arriba, verifique si cumple en particular con la raiz cuadrada

de 9.
¢) (Qué pasasiel segmento AB es mayor a 1?
d) (Cumple para todos los nimeros?

Nota. FElaboracion propia.

Esta tarea ofreceria una oportunidad para integrar conceptos geométricos cartesianos con
el uso de GeoGebra, permitiendo que los futuros profesores de matematicas exploren la
extraccion de la raiz cuadrada a través de construcciones geométricas. Esta tarea podria ser vista
como una “tarea con sentido”, ya que vincula la geometria con la manipulacién tecnoldgica,
fomentando la reflexion critica sobre los conceptos matematicos involucrados.

El disefio de esta tarea, que involucraria la extraccion de la raiz cuadrada utilizando
circunferencias, rectas y segmentos, vincularia teoria geométrica con la exploracion practica
mediante GeoGebra. Segun Rendon, Mora y Morales (2023), una tarea con sentido debe ofrecer
a los futuros profesores la oportunidad de explorar y aplicar conceptos matematicos de manera
interactiva, lo cual esta tarea lograria al permitir una construccion dindmica para hallar la raiz
cuadrada. Ademas, la tarea involucraria también el analisis del comportamiento geométrico en
diferentes casos, como la variaciéon de AB y su influencia en la construccion de BE (la raiz), lo
que ayudaria a una reflexion sobre la relacion entre los segmentos.

Segun Llinares (2011, 2012), es importante que las tareas formativas en matematicas
incluyan diversas representaciones y enfoques que fomenten el anélisis y la reflexion del futuro

profesor sobre los conceptos involucrados, en este caso, proporciones, paralelismo,
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perpendicularidad. En esta tarea, la representacion grafica de la raiz cuadrada mediante
GeoGebra proporcionaria a los futuros profesores la posibilidad de interactuar con las
construcciones geométricas, verificando su exactitud y generalizacion (por ejemplo, al evaluar el
caso de la raiz cuadrada de 9 y los efectos de variar AB). Este proceso de reflexion sobre las
construcciones permitiria que los futuros maestros se familiaricen con la relacion entre las
representaciones geométricas y numéricas, pudiendo facilitar su aplicacion en la ensefanza.

Desde la perspectiva de Aké y Lopez-Mojica (2020), una tarea con sentido debe conectar
el contenido matematico con la practica docente, permitiendo a los futuros profesores reflexionar
sobre como presentar estos conceptos en el aula. En esta tarea, la construccion de la raiz
cuadrada a través de la geometria cartesiana proporcionaria un enfoque visual y manipulativo
que podria ser utilizado en la ensefianza para mejorar la comprension de los estudiantes sobre el
concepto de raiz cuadrada. Ademas, la tarea ofreceria una estructura légica y secuencial que guia
a los futuros profesores en la construccion de su propia comprension, lo que podria facilitar su

futura implementacion pedagogica.

Esta tarea, desde la perspectiva de Rendon, Mora y Morales (2023), junto con las
aportaciones de Llinares (2011, 2012) y Aké y Lopez-Mojica (2020), cumpliria con los requisitos
de una tarea formativa efectiva, ya que permitiria a los futuros profesores explorar, reflexionar y
verificar conceptos geométricos mediante GeoGebra. La combinacion de este tipo de geometria
con herramientas tecnologicas, junto con la invitacioén a experimentar con variabilidad,

proporcionaria una oportunidad para el desarrollo de competencias didacticas y matematicas.
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Tabla 6
Tarea 4

Enunciado:

Utilizando GeoGebra, resuelve la ecuacion cuadratica de la forma x* = bx + ¢? utilizando circunferencia y
segmentos, donde el nimero desconocido es x y los conocidos son b y c.
Construye el triangulo rectdngulo ABC, cuyo lado BC es igual a ¢ (raiz cuadrada de la cantidad conocida c?) y el

otro lado, BA, es igual a % b, esto es: la mitad de la otra cantidad conocida que estaba multiplicada por x, la cual

supuesto que es la linea desconocida. Seguidamente, prolongamos CA, que es la base de este triangulo, hasta O,
de suerte que AO sea igual a AB, la linea OC es x, la linea buscada.

a) Verifique lo representado en la ecuacion x? = 6x + 25.

b) Desarrolle una conjetura si los valores conocidos son negativos.

¢) Argumente los resultados obtenidos.

Nota. Elaboracion propia.

Esta tarea trat6 de establecer una conexion directa entre la geometria y el algebra,
unificando ambos enfoques en la resolucidon de una ecuacion cuadratica. Al resolver la ecuacion
cuadratica x> = bx + ¢? mediante la construccion de un triangulo rectdngulo y la prolongacion
de sus lados, los futuros profesores podrian visualizar las soluciones de la ecuacion de una
manera geométrica y manipulativa. Esto permitiria a los futuros profesores apreciar como los
conceptos algebraicos tienen representaciones geométricas. Segun Rendon, Mora y Morales
(2023), las tareas que permiten integrar estas diferentes areas del conocimiento matematico son
esenciales para desarrollar una "mirada profesional" en la ensefianza de las matematicas, al
proporcionar una comprension mas profunda de los conceptos.

La importancia de incluir representaciones visuales y graficas en la ensefianza de las
matematicas como en esta tarea, el uso de GeoGebra permitiria a los futuros profesores
visualizar la construccion del triangulo y la prolongacion de la base, verificando como se
relacionan las areas de estas construcciones con la solucion de la ecuacion cuadratica. Al utilizar
GeoGebra, los futuros maestros podrian ajustar los valores de b y ¢ de manera interactiva y

observar como los cambios en estos parametros afectan la longitud de x, la incognita. Esta
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manipulacion directa proporcionaria una comprension visual y mas intuitiva de las soluciones
algebraicas.

La tarea incluiria una invitacion a desarrollar una conjetura cuando los valores de b y ¢
son negativos. Este aspecto fomentaria la exploracion y el desarrollo del pensamiento critico, ya
que los futuros profesores deberian reflexionar sobre cémo el signo de los valores conocidos
afecta la construccion geométrica y, por lo tanto, la solucion de la ecuacion cuadratica. Segin
Llinares (2012), las tareas que promueven la variabilidad y la formulacion de conjeturas son
clave para desarrollar una comprension mas profunda del comportamiento de los conceptos
matematicos en diferentes escenarios.

Desde la perspectiva de Aké y Lopez-Mojica (2020), las tareas que integran
construcciones geométricas en la ensefianza del algebra permiten a los futuros profesores
reflexionar sobre como conectar la teoria matematica con la practica docente. En este caso, la
tarea requiere que los futuros profesores construyan una representacion geométrica de la
ecuacion cuadratica, utilizando la geometria del tridngulo rectdngulo para encontrar la solucion.

Este enfoque no solo proporcionaria una forma alternativa de resolver ecuaciones
cuadraticas, sino que también permitiria a los futuros profesores experimentar como presentar

este tipo de tareas en el aula para mejorar la comprension de sus estudiantes.
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Tabla 7
Tarea 5

Enunciado:
1. Lee el enunciado del problema de Pappus abordado por Descartes

“Teniendo cuatro rectas dadas en posicion (L4, Ly, Ls y L), se intenta hallar, un punto (C) desde el cual se
pudiesen trazar cuatro lineas rectas (14, 15, [3y 1), una sobre cada uno de las dadas, formando angulos dados
(91, 02, 3 Y @4) de modo que el paralelogramo formado por dos de las trazadas desde el mismo punto (esto
es, el producto de estos dos segmentos) guarde una proporcion dada con el paralelogramo formado por el
producto de las otras dos”.

Lxly =l xl,

Ly

a. Utilice GeoGebra para explorar la solucion.

2. Estudie el analisis del problema hecha por Arboleda, L. C. (2012). El analisis cartesiano en la solucién
del problema de Pappus y la introduccion de las curvas algebraicas

3. Enun ambiente de geometria dinamica, reproduce el problema de Pappus para dos rectas, para un caso
particular, siguiendo los siguientes pasos:

a. Trace dos rectas que se intercepten en un punto A formando asi cuatro angulos no rectos.
b. Trace la bisectriz en uno de los dngulos formados.

c. Ubique un punto P cualquiera en la bisectriz.

d. Trace una recta perpendicular a los lados que forman el dngulo y que pase por el punto P.
e. Trace una circunferencia con centro en P tangente a los lados del angulo formado.

4. Mueve el centro de la circunferencia y realiza una conjetura al respecto.

Nota. Elaboracion propia.

El problema de Pappus es un desafio geométrico que plantea una situacion compleja
relacionada con la interseccion de lineas y circunferencias en un plano. Al incluir el estudio del
analisis realizado por Arboleda, la tarea invitaria a los futuros profesores a reflexionar sobre la
relacion entre la comprension histérica y su aplicacion en contextos actuales de ensefianza. En
este caso, la reproduccion del problema de Pappus en un ambiente de geometria dindmica, como
GeoGebra, permitiria a los futuros profesores manipular las construcciones y experimentar con

los resultados de manera visual e interactiva.
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La primera parte de la tarea, que involucra la lectura y comprension del problema de
Pappus, junto con el analisis de Arboleda, fomentaria un enfoque basado en la lectura critica de
textos matematicos. Las tareas que permiten la reflexion sobre el analisis de problemas
matematicos favorecen el desarrollo de una comprension mas profunda de los conceptos
involucrados. En este caso, la tarea no solo se limita a la reproduccion geométrica, sino que
también pide a los futuros profesores de matematicas que estudien el analisis hecho por un autor
contemporaneo, lo cual proporciona una visiéon multidimensional del problema y fomentaria la
reflexion critica sobre diferentes enfoques y metodologias.

La reproduccion del problema de Pappus en un ambiente de geometria dindmica
permitiria a los futuros profesores explorar las propiedades geométricas involucradas en el
problema de manera interactiva. La visualizacion y manipulacioén de objetos geométricos son
esenciales para el desarrollo de una comprension mas solida de los conceptos. En este contexto,
GeoGebra permitiria a los futuros maestros realizar construcciones dindmicas, verificar
conjeturas y observar como varian los resultados geométricos a medida que se modifican ciertos
elementos, lo que contribuye a un aprendizaje activo y significativo.

Esta tarea reformulada, desde las perspectivas de Rendon, Mora y Morales (2023),
Llinares (2011, 2012), y Aké y Lopez-Mojica (2020), representa una tarea formativa que
permitiria a los futuros profesores desarrollar una comprension profunda de un problema
geométrico clasico y aplicarlo en un contexto moderno mediante el uso de GeoGebra. La
integracion de la lectura critica, el andlisis teérico y la reproduccion geométrica proporciona una
plataforma rica para el desarrollo de competencias didacticas y matematicas, preparando a los
futuros profesores para enfrentar los desafios de la ensefianza de conceptos geométricos

avanzados en el aula.
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En definitiva, las tareas analizadas reflejarian una integracion efectiva de la geometria
clasica con el uso de herramientas tecnoldgicas como GeoGebra, proporcionando un enfoque
dinamico y visual que enriqueceria la comprension matematica de los futuros maestros. Estas
tareas promoverian no solo el dominio de conceptos geométricos y algebraicos, sino también el
desarrollo de competencias profesionales esenciales como la reflexion critica, el analisis
heuristico y la capacidad de disefar actividades didacticas significativas para el aula. La
combinacion de la teoria matematica con su aplicacion préctica y visual, ademas de la
formulacion de conjeturas y el estudio de textos historicos y contemporaneos, fortaleceria la

"mirada profesional" necesaria para la ensefanza efectiva de las matematicas.
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4 CONCLUSIONES Y REFLEXIONES

Cerrando el presente trabajo final de grado, en este apartado se exponen las conclusiones
y reflexiones finales respecto al disefio de tareas profesionales para el estudio de la
circunferencia en geometria sintética y analitica, apoyado en GeoGebra. A través de este estudio,
se busco no solo aprobar las tareas profesionales con el uso de la tecnologia en la ensefianza de
las geometrias mencionadas, sino también a explorar como estas pueden ser integradas de
manera efectiva en la formacion de futuros profesores de matematicas. Las reflexiones a
continuacion tratan de ofrecer un analisis critico de los logros alcanzados, asi como de los

desafios enfrentados durante el proceso de elaboracion del documento final del trabajo de grado.

4.1 Conclusiones

Posteriormente a la elaboracion de este trabajo final de grado quedan elementos por
tratar, es entonces pertinente establecer algunas conclusiones, las cuales se intentardn desarrollar
en el siguiente orden: se describe una recapitulacion del trabajo realizado, lo cual permite
responder concretamente acerca del logro de los objetivos propuestos, de este modo, también se
manifiestan aquellos asuntos pendientes y que podrian ser tratados en otros estudios con
posterioridad, luego, se mencionan las limitaciones que tuvo la ejecucion del trabajo.

Partimos en noviembre de 2023 con la exposicion de una inquietud pedagogica que dio
origen al trabajo final de grado, seguido de una revision documental exhaustiva. Se identifico y
analizo literatura sobre la circunferencia desde las perspectivas de la geometria sintética y
analitica, lo que permitio sustentar la pertinencia del estudio. Ademas, se exploraron 90
investigaciones sobre tareas profesionales centradas en la circunferencia y el uso de GeoGebra

para la formacién de futuros profesores de matematicas, de las cuales se filtraron aquellas mas
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relevantes para los objetivos del trabajo. Lo mencionado anteriormente proporciond una base
solida y especializada respaldando asi el desarrollo del proyecto, fortaleciendo su relevancia
académica y practica.

Posteriormente, en las sesiones de asesorias se inicio otra etapa, la de poder indagar sobre
la circunferencia desde la perspectiva euclidiana en los libros Il y IV de Elementos, hacer un
estudio de los problemas planteados y por sobre todo poder entender las proposiciones
propuestas por Euclides. Durante esas revisiones fuimos vivenciando la resolucion de varias de
ellas, todas propuestas por nuestro asesor, en las que nosotros a la par de ir estudiando y
resolviendo los problemas, identificamos las dificultades presentes en la comprension de las
proposiciones y formas de resolucion, lo que es claro, que un futuro profesor de matematicas
deberia conocer para ensedar.

Continuando con la misma tematica, estudiamos La Geometria de Descartes en sus dos
primeros libros, indagando la geometria cartesiana, su razonamiento analitico que se caracteriza
por trabajar con /o dado y con lo desconocido como supuestamente conocido. En ese contexto
vimos la manera en que Descartes utiliza la circunferencia para resolver operaciones, como sacar
la raiz cuadrada y resolver ecuaciones cuadraticas; ademas, el trabajo se caracteriza por utilizar
simbolos en la representacion y resolucion. Por, sobre todo, el andlisis de la resolucion del
problema de Pappus que fue un desafio interesante para nosotros por la complejidad de este,
tratar de comprender su resolucion, son conocimientos que creemos que un futuro profesor de
matematicas debe manejar, quizas no en su totalidad, pero, entender la analiticidad que conlleva

su resolucion.
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Cabe recalcar, que, en todas las resoluciones de los problemas de geometria sintética y
analitica utilizamos GeoGebra. Esta herramienta de la geometria dinamica nos permitio
visualizar propiedades que habrian sido dificiles de reconocer utilizando solo lapiz y papel.

En este trabajo resaltamos que el conocimiento matematico y tecnoldgico sobre la
circunferencia se promueve a través de abordar experiencias de estudio de al menos dos
aproximaciones a la geometria, en este caso, la sintética —representada en Elementos de
Euclides—y la analitica —expuesta en La Geometria de Descartes—. Este estudio ofrece la
posibilidad de construir comparaciones en los tratamientos matematicos de un mismo objeto y
reconocer el uso que se hace del GeoGebra como apoyo a los procesos de comprension de las
propiedades geométricas, constructivos y demostrativos. Estos asuntos son fundamentales en la
formacion de un futuro profesor de matematicas.

El disefio de tareas profesionales y el uso de tecnologias contemporaneas, como
GeoGebra, podrian contribuir con el desarrollo de competencias de los futuros profesores que no
solo se reduzcan a la resolucion de problemas geométricos, sino también a la aplicacion de
conocimientos pedagogicos en el aula. Las tareas propuestas fomentan que los futuros profesores
tomen el control de su propio proceso de aprendizaje, es decir, aprenden haciendo relacionado
con la historia de la matematica, lo cual es importante para una ensefianza en un entorno
educativo, en el que hoy por hoy se requiere una adaptacion constante a las necesidades
tecnoldgicas y pedagdgicas actuales. El trabajo subraya la importancia de integrar teoria y
practica en la formacién docente, mostrando como las tecnologias digitales pueden enriquecer la
ensefianza de conceptos geométricos fundamentales como la circunferencia.

Ademas, el trabajo final de grado muestra como los futuros profesores de matematicas

pueden sacar beneficio del uso de GeoGebra, no solo al visualizar construcciones geométricas
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dinamicas, sino también al formular conjeturas, realizar argumentos, verificar resultados, y
comprender de manera intuitiva los principios subyacentes. Este enfoque promueve un
aprendizaje basado en la experimentacion y exploracion, lo que facilita una transicion natural
entre la teoria y la practica.

En el mismo orden, es importante mencionar que las tareas profesionales fueron
cuidadosamente elaboradas, de tal manera que permita a los futuros profesores de matematicas a
enfrentar retos en tareas, que ayuden a profundizar el objeto matematico en estudio desde la
perspectiva euclidiana como cartesiana. La metodologia implementada ha demostrado en nuestra
vivencia, que, al involucrar a los profesores en la creacion y resolucion de tareas respaldadas por
herramientas tecnologicas, se potencia su capacidad para adaptar la ensefianza a las necesidades
particulares de los estudiantes y a los contextos especificos de su desempeiio.

Por todo lo manifestado anteriormente, se logra afirmar que se cumplio con el objetivo
general. Su aplicacion podria acarrear reflexiones y cambios en los futuros profesores de
matematicas, en relacion con su conocimiento profesional sobre la circunferencia como objeto y
como asunto matematico.

Debe sefialarse, que, aunque se pudieron cumplir los objetivos propuestos en este trabajo
de grado, quedaron algunos asuntos sin resolver, como ser la de enfocar las tareas desde la
perspectiva de la teoria de TPACK (Koehler y Mishra, 2008), y el conocimiento especializado
del profesor de matematicas (Ball, Thames y Phelps, 2008), estos podrian ser objeto de estudio

en posteriores trabajos, que por la premura del tiempo no se pudo profundizar.

4.2  Reflexiones y consideraciones finales

En este apartado de reflexiones, es fundamental destacar la impresion que nos deja la

realizacion de este trabajo final de grado. Para nosotros, los autores, un aspecto fundamental es la
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experiencia adquirida en el proceso de llevar a cabo una investigacion. Si bien no se tratd de una
investigacion en el sentido mas riguroso, fue una aproximacion significativa a ella a través de la
profundizacién en el tema abordado. En ese mismo orden de ideas, la experiencia deja huellas
importantes en el aprendizaje, por ejemplo: el haber conocido en profundidad las obras del Libro
IIT y IV de Euclides; el conocimiento que nos aportd Descartes en sus dos primeros libros de La
Geometria: el poder hacer busquedas de literaturas de una manera sistematica; el reconocer la
existencia de un amplio campo de investigacion en la educacion matematica; realizar tareas con
sentido profesional para futuros profesores de matematicas; y manejar de manera mas acabada la
herramienta GeoGebra. Lo anterior nos ayudo a identificar areas de estudio y problematicas que
podrian ser abordadas en nuestra practica docente, ampliando asi, nuestras perspectivas
profesionales.

Sin duda, lo més importante y que merece ser reconocido es haber tenido una experiencia
compartida con nuestro asesor del trabajo final de grado; pudimos debatir entre colegas sobre
conjeturas, argumentos, resolucion y pareceres (salvando la diferencia de trayectoria y
conocimiento entre el director y nosotros, los autores). Desde lo vivenciado, esas experiencias
nos aportaron elementos indispensables para el crecimiento profesional, como personal. Fruto de
ello, el trabajo final de grado nos amplié el panorama de conocimientos sobre la circunferencia
desde los sintético y analitico.

Tuvimos un proceso de divulgacion de los avances durante la elaboracion del trabajo, lo
que nos permitio tener esa experiencia en distintas formas de participacion en la comunidad
académica de la Educacion Matematica de este pais. En primer lugar, la participacion como
ponentes en la categoria de Comunicaciones en el 26° Encuentro de Geometria y sus

Aplicaciones, el cual es un evento académico de caracter internacional organizado por la
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Universidad Pedagogica Nacional. Nuestra comunicacion tuvo el privilegio de ser publicada en
las Memorias del evento. También la participacion en el 10° Encuentro Distrital de Educacion
Matematica que reune a profesores, investigadores y estudiantes de Educacion Matematica del
distrito, organizado por la Universidad Distrital Francisco Jos¢ de Caldas, en el que se presentd
un taller, seleccionado para ser publicado en las Memorias del evento. Y, por ultimo, la
participacion en el 1° Simposio Orinoquense de Matematicas y Ensefianza de las Matematicas
(SOMEM), que reuni6 a importantes investigadores y profesores de Colombia, realizado por la
Universidad de los Llanos, en este ultimo, se particip6 en la modalidad de Pdster, publicada
también en las Memorias del evento.

Los eventos mencionados, junto con las conclusiones alcanzadas, respaldan la relevancia
del trabajo realizado. Este proceso formativo en la maestria nos motiva a impulsar la creacion de
comunidades de aprendizaje en nuestro pais, en las que se promueva el debate en torno a temas
relacionados con las matematicas y la Educacion Matematica, fomentando espacios de reflexion

y desarrollo profesional continuo.
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Anexos

Anexo 1

. Qué tratamiento hace Euclides de la circunferencia en su libro III y IV de Elementos?

El libro Elementos de Euclides es una obra clasica de la geometria y la matematica que recopila y sistematiza
los conocimientos de la época griega, consta de trece volumenes que abarcan temas como los nimeros, las
proporciones, las magnitudes, la circunferencia, las figuras planas y soélidas, los postulados, los teoremas y las
demostraciones. El libro tiene un rigor loégico y su método deductivo, que influy6 en el desarrollo de la ciencia y la
filosofia; es considerado uno de los textos mas influyentes de la historia de la humanidad, asi también ha sido traducido
y estudiado por generaciones de matematicos, filésofos y cientificos.

En los libros IIT y IV de Elementos, Euclides se dedica a estudiar las propiedades y construcciones de la
circunferencia y las figuras inscritas y circunscritas en ella.

En el libro III, Euclides define lo que son circunferencias iguales, tangentes, segmentos, angulos y sectores
de un circulo, y demuestra teoremas sobre las relaciones entre las cuerdas, los diametros, las perpendiculares y los
angulos en un circulo. También muestra como determinar el centro de una circunferencia dada y como adaptar una
recta igual a una recta dada que no sea mayor que el diametro del circulo.

En el libro IV, Euclides define lo que son figuras rectilineas inscritas y circunscritas en un circulo o en otra
figura rectilinea, y circulos inscritos y circunscritos en torno a una figura rectilinea. Luego presenta problemas de
construccion con regla y compas de triangulos, cuadrados, pentagonos y hexagonos regulares inscritos y circunscritos
en un circulo dado, asi como de circulos inscritos y circunscritos en torno a una figura rectilinea dada.

Estas construcciones son de gran importancia para la geometria plana y la teoria de numeros.

Planteamientos y resolucion de problemas de Euclides con relacion a la circunferencia

En este apartado veremos cuales son los planteamientos y problemas propuestos por Euclides en sus libros
My IV,

Libro 111

Proposicion 1

Hallar el centro de un circulo dado.
Al trazar al azar una recta AB que divide en dos, considerando un punto entre los
o mismos denominado A, a partir de ese punto se traza una recta AI" perpendicular a AB
s —‘\ prolongando hasta el punto E, dividiendo en dos partes iguales I'E por medio de Z,
/ . donde Z es el centro del circulo.
/ \ Utilizando el método del absurdo, supone que el centro es otro, lo denomina H, traza
| | los segmentos HA, HA, HB. Como AA = AB y AH es comun, los lados AA y AH son
iguales respectivamente a los lados HA y AB, donde las bases HA = HB, por ser
radios, lo que implica que los angulos AAH y HAB son iguales. Cuando una recta es
levantada sobre otra recta hace dos angulos adyacentes iguales entre si, cada uno de
los angulos iguales es recto, por lo que el angulo HAB es recto, como también lo es el
dangulo ZAB por lo que los angulos ZAB y HAB son iguales, el mayor al menor, lo
cual es imposible. Po lo que H no es el centro del circulo. De igual forma
demostrariamos que ningun otro lo es, excepto Z.

1 Proposicion 1, Libro IIT



Proposicion 17

Desde un punto dado trazar una linea recta tangente a un circulo dado.

En este problema al tener un circulo BAT' y punto dado A fuera del circulo, se
traza una recta tangente al circulo dado, para ello se traza un segmento con el
centro E y el punto A entonces ahi se tiene otra circunferencia AZH de radio
AE concéntrica en E, entonces teniendo dos circulos BAT y AZH, se forma
dos triangulos, el tridngulo AEZ es igual al tridngulo EBA, y los angulos
restantes son iguales a los dngulos restantes; por lo tanto, el &ngulo EAZ es
igual al angulo EBA. Pero el angulo EAZ es recto; luego el angulo EBA
también es recto, ahora bien, la recta trazada por el extremo del diametro de
un circulo formando angulos rectos con el mismo toca el circulo; por tanto,
AB es tangente al circulo BAT.

. or 2 Proposicion 2, Libro 111
Proposicion 25

Dado un segmento de circulo completar el trazado del circulo del que es segmento.
Esta proposicion establece como completar el trazado de
un circulo cuando se tiene un segmento de circulo dado,
en este caso, ABI". La idea principal es dividir el
segmento en dos partes iguales, construir un angulo
igual al angulo formado por el segmento, y luego utilizar
un punto especifico para trazar el circulo completo:
1.Se toma el segmento de circulo dado, ABT".
2.Se divide el segmento en dos partes iguales en el
3 Proposicion 25, Libro IIT punto 4.

3. Desde 4, se traza una recta 4B formando angulos

rectos con Al', y se completa el tridngulo AAB.

Se construye en la recta BA y en su punto A un angulo BA4 igual al angulo ABA.

Se prolonga AB hasta E, de manera que BE sea igual a EA.

Se demuestra que las tres rectas AE, EB, ET son iguales entre si.

Se concluye que el circulo descrito con el centro E y como distancia una de las rectas AE, EB, EI" pasara por
los puntos 4, B, y I', completando asi el trazado del circulo.

Nk

La demostracion muestra que el trazado del circulo se puede completar de manera unica, y la posicion del centro del
circulo, en este caso, el punto E depende de la relacion entre los angulos ABA y BAA. En funcién de esta relacion, el
segmento ABI" puede ser menor, igual o mayor que un semicirculo.

Proposicion 30

Dividir en dos partes iguales una circunferencia dada

Teniendo una circunferencia AAB, hay que dividirla en dos

. partes iguales, para lo cual se traza un segmento entre los
puntos AB, se halla la mediatriz y se traza una recta AT
perpendicular a la recta AB ,para formar angulos rectos con
la misma, luego se traza segmentos AB y AA, al tener dos

A r B angulos rectos iguales y como las rectas iguales cortan
4 Proposicién 30, Libro III circunferencias iguales la mayor (igual) a la mayor y la

menor a la menor; y cada una de las circunferencias A4, AB
es menor que un semicirculo; por tanto, la circunferencia A4 es igual a la circunferencia 4B. Por lo tanto, queda
dividido en dos partes iguales por el punto 4 la circunferencia.



Proposicion 33

Sobre una recta dada, describir un segmento de circulo que admita un angulo igual a un angulo rectilineo dado.
Este problema Euclides resuelve a partir de una recta dada AB y un angulo rectilineo (agudo, recto y obtuso) donde

pueda trazar un circulo y este admita angulos
;r . \ iguales a los angulos rectilineos. Se logra
a A - o — a resolver el problema trazando en cada circulo
/ el angulo rectilineo dado.
z
B
\ % |
E

5 Proposicion 33, Libro 111

Proposicion 34

A partir de un circulo dado cortar un segmento que admita un angulo igual a un angulo rectilineo dado.
Se traza el segmento EZ tangente al circulo ABT en el punto B, en la recta ZB se construye el angulo ZBT igual al

5 angulo A.
L Por lo tanto, a partir del circulo dado ABT se ha cortado el segmento BAT
que admite un angulo igual al angulo rectilineo dado correspondiente a A .
B
A
E A

6 Proposicion 34, Libro 111

Libro IV

Proposicion 1

Adaptar a un circulo dado una recta igual a una recta dada que no sea mayor que el diametro del circulo.

Se describe un proceso geométrico para adaptar una recta dada,

representada por 4, a un circulo dado con centro en I' y didmetro BI". El A

objetivo es lograr que la longitud de la recta dentro del circulo sea igual a

la longitud de BI".

El procedimiento se divide en dos casos:

1. Silalongitud de BT es igual a la longitud de 4, entonces no es

necesario hacer ninguna adaptacion adicional, ya que la recta ya se

ajusta al circulo. \

2. Silalongitud de BI" es mayor que la longitud de 4, se traza un 5 z
punto E de modo que I'E sea igual a A. Luego, con centro en I" y
radio I'E, se describe un circulo EAZ. Se traza la linea I'A, que 7 Proposicion 1, Libro IV

conecta el centro I" con el punto A en la circunferencia de este nuevo
circulo. De esta manera, se logra que la longitud de la recta dentro del circulo representada por I'A sea igual a
la longitud de 4.



Proposicion 2

Inscribir en un circulo dado un triangulo de angulos iguales a los de un triangulo dado.
Se describe el proceso para inscribir en un circulo dado ABI" un tridngulo AEZ con angulos iguales a los de otro

triangulo dado.
El procedimiento se realiza de la siguiente manera:
1. Se traza la tangente HO al circulo ABTI en el punto A.
2. Enlarecta A0, se construye un angulo @Al igual al angulo AEZ.
Z 3. Enlarecta AH, se construye un dngulo HAB igual al 4ngulo AZE.
4. Se traza la linea AB.
Se argumenta que, dado que la recta A0 toca el circulo en A4, el angulo OAT
es igual al angulo ABT" en el segmento alterno del circulo. Como se ha
8 Proposicion 2, Libro IV construido OAT igual al angulo AEZ y HAB igual al angulo AZE, se

concluye que los angulos del triangulo AEZ son iguales a los correspondientes angulos en el triangulo inscrito en el
circulo.

Proposicion 3

Circunscribir en torno a un circulo dado un triangulo de angulos iguales a los de un triangulo dado

7.
8.
9.

Se describe el proceso para circunscribir alrededor de un circulo dado
ABT un triangulo cuyos angulos son iguales a los de otro tridngulo dado
AEZ. El procedimiento se realiza de la siguiente manera:

1. Se prolonga la linea EZ en ambos sentidos hasta los puntos H y 6.

2. Se toma el centro K del circulo ABT.

3. Se traza una recta cualquiera KB.

4.En larecta KB, se construye un angulo BKA igual al angulo AEH y un
angulo BKT igual al angulo 4Z0.

5. Se trazan las lineas tangentes AAM, MBN, NI'A desde los puntos 4, B'y
9 Proposicion 3, Libro IV [ hasta el circulo ABT.

Se argumenta que los angulos correspondientes a los puntos A, B y I' en el cuadrilatero AMBK son rectos, ya

que las tangentes al circulo forman angulos rectos con los radios que van al punto de tangencia.

Se demuestra que los angulos AKB y AMB son iguales a los angulos AEH y AEZ, respectivamente.

Similarmente, se demuestra que el angulo ANB es igual al angulo AZE.

Se concluye que el triangulo AMN es circunscrito alrededor del circulo ABI" y tiene angulos iguales a los del

triangulo AEZ.

Utilizando construcciones geométricas especificas y propiedades de tangencias y cuadrilateros, se ha circunscrito
alrededor del circulo un tridngulo cuyos angulos son iguales a los de otro triangulo dado.

Proposicion 4

Inscribir un circulo en un triangulo dado.
Se describe la manera para inscribir un circulo en un triangulo dado ABI" de la

siguiente manera:
1.

2.

3.

Se dividen en dos partes iguales los angulos ABI" y AI'B con las rectas BA
y I'A respectivamente, encontrando el punto de interseccion 4.

Se trazan las perpendiculares AE, A" y AH desde el punto 4 hasta las
rectas AB, BI', I'A respectivamente.

Se argumenta que los tridangulos EBA y ZBA tienen dos angulos iguales y
un lado comun, por lo que son tridngulos semejantes y los lados restantes
AE y AZ son iguales. De manera similar, AH es igual a AI".

Se concluye que las tres rectas AE, AZ, AH son iguales entre si.

Se describe un circulo con centro en 4 y radio igual a AE (0o AZ, o AH), asegurando que este circulo toca las
rectas AB, BI', I'A, ya que los angulos correspondientes en AE, AZ, AH son rectos.

Se nombra al circulo inscrito como ZHE.

10 proposicion 4, Libro



Se demuestra asi que se puede inscribir un circulo en el triangulo dado ABI" por medio de la construccion de
perpendiculares desde el punto de interseccion A4 a los lados del triangulo utilizando propiedades geométricas que
garanticen la tangencia del circulo a los lados del tridngulo dado en los puntos especificos.

Proposicion 5

Circunscribir un circulo en torno a un triangulo dado.

Para circunscribir un circulo alrededor de un triangulo dado ABT, el procedimiento se realiza considerando tres
casos:

Caso 1 (Primer Dibujo): Los puntos 4 y E,
donde se dividen en dos partes iguales las
rectas AB y AT respectivamente, coinciden
dentro del triangulo. Se trazan las
perpendiculares AZ y EZ, y se concluye que
el circulo circunscrito con centro en Z y
distancia a ZA, ZB, ZT pasa por los puntos

11 Proposicion 5, Libro IV

restantes del triangulo.

Caso 2 (Segundo Dibujo): Los puntos AI' y EZ coinciden sobre la recta BI'. Se demuestra que Z es el centro del
circulo circunscrito al triangulo ABT .

Caso 3 (Tercer Dibujo): Los puntos AZ y EZ coinciden fuera del triangulo. Se trazan las perpendiculares 4Z, AZ,
BZ,y I'Z. Se demuestra que el circulo circunscrito con centro en Z y distancia ZA, ZB, ZI" pasa por los puntos
restantes del triangulo.

Se demostro asi que es posible circunscribir un circulo alrededor de un triangulo dado, y se proporciona una relacion
entre la posicion del centro del circulo y el angulo BAI" del triangulo.

Proposicion 6

Inscribir un cuadrado en un circulo dado.
Para inscribir un cuadrado en el circulo ABI'A se realiza lo siguiente:
A 1. Se trazan dos diametros A" y BA del circulo ABI'A, formando angulos rectos
entre si.
2. Se trazan los lados del cuadrado conectando los puntos A, B, I' y 4.
3. Se argumenta que BE es igual a EA porque E es el centro del circulo y EA es
un radio que forma angulos rectos, entonces la base AB es igual a la base A4. De
manera similar, se demuestra que cada uno de los lados del cuadrado (BI', I'4) es
igual a cada uno de los lados opuestos (AB, AA).
4. Se concluye que el cuadrilatero ABI'A es equilatero debido a la igualdad de sus
lados.
r 5. Se demuestra que el cuadrilatero también es rectangular ya que B4 es
12 Proposicion 6, Libro IV un didmetro del circulo, el angulo BAA es recto. Ademds, al ser BA un
semicirculo, los angulos ABI', BI'A y I'AA también son rectos.
6. Se concluye que, dado que el cuadrilatero es equilatero y rectangular, es un cuadrado segun la definicion de
cuadrado.
7. Finalmente, se afirma que este cuadrado esta inscrito en el circulo ABI'A.
En conclusion, es posible inscribir un cuadrado en el circulo dado ABI'A utilizando las propiedades de los diametros
y los angulos rectos dentro del circulo.




Proposicion 7

Circunscribir un cuadrado en torno a un circulo dado.

7.

e r K
13 Proposicion 7, Libro IV

4.

i K z  Para circunscribir un cuadrado alrededor de un circulo dado ABI'A procede de la

//' [ siguiente manera:

1. Se trazan dos didmetros AI" y BA del circulo ABI'A, formando angulos rectos
entre si.

2. Setrazan las tangentes ZH, HO, OK, KZ desde los puntos A, B, I' y A hasta el
circulo ABI'A.

3. Seargumenta que, como ZH toca el circulo y EA se ha trazado desde el centro E
hasta el punto de contacto A, los angulos correspondientes a A son rectos. De manera
similar, se demuestra que los angulos correspondientes a B, I' y 4 también son rectos.
Se establece que HO es paralela a AI', y debido a la simetria, A" es paralela a ZK. Se demuestra de manera
similar que cada una de las rectas HZ, OK es paralela a BEA. Por lo tanto, los segmentos HK, HI', AK, ZB, BK
son paralelogramos.

Se concluye que el cuadrilatero ZHOK es equilatero ya que Al es igual a BA, y las rectas HO, ZK son iguales.
Se demuestra que ZHOK es también rectangular, ya que HBEA es un paralelogramo y el angulo AEB es recto.
Esto implica que el angulo AHB también es recto. De manera similar, se demuestra que los angulos
correspondientes a @, K y Z son rectos.

Se concluye que ZHOK es un cuadrado que esté circunscrito alrededor del circulo ABT'A.

Utilizando propiedades de tangencia y simetria se demostrd que es posible circunscribir un cuadrado alrededor de un
circulo.

Proposicion 8

Inscribir un circulo en un cuadrado dado.

A E A
Para inscribir un circulo en un cuadrado dado ABI'A se realiza lo siguiente:
1. Se divide en dos partes iguales cada una de las rectas A4 y AB por los puntos /
E y Z, respectivamente. /
2. Se trazan las lineas E@ y ZK paralelas a una de las dos rectas AB, I'A,y a H
una de las dos rectas AA, BI', respectivamente. Z K
3. Se demuestra que cada una de las figuras AK, KB, A®, OA, AH, HI', BH, \
HA es un paralelogramo, y los lados opuestos son iguales.
4. Se argumenta que, dado que A4 es igual a AB y AE es la mitad de A4, \ '
mientras que AZ es la mitad de AB, entonces AE es igual a AZ. De manera B é‘ r
similar, se demuestra que ZH es igual a HE, y cada una de las rectas HO y
HK es igual a cada una de las rectas ZH y HE. 14 Proposicion 8, Libro IV
5. Se concluye que las cuatro rectas HE, HZ, HO, HK son iguales entre si.
6. Se describe un circulo con centro en H y como radio una de las rectas HE, HZ, HO, HK , asegurando que el
circulo tocard las rectas AB, BI', I'A, AA por ser rectos los angulos correspondientes a E, Z, 0, K.
7. Se demuestra que el circulo no cortara las rectas AB, BI', I'A, AA, ya que la linea trazada formando angulos
rectos con el didmetro del circulo desde un extremo caeria dentro del circulo, lo cual es absurdo [III, 16].
8. Se concluye que el circulo esta inscrito en el cuadrado ABT'A.

Se puede inscribir un circulo en un cuadrado utilizando propiedades de paralelogramos y propiedades de tangencias
para garantizar que el circulo es tangente a los lados del cuadrado en dngulos rectos.



Proposicion 9

Circunscribir un circulo en torno a un cuadrado dado.

El proceso para circunscribir un circulo alrededor de un cuadrado dado ABI'A se
realiza de la siguiente manera:

1. Setrazan los dos diametros A" y BA del cuadrado, y se cortan en el punto
E.

o T - 2. Se demuestra que cada uno de los angulos AAI', ABI", BI'A y 'AA ha sido

dividido en dos partes iguales por las rectas A" y AB.

3. Se demuestra que el angulo 4AB es igual al angulo ABI", y que el angulo

EAB es la mitad del angulo AAB, y el dngulo EBA es la mitad del angulo ABT .
r Por lo tanto, el angulo EAB es igual al angulo EBA.

15 Proposicion 9, Libro 1V~ 4, Se demuestra que las rectas EA y EB son iguales, al igual que las rectas

EAyErl,ylasrectas EAy EA.

Se concluye que las cuatro rectas EA, EB, EI', EA son iguales entre si.

Se describe un circulo con centro en E y radio igual a cualquiera de las rectas EA, EB,ET’, EA, y se argumenta

que este circulo tocara los puntos restantes del cuadrado ABI'A.

Se concluye que el circulo circunscrito en torno al cuadrado tiene como centro el punto E y como radio una de

las rectas EA,EB,ET,EA.

Se ha demostrado que es posible circunscribir un circulo alrededor de un cuadrado dado utilizando propiedades
geométricas y la division de angulos en el cuadrado.

Proposicion 10

Construir un triangulo isosceles cada uno de cuyos angulos de la base sea el doble del restante.

La construccion del tridngulo isdsceles ABA con angulos de la base 4B siendo el
doble del angulo restante se realiza de la siguiente manera:

1. Tomar una recta AB y cortarla en el punto I" de manera que el
rectangulo formado por AB, BI” sea igual al cuadrado de I'A

2. Con el centro en A y la distancia AB, dibujar el circulo BAE.

3. Adaptar a este circulo BA una recta B4 igual a la recta AI', que no sea
mayor que el diametro del circulo.

4, Trazar AA y AI', y circunscribir alrededor del triangulo AI'A el
circulo AT'A.

Siguiendo estos pasos, se obtiene un triangulo isdsceles ABA donde los angulos

16 Proposicion 10, Libro de la base 4B son el doble del angulo restante, cumpliendo con la construccion.

Proposicion 11

Inscribir un pentagono equildtero y equiangulo en un circulo

dado. /%
La construccion de un pentagono equilatero y equidngulo / \\
inscrito en un circulo dado, se realiza de la siguiente manera: Y X

1. Toma el circulo dado ABT'AE. / \

2. Construye un triangulo is6sceles ZHO, donde cada dngulo / \
correspondiente a H, @ es el doble del correspondiente L _\3
anguloa Z. H e

3. Inscribe en el circulo ABI'AE el tridangulo AI'A de manera 17 Proposicion 11, Libro IV
que el angulo I'AA sea igual al angulo correspondiente a Z, y los angulos correspondientes a H, @ sean iguales
a los angulos AI'A, I'AA, respectivamente.

4. Divide en dos partes iguales cada uno de los angulos AI'A, ' A mediante las rectas I'E y AB, respectivamente.

5. Trazar las rectas AB, BI', AE, EA.



El resultado es un pentdgono ABI'AE que es equilatero y equiangulo. Este pentdgono cumple con la propiedad de
tener todos sus lados y angulos iguales, y esta inscrito en el circulo dado ABT'AE.

Proposicion 12

Circunscribir un pentagono equildtero y equiangulo en torno a un circulo dado.

La construccion de un pentagono equildtero y equidngulo circunscrito a un circulo dado, se realiza de la siguiente

manera:

1. Tomar el circulo dado ABT'AE.

2. Através de los puntos 4, B, I', 4, E, trazar las tangentes

HO,0K,KA, AM, MH al circulo.

3. Tomar el centro Z del circulo.

4.  Trazar las lineas ZB,ZK,ZI", ZA, ZA.

5. Demostrar que el pentagono HOKAM es equilatero y equiangulo.

En el proceso de demostracion, se utilizan propiedades geométricas y teoremas.

El argumento principal se basa en la igualdad de ciertos angulos y longitudes en

el pentagono inscrito y en la relacion entre las circunferencias de los arcos

18 Proposicion 12, Libro IV correspondientes. Con estos resultados, se concluye que el pentagono es
equilatero y equiangulo, y, ademas, esta circunscrito al circulo dado.

Proposicion 13

Inscribir un circulo en un pentagono dado que es equilatero y equiangulo.
La construccion para inscribir un circulo en un pentagono dado (ABI'AE) que es equilatero y equiangulo, se realiza
de la siguiente manera:
1. Dividir en dos partes iguales los angulos BI'A y I'AE con las rectas I'Z y
AZ, respectivamente.
2. Desde el punto de interseccion Z de las rectas I'Z y Al', trazar las rectas ZB,
ZAyZE.
3. Demostrar que los angulos ABZ, BI'Z, 'AZ, AEZ,y EAZ son iguales.
4. Desde el punto Z, trazar las perpendiculares ZH, Z0, ZK, ZA, ZM a las
rectas AB, BI', I'A, AE, AA, respectivamente.
5. Demostrar que las perpendiculares ZH, Z0, ZK, ZA, ZM son iguales entre
si.
r K a 6. Describir un circulo con centro en Z y radio igual a la longitud de
19 Proposicion 13, Libro IV cualquiera de las perpendiculares ZH, Z0, ZK, ZA, ZM.

La demostracion se basa en propiedades geométricas, como la igualdad de
angulos y la igualdad de lados de triangulos. La construccion asegura que el circulo inscrito sea tangente a los lados
del pentagono en sus puntos respectivos, cumpliendo asi con las condiciones de ser equilatero y equiangulo.




Proposicion 14

Circunscribir un circulo en torno a un pentagono dado que es equildtero y equiangulo.
La construccion para circunscribir un circulo alrededor de un pentagono dado
A ABT AE que es equilatero y equiangulo, segun la descripcion proporcionada, se
realiza de la siguiente manera:
1. Dividir en dos partes iguales los angulos BI'A y I'AE con las rectas I'Z y
AZ, respectivamente.

2. Desde el punto de interseccion Z de las rectas I'Z y AZ, trazar las rectas
ZB,ZAy ZE.

3. Demostrar que los angulos I'BA, BAE, AEA han sido divididos en dos partes
iguales por las rectas ZB, ZA, ZE, respectivamente.

4. Demostrar que las rectas ZI', ZB, ZA, ZE son todas iguales entre si.

5. Describir un circulo con centro en Z y radio igual a la longitud de

20 Proposicion 14, Libro IV cualquiera de las rectas ZI', ZB, ZA, ZE .
La demostracion se basa en propiedades geométricas, como la igualdad de angulos y la igualdad de lados de
triangulos. La construccion asegura que el circulo circunscrito toque los vértices del pentagono en sus puntos
respectivos, cumpliendo asi con las condiciones de ser equilatero y equiangulo.

Proposicion 15

Inscribir un hexdagono equilatero y equiangulo en un circulo dado

La construccion para inscribir un hexagono equilatero y equiangulo en un circulo
dado se realiza de la siguiente manera:

1. Tracese el diametro A4 del circulo ABI'AEZ.

2.  Toémese el centro H del circulo y con centro en 4 y radio AH, describase el
circulo EHT 6.

3. Trace las rectas EH y I'H hasta los puntos By Z.

4.  Con los puntos B y Z, tracese el hexagono inscrito ABI'AEZ.

La demostracion se basa en la propiedad de que los angulos en la base de un
triangulo isésceles son iguales, y en que los angulos inscritos en un circulo
subtendidos por el mismo arco son iguales. Ademas, se utiliza el hecho de que las
circunferencias iguales subtienden angulos iguales.

El resultado es un hexdgono cuyos angulos y lados son todos iguales, cumpliendo
asi con la condicién de ser equilatero y equiangulo.

21 Proposicion 15, Libro IV
Proposicion 16

Inscribir un pentadecdagono equilatero y equiangulo en un circulo dado.

La construccion para inscribir un pentadecagono equilatero y equiangulo en un

circulo se realiza de la siguiente manera:

1. Inscribe en el circulo ABI'A el lado AI' de un triangulo equilatero y el lado
AB de un pentagono equilatero.

2. Divide el arco BI' en dos partes iguales mediante un punto E.

3. Luego, adapta sucesivamente a la circunferencia ABI'A rectas iguales a las
circunferencias BE y ET'.

Con este procedimiento, se habra inscrito un pentadecagono equilatero y \W %

equiangulo en el circulo ABI'A. La explicacion se fundamenta en la division del S

circulo en segmentos 1guqles medlant.e el tra;ado fie lmea's’ desde el c.errltro hasta 22 Proposicion 16, Libro IV

puntos especificos en la circunferencia. La simetria del triangulo equilatero y del

pentagono equildtero permite realizar esta construccion.




Planteamientos y demostracion de teoremas de Euclides con relacion a la circunferencia

Ahora describimos los teoremas presentados por Euclides en su libro III, cabe aclarar que en su libro IV no
presenta ninglin teorema, solo problemas.

Libro 111

Proposicion 2

Si se toman dos puntos al azar en la circunferencia de un circulo, la recta que une los dos puntos caera dentro del
circulo.

La demostracion establece que, al tomar dos puntos al azar Ay B en la
circunferencia de un circulo, la recta que une estos dos puntos AB caera dentro del
circulo siguiendo los siguientes pasos:

1. Se parte de la suposicion de que la recta AB cae fuera del circulo, creando asi
un triangulo externo AEB.

2. Se toma el centro del circulo como 4, y se trazan las lineas AA y 4B,
prolongando ABE.

3. Se demuestra que el angulo AEB es mayor que el angulo ABE.

4. Se utiliza la propiedad de que el lado opuesto al angulo mayor es mayor en un
triangulo para concluir que 4Z es mayor que 4E, lo cual es imposible.

5 Por lo tanto, se concluye que la recta AB no puede caer fuera del circulo.
Se afirma que de manera similar se podria demostrar que la recta AB

B

E .
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tampoco puede caer sobre la circunferencia.

7. Laconclusion es que la recta AB caera dentro del circulo.

La demostracion utiliza propiedades geométricas para mostrar que la recta que une dos puntos aleatorios en la
circunferencia de un circulo siempre caera dentro del circulo.

Proposicion 3

centro divide en dos partes iguales a otra recta no (trazada) a través del centro,
entonces la corta también formando angulos rectos. Ademas, si corta la recta
formando angulos rectos, entonces también la divide en dos partes iguales. El

BZE son rectangulos) debido a que AZ es igual a ZB y EA es igual a EB.
3. Se afirma que cuando una recta levantada sobre otra recta hace los angulos adyacentes iguales entre si, entonces
cada uno de los angulos iguales es recto.

Si en un circulo una recta (trazada) a través del centro divide en dos partes r
iguales a otra recta no (trazada) a través del centro, la corta formando
también angulos rectos; y si la corta formando angulos rectos, la divide
.

procedimiento utilizado es: 1
1. Se considera un circulo con centro en E y una recta I'A trazada a través del

centro que divide en dos partes iguales a la recta AB no (trazada) a través 4
4. Se concluye que la recta I'A (trazada) a través del centro, al dividir en dos partes iguales a AB, también corta
formando angulos rectos.
5. Luego, se asume que la recta I'A corta AB formando angulos rectos.

también en dos partes iguales.
del centro en el punto Z. 24 Proposicion 3, Libro II1
6. Se demuestra que, en este caso, AZ es igual a ZB utilizando la propiedad de que los angulos opuestos por el

La demostracion establece que, en un circulo, si una recta (trazada) a través del (/
A
2. Se demuestra que los tridngulos AZE y BZE tienen angulos rectos (AZE' y
vértice son iguales.



En resumen, se establece que si la recta (trazada) a través del centro divide en dos partes iguales a otra recta,
entonces corta también formando angulos rectos, y viceversa.

Proposicion 4

Si en un circulo se cortan entre si dos rectas que no pasan por el centro, no se

dividen entre si en dos partes iguales. & i

La demostracion establece que, en un circulo, si dos rectas que no pasan por ™

el centro se cortan entre si, entonces no se dividen entre si en dos partes )) %

iguales demostrado de la siguiente manera: ‘ Zz

1. Se considera un circulo con centro en Z y dos rectas AI' y BA que no A' \
pasan por el centro. Estas rectas se cortan en el punto E. N //

2. Se asume, para argumentar en contra, que las rectas AI' y B4 se dividen E
entre si en dos partes iguales, de modo que AE sea igual a EI' y BE sea 4 3
igual a EA. B

3. Se toma el centro del circulo como Z y se traza la recta ZE. o .

4. Se utiliza el hecho de que una recta que pasa por el centro ZE divide en 23 Proposicion 4, Libro III
dos a otra recta que no pasa por el centro AT, la corta formando angulos rectos.

5. Similarmente, se utiliza el hecho de que ZE divide en dos a BA, también la corta formando angulos rectos.

6. Se concluye que ambos angulos ZEA y ZEB son rectos.

7. Se argumenta que ZEA es igual a ZEB, lo cual es imposible ya que uno es menor que el otro.

8. Por lo tanto, se llega a la conclusion de que las rectas AI' y BA no se dividen entre si en dos partes iguales.

Se demuestra asi que, si dos rectas que no pasan por el centro se cortan entre si en un circulo, entonces no se dividen
en dos partes iguales.

Proposicion 5

Si dos circulos se cortan entre si, su centro no sera el mismo.
La demostracion establece que, si dos circulos se cortan entre si, entonces sus
centros no son el mismo. Los pasos seguidos son:
1. Se consideran dos circulos, ABI' y 'AH, que se cortan entre si en los puntos B y
r.
2. Se asume, para argumentar en contra, que ambos circulos comparten el mismo
centro y se designa este centro como E.
3.Se traza ET desde el supuesto centro E hasta el punto de interseccion I.
4. Se argumenta que, como E es el centro del circulo ABT, la distancia ET es igual
a la distancia desde E hasta el punto donde se cortan los circulos ABI'' y 'AH en I'.
5.Ademas, se argumenta que, como E es el centro del circulo I'AH, la distancia
ET esigual a la distancia desde E hasta el punto de interseccion donde se cortan

26 Proposicién 3, Libro III ~ los circulos en I'.

6.Se concluye que EZ es igual a EH, ya que ambas son iguales a ET".

7.  Se sefiala que EZ es menor que EH, lo cual es imposible si ambas son iguales.
8. Por lo tanto, se llega a la conclusion de que el punto E no puede ser el centro de ambos circulos.
Con eso se demuestra que, si dos circulos se cortan entre si, entonces sus centros no pueden ser el mismo punto.




Proposicion 6

Si dos circulos se tocan uno a otro, su centro no serd el mismo.
En esta demostracion, se establece que, si dos circulos se tocan entre si, entonces sus centros no son el mismo. Aqui
esta el resumen de la demostracion: e
1. Se consideran dos circulos, ABI" y 'AE, que se tocan entre si en el punto &\‘\
. % A
2. Se asume, para argumentar en contra, que ambos circulos comparten el \
mismo centro y se designa este centro como Z.
3. Setraza ZT desde el supuesto centro Z hasta el punto de contacto I".
4. Se argumenta que, como Z es el centro del circulo ABT, la distancia ZI" es
igual a la distancia desde Z hasta el punto donde los circulos se tocan en I".
5. Ademas, se argumenta que, como Z es el centro del circulo I'AE, la
distancia ZI" es igual a la distancia desde Z hasta el punto de contacto
donde los circulos se tocan en I
Se concluye que ZB es igual a ZE, ya que ambas son iguales a ZT'.
Se sefiala que ZE es menor que ZB, lo cual es imposible si ambas son iguales.
Por lo tanto, se llega a la conclusion de que el punto Z no puede ser el centro de ambos circulos.
demuestra asi que, si dos circulos se tocan entre si, entonces sus centros no pueden ser el mismo punto.
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Proposicion 7

Si se toma un punto en el diametro de un circulo que no sea el centro del circulo y desde él hasta el circulo caen
algunas rectas, serd la mayor aquella en la que esta el centro, y la menor la restante y de las demds la mas cercana
a la que pasa por el centro es siempre mayor que la mas lejana, y solo caeran dos iguales del punto al circulo a uno
y otro lado de la mas pequeria.

En esta demostracion se establece que, si se toma un punto en el didmetro de un
circulo que no es el centro del circulo, y desde ese punto se trazan rectas hacia el
circulo, entonces:

1. La mayor de esas rectas sera aquella que pasa por el centro del circulo
ZA.

2. La menor sera la recta restante ZA.

3. Entre las demas rectas ZB, ZI', ZH, la mas cercana a la que pasa por el
centro ZA sera siempre mayor que la mas lejana.

4. Solo dos rectas iguales pueden caer del punto al circulo a uno y otro
lado de la mas pequeiia ZA.

28 Proposicion 7, Libro Il Entonces la demostracion es el siguiente:
1. Se toma un punto Z en el diametro A4 de un circulo con centro en E, y se trazan
rectas desde Z hasta el circulo ZB,ZI',ZH.
2. Se demuestra que ZA es la mayor, ZA es la menor, y entre las demas ZB es mayor que ZI', y ZT' es mayor que
ZH.
3. Se establece que solo dos rectas iguales pueden caer del punto Z al circulo a uno y otro lado de la mas pequefia
ZA.
En conclusion, se describen las propiedades de las rectas que van desde un punto en el didmetro de un circulo hacia
el circulo, en funcidn de la posicion del punto respecto al centro del circulo.

Proposicion 8

Si se toma un punto exterior a un circulo y del punto al circulo se trazan algunas rectas, una de las cuales pasa por
el centro y las demdas al azar, de las rectas que caen en la parte concava de la circunferencia, la mayor es la que
pasa por el centro, y de las demas siempre la mas cercana a la que pasa por el centro es mayor a la mas lejana;
pero de las que caen en la parte convexa de la circunferencia la menor es la que esta entre el punto y el diametro, y
de las demas la mas cercana a la mas pequeria es siempre menor que la mas lejana, y solo caeran dos iguales del
punto al circulo a uno y otro lado de la mas pequena.



Se establecen varias propiedades en esta demostracion sobre las rectas trazadas desde un punto exterior a un circulo:

1. Si una recta pasa por el centro del circulo, entonces es la mayor de todas las
rectas trazadas desde el punto exterior al circulo.
2. Entre las rectas que caen en la parte concava del circulo, la que pasa por el

centro es la mayor. Ademas, la recta mas cercana a la que pasa por el centro es
siempre mayor que la mas lejana.

3. Entre las rectas que caen en la parte convexa del circulo, la que esté entre el
punto y el didmetro es la menor. Ademas, de las demas rectas, la mas cercana a la
menor es siempre menor que la mas lejana.

4. Solo caeran dos rectas iguales del punto al circulo a uno y otro lado de la
recta mas pequefa.

La demostracion describe como varian las longitudes de las rectas trazadas desde un
29 Proposicion 8, Libro III  punto exterior al circulo en funcion de su posicion relativa al centro del circulo y al
diametro.

Proposicion 9

Si se toma un punto dentro de un circulo y del punto al circulo caen mads de dos rectas iguales, el punto tomado es el
centro del circulo.
En esta demostracion se establece que, si se toma un punto dentro de un A
circulo y desde ese punto caen mas de dos rectas iguales al circulo, entonces el i \
punto tomado es el centro del circulo. Los pasos de la demostracion son los B # z
siguientes:
1. Se toma un circulo con centro en algun punto O y se elige un punto
A dentro del circulo.
2. Se trazan tres rectas desde A hasta la circunferencia del circulo: 44, AB,
Al
3. Setrazan las lineas AB y BT, dividiéndolas en dos partes iguales en los
puntos E y Z, respectivamente.
4. Se trazan lineas EA y ZA, y se prolongan hasta los puntos H, K, 0, A.
5. Se argumenta que los angulos AEA y BEA son rectos, dividiendo la linea
AB en dos partes iguales con angulos rectos en HK.
6. Se concluye que, seglin un porisma, si una recta divide en dos a otra formando angulos rectos, entonces el
centro del circulo esta en la recta que corta.
7. Se establece que el centro del circulo ABTI" esta en las lineas HK y OA.
8. Se concluye que el Ginico punto comtn a HK y @A es el punto A.
9. Por lo tanto, se demuestra que el punto 4 es el centro del circulo ABI" si desde ¢l caen mas de dos rectas
iguales al circulo.
La demostracion muestra como la existencia de mas de dos rectas iguales desde un punto dentro del circulo indica
que ese punto es el centro del circulo.
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Proposicion 10

Un circulo no corta a otro circulo en mds de dos puntos.

31 Proposicion 10, Libro 111

En esta demostracion se establece que un circulo no corta a otro circulo en mas
de dos puntos:

1. Se asume que el circulo ABTI" corta al circulo AEZ en mas de dos puntos:
B,H,Z,0.

2. Se trazan las lineas BO y BH, dividiéndolas en dos partes iguales en los
puntos K y A.

3. Se trazan las lineas KI' y AM, formando angulos rectos con B@ y BH, y
se prolongan hasta los puntos Ay E.

4. Se argumenta que, en el circulo ABTI", la linea AI' divide en dos partes
iguales a BO formando angulos rectos, por lo que el centro del circulo ABI"
estien AT'.

5. De manera similar, se argumenta que, en el circulo ABI", la linea N=
divide en dos partes iguales a BH formando angulos rectos, por lo que el

centro del circulo ABT esta en NE.

6. Se concluye que el centro del circulo ABI esté tanto en Al como en NZ, y el Gnico punto en el que ambas
lineas se encuentran es el punto O.

7.  Seargumenta que de manera analoga se puede demostrar que el centro del circulo AEZ también es O.

8.  Sellega a una contradiccion ya que O no puede ser el centro de ambos circulos ABI" y AEZ al mismo tiempo,

lo cual es imposible.

9.  Por lo tanto, se concluye que un circulo no corta a otro circulo en mas de dos puntos.
La demostracion utiliza argumentos sobre la division de lineas y la existencia de angulos rectos para llegar a la
conclusion de que dos circulos no pueden cortarse en mas de dos puntos.

Proposicion 11

Si dos circulos se tocan uno a otro por dentro, y se toman sus centros, la recta que une sus centros prolongada caerd
sobre el punto de contacto de los circulos.
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igual a HA.

En esta demostracion se establece que, si dos circulos se tocan uno dentro del
otro, y se toman sus centros, entonces la recta que une los centros prolongada
caera sobre el punto de contacto de los circulos:

1. Se consideran dos circulos, ABI" y AAE, que se tocan uno dentro del
otro en el punto A.

2. Se toman los centros de los circulos: Z para el circulo ABI" y H para el
circulo AAE.

3. Se supone que la recta trazada desde H hasta Z, prolongada, no caera
sobre el punto de contacto A.

4.  Setrazan las lineas AZ y AH.

5. Se argumenta que AH y HZ son mayores que ZA, es decir, que Z06.

6. Se quita ZH de cada una de las lineas AH y HZ, obteniendo la linea HO.
7. Se concluye que HA (la restante AH) es mayor que HO, pero AH es

8. Se llega a una contradiccion, ya que HA no puede ser mayor que H@ si ambas son iguales.
9. Ademas, se concluye que la recta trazada desde Z hasta H no puede caer fuera, por lo que debe caer sobre el

punto de contacto A.

En resumen, la demostracion utiliza argumentos sobre las longitudes de las lineas y llega a una contradiccion para
demostrar que la recta que une los centros prolongada cae sobre el punto de contacto de los circulos.

Proposicion 12

Si dos circulos se tocan uno a otro por fuera, la recta que une sus centros pasard a través del punto de contacto.



Esta demostracion establece que, si dos circulos se tocan uno fuera del otro, la recta que une sus centros pasara a
través del punto de contacto. Los pasos de la demostracion son:

1. Se consideran dos circulos, ABI" y AAE, que se tocan por fuera en el
punto A.

2. Se toman los centros de los circulos: Z para el circulo ABI" y H para el
circulo AAE.

3. Se supone que la recta trazada desde Z hasta H no pasa por el punto de
contacto 4.

4. Se trazan las lineas AZ y AH.

5. Se argumenta que ZA es igual a ZI', ya que Z es el centro del circulo

ABrI',y que HA es igual a HA, ya que H es el centro del circulo AAE.
6. Se concluye que ZA y AH son iguales a ZI' y HA, respectivamente, por
lo que la recta entera ZH es mayor que las lineas ZAy AH.
7. Se llega a una contradiccion al afirmar que ZH es tanto mayor como
] ] menor que ZA y AH, lo cual es imposible.
33 Proposicion 12, Libro IIl g ge concluye que la recta trazada desde Z hasta H debe pasar por el
punto de contacto A.
La demostracion utiliza argumentos sobre las longitudes de las lineas y llega a una contradiccion para demostrar que
la recta que une los centros pasa a través del punto de contacto de los circulos.

Proposicion 13

Un circulo no toca a otro circulo en mds de un punto, ya sea por dentro o por fuera.

Esta demostracion establece que un circulo no toca a otro circulo ni por dentro ni por fuera en mas de un punto:

1. Supongamos que es posible que un circulo, por ejemplo, ABI'4, toque otro
circulo, EBZA, por dentro en mas de un punto, como 4y B.

2. Se toma el centro H del circulo ABI'A y el centro 6 del circulo EBZA.

3. Setraza larecta desde H hasta 0.

4.  Se argumenta que la recta trazada desde H hasta @ debe pasar sobre B y 4, ya
que es una recta que une los centros de ambos circulos, y, por lo tanto, debe pasar
por los puntos de contacto.

5. Se demuestra que BH es igual a HA, ya que H es el centro del circulo ABI'A.
Luego se concluye que BH es mayor que 04.

34 Proposicion 13, Libro 1] 6. Se llega a una contradiccion al afirmar que B6, siendo igual a 04, es
mayor que OA.
7. Se concluye que un circulo no puede tocar a otro circulo por dentro en

mas de un punto.
La demostracion utiliza argumentos 16gicos y de geometria para llegar a la conclusion de que un circulo no puede
tocar a otro circulo en mas de un punto, ya sea por dentro o por fuera.

Proposicion 14

En un circulo las rectas iguales estan a la misma distancia del centro, y las que estan a la misma distancia del
centro son iguales entre si.
Esta demostracion establece dos propiedades importantes en un circulo:

a) Sidos rectas en un circulo son iguales, entonces estan a la misma distancia del centro del circulo.

b) Sidos rectas en un circulo estan a la misma distancia del centro del circulo, entonces son iguales entre si.
Los pasos de la demostracion son:

1. Se toma un circulo con centro en E y se trazan las rectas perpendiculares EZ y EH a las rectas AB y I'A,
respectivamente.



2. Se argumenta que, dado que EZ y EH son perpendiculares a las rectas
AB y I'A y pasan por el centro E, dividen esas rectas en dos partes iguales.
3. Se demuestra que AZ es igual a ZB y que I'A es igual a 'H.

4. Se argumenta que, como AZ es igual a ZB y I'A es igual a I'H, entonces
AB es el doblede AZ y I'A es el doble de I'H.
5. Se utiliza la propiedad de los triangulos rectangulos en el circulo para

establecer que los cuadrados de las longitudes de las rectas estan relacionados
de manera especifica.
6. Se concluye que, dado que los cuadrados de AZ y ZE son iguales a los
cuadrados de EH y HT', entonces AZ es igual aI'H.

35 Proposicion 14, Libro Il 7. Se argumenta que, como AB es el doble de AZ y I'A es el doble de I'H,

entonces AB es igual a I'A.
8. Se concluye que, en un circulo, si dos rectas son iguales, entonces estan a la misma distancia del centro, y si
estan a la misma distancia del centro, entonces son iguales entre si.

Esta demostracion utiliza propiedades geométricas y algebraicas para establecer las relaciones entre las longitudes
de las rectas en un circulo.

Proposicion 15

En un circulo el diametro es la recta mayor y de las demds, la mds cercana al centro es siempre mayor que la mds

lejana.
Esta demostracion establece dos propiedades importantes en un circulo: M B
b) De las demas rectas que no son el diametro, la mas cercana al centro del :
circulo es siempre mayor que la mas lejana. [
% ‘/9
1. Setoma un circulo con centro en E y se selecciona su didmetro A4. \ / )
2. Se trazan las rectas perpendiculares E@ y EK desde el centro E hasta las \% /| ///
e |/ |
3. Se argumenta que, dado que BI" es mas cercana al centro que ZH, la recta N ;; r
EK perpendicular a BI' es mayor que la recta E®, perpendicular a ZH.
angulos rectos con EN, trazada desde el centro E hasta N.
5. Se establece que E@ es igual a EA y, por lo tanto, BI" es igual a MN donde MN es la base de AM.
7.  Se argumenta que, dado que ME, EN son mayores que MN, que a su vez es igual a BI", entonces A4 es mayor
que BrI'.
angulo ZEH, entonces la base MN es mayor que la base ZH.
9. Se concluye que el diametro A4 es la recta mayor en el circulo, y que BT (la mas cercana al centro) es mayor
Esta demostracion combina argumentos geométricos y propiedades de las rectas perpendiculares para establecer las
relaciones entre las longitudes de las rectas en un circulo.

a) El didmetro de un circulo es la recta mas larga en el circulo. /z& \
Los pasos de la demostracion son:
rectas BI" y ZH, respectivamente.
4. Se construye una recta adicional AM perpendicular a EK y que forma 36 Proposicion 15, Libro IIT
6. Se demuestra que A4 es igual a ME, EN.
8. Se establece que, como los lados ME, EN son iguales a los lados ZE, EH, y el angulo MEN es mayor que el
que ZH (la mas lejana).



Proposicion 16

La (recta) trazada por el extremo del diametro de un circulo formando angulos rectos (con el mismo) caera fuera
del circulo, y no se interpondra otra recta en el espacio entre la recta y la circunferencia, y el angulo del
semicirculo es mayor y el restante menor que cualquier angulo rectilineo agudo.

Esta demostracion establece varias propiedades interesantes sobre la relacion

B entre la recta trazada por el extremo del didmetro de un circulo que forma angulos
rectos con el diametro y la circunferencia del circulo. Los pasos de la
/ demostracion son:
/ 1. Setoma un circulo con centro en 4 y un diametro AB.
\ a | 2. Sesupone que la recta trazada por el extremo A del didmetro formando

/ angulos rectos con AB cae dentro del circulo, y se llega a una contradiccion
/ mostrando que no es posible.

z . . . ,
E\‘» %, // 3. Seargumenta que tampoco caera sobre la circunferencia del circulo,
A llegando a la conclusion de que caera fuera del circulo.
4, Se demuestra que en el espacio entre la recta AE y la circunferencia no
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se interpondra otra recta.

5. Se afirma que el angulo del semicirculo comprendido por la recta BA y la circunferencia es mayor que
cualquier angulo rectilineo agudo, y el restante comprendido por la circunferencia y la recta AE es menor que
cualquier angulo rectilineo agudo.

6. Se presenta un porisma que establece que la recta trazada por el extremo del diametro formando angulos rectos
toca el circulo.

Estas propiedades resaltan caracteristicas geométricas especificas de la relacion entre el diametro, la circunferencia y
las rectas que forman angulos rectos en un circulo.

Proposicion 18

Si una recta toca un circulo, y se traza una recta desde el centro hasta el punto de contacto, la (recta) trazada sera
perpendicular a la tangente.

Esta demostracion establece que, si una recta toca un circulo y se traza una recta
desde el centro hasta el punto de contacto, entonces la recta trazada sera
perpendicular a la tangente en el punto de contacto. Los pasos de la demostracion
son:

1. Se considera una recta AE que toca el circulo ABI" en el punto de contacto I

2.Se toma el centro del circulo como Z y se traza una recta ZI' desde el centro
hasta el punto de contacto.

3.Se supone, por contradiccion, que hay otra recta perpendicular a AF desde el
centro Z, por ejemplo, ZH.

4.Se argumenta que si ZH fuera perpendicular, entonces el angulo ZI'H seria

38 Proposicién 18, Libro III ~ agudo (menor a 90 grados) seguin las propiedades de los angulos en un tridngulo

rectangulo.

5. Se muestra que esto lleva a una contradiccion, ya que ZI” es igual a ZB (ya que ambos son radios del circulo), y
ZB no puede ser mayor que ZH y, al mismo tiempo, igual a ZI'. Esto contradice las propiedades de los tamafios
relativos de los lados en un triangulo rectangulo.

6. Se concluye que no puede haber otra recta perpendicular a AE desde el centro Z, excepto ZI.
La recta trazada desde el centro hasta el punto de contacto es unica y perpendicular a la tangente en el punto de
contacto.

E



Proposicion 19

Si una recta toca un circulo, y desde el punto de contacto se traza una linea recta formando angulos rectos con la

tangente, el centro del circulo estard en la recta trazada. 5

La demostracion establece que, si una recta toca un circulo y se traza una linea T
recta desde el punto de contacto formando angulos rectos con la tangente, entonces : Ny
el centro del circulo estard en la recta trazada: \ \

1. Se considera una recta AE que toca el circulo ABT en el punto de contacto I". / ‘

" \
2. Se traza una linea recta I'A desde el punto de contacto I' formando angulos [ '/ /
rectos con la tangente AE. ,-’l /. d
[
e r

3. Se supone, por contradiccion, que el centro del circulo no estd en la linea I'A,
y se asume que el centro es Z.
4. Segun las propiedades de tangencias y radios en un circulo, ZI" es 39 Proposicion 19, Libro 111
perpendicular a AE.
5. Se argumenta que, si Z fuera el centro, el angulo ZI'E seria recto, ya que ZI" es perpendicular a AE.
6. Se muestra que esto lleva a una contradiccion, ya que el angulo ZI'E seria igual al angulo AT'E, pero AT'E es
recto, y ZI'E no puede ser igual a un angulo recto y, al mismo tiempo, menor que €l.
7. Se concluye que Z no puede ser el centro del circulo ABI, y, por lo tanto, el centro debe estar en la linea
trazada I'A.
La demostracion establece que el centro del circulo debe estar en la linea trazada desde el punto de contacto,
formando angulos rectos con la tangente.

E

Proposicion 20

En un circulo, el angulo correspondiente al centro es el doble del correspondiente a la circunferencia cuando los
dngulos tienen como base la misma circunferencia.

e La demostracion establece que, en un circulo, el 4ngulo correspondiente al centro
7{\\ (como BET) es el doble del angulo correspondiente a la circunferencia (como
3 £ 1N \\
~ 7 X
W \ \‘

BAT), cuando ambos angulos tienen como base la misma circunferencia BI'. Los
pasos para demostrar son:

1. Se considera un circulo con centro en B y se trazan dos radios, BA y BE, que
comparten la misma base BI".

2. Setraza una recta AE y se prolonga hasta el punto Z.

3.  Debido a que EA es igual a EB, los angulos EAB y EBA son iguales.
4.  Por lo tanto, los angulos EAB y EBA son ambos el doble de EAB.

5. Segun la propiedad de la circunferencia, el angulo BEZ es igual a la suma de
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6. Por lo tanto, el angulo BEZ es el doble de EAB.

7. De manera similar, el angulo ZET es el doble del angulo EAT .

8. Por lo tanto, el angulo completo BET es el doble del angulo completo BAT.

9. La demostracion se realiza de manera analoga para otro angulo BAI" y su correspondiente angulo central HET,

demostrando que BET es el doble de BAT.

Concluyendo, en un circulo, el angulo correspondiente al centro es el doble del angulo correspondiente a la
circunferencia cuando ambos dngulos tienen la misma circunferencia como base.

Proposicion 21

En un circulo los angulos en el mismo segmento son iguales entre si.



La demostracion establece que, en un circulo, los angulos en el mismo

segmento son iguales entre si. La explicacion paso a paso es la siguiente:
1.
2.

3.

5.

6.

Se considera un circulo con centro en Z y se toma un segmento BAEA
en la circunferencia.

Se traza la recta BZ desde el centro hasta el punto B y se traza también
la recta ZA hasta el punto 4.

Se observan los angulos BAA y BEA en el mismo segmento BAEA.

Se utiliza la propiedad de que el angulo central BZA es el doble del
angulo inscrito BAA cuando ambos tienen como base la misma
circunferencia BI'A. o .

Por lo tanto, el angulo BZA es el doble de BA4, y también el angulo 41 Proposicion 21, Libro 111
BI'A es el doble de BEA.

Al ser el angulo BZA igual al angulo BI'4, se concluye que BAA es igual a BEA.

En consecuencia, en un circulo, los angulos en el mismo segmento (en este caso, BAEA) son iguales entre si.

Proposicion 22

Los dangulos opuestos de los cuadrilateros en los circulos son iguales a dos rectos.

La demostracion establece que, en un cuadrilatero inscrito en un circulo, los angulos
opuestos son iguales a dos rectos:

1. Se considera un cuadrilatero inscrito en un circulo ABI'A.

2. Se trazan las diagonales del cuadrilatero, A" y BA.

3. Se utiliza la propiedad de que, en todo triangulo, la suma de los tres angulos es
igual a dos rectos.

4. Se observa el triangulo ABT" y se concluye que la suma de los angulos
T'AB,ABrI', y BI'A es igual a dos rectos.

5. Se establece que el angulo I'AB es igual al &ngulo BAI'" debido a que estan en el
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8.

9.

6. El angulo AI'B es igual al angulo AAB porque estan en el mismo segmento

AATB.

Se concluye que el angulo entero AAI" es igual a la suma de los angulos BAI" y AI'B.

Anadiendo el angulo ABI" a ambos lados, se obtiene que la suma de los angulos ABI', BAI', y AI'B es igual a la
suma de los angulos ABI" y AAT.

Como se establecié previamente que la suma de los angulos ABI', BAI', y AI'B es igual a dos rectos, se concluye
que los angulos ABI" y AAI' son también iguales a dos rectos.

10. De manera similar, se puede demostrar que los angulos BAA y AI'B también son iguales a dos rectos.
En consecuencia, los angulos opuestos de un cuadrilatero inscrito en un circulo son iguales a dos rectos.

Proposicion 23

Sobre la misma recta no se podran construir dos segmentos circulares semejantes y desiguales en el mismo lado.
La demostracion establece que no es posible construir dos segmentos circulares semejantes y desiguales en el mismo
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lado de una recta. Los pasos de la explicacion son:

1. Se supone que es posible construir dos segmentos circulares sobre la misma recta
AB: AT'B y AAB, que son semejantes y desiguales.

2. Se traza la linea AI'A que conecta los extremos de los dos segmentos circulares.
3. Se trazan las lineas I'B y AB desde los puntos A" y A4 hacia B.

4. Debido a que los segmentos AI'B y AAB son semejantes, los angulos
correspondientes AI'B y AAB deben ser iguales.

5. Se concluye que el angulo externo AI'B es igual al angulo interno AAB, lo cual
es una contradiccion.

6. Dado que se llega a una contradiccion, se concluye que la suposicion inicial de

construir dos segmentos circulares semejantes y desiguales en el mismo lado de una recta es falsa.



Por lo tanto, sobre la misma recta no se pueden construir dos segmentos circulares semejantes y desiguales en el
mismo lado.

Proposicion 24

Los segmentos circulares semejantes que estan sobre rectas iguales son iguales entre si.
La demostracion establece que, si dos segmentos circulares semejantes estan sobre rectas iguales, entonces esos
segmentos son iguales entre si:

E 1. Se consideran dos segmentos circulares semejantes, AEB y I'ZA, que
= /\ estan sobre las rectas iguales AB y I'4, respectivamente.
& B 2. Se supone que el segmento AEB no es igual al segmento I'ZA.
3. Se aplica el segmento AEB sobre el segmento I'ZA, poniendo el punto
it A sobre el punto I" y la recta AB sobre la recta I'A.

/ A)(N 4, Dado que AB y I'A son iguales, el punto B coincidira con el punto A.
¢ 5. Si el segmento AEB no coincidiera con el segmento I'ZA, tendria que
caer dentro de él, fuera de ¢l o desviarse de alguna manera, generando asi una
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6. La contradiccion surge porque la coincidencia de la recta AB con la
recta I'/A no puede ocurrir sin que coincidan también los segmentos AEB y I'ZA.

7. Se concluye que la suposicion inicial de que el segmento AEB no es igual al segmento 'ZA es falsa.
Por lo tanto, se confirma que los segmentos circulares semejantes sobre rectas iguales son iguales entre si.

Proposicion 26

En los circulos iguales los angulos iguales estan sobre circunferencias iguales, ya estén en los centros o en las
circunferencias.
A La demostracion establece que, en circulos iguales, si hay angulos
/ iguales ya sea en los centros o en las circunferencias, entonces las
/ circunferencias que los contienen son iguales entre si. Los pasos de la
demostracion son:
B X . = 1. Se consideran dos circulos iguales, ABI" y AEZ, con angulos

iguales BHI" y EOZ en los centros, y angulos iguales BAI' y EAZ en
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2. Se trazan las rectas BI" y EZ, que son los radios de los circulos
respectivos.
3. Debido a que los circulos ABI" y AEZ son iguales, los radios BH y HI" son iguales a los radios E@ y 6Z,
respectivamente.

4. Dado que los angulos correspondientes BHI' y EOZ son iguales, segun la propiedad de la semejanza de
triangulos, la base BI" es igual a la base EZ.
5. Ademas, debido a que el angulo correspondiente a A en el circulo ABI es igual al angulo correspondiente a 4
en el circulo AEZ, los segmentos BAI' y EAZ son semejantes.
6. Ya que estos segmentos semejantes estan sobre rectas iguales BI' y EZ, seglin otra propiedad de la semejanza
de segmentos circulares, los segmentos BAI' y EAZ son iguales.
7. Como el circulo ABTI entero es igual al circulo AEZ entero, se concluye que la circunferencia restante BKI™ es
igual a la circunferencia EAZ.
Por lo que se demuestra que, en circulos iguales, los angulos iguales ya sea en los centros o en las circunferencias
estan sobre circunferencias iguales.



Proposicion 27

En los circulos iguales, los angulos que estan sobre circunferencias iguales son iguales entre si, ya estén en los
centros o en las circunferencias.

6.
7.
8.

La demostracion establece que, en circulos iguales, los angulos que estan
sobre circunferencias iguales, ya sea en los centros o en las circunferencias,
son iguales entre si:

1. Se consideran dos circulos iguales, ABI" y AEZ, con angulos iguales
BHT y EOZ en los centros H y 0, respectivamente, y angulos iguales BAT"
y EAZ en las circunferencias.

2. Se supone que el d&ngulo BHT no es igual al angulo EOZ. Se asume que
46 Proposicion 27, Libro 111 BHT es mayor.

Se construye en la recta BH y en su punto H el angulo BHK igual al angulo E@Z. Esto es posible debido a que
dos angulos iguales estan sobre circunferencias iguales cuando estdn en los centros (propiedad de la igualdad de
angulos centrales en circulos iguales).

Ahora, se observa que la circunferencia BK es igual a la circunferencia EZ debido a que EZ es igual a BI".

Sin embargo, esto lleva a una contradiccion, ya que la circunferencia BK es igual a la circunferencia EZ, pero
BT es menor que EZ. Esto es imposible.

Por lo tanto, la suposicion de que el angulo BHI" es mayor que EOZ es falsa.

Concluimos que los angulos BHI" y E®Z no son desiguales, por lo que son iguales.

Luego, se utiliza la propiedad de que, en circulos iguales, el angulo correspondiente a un arco es la mitad del
angulo central, y se demuestra que el angulo correspondiente a A es igual al &ngulo correspondiente a 4.

Finalmente, se establece que, en circulos iguales, los angulos que estan sobre circunferencias iguales son iguales
entre si, ya estén en los centros o en las circunferencias.

Proposicion 28

En los circulos iguales las rectas iguales cortan circunferencias iguales, la mayor (igual) a la mayor y la menor a la

menor.

T /; La demostracion establece que, en circulos iguales, las rectas iguales que
i cortan las circunferencias generan circunferencias iguales. Los pasos de la

" \ // " demostracion son:
} 1. Se consideran dos circulos iguales, ABI" y AEZ, con rectas iguales AB y
A B a e AE que cortan como circunferencias mayores AI'B y AZE, y como
w v circunferencias menores AHB y AOE.
47 Proposicién 28, Libro 111 2. Se toman los centros de los circulos como K y A, y se trazan las rectas

7.

AK, KB, AA,y AE.

Dado que los circulos son iguales, los radios son iguales. Por lo tanto, los dos lados AK y KB son iguales a los
dos lados AA y AE, y la base AB es igual a la base AE.

En el triangulo AKB y el triangulo AAE, los lados y la base son iguales, por lo que el angulo AKB es igual al
angulo AAE.

Debido a que los angulos iguales estan sobre circunferencias iguales cuando estan en los centros (propiedad de
igualdad de angulos centrales en circulos iguales), se concluye que la circunferencia AHB es igual a la
circunferencia AOF.

Ademas, se establece que el circulo entero ABI es igual al circulo entero AEZ, por la premisa de que los
circulos son iguales.

Por lo tanto, la circunferencia restante AI'B es igual a la circunferencia restante AZE.

Finalizando, en los circulos iguales, las rectas iguales que cortan las circunferencias generan circunferencias
iguales, siendo la mayor (AI'B) igual a la mayor (AZE) y la menor (AHB) igual a la menor (40E).

Proposicion 29

En los circulos iguales las rectas iguales subtienden circunferencias iguales.



La demostracion establece que, en circulos iguales, las rectas iguales que subtienden circunferencias generan
circunferencias iguales:

1. Se consideran dos circulos iguales, ABI" y AEZ, con
circunferencias iguales BHI' y EOZ, y se trazan las rectas
BIr'yEZ.

2. Se toman los centros de los circulos como K y A4, y se trazan
las rectas BK,KI',EA, y AZ.

3. Debido a que las circunferencias BHI' y EOZ son iguales,
el angulo BKT es igual al angulo EAZ .

4. Dado que los circulos ABI" y AEZ son iguales, los radios
BK,KT' y EA, AZ son iguales.

5. Los segmentos de recta BK, KI" son iguales a los segmentos
de recta EA, AZ, y ambos conjuntos comprenden angulos iguales.

6. Por lo tanto, la base BI” es igual a la base EZ .

En conclusioén, en los circulos iguales, las rectas iguales BI' y EZ que subtienden circunferencias generan
circunferencias iguales.
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Proposicion 31

En un circulo el angulo en el semicirculo es recto, el (angulo) en el segmento mayor es menor que un recto, el
(angulo) en el segmento menor es mayor que un recto, y ademds el angulo del segmento mayor es mayor que un
recto y el angulo del segmento menor es menor que un recto.

Esta demostracion establece varias propiedades interesantes de los angulos en un
circulo:

1. Angulo en el Semicirculo BAT. El angulo formado por la recta en un

semicirculo es recto. Esto se demuestra observando que los angulos ABE y AT'E
son iguales, y como BAE y I'AE son también iguales, el angulo BAT es igual al
angulo ZAT'. Dado que el angulo exterior ZAI' es recto, entonces BAI" también
es recto.

2. Angulo en el Segmento Mayor ABT: El angulo en el segmento mayor ABI"

es menor que un recto. Esto se deriva de la propiedad de que la suma de los
49 Proposicion 31, Libro 111 angulos ABI" y BAT es igual a un angulo recto, y como BAT es recto,
entonces ABI" debe ser menor que un recto.

3. Angulo en el Segmento Menor AAT: El 4ngulo en el segmento menor AAI" es mayor que un recto. Esto se debe
a que, en el cuadrilatero ABI'A, el angulo ABI" es menor que un recto, y los angulos opuestos de un
cuadrilatero en un circulo suman dos rectos. Por lo tanto, el angulo AAI" debe ser mayor que un recto.

4. Angulo del Segmento Mayor, Mayor que un Recto: El angulo del segmento mayor, formado por la
circunferencia ABI" y la recta AI', es mayor que un recto. Esto se deduce al observar que el angulo formado por
las rectas BA y AT es recto.

5. Angulo del Segmento Menor, Menor que un Recto: El angulo del segmento menor, comprendido por la
circunferencia AAI" y la recta AI', es menor que un recto. Esto se establece al notar que el angulo formado por
las rectas A" y AZ es recto.

Ademas, se menciona un porisma interesante al final: si un angulo de un triangulo es igual a los otros dos, el angulo
es recto, ya que el angulo exterior es igual a la suma de los otros dos angulos.




Proposicion 32

Si una recta toca un circulo, y desde el punto de contacto hasta el circulo se traza una recta que corte el circulo, los
dangulos que forma con la recta tangente seran iguales a los angulos en los segmentos alternos del circulo.
La demostracion establece que, si una recta toca un circulo y desde el punto de contacto se traza una recta que corta
el circulo, entonces los dngulos que forma esta recta con la tangente son iguales a los angulos en los segmentos
alternos del circulo. Los pasos de la demostracion son:

1. Sea EZ la tangente al circulo ABI'A en el punto B. Desde B, tracese la recta BA que corta el circulo ABI'A
en el punto 4.

2. Se toma un punto arbitrario I" en la circunferencia B4, y se trazan las
rectas AA, AI', y I'B.
3. Dado que EZ es tangente al circulo en B, y se traz6 BA formando

angulos rectos con la tangente, entonces el centro del circulo ABI'A esta en BA.
Esto implica que BA es un diametro del circulo.

4. Debido a que A4B es un angulo en un semicirculo (ya que BA es
un diametro), entonces el angulo AAB es recto.
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un angulo entre una tangente y el radio en el punto de tangencia), entonces el
angulo ABZ es igual a los angulos BAA y ABA.
6. Restando el angulo ABA de ambos lados de la igualdad, se obtiene que el angulo ABZ es igual al angulo
BAA en el segmento alterno del circulo.
7. Debido a que ABI'A es un cuadrilatero en un circulo, sus angulos opuestos suman dos rectos. Los angulos
ABZ y ABE también suman dos rectos, por lo tanto, el &ngulo ABE es igual al &ngulo AI'B en el segmento
alterno del circulo.

Los angulos que forma B4 con la tangente EZ (ABZ) son iguales a los angulos en los segmentos alternos del
circulo, es decir, al angulo BAA y al angulo AI'B.

Proposicion 35

Si en un circulo se cortan dos rectas entre si, el rectangulo comprendido por los segmentos de una es igual al
rectangulo comprendido por los segmentos de la otra.
La demostracion establece que, si en un circulo se cortan dos rectas
entre si, el rectingulo comprendido por los segmentos de
a  unaes igual al rectangulo comprendido por los segmentos
\  delaotra:
1. Enelcirculo ABI'A, se cortan las dos rectas AI' y BA
en el punto E.
2. Setoma el centro del circulo como Z y se trazan desde
Z las perpendiculares ZH y ZO a las rectas A" y BA,
T respectivamente. Se trazan también las lineas ZB, ZI", y ZE.
51 Proposicion 35, Libro III 3.  Seobserva que AH esigual a HI", ya que la recta que

pasa por el centro HZ corta en angulo recto a la recta que no
pasa por el centro Al', dividiéndola en dos partes iguales.

4. Como AT se corta en partes iguales en H y en desiguales en E, el rectangulo comprendido por AE y ET’, junto
con el cuadrado de EH, es igual al cuadrado de HT .

5. Se afiade el cuadrado de HZ a ambos lados de la igualdad, y se obtiene que el rectingulo comprendido por AE y
ET, junto con los cuadrados de EH y HZ, es igual a los cuadrados de 'H y HZ.

6. Se utiliza el hecho de que el cuadrado de ZE es igual a los cuadrados de EH y HZ, y el cuadrado de ZI" es igual a
los cuadrados de I'H y HZ.

7. Se concluye que el rectangulo comprendido por AE' y ET', junto con el cuadrado de ZE, es igual al cuadrado de
ZT'. Ademas, se llega a la misma conclusion para el rectangulo comprendido por AE y EB.

8. Restando el cuadrado de ZE de ambos lados de ambas ecuaciones, se obtiene que el rectangulo comprendido por

AE y ET es igual al rectangulo comprendido por AE y EB.

\
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Por lo tanto, si en un circulo se cortan dos rectas entre si, el rectangulo comprendido por los segmentos de una es
igual al rectangulo comprendido por los segmentos de la otra.

Proposicion 36

Si se toma un punto fuera de un circulo y de él al circulo caen dos rectas, y una de ellas corta el circulo y la otra lo
toca, el (rectangulo comprendido) por la secante entera y la (parte) exterior tomado entre el punto y la
circunferencia convexa es igual al cuadrado de la tangente.
La demostracion establece que, si se toma un punto exterior a un circulo y desde
A ¢l caen dos rectas al circulo, una cortandolo y la otra tocandolo, entonces el
rectangulo comprendido por la secante completa y la parte exterior tomada entre
el punto y la circunferencia convexa es igual al cuadrado de la tangente a la
circunferencia.
La demostracion se divide en dos casos:
Caso 1: La recta secante pasa por el centro del circulo Z.
1. Se traza la tangente desde el punto 4 al punto de tangencia B y se forma
el triangulo rectangulo ZBA, donde ZB es el radio del circulo.
2. Utilizando propiedades de triangulos rectangulos, se demuestra que el
a rectangulo comprendido por A4 y AT, junto con el cuadrado de ZB, es igual
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3. Se concluye que el rectangulo mencionado es igual a los cuadrados de
ZB y BA, y al restar el cuadrado de ZB de ambos lados de la ecuacion, se obtiene que el rectangulo
comprendido por A4 y AT es igual al cuadrado de la tangente AB.
Caso 2: La recta secante no pasa por el centro del circulo.

1. Setoma el centro del circulo como E y se trazan las perpendiculares desde E a AI' y BA.

2. Se demuestra que AZ es igual a ZI', y utilizando propiedades de tridngulos rectangulos en el triangulo
rectangulo EZI", se obtiene que el rectangulo comprendido por A4 y AT, junto con el cuadrado de ZE, es igual
al cuadrado de ZA.

3. Aifadiendo el cuadrado de ZE a ambos lados de la ecuacion y utilizando propiedades de cuadrados, se obtiene
que el rectangulo comprendido por A4 y AT, junto con el cuadrado de EB, es igual al cuadrado de EA.

4. Se demuestra que el cuadrado de ET" es igual a los cuadrados de ZI" y ZE.

5. Alrestar el cuadrado de EB de ambos lados de la ecuacion, se concluye que el rectangulo comprendido por
AA 'y AT esigual al cuadrado de AB.

Por lo tanto, en ambos casos, se establece que el rectangulo comprendido por la secante completa y la parte exterior
tomada entre el punto y la circunferencia convexa es igual al cuadrado de la tangente.

Proposicion 37 5

Si se toma un punto fuera de un circulo y del punto al circulo caen dos

rectas, y una de ellas corta el circulo, y la otra cae (sobre él), y ademas el

(rectangulo comprendido) por la secante entera y la (parte) exterior

tomado entre el punto y la circunferencia convexa es igual al cuadrado de

la que cae, la (recta) que cae tocara el circulo.

Esta proposicion establece que, si se toma un punto fuera de un circulo y

del punto al circulo caen dos rectas, una de las cuales corta el circulo y la

otra cae sobre ¢l, y ademas el rectangulo comprendido por la secante

entera y la parte exterior tomada entre el punto y la circunferencia

convexa es igual al cuadrado de la que cae, entonces la recta que cae tocara el circulo.

La demostracion se realiza mediante la construccion de una tangente al circulo desde el punto exterior y utilizando

propiedades geométricas. Los pasos de la demostracion son:

1. Se toma un punto 4 fuera del circulo ABT, y se dejan caer dos rectas desde 4 al circulo, AI'A y AB.

2. Se traza una tangente AE al circulo desde el punto 4, y se toma el centro del circulo como Z. Se trazan las lineas
ZE,ZB,y ZA.

3. Se demuestra que el angulo ZEA es recto, ya que AE toca el circuloy AI'A lo corta.
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4. Dado que el rectdngulo comprendido por A4 y AT es igual al cuadrado de AE (por la hipotesis), se llega a la
conclusion de que AE es igual a AB.

5. Se observa que ZE es igual a ZB, y al considerar el triangulo AEZ y el triangulo ABZ, se demuestra que son
congruentes.

6. Se concluye que 4B toca el circulo, ya que el angulo ABZ es recto, y la recta trazada formando angulos rectos
con el diametro de un circulo en un extremo toca el circulo.

La demostracion muestra que, bajo las condiciones establecidas, la recta que cae tocara el circulo.



Anexo 2

Analisis del problema de Pappus










