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Resumen

En este documento se presentan las construcciones solucién asociadas a
nueve problemas de tangencia con parabolas, estos problemas surgen variando
la cantidad de elementos dados para encontrar la parabola tangente o que los
contenga segiin sea el caso; dichos elementos pueden ser puntos o rectas. Para
llegar a las soluciones, fue necesario recurrir a sistemas tedricos de geometria
euclidiana, geometria analitica y geometria proyectiva, a su vez fue importante
el uso del software de geometria dinamica GeoGebra, ya que este permitié
estudiar de manera particular la teoria y ademas permitié dar solucion a los
problemas propuestos.

Este trabajo, parte de la idea de dar solucién a problemas relacionados
con tangencia en coénicas dados cinco elementos, entre puntos, rectas y
circunferencias, partiendo del trabajo “Del Problema de Apolonio a problemas
de tangencias en otras secciones conicas’, Henao y Rincon (2017). Durante
el estudio de este tema, se evidenci6 que las soluciones aludian a elipses
e hipérbolas, dejando como interrogante ;Por qué no aparecen soluciones
vinculadas a parabolas?, por esta razon se decidi6 trabajar sobre problemas
de tangencia con parabolas.

Cabe agregar que para el desarrollo de este trabajo de grado empezamos
por plantear tres tipos de problemas relacionados a la tangencia con parabolas;
el primero estda vinculado a encontrar al menos una parabola que contenga
o sea tangente a un elemento, el segundo problema esta relacionado con
encontrar al menos una parabola que contenga o sea tangente a dos elementos
y el tercero esta vinculado a encontrar al menos una parabola que contenga o
sea tangente a tres elementos.

Asi mismo, en este trabajo contamos detalladamente la manera en
que fueron abordados cada uno de los problemas, con sus respectivas
representaciones graficas y soluciones, ademés se hace mencién de los
inconvenientes presentados durante la biisqueda de las soluciones.
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PRESENTACION DEL
TRABAJO

La anécdota de nuestra travesia

Todo comenz6 por nuestro interés en desarrollar un trabajo de grado

asociado a las matemaéticas, debido a que el programa de la Licenciatura en
Matematicas nos da la oportunidad de elegir esta linea de trabajo.
En relacién con nuestro deseo de explorar el campo de las matematicas,
tenfamos tres ideas para nuestro trabajo de grado. En primer lugar estaba la
multiplicaciéon de ntmeros complejos de manera grafica; esta idea surgié en
una practica pedagogica de ensenanza y aprendizaje del célculo, en la cual
debifamos explicar las operaciones con nimeros complejos, particularmente
queriamos estudiar la manera grafica para sumar y restar dichos ntimeros. En
nuestra busqueda no encontramos un método grafico para multiplicar nimeros
complejos, en consecuencia, empezamos a realizar posibles construcciones que
nos permitieran explicar la multiplicaciéon de dichos niimeros, encontrando
una manera de hacerlo. De ahi surgi6 la intencién de profundizar sobre dicho
hallazgo, como tema de trabajo de grado.

El segundo tema estaba asociado a la proporcionalidad, ya que en
experiencias de préctica pedagogica, evidenciamos las dificultades y errores
que presentaban la mayoria de los estudiantes al momento de abordar este
tema debido a la forma como este se ensena, puesto que los estudiantes
asociaban la proporcionalidad estrictamente a la aplicacion sin significado
de la denominada “regla de tres simple”. En tanto, aparecié la inquietud de
abordar el mencionado tema de manera distinta.

Por tltimo, conocimos el trabajo de grado de Henao y Rincon (2017)
“Del trabajo de Apolonio a problemas de tangencias en otras secciones
conicas”, en este trabajo de grado los autores propusieron una modificacién
al enunciado de los diez problemas de Apolonio; que consistia en hallar una
circunferencia tangente o que contuviera a tres de estos elementos: punto, recta
y circunferencia. Teniendo en cuenta este enunciado, los autores modificaron
el enunciado “Encontrar una circunferencia tangente” por el enunciado
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“Encontrar una coénica tangente o que contuviera estos tres elementos”, sin
embargo, se dieron cuenta que para garantizar la existencia de una conica,
era necesario tener cinco elementos, recurriendo al principio existente “céonica
puntual” ; por tal motivo el enunciado lo modificaron para encontrar: una
cOnica tangente o que contuviera cinco elementos entre puntos, rectas y
circunferencias.

Con esta modificacién a los problemas de Apolonio, surgieron veintitin
problemas de los cuales los autores lograron dar solucion a seis de estos, los
asociados Gnicamente a puntos y rectas; dejando abierta la investigacion sobre
posibles soluciones a los quince problemas restantes. Teniendo en cuenta lo
anterior, se nos ocurrio inicialmente que nuestro trabajo de grado podria
orientarse a solucionar uno de estos problemas, ya que respondia a nuestro
interés de trabajar con construcciones geométricas.

Para empezar a relacionarnos con este tema, recordamos lo que habiamos
estudiado en cursos anteriores de la Licenciatura en Matematicas de la
Universidad Pedagogica Nacional, respecto a conceptos como: recta tangente,
pardbola, elipse, hipérbola, circunferencia y sus respectivas propiedades
y elementos que las componen. Luego de esto, construimos en GeoGebra
soluciones de los problemas de Apolonio y las soluciones que Henao y Rincén
habian encontrado en su trabajo de grado.

Al empezar a trabajar dichos documentos, nos permitié ver propiedades y
relaciones que no conociamos sobre las secciones conicas. Una caracteristica
que identificamos en las construcciones realizadas por Henao y Rincén (2017),
era que las conicas que aparecian en la mayoria de construcciones eran elipses
o hipérbolas; quedando como inquietud ;por qué no aparecen parabolas?, sin
embargo, empezamos a trabajar en uno de los problemas faltantes, “Coénica
que contiene cuatro puntos y es tangente a una circunferencia (PPPPC)”, para
dicho problema, hicimos un acercamiento a la solucién usando la herramienta
“rastro” de GeoGebra; logrando visualizar las posibles soluciones al problema
en cuestion. A pesar de que reconociamos la existencia de al menos dos
soluciones, luego de mucho explorar, no encontramos una ruta que nos llevara
a encontrarlas formalmente.

Otro método que utilizamos para intentar dar soluciéon a dicho problema,
consistia en partir de la circunferencia y la tangente en un punto de ella, para
encontrar la elipse tangente a esa misma recta, con el fin de caracterizar los
puntos que determinaban la elipse respecto a la circunferencia dada; Aunque
crefamos que era un buen camino, no logramos dar solucién al problema
planteado.
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Como nuestro propoésito era presentar algin avance en relacién con los
asuntos que se abordaban en este trabajo de grado y no logramos encontrar
alguna solucion para los problemas faltantes, optamos por considerar otras
opciones para nuestro trabajo de grado. Esta vez consideramos la caracteristica
mencionada con anterioridad: la mayoria de las construcciones eran elipses o
hipérbolas.

Inicialmente, hicimos un acercamiento a las posibles formas de construccion
de una parédbola, asi como las propiedades: simétrico del foco respecto a
una tangente, proyeccion ortogonal de un punto de la pardbola respecto a
la directriz, entre otras, ademas las posibles relaciones de los elementos que
componen la parabola, para ello indagamos en distintas fuentes, encontrando
un documento titulado “Construccion de cédnicas”, que se encuentra en la
pagina: https://amontes.webs.ull.es/geogebra/master/conicas.html#
IPt_PC_p, en este encontramos distintas formas de construir una coénica; el
segundo referente tedrico fue el trabajo de grado ya expuesto. El estudio de
estos documentos permitié dar comienzo a las posibles construcciones solucion
de problemas como “Encontrar una parabola que sea tangente 6 que contenga
los siguientes elementos™

[HTML|33CCCC Numero de Elementos | Elemento(s)

HFRME[3366EE Un Flemento Punto

Recta
[HTML|33CCCC Dos Puntos
[HTML|33CCCC Dos Elementos Dos Rectas

Punto y Recta
[HTML|33CCCC Tres Puntos

E%ME ggg@ Tres Elementos Tres Rectas
Dos Puntos y una Recta

Dos Rectas y un Punto

Tabla 1: Problemas de Tangencia.

Al tener planteado estos posibles casos (Tabla. 1.), empezamos a realizar
exploraciones haciendo uso de GeoGebra que nos permitieran dar solucién
a los problemas. En primera instancia, tuvimos encuenta las propiedades
bésicas de la parabola para buscar la solucién a los problemas “Parabola que
pasa por un punto (P)(2.1) o es tangente a una recta (R)(2.2)”, donde resulta
la solucion dado un punto P existe al menos una pardbola que lo contiene,
puesto que al construir una circunferencia con centro en P y radio r > 0y dos
puntos cualesquiera F'y P; de la circunferencia, garantizamos que la distancia
del punto P al punto F y a la tangente d de la circunferencia por P; es la
misma, garantizando ademas que F' es el foco y la tangente d la directriz de
dicha parabola, cumpliendo la definicion de Parabola (Definicion. 1.1.2).



 https://amontes.webs.ull.es/geogebra/master/conicas.html#IPt_PC_p
 https://amontes.webs.ull.es/geogebra/master/conicas.html#IPt_PC_p
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Por otro lado, para la solucion del caso “dada una recta t existe al menos
una parabola tangente a dicha recta”; para ello empleamos un razonamiento
analogo del caso anterior, construimos una recta e cualquiera no paralalela a
la recta dada y un punto F' en dicha recta, luego trazamos el simétrico F”
de F' respecto a la recta t, que por la propiedad punto simétrico respecto a
cualquier tangente (Propiedad. 1.2.1), dicho punto F’ pertenece a la directriz
de la parabola a construir dado el foco y la directriz; por tal razén se construye
una recta d perpendicular a e por I, que sera la directriz y F' foco de una
parabola solucion.

En relaciéon a las construcciones soluciéon para los problemas “Parabola
que es tangente o contiene dos elementos entre rectas o puntos”, pensamos en
relacionar las construcciones soluciéon de los casos anteriores, de esta manera
para el caso de dos puntos (PP)(3.1) se construyeron dos circunferencias con
centro en los puntos P y P respectivamente de tal manera que se intersecaran
donde dichas intersecciones serian los focos y las rectas tangentes a dichas
circunferencias serian las rectas directriz de la parabola solucién, cumpliendo
al igual que en el primer caso la defincion de Parabola (Definicion. 1.1.2).

Para el caso “Parabola tangente a dos rectas (RR)(3.2)”, hicimos uso de la
segunda construccion solucion (R.2.2) para hacer un razonamiento anélogo,
teniendo en cuenta la misma propiedad. De esta manera se ubicdé un punto
arbitrario F' que no perteneciera a ninguna de las rectas dadas, luego hallamos
los puntos simétricos F}] y Fj de F respectivamente con cada una de las rectas,
asi obtuvimos la recta directriz d, siendo d la recta que contiene los puntos
simétricos F| y Fy; por tltimo, construimos la parabola con foco F'y directriz
d que es tangente a las rectas dadas.

Para el dltimo caso de los problemas asociados a dos elementos dados, es
decir, para el enunciado “Parabola tangente a una recta dada y que contiene
un punto dado (RP)(3.3)”, relacionamos los casos anteriores, teniendo en
cuenta una nueva propiedad, la cual nos permitié hallar el foco de la parabola
solucion (Propiedad.1.2.3), en primer lugar trazamos como en el caso anterior
(R.2.2), una recta cualquiera | que no contenga al punto P y que interseque
a la recta t, luego se traza la recta simetrica I’ de [ respecto a la recta t,
tuvimos encuenta que la recta [ seria el eje de la parabola solucion; luego
construimos la recta paralela f por el punto P y marcamos el punto medio
entre la interseccion de [ con t y f con t, de esta forma hallamos la recta
tangente g por el punto P a la parabola solucion, esto teniendo en cuenta la
propiedad tangente por proyeccion ortogonal (Propiedad. 1.2.6).

Finalmente, trazamos la recta f’ simétrica de f respecto a g y el punto
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de interseccion de las rectas f’ y I’ nos determina el foco de la pardbola
soluciéon teniendo encuenta la propiedad anterior, ahora para encontrar la
directriz d, utilizamos como en el caso RR (RR.3.2) la propiedad simétrico
del foco respecto a las rectas tangentes (Propiedad. 1.2.1), de esta manera
encontramos la parabola solucién al problema, teniendo el foco y la directriz.

Cabe resaltar que para llegar a esta soluciéon, hicimos distintas
exploraciones en GeoGebra teniendo presente el problema P (P.2.1) y
PP(PP.3.1), ya que en estos problemas tuvimos en cuenta la distancia de
cada objeto al foco y a la directriz de la parabola solucién, por lo cual
para dar soluciéon al problema RP se intentd construir una circunferencia de
tal manera que fuese tangente a la recta dada y que ademas contuviera el
punto dado, siendo el centro de esta circunferencia el foco de la parabola;
sin embargo, nos dimos cuenta que al realizar dicha construcciéon estabamos
condicionando los objetos dados, debido a que obtendriamos un caso particular.

Por otra parte, para el caso en el que empleamos tres elementos, pensamos
en implementar las anteriores construcciones o razonamientos, sin embargo,
no encontramos una ruta que nos permitiera dar solucién a estos problemas.
Para el caso “Parabola que contiene tres puntos (PPP)(4.1)”, decidimos
realizar la construccion solucion a partir de tres circunferencias con centro
en los puntos dados P, P» Y Pj3, de tal manera que dichas circunferencias
se intersecaran, al igual que en el segundo caso PP (PP.3.1), pero no fue
posible dicha solucién, puesto que no habia una recta que fuese tangente a
las tres circunferencias. Indagando en los documentos que teniamos como
base encontramos una soluciéon a este problema, haciendole unas pequenas
modificaciones; en la solucién encontrada partian de los mismos elementos
(tres puntos) sin embargo, solo se encontraban tres parabolas que contenian
dichos puntos.

Luego de hacer algunas exploraciones, moviamos algunos objetos que
permitieran observar si habian mas de tres soluciones o si podriamos garantizar
que fuesen mas de tres; efectivamente logramos hacer algunas modificaciones
de tal manera que se evidenciaran las dichas parabolas soluciéon que pasan
por los tres puntos dados. (Figura. 4.10).

Para el segundo caso “Parabola tangente a tres rectas (RRR)(RRR.4.2),
tuvimos en cuenta el trabajo de Henao y Rincén (2017), puesto que en uno
de los problemas que los autores plantearon, hallaron la cénica tangente a
cinco rectas; para la solucion buscaron los puntos de tangencia en cada una
de las rectas dadas, para posteriormente utilizar la construccion de la conica
que contiene cinco puntos. Haciendo un razonamiento anélogo, lo primero que
se intenté fue hallar los tres puntos de tangencia respectivamente; dandonos
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cuenta que estos puntos de tangencia van a depender de la direccién, de
manera similar pasaba al ubicar un punto de tangencia en una de las rectas
dadas, para posteriormente hallar la direcciéon de la parabola para asi recurrir
al caso anterior (PPP. 4.1), teniendo finalmente la construccién solucion a
este problema con todas las posibles parabolas solucion.

La solucion del problema anterior surgié luego de realizar varias
exploraciones en GeoGebra, estas consistian en hallar el foco de la posible
parabola solucion para luego hallar la directriz mediante la propiedad “Punto
simétrico respecto a cualquier tangente (Propiedad.1.2.1)”, pero observamos
que dicha construcciéon proporcionaba tnicamente tres parabolas solucion,
puesto que para hallar el foco teniamos en cuenta las rectas perpendiculares
a cada una de las rectas dadas por los puntos de intersecciéon entre estas,
limitando las soluciones.

En cuanto al caso “Parabola que contiene un punto y es tangente a dos
rectas” (PRR) (PRR.4.3), partimos de la idea de retomar las construcciones
anteriores para dar solucién a este nuevo problema, en el caso anterior,
vefamos que podiamos hallar los puntos de tangencia dadas tres rectas;
para este caso iniciamos apartir del punto dado siendo este un punto de
tangencia, por consiguiente construimos una recta que contuviera el punto
dado y a su vez que intersecara las rectas dadas; de esta manera recurriamos
al caso anterior (RRR.4.2) para obtener la solucién del problema, obteniendo
distintas parabolas soluciéon. Conviene subrayar, que para llegar a la solucion
de este problema, realizamos otra construcciéon asociada a este problema
(Construccion.4.3.1) en la que se evidencian unicamente cuatro soluciones,
ademaés, si el punto dado estd ubicado en ciertas partes del plano no existe
solucion; en consecuencia consideramos hacer una construccion que no limitara
las soluciones y lograramos utilizar el caso RRR como ya habiamos hecho
mencion.

En relacién con el caso “Parabola que contiene dos puntos y es tangente
a una recta (PPR)(4.4)”, asociamos los dos puntos dados al problema
“dados tres puntos encontrar la parabola que los contiene (PPP.4.1)", sin
embargo, hacia falta un tercer punto que debia estar en la recta dada, el
cual serfa el punto de tangencia; en los casos anteriores evidenciamos la
necesidad de encontrar la direcciéon de las parabolas solucién, puesto que no
cualquier direccién servia para encontrar la parabola que contuviera los dos
puntos dados y el punto en la recta tangente. En consecuencia, hallamos las
correspondientes direcciones de las parabolas solucién para recurrir al caso
PPP (PPP.4.1), de igual manera encontramos distintas soluciones al mover
el punto en la recta tangente.
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Cabe resaltar que para los problemas ya mencionados (Tabla. 1), hicimos
uso de GeoGebra con el cual logramos encontrar al menos una soluciéon a
cada problema, de manera particular en el primer caso, si movemos el punto
P, se podra evidenciar las pardbolas solucion, de igual manera al mover
algiin objeto en cada construcciéon se podran evidenciar dichas soluciones;
Conviene subrayar que la elaboracion de estas construcciones, resultaban algo
engorrosas debido a la cantidad de elementos que se tenian en cuenta para
las construcciones; razoén por la cual, decidimos emplear el uso de distintos
colores que facilitaron la visualizacién y entendimiento de las construcciones
tanto para nosotros, como para los lectores; realizando convenciones entre
los colores y elementos empleados en las construcciones, por ejemplo, los
elementos iniciales (dados) permanecen de color rojo y los nuevos elementos
en cada paso de las construcciones aparecen de color verde y luego aparecen
de color negro, dando lugar a un nuevo paso de dicha construccién. Por
otra parte, haciendo uso de la opcién crear nueva herramienta en GeoGebra,
creamos herramientas que permitian simplificar los pasos en las nuevas
construcciones solucion.

Finalmente, se dio soluciéon a los nueve problemas planteados (Tabla. 1)
y descubrimos algunas propiedades (Propiedades.1.2) mientras realizibamos
las construcciones solucion; Las demostraciones de estas propiedades quedan
como preguntas abiertas para futuros trabajos de grado. Lo anterior permitié
cumplir el objetivo de realizar aportes a la linea de trabajo propuesta por
Henao y Rincon y explorar en el campo de las matemaéticas.(Tabla.??).




OBJETIVOS

Los objetivos que a continuacién se presentan, fueron propuestos para
abordar la realizacion de este trabajo de grado.

Objetivo General

Presentar construcciones geométricas que permitan encontrar parabolas
que sean tangentes o que pasen por uno, dos o tres elementos entre puntos y
rectas.

Objetivos Especificos

» Estudiar material vinculado a la “Tangencia de Conicas” en libros y
paginas web, que nos aportard elementos teoéricos para plantear los
problemas relacionados con Parabolas.

= Realizar exploraciones mediante GeoGebra de construcciones referentes a
la tangencia en conicas, para obtener posibles relaciones entre las conicas
y sus rectas tangentes.

» Enmarcar una ruta para encontrar las posibles construcciones solucién
que nos permitan resolver los problemas planteados.



SIMBOLOS

A continuacién presentamos los simbolos méas usados para representar los
objetos matematicos a lo largo del documento.

—

HTMLI|33CCCC Elementos | Notacion asociada

Parabola

Directriz

Foco

Direccién de la parabola

(recta paralela al eje de simetria
y perpendicular a la directriz)

t, ty,ta,..., tg. Rectas Tangentes a la parabola
P, P, P, Pg. Puntos de la parébola

e Eje simetria

® Circunferencia

I, k,m Rectas Auxiliares

F' F|,...,F] Puntos simétricos del foco respecto
a las tangentes de una paréabola
V Veértice de la parabola

A B, C Puntos auxiliares

M Punto medio

m Mediatriz

|y |




Capitulo 1
NOCIONES PRELIMINARES

En este capitulo, se presentan definiciones, propiedades y teoremas
relacionados con tangente de rectas a parabolas, los cuales permitieron la
realizacion del trabajo expuesto en este documento.

1.1. DEFINICIONES

A continuaciéon haremos mencion de las definiciones, que fueron base para
el desarrollo de nuestro trabajo.

1.1.1. Cobnica

Dada una recta fija d y un punto fijo F' no contenido en dicha recta, se llama
conica al lugar geométrico de un punto P en el mismo plano de tal manera
que la razon de su distancia del punto P a F'y la distancia del punto P a la
recta d es siempre igual a una constante positiva. La recta d se llama directriz
y el punto F' foco, y la constante positiva ¢ excentricidad de la conica; en la
ecuacion (1 —e?)x? —2pz +y* + p? = 0 cuando € = 1 se obtiene una pardbola,
con € > 1 una hipérbola y si ¢ < 1 una elipse. Desde el punto de vista
analitico se puede definar conica como la curva que responde a la ecuaciéon
Az? + By* + Caxy + Dx + Ey + F = 0, los valores que toman A,B,C,D,F
determinan el tipo de conica y su posicion en el plano.

1.1.2. Parabola
Parabola como lugar geométrico

Es el lugar geométrico de un punto P que se mueve en un plano de tal
manera que su distancia de una recta fija d situada en el plano, es siempre
igual a su distancia de un punto fijo F' foco en el plano y que no pertenece a la

10
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recta d directriz, con una constante positiva € = %Z = 1,es decir, el cociente

entre las distancias PF' y Pd. (Figura 1.1).

Figura 1.1: Parabola.

Caracteristicas de las Ecuaciones de la parabola

A continuacién se presentardn algunos casos asociados a la ubicaciéon de la
parabola teniendo en cuenta el sistema cartesiano.

» Cuando el vértice es el origen del sistema cartesiano: Sea una parabola
definida como lugar geométrico con vértice en el origen, pueden ocurrir
dos casos, el primero hace referencia a la directriz cuando es paralela al eje
x cuya ecuacion es y = —p y el foco tiene coordenadas (p,0); el segundo
caso, hace referencia a la directriz paralela al eje y cuya ecuaciéon es x = p
y el foco tiene coordenadas (0, p). En el siguiente cuadro se presentan las
ecuaciones asociadas a lo mencionado con anterioridad. (Figura 1.2)

Directriz paralela al eje x
PF = Pd
Vix=02+(y-p)=ly+p
X2+ (y-p)=(y +p)?
x2=y2+ 2py + p? —p? + 2py—p?

x*=4py
Directriz paralela al eje v
PF = Pd

Vx=p)2+(y-0)>=x + pl
(x=p)?+ (@) =(x+p
yzzxz +2px+p* %%+ 2px— p*

y2=4px

]2

Figura 1.2: Ecuaciénes de la parabola vértice en el origen




CAPITULO 1. NOCIONES PRELIMINARES 12

A continuacion se presentan las parabolas con directriz paralela al eje x
y al eje y respectivamente. (Figura 1.3), (Figura 1.4).

Figura 1.4: Parabola cuya ecuacion es y? = 4pz.

Cuando el vértice no esta en el origen del sistema cartesiano: Sea una
parabola definida como lugar geométrico con vértice diferente al origen,
las coordenadas del vértice son (h,k) y se pueden determinar los ejes
coordenados 2’ y v/, de tal manera que el origen de estos ejes coincida
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con el vértice de la pardbola. Para determinar las coordenas de un punto
en el nuevo sistema coordenado, tenemos en cuenta el siguiente cambio
de coordenadas: ' = x — h, ¥ = y — k (ecuaciones de traslacion), es
decir, que el punto (z,y) que esta en el sistema coordenado original, en
el nuevo sistema coordenado serd (z — h,y — k).

Teniendo en cuenta lo anterior y la ecuacion de la pardbola 2% = 4py
para el caso en que la directriz es paralela al eje x en el sistema original,
la ecuacion resultante del cambio de coordenadas en el nuevo sistema
coordenado serd (x—h)? = 4p(y—k) y la ecuacion de la parabola y? = 4px
para el caso en que la directriz es paralela al eje y en el sistema original,
la ecuaciéon resultante del cambio de coordenadas en el nuevo sistema
coordenado serd (y — k)? = 4p(z — h)

A continuacioén se presentan las parabolas con directriz paralela al eje x’
y al eje ' respectivamente. (Figura 1.5), (Figura 1.6).
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Figura 1.6: Parabola cuya ecuacion es (y — k)? = 4dp(z — h)

= Cuando la directriz no es paralela a ninguno de los dos ejes: Sea
una parabola definida como lugar geométrico con directriz no paralela
a ningun eje coordenado, se debe realizar una rotacion del sistema
coordenado original un angulo a teniendo como eje de rotacion el origen.
(Figura.1.7)

(z,y)
\
Y
» -
N\ ’
\ =i
\ Y
\ ”
\ i
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”
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. \
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- A
’ =i %
N
Y

Figura 1.7: Rotacion de los ejes coordenados

Para determinar las coordenadas de un punto en el nuevo sistema
coordenado (rotado), tenemos en cuenta el siguiente cambio de
coordenadas:

' = zcos(a) + ysen(a), y = —xsen(a) + ycos(a).
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Si se tiene la grafica de una ecuacion f(z,y) = 0y se quiere determinar
la ecuacion en el nuevo sistema coordenado (rotado), tenemos en
cuenta las siguientes sustituciones: © = z'cos(a) — y'sen(«),

y = a'sen(a) + y'cos(a), determinando la ecuacion f(2',y") = 0.

por lo anterior la ecuaciéon de la pardbola con directriz no paralela a
ningtin eje coordenado y teniendo en cuenta la ecuacion (z — h)? =
4p(y — k), obtenemos la ecuacion (2’ — h')? = 4p(y’ — k') de la pardbola
con directriz paralela al eje 2’ y la ecuacion (y' — k')? = 4p(2' — 1) de la
parabola con directriz paralela al eje 3/. (Figura.1.8),(Figural.9).

R Y

Figura 1.8: Parabola cuya ecuacion es (z/ — h')? = 4dp(y' — k')

Y

Figura 1.9: Parabola cuya ecuacion es (y — k')* = 4dp(a’ — I/)

1.1.3. Eje de la Parabola

La recta e que pasa por el foco F' y es perpendicular a la recta directriz d
se llama eje de la parabola. (Figura 1.10).
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Figura 1.10: Eje de la Parébola.

1.1.4. Veértice de la Parabola

El punto V' es vértice de la parabola £ si:

F foco de la parabola k

Rectas d directriz y e eje de la parabola

Aedne
= Segmento AF

Entonces V' es punto medio del segmento AF y esta sobre la pardbola por
definicion de parabola (Definicion. 1.1.2), siendo el vértice de la parabola k.
(Figura 1.11).

Figura 1.11: Vértice de la parabola.
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1.1.5. Proyeccion ortogonal de un punto sobre una recta

Es la recta perpendicular p por un punto P externo a la recta dada, el punto

de interseccion T entre dichas rectas es la proyeccion ortogonal del punto sobre
la recta. (Figura 1.12).

T

I

Figura 1.12: Proyeccién ortogonal de un punto sobre una recta.

1.1.6. Direccién de una parabola

La direcciéon de una parabola corresponde a cualquier recta perpendicular
a la directriz de una parabola. (Figura 1.13).

Direccion

: L

Figura 1.13: Direccion de una parébola.
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1.2. PROPIEDADES DE RECTAS
TANGENTES A PARABOLAS

En esta seccion se presentan las propiedades relacionadas con rectas
tangentes en parabolas.

1.2.1. Punto simétrico respecto a cualquier tangente

El Punto F’ simétrico del foco F' de una parabola k respecto a cualquier
tangente ¢, esta en la directriz d, siendo a su vez la proyecciéon ortogonal del
punto de tangencia P. (Figura 1.14).

e —————

Figura 1.14: F’ proyecciéon ortogonal de P.

1.2.2. Interseccién rectas tangentes en punto medio

En una parabola k con foco F'y directriz d si:

= P, y P, pertenecen a la parabola k siendo P, # P,
= Recta f perpendicular a d por P

= A pertence a la interseccion de la recta f y to

= M punto medio de P, A

Entonces la tangente ¢; corta a la tangente t5 en el punto M. (Figura 1.15).
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Figura 1.15: Tangente ¢; y tangente t,.

1.2.3. Rectas tangentes simetria foco

En una parabola k y su directriz d, si:

= 1y t; rectas tangentes a k

= fy fi perpendiculares a d

» f'y f] rectas simétricas de f y fi en relacion a t y t; respectivamente

Entonces el punto F' pertenece a la interseccion de f' y f{, siendo F' el foco de
la parabola. (Figura.1.16).
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Figura 1.16: Foco simetria rectas tangentes.

1.2.4. Tangente por punto medio

En una parabola k con foco F'y directriz d, si:
= P pertenece a k

= La recta t tangente a k por P

= F’ proyeccion ortogonal de P sobre d

» M punto medio de F'F

entonces el punto M pertenece a la recta tangente t. (Figura 1.17).

v

Figura 1.17: Punto M pertenece a la recta tangente t.




CAPITULO 1. NOCIONES PRELIMINARES 21

1.2.5. Tangente por vértice
En una parabola k con foco F'y directriz d, si:
= Recta t; tangente a k por P
= F’ simétrico de F respecto a t;
» El punto M pertenece a la interseccion de la tangente t; con el F'F

= V' vértice de la parabola

entonces MV es tangente a la parabola por V (Figura 1.18), de manera
reciproca tenemos V' vértice de la parabola k si:

= {9 paralela a d por m
= ¢ eje de la pardbola
L] tg Ne

= |/ vértice de la parabola

Figura 1.18: Recta MV tangente a la parabola.

1.2.6. Tangente por proyecciéon ortogonal

Dada una parabola k con foco F'y directriz d, si:
= P, v P, pertenecen a k
= { tangente a k por Py

= Larecta f L d por Py

= A es la intersecciéon de la recta t y f
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= M punto medio de P A

entonces M P, =ty es tangente a k por P,. (Figura 1.19).

Figura 1.19: Recta j@ P, = t, tangente a k.

1.2.7. Tangente por directriz

Sea k parabola con foco F'y directriz d, si:

t tangente a k por P, # Vwvertice

Aetnd

Recta f L d por A

Pae fnk

M punto medio P; A

Entonces M P3 = t; tangente a k por Ps. (Figura 1.20).
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Figura 1.20: Recta M P; tangente a k.

1.2.8. Parabola como lugar geométrico

Dada una recta fija d y punto F' que no pertenece a d si:

A pertenece a d

Recta f L d por A

m mediatriz del segmento AF

P, intersecciéon de fy m

Entonces una parabola es el lugar geométrico de todos puntos P; respecto a
todos los puntos que pertenecen a la recta d. (Figura 1.21).
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Figura 1.21: Lugar geométrico de todos puntos Ps.

1.2.9. Tangente de una parabola-bisectriz

Sea k parabola con foco F'y directriz d, si:

= Recta t tangente por P, a k

» Punto F” proyeccion ortogonal de P

Entonces t es bisectriz del ZF'P F. (Figura 1.22).

Figura 1.22: Tangente de una parabola-bisectriz.
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1.3. CONSTRUCCIONES

En este capitulo se presentaran algunas construcciones alternas que se
tuvieron en cuenta en la solucién a los problemas que se resuelven en este
trabajo de grado.

1.3.1. Circunferencia por tres puntos

Dados tres puntos A, B, C' no colineales, existe una circunferencia que los
contiene. (Figura 1.23).

c
® @

Figura 1.23: Puntos A, B, C no colineales.

Trazamos m; mediatriz del BC, m, mediatriz del AB y mg mediatriz del
AC. (Figura 1.24).

°
.(“.'

Figura 1.24: Mediatrices my, mo v ms.

Marcamos el punto O de interseccion entre las rectas m; y ms. Luego,
construimos la () Opo, entonces la () Opo contiene los puntos A, B y C.
(Figura 1.25).
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Figura 1.25: Circunferencia que contiene los puntos A, By C.

1.3.2. Tangente a dos circunferencias

Dadas (D O1, y () O, tal que la suma de sus radios es igual a la distancia
de sus centros 6 la distancia entre sus centros es menor que la suma de sus
radios, existen al menos una recta tangente a las circunferencias @Ou y
O O, ;. (Figura 1.26).

Figura 1.26: (OO, y (O Oq.

Sea M punto medio de O10,. (Figura 1.27).

.c—

Figura 1.27: M punto medio de O,0;.

Se traza la () M,y o,. (Figura 1.28).
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(P

Figura 1.28: () M,y 0,

Sea un radio cualquiera en () Oy ,.. (Figura 1.29).

) &

Figura 1.29: r radio de () O ,.

Luego, se construye () A ;. (Figura 1.30).




CAPITULO 1. NOCIONES PRELIMINARES

28

Figura 1.30: O A ,.

Sea H la interseccion de radio con () A ;. (Figura 1.31).

B

Figura 1.31: Punto de interseccion H.

Se construye () O1,p,, Y se marcan las intersecciones Py y P,. (Figura

1.32).
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’
WIENG

Figura 1.32: () O,

O01p°

Luego, se halla T} € 251P1 NQOO, yT € 251P2 N © O1,, puntos de
tangencia. (Figura 1.33).

Figura 1.33: T} y T5 puntos de tangencia.

Finalmente, se trazan las rectas paralelas a O, P, y O, P, por O,
respectivamente, siendo los puntos 73 y T, entre las rectas paralelas y la
circunferencia () Oa,,. (Figura 1.34).




CAPITULO 1. NOCIONES PRELIMINARES 30

Figura 1.34: Puntos T3 y T}.

Ahora, se tienen tit3 y é2t4 rectas tangentes a dos circunferencias. (Flgura
1.35).

Figura 1.35: Rectas tangentes a dos circunferencias.

1.3.3. Parabola dado el eje y dos puntos

Dado el eje e y P, P Puntos, existe una parabola que contiene los puntos
Pi, Py su eje es e. (Figura 1.36).
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Figura 1.36: Eje e y P, P, Puntos.

Sea P’ el simétrico de P respecto a e. (Figura 1.37).

Figura 1.37: Pj el simétrico de P;.

Sean las rectas m || e por P y n || e por P;. (Figura 1.38).

Figura 1.38: Rectasn || ey m || e.
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<
Ahora, trazamos las EPQ y PyP|. (Figura 1.39).

_.,
®

F——) <
Figura 1.39: 1P2 y ngll

——
PlPbNn=C,r| FgPl por C, r recta de Pascal. (Figura 1.40).

Figura 1.40: Recta de Pascal.

rNm="T, ﬁ) = ¢ siendo una tangente de la parabola. (Figura 1.41).

Figura 1.41: Recta ﬁ) tangente de la parabola.
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Recta n’ simétrica de n respecto a ﬁﬂ) y F =n' Ne. (Figura 1.42).

Figura 1.42: Recta n’ y punto F.

F’ simétrico de F respecto a ﬁ} y d L e por F'. (Figura 1.43).

Figura 1.43: Recta d L e por F".

Por directriz d y foco F' construimos k parabola. (Figura 1.44).

Figura 1.44: k parébola.
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1.3.4. Tangentes a una parabola

A continuacién se presentardn las construcciones solucién al problema
“dada una parabola k, encontrar una recta tangente t a ella por un punto
interno o externo”.

Punto que pertenece a la parabola

Dada la parabola k con foco F', directriz d y un punto P que pertenece a
la parabola, existe una recta ¢ tangente a k, tal que P pertenece a t. (Figura
1.45).

Figura 1.45: Parabola k con foco F', directriz d.

Sea A la proyeccion ortogonal del punto P sobre la recta d. (Figura 1.46).

d

Figura 1.46: A la proyecciéon ortogonal del punto P.

Ahora trazamos AF y M punto medio del segmento. (Figura 1.47).
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Figura 1.47: M punto medio del AF.

Luego construimos la recta PN — t. (Figura 1.48).

dq [l

Figura 1.48: Recta ﬁM
Creamos los triangulos AAPM y AFPM que serdn congruentes por el
criterio de congruencia LLL, ya que:

» AP = PF por definicién de parébola la distancia del punto al foco y a
la directriz es la misma.

= PM = PM por la propiedad reflexiva de la congruencia.
» AM = MF por definicion de punto medio

Por tanto AAPM = AFPM, en consecuencia, ZAPM = /FPM por
definicién de tridngulos congruentes. Entonces, la recta t biseca el segmento

AM vy es bisectriz del angulo ZAPF', por consiguiente, ¢ es tangente a la
parabola k. (Figura 1.49).
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qd W1

Figura 1.49: Recta tangente a k por P.

Punto Externo

Dada la parabola k con foco F', directriz d y un punto P que no pertenece
a la parabola, tal que PF' > Pd, existen las rectas ¢t y t; tangentes a k, tal que
P pertenece a dichas rectas. (Figura 1.50).

Figura 1.50: Parabola k con foco F', directriz d.

Construimos la circunferencia () Ppp (sea PF = r) y marcamos las
intersecciones A y B puntos de interseccion con la recta d. (Figura 1.51).
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Figura 1.51: () Ppr y puntos de interseccion A y B.

Ahora trazamos AF y BF. (Figura 1.52).

Figura 1.52: AF y BF.

Luego, creamos las mediatrices m y n de los segmentos AF y BF
respectivamente. (Figura 1.53).

Figura 1.53: Mediatrices t y ¢; de los AF y BF.
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En consecuencia, las rectas t y t; son tangentes a k parabola por P.

1.3.5. Simetria
Simétrico de un punto respecto a una recta

Dada un punto B y una recta, se traza una recta perpendicular a la recta
dada por B y ubicamos el punto B’ en la recta [ de tal manera que AB = AB’.
(Figura 1.54).

Figura 1.54: B’ simétrico de B.

Simétrico de una recta respecto a una recta

Dadas las rectas n y m, para obtener la recta simétrica de m respecto a n,
donde se hace un proceso anélogo al simétrico de un punto, ya que la recta m
se puede ver como un conjunto de puntos. (Figura 1.55).

f

n

A
m

I
|

I

1

I

é
el
1

1

I

Figura 1.55: Rectas d, fy f'.




Capitulo 2

PARABOLA QUE CONTIENE
UN PUNTO O ES TANGENTE A
UNA RECTA

En este capitulo se presentan las soluciones correspondientes al problema
“construir una parabola dado un elemento”, es decir parabola que contiene un
punto o es tangente a una recta dada.

2.1. Parabola que contiene un punto dado (P)

Sea P punto entonces, existe al menos una parébola k tal que P € k

Dado un punto P. (Figura 2.1).

Figura 2.1: (P). Punto.

Construimos una circunferencia () Ppp. (Figura 2.2).

39
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Figura 2.2: (P). Circunferencia ) Ppp.

Sea B # F, tal que B € () Ppp. (Figura 2.3).

Figura 2.3: (P). B € (O Ppp.

Luego, construimos una recta d tangente a (-) Ppp por B. (Figura 2.4).
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Figura 2.4: (P). Tangente a () Ppp.

La parébola k cuya directriz es d y F' el foco, contiene el punto P. Esto se
debe a que la distancia entre P y el foco y la distancia entre P y la directriz

es la misma. (Figura 2.5).

Figura 2.5: (P). Parabola k que contiene el punto P

Este problema tiene més de una soluciéon, para evidenciar estas soluciones
creamos una aplicacion en Geogebra (Aplicativo. 5.1),en la que movemos el
punto B a lo largo de la () Ppp para observar dichas soluciones, cumpliendo

con la condicion que P pertenezca a estas parabolas. (Figura.2.6).
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Figura 2.6: (P). Parabolas solucién.

2.2. Parabola tangente a una recta (R)

Dada una recta t, existe al menos una parabola k, tal que ¢ es tangente a
k. (Figura 2.7).

Figura 2.7: (R). Recta.

Sea un punto A, tal que A ¢ t. (Figura 2.8).
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Figura 2.8: (R). Punto.

Construimos una recta e por A, con la condicion de e } ¢. (Figura 2.9).

Figura 2.9: (R). Recta e.

Ahora, F' € econ F' # Ay F ¢ t. (Figura 2.10).
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Figura 2.10: (R). F' € e.

Luego, marcamos F” simétrico de F' respecto a t. (Figura 2.11).

Figura 2.11: (R). F’ simétrico de F.

Ahora, trazamos d recta perpendicular a e por F’. (Figura 2.12).
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Figura 2.12: (R). Recta d perpendicular a e.

Construimos la parabola k, cuyo foco es F' y la directriz d, la recta t es
tangente a la parabola k, porque inicialmente tomamos la recta ¢ como una

tangente de la parabola a construir, cumpliendo la propiedad 1.2.1. (Figura
2.13).

Figura 2.13: (R). Parabola k tangente a t.

La construccion hecha indica que la recta t es la mediatriz del FF’, donde
F es el foco de la parabola y F’ su simétrico respecto a t. Por tanto, t es
tangente a la parabola. Este problema tiene varias soluciones, para observar
estas soluciones se cre6 una aplicacion en GeoGebra (Aplicativo.5.2); para
evidenciar dichas soluciones movemos F' a lo largo de la recta e. (Figura 2.14).




CAPITULO 2. PARABOLA QUE CONTIENE UN PUNTO O ES
TANGENTE A UNA RECTA

46

Figura 2.14: (R). Parabolas solucion.




Capitulo 3

PARABOLA QUE ES
TANGENTE O CONTIENE DOS
ELEMENTOS ENTRE RECTAS
O PUNTOS

En esta seccién se presentan las soluciones al problema “Construir una
pardbola tangente a o que contiene dos elementos”, junto con algunas
construcciones alternas para algunos casos.

3.1. Parabola que pasa por dos puntos (PP)

Dados dos puntos P; y P, existe al menos una parabola k, tal que P, y P,
pertenecen a k. (Figura 3.1).

Figura 3.1: (PP). Puntos P, y Ps.

Construimos dos circunferencias ¢ y ¢; con centro en P, y P
respectivamente, cuyos radios sean mayores a cero de tal manera que se
intersequen. (Figura 3.2).
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Figura 3.2: (PP). Circunferencias por Py y P.

Trazamos las rectas d; y dy tangentes al mismo tiempo a las dos
circunferencias ¢ y ¢;. (Figura 3.3).

Figura 3.3: (PP). Rectas d; y ds tangentes a las circunferencias.

Ahora marcamos las intersecciones F; y Fj entre las circunferencias ¢ y ¢;.
(Figura 3.4).
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Figura 3.4: (PP). Intersecciones F; y F; entre las circunferencias.

Construimos k; parabola con foco Fy y d; directriz. (Figura 3.5).

Figura 3.5: (PP). Parabola ;.

De manera analoga, se obtiene ko, k3 y k4 parabolas cuyos focos Fi, Fs y
las rectas dy, do directrices respectivamente. (Figura 3.6).
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Figura 3.6: (PP). Parabolas ks, k3 y k4.

Los puntos P, y P, pertenecen a las parabolas construidas, puesto que la
distancia de dichos puntos es la misma al foco y a la directriz. De manera
particular, en la parabola k; la distancia del punto P; al punto F (foco) es la
misma distancia de P; a la recta d; (directriz) y de igual manera la distancia
del punto P, al punto Fj (foco) es la misma distancia de P, a la recta d;
(directriz). De manera analoga se garantiza que los puntos Py y P, pertenecen
a las parabolas ko, k3, ky.

Cabe resaltar que se pueden encontrar distintas parabolas que contengan
los puntos dados, creamos una aplicacion en GeoGebra (Aplicativo.5.3), estas
soluciones se pueden evidenciar modificando el radio de las circunferencias con
centro en P; y centro en P,, radios mayores a cero, con la condiciéon de que
dichas circunferencias tengan puntos de intersecciéon; en el caso en que las
circunferencias sean tangentes existen al menos dos soluciones. Cabe resaltar
que para que estas dos soluciones existan, el punto de tangencia entre las
circunferencias no puede ser el mismo punto de tangencia de la recta tangente.

3.1.1. Otra solucién al problema PP

Dados dos puntos P, y P, existe al menos una parabola k, tal que P, vy P
pertenecen a k. (Figura 3.7).




CAPITULO 3. PARABOLA QUE ES TANGENTE O CONTIENE DOS
ELEMENTOS ENTRE RECTAS O PUNTOS 51

Figura 3.7: (PP). Puntos P, y Ps.

Marcamos el punto medio M del segmento P, P;. (Figura 3.8).

Figura 3.8: (PP). Punto medio segmento P, Ps.

Trazamos la recta m perpendicular a la recta n por M. (Figura 3.9).

Figura 3.9: (PP). recta m perpendicular a la recta n.

Construimos la () M py . (Figura 3.10).




CAPITULO 3. PARABOLA QUE ES TANGENTE O CONTIENE DOS

ELEMENTOS ENTRE RECTAS O PUNTOS 52
m
n P, " P
O * -

Figura 3.10: (PP) @ Mle.

Hallamos el punto V' de interseccion de la () M pyps con la recta m y la
recta tangente a la () M pyp por el punto V. (Figura 3.11).

Figura 3.11: (PP). Punto V' y recta tangente a la (-) M py5; por el punto V.

Sea la parabola k con foco M y directriz d. (Figura 3.12).
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Figura 3.12: (PP). Parabola k.

De manera anéloga, se obtiene k; parabola cuyo foco es M y directriz d;.
(Figura 3.13).

/

Figura 3.13: (PP). Parabola k;.

Los puntos P, y P, pertenecen a las parabolas construidas, puesto que la
distancia de dichos puntos es la misma al foco y a la directriz.

3.2. Parabola tangente a dos rectas (RR)

Dadas las rectas t; y to, no paralelas, existe al menos una parébola k tal
que t1 y t son tangentes a k.

Dadas las rectas t; y ta, no paralelas. (Figura 3.14).
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Figura 3.14: (RR). Rectas t; y to.

Sea un punto F' que no pertenezca a las rectas ¢, y to. (Figura 3.15).

F
@

Figura 3.15: (RR). Punto F.

Ahora, marcamos los puntos F’ y F” simétricos de F' respecto a las rectas
t1 v ta respectivamente y se construye F'F” = d. (Figura 3.16).
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Figura 3.16: (RR). Puntos F’ y F” simétricos de F respecto a las rectas t; y
to.

Luego, se construye la parabola k cuyo foco es F' y directriz d. (Figura
3.17).

Figura 3.17: (RR). Parabola k tangente a t; y to.

Para verificar que k£ parabola es tangente a las rectas dadas, se realiza la
siguiente construcciéon auxiliar:

» Se traza una recta g perpendicular por F” a la recta directriz F'F”
= Sea J punto de interseccion de las rectas g y o

» Construimos F'F”

= K punto de interseccion de la recta toy y F'F”




CAPITULO 3. PARABOLA QUE ES TANGENTE O CONTIENE DOS
ELEMENTOS ENTRE RECTAS O PUNTOS 56

» ANF"KJy AFKJ congruentes debido a que:

o K = KF por definiciéon de simetria,

e JK = JK por la propiedad reflexiva de la congruencia y

e /F'KJ= /FKJ porque larecta ty es mediatriz del segmento £ I
por definicién de simetria axial, por tanto, los &ngulos son rectos.

» /F'"JK =2 /FJK por definicion de triangulos congruentes.

Al ser los /ZF"JK = /FJK garantizamos que la recta ty es mediatriz del
FF" y la recta ty biseca a dichos dngulos. De manera analoga sucede para la
recta tangente t;. (Figura 3.18).

Figura 3.18: Construccion auxiliar (RR).

Al mover el punto F' por el plano se obtienen varias parédbolas tangentes a

las rectas dadas, para ello creamos una aplicacion en GeoGebra. (Aplicativo.
5.4).

Las rectas dadas no pueden ser paralelas, puesto que al hacer un
razonamiento analogo las rectas

Para el caso en que las rectas dadas t y t; fuesen paralelas, ubicamos un
punto F' tal que F' no pertenece a ninguna de las rectas dadas, luego trazamos
los puntos de simetria del punto F' a cada una de las rectas ¢ y 1, obteniendo
F' vy F”, trazamos la recta por los puntos F’ y F”. Luego, construimos la
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pardbola k con foco F'y directriz la recta F'F”. Por la defincion de simetria
los puntos F', F”, F’ son colineales, en consecuencia no es posible construir la
parabola dadas dos rectas paralelas que fuesen tangentes a la parabola, puesto
que el foco pertenece a la directriz. Ademas se contradice la propiedad punto
simétrico respecto a cualquier tangente (1.2.3, ya que esta garantiza que el
simétrico del foco respecto a toda tangente de una parabola pertenece a la
directriz de esta.(Figura 3.19).

Figura 3.19: (RR). Rectas paralelas.

3.3. Parabola tangente a una recta dada y que
contiene un punto dado (RP)

Dada una recta t y un punto P, existe al menos una parabola k, tal que ¢
es tangente a k y k contiene el punto P.

Dada una recta t y un punto P. (Figura 3.20).

Figura 3.20: (RP). Recta t y punto P.
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Sea un punto B que pertenece a la recta t, se traza j@ =1, tal que P ¢
B, (Figura 3.21).

Figura 3.21: (RP). Punto B y B,

Ahora se traza la recta I’ simétrica a [ con respecto a t. (Figura 3.22).

Figura 3.22: (RP). Recta [’ simétrica a .

Luego, se traza una recta f paralela a [ por P y se determina el punto de
interseccion C' entre las rectas f y t. (Figura 3.23).
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Figura 3.23: (RP). Recta f paralela a [ por P.

Se determina M punto medio del BC y se traza la m:g. (Figura 3.24).

Figura 3.24: (RP). M punto medio del BC' y W/[

Seguidamente, se traza la recta f’ siendo la recta simétrica de f respecto
a g. (Figura 3.25).
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Figura 3.25: (RP). Recta f’ simétrica de la recta f.

Después, se marca el punto de interseccion F entre las rectas 'y I; a su
vez se determinan los puntos F’ y F” simétricos de F' respecto a las rectas t y
g respectivamente. (Figura 3.26).

Figura 3.26: (RP). Puntos F’ y F” simétricos de F.

Finalmente, se traza una recta F'F” = d. (Figura 3.27).
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Figura 3.27: (RP). Recta F'F".

Luego, construimos la parabola k cuyo foco es el punto F' y directriz la
recta d. (Figura 3.28).

Figura 3.28: (RP). Parébola k tangeNte a t y contiene el punto P.

Para garantizar que k es tangente a la recta dada, se realiza la siguiente
construcciéon auxiliar:

s Se traza el segmento F'F
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= Sea S punto de interseccion de las rectas t y F'F
» AF'BS y AFBS congruentes debido a que:

e ['S = SF por definicion de simetria,
e BS = BS por la propiedad reflexiva de la congruencia y

e /IF'SB = /FSB porque la recta t es mediatriz del segmento F'F
por definicién de simetria axial, por tanto, los &ngulos son rectos.

e Por el teorema LAL dichos tridngulos son congruentes.

» /F'BS = /FBS por definicion de tridngulos congruentes, en
consecuencia, la recta t biseca a dichos angulos, entonces la recta t es
tangente a la parabola.

(Figura 3.29).

Figura 3.29: (RP). Parabola k tangente a t.

Por otra parte, para garantizar que P pertenece a la parabola, se realiza la
siguiente construcciéon auxiliar:

= Se traza el segmento F'F”
= Sea D punto de interseccion de la recta g y F"'F
» ANF"DPy AFDP congruentes debido a que:

e "D = DF por definicién de simetria,
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e PD = PD por la propiedad reflexiva de la congruencia y

e /F'"DP = /FDP porque la recta t es mediatriz del segmento £ F
por definiciéon de simetria axial, por tanto, los d&ngulos son rectos.

e por el teorema LAL dichos triangulos son congruentes.
s [P = FP por definicion de tridngulos congruentes, en consecuencia, la

distancia de P al foco F' es la misma de P a la directriz d, por tanto P
pertenece a la parabola k. (Figura 3.30).

Figura 3.30: (RP). Parabola k que contiene el punto P.

Existen varias soluciones, para ello creamos una aplicacion en Geogebra
(Aplicativo.5.5), en la cual se pueden evidenciar las parabolas solucion
al mover el punto B sobre la recta t. (Figura.3.31).
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/

Figura 3.31: (RP). Parébolas solucion.




Capitulo 4

PARABOLA QUE PASA O ES
TANGENTE A TRES
ELEMENTOS ENTRE RECTAS
O PUNTOS

En este capitulo se presentaran las distintas construcciones vinculadas al
problema “dados tres elementos encontrar la parabola que los contenga o es
tangente a ellos”, a su vez algunas otras construcciones solucion.

7

4.1. Parabola que contiene tres puntos (PPP)

Dados Py, P», P3 no colineales, existe al menos una parabola k tal que Py,
P, P3 pertenecen a k.

Dados P, P, P; no colineales. (Figura 4.1).

Figura 4.1: (PPP). Puntos Py, P,, Ps.

65
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Trazamos la recta f tal que P, P, P3 no pertenecen a ella, siendo f la
direccion. (Figura 4.2).

Figura 4.2: (PPP). f direccion.

Construimos las rectas EPQ =hy $2P3 = m. (Figura 4.3).

]

Figura 4.3: (PPP). Rectas h y m.

Ahora trazamos las rectas f; y fy paralelas a la direcciéon por P, y Pj
respectivamente. (Figura 4.4).
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Figura 4.4: (PPP). Rectas f; y fo paralelas a la direccion.

Luego, marcamos el punto A interseccion de las rectas f; y m, seguidamente
construimos una recta g paralela a h por A. (Figura 4.5).

Figura 4.5: (PPP). Recta g paralela a h.

Sea B punto de interseccion de las rectas g con fo, después construimos
\B = t;. (Figura 4.6).
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N
Figura 4.6: (PPP). P,B.

Luego M; punto medio de P1B, después construimos la recta Fng = to.
(Figura 4.7).

\

Figura 4.7: (PPP). M punto medio de P1B.

Ahora construimos las rectas fi y f| simétricas respecto a las rectas t1 y to
respectivamente y I’ punto de interseccion entre las rectas simétricas. (Figura
4.8).
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/

Figura 4.8: (PPP). Rectas f| y f} simétricas a las rectas t; y to.

Construimos los puntos simétricos F’' y F” de F respecto a las rectas t; y
ty y a su vez la recta F'F" = d. (Figura 4.9).

/
Figura 4.9: (PPP). Recta F'F”.

Luego, construimos la parabola k cuyo foco es F' y directriz d.(Figura 4.10).
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AN

Figura 4.10: (PPP). Parabola k que contiene a los puntos P, P y Ps.

Para verificar que k parabola contiene los puntos dados, se realiza la
siguiente construccion auxiliar:

s Construimos el F'F’

= M5 punto medio del F'F’, My € t; por definicién de simetria axial

= Por simetria axial tenemos MyF" = F' M,

s MyP, = M, P, por la propiedad reflexiva de la congruencia

» LF'MyPy = ZP M F porque la recta t; es mediatriz del segmento F/F
por definiciéon de simetria axial los &ngulos son rectos.

s ANF'MyPy y AFM,P; congruentes por el criterio de congruencia LAL,
por tanto,

» [P, = FP, por definicién de triangulos congruentes, entonces la
distancia del punto P; a F' es igual a la distancia de P; a la directriz d,
por lo tanto P, pertenece a la parabola k cuyo foco es F'y directriz d.
(Figura 4.11).
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Figura 4.11: (PPP). Parabola k que contiene el punto P;.

Haciendo un razonamiento andlogo tenemos que P, pertenece a la
parabola k cuyo foco es F'y directriz d. (Figura 4.12).

f
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Figura 4.12: (PPP). Parabola k que contiene el punto P;.

Para ver las distintas soluciones, creamos una aplicacion en GeoGebra
(Aplicativo. 5.6), en la cual al mover la direccion f, se pueden observar
las parabolas solucién, cabe aclarar que cada una de las parabolas que
se observan en la figura 4.13 tienen su propia direccion. (Figura 4.13).
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Figura 4.13: (PPP). Parabolas solucion.

4.1.1. Otra solucién al problema PPP

Dados P;, P», P; no colineales, existe al menos una parabola k tal que Py,

P, P; pertenecen a k.

Dados Py, P, P; no colineales. (Figura 4.14).

Figura 4.14: (PPP). Puntos Py, P,, P3 no colineales.

Trazamos la recta f tal que P, P, y P3 no pertenecen a ella.
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Figura 4.15: (PPP). direccion f.

Sean los segmentos P, Py, PoPs, P3P;. (Figura 4.16).

Figura 4.16: (PPP) P1P2, P2P3, P3P1.

Construimos las rectas a || EPg por P, b || $1P3 por Py yc || EPl por Ps.

(Figura 4.17).

Figura 4.17: (PPP). Rectas a | B, b || PiP, v ¢ || PaP,.

Marcamos los puntos de interseccion A, B y C' entre las rectas a, by ¢
respectivamente,, trazamos la recta f; paralela a f. (Figura 4.18).
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Figura 4.18: (PPP). Puntos de interseccion A, B, C.

Luego se construyen las rectas m y n paralelas a la recta f por P y Ps
respectivamente y ubicamos los puntos H y L interseccion entre las rectas
creadas con las rectas a y c. (Figura 4.19).

Figura 4.19: (PPP). Rectas m y n paralelas a la recta f por P, y Ps.

Por el teorema conica puntual, creamos la conica por los puntos H, Py, Ps,
Ps, L. (Figura 4.20).
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Figura 4.20: (PPP). Conica que contiene los puntos H, Py, Py, Py y L.

Para evidenciar las diferentes parabolas solucion movemos la direccion
f, cabe aclarar que para identificar cada pardbola, estas se construyeron a
partir de la herramienta creada en GeoGebra en la que se tiene en cuenta una

direccion para cada parabola solucion.

4.2. Parabola tangente a tres rectas (RRR)

Dadas las rectas ty, ts, t3 no paralelas dos a dos, existe al menos una

parabola k, tal que tq, t9, t3 son tangentes a k.

Dadas las rectas t1, ta, t3 no paralelas dos a dos. (Figura 4.21).
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Figura 4.21: (RRR). Rectas t1, to, t3.

Sea A =1, Nty y B =1y Nt3ylarecta f direccion. (Figura 4.22).

Figura 4.22: (RRR). Puntos de interseccion A y B.

Ahora, trazamos las rectas g || t3 y h || t1, marcamos C' punto de interseccion
entre h y g. (Figura 4.23).
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Figura 4.23: (RRR). Rectas g || t3 y h || t1.

Construimos la recta f, paralela a f, luego T intersecciéon entre las rectas
fiy ta. (Figura 4.24).

Figura 4.24: (RRR). Punto T3 interseccion entre las rectas f y to.

Trazamos la recta fo || f por A, marcamos K punto de interseccion entre
las rectas fo y h. (Figura 4.25).
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Figura 4.25: (RRR). Recta f, || f por A.

Creamos una recta k paralela a g por K y se halla el punto de interseccién
Ty entre las rectas k y t;. (Figura 4.26).

Figura 4.26: (RRR). Recta k paralela a g por K.

Ahora construimos la recta f3 || f por B y ubicamos el punto I siendo la
interseccion de la recta f3 y g. (Figura 4.27).
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Figura 4.27: (RRR). Recta f3 || f por B.

Luego, trazamos la recta o || t; por I y marcamos T3 punto de interseccion
entre las rectas o y g. (Figura 4.28).

Figura 4.28: (RRR). Recta o || t; por I.

Recurriendo al caso anterior (PPP. 4.1), construimos la parabola k por tres
puntos 11, To y T3 y la direccion f. (Figura 4.29).
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Figura 4.29: (RRR). Parébola k tangente a las rectas t1, ty y 3.

Cabe aclarar que para este caso existen diferentes soluciones, para observar
dichas soluciones creamos una aplicacion en GeoGebra (Aplicativo.5.7), en la
cual al mover la direcciéon f se pueden evidenciar las parabolas solucion, en la
figura 4.32, se evidencian tres pardabolas tangentes a las rectas dadas, se aclara
que cada una de ellas tiene su direccion. (Figura 4.32).

Figura 4.30: (RRR). Parabolas tangentes a las rectas t1, to y t3.

4.2.1. Otra solucién al problema RRR

Dadas las rectas tq, to, t3, existe al menos una parabola k tal que 4, to, t3
son tangentes a k.

Dadas las rectas ti, tq, t3. (Figura 4.31).
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Figura 4.31: (RRR). Rectas t1, t5 y 3.

SeanA:tlﬁtgyB:tgﬂtg

Figura 4.32: (RRR). Puntos A =t Nty y B =1ty Nt3

Ahora, trazamos larecta g || t3 y h || t;, marcamos el punto C' de interseccion
entre h y g. (Figura 4.33).
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Figura 4.33: (RRR). Punto C' de interseccion entre h 'y g

Construimos la recta k; || t3, luego 77 interseccion entre las rectas ki y to.
(Figura 4.34).

Figura 4.34: (RRR). T} interseccion entre las rectas ky y o

<
Trazamos la recta j = AK, siendo K punto de interseccion entre las rectas
ki y h. (Figura 4.35).
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Figura 4.35: (RRR). K punto de interseccion entre las rectas ky y h

Creamos una recta i paralela a 7 por C' y se halla el punto de interseccion
Ty entre las rectas ty e i. (Figura 4.36).

Figura 4.36: (RRR). Punto de interseccion T, entre las rectas 5 e ¢

Ahora construimos la recta [ || f por B y ubicamos el punto I en la
interseccion de la recta Iy g. (Figura 4.37).
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Figura 4.37: (RRR). Punto I de interseccion de las rectas [ y g

Luego trazamos la recta o || t; por I y marcamos T3 punto de interseccion
entre las rectas o y t3. (Figura 4.38).

Figura 4.38: (RRR). T3 punto de interseccion entre las rectas o y t3

Utilizando el caso anterior PPP construimos la pardbola k por tres puntos
Ti, Ty y T3 y la direccion j. (Figura 4.39).
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Figura 4.39: (RRR). Parabola k por tres puntos 77, T y T3 y la direccion j

Cabe aclarar que existen distintas parébolas solucion al animar el punto 73

sobre la recta t, para evidenciar dichas soluciones creamos una aplicacion en
GeoGebra (Aplicativo.5.7.1).

4.3. Parabola que contiene un punto y es
tangente dos rectas (PRR)

Dado el punto P y las rectas t; y to, con P €& t1 y to, existe al menos una
parabola k, tal que k contiene el punto P y t; y t5 son tangentes a esta.

Dado el punto P y las rectas t; y to, con P ¢ t; y to. (Figura 4.40).

T~

Figura 4.40: (PRR). Punto P y rectas t; y ts.
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Sea una circunferencia ()P,~o. Ubicamos A en la circunferencia (HP,~o.
(Figura 4.41).

\

Figura 4.41: (PRR). A € () P~o

Ahora trazamos la recta fﬁ = t3 de manera que interseque a las dos rectas
dadas y marcamos las intersecciones B y C respectivamente con las rectas ty
y ts. (Figura 4.42).

Figura 4.42: (PRR). Recta 1P = ts.

Construimos las rectas i || t2 por By h || t; por C. (Figura 4.43).
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Figura 4.43: (PRR). Rectas i || ta y h || t;.

Ubicamos el punto D de interseccion de las rectas ¢ y h, luego creamos la
recta DP — f. (Figura 4.44).

C

N~
Figura 4.44: (PRR). DP = /.

Seguidamente trazamos la recta j || f por B y senalamos el punto £ como
interseccion de las rectas j y h. (Figura 4.45).
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7

Figura 4.45: (PRR). Recta j || f.

Construimos la recta k || 5 y encontramos el punto de interseccion Ty entre

las rectas t; y k. (Figura 4.46).

b= g

C

N~

Figura 4.46: (PRR). Recta k || 5.

De igual manera, construimos la recta g || f por C, marcamos el punto de
interseccion G entre las rectas ¢ y g, luego creamos la recta p || t; por Gy
también se determina el punto de interseccion T, de las rectas to y p. (Figura

4.47).
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Figura 4.47: (PRR). Rectas g || f por C.

Finalmente, recurrimos al caso PPP construimos la parabola k por 17, P
y Ty y direccién la recta f, también podriamos emplear cualquiera de los dos
casos: RRR siendo las rectas tq, to y t3 y el punto de tangencia P; o RRR con
las mismas rectas y la direccion f.

En este ejemplo usamos el primer caso. (Figura 4.48).

A\

3

Figura 4.48: (PRR). Parabola k tangente a t1, t5 y contiene el punto P.

Es posible ver las diferentes soluciones moviendo el punto A sobre
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la circunferencia c¢. Para ello creamos un aplicacion en GeoGebra.
(Aplicativo.5.8.1).

4.3.1. Otra solucién al problema (PRR)

Dado el punto P y las rectas t; y to, con P ¢ ty y t5, existe al menos una
parabola k, tal que t; y t, son tangentes a k y contiene a P.

Dado el punto P y las rectas t; y to, con P ¢ t1 y to. (Figura 4.49).

L]
f

Figura 4.49: (PRR). Punto P y rectas t; y ts.

Sea A el punto de interseccion entre las rectas t; y t9, construimos la recta
a perpendicular a ty por A. (Figura 4.50).

Figura 4.50: (PRR). Recta a perpendicular a t, por A.

Ubicamos el punto B # A sobre la recta a y C' la proyeccion ortogonal de
B en la recta t;. (Figura 4.51).
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Figura 4.51: (PRR). Punto C proyeccion ortogonal de B en la recta t;.

De igual manera, marcamos la proyeccion ortogonal de P en la recta t; y
se halla M punto medio de C'D. (Figura 4.52).

Figura 4.52: (PRR). M punto medio de CD.

A partir de los puntos A, B y E construimos una circunferencia ¢ que pasa
por dichos puntos. (Figura 4.53).

Figura 4.53: (PRR). Circunferencia que pasa por los puntos A, By E.
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Ahora trazamos H’ = by marcamos el punto L # E, punto de interseccion
con la circunferencia c. (Figura 4.54).

Figura 4.54: (PRR). £P.

Luego ubicamos N punto de interseccion entre las rectas a y W, después
construimos la circunferencia d que pasa por tres puntos L, P, N. (Figura

4.55).

Figura 4.55: (PRR). Circunferencia d.

Esta circunferencia d nos determina dos puntos de interseccién con la recta
ty, Uy V. (Figura 4.56).
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Figura 4.56: (PRR). Puntos de interseccion U y V.

Seguidamente trazamos las rectas W =hy \</—}>’ = j y los puntos G, H
las intersecciones con t; respectivamente. (Figura 4.57).

Figura 4.57: (PRR). Rectas Up y VP,

Creamos ()Hyp = e y determinamos el punto de interseccion I # D con
la recta t;. (Figura 4.58).
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Figura 4.58: (PRR). O Hpup.

Construimos la recta k perpendicular a t; por I y ubicamos el punto F} en
la interseccion de las rectas k y a. (Figura 4.59).

Figura 4.59: (PRR). Recta k perpendicular a ;.

Después marcamos F’; punto simétrico de Fj respecto a la recta t; y
trazamos la recta d perpendicular a la recta k. (Figura 4.60).
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Figura 4.60: (PRR). Recta d perpendicular a la recta k.

Luego, construimos la parabola k; con foco Fy y directriz d. (Figura 4.61).

Figura 4.61: (PRR). Parabola k; tangente a ¢, ty y contiene el punto P.

De igual manera, creamos () Ggp = r y se determina el punto de
interseccion K # D con la recta t;. (Figura 4.62).
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Figura 4.62: (PRR). () Gep.

Construimos la recta m perpendicular a t; por K y ubicamos el punto F,
en la interseccion entre las rectas m y a. (Figura 4.63).

Figura 4.63: (PRR). Recta m perpendicular a ;.

Marcamos el punto F’5 simétrico a Fy respecto a la recta t1 y trazamos la
recta d; perpendicular a la recta m. (Figura 4.64).
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Figura 4.64: (PRR). Recta d; perpendicular a la recta m.

Construimos la parabola ky con foco Fy y directriz dy. (Figura 4.65).

-
-
-
-

Figura 4.65: (PRR). Parabola ky tangente a ¢, to y contiene el punto P.

De manera analoga, se construyen las parabolas k3 y k4 partiendo de la
recta perpendicular a la recta t; por el punto A de interseccién entre las rectas
t1 y to. (Figura 4.66).
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Figura 4.66: (PRR). Parabolas k3 y ky.

Con el proposito de obtener una mejor visualizacion de las soluciones,
ocultamos los elementos construidos, como se observa en la Figura 4.67.

Figura 4.67: (PRR). Parabolas ki, ko, k3 v ks.

4.4. Parabola que contiene dos puntos y es
tangente a una recta (PPR)

Dados los puntos P, P, v la recta t3, con P, y P, pertenecen al mismo
semiplano determinado por la recta t3, existe al menos una parabola, tal que
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t3 es tangente a k y contiene a Py, Ps.

Dados los puntos P, P, v la recta t3, con P, y P, pertenecen al mismo
semiplano determinado por la recta t;. (Figura 4.68).

Figura 4.68: (PPR). Puntos Py, P, y la recta t3.

Sea P; un punto en la recta t3, construimos la recta por dos puntos
\ Py = h. (Figura 4.69).

——

t

Figura 4.69: (PPR). Fng.

Creamos la recta ﬁPg =iy larecta j || i por Ts. (Figura 4.70).
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Figura 4.70: (PPR). Rectas ﬁPQ y recta j || .

Apartir de los puntos 17, T3 y T3 se construye una circunferencia ¢ que los
contenga. (Figura 4.71).

Figura 4.71: (PPR). Circunferencia que contiene los puntos 71, Ts y T5.

Determinamos los puntos de interseccion C'y D de la circunferencia ¢ con
las rectas j y t3 de manera correspondiente. (Figura 4.72).

Figura 4.72: (PPR). Puntos de interseccion C'y D.
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Ahora, trazamos las rectas ﬂﬁ =ly E(% = m y el punto de interseccion
D de estas dos rectas. (Figura 4.73).

Figura 4.73: (PPR). Rectas iﬁ y éﬁ

Luego, construimos las rectas %1(2 =py ﬁﬁ = n con el punto de
interseccion F entre estas rectas. (Figura 4.74).

Figura 4.74: (PPR). Rectas iﬁ y m

Seguidamente, creamos la recta ﬁ = ¢, siendo la recta que determina
dos puntos de interseccion M y L con la circunferencia c, los cuales van

a determinar las posibles direcciones que va a tener las parabolas solucion.
(Figura 4.75).
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Figura 4.75: (PPR). Recta ED.

Trazamos las rectas ?ﬁ Ts=fry m = fy. (Figura 4.76).

Figura 4.76: (PPR). Rectas j@Tg y ﬁ;

Finalmente, construimos la parabola k; que pasa por los puntos P, P, T3
y con direccion f; y ke pardbola por Py, Py y T3y direccion fy. (Figura 4.77).
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S
8 = ‘A\

Figura 4.77: (PPR). Parabolas k; y ko tangentes a la recta t3 y contienen los
puntos P, Ps.

Para este caso existen distintas parabolas solucion moviendo 73 sobre
la recta t3, para evidenciar dichas soluciones creamos una aplicaciéon en

GeoGebra. (Aplicativo.5.9).




Capitulo 5

UN PASO A LA INFINIDAD
CON GEOGEBRA

El software interactivo GeoGebra nos permitié tener una visualizacion
amplia y acertada para la soluciéon de los problemas propuestos, posibilitando
la conjeturacion de los posibles casos solucion de dichos problemas. Por otra
parte, mediante este software logramos mostrar que hay muchas soluciones
que cubren el plano donde se encuentran los elementos y por lo tanto intuimos
que hay infinitas soluciones en cada caso, haciendo uso de la opcién animacion
de un objeto geométrico contenido en otro. Dado lo anterior, en este capitulo
mostraremos cada una de las aplicaciones creadas con este software y su
respectiva animacion para evidenciar las soluciones respectivamente.

5.1. Aplicativo Punto (P)

Para la solucién a este problema se realizaron los pasos de construcciéon
anteriormente mencionados (2.1) creando la aplicacion que se encuentra en la
pagina: https://www.geogebra.org/m/acthqd7v , en esta se pueden observar
las parabolas solucién que contienen el punto dado P, para evidenciar estas
soluciones movemos B en la () Ppp, cumpliendo que P pertenezca a dichas
parabolas. (Figura. 5.1).
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Al mover el punto B sobre la circunferencia obtenemos las parabolas que pasan por A

Nota: Tambien se pueden mover los elementos dados

Figura 5.1: (P).Aplicativo Parabolas solucion

5.2. Aplicativo Recta (R)

La solucién a este problema se di6 mediante la construccién anteriormente
mencionada (R.2.2), creando la aplicacion que se encuentra en la pagina:
https://www.geogebra.org/m/pckezgdb en esta se pueden observar las
parabolas solucion que son tangentes a la recta dada t. Para evidenciar estas
soluciones animamos F' sobre la recta e. (Figura 5.2).

Al mover el punfo F sobre la rectz € se evidencian las parabolas tangentes a la recta dada

Nota: También se pueden mover los elementos dados

Figura 5.2: (R).Aplicativo Parabolas solucion

5.3. Aplicativo dos Puntos (PP)

Teniendo en cuenta los pasos de la construccion (PP.3.1) para la solucion
a este problema, se cred la aplicaciéon que se encuentra en la pagina: https:
//www.geogebra.org/m/cxtgtjkm, en esta se pueden observar las parabolas
solucion que contienen los puntos P; y Ps, para ello se modifica el radio de
las circunferencias con centro en P; y P, respectivamente, movimiento los
deslizadores que se encuentran en la construccion. (Figura 5.3).
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Al mover los deslizadores a y b modifica el radio de las circunferencias y se observan las parabolas que contienen los puntos dados

Figura 5.3: (PP).Aplicativo Parabolas solucion

Nota: También se pueden mover los elementos dados

5.4. Aplicativo dos Rectas (RR)

En este problema (RR. 3.2), se realizo la construccion solucion mencionada
con anterioridad, para esta se cred la aplicacion que se encuentra en la
pagina: https://www.geogebra.org/m/pgpsfdwj, en ella se pueden observar
las parabolas solucién que son tangentes a las rectas ¢; y t,. Para evidenciar
las pardbolas soluciéon que son tangentes a las rectas dadas, movemos el punto
F. (Figura 5.4).

Movemos el punto F y obtendremos las parabolas tangentes a las rectas dadas

Nota: También se puaden mover los elementos dados

Figura 5.4: (RR).Aplicativo Parabolas solucion

5.5. Aplicativo un Punto, una Recta (RP)

Para la solucion a este problema se realizaron los pasos de construccién
anteriormente mencionados (RP. 3.3) creando la aplicacion que se encuentra
en la pagina: https://www.geogebra.org/m/jrb59z9p , en esta se pueden
observar las parabolas solucién que contienen el punto dado P y la recta t;
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para evidenciar estas soluciones movemos el punto B, sobre la recta t. (Figura
5.5).

Animando el punto B sobre la recta t, evidenciamos las parabolas que contienen el punto y es tangente a la recta dada

Nota: También se pueden mover los elementos dados

Figura 5.5: (PR).Aplicativo Parabolas solucion

5.6. Aplicativo tres Puntos (PPP)

La solucioén a este problema se di6 mediante la construcciéon que se menciond
con anterioridad (PPP. 4.1) creando la aplicacién que se encuentra en la
pagina: https://www.geogebra.org/m/wwdbaktd, en esta se pueden observar
las pardbolas solucion que contienen los puntos Py, P, y Ps;. Para evidenciar
estas soluciones movemos la direccion f. (Figura 5.6).

Al modificar la direccion observamos las parabolas que contienen los puntos dados

'
Nota: También se pueden mover los elementos dados

Figura 5.6: (PPP).Aplicativo Parabolas solucion



https://www.geogebra.org/m/wwd5aktd

CAPITULO 5. UN PASO A LA INFINIDAD CON GEOGEBRA 108

5.7. Aplicativo tres Rectas (RRR)

Teniendo en cuenta la construccién que realizamos para encontrar solucion
al problema RRR.4.2, creamos una aplicacién que se encuentra en la pagina:
https://www.geogebra.org/m/frvt2bgk, en ella se pueden observar las
parabolas que son tangentes a las rectas ti, ty y t3, para evidenciar dichas
soluciones movemos la direccion f.(Figura 5.7).

Al mover la direccién encontramos las pardbolas tangentes a las tres rectas dadas/

Nota: También se pueden mover los elementos dadus-\\

Figura 5.7: (RRR).Aplicativo Parébolas solucion

5.7.1. Aplicativo construccion alterna tres Rectas (RRR)

Dada la construccion alterna que realizamos para encontrar soluciéon al
problema RRR.4.2, creamos una aplicacién que se encuentra en la pagina:
https://www.geogebra.org/m/pjzpmgda, en ella se pueden observar las
parabolas que son tangentes a las rectas tq, to y t3, para evidenciar las parabolas
solucion movemos el punto 7} sobre la recta t;.(Figura 5.8).

Movemos el punto T, sobre la recta t; evidenciamos las parabolas tangentes a las tres rectas dadas

Nota: También se pueden mover los elementos dados

Figura 5.8: (RRR).Aplicativo Parabolas solucion
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5.8. Aplicativo dos Rectas y un Punto (PRR)

Para la soluciéon a este problema se realizaron los pasos de la construccién
mencionada con anterioridad (4.3) creando la aplicacién que se encuentra en la
pagina: https://www.geogebra.org/m/jpbbkp6q, en esta se pueden observar
las parabolas que contienen el punto dado P y son tangentes a las rectas t; y
to, para evidenciar estas soluciones movemos el punto A sobre la circunferencia
c. (Figura 5.9).

Al mover el punto A sobre la circunferencia, observamos las parabolas tangente a las dos rectas y contienen el punto dado

Nota: También se pueden mover los elementos dados

Figura 5.9: (PRR).Aplicativo Parabolas solucion

5.8.1. Aplicativo Construcciéon alterna dos rectas y un
punto (PRR)

Teniendo en cuenta los pasos de la construccion (PRR.4.3) para la solucion
a este problema, se creo la aplicaciéon que se encuentra en la pagina: https://
www . geogebra.org/m/mfyjcubc, en esta se pueden observar cuatro parabolas
solucion que contienen el punto P y son tangentes a las rectas t; y to.(Figura
5.10).
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Al mover el punto P, observamos 4 parabolas tangentes a las dos rectas y contienen el punto dado

//
/

>

)

Nota: También se pueden mover los elementos dados

Figura 5.10: (PRR).Aplicativo cuatro Parabolas solucion construccion alterna

5.9. Aplicativo dos Puntos, una Recta (PPR)

Para la solucién a este problema tuvimos encuenta los pasos de la
construccion PPR.4.4, de esta manera creamos la aplicaciéon que se encuentra
en la pagina: https://www.geogebra.org/m/dbhyzxnh, en esta se pueden
observar las parabolas que contienen los puntos P, P, y la recta t3; para
evidenciar estas soluciones movemos T3 sobre la recta t3.(Figura 5.11).

Animamos el punto T, sobre la tangente y se observan parabolas tangentes a la recta y los dos puntos dados

Nota: También se pueden mover los elementos dades

Figura 5.11: (PPR).Aplicativo Parabolas solucion
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CONCLUSIONES Y
REFLEXIONES

En este trabajo logramos cumplir con nuestro objetivo general de
encontrar las parabolas soluciéon a los nueve problemas planteados (Tabla. 1),
logrando asi cumplir con nuestro primer obejtivo especifico de adquirir nuevo
conocimiento sobre tangencia en pardbolas apartir del estudio de algunos
referentes tedricos como los problemas de Apolonio y el trabajo de Henao y
Rincoén, estos dieron pie al planteamiento de nuestro trabajo de grado, puesto
que en dichos documentos empleaban puntos y rectas, como elementos dados
para encontrar la conica que contenga o sea tangente a estos; sin embargo,
decidimos variar la cantidad de elementos dados.

A medida que se fue desarrollando el trabajo, se evidenciaron dificultades
para la comprension y elaboracién de algunas construcciones solucién en
GeoGebra, debido a la gran cantidad de objetos que se empleaban en cada
construccion, sin embargo, estas situaciones fueron superadas al establecer
un convenio de colores, permitiendo caracterizar algunos elementos con un
mismo color, como lo era los elementos dados que se mantenian de color
rojo, ya que de esta manera se lograban identificar claramente para las
construcciones y lograr evidenciar que las soluciones encontradas cumplieran
las condiciones dadas; De esta manera se cumplié con nuestro segundo objetivo
especifico de realizar exploraciones mediante GeoGebra que nos permitieron
establecer relaciones como las mencionadas. También fue importante el uso
de la simbologia, puesto que permitia asociar los elementos de acuerdo a
su significado, por ejemplo, al construir las diferentes rectas tangentes se
nombraban como t, t1, t9, etc, permitiendo identificar en la construcciéon dichas
rectas tangentes; por lo anterior la implementacién de colores y simbologia
para caracterizar distintos procesos es un buen método para la ensenanza y
aprendizaje de las matematicas.

En el campo de las matemaéticas muchas veces nos enfrentamos a constantes
frustraciones, puesto que no vemos con facilidad la salida o en su defecto la
solucion a los problemas planteados, como en el desarrollo de este trabajo de
grado, ya que en principio no encontrabamos una posible construcciéon solucion
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a los problemas planteados (Tabla. 1) sin embargo, la actividad investigativa
nos permitio llegar a las construcciones soluciéon estableciendo nuevas rutas
de trabajo, por ejemplo, en el problema dados tres puntos (Problema. 4.1),
en principio buscamos dar solucién de manera anéloga al problema dados dos
puntos, pero careciamos de elementos para hallar una misma recta tangente
a tres circunferencias, en tanto, buscamos otros caminos que nos permitieran
dar solucién a este problema, logrando cumplir con nuestros tercer objetivo
especifico.

Por otra parte, los cursos de geometria que tomamos en la universidad nos
dieron herramientas para el desarrollo del trabajo de grado; tales herramientas
fueron: conceptos asociados a parébolas, conjeturaciéon de problemas y
justificacion de los mismos, entre otros; lo anterior permitié cumplir los
objetivos planteados.

Logramos evidenciar que la formaciéon académica brindada por parte
de la Universidad Pedagbgica Nacional, permite profundizar en contenidos
matemaéaticos que no han sido objeto de estudio durante la carrera, ademas
la Universidad permite trabajar con el software GeoGebra en los distintos
cursos brindados en la licenciatura, en estos podemos caracterizar y
representar objetos matematicos, a su vez realizar conjeturas apartir de dichas
representaciones.

A continuacién, presentamos los problemas y resultados obtenidos, de este
trabajo de grado.




Dado un punto encontrar

El punto dado no puede ser el foco de la

la parabola que lo NA pardbola solucion Infinitas
contenga
Dada una recta encontrar La recta dada no puede ser la directriz de
la parabola tangente a ella NA la pardbolay la recta construida e no Infinitas
puede ser paralela a recta dada
Dados dos puntos Los puntos | Ninguno de los puntos dados puede ser
encontrar la parabola que | deben ser el foco vy las circunferencias creadas con Infinitas
los contenga diferentes centro en los puntos dados se deben
intersecar
Dadas dos rectas encontrar | Las rectas El punto cualquiera F en la construccién
la parabola tangente a no pueden | no puede pertenecer a las rectas dadas Infinitas
ellas ser
paralelas
Dado un punto y una recta | El punto no
encontrar la parabola puede El punto dado nﬂ)uede pertenecer a la Infinitas
tangente a la recta y que pertenecer recta auxiliar AB de la construccién
contenga el punto dado alarecta
Dados tres puntos Los puntos
encontrar la parabola que | deben ser NA Infinitas
los contenga no
colineales
Dadas tres rectas Las rectas
encontrar la parabola no pueden
tangente a ellas ser NA Infinitas
paralelas
dos a dos
Dado un punto y dos rectas | Las rectas
encontrar la parabola que | dadas no El punto dado no puede pertenecer a las Infinitas
contenga el punto y sea pueden ser rectas dadas
tangente a las rectas dadas | paralelas
Dados dos puntos y una Los puntos
recta encontrar la parabola | deben ser Los puntos dados deben pertenecer al
que contenga los dos diferentes mismo semiplano determinado por la Infinitas

puntos y sea tangente a la
recta dada

recta dada
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