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2. Descripcion

Se presenta las Memorias del proceso de elaboracion de una propuesta curricular que

trabajo algun aspecto de las curvas involucrando aspectos de la Historia de las

Matematicas. de acuerdo a esto, se presenta de forma narrativa la experiencia de dos

profesoras de matematicas, dispuestas a mirar en “camara lenta” el proceso que llevan a

cabo al disefiar una propuesta curricular, estrategia para identificar el cbmo se hace un




disefio; tal narrativa se realizara utilizando como herramienta metodologica la
elaboracion de unas memorias, donde se dard a conocer paso a paso el proceso de
disefio, identificando el para qué y por qué hacer unas memorias de la elaboracion de
una propuesta curricular. La propuesta que aqui se presenta, tiene un aspecto
fundamental y es el hecho de discutir en la clase de matemaéticas ;Qué son las
matematicas?, mediado bajo una discusion sobre el problema de la «exactitud» en el
desarrollo Histdrico de las Matematicas mas especificamente en el proceso de medicién

de angulos, a través del estudio de la triseccion del angulo.

En la referencia historia de la triseccién del angulo se identifican dos momentos, el
primero es abordado con los instrumentos clasicos como la regla y compas, y el
segundo, haciendo uso de Geogebra en la construccion de soluciones al problema
aplicando curvas familiares a los estudiantes como la parabola y la cubica, invitando a
los estudiantes a discutir la cuestion de la exactitud en las matematicas. Finalmente se
presenta las reflexiones en cuanto al proceso de disefio, al proceso de elaboracién de las

memorias, al conocimiento y experiencia adquirida en la realizacion de la propuesta.

3. Fuentes
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4.Contenidos

En breve se realizard un recorrido por el eje teméatico que compone este trabajo; en el
primer capitulo se da a conocer la justificacion del porqué se quiere realizar las
memorias de la elaboracion de una propuesta curricular, alli se presentan diferentes
razones y motivaciones que nos llevaron a la necesidad de mirarnos a nosotros como
profesores en ejercicio. En el segundo capitulo se da a conocer los elementos
metodoldgicos que se utilizaron para llevar a cabo el proceso de disefio reconociendo
gue no es una propuesta basada en las condiciones de una investigacion accion, sino una
propuesta basada principal y Unicamente en la narrativa dada en las discusiones que se

generan a partir del ejercicio de mirarnos a nosotros mismos.

En el tercer capitulo se presenta una revision teorica del problema de la triseccion del
angulo, identificando algunas posturas de cémo se origind y como abordaron los
matematicos de la antigliedad dicho problema. Esta segunda parte llevo a muchas
discusiones alrededor de la idea de exactitud y por ello se presenta una revision de

diferentes posturas en el cuarto capitulo.

Posteriormente en el quinto capitulo se exponen las reflexiones y conclusiones de todo
el proceso, evidenciando los aportes del espacio de formacion y resaltando los
aprendizajes que se obtienen al hacer el ejercicio de observar aspectos de la Historia de
las Matemaéticas y del registro del cdmo se realiza el disefio de una propuesta curricular.
Finalmente se presenta como producto de divulgacion la ponencia “La triseccion del
angulo, un problema que se puede resolver en la clase de matemdticas” en la Cuarta

Escuela Nacional de Historia y Educacion Matematica.

5. Metodologia

La metodologia utilizada es la producciéon de las memorias que dan cuenta de cada

momento que se Vvivio en el proceso de elaboracion de la propuesta curricular, donde se




reporta de manera narrativa lo que se hizo y como se hizo. Para la realizacién de estas
memorias se tuvo como insumo los registros de audio que se tomaron de las asesorias
con el Director del trabajo, los registros de audio de las conversaciones que se
generaban alrededor de los aspectos que se presentan, asi mismo los registros escritos de
las construcciones hechas con regla y compas, y finalmente los ejercicios hechos con

algunos nifios que nos colaboraron en la validacion de algunas hipotesis.

6. Conclusiones

La elaboracion de estas memorias, nos ha permitido de manera paralela al proceso de
narrar cada momento, reflexionar sobre lo narrado, puesto que no nos limitamos a
describir el proceso, sino que de manera natural el ejercicio de mirar lo que se hace y
como se hace lleva implicito y casi dificil de separar un ejercicio de reflexiéon. Es por
ello que se presentard una reflexion de las reflexiones hechas, lo que conlleva a unas
conclusiones del ejercicio de reflexionar.

De acuerdo al proceso que se ha realizado y después de mirar hacia atras, se identifica
que no se pueden establecer conclusiones a nivel general, y por ello, se nos hace

necesario presentar dichas conclusiones de acuerdo a diferentes aspectos:

- Una gran reflexion que sobresale es en los errores que cometemos
inconscientemente en nuestras practicas docentes, por un lado de ensefiar a resolver
problemas como se aprendio, y por otro lado, mostrar una matematica que siempre
tiene una solucion a todo tipo de problemas.

- Se identifica en la tarea del disefio, que este no es lineal y que se presenta de
manera ciclica lo que implica que no se deben determinar momentos estrictamente
en el orden propuesto, ya que estos se determinan segln la apropiacion que se tenga
del tema y de las tareas que se le proponen a los estudiantes, que su vez deben estar
conectados con los objetivos propuestos.

- El proceso de disefio registrado, garantiza una conciencia de como estamos
realizando la tarea, reconociendo que no es una tarea trivial y sobre todo de como

podemos usar la Historia de las Matematicas en lo que llevamos al aula, y no




quedandonos en una breve resefia de algin matematico en un momento de
introducir un tema.
En este sentido, la elaboracion de la propuesta no permite replantearnos sobre ¢Que
tanto el conocimiento del profesor se debe ver reflejado en la presentacion de las
actividades y tareas que se llevan al aula? Reconociendo que si bien el profesor no

ensefa todo lo que sabe, si debe saber muy bien todo lo que ensefia.

Rucinque Lopez, Bethsy Marcela; Zambrano Arias, Jennyfer
Elaborado por: )
Alejandra

Revisado por: Edgar Guacaneme

Fecha de elaboracion del
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INTRODUCCION

En este documento, se quiere presentar la descripcion de un proceso a partir de la
elaboracion de unas Memorias, relatando cada una de las acciones que se llevan a cabo en
el proceso de disefio y planeacion curricular. Por ello lo invitamos a recorrer los pasos que
dos profesoras de matematicas iniciaron, buscando una ruta que las llevara a comprender y
reflexionar sobre sus précticas docentes. Advirtiendo desde un inicio, que dicha ruta no fue
lineal, tuvimos que retroceder y cambiar de rumbo, buscar caminos menos estrechos e
inseguros, subir tramos y volverlos a bajar, y sin animo de que no siga la lectura, podemos
afirmar que no hemos llegado a la meta y que se continua caminando, buscando no la

respuesta sino el crecimiento profesional en esta aventura de ser maestro.

Esta propuesta, nace en el espacio de formacién de la Especializacién en Educacion
Matematica la cual tiene como énfasis la Historia de las Matematicasespecificamente
alrededor del objeto matematico La Curva. Al iniciar el proceso de formacién continuada,
nos cuestionamos sobre ¢Qué es una curva? reconociendo que lo que sabemos es una leve
percepcion de ella, y creemos saber definirla porque manejamos en el aula de clase
contenidos asociados a las diferentes secciones conicas como la pardbola, la elipse, la
circunferencia o la hipérbola. Pero, durante el proceso evidenciamos que trabajar con
curvas no se limita a la manipulacion de expresiones algebraicas y representaciones en el
plano cartesiano; entendiendo que la curva no es un contenido, sino en si un objeto
matematico, y es este caracter lo que nos permite pensar en una propuesta donde se aborde

algun aspecto de las curvas.

Por ello, se da a conocer en el primer capitulo la justificacion del porqué se quiere realizar
las memorias de la elaboracion de una propuesta curricular, donde se presentan diferentes
razones y motivaciones que nos llevaron a la necesidad de mirarnos a nosotros como
profesores en ejercicio. Asi mismo se proponen algunos objetivos encaminados a generar
principalmente una auto-reflexion sobre nuestras practicas en el aula de clase de
matematicas a partir del proceso de disefio y planeacion de una propuesta curricular.

12



En el segundo capitulo se da a conocer los elementos metodoldgicos que se utilizaron para
llevar a cabo el proceso de disefio reconociendo que no es una propuesta basada en las
condiciones de una investigacion accion, sino una propuesta basada principal y Unicamente
en la narrativa dada en las discusiones que se generan a partir del ejercicio de mirarnos a
nosotros mismos. Por ello, se hace el ejercicio de sefialar cada una de las acciones
realizadas, identificando que este proceso de disefio no es lineal, no se tiene una receta
indicando paso por paso como se hace un disefio, ya que se avanza y se retrocede a medida
que se explora nueva informacion, se toman decisiones, se hacen correcciones y se cambia
de direccion etc. En consecuencia, coincidimos en que tomar un referente teérico en el
proceso de disefio, tomando tal vez una de las muchas posturas teoricas de la didactica de
las matematicas, no permite evidenciar las dificultades, los aprendizajes y las reflexiones

que el ejercicio de disefiar conlleva a la practica docente.

En el tercer capitulo se presenta una revision teoérica del problema de la triseccion del
angulo, identificando algunas posturas de como se origind y cémo abordaron los
matematicos de la antigliedad dicho problema. En esta revision se hace una comparacion
entre dos momentos cruciales de la historia del problema de la triseccion del angulo, ya que
inicialmente se abordd con las Unicas herramientas permitidas dentro de la geometria griega
las cuales eran la regla y el compas, y luego se abordd el problema con el manejo de
instrumentos mas sofisticados que trazaban curvas a partir de puntos fijos y puntos que se
generaban por un movimiento. Esta segunda parte llevo a muchas discusiones alrededor de

la idea de exactitud y por ello se presenta una revision desde diferentes posturas.

Posteriormente, en el quinto capitulo se exponen las reflexiones y conclusiones de todo el
proceso, evidenciando los aportes del espacio de formacién y resaltando los aprendizajes
que se obtienen al hacer el ejercicio de observar aspectos de la Historia de las Matematicas
y del registro del como se realiza el disefio de una propuesta curricular. Finalmente se
presenta como producto de divulgacion la ponencia “La triseccion del angulo, un problema
que se puede resolver en la clase de matematicas” en la Cuarta Escuela Nacional de
Historia y Educacion Matematica. A continuacion lo invitamos a conocer el camino y los

pasos que seguimos para este proyecto:

13



Capitulo 1 ;POR QUE Y PARA QUE HACER UNAS MEMORIAS DE LA

ELABORACION DE UNA PROPUESTA CURRICULAR?

En este capitulo, se hace referencia a las diferentes motivaciones que se presentaron para
elaborar las memorias, donde se explicita por qué y para qué de la realizacion de las
mismas. Esto nos permitio plantearnos el objetivo de elaborar un documento que registrara
el proceso de disefio de una propuesta curricular, asi mismo se presenta como estan

organizadas dichas memorias.

La labor docente implica la realizacion de diversas tareas las cuales estan clasificadas como
de tipo académico (construccion de la malla curricular, planeacion de clases, control de
procesos académicos de los estudiantes etc.), o tareas de tipo convivencial (direccion de
curso, realizacion de proyectos transversales, seguimiento disciplinario de los estudiantes,
etc.), todas ellas importantes ya que hacen parte de sus practicas docentes y son funciones
dentro de su contexto laboral. De acuerdo a lo anterior, se quiere hacer una mirada a una
tarea especifica del hacer diario del profesor; esta tarea hace referencia al “proceso de
disefio y planeacién de las propuestas curriculares que se llevan a la clase de

matematicas”.

Esta mirada se quiere hacer, ya que como docentes de matematicas en ejercicio, vemos la
necesidad de hacer una reflexion sobre este proceso, interesandonos principalmente en
mirarnos a nosotros mismos, en el como realizamos dicha tarea. En este sentido, se
reconoce que solamente para el disefio de una actividad se llevan a cabo mdltiples acciones
gue casi nunca se registran, porgue no se tiene el tiempo, ni las condiciones para mirarse a
si mismo y hacer una descripcion de lo que hace y es probable que el profesor no sepa

como hizo esa tarea y se quede unicamente en el cumplimiento de un deber.

Por esta razon, se inicia este trabajo con el saber del profesor, con el conocimiento
profesional que se trae del proceso de formacion del pregrado y del conocimiento que se ha

adquirido con la experiencia y la practica. De esta manera, se parte de algunas convicciones
14



sobre el proceso de disefio, las cuales se ponen en discusion a la hora de trabajar en equipo
y hacer una propuesta.

Por ello, lo primero que se socializa a la hora de iniciar este trabajo es la respuesta a la
pregunta ¢Qué y como disefia una propuesta curricular el profesor de matematicas? La
cual inicialmente se responde haciendo referencia a un conjunto de acciones que se llevan a
cabo como por ejemplo; buscar actividades en los libros, realizar esquemas en hojas
consignando diferentes situaciones tratando de consolidar la que le permita abarcar el
objeto matemaético, se escriben y se borran problemas, luego se solucionany finalmente se
presentan en la clase. Por otro lado, se piensan preguntas que debe formular para llevar a
cabo el objetivo de ensefianza-aprendizaje. Asi mismo, se identifica si la situacion que en
ese momento se esta planteando es de interés, si serd significativa y con valor para los
estudiantes, también se propone qué instrumentos o recursos son los mas apropiados, como
se va organizar el trabajo en clase y sobre todo qué aspecto va a evaluar y finalmente debe

preguntarse si todo lo anterior le permitira lograr el objetivo de la clase.

De acuerdo a lo anterior, se reconoce que no es tan elemental y facil la tarea de disefiar y
llevar propuestas al aula, dado que existen muchas variables, muchos elementos que
influyen en la atmosfera de la clase de matematicas y sobre todo muchas maneras de
abordar un mismo concepto. En consecuencia, el interés fundamental para realizar esta
propuesta, es detenernos un poco, para analizar el cémo se lleva a cabo esta tarea. Cuando
hacemos referencia al “cOmo”, se quiere hacer una mirada “en cdmara lenta” de cada una
de las acciones, decisiones, aciertos, desaciertos, borradores y tal vez inquietudes que se le

presentan al profesor a la hora de pensar en el qué llevar al aula de clase.

Por esta razdn, se quiere pensar en la realizacion de “memorias” con el propdésito de
mostrar paso a paso el proceso que se vive, COMo se construye una propuesta curricular
respondiendo tal vez a preguntas como; ¢Qué hace el profesor para preparar la clase?,
¢ Queé recursos maneja?, ¢Qué metodologia utiliza?, ;Como y de donde surgen las ideas?
Etc.
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Al establecer los objetivos de la propuesta, se reflexiona en el ¢Para qué miramos el como
disefia un profesor de matematicas una propuesta de intervencion en el aula de
matematicas? llegando a que creemos fielmente que el disponer de un documento que
registre no un producto final donde solo se estan presentando actividades que fueron
aplicadas y de las cuales se obtuvieron unos resultados, sino una descripcion detallada del
“como, por qué y para qué”, nos permite como profesores de matematicas ser conscientes
de como estamos llevando a cabo nuestras practicas docentes y tal vez el ser mas consientes

nos ayude a mejorarlas.

En este sentido se formula como objetivo general; Realizar las memorias de la
elaboracion de una propuesta de intervencion en el aula de matematicas, a partir de la
apropiacion y uso de algun aspecto de la historia de las curvas. Y como objetivos
especificos; la elaboracion de las memorias encaminadas a reportar el proceso de
construccién de una propuesta de intervencién en el aula a partir de la apropiacion y uso de
algun aspecto histérico de las curvas, donde se presente una reflexion sobre nuestras
practicas docentes en relacion al como se planean actividades para la clase de matematicas,
haciendo una exploracién sobre que tanto peso tiene la integracion del aspecto histérico en

la construccidn de una propuesta.

1.1,COMO SE PENSO EL DESARROLLO DE LAS MEMORIAS?

La produccién de las memorias refleja lo que se vivid en el proceso de elaboracion de la
propuesta curricular, donde se reporta de manera narrativa' lo que se hizo y cdmo se hizo.
Para la realizacion de estas memorias se tuvo como insumo los registros de audio que se
tomaron de las asesorias con el Director del trabajo, los registros de audio de las
conversaciones que se generaban alrededor de los aspectos que se iban presentando, asi
mismo los registros escritos de las construcciones hechas con regla y compas, y finalmente

los ejercicios hechos con algunos nifios que nos colaboraron en la validacion de algunas

! Se entiende narrativa en este documento, como la descripcién de las acciones, decisiones, discusiones, etc.
que surgieron en el desarrollo de la propuesta.
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hipétesis. En este sentido, las memorias se organizan de acuerdo a los diferentes momentos

que se presentaron para consolidar la propuesta curricular:

Momento 1: Se presentd a la hora de establecer qué del objeto matematico se iba a tratar,
identificando el problema de la triseccion del angulo como un posible prospecto para la

elaboracion de la propuesta curricular.

Momento 2: Se generan discusiones sobre las implicaciones de abordar el problema de la

triseccion del angulo y se buscan situaciones que permitan abordarlo.

Momento 3: Se hace necesario buscar documentos sobre el proceso historico de la solucion

del problema de la triseccion del angulo.

Momento 4: Se plantea un disefio inicial con algunas tareas para los estudiantes, partiendo
unicamente de la exploracién del problema, ya que se habia resuelto con algunas curvas

mecanicas.

Momento 5:Aparece una reflexién sobre las actividades que se proponen, identificando
algunos conceptos que no son claros y se evidencia la necesidad de estudiar el problema,

por ello sebuscan documentos que nos permita profundizar en el tema.

Momento6: Se validan algunas construcciones con regla y compas y luego se explora con

diferentes estudiantes, intentando identificar las variables del problema.

Momento7: Se encuentran discusiones sobre la exactitud de la medida de los angulos,
llevandonos a identificar esta variable en el disefio, por ello se reformulan las tareas

propuestas y se modifica el disefio inicial.
Momento8: Se buscan documentos y se estudian aspectos sobre la exactitud y la precision.

Momento9: Se vuelve hacer ajustes al disefio, teniendo en cuenta generar una discusion

sobre la exactitud.

Momentol0: Se revisan aspectos generales del disefio y se consolida el producto final.
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A continuacion se presentan en los siguientes capitulos, la descripcion de cada uno de los
momentos, tratando de narrar los avances y dificultades que se presentaron en el recorrido

del proceso del disefio de la propuesta curricular:
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Capitulo 2 DESCRIPCION DEL PROCESO DE DISENO

Se presenta a continuacion el proceso de disefio de una propuesta de intervencién en el aula
donde se parte de una condicién importante; la vinculacion de la Historia de las
Matematicas a partir del trabajo con curvas. Para llevar a cabo el disefio de la propuesta,

inicialmente se tuvieron en cuenta los siguientes interrogantes:

2.1 ¢(PARA QUE Y PORQUE EL DISENO?

Esta pregunta, nos invita a reflexionar sobre ¢ Cuando el profesor se ve en la necesidad de
disefiar? Y se puede responder identificando diferentes situaciones que generen la
necesidad de disefiar, como por ejemplo: i. Cuando no se encuentra un disefio de lo que va
a trabajar, ii. Cuando lo que tiene a la mano no le satisface porque no se ajusta a lo que se
quiere trabajar, iii. Cuando no se encuentran situaciones o actividades que se ajusten a la
perspectiva curricular que se maneja o iv. Cuando se quiere aprender de la actividad de

disefio, se quiere reflexionar y profundizar sobre la experiencia.

También, se identifica que el docente puede utilizar disefios de actividades ofrecidas por los
libros u otras fuentes bibliograficas, donde se puede hacer referencia a la tarea del docente
de hacer un “Redisefio” dado que no solamente debe buscar y seleccionar aquellas
situaciones y/o actividades que le permitan desarrollar un pensamiento matematico a través
del trabajo de un objeto matematico, asimismo modificar, adaptar y organizar segun las

necesidades del curriculo, del grupo de estudiantes y de los recursos disponibles.

Ahora, si se considera el disefio como parte fundamental de las précticas docentes, pues
este elemento hace parte de las tareas del docente en el proceso de planeacion de clase, se
puede decir que “se puede planear sin disefiar” por lo tanto, la tarea de disefiar recae
unicamente en la seleccién de actividades pertinentes con el tema a trabajar. Por ello,
cuando se quiere responder el para qué y porqué el disefio, se identifican los siguientes

aspectos:
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Tabla 1 Paralelo entre el Por qué y Para qué el disefio. (Conversacion 5)

¢Por qué el disefio?

¢Para qué el disefio?

El disefio de actividades es parte esencial de
la planeacién que hace el docente de las

actividades gue lleva al aula.

Para organizar las tematicas y contenidos que se
deben abordar segin una malla curricular que

organiza el plan de estudios.

El disefio debe evidenciar los objetivos de

ensefianza-aprendizaje de las matematicas.

Para orientar al docente sobre las acciones
(actividades, preguntas, recursos etc.) que debe llevar
a cabo en el aula y que estas acciones sean

coherentes con los objetivos de ensefianza.

El disefio permite abordar uno o varios
aspectos de un objeto matematico, por

medio de tareas mediadas por el docente.

Determinar qué aspectos especificos (tematicas)
aborda de un objeto matematico, permitiéndole al
estudiante explorar diferentes aspectos de un objeto

matematico.

Da seguridad al profesor de matematicas al

abordar una tematica en el aula.

Proyecte claridad en los temas que se quieren
trabajar, y pueda establecer qué tipo de actividades,
preguntas, recursos etc. se deben utilizar para que el
estudiante lleve a cabo procesos matematicos que
permitan cumplir los objetivos de ensefianza y

aprendizaje de las matematicas.

2.2 ({QUE SE DEBE TENER EN CUENTA A LA HORA DE DISENAR UNA

PROPUESTA DE INTERVENCION EN EL AULA?

En este interrogante se dio la necesidad de conversar sobre el proceso de formacion que se

ha llevado, identificando modelos metodoldgicos utilizados, teorias estudiadas, propuestas

realizadas durante las practicas docentes, etc. Y aunque son diferentes, convergen en puntos

comunes, los cuales permitieron llegar a los siguientes acuerdos en cuanto al disefio:

entonces, después de una negociacion se establecen diferentes criterios para organizar el

proceso de disefio:
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2.2.1 Establecer qué aspecto del objeto matematico se va a trabajar.

Para abordar este aspecto, se considera necesario establecer la relacion con los
Lineamientos y los Estandares Curriculares de Matematicas, también se identifica que
pensamiento matematico se puede desarrollar con el objeto matematico escogido. Por otro
lado se debe determinar qué aspecto de las curvas se quiere trabajar, dado que esto nos
permitira plantear unos objetivos de ensefianza—aprendizaje de las matematicas. En este
proceso de establecer qué aspecto de las curvas se quiere abordar se hace necesario realizar

una revision teorica que nos de claridad (Momento 3).

Establecer qué aspecto de las curvas se quiere abordar es elemento principal, que implica
identificar no solo que tanto se sabe como profesor, sino como se va a llevar ese aspecto a
la clase de matematicas. Por esta razédn, al definirlo se presentaron algunas discusiones,
guiadas por interrogantes comoiEn qué nivel de la educacion bésica y media se puede
abordar las curvas? ;Qué tematicas se pueden abordar en relacion con las curvas? ;Qué
pensamiento matematico me permite desarrollar el trabajo con curvas? ¢En qué Estandares
Curriculares se hace referencia a las curvas? ;Qué aspectos de las curvas se trabajan en la

escuela?...

Estos interrogantes generaron conversaciones que permitieron, no solo poner en juego los
conocimientos de dos profesionales, sino ademas dejar en evidencia que aunque el proceso
de formacion como docentes de matematicas se llevd desde diferentes enfoques didacticos,
los planteamientos convergen en la propuesta metodolégica de los Lineamientos
Curriculares en Matematicas. Por ello, se coincidi6 en aspectos de la malla curricular, de
las tematicas que se abordan en los diferentes niveles y en el enfoque de resolucion de

problemas. Ahora, la gran pregunta ¢ Qué aspecto de las curvas se trabajara?

Para responder a esta pregunta se tiene en cuenta:;Qué es una curva?, ;Qué aspectos
caracterizan lo que se quiere abordar como curva?, A través de la historia ;Como se
interpretd y se trabajo la curva? Y ;Qué problemas matematicos generaron la necesidad de
tomar curvas? Estas preguntas nos llevaron a la formulacién del trabajo con la triseccion de
angulo (Momento 1), por diferentes razones:
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Tabla 2: Aspectos generales que se presentaron para determinar el aspecto de las
curvas. (Conversacion Asesoria 3)

Propuesta ¢Por qué se pensé esto? Qué implicaciones tenia.
Se identifica que dicha situacion
abarca aspectos de la historia de las
matematicas como conceptos
» ) geométricos.  Sin  embargo, este
Se trabajo en los diferentes ) »
o L problema requiere para su solucion una
seminarios de la especializacion y » ) .
. demostracion con rigor matematico
gener6 impacto, por lo tanto se o
) . o que implica preconceptos tanto en
quiere transmitir esa experiencia. ) o
construcciones geométricas, en
procesos de demostracion y  en
representaciones graficas
(construccién).
Abordar el _ _ — __
ol Se considera que desde la primaria | Se debia identificar en que grados se
problema . i .
. hasta el bachillerato se aborda enla | podia aplicar la propuesta,
clasico de la

triseccion del

angulo.

clase de matematicas los “angulos”.
Por lo tanto se considera gque puede
ser un tema familiar para los
estudiantes, que se puede abordar en
diferentes niveles y que permite
contar con conceptos previos por los

estudiantes.

estableciendo una relacion entre los
contenidos que se abordan en el grado
y los contenidos que se abordan con el

problema.

Es un tema que permite abordar
diferentes pensamientos matematicos
(Espacial, numérico, métrico y

variacional)

El problema de la triseccion del angulo

implica  abordar los  siguientes
aspectos:
- Angulos

- Medida de angulos

- Teorema de Tales

- Relaciones proporcionales
- Razones

- Variaciones
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- Rectas paralelas y perpendiculares
- Nociones geométricas

fundamentales.

Se debe plantear una situacion
problema que sea global y que genere
) sub problemas. Donde se piensa en
Se presta para trabajarlo desde la o )
» proponer una situacion que involucre
resolucion de problemas. L ; )
no solo la triseccion de un angulo, sino
la generalizacion de la division de un

angulo en n partes.

Esta propuesta lleva al profesor a probar cada una de las acciones que realiza, porque de
cierta manera “Uno no ensefia lo que no maneja, o a veces lo ensefia mal” (conversacion
4),y por ello, nos pusimos a la tarea de recrear una situacién que le generara la necesidad
al estudiante de trisecar un angulo y llevarlo a un proceso de generalizacion, determinando

la forma de dividir cualquier angulo en n partes iguales.

En este momento se reconoce que pensar en una situacion que permita llevar al estudiante a
cuestionarse sobre la necesidad de trisecar un angulo, es una tarea muy compleja que
implica buscar en la Historia de las Matematicas cuales fueron las causas que llevaron al
hombre a cuestionarse sobre dicho problema. Lo que nos llevd a identificar en que
contextos se hace necesario trabajar con angulos especificamente como en la orientacion y
ubicacion espacial en el mar o en aire, en el cine, en el calculo de posiciones utilizando

coordenadas, para la construccion de poligonos regulares, entre otros.

Sin embargo, en esta parte del camino, sentimos que llegamos al final de una lisa y
pavimentada carretera, para enfrentar una trocha de piedras grandes que presenta varios
desvios, y es necesario determinar qué direccion tomar; por ello se pensé en algunos
aspectos de la propuesta “la triseccion del angulo” que nos hicieron dudar y que de cierta

manera nos llevo a pensar en cambiar la ruta. Dentro de estas consideraciones tenemos:
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Tabla 3: Discusiones que se presentaron alrededor de las implicaciones del problema de la

triseccion del &ngulo. (Conversacion 5)

Propuesta ¢Por qué se penso esto? ¢ Qué implicaciones tenia?
Cuando nosotros bisecamos no El bisecar un &ngulo no implica la
necesitamos utilizar alguna curva construccion de una curva, lo
(solamente la circunferencia), podemos hacer de la forma Euclidea.
entonces porque queremos llevar la | Si se le mostraba al estudiante que se
idea que para trisecar si. puede bisecar con un conjunto de
pasos porque para trisecar no.
L La construccion de la curva de
El problema de la triseccion del ) )
) o ] Dinostrato es un proceso complejo,
angulo implica: Construir una curva, S o ]
) ) que implica un conocimiento amplio
la cudl puede ser la de Dinostrato, la o
) y por ende un dominio del tema.
de Pascal o la de Nicomedes.
No abordar La construccién de un punto Se debe demostrar que en realidad ese
El perteneciente a la curva, implicano el | punto pertenece a la curva, lo cual es
problema | uso de una curva sino que dicha curva | un proceso igual de complejo que la
clasico de | la establece relaciones proporcionales. | misma construccion de la curva
la Es muy prematuro ensefiar la Hace poco estamos familiarizados con
triseccion construccion de la curva de la construccion de tal curva y es algo
del angulo. Dinostrato, o de Pascal o de que aunque sabemos manejar, se es

Nicomedes etc., como medio para la

triseccion del angulo.

consciente que ain no se domina

totalmente.

No es acertado, que se proponga un
problema a los estudiantes que no

tenga solucion.

Mas que en encontrar un valor, lo que

se quiere es que el estudiante
identifique el proceso por el cual
geométricamente se triseca un angulo
y asi poder llegar a generalizar la
division de un angulo en partes
iguales. Por ello, al pensar en que la
Unica solucién que conoce el docente

requiere de una demostracion
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geométrica acompafiada de una
construccion, dificulta la propuesta de
intervencion ya que implica el pensar

cémo explicar dicha construccion.

Se debe tener un conocimiento y
manejo amplio de la construccion de

la curva.

Ello implica saber:

- Paso a paso la construccion de la
curva 'y que condiciones
(proporciones)  cumplen  los
puntos que pertenecen a la curva.

- El como la curva soluciona el
problema de la triseccion del
angulo.

- Los argumentos que justifican la
construccion.

- Laldgica de la demostracion.

La construccién de la curva es un
proceso complejo para nosotras y se
considera que mas aln para los

estudiantes.

La construccion de la curva de
Dinostrato resultara ser un problema
mas para resolver el problema de la

triseccién del angulo

De acuerdo a lo anterior, se intenta esquivar el problema (Momento 2), dado que la mayor

dificultad es el pensar como hacerlo entendible a los estudiantes, con la implicacién de que

fue bastante complejo entenderlo:

“Somos muy ‘primiparas’ para enseniar tal curva, apenas nosotros la aprendimos, teniendo
en cuenta que la propuesta que nosotras queremos hacer es trabajar la curva, y para
trisecar el angulo con esa curva es muy complicado. Apenas la estamos aprendiendo y ya
enseniarla, necesitamos conocerla al derecho y al revés” ;Como mostrarle la triseccion del

angulo sin la curva? (Conversacion 3)

Por otro lado, se cae en el error de pensar que la forma en que aprendimos a solucionar el
problema de la triseccion del angulo con curvas mecanicas es la forma de ensefiarles a los

estudiantes y dado que fue compleja, pensamos que es casi imposible llevarla al aula de
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clase. Sin embargo, esta reflexion nos permitio evidenciar y sentir la necesidad de hacer la
solucidn del problema de la triseccion del &ngulo comprensible para los estudiantes, lo que
se denomina como Transposicion Didactica (Chevallard, (1991)):
Si yo le voy a mostrar la curva de Dinostrato va a ser un problema mas para resolver el
otro problema (la triseccion del &ngulo) Cémo le vamos a mostrar la triseccion del angulo,

si como nosotros la conocemos es una manera muy dificil y nosotros no se la podemos
mostrar como la aprendimos.(Conversacion 3)

En este momento, se reflexiona sobre ¢ Cuél es la idea de matematicas que tenemos y que
de cierta manera se proyecta en nuestras practicas docentes? Porque al parecer se tiene en
mente una matematica exitosa, porque esto es lo que hemos construido desde nuestra
formacion y no queremos mostrar en el aula una matematica no exitosa. Entonces, esta
discusion propicia una reflexion sobre la idea de matematicas que se esta llevando a los
nifios, una matematica perfecta, sin errores, que solo la pueden comprender y manejar

cierto grupo de personas “inteligentes”.

En este sentido, se hace necesario iniciar una busqueda de documentos (Momento 3) que
nos permitan conocer como fue que abordaron el problema de la triseccién del angulo los
antiguos matematicos, y porqué establecieron que era un problema irresoluble?.

Por lo tanto, después de hacer la respectiva indagacion se validan construcciones y se
concluye que este problema permite abordar La curva como un recurso utilizado para
generar la solucion de la triseccion, identificando dos momentos cruciales en el proceso de
solucion: El primero, abordado a partir del uso estricto de la regla y el compas, y el

segundo haciendo uso de curvas mecanicas.

2.2.2 ldentificar la poblacion

Dado que ya se tenia claro que se va a trabajar el problema de la triseccién del angulo, se
inicia la tarea de caracterizar tanto el contexto curricular donde se aplicara el disefio como

la poblacion. En este sentido se presentan discusiones sobre la implicacion de las

’Esta idea se amplia en el Capitulo 3 que hace referencia a algunos aspectos revisados sobre el problema de la
triseccion del angulo.

26



temaéticas que se abordan en la solucién del problema identificando desde los Lineamientos

Curriculares de Matematicas (MEN, 1998) y los Estandares Curriculares de Matematicas

(MEN, 2003) qué Pensamientos Matematicos y Estandares pueden desarrollar alrededor del

trabajo con el problema de la triseccidn del angulo. En esta parte del proceso se identifica

que este tipo de decisiones no son libres y estan condicionadas segin dos ambitos

constitucional e institucional.

Tabla 4

Paralelo entre los Pensamientos Matematicos y los Estandares que se asocian

al trabajo con la triseccion del &ngulo.

Pensamientos Matematicos
Lineamientos Curriculares en

matematica (1996)

Estandares curriculares de matematicas (2003)

Pensamiento Espacial y sistemas

geomeétricos.

Aplico y justifico criterios de congruencias y
semejanza entre triangulos en la resolucién y

formulacion de problemas.

Selecciono y uso técnicas e instrumentos para

8°y9° | Pensamiento métrico y sistemas de ) ] ) o )
. medir longitudes, areas de superficies, volumenes
medlda 7 - - -7 -
y angulos con niveles de precision apropiados.
Pensamiento Numéricos y sistemas | Utilizo ndmeros reales en sus diferentes
numéricos representaciones y en diversos contextos.
] - ) Establezco relaciones y diferencias entre
Pensamiento Numericos y sistemas ] ] )
. diferentes notaciones de nldmeros reales para
numéricos o o
decidir sobre su uso en una situacion dada.
) ) ) Uso argumentos geométricos para resolver y
10°y Pensamiento Espacial y sistemas .
o formular problemas en contextos matematicos y
11° geométricos.

en otras ciencias

Pensamiento métrico y sistemas de

medida

Disefio estrategias para abordar situaciones de
medicion que requieran grados de precision

especificos.
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En este sentido, se identifica que la propuesta se puede aplicar en los grados desde 8° a 11°
teniendo en cuenta que para abordar el problema de la triseccion del angulo se deben contar

con unos preconceptos.

2.2.3 Establecer los objetivos de ensefianza-aprendizaje de la propuesta.

Se reconoce, que al empezar a pensar en los objetivos de la propuesta, se hizo necesario
ponernos en el papel del estudiante y pensar por un momento qué voy aprender con los que
presenta el profesor. En este sentido, llegamos a la conclusion de que con el problema de la
triseccion del &ngulo no se quiere ensefiar ningin aspecto del objeto matematico Curva,
sino que el objeto matematico es el medio por el cual se quiere propiciar una discusion que
permita reconocer que existen diferentes respuestas para un mismo problema, y que dichas
requieren de un proceso de argumentacion y demostracion a partir del uso de diferentes

representaciones, ya sean algebraicas y/o geométricas.

Asi mismo, se quiere abordar una discusion sobre el problema de la «exactitud» en el
desarrollo Historico de las Matematicas y méas especificamente en el proceso de medicion
de angulos. Finalmente, se quiere evidenciar que en el proceso Histdrico de las matematicas
existieron problemas irresolubles y que la idea de unas matematicas perfectas, exactas y
que tienen una solucion para todos los fendmenos es discutible, dando a conocer a los

estudiantes una mirada humana de las matematicas.

Estos objetivos de la propuesta, fueron pensados y formulados, porque reflejan parte de las
reflexiones que se han presentado a lo largo del proceso, y hacen parte de nuestra
experiencia como profesores enfrentdndonos al problema de la triseccion del angulo
tomando por un momento la postura del estudiante. Por lo tanto, estos objetivos que se

quieren alcanzar con los estudiantes, inicialmente los alcanzamos como profesores.

2.2.4 Realizar un primer borrador del disefio.

Al realizar un esquema borrador se presentd una tarea que para el profesor implica pensar

que situaciones hacen necesario la aplicacion del objeto matematico. En este sentido, se
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debia pensar como y cuando se hizo necesario trisecar el angulo. Inicialmente se pensé en

situaciones donde fuera necesario trisecar el &ngulo, como por ejemplo:

Embarcacion perdida en el océano:
En cierta expedicion, un grupo de Bidlogos estaban estudiando el comportamiento de una especie

desconocida de peces. En una tormenta el barco recibid varios impactos con unas olas muy

grandes y fuertes, y a causa de eso el sistema satelital de ubicacion se dafié por completo, y

aungue los motores servian a la perfeccion y tenian bastante combustible, no sabian qué
direccion tomar. Uno de los bidlogos encontré un plano del océano el cual estaba representado
por medio de coordenadas polares, lo que implicaba leer angulos, y como no tenian ni siquiera
una brujula, les toco construir un transportador. Una vez analizado el mapa tenian que medir con
precision un angulo de 20 grados. ¢Es posible construir un transportador que mida con precision
un angulo de 20 grados? Se preguntd el biélogo y en sus intentos se daban cuenta que al no ser
precisos se desviaban demasiado, al desvairse gastaban el combustible y temian quedar perdidos

en el océano.

Esta situacion, llevaba a que el estudiante se cuestionara sobre como fue que construyeron
un instrumento que usualmente lo utilizan en clase de matematicas, el cual es el
transportador y ver que el trabajar con angulos se evidencia en diferentes contextos donde
pueden ser muy Utiles si se saben utilizar. Sin embargo, al enfrentarnos a dicha situacion,
nos dimos cuenta que la situacion implicaba explicar el manejo de coordenadas polares y el
hecho de construir el transportador no le solucionaba el problema porque tenia otras
variables como el determinar los puntos cardinales; por otro lado, se consideré que dicha

situacion no era de interés para los estudiantes y por lo tanto se descartd. (Momento 5)

Esta tarea hace parte del disefio, dado que el pensar una situacién no es un ejercicio
espontaneo, ademas se reconoce que era necesario indagar como se puede vincular la
Historia de las Matematicas a una propuesta en el aula. Por ello, se consulta en varios
documentos los diferentes usos de la Historia de las Matematicas Yy buscando ejemplos
donde hicieron propuestas curriculares se encuentra que (Furinghetti, 2011 ) presenta una

propuesta de intervencion en el aula basada en la accion de reconstruir objetos del pasado
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como pinturas, donde se evidencia una conexion entre el arte y las matemaéticas, asi mismo

mostrar el sentido humano de las matematicas.

La propuesta que presenta (Furinghetti, 2011 ) busca principalmente recrear pinturas de
fuentes originales donde los estudiantes crean e imaginan historias alrededor de imagenes,
proponiendo personajes, dandole valor a los objetos que rodean las imagenes con la
condicion de utilizar dentro de sus relatos argumentos matematicos. Dentro de esta
propuesta, encontramos la siguiente imagen la cual nos Ilamd la atencién y la consideramos

pertinente para generar un contexto interesante para los estudiantes:

lustracion 1 Imagen extraida de (Furinghetti, 2011)

Esta imagen, nos llamé la atencion, y el primer ejercicio que realizamos fue recrear el
contexto de la imagen, donde se resalta: la situacion esta basada en una guerra donde se
evidencia el uso de instrumentos similares a un compas, ademas vemos en la imagen que
dicho instrumento es utilizado para determinar la direccion del cafion que utilizan para
atacar al enemigo. Por otro lado, ubicamos el contexto de la imagen en una época de
castillos y pueblos con casas hechas de piedra, donde utilizaban cascos y armaduras,
ademas podemos relacionar que la persona que maneja el instrumento tiene una gran
responsabilidad en la guerra, ya que si no determina el punto débil o donde puede hacer

mas dafio pueden perder la guerra.
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Al ver que dicha imagen podia tener diferentes historias, diferentes personajes y diferentes
contextos, se evidencia que notablemente todas las historias que se recreen pueden
converger en lo que mas sobresale de la imagen, que es la persona que maneja un
instrumento similar a un transportador. Por ello, se piensa en agregar dicho elemento al
disefio, con el objetivo de invitar a los estudiantes a generar el contexto y recrear una

historia con la condicion de utilizar argumentos matematicos.

Seguido a esto, se empieza a proponer una ruta en el disefio reconociendo que se deben
formular preguntas que guien el trabajo del estudiante, para ello empezamos a cuestionar
acciones que se evidencian en la imagen como por ejemplo: ¢Como surgio6 la necesidad de
medir angulos?, ;Coémo y por qué surgio el transportador? ¢Por qué el transportador tiene
como referencia una circunferencia? Etc. el formular estas preguntas nos permiten pensar

dentro del disefio un espacio de discusion con los estudiantes sobre estos aspectos.

Por tal razén, se pidié la colaboracién de un grupo de nifios de grado octavo, donde
previamente se habian hecho trabajos de exploracion utilizando la regla y el compas en el
desarrollo de las primeras proposiciones del libro | de Los Elementos de Euclides
(construccion de un triangulo equilatero, trasladar un segmento a un punto dado, dividir un
segmento en dos partes iguales). Esto les dio herramientas a los nifios para enfrentarse a

diferentes problemas geométricos, utilizando Unicamente la regla y el compas:

Problema 1:Se le pide a los estudiantes dividir un angulo en dos partes iguales, utilizando
las definiciones y teoremas del libro 1 de los Elementos de Euclides trabajados en clases

anteriores.
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lustracion 2: Desarrollo del problema de dividir un angulo en dos partes iguales
realizado por estudiante de grado octavo.
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Al enfrentarse a este problema, se resaltd la manera en que el estudiante utiliza las
definiciones para explicar un conjunto de pasos que conllevan a la construccion geométrica
de la biseccién de un angulo, sin embargo dicho problema carece de una demostracion

donde se evidencie que la medida de los &ngulos es la misma.

Problema 2:Se le pide a los estudiantes de grado octavo dividir en tres partes iguales un
segmento dado. Donde se identificd dos formas de abordar el problema, y como es muy

dificil para los chicos trabajar de manera individual, en general se evidencio que:
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lustracion 3: Propuesta de estudiante de grado octavo para dividir un segmento en
tres partes iguales.

El estudiante aborda el problema de dividir un segmento en tres partes iguales, tomando
como referencia un segmento dado, luego lo biseca utilizando la interseccion de dos
circunferencias con el mismo radio, y a parir de ello prolonga uno de los lados, indicando
que es la tercera parte. En esta explicacion el estudiante aclara que dado cualquier
segmento puede sacar la tercera parte.

Esta forma de razonar del estudiante, nos guia sobre la importancia de las preguntas
orientadoras en el disefio y la claridad a la hora de presentar una tarea, ya que al no haber
condicionado la situacidn, el estudiante podia abordar el problema sin restricciones. Por
ello, se hace necesario reformular las preguntas que posiblemente orienten el disefio en el

proceso de la triseccion de un angulo.

También, se hace referencia a otra forma de abordar el problema, donde el estudiante hace
una indagacion en la web sobre como dividir un segmento en tres partes iguales, y comenta
en su explicacion, que encuentra un video en YouTube que orienta su trabajo. Sin embargo,
utiliza en su desarrollo lo trabajado dentro de la clase y trata de explicarlo utilizando sus
palabras. Lo que es importante, ya que logra utilizar las definiciones y postulados en el
desarrollo del problema.
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lustracion 4: Desarrollo del problema de dividir un segmento en tres partes iguales
utilizando el Teorema de Tales, realizado por un estudiante de grado octavo.
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Problema 3:Se le pide a los estudiantes después de haber desarrollado los problemas
anteriores dividir en tres partes iguales un angulo. En el desarrollo de este problema se
evidencid que la mayoria de estudiantes abordan el problema utilizando inicialmente un
angulo de 90°, guiados por la forma de bisecar un angulo, proponen algunas construcciones
que permiten resolver el problema. En esta parte el estudiante da a conocer los pasos con
regla y compas, sin embargo es general que no utilicen argumentos para probar que cada
angulo subdivido es la tercera parte del angulo mayor. Luego se le pregunta si considera
que dicha construccion es posible para cualquier angulo, y empiezan a probar con

diferentes amplitudes utilizando como referencia el compaés.
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llustracion 5: Desarrollo del problema de trisecar un angulo, tomando como
referencia el &ngulo de 90°. Realizado por un estudiante de grado octavo.
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lustracion 6: Desarrollo del problema de trisecar el angulo. Realizando
circunferencias. Realizado por estudiante de grado octavo.
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Ilustracion 7: Propuesta para la solucién al problema de trisecar un angulo. Realizado
por estudiante de grado octavo.
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llustracion 8: Desarrollo del problema de trisecar un &ngulo. Realizado por estudiante
de grado octavo.
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lustracion 9: Explicacion del proceso de construccion (ilustracion 8) desarrollo del
problema de la triseccion
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De acuerdo a las propuestas de los estudiantes de grado octavo, se identificé que dentro del
disefio debe haber una previa exploracion de las definiciones de conceptos geométricos que
maneja Euclides en el libro 1 de Los Elementos, ya que estas le permiten al estudiante
reconocer que herramientas tiene para resolver el problema. Asi mismo, es necesario
abordar sub problemas como construir un tridngulo equilatero con regla y compés, o como
bisecar un angulo entre otras, ya que por medio de esa exploracidon el estudiante reconocera

de qué manera utilizar la regla y el compas, de lo contrario no sabran que camino abordar
para resolver el problema de trisecar un angulo.

2.2.5 Proponer una organizacion metodoldgica para llevar la actividad al aula.

En este aspecto, se inicia una conversacién alrededor de nuestra experiencia en el aula,

identificando qué estrategias se aplican para organizar y desarrollar tareas y actividades de
37



matematicas. En este sentido, se concuerda con la necesidad que evidencian los estudiantes
de socializar su trabajo y de validar sus respuestas a partir de lo que hizo el otro, donde

coincidimos en que por lo general un nifio no trabaja solo.

Por ello, se propone en el disefio de la propuesta curricular tareas que se desarrollen en
equipo y momentos de socializacion general. Se descarta absolutamente una produccién
netamente individual. Por otro lado, se proponen partes del disefio que se espera, se
desarrollen cada uno en una sesion de clase teniendo ocho sesiones de clase
aproximadamente. Se quiere aclarar que esta propuesta curricular no esta sustentada en
ningln modelo didactico especifico, pues se puede evidenciar dentro de su estructura los
aportes de diferentes posturas del disefio curricular en matematicas que hacen parte de la

formacion que cada una de las profesoras ha adquirido.

Por otro lado, se resalta que dentro del disefio el papel del profesor se traslada méas a ser un
mediador de las discusiones que en el presentador de contenidos matematicos, donde son
las preguntas que formule las que guian el trabajo, que las respuestas que dé a los
estudiantes. Ahora, consideramos importante para el desarrollo de las tareas propuestas el
rescatar cada uno de los argumentos que den los estudiantes, donde el profesor no debe
indicar si son correctos 0 no, sino invitar al estudiante a llevar un ejercicio de demostracion

a partir del uso de argumentos que permitan validar una hipétesis dada.

En consecuencia, es necesario aclarar que con la propuesta curricular no se espera que el
estudiante aprenda a trisecar angulos, sino que se genere en la clase de matematicas
discusiones alrededor de la percepcion que ellos tiene de las matematicas, mostrar que hay
problemas que son irresolubles y que tardaron muchos afios en proponer una solucion, y
que parte de esta solucion esta mediada por una discusién sobre la exactitud. Por esta razon,

es importante y fundamental el papel del profesor.

En altimo lugar, se hace necesario dentro del disefio el uso de Geogebra, cuya funcion
especifica es modelar y validar la medicion de los angulos en las diferentes construcciones
geométricas, ya que este software permite llegar a las comparaciones cruciales entre el

modelo fisico (regla y compas) y el mundo abstracto de las matematicas.
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Capitulo 3 REFERENCIA HISTORICA AL PROBLEMA DE LA

TRISECCION DEL ANGULO

Para hacer referencia al problema de la triseccion del &ngulo, es necesario hacer una mirada
al contexto historico de la época, a los instrumentos que utilizaban y a la geometria que
aplicaban. Por ello, inicialmente nos remitimos a Euclides siglo 111 a.C, quien expone en
su libroLos Elementos la demostracion de proposiciones mediante una forma encadenada
de razonamientos deductivos, sin permitirle al lector saber qué instrumentos utiliza, porque

nunca hace referencia a estos.

Ahora, cuando Euclides presenta los tres primeros postulados® expone las caracteristicas de
ciertos instrumentos que utilizaria para el proceso de construccion y demostracion de las
diferentes proposiciones; por ejemplo, en el Postulado 1 indica que dados dos puntos se
puede trazar una linea recta, y ademas complementa con el postulado 2, dandole la
propiedad a dicha linea recta de prolongarse indefinidamente. Asi mismo en la Definicion 2
indica que “Una linea es una longitud sin anchura” y la Definicion 4 “Una linea recta es

iz

aquella que yace por igual respecto de los puntos que estdn en ella” estos argumentos
ponen en evidencia la aparicion de un instrumentos simple como “la regla”, que puede ser
tan larga como se quiera, que no tiene medidas y que tendria como funcion representar

geométricamente lineas rectas.

Por otro lado, en el Postulado 3 hace referencia a la construccion de otro tipo de linea (sin
indicar que es una curva) dado un punto como centro y una distancia como radio; asi
mismo la Definicién 15indica que un circulo es una figura plana comprendida por una sola
linea (llamada circunferencia) de tal modo que todas las rectas dibujadas que caen sobre
ella desde un punto de los que estan dentro de la figura son iguales entre si. Esta definicién
se complementa con el Postulado 3, asi Euclides de una manera implicita presentd la

utilizacion de un instrumento como el “compas” el cual debia tener un punto fijo y de

*Principios que se admiten como ciertos sin necesidad de ser demostrados y que sirve como base para otros
razonamientos.
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cierta manera uno en movimiento, porque tenia la funcién de plasmar un rastro formando
lo que definid como circunferencia. De esta manera como Arenzana (1998) indica “la
geometria griega se habia planteado una serie de problemas y los habia resuelto con el uso
de los utensilios permitidos para las construcciones geométricas, la regla y el compds”
por lo tanto, se tenia una regla y un compas para realizar diferentes operaciones entre
magnitudes como suma, resta, multiplicacion y division, ademés construir raices cuadradas
a partir de una unidad de longitud y nimeros de la forma a + b n., donde a,b yn son

racionales.

Sin embargo, los problemas que se presentaban consistian en la realizacion de un ndmero
finito de pasos para demostrar teoremas, haciendo uso de definiciones, postualdos y
nociones comunes. No obstante, Arenzana (1998) manifiesta que “no todas las cuestiones
que se planted la matematica griega se pudieron resolver con las operaciones que
permitian realizar la regla y el compas” porque cuando surgieron los problemas clasicos
griegos como la triseccion del angulo, la cuadratura del circulo y la duplicacion del cubo, la
regla y el compas no permitian solucionarlos y por ello los catalogaron como imposibles.

En este sentido Rodriguez y Benjamin (S:F) indican que el problema de la triseccion del
angulo, consiste en dividir un angulo cualquiera en tres partes iguales usando Unicamente la
regla y el compas. Hay varias razones por las cuales este problema difiere de los otros
problemas clasicos griegos: primero, no hay una historia real que relate la manera como el
problema llegé a ser estudiado por primera vez; segundo, es un problema de otro caracter,
ya que no es posible cuadrar un circulo ni duplicar un cubo, pero si es posible trisecar

ciertos angulos.

La primera curva creada para resolver este problema, se atribuye a Hipias de Elis y aparece
en el siglo V a.C. Esta curva aparecio antes de las conicas y permitia no solo dividir un
angulo en tres partes sino en cualquier nimero de partes. En la antigiedad el problema
también es resuelto por Arquimedes de Siracusa con su espiral uniforme, por Nicomedes

con su Concoide y por Pappus con su Hipérbola. En los Gltimos cuatro siglos aparecen
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otros mecanismos y curvas para resolver el problema, tales como la cicloide de Ceva, el

caracol y el trisector de Pascal, la trisectriz de Maclaurin entre otras.

En este sentido, Jim Loy (2003) indica que entender el problema de la triseccion del angulo
conlleva establecer una relacion entre lo que se podia y no se podia hacer dentro de lo que
consideraban como geomeétria, dado que “Es mas dificil probar que algo es imposible, lo
que es para demostrar que algo es posible”. Por esta razon, se analiza cuél era la condicion
que le daba la caracteristica de “problema imposible” a los problemas clasicos griegos; por
ejemplo en la Cuadratura del Circulo el problema radica en construir un cuadrado con la
misma area de un circulo dado, donde la imposibilidad estaba en la construccion de una
longitud igual a @ que a Su vez requeria encontrar la raiz de n. Este nUmero, como lo

demostrd Ferdinand Lindemann en 1882, no se puede contruir con regla y compas, dado

que no se puede expresar de la forma a + b n por lo tanto era un nimero transcendente.

Por otro lado, estaba el problema de la Duplicacién del Cubo el cual consistia en
encontrar la raiz cibica de una longitud, raiz cubica que no se podia construir con la regla 'y
compas. Por lo tanto la imposibilidad de los problemas clasicos griegos la demostraban los

matematicos mostrando que no se podian construir con la regla y el compaés.

Ahora, el problema de la Triseccion del &ngulo implica la divisién en tres partes iguales de
una longitud de arco, lo que llevaba a pensar en el proceso de rectificacion de una curva,
ahora como se debia encontrar una relacién de angulos triples* se debfa solucionar una

ecuacion cubica, que como se evidencia en la duplicacién del cubo, ya era algo imposible.

Por ello, uno de los cuestionamientos de este trabajo, consiste en pensar como abordaron
inicialmente el problema de la triseccion del angulo, utilizando Unicamente la regla y el
compas y entender (Como fue que llegaron a la conclusion que no era posible la
triseccion utilizando la regla y compas? Este interrogante fue respondido en 1837 cuando

el matematico francés Pierre Wantzel (1814-1848) demostrd que esto no puede ser. En este

*Relacion que se deriva de la suma de angulos sen (a + b) = sin (a) cos (b) — cos (a) sin (b) como
sen3a = 3sina — 4sina
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sentido, (Suzuki, 2008) explica que la triseccién de un &ngulo corresponde a una ecuacion

cUbica de la siguiente manera:

Dada una circunferencia de centro O y radio unidad, con angulo central AOC igual a 36.
Queremos encontrar el punto B en el circulo donde angulo BOC es igual a 0. Si dejamos
caer AD y BE perpendicular OC, tenemos AD = sin 30y BE = sen 6. Estas cantidades

se relacionan a través de la identidad: sin 30 = 3 sin® — 4 sin30

Desde el angulo AOC es el angulo dado, entonces 36 es una cantidad conocida que
podemos designado como |. Asi, si las raices reales del = 3x — 4x3 no son construibles
con regla y compas, por lo tanto se concluye que la triseccion del angulo correspondiente es

imposible.

Sin embargo. (Siavash, 2012, enero) aborda una posible solucion al problema griego de
triseccion de un angulo arbitrario utilizando sélo regla y compas, presentando su prueba
algebraica; para ello, considera que si esta construccion requiere de la existencia de raices
racionales de la ecuacion cubicax® — 3x — 1 = 0, se debe tener en cuenta que Descartes
plantea una solucion a partir de la interseccion de una pardbola y una circunferencia,
indicando que en vez de enfrentar este problema con una expresion cubica se muestra a

depender de la ecuacion cuadratica y? — 3 + ¢ = 0donde ¢ es una constante.

Por ello, se hace referencia a Descartes (1596-1650) que en su libro La Geometria (1637)
sefialo que para demostrar ciertas construcciones imposibles se debia tener en cuenta que al
tomar las longitudes de los segmentos de linea como numeros reales, era necesario
determinar que los diferentes problemas se debian representar de manera geométrica como
algebraica, asi mismo expresar simbolicamente la solucién convirtiendo la expresién

algebraica en un procedimiento de construccion geométrica.

Al ver, que hay demostraciones de la posibilidad e imposibilidad del problema de la
triseccion del angulo, se busca entender como se abordo el problema inicialmente, y para
ello, encontramos que Jim Loy (2003) presenta una recopilacion de diferentes

construcciones donde se intenta trisecar un angulo utilizando regla y compas y cita trabajos
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como los de Yates (1942) The Trisection Problema , George E, Martin (1998) Geometric
Constructions, Clayton w. Dodge (1984) Euclidean Geometry And Transformations,
Nicholas D. Kazarinoff (2003) Ruler And The Round; Classic Problems In Geometric
Constructions entre otros mas, quienes demuestran que la imposibilidad de la triseccién
del &ngulo con regla y compas es una cuestion de exactitud, donde la curva viene a

representar una estrategia para la solucién de los tres problemas clésicos griegos.

A continuacion se presentan algunas de las construcciones que presenta Jim Loy (2003) las
cuales se se realizaron con regla y compas (Momento 6) y asi mismo la modelacion en el

programa Geogebra:

Construccion 1:

- Sean los puntos A 'y B y una recta m que pasa por ellos.

Constrayase la circunferencia con centro en A 'y radio AB

- Se ubica un punto C sobre la circunferencia AB

- Se traza una semirrecta que pasa por el centro ‘A’ y el punto C

- Se construye el segmento CB

- Se ubican los puntos medios D y E de los segmentos AC y AB respectivamente.

- Se traza un segmento que una los puntos C y E y otro que una los puntos Dy B

- Se ubica el punto medio F del segmento CB

- Se traza el segmento EF y DF

- Se encuentra el punto de interseccion entre el segmento DF y CE, el cual Ilamaremos G

- De manera analoga al paso anterior, se encuentra el punto de interseccion entre el
segmento CB y EF, el cual llamaremos H

- Se construye una semirrecta que pase por A y G, y analogamente una semirrecta que
pase por Ay H.

- Se encuentra el punto de interseccion | entre la semirrecta AG y el segmento CB,

analogamente se halla el punto de interseccion J entre la semirrecta AH y el segmento

CB.
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Modelo realizado con regla y compas

Modelo realizado en Geogebra

Construccion 2:

- Sean los puntos A 'y B y una recta m que pasa por ellos.

- Constrayase la circunferencia con centro en A y radio AB.

- Se ubica un punto C y D sobre la circunferencia AB.

- Se construye el segmento AC, AD y CD.

- Se halla el punto medio E del segmento CD.

- Se construye el segmento AE

- Dado el punto E se construye una circunferencia Cg con centro en E y que pasa por el
punto D,

- Se halla el punto de interseccion entre la circunferencia Cg y el segmento AE
[laméndose punto F

- Se traza el segmento FC y FD

- Se traza la circunferencia con centro D y radio DE, llamandose Cp

- Se hallan los puntos de interseccion de la circunferencia Cp y la circunferencia Cg,
Ilamandose a estos puntos, los puntos G y H

- Se construye la circunferencia Crcon centro en F y radio FC.

- Setraza el segmento AHy FH

- Se halla el punto de interseccion J entre los segmentos AHy CD
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Se halla el punto de interseccion L entre la recta FH y la circunferencia Cg

Se traza dos mediatriz, una entre los puntos Jy L y otra e los punto L y H

Se halla el punto de interseccion entre las dos mediatrices llamandosele M.

Se construye la circunferencia Cy con centro en M y radio HM

Se construye la circunferencia C;, tiene centro en J y pasa por el punto D

Se halla el punto de interseccion O entre el segmento CD vy la circunferencia C;

Angulos.

0=6032°
p=1922
y=21.05
5=19.15°

Modelo realizado en Geogebra

Construccion 3:

Sea el punto A la interseccion entre los ejes y e X y B un punto sobre el eje y

Sean los puntos Ay By la circunferencia Ca con centro en A y radio AB

Se halla punto de interseccion C entre la circunferencia Cay el eje x

Se toma un punto D que este sobre la circunferencia Ca

Se traza el segmento AD

Se traza la bisectriz del angulo £DAC

Se marcan los puntos E, F, G y H, todos conservando la misma distancia entre ellos.

Se trazan cuatro circunferencias con centro en A 'y que pasan por los puntos E, F, Gy H

respectivamente.
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Se trazan los puntos I, J, K y L como puntos de interseccion entre las circunferencias
trazadas en el paso anterior y el segmento AD

Se trazan rectas paralelas al eje X y a su vez que pasan por los puntos I, J, K, Ly D.

Se traza rectas paralelas al segmento AD y que pasan por los puntos E, F, Gy H

Luego se hallan los puntos de interseccion entre las primera recta paralela construida al
eje X y que pasa por | y la primera recta paralela construida al segmento AD que pasa
por E, luego el punto de interseccion entre la primera recta paralela al eje x y la segunda
paralela al eje y asi sucesivamente hallamos los puntos de interseccion M, N, O, P, Q, R,
S,T,UV,W.

Se trazan segmentos que pasan por los puntos de interseccion, segmento EIl, segmento
FJ, segmento GK, segmento HL y segmento CD.

Angulos.

G=085"y=1016" E
=287 ‘
p=0985" '

b ADXK = 580

o
A%

&4 AKLF
4 A Le AT

. Modelo realizado con regla y compas
Modelo realizado en Geogebra glay P

Construccion 4:

Punto de interseccion A entre los ejes x e y
Se marca un punto cualquier B sobre el eje y
Se traza la circunferencia Ca con centro en A y radio AB

Se traza un punto C sobre la circunferencia Ca
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Se halla el punto de interseccion D entre el eje x y la circunferencia Ca.

Se traza el segmento AC

Se traza la bisectriz de £CAD

Se hallan los puntos de interseccion E y F entre la circunferencia Ca y la bisectriz
anteriormente trazada.

Se halla la bisectriz F, Ay D

Se hallan los puntos de interseccion H y G entre la circunferencia Ca y la bisectriz
anteriormente trazada.

Se halla la bisectriz F, Ay H.

Se hallan los puntos de interseccion | y J entre la circunferencia Ca y la bisectriz
anteriormente trazada.

Se halla la bisectriz F, Ay J.

Se hallan los puntos de interseccion | y J entre la circunferencia Ca y la bisectriz
anteriormente trazada.

Se halla el punto de interseccion K entre la circunferencia Cay la bisectriz anteriormente

trazada.

. 4 CAM=21°
G\ _ =i | ¥ e
X 4ML\J = :f J
A | xTap=22°

. Modelo realizado con regla y compas
Modelo realizado en Geogebra glay P
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Construccioén 5:

Punto de interseccion A entre los ejesx e y

Se marca un punto cualquier B sobre el eje x

Se traza la circunferencia Ca con centro en A y radio AB
Se traza un punto C sobre la circunferencia Ca

Se traza el segmento ABy AC

Se halla el punto medio C del segmento AC

Se traza el segmento DB.

Se halla el punto medio E del segmento DB

Se traza una semirrecta que pasa por los puntos Ay E.
Se marca un punto de interseccion F entre la semirrecta anteriormente trazada y la
circunferencia Ca.

Se traza una bisectriz entre los puntos C, Ay F.

Angulos.

| ¥CaH=13°
JHAF \'*f
4 gaeW

. Modelo realizado con regla y compas
Modelo realizado en Geogebra glay P
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Construccion 6:

- Punto de interseccion A entre los ejes x e .

- Se marca un punto cualquier B sobre el eje y.

- Se traza la circunferencia Ca con centro en A y radio AB.

- Se traza la circunferencia Cg con centro en B y radio BA.

- Se hallan los puntos de interseccion A, B, C y D entre las circunferencias Cay Csg.

- Se construye el triangulo equilatero ABC.

- Se halla el punto medio E del segmentos CB.

- Se construye la circunferencia Cg con centro en B y radio BE.

- Se marca el punto de interseccion M entre el eje x y la conferencia Csg.

- Se marca un punto B’ que este sobre la circunferencia Cg,

- Se traza una semirrecta que pase por los puntos By B’.

- Se hallael angulo E, By B’

- Se hallan los puntos interseccion O y P del angulo construido y la los segmentos BE y
BB’

- Se traza el segmento OB’ y EP.

- Se halla el punto de interseccion Q entre los segmentos OB’ y EP.

- Se construye una recta paralela al eje x que pase por Q y se halla el punto de
interseccion R entre la paralela y el segmento BC (lado del triangulo)

- Se traza un segmento cuyos extremos son los puntos Ay R.

- Se construye la bisectriz del angulo RAC.

- Se halla el punto de interseccion S de la bisectriz con el segmento BC (lado del
triangulo)

- Angulos.
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Modelo realizado con regla y compas

Modelo realizado en Geogebra

Construccion 7:

Punto de interseccion A entre los ejes x e y.
Se marca un punto cualquier B sobre el eje y.
Se traza la circunferencia Ca con centro en A y radio AB.
Se traza un punto C sobre la circunferencia Ca,
Se traza una recta a paralela al eje y que pase por el punto C.
Se halla el punto de interseccion D entre la circunferencia Ca Y la recta a paralela al eje
X.
Se halla el punto de interseccion F entre el eje X y la circunferencia Ca |
Se halla el punto de interseccion G entre la recta a y la circunferencia Ca,
Se traza el segmento AC y AD.
Se traza un circunferencia Ca; con centro en el punto A y con el doble de radio de la
circunferencia Ca
Se traza un circunferencia Cg con centro G y radio el doble de radio de la circunferencia
Ca
Se halla el punto de interseccion H entre la circunferencia Cg y el eje x.
Se traza una circunferencia Cy con centro en H y de radio el de la circunferencia Ca,
Se halla los puntos de interseccion | y J entre la circunferencia Cy y la circunferencia
CAl
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- Se trazan los segmentos Al y AJ.
- Angulos.

. Modelo realizado con regla y compas
Modelo realizado en Geogebra glay P

Construccion 8:

- Punto de interseccion A entre los ejes x e y

- Se marca un punto cualquier B sobre el eje x

- Se traza la circunferencia Ca con centro en A y radio AB

- Se traza un punto C sobre la circunferencia Ca

- Se traza una semirrecta que pasa por los puntos Ay C.

- Se halla el punto medio entre el punto Ay C.

- Se ubican los puntos un punto E y F en el eje X, tal que AF=FE=EB

- Se traza el punto medio del segmento AC y lo nombramos D

- Setrazan los segmentos DB y CE.

- Se halla el punto de interseccion G entre los segmentos DB y CE.

- Se traza una semirrecta que pasa por los puntos Ay G.

- Se marca el punto de interseccion H entre la semirrecta trazada en el paso anterior y la
circunferencia Ca,

- Se traza la bisectriz dada entre los puntos C, Ay H.
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- Se marca el punto de interseccion J entre la bisectriz trazada en el paso anterior y la

circunferencia Ca,

- Angulos.

. Modelo realizado con regla y compas
Modelo realizado en Geogebra glay P

Construccion 9:

- Sean los puntos A 'y B y una recta a que pasa por ellos.

- Se marca un punto C que este en el segmento AB

- Se traza la circunferencia Cg con centro en B y que pase por C.

- Se traza dos rectas perpendiculares a la recta a que pasen por B y por C, rectad y recta e
respectivamente.

- Setraza la circunferencia Cc con centro en C y radio CB

- Se halla el punto de interseccion D entre la circunferencia Ccy la recta a

- Se ubica un punto E cualquiera.

- Setraza unarecta h que pase por E y por B

- Setraza unarecta i perpendicular a la recta h que pase por B

52



- Se halla el punto de interseccion F entre la recta h y la circunferencia Cg
- Se traza una recta perpendicular j a la recta h que pase por F

- Se halla un punto de interseccion G entre las rectas e y j

- Se traza el segmento DG, GB

- Angulos

mugve punto E

Modelo realizado en Geogebra

Modelo realizado con regla y compas

Construccion 10:

- Punto de interseccion A entre los ejes X e y

- Se marca un punto cualquier B sobre el eje x

- Se traza la circunferencia Ca con centro en Ay radio AB

- Se halla el punto de interseccion entre el eje x y la circunferencia Ca,
- Se traza la circunferencia Cc con centro en C y radio AC

- Se halla el punto de interseccion entre el eje x y la circunferencia Cc.
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- Se traza una recta perpendicular g al eje x que pase por C.

- Se ubica un punto E sobre la circunferencia

- Se traza el segmento EA.

- Se traza una recta perpendicular i al segmento EA en el punto E. Luego se traza una
perpendicular sobre EA en el punto A. Se toma G como el punto de interseccion entre la
perpendicular y la circunferencia Ca

- Se halla el punto de interseccion F entre la recta g y la recta i anteriormente trazada.

- Seindica el punto D tal que AC=CD.

- Se traza una recta j que pase por los puntos F y A.

- Se traza una recta j que pase por los puntos F y D.

- Angulos.

FGHA =22
4 A

Modelo realizado con regla y compés

Modelo realizado en Geogebra

Construccion 11:

- Punto de interseccion A entre los ejes x e y

- Se marca un punto cualquier B sobre el eje y

- Se traza la circunferencia Ca con centro en Ay radio AB
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Se traza un punto D sobre la circunferencia Ca,

Se traza el segmento AD.

Se traza una recta b perpendicular al segmento AD que pasa por D.

Se traza una recta d perpendicular al segmento AD que pasa por A.

Se traza un punto E sobre la recta b

Se construye una circunferencia Ca con centro en A y que pasa por el punto E, es decir
con radio AE.

Se traza una recta e perpendicular a la recta b que pasa por el punto E.

Se halla el punto de interseccion G entre la recta e trazada en el paso anterior y la
circunferencia Ca con centro en A 'y que pasa por E.

Se halla el punto de interseccion H entre la recta e y la recta d.

Se halla el punto de interseccién | entre la recta d y la circunferencia Ca con centro en A
y que pasa por E.

Se traza una recta f que pase por los punto Ay G

Se traza una recta h que pase por los punto Ay E.

Angulos.

Py o 1 FTA6 = |5°
o £ 6AH=|6"
§ HAE = |5

. Modelo realizado con regla y compas
Modelo realizado en Geogebra glay P
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Estas son algunas de las construcciones que suponemos se realizaron en el intento de
solucionar el problema con los instrumentos con los que contaban. Sin embargo en el
proceso de construccion se evidencio que al realizar dichas construcciones en una hoja
blanca, a mano y con lapiz, esos valores minimos no se pueden percibir. En este sentido nos
cuestionamos sobre ¢Qué instrumentos de medida utilizaron aquellos matematicos que se
enfrentaron al problema de la triseccion del &ngulo, para concluir que dichas construcciones

y demostraciones no eran posibles con regla y compas?

Esto nos permite reflexionar sobre el papel del dibujo, de las representaciones graficas y de
lo tangible donde nuestros sentidos nos pueden arrojar informacién que posiblemente nos
Ileve a concluir que una medida es exacta. Sin embargo, el proceso de demostracion no se
limita a la construccidn, sino que pone en juego el manejo de argumentos matematicos que

confirmen y validen un proceso de medicion.

Desde este cuestionamiento, aparece otra forma de resolver el problema de la triseccion del
angulo, donde no se siguen las normas de la utilizacion unicamente de la regla y el compas,
porque se dieron cuenta que la triseccion del angulo no era exacta, por lo tanto vieron la
necesidad de violar las reglas, ello implica la utilizacién de instrumentos movibles. Tales
instrumentos construyen curvas que son generadas por una composicion de movimientos en
el plano, donde matematicos como Arquimedes presentaba curvas que se trazan utilizando
instrumentos movibles. En las siguientes construcciones se validara la exactitud de la

triseccion del angulo utilizando para ello diferentes curvas:
Construccién 12:

- Se gréfica la funcién x* (parabola), simétrica con respecto al eje y.

- Se halla el punto de interseccion A entre la funcion y el eje x

- Se traza le circunferencia Ca con centro en Ay radio 2 unidades.

- Se ubica un punto B sobre la circunferencia Ca

- Setraza unarecta a paralela al eje x que pasa por el punto B.

- Se halla el punto de interseccion entre la circunferencia Ca y el eje y.
- Se halla el punto de interseccion D entre la recta ay el eje y.
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- Se halla el punto medio E entre los puntos D y B.

- Se traslada la distancia que hay entre los puntos D y E como radio de la circunferencia
Cccon centro en C.

- Se traza una recta b paralela al eje x que pasa por C

- Se hallan los puntos de interseccion F y G entre la recta b y la circunferencia Cc

- Se traza la circunferencia Crcon centro en F y radio FA.

- Se halla el punto de interseccién H la funcién x° y la circunferencia Ce

- Se traza una recta i perpendicular al eje x que pase por H.

- Se hallan los puntos de interseccion | y J entre la recta i y la circunferencia Cay entre la
recta iy el eje x.

- Se traza el segmento Al y AB.

- Se biseca el angulo formado por los puntos B, Ay I.

- Se halla el punto de interseccion K entre la bisectriz trazada y la circunferencia Ca

- Angulos.

Construccion 13:
- Se gréfica la funcion x*/2, simétrica con respecto al eje y.
- Se ubica el punto A como la interseccion entre los ejes x e y

- Se traza la circunferencia Ca; con centro en A y radio 1
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Se traza la circunferencia Ca, con centro en A y radio 2 (doble del radio de la
circunferencia Ca1)

Se hallan los puntos de interseccion B y C entre la circunferencia Caz con el eje x.

Se traza la recta a perpendicular al eje x que pase por el punto C.

Se halla el punto D como el punto de interseccion entre la recta a y la circunferencia
Chz.

Se traza la semirrecta AD.

Se traza la circunferencia Cas con centro en A y radio 4 (doble del radio de la
circunferencia Cay)

Se halla el punto E como el punto de interseccidn entre la circunferencia Caz y la
semirrecta AD.

Se halla el punto de interseccion F entre la circunferencia Ca1y el eje y.

Se traza la recta g siendo ésta una recta paralela al eje x que pasa por el punto F.

Se halla el punto G como la interseccidn entre la recta g y la circunferencia Cag,

Se traza el segmento cuyos extremos son los puntos Ay G.

Se traza la recta i como la perpendicular al eje x que pase por el punto G.

Se halla el punto de interseccion H entre la recta i y la funcion cubica.

Se traza la recta j que pase por los puntos F y H.

Se halla el punto de interseccion | entre la circunferencia Cas Y el eje x.

Se traza el angulo formado entre los puntos G, A e I.

Se halla la bisectriz del angulo GAI.

Se halla el punto de interseccion J entre la bisectriz trazada y la circunferencia Cag,

Se traza la recta k que pasa por los puntos Ay J.

Se traza los angulos IAG, GAJy JAE.
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Construccion 14:

- Sea k un numero real positivo.

- Trazar una recta horizontal m (directriz).

- Sean L y W dos puntos sobre la recta m tales que la distancia (D,M) >2k.
- Trazar la circunferencia Cyy con centro en W y radio k.

- Sea C un punto sobre la circunferencia Ceg.

- Se traza la recta h que pasa por los puntos Wy C.

- Trazar la circunferencia C. con centro en L y radio k.

- Se traza la recta n que pasa por los puntos L y C.
- Sean N y V las intersecciones de la circunferencia C, y la recta h.
- El lugar geométrico generado por los puntos N y V cuando se mueve W sobre la recta m

es la Concoide de Nicomedes.
- Movilizamos por la directriz la circunferencia Cyy hacia la izquierda hasta donde el punto

V sea la interseccion entre la circunferencia Cy y la Concoide de Nicomedes.

- El'&ngulo «CLQ es la tercera parte del <CWQ.
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Construccion 15:

- Se traza la recta m que pasa por los puntos A y B tal que distancia (A,B) =1

- Se traza la circunferencia Ca con centro en A y radio la distancia AB

- Se traza un segmento AC, tal que sea radio de la circunferencia Ca y a Su vez
perpendicular a la recta m

- Setraza el arco CB

- Se ubica el punto D sobre el arco CB.

- Se traza la semirrecta AD

m(EG6) _ mED) ) 4 anterior relacion de
m(CA)  m(CB)

- Sea G un punto sobre el segmento AC tal que

proporcion significa que la medida m(CG) aumenta con velocidad constante conforme
aumenta medida m(CD) con velocidad constante

- Se traza la recta h de tal manera que sea perpendicular al segmento AC y que pase por G

- Sea P un punto de interseccion entre la recta h y la semirrecta AD

- Sea la Cuadratriz de Dinostrato el lugar geométrico generado por el punto P cuando se
mueve D sobre el arco CB.

- SeaR la interseccién de la recta h con el segmento SB.

- Se divide el segmentos SB en tres partes iguales utilizando el Teorema de Tales,
consiguiendo los puntos Oy Q.

- Se trazan las rectas perpendiculares m y n al segmento SB que pasan por los puntos O y

Q respectivamente.
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- Se hallan los puntos de interseccion N y M entre las rectas m y n y la Cuadratriz de
Dinostrato.
- Se trazan las semirrectas AN y AM.

- Lamedida del angulo LAM es la tercera parte del angulo LAP.

-
N\
|

o= 4653°

Ahora, en la construccion de las curvas mecanicas, la regla y el compés dejaban ver solo
puntos que pertenecian a dichas curvas pero rompian la continuidad que exigia su trazado.
Por lo tanto, dichas curvas en movimiento debian ser trazadas a partir de instrumentos que
se caracterizaran por su estructura dado que debian tener partes fijas y partes moviles y por
su disefio, puesto que debian tener medidas especificas y cumplir con relaciones
proporcionales entre ellas. Consecuentemente, eran instrumentos cuya construccion exigia

un problema el cual hacia referencia a garantizar la exactitud en la medida de los angulos.

En este sentido, Jim Loy (2003) distingue dos momentos cruciales en el abordaje del
problema de la triseccion del angulo; el primero que lo llama “legal”” usando Unicamente la
regla y el compas, y el segundo “violando las reglas” haciendo uso de curvas mecanicas.
Sin embargo, lo que diferencia estos dos momentos, no se limita Unicamente al uso de
algunos instrumentos para construir geométricamente la triseccion del angulo, sino que

Ilevaba de fondo una discusion muy fuerte alrededor de la exactitud y la precision de dichas
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construcciones. Por ello, a continuacion se presentan algunos aspectos generales que se

consolidaron a partir de la revision de algunos documentos (Momento 8):

3.1 PROBLEMA DE LA PRECISION Y LA EXACTITUD

El desarrollo histérico de las Matemaéticas, trae consigo interrogantes que posiblemente
fueron puntos claves de discusion entre antiguos matematicos y que permitieron establecer
teorias, técnicas e instrumentos que dieron respuesta a dichos interrogantes, y uno de ellos

pudo ser ¢Qué es la exactitud?

De acuerdo a este interrogante, (Peralta, 1998) intentando establecer una relacion entre las
matematicas y el arte (musica, pintura y literatura) indica que “...el ideal en el estilo no era
el casticismo, ni el adorno, ni la elocuencia; lo era en cambio, la claridad, la rapidez. Lo
que se necesita es exactitud y claridad; después, si se puede, elegancia, pero lo primero es
exactitud” mostrando la exactitud como una cualidad necesaria para encontrar armonia en

las diferentes manifestaciones culturales del hombre.

Por otro lado, esta idea de exactitud es comparada por (Auger, 1961)quien de una manera
jocosa establece que “La exactitud actual es comparable a encontrar un grano de café
imperfecto entre 500 toneladas de café seleccionado” reconociendo una gran complejidad
en este proceso, en el gran reto de establecer que algo es “exacto”.Asi mismo, (Redondo,
2001)identifica que el Unico ingrediente que hacia intrinsecamente diferente a la
Matemaética del resto del conocimiento cientifico era la validez incontestable de sus
resultados, sin embargo esta imagen se diluia, porque habia comenzado lo que Kline (1985)
denominaria “desastres” dado que hasta en el propio método axiomatico-deductivo, en esa

aproximacion “perfecta” a la exactitud del conocimiento, se encontraban fallos.

No obstante, la idea de exactitud la han asociado estrictamente a una cualidad de las
ciencias “exactas” que son exactas porque involucran en la modelacion de sus fendmenos
las Matematicas. Asi mismo, se pueden encontrar diferentes caracteristicas de la exactitud
como las que presenta (Cromer & Fernandez Ferrer, 2010)quienes indican que “La

exactitud depende de los errores sistematicos que intervienen en la medicion, denotando la
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proximidad de una medida al verdadero valor y, en consecuencia, la validez de la
medida”, otras fuentes indican que la exactitud implica la inexistencia de error o del fallo,
también se puede considerar como la capacidad de un instrumento para medir un valor
cercano a la magnitud real. Estas definiciones dejan evidenciar quelo que se conoce como
exactitudestd vinculado con la cercania del valor medido y el valor real. En este sentido,
(Chamorro, 1994) en el Problema de la Medida indica que

La mayoria de veces en la vida corriente, no se precisa conocer de manera exacta la medida
de un objeto, basta con dar encuadres (esta entre tanto a tanto) o aproximaciones (alrededor
de). Pero si medir es una técnica que se va depurando y que requiere de un adiestramiento a
través de la préctica, aproximar es igualmente complejo...pag. 72

Entonces, la exactitud, es una caracteristica que se le ha consagrado a las Matematicas
como lo afirma (Godino, 2003)“La matemdtica es una ‘“‘ciencia exacta”, los resultados de
una operacion, una transformacion son univocos”’ donde a partir de esto, la percepcion de
las matematicas conlleva a una ciencia que no admite el error. En consecuencia, el proceso
de ensefianza de las matematicas que se lleva a la escuela, estd condicionado por un peso
gigante que se le da al resultado “exacto” de una operacion en la solucion de un problema.

En relacion a esto, (Godino, 2003)establece que

. es frecuente que las propuestas curriculares potencien exclusivamente una cara de la
moneda: la que se ajusta mejor a la imagen tradicional de las matematicas como ciencia

2% <C

exacta. Asi, por ejemplo, se prefiere la matematica de la certeza (“si” o “no”, “verdadero” o

(I3

“falso”) a la de la probabilidad (“es posible que. . . ¢, “con un nivel de significacion de. . .
“); la de la exactitud (“la diagonal mide \27, “el 4rea de un circulo es mr2”,...) a la de la
estimacion (“me equivoco como mucho en una décima”, “la proporcion aurea es
aproximadamente 5/3”, ...).pag. 26

En este sentido, (Cromer & Fernandez Ferrer, 2010)explica que es necesario reconocer que
el valor exacto de una magnitud fisica es un concepto utopico, ya que es imposible
conocerlo sin incertidumbre alguna. Por lo que es evidente, que una cosa es encontrar un
valor “exacto” en el mundo abstracto de las matematicas y otra cosa es modelizar esa
magnitud en el mundo fisico, real y tangible. Esta afirmacion la confirma (Godino,
2003)cuando en el momento de comparar la modelizacion matematica de un cierto hecho

de la realidad, siempre es aproximada, porque el modelo nunca es exacto a la realidad.
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Las discusiones sobre la exactitud, sin lugar a duda se debieron presentar cuando los
antiguos matematicos buscaban la solucién a los problemas clésicos griegos como la
triseccion del angulo, la cuadratura del circulo y la duplicacién del cubo (afio 430 AC). En
esta basqueda, los matematicos para resolver un problema contaban con una serie de
definiciones, postulados y teoremas e instrumentos como la regla y el compés, donde a
partir de los tres postulados de Euclides se delimitaba las acciones que se podian efectuar
con dichos instrumentos. En este sentido, (Suzuki, 2008)indica que la "imposibilidad” se
deriva de una restriccion, supuestamente impuesta por Platon (427-347 ac) donde los

gedmetras no utilizan instrumentos ademas del compés y una regla.

Teniendo como objeto de observacion, la triseccion del angulo, el dividir un angulo
cualquiera en tres partes iguales conlleva a garantizar que cada una de las partes mide
exactamente lo mismo, dado que si alguna de las partes no es igual, no se garantiza la
triseccion. Esta condicion, deja ver que la “exactitud” vista como “perfeccion” fue una

condicion esencial para validar un resultado. En este sentido, (Arenzana, 1998)resalta que

La matematica griega estaba dominada por la geometria y sus métodos donde las
operaciones elementales se hacian mediante construcciones geométricas y estas
construcciones estaban en la base de sus razonamientos. Para los griegos el hecho de
hacer una multiplicacién mas aproximada carecia de sentido y consistiria, en todo caso, en
esmerarse al maximo en el dibujo, en la construccion geométrica con la que se realizaba la
operaciéon. Con todo, siempre existiria el convencimiento de que la perfeccion era
inalcanzable pero que el dibujo realizado para resolver un problema nos evocaria la
construccion perfecta. Pag.32

Esta afirmacion, evidencia la importancia que tenia para los griegos el buscar la exactitud,
donde el trabajo con curvas permitia dicho objetivo. Sin embargo, trabajar con curvas
inicialmente no fue muy aceptado, ya que los griegos las diferenciaron entre aquellas
curvas que se consideraban dentro de la geometria y otras que se consideraban
“Mecdanicas” que no eran aceptadas porque no se podian realizar con la regla y el compas.

En este sentido, (Arenzana, 1998)explica que

La razén de la exclusion de la geometria de las curvas mecénicas no seria porque, al ser
lineas méas complejas, fuera necesaria mayor precision de trazado o aparatos mas
sofisticados que no alcanzaran a dar la exactitud requerida, puesto que la verdadera
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perfeccion de la geometria griega se lograba en el pensamiento, esto es, en la claridad del
método para llevar a cabo las construcciones. P34

Asi mismo, Descartes opinaba que si se entendia por geométrico lo que era exacto y por
mecénico lo que no lo era, afirma que “si la geometria era la ciencia que estudiaba y
ensefiaba a conocer la medida de todos los cuerpos, no habia razon para excluir de la
geometria el estudio de las curvas mas complejas con tal de que se pudieran imaginar

generadas por movimiento o por composicion de varios ”.(Pag. 32)

En este sentido, (Panza, 2011)propone un “Repensar la exactitud geométrica” exponiendo
una preocupacion por la exactitud y se basa en algunas posturas de Henk Bos (2001) para
establecer una comparacion entre la Geometria Plana de Euclides y la Geometria de
Descartes, manifestando que aunque hay algunas similitudes, Descartes logra una extension
conservadora de la geometria de Euclides (EG) “Descartes’s geometry is a conservative
extension of Euclid’s, and providing this extension is Descartes’s way of responding to the
exactness concern” (Pag,43) porque Descartes utiliza en su trabajo, aspectos generales de
la GE, sin embargo, el problema se generaba, dado que se debian concretar si algunos

objetos, procedimientos o argumentos debian o no permitirse dentro de esta ciencia.

Dentro de las consideraciones de (Panza, 2011)se evidencia un cambio del concepto de
construccion dado por Euclides y modificado por Descartes, puesto que Euclides propone
un proceso deductivo por medio de un conjunto de definiciones y teoremas,donde
caracteriza sus demostraciones a partir de pasos consecutivos utilizando la regla y el
compas, y Descartes se apropia de un sistema cerrado, igualmente bien enmarcado como
GE, pero involucrando instrumentos que se construian a partir de relaciones proporcionales,

y que involucraban movimientos en sus trazados.

Una comparacion que hace evidente el cambio entre Euclides y Descartes, esta en el
razonamiento que se aplica a la hora de hacer una demostracién, donde Euclides era
totalmente deductivo y Descartes aunque se apropia de las herramientas dadas por Euclides,
modifica su Geometria agregando un lenguaje simbolico utilizando las consonantes (X, Y,

z,) para valores que representa los segmentos como valores numericos conocidos Yy (a,b,c,
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d, e) como valores que son desconocidos (incdgnitas) pero que en el proceso de

demostracion supone que conoce.

Descartes se referia principalmente a la solucion de problemas,esto hace que sea muy
natural pensar que la preocupacion de Descartes a la exactitud geométrica es el aspecto
geométrico de su busqueda de la claridad y distincion. Para Descartes, la claridad y la
distincion son ingredientes necesarios de la basqueda de la verdad y la certeza que Panza
(2011) citando a Bos (2001) indica que "el contexto geométrico en esta blsqueda se
refiere a lo que se define con el término 'exactitud” donde la claridad y la distincion en la
geometria no podian ser simplemente una cuestién de lo concebible racional, sino que debe
ser estrictamente ligada a la satisfaccion de las necesidades constructivas que, como lo

afirma Panza (2011) deriva directamente desde Euclides.

De acuerdo a Panza (2011) la preocupacion por la exactitud de la geometria clésica no era
una cuestion de precision. Precision fue sin duda un requisito para la geometria practica o
aplicada dado a que se requiere para llevar a cabo algunos procedimientos (materiales) con
un grado suficiente de precision, pero el requisito de la exactitud en la geometria pura fue
una preocupacion muy grande y esta obligada a argumentar con relaciones geométricas

sustentando todos los aspectos.

Ahora, segun los planteamientos de (Bos, 2001) desde el siglo XVI1 y hasta el siglo XVIlI
la idea de Exactitud Geométrica ocupd las mentes de muchos matematicos los cuales
retomaban los trabajos de gedmetras clasicos quienes ya sabian por experiencia que muchos
problemas quedaron sin solucidn si la geometria se limitaba Unicamente al uso de regla y
compés. Ellos habian sugerido diversos medios adicionales de construccion mas alla de las
lineas rectas y circulos, pero sus textos no explican claramente por qué estos nuevos medios
deben ser aceptables. La cuestion de exactitud se relacionaba directamente con las

construcciones geomeétricas.

Por ello, el algebra aparecié como una poderosa herramienta analitica que los matematicos
comenzaron a usar para la resolucién de problemas geométricos, en este sentido mas

problemas podrian ser resueltos, viejos problemas fueron resueltos mas facilmente, y al
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mismo tiempo el nuevo método sugerido muchos problemas nuevos. Asi, el campo de la
resolucion de problemas geométricos crecidé considerablemente, y este crecimiento hizo
necesario un replanteamiento de la cuestion de lo que significaba para resolver un

problema.

Dentro de los planteamientos de Panza (2011) quien se basa en Bos (2001) se identifica la
curva como objeto de estudio, como medio de construccién, y como soluciones de
problemas geometricos. En este sentido, se hizo necesario estudiar las caracteristicas y
propiedades de las curvas, analizar su construccion geométrica y la demostraciéon de las
relaciones que en ella sobresalen. Como consecuencia de ello, se presentdé un gran
crecimiento del campo de la resolucidn de problemas geométricos, la cuestion de cuando
una curva se conocia lo suficiente, o como podria aceptablemente construirse, adquirié una

gran importancia.

Para comprender la esencia de la exactitud Bos (2001) distingue varias actitudes de los

matematicos en el proceso de la interpretacion de la exactitud:

1. Apelar a la autoridad y la tradicion: hace referencia a que ciertos procedimientos
de construccion tradicionales se habian desarrollado y codificado en la Geometria
moderna temprana. Aunque las obras clésicas proporcionaron poca explicacion de
por qué eran aceptables las construcciones geométricas, los propios procedimientos
eran lo suficientemente claras. Por lo tanto, los gedmetras modernos tempranos
podian optar por trabajar en el estilo de esa tradicion, limitindose a los
procedimientos de construccion que se encuentran en las obras clasicas vy
argumentando que éstos necesitan ningin otro aval de la autoridad de los grandes
matematicos como Euclides, Arquimedes y Apolonio.

2. Laidealizacion de la practica y de métodos: Algunos matematicos argumentaron a
favor o en contra de la adopcion de los procedimientos de construccion haciendo
referencia a la practica de los dibujantes que utilizan reglas, compases y otros

instrumentos para construir figuras con gran precision, como las divisiones de las
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escalas o las curvas en las placas de los astrolabios o en los relojes de sol. La
precision y la fiabilidad de un instrumento o de un procedimiento en la préctica era
un argumento a favor de la adopcion de la idealizacién del instrumento o el
procedimiento como legitimo en la geometria pura. En este caso la interpretacion de

exactitud se basa en una idealizacion de una practica geométrica.

El analisis filosofico de la intuicion geométrica: hace referencia a la intuicion de la
certeza en la geometria. Algunos matematicos analizaron esta intuicion filosofica
con el fin de encontrar argumentos para la adopcién de su particular interpretacion
de exactitud constructiva. El defensor mas importante de este enfoque en el periodo
moderno temprano fue Descartes, cuya vision de la geometria entera fue moldeada
por su preocupacion filosofica por la certeza de las operaciones geométricas, en

particular de las construcciones.

La apreciacion de las matematicas resultantes:este aspecto hace referencia a la
calidad de las matematicas que resultan reconocidos implicita o explicitamente,
cuando los matematicos aceptan o rechazan ciertos métodos de construccién. En ese
caso, el razonamiento no se referia principalmente a la validez del procedimiento en

si, sino mas bien el interés y la calidad del sistema matematico resultante.

La negativa, el rechazo de toda norma: En la interpretacion de los matematicos la
exactitud geométrica permitia tomar la decisiébn de aceptar o rechazar cierta

construccion.

El desinterés: Los matematicos que no estaban interesados en la exactitud como
requisito en la construccion y el la solucién de problemas geométricos. Una figura
importante en la categoria de no-interes es Fermat, quien, a pesar de sus importantes
contribuciones a los métodos para el analisis de problemas geométricos, parece
haber tenido muy poca afinidad a las preguntas de la aceptabilidad de las

construcciones gque se encuentran por estos metodos.
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En este proceso Bos (2001) reconoce que aunque hubo un tiempo de “despreocupacion” del
rigor entre los matematicos del siglo XVVI y XVIII, no era una actitud de falta de interés
hacia la exactitud, sino que los matematicos estaban mas preocupados por la fundacién de

su ciencia que por la exactitud.

Sin embargo, se traia de la geometria griega a la moderna que estudiar la exactitud, se
encontraba dentro de los requisitos que debia cumplir un procedimiento para ser aceptado
dentro de las matemaéticas porque los procedimientos aproximados si bien es cierto, eran de

gran utilidad en la practica pero no eran aceptables en la geometria real.

En este sentido, el estudio de la aceptabilidad de algunos procedimientos geométricos
giraban alrededor de preguntas como ¢Cuando se resuelve un problema? ¢Cuando se
conoce realmente un objeto? ¢Qué procedimientos son aceptables en las matematicas para
resolver problemas? Donde aquellos matematicos que se tuvieron que enfrentar a la
cuestion de qué procedimientos debian ser aceptados tenian que explicar ;Qué requisitos
harian los procedimientos matematicos exactos?, ello implicaba que tuvieran que

interpretar lo que significaba exactitud para proceder exactamente en matematicas.

Panza (2011) al explicar de cierta manera la preocupacion de Descartes por la cuestion de
la exactitud, presenta diferentes curvas como la Cuadratriz de Dinostrato para trisecar un
angulo, da una idea de como la curva es la solucién a un problema, sin embargo deja en
evidencia otro problema implicito ya que debia construir nuevos instrumentos que

permitieran trazar con exactitud dichas curvas.

3.1.1 Trisectores “nuevos instrumentos”

Aunque se reconoce que, con regla y compas podian dividir cualquier angulo en partes
iguales, siempre y cuando fueran potencias de dos, porque su procedimiento consistia en
bisecar sucesivamente un angulo; entonces alguno de ellos, se preguntd;Como dividir un

angulo en partes impares? Entonces surgié un arduo trabajo en responder dicha pregunta.

En este proceso de trisecar un angulo, diferentes matematicos propusieron diferentes

instrumentos para una misma tarea, instrumentos que a su vez originaron curvas mecanicas
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fascinantes y procesos de demostracion, basados siempre en relaciones proporcionales, en

puntos moviles y fijos; donde los trisectores son una forma de mostrar los mecanismos que

a su vez originan curvas que permiten formalizar la utilizacién de los trisectores en la

representacion de curvas.

lustracién 10: Ejemplo de curva que se forma al modelar en el plano el

trisector de Ceva

A continuacion, se muestran algunos trisectores que se emplearon, presentando las

relaciones proporcionales que evidencian en su disefio y los puntos que se identifican como

fijos y moviles:

o Relaciones
Instrumento Nombre Caracteristica )
proporcionales
Puntos  mdviles GF _HA
Trisector de | HGE,CF GH FA
Kempe
Puntos Fijos ED _FA
DA FE

AB
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Puntos moviles
A,ByO 6 BOK
Trisector  de 1 3
Pascal Puntos fijos
p 360=BOK
Puntos moviles
Trisector GYH E = ﬂ
GK HI
Cartesiano Puntos fijos
FLA FA = AL
Puntos moviles
QTP 0Q RP
Trisector de RT QT
Rouse Ball Puntos fijos
S,R,0O RT = PS
Puntos moviles
0C OA
CAB — =
_ CE AD
Trisector de la CB = AB
Ceva Puntos fijos CB = AB
OED EB = BD

Finalmente, se hace referencia al trisector cartesiano, el cual se le atribuye a Descartes para
entender como la creacion de un instrumento para trisecar angulos nos lleva a reflexionar

sobre la idea de exactitud, la cual cita Panza (2011, P85)
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llustracion 11: Trisector Cartesiano presentado por Descartes

El mecanismo de este instrumento estd constituido por dos varillas (segmentos) con
bisagras AL y AF en Ay atras dos varillas (segmentos) AG y AH y G que tiene dos
deslizadores. EIl punto G se mueve con el segmento AC y H con el segmento AD. Los
segmentos FG, GK, IH, HL tienen la misma longitud y estan articulados respectivamente,
enF, I, Ky L de tal manera que AF = Al = AK = AL, luego todos equidistan de A.

Se muestra que triangulos (AAFG,AAKG,AHAI,AAFG,AALH) son los mismos, luego los
angulos BAC, CAD y DAR también son iguales menores que 180°. Por lo tanto, el
instrumento permite trisecar angulos que coinciden con el vértice del angulo; para trisecar
un «a el trisector se debe abrir hasta que el «BAE = a. EI trisector tiene dos puntos
movibles G y H, y puntos fijos los cuales son F, L y A. Conservando las siguientes

proporciones:

GF _HL
GK  HI
FA = AL

Panza (2011, P85) indica que “Descartes admite curvas geométricas por el hecho de ser

trazables a través de enlaces geométricos ”,ello implica que dichas curvas deben conservar

vinculos geométricos; los vinculos geomeétricos estan concebidos como configuraciones
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moviles de objetos geométricos, ahora bien si ello se ha de cumplir en las curvas también se

debe cumplir en los instrumentos que trazan tales curvas.

Los gedmetras de la época estaban limitados por lo que era estatico, Descartes inicialmente
lo estaba, luego se dio cuenta que si en el movimiento generado por instrumentos diferentes
a la regla y el compas existen medidas que se pueden relacionar entre si, es decir, entre
dichas medidas existen relaciones de proporcionalidad, en ese sentido tal instrumento es

aceptado por la geometria.

Teniendo en cuenta lo estudiado en el Trisector Cartesiano, este instrumento cumple
relaciones de proporcionalidad que garantiza que la triseccion del &ngulo que éste forma al
abrirse es exacta y que por lo tanto es aceptada por Descartes. Por lo tanto, identificamos la
curva como la solucion al problema de la triseccion, donde los puntos que determinan la

curvan cumplen con condiciones establecidas por relaciones proporcionales.
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Capitulo 4 DISENO PRODUCTO FINAL: “LA TRISECCION DEL ANGULO

UNA CUESTION DE EXACTITUD”

De acuerdo a todo el proceso realizado, se presenta a continuacion la propuesta curricular
en diferentes partes, en la primera se propicia al grupo de estudiantes tener una
conversacion sobre lo qué son las mateméticas como parte de la introduccion de la
propuesta, luego se presenta una imagen la cual nos va a permitir generar un contexto al
problema de la triseccion del angulo, el cual se espera que aborden mediante una fase de
exploracion utilizando las herramientas como la regla y el compés, asi mismo las
herramientas del software Geogebra. Méas adelante, los estudiantes realizaran diferentes
construcciones geométricas con el propdsito de propiciar una discusion alrededor de la
validez de los argumentos, de la medida de angulo, de la exactitud etc. A continuacion se

presenta el desarrollo ampliado de cada uno de los aspectos sefialados:

4.1 “HABLEMOS SOBRE LA MATEMATICA”

Partimos de las siguientes preguntas: ¢Qué son las matematicas?, ;Las matematicas son
exactas? ¢ Existen problemas matematicos que aln no se pueden solucionar? , las respuestas
iniciales a estas preguntas por parte de los estudiantes nos permitiran conocer la imagen o
concepcién que ellos tienen acerca de las matematicas, y ademas saber si para ellos el
término matematicas es sinénimo de exactitud, perfeccion, solubilidad en todo lo que se la
ha planteado, es decir, si tienen la idea de una matematica exitosa. Se espera que el profesor
tome apuntes de los aportes de los estudiantes y resalte cada una de las ideas propuestas.

Estos aportes son insumo para concluir la propuesta.
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4.2 “CONTEXTUALIZACION”

Se presenta una imagen® a los estudiantes con el propésito de invitarlos a interpretar y
recrear las situaciones que en ella se presentan, identificando un contexto que les permita
darle sentido a la imagen, creando personajes y su vez condicionada segun los siguientes
parametros: La narracién debe incluir aspectos matematicos, se deberd recurrir a la
imaginacion mediante la reorganizacion y la seleccién de aquellos eventos que son

significantes en la imagen.

Figure 104, Picture in Caramuel's treatise on theoretical and practical mathematics®

4.3 “PRESENTACION DE LA SITUACION”

Teniendo en cuenta todo lo observado en la imagen por los estudiantes y la narracion
(cuento, historieta, relato etc.) que ellos han recreado, se realizara una socializacion. Esta

socializacion estard mediada por unas preguntas que nos permitiran crear un vinculo entre

*Imagen extraida de Adriano Dematte and Fulvia Furinghetti,(2011) History, Figures and Narratives in
Mathematics TeachingUniversity of Genova, Italy
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la Historia De Las Matematicas y la triseccion del angulo, mediante la construccion de un
instrumento de medicion de &ngulos, que es el transportador.

Preguntas orientadoras

e ¢ Hace cuénto tiempo cree usted que fue tomada esa imagen?

e ;Qué actividad creen que estan realizando las personas?

e Cual cree que es el objetivo de la actividad que las personas estan realizando?

e ;Como se relacionan las actividades de los personajes con las matematicas?

e ;Qué de matematico tiene la imagen?

o (A qué se le parece el instrumento?

e ;Qué papel juega el instrumento en el contexto que usted ha creado?, ¢Para qué
cree que se utilizaba el instrumento?

e ;CAmo cree que aparece ese instrumento en las manos de los personajes?

e Cree usted que ellos lo crearon?

e Si la respuesta a la anterior pregunta es positiva ¢qué elementos iniciales tuvieron
en cuenta los personajes de su historia para la creacion del instrumento?

e ;CoOmo crearon un instrumento que mide angulos en la antigiiedad?

Finalmente, después de analizar todos los aspectos involucrados en la imagen se propone la
siguiente situacion: “Si usted fuera uno de los personajes de la historia que ha recreado y
el instrumento se estropeard, ¢Cree usted que lo podria construir? ;Cémo? ”Para ello, se
propone organizar grupos de tres o cuatro estudiantes, que reflexionen sobre la situacion

propuesta y propongan estrategias.

4.4 “TRABAJO DE EXPLORACION”

Inicialmente las herramientas con las que los estudiantes podra construir sera con aquellas

que se denominaban “legales”, es decir la regla y el compas y luego validard tales

construcciones con Geogebra. Para ello es necesario que el estudiante tenga algunas

nociones basicas sobre el trabajo con regla y compas y posteriormente con Geogebra, pues

ello le permitird tener mas herramientas a la hora de crear el instrumento que
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consecutivamente le permitird medir de manera precisa diferentes angulos. Por tal razon,
para el trabajo con los elementos antes mencionados, se deben tener en cuenta algunas
nociones geométricas previas tales como (se pueden trabajar inicialmente con regla y

compas):

e Segmentos, rectas, puntos.

e Angulos

e Medida de angulos

e Construccion de triangulos

e Relaciones proporcionales

e Razones

e Bisectriz

e Dividir un segmento en dos partes iguales
e Teorema de Tales

e Rectas perpendiculares y paralelas.

e Nociones geométricas fundamentales.

El propoésito en esta parte de la propuesta es orientar el trabajo de los estudiantes a la
necesidad de crear un instrumento que mida angulos, donde es posible que dirijan su
mirada a un instrumento que utilizan en la escuela, como lo es el transportador. Sin
embargo, se debe resaltar que no se admite la reproduccién de dicho instrumento, sino la
posibilidad de crearlo trasladando a los estudiantes a una época histérica donde los
matematicos no contaban con dicho instrumento. En este sentido, se puede orientar el
trabajo del estudiante presentdndole la manera de bisecar cualquier &ngulo utilizando regla
y compas:
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Tabla 5: Proceso para bisecar un angulo.

Proceso para bisecar un angulo

Representacion gréafica del proceso de

construccion

Sea h una recta en el plano

Escoger un punto A cualquiera

Con centro A y radio Al (cualquiera) trazar la / \
circunferencia Ca // .
Escoger un punto C cualquiera sobre la 3 }
circunferencia Ca

Trazar otra circunferencia Cg con centro en Ay o ~_.
distancia G menor que el radio AC. e i %\<
Sean D y E los puntos de interseccion entre la ] Iﬁ/(/{ ;\ \
circunferencia Cg y la recta h y el segmento AC | \ { \ /" \ |
respectivamente. T \ /] /]

Con centro E y radio ED tracese la
circunferencia Cg, asi mismo con centro Dy

radio DE tréacese la circunferencia Cp,

Sean H y F los puntos de interseccion entre las
circunferencias Cg yCp, Luego se traza una recta
gue une los puntos A y H. y se forman los

angulos £1AH y 4HAC.

Si se traza el segmento Cl y se toma el punto L
con la interseccion de la semi recta AH, se tiene
que por el teorema LAL los tridngulos ALC y
ALI son semejantes. Por lo tanto los angulos
AIAH Yy £HAC son iguales.
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En este proceso se le pide al estudiante dividir en varias partes un angulo dado, utilizando
ahora la herramienta de Geogebra, donde debe determinar si puede obtener cualquier
angulo dividiendo siempre por mitades. Luego se le plantea al estudiante construir un
angulo de 20°. En este proceso el estudiante debe presentar su trabajo a partir del uso de la
regla y el compés, y mas adelante validar las construcciones en Geogebra, el estudiante
deberd familiarizarse con sus herramientas, realizar construcciones y comprobar utilizando

medidas.

4.5 “SOCIALIZACION DE LAS DIFERENTES PROPUESTAS DE TRABAJO”

Posterior al trabajo de exploracion, con la herramientas del software Geogebra y la
experiencia de realizar una construccion con regla y compas en hojas, se inicia un proceso
de socializacion y discusion de las diferentes estrategias que proponen los grupos para
obtener un angulo de 20°, que finalmente permitira construir un transportador similar al que
se mostraba en la imagen 1. En esta parte de la propuesta, se espera identificar procesos
matematicos como la argumentacién, donde el estudiante utilice sus conocimientos
geométricos para explicar la estrategia planteada y la validacion en la medida que se
utilicen herramientas en el programa Geogebra como el mismo transportador para medir los

angulos obtenidos y validar las propuestas.

4.6 “VALIDACION DE LAS PROPUESTAS”

Después de que los estudiantes dieran a conocer las propuestas, el profesor debe propiciar
una discusion en la clase, identificando elementos de cada uno de los grupos. Luego, se
entrega a cada grupo una secuencia de pasos para trisecar un angulo (Ver Capitulo 3)
utilizando regla y compés. Cabe aclarar que cada secuencia es diferente, y que la tarea
asignada consiste en hacer la construccion de un modelo geométrico que conlleve a la
triseccién del angulo, donde deben validar si se triseca o0 no un angulo cualquiera con la

construccién dada.
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Tabla 6 Construcciones geométricas realizadas en Geogebra

En el momento en que el estudiante empiece a validar la construccion que ha hecho
utilizando el programa de geometria dindmica Geogebra, se dara cuenta que las medidas no
son exactas, llegara a la conclusion que con regla y compas no es posible trisecar un angulo

de manera precisa.

En este punto, se encontrara con un problema de exactitud, dado que visualmente la
construccién y el modelo geométrico (fisico) puede inducir a garantizar una exactitud, pero
al validar usando el programa se identificaran esas cifras decimales que no garantizan la
exactitud. Sin embargo es necesario que el estudiante haya realizado la construccion con
regla y compas en una hoja de papel y asi mismo en el programa de Geogebra, para poder
generar una discusion en la clase sobre las matematicas en el mundo fisico y las

matematicas en el mundo abstracto.

La discusion sera mediada por el profesor en la medida que se identifique que dicha
discusion fue parte del desarrollo historico de las matematicas. Resaltando, que si bien es
cierto, que lo legal en ese momento eran las construcciones que se hacian con regla y
compas, entonces en ese momento con lo legal no se podia trisecar un angulo de manera

exacta. De manera particular, un &ngulo de 60° no se podia trisecar con regla y compés.

4.7 VIOLANDO LAS REGLAS.

Se dice “violando las reglas” porque los instrumentos aqui utilizados para trisecar el angulo
no son precisamente la regla y el compas, son las curvas generadas por el movimiento y era
algo que en esa época no estaba aceptado dentro de lo que se consideraba como

matematico. El profesor presentara algunas curvas y los estudiantes deberan probar que
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éstas trisecan exactamente el angulo, ellos evidenciaran que mediante las curvas es factible
trisecar un angulo de manera exacta; se le mostraradn aquellas curvas que para ellos son
familiares como la parabola, la cubica entre otras.

Validacion de modelos con el trabajo con curvas.

> Socializacion de modelos “exactitud” utilizando las curvas.

Se socializa con los estudiantes las diferentes construcciones realizadas con curvas que
trisecan el angulo, se media a los estudiantes por medio de preguntas que lo lleven a

concluir que s6lo mediante las curvas se puede trisecar de manera exacta.

- ¢Enverdad triseco el angulo en tres partes iguales?
- ¢Si se mueve algin punto de la construccion se mantiene la propiedad de la

triseccién?

4.8 SOCIALIZACION

Después de todo el trabajo realizado, los estudiantes volveran a las preguntas inicialmente

planteadas:

- ¢Qué son las matematicas?

- ¢Las matematicas son exactas?

Ahora los estudiantes tendrdn mas herramientas para argumentar sus respuestas y luego del

trabajo realizado compararlas con sus respuestas iniciales.
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Capitulo 5 CONCLUSIONES Y REFLEXIONES

La elaboracidon de estas memorias, lleva consigo no solo la narrativa de cada momento, sino
que adicional, cada momento estd narrado a partir de una reflexion, puesto que no nos
limitamos a describir el proceso, sino que de manera natural el ejercicio de mirar lo que se
hace y cdmo se hace, lleva implicito y casi dificil de separar un ejercicio de reflexion. Por
ello, en este Ultimo capitulo, se presenta una reflexion de las reflexiones hechas, lo que

conlleva a unas conclusiones del ejercicio de reflexionar.

De acuerdo al proceso que se ha realizadoy después de mirar hacia atras, se identifica que
no se pueden establecer conclusiones a nivel general, y por ello, se nos hace necesario

presentar dichas conclusiones de acuerdo a diferentes aspectos:

5,1 FRENTE A LA TAREA DE DISENO

Inicialmente se parte del conocimiento del profesor, del saber sabio, donde se inici6 la
tarea de disefio identificando aspectos que se consideran se tienen en cuenta. En esta parte
del proceso se presentd una negociacion de conocimientos, un compartir de experiencias en
el aula y en el proceso de formacion, un momento de trabajo colaborativo donde los aportes
de cada una, son parte del proceso de aprendizaje que se lleva en el desarrollo de las

memorias.

Por otro lado, es importante resaltar, que para este trabajo no se conté con un marco
didactico y metodoldgico establecido -lo que puede como no afectar el disefio-, por lo que
cada momento de la propuesta se pensdé en la medida que se iba explorando y

profundizando sobre el problema de la triseccion del angulo.

En este sentido, se hace evidente la necesidad de buscar documentos que nos permitieran
comprender mejor el problema de la triseccion, ya que indudablemente el profundizar sobre

el tema, le da mas herramientas al profesor para llevar una propuesta curricular a la clase de
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matematicas, aclarando que aunque con este trabajo se abordaron caracteristicas de dicho
problema, alin queda una gran cantidad de material bibliografico por revisar dado que estan
en diferentes idiomas, son muy complejos y abordan diferentes aspectos que pueden ser

tomados para profundizar sobre el tema.

También, en la tarea del disefio, se reconoce que al proponer el problema de la triseccion
del angulo, el conocimiento con el que se contaba alrededor del problema era muy leve,
pues aunque se habia explorado en el espacio de formacion de la Especializacion con
curvas mecénicas como la Cuadratriz, la Concoide y la Cisoide, no se tenia una idea clara
de como habian llegado a concluir que era irresoluble. Sin embargo, esta experiencia nos
permitio vivir y sentir, que no es suficiente saber resolver un problema para considerar que

ya lo podemos ensefiar en la escuela.

En consecuencia, una gran reflexion que sobresale es en los errores que cometemos
inconscientemente en nuestras practicas docentes, ya que muchas veces se cae en el error,
por un lado de ensefiar a resolver problemas como se aprendid, y por otro lado, mostrar una
matematica que siempre tiene una solucion a todo tipo de problemas. Por ello, rescatamos
el valor de la propuesta que se presenta, ya que como evidenciaron en la lectura, los
objetivos no estan propuestos a ensefiar, sino a generar discusiones en el aula sobre las
Matematicas, y lo rescatamos porque recordamos desde nuestra experiencia inicial como
estudiantes de colegio y luego como profesoras actualmente, que casi nunca -para no decir
nunca-, se lleva al aula discusiones sobre caracteristicas de las Matematicas, casi siempre
se llevan conceptos, formulas y procedimientos ya consolidados y aceptados como

verdaderos e irrefutables.

Por lo tanto, el hecho de mostrarles a los estudiantes un problema que antiguamente no se
puedo solucionar, presenta otra cara de las Matematicas, la cara humana, que como todo lo
que hace el humano tiene un proceso, y en ese proceso tuvo inconvenientes, errores,
retrocesos, etc., y se discute la idea de unas Matematicas exactas, perfectas y siempre
encaminadas a la verdad y a la certeza. Por ello, en la tarea del disefio, algunos aspectos de

la Historia de Las Matematicas nos permitieron orientar la propuesta, ya que esta basada en
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su totalidad en el proceso de la solucion del problema de la triseccion del angulo, desde la
geometria propuesta por la antigua Grecia hasta la geometria propuesta por Descartes en el
siglo XVI1I.

Dentro de la tarea de disefiar, el profesor debe identificar qué recursos son necesarios para
llevar a cabo su propuesta, en este sentido, agradecemos el contar con programas de
geometria dinamica como lo es Geogebra, ya que de cierta manera éste permite realizar
procesos de generalizacién, ya que en una construccion de un modelo geométrico, se
pueden validar hipotesis para cualquier angulo, lo que tal vez no se puede percibir
facilmente desde la construccion hecha en papel con regla y compas. Adicional a esto, esta
la herramienta de medir angulos en Geogebra la cual tiene mayor precision que la

medicion de angulos con transportador.

Finalmente, se identifica en la tarea del disefio, que este no es lineal y que se presenta de
manera ciclica lo que implica que debe ser flexible, es decir que no se deben determinar
momentos estrictamente en el orden propuesto, ya que estos se determinan segun la
apropiacion que se tenga del tema y de las tareas que se le proponen a los estudiantes, que a

su vez deben estar conectados con los objetivos propuestos.

5.2 FRENTE AL EJERCICIO DE CONSTRUIR UNA MEMORIA

El realizar las memorias, nos permitié generar las anteriores conclusiones, porque si de
cierta manera en este documento solo se mostrara el disefio de la propuesta final como una
secuencia de tareas que se le proponen alos estudiantes, se deja de lado todo el proceso que
se llevo, y pues si el ejercicio de llevar una propuesta curricular al aula no le deja

ensefanzas al profesor, no se puede pretender dejar una ensefianza en los estudiantes.

En consecuencia, no sabemos si el disefio garantiza alcanzar los objetivos propuestos,
porque como tal no se ha validado la propuesta (aplicar a un grupo especifico de
estudiantes y registrar su proceso) pero lo que si podemos afirmar es que el proceso de
disefio registrado, garantiza una conciencia de cémo estamos realizando la tarea,

reconociendo gque no es una tarea trivial y sobre todo de como podemos usar la Historia de
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las Matemaéticas en lo que llevamos al aula y no quedarnos en una breve resefia de algin

matematico en un momento de introducir un tema.

En este sentido, concordamos en que una de las dificultades en la elaboracion de las
memorias consistia en tener herramientas que nos permitieran abordar un problema
historico, porque reconocemos que en nuestro proceso de formacion, la Historia de Las
Matematicas hacian parte de un marco tedrico y no de la propuesta didactica que se
proponia. Entonces, el escuchar las conversaciones que se daban en el proceso de disefio se
veian todas las falsas ideas que se tenian de los usos de la historia, creyendo que hacian

parte de una clase de historia y no de la clase de matematicas.

Por ello, creemos que esta experiencia no puede generalizarse a todos los profesores de
matematicas, es decir, puede ser que otros profesores tengan otras estrategias y tomen otras
rutas para realizar la tarea de disefiar una propuesta curricular, pero si hace parte de las
reflexiones de dos profesoras que cada dia llevan una idea de “Las Matemdticas” al aula,
idea que no influye a un estudiante, sino tal vez a miles. Por ello, rescatar que dos
profesoras sean conscientes de como realiza la tarea de disefiar y qué idea de matematicas
esta llevando, permite mejorar poco a poco sus practicas en el aula, reconociendo que el
mayor aprendizaje que se obtiene, es aquel que se reflexiona y se refleja en nuestras

acciones.

5.3 DEL CONOCIMIENTO Y LA EXPERIENCIA

Este ultimo aspecto, engloba gran parte de los objetivos de esta propuesta, ya que se parte
de pensar como algo que parecia tan simple como construir “un disefio” se vuelve tan
complejo, donde a partir de la elaboracion de memorias, el disefio se hace paralelo al
describir y reflexionar. En este sentido, la memoria no es una memoria con una linealidad
temporal sino se presenta un proceso ciclico, donde se presentan aspectos que no se
reconocen en la literatura sobre el disefio, el ejercicio de hacer una narrativa es una
estrategia para identificar el como se hace un disefio y sin embargo algunas de las cosas que

se van evidenciando pueden no estar necesariamente presentes.
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La propuesta que aqui se presenta, tiene un aspecto fundamental y es el hecho de discutir en
la clase de matemaéticas ¢Qué son las matemaéticas?, donde escuchar las respuestas de los
estudiantes y tenerlas en cuenta, no solo lo hace participe sino que le permite al docente
abordar otro tipo de competencias matematicas evidenciando procesos de razonamiento, de

comunicacion matematica y de modelacion.

Por ello, se refleja en la propuesta el papel moderador del profesor al encontrar y debatir las
diferentes posturas sobre la exactitud que presentan los estudiantes, dejando de lado un
profesor expositor de contenidos matematicos. Asi mismo, se reconoce que el conocimiento
del profesor va méas alla de lo que pone en la clase, pero no se ve explicito en el disefio

cuando este solo presenta un producto final.

En este sentido, la elaboracién de la propuesta nos permite replantearnos sobre ¢Qué tanto
el conocimiento del profesor se debe ver reflejado en la presentacion de las actividades y
tareas que se llevan al aula? Reconociendo que si bien el profesor no ensefia todo lo que

sabe, si debe saber muy bien todo lo que ensefia.

Si bien, nos hemos visto enfrentadas a situaciones que implican la exactitud en la clase de
matematicas, nunca nos hemos planteado la necesidad de discutir sobre este aspecto, por
ello, esta propuesta no solo se quiere llevar al aula, sino principalmente a nuestro proceso
de formacion continuada reportando no tanto la comprension de la exactitud, sino el hecho
de que muchas cosas de esas son incomprensibles para el docente, porque no estd mal
reconocer que como profesores ignoramos y no entendemos muchas cosas. Asi pues,
aunque se abordo la postura de diferentes autores como Panza (2011) quedamos cortos en
el analisis y comprension de lo que es exactitud y como esta es parte de las Matematicas,
donde la exactitud y la precision es un aspecto que permite generar la discusion alrededor
de caracteristicas propias del estudio de las matematicas y el cual se puede concebir como
un objeto matematico, que conlleva a identificar la percepcién e ideario que llevan los

estudiantes de las matematicas.

Finalmente, reconocemos que el disefio curricular frente al problema de la triseccion del

angulo es una propuesta que dificilmente podriamos aplicar, porque de cierta manera los
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profesores nos enfrentamos al encasillamiento de contenidos matematicos en determinado
espacio de tiempo. Puesto que se debe tener en cuenta que el aplicar una propuesta de
disefio curricular como la que se ha planteado a lo largo del trabajo se quiere generar
discusiones en la clase de matematicas sobre las matematicas, es necesario contar con el
espacio para ello, porque si bien es cierto, en muchos colegios la planeacién curricular mas
que ser una herramienta que le permita al profesor llevar un orden y secuencia en las
tematicas es una camisa de fuerza que no le permite salirse de ese esquema y llevar la clase
a un contexto diferente como generar discusiones alrededor de contenidos, porque ello le

implica aplazar clases y romper el esquema planeado.
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Capitulo 6 DIVULGACION

Tomando algunos aspectos generales del disefio, se presenta la ponencia “La triseccion del
dangulo, un problema que se puede solucionar en la clase de matemadticas” a la Cuarta
Escuela Nacional de Historia y EducacionMatematica ENHEM realizado en la ciudad de

Cali en el mes de Octubre del 2013, siendo acepta y presentada a la comunidad educativa.

LA TRISECCION DEL ANGULO, UN PROBLEMA QUE SE PUEDE
SOLUCIONAR EN LA CLASE DE MATEMATICAS
Bethsy Marcela Rucinque Lopez Jennyfer Alejandra Zambrano Arias

bethsy1516@hotmail.comnifer86@gmail.com

Universidad Pedagdgica Nacional
La Historia de las Matemaéticas en la educacion matematica
Educacion basica y Media
Resumen

Se presenta una propuesta de intervencion en el aula a partir del problema de la triseccion
del angulo, dividida en dos momentos importantes, el primero es abordado con los
instrumentos clasicos como la regla y compéas por medio de la elaboracion de
construcciones geomeétricas en papel (fisico) y el segundo, haciendo uso de Geogebra en la
construccién de soluciones al problema aplicando curvas familiares a los estudiantes como
la parabola y la cubica, invitando a los estudiantes a discutir la cuestion de la exactitud en
las matematicas.

Palabras Claves: triseccion del angulo, regla y compas, exactitud, curva.

La Triseccidn del angulo: el problema

Es ampliamente conocido que los griegos utilizaban los instrumentos como la regla y el
compas, porque con estos, se podian realizar diferentes operaciones entre longitudes. Sin

embargo, cuando surgieron los problemas clasicos griegos, la regla y el compas no eran
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suficientes para solucionarlos y por ello los catalogaron como problemas imposibles de

solucionar.

En este sentido, la triseccion del angulose consideraba imposible porque implica la division
en tres partes iguales de una longitud de arco, lo que llevaba a pensar en el proceso de
rectificacion de una curva, ahora como se debia encontrar una relacién de angulos triples®
se debia solucionar una ecuacion cubica, que como se evidencia en la duplicacion del cubo,
ya era algo imposible. En este sentido la triseccion del angulo comprende como lo propone
Jim Loy (2003) establecer una relacion entre lo que se podia y no se podia hacer dentro de

lo que consideraban como geomeétria.

Por ello, uno de los cuestionamientos en este trabajo, consiste en pensar como abordaron
inicialmente el problema de la triseccion del angulo, utilizando Unicamente la regla y el
compas, y entender como fue que llegaron a la conclusion de la imposibilidad de este
problema. Reconocemos que demostrar que algo es imposible es mas dificil y en ese
camino Jim Loy (2003) presenta una recopilacion de diferentes construcciones donde se

intenta trisecar un angulo utilizando regla y compas.
Propuesta para abordar la triseccion del angulo en la clase de matematicas

El proceso de disefio de la propuesta se llevé a cabo en dos fases importantes: en la primera
se realizd un proceso de indagacion (saber del profesor) donde se cuestiond sobre qué
aspecto de las curvas se queria abordar, luego se realiza una revision de diferentes formas
de abordar el problema para proponer diferentes situaciones que generen la necesidad de
trisecar un angulo, y esto permite seleccionar algunas actividades que permitieron construir

una ruta de trabajo con los estudiantes.

Al momento de disefiar la propuesta se plantea que con ella se quiere llevar al estudiante a

reconocer que existen diferentes respuestas para un mismo problema, por otro lado se

®Relacién que se deriva de la suma de angulos sen (a + b) = sin (a) cos (b) — cos (a) sin (b) como
sen3a = 3sina — 4sina
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espera abordar una discusion sobre el problema de la «exactitud» en el desarrollo Historico
de las Matematicas, asi mismo, evidenciar que en el proceso Histdrico de las matemaéticas

existieron problemas irresolubles.

Se inicia la propuesta de intervencion con una conversacion con los estudiantes alrededor
de las preguntas ¢Qué son las matematicas? ¢;Las matematicas son exactas? ¢Existen
problemas matematicos que ain no se pueden solucionar? Las respuestas obtenidas seran
insumo para una conversacion al finalizar el trabajo, asi poder hacer una comparacion de

los resultados obtenidos con el momento inicial.

Luego se le presenta a los estudiantes una imagen’ con el propésito de invitarlos a
interpretar y recrear las situaciones que en ella se presentan, identificando un contexto que
les permita darle sentido a la imagen, creando personajes teniendo en cuenta que la
narracion debe incluir aspectos matematicos y que se debera recurrir a la imaginacion
mediante la reorganizacion y la seleccion de aquellos eventos que son funcionales a los

objetivos de la historia.

llustracién 12: Imagen Utilizada para ide

ntificar una posible necesidad para crear un instrumento

gue mide angulos

Teniendo en cuenta todo lo observado en la imagen por los estudiantes y el contexto que
ellos han recreado, se realizard una socializacion de los diferentes contextos. Esta
socializacion estara mediada por la siguiente situacion: Si usted fuera uno de los personajes

de la historia que ha recreado y el instrumento se estropeard, ¢Cree usted que lo podria

"Imagen extraida de de Adriano Dematte and Fulvia Furinghetti,(2011) History, Figures and Narratives in
Mathematics TeachingUniversity of Genova, Italy
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construir? ¢(Como? Y por medio de esta Ultima pregunta se invita al estudiante a la
construccion de un instrumento de medicion de angulos como por ejemplo el transportador.
Luego, de acuerdo al contexto creado por los estudiantes se le propone idear la manera de
crear un transportador que le permita medir angulos de manera precisa; en el proceso de
buscar posibles maneras de construir el instrumento el estudiante inevitablemente se

centrara en la necesidad de bisecar un angulo, trisecarlo o partirlo en varias partes iguales.

Ahora bien, se organizan grupos de trabajo los cuales deben presentar un propuesta de la
construccion de un instrumento que mida angulos e inicialmente que mida un angulo de
20°. En este proceso el estudiante debe presentar su trabajo a partir del uso de la regla y el
compas, y mas adelante validar las construcciones en Geogebra, el estudiante debera
familiarizarse con sus herramientas, realizar construcciones y comprobar utilizando
medidas. En el momento en que el estudiante empiece a validar la construccién que ha
hecho del transportador con un angulo de 20° evidenciara las dificultades que tuvieron los

matematicos de aquella época.

Luego, Se le entrega a cada grupo una construcciéon diferente de la triseccion del angulo y
ellos la van probar primero utilizando regla y compéas y luego en Geogebra. Con esta
actividad se espera que el estudiante valide si se puede trisecar el angulo de manera precisa

con lapiz, regla y compas o utilizando el programa Geogebra.

Posteriormente, se pretende hacer una comparacion entre la realizacion de un modelo fisico
con regla 'y compas v la validacion utilizando valores en el programa Geogebra. El profesor
presentara algunas curvas y los estudiantes deberan probar que éstas trisecan exactamente
el angulo, ellos evidenciaran que mediante las curvas es factible trisecar un angulo de
manera exacta; se le mostraran aquellas curvas que para ellos son familiares como la

parabola, la cibica entre otras.
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Triseccion del angulo utilizando | Triseccion  del  &ngulo

la parabola utilizando la curva cubica

Finalmente Después de todo el trabajo realizado, los estudiantes volverdn a las preguntas
inicialmente planteadas: ¢Qué son las mateméticas? ¢Las mateméticas son exactas?
¢ Existen problemas matematicos que adn no se pueden solucionar? Ahora los estudiantes
tendran mas herramientas para argumentar sus respuestas y luego del trabajo realizado

compararlas con sus respuestas iniciales.
Algunas Reflexiones

El problema de la triseccién del angulo fue considerado en un momento de la Historia de
las matematicas como “irresoluble” o “imposible” porque con las herramientas permitidas
(regla y compés) no se podian construir nimeros diferentes a las raices cuadradas. Méas
adelante se involucré dentro de las matematicas, el trabajo con curvas, las cuales
permitieron resolver los diferentes problemas griegos. Por ello, llevar a la clase de
matematicas el problema de la triseccién del angulo, permite trasladar a los estudiantes a un
momento de la Historia de las Matematicas, donde todo no siempre se podia solucionar y se
invita a tener la experiencia de resolver el problema y de analizar cuéles eran las

discusiones que tenian los antiguos matematicos.

Dentro de estas discusiones se propicia un espacio de la clase de matematicas para
conversar con los estudiantes sobre la percepcion que tienen ellos de las matematicas, para
abordar especificamente el caracter de la exactitud de las matematicas comparando
procesos Yy representaciones en construcciones realizadas en el mundo fisico utilizando
regla y compas, y en el mundo abstracto utilizando el programa Geogebra. Por ello, se

reflexiona en que con este tipo de actividades mas que generar un aprendizaje geométrico
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se invita a los estudiantes a la discusion sobre el caracter de la exactitud de las matemaéticas,
sobre la percepcion de una matemaética perfecta, que no admite el error. Dado que en la
propuesta se evidencia que a partir de los errores y de muchos intentos, se logra establecer

no uno, sino varios métodos para resolver un mismo problema.

Como profesores de matematicas, el ejercicio de disefiar una propuesta de intervencion en
el aula vinculando aspectos de la Historia de las matemaéticas y especificamente el trabajo
con curvas lleva a una gran reflexion sobre la importancia del saber del docente, dado que
el conocer aspectos historicos de lo que manejamos cada dia en el aula de clase, mejora la
seguridad y la capacidad del profesor para proponer y planear actividades que conlleven al

trabajo de una matematicas mas humana, con errores y con muchas cosas que descubrir.
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